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Introduccion

El estudio de las familias casi disjuntas no es reciente, posiblemente el primero
que hablé de ellas fué S. Mrowka cuando costruyé un espacio no compacto, com-
pletamente regular y pseudocompacto alrededor de los anios 60’s.

El objetivo de este trabajo es usar el concepto de las familias casi disjuntas
para construir un espacio topoldgico con determinadas caracteristicas las cuales
aludiremos mas adelante. Cabe mencionar que el hacer uso de este tipo de fami-
lias uno se imagina que el espacio a construir podria no ser trivial.

Para hacer un recuento sobre la historia de este tipo de espacios, primero ve-
remos las definiciones principales concernientes al espacio que se va a construir:

Definicién 1 Un espacio topologico se llama anti-Hausdorff si es Ty y ademds
cualesquiera dos subconjuntos abiertos no vacios tienen interseccion no vacia.

Es facil ver que un espacio es anti-Hausdorff si y sélo si cada subconjunto abierto
no vacio es denso.

Definicién 2 Un espacio topoldogico X se llama Fréchet si X es T y ademds
para cada A C X y cada x € A, existe una sucesion en A que converge a x.

Definicién 3 Un espacio topoldgico X se dice LSU (Limite Secuencial Unico)
si X es Ty y para toda sucesion S = {x,} que converge a algin punto x € X,
SU{z} es cerrado.

Sea X un espacio topoldgico 71 y A un subconjunto de X. Entonces definimos
A" = {z € X : existe una sucesién en A que converge a x}, a este conjunto se
llama la cerradura secuencial de A. Decimos que U C X es una s-vecindad de

haeeere——1
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Definicién 4 Un espacio topologico X se dice s-Hausdorff si X es T} y cuales-
quiera dos puntos distintos tienen s-vecindades disjuntas. X es s-anti-Hausdorff
st cualesquiera dos puntos distintos no tienen s-vecindades disjuntas

La historia del problema que vamos a tratar en esta tesis es la siguiente:

1) En un seminario de Topologia en el afio 1939, Cech se cuestiona sobre la
existencia de un espacio topologico que ademas de ser LSU sea s-anti-Hausdorff.
En el ano de 1939 Novak presenta un ejemplo de este espacio.

2) Tiempo después el mismo Novdk se cuestiona sobre la existencia de un es-
pacio topolégico que ademas de ser anti-Hausdorff y LSU sea de Fréchet.

3) En 1971, S. P. Franklin y M. Rajagapalan presentan un ejemplo de un es-
pacio topolégico s-anti-Hausdorff y LSU pero no-Fréchet. Cabe mencionar que
estos dos matematicos no conocian el ejemplo dado por Novak.

4) Finalmente Eric K. van Douwen logra responder la pregunta de Novak y lo
hace construyendo un espacio topolégico en ZFC que ademéas de ser un espacio
anti-Hausdorff, LSU y Fréchet, era compacto y numerable. Este espacio fué pu-
blicado en un articulo péstumo en el ano 1993.

Veamos algunos ejemplos sencillos de espacios que tienen algunas propiedades
mencionadas arriba pero no todas.

Ejemplo 1: Sea X un conjunto infinito numerable. Definimos sobre este con-
junto la topologia de los complementos finitos. Este espacio topoldgico es Fréchet
y anti-Hausdorff. Sin embargo, observemos que cada sucesion inyectiva converge
a todos los puntos del espacio. Esto demuestra que el espacio no es LSU.

Ejemplo 2: Sea X no numerable y 7 = {U : X\ U es numerable} U{()}. Entonces
el espacio (X, 7) es anti-Hausdorff, LSU pero no es Fréchet

Por tanto, lo que se hace en este trabajo es presentar la ingeniosa construccién del
espacio dada por van Douwen. Es por eso que se hace énfasis en la importancia
de los teoremas del capitulo 2.

Veamos ahora la estructura de la tesis:

En el Capitulo 1 se demuestran varios resultado sobre familias AD en [w]¥, entre

los cuales podriamos decir que el mas importante es el que asegura la existencia

de familias AD maximales en [w]®.



En el Capitulo 2, se podria pensar que es la parte fuerte de esta tesis, se desa-
rrollan resultados los cuales garantizan la existencia de familias MAD-cortables.
Este concepto se define en este capitulo y es fundamental en el desarrollo de la
construccién de nuestro espacio que tendra las propiedades de ser LSU, Fréchet
y anti-Hausdorff.

En el Capitulo 3 aplicaremos los resultados de los dos capitulos anteriores para
finalmente construir el espacio topoldgico que sera anti-Hausdorff, LSU y Fréchet.
Encontrar un espacio topoldgico que cumpla estas tres condiciones simultanea-
mente es en realidad dificil. Sin embargo van Douwen construyé un espacio que
ademas de cumplir estas tres condiciones, también es compacto y numerable.



Capitulo 1

Resultados sobre familias AD

Sea k un cardinal infinito, recordemos que:
(X" ={Ae P(X) : [A] = r}
[X]*"={A e P(X) : |A| < k}

Definicién 5 Una coleccion A C [w] se llama familia AD (casi disjunta) si
VA,B € A con A # B, se cumple que |AN B| < w.

Ejemplo 1. Sea A = {w}. Claramente A es una familia AD en [w]|*. Observe
que |A| =1

Ejemplo 2. Denotemos como P al conjunto de los niimeros primos. Ahora for-
memos los siguientes conjuntos de niimeros naturales:

A2 = {Qkk’EN}

A; = {3": keN}

A5 = {5kk€N}
k

A,, = {p;: keNyp; es el i-ésimo numero primo}

Sea C = {4,, : p; € P}. Demostraremos que C es una familia AD en [w]“. Como
cada elemento de C es infinito, entonces solo basta probar que la interseccién de
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dos elemetos distintos de C es finita. Pero si p; # p;, entonces pf # pé Vk,l € N.
Observe que |C| = w.

Ejemplo 3. Denotemos como I al conjunto de los niimeros irracionales. Sabemos
que para cualquier p € I, existe una sucesion {z ) }ien de nimeros racionales
que converge a p. Sea D, = |J;cn{2 (i)} donde {z(, biew es la sucesion, elegida
previamente, de racionales que converge a p. Finalmente sea D = {D,, : p € I}.
Claramente D es una familia AD en [w]* ya que para cada p € I, |D,| = w y
si py ¢ son dos numeros irracionales distintos, | D,ND,| < w. Observe que |D| = ¢.

Puesto que |Q| = w, D es una familia AD en [w]*. Naturalmente D no es nume-
rable.

Con estos tres ejemplos observamos que existen familias AD en [w] finitas, infi-
nitas numerables y no numerables, sin embargo en este trabajo, cuando hablemos
de familias AD entenderemos que estas familias son infinitas a menos que se es-
pecifique lo contrario.

El siguiente Teorema, el cual requiere el uso del Lema de Zorn para demostrarse,
es un resultado muy importante en el estudio de las familias AD ya que a partir
de este, se puede garantizar que cualquier familia AD en [w]¥ estd contenida en
alguna familia AD maximal de [w]¥. Mas atin, el resultado garantiza la existencia

de familias AD maximales en [w]®.

Teorema 1.1 Toda familia AD en [w]¥ estd contenida en una familia AD ma-
zimal en [w]®.

Demostracién. Sea C una familia AD en [w]”. Consideremos
§ = {B: B es una familia AD en [w]* y C C B}

Como haremos uso del Lema de Zorn, tomaremos una cadena 9 = { M, }ic; en
§ v demostraremos que | J9 € F. Se tienen que demostrar dos cosas:

1) C C [UM. Esto es inmediato ya que MM C F y por tanto C C M; para
cualquier ¢ en I.

2) UM es una familia AD en [w]. En efecto, para esto tomemos dos elementos
A, B en |JM, esto quiere decir que A € M; y B € M, para algunos i, j € I.
Por ser M una cadena podemos suponer que M; C M;. Por lo anterior conclui-
mos que A, B € M. Ahora, por ser M, una familia AD en [w]¥, se tiene que



|ANB| < w.

Por 1) y 2) concluimos que M € §. Habiendo demostrado esto, podemos hacer
uso del Lema de Zorn y garantizar la existencia de un elemento maximal en §, o
sea que se garantiza la existencia de una familia AD maximal en [w]¥ que contiene
aC. «

Definicién 6 Si una coleccion A C [w]¥ es una familia AD mazimal en [w]®,

diremos que la familia A es una familia MAD.

Aclaremos que estas definiciones de familias AD y MAD se pueden generalizar a
cardinales mas grandes que w, o sea que podemos hablar de familias AD 6 MAD
en [k|® donde k es cualquier cardinal infinito. Sin embargo, en este trabajo nos
basta con resultados en los cuales el cardinal es w.

Teorema 1.2 Si My y My son familias MAD en [X1]¥ y [Xs]? respectivamente
donde X1, Xo C w son tales que | X; N Xs| <w y VA € My y VB € My se tiene
que |AN B| < w, entonces My U My es una famila MAD en [X; U X5]”.

Demostracidn.

a) Mj; U M,y es AD. En efecto, sean A € My y B € M, tales que A # B. Por
hipétesis se tiene que |A N B| < w, por lo tanto M; U Ms es una familia AD.

b) M; U M5 es maximal. En efecto, sea S C [X; U X3]“. Sin perder genera-
lidad, supongamos que |S N X;| < w y que |[SN Xy = w. Como |SN Xs| = w,
entonces 3K € M,y tal que |(S N X2) N K| = w, por lo tanto [SN K| = w y
K e M;UM,.

Por tanto se concluye que M; U My es maximal en X; U X;. <«
Teorema 1.3 Si A es una familia MAD infinita, entonces A es no numerable.
Demostraciéon. Supongamos por el contrario que A es numerable, es decir que

A={A,:necw}.

Observacién: Si A, B € A tales que A # B, entonces |[A N B| < w por ser A



una familia AD. Ademads esto implica que |A \ B| = w. Mas atin, siguiendo el
mismo argumento, si A € Ay A ¢ {By,Bs,...B,} C A, entonces

]A\UBi] =w paracada n €N

i=1

Hagamos las siguientes elecciones:
1) T, € Al

2) x9 € (A2 \ A;). Podemos hacer la eleccién de este xo con xo # x; ya que
|Ay \ A1| = w por observacién anterior.

U A,») . Podemos hacer la eleccién de este x,, con x,, & {1, xo,... 2, 1}

n—1
Ap\ (U Ai> ‘ = w por la observacién anterior.

Definimos:

m—1
X:{xm: iUmEAm\(U AZ-) conmeN}

i=1

Claramente X es un conjunto infinito. Ademas observe que

es decir, no existe ningtin elemento de A que intersecte a X en un conjunto infi-
nito lo que contradice el hecho de que A es una familia MAD. Por lo tanto, A es
no numerable. <«

SiAC [w”y X € [w]*, definimos

A#X = {A€A: |[AnX|=w}

At = (X Cw: |A#X| > w}

tk(A) min {|A#X|: X € AT}



Teorema 1.4 Si A es una familia MAD en [w]”, entonces para cada Y € AT,
la coleccion ATY ={ANY : Ae A#Y} es una familia infinita MAD en [Y]“.
Ademds, (ATY)U{w\ Y} es una familia MAD.

Demostracién. Consideremos Y € A'. Demostremos que A [ Y es una familia
MAD en [Y]“.
a) Veamos que A [ Y es una familia AD.

En efecto, tomemos P,QQ € A[Y con P # . Entonces P=ANY yQ = BNY
para algunos A, B € A. Como P # @, entonces A # B y como estos conjuntos
son elementos de A y A es una familia MAD en [w]“, entonces |[A N B| < w,
asi |[PN Q| <w. Por lo tanto A [ Y es una famila AD.

b)Veamos que w < |A Y]

En efecto, como Y € A, entonces |A#Y| > w, esto es

HAe A: |ANY|=w}|>w

de esto ultimo se deduce:
H{ANY : Ac A#YY| > w

por lo tanto |A [ Y| > w.

c¢) Por dltimo veamos que A [ Y = {ANY : A € A#Y'} es una familia MAD en
Y]e.

En efecto, sea B € [Y]“. Como A es una familia MAD, entonces 34, € A tal que
|Ag N B| = w, esto implica que |4y NY N B| = w. Observemos que |[A4gNY | =w
por la definicién de A [ Y, por lo tanto, 3C' = AgNY € A tal que |C N B| = w.

Concluimos que A [ Y es una familia MAD infinita en [Y]“.

Demostremos ahora que (A [ Y) U {w \ Y} es una familia MAD.

Si w\ 'Y fuera finito, entonces A [ Y seria una familia MAD en [w]®.

Si w\ Y es infinito, {w \ Y} es una familia MAD en [w \ Y], y como A | Y
es una familia MAD en [Y]“, entonces por el teorema anterior A [ Y U{w \ Y}
es una familia infinita MAD en [w]¥. <



Denotemos como a al minimo numero cardinal |A| dénde A es una familia MAD

en [w]®.

Teorema 1.5 Si A es una familia MAD en [w]?, entonces a < tk(A).

Demostraciéon. Sea X € A". Definimos la funcién f : A#X — A | X como
f(A) = AN X para cada A € A.

Claramente f es una biyeccién ya que por hipotesis A es una familia MAD y

X e A",
Observemos que por el Teorema 1.4, A [ X es una familia MAD en [X]“, asi que

A#X|=]|AT X|>«a

para cualquier X € A*, en particular tk(A) > a. <«

Introduciremos un nuevo concepto que es muy importante en el estudio de las
familias AD.

Definicién 7 Decimos que una familia D C [w]“ es una P-coleccion si para cada
sucesion (Qn : n € wy en D tal que (Vn € w)(Qni1 C Qn), existe D € D tal que
(Vn € w)(|D — Q] < w).

En [4, Capitulo 3] se estudian 6 cardinales importantes en Topologia, uno de ellos
es: p:=min{|F|: F es una subfamilia de [w]“ con la piff (la propiedad de la inter-
seccion finita fuerte; o sea que cada subfamilia finita no vacia tiene interseccién
infinita) y que A en [w]” tal que VF € F, |A\ F| < w (no tiene la propiedad de
la pseudo interseccién infinita)}. Se menciona este cardinal por que tiene cierta
relacion con la definicion de una P-coleccion.

Teorema 1.6 w < p.

Demostracién. Supongamos que p = |F| y supongamos también que F es nu-
merable o sea que F = {F), : n € w}.
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Observemos que como F tiene la piff, entonces

*) (ﬂE\B)#@ para cada n € N
i=1

donde cada F; € F y B es cualquier conjunto finito.
Tomando en cuenta x) hagamos las siguientes elecciones:
1) r1 € K

2) zy € (Fy N Fy) \ {z1}. Podemos hacer la eleccién de este x5 con xo # 1
por x)

n
n) z, € (ﬂ E) \ {z1,29,...2,-1}. Podemos hacer la eleccién de este z,, con
i=1

xn & {21, 29,. .. Tp_1} por *).

Definimos:

F={xy,: o, € (ﬂFl) \ {x1,29,... 1} con m € N}
i=1

Claramente F es un conjunto infinito. Ademas observe que
(VF e F)(|F\ F| <w)

pero esto contradice el hecho de que F no tiene la propiedad de la pseudo inter-
seccion infinita. Por lo tanto F es no numerable. <«

De hecho se tiene que p < a, la demostracion también se encuentra en [4, Capitu-
lo 3.

Observe que a causa del teorema anterior, [w]“ es una P-coleccién, ya que si
no, existirfa una sucesién (@, : n € w) en [w]|* tal que (Vn € w)(Qni1 C Qn)
para la cual no existe D € [w]¥ que cumpla que (Vn € w)(|D — @, < w). Pero
claramente el conjunto Q = {Q,, : n € w} es una subfamilia de [w]* con la piff
que no tiene la propiedad de la pseudo interseccién infinita asi que por teorema
anterior se tendria que w < p < |Q| = w lo cual es una contradiccién.
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Capitulo 2

Condiciones para obtener una
familia MAD cortable en |[w|*

En este capitulo se definird el concepto de familias cortables en [w]“.

Con seguridad, podemos decir que este capitulo es la parte central de esta tesis,
aqui se demuestran varios lemas y teoremas que relacionan los conceptos de fa-
milias MAD, familias cortables y P-colecciénes y estos a su vez son un preambulo
para demostrar un teorema (el principal de este capitulo y quiza de todo el traba-
jo) que muestra las condiciones para poder construir una familia MAD cortable
en [w].

Estos resultados se deben a Eric K. van Douwen los cuales fueron publicados
postumamente en Topology and Applications en 1993.

2.1. Exhibiendo condiciones para la obtencion
de una familia MAD cortable en [w]*

Definicién 8 Decimos que una funcion L : A — w es una cortadura de la familia
A C [w]¥ si satisface

VX§w<X€A+=> U L(A)zcu)

A€ A#X

Diremos que una familia A es cortable si admite una cortadura.

12



El siguiente lema nos sera de gran utilidad para demostrar algunos resultados que
a su vez sirven para demostrar el importante teorema que asegura la existencia de
una familia MAD cortable. Su demostracion requiere de una argumento diagonal
similar al usado por G. Cantor cuando demostré la no numerabilidad de R.

Lema 2.1 Sean K y L subcolecciones no vacias a lo mds numerables en |[w]
tales que:

wKemwfgzwuqH<wjumﬂjﬂ:@

Entonces existe un subconjunto () de w con las siguientes propiedades:

DVYK e, [KNQ|=w
2)VLe L, |Q—-Ll<w

Demostraciéon. Como K y £ son subcolecciones no vacias a lo mas numerables de
[w]¥, podemos enumerar los elementos de cada familia, digamos K = { Ky, Ks, ...}

y L= {Ll,LQ, - }
Construyamos la siguiente lista de conjuntos:

1) {KiN L}
2 2

2) {Kin mLm Ky N ﬂLz}
=1 i=1

3 3 3
3) {Kin () Li, Ko\ Li, Ksn[)Li}
i=1 i=1 i=1

H) {Klﬂﬁ[’za Kgmﬁ[/l, Kgﬂﬁ[/“ K4ﬂﬁLz,, KnﬂﬁLz}
i=1

i=1 i=1 i=1 i=1
Reescribiendo cada conjunto de cada renglén de la lista anterior se tiene:
1) {KinN L}
2
2) {KmﬂﬂLi: m < 2}
i=1
3
3) {Km [ Li: m<3}
i=1

13



n) {Knn()Li: m<n}
=1

Sabemos que |K; N Ly| = w, elegimos un elemento x1; € Ky N L.

2 2
Por hipétesis |K; N ﬂ L;| = w, asi que podemos elegir x15 # 11 en K3 N m L;.

=1 i=1
2

También por hipotesis se tiene que |Ks N ﬂ Li| = w, sea x99 ¢ {x11,712} en
i=1

2
Ko ﬂﬂLi.

=1

n
En general observemos que (Vn € N) (|K,,, N ﬂ L;| = w) por hipétesis, entonces
i=1

podemos elegir z,,, € {xp,: 1 <p<m,1<g<n}enK,N ﬂ L;.
i=1

Elegidos estos elementos, sea @ = {Z, : m < n, n € N}. Afirmamos que
@ cumple 1) y 2). En efecto:

El conjunto () cumple con la condicién 1) pues si K; € K, entonces tenemos
que {z;, : n € N} C QN Kj; pero por la construccién de @, [{z;, : n € N} =w
y por lo tanto |Q N K| = w.

El conjunto @ cumple la condicién 2) pues si L; € L, entonces tenemos que
Q—L; C{r,y : 1 < p,qg < j} por la construccién de Q. Pero claramente
{zpq:1 < p,q<j} es finito, por lo tanto |Q — L;| < w. «

Lema 2.2 Sea A una familia MAD en [w]¥. Si (Q, : n € w) es una sucesion de
elementos en A™ tal que (Vn € w)(Qns1 C @Qy), entonces ﬂ (A#Q,,) es infinito.

new

Demostracion. Llamemos F = ﬂ (A#Q,,) y supongamos que F es finito. En-

necw
tonces podemos decir por ejemplo que F = {A;, As, ..., As} donde cada elemento

14



A; € F cumple que (Vn € w)(|4; N Q,| = w).

Sea @, € (@, : n € w) arbitrario, por hipdtesis se tiene que @,, € A", es
decir |A#Q,,| > w. Por esto ultimo, podemos elegir un elemento A € A#Q,,
distinto de todos los elementos de F, este A cumple que |[ANQ,,| = w y ademads
|AN A;| <w para toda 1 <i < s por ser A una familia AD. Por otro lado, como
(ANQn) —JF esinfinitoy (ANQ) —JF C (Qm, —JF), entonces se tiene
que (@ — JF) es infinito.

En resumen, lo que hemos demostrado con el razonamiento anterior es
(Vn € w)(@n — | JF € [w]*) (2.1)
Ademsds, como Q11 C @, se tiene que

Qe —JF) c (@ —JF) (2.2)

Estas observaciones las utilizaremos cuando apliquemos el Lema 2.1 a las siguien-
tes subcolecciones.

Sean

K = {Q,: new}
L = {Q-|JF:new}

Claramente I y £ son subcolecciones a lo mas numerables de [w]*. Como ha-
remos uso del Lema 2.1 anterior, tenemos que verificar que estas subcolecciones
cumplen la hipétesis del lema, es decir, tenemos que verificar:

VK e K)VT CLONLS T <w=|Kn(T|=uw|

Sean @, e Ky T ={Qs —UF: se€ W, |W| <w} C L. Como T es finito,
entonces de 2.2) se deduce que (|7 = Q; — |JF para alguna j € .

Asi, Q, NNT =Q,N(Q; —JF). Hay dos casos:

) Si Qu € Q). Como (@~ UF) € Quy (@ —UF) € (@ — UF), en-
tonces se tiene que (Q, —|JF) € Q, N (Q; —JF). Pero por 2.1), Q, —|JF es
infinito, asi que |Q, N (Q; — U F)| = w. Por lo tanto |Q, N T| = w.

ii) Si @Q; C Q. Se tiene que Q, N (Q; —JF) = (Q; — U F), por 2.1) se concluye
que |Q, N (Q; —JF)| =w. Por lo tanto |Q, N(T| = w.

15



Como K y L cumplen la hipotesis del Lema 2.1, entonces existe P C w tal
que:

aA)VQ, e, |PNQ,| =w.
b)v(Qn_UF)Eﬁv ’P_(Qn_UF)‘<w'

Observemos que como P C w y A es una familia MAD en [w]*, entonces existe
A* € A tal que |[PNA*| =w.

Afirmamos que A* ¢ F.

En efecto, sea (Q, — JF) € L, esto implica que |P — (Q, — JF)| < w por
b). Por otro lado tenemos (PN A*) — (@, — UF)) € (P — (Q, —UF)), pero

(PNAY) = (@~ JF)N=[(Pna) —QJuPnA n|JF]

Si A* € F, entonces |[P N A* N|JF| = w, lo cual es una contradiccién ya que

((PHA*)_(Qn_U]:))Q(P_<Qn_U‘7:))Y|P_<Qn_U]:)|<wup0rlo
tanto A* ¢ F.

Pero afirmamos también que A* € F.

En efecto, si 3Q,, € K tal que |[A*NQ,,| < w, entonces como |PNA*| = w se tendria
que |P — @,| = w lo cual contradice el hecho de que |P — (@, — JF)| < w que
es una consecuencia de b), por lo tanto (Vn € w)(|A*NQ,| = w), es decir A* € F.

Por los dos razonamientos anteriores se tiene A* € F y A* ¢ F, lo cual ge-
nera una contradiccién, asi que |F| > w. <

Teorema 2.3 Si A es una familia MAD en [w]*, entonces AT es una P-coleccion.

Demostracién. Consideremos (@, : n € w) una sucesién de elementos en A"

tal que (Vn € w)(Qni1 € Q). Por Lema 2.2 se tiene que F = ﬂ(A#Qn) es
new
infinito. No olvidemos que tenemos que encontrar un @ en A" que cumpla que

(Vn € w)(|Q — Qu| <w).

Usemos el Lema 2.1 para las siguientes familias:
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K C F, una subfamilia numerable (existe ya que |F| > w)

y L={Q,:n€w}
asi que tenemos que probar que estas familias cumplen

VK e K)VT CLONL T <w=|KN(T|=uw]|

En efecto, sean K € Ky T C L tal que |T| < w. Como 7T es finito y por hipdte-
sis se tiene que (Vn € w)(Qnt1 C Qn), entonces (7T = @, para alguna p € w,
ast KNNT = KNQ,, pero K € K C F, esto implica, por definicién de F, que
(Vn € w)(|JK N Qy| = w), por lo tanto |[K N T| = w.

Hemos demostrado que K y £ cumplen la hipdtesis del Lema 2.1, asi que 3Q C w
tal que

a) VK e K, |QNK|=w.

b)ineﬁa |Q_Qn| <w.

Este conjunto @ es el candidato para cumplir lo deseado. Como cumple b), solo
falta cerciorarnos de que @ € A*. Pero observemos que por a), |K| = w y ademds
K C F C A, entonces existe un ntimero infinito de elementos de A que intersec-
tan a () en un conjunto infinito, es decir |A#Q| > w, por lo tanto @ € A*. Con
esto terminamos la prueba de que A™ es una P-coleccién. <«

Lema 2.4 Sean C, D C [w]¥ tal que D C C. Entonces C* C DT si y sdlo si
Ct=D".

Demostracion. Es suficiente probar que DT C C*. Si X € Dt por definicidn,
existe un numero infinito de elementos de D que intersectan a X en un conjunto
infinito, pero por hipédtesis, D C C, asi que hay un ntmero infinito de elementos
de C que intersectan a X en un conjunto infinito, por lo tanto X € C*. <«

Lema 2.5 Sean A una familia AD en [w]*, Y € AT y U C A SiY ¢ UT,
entonces 3T € A tal que:

)TCY
2) U#T =)
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Demostracién. Sean Y € ATy U C Atal que Y ¢ U™.

Como Y ¢ U™ por definicién sabemos que [U#Y| < w, entonces podemos suponer
que Z/I#Y = {Al, AQ, e ,An}.

Definimos

T =Y\ Ju#y)=v\{JA4
i=1
Afirmamos que este T es el conjunto buscado.

a) Veamos primero que T no es finito.

En efecto, como Y € A" entonces |A#Y| > w y esto asegura la eleccién de
un elemento, digamos A, que no estd en {4y, Ay, ..., A,} tal que [ANY| = w.

Como ANY C Y, entonces (ANY)\ (A U---UA,)CY\ (A U---UA,)=T
pero |[ANY|=wy |ANA;| <wparai=1,2,...n por ser A una familia AD.
De estas dos ultimas observaciones se deduce que [(ANY)\ (A;U---UA,)| =w
y por tanto |T'| > w.

b) Demostremos que T € A™.

Observemos que para la A del argumento anterior, como |[ANY| = w y ademés
AN (A1 U...UA,)| < w (esto ultimo por ser A una famlia AD), se tiene que
ANT=[AN(Y\ (A U---UA,))| es infinito.

Sin embargo, este argumento funciona para demostrar que |A N T| = w para
cualquier A € A\ {41, As,..., Ay} con |[ANY| = w, pero |A#Y | > w asi que
|A#T| > w y por tanto T' € AT.

c¢) Claramente

T:Y\OAZ-QY.
=1

d) Finalmente demostraremos que U#T = ().

Supongamos que U#T # (. Esto implica que JA € U tal que |[ANT| = w.
Como T' C Y, deducimos que |[ANY| = w, es decir A € U#Y = {A;y,..., An},
pero ANT =ANn(Y\ (A U---UA,)) = A\ (A4 U---UA,))\(A\Y). Sin
embargo como A € {Ay,..., A,}, entonces A\ (A; U---UA,) =0. As{ tenemos
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que ANT =0, es decir |ANT| = 0 lo cual contradice el hecho de que |ANT| = w.
Por lo tanto U#T = ). <«
Lema 2.6 Sean A una familia AD en [w]* y X,Y C w. Entonces

Xe(AlY)" siysdlosi XNY € AT

Demostracion. Sean XY C w.

El conjunto X € (A | Y)" si y sélo si [(A [ Y)#X| > w, siy sélo si existe
un numero infinito de elementos de A [ Y que intersectan a X en un conjunto
infinito, si y sé6lo si existe un ntmero infinito de elementos de la forma A NY
donde A € A que intersectan a X en un conjunto infinito, si y sélo si existe
un numero infinito de elementos de A que intersectan a X N'Y en un conjunto
infinito, si y s6lo si X NY € A" por definicién. «

Lema 2.7 Sean M una familia AD en [w]? tal que M™ es una P-coleccion y
BC M. Si MT =BT, entonces (VS € MT)(FR € MT)(IU C B) tales que:
1) RCS

2) MITR)T=UTR)T=(B\U)IR)T

Demostracién. En vez de demostrar 2), lo que probaremos primeramente sera:
2) MIRTCUIR)TN((B\U)TR)T

Por hipétesis se tiene que B C M, lo que significa que |B| < |R|. Asi que en B

existe una coleccién indexada de conjuntos, digamos (B, : n € w y i € 2) tal

que:

a) (Vn € w)(B(n,l) =B \ B(n,o)),

b) VC#DeB)(3necw)(CeBuoy vy DeEBuyy).

Comencemos la demostracién del Lema. Sea M € M™. Lo que se pretende es
construir una sucesién (R,, : n € w) y una funcién s : w — 2 tales que:

¢) (Vn e w)(R,1 € R,CS donde R, € M),
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d) (V1 € w)(Bin,s()) # Bos1 = 0).

Sea Ry = S. Siguiendo, sea n € w y supongamos que R, ya esta construi-
do.

Si
(M T R.)" € (Bino) [ Ba)" N By [ Ra)” (2.3)

nuestra construccién termina y se establece el Lema (es decir 1) y 2”) se cumplen).
Veamos porqué:

A partir de (2.4) y a) tenemos
(M T Ry)" C By T Ba)™ 0 (B\Bugy) T Ra)”

Llamemos R = R, y U = By ), estos conjuntos claramente cumplen las condi-
ciones requeridas por el teorema y asi habriamos demostrado el resultado.

Pero si

(M f Rn)Jr {q (B(n,o) f Rn)Jr N (B(n,l) f Rn)Jr

existe un conjunto Y tal que Y € (M | R,)" v Y & (Biusmy) | Ra)" para algin
s(n) € 2. Esto dltimo junto con Lema 2.6 aseguran que (Y N R,) € M™T y
(YNR,) ¢ B}

n,s(n))’

Notemos que como M* es una P-coleccién, (Y N R,) € M™, B smy) € By
(YNR,) ¢ B(tl o(n))» Podemos aplicar Lema 2.5 y asf asegurar la existencia de un
T = R,41 € M tal que

e) Rpy1 C(YNR,) vy

f) B(n,s(n)) # RnJrl =0

Observe que S O R, 2 (Y NR,) 2 Ryy1-

Si
(M f Rn+1)+ - (B(n—l-l,(]) f Rn+1)+ N (B(n—l-l,l) f Rn+1>+ (24)

nuestra construccién termina y se establece el Lema (es decir 1) y 2”) se cumplen).
Veamos porqué:
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A partir de (2.4) y a) tenemos
(M ] Rps1)" € (Bns1,0) I Ros1)” N ((B\Bps1,0)) T Rusr)©

Llamemos R = R,41 y U = Bnt1,0); estos conjuntos claramente cumplen las
condiciones requeridas por el Lema y asi habriamos demostrado el resultado.

Pero si

(M f Rn-i—l)Jr g (B(nJrl,O) [ Rn+1)+ N (B(nJrl,l) [ Rn-&-l)+

existe un conjunto X tal que X € (M | Rn+1)+ vy X & (Buti,smt1)) [Rn+1)+
para algin s(n+1) € 2. Esto junto con Lema 2.6 aseguran que (X N R, 1) € M™T

y (X N Rn+1> ¢ B&—}—l,s(nﬁ-l))‘

Notemos que como M™ es una P-coleccion, (X N R,11) € M™, By sy € B
y (YNR,) ¢ B(tl o(n))» Podemos aplicar Lema 2.5 y asf asegurar la existencia de

un T = R,.» € M™ tal que
g) Ru2a C(XNRu1) y
h) B(n+1,s(n+1)) # Rn+2 =0

Observe que S D R, 2 (YNR,) 2 Ryi1 2 (XN Ry1) 2 Ryye v por tan-
to S Q Rn 2 Rn+1 2 Rn+2

Si
(M f Rn+2>+ - (B(n+270) f Rn+2)+ N (B(n+2,1) f Rn+2>+

nuestra construcciéon termina y se establece el Lema (es decir 1) y 2’) se cum-
plirfan). Pero si no sucede esto, entonces aplicando el razonamiento anterior cons-
truimos R, 13 y seguimos con el procedimiento.

Afirmamos que el procedimiento es finito, ya que si no lo fuera, entonces se
podria construir una sucesién (R, : n € w) en M7 tal que R,.; C R,. Pero
como M™ es, por hipdtesis, una P-coleccién, entonces 3@ € M™ tal que

(Vn € w)(|Q \ Ry| < w). (2.5)
Ahora vamos a demostrar que
(Vw € w)(Bu,swy) # @ =0) con  s(w) € 2. (2.6)

Si (2.6) no se cumple, entonces I3m € N tal que By, oim) #Q # 0. Y esto a su
vez garantiza la existencia de un S € By, 5(m)) con

SNQ|=w (2.7)
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Recordemos que c¢) asegura que (Vn € w)(B sm)) # Rny1 = 0), por cumplirse
para todo nimero natural se puede partlcularzar a m y asi tendriamos que

B(m,s(m)) # Bmt1 = 0. (2.8)
De la misma manera, si particularizamos (2.5) a m + 1 obtendriamos

Q\ Ryya| <w. (2.9)

Afirmamos que |S N R,41] = w. En efecto, veamos qué pasa si suponemos
que |[S N Ryt1| < w. Por (2.7) y (2.9) se infiere [((S N Q) \ Rmi1] = w; pero
(SNQ)\ Rint1 C Q\ Ryti lo que significa que |@Q \ Ry41| = w y esto claramente
se contradice con (2.9).

En resimen, lo que hemos demostrado hasta este momento es que [SNR,, 11| = w.
Sin embargo como S € B, s(m)), se tendria que By, sim)) # Rms1 7# 0y esto es
precisamente una contradiccién con (2.8). Por lo tanto (2.6) es vélida.

Por otro lado, como Q € M* y Mt C B, entonces Q € BT, y esto quiere
decir por definicién que |B# Q| > w; entonces podemos elegir dos elementos dis-
tintos, digamos H y J en B tales que |H N Q| = w = |J N Q|. Como H y J son
conjuntos distintos de B, b) garantiza la existencia de algin nimero natural n
tal que H € B(mo) yJ € B(n,l)‘

Ahora, como |[HNQ| = wy H € B,p), entonces By, o) #Q # 0. De manera
similar, al tener que |J N Q| = wy J € B), entonces B, 1) #Q # 0; y esto

precisamente se contradice con (2.6). Por lo tanto el procedimiento es finito y
asi el teorema (es de decir 1) y 2’)) queda demostrado.

Recordemos que sélo hemos demostrado
2) MIRTCUIR N((B\U)IR)"

Sin embargo, a partir de esto tenemos que (M [ R)™ C (U | R)" y también que
(M TR)™C((B\U)IR)".

Por otro lado, como Y € My (B\U) C M, entonces (U [ R) C (M | R)
y (B\U) I R) € (M| R).

Ahora, como (M | R)* C (U )+ y (U | R) € (M | R), entonces otra
vez por Lema 2.4 se tiene que ( R)"=UTR)".

Y como (B\U) | R) C M [ Ry (M| R C((B\U) | R)", entonces
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por Lema 2.4 se tiene que (M | R)* = ((B\U) | R)".
Con lo anterior se concluye que:
(MITR)T=UTR)"=(B\U)IR)"

. Es decir 2) es probado y por tanto el Lema original también. <«

Lema 2.8 Sea A una familia AD en [w]* tal que AT es una P-coleccion. Enton-
ces, para todo Y € AT, (A TY)" también es una P-coleccion.

Demostracién. Sea Y € A" y consideremos una sucesién (@, : n € N) en
(ATY)" tal que (Vn € N)(Qni1 C @Qy).

Como (Vn € w)(Q, € (A | Y)T), entonces (Vn € w)((Q,NY) € AT) por
Lema 2.6. Construimos la sucesién S = (@, NY : n € w) y observe que cumple
(Vn € N)((Qny1NY) C (Qn,NY)). Por tanto, S es una sucesién anidada en A"
y por ser AT una P-coleccidn, existe QQ € A tal que

(Vn € w)(IQ\ (@nNY)| <w) (2.10)

Afirmamos que @) es el conjunto buscado. Para esto es preciso demostrar que

(Vnew)(|Q\Qn| <w)yque@e (A]Y)".

a) Veamos que (Vn € w)(|Q\Qx| < w). En efecto, como (Vn € w)((Q,NY) C Q,),

entonces (Vn € w)((Q\Qn) C Q\(Q,NY)) por lo tanto (Vn € w)(|Q\ Qn| < w)
por (2.10).

b) Veamos ahora que @ € (A [ V). Sea A € A#Q, por definicién se tiene que
|ANQ| = w. Ademds notemos que [(ANQ)\ (Q,NY)] C [Q\(Q,NY)] para cual-
quier n € w, asi que por (2.10) obtenemos (Vn € w)(|[(ANQ)\ (Q.NY)| < w), es
decir (Vn € w)(|[ANQNQ,NY| = w). Sin embargo, (ANQNQ,NY) C (ANQNY),
lo que significa que |[AN (Q NY)| = w por lo expuesto en renglones anteriores.

Lo que hemos demostrado con el argumento anterior es que si A € A#Q), enton-
ces |[AN(QNY)| = w. Pero @ € AT, es decir |A#Q)| > w y esto significa que
existe una cantidad infinita numerable de elementos de A que intersectan a QNY
en un conjunto infinito y esto es precisamente la definicién de que (QNY) € AT
y por Lema 2.6 Q € (A [Y)".

Por a) y b) se concluye que (A [ V)" es una P-coleccion. <«
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Lema 2.9 Sea A una familia infinita AD de [w]“ tal que AT es una P-coleccion.
Entonces existe una sucesion, digamos (A, : n € w) de subfamilias de A donde
A = Ay y otra sucesion (Y, : n € w) tales que ¥n € w:

a) Y, € AT

b) Yn+1 g Yn

C) An+1 g An

d) (A rYn)Jr = (-An-i-l [ Yn)+ = ((An \ An-i-l) | Yn)+

Demostracién. Sabemos por hipétesis que AT es una P-coleccién y que A = Ay,

esto es suficiente para poder aplicar en varias ocasiones el Lema 2.1.

Primera aplicacion: En el Lema 2.1, sea M = Ay = By S = w, claramente
w € Ad. Entonces por el Lema 2.1, IR € Ay y U C B = Ay tales que:

I-1)RCw
1-2) (Ao [ R = U | R)* = (Ao \U) | R)*

Sea T' =Y, asi que Y € AJ. También sea U = A;. Con esta nomenclatura, 1-2’)
se convierte en:

1-2)  (Ag [ Y0)" = (A TY0)" = (Ao \ Au) [ Y0)*
Observaciones:
i) Como A es una familia AD en [w]*, entonces también lo es (Ag [ Yp).
ii) Como Yy € A, entonces (Ag | Yp)" es una P-coleccién por el Lema 2.8.
iii) Claramente Yy € (Ap [ Yo)"

iv) Como A; C Ay, entonces A; | Yy C Ay | Yy Por 1-2) tenemos que
(Ao [ Yo)* C (AL | Yo)™.

Estas observaciones son fundamentales para poder aplicar el Lema 2.1 nueva-
mente.

Segunda aplicacién: En el Lema 2.1, sea M = (Ay | Yp), B = (A1 | Yo) v
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S =Y, donde por lo anterior Yy € (Ag | Y5)*. Entonces por las observacio-
nes anteriores podemos usar el Lema 2.1, y garantizar que 37 € (Ay | Yy)" y
JU C (A TY)) tales que:

21) T C Y,
2:2) (Ao 1Y) I = U TT)" = (A TYo)\U) T T)*

Sea T = Y7, asi que Y7 € (Ag | Yp)". También sea U = (Ay | Yy). Con esta
nomenclatura, 2-2’) se convierte en:

(Ao [Y0) [Y1)" = (A2 [ Yo) [Y2)" = ((Ar [ Yo\ A2 [ Yp) [ Y1)"

Observemos que

23) (Ao I Yo) [ Y1) = (Ao | Y1)T. En efecto, X € ((Ag | Yo) | Yi)T siy
s6lo si X NY; € (A | Yo)* por el Lema 2.6, si y sélosi X NY;NY, € Ad por el
Lema 2.6, si y sélosi X NY; € AT yaque Y; C Yy, siysélosi X € (4y | V7)F
por el Lema 2.6.

24) (A2 [ Yy) I Y1)t = (A | Y))T. En efecto, X € ((As | Yo) | Y1) siy
s6lo si X NY; € (A | Yo)™ por el Lema 2.6, si y sélo si X NY;NY, € AJ por el
Lema 2.6, si y sélosi X NY; € AT yaque Y; C Yy, siysélosi X € (Ay | V)T
por el Lema 2.6.

25) (A T Yo\ A [ Yy) [T YI)T = ((A1 \ A2) | Yi)'. En efecto, solo basta
notar que la igualdad (A; [ Yy \ Az [ Y) = ((Ar \ Asz) | Yo) se cumple.

Tomando en cuenta %), 2.3), 2.4) y 2.5), 2.2°) se convierte finalmente en:
2:2) (A 1Y) = (A [ V)" = (A \ A) [ V)"
. Observaciones:
i) Como A es una familia AD en [w]*, entonces también lo es A, [ Y.
ii) Como Y] € (Ay | Yo)™, entonces Y NYy € A, Pero Y} C Yy por lo tan-
to Y; € Aj. De esto dltimo deducimos que (Ag | Y7)" es una P-coleccién por el
Lema 2.8.
iii) Claramente Y7 € (A, [ Y1)™.

iv) Como A; C Ay, entonces Ay [ Y] C Ay | Y;. Por 2-2) tenemos que
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(AO fY1)+ g (./42 le)+

Estas observaciones son fundamentales para aplicar nuevamente el Lema 2.1.

Continuando con este procedimiento obtenemos la sucesion (A, : n € w) de
subfamilias de A donde sabemos que A = Ay y otra sucesién (Y, : n € w) tales
que Vn € w:

a) Y, e A"

b) Yn—i—l g Yn

C) AnJrl g An

d) (A rYn)—i_ = (An+1 f Yn>+ = ((-An \ An—i—l) f Yn)+

requeridas por el Lema. <

Teorema 2.10 Sea A una subfamilia AD de [w]* tal que AT es una P-coleccion.
Entonces existe un conjunto Y € A tal que A [Y es una familia cortable.

Demostracién. Como A es una familia AD en [w]* tal que AT es una P-coleccidn,
entonces por el Lema 2.9 podemos garantizar la existencia de una sucesion, diga-
mos (A,, : n € w) de subfamilias de A donde A = A y otra sucesién (V;, : n € w)
tales que Vn € w:

a) Y, € AT,

b) Yn+1 g Yn;

C) An—l—l g An7

d) (A rYn)—i_ = (Ant1 | Yn)+ = ((An \ Any1) | Yn)+-

Dado que por hipétesis A1 es una P-coleccion y (Y, : n € w) es una sucesion

decreciente en A" por a) y b), existe un Y € A" tal que Vn € w,
y

Y\Y,| <w (2.11)
Afirmamos que Vn € w,
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(ATY)" = ((An\ Anpr) [Y)T (2.12)

En efecto, solo basta probar que (A4 [ V)" C ((A, \ A,11) [ Y)". Entonces
veamos la siguiente cadena de implicaciones:

El conjunto Z € (A | Y)T implica que

el conjunto Z NY intersecta a una cantidad infinita de elementos A de A en un
conjunto infinito, lo cual implica que

el conjunto Z NY intersecta a una cantidad infinita de elementos de A [ Y en un
conjunto infinito, esto implica

por 2.11), que Z NY intersecta a una cantidad infinita de elementos de A [ Y},
en un conjunto infinito, y esto implica que

el conjunto Z N'Y intersecta a una cantidad infinita de elementos de A [ Y,, en
un conjunto infinito (para cada n € w), por lo tanto

el conjunto ZNY intersecta a una cantidad infinita de elementos de (A, \ A1) |
Y,, en un conjunto infinito (para cada n € w), entonces

por 2.11), Z NY intersecta a una cantidad infinita de elementos de la familia
(A, \ A,s1) [ Y en un conjunto infinito (para cada n € w), entonces

el conjunto Z NY intersecta a una cantidad infinita de elementos de la familia
A, \ A, 1 en un conjunto infinito (para cada n € w), por lo tanto,

por definicién, se concluye que Z € ((A,, \ A,11) [ Y)T para cada n € w.

Teniendo en cuenta este resultado, definimos la funcion L : A 1Y — w de
la siguiente manera:

0 si A € mkew Ak
L(ANY) =
n st A€ A, \ A

Afirmamos que L es una cortadura. En efecto:
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veamos primero que L estd bien definida. Supongamos que ANY = BNY
con ANY yBNY en A[Y.Si A# B, entonces por ser A una familia AD, se
tiene que |ANB| < w. Ast ANBNY = BNY. Pero |[BNY|=wy |[ANBNY| <w
lo cual es una contradiccion. Por lo tanto L esta bien definida.

Ahora veamos que L es una cortadura de A [ Y. Asi que en realidad lo que
queremos probar es que para cualquier X € (A [ Y)™:

U Lt@=w

Ae((AlY)#X)

Basta ver que

U L2ow

Ac((AlY)#X)

Sean € w. Como X € (A | Y)T, entonces por 2.12) se tiene que X es un elemento
de (An\Ams1) [ Y)T Vm € w, en particular paran, asi X € ((A,\ A1) [ Y)T.
Pero esto significa que X NY € (A, \ A,11)".

Como X NY € (A, \ A,+1)", entonces por lo menos hay un A € A, \ A,

tal que |[ X NY N A| = w y esto finalmente significa que A € (A | Y)#X) y
L(A) = w. Por lo tanto L es una cortadura de A [ Y. <«

Corolario 2.1 Si A es una familia MAD en [w]*, entonces eziste un 'Y € A"
tal que A 1Y es una familia cortable.

Demostracién. Sea A es una familia MAD en [w]¥. Por el Teorema 2.3 sabe-
mos que A" es una P-coleccién. M4s atin, por el Teorema 2.10 sabemos que se
garantiza la existencia de un Y € A" tal que A | Y es una familia cortable. «

Corolario 2.2 Euxiste una familia MAD cortable en [w]“.

Demostracién. Sea B una familia MAD en [w]¥. Por el Corolario 2.1, sabemos
que dY € BT tal que B [ Y es una familia cortable.

Notemos que Y ¢ B ya que B es una familia MAD en [w]* y Y € BT. A partir
de esto aseguramos que el conjunto w \ Y es infinito, ya que si no, entonces para

28



todo B € B se tendria que |Y N B| = w.

Por otro lado, al tener que B es una familia MAD en [w*”] y que Y € BT, entonces
del Teorema 1.4 se sigue que B [ Y U {w \ Y} es una familia MAD en [w]®.

Claramente, si se tiene una familia cortable y le unimos un punto, esta nue-
va familia seguird siendo una familia cortable. Siguiendo este razonamiento, ya
tenemos que B [ Y es una familia cortable y por lo tanto tendriamos que

A=BYU{w\Y}

es una familia cortable, ademds también seria una familia MAD en [w]“ por lo
visto en el parrafo anterior. <«
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Capitulo 3

Construyendo un espacio
Fréchet, anti-Hausdorff y LSU

Por el Corolario 2.2 del Capitulo 2 sabemos que existe una familia MAD cortable
A en [w]¥. Vamos a emplear a la familia A4 en la construccién de una topologia 7
en w que posea las siguientes propiedades:

» (w,T) sea anti-Hausdorff,
» (w,7) sea LSU,

» (w,T) sea Fréchet.

3.1. Topologizando a w

Recordemos que A C [w]* es una familia MAD cortable. Esto tltimo quiere decir
que existe una funcién L : A — w tal que:

VX Cw)[SiXedt= [ LA =w (3.1)
AcA#X

Ahora lo que vamos a hacer es definir una topologia 7 en w para que (w,7) sea
anti-Hausdorff, Fréchet y LSU.
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Vamos a requerir que cada elemento A € A considerado como sucesién, con-
verja al punto L(A) y que AU{L(A)} sea cerrado. Pero si B C Ay B es infinito,
B también debe converger a L(A) y por tanto B U {L(A)} también debe ser
cerrado. Ademds, como queremos que el nuevo espacio sea T, entonces se va a
requerir que para todo A € A, BU{L(A)} sea cerrado para todo B C A. Pero
esto se logra haciendo que

x) B={BU{L(A)}:BCAyAc A}

sea una sub-base para los conjuntos cerrados de w. A partir de esto se pueden
caracterizar los conjuntos cerrados en w:

Como B es una sub-base para los cerrados, B’ = {UD : D CBy|D| <w}

es una base para los cerrados, es decir todo cerrado, digamos C' de w, se puede
escribir como una interseccién de elementos de 3/, en simbolos:

el

Por lo tanto, un subconjunto C' C w va a ser cerrado en w si y sélo si
(Vz ¢ C)(3F C B) [mw, CQU}"yxgéU}"] (3.2)
Un resultado adicional inmediato de (3.2) es el siguiente: VD C w,

[si D no es denso = (3F C B finito) (D C U]—")} (3.3)

Sea T la topologia que tiene a B como sub-base de los conjuntos cerrados. Fi-
nalmente sea X = (w, 7), este espacio serd el espacio topoldgico anti-Hausdorff,
Frechet y LSU buscado.

3.2. Propiedades de X = (w,7)

Teorema 3.1 El espacio topoldgico X = (w, ) es Tj.
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Demostracién. Como () C A, entonces por *) el conjunto QU{L(A)} es cerrado.
Asique VA € A, {L(A)} es cerrado. Observe ademds que si en (3.1) sustituimos

X = w obtenemos:
U L(4) =w (3.4)
AeA

Por las dos observaciones anteriores resulta que en w todo punto considerado
como conjunto es cerrado. Por lo tanto, X = (w,7) es T}. <«

Lema 3.2 En X = (w,7) se cumple lo siguiente:

(VA,B € A) (Si L(A) # L(B), entonces |ANB| <w).

Demostracién. Supongamos que existen dos elementos digamos Ay B en A
tales que L(A) = L(B) y |[ANB| =w. Como A,B € Ay A es una familia AD,
entonces A = By por tanto L(A) = L(B) lo cual contradice la hipdtesis. Por lo
tanto, |[AN B| < w. «

Lema 3.3 En X = (w,7), todo A en A converge de manera tinica a L(A).

Demostracién.

a) Veamos primero que cualquier A € A no puede converger a otro punto distinto
de L(A). Pero esto se sigue de que (Va € w)((A\ {a}) U L(A)) es cerrado.

b) Veamos ahora que (VA € A)(A — L(A)). Sean A € Ay U un abierto
bésico tales que L(A) € U. Por la caracterizacién de los cerrados en X se tiene
que:

U=uw\| fBUL(C): BCCeFC Ay |F|<w}

Como L(A) € U, entonces A # C VC' € F; pero A es una familia MAD, entonces
se tiene que (VF € F)(|JFNA| <w).

Asi
AU = A\[w\U{BUL(C’): BgCengy|f|<w}}
- AH[U{BUL(C): BgCe]-"gAy\]-"]<w}]
= (J{ANnB)UANL(C)): BCCeFC Ay |F|l<w}
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pero como F es finito, entonces A \ U es un conjunto finito por ser una unién
finita de conjuntos finitos. Esto prueba que cualquier vecindad U de L(A) satisface
|A\ U] < w, es decir, A — L(A). «

Teorema 3.4 El espacio topoldgico X = (w, T) es compacto.

Demostracién. Por (3.3), solo basta observar que cualquier abierto bésico es el
complemento de una unién finita de compactos, asi X = (w, 7) es compacto <«

Lema 3.5 Sea X wun espacio topologico. El espacio X no es la union de dos
subconjuntos propios cerrados si y solo si cualesquiera dos subconjuntos abiertos
no vacios de X tienen interseccion no vacia.

Demostracién.

Suponga que en X existen dos abiertos no vacios, digamos A y B tales que
ANB =1(. Como Ay B son abiertos disjuntos en X, X \ Ay X \ B son sub-
conjuntos propios cerrados de w y X = (X \ A) U (X \ B), lo cual contradice
la hipdtesis. Note que este argumento es invertible, asi que el resultado queda
demostrado. «

Teorema 3.6 El espacio topoldgico X = (w, ) es anti-Hausdorff.

Demostracion. Recordemos que nuestra funcion L y nuestra familia A cumplen,

entre otras cosas que U L(A) = w. De esta observacién resulta que
AeA

(VF C A finita) < U (Fu{Lr)y}) + w) (3.5)
FeF

Ya que si existiera una familia finita F C A tal que

U FEULLF)}) =w

FeF

tendriamos

w\ | J Fl<w (3.6)

FreF
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no obstante, al ser F finita, podemos elegir un A € A\ F; para esta A se tiene
que |[AN F| < w para todo F' € F por ser A una familia AD, asi

AN Fl<w
FeF

pero esto contradice a (3.6). Por lo tanto (3.5) se cumple.
Afirmamos que w no es la unién de dos subconjuntos propios cerrados. En efecto,

supongamos que w = C'U D con C'y D subconjunos propios cerrados en w. Ya
que C'y D son subconjuntos propios cerrados podemos usar (3.3) y tener que

CC |J (MU{L(M)}) con M| <wy MCA (3.7)
MeM

DC |JWU{LIN)}) con [N|<w y NCA (3.8)
Ne~N

Sea F = M UN. A partir de (3.7) y (3.8) deducimos que

w=(CUD)C |JFU{LF)}) con |Fl<wy FCA

FeF

lo cual se contradice con (3.5). Por lo tanto X = (w,7) no es la unién de dos
subconjuntos propios cerrados, es decir cualesquiera dos abiertos no vacios en
X = (w, 7) tienen interseccién no vacia por el Lema 3.5. Esto junto con el Teorema
3.1 da como resultado que X = (w, 7) es un espacio anti-Hausdorff. <«

Lema 3.7 En el espacio topoldgico X = (w,T), cualquier sucesion S C w con-
vergente tiene limite unico.

Demostracién. Como S es infinito, entonces por ser A una familia MAD en
[w]“, existe un A € A tal que |[S N A| = w.

Si |9\ A] < w, entonces S converge a L(A) de manera tunica, pues sabemos
que (S\ A)U(SNA)UL(A) es cerrado.

Suponga ahora que |[S \ A| = w y que S converge a z con z # L(A). Como
S\ A es un subconjunto infinito de S, entonces S\ A también converge a z. No
obstante, sabemos que A es una familia MAD en [w]¥ y por tanto existe B € A
tal que |(S'\ A) N B| = w; ademds (S \ A) N B también converge a z ya que
(S\ A) N B es un subconjunto infinito de S\ A. Pero como (S'\ A) N B converge
a L(B) de manera tnica, entonces L(B) = z.
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Por otro lado, [S\ (AU L(A))] N B es un subconjunto infinito de B, asi que
M =[(S\(AUL(A))) N B]UL(B) es cerrado. Luego tenemos que w \ M es un
abierto que contiene a L(A), sin embargo S no esta finalmente en w \ M lo cual
es una contradiccién. <«

Lema 3.8 En el espacio topoldgico X = (w,T), sean S Cw yx € S\ S; entonces
JA € A tal que |[SNA|=w y L(A) =z.

Demostracién. Definimos Ag = {A € A : |S N A| = w}; observemos que
1S\ (UAs)| < w. En efecto, si |5\ (UAs)| = w, entonces @ = S\ (J.As) seria
un conjunto infinito que no intersecta a ningtin elemento de A en un conjunto
infinito, lo cual es una contradicciéon con el hecho de que A es una familia MAD
en [w]“. Por tanto S\ (| As) es finito y S((J.As) es infinito.

Caso 1) Ag es finito.

Supongamos que Ag = {A;, Ay, ..., A, }. Por la observacién anterior S (U, A;)
es infinito.

Por otro lado, puesto que z € S, se sigue que x € S\ |J._, 4 6 x € SN}, 4
sin embargo no puede suceder lo primero ya que S\ (| J 4;) es finito por la obser-
vacién anterior. Por lo tanto tenemos que

=1

Sin embargo

<O(SﬂAi)) - OSHAZ-

=1

Entonces por lo anterior y por (3.9), 34 € Ag tal que z € (SN A); no obstante
SNACACAUL(A), por lo tanto se sigue que L(A) = z.

Caso 2) Ag es infinito.

Como Ag es infinito entonces por definicién tenemos que S € A" y por (3.1)
llegamos a

U L) =w

A€ A#S
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Sin embargo, como z € w existe un A € A#S tal que L(A) = z. Ademsés
A € A#S significa que |AN S| = w. Por tanto hemos encontrado el A € A que
cumple las condiciones que pedia el lema para este caso. <«

Teorema 3.9 El espacio X = (w, T) es un espacio Fréchet.

Demostracién. Sea B C w no cerrado. Basta tomar un x € B\ B y demostrar
que existe una sucesiéon C' C B tal que C' — .

Como = € B\ B, significa que x es un punto de acumulacién de B, es decir
x € B\ {z}. Por el Lema 3.8, existe A € A tal que |AN B| = w y ademas
L(A) = z. Observemos que A N B es un subconjunto infinito de A y como
A — L(A) de manera unica por el Lema 3.3, entonces C' = AN B también
converge de manera tnica a L(A) = z. Asi X = (w, 7) es un espacio Fréchet. «

Teorema 3.10 FEl espacio X = (w,T) es un espacio LSU.

Demostracién. Sea C' = {x,} una sucesién en X que converge a z, tenemos que
demostrar que C'U {z} es cerrado.

Por ser A una familia MAD, 3A € A tal que |C N A] = w. Ademds como
A— L(A)y CNAC A, entonces CNA — L(A). Por hipétesis también tenemos
que C N A — x ya que C — x, entonces por la unicidad de los limite concluimos
que x = L(A).

Si C'U {x} no fuera cerrado, entonces existiria una subsucesion 7' C C' y un
punto de acumulacioon de C', digamos y, con y # z tal que T" — y. Como T
es infinito, entonces 3B € A tal que |T'N B| = w usando nuevamente que A es
una familia MAD. Como B — L(B) y T'N B es un subconjunto infinito de B,
entonces T'N B — L(B), por lo tanto y = L(B).

Pero sabemos que B U {L(B)} es cerrado, asi que M = w \ B U {L(B)} es
una vecindad de L(A); entonces
[CAM] = |C\ (w\BU{L(B)})
= [(@nB)u(Cn{L(B)})
= w (3.10)
la ultima igualdad es por que |TN B| =w y BNT C C. Pero esto contradice el
hecho de que L(A) sea el punto de convergencia de C. <
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Conclusion

El concepto de familias MAD es frecuentemente usado para construir espacios
topoldgicos que poseen determinadas propiedades. En particular encontrar un
espacio topoldgico que cumpla ser LSU y anti-Hausdorff 6 LSU y Fréchet 6 Fréchet
y anti-Hausdorff es relativamente sencillo, sin embargo es dificil encontrar espacios
que cumplan estas tres propiedades simultaneamente. En esta tesis se demostro la
existencia de una familia MAD cortable y ésta a su vez se usé para construir un
espacio topologico con las tres propiedades mencionadas anteriormente.
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