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Capitulo 1

Introduccion

El comportamiento dindmico de los fluidos tiene gran relevancia, no solo porque su
conocimiento tiene aplicaciones numerosas, sino también debido a que permite entender
aspectos como la interaccién entre particulas, particulas-paredes, etc. El estudio de los
fluidos puede realizarse a través de enfoques diferentes, dependiendo de las caracteristicas
que queramos explorar, y en ocasiones resulta util utilizar aspectos diferentes en forma
complementaria. En este trabajo estamos interesados en el comportamiento de los gases
enrarecidos v en la forma en que interactian con paredes solidas.

Ahora bien, para un gas diluido sabemos que la trayectoria libre media es inversamente
proporcional a la densidad. Si se presenta el caso en que la densidad del fluido disminuve,
entonces podemos esperar que el recorrido libre medio de las particulas del gas se incre-
mente, de tal forma que si esta ultima cantidad es del orden de la dimensién lineal de
las fronteras que lo contienen, se dice que el fluido es un gas enrarecido. Cuando el gas
que se estudia se encuentra en este régimen de densidad, es importante considerar tanto
las colisiones particula-particula como las particula-pared [1, 2]. La contribucién de las
colisiones del gas en las paredes no son despreciables y conducen a efectos interesantes.
Al estudiar la dindmica de los gases enrarecidos, encontramos diversos problemas de
interés tales como: la transferencia de energia en colisiones moleculares, dinamica de
aerosoles, flujos inducidos por evaporaciéon y condensacién. el cdlculo de los perfiles de

densidad y de velocidad entre otros [1, 3-7].

En la dinamica de gases enrarecidos se han reconocido varios regimenes de interés. El

criterio para clasificar su estudio involucra la introduccién de un parametro sencillo que



caracteriza al gas v a las dimensiones de la frontera, el nimero de Knudsen, K, =
donde [ es la trayectoria libre media v L es la dimensién lineal de las {ronteras.

(‘uando se trabaja en la regién de numeros de Knudsen mucho menores que la unidad
K, < 1, encontramos que el analisis del sistema se puede llevar a cabo mediante el es-
quema de la hidrodinamica clasica. empleando para ello la ecuacién de Navier-Stokes.
Cuando se trabaja en esta region, que se conoce como régimen del continuo, usualmente
se emplean las condiciones de frontera de pegado, éstas consisten en suponer que la pared
v la capa de gas adyacente tienen la misma temperatura v velocidad. Esta hipdtesis de
no deslizamiento en la pared, es valida para una gran variedad de fluidos, excepto para

acuellos que no mojan la frontera [3-11].

Por otro lado, a los flujos que corresponden a niumeros de Knudsen no tan pequenos se
les conoce como flujos de deslizamiento. Estos Hujos que no difieren mucho de aquellos
que se analizan en el régimen del continuo, estan caracterizados por la presencia de la
llamada capa de Knudsen [4, 5, 11-13], ésta es una capa delgada de gas que se forma en
las inmediaciones de la superficie frontera, que tiene propiedades diferentes a las del gas
en el bulto v tampoco coinciden con los de la pared, debido a la relevancia que adquieren
las colisiones entre las particulas v la pared. Usualmente cuando se trabaja en esta region,
se plantean las ecuaciones de balance de las cantidades conservadas v se establecen condi-
ciones de frontera para la temperatura v la velocidad del fluido en las fronteras. ello en
términos del salto de temperatura y la velocidad de deslizamiento [12]. El limite que
separa estos dos regimenes en el flujo, es dificil de establecer, sin embargo a menudo se
toma como referencia \/nR—e_Kn ~ \/Eg% =~ (.01, donde M es el numero de Mach v Re es
el nimero de Reynolds [1, 3], éstos se definen como M = Z—’ v Re = Ef—}é donde 7 es el
coeficiente de viscosidad cortante, u, es una velocidad de referencia v ug es la velocidad

del sonido.

Al régimen en donde se consideran nimeros de Knudsen cercanos a la unidad se le conoce
como la region de transicién. Cuando se aborda el estudio de la dindmica de un gas en-
rarecido en este régimen. por lo general se plantea la ecuacién de Boltzmann en su forma
original o en alguna de sus aproximaciones (lineal. BGK....), v se obtiene la solucién a la

ecuacion cinética ya sea por medio de algin método: Chapman-Enskog, Grad, soluciones



numéricas o un principio variacional, introduciendo el modelo de frontera a través de la
funcién de distribucién [4, 5, 12, 14-19]. En particular, una de las ecuaciones mas usadas
en la literatura es el modelo BGK [20], un ejemplo de ello, es la solucidon de la ecuacion

BGK planteada para una onda de choque |21].

Finalmente, en la regién de niimeros de Knudsen mucho mayores que la unidad K, > 1,
tenemos lo que se conoce como el régimen de flujo libre o molecular libre, este caso limite
corresponde a un enrarecimiento muy alto en el gas, donde la frecuencia de las colisiones
entre particulas es tan baja que ya no tiene efecto sobre la funcidén de distribucion, tal
es el caso del flujo alrededor de un satélite artificial de la tierra moviéndose en su orbita
[12].

En este limite, las unicas colisiones importantes son aquellas que se dan entre el gas v un
obstaculo. Aqui el flujo puede ser determinado ain para geometrias complicadas usando
técnicas computacionales, que estan limitadas solo por la informacién que se tenga de las

caracteristicas de la interaccién gas-pared.

En el cuadro de abajo podemos ver esquemaéticamente las regiones del flujo de un gas

enrarecido v el tipo de descripcién que normalmente se realiza.

Discreto Ecuacidén de Boltzmann Ec. de
Boltzmann

1 sin colisiones

Continuo || Eec. Ec. de Ees. de conservacion
de Navier-Stokes que no forman un
Euler conjunto cerrado
L L i L I !
0 0.01 0.1 1 10 100

Numero de Knudsen

Para estudiar la dindmica de un gas enrarecido a través de técnicas computacionales.
en la literatura hallamos métodos tales como la Dindmica Molecular [22], el método de
Simulacién Directa de Monte Carlo (DSMC, siglas en inglés) {23, 24] y las aproximaciones

Automata de gas reticular (Lattice Gas Automata, LGA) [25] y Ecuacién de Boltzmann



reticular (Lattice Boltzmann Equation, LBE) [26). La primera de estas técnicas consiste
en el seguimiento de las trayectorias de un gran numero de particulas de forma simultanea,
dentro de una regién del espacio simulado, donde encontramos que las colisiones ocurren
en cualquier tiempo del espacio entre cualquier par de particulas del sistema. En esencia,
se requiere de los procedimientos probabilisticos para elegir el estado inicial del sistema,
pero el procedimiento subsecuente es determinista.

LLa segunda técnica, es similar a la dinamica molecular en cuanto a que un gran mimero de
particulas simuladas, se siguen de manera simultanea. La diferencia esencial estd en que
las colisiones intermoleculares son tratadas con una base probabilistica mas que determi-
nista. Este método fue aplicado por primera vez por Bird, para el problema de relajacion
iranslacional en un gas homogéneo [27].

[<n principio, se puede realizar el estudio de la dindmica del gas enrarecido mediante
técnicas de simulacién en todo el rango de nimeros de Knudsen. incluvendo el régimen
del continuo; donde como hemos visto, el analisis se realiza mediante las ecunaciones de
Navier-Stokes. Finalmente diremos que los métodos de simulacion han sido usados prin-
cipalmente en el régimen de transicién.

Acerca de LBE, diremos que es una aproximaciéon que se usa en problemas de dinamica
de fluidos v que consiste en modelar de manera discreta un fluido. Fn ésta, la dinamica
es usualmente descrita por una ecuacion diferencial cinética, referida como la Lattice-
Boltzmann Equation v que se plantea de forma discreta o discretizada. Por otro lado, la
aparicion de LGA fue motivada por la idea de realizar modelos completamente discretos
de sistemas bioldgicos, relacionando la idea de espacios celulares. La idea es hallar una
estructura légica minimal y desarrollar una dinamica computacional lo suficientemente
poderosa para simular sistema complejos. Este espacio simulado que se llama espacio
celular, consiste de mallas que pueden ser triangulares, cuadradas, etc., con las que se
pinta la evolucién de celulas. En particular se proponen las reglas de colision para los
distintos tipos de mallas.

Por 1ltimo mencionaremos que estos métodos han sido de utilidad al abordar problemas

de dinamica de fluidos |26, 28, 29].

En la literatura podemos observar que los primeros trabajos acerca de la dinamica

de cases enrarecidos fueron realizados a través de la teoria cinética [6|, en donde la



ecuacién de Boltzmann ha sido muy importante. En particular, cuando se abordan pro-
blemas de frontera y/o condiciones iniciales, a menudo se parte de la ecuacion cinética
de Boltzmann completa, lineal o de la aproximacion BGK, modelando las fronteras por
medio de una funcién de distribucién de una particula. Estas ecuaciones se resuelven
de maneras diversas ya sea por algin método de momentos, soluciones numéricas, etc.
14, 7, 12, 14, 15, 17, 30, 31]. Un ejemplo de ello es el trabajo de Sharipov (32|, donde
calculd relaciones de reciprocidad de Onsager para un gas simple con enrarecimiento ar-
bitrario y fuera de equilibrio, planteando la ecuacion cinética de Boltzmann linealizada
como la ecuacién de evolucién de las particulas. La solucidén de la ecuacion cinética la
obtuvo mediante un método variacional. donde se desarrolla una funcién de distribucion
alrededor de la funcion Maxwelliana en equilibrio total. suponiendo que las fronteras estan
en equilibrio local, y se modelan las paredes a través de una funcion de distribucion, que
toma en cuenta las procesos de intercambio de momento, energia y particulas con los

alrededores, por medio de algunos coeficientes de acomodacion.

Por otra parte, Lohdfer [33] propuso un modelo matematico de las fronteras donde tienen
lugar las colisiones difusivas, especulares v el hecho de que las fronteras absorban particulas
dejando esta informacién relevante en el kernel de colisién. En su trabajo Lohdéfer aborda
el problema para una mezcla multicomponente con reacciones quimicas, en la region de
flujo de deslizamiento. En su modelo involucra los coeficientes de acomodacién de ener-
gla, momento, de conversion (de una especie en otra) y del coeficiente con el que se
denota el que algunas particulas atraviesan la pared. Sin embargo, no muestra como
debe normalizarse el kernel de colisién que usa, tampoco como estd definida la fraccion
de particulas que logran atravesar la pared. Esto ultimo no permite ver la fraccion de
particulas que emerge, ya sea en forma especular o difusiva. Al respecto, Cercignani [4]
manifiesta que el kernel de colisién sélo se puede normalizar a la unidad si las paredes
reflejan a todas las particulas sin haber reacciones quimicas, asi que en general el kernel
de colisién debe estar normalizado con el parametro que denote la probabilidad de que
cierta fraccién de particulas regrese al fluido después de chocar con la pared. De ahi que

sea importante el presentar la normalizacion del kernel de colision.



[En este trabajo estamos interesados en realizar un estudio del gas enrarecido en la
region de deslizamiento, donde los diferentes procesos que tienen lugar en las fronteras,
como lo son el intercambio de momento vy energia que ocurre entre el fluido v la pared
son importantes. Sabemos por Maxwell [&] que en el caso general, la temperatura y
velocidad del gas que se encuentra en la pared, no son iguales que aquellas que carac-
terizan a la frontera misma. Cuando se toma en cuenta la naturaleza de las colisiones
entre las particulas de un gas enrarecido y la superficie frontera, vemos que se forma una
capa delgada de gas adyacente a la pared, en el interior de esta capa de gas encontramos
particulas que han sido reemitidas hacia el bulto con la temperatura v velocidad de la
pared, asi como también particulas que vienen del interior del gas o que lian regresado de
la pared sin intercambio de informacion mas que el cambio de la direccion de la velocidad.
Clomo un resultado de lo anterior, macroscopicamente se obtiene un salto de temperatura
v una velocidad relativa cerca de la pared, ambas conteniendo las propiedades de la fron-
tera |4, 34]. Fs importante mencionar que las interacciones entre las particulas del gas
v la pared, llegan a ser importantes sélo en el caso en que el vas sea lo suficientemente

enrarecido y entonces el tratamiento hidrodinamico clasico no es adecuado.

Para nosotros, resulta de gran interés estudiar los efectos de la pared en el flujo laminar
de un gas enrarecido, tomando como punto de partida la teoria cinética. Fn particular,
se desea modelar el kernel de colision que contenga la informacion acerca de la manera
en que interactian las particulas y la superficie frontera. La idea es proponer un modelo
simple del kernel de colision en términos de algunos de los coeficientes de acomodacion
considerando una frontera en movimiento donde es permitido el intercambio de momento.
energia v moléculas con los alrededores. De esta manera estaremos en posicion de calcular
los valores frontera de las variables relevantes, tomando en cuenta la naturaleza de las
lteracciones que tienen lugar entre las particulas v la superficie frontera. Posteriormente
a partir de estos valores, se calcula una expresion para la velocidad de deslizamiento, esta
cantidad es de suma importancia debido a que depende fuertemente de la naturaleza de

la pared.

Una vez que tenemos el modelo de las paredes, abordamos el problema llamado flujo

Couette. Este problema que es el mds simple de los flujos laminares, nos permite estudiar
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el comportamiento de un fluido en presencia de una superficie frontera.

Basicamente el flujo Couette, se obtiene al poner un gas enrarecido entre dos planos
paralelos infinitos que estan en movimiento relativo con una velocidad constante uw, in-
duciendo un flujo en el fluido a lo largo de la direccién de la velocidad de las paredes.
Ambas superficies son planas y estan separadas por una distancia constante, v en general
la temperatura de cada placa puede ser diferente.

En relacién al flujo Couette, varios son los trabajos en donde se ha estudiado el flujo
laminar para numeros de Knudsen cercanos a la unidad. En algunos de estos trabajos el
analisis se realiza partiendo de una ecuacion cinética, que se resuelve a través de diversos
métodos tales como método de soluciones elementales [35], método variacional [4, 32| o
mediante algin método numérico {36-38]. En otros trabajos el estudio se lleva a cabo a

través del método de Montecarlo [24, 39] o por medio de la dindmica molecular [40].

El estudio que realizaremos, serd llevado a cabo mediante un esquema donde las variables
relevantes corresponden a la aproximacién de Grad en trece momentos (2, 41-43|. Esto
significa que tanto el flujo de calor, como el tensor viscoso juegan un papel importante
en la descripcion. Ahora bien, esto significa que sera necesario contar con ecuaciones que
describen su evolucién y con condiciones de frontera adecuadas, en este trabajo los valores
de estas variables fisicas en la frontera se calcularan a través del modelo de las paredes.

Hacemos notar que este tipo de aproximacion es hibrida va que va a contener tanto una
parte hidrodinamica como una cinética, de hecho se piensa usar algun tipo de ecuaciones
del continuo junto con condiciones de frontera calculadas a partir de una forma cinétiea.
bs necesario mencionar que, H. Grad [41] en 1949 calculd los valores en la frontera para la
componente oblicua del tensor viscoso simétrico sin traza P, y la componente normal a la
superficie del flujo de calor ¢, en la aproximacién de trece momentos, mediante el modelo
de Maxwell para el kernel de colisién. El encontré que P., tiene una fuerte dependencia
en la velocidad de deslizamiento y también que q, depende de forma directa del salto de
temperatura, sin embargo, Grad en su trabajo original, no tomé en cuenta el movimiento
de la superficie frontera, ademas de que no consideré paredes porosas. Estas dos ultimas

caracteristicas planeamos tomarlas en cuenta en nuestra aproximacion.



[a distribucion de este trabajo es la siguiente: en el capitulo | estd contenida la in-
troduccidén. En el capitulo 2 mostramos cuales son las ecuaciones de evolucién para las
variables importantes en la descripeion de nuestro sistema en particular. En el capitulo
3, se modela I:id forma en que interactian las particulas del gas con una superficie sélida.
después de esto se procede a calcular los valores frontera de las cantidades fisicas, flujo
de calor v tensor viscoso simétrico sin traza.

Para observar cuales son los alcances del modelo de fronteras que empleamos, abordamos
el problema llamado flujo Couette, la descripeidn de éste y el cilculo matemdtico queda
contenido en el capitulo 4. En el capitulo 5, abordamos el problema flujo Couette ge-
neralizado. el cual basicamente consiste en un flujo laminar que Hluve entre dos placas
paralelas, expuesto a un gradiente de presiones externo. En el capitulo 6. realizamos una
discusion general de los resultados que obtuvimos, ademas mencionamos algunas perspec-
t1vas que observamos para este trabajo de tesis. Finalmente, se incluven tres apéndices
en donde mostramos calculos concernientes a la obtencion del perfil de velocidad. alguna
mformacion acerca de las aproximaciones LBE y LGA, v la nomenclatura empleada en

este trabajo.



Capitulo 2

Ecuaciones de evolucion

Se realiza un estudio del gas enrarecido simple, partiendo de la teoria cinética donde se
plantea la ecuacién de Boltzmann, como la ecuacién de evolucion de las particulas que
coustituyen al fluido. A través de esta ecuacion se derivan las ecuaciones de balance de las
variables conservadas. Ademads, se discute la solucién de la ecuacién cinética en la aproxi-
macion de trece momentos de Grad. Mediante esta solucién v la ecuacion de Boltzmann.,
se calculan las ecuaciones de evolucion para las cantidades que relajan, flujo de calor v
tensor viscoso simétrico sin traza, junto con lo anterior, en este capitulo mostramos las
definiciones cinéticas de las variables dindmicas que son relevantes en este nivel de apro-

ximacion.



2.1 Modelo cinético

[l estudio del comportamiento de un gas monoatémico enrarecido se realizara a partir
de la ecuaciéon de Boltzmann, donde el conocimiento de la funcion de distribucion de una
particula. permite evaluar las caracteristicas del sistema.

Sea f(r.c;t)drdc el numero de puntos representativos de las particulas en el espacio
hexadimensional (r, ¢) u, con posicién en el intervalo (r, r + dr) v velocidad molecular en
el intervalo (¢, ¢ + de) al tiempo f: la ecuacién que describe la evolucién de las particulas

es la ecuacion de Boltzmann, que escribimos como
o F , ‘
WJ(I\CIU te-Vflrcit)+— - Voflreit) = J(f f). (2.1
C m

donde, el lado izquierdo de la ecuacion se conoce como el término de arrastre v contiene
la variacion explicita en el tiempo de la funcién de distribucién. la razén de cambio de
f(r, c:t) como resultado del movimiento molecular y la contribucion de una fuerza externa
F.

Por otra parte, en el lado derecho de la ecuacion (2.1), J{f. f) cuantifica el cambio en el
uumero de particulas en un volumen fase dedr debido a las colisones entre las particulas.
Para escribir de forma sencilla v explicita este término. se hacen algunas hipdtesis, que de
hecho limitan la validez de la ecuacion de Boltzmann al régimen de baja densidad; a saber:
las colisiones entre particulas ocurren por pares v las velocidades de dos particulas son
estadisticamente independientes. ks decir, si dos particulas estan en un mismo volumen
del vcspa‘cio de configuracion dr, una de ellas se mueve con velocidad ¢ y la otra con

velocidad ¢ . entonces la funcién de distribucion de dos particulas se factoriza como
! ' . i ’ e
fo{r,c,c;i)dede = fi{r.c;t)fi(r ¢ t)dede . (2.2)
En la literatura, la ecuacién (2.2) representa la expresion formal de la llamada hipotesis de
caos molecular, misma que en los tratamientos tipicos de la teoria cinética corresponderia

a la hipétesis de cerradura de la jerarquia BBGKY (Bogoliubov, Born, Green, Kirkwood

¢ Yvon) |2, 44].
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De acuerdo con las hipétesis anteriores podemos escribir el operador de colisiones en la

siguiente forma [2]

S f) = /l/'{f(cﬁf(c/) — Flen)f(e)lgW (kK : g)dk de,, (2.3)

donde ¢, c; son las velocidades antes de la colision de las particulas que chocan v c. c/1
son las correspondientes a la etapa posterior a la colisién. Le hemos pintado el subindice
1, a una de las velocidades de las particulas colisionantes para identificar una de la otra.
Ademas, g = |c — c] es el valor absoluto de la velocidad relativa correspondiente.

i ! [

C—clzg]ﬁ. c —c =gk. (2.1

k v k' son los vectores unitarios en la direccion de las velocidades relativas antes v después
de la colisién respectivamente, por ultimo la cantidad W(l&\f{l; g) es la seccién transversal
para cambiar la direccién de la velocidad relativa de k a k. El valor absoluto de la veloci-
dad relativa de dos particulas sin estructura que chocan debe ser la misma antes v después
de la colision debido a que el choque por pares es eldastico conservandose el impetu lineal
y la energia cinética. Es importante recordar que la ecuacion de Boltzmann escrita en la
ecuacion (2.1), solo es vélida para particulas monoatémicas (no hay grados de libertad
internos), de manera que en una colisién sélo hay intercambio de impetu lineal v enerefa
cinética. Debemos enfatizar que el kernel de colisién contiene la seccién transversal y por
tanto. dependera del potencial intermolecular que actia entre las particulas del gas. En
el caso en que las particulas interactien a través de un potencial esféricamente simétrico.
la seccion transversal solo depende del angulo de dispersién entre k y K v de la magnitud

de la velocidad relativa.

Hacemos notar que la ecuaciéon de Boltzmann es una ecuacion integrodiferencial que
no es invariante ante inversiones temporales, es decir, que la ecuacién cinética describe
procesos irreversibles en el tiempo. Precisamente, la formulacién cuantitativa de este
hecho, esta contenida en el llamado teorema H, el cual establece que

dH

— <0,
at ~

para la funcional H, que se define como
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H(t) = //f(r. c:tjlln f(r.c:t) — l}drdc, (2.6)

la condicién (2.5) nos asegura que el gas alcanza el estado de equilibrio.

Por ultimo, mencionamos que es posible deducir la ecuacién de Boltzmann a partir de la
ecuacion de Liouville. En este trabajo solo se anotan estas caracteristicas con el objeto de
dar un panorama somero de las propiedades de la ecuacién de Boltzmann, pero en vista
de que no se usaran explicitamente [2, 45|, tampoco se discutiran las condiciones bajo las

cuales dichas demostraciones se han hecho.
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2.2 Ecuaciones de balance

Sabemos que la ecuacién de Boltzmann es counsistente con las ecuaciones de balance de
las cantidades conservadas, masa, momento v energia total. Ademés, la densidad de
masa. momento y energia, se pueden escribir en términos de promedios sobre la funcion
de distribucidn, que satisface la ecuacion cinética.

Aqui mostraremos a grandes rasgos, el camino que se sigue para mostrar la consistencia
de las ecuaciones de conservacion con la ecuacion de Boltzmann [2. 45|. En primer lugar.
se construye una ecuacién de transporte generalizada para una funcién de la posicion. las
velocidades moleculares v el tiempo representada por ¥ (r,c. /). La ecuacion se obtiene

multiplicando a la ecuacién de Boltzmann por la funcidén v e integrando respecto de las

velocidades moleculares, de manera que

2. F
/’w.d—ffdc Jr/ﬂ)‘c-Vfdc + /—~'</)chdc = /w(c).](f,f)(lc, (2.7)
f J m .

la ecuacion (2.7) se puede escribir como

¢ J F
o v fdc — /fﬁﬁ‘:dc +—V-/wcfdc - /wacdc +/—— ¢V fde = /w(c)J(f‘f\)dc.
ot ¢ m

(2.8)
Sila fuerza externa es independiente de la velocidad, el ultimo término del lado izquierdo

de (2.8) puede simplificarse en la forma

F F
/w——-chdc - —-/mwcfdc,
™m m .
F .
— —_ fw(c)f'_oo—/fvcw .\
m
F
= —— - -nV.u, (2.9)
m

donde el primer término se anula al suponer que la funcién de distribucion f tiende a cero

méas rapido que ¥, cuando la velocidad es muy grande. Ademéas hemos definido:

ny = /u’)(r,c,t)f(r,c;t)dc, (2.10)

que representa el promedio de ¥ sobre la funcién de distribucién y

13



nir t) = /f(‘r,c:t)dc‘ (2.1

es la densidad numérica.

Lo que nos permite escribir la ecuacidon de transporte generalizada para la funcién v {c)

como

g —_— o —— F — i
‘ +V - (ney) — n.% —ne-Vy + — -nV,uu — /cﬁr(c).,/(jf fide. (2.12)

ot i m

el lado izquierdo de esta ecuacion, se identifica como el promedio de la razén de cambio
de la propiedad molecular del gas (v), debido al arrastre producido por el movimiento

molecular v el lado derecho representa el cambio debido a las colisiones entre las particulas.

Sila funcion ¢ corresponde a alguna cantidad que haga que el lado derecho de la
ecuacion (2.12) se anule, entonces a la funcién se le llama invariante colisional. En este
caso, obtenemos como resultado una ecuacion de conservacion para el promedio de v.
Para entender mejor lo que sucede con el término de colisiones. si v es un invariante.
escribimos este término de una manera mas simple v conveniente. Bdsicamente, lo que
hacemos es usar el hecho de que el impetu lineal v la energia cinética se conserven, que
nos lleva a escribir ¢ = ¢. Lo anterior nos permite intercambiar las variables primadas

con aquellas que no fueron marcadas, con esto en mente escribimos

1 i ! /
/w(cu(f,f)dc = ;///w(flf — f1f))gWdk de;dc. (2.13)

v la expresion equivalente

1 , ;o / ; .
[wter. prae = — [ [ ['tr7 = 117 NgWik desde (2.14)

Posteriormente, se suman las ecuaciones (2.13) y (2.14), y se hace uso de la relacién que

satisface el kernel de colisién W

W(klk': g) = W(k'lk:g). (2.15)



que expresa la propiedad de la reversibilidad microscépica, ¥ que se conoce como el balance

detallado [2, 44], de lo anterior hallamos

1 / Lo ! n N
/w(c).](f,f)dc - %/(/l/(rw (i = fuf )gWdK dede. (2.16)

Se procede de manera semejante para las particulas con el subindice 1

~1

1 " i ’ 7 ! 9
/’w(c),](f‘f)dc = 57;// /(w] - )(f f1 = fh)gWdk deyde, (2.1

finalmente sumamos las ecuaciones {2.16) y (2.17) v obtenemos

. . I / / ot / i
/w(c)J(f, [lde = Z—///(L +uy—v —u ) (ff = Hif ) gWdk dede. (2.1%)
An
Ahora bien. cuando la funcién ¥ es un invariante colisional, se cumple que

1]

vie) +wle) = v(c) +uley), (2.19)

v en este caso el integrando de la ecuacion (2.18) se anula.

En el caso particular en que v = m. hallamos que el lado derecho de la ecuacion (2.12)
se anula debido a que la masa permanece sin cambios atin después de una colisién entre

las particulas, mientras que el lado izquierdo se reduce a la siguiente ecuacion

o
o + V- (ugnm) = 0, (2.20)

ot

que es la ecuacion de continuidad, donde

L
n(r,t)

/cf(r‘c;t)dc, (2.21)

UQ(I', t) -

es la velocidad promedio.

Por otra parte si ¥ = mC, donde C = ¢ — ug es la velocidad peculiar, vemos que el
término de colisiones en la ecuacion (2.12) se anula nuevamente, lo cual es una consecuen-
cia de la conservacidon del impetu lineal. Al sustituir ¢y = mC en la ecuacién de balance

generalizada, escribimos



onmC OmC ) ) — e
ey n( 7; + V- -(nemC) —ne-VmC — — - nV.nC =0, (2.22)
o At m

simplificamos esta ecuacion, desarrollando cada uno de los términos, v comenzamos por

desarrollar los dos primeros términos de la ecuacion

- —n—
ot ot ot

/7nCii(ic ~ onmC (")mC.
& ' a
= -_,—/nmedc -—/f_—«—(mC)dc,
ot ot

oo : IS,
— o nmflc — uglde — /mf;—)?[c — uglde,
%
= nm(uﬂ‘ (2.23)
ot
va que
/medc -0 (2.24)
v

' !
/mf(—{c - uglde = —nm—.
: ot

l.os dos términos siguientes se escriben.

V- /nmedc =

V - (nemC) -~ nc-VmC,

= V- /m[C + uy|Cfde — /[C + up) - VmCde,
\%
v

~/mCCfrlc + V- mu(]/Cfdc — /m{C + ug| - fV]c + uplde.
-P 4+ nmug - Vug, (2.25)

donde

P(r.t) = /mCCf(r,c;t)dc, (2.26)

define al tensor de presiones.

El dltimo término de (2.22) queda en la forma

m m

F F
—~-n/mCandc = —— -nV.mC,
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F
= —— -/ch[c — ugldc,
m

F ,
~ S amL (2.27)

m

donde I es un tensor unitario.
Posteriormente se sustituyen las ecuaciones (2.23) y (2.25) en la ecuacién (2.22), y halla-

mos

0 N g . ,
p(-fuo+uo-Vuo> = ——Vp—V'vaL[—F. (2.2%)
ot m

que corresponde a la ecuacién de balance del momento. donde p = nm es la densidad de

masa v

P’ (r,t) = /m(CC)Uf(r,c;t)dc‘ (2.29)

es el tensor viscoso sin traza que esta relacionado con el tensor de presiones P. Recordemos
que este iltimo se puede separar en una parte diagonal v una parte sin traza, donde la
primera es proporcional al tensor unitario I, y se identifica con la presién hidrostatica p

v la segunda representa al tensor viscoso simétrico sin traza P°

P =pl +P° (2.30)

La cantidad P° tiene su origen en el movimiento del fluido, esto es, cuando las particulas
se mueven con velocidades diferentes originan un movimiento relativo entre las distintas

partes del fluido, dando lugar a la friccidn interna [46].

Por tltimo, si ¥ = imC?, se obtiene que

%(m/‘Z)C’2 - n%(m/'Z)C2 + V- (en(m/2)C?) —nc-V(m/2)C?

F o
——-nV¢(m/2)C? =0, (2.31)
m

el lado derecho de la ecuacién (2.31) se anula debido a que la energia traslacional se

conserva durante las colisiones binarias, mientras que el lado izquierdo, se reduce a una
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ecuacion de conservacion.

Desarrollando los dos primeros términos

o0
/(rn//Z)(,"ifjc
. ot

donde

3 ;
EKB”(P 0T (r, 1) =

es la definicion de la temperatura local para un gas diluido.

4 o

~(—(177./‘2)(,1'2 - n«c—(m [0,

ot it

o3 oC

thhf;n(r T (r 1) /mC——dc

I K gn(e OT(x 1) 2.2

E—)— BTL(I' ) r. i), (~—~’ !
) \ I, o

n(r,t)E(r. t) = /Erra("f(r«c:t)dc. (2.33)

v Kz esla constante de

Boltzmann. Esimportante notar que debido a la naturaleza del sistema. es decir. ausencia

de grados de libertad internos, la energia total sélo contiene la contribucién de la energia

cinética.

Asl. la temperatura viene a ser el promedio de esa energia.

L.os dos términos siguientes, se escriben en términos se sus componentes

fi

/’2)(7‘;6(,‘;&.clvlf dec

_ vl/{

=V /[(1 + | ———
o= VZQZ + VIE”'LLQZ -

Vlcl(m/Z) k( L n(lVl(m/Z)(,‘k(?k,

(Vv‘l‘v("k:

2
fde — /fm(f';"[('/ + z/,le(,’kdc.
/ mf[ ] —+ 71,()[l( kV [(k —- “Okldc

de,

n( ( k .
+ uO[] Zk dec — /[Cl +- UO[]V[
mC k(k

= VZCH + VlEnum + /mf {(71(,;';;Vluok, + 7I,O[C7kvluok] dc, (2,34)

donde

(2.35)
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es la definicidn cinética del flujo de calor, que contiene sélo el transporte de la energia
cinética en el gas.
Haciendo uso de las definiciones del tensor de presiones (2.26) v del flujo de calor (2.35),

escribimos la expresion final de esta integral como

/@nﬁnccc-men:V~q4~v-Ewuo+P;(vum. (2.36)

Finalmente, se revisa el iltimo término de la ecuacién (2.31)

) — F Yor
——anng(m/Z)(f'Q = ——i/fVZCdec‘

m m

—Fl /f(fkvlc('kdc,
= —Fl /f(,;'kvlc[ck - uokldc.
- "Fz/f(«"/cvzcckdc»

- —ﬂ/fqmmc
0, (2.37)

después de sustituir los desarrollos de cada uno de los términos en (2.31) v de reordenarlos.

obtenemos la ecuacién de balance de la energia
d ‘ o .
EnE tug-Vnl +nkV - -uy+(V-q)+p(V-uy) = P": (Vug) =0. (2.38)
De esta manera, hemos visto como a partir de la ecuacion cinética de Boltzmann y
al utilizar las definiciones del tensor de presiones y flujo de calor se puede mostrar la
consistencia entre la ecuacion de Boltzmann y las ecuaciones de balance de las cantidades
que se conservan.
Podemos observar que las ecuaciones (2.28) y (2.38), estén escritas en términos de q y P°,
cantidades cuya expresién cinética conocemos, pero que no estan expresadas en términos
de las variables promediadas (n, ug, T).
Para poder estar en condicién de realizar el estudio en el régimen hidrodindamico, sélo es
necesario establecer ecuaciones constitutivas como la ley de Fourier y de Navier-Newton
Junto con las relaciones de simetria de Onsager [44, 46]. Situacién que permitiria cerrar

el sistema de ecuaciones para resolverlo si se tiene condiciones de frontera e iniciales.
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En el caso en que se desee ir ;ds alla de la regién de la hidrodinamica clasica, debemos
hallar expresiones maés generales para el flujo de calor y el tensor de esfuerzos, un camino
que podemos seguir es el hacer uso del método de Grad en la aproximacidén de trece

momentos y encontrar las ecuaciones que gobiernan a las cantidades no conservadas.



2.3 La solucion de la ecuacion dge Boltzmann

En la literatura se han desarrollado varios métodos para resolver en forma aproximada
la ecuacion de Boltzmann. El método de Chapman-Enskog v el método de Grad, tienen
como fundamento el que un sistema que esta fuera del equilibrio termodindmico evolu-
ciona hacia él. de manera consistente con las restricciones impuestas macroscopicamente.
Desde el punto de vista cinético, esta tendencia al estado de equilibrio (o equilibrio local)
se manifiesta a través de la existencia del teorema H. Como se mencioné antes, éste
carantiza la existencia del estado de equilibrio y la evolucién del sistema hacia él.

Por otra parte, es importante senalar que la ecuaciéon de Boltzmann por ser no-lineal,
presenta dificultades importantes para encontrar una solucion que ademas satisfaga ade-
cuadamente condiciones de frontera e iniciales. Esto es importante para justificar el
empleo de métodos aproximados que si bien no resuelven el problema completo sl nos
permiten avanzar en el estudio del comportamiento del sistema. Dicho esto, es natural
que los métodos mas usados para resolver la ecuacion de Boltzmann tengan como punto
de partida a la funcién de distribucién Maxwelliana total (o local). Asi tendremos que el
sistema se describird en estados cercanos al equilibrio total (o local) v las desviaciones a
partir de éste, nos indicaran las caracteristicas importantes del problema.

En este trabajo se describird someramente el método de Chapman-Enskog v dedicaremos
un espacio mayor al método de Grad debido a que los resultados de este trabajo se basan

en el

2.3.1 Meétodo de Chapman-Enskog

Hemos senalado cual es la ecuacién de Boltzmann y su relaciéon con las ecuaciones de
balance de las variables que se conservan. Para darle solucidén a esta ecuacién cinética
encontramos en la literatura diferentes métodos, uno de ellos es el llamado método de
Chapman-Enskog [2, 43-45].

noindent Dicho método (que fue abordado casi simultaneamente en 1916 - 17, por
Hilbert,

Chapman y Enskog) consiste basicamente en tomar aproximaciones sucesivas a la funcién

de distribucién f(r,c;t).
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Escribimos la ecuacién de Boltzmann en la forma

1 , ‘
Df =—=J(f.f) (2.39)
e
doude D es el operador de arrastre en la ecuacion

af F .
Df = +c - Vf + —- v(‘f? (")'40)
ot m
v J{f. ) es el término de colision, ademas. € es el parametro de uniformidad y se supone
(ue es menor que la unidad (e < 1); este pardmetro indica el orden de aproximacion en que
se esta trabajando. El hecho de que dicho parametro aparezca en el denominador significa
para este caso, que las colisiones entre las particulas son dominantes en el comportamiento

del sistema. Ademas, suponemos que la funcién de distribucién admite un desarrollo en

dicho parametro. de manera que

fo= O 2y (2.41a)
S SO e e ) (2.41b)

donde f'Y es la funcion de distribucion Maxwelliana local

.
m 2 mC'=

ctHh=nlr. )| ——m | capd ———mm——
(r.e.f) = n S T 0K )

/‘(:0)
' QNK—BT(I‘.:’)

(2.42)
v las funciones o' miden la desviacion del sistema con respecto al estado de equilibrio

local. de hecho estas funciones deben de cumplir con

/ oW F e = 0, (2.43)

que se conoce como la condicion subsidiaria, donde v representa cada uno de los cinco -
variantes de la colisién. Lo anterior se debe cumplir para todos los niveles de aproximacion

en el que se trabaje.
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En este método se supone que la funcion de distribucién depende del tiempo unicamente

a través de las variables conservadas (n, ug y F) y sus gradientes, esto es

flryeit) = f(r.eln(r, t),up(r. t), E(r.t):Vn.Vug. VE, ), (2.44)

esta hipotesis funcional se justifica si consideramos que la descripcion es valida para
tiempos mayores que el tiempo libre medio (t > r): de manera que sélo las variables con-
servadas sean relevantes. Obviamente esto limita la solucion al régimen hidrodinamico
v gradientes pequenos en las variables dinamicas. La sustitucion de la funciéon de dis-
tribucién (2.41) junto con las hipétesis, en la ecuacién de Boltzmann y su separacién para
cada orden en el parametro de uniformidad, permitiran encontrar las soluciones aproxi-

madas que se deseen.

En general, el operador de arrastre puede escribirse como
Df = (DD +e(DAY +E(DAHP (2.45)
v el término de colisiones como

T30 = 9GO Oy 4 e Lo Oy 1 (W O+

R AN A R G A R IV A A o (2.46)

hacemos notar que las ecuaciones que resultan de acuerdo con la aproximaciéon en que
se este trabajando, junto con la condicién (2.43), especifican la unicidad de las funciones
o,

Por otra parte, las expresiones del flujo de calor y del tensor de presiones, segun la

aproximaciéon con la que se este trabajando son

, 7% 5KgT .
q¥(r,1) = / (mg -2 )Cf(”(r,c,ﬂdc, (2.47)
PO(r ¢) — /mccﬂ“(r,c,t)dc. (2.48)
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Eon particular, cuando se considera el orden cero en el pardmetro ¢, es decir, hasta f!

vermos que

T =0, (2.49)

de lo que se obtienen las ecuaciones de Euler. [Las expresiones para el flujo de calor v del

rensor de presiones son

donde la presion hidrostatica, cumple la ecuacidén local para gas ideal

plr.t) =n{e. t)KgT(r. 1}, (2.52)

debido a que el tensor viscoso se anula observamos que a orden cero. efectivamente tenemos
un fluido de Euler.

Por otra parte, si tomamos la aproximacion hasta f{') se obtienen las ecuaciones de Navier-
Stokes, la solucién al siguiente orden en € es decir hasta un nivel en la aproximacion de
£ conduce de manera directa a las ecuaciones constitutivas de Burnett [2, 44].

De lo anterior podemos decir, que el método de Enskog solo permite calcular desvia-
ciones de la funcién de distribucion Maxwelliana que estan relacionadas con la no uniformi-
dad del sistema, v que ésta, no es la soluciéon mas general de la ecuacion de Boltzmann para
sistemas en un estado arbitrario fuera del equilibrio. Por otra parte, mencionamos que en
este método las funciones que denotan las perturbaciones de la distribucion de Maxwell
tienen un tiempo de relajacién del orden del tiempo medio entre colisiones ( 10 "seg). Lo
que justifica la validez del método, ya que después de tales tiempos, macroscopicamente
irrelevantes, la solucion de la ecuacion de Boltzmann puede aproximarse por la solucién

de Enskog [44, 45].
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2.3.2 Método de Grad

Este método de solucién se basa en la hipdtesis de que el sistema se puede describir
en términos de una funcién de distribucién que es una desviacion de la funcion de dis-
tribucién Maxwelliana local. Dicha desviacidén se puede escribir como un desarrollo en
términos de un conjunto completo y ortonormal de funciones. Estas se construyen usando
como funcién de distribucion de peso a la Maxwelliana y dado el caracter tensorial de la
variable independiente (velocidad), resultan ser los polinomios tensoriales de Hermite. En

11,

la literatura se discute con todo detalle como se generan y cuales son sus propiedades
En el caso en que el desarrollo se realice alrededor de una funciéon de distribucion maxwe-
lliana local, este método nos lleva de forma natural fuera de la region de la hidrodinamica
usual, a diferencia del método de Chapman-Enskog que solo es valido dentro de dicha
region.

N

De acuerdo con lo discutido, se escribe la funcién de distribucién como

1 s 5
flr.cit) = f(o)Z—'aE e, O H (e), (2.53)
S $-

donde f19 es la funcién local de Maxwell. que se toma como funcién de peso para los
polinomios de Hermite H)(c), en términos de los cuales se realizara el desarrollo. Es-
tos polinomios forman un conjunto completo y son funciones de la velocidad peculiar sin

dimensiones v = \/%—T Debido a que la velocidad es un vector tenemos que los poli-
KgT
m

nomios resultantes son tensores del mismo orden que el polinomio correspondiente [41],

los primeros términos de este conjunto tienen las expresiones siguientes:

HO = 1,
Hi(l) =
Hfj»z) = v — b4y,
Hi(jlg = vvvk — (Vi + vl + wbij),
Hi(flgl = vy — (%U0k + vukds + vyudu + vyubs + vkuby)
+ (8i50r + Sakbju + Sudjn), (2.54)
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aqui, el superindice indica el orden tensorial del polinomio correspondiente y 9,5 es la delta
de Kronecker usual.

Por otra parte, las funciones a®(r. /) de la ecuacién (2.53) son los coeficientes del desa-
rrollo v se les conoce como los momentos de Grad v en general son combinaciones de las

variables fisicas, de hecho

. 1 .
a(”"(r, ty = —— /f(r‘c; HYHY (e)de. (2.55)
n{r, t)

lLos primeros términos del desarrollo de la funcién de distribucion son

flr.cit) = f(o)(r. c i) b]—’am)H(O)(c) - %aill}{fu(c) + _)i‘aéj"Hff)(c) + %(1&&1175,3(0) +
(2.56)
Para cortar la serie encontramos que no hay un criterio bien establecido, lo que comun-
mente se hace es parar hasta el nimero de momentos que se consideran relevantes y con
ello obtener una cierta descripeion fenomenologica.
Fu particular estamos interesados en ampliar el espacio de variables relevantes, elevando
a ese rango al flujo de calor y tensor viscoso simétrico sin traza. por lo que es adecuado
emplear la aproximacion en trece momentos. Esta aproximacion, que es la usual, consiste
en cortar la serie hasta el término que involucra la traza de agjz v despreciar los momentos
de orden superior ™ = 0 para n > 1.
Las expresiones explicitas de los momentos se obtienen de manera inmediata al intro-
ducir la ecuacion (2.54) en la ecuacidn (2.55), v de hacer uso de la ortonormalidad de los
polinomios de Hermite [41], asi

a9 e t) =1, (2.57)

este valor de ¥ implica que el desarrollo de la funcién de distribucién empieza con la
maxwelliana local, ademas

e 1) =0, (2.58)

nos indica que no hay velocidad de difusién, esto es de esperarse pues estamos considerando
ras de una sola especie, en el caso en se trabaje con una mezcla de gases este mismo
término sera diferente de cero v es proporcional a la velocidad de difusion. El siguiente
momento es

) ; Plr. ¢t
ol (e t) = —”f—), (2.59)



(2)

para a;;’ se ha hecho uso de la ecuacion de estado del gas ideal p = pRT, misma que es

véalida debido a que los gases no tienen estructura y que estamos trabajando en el régimen

de baja densidad.

El momento de tercer orden es

: o (s 2 . -

y en la aproximaciéon de 13 momentos se toma el tensor simetrizado de tercer orden sin

traza afjkm = 0.

Asi, en la aproximacion de trece momentos la funcién de distribucién. puede escribirse

en la forma,

; 2m m(? )
ety = fOr ety - _por 1) (CO) S ty-Cl .
flriet) = 7O, |1 o) (CO) ¢ i - D afrt)

(2.61)
observamos que la desviacion de la funcién de distribucion Maxwelliana, depende de P°
v q que son los momentos relevantes para la descripeion del sistema. Esta funcién de dis-
tribucion es importante para nosotros va que nos ofrece la ventaja de obtener informacion
fuera de la regién de la hidrodinamica usual v que pudiera ser relevante. Un ejemplo de
ello, son las ecuaciones de relajacién de las variables fisicas: tensor de presiones P° y flujo
de calor q, a partir de las cuales es posible encontrar ecuaciones constitutivas generaliza-

das que engloban las ecuaciones de Navier-Newton v de Fourier.

Es importante sefialar que la funcién de distribucién escrita en (2.61) serd solucién de
la ecuacién de Boltzmann cuando las variables relevantes que aparecen en ella satisfagan
las ecuaciones de transporte que les corresponde. Mds adelante tendremos oportunidad

de insistir en este punto.
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2.4  Ecuaciones de relajamiento para un gas simple

Cuando se realiza la descripcién de un gas monoatémico a través de la aproximacion
de trece momentos de Grad, las variables que se consideran relevantes son: la densidad
plr. 1), las tres compounentes de la velocidad hidrodindmica ug(r, 1), la temperatura 7 (r. ¢}
(0 bien la energla F(r, )}, las tres componentes del flujo de calor q(r, ¢} v las cinco com-
ponentes independientes del tensor viscoso simétrico sin traza P°(r, {}.
lLas primeras cinco variables (p, ug v T) corresponden a cantidades que se conservan
en una colision binaria entre las particulas que forman al sistema. en cambio, las otras
ocho variables (q, P°) son cantidades que no se conservan y son llamadas variables de
relajamiento. Se observa que las variables conservadas intervienen en la funcién de dis-
tribucion Maxwelliana local mientras que las variables de relajamiento nos dan la con-
fribucion a la desviacion de la funcion de distribucién con respecto al equilibrio local.
Por un lado, la densidad de particulas, momento v temperatura satisfacen las ecuaciones
de conservacion que va hemos visto en la seccidn (2.2), mientras que para las variables
fisicas q v P7, es necesario calcular las ecuaciones de evolucion.
U'n camino para hallar estas ecuaciones consiste en usar la ecuacion {2.12) que en el fondo
es la ecuacion de Boltzmann, donde se toma v = m(CC)° para hallar la ecuacion del
tensor de presiones simétrico sin traza [2. 43]

. TTEATS

(%nm(CC)" — 71mﬂ%—c—) + V -nme(CC)° — nmc - V(CC)” — F nmV . (CC)”

ot m !

_ /m(CCVJ(f, flde. (2.62)

Vo m L%ﬁ - gKBT C para el flujo de calor |2, 43]

. mC*? FJK rlc 3, m? 5[\' rlc v mC'’? 5}\" oy
—m - = —n—m — —K —nec-Vm - =
A I R I TR R R " ) 20 F
[mc? 5 mC?2 5
» - K C+ = R —=—KgT|C
V - nme 3 5 sT + nV.m 5 S8
c® 5 S
:/m_ m2 —%KBT CJ(f. flde. (2.63)

El lado izquierdo de las ecuaciones (2.62) v (2.63) se evalian de manera directa desa-

rrollando cada uno de los términos que aparecen en ellas, empleando para ello la forma
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explicita de la funcién de distribucién de Grad de trece momentos [41]. Recordando que

. . o503
para este nivel de la aproximacion a”(ij,)c =0.

Para obtener la ecuacién de relajacién para el tensor de presiones simétrico sin traza, se
desarrollan por separado cada uno de los términos del lado izquierdo de la ecuacion (2.62).

y comenzamos con los dos primeros

d o(CC)
7(-717n(CC)O — nm ( : Lo /m((:'i(,' ) —fdc
ot ' ot
o o , .
gyl m(C; (') de —/f (5;771((,',,('1)") de.,

] aer 15 ) d
T /fm < %”‘> “
OP?” s g 1 M
—L - /fm <—(_‘OZ(/'J' " m) de,

ot ot ot 3 (It
oP; }
= —2L (2.64)
ot
donde se emplearon las ecuaciones (2.24) v (2.26).
Para los siguientes dos términos, en componentes
Vinme (CC;77=nme Vi (CiC5)° = =
- v /m C05) e fde — /mfclv (C4C) de,
2
= Vl/m ( C) ((’1+U01 fdc—/qu{ |(' + (V (\' ) — Eélj(/’kvl(ﬂc dc,
(2.65)

las integrales de la ecuacién (2.65) se resuelven por separado, la primera de ellas se

simplifica de la siguiente manera

I

, 1
v, /m (CLCH(Ch + ug) fde Vl/mf ((Jic'j 250 )(q+u01)d

1
= VZSUL + Vlf Uy + V[/ |:_§(5ij02} Cidc, (2.66)
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donde
St - / m O Cde, (2.67)
finalmente haciendo uso de la ecuacién (2.24) v de la definicién cinética para el flujo de

calor, ecuacién (2.35). hallamos

B . : o \
Vi /771((,2(,"]') (Cy + ug) fde = V[Siﬂ + V1PL-3U,()1 V) [*EC,‘J ('_)([[J] : (2.6%7
Ahora se desarrolla la segunda integral de la ecuacién (2.65)
. ( 1 Y i L 2
/mfr,:l (V000 + T} = Z8,CT1 de
2
R — /m,_fc]l: (Viug) — C; (V}LQ] ) -+ ,_ (VIUOA ]
. o 7 v | 2 7 /J _‘
= /Wlf ((,'[ = “‘Ol) {(Vﬂlm)(,‘j -+ (}(V[UQJTJ — ? ,;‘]-(,‘MV L0k M dc,
. J
\ 2 o
— /77’Lf {V[UQJ( ( + C l( (Vluoj) - {ju (V[luk l dc. (2()9)

donde hemos usado la ecuacion {2.24), si empleamos la definicion cinética del tensor

viscoso. hallamos

” 5) )
/"lf(fz ((Vl(»‘i) + (V) ‘g‘(sij(vkvl(;‘k de = (Viug) Py + (Viugy) Py

2., =
_qéi_j (Viuor) P (2.70)
cnseguida sustituimos las ecuaciones (2.68) v (2.70) en la ecuacion (2.65)

/ m(CC5 )" Ve fde = VS — qblj(vlql} + (Vug) Py + (ug V) Py + (Vuogpéy

2 X 2 \
+(Viuo; )pdy — Tg"é'ij(leOk)pfsjk: + (Vg ) Py + (Vjuoy ) P — ?%J'(Vz“rozc)Pu:-
VS — ?Sij(vlfh) + (Vua) Py + (0 Vi) Py + 20(Vug) ", +2(P° - Vgl (271
Se simplifica el dltimo término de la ecuacién (2.62)

I F i 7
r. nmV(CC)° = —— - [ fV(CC)dc, (2.72)
m ,

m

en componentes
Fror, o
- //Vzc(Cz'Cj> dc
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F [ - 1 [5)
= ——‘n/fvlcm {Cic’j - E«sijcﬂ dc.

m

2 .
S / f { (VOO + Ci(Vie) O — gaijckvk(fk} de.

2
= —Fz/f{ (Vieu ) C;5 — Ci(Viugs) F 3%( (VWOA)} dc,

donde hemos empleado la ecuacidon (2.24). De esta manera se sustituyen las ecuaciones

(2.64) v (2.71) en la ecuacion (2.62)

D ¥ 2 I} ¢ o) R o ol PN v op

[TP V4 z;z—géij(V'Q)—(V'uo)Pij‘+2P(VUO> F2(P7 Vgl = /m((«z(»j) J(f, [ide.
(2.74)

Sélo falta calcular Sij, esto se realiza de tal manera que sea consistente con la aproxi-

macién en que estamos trabajando.

Para calcular S;;;, comenzamos por escribir la expresion completa para el momento agﬂ
3
nagﬂi = /[’UL-’U]'U;C —~ (vibs; +vjdiu + vedy;)| fde.
| 3/2 3/2
m m
= - CCC, — ( - ) Cidis + Crds) | fde
/{(KBT> [ASARE ABT/ ( 117 k 1]):| f
m N\ 1 _
= ( - > — Sijk (2.75)
KgT KgT
Por otra parte escribimos afjk_(z) como
o (3 3 3 3) .
az’jk( ) = Eﬂi - —(azll bk + agu)ézk + a,i“éu) (2.76)
sustituimos la ecuacién (2.75) en la ecuacién (2.76) y obtenemos
1 m 1/2 2 m L/2
o (3) \
a;; =—-|— Sijk — — | = Ok + qi0ik + qrdij), 2.77)
ijk P (JKBT> ijk 5p (KBT) (QL jk 450k qk z]>, ( )
debido a que en esta aproximacién tomamos afjk( = 0, entonces la ecuacién anterior se
simplifica, lo que nos permite resolver para S;;; de manera directa
2
Sijk = g(Qi(Sjlc + ;8 + qibij), (2.78)
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que al aplicarle el operador V. obtenemos

2
vlSijl o v ((Izéﬂ + (ZJISIZ + QZéz])

S| Bt

(Vg + Vg + (V-a)dyl. (2.79

la ecuacién (2.79) se puede escribir en una forma mdés simple, al sumar v restar por

35,(V - q)

] o 2
VS [V ¢ + Vg, 1 (V-q)d,] — §6’7j(‘v “q) + E%_j(v -q).

(O] SN
<]
2

P
- Eéz‘j(v‘q}- (2.80;

o~
<

Finalmente se sustituve la ecuacion (2.30) en (2.74) v obtenemos la ecuacion

_}__ F-ug - VPt
¢

~

=z
= "U
u(|.,A

= (Va) + 2(Vug) +(Voug P42 [P (Vuy)|” = /m (CCII(f. flde.

(2.81)
que corresponde a la ecuacidn de relajacion para el tensor simétrico sin traza. faltando
por simplificar el lado derecho de la ecuacién, esto iltimo lo realizaremos mds adelante

con un poco de detalle.

Por otra parte. para simplificar la ecuacién de relajacion para el flujo calor, se de-

sarrollan los términos del lado derecho de la ecuacion (2.63). los primeros dos términos

S01
¢ m(= 5}\' s ¢ [m(?'z 5[, rle
('Tfrr) 5 '5 B | —71‘()—)‘”1L ) —_‘Z—XB
/ mC?  S5KgT\ _of
- —ac
. 2 2 &
&) mC?  5KgT g (mC*  5KgT
— — Cfdc — — | — - — Cdc,
ot ( 2 2 fde= [ 15\ 73 2 e

o mC?  5KgT dug / g (mC*  5KgT o
= —q - - —— | dc — C-— - lc, {2.82
ar /f<2 2 )( m)c ! w(z ) ) de (282)

debido a que es largo el desarrollo de la ecuacién (2.82), ésta se simplifica a su vez término

a término, de esta manera el segundo término se escribe como
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72 5K oy 3 5 ey
/f <m( — jKBT) (—(.UO > dc = — (—nKBT — 377/K3T) (WO )
. 2 2 ot 2 2 At

Ny -
— <Sfi> , (2.83)
ot
A continuacién se calcula la segunda integral de la ecuacion (2.82)
o (mC? 5KgT\ . gy 50KgT
— — (,de = Cr{—— - —— Cide.
/fat< 2 2 > ¢ /f (m l( ot )2 ar “e
=
~ op, (2.84]

ot

donde hemos empleado las ecuaciones (2.24) v (2.26). Después de sustituir las ecuaciones

(2.83) v {2.84) en la ecuacién (2.82), hallamos que

/ m(’? SKgT o af ; aq; Oo; N Dy
— o —(1C — —
2 2 ot ot PTor TP o

aq; . [ du
- + Py —
Jt ot

Los dos términos siguientes de la ecuacion (2.63)

&

mC=? 5 YO '
71(1lvlm { B — %KBT Ci+mecl [m - %K'BT Ci,

¥ CQ t—K T
_ /<m2 2 23 ' (Ve f) de,

S5KpgT

5 U“‘Ol
oo

C?  5KgT C?
= Vl/<m2 - 23 )Ciclfdc—/fclvl <m2 -
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por separado se desarrolla cada una de las integrales de la ecuacidn (2.86}, la primer

integral es

0 skeTy (2 SKgT
Vl/(m _ 2 B )(:'iC[de = Vz/(m - 2 >(.'1;((,'l + o) fde.

2 2 2 2
= ViQy + Vilguo). (287"
donde
me? SK AT 7 -
Qu = / (mz _C 28 )('Lv(',fdc, (2.8%)

Se desarrolla la segunda integral de (2.86)

, mC* S5KgT\ .
./Jl"—flvt < 5T ) Cide
(' SRgT

o /f (('/ + IL()I) [(T?’?,(.'A,vl(';\f - —;—VZABT> (,'Ij t < e ) VZ(’L] dc.

2 2

: 5 , ("2 3K T
= /f ((7[ + ugl) |:(—‘m,(,‘kgv17l,()k - gleBT> Cz‘, - (mQ - ’ 28 ) VWWJ dc,

-

= / / {7”(«'@(1;;(711 (Vinor) + mCpCing (Viuor) + (VI('VLE (Vi pT) + uyCi= (VK gT)

% 5KgT (" SKpTY |
+(:’l (Tn2 - ’ 28 ) (VluOi) + U0 (7?72 — 2B ) (Vlum)} dc

KgT

B
m

) D ) . P
Siei (Vo) + Pryug (Viugy) + 3 (Vz ) Py + qi (Viug) = nK gTuo (Viug) . (2.89)

donde se usaron las ecuaciones (2.24), (2.26), (2.35) vy (2.67). Enseguida se sustituyen las

ccuaciones (2.87) y (2.89) en la ecuacién (2.86)

C? 5KgT .
/fclvl (mQ - 2B ) Cide = V1Qy + Vi (quuo) + Sk (Viuok) + Privor (Viok)

:)< KgT

FZ Vi ) Pyt g (Vo) — n KTy (Viug) . (2.90)

T

si se escribe el tensor viscoso en términos de la presion hidrostatica p v del tensor simétrico

sin traza P°, la ecuacién anterior se simplifica
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C?* 5KgT 5
/szVz <m2 _2 25 > Cide = V,Qi + Vi (qiua) + S (Viuor) + Prguor (Vinok)

5/ KgT .5 KgT
#5 (W) P 5o (Vo) ¢ (V) (291
2 2 m
El dltimo término de la ecuacién (2.63)
F o 5
— -nV, m———KBT C—— /fV ——[\BT Cdc,
m 2 2
en componentes
F) mC? 5
— Vagl|— — -KgT|(Cid
m/f l{ 2 o8B } ©
F mC? 5
= — [ fmCe(V () Cide + — /f — —KBT (Vi(1)de,
m
Fl i (V..
= — [ fmC(Vieep)Code + —/f — - —ABT (Vieeq)de.
m
Fy m(' 5)
= — [ fmC "o Cide + — | f — =K gT| ddc,
m 2
Fy m('“ 3
= — fm(K”dc+——/f ——————KBT Sude,
m
Fy Fi3
= _Plz ——TLA BT - ——n[\ BT
}771 Fm 2 B m 2
l 5 i
= —p+t —'[_Pli - D
;:L m m
= Ztpe (2.92)
m

Por dltimo se sustituyen las ecuaciones (2.85), (2.91) v (2.92) en la ecuacion (2.63)

8q1- ° 8u01 5 KT
2 Py < 5t ) +ViQu + Vi (qiua) + S (Viuor) + Praug (Vo) + 5 (Vz 2 > Py

CvQ 5
mQ - %A’BT} Cid(f, flde.  (2.93)

. F
+qu (leOi) - nKBTUOl (vlqu‘) - #Pﬁ = /m [
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(4
Para calcular Q;;, recurrimos a la expresiéon del momento de cuarto orden aul)»l

,,u = Qun/pRT — p(Pijélcl F il Pud ikt Pt 0jidu b pralig) (0 Foud i+ Sub ).
(2.94)

de acuerdo con la aproximacion con la que estamos trabajando, a| uu =0 |41]
/ Is ]‘ 3 . N g < << Q \ () O
Qijm/pRT = ;(pijbkl+pikéjl+piléjk+pjk’5il+pjl’5'ik+pkl’>ij)‘(’572]‘0};[Jréik’b,jl*"silbjk)‘ (2.95)

de esta manera la expresion para la contraccién de Qjxi. la escribimos como
Q, - RTP; (2.96)

donde R es la constante de los gases. Posteriormente sustituimos la ecuacién (2.96) en la

KgT ) 3 AgT
)1 G (2
m 2 m

—ghng( J(f. fide. (2.97)

cctlacion (2.93) v obtenemos

q .
j Fuo (Vagi) + Py (

-

VP -
Dt Wakg)+

m

D?LQ[) N KT - 7 (

) \ o
b (Vi )4 S (Viuor) +q1 (Vi) — *IP/E = /m [
I .

Por otra parte, la expresion para Sy, que se encuentra en la ecuacion (2.78) se sustituve

en (2.97) v hallamos

s D 7 5 4 5
e Y r P RV P - SVRT) P+ 2p(VRT) 4 —q-(Vuy) + ~q(V -uy
o Dt 2 2 5 34
5
_F el /m T 2KT|Cuf e, (2.98)
m . 2 2

(que es la ecuacion para el flujo de calor.

Hacemos notar que las expresiones del lado derecho de las ecuaciones {2.81) y {2.98) son
importantes, va que estan relacionadas con los coeficientes de transporte, por esta razon,
liemos querido mostrar aparte v a grandes rasgos la manera en que se simplifican dichos
términos. Para derivar los términos a los que nos hemos referido, se hace uso de las
propiedades de simetria del sistema v de las propiedades de los polinomios de Hermite

que intervienen [41], ademds de los paréntesis de colisién que se definen como
PG| = /F[(G)dc, (2.99)
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v que cumplen con algunas propiedades importantes, en particular

[F.G] =[G, F], (2.100a)
F.G >0, (2.100b)

v
[F,G)* = [F. F[G, G, (2.100¢)

donde F v (& son dos funciones cualesquiera de la velocidad molecular. Ademads, [(G') es

el operador integral linealizado en (7, que se define como

//f FOG G~ — g Wie. (2.101)

Estos paréntesis de colision son importantes ya que guardan relacion directa con las inte-
orales de colisén Q™% v en términos de estas cantidades se pueden escribir los coeficientes
de transporte [43].

Enseguida mostramos la forma en que se emplean estas propiedades, con el ftin de
simplificar el lado derecho de la ecuaciones (2.81) y (2.98) [11, 43|. Comenzamos por

escribir la funcién de distribucién de Grad en la aproximacion de trece momentos como

F = 1O ko) (2.102)
donde
m R 2m mC’? 3
o— —" poicey 4 —2 A e 2.103
spiart (CC SpK T (‘ZKBT 2) 4 (2.1031

se sustituye la expresién (2.102) en el término de colisiones
0 , ,
J0 = [0+ a0 (140 = 100+ 00f O+ 0)) gWde, (2100
debido a que se linealiza en ¢ v de que fl(o)f@) = ffo)/f(o)l, la integral de colisidn se escribe

como

0 = 10506 46 = 61— 6] gWe
— _n2I(e). (2.105)
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Se introduce la variable £ = V/TA%‘T'C’ de esta manera escribimos

m i 2m m(’~ 3
¢ = —P°:(CC) | - ——}q-C
2[)[& gT KT \2KgT 2

Py 2 ( 3) 3 (2.106)
= g il T = <& (2.106)
p ) Sp\ KT \° 2 4
ademas
P° . 2 | 2m . —
M) = == 1) + om0 =572) €). (2.107)

Para hallar el término de colisidn para el tensor viscoso simétrico sin traza se sustituve

la ecuacion (2.105) en el lado derecho de (2.831) v se desarrollan cada uno de los términos.

Fn componentes

/‘ (I (f f e

; 2 me :
i ‘ = \
—27‘[)/ { [(( SJ’J bk ;\/ mqk[((g - -),/Z/EA;}(Z'C
Py 2 [ 2m .
L 1.2 E
= 2n { D {(\151) (sk\l) .)p\/ ABqu ]:(EIEJ/ (E ’/Z)SA}}
(2.108)
donde
/ (G€) ael (€7 = 5/2)8)dE = qe (€))7 (67 = 5/218, (2.109)
| (2.110)

\hora bien, debido a que estamos trabajando con un gas monoatémico, éste tendra
4 : g hge] 2 ol -
de manera que los paréntesis  [(£,£;)°. (£° = 5/2)&]
)

propiedades de isotropia,
Esto significa que [(£,£;)°, (&2 — 5/2)&]

1(£:€,)°, (£k€1)°| deben contener dicha simetria.
debe ser proporcional al tensor isétropo de tercer orden mds general (;;x es el tinico de

tercer orden) [43], ademds este tensor, que no hemos empleado hasta ahora, debe estar
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simetrizado en los indices ij y la tnica forma de lograr esto, es que el paréntesis se anule.

Por lo tanto

/m(C'L-Cj)OJ(fif)dc — o

donde el paréntesis [(£;£;)°. (€x£,)°] se ha construido proporcional al tensor de cuarto orden

istropo, simetrizado en 1j. kl y sin traza, ademds el factor de proporcionalidad es
[(£:65)°, (€46,)°) = 4037, (2.112)

En la referencia [43] podemos encontrar con mas detalle, todos estos desarrollos.

Por otra parte, para el flujo de calor tenemos

" m'* 5%.9:¥
/'m | el e

donde

Il

[ (£ -2 aral(@e) e = PRE - 526 @8], 214
[ (2= 52) sl (€ - 5/2)00d¢ = a[(e* - 5/20e (€2 - 5/2)8) . (2115)
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debido a la condicién de isotropia, vemos que la primera integral se anula, de esta manera

escriblmos

12KgT 2 [ 2m (e e (€2 — 57216]
—n; — T — e (&7 — 5/
p\/ m 3[)\/!\'371(]1[\ 228k S RNy
‘1 B .
= o (88 = 5/2) (€7 = 5/2)¢
16 99y . -
= ——ng0®Y (2.116)
15
donde
a ) 4 )
[(E‘ — 5/2)&, (€7~ 5/2)54 EQW)‘ (2.117)

Finalmente, escribimos las expresiones simplificadas del lado derecho de las ecuaciones

(2.81) v (2.98) como

5 8 - (DI} - l .
/m(CC)",l(f_ Fide = —2pQ3pe - _ Lpe (2.11%)
. 9 Tp
¢
fmcs 3 6 .. 1 ,
/ B PKeT| CH(f frde = ——n0®2q — ——q. (2.119)
. 2 2 » 15 Tq

donde se han definido los tiempos caracteristicos de q v P°. en términos de las integrales

de colisién Q> (2, 43]

] 2m A
r - —V ) 3 -

b (2.120)
P YK gp

donde 7 vy A son la viscosidad cortante y la conductividad térmica respectivamente [43],

cuyas expreslones son

5 KgT 75 KT
T80 S 32 mOE

. (2.121)
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Las cantidades Q% se encuentran tabuladas en la literatura {2|. En algunos casos se
pueden evaluar analiticamente, por ejemplo para el potencial de esfera dura y esferas
de Maxwell, este ltimo corresponde a aquellas moléculas que interactiian a traveés del
potencial V(r) = € (%)%, donde r es la separacion molecular, o es el diametro de las
moléculas v ¢ es una constante que tiene que ver con la energia.

Para esfera dura tenemos

. 1/2
0 (KBT) 2no”, (2.122)
2mm
y para moléculas de maxwell
. 2/ 1/2 1'- Y
02 = (0.308) <i> <3> qot (2123
m 3

U aspecto importante de las ecuaciones (2.81) y (2.98), es que a partir de ellas es posible
obtener las ecuaciones constitutivas de Navier-Newton y Fourier respectivamente [2, 43].
Esto es, en el caso en que estén involucrados tiempos que se acerquen al limite hidrodi-
namico (tiempos grandes), tenemos que t > (7, 74), es decir, el flujo de calor v el tensor
viscoso relajan después de un tiempo 1, 7, a las ecuaciones constitutivas de Navier-Newton
v Fourier respectivamente. De esta manera se recuperan las ecuaciones constitutivas del

limite hidrodinamico,

Po(r.t) = —2n(Vuo(r. t))°, (2.124)

q(r,t) = =A(VT(r.t)). (2.125)

En una descripcién en términos de las variables conservadas (5 momentos), las ecua-
clones constitutivas de Navier-Newton vy Fourier. ecuaciones (2.124) y (2.125) respecti-
vamente, se sustituyen en las ecuaciones de balance de la seccién anterior quedando un
conjunto cerrado de ecuaciones. Estas constituyen la base para la hidrodindmica usual
y a su vez hemos visto que son validas sélo en el caso en que los tiempos sean mavores
que los tiempos de relajamiento 74, 7,. En la literatura [2] ya se ha senalado que dichos
tiempos son del mismo orden de magnitud (3.89X107%seq, empleando Argén a 303.5 K,

para el potencial de esferas duras).
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Cuando se tiene interés por estudiar la regién fuera de la hidrodindmica cldasica. un
camino que podemos seguir es considerar més variables que las conservadas v por ello
hemos construido las ecuaciones de evolucién temporal para los trece momentos. Estas
ecuaciones tienen las caracteristicas de las ecuaciones de relajamiento. ademas de una
dependencia espacial en gradientes de todas las variables relevantes. conservadas v de re-
lajamiento v no sélo en gradientes de las variables conservadas como ocurre en el método
de Chapman Enskog. En contraste. el método de (irad no limita la dependencia de la
funcién de distribucién a las variables conservadas v ello conduce a que ésta dependa
de variables de relajamiento v que las ecuaciones de evolucién puedan depender de los

gradientes de todas ellas. Tal v como se observa en el conjunto de ecuaciones sivutente

o ) .
—p+ ¥V (upp) = 0.
ot
o ; .
pl—ug+ ug-Vuy = —Vp—-V-P" + —F,
els m
- 7‘
%nE#— - Vnk - EV-u; = —(V-q)—p(V-uy)+P : (Vuy).
ol
(‘V)PO - 4 ; o ; ) o ¥ N (") oy o
o Fug- VP + = (Vaq) +2p(Vug)” + (V- uy )P+ 2[P° - (Vug)|” ~ -277&2 “'p,
¢ 3 .
(! . Duy ) 7 . h o4 5) ‘
L% fuy-Vg+ P ka FRT(V-P" )4 E(VRT)-P" + ;p(VR”[)e»jquug}* &—;q(v'um
¢! 2 ) .
. 1(_‘ n o . N
~E P = ~—3nQ(“")q. (2.126)
m |15)

Como ya se ha mencionado, el objetivo de este trabajo es realizar un estudio del gas
enrarecido cuando estan presentes superficies frontera, por ello necesitamos contar con
las ecuaciones que gobiernan el comportamiento de las variables relevantes, ademas de
los valores en la frontera de dichas cantidades. Para calcular los valores en la frontera
necesitamos un modelo de la pared que nos permita realizar los calculos correspondientes,
por ello en el siguiente capitulo mostramos los valores de frontera del tensor de presiones

v del flujo de calor.
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Capitulo 3

Condiciones de frontera

Se propone un modelo de fronteras que permita estimar la interaccién de las particulas
de un gas enrarecido con una superficie sélida. La descripcion se realiza mediante una
funciéon de distribucién para una particula en la que se utiliza el kernel de dispersion
Maxwelliano. en el cual se toma en cuenta el intercambio de energia, momento y particulas

con los alrededores, a través de algunos coeficientes de acomodacion.

Nuestro interés radica en calcular las condiciones de frontera adecuadas, que muestren
la relacion entre las caracteristicas macroscopicas del gas cerca de una frontera solida y los
parametros con los que se denotan las propiedades de la superficie. A través del modelo
de fronteras, se realizan los calculos que permiten obtener los valores de frontera de las
variables fisicas que consideramos relevantes en la aproximacion de los trece momentos
de Grad. Las expresiones que hallamos involucran la llamada velocidad de deslizamiento

v el salto de temperatura [3, 7].
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3.1 Las condiciones de deslizamiento

Fn el caso en que la travectoria libre media [ es mucho menor que alguna longitud carac-
teristica macroscopica L, entoces las condiciones de frontera que normalmente se emplean
son aquellas que se conocen como condiciones de pegado.

Por otro lado, cuando se da la situcién en que la razén % va 1o es tan pequena, tene-
mos que las condiciones de frontera deben ser reconsideradas. Para esta situacidn sucede
que en el interior de un gas enrarecido. a una distancia de varias veces la travectoria
libre media desde la pared, se supone que los gradientes de velocidad v temperatura son
coustantes, estos gradientes dejan de ser constantes sélo en la vecindad inmediata de la
frontera, donde las colisiones entre las particulas del gas v la pared son relevantes. Para
este tipo de flujos, el gas adyacente a la frontera no tiene la misma temperatura que la
pared misma, de igual manera pasa con la velocidad del fluido, que puede poseer una
velocidad distinta a la de la frontera {3, 7. 12, 47].

lon la interface entre la pared solida v el gas advacente a ella. tiene lugar lo que se conoce
como el salto de temperatura v la velocidad de deslizamiento, que se definen como la
diferencia entre la temperatura o velocidad de la pared vy la temperatura o velocidad que
tiene el vas en la pared, v que viene de una extrapolacion de la curva de estas cantidades
mas alla de la capa de Knudsen. (‘omo va hablamos mencionado. a este tipo de flujos.
se les llama flujo de deslizamiento, que corresponde a un gas con un enrarecimiento mo-

derado cuvo comportamiento no esta muy alejado del de un gas en el régimen del continuo.

kn la figura (3.1), podemos ver un esquema cualitativo de los perfiles de la velocidad o de
temperatura de un gas enrarecido cerca de una pared, donde la linea solida representa el
comportamiento verdadero de estas magnitudes. Observamos que en una distancia menor
que la trayectoria libre media (/), los gradientes de velocidad y temperatura son no con-
stantes (son grandes), debido a las variaciones en el flujo de energia y momento que son
seneradas por la pared, lo que provoca que aparezca la linea curva que presenta la grafica.
Para distancias mayores que el recorrido libre medio desde la frontera, se supone que el
perfil de estas cantidades es casi lineal, ligeramente inclinado debido a que la influencia

de la pared va disminuvendo.
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Figura 3.1: Perfil de temperatura en la capa de Knudsen, donde se observa el compor-
tamiento de la temperatura en las cercanias de una superficie frontera y la aproximacion
de deslizamiento que se realiza con la linea discontinua. = es la posicion normal a la pared

Por otro lado, en una distancia menor que la trayectoria libre media, se realiza la extra-
polacién del segmento de linea hasta la pared misma (con una linea discontinua), con el

fin de establecer las condiciones de frontera de deslizamiento.

El deslizamiento de un gas sobre las paredes, fue una interpretacion que realizaron
Kund v Warburg [5, 47|, Ellos notaron que la rapidez del flujo a través de tubos a muyv
baja presion, era considerablemente mayor que la que se predice por la teoria y atribuveron
esta diferencia al deslizamiento del fluido en la frontera. De manera semejante, Smolu-

chowski describid el salto de temperatura {47].

La velocidad de deslizamiento a la que nos hemos referido, se escribe como

o [duv .
Ug — Uw = Sw .CZZT . (';‘“

d
Ts =Ty =r (—,I:> ) (32)

y el salto de temperatura

dz
donde 2 es la variable normal a la frontera, (, y {7 son las distancias de deslizamiento
o también llamados coeficientes de deslizamiento y de salto de temperatura respectiva-
mente. El primero de ellos, mide la tendencia del gas a resbalar sobre una pared sélida
en presencia de gradientes de velocidad, y el segundo, mide la tendencia del gas a tener

una temperatura diferente a la de la pared.
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En la ecuacion (3.1) la velocidad ficticia ug — 11, es la velocidad de deslizamiento, donde
1, es la velocidad de la pared v ug es la velocidad promedio que el gas tendria en la
pared, si los gradientes de velocidad en el interior del gas fueran constantes hasta la pared
misma. Por otra parte. en la ecuacién (3.2) Ty, es la temperatura de la pared v T es la
temperatura del gas en la pared (el mismo argumento que el de la velocidad). Finalmente

a la diferencia Ts — T, se le llama salto de temperatura.

Se observa en la figura (3.1}, que fuera de la capa de Knudsen la velocidad v la tem-
peratura en la aproximacién de deslizamiento coinciden con los pertfiles de velocidad v
femperatura reales. En algunos trabajos, la influencia de esta capa es considerada como
una correccion a la funcién de distribucién, obviamente esto a un nivel cinético [17, 30, 48].
De hecho, las diferencias de la aproximacién del deslizamiento con la aproximacion del
continuo, son ligeras, por ello las condiciones de frontera de deslizamiento son pequenas

correcciones a las condiciones de frontera de pegado [3].

F'n nuestro caso, construiremos las condiciones de frontera propias al régimen de flujo
de deslizamiento, a través del modelo de fronteras que se describe por medio de una
funicion de distribucién de una particula. Para realizar lo anterior, comenzaremos por
discutir la manera en que se tomaran en cuenta las caracteristicas propias de una pared
solida, para ello, introduciremos la probabilidad de colisiéon o también llamada kernel de
colision R. La idea es que a partir de un punto de vista cinético. se establezca una relacion
entre los parametros que caracterizan a una frontera sélida y la funcion de distribucion

de una particula, con la que se pretende realizar promedios.

3.2 Kernel de dispersion

Cuando se plantea el problema de describir a un nivel cinético el flujo de un gas en presen-
cia de una superticie sélida que lo limita, se encuentran diversas dificultades. En primer
lugar, tenemos que la ecuacién de Boltzmann debe acompartiarse por las condiciones de
frontera adecuadas para la funcién de distribucién de una particula. Estas condiciones de

frontera deberan contener la informacién acerca de las interacciones entre las particulas
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del gas v la pared y resultan dificiles de plantear debido a la falta de caracterizacion de
la estructura de la superficie sélida, esta falta de informacién nos impide saber cual es
la naturaleza de las interacciones gas-pared. En principio, cuando las particulas del gas
inciden sobre una superficie sélida pueden ser absorbidas v provocar enlaces quimicos.
jonizarse ¢ simplemente desplazar particulas que se encuentran en la superficie. De hecho
la naturaleza de estas interacciones tiene que ver directamente con el tipo de gas con el
que se trabaja y de la forma de la superficie, junto con la temperatura a la que esta se

encuentre.

Para efectuar la descripcién cinética del gas es necesario coustruir la funcion de dis-
tribucién de una particula, ésta depende de la velocidad molecular, la posicion y el tiempo.
(Cuando la pared esté presente, las colisiones de las particulas del gas en ella son impor-
tantes, si una particula del gas con velocidad ¢  choca con la pared v luego emerge con
velocidad ¢, tendremos que encontrar una relacion entre ¢ v c, misma que dependera
de la interaccidon que haya tenido lugar entre la particula v la pared. El cdlculo preciso
de esta relacién estd fuera del alcance de un modelo sencillo ¥ por ello se prefiere usar
un enfoque probabilistico. Para hacerlo resulta conveniente emplear una funcién R (que
llamaremos kernel de colisién), con la que se denote la probabilidad de que una particula
al colisionar con la pared con velocidad entre c ve + dc’ en el punto r vy al tiempo 1.
emerja o salga rebotada de la pared, practicamente en el mismo punto r con velocidad
entre ¢ v ¢ + dc después de un intervalo de tiempo 1.

La idea es proponer un modelo matematico de las interaciones que tienen lugar entre las
particulas del gas y la superficie sélida, a través de una funcién de distribucién de una
particula en términos de R; la relacién que existe entre la funcion de distribucion v el

kernel de colision se describe a continuacion.

Consideremos las particulas que inciden contra una superficie A con una velocidad entre

¢ yc +dc en el intervalo de tiempo t — 17yt — 7 + dt

dM (r,¢' t — 1) = f(r.c' t — 7)|c - hldtdAdc, (3.3)

donde fi es el vector unitario normal al elemento de superficie d.A en r y dirigido de la

pared hacia el gas, |cl -fi|dtd A es el volumen de un elemento de volumen con base d.A
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Figura 3.2: Colisiones entre las particulas v la pared
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v longitud |¢ - fldi que es la distancia que viajan las particulas con velocidad ¢ en el
. » / ! ey
intervalo df y que llega a dA: por otra parte f(r,c .t — r)dc es la probabilidad de que se

o s . ! i ! /
tengan particulas con velocidad ¢ entrec y ¢ + dc .
De manera andloga. las particulas que viajan con velocidad entre ¢ v ¢ + dc después de
colisionar con un elemento de area d.A en la pared alrededor del punto r en el intervalo

de tlempo t v t + dt se escribe como

dM(r.c.t) = f(r e t)c - d|dtd Adc. (3.4

Por otro lado, consideramos que

R{c — c.r. t:r)dedr, (3.5)

es la densidad de probabilidad de que las particulas que viajan con una velocidad entre
c v ¢ 4 dc colisionen con la pared y cambien su velocidad a una comprendida en el
intervalo ¢ v ¢ + dc con un tiempo de absorcién entre 7 v r + dr.

St se multiplica la ecuacion (3.3) por la funcién R v se integra sobre todos los posibles

' - s
valores de ¢ vy 7, se obtienen las particulas que emergen de la pared dM

//f(r,c,t— Dle - aR(c — ¢ 1.t 7)dedrdtd Ade’ = f(r.c.t)|c - A|dedtd A, (3.6)

lo que nos permite escribir
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dM(r,c,t) = / / R(c/ —c.r.t. rydedrdM (r.c .t = 7). (c-n>0) (37
0 Je''h<0

Después de igualar las ecuaciones (3.4) v (3.7) v de eliminar los factores comunes. obte-

nemios

f(r.e t)le-al = / /, flrc t— T)‘C, ~ﬁ"R(c/ —c,r,t, r)drric/. (c-n>0) (3%
0 ¢ n<o

que es la funcién de distribucién de las particulas que abandonan la pared después de
interactuar con ella, v que esta escrita en términos de la funcién de distribucion de las
particulas que inciden sobre la superficie del sélido.

Esta ecuacién se puede simplificar en el caso de que la dependencia de 1 en la funcién
R puede eliminarse, para lo cual necesitamos definir una cantidad adimensional que nos

cuantifique la influencia de la pared.

Supongamos que queremos el orden de magnitud de los términos que intervienen en
(3.3): n es la densidad numérica del gas, ¢, la componente normal de la velocidad prome-
dio de las particulas que llegan a la pared, T el promedio de los tiempos de absorcion de
particulas y og el radio efectivo para la interaccion de una particula en la pared. Entonces
7,708 es un volumen tipico asociado a la interaccién y n(2,7rno;) es una cantidad adi-
mensional que nos da la fraccién de la superficie sélida ocupada por particulas en un gas.
Para bajas densidades (ng,77o3 < 1), tenemos que la fraccién de la superficie que sera
ocupada por las particulas incidentes serd muy pequena, lo que nos permite suponer que
cada particula interactia con la superficie independientemente de las otras.

Por otra parte, si el tiempo de absorcién efectivo 7 y la densidad numérica son pequenos
tales que ¢,7rno? < 1, la dispersién de una particula por la pared puede considerarse
instantanea y los eventos son estadisticamente independientes, de manera que el kernel de
colisién R(c — e, r,t, 7) no depende de la funcién de distribucién f(r, c, t). Ademas, si 7
es muy pequeno comparado con cualquier tiempo caracteristico de interés en la evolucion
de la funcion de distribucién de las particulas incidentes, entonces podemos eliminar 7 de

f en la ecuacién (3.8), de esta manera escribimos
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f(r,c, t)le-nl :/ R{c —c.r,i)f(r.c, f)‘C, : ﬁ\u’.c/\ (3.9

donde

7?,((;/ —c.r.t) = / R(c/ —c.r. b, r)dr. (3.10)
Jo

IEn suma, si los tiempos de absorcidén v la densidad promedio son pequenos. de tal
manera que las interacciones entre las particulas del gas v la pared, sean instantdneas e
independientes, entonces la relacién entre la funcion de distribucion de una particula v
el kernel de colisiones se puede escribir en una forma lineal. Aun asi, la forma explicita
del kernel de colisién contiene elementos de la interaccion entre las particulas del gas y la

pared,

3.3 El modelo de Maxwell

En la literatura, podemos hallar diversos modelos del kernel de dispersion |4, 49-51]. el
mas conocido es el modelo que propuso Maxwell para una pared no porosa en reposo %/.
Maxwell en su trabajo supuso que la pared era una superficie sélida sin grandes accidentes.
de tal manera que se podia considerar totalmente lisa. v que las colisiones con la pared
ocurren de forma especular y difusiva.

Supongamos que las particulas de la pared estan descritas por una funcion de dis-
tribucién Maxwelliana de equilibrio, asociada a una temperatura 7T,, v con velocidad
promedio nula. Sila particula del gas quedara en equilibrio térmico con la pared cam-

biaria su velocidad a v/ RT,, (R es la constante de los gases), sin embargo sabemos que

la particula emerge de la pared con velocidad ¢, asi ( %?—) es la fraccién de rapidez
.V itdw

transferida entre la pared y la particula. Esto significa que # mide la probabilidad de que

la particula adquiera la velocidad v RT,, v quede termalizada. La cantidad asi construida
multiplicada por f,, mide la densidad de probablidad para la contribucién difusiva. En
el modelo de Maxwell se tiene esta contribucién v la parte especular que estarda medida
por (1 — ) multiplicada por la condicién de reflexion especular, que se traduce a una

condicién sobre la velocidad. De manera que el kernel queda en la forma
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R(r. (‘C/ — C\) = (1 — 0)(5((:/ —C + Zﬁ[ﬁ . C]) - Hf“,—:_, (v{l l?

donde A es el vector normal a la superficie frontera, f,. es la funcién de distribucion

Maxwelliana

m(c)”
2K 5T,

ftu - rp

_——— ¢
20 (RT3

v & es la delta de Dirac. cuvo argumento denota que el efecto de la colision con la pared
cambia s6lo el signo de la componente normal de la velocidad molecular. mientras gue las

compolnentes tangentes permanecen sin cambios

= (ep = cpocy = cyc — (=) (3.12)

) es un parametro fenomenolégico que introdujo Maxwell. para tomar en cuenta la
fraccién de particulas evaporadas difusivamente, a menudo se le llama el coeficiente de
acomodacion debido a que éste expresa la tendencia del gas a acomodarse al estado de la

pared.

De acuerdo con las condiciones de frontera de Maxwell, la componente tangencial del
momento v la energia cinética de las moléculas que emergen de la pared, se ven afectadas
port la velocidad v la temperatura de la frontera, y en parte por el momento v la energia
cinética de las particulas incidentes.

Si en la ecuacién (3.11) tomamos # = 0., las particulas que emergen de la pared sienten
un potencial repulsivo infinito, no penetran v todas se reflejan especularmente. Esto
es, cuando las particulas del gas enrarecido interactuan sélo de forma especular con una
superficie plana e infinita, la componente de la velocidad normal a la superficie cambia

de signo, mientras que las componentes tangenciales permanecen igual

Ric —¢) = 6((3; = gy €y — Cyy € — (), (3.13)

este modelo se escribe en términos de una funcién de distribucion como,
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Figura 3.3: Colision especular
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de lo que obtenemos
.fﬁw((?‘p, (fg/w (33) - f V(ff;zu »’3.7/\ —{3::' (C . ﬁ > OI (!;1—)\)

donde [ es la funcion de distribucion de las particulas incidentes v [ es la funcion de
distribucién de las particulas que emergen de la pared v i es el vector unitario normal a

la superficie frontera.

Por otro lado, si # = 1 las particulas que emergen de la pared, presentan pérdida completa
de memoria del haz incidente. Es decir, cuando las particulas incidentes chocan solo de
manera difusiva con la pared, se supone que la distribucién de las particulas reflejadas
es independiente de la distribucion de las particulas incidentes, y especificamente ésta es
una maxwelliana con la misma temperatura de la pared Ty, Para esta situacion el kernel
de dispersidn se expresa como

Rir.f.c —c) = fu (3.16)

en términos de una funcién de distribucién para una particula, tenemos

it
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Figura 3.4: Colision difusiva
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si ahora definimos
M z/ flr.c' e - ajdc (3.1
¢ A<o

como el flujo de particulas normal a la superficie frontera, resulta que

‘ M~ m(= ,
frret) = ——— Eup | ———2 ), (c-f>0) (3.19)
27 (RT) IR 5T .,

donde T, es la temperatura local de la frontera v C,, = ¢, es la velocidad peculiar de las

particulas en la pared, en el caso en que esta 1iltima esté en reposo.

Debemos mencionar que el kernel de colision escrito en (3.11), cumple con tres propiedades

importantes, una de ellas es que esta normalizado a la unidad

/R(r, t.c — cjde = 1, (¢ -h<0) (3.20)
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va que todas las particulas regresan al bulto. ademas,

Rir.t.c —ec)>0. (321

voinalmente, satisface la lev de reciprocidad o también llamada balance detallado

‘ P / N ! ~ ! ~ . | DI

c -nlf(c ) R(c —¢c)=|c alf(c)R(~c — —c ). (c-n >0c -n< 0 (322

que quiere decir, que si el gas esta en equilibrio con la pared a temperatura 7,.. el mimero
4 . ’ ! ! . .

de particulas con velocidad entre ¢ v ¢ dc dispersadas a una velocidad entre ¢ v ¢ +dc.

es igual al nimero de particulas con velocidad entre —c v —¢ — dc dispersadas a cualquier

. ' I3 !
velocidad entre —e v —¢ — de 4.

o la literatura podemos hallar varias propuestas interesantes para el kernel de dispersion.
U modelo que va mas alla del alcance del kernel de Maxwell. ¢s el modelo que propuso
Carlo Cercignani [4]. En la propuesta de Cercignani se considera un modelo nu poco
mas fisico de una frontera, se calcula el kernel de colision a partir de la dindamica de una
particula capturada por la pared. La idea es calcular una expresion analitica del kernel
de colision en términos de parametros que puedan ser medidos de forma experimental u
obtenidos de manera independiente. 2ste modelo ofrece la ventaja de obtener informacion
acerca de las componentes tangenciales de las velocidades de las particulas. la distancia
de penctracion por parte de las particulas en el interior de la pared. ademas. en éste se
introducen algunas distancias caracteristicas que tienen que ver con la penetracion de las
particulas en el espacio de velocidades cuando interactiuan cou la superficie frontera. Fl

mwodelo del kernel de dispersion al que nos referimos. se escribe como

o . Y N
: . (—1 . m/zf) (Q — e 24,f1t> (?1 bt 44/1,,/\
R(C ;'C\, - '* — = _ EIP — : L /)
2n (R,I ul)z (1 - A/t ) ZRTW (1 — Ad/le ) ZRTIU (l — Ad /Ly }
' -2/l
oo & J .
1, | 2 (e, < 0:¢y > 0) (3.23)

RT,, (1 — ¢ 4/t

donde 7s{x) es la funcién de Bessel modificada de primer tipo y orden cero, d es una dis-

tancia de penetracién. [, v [; son las longitudes caracteristicas relacionadas con la difusion
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Figura 3.5: En esta grafica se muestra el movimiento de una particula del gas en el interior
de una pared sélida, en particular la frontera que se toma en cuenta es una pared plana v
rigida (ficticia) en el interior de una pared fisica, la pared ficticia es colocada en z = —d.
La regiéon —2d < z < —d es la imagen especular de la regién fisica —d < z < 0

en el espacio de velocidad, estas distancias ademas, guardan una relacién con los coefi-
cientes de acomodacién de la energia cinética correspondientes al movimiento tangente

_ €A4d/lt

= 1 v normal a, =1 — e~ g la pared.

En el caso limite en que li <Lly f‘f < 1, hallamos que la ecuacién (3.23) se reduce a

R(c/ —¢)=68(c —c+ 21[f - ¢l),

que es precisamente el primer término del kernel de Maxwell v con el que se toman en
cuenta las colisiones eldsticas, esto es de esperarse debido a que las particulas no logran
penetrar al interior de la pared, por lo que no hay forma en que se alcance el equilibrio
térmico o algin intercambio de informacion entre la superficie frontera y las particulas
del gas que inciden en la pared.

Por otro lado, cuando se toma el limite en que las distancias relacionadas con la difusiéon
en las fronteras son cero I, = 0y [; = 0, es decir, a, = 1 y a = 1, hallamos que el kernel

de colision (3.23), se reduce a la siguiente expresién

Rc — c) g n i |, (0)
—c)=————=Fzp|— - :
2 (RTo)2 P |72RT, ~ 2RT,| OV

debido a que I4(0) = 1, la ecuacién de arriba corresponde al segundo término del modelo

de Maxwell. De esta manera observamos, que el kernel de Cercignani contiene al modelo

o
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de Maxwell.
Hemos querido presentar este modelo para el kernel de dispersion, debido a que ofrece la

oportunidad de trabajar con situaciones diversas.

Otro modelo interesante del kernel de colisién, es el propuesto por Lohdfer [33]. Con
este modelo se calcula una correccion de las condiciones de frontera para la velocidad y
temperatura en el régimen de Navier-Stokes, donde se modela la forma en que interactian
las particulas de una mezcla multicomponente con la superficie frontera. En este modelo
se toman en cuenta las colisiones especulares v difusivas, asl como también. la fraccion
de particulas que se convierten de una especie a otra. a través de algunos coeficientes de

acomodacion.

Finalmente mencionaremos que en la literatura podemos hallar diversos modelos del
kernel de colision, y que en general, cuando se propone un modelo matematico del ker-
nel de colision, se presenta el problema de manejar expresiones complejas que involucran
diversos parametros. Por lo general estos parametros no tienen un significado fisico, es
decir no estan relacionados con cantidades fisicas, tales como la temperatura, la densidad
numérica de los atomos que constituven a la pared, la masa del gas, la intensidad v el
alcance de la fuerza de interaccién, entre otros. Por lo que es necesario plantear un mo-
delo mas fisico de la superficie frontera, para obtener una mejor informacion acerca de los

procesos de intercambio que pueden presentarse entre el gas v la pared.



3.4 Coeficiente de acomodacion

Los coeficientes de acomodacién a menudo estan relacionados con los modelos del kernel
de colisidn, pues a través de estas cantidades se toma en cuenta la manera en que inte-
ractian las particulas de un gas con una superficie. De hecho todos los modelos de flujo
de gas enrarecido estdn estrechamente conectados con la interaccién gas-pared. Si bien
esta forma de modelar las interacciones no es del todo detallada. nos brinda un camino

practico para introducir informaciéon experimental en el modelo.

Si se desea tener una definicién formal del coeficiente de acomodacion (), para
cualquier funcién de velocidad molecular v:(c) [4], se puede recurrir a la expresion siguiente
¢ — "

O(v(c)) = ra——

(3.24a)

donde el numerador de la ecuacion (3.24a) es la diferencia entre el flujo incidente de la
funcién v ( @~ = [, v (c)c-n|f (c)dc ) v el lujo de la misma funcién que emerge

(®" = Jonsov(c)|le-n|f (c)dc ), después de interaccionar con la frontera. Por otro lado.
el denominador de la ecuacion, es la diferencia entre el flujo incidente de la funcion ¥ v el
flujo reflejado ( d) = N [.,o0¥(c)le-n|f,(c)de ) proveniente de una pared perfectamente

difusiva . La ecuacién para el coeficiente de acomodacién, puede escribirse también

como
9(@' (C)) _ ‘fc-n<jow(?)‘c ) nlf;_ (C)dc - \{;:-n>0 w (’C)lc ) n’f¥(c)dc ‘ (32“)/
Jencc¥(c)lec-njf~(c)de = N [ . .qv(c)ic n|f,(c)dc
donde N es un factor de normalizacién. Si fuera el caso en que f = N f,,, es decir que las

moléculas estén completamente acomodadas. observamos que el numerador v el denomi-

nador de la ecuacién (3.24) son iguales, dando como resultado que # = 1.

Con esta definicién, se pueden calcular coeficientes de acomodacién para situaciones
diversas (ver ref.[3]), y es vélida para el caso en que se estudie una interaccién entre la
superficie y el gas mas general que la descrita por el modelo de Maxwell, un ejemplo
de ello, es el trabajo realizado por Klinc y Kuséer [50], donde se reportan expresiones
para los coeficientes de acomodacién para el momento normal (91,), momento tangencial

(fa2 = Ba3), energia (941) y el coeficiente de acomodacién radiométrico (614).



Por otra parte, el coeficiente de acomodacién también se puede extraer de datos ex-
perimentales. En la literatura podemos hallar varios trabajos en donde se reporta el valor
numérico de 4 [3, 51, 52].

Los valores del coeficiente de acomodacion dependen del flujo de gas enrarecido que se
emplea v de varios factores mas. uno de ellos es la rugosidad de las superficies. De acuerdo
con el trabajo de Collins v Knox [53], los coeficientes de acomodacidn son funciones de
la energia de las particulas incidentes, la temperatura de la pared v del gas v por iltimo.
depende del material de la superficie v del grado de rugosidad! en la que ésta se encuen-
tra. Asl que uno puede obtener valores diferentes si la superficie no absorbe particulas.
es microscopicamente suave v posee una estructura molecular ordenada, ete. Un resul-
tado acerca de la medicién experimental del coeficiente de acomodacion v que podemos
emplear en este trabajo, es el que obtuvo Arkilic [52], quien midié el flujo de gas entre
canales de silicon, en la region de flujo de deslizamiento. encontrando # = (.X para gases

como el Neon y el Avgdn.

Valor Material Condicion de Régimen Medido por
de 4 la superficie
| (Rugosidad) |
0.8 silicon 0.8 nm deslizamiento Arkilic [52]
(0.22-0.94 | esfera metédlica 0.1 um molecular Thomas v Lord [54]
10.78-0.51 vidrio 0.05 pm molecular Porodnov [55]
(0.87-0.59 vidrio 1.5 pm molecular | Porodnov [35]

Tabla . Mediciones del coeficiente de acomodacion para gases ligeros publicadas por
diversos autores. En la literatura podemos hallar diversas mediciones del coeficiente de
acomodacion #, en la referencia [3] podemos ver la recopilacién de datos que realizo Hurl-

but.

'Cuando la superficie de 1a pared se amplifica, observamos que esta formada por irregularidades o

asperezas de diferentes alturas y con distribucién irregular o aleatoria. Dicha caracteristica es dificil de
definir pues depende de factores como la altura media de las irregularidades de la superficie, la variacién
de la altura efectiva respecto de la altura media, la forma y distribucién geométrica, la distancia entre
dos irregularidades vecinas, etcétera.
Debido a que practicamente es imposible tomar en cuenta todos esos factores, lo que se realiza en la
practica es suponer que la rugosidad puede expresarse por la altura media de las asperezas, como un
proruedio obtenido con las caracteristicas del flujo, mas no propiamente por el obtenido como la media
de las alturas de la pared. De lo anterior vemos que las unidades que se emplean al medir el grado de
rugosidad de una superficie son de distancia.

58



Por ultimo, observamos que en el modelo Maxwelliano del kernel de dispersiéon dado
por la ecuacién (3.11), todos los coeficientes de acomodacién son iguales al parametro 4.
Ciertamente ésta es una limitante, sin embargo, recordemos que el modelo de Maxwell es
el mds simple v debido a ello es el mas manejable cuando se realizan cdlculos analiticos.

de hecho ésta es la razén por la estamos interesados en trabajar cou él.
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3.5 El modelo de las fronteras

Fn este trabajo estamos interesados en estudiar el efecto de una superficie frontera plana
en movimiento sobre un gas monoatémico enrarecido, siendo lo mas importante para
nosotros el mantener la informacion de las propiedades de la pared hacia el interior del
vas. Por ello en lugar de proponer un modelo del kernel de colisiou |33, 50] mas elabo-
rado de los que se han reportado hasta este momento, o definir un nuevo coeficiente de
acomodacién [3, 4, 49], usaremos el modelo de Maxwell, modificado por la introduccion
de o que nos da la fraccion de las particulas que regresan al interior del gas después
de colisionar con la superficie frontera. Es decir., tomamos en cuenta la probabilidad de
que algunas particulas atraviesen la pared, v el cilculo de las cantidades relevantes en la
frontera se realizara a través de él. Con lo anterior en mente. escribimos una funcion de
distribucion donde aparecen las caracteristicas de las fronteras con las que interactian las
particulas del gas enrarecido.

I“nsecuida, consideramos una pared solida plana caracterizada con un vector normal uni-
tario n dirigido hacia el fluido. con temperatura T,, v moviéndose con velocidad u,,. La

funeidon de distribucion de las moléculas que emergen de la pared [~ se eseribe como

f( . ()( )]1 kK TH,(C—U,U)Q
ot = (e — el Kerpd —————
sone R T
(—)((,’n) i . ' [ ‘. ' . . -
f— R(c —c¢)f (r.c:t)lc -a|O(—c¢,)dec. (c-n>0) (3.25)

WC -1 Je'a<o

! - » . . - -
donde ¢ v ¢ son las velocidades de las particulas incidentes v reflejadas respectivamente.

c-n — o, es la componente normal a la superficie, u,, es la velocidad de la pared v O(c, )

es la funcién escalén de Heaviside,

Olc,) =1, ¢ >0

(3.26)
O(c,) =0, ¢, <0

@(Cn) - {

[ es la funcién de distribucién de las particulas incidentes v K es la constante de nor-

malizacion.



Para el kernel de dispersién R haremos uso del modelo de Maxwell, que expresamos como
sigue

c - A

VRT

, (c-n>0,c,-ﬁ<0)

(3.27)

R(r,t.c —¢) = (o —8)5(c —c+2in-(c—uy,)])+0f,

g

en nuestro caso particular alpha es la fraccién de particulas que son re-emitidas hacia el
bulto después de interactuar con la pared v § nos dice que de las particulas que regresan
al bulto, que fraccién de ellas colisioné de manera difusiva, de esta manera a — 7 es la
fraccién de las particulas reflejadas especularmente. De manera consistente, el kernel de

dispersion debe estar normalizado a «

/@(cnj)R(r, f e — clde = o <1, (¢ -n<0) (3.2%)

donde f,, es la funcién Maxwelliana que describe las propiedades de la pared suponiendo

que cada elemento de la pared tiene las mismas caracteristicas

1 m(c —uy,)” .
v = T o5 el —_— Y . 3.29)
Je 2x(1fTw>~/—”p{ 2K T, } (

Para simplicar la expresién de la condicién de frontera. se sustituve la ecuacion (3.27)

en el segundo término de (3.25), de lo que obtenemos
/R(c/ — c)f*(c:,wc/ A|O(—c )de = Q/f —[Eﬂff(c/)]c/ RO (—c, )dc’
. i n w \,/RTw n

+{a —6) /5(6 —c+ 2[R (c —uy)])f () -a|O(—c,)dc

= (a —f)|c-alf(c) + efw%% /e(c;nc’ R (c)de (c-A<0) (3.30)

después, se introduce la expresién anterior en la ecuacion (3.25), v se realiza la siguiente

identificacién

M= /@(c;nc’ CAf(r. e t)de (3.31)

donde M~ es un flujo de particulas normal a la pared, de lo anterior hallamos una ex-

presiéon para la condicién de frontera

(r,e, t) = O(c — ajke _M
F¥(e e, t) = Oca [ I’CIP{ QKBTw}
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FO(c)(a = A)f (r.c 1) + @(cn)ﬁ:bl%, (c-h > 0) (3.32)

que estd escrita en términos M~ v K. mismas que guardan una relacion entre si. Para
determinar esta relacion, se calcula el lujo de particulas que logra atravesar la superficie
frontera, éste es igual al flujo de particulas incidentes menos la parte de las particulas que

regresan al bulto, después de interactuar con la pared va sea especular o difusivamente

”

C w
I — /@(r:,l)lﬁ’:e:.rp ——t—tdc =M -4 /(—)((*,,H[ ’r::~—f—-h,_(/c
. 2RT, . VIRT,

-1 /@(cn)«’:f'dc, (3.33)
donde C,, = ¢ — u,,, por lo que es conveniente cambiar el diferencial de = dC,, en la
ecuacion (3.33), después de realizar las integrales hallamos

- alK27(RT)? = M~ —9M —|o—8|M~
= [l —«a|M™, (3.34)

de esta manera la relacion entre la constante de normalizacion v el flujo normal de
particulas se escribe como
M- .
K= - - (3.32)
2 (RT,)-

lo que nos permirte hallar una expresién simplificada del modelo de fronteras

. - flU - flU 4 — N
fret)=0(c) |l —a| M == + Oc ) )IM —=+ O(c,,) [ — 8] f (r.c,t),
VRT, VRT, o
(3.36)
donde el primer término nos da informacion acerca de las particulas que logran atravesar
la pared, el segundo término nos indica la fraccion de particulas que colisionan de forma
difusiva con la frontera v finalmente el iltimo término tiene que ver con las particulas
que colisionan de manera especular con la pared. Debido a lo anterior podemos senalar

que la funcién de distribucién f* contiene informacién de las particulas que abandonan

la pared después de haber interactuado con ella.
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De esta manera la funcién de distribucién de las particulas cercanas a la frontera sera

Flr ety = fr(re t)+ f(r,c.t), (3.37)

donde

Notamos que este modelo de frontera es el mas simple v en él tomamos en cuenta
las propiedades de la pared por medio de los coeficientes de acomodacion. Otros au-
tores {50, 49| han introducido modelos mas elaborados v generales, sin embargo como va
hemos senalado, aqui no estamos interesados en un estudio detallado de la pared, en su
lugar queremos mantener sus propiedades en un tipo de tratamiento hidrodinamico, esto
significa que usaremos este modelo explicito sélo a través del cdlculo de las condiciones

de frontera para las variables macroscopicas consideradas como relevantes.
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3.5.1 La constante de normalizacién

Para determinar la constante de normalizacion K, es necesario calcular primero el flujo
de particulas normal a la superficie M~ v para ello identificamos a la funcién de dis-
tribucion de las particulas incidentes f . como aquella que describe el comportamiento
de las particulas del gas en el bulto. En nuestro tratamiento ésta corresponde a la funcién
de distribucién que satisface la ecuacion de Boltzmann en la aproximacion de trece mo-
mentos de Grad. De esta manera estamos en posicion de calcular la siguiente integral, en

coordenadas cartesianas

0 5 ™m . ror
Mo - / Oy ———P(Cc'Cy o+ TR TS
J o 2[‘\3] 2

2m mc’ 5
2[/ A'B T —)p A'B T

) q- C} 0, O(—e, e .
(3.38)

recordamos que f(9 es la distribuciéon Maxwelliana. Por otro lado, debido a que las

particulas viajan en direccién hacia donde se encuentra la pared tenemos

c, < 0. {3.39)
de esta manera
e > 0. (3.40)
por lo que
O(—c, ) =1,
v ademas
e, = —tn. (3.41)

de acuerdo con lo anterior podemos escribir la ecuacion (3.38) como

g m . 2m mC'’*® 5
M= Ol 4+ ———P°: (CC)° - ) q-C|[—c]de. (3.42)
./Wf [ P orart 9 T nwr (‘ZKBT 2) b J el

donde hemos colocado la pared plana perpendicular al eje =, (A = k). Usando la expresién

de la velocidad peculiar, cambiamos la variable de integracion de la velocidad molecular
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de = dC. (3430

Por otra parte debemos hacer notar que la integral escrita en (3.42) en realidad corres-

ponde a tres integrales en coordenadas esféricas

0 0 0 0 or o ew/2opex
/ de — / / / (sengdfdedC — —/ / / C=senedfdodC, (3.4
— 30 2r Jmw/2 J - 0 0 JO

los limites en la integral del médulo de la velocidad, se modifican cuando realizamos un

. . c? . P
cambio de variable, w = o7, de esta manera observamos que los limites para (' son de

menos infinito (—2c) a cero (0) v para la variable w son de cero (0) a infinito (o).

Posteriormente, se procede a realizar los cdlculos en el espacio de la variable w con sus
correspondientes limites, ademas, hacemos uso de la expresién para la velocidad peculiar

C=c— Up,
M~ = (1] + 2] + [3]. (3.451

donde

) = /czf(o)dc,
2] = /czfm)?___m P°: (CC)%dc,
A p

KgT
12
3 - ~/szw) 2m_(mC 5\ Cde. (3.46)
SpKpT \2Kgl 2

calculamos cada una de las integrales de arriba por separado

Ju (=) e 2
e U~ —_— e — .C,
2\ Sk ) Py ToRT (¢

pT m 3/2 1
- 5 (gar) errr (v gue) T

!
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Para la segunda integral,

2 - 4 (oy__ ™M RNERT
‘2’} B /<(2 + “’OZ)f QPA,BTPIJ(C;(,J> dC.

/( Cy + ups) fm) - n,)’
. a 2pKgT

ip.v,':v('qt(yzr t P.z?y(';z;(r'y F- [)\Z‘:’("L'( ': F Pq/:z'( 'y(';c + Pyy(—'vy(fvy

F Py CyCs 4 PoyCoCly + PoyCoCly + Pl de

. \ m . i § i N
/ (C. Fuo.)f ‘”’m [P CloCly + 2P0, Oy 4 2P
. B

Py (yCy 4 Pyt PoaCLC] e, (3.48)

depués de calcular cada una de las integrales de (3.48), recordando que la traza del tensor

viscoso es cero (P, + Py, + P.. = 0), hallamos

' (3.49)

La tercer integral de (3.45) nos da como resultado

249 o (3.50)

3 - 29 M=
13 15p V2rRT

enseguida sustituimos las ecuaciones (3.47), (3.49) v (3.50) en la ecuacion {3.45), con lo

que obtenemos una expresion para M~

P,
Ps T 205 2q. .
M= { } e el (3.51)
(27 RT,)Y*m — 2m 5p(2n RT)Y =
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donde p;, Ts v ps son los valores de estas variables en la capa de gas mas cercana a la
pared sélida, estas cantidades las tomamos como constantes en una primera aproximacion.

Observamos que M~ depende de (P.., u.. q.), es decir de las componentes normales del

tensor de presiones, la velocidad v el flujo de calor. El hecho de que M~ dependa de la
velocidad u. y del fluyjo de calor ¢. nos indica que la pared permite el paso de alguuas

particulas a través de ella.

Con la expresion para M ~ y sustituyendo en la ecuacién (3.35), facilmente obtenemos la

constante de normalizacion

bl

To\~ ps |Ps + 5° LT To\" 2q.
K = (—) Ps [ 3] TR (—) ([ CR— (3.52)
ps (2 RT2 ' (2aRT. 2 \T,, o0

Una vez que tenemos el modelo de pared en forma completa procedemos a calcular las
condiciones de frontera para el tensor de esfuerzos v el flujo de calor. que son las variables
relevantes en esta aproximacion, dicho calculo se realiza por medio de sus definiciones
cinéticas en términos de la funcién de distribucién vélida en la frontera v que es expre-

sada en la ecuacién (3.36).



3.6 Los valores de frontera de q y P°

o1 esta seccién. nos proponemos calcular los valores en la frontera para las variables rele-
vantes de acuerdo al nivel de aproximacion en que estamos trabajando. Fstas cantidades
fisicas son el flujo de calor vy el tensor viscoso simétrico sin traza. Los calculos se realizan
tomando como punto de partida el modelo de fronteras que presentamos en la seccion
anterior, junto con la funcion de distribucidon de Grad en la aproximacion de trece mo-

mentos, misma que es solucién de la ecuacién de Bolztmann.

Pensando en una geometria simple, consideramos un gas monoatémico enrarecido e
contacto con una superficie solida plana con temperatura constaute T,.. Para obtener el
valor en la frontera asociado al tensor viscoso simétrico sin traza recurrimos a su definicion
cinética, procediendo como sigue: se multiplica por m{CC)” la funcién (3.36) v se integra

con respecto a la velocidad ¢

fw

P = [1— ¢ i 1 /O M —LE i (CCYde + o — P (3.53)
donde
, /@(cn)m(CC)‘)fi(r,c,(,)dc‘ (3.54)

[.a primer integral que involucera la funcion de distribucion Maxwelliana local f,.. es posible

calcularla de manera inmediata al hacer uso de su forma explicita

A
1
—

~ e M- { Cw } - N
O(en)d P . ——— m(CCY de. 3
/) M7 e (CCY e = [ oo " gy, § M OCT e (

w

debido a que ¢, > 0, entonces O(c,) = 1. Ademds, observamos que (CC}” es una matriz,

(,;/'1( 1 ’(’) (,/vl(:"g (,/'1(,»13
(ccy = Coly ol - 1 Cals (3.56)
(3 (4Co (3Ca — L
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Por otro lado, la distribucién Maxwelliana depende de C,, por lo que es necesario escribir
C en términos de C,. Lo anterior se consigue al combinar las expresiones de cada una

de las velocidades, C = c —ug v Cy = ¢ — uy,
C = Cw — Ug + Uy,

=C, — u, (3.57)

donde u = ug — u,,. De acuerdo con lo anterior, la ecuaciéon (3.55) se puede escribir como

, ~ fw 5 M~ { Cu } ; :
O(en) M CCyde = [ ———eap - (Cu — u)(Cy — u)) dC,..
/ (en) M7=l CC)de /m(mu.)? P\ SR, (G T WG

(3.5%1
calculamos las integrales una por una, en general tenemos que desarrollar los elementos

de la matriz (3.56) que estan en la diagonal,

: L, i 6 L . 0
((’wi - “L')((—vll,'i - U’i) - 5(‘310 - l.l) ' (Cw - u> - (‘2 - 2(/’yw7lui + ”; -3 {(';Z, +u” - 2Cw : U}

“wi

3
(3.59]
asi como aquellos que estdn fuera de ella
('(,'“_,l — 7)"1:>(,/(~"ruj — UVJ') = (Tvu,i(:'wj 4~ U,jllrj —_ C’w,;uj — ?Jr‘,j(,'lvj. (i()()?
Después de realizar las integrales, hallamos
. R mM ™ . ,
/@(cn)M_—]—CLm(CC)“dc = — D" (3.61)
v RT, 21 (RTy)?
donde D° es una matriz simétrica sin traza, cuyas componentes son
. on
I The 2
Dll = Ui - = B + fﬁU:C',
I ’ 3 ] 3
Dlg = uxuyB
Dis = ugu,B — nu,C
D B 5 U 2
20 = vy B+§7TU~C
Day = U:yuzB —'/TuyC
r 27
u” 4 )
D33 = uz - B — '.—TTU.Z(J. (362)
I 3 ] 3




donde B = 21 XX (2RT,,)*? y € = L(2RT,,)".

Por otra parte con la funcién de distribucién obtenida en la aproximacion de Grad en

trece momentos (2.61), calculamos las integrales (3.54)

PQT i /m(CC)ij(erf)({C
/ ‘ 2 Cr 5
Ol T pecoy + o e~ 2)q-C|m(CCYde
./f { T NI T v ST ) A K

(3.63)

se calculan por separado cada una de las integrales, que estan involucradas en la ecuacion

anterior

P = 1]+ {2 + (3] (3.64)
donde
1 = /m(ccy’f(”)dc,
] - / m(cctrf“”m’%jpf L (CC) dc,
2m m('= 3
i O T \ak T 2) 9 Ce (3.65

la primera integral de la ecuacién es cero. luego la segunda en componentes se escibe como

2] = /f(o)’m((71(7m)CP&(Q(UWC»
m 22 g Ar N\ /2 KgTN\* 1
= nm ( — ) - <_P13> <—> —
D KgT 2pKpT \15 m w
1 s Ay
Y, (3.66)
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la tercera integral de (3.64)

2m m(C*? 5 y
3 = 4+ (0) — — |\ m(yC,,) g, ide.
3 /f SpKpT <2KBT 2) (il
4 /‘T _%(IZ 9 %q;v N
= ﬁ:g\/m 0 —4E([2 ;‘r(]l/ (§64 i
%fh‘ iqy ?3'(12
finalmente sustituimos (3.66) v (3.67) en la ecuacién (3.64) v hallamos
— i 0 q
‘ 1 1 ' ) x o
POI = EPO + W 0 _5(]3 Ty , (3,()?4\
h 7 B 0

Qo qy §QZ
posteriormente se sustituven las ecuaciones (3.61) v (3.68) en la ecuacién (3.53), inme-

diatamente se reordenan los términos v se obtiene una expresion para el tensor viscoso

simétrico sin traza

o 2 5 )
[u; — ’ﬂ B+ swu.C upuyB Uyt B = mu
. dmM ~ B ' " 2 Y
PP = —— Upliy B us — 5 B 4 smuC Uty B — W, '
s 2 - y 3 3 y Y
N(R Fw> Y p 0 u? 4 '
Upit-B — wu,C Uyt B — i, O uz — 51 B = swul

1
2 54z (1) qx o
— = 0 — 4. Ty . (v;h()\l
5v 27 RT, 0
q:x Qy 34z
donde ® = % contiene los coeficientes de acomodacion. Observamos que el tensor vis-

coso en la frontera depende de una velocidad relativa (u = ug — u,,), que es la diferencia
entre la velocidad de la pared y la velocidad del gas que se encuentra en los alrededores
de la superficie. Otra observaciéon que podemos hacer es que hay un acoplamiento entre

el tensor de presiones y el flujo de calor en la frontera.

Por otra parte, para calcular la expresién del flujo de calor en las fronteras recurrimos a

mC? _ 5KpT)
3 ,

su definicion cinética, multiplicamos la funcién de distribucién (3.36) por C [ £

v se integra en el espacio de las velocidades ¢

de + [a — 0]q~, (3.70)

w C? 5KgT
q+:{1_a+9]j/6(6n)ﬂ47 f C{m _")KB

RT, 2 2
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donde

t-~>:{:/C m('>
4 = 3 )

5K 5T
20 (3.71)

}f (r.c t)dc.

[La primera integral de la ecuacion (3.70) se calcula haciendo uso de la ecuacién (3.29)

: (> 5KgT
/ M / C m - B dc
, RT, ) 2
w 5 . SKgT
/XI f lU u) i»zz(cw u)” — A B }([C
VRT, 2 2
. flb r)’l, ) )]\/;[
M- (Cp —u) | —(C"* 2C, -
[V (- w
k SRT 1 ]
- 2 |2 (oRrT, - 2 2 ~——\/2,‘RT“ {1— A
i 2 TMJ

(3.72)

u 12 w25 RT,
2 T

- V27 RT, a

|

La integral del segundo término se calcula empleando la funcién de distribucién obtenida

en la aproximacion de Grad en trece momentos (2.61)

- ;{;/ mC% AR
4 - 2
= + /‘f((i) {1 +

5K 5T
s }f:dc.
. 2 (25
_ " poicop e (M 2 gcly
ZPABF ’)phB] ZABI 2
mC* 5K T
XmC {’”2 _ 2 zB }dc. (3.73)

cl calculo de las integrales que estan escritas arriba se realiza de manera separada

donde

= [1] + 2] + (3}, (3.74)




la primera integral

p (RT -~ o
1] = -/ —k. (';.(6)
=%\ %

1 /RT - - 1 - o
2] = i§\/ o {Pmi + Poaj + ips:zk ‘ (3.77)

la segunda integral

la tercera integral

1
2
sustituimos las ecuaciones (3.76-3.68) en la ecuacion (3.74) v obtenemos
q 1 RT’[ c s <Pzz )} |
e Y Py, P+ — — ki 3.79
a =5 2\[27 14 yz) 5 P (3.79)

posteriormente se sustituyen las ecuaciones (3.73) y (3.79) en la ecuacién (3.70), luego de

agrupar los términos y de resolver para q, obtenemos la siguiente expresion

~

omat-2r | (arr, - 3BT L2 _ 3 ey (1 iy
= ¥mv - w - | W w - u
4 i 2 7 ) T in -7

w

u  -[(u?  u,v27RT RT R 5 | P. R ;
e | — - TN 0y —2 [P+ P = sk 3.80)
@Hm(z . o [t R (G0 ) K @0

que corresponde al flujo de calor en las fronteras. Observamos que también depende de

la velocidad relativa u y de los coeficientes de acomodacién contenidos en .

Hemos calculado los valores de frontera para las variables relevantes propias de esta
aproximacién (3.69) y (3.80), dichas cantidades constituyen una parte de nuestros resul-
tados [56].

A partir de las expresiones para los valores de frontera que hallamos, podemos obtener las

ecuaciones para la componente (zz) del tensor de presiones y para la componente > del
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flujo de calor, que resultan ser una generalizacién de las expresiones ue encontré Harold

Grad [41], las expresiones de estas cantidades son

dmM - 20
(upu. A — quB) —

rz T m mql (3.81)

, 1 5RT,  u® 5 T,
. = ®mM “2r |— | 2RT,, — S — | - —2aRT, (| — =),
e WL( 2 +2> iV ( )“

U, e Uz [ . | RTS‘ P.. . \
TV RT. 7 T o VE R =y (7 - m) . (3.82)
L L gy i ;

F el caso particular, en que ninguna de las particulas logre atravesar la pared. tendremos

o = | vu. = 0. Lo que reduce las ecuaciones de arriba a las siguicntes expresiones

f s T Lu: Ug -
(2—-8) 2rRT,HV*= (2 — 0) 520 RT,

Z / [{frc /]‘IU P:z 3 ,Tu,' . }):: “':»;)- \
Gz = — /' K 4;05 1 - - (— i > - 1 + - “1 . (n‘.&*i)
2-0\ 2 I, 2. \2 T, 2p. ) ART,

Grad en su trabajo, tomo en cuenta una superficie frontera plana en reposo, con tempe-
ratura T, v caracterizada por el coeficiente ., y empleo las siguientes definiciones de P,

NE

P,.= /CIC'zf(r‘c, t)de. (3.835)

gs = /(:zc?f(r,c, Hde, (3.36)

con lo que obtuvo precisamente la ecuacion (3.83), v

g0 (BLg 1y Tw, P (§_Q>_ oy D) e | (3.87)
(2—-0)Y 2n T, 2ps \2 T, 2ps | RT,



que es la expresion de la componente z del flujo de calor, ya que S = 2q.

En nuestra aproximacion, estamos considerando que las particulas en el interior del gas
(lejos de la frontera), se mueven de acuerdo con la funciéon de distribucion de trece momen-
tos de Grad, con velocidad promedio ug. La velocidad macroscopica de las particulas en
el interior del gas, se extrapola hasta la pared misma, que a su vez se mueve con velocidad
u,,, sin embargo, debido a que las particulas chocan de manera difusiva y especular con la
frontera, el gas adyacente no adquiere la velocidad de la pared. ni tampoco la velocidad
de las particulas que se encuentran en el interior del mismo, lo que sucede es que el gas
en esta region se encuentra a una velocidad distinta, a la que llamamos ug = ug— u,. De
esta manera vemos que los valores de frontera de las variables fisicas que hemos calculado.
dependen de manera directa de la velocidad de deslizamiento v son una correccién a los
valores de frontera del régimen de Navier-Stokes.

Lo que tenemos es un modelo de las variables fisicas en la frontera, en donde tomamos en
cuenta las caracteristicas de la pared, pero no consideramos de manera explicita el efecto
de la capa de Knudsen hacia el interior del gas. Es decir, no se toma en cuenta la distorsion
que sufre el perfil de velocidad debido a la capa de gas que se forma en las inmediaciones

de la pared (esta distorsion en la velocidad, es también llamada defecto de la velocidad [4]).



3.7 Adimensionalizacidn

A fin de obtener expresiones simples para las variables fisicas en las fronteras, empleare-
mos variables que adimensionalizamos con Prefs Tref ¥V DPrep. magnitudes caracteristicas
de la densidad, temperatura y presién. Aqui, nos referimos a una cantidad caracteristica
asociada con un problema dado, con aquel parametro de referencia que se encuentra cn
una de las ecuaciones de movimiento o condiciones de frontera del problema planteado.
eu particular, elegimos las cantidades de referencia como la extrapolacién de las magni-
tudes termodinamicas del gas en la pared ps, T, v py. Esta eleccion se realiza debido a

que nos permite escribir las cantidades fisicas en la frontera en términos del salto en la

tempertura F“‘T_I“’ sin involucrar demasiados parametros, de esta manera las cantidades
adimensionales que emplearemos seran: densidad p* - f. temperatura 1% = TL perfil
s veloeid: Mg alaeidad — U alocidad relative  Up-uy
de velocidad v Trr velocidad de la pared vy, TRE elocidad relativa V TR
: . , : \ 0 )
v las variables reducidas flujo de calor Q = p_flﬁ__T: v tensor viscoso PY - 1;—. Asl, las
sV s s
expresiones de las variables fisicas se muestran en forma adimensional.
2] valor en la frontera para el tensor de presiones es el siguiente
]
.)(D _T‘QZ O (\2[
¢ - !
P - 75 0 S0 7Qy +
il - e
Q;r Qy E(u):

Gl AT I 2 f1 TR 'ff,_'r)

v’z(‘z“T)'*’w‘z“V Valely Ve (VEV - B

AL BT Ty \/T( 2 5) b2 Teys v ( v L)

F : ST, Ve y\va2vs T T
VRTwps Ve 2Ny 2 I Ve r"l
Ty Ly Ty o L 2 oYy 4l
LI( va—TS) Vi (VY- 1) \/z“: 3) STV

(3.88)

en esta expresion del tensor de presiones en la frontera, se observa claramente su depen-
dencia en el salto de temperatura entre la pared v el gas advacente. De manera semejante

adimensionalizamos el flujo de calor v nos queda

- -1+ Pzz>k + Przl + P1 AN
Q Vv 2a y
vV RT, T 2 : 2V T, \2\ T, 2 w VT



observamos que esta acoplado con el tensor de presiones y depende del salto de la tem-
peratura.

Con esta adimensionalizacién, las condiciones de frontera de P.. @z vV @, pueden es-
cribirse de una manera mas simple, en términos de la velocidad de deslizamiento y el salto

de temperatura

M i w Z(D .
T(RT,) 2 T, 5V 27
Q oM TR (1 T> P2ty Ly (3.91)
x = — = s - - R = T rz RN
AP s 2 T Tw ! r Ty ~ NOT

i (P ) (3.92)
Va2 P

al combinar las ecuaciones (3.90) v (3.91}, obtenemos

20M " RT,V, I Tw
Prz - P2 < /,—VZ - 7 )
psVRTw( - 5_7r) \/ 2 Fh’

&MV, [T, [RT. /7 |T. v: oo (2 T,
b = = E o — =y Sy Ve (3.93)
(1- 5—7;)275\/ ToV 27 V2 | T, 3 T\ T, :

en donde, observamos que esta expresién depende de los coeficientes de acomodacion que
caracterizan a la pared y de la velocidad de deslizamiento. De hecho la velocidad de
deslizamiento se puede obtener de manera explicita, a partir de las expresiones de los
valores frontera del flujo de calor y del tensor viscoso simétrico sin traza, como se vera

mas adelante.

Finalmente, hallamos una expresién reducida del flujo de particulas normal a la su-

perficie

M -myRT, |1+ 5 Ll 2e 301
Ps V2r 2 527 | (3.94)




Podemos decir, que el escribir en una forma adimensional los valores de frontera nos
permite manejar expresiones mas claras v cortas. Lo que deseamos ahora es emplear es-
tos resultados en un problema en particular, el flujo Couette. La idea es estudiar el flujo
de un gas enrarecido tomando en cuenta las propiedades de la pared presente. s por
ello que en el siguiente capitulo nos proponemos calcular el perfil de velocidad del tiujo
Couette, introduciendo las propiedades de la pared a través de los valores de frontera de

las variables relevantes,
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Capitulo 4

Flujo Couette

De manera cualitativa un flujo laminar se caracteriza porque el movimiento macroscoépico
del fluido se produce en capas, siguiendo trayectorias separadas perfectamente definidas
sin existir mezcla o intercambio transversal entre ellas, esto ocurre a velocidades lo bas-
tante bajas para que las fuerzas de viscosidad predominen sobre las fuerzas de inercia, al
contrario de lo que ocurre en un flujo turbulento en donde el fluido se mueve de modo
erratico. Estos flujos pueden ser incompresibles o compresibles: los primeros, se carac-
terizan porque los cambios en la densidad de un punto a otro son despreciables, en tanto
que en los segundos dichas variaciones son importantes. .

Uno de los problemas mas simples de flujo laminar incompresible. es el llamado flujo de
Couette, este problema es muy importante en el estudio de la dinamica de un gas eu-
rarecido, debido a que nos permite obtener informacion relevante acerca del gas en con-

tacto con una superficie frontera.

El flujo Couette se obtiene cuando se pone un fluido entre dos planos paralelos que
estdn en movimiento relativo con una velocidad constante u,i a lo largo de la direccion
z. Las superficies planas se localizan en z = =L en el plano z — y, v en general se hallan

a diferentes temperaturas.

Por comodidad se supone que los planos que forman los limites del flujo se extienden
hasta una distancia muy grande, tanto hacia la derecha como la izquierda de la figura
(4.1), asi como también hacia adelante y atras de la misma. Con ésto se pueden despreciar

los efectos de borde, debido a que éstos se encuentran tan alejados que practicamente no
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Figura 4.1: Flujo Couette

tienen influencia en el interior del fluido.

Es nuestro interés, abordar el problema del flujo Couette laminar de un gas enrarecido.
tomando en cuenta los valores en la frontera de las cantidades relevantes, calculados a
partir del modelo cinético propuesto para la interaccién gas-pared. En particular, estamos
interesados en calcular el perfil de velocidad del flujo tomando en cuenta las caracteristicas
propias de la pared. Nuestro estudio se realiza a partir de las ecuaciones de Grad en la
aproximacion de trece momentos; en esta aproximacion los coeficientes de transporte
viscosidad cortante 7 y de conductividad térmica A son funciones de la posicidn, a través
de su dependencia con la temperatura. Lo anterior es consistente con la teoria cinética, va
que a través de ésta podemos calcular coeficientes de transporte no constantes de forma
analitica [57]. En particular, vamos a explorar las situaciones en las que consideramos a
los coeficientes de transporte tanto constantes como dependientes de la posicion.

Como punto de referencia, se realiza un breve repaso a la solucion del problema flujo
Couette en el régimen hidrodinamico, donde precisamente los coeficientes de transporte
se consideran constantes vy las condiciones de frontera que se emplean son las llamadas

condiciones de pegado.



4.1 Aproximacion de Navier-Stokes

Cuando se aborda el problema de la dinamica del flujo Couette en el régimen de Navier-
Stokes, las ecuaciones de balance de las cantidades que se conservan en las colisiones.
junto con las ecuaciones constitutivas de Navier-Newton y de Fourier para el tensor de
esfuerzos y el flujo de calor respectivamente, constituyen la base para realizar el estudio
del gas enrarecido. Por otra parte, las condiciones de frontera que usualmente se tomau
en cuenta son las siguientes: en una primera aproximacion se supone que las particulas
del gas en contacto con la pared se pegan a ella, de tal manera que éstas se mueven
a una velocidad uw}. con temperatura T,,. A estas condiciones de frontera se les llama

condiciones de pegado.

Se plantea el problema flujo Couette estacionario para un ¢as enrarecido, donde las
paredes planas e infinitas se hallan en el plano (z-y), a una misma temperatura v en
movimiento relativo con velocidad fu,i a lo largo de la direccion z, la presiéon p es con-
stante. ISste sistema se caracteriza por la densidad p y por los coeficientes de transporte:
viscosidad de corte n v conductividad térmica A, que son tomados como cantidades cons-
tantes.

El movimiento del fluido tiene lugar en la direccién z, lo que hace que tengamos un flujo
en dos dimensiones (x-z), asi las ecuaciones de las variables relevantes las podemos escribir
como

Oug,  Oupg

- - = 0 4.1
oz 0z { ) (
8’UJ0_T 8qu de 2] U0z 0 U )
U —_— + 1 _— froand _—— — ‘> . 42
P\ Ty, gz "\ oz o 421
oT oT o*T  O°T e\~ [ Ougy\”
Uge— U0z | = A 5 = | +2 : + | =
pHoe oz 0 Oz oz oz* { Jdz Jdz

Oug,  Jupy

ox oz

donde recordamos que hemos empleado las ecuaciones constitutivas de Navier-Newton v

Fourier, tomando a los coeficientes de transporte constantes [10, 46].

81



Por otra parte. hacemos notar que los simbolos p v p, representan diferentes canti-
dades fisicas, por un lado p es la presién propia del sistema. es decir una propiedad
fermodinamica, que en este caso es una constante. Y por otro lado, el término que
relaciona p, es considerado como un gradiente de presién externo que se aplica al flujo
laminar, de hecho el problema que presenta esta situacién se le conoce como el flujo
Couette generalizado.

I'n particular suponemos que no hay gradiente de presiones externo en la direccion .
Por otra parte, observamos que las cantidades importantes sélo dependen de la coordenada

+. por lo que las ecuaciones (4.1 - 4.3) se simplifican ain mas

ug = woe(i (4.4)
d 100, -
7 - = 0 (4.5)
dz-
d*T dugy :
A= F7 1’ 0, (4.6)
dz* dz

convirtiéndose en derivadas ordinarias, debido a que las funciones solo dependen de la
variable 2.
Para hallar la velocidad del fluido se integra la ecuacién (4.5), de lo que que se obtiene

: (4.7)

wox(2) =

'{N' o2

donde, hemos introducido la condicién froutera de pegado, va que al evaluar en » = £L.
la solucién se reduce a ug (L) = u,. Como podemos observar, esta solucion nos da

un perfil de velocidad lineal.

Por otro lado, para calcular el perfil de temperatura en esta aproximacion. debemos

combinar las ecuaciones (4.6) v (4.7), que nos permite escribir

d*T U\ 2
Sy *

asi, al integrar la ecuacién (4.8) hallamos el perfil de temperatura, en el caso particular

en que ambas superficies estan a la misma temperatura T,

o
o
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Como podemos ver en la ecuacién (4.9), el campo de temperatura describe una parabola,

T(z) = T, — — 1. (4.9)

que es simétrica con respecto al eje x. Para el flujo de Couette, tenemos que hay una
diferencia de temperaturas entre el fluido en el centro del canal v las placas paralelas. y
precisamente la forma en que va variando la temperatura a lo ancho del canal describe una
parabola cuando la temperatura de ambas paredes son iguales. En este caso en particu-
lar, el perfil de temperatura se debe a que la disipaciéon de energia es menor en el centro
del canal que en las cercanias de las paredes. Aqui los procesos transmisiéon de energia
térmica por conduccién son mas importantes que los aquellos por conveccion. Esto es una
consecuencia de que en la ecuacién (4.5) los términos convectivos se hayan anulado.

Recordemos que en el proceso de transferencia de energia por conduccion, la transferencia
de energia térmica se puede ver en una escala atémica como un intercambio de energia
cinética entre moleculas, donde las particulas menos energéticas ganan energia al chocar

con las particulas méas energéticas, arrojando como resultado una conduccion de energia.

Hemos visto que cuando se toma a los coeficientes de transporte como cantidades cons-
tantes y de considerar a las condiciones de frontera de pegado, los perfiles de velocidad
v temperatura para el problema flujo Couette describen una linea recta y una parabola
respectivamente. Estas condiciones para los coeficientes y las fronteras, no son las ade-
cuadas cuando se trabaja con gases enrarecidos a través de la teoria cinética {8, 57|.

Por un lado sabemos que los coeficientes de transporte se pueden calcular directamente
de la ecuacién de de Boltzmann a través del método de momentos de Grad y que estos no
son constantes [57], por lo que es adecuado dejar que estas cantidades sean funciones de la
posicién. Ademas, si deseamos tomar en cuenta las propiedades de la pared y la velocidad
de delizamiento en el perfil de velocidad, debemos abandonar las llamadas condiciones de
frontera de pegado y obtener las condiciones de frontera adecuadas. Una de las opciones
que podemos seguir, es precisamente el trabajar con las condiciones de deslizamiento que
hemos discutido en el capitulo anterior, donde se calcularon los valores de fronteras de
las cantidades que son relevantes en la aproximacion de trece momentos de Grad a través
del modelo Maxwelliano de la pared, y que como hemos visto, involucran el salto de

temperatura y la velocidad de deslizamiento.
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4.2 Aproximacién de Grad, )\ ,  y p funciones de la
posicion

Con el fin de observar la influencia de la superficie frontera eu el comportamiento de un
oas enrarecido, abordaremos el Aujo Couette a través de las ecuaciones de Grad en la
aproximacién de trece momentos. tomando como condiciones de frontera las expresiones
para Q v P°, que fueron calculadas en el capitulo 3. De esta forma, estamos suponiendo
que las particulas del gas enrarecido y la pared interactian de manera especular y difu-
siva, de manera que tanto el salto de temperatura, asi como la velocidad de deslizamiento

estdn presentes.

Consideramos el flujo laminar en estado estacionario de un gas monoatomico, fuyendo
entre dos placas planas paralelas e infinitas. que se encuentran en movimiento con veloci-
dad relativa iuwi. Fn el tratamiento mas sencillo se supone que ambas superficies estan
a una misma temperatura T, v estan caracterizadas por los mismos coeficientes de aco-

modacion « v 0,

LA

Lz
i
u, - | T
P TS S DD 1))
Z=L
g S — Ve
Z=-L
e . (o0
T Uy Tw

v

Figura 4.2: Flujo Couette en la aproximacion de Grad.

ademas, no hay gradiente de presién externo que influya sobre el flujo.

Fl estado estacionario en este flujo se caracteriza por la presion po(z) y la temperatura
To(z). Notemos, que estas dos funciones dependen de la posicién, en cambio la densidad

pp la tomamos como una constante.
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Con lo anterior, estamos considerando que el estado estacionario del flujo esta fuera del
equilibrio total, donde algunos de sus pardmetros macroscopicos caracteristicos dependen

explicitamente de la posicion. Es decir, se trata de un estado inhomogéneo.

Como va se ha mencionado, la descripcidén del sistema se realizard a través de las ecua-
ciones de Grad en la aproximacidn de trece momentos, mismas que se linealizan alrededor
del estado inhomogéneo va descrito. Supondremos que el movimiento del fluido es lo

suficientemente lento tal que todos los términos no lineales puedan ser despreciados.

Para realizar la linealizacidon, las variables relevantes las escribimos como:

T=Ty+T. p=potp. p=potsp (4.10

donde la ecuacion del gas ideal determina la temperatura y la presion en el estado esta-

cionario

po = poRTo, (4.1

p' = poRT' + p'RTy, (4.123

en este caso en particular, estamos considerando que el flujo lento se encuentra en un
. - . . p— ~
estado estacionario, donde las desviaciones de la temperatura 7' son pequenas en com-

paracién con Ty de esta manera las ecuaciones de Grad (2.126) las escribimos como

00(V-uy) = 0 (4.13)
V- V-P°+ 2F — g, (4.14)
m

Voqtpo(Voug) = 0, (4.15)

5 5 pe 1
2(VRTo) - P° + 2po(VRTo) +po (V- —) = ——aq, (4.16]

2 2 00 Tq
ol 4 o 1 o —_-
2p9(Vuy)® + =(Vq)° = ——P° (4.17)

5 ,

donde F es una fuerza externa.
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Los tiempos de relajamiento que hemos visto ya en el capitulo dos v que estan escritos en
términos de los coeficientes de transporte, pueden evaluarse sin problema para un poten-
cial central. En esta ocasién empleamos las expresiones de los coeficientes de transporte

para el potencial de esfera dura, que escribimos como

—

A \/l_‘fﬂﬂ g —— (1.18)
6GAc? mr 160

donde o es el diametro de esfera dura.

I'n este caso en particular A y 7 son funciones de la posicion a través de su dependencia
con la temperatura.

Fstamos cousiderando que en la capa de gas adyacente a la frontera (capa de Knudsen).
hay un cambio brusco en el perfil de temperatura, estas variaciones son nna consecuencia
de la influencia que tiene la pared hacia el interior del gas, pues como hemos mencionado
va en el capitulo anterior, en esta region es donde las colisiones entre las particulas del
vas v la frontera son relevantes.

En particular, la temperatura varia de forma abrupta en las fronteras debido a que la
pared cansa modificaciones al perfil de temperatura a través del calor generado por la
[riccidon en el interior del fluido v que no se puede disipar por conduccién térmica (al
tomar A = cte). liste hecho nos lleva a pensar que, debido a que la disipacion de la ener-
ula es mayor cerca de la pared que lejos de ella (varias veces la travectoria libre media).
no es del todo conveniente tomar a los coeficientes de transporte como constantes. tal v
como sucede en la aproximacion de Navier-Stokes.

[La idea de trabajar con coeficientes de transporte dependientes de la posicion, que es un
resultado natural de la teoria cinética, 1o es nueva, en la literatura [37-64] podemos hallar
varios trabajos en donde se estudian los procesos de transporte en gases, tanto en el bulto
como en las fronteras, donde se consideran a los coeficientes de transporte como funciones
de la posicion, en algunos casos éstos se expresan en el espacio de Fourier o en un espacio

alterno en donde se emplean algunos cambios de variable particulares.

Por otra parte, al considerar a los coeficientes de transporte como funciones de la
posicion a través de su dependencia con la temperatura, estamos considerando a los
tiempos de relajacion de las variables fisicas. como cantidades que varian con la posiciodn,

segun lo haga la razén entre los coeficientes de transporte y la presion
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2mA l
e = (4.19)
2Kppo  VTy

i

Po

(4.20)

13\‘
l
-

El hecho de que los tiempos de relajaciéon no sean constantes, nos indica que los efec-
tos de disipacién no son los mismos cuando se esta cerca de la pared. que cuando se estd

en el interior del gas a una distacia de la frontera de varias veces la trayectoria libre media.

Las condiciones de simetria impuestas por la geometria, implican que todas las canti-
dades deben ser independientes de la coordenada y. de esta manera, el flujo se convierte
en un problema de dos dimensiones (z,z). En este caso, las ecuaciones (4.13 - 4.17) se
reducen a un conjunto de ecuaciones mas simple (ver apéndice A). que se adimensionali-
za con las cantidades de referencia que presentamos v discutimos en la seccion (3.7) del

capitulo anterior

P, ,
Po: (4.21
(IZ:’**
Lo p (4.22:
m
(1‘25 -0 (4.23,
1z
i P.- T r[&n T
T <h> _ D e d Ty (4.24
dz* \_p* NG
KA aT* ,
> \f\/“ - Q. (4.25)
\/T* dz*
Prz = Poo = Poy = Py = 0, (4.27)

1
Vora?ng

donde z = 'L, K, = )—lL— es el numero de Knudsen y | = es la trayectoria

libre media para esfera dura con una densidad numérica de referencia ng. Recordemos la

forma en que hemos adimensionalizado las variables importantes: Q = > ;R—, Pe = l; .
T T ug _ U0—Uy _ P x _ P
F T:v’- /R ) - /RT p“p Vp*ps‘

En la ecuacidn (4.22), observamos que cuando la fuerza externa F* esta ausente, la presion

p* es una constante. Esto nos indica que la fuerza externa es importante en el sentido
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de que nos brinda la oportunidad de trabajar con dos distintas opciones acerca de la

condicién de la presion.

Hacemos notar que el principal problema aqui. es obtener el perfil de velocidad cuando
ol efecto de deslizamiento esta presente. En este caso, el conjunto de ecuaciones sin dimen-
siones puede ser manipulado con el fin de obtener la ecuacién que satisface la velocidad.

En particular, se deriva la ecuacion (4.24)

2T\ 75 (7 K, (dT\ [dP..
dz*? 16\/2 VT \dz? dzt

T i P, [dTH\"
32V 2 T\ gee

(4.2%)

De la ecuacién (4.21) vemos que P, es una constante, esto nos permite reducir la ecuacién

anterior a la expresion

(ZCJ”E 7’—) T PIZ A.n (12']1 ’ . 73 /—f?lp‘l:: ]{n f’l ’I‘* :

W “ezfin R RNl 1.29)
dz* 6V2 VT 2 ) Uy e e (

Posteriormente se sustituve en la ecuacién (4.26), de esta forma obtenemos la ecuacion

para la velocidad del Auido

>
o

5=

[x

D 1% \/F(IVI B 73 1 '
1 \/ 2" dzt e

-1

[SR R
2 3
H

*

[0

T5r K2 [ d°T*

T ,
: _ 1 (4.30)
64 T+ \ dor L

dz* )

Observamos que cuando la temperatura es una constante, recobramos la ecuacion usual
para el perfil de velocidad del flujo Couette. Es decir, se recupera el caso en que la
variacion de la velocidad en la posicién es una constante Ec. {4.5). Ademas, notamos
que los términos que modifican la ecuacion de la velocidad, son de segundo orden en el
nimero de Knudsen, un hecho que indica que estas correcciones son pequenas cuando
consideramos la regién de numeros de Knudsen muy pequenos; éste no es el caso en el

régimen de transicion donde K, ~ 1.

La ecuacion de la velocidad no es complicada y puede integrarse de manera directa, sélo

es necesario realizar la integracién en una sola variable z*.
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La solucion para la ecuacion de la velocidad, puede escribirse como

N N 4 EP:EZ £ * * * 3 £y
Valzt) = vo(x1) — .._\/_ — [Lo(z*) = (") + Loz = T (2") + TTo(2") = [T (=]
SV K,
(4.31;
donde
Z‘,l 1
[i2(z") = / dz", (4.32;
—1,z* T+

1 - -0 Ok
tThw KE =T

I 9(z") = */ l - : — | dz*, (4,331
Jo1.e 64 e\ dz*-

21 - -0 * -
I o(2") = —/ % AZ ZT > dz" (431,
lz- T*3 o

La integrales que escribimos en las ecuaciones (4.32)-(4.34) v que llamamos [ o(z").

I1yo(2%) vy T1112(27), representan en realidad las siguientes integrales

[(z*) = / (..)dz". (4.35)
-1

1
L(z*) = /(,..)a’z*, (4.36}

La solucién dada en la ecuacion (4.31) toma en cuenta las inhomogeneidades en el campo
de la temperatura, asi como la variacion en los coeficientes de transporte. Por otra parte.
las propiedades de la pared aparecen explicitamente en el valor del tensor de presiones

P.:, esta cantidad se obtiene de la ecuacién (3.88)

2@ 2@[\/[7RTQ ™ TUJ . N
Pae = - - v (5 - 2 (4.47)
vt R < 7 n)

donde V = v — v,,. Si tomamos en cuenta la simetria que presenta el problema del flujo
Couette, es decir V, = 0, v ademas introducimos la expresiéon de M~ que aparece en

(3.94) en la ecuacion (4.37), hallamos
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e T (] - g%:) Tw \/ﬁ(] — %%) Ts } 2 ‘ o
notamos que esta componente del tensor de presiones depende con la velocidad de desliza-
miento [v, — v, | v el salto de temperatura TS,E?“‘, ademas de los coeficientes de aco-
modaciéon que caracterizan a la pared ¢ = %ﬁi%z—; Esto nos permite observar los efectos

de la pared sobre la velocidad del fluido, cuando se presentan distintas situaciones con los

coeficientes de acomodacion.

Basicamente, el problema de flujo laminar que nos hemos planteado esta resuelto. va
que se ha obtenido la expresion del perfil de velocidad, en términos de cantidades ue ca-
racterizan a la superficie frontera [56]. Sin embargo, hace falta analizar ¢l comportamiento
cualitativo de la velocidad. Observamos que las integrales (4.32 - 4.34) dependen fuerte-

mente de la temperatura, por lo que es necesario determinar esta cantidad.
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4.2.1 Perfil de temperatura

En esta seccién se muestra la manera en que se determina el campo de temperatura.
para posteriormente, evaluar las integrales que estan involucradas en la expresion de l«

velocidad (4.32 - 4.34).

Mediante una integracion directa de la ecuacién (4.25), hallamos la expresion

3 2. .

3
T*2(z") = b — —
(=) 25V w K,

donde b es una constante de integracion, aqui definimos una distancia caracteristica ¢

que nos da el alcance de la influencia de la capa de Knudsen

25 / KVn \
5t = (—“—) Lh8n (4,401
8 21Q-|

la expresion para la componente normal del flujo de calor (),. se obtiene a partir de las
condiciones de frontera. A partir del valor en la frontera para el tensor viscoso simétrico
sin traza que va hemos calculado y que reportamos en la ecuacién (3.88), podemos obtener

una expresion para la componente (:z) de esta cantidad

20 2 20M~RT, [ [a 1.\ AT, .
Poo = — e Qo+ et | [ VE - V) - SRV (4.41)
5Vm 3¢ psVRT, { 2 ( ) ) 3T, }

Al tomar en cuenta la simetria que presenta el flujo Couette en la velocidad, es decir,

& & ; — y — ’ 2
P — _zchz\ﬁ_ IOM [V — V] a (4.4
i 15 Vor A (RT)2 | 2

Al considerar las condiciones de simetria en las ecuaciones de Grad (ver la ecuacion (a.10)

V. = 0, obtenemos

del apéndice A), hallamos que P.. es igual a cero, con esto, la ecuacién anterior se resuelve

para la componente normal del flujo de calor y encontramos
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Ty [T, N
Q.= =y == —|v, — v.]" FIERT
AV r RVt Vol (

Por otro lado, hacemos uso de la condicién de frontera para ().. misma que obtenemos

de (3.89) v que escribimos como

. - 29M RT QTux 5 . P /T Ff: 05 /T, D s 12
T I\ 2 VavT, 2\ 2

o

[y T, & [P.. |
S e S A 1 A R - R (4.4
\/"T [s \/27\' 2

debido a que V. == 0, tenemos que la ecuacion (4.44) se reduce a la expresion siguiente

0. -2 [_7_9_ ] 2emM - VRT, 2 5 [% Vol ] (145
Vo | 2 ps LT 2 2
enseguida combinamos las ecuaciones (4.43! v (4.45), v resolvemos para ().
1 — Lw
W (%)
Q- - (4461
Var (| T
Jf’ ’—:,’T\V/ _F?

que depende de los coeficientes de la pared a través de ¢ y del salto de temperatura.
De hecho, la dependencia de (J, con el salto de temperatura también fue obtenida por
Risso v Cordero [65], la diferencia esta en que la expresion que obtenemos depende de los
coelficientes de acomodacién que caracterizan a la frontera.

En particular, el flujo de calor normal a la superficie es disipado a través de la pared. la
cual mantiene su temperatura constante T, v como podemos ver en la ecuacién (4.46).

esta cantidad se anula cuando el salto de temperatura esta ausente. Tal v como sucederia

si se emplearan las condiciones de frontera de pegado.
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Finalmente el perfil de temperatura es escrito en términos de la distancia de pene-

tracién 6* y de su valor en las fronteras z* = £1, T(+1) = Q%ST*“

. 1
T(2*) = T*%(;ﬂ)x; AFE1) ., (0 <l -1<2<0) (4.47)

las caracteristicas del perfil de temperatura se muestran en la figura (4.3), donde se
observa una curva casi parabdlica. Cuando comparamos con el perfil de temperatura que
se obtiene en el régimen de Navier-Stokes, observamos que las dos curvas son semejantes.
Por un lado, la expresidn de la temperatura que derivamos de las ecuaciones de Grad en
la aproximacion de trece momentos, depende fuertemente de los coeficientes de transporte
v de las caracteristicas de la pared a través de los coeficientes de acomodacién. Por otro
lado, en el régimen de Navier-Stokes la temperatura depende de la forma de la velocidad.
y en cambio los coeficiente de transporte no son relevantes debido a que son cantidades

constantes.

1.0 ———
F
05 =
—¥—— Navier-Stokes
o 00 — — — Grad, 8=0.85
——— Grad, 8=0.80
05 p=
L
1.0 1 Pl i o 1 i | I L L i "

4.2 43 4.4 45 46 4.7 48 4.9
Perfit de Temperatura

Figura 4.3: La linea con asteriscos representa el perfil de temperatura en la aproximacion
de Navier-Stokes, la linea continua y la linea discontinua, representan el campo de tem-
peratura correspondiente a la aproximacion de Grad en trece momentos, para § = 0.8 y
8 = 0.85 respectivamente.
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Observamos que el perfil de temperatura en este régimen, basicamente tiene su origen en
la friccidn, las deformaciones de la temperatura en las cercanias de la pared se deben a
que esta ultima no es una pared ideal, lo anterior se toma en cuenta al considerar a los
coeficientes de transporte como funciones de la posicion.

o la ecuacion (4.25) vemos que el flujo de calor esta relacionado cou el coeficiente de con-
duccidn térmica v en cambio 110 se observan términos convectivos, por esta razon decimos
que en esta aproximacion los efectos de transferencia de energia térmica por conduccion
son mas importantes que aquellos debido a la transferencia de energia por conveccion.
[a diferencia entre estas dos forma de transferencia de energia, es que la primera esta
licada al intercambio de energia cinética entre las moléculas que chocan v en la segunda.

el medio que se calienta se mueve de un lugar a otro.

Clertamente la expresion del campo de temperatura que hemos calculado no es una
expresion general ni tampoco es la mejor, lo que queremos enfatizar aqui, es que esta
cantidad la hemos podido determinar de manera analitica v que ademas. toma en cuenta

las caracteristicas propias de la pared.
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4.2.2 Velocidad de deslizamiento

Otra de las cosas que podemos determinar de forma analitica en este problema de flujo
laminar, es la velocidad de deslizamiento V, = v, — vy, esta cantidad se determina «
partir de la condicién de simetria P,, = 0 v de la componente > del flujo de calor en la
frontera.

Para hallar la expresién de la velocidad de deslizamiento, se combinan las ecuaciones

(4.43) v (4.46), resolviendo para V, hallamos

(]
oC

Ve — Vil” = =1/ = ‘ (4,18

donde es clara la influencia del salto de temperatura v las propiedades de la pared. Como
podemos notar, la velocidad de delizamiento llega a ser igual a la velocidad de la pared.
cuando la temperatura en el gas cerca de la frontera es igual a la de la pared, esto significa
que no habra deslizamiento cuando no se tenga salto en la temperatura. Esta situacion
es posible debido a que las particulas en el fluido colisionan de forma inelastica con la
pared y también pueden ser absorbidas, de aqui que la energia cinética promedio en la
capa frontera no corresponda a la energia de la pared ni a la energia del bulto.

Aqui en esta aproximacion, la principal hipdtesis hecha es que el salto de temperatu-
ra juega un papel importante en la capa frontera. Esta caracteristica es clara cuando
suponemos que los coeficientes de transporte son funciones de la posicidén a través de la
temperatura, ello en la capa delgada de gas adyacente a la frontera. Esto significa, que
el proceso de colisién entre las particulas en el gas y la pared ocurre en una forma eu
que el transporte de energia, no es cuantificado de manera suficiente con coeficientes de
transporte constantes. En otras palabras, podemos decir que el fenémeno que estamos

estudiando estd presente debido a que la pared no es ideal.

Por otro lado, a través de la ecuacién (4.40), podemos escribir la velocidad de desliza-

miento en términos del nimero de Knudsen v la distancia de penetracion

, (4.49)




expresion que muestra que la velocidad de deslizamiento crece con el nimero de Knudsen,

resultado que concuerda con lo reportado en la literatura [12].

Después de hallar la expresién para la temperatura, calculamos las integrales (4.32 -
1.34). En la figura (4.4), mostramos el perfil de velocidad para nimeros de Knudsen no
tan pequenos v un potencial de esfera dura, en el que se muestran algunas diferencias con
el comportamiento del flujo Couette usual (linea recta); estas diferencias son debidas al
efecto de deslizamiento causado por el salto en la temperatura.

Observamos que cuando la probabilidad de reflexién difusiva # es cada vez mas cercana
a uno v el salto de temperatura esta presente, entoces el efecto de deslizamiento es mas
evidente en la curva. Lo que significa que cuando un gran numero de particulas incidentes
son difusivamente reflectadas v la capa de Knudsen esta presente. la influencia de la pared
en el flujo sera mavor. Por otra parte, vemos que el comportamiento cualitativo de la
velocidad que se muestra en la figura (4.4) es el mismo que se reporta en otros trabajos
|42, 58]. Con el fin de observar sin problemas la presencia del efecto de deslizamiento,
vamos a usar los siguientes valores: T, = 79K v T = 294K, que corresponde a un salto

de temperatura L= .. (0.731.

Ts
10
) ——P——— Navier-Stokes
©s - Grad, 6=0.85
— — — —Grad, 5=0.80
pun
. o0 —
z
05 e
=
1.0 a N - Fl B T a

i
15 -10 -5 0 5 10 15
Perfii de Velocidad

Figura 4.4: Las lineas continua ( = 0.8) v discontinua (# = 0.85) corresponden al perfil
de velocidad en la aproximacion de Grad en trece momentos con « = 1, v la linea con
asteriscos representa el perfil de velocidad usual con K, < 1.
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Figura 4.5: Perfil de velocidad para el flujo Couette obtenido mediante dindmica molecu-
lar, ver ref. 58|

Como ya hemos mencionado, los valores de frontera que calculamos en el capitulo 3.
son una correccion a los valores de frontera de pegado. En estos valores no se toma en
cuenta de forma explicita el defecto de la velocidad que es provocado en parte por la
naturaleza de las colisiones entre las particulas vy la pared. En este capitulo, hemos visto
que el defecto de la velocidad es provocado por las variaciones bruscas de la temperatura
en las cercanias de la pared, lo que nos hace suponer que el transporte de energia y su
disipacién, no corresponde a una descripcion en donde se toman los coeficientes de trans-

porte como constantes.

Finalmente, observamos que cualitativamente hallamos resultados semejantes a aque-
llos que se han obtenido usando métodos mas complejos [17, 32, 36, 38, 58|. Los resultados
que hallamos, muestran que la velocidad del fluido en la capa adyacente a la frontera no
es igual a la velocidad misma de la pared, en su lugar hay un deslizamiento del fluido en
la superficie frontera. La magnitud de este deslizamiento, depende de las propiedades del
fluido v la pared, asi como tambien de la geometria del problema.

Al querer comparar la expresién para la velocidad de deslizamiento que hemos obtenido
con otros trabajos, encontramos que usualmente no se reporta esta cantidad, sino que en su
lugar, se reportan las distancias de deslizamiento (7 y ¢, que precisamente estdn definidas

en términos de la velocidad de deslizamiento y del salto de temperatura [38, 48, 66, 67].
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4.2.3 Coeficientes de deslizamiento

Como sabemos, cuando un gas enrarecido fluye cerca de una superficie frontera, se pre-
senta el llamado efecto de deslizamiento. En esta regién. la velocidad del luido no es igual
a la de la pared aun cuando sélo estén presentes colisiones difusivas entre las particulas

del gzas vy la frontera.

Debido a que el fenémeno de deslizamiento ocurre a una escala de sélo unas pocas
trayectorias libre media, éste es dificil de medir de forma experimental. asi como también
lo es, el medir los coeficientes de deslizamiento relacionados a la velocidad , v al salto
de temperatura (p (el significado de estas cantidades fue dado en la seccién (3.1), (ec.
3.2). Una opcién que podemos seguir para realizar una estimacion de estos parametros,
la constituven las técnicas de simulacién: dindmica molecular 40| v la simulacién directa
de Monte Carlo [66]. Otra opcidn, es la de calcular de manera analitica estas cantidades.
partiendo de alguna ecuacién cinética (Botlzmann lineal, BGK, etc.). Al respecto en-
contramos varios trabajos en donde estas cantidades han sido calculadas a partir de una
ecuacion cinética |8, 18, 19, 50|, misma que es resuelta por medio de un principio varia-
cional, el método de Chapman-FEnskog, entre otros.

En este trabajo, observamos que estas mismas longitudes de deslizamiento J, v {7, pueden
ser calculadas de manera directa a través de las ecuaciones de Grad en la aproximacion

de trece momentos.

Para calcular la distancia caracteristica del fenémeno de deslizamiento relacionado
a la temperatura (p, sustituimos en la ecuacién (4.50) las expresiones del campo de

temperatura y la derivada de éste, con respecto a z*

ST =

dT (Z ) z*=1 ‘ (450)
d_ZTT*(Z*)Iz*:l

al sustituir la expresién para el perfil de temperatura y su variacién con z*, hallamos

75 n K,
(r = — ;__._ (4.52)
32V 20Q.
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tomando Ty, = 79K, Ts = 294K (T, /Ts = 0.268) v 6 = 1, es decir, cuando tenemos el

caso en que solo hay colisiones difusivas, hallamos

T (1.4576942) K. (4.52)

v
8

C'on el fin de comparar nuestros resultados con aquellos que se han reportado en la litera-

tura, en la ecuacion anterior hemos usado la siguiente expresion del numero de Knudsen

A’n — “L—‘, (43.{‘\
donde [, es la trayectoria libre media propuesta por Cercignani [4] v que se escribe como
1/2
4 Tm «
I, = —9 —’———) . (4.54)
156p \ 2K pTeq,

donde Ay es la conductividad térmica en equilibrio. [, esta relacionada a la trayectoria

libre media para esferas duras | = —=——
p s e

-—, a través de la relacién
agng

16
RGN e

Por otra lado, Loyalka y Ferziger [18] calcularon este mismo pardmetro, partiendo de la

! (4.55

ecuacion de Bolztmann linealizada, resolviéndola mediante un principio variacional, de lo
(ue hallaron

or = 3%‘/'—?(1.113@;(” (4.56)

Fn otro trabajo, realizado por Kline y Kuscer donde de nueva cuenta se parte de la
ecuacion de Boltzmann linealizada, que es resuelta a través de un principio variacional [50].

se encontro

5
{r = %(1,1056219)&1_ (457

Observamos que nuestro resultado esta 23% y 24% por arriba de (4.56) y (4.57) respecti-
vamente. El resultado que obtenemos es debido a que los coeficientes de transporte son
cantidades no constantes, esto nos dice que los precesos de disipacién de la epergia, son
debidos principalmente por friccién, y que estos no son iguales cuando se esta cerca de la

frontera que lejos (varias veces la trayectoria libre media) de ella.
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Aunque en los trabajo con los que comparamos son obtenidos mediante metodos varia-
cionales donde se retienen una mavor cantidad de términos. los coeficientes de transporte
se toman como cantidades constantes. En todos lo trabajos se toman en cuenta los coefi-

clentes de acomodacion.

De la misma manera podemos calcular la distancia caracteristica del fendomeno de

deslizamiento relacionado a la velocidad ¢,

) ve(z")
N — 7
FEAEIC

z =1

(4.5%)

z* =1
después de sustituir la expresion de la velocidad v de la variacion en =" de esta misma

funcién, hallamos

que nos da una linea recta cuando graficamos contra el numero de Knudsen. al igual que

en la aproximacién que hiciera Maxwell [8. 66].

En particular. si tomamos T, = 79K, T, - 294K v # = 1. hallamos
oo V(03515227 K, (4.60)

IS - -
donde hemos empleado { = —=2=(15104539)1, con el fin de poder comparar con los resul-

5y

rados que obtuvieron Kline v Kuséer [50|, donde

Co = V7 (0.5505065) K ,. (161}

Vemos que el resultado que obtuvimos esta 36% por arriba de (4.61). Suponemos que
una de las razones de tener tal distanciamiento entre los resultados, es debido a que no
tomamos en cuenta las variaciones de la densidad, ademés por supuesto, de manejar un
modelo de fronteras limitado.

Fn esencia, la diferencia entre nuestros resultados y los va reportados en la literatura, es
que los nuestros son obtenidos de una manera sencilla y nos muestran que tanto el coefi-
ciente de salto de temperatura como el de deslizamiento dependen de las caracteristicas

de la pared y del salto de temperatura.
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4.3 A y n constantes, p funcién de la posicién

En esta seccidn calculamos el perfil de velocidad del flujo Couette, esta vez tomando a los
coeficientes de transporte como cantidades constantes. Lo anterior lo realizamos con el
fin de revisar las diferencias que surgen en el perfil de velocidad del ujo laminar, cuando

comparamos con los resultados que obtuvimos en la seccién anterior.

Nuevamente se considera al flujo laminar en un estado estacionario, que es descrito
por las ecuaciones de Grad, mismas que se linealizan alrededor del estado inhomogéneo

cararterizado por la presion po(z) = poRTo(z).

Los coeficientes de transporte son tomados como cantidades constantes, en particular

para el potencial de esfera dura tenemos

75 /K%Ts 5! mKpgT, .
- p \ '[] —_ > . (4()2\‘
640‘-\/ m 160~ T

donde la temperatura T es una cantidad constante.
Por otro lado , la presién es una funcién de la posicidn a través de la temperatura del
fluido, de esta manera tenemos que los tiempos de relajacion son cantidades que varian

segin lo haga el inverso de la presién

2mA 1
e = (4.63]

2Kgpe  To

n., ] (4.64)
I = —_—y D
g po To

Comparando con los resultados de la seccion 4.2, podemos decir que los tiempos de rela-
Jamiento de las variables q y P° son menores, que aquellos que se obtuvieron en el caso
anterior.

Al considerar los coeficientes de transporte como cantidades constantes, estamos suponiendo

que los efectos de la viscosidad sobre el movimiento del fluido son mayores.
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Por otra parte, el conjunto de ecuaciones (4.13-4.17) sigue siendo valido. En este caso
en particular, los cambios que surgen tienen que ver con las ecuaciones adimensionali-
zadas. pues ahi es donde se toma en cuenta de manecra explicita que los coeficientes de
transporte son constantes. Lo anterior lo podemos ver en las ecnaciones para las variables

fisicas P° v g

’ ’ | Spokp
2 2 Tq 2mA
l 1 - T
2p F = —-—P- —@P
g p gl

Una vez que las condiciones de simetria se toman en cuenta, las ecuaciones de Grad

adimensionales se escriben como

IP.. o
lee (4.65
dd: 5
ip . (4.66)
dz*
de). .
iL)~ = 0 (4.67)
az*
15 f?K AP, 75 A Pe K, dT? 0 46N
/ - z 14,00
TsVIR T TV dz*
DR, Tl (4.69)
_ 16 \/‘) d=x ’ h
)Kn /7 (I\E K, ‘,/T 1 d@)s P (1.70)
TV 2 Ve “ |
PLE;E - P::z - Pry = Py;; = 0. (4.71)
otra vez, 2 = "L, K, = Q—ZL— es el numero de Knudsen y [ = \/O;U—z-— la trayectoria libre

media para esfera dura.
A partir del conjunto de ecuaciones que acabamos de mostrar, procedemos a escribir la
ecuacidon de evolucidén para la velocidad del fluido. Para determinar esta ecuacion, se

deriva el flujo de calor ¢, con respecto a la variable =",

, - . 2
dcx,).z- - ___12 EK,n d‘Z’Pyrc)z . Z?\/T,PEZKn dgf: i Z;\/TE{XZ dT ‘ (472)
dz* 8 V2 dz* 16evz2 T~ dz*= 16V 27T \dz*
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Debido a (4.65), la ecuacién anterior se reduce a

sz _ _Ek'nfpxz E dZT: +E\fj[\'? dT .., (473)
dz* 16 17+ V2 \dz 16V 272 \dze

Antes de sustituir la expresién de arriba en la ecuacion (4.70), revisamos la ecuacion para

el flujo de calor normal a la superficie frontera Q..
Fon la ecuacion (4.69) vemos que la variacion en la posicion por parte de la temperatura

¢s una constante

5K, [TdT*
BLLL Y o 4.69
6 V2ar Y (4.69)

lo que nos arroja como resultado que la segunda derivada en la posiciéon por parte de la

temperatura se igual a cero. Lo anterior nos permite simplificar la ecuacion (4.73)

d 75 K, [dT\"
Q= D [T < ) (4.74)

dz* 16V 2T2 \dz+
esta expresion se sustituve en la ecuaciéon (4.70). De esta manera obtenemos la ecuacion

para el campo de velocidad del fluido, que se escribe como
5O dv, 757 K2 (dT*\" ,
) =Ky— = =P |1+ —-= : 4.75)
V2t | { 64 T*"(d:*) J e

De nueva cuenta observamos que cuando la temperatura es constante, el término que

nos indica la desviacién del régimen hidrodindmico en la ecuacién de arriba se anulan.
con lo que obtenemos la solucién usual para el perfil de velocidad. Como podemos ver,
la ecuacion (4.75) también involucra términos cuadrdticos en el numero de Knudsen, lo
que nos indica que estas constribuciones se desprecian cuando se trabaja con numeros de

Knudsen muy pequernios.

La solucién de la ecuacion para la velocidad es

4 [oP
(25 = va(ED) — = =2 (220 F L2 — 1 (2], 4.76
va( vo(£1) 57.,&1[ +lo(2") = [ (27)] (4.76)
donde
=1 757 K2 [(d°T* ,
Lo(z") = — n dz*. 4.77
2] /4 64 T*2<(iz*2> 70



Nuevamente

Por otra parte, las caracteristicas propias de la pared son tomadas en cuenta a través
del tensor viscoso (3.88), en particular por P,.. No es de extranarse que la expresién de
esta cantidad no varie, pues ésta ademas de ser una constante, fue calculada a través de
una [uncion de distribucién en donde los coeficientes de transporte no estan involucrados

de manera directa

P 5 oV, b=, [T, [T 1+ b/ (178
e ‘j‘— — - . RN R
l i (1 - g \/Z/l 1 — (I)Z ) \/ rw s A .

C'omo hemos podido ver, la ecuacién de la velocidad en este caso en particular presenta
algunas diferencias en comparacion con la ecuacion que se obtuvo en el caso anterior. kn
ambos casos la solucidon involucra de manera directa al campo de temperatura, por lo que
es preciso calcular esta cantidad. En este caso en particular, procedemos a calcular el
campo de temperatura con el fin de ver el comportamiento cualitativo de la velocidad v

asl comparar con los resultados que se obtuvieron en la seccién anterior.

104



4.3.1 Perfil de temperatura

Para calcular el perfil de temperatura, realizamos una integracion directa de la expresion
del flujo de calor, misma que estd escrita en términos de la variacién de la temperatura
con la posicién. en particular integramos la ecuacion (4.69). De lo anterior hallamos una

expresion para el perfil de temperatura en el fluido

16 /[Q—QZ o

T (") =b— =\ ——=
' 73V 7w An

(1.79

b es la constante de integracion, la distancia caracteristica §* tiene ahora la expresion

b*¥<2> T Bn (4.80°
16/V2]0.]

(0- es conocida v su expresién se encuentra en la ecuacién (4.41). Por otra parte, para
calcular b, es necesario evaluar la ecuacion (4.79) en z* = £1. [na vez determinada la
constante de integracidon, se sustituve su expresiéon y hallamos el perfil de temperatura

que escribimos de la siguiente manera

1 ,
Wuq:Twin¢§Q#¢Q. (4.761
(

Vemos ahora, que esta ecuacién dificilmente describe una parabola, con lo que notamos
que el comportamiento del campo de temperatura es muy distinto en comparacion del
régimen de Navier-Stokes vy del caso anterior. De hecho, ésta es una de las razones por

las que propusimos trabajar con coeficientes de transporte no constantes.

En la figura (4.5), podemos observar el comportamiento cualitativo de la velocidad del
fluido. Claramente se observan las diferencias entre las dos aproximaciones, nos referimos
al hecho de considerar a los coeficientes de transporte como funciones de la posiciéon v

luego tener esta mismas cantidades como constantes.
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Iligura 4.5: Perfil de velocidad en la aproximacion de Grad en trece momentos. K, = 0.1

Vo= 0.8

4.3.2 Coeficientes de deslizamiento

Para este caso en particular, hallamos que el coeficiente del salto de temperatura es el

mismo que en la seccién anterior

o= 3§§W(1‘4576942)K}h

v que el coeficiente de deslizamiento es

gv — \/;(O 3002274) K—ns

donde observamos que no hay grandes variaciones.
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4.4 )Xy n funciones de la posicion y p constante

Hasta aqui, hemos explorado la situacion particular en que los coeficientes de transporte
son constantes o funciones de la posicion. manteniendo a la presion como una cantidad que
depende también de la variable z* a través de la temperatura. Ahora, estamos interesados
en abordar el problema flujo Couette, en el caso particular en que los coeficientes de
transporte dependan de la posicidn v la presion sea una constante. De hecho. la influencia
de la presién en el perfil de velocidad es un aspecto importante que nos interesa abordar
aqul.

Fn esta seccidn consideramos el caso en que el flujo laminar esta a una presion constante

po = Rpol(2)Tu(z), (4.79:

donde la densidad es una funcion de la posicion, asi como la temperatura, de tal manera
que al combinarse resulta una presion constante. En esta situacion particular, hallamos

que los tiempos de relajacion no son constantes v dependen de la temperatura

Ty = -——Ztr")\ NV/E‘ (4.80}
%KBPO
T ;TZONV/T_O (4.81)

podemos decir que los tiempos caracteristicos de las variables fisicas son mayores que

aquellos que se obtuvieron en las situaciones anteriores.

En este caso en particular el conjunto de ecuaciones de Grad se escribe como

dPacz
-0, (4.82)
dlz**
L) (4.83)
6.
dj = 0, (4.84)
15 d (Po\ 75 [TPukndl"
AV E ARV iy () R (4.85)
8 V2 dz* \ p* 16V 2 p*/T* dz*
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75K, [F —dT"
- =VT* = (s 1.836)
Sy T v, K v Lo, 2 |
[ el L S Ul _—
_) . _/_ "*l_ s [ \2 . PI: (48(}
4 2 dz* 2 \/2 p*V T dz”
Pro = Pz = P'f,y - Puz 0 (4.3%)

('on el fin de determinar la ecuacidén para la velocidad, se toma la varacion ), coun
I T

respecto a la variable z*

i * 15 T Krnfpl‘” l 1 ZT* 75 ‘/?’Pm:['\rn [Q,F*
e () () - e ()

dz* 16V 2 NG (l:*p_*

5 T KaP,. [dT\° 15 [T VR ,
__.—‘_).\//‘_ = ( ) - _)\/j[\n TP, ( : ) . (4.391
32V 2 e y/Tr \ dz s V2

Antes de calcular la ecuacion de la velocidad. revisaremos la expresion de la temperatura
v la densidad, con el fin de simplificar al maximo la ecuacion (41.89).
De la ecuacién (4.86), observamos ue el perfil de temperatura es el mismo que se obtuvo

en la seccion (4.2)

| ~ | i
TH(:") = [’[’*%(il) T ;(:*T— 1)} R (1 A O T I i | )

Ahora, para hallar la expresién de la densidad, hacemos uso de la ecnacién de estado

adimensional

pt=p'TT, (4.90)

estamos suponiendo que la presion es una constante por lo que podemos establecer py = ps,

de esta manera p* = ‘f = 1, de lo anterior. escribimos

s

- l
-

hallamos que la densidad es inversamente propocional a la temperatura, si usamos lo an-

ot (4.91)

terior en la ecuacidon (4.89), hallamos la expresién
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)

5 K N\ 15 7 127
LD TR P (AT 15 T ki (4.02
32V 2 pr/Te \ dz 3 V2 dz+

B 5_1_65;0*

Qe 15 [MEnPos (AT°\" 75 [T Prky o (T
dz* 16V 2 T+ dz*?

Se ordenan los términos para simplificar la ecuacién anterior

- 2 - 2
10, 15 K, P,. 5\ [dT* 15 7 . 43T

d=* 16V 2 T+ 2 ) \dzr s Vo2 2% )\ dz2
(4.93a"
2
dQ, 15f ) 5 42T 1 [dT*
e —— kP, 1 VT |+ 4.93b)
dz* 3V 2 '~< Jr‘2;9") <d:*~> INT* <d:*) (

Si se sustituye la expresién de la temperatura en la ecuacién anterior, vemos que

dZ*Q —'2\/3'!—* d.,*

s

42T 1 1T\ >
\/T*< ): <‘ ) (4.94,

por lo que la ecuacién (4.93) se anula,

4Qs
dQ* - 0. (4.95)

(‘omo una consecuencia vemos que la componente z del flujo de calor es constante v no

influye en la ecuacién de la velocidad.

De acuerdo con la ecuacién (4.87), la ecuacién para la velocidad es

5 7 —dv,
" zK’n T+ ’ = _sz- (496)
4V 2 dz*
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Figura 4.6: Perfil de velocidad, cuando la presion es constante, ¢ = 0.8 v K,, = 0.1

lista ecuacion toma en cuenta la variacién de la temperatura v de la densidad en el fluido.
Al imponer que la presién se mantenga constante, observamos que la contribucion de la
remperatura en el efecto de deslizamiento, en parte se ve anulada por la variacion de la
densidad, de esta manera la variacion de la velocidad resulta ser inversamente propor-

cional al coeficiente de conductividad térmica

4 2P, _
vo(2') = vo(£1) — :\/— o2t — ("), (4.97)
Vo Koy,
donde
' - (4.98
I1o(2") = — dz* 4.9%8)
1,_( J - \/F :

En la figura (4.6), se muestra que el efecto de deslizamiento en este caso en particular se
presenta en menor grado que cuando la presién no es constante.

Por otra parte, la expresion de P, se halla en la ecuacién (4.35), que sigue siendo valida
para esta situacion en que la presion es una constante. Lo mismo sucede con la velocidad

de deslizamiento (Ec. 4.43).
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4.4.1 Coeficientes de deslizamiento

En esta ocasion, el coeficiente del salto de temperatura es

ST = 36(1.4576942)}{7“ (1,99

3

que coincide con el que se obtuvo en los dos casos anteriores. Por otro lado, que el

coeficiente de deslizamiento es

Sv = Vi (0.3103136) Ky, (1. 100:

donde podemos observar que las diferencias son minimas.
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4.5 n, A constantes y p constante

En esta seccion, queremos calcular el perfil de velocidad del flujo laminar en el caso en
que los coeficientes de transporte sean constantes, asi como la presion. Ln esta situacion
en particular, los tiempos de relajacién de las variables fisicas son constantes y a su vez
menores que aquellos que empleamos en la seccién anterior, pero mayvores que los tiempos

de la seccion 4.2

2m A : (1.101
T — ~ N (4. i
! 2K gpo | VT

) .
o= L —, (4.102)
? po VT

lo que nos indica que para tiempos relativamente grandes, los efectos de la viscosidad son

importantes, pero menos prolongados. Lo que impide observar el defecto de la velocidad.

Por otra parte, las ecuaciones de Grad en la aproximacion de trece momentos se reducen

a un conjunto simple de ecuaciones adimensionales

P,

Poe (4.103]

dd:** ‘

b 0, (4.104)
10

. Y (1.105)
oz*

15 e 5 TPk, dT* \

_2 EKn_d_ P _7—)‘\/1—?“ ‘ = Q.. (4.106)
2 Tdzt\ pt 6vV2 pr dz*
75K, 7dT*

_ DB g 4.107

. ,16h\/12§z:* ¢ AT

Ry frdve  Kn L dQs (1.108)
4 2dz* 2V 2p*d:z?

Pre =P, = Pry:pyz = 0. (4109)

Para hallar la ecuacién de la velocidad, primero derivamos (4.106) con respecto a la

variable z*, tomando en cuenta las expresiones (4.103) v (4.104), de lo anterior se obtiene
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- 5 [@ d* 1 75 [T Pk, (d°T* .
1@z L0 Ty p (L) D TPy () (4.110
z* 8V 2 T\dz*p l6vV2 pt dz*=

Para reducir al maximo la ecuacién (4.110). nos fijamos en la ecuacion (4.107), observamos
que al realizar la integracion de esta ecuacion la temperatura tiene una dependencia lineal
con la posicién, de hecho es la misma que aparece en la ecuacion (4.76), en donde lox

coeficientes de transporte también se tomaron constantes

1
TH(z") = T"(+1) 5 (z"F1).
f.
Podemos ver que efectivamente la temperatura es proporcional a la posicion. este re-

sultado junto con el hecho de que la temperatura v la densidad estan relacionadas por

T* = £ provoca que la ecuacién (4.110) sea igual a cero.
p N o

La ecuacion para la velocidad se obtiene de la ecuacion (4.108) v que escribimos como

2, B p (4111,
V2 g T o

que nos da el perfil de velocidad usual (4.8).

En esta aproximacién, vemos que cuando los coeficientes de transporte son constantes al
igual que la presién, obtenemos el perfil de velocidad usual. Aunque en la ecuacion (4.111:
se toman en cuenta las caracteristicas de la pared a través de P,.. bajo estas condiciones
creemos que es mejor abordar el problema flujo Couette en el régimen de Navier-Stokes

con las condiciones de frontera de pegado.

4.5.1 Coeficientes de deslizamiento

El coeficiente del salto de temperatura. para esta aproximacion es el mismo que en el
caso anterior. Lo mismo sucede con el coeficiente de deslizamiento, pues éste, es el mismo
que aquel que se obtuvo en el caso cuando la presién era constante v los coeficientes de

transporte funciones de la posicién.
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4.6 Discusion

Los valores de frontera que calculamos para el flujo de calor v del tensor de esfuerzos
simétrico sin traza, son considerados como pequenas correcciones a las condiciones de
frontera de pegado que se emplean en la regién de Navier-Stokes. A través de estos valores
en la frontera, calculamos la expresion de la velocidad de deslizamiento para el problema
[lujo Couette. Como pudimos observar. esta cantidad depende de manera directa de las
propledades de la frontera, lo que nos parece favorable, aun y cuando el modelo de las
fronteras sea el mas simple. Ademas, la velocidad de deslizamiento depende también del
salto de temperatura, lo que nos lleva a concluir que si no hay salto de temperatura tam-
poco habra una velocidad de deslizamiento.

Fiste resultado debe ser comparado con aquellos que se hallan reportado va en la lite-
ratura, desafortunadamente no hemos podido realizar esta tarea debido a que no hemos
ernicontrado una expresion para la velocidad de deslizamiento contra la que se pueda com-
parar. De hecho, lo que normalmente se reporta son las distancias de deslizamiento Jr v
<oy en lugar de la velocidad de deslizamiento y el salto de temperatura.

Debido a que las expresiones de () y de P°, fueron calculadas independientemente de la
forma de los coeficientes de transporte, vemos que los valores de frontera son cantidades
constantes. lo que permite encontrar de manera directa las expresiones de la velocidad de
deslizamiento v del flujo de calor normal a la superficie, entre otras cantidades. De liecho,
estas cantidades son validas para todas las variantes que se hicieron acerca de la presion

v de los coeficientes de transporte.

Hemos calculado el perfil de velocidad del flujo Couette, tomando distintas situaciones
de los coeficientes de transporte y la presion, para observar la respuesta del flujo al estar
en presencia de una frontera. Lo anterior se realizé a través de las ecuaciones de Grad.
en la aproximacion de trece momentos, mismas que fueron linealizadas alrededor de un
estado estacionario inhomogeneo. De acuerdo con los resultados que se obtuvieron en este
capitulo, vemos que el perfil de velocidad del flujo Couette se ve modificado con respecto
a su comportamiento usual, cuando se toma en cuenta la capa de Knudsen.

Fn primer lugar abordamos el flujo Couette, considerando a los coeficientes de transporte

como funciones de la posicidn a través de la temperatura, al igual que la presion. Hallamos
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que el perfil de velocidad se ve modificado debido a la variacién de la temperatura con
la posicién, estos términos son de orden K;‘l, lo que hace que no estén presentes cuando
se trabaja en la regién de nimeros de Knudsen muy pequerios. Como resultado hallamos
que el perfil de velocidad muestra el efecto de deslizamiento en las cercanfas de la frontera.
En particular, encontramos que para grandes diferencias de temperatura y flujos lentos,
la velocidad depende del perfil de temperatura por lo que es necesario determinarlo
explicitamente. En cambio, la temperatura no depende de la velocidad, de hecho, sélo
depende de la relacién que guarda con los coeficiente de transporte v del flujo de calor
normal a la frontera. Al permitir que los coeficientes de transporte varien funcionalmernte
con la posicidn a través de la temperatura, estamos cousiderando que la diferencia de
temperaturas es importante en la capa de gas en la frontera; en otras palabras, estamos
tomando en cuenta el efecto de la capa de Knudsen en el gas, a través de la funcionalidad
de los coeficientes de transporte. Considerando que la friccion tome un papel importante
provocando que el flujo de calor en la direccion z esté presente v juegue un rol importante
en el movimiento del fluido que originalmente es provocado por las placas paralelas. Otra
situacion que revisamos, es el caso en que los coeficientes de transporte son constantes y la
presion una funcién de la posicion a través de la temperatura. En este caso en particular
hallamos un perfil de velocidad, en donde el defecto de la velocidad se ve menos pronun-
clado, en comparacién con el caso anterior. Por otro lado, para el perfil de temperatura.,
encontramos que esta cantidad toma en cuenta el efecto de la pared en menor grado que
en el primer caso.

Cuando los coeficientes de transporte v la presién se suponen constantes, hallamos que el

perfil de velocidad corresponde al usual.

Otro de los aspectos importantes en esta aproximacion, lo constituyen los tiempos de
relajacion, en particular observamos que el defecto de la velocidad aumenta en la medida
en que los tiempos de relajaciéon sean mayores. De ésto, podemos decir que cuando los
efectos de la friccién son prolongados, se provoca que el efecto de deslizamiento en la

velocidad sea mayor y se alcance a observar.

Por otro lado, resulta ser una sorpresa el hallar que el coeficiente del salto de tempe-

ratura ¢, sea una cantidad constante para todos y cada una de las opciones que hemos
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considerado. Aunque la expresion de la temperatura cambie v sea distinta para cada
una de las aproximaciones que hicimos, la razén entre la temperatura v su derivada con
respecto a z* resulté ser una constante, al parecer ni la presion ni los coeficientes de
transporte fueron relevantes para determinar su valor. Suponemos que esto se debe a
que la ecuacién del flujo de calor normal a la pared de la que obtuvimos el perfil de
tempertura esta muy simplificada, es decir, hemos dejado de lado términos que podrian
ser suceptibles a la variacion de la velocidad vy de los coeficientes de acomodacion. En
particular los términos dominates en nuestra aproximacién son aquellos que involucran el
flujo de calor, Q. en la temperatura v @), en la velocidad v que son precisamente los que
contienen la informacion del salto de temperatura v la velocidad de deslizamiento (ecs.
3.91,4.24 v 4.39). Por otra parte, el valor numérico del coeficiente de deslizamiento ¢, que
obtuvimos en todas y cada una de las aproximaciones fue distinto entre si, al parecer la
presion v los coeficientes de transporte influyen de manera directa v en mayvor medida en
el perfil de velocidad que en el de temperatura.

De acuerdo con los resultados que obtuvimos para el perfil de velocidad, vemos que nuestra
aproximacion explica de una forma razonablemente buena el origen de la deformacion en
el perfil de velocidad, arrojando también un perfil de temperatura parecido al que se
obtiene en el régimen de Navier-Stokes. Lo anterior se obtiene como resultado de manejar
términos en la ecuacion de la temperatura, que contribuven a la transferencia de la energia
térmica por conduccion. dejando de lado términos convectivos. Por otro lado, para los
coelicientes de deslizamiento, encontramos que estos dependen del flujo de calor normal a
la pared, por lo que es necesario calcular esta cantidad o contar con informacion adicional
de ella. Al comparar con resultados que se reportan en la literatura, vemos que en algunos
casos la variacion de la densidad es tomada en cuenta, v de los valores numéricos que se
reportan para estas cantidades no hay uno que sea el valor exacto o el mejor, debido a

que no hay forma de comprobarlo experimentalmente hasta ahora.
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Capitulo 5

Flujo Couette Generalizado

En este capitulo abordaremos el problema del flujo Couette plano donde el flujo se en-
cuentra expuesto a un gradiente de presiones constante y dirigido en la direccion del
movimiento macroscopico del fluido. Al flujo de un gas enrarecido que ocurre bajo es-
tas condiciones le llamaremos Hujo Couette generalizado. En particular, realizaremos el
calculo del perfil de velocidad v con el fin de comparar los resultados que obtenemos en
este capitulo con los usuales, revisaremos este mismo problema en el régimen de Navier-
Stokes, donde las condiciones de frontera usadas son las llamadas condiciones de frontera

de pegado.
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5.1 Aproximacion de Navier-Stokes

Para conseguir un flujo Couette, hemos visto que es necesario colocar un fluido entre dos
paredes planas e infinitas, que se encuentran en movimiento relativo con velocidad T i,
Iistas placas paralelas estan localizadas en z = + /L v ademas, se encuentran a una misma
temperatura.

Sial sistema anteriormente descrito, se le somete a la accién de un gradiente de presiones
externo % al problema que resulta se le conoce como flujo C'ouette generalizado [10. 68|,
donde el perfil de velocidad presentara variaciones cuando se le compara con el perfil de
velocidad donde el gradiente de presion es cero (mostrado en la seccién (4.1) del capitulo
anterior).

Fl sistema descrito anteriormente. se encuentra en un estado estacionario v es caracteriza-
do por la presion p v los coeficientes de transporte que se consideran constantes. que como
hemos senalado anteriromente, no es correcto cuando se trabaja con la teoria cinética.
Las ecuaciones de movimiento para las variables relevantes, en la aproximacion de Navier-

Stokes son [10)]

gz % g

ox oz
. . - 0 )
(‘)“'OI d”‘OI dpm O Uy O U0 N
P %or—— + Uz = ——+ 5| =t — 1. (5.2;
ar az ar r= (hz=

donde ‘5); es un gradiente de presiones externo, que afecta el movimiento del fluido que

esta contenido entre las dos placas paralelas e infinitas.
Tomando en cuenta la simetria que presenta el problema de flujo laminar, vemos que
las variables sélo dependen de la coordenada =, lo que nos permite escribir el conjunto de

ecuaciones anterior, como

te
—
>

g = U‘OI(

)

dx 7 dz?

Para hallar la velocidad del fluido se integra la ecuacién {5.4), de lo que se obtiene
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2 L?dp, z*
Uoe(2) = Uyw—

L 2y dz E

donde se ha usado la condicién frontera de pegado. En esta expresion se observa que

cuando el gradiente de presiones no esta presente, el perfil de velocidad se reduce al
resultado ya conocido (Eq. 4.8). Por otra parte, si las paredes se encuentran en reposo

1, - 0y la ecuacion se evalia en el centro del fluido : = 0. hallamos

L? [dp, -
wog(0) = —— [ — (5.6)
0=(0) 2n \ dx )
que es la velocidad méaxima.
Si definimos una presién adimensional
L% d
p=-—_2 (5.7)
2Ny dz
la ecuacién de la velocidad (5.5) se puede escribir de la siguiente forma
Uz (2) z 2° ,
_.(l‘””_(_/ SRR N P (5%
Uy L L~

De acuerdo con la ecuacién de arriba, cuando P = 0 se recobra el flujo Couette usual.
mientras que para P # 0, se presenta el caso en que el gradiente de presiones se suma o es
contrario al movimiento del fluido, que a su vez es provocado principalmente por efectos
de la viscosidad.

Para P > 0 (dp,/dz < 0), es decir para una presiéon decreciente en la direccién del
movimiento, la velocidad es positiva. En otras palabras, el gradiente de presiéon se suma
al movimiento inducido por la viscosidad. Por otra parte, para valores negativos de la
presién adimensional P < 0 (dp,/dz > 0), la velocidad del fluido se convierte en ne-
gativa. En este caso, sucede que el gradiente de presiones se opone al movimiento del
fluido que es inducido por la pared. Finalmente, mencionaremos que este tipo de flujo
Couette con un gradiente de presion, tiene alguna importancia en la teoria hidrodinamica
de lubricacion [68]. En la figura (5.1), se muestra el perfil de velocidad del flujo Couette
generalizado, en el caso en que el gradiente de presiones adimensional sea positivo 6 ne-

gativo.
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Ahora, queremos abordar el problema de flujo Couette generalizado. con las ecuaciones
de Grad en la aproximacion de trece momentos, tomando como valores de frontera, aque-
llos que hemos calculado en el capitulo 3 para el flujo de calor v tensor viscoso simeétrico

sin traza.

05 fu=

00 J=

05 fp=

-15 -10 05 0.0 05 10 15
Perfil de Velocidad

Figura 5.1: Perfil de velocidad del flujo Couette Generalizado. en la aproximacion de
Navier-Stokes

I'n particular. deseamos calcular el perfil de velocidad del fluido donde se observe el efecto
del gradiente de presiones. En las secciones siguientes calcularemos el perfil de velocidad
para el flujo Couette generalizado, a través de las ecuaciones de Grad en trece momentos,
para las situaciones en que los coeficientes de transporte son funciones de la posicion v

cuando éstos son constantes.
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5.2 n y A constantes, p = p,,RT., constante

La dindamica del problema flujo Couette generalizado se analiza a través de la aproxi-
macién de Grad en trece momentos, en estas ecuaciones tomamos a los coeficientes de
transporte constantes.

Las ecuaciones de movimiento para las variables relevantes v de las cuales partimos. siguen
siendo las escritas en el capitulo 2 (Ecs. 2.126). Estas ecuaciones se linealizan alrededor
de un estado estacionario inhomogéneo, que estd caracterizado por la presion pg(z) v la

temperatura To(z). Las desviaciones de estas cantidades las escribimos como

T =Ty +Ty. (5.9a)

p=potpL (5.99)
donde Ty v pg son los términos dominantes que describen el estado estacionario inhomo-
geneo del sistema.

Después de despreciar las desviaciones de las variables Ty, pp, se escriben las ecuaciones

de Grad en trece momentos como

po(V'uo) = 0. (5.10)
dp, .
—Vpo—dL~V pe 7 F ~ 0 (5.11)
X
V- q +po(V LIQ) = (), (.)12)
5 . 5 P° 1 -
=(VRTy) - P° + —-po(VRTo) + po { V- —| = ——q, (5.13)
2 2 £0 Tq
4 X I )
2p0(Vu)” + =(Vq)" = ——P". (5.14)
3] Tp

Las ecuaciones (5.10)-(5.14) son las misma que aparecen en la seccion (4.2) del capitulo
anterior (ecs. 4.13-4.17), con la diferencia de que en las ecuaciones que escribimos en este
capitulo aparece un término extra, < g& , que es un gradiente de presiones externo.

Por otra parte los tiempos de relajacién no se ven afectados debido a la presencia del gra-

diente de presion, ya que no hay relacién entre ellos, como se puede ver en las ecuaciones

(5.13) y (5.14).
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En este caso particular, queremos calcular el perfil de velocidad con condiciones de
frontera de pegado, para mostrar que la solucion que se obtiene via Navier-Stokes, también
se puede hallar a través de las ecuaciones de Grad, por esta razon suponemos que la
presion, la densidad v la temperatura son constantes al igual que los coeficientes de trans-

porte.

Por otra parte. tomando en cuenta las condiciones de simetria que presenta el problema
laminar, tenemos que las variables dependen sélo de la coordenada normal a la frontera =,
asi que, el flujo se convierte en un problema de dos dimensiones (r.z). Reescribimos las
ecuaciones de arriba para un potencial de esfera dura, usando las variables adimensionales

que escribimos en el capitulo 3 (seccion 3.7}

dP.. L {dp®
P L (d22) (5.15)
dz* L, \dz*
1*
wo (5.16)
Eo_ (5.17)
dz*
F* .0 (5.1%)
15 /7 AP,
22k Q.. 5.19)
V2 ) dz* le (5.19)
0 = Q- (5.20)
5K, [Tdve K, MdQ.
- T Lyy (L L 5.21)
4 \/;,:" 2 \/2 dz* o (
Piog = Pzz = Pyy = Py = 0, (5.22)

donde = = L, z* siendo L, una distancia caracterfstica en la direccion z, ésta nos da infor-
macién del alcance del gradiente de presion externo que se aplica al flujo. De esta manera
en la ecuacion (5.15) observamos que cuando la distancia de separacién entre los planos
paralelos es mucho mayor que el rango de influencia del gradiente de presiones externo,

entonces el efecto de este 1ltimo sobre el flujo serd menor que en el caso contrario. Por

L

57 €s el nimero de Knudsen y [ es la trayectoria libre

otra parte, recordamos que K, =

media para esfera dura.

Para hallar la ecuacion que satisface la velocidad para este sistema, debemos derivar
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o *

la ecuacion (5.19) con respecto a la variable z* y posteriormente sustituir la expresion
resultante en la ecuacién (5.21). Hacemos notar, que la derivada de P,, con respecto a
2* es una constante, por lo que @, también es una constante. lo anterior provoca que el
segundo término de la ecuacion (5.21) se anule. Tomando en cuenta lo anterior escribimos

la ecuacién para la velocidad como

5 . dvy
5 Ty
24 dz*

en la ecuacion (5.23), observamos que la componente (zz) del tensor de presiones simétrico

= —P,., (5.23)

sin traza es una funcion de la posicién z*. por lo que debemos resolver la ecuacion (5.15)

para P,

APz, L [dp;

dz L, \dz*
Recordemos que en este caso en particular el gradiente de presiones en la direccién del
movimiento del fluido es constate, asi que al integrar la ecuacién (5.15) tenemos
*
L [dp;

Pzz - - = ) (5.24
L, \dx* ta - 24]

donde a es una constante. Esta expresion la sustituimos en la ecuacion (5.23)

-

TH . dvy, L [dp}

——K, = — > —a. (5.25)
24 dz* L, \dz*
Después de integrar en la variable z*, hallamos
T 5 L (dp: 2t
——Kavo(z%) = — z —z%a + b, 5.26
Vgl =\ ) 7 (5.26)

donde b es otra constante. Posteriormente se evalia la ecuacién (5.26) en :* £+ 1, para
hallar las constantes. Después de realizar lo anterior y de sustituir las expresiones de a v

b, hallamos

P R D P el
va(3T) = ve ()T o

(5.27)

221 L [dp} (-2 1)

donde v,(+1) es la velocidad del fluido evaluada en las fronteras y de acuerdo con las
condiciones de frontera de pegado es igual a v,. Observamos que el perfil de velocidad

es el mismo que se obtuvo mediante el esquema de Navier-Stokes. No es extrano obtener
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este resultado va que si el campo de temperatura es una coustante. entonces no hay razon

para esperar un salto de temperatura y tampoco la existencia de la capa de Knudsen.

Hemos vistd que de las ecuaciones de Grad podemos obtener resultados tipicos del
régimen de la hidrodindmica clasica. Por otra parte, para tomar en cuenta las propiedades
de las fronteras en el perfil de velocidad del fluido, podemos usar las ecuaciones de Grad,
pero ahora dejando que la presion varie con la posicion al igual que los coeficientes de

fransporte.
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5.3 A, ny p funciones de la posicién

En esta seccidn, queremos abordar el problema flujo Couette generalizado en el caso
particular en que la presion y los coeficientes de transporte sean funciones de la posicion
a través de la temperatura. En particular empleamos las expresiones de los coeficientes
de transporte para un potencial de esfera dura.

Suponemos que el flujo Couette generalizado se encuentra en un estado estaclonario.
mismo que es caracterizado por una presion pg(z*) v temperatura Ty(z*) no homogéneas.
En el problema flujo Couette generalizado, por simplicidad suponemos que las superficies
frontera tienen una temperatura 7y, y se encuentran en movimiento relativo con velocidad
+u,i. Estas placas paralelas se localizan en :* == £ L v estan caracterizadas por los mismos

coeficientes de acomodacioén « y 6

o Z
|
U, — W
(,0)
Z=L
< = X
Z=-L
i (o9}
—-=u Tw

w

Figura 5.2: Flujo Couette generalizado en la aproximacion de Grad

Escribimos las ecuaciones de Grad en trece momentos, de acuerdo con la simetria que
presenta el problema, es decir las variables sélo dependen de z*. Ademas, éstas se escriben

de forma adimensional de acuerdo con las definiciones que usamos en el capitulo 3 (seccion

3.7).

APy L dp;

= 0 5.28)
ot L,dx* ' (5
g (5.29)
dz*
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iQ.

1 — 0. (5.30)
dz*
15 F‘ 75 [T PeK,dT* ,
~/T* py__ Lo = (), 5.31)
e VT der g oIt

r)A //T dT*
n T+ = (. (5.3
\/ 2 dz* s e

L6
SR, [T . K, oL dQ, .
) / \/T*’Z‘ — V/l - ! dr P... (5.33)
V 2 dz* 2V 2T d:
7)‘ 7) . = sz o ,Pyz = 0‘ (’)34)

donde z = z*L, z = x*L,, K, = —,% es el nimero de Knudsen.

Para obtener la ecuacidén para la velocidad del fluido. primero se deriva la ecuacion

(H.31)
(ZCJI _ 15\/jhn\/T_* dgpiz \/ ,ID1~K7L (i [‘: _1—3 //L [\l dT* (lp;rl
o V2 =2 6V 2 v \a==) eV 2 T \d=r )\ de

T F K, (AP (AT TS (7 Pek, (AT :
6V 2y \dzr J\der ) 32V 2 T2 \ e

Por otra parte, en la ecuacion (5.28) estamos suponiendo que el gradiente de presiones es

—
ot
-
A

constante, esto nos permite reducir la ecuacion anterior a la expresion

i, \/‘pT,A g2 |75 [TPeK, : i dT*\ L (dp;,
d=r eV 2 e \d=2 ) TV T2 a6 ¢r dz* | L, \da* )

(5.36]

Posteriormente se sustituye en la ecuacién (5.33) v de esta forma obtenemos la ecuacion

para la velocidad del fluido

kv _p [T K? d’lT: B [\ AT\ "
1 dz* 64 T\ dz2 ) 128 T2\ dz"
< dT* i d *
907 K2 L (dps) (5.37)
64 T \(dz* ] L, \ dx*

Observamos que cuando el gradiente de presion es nulo, entonces la ecuacion anterior se

reduce a la ecuacién (4.30).
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A través de una integracién directa, se obtiene la solucién para la velocidad

9 .
ve(2") = ve(£l) + é\/z:—l—[lg(z*) — L) Tz = TL(2") + [T Lo(z") =TT (2"

5Va K,
+[\/'{2(:*) _ [‘/1(:*>]‘ (0 S :* S 1: _1 S ;’* S O) (5«§8\)
donde
z*,1 P..
I1o(z") = = dz", (5.39)
1’2( ) —1,z* \/T*
=0 757 K2P,. (d*T*
S*) = — n’ zz ~ |dz", 2.40:
[T 2(z7) /_1,3‘ 64 et <d:*“> :
=L Thr K2P,. (dT"\°
. s dst 5.41)
ITIo(2%) ]CLZ‘IQS T+3 <d:* :
=1 90r K2 L dph (dT" 5.4
7 :* - — T = dZ*, ( 42
IVyo(z7) /l,z‘ 64 \/T;L_,Edaﬁ(d:*) o

En la ecuacién (5.38) se toman en cuenta las inhomogeneidades de la temperatura y el
gradiente de presion externo.

Por otra parte, el tensor de presiones P,. se obtiene al integrar la ecuacion (5.23),

L {dp:
Pro=—— (L)1) 4Pl (0 <1i=1<27<0) (5.43)
L, \dz* K

La expresion para el tensor de esfuerzos simétrico sin traza P, en la frontera es la misma
de la ecuacién (4.35), ésta no cambia debido a que el gradiente de presiones no influye en

el modelo de fronteras

2®v, — vyl T @2[VT =Vl | Tw [ve — vw](“) o
pro— 22 T Vel s BV T Vel fw oy e T el 5.44)
IM T ( — %;2) * Tw VQ?T( — f—;) Ts 5 (

Finalmente, para observar el comportamiento cualitativo del perfil de velocidad debemos

determinar el campo de temperatura. Para obtener esta cantidad se integra la ecuacién

(5.32)

1 3
T (2*) = [T*%(:{:I) F g:(f F 1)] V 0<z2z"<1;-1<2"<0) (5.45)

Vemos que esta expresién para el campo de temperatura coincide con la ecuacién (4.42).

cuando el gradiente de presién no esta presente.
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Observamos ue en nuestro modelo, el gradiente de presiones no afecta al perfil de tem-
peratura, de hecho sélo afecta a la velocidad. Después de hallar la expresion para la
temperatura, calculamos las integrales (5.39-5.42).

Fu la figura (5.3), se observa el comportamiento cualitativo del perfil de velocidad del
flujo Clouette generalizado. En esta grafica se muestra el efecto del gradiente de presion
constante en el perfil de velocidad.

Hacemos notar que el perfil de velocidad que se encuentra en la figura (5.3}, es parecido al
de la ficura (5.1). La diferencia entre estas graficas se observa cerca de las fronteras. doude

tiene lugar una deformacion del perfil de velocidad debido al efecto de deslizamiento, en

: . : 2 /2 I, ap;
particular este efecto es mds notorio en el caso en que P = iVa Lo — ).

1.0

0.5

0.0

0.5

Perfil de Velocidad

Figura 5.3: Perfil de velocidad, los coeficientes de transporte son funciones de la posicion.
=08y K, =01

Hemos visto que la ecuacién para la velocidad que hallamos, se reduce al caso usual,
cuando la temperatura es una constante y el gradiente de presién externo esta ausente,
lo que nos permite decir que la aproximacion en la que estamos trabajando contiene los

resultados que se obtienen a nivel de Navier-Stokes.
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En este capitulo hemos calculado, el perfil de velocidad para el problema flujo Couette
generalizado a partir de las ecuaciones de Grad en la aproximacion en trece momentos.
encontramos que la velocidad se escribe en términos de los parametros que caracterizan
a la frontera. Este es un ejercicio interesante va que nos permitié observar que el perfil
de velocidad del flujo, contiene informacién de la superficie que lo delimita, obteniendo
nuestros resultados de forma analitica.

En particular, vimos que cuando la presion y los coeficientes de transporte son constantes.
se recupera la expresion de la velocidad en el régimen de Navier-Stokes. Esto nos sugiere
que la presion y los coeficientes de transporte juegan un papel importante en la dindmica
del problema flujo Couette Generalizado. Encontramos que el gradiente de presiones
externo modifica al perfil de velocidad a través del flujo de calor en la direccién x. Esta
ultima cantidad depende de manera directa de la presion p*, es decir, esta cantidad sufre

cambios si la presion es coustante o es una funcién de la posicion.
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Capitulo 6

Conclusiones y Perspectivas

Hemos visto que el estudio del flujo en un gas enrarecido, puede ser realizado a través
de ecuaciones parecidas a las de la aproximacion del continuo, tales como las ecuaciones
de los momentos de Grad. En particular estudiamos un flujo laminar incompresible en
donde se tomo en cuenta la influencia de la superficie frontera para numeros de Knudsen
1o fan pequenos, como normalmente sucede en el régimen de Navier-Stokes. Este estudio
esta basado en las ecuaciones de Grad en trece momentos, donde el flujo de calor v el
Lensor viscoso simétrico sin traza son considerados como variables relevantes. Por otra
parte. calculamos los valores de frontera de las variables fisicas, a través del modelo de
las paredes de Maxwell, en donde son tomadas en cuenta las caracteristicas de la pared,
por medio de los coeficientes de acomodacién. Las expresiones de los valores {rontera del
flujo de calor v del tensor simétrico sin traza que obtuvimos aqui, son una generalizacion

de las reportadas por Harold Grad en 1949.

(‘reemos que es posible obtener los valores de frontera para las variables fisicas con mayor
informacion acerca de la pared, en la medida en que el modelo de las fronteras sea cada
vez mas realista, involucrando elementos tales que modelen mejor las caracteristicas de la
superficie frontera. Aunque, claro esta, el calculo analitico sera cada vez mas complicado
de realizar, por lo que sera necesario apoyarse en técnicas computacionales, tales como:

la dindmica molecular, soluciones numéricas, método de Montecarlo (DSMC) o las apro-
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ximaciones Lattice Gas Automata (LGA) y Lattice Boltzmann Equation (LBE).

Un hecho interesante es que un modelo simple de la pared con la dindmica descrita por
las ecuaciones de Grad puede reproducir las caracteristicas principales de un problema
tradicionalmente cinético. En particular para el flujo Couette, calculamos una expresion

analitica para la velocidad de deslizamiento V), v de la componente normal del flujo de

calor ()., en términos del salto de temperatura Z“LT‘—T~ v de los coeficientes de acomodacién
S

¢ = %;i"—f%. Encontramos que estas cantidades estan relacionadas de manera directa |Ec.

(4.42)).

De acuerdo con la expresion para la velocidad de deslizamiento, vemos que si no hay un
salto de temperatura, entonces no habra una velocidad de deslizamiento; de esta mane-
ra el fluido se movera de acuerdo con la velocidad de la pared. Por otra parte, hemos
derivado el perfil de temperatura para un potencial de esfera dura; éste es parecido al que
se obtiene en el régimen de Navier-Stokes. Las diferencias se observan en la regién cerca
de las fronteras, donde el comportamiento de la temperatura que calculamos, depende de
las caracteristicas de la pared a través de los coeficientes de acomodacion. Ademas de lo
anterior, calculamos el perfil de velocidad tomando en cuenta el defecto de la velocidad.
para numeros de Knudsen cercanos a la unidad, y lo encontramos que el comportamiento
cualitativo de la velocid es el mismo que se ha reportado por otros autores [42, 33| . Todo
esto se ha calculado tomando a los coeficientes de transporte como funciones de la posicion
=*. Esta es una diferencia con el perfil de velocidad calculado en el articulo de Peralta-
Fabi y Zwanzig [42], donde los coeficientes de transporte son constantes y la influencia de
la pared hacia el interior del gas es substituida por un campo externo, manteniendo las

condiciones de frontera de pegado.

Para entender el porqué hemos tomado los coeficientes de transporte como funciones
de la posicién, debemos recordar que en las cercanias de una superficie frontera las col-
isiones entre las particulas del gas enrarecido y la pared son muy importantes; €stas
colisiones provocan que se forme una capa delgada de gas adyacente a la frontera. En el
interior de esta capa de gas, encontramos particulas con la temperatura y velocidad de

la pared y particulas que mantienen las caracteristicas del interior del gas. Como una
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consecuencia de lo anterior, los gradientes de temperatura y velocidad son muy grandes
v provoca que el llamado defecto de la velocidad esté presente. Debido a la presencia de
la capa de Knudsen, los efectos del calor producido por la viscosidad, son diferentes en
la frontera que en el interior de gas. Vemos que la viscosidad en el fluido es menor en
la pared que en el bulto. Esto es una consecuencia de que la temperatura del fluido sea
mayvor en medio del canal, que en la frontera. Por lo anterior, vemos que no es adecuado
usar los coeficientes de transporte como cantidades constantes, si es que se desea tomar
en cuenta el efecto de deslizamiento v en cambio hemos visto que es suficiente con tomar

a los coeficientes de transporte como funciones de la posicion.

Otra de las cosas que observamos, cuando calculamos el perfil de velocidad del flujo
(louette plano, es que al variar la presion en la direccion normal a la superficie, la com-
ponente en & del flujo de calor adquiere gran importancia va que la derivada con respecto
de la componente normal a la pared de esta cantidad, se superpone al movimiento provo-
cado por la pared v origina que el perfil de velocidad sufra una modificacién cerca de la
frontera. Dicho comportamiento lo interpretamos como el efecto de delizamiento que es
mas notorio en este caso que cuando la presion es constante.

Por otro lado. de manera directa calculamos la lamada distancia de deslizamiento. Obser-
vamos que los resultados numéricos que calculamos son parecidos a los mejores resultados
que se han reportado en la literatura, por lo que creemos que nuestro modelo de fronteras
aunque simple, arroja buenos resultados al comparar con aquellos trabajos en donde se
lian empleados métodos mas elaborados [4, 50|. Por supuesto, este modelo es suceptible

de mejorarse.

Por otro lado, también hemos calculado el perfil de velocidad para el problema flujo
(ouette Generalizado; en la solucidon que hallamos esta contenida la solucién normal.
Por otro lado, hemos observado que la condicién geométrica es importante cuando se
aborda un problema de flujo laminar, ésta ayuda a que los cdlculos de los valores frontera
de Q v P sean menos complicados. Si la geometria que presenta el problema de flujo
laminar que hemos abordado fuera otra, dizamos cilindrica, entonces habria cambios en
las expresiones de los valores frontera de las cantidades fisicas. Lo anterior lejos de sélo

complicarnos los calculos, nos permite realizar el estudio de la dinamica de un flujo lami-
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nar ahora con una simetria cilindrica. De hecho a este problema se le llama flujo Poiseuille.

Una de las perpectivas que consideramos es viable realizar, es el proponer un modelo mas
realista de las fronteras, tomando en cuenta la naturaleza de la frontera sobre todo si exis-
ten rugosidades en la misma. Por supuesto si trabajamos con superficies extremadamente
rugosas es necesario contemplar un fluide turbulento dado que la naturaleza rugosa de
la pared influira en el bulto. Para ello sera necesario tomar en cuenta los términos no
lineales de las ecuaciones de evolucion para las variables relevantes.

En particular el kernel de colisién propuesto por Carlo Cercignani [Ec. (3.23)] nos ofrece
un poco mas de detalle en cuanto a la naturaleza de la pared. Con este modelo del kernel.
podemos calcular la distancia de penetracién de las particulas que colisionan de manera
especular o difusiva con la pared. La idea seria superponer dos términos de este mismo
modelo. el primero de ellos que tome en cuenta las colisiones especulares v el segundo las
colisiones difusivas; ademas podemos anadir un término que tome en cuenta la fraccion

de particulas que logran atravesar la pared.

Para estudiar los efectos de la energia debida a los términos de conveccién en las ecuaciones
de Grad, debemos manejar las ecuaciones de forma completa, es decir manejar ecuaciones
no lineales. Un inconveniente es que los calculos analiticos se complican demasiado. asi
que una opcion es contar con algun modelo para la densidad o hacer suposiciones acerca
de la razon de corte, o recurrir a soluciones numéricas de las ecuaciones de evolucién para

las variables relevantes.
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Apéndice A

l'n este apéndice se muestran algunos desarrollos de las ecuaciones de Grad en trece mo-
mentos, estas ecuaciones son usadas para estudiar la dindmica del gas enrarecido en el
fHujo Couette plano. En particular se escriben las ecuaciones de Grad tomando en cuenta
las condiciones de simetria que presenta el flujo Couette plano y que ademas se encuentra

en estado estacionario.

A.1 La ecuacién para la masa

o

—nm + V - {ugnm) = 0, (a.1)
ot
la ecuacién (a.l) se desarrolla
po(V - ug) =0, (a.2)
Mgy Ou M,
P e (a:3)
ox oy dz

debido a que la velocidad del fluido sélo depende de la coordenada z. vemos que la ecuacion

(@.3) se satisface identicamente.

A.2 La ecuacién del momento

—Vpo -V -P 4 DF — 0, (a.4)
m
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para simplificar la ecuacién (a.4), debemos desarrollar cada uno de los términos de la

ecuacion por separado

oPr oP, oP . opr, oP OP.,\ - oP,, o0F,, 0P\ -
— 4+ L )i+ Yp By i+ [ —+ —=+ — | k+
< dz oy 0z ) ( dx dy 0z ! dx ay Jz

dpo~  Opg~  Ovg - N . - _
S L e N R S S ) (a5
Jz ay oz m

la ecuacién de arriba se reduce al introducir las condiciones de simetria
OP,,~n OP,,» OP..~ Opg- .
s Sl S g _Popg -y (a.6)

oz dz oz oz m
A.3 La ecuacién de la energia
=V -q+po(V-ug) =0, (0.7

de acuerdo con las condiciones de simetria, los términos que aparecen en la ecuacion

anterior se simplifican de la siguiente manera

a o 4. o1 on IR
N b e ) (.8
dx oy 0z ox ay dz
que se reduce a la expresion siguiente
o
_9 (a:9)
az

A.4 La ecuacion para el tensor viscoso simétrico sin
traza

La ecuacién para el tensor viscoso simétrico sin traza se escribe

4 1
2p0(Vuyp)® + g(Vq)o = —;—PO, (a.10)
' p

135



desarrollamos cada uno de los términos de la ecuacién (a.10)

Sugy,  uoy  Sug; aqu‘* B?LQ,:’ d;_Qz‘“ Jug, 0 0
()81' 882 daac H() z ad?/ (3?1 z 2 Jz N
Y o ) JUQx Uy o, U0y Uy Oy _ = U -
2p(Vu}™ - p Ay Ay Ay + dx Ay ] 3 0 o5 0
Jugy  uoy  Bug, Oug, Jug,  Jugg : 0 0 ()}Lo;
Jz Jz Oz or dy dz Oz
(a.11]
que se reduce a
0 ( Zuz
) Jz
20(Vug)” = p 0 0 O
e
Jz 0 0
(a.12)
despues de tomar en cuenta las condiciones de simetria. Luego escribimos el segundo
rérmino e la ecuacion (a.10)
9z J7y  Ogx 9 9= J4s 9q: 0 0
1 9 gz gz Jw gz Oy Oz ) bz
“(Vq)© - = 09 day dge | O3y Fay dmy | C | g du (a.13)
5t ! 5 Ay Jy dy oz Oy Oz 3 dz ' )
| 99 99y dg bg:  Og:  Ou Lo 0 %
Jz oz Oz Oz Oy 9z Jz

después de tomar en cuenta la simetria que presenta el problema de flujo laminar, tenemos

0 0 %
L 2 I
=(Vq) - 0 0 %}
’ P\ O 91y 40g
oz Oz 3 9z
(a.14)
A.5 La ecuacién del flujo de calor
5 5 5 , pY 1 e
=(VRTy) - P+ —po(VRTy) +po | V- — | = ——q, (a.15)
2 2 I Tq

escribimos de manera explicita cada uno de los términos que aparecen en la ecuacion

(.15), el primero de ellos es

136



p 8TO+P %+szgow

T Jr Yy g

B 5 : 3 T,
—Z‘(VRT())PO == gR P;‘gy%%Jr'Pyy?%Q‘Fsz_a}Qv
9Ty 9Ty ony
e Oz + Pl/ff Ay + P Jz \
(a. 16}
que se reduce a la expresién
- - PR
2 v ¢ 2 597‘ i
A_(VRY())P = =-R sz“ﬁl; ) ((1.11}
2 2 8%,
PZZ 82
el segundo término de la ecuacién (a.15) se escribe como
iPrx g _[_)1_1_ ipz::
8 po dy po dz po
v. P | et dhu, 9t
po po dz po dy ﬁo 9z po
PO O Pre y O Py | P
dr po 9y po T po
(a.1%)

la ecuacion (a.18) la escribimos en una forma simplificada, al tomar en cuenta las condi-

ciones de simetria que presenta el flujo Couette

9 pas

P 9z po
V- —=po| 2 | (a.19)

Po 9 paz

Az po

Finalmente, el tercer término de la ecuacion (a.15)

D b aTO E)TO dT() .
—po(VRTy) = =FPoR| —, —, — . 1. 20)
2p0( 0) 2 0 ( or Oy 9z ) (a

después de tomar en cuenta la simetria que presenta el problema flujo Couette, la ecuacion

(a.20) se escribe como

5 5 0Ty .
—po(VRTy) = =PyR 0,—1. 1.21)
2p0( O) 2 0 (O) )1 az > (U /
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Apéndice B

X1 proposito de este apéndice es el de mostrar a grandes rasgos, en que cousisten las
aproximaciones Fcuacion de Boltzmann reticular (Lattice Boltzmann Equation), v Au-
tomata de gas retrcular { Lattice Gas Automata). v mencionar como creemos que pueden

ser tomadas en cuenta las fronteras.

B.1 Ecuacion de Boltzmann reticular

[La ecuacion de Boltzmann discreta es un modelo matemaético de la teoria cinética de un
vas de particulas puntuales que sdlo pueden accesar a un nimero finito de velocidades. La
idea de discretizar el espacio de velocidades originalmente fue de Maxwell. sin embargo
fue Broadwell [69], quien aterrizd estas ideas proponiendo un modelo simple de un gas con
solo seis velocidades, con el mismo modulo y dirigidas a lo largo de direcciones negativas
v positivas de un sistema ortogonal cartesiano.

La motivacion original de una teoria cinética discreta, fue modelar un gas de particulas

lo suficientemente simple y proporcionar descripciones analiticas de patrones de flujo.

n la lamada Ecuacién de Boltzmann reticular o Lattice Boltzmann Equation (LBE) se
considera un conjunto discreto y finito de velocidades de particulas, (¢ € v,.i = 0,...b).
definido en una red de Bravais £ con dimension D. Esta red counsiste de igual celdas
clibicas cada una ocupando un dominio espacial D(z) con volumen AV (= AIP). Las
particulas sélo pueden saltar de una celda centrada en x a una de las b-celdas vecinas (es
decir, x + v;At) durante un intervalo de tiempo At (=1 por conveniencia). En principio

uno reemplaza la funcién de distribucion de una particula f(x.c.t) por una poblacién de
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estado N;(x,t) = fi(x,t)AV. Fisicamente N(x,t) es es el nimero total de particulas con
velocidad v; ocupando una celda de la red en x y al tiempo t. Su dinamica es usualmente

descrita por una ecuacién diferencial cinética, llamada Lattice-Boltzmann Fquation

Ni(x + ;A t+ AF) = N (x, 1)

donde Ni/(x, t) = Ni(x,t) + Qi(x, t) es la poblacion de estado post-colisional, y 2;(x. 1)
es conocida como el término de colisién que comunmente toma la forma de la llamada
ecuacién BGK con un tiempo de relajacién r. En general todas las relaciones v defini-
ciones hidrodinamicas son las mismas como en un sistema continuo excepto por el rem-
plazamiento de [ dv por una sumatoria ) ;.

Cuando no hay fronteras, el espacio configuracional entero puede modelarse totalmente
por celdas cubicas como sucede en una la red de Bravais donde todas las celdas cibicas son
idénticas. En el caso en que este presente una superficie frontera (ver figura la), se puede
recurrir al modelo mas simple de celdas regulares que es la cuadrada v modelar de manera
adecuada la frontera. En particular las celdas que se encuentran en las proximidades de
una frontera, se les llama celdas de superficie y pueden ser construidas a partir de celdas
cubicas regulares, esto se logra al cortar parte de sus volumenes con las superficies fisicas.
De esta manera se eliminan las fracciones de las celdas cibicas originales que han caido

detras de cualquier superficie sélida, creando asi una celda con una forma distinta.

4
— /’! P4
T 7
s oo
4 |// /
] “~ 1 /
R % 7
/’_ L N T
o
/ <\\ : I_)\/‘//
. el dndiady
// N ! //
/ —t
R AL N
Figura b.la: Figura b.1b:
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Estas celdas superficiales que resultan pueden tener en principio distintos volumenes
AV(z) < AV; , debido a que las celdas pueden ser seccionadas o cortadas en diferentes
formas segun la forma de la superficie. En este modelo se supone que las caras de las

celdas resultantes son tangenciales a la superficie sélida (ver figura 1b) .

U1t camino que se puede seguir para tomar en cuenta las fronteras, es modificar la ecuacion

de Boltzmann [26]

Nz — 2+ AL E+HAL) = Pr — v+ i AON (r 8) + Qulr + v, A 1),

donde P(x — x +uv;Af t +At) que es determinado por la geometria. representa la fraccion
de las particulas que son enviadas de la celda en x a la celda en x + v, At

De forma explicita

P(x — x +uvAt 1 +At) = 1 — P7(x)

donde P’(x) es la fracciéon de las particulas que chocarian con cualquier superficie sélida
v Qi(x + v;At, t) representa la contribucidn de las colisiones por parte de todas las super-

{icies en la celda que se encuentra en x + v;Af.

F'n particular, una superficie que presenta una curvatura se puede aproximar por medio
de una serie de secciones planas. La superficie que resulta tiene una forma poligonal que
consiste de un conjunto de secciones planas, (S® : ¢ = 1, ... q,,). donde cada una de
ellas es tangencial a la superficie original. Cada cara tiene su normal superficial inica n®

{[n®¥| == 1) senialando hacia el lado del dominio del fluido y drea A°.

Si 7 (t) es el nimero total de particulas continuamente emitidas (reflejadas) durante
At de las caras S® con velocidad v;, entonces esas particulas deben ocupar uniformemente
el mismo dominio del espacio.

Il total de las particulas incidentes del dominio del fluido (i.e. de las celdas) en las

secciones planas o lados S® con velocidad v; es dado por

%t = Z PEX)N;(x, ).
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El algoritmo de la superficie B® en una cara o lado plano de la nueva celda S, se interpreta

como un mapeo que convierte las particulas incidentes en unas emergentes

B®  {T™*(t):Yu; - n® < 0} — {F?M'a(z‘,):vu?; n >0}
Por otra parte, de manera analoga a la aproximacién del continuo, los flujos asociados

con la hidrodinamica fundamental son definidos como

e 1 out, o in,o
Jm(t) = oAt DR S S (I W S ()
‘ t,v;n>0 i,v;n<0
1 U2 ot V7o
o (t) = —— 7 () — =7t
]m( > A*AL i.vZn:>() 2 ' ( > itv-Xn:(;O 2 ' ( )
1 [ i,
J?n(ﬂ = AQ—N Z UZ‘F?M" (f> — Z L‘L'r,i ' (f)
‘ " | iv;n>0 ;<0

Que son las versiones discretas en la velocidad, de la perdida o ganancia de la masa local,
energia v momento en el sistema debido a la presencia de una superficie sélida por unidad
de drea y de tiempo. Debido a que la masa total, el momento v la energia se conservan
en el fluido para una sistema LB, sus valores totales sélo pueden cambiar a traves de
flujos que atraviesan las fronteras. Por lo que necesario dar un modelo de la forma en que

interactuan las particulas con la pared.

Lo que sigue es introducir o incorporar la forma en que estan relacionados ['*“ y ", En
particular para colisiones especulares estas cantidades se escriben como
out,a in,o
C799(t) = T0%(t),  Yue - n® 20, v = —u;

que nos dice que las relaciones para el flujo de masa v momento se anulan para el caso en

que no hay intercambio de informacion.

Por otra parte, para tomar en cuenta los procesos de intercambio de momento con la su-
perficie frontera, se construye una distribucién en equilibrio de referencia para la seccion
plana S%, basada en propiedades hidrodinamicas usuales de su fluido circundante. Es-
tas propiedades pueden ser obtenidas de un conjunto completo de distribuciones de una

particula de las celdas en la vecindad inmediata

141



ft) = filza +nAL2,1), @ =0....b
En la literatura, observamos que se ha construido [26] la distribucion de particulas salientes
o reflejadas, basada en la aproximacion BGK

L) = £ + (1 - i) [F) = 297 (0] Yo o0 20

e, . . ., Ly . . N ’ .
donde f.7%(#) es una distribucién de equilibrio de las secciones planas v f&(t) estd asociada

con un flujo de estado incidente

HOES FQIL”(U/ | e -t <0

De acuerdo con la aproximacion BGK, la distribucion de flujo emergente (saliente) se

puede eseribir como

F?M‘Q(f) . "Villfz’(\!(f )/
= VRSN b ) = TR Yuon™ >0

i*

(Que se obtiene al tomar 7 = 1/2.

De esta manera cuando se modelan las condiciones de frontera para un espacio discreto,
vemos que la geometria de las fronteras es importante v que ésta se pude tomar en cuenta
en la ecuacion de Boltzmann discreta. Por otro lado a través del flujo de particulas
incidentes v emergentes podemos incorporar la informacion acerca de los distintos procesos
de intercambio que suceden en la frontera. Por lo anterior. vemos que el modelo de
fronteras que hemos manejado en este trabajo puede ser usado en LBE, expresandolo en

forma adecuada (discretizada).
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B.2 Automata de gas reticular

Ulam v Von Newman, motivados por el procesamiento de informacion de sistemas biologicos
complejos (no estudiaron tales sistemas), sugirieron un modelamiento abstracto de estos
problemas, empleando modelos de espacios completamente discretos, relacionando la idea
de espacios celulares. La idea fue hallar una estructura légica minimal y el desarrollo de
una dindmica lo suficientemente poderosa para simular sistemas complejos [25].

En esta aproximacion, se comenzoé por colocar una coleccion de maquinas de estado
finito y de valores binarios, donde el siguiente estado de cada maquina depende sélo de su
ambiente inmediato (vecinos inmediatos). En otras palabras, el estado de cada maquina
dependera sélo de los estados de las maquinas en alguna pequerna vecindad. Esto nos dice
(ue sélo consideramos una dindmica que es local.

Ell espacio natural en el cual se trabaja es una malla (Lattice), con maquinas de estado
finito elementales colocadas en los vértices. Vemos en la literatura [25] que para los
distintos tipos de mallas, es necesario establecer reglas para definir como las maquinas
interactian en un vecindad para hallar el estado de cada maquina.

La geometria de la malla es importante debido a que esta dependera de los requerimentos
que exijan nuestro problema en particular. Por ejemplo, la celda geométrica mas simple es
la cuadrada, sin embargo tiene la limitante de que no muestra la propiedad de isotropia.
es decir hay algunas direcciones que son proferenciadas, lo que se puede hacer es cambiar
la geometria de la celda a una triangular o hexagonal, segin las condiciones v propiedades
que presenta el problema que uno quiera abordar.

I'n general hay libetad de elegir la forma geométrica de la malla v establecer las reglas de
colisién convenientes, lo que se realiza es un algoritmo de la evolucién del sistema que se
repetira hasta un nimero de veces que es elegido también.

Finalmente diremos que los espacios celulares que han sido estudiados en afios recientes.
ahora son conocidos como automatas celulares.

EEn el caso particular en que se desee tomar en cuenta condiciones de frontera, entonces
debemos elegir una red adecuada a nuestro requerimentos. En este punto las reglas de
colisién juegan un papel fundamental, éstas se pueden implementar sin problema [25]. Los
detalles de como se realiza la implementacién, no los incluimos aqui, el lector interesado

puede hallar mas informacién con lujo de detalles en [25].
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Apéndice C

En este apéndice mostramos los simbolos que usamos en el desarrollo de este trabajo

v senalamos lo que representa cada uno de ellos

o p(r, t): densidad

e n(r, t): densidad numérica

e ug(r, /) velocidad hidrodindmica

e c: velocidad molecular

¢ C = ¢ — ugp: velocidad peculiar

e p(r, t): presion hidrostatica

e P(r.t): tensor de presiones

e P°(r, t): tensor viscoso simétrico sin traza
e P(r, t): tensor viscoso simétrico sin traza adimensional
o q(r.1): flujo de calor

e Q(r, t): flujo de calor adimensional

e H®(c): polinomios tensoriales de Hermite
o 6;;: delta de Kronecker
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% = (—% +ug - V: derivada material

X: coeficiente de conductividad térmica

n: coeficiente de viscosidad cortante

4 tiempo de relajamiento del flujo de calor
Tp: tiempo de relajamiento del tensor viscoso simétrico sin traza
i, j, k y N vectores unitarios

F: fuerza externa

K p: constante de Boltzmann

R: constante universal de los gases

T(r, t): temperatura cinética

T.: temperatura de la pared

E(r, t): representa la energia interna

0. didmetro de las particulas

[: trayectoria libre media

S)gfr): respresenta a las integrales de colision
[: tensor unitario.

S: tensor de tercer orden

Q: tensor de cuarto orden

al®): son los momentos de Grad

T, temperatura de la pared

f(o), fw: funciones de distribucién Maxwellianas

[F, G]: paréntesis de colisién



J{f. f): integral de colisién

[((/): operador integral linealizado en &

J,: coeficiente de deslizamiento

o coeficiente de salto de temperatura

R: kernel de dispersion

M ~: flujo de masa normal a la superficie frontera

b = %;g contiene a los coeficientes de acomodacion

Voo i;%: velocidad promedio del fluido

Vi \/—%—T velocidad de la pared

Vi, vy — vy, velocidad de deslizamiento

[Sf_T’“: salto de temperatura
K, = ,fl : numero de Knudsen

2L distancia de separacion entre las placas paralelas

7 funcién de distribucion de las particulas después de interactiar con la pared
f . funcién de distribucién de las particulas que inciden sobre la pared

(e, ) funcion escalon de Heaviside

K: es la constante de normalizacion

M = :-jf—: numero de Mach

Re — “;‘7[‘: nimero de Reynolds

(,f)(’): son funciones con las que se representa la desviacion del sistema con respecto

al estado de equilibrio local

<%): gradiente de presiones constante
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e u,: velocidad de referencia

e u,: velocidad del sonido
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