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Capít ulo 1 

Introducción 

El comportamiento  dini,mico  de los fluidos  tiene  gran  relevancia, no stilo porque SII 

conocimiento  tiene  aplicaciones  numerosas,  sino  también  debido a que  permite  entender 

aspectos  como  la  interacción  entre  partículas,  partículas-paredes,  etc. El estudio  de los 

fluidos  puede  realizarse a través  de  enfoques  diferentes,  dependiendo  de  las  características 

que  queramos  explorar, ,y en  ocasiones  resulta  útil  utilizar  aspectos  diferentes en forma 

complementaria. En este  trabajo  estamos  interesados  en el comportamiento  de los gases 

enrarecidos y en la  forma  en  que  interactúan con paredes  sólidas. 

.Ihora  bien.  para 1111 gas  diluido  sabemos  que  la  trayectoria  libre  media  es  inversameute 

proporciorlal a la densidad.  Si  se  presenta el  caso  en  que la densidad  del  fluido  disminuve, 

entonces  podemos  esperar clue el recorrido  libre  medio de las partículas del gas  se incl-e- 

mente,  de  tal  forma que si esta  última  cantidad  es del  orden  de  la  dimensión  lineal  de 

las  fronteras  que lo contienen,  se  dice  que el fluido  es  un  gas  enrarecido.  Cuando el gas 

clue se  estudia  se  encuentra  en  este  régimen  de  densidad,  es  importante  considerar  tanto 

las colisiones  partícula-partícula  como  las  partícula-pared [ 1, 21. La contribución  de las 

colisiones  del gas  en las .paredes  no son despreciables y conducen a efectos  interesantes. 

A l  estudiar  la  dinámica,  de los gases  enrarecidos,  encontramos  diversos  problemas  de 

interés  tales  como:  la  t,ransferencia  de  energía  en colisiones moleculares, clinlirnica de 

aerosoles, flujos inducidos  por  evaporación y condensación.  el  c&lculo  de los perfiles de 

densidad y de velocidad  entre  otros [ I ,  3-71. 

En la dinámica  de  gases  enrarecidos  se  han  reconocido  varios  regímenes  de  interés. El 

criterio  para clasificar su estudio  involucra  la  introducción  de  un  parámetro  sencillo  que 
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.\1 rdgimerl en donde se  consideran  números  de  Knndsen  cercanos iz. l a  unidad se le conoce 

corno la región de transicibn.  Cuando se aborda el estudio  de la clinAmica de un gas en- 

ra,reciclo en  este  rkgimen. por lo general se plant,ea la ecuación de Boitzrnann  en su forma 

original o en  alguna de sus  aproxirnaciónes  (lineal. BCK ...,). y se obtiene la solución a la 

ecuación  cinética  ya  sea por medio  de  algún método: Chapman-Enskog, Grad, soluciones 
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numéricas o un  principio  variacional,  introduciendo  el  modelo  de  frontera a través  de la 

función  de  distribución [4, 5 ,  12. 14-19]. En  particular,  una  de  las  ecuaciones  más  usadas 

en  la literatura  es  el  modelo B G K  [ ‘ LO] ,  un ejemplo de  ello,  es la solución  de la ecuacicirl 

BGK  planteada  para  una  onda  de  choque [21]. 

Finalment.e,  en la región  de  números  de  Knudsen  mucho  mayores  que la unidad K, >> 1 ,  

tenemos lo que  se  conoce  como el régimen  de  flujo  libre o molecular  libre,  este  caso  límit,e 

corresponde a un enrarecimiento  muy  alto  en el gas,  donde la frecuencia  de  las  colisiones 

entre  partículas  es  tan  baja  que va no  tiene  efecto  sobre  la  €unción  de  distribución.  tal 

es el caso del flujo  alrededor  de  un  satélite  artificial  de  la  tierra  moviéndose  en  su  órbith 

[ 121. 

En este  límite,  las  únicas  colisiones  importantes son aquellas  que  se  dan  entre  el  gas ?; un 

ohstkculo.  Aquí  el  flujo  puede  ser  determinado  aún  para  geometrías  complicadas  usando 

técnicas  computacionales.,  que  están  limitadas  sólo  por  la  información  que  se  tenga  de  las 

características  de  la  interacción  gas-pared. 

En el cuadro  de  abajo  podemos ver esquemáticamente  las  regiones del flujo  de un gas 

enrarecido y el tipo  de  descripción  que  normalmente  se  realiza. 

Ecuación  de  Boltzmann Ec. de 
Boltzmann 

sin colisiones 

Ec. de Ecs.  de  conservación 
Navier-Stokes  que  no  forman un 

Euler coniunto  cerrado 

I I 1 I 

O 0.01 o. 1 1 10 100 

Ndmero de Knudsen 

Para  estudiar la diniimica  de un gas  enrarecido a través  de  técnicas  computacionales. 

en la literatura  hallamos  métodos  tales  como  la Dincimica Molecular [22], el método de 

Simulación  Directa  de  Monte  Carlo  (DSMC,  siglas  en  inglés) [23, 241 y  las  aproximaciones 

Automata  de  gas  reticular  (Lattice  Gas  Automata,  LGA) [25] y Ecuación  de  Boltzmann 
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rct,icular  (Lattice  Boltzmann  Equation, L R E )  1261. La primera  (le estas tkcnicas consiste 

m t i  seguimient,o  de  las  trayectorias de un gran n6mero de p¿t.rtíc&ts (le forma sirnult&nea, 

~lcntro  de  una regi6n  del  espacio  simulado.  donde encont,ramos que las colisiones ocurre11 

('II cualquier  t,iempo  del  espacio  entre  cualquier  par de partículas del  sist,ema.  En  esencia, 

requiere (le  los procedimientos  probabilísticos para elegir el es:taclo inicial  del  sistema, 

1 m - o  el procedimiento  subsecuente  es  deterrninista. 

I d a  seguuda técnica. es similar a la dintimica  molecular  en  cuant'o a clue un zran nlímero (le 

partíclllas  simuladas, se siguen de manera  simult,&nea. La diferencia  esericial est,á en que 

las colisiones  intermoleculares son tratadas con una  base  probabilística. miis que cletermi- 

uista. Este método  fue  aplicado por primera vez por Bird.  para el problema de relajaci6n 

I r.;tuslacioual en 1111 %as homog4neo (271. 

I':II principio, se puede realizar el estudio  de la dinimica del gas enrxeciclo  mediante 

t dcnicas de  simulacih  en todo el rango de nilmeros  de  Knudsen.  incluyendo el  régimen 

tiel cotlt,inuo;  donde como hemos visto, el anilisis se realiza nlediant-,e las  ecuariones  de 

Stt\-ier-St okes. Finalrrleute clil-emos que los mktoclos de simulacicin han  sido usados prin- 

c,ipalrnent,e en el r6girnen de  transición. 

.iccl-c.a de LBE. diremos que es una aproximaci6n que se  usa  en  problemas de dinAmica 

( 1 ~  llllitlos q11e consist,e  en  modelar  de  manera  discreta un fluido. Fh &a. l t t  dinimica 

(!a Iwldrnente clescrit,a por una ecwaci6u difereucial c-inCtica. referida con10 l a  Lat,tice- 

l h l t  zmarln Equation y que se plantea de forma discreta o discrctizatla. Por otro lado, l a  

nptricibn  de LG-4 fue  motivada  por la idea de realizar  modelos  completamente  discretos 

( 1 ~  5ist.erna.s biolcigicos, relacionando la idea  de  espacios  celulares. La idea es  hallar  una 

(.st ruc tu ra  16gica minimal y desarrollar  una  dinimica  computacional lo suficientemerlte 

poderosa para  simular  sistema comple,jos. Este espacio  simulado que se llama  espacio 

c~ \ l~ l l a r ,  consiste  de  mallas  que  pueden ser t,riangulares:  cuadradas.  etk., con las que se 

p . r ~ , f a  la evolución de celulas.  En  particular se proponen las reglas (le c~)lisidn  para los 

tlist,intos tipos de  mallas. 

Por  liltimo  mencionaremos  que  estos  métodos han sido de utilidad a 1  abordar  problemas 

(le tliniimica de fluidos [26! 28, 291. 

1311 la literatura  podemos  observar  que los  primeros  trabajos  acerca  de la din6mica 

de g:ases enrarecidos fL1eron realizados a través de la teoría  cinética [S]!  en  donde la 



ecuación de  Boltzmann  ha  sido  muy  importante.  En  particular.  cuando se abordan  pro- 

blemas  de  frontera y/o condiciones  iniciales, a menudo  se  parte  de la ecuación  cinética 

de  Boltzmann  completa. l.ineal o de la aproximación BGK. modelando  las  fronteras  por 

medio  de  una  función  de  distribución  de  una  partícula.  Estas  ecuaciones  se  resuelven 

de maneras  diversas ya sea  por  algún  método  de  momentos,  soluciones  numéricas,  et>c. 

[ 3 ,  7, 12, 14, 15, 17: 30, 311. l in  ejemplo  de ello  es el trabajo de Sharipov (321. donde 

calculó  relaciones de  reciprocidad  de  Onsager  para  un  gas  simple ('o11 enrarecimiento ar- 

bitrario  y  fuera  de  equilibrio!  planteando la ecuación  cinética  de  Boltzmltm  linealizada 

como la ecuación  de  evolución  de  las  partículas.  La  solución  de la ecllacitin cinética la 

oht IIVO mediante un método  variacional.  donde  se  desarrolla una funcitin (le distrih~lc<itin 

alrededor  de la €unción  LIaxwelliana  en  equilibrio  total.  suponiendo  que ltas fronteras e s t h  

en  equilibrio  local,  y  se  modelan  las  paredes a través  de  una funcicin de  distribución,  que 

torna e11 cuenta  las  procesos  de  intercambio  de  momento.  energía y partículas con los 

alrededores.  por  medio  de  algunos  coeficientes  de  acomodacitin. 

Por otra  parte, Lohofer [33] propuso u11 modelo  matem6tico  de las fronteras  donde  tienen 

ltlgar las  colisiones difusiv;as. especulares y el hecho de  que las  fronteras izbsorlxm partículkts 

dejando  esta  información  relevante  en el kernel  de  colisión. En si1 t,rabajo Loh6fer al)orcla 

el problema  para  una  mezcla  multicomponente con reacciones  químicas, ell la región de 

flujo de  deslizamiento.  En  su  modelo  involucra los  coeficientes de  acomodación  de  ener- 

gía,  momento,  de  conversión  (de una especie  en otra)  y del  coeficiente con el que se 

denota  el  que  algunas  partículas  atraviesan la pared.  Sin  embargo, no muestra ccinlo 

debe  normalizarse el  kernel de colisión que  usa,  tampoco cómo está  definida la fraccitilt 

de  partículas  que  logran  atravesar la pared. Esto último  no  permite ver la fracción de 

partículas  que  emerge,  ya  sea  en  forma  especular o difusiva. 121 respecto,  Cercignani [41 

manifiesta  que  el  kernel  de colisión  sólo se  puede  normalizar a la unidad si las paredes 

reflejan a todas  las  partículas  sin  haber  reacciones  químicas, así que en  general el  kernel 

de colisión debe  estar  normalizado con el parámetro  que  denote  la  probabilidad  de  que 

cierta  fracción  de  partículas  regrese  al  fluido  después  de  chocar con la  pared. De allí  que 

sea importante el presentar la normalización  del  kernel  de  colisión. 



En este  trabajo  estamos  interesados en realizar  un  estudio  del  gas  enrarecido  en  la 

1-egitin (le deslizamiento,  donde los diferentes  procesos  que  lienen  lugar et1 las  fronteras, 

como l o  son  el  intercambio  de  momento y energía  que  ocurre  cntre el  fluido v l a  pared 

sc)n importantes.  Sahemos  por  hlaxwell [81 que en el caso general,  la  temperat,ura y 

velocidad  del  gas que se encuentra en la pared, 110 son iguales que aclnellas que  carac- 

t,crizarl a la frontera  misma. C’uando se t..orna en  cuenta la 11at uraleza (le las colisiones 

eutre  las  partículas  de  un  gas  enrarecido y la superficie  frontera, i-ernos que se  forma  una 

capa  delgada  de gas adyacente a la pared,  en el interior de esta capa d e  gas encontramos 

pitrtículas clue han  sido  reemitidas  hacia el bulto con la temperat,1lrn y velocitiad c l t  l a  

p;Lred, así conlo también  partículas  que vienen del interior del xas o que l ~ a u  regresado de 

la. pared sin  intercambio  de irlfornlaciórl más clue el cambio  (le la direc~cii,n t l e  l a  velocidad. 

(’onlo lm resultado tie lo anterior,  macrosc~pican?erlte se  obt8iene 1111 salto  de  t,emperatura 

y una velocidad  relativa  cerca de la pared>  ambas  conteniendo las pro1)iedades (le la fron- 

t,pra j 4 ,  :M]. Es importante  mencionar clue las  interacciones  entre las partículas de¡ gas 

J~ la pared.  llegan a ser  import,ant,es stilo e11 c.1 caso en cllle el gas s e a  l o  s;l1ficiPntemente 

ollrtwxido y entonces el tratanlientx 1liclrodin;imico c1;isico 110 es i ~ c l e r ~ ~ d o .  

Para nosotros,  resulta  de  gran  interés  estudiar los efectos  de la pared  en el flujo laminar 

( I C  1111 gas enrarecido.  t,omantlo como punto  de  partida la teoría cinética.  En  particular. 

s c  tleseu modelar el kernel de colisión que cont,enga la illforrnacitill arerca de la rntmera 

PII que interactúian  las  partículas y la superficie  frontera. La idea es proponer un modelo 

simple d e l  kernel de colisicin en  términos de algunos de los coeficientes de acomodación 

cwrlsiderarltlo una  frontera en movimiento  donde es permitido el intercambio de momento. 

wergía y mol4culas  con  los  alrededores. De esta  manera  estaremos en  posicitin de calcular 

los valores  front.era de las variables  relevantes,  tomando  en  cuenta la rlaturaleza  de  las 

iuteracciones  que  tienen  lugar  entre  las  particlilas y la  superficie  frontera.  Post,eriormente 

it partir de estos  valores, se calcula  una  expresión  para la velocidad  de  deslizamiento,  esta 

cmt;idad es de  suma  importancia  debido a que  depende  fuertemente  de la, naturaleza  de 

la pared. 

I:na vez que tenemos  el  modelo  de las paredes,  abordamos el problema  llamado flujo 

C’ouette. Este  problema  que es el más simple  de los  flujos  laminares, 110s permite  estudiar 



el comportamiento  de  un  fluido en  presencia  de  una  superficie  frontera. 

Bdsicamente el flujo  Couette,  se  obtiene al poner  un gas enrarecido  entre  dos  planos 

paralelos  infinitos  que est,án  en movimiento  relativo con una  velocidad  constante uw, in- 

duciendo  un  flujo  en el fluido  a lo largo  de  la  dirección  de  la  velocidad  de  las  paredes. 

Ambas  superficies  son  planas y estdn  separadas  por  una  distancia  constante. y en general 

la temperatura  de  cada  placa  puede  ser  diferente. 

En relación al flujo Couette, varios  son  los trabajos  en  donde  se  ha  estudiado el Hujo 

laminar  para  números de  Knudsen  cercanos a la unidad.  En  algunos  de  estos  trabajos el 

andlisis  se  realiza  partiendo  de  una ecuacicin cinética,  que  se  resilelve a travds  de  diversos 

métodos  tales  como  método  de  soluciones  elementales [ 3 . i ] ,  método  variacional [4, :321 o 

mediante  algún  método 1:1umérico [36-38]. En otros  trabajos  el  estudio  se lleva a cabo a 

tjravés  del  método  de  Montecarlo [24, 391 o por  medio  de la dinámica  molecular [ 4 O l .  

El estudio  que realizarem.os,  será  llevado  a  calm  mediante  un  esquema  donde  las  variables 

relevantes  corresponden a la aproximación  de  Grad en trece  rnomentos [2.  4 1-43]. Esto 

significa que  tanto el fl~ljo  de  calor,  como el tensor  \-iscoso  juegan  un  papel  importante 

en la tlescripcicin. .4llora bien:  est,o  significa  que  serd  necesario  contar con ecmciones c l ~ l t '  

describen  su  evolución y  con condiciones de  frontera  adecuadas,  en  este  trabajo los 1.' ,d. 1 ores 

de est,as variables  físicas  en la frontera  se  calcularan a. través  del  modelo  de  las  paredes. 

Hacemos notar  que  este  tipo  de  aproximación es  híbrida  ya que va a contener  tanto  una 

parte  hidrodintimica cornlo una  cinética!  de llecho se  piensa  usar  algún  tipo  de  ecuaciones 

del  continuo junto con  condiciones  de  frontera  calculadas a part,ir de  una  forma  cinética. 

Es necesario  mencionar  que, H. Grad [41] en 1949 calculó los  valores en la frontera  para la 

componente  oblicua  del  tensor viscoso simétrico  sin  traza P,, y la componente  normal a l a  

superficie  del  flujo de callor qz en la aproximacicin de  trece  momentos,  mediante el modelo 

de Maxwell para el  kernel de colisión.  El  encontr6  que P,, tiene  una  fuerte  dependencia 

en la velocidad de  deslizamiento y también  que g, depende  de  forma  directa  del  salto  de 

t'emperatura,  sin  embargo,  Grad  en  su  trabajo  original,  no  tom6  en  cuenta el movimiento 

de la superficie  frontera,  además  de  que no consideró  paredes  porosas.  Estas  dos  últimas 

características  planeamos  tomarlas  en  cuenta  en  nuestra  aproximación. 
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Capít u10 2 

Ecuaciones de evolución 

Se  realiza un estudio  del  gas  enrarecido  simple.  partiendo  de la teoría  cinbtica clonde se 

plantea la ecuación  de  Boltzmann,  como  la  ecuación  de  e\-olución  de  las  partículas clue 

coustituyerl al Huido. .I través  de  esta  ecuación  se  derivan  las  ecuaciones  de  balance de las 

variables  conservadas.  Además,  se  discute la solución de la ecuac ih  cinktica  en la aproxi- 

macitin de trece  momentos  de  Grad.  Mediante  esta  solución y la ecuación  de  Boltzmann, 

se calculan  las ec1laciones de evolución para las  cantidades  que  relajan. flujo de calor y 

tensor viscoso simétrico :sin traza,  junto  con lo anterior,  en  este citpít,ulo most,ranlos las 

definiciones  cinéticas  de las variables  dinámicas  que  son  relevantes  en  este nivel de  apro- 

ximación. 
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2 . 1  Modelo cinético 

1 3  esl.udio  del  comportamiento  de u11 gas monoat,ómico  enrarecido  se realizará it partir 

de la. ecuación  de  Roltzmann,  donde el conocimiento de la funcicin de tlistribucitin  de  una 

pit~.t,ícula.  permite  evaluar  las  carat:t,erísticas  del síst.ema. 

S t x a  I ( r .   c ;  f jdrdc el n ~ m e r o  d e  puntos  representat,ivos de las partíc11hs e n  el cy)wio 

hexadinlensiorlal ( r ,   c )  p ,  con  posición en el intervalo ( r ,  r + dr'l y \-elocitlacl molcr1da.r en 

e l  inter\-alo (c, c + dc) al tiempo t :  l a  ecuación clue describe  la  evolucitn  de las partículas 

l a  rrcuación (le Boltzmann.  que  escribimos como 

E 1 1  la literatura,  la  ecuación (2.2)  represent,a la expresidrl  formal de la llanlada  hipótesis  de 

caos .molecular, misma que en los tratamientos  típicos  de  la  teoría  cinética  correspondería 

a la  hipótesis de cerradura  de  la  jerarquía BRGKY (Bogoliubov. Born, Green,  Kirkwood 

(' Y V O l l )  12, 341. 
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De acuerdo  con  las  hipótesis  anteriores  podemos  escribir el operador  de  colisiones en la 

siguiente  forma [ ‘L]  

donde c,   c1 son  las  velocidades  antes  de la colisión de  las  partíclllas  que  chocan y c . c l  

son  las  correspondientes a la etapa  posterior a la  colisión.  Le  hemos  pintado el subíndice 

1, a una  de  las velocidadles de  las  partículas  colisionantes  para  identificar  una  de la otra. 

XdemAs, ,g = I C  - c l /  es el valor ahsoluto  de la velocidad  relativa  correspondient’e. 

I ,  

k y k son los vectores  unitarios en la direccicin de las  velocidades  relativas  antes y despt1i.s 

de la  colisión respectivamente.  por d t i m o  la cantidad I/t’(klk : , y )  es lta secciGn t,ransversal 

para  cambiar la  dirección  de  la  velocidad  relativa  de k a k ’ .  El valor absolllto  de la veloci- 

dad  relativa  de  dos  partículas  sin  estructura clue chocan debe  ser la misma  antes y después 

de la colisión debido a que el choque  por  pares es ellistico  conserviindose el ímpetu lineal 

J- la energía  cinética. Es importante  recordar  que lit ecuacicin de Uoltzmann  escrita en la 

ecuacicin (‘2.1), sólo  es viilida para  partículas  monoatómicas ( n o  hay  grados  de  lihertd 

internos). de  manera  que  en  una colisión  sólo hay  intercambio  de  ímpetu  lineal y energía 

cin4t1ica.  Debemos  enfatizar  que el  kernel de colisión contiene la sección  t,ransversal  y po r  

t.ant:o, depender&  del pol;erlcial intermolecular clue actlía  entre las partíclllas  del gas. En 

el caso en  que  las  partículas  interactúen a través  de  un  potencial  esféricamente  simétrico. 

la sección  transversal sólo depende  del Angulo de  dispersión  entre k y k’ y de la magnitllcl 

de la velocidad  relat,iva. 

* ^ I  

^ ^ I  

Hacemos  notar  que  la  ecuación  de  Boltzmarln es una  ecuación  integrodiferencial  que 

no es invariante  ante  inversiones  temporales.  es  decir,  que la ecuación  cinética  describe 

procesos  irreversibles en. el tiempo.  Precisamente, la formulacibn  cuantitativa  de  este 

hecho,  está  contenida  en el llamado  teorema H .  el cual  establece  que 

dH 
d t  ~ 5 o,  (2 .5 )  

para la funcional H ,  que  se  define  como 
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2.2 Ecuaciones de balance 

Sabemos que la ecuación de  Boltzmann  es  consistente con las  ecuaciones  de  balance ( 1 ~  

las  cantidades  conservadas,  masa,  momento y energía  total. Aclemtis, la densidad t l t  

masa,  momento y energía,,  se  pueden  escribir  en  términos  de prorneclios sobre la f l m c , i c ; n  

de  distribución,  que  satisface la ecuación  cinét,ica. 

A \ c l ~ ~ í  mostraremos a grandes  rasgos, el camino clue se sigue para. mostrar la consistencia 

de  las  ecuaciones  de  conservación con la ecuación  de  Boltzmann [‘L. 4.51. En primer Illgar.. 

se  const,ruye  una  ecuación  de  transporte  generalizada  para  una  función  de la posici6n. las 

velocidades  moleculares y el tiempo  representada  por u; (r, c. t ) .  La. ecuación se ohtietic. 

multiplicando a la ecuaci6n  de  Boltzmann  por  la  función o: c i r l t  egrtmdo  respectlo dc las 

velocidades  moleculares: de manera que 

( 2 . 7 )  

la ecuación (2.7) se  puede  escribir  como 

(2.8\ 

Si la fllerza externa  es  ind-ependiente  de la velocidad, el liltimo  t,érmino  del  lado  izquierdo 

clc (2.8) puede  simplificarse en la  forma 

/.f. V J d c  

m 

donde  el  primer  término se anula al suponer  que la funcicin de  distribución f tiende a cero 

rrliis rapido que ‘y,  cuando la velocidad es muy  grande.  Además  hemos definido: 

ns = c, t ) f ( r ,  c ;  t)dc, 

que representa  el  promedio  de II, sobre la función  de  distribución y 

13 
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e l  laclo izquierdo  de esta ecuación, se identifica  como el promedio clc l a  razbn t l c  rarnljio 

de l a  propiedad  molecular  del gas {Q; ), debido al arrastre producitlo por el  movimiento 

nlolec~llal- \.’ el lado derecho representa el cambio  debido a las  colisiones entre las part,ículas. 

/ u ( c ) J ( f !   f ) d c  = !. / / / v ’ ( f l f  - f ; f ’ ) ) g W d k ’ d c i d c .  (2.14j 

Poskriormente,  se  suman  las  ecuaciones (2.13) y (2 .14) ,  y se  hace uso  de la relación  que 

satisface  el  kernel  de  colisión W 

I?, * 

W ( k 1 k ’ :  y )  = W(k’1k ;  9 ) .  

1 4 

(2.15) 



que  expresa la propiedad  de  la  reversibilidad  microscópica, y que  se  conoce  como el halance 

detallado [a,  441, de lo  anterior  hallamos 

finalmente  sumamos las ecuaciolles (2.16) y (2.17) y obtenemos 

w(c) + Il l(C1) = c(c’)  + t;(ci), 

y en este  caso el int,egra.ndo  de la ecuación (2.18) se anula. 

(2 .1% 

En el caso partic1llar en que L:’ = m .  hallamos  que el lado  derecho  de l a  ecllacitin (2 .12 i 

se anula  debido a que la masa  permanece  sin  cambios  aún despu6s de  lula colisicin entre 

las partículas,  mientras  que el lado  izquierdo se reduce a la siguiente  ecuación 

is 
-nm + V . ( u o r t m )  = O, 
d t 

que es  la  ecuación  de  continuidad.  donde 

es la velocidad  promedio. 

(2.20) 

(2.21) 

Por otra  parte si d = mC. donde C = c - u g  es la velocidad  peculiar,  vemos  que el 

término de colisiones  en la ecuación  (2.12)  se  anula  nuevamente, lo cual es una  consecuen- 

cia de la conservación del ímpetu  lineal. A 1  sustituir $ = mC en la ecuación de  balance 

generalizada,  escribimos 
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I' r n c  f d c  -= O .  

Idos dos términos  siguientes  se escriben. 

donde 

P(r.  t )  mCC f (r, c :  t j d c ,  

deline al tensor  de  presiones. 

El $timo término de (2.22) queda  en la forma 
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(2 .27)  
m 

donde es  un  tensor  unitario. 

Posteriormente  se  sustituyen las ecuaciones (2.2.3) y (2 .2 .5)  e11 la ecuacicin (%.22), y halla- 

rnos 

clue corresponde a la ecuación  de  balance  del  momento.  donde p = nrn, es la densidad de 

masa y 

P'(r, t )  = rn(CC)"f(r. c :  t )dc,  

es el tensor viscoso sin  traza  que  esta  relacionado  con el tensor  de  presiones P .  Recordemos 

que  este  illtimo  se  puede  separar  en  una  parte  diagonal y una  parte  sin  traza,  donde la 

primera es proporcional (51 tensor  unitario 1, y se  identifica  con la presión  hidrostitica p 

y la  segunda  representa al tensor viscoso simétrico  sin  traza P" 

S (2.2% 

La cantidad Po tiene  su  origen  en el movimiento del fluido,  esto  es,  cuando  las  partículas 

se  mueven  con  velocidades  diferentes  originan  un  movimiento  relativo  entre  las  distint'as 

partes del  fluido,  dando :lugar a la  fricción interna [46]. 

Por último, si 11, = $mC2,  se obtiene  que 

(2.31) 

el lado  derecho  de  la  ecuación (2.3 1) se anula  debido a que  la  energía  traslacional  se 

conserva  durante  las  colisiones  binarias,  mientras  que el lado  izquierdo,  se  reduce a una 
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ecuación de conservación. 

I1es;arrollando  los dos primeros  t,érminos 

1,os dos tkrminos siguientes,  se  escriben  en  términos  se sus componentes 
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es  la  definición  cinética  del  flujo  de  calor,  que  contiene  sólo el transporte  de la energía 

cinética  en  el  gas. 

Haciendo uso de  las definiciones  del  tensor  de  presiones  (2.26) y (le1 flujo  de  calor (2.3.5)? 

escribimos la expresión  final  de  esta  int,egral  como 

J'j?n/%:CCc ' C f d c  = v . q + V . En>u" + P : ( T U " ) .  ( 2  36) 

Finalmente,  se  revisa  el Ciltimo término  de  la  ecuación  (2.31) 

(2.37) 

De esta  manera, hemlos visto  como a partir  de la ecuaci6n  cinética  de  Boltzmann ?; 

al  utilizar  las  definiciones  del  tensor  de  presiones  y  flujo  de  calor  se  puede  mostrar la 

consistencia  entre  la  ecuaaión  de  Boltzmann y las ecuaciones  de  balance  de  las  cantidades 

que  se  conservan. 

Podemos  observar que la:j ecuaciones (2.28) y (2.38), están  escritas  en  términos  de q y P", 
cantidades  cuya  expresión  cinética  conocemos,  pero  que  no  están  expresadas  en  términos 

de las variables  promediadas (n, UO, T) .  

Para  poder  estar  en  condición  de  realizar el estudio  en el  rkgimen  hidrodinámico, sólo es 

necesario  establecer  ecuaciones  constitutivas  como  la ley de Fourier  y de Navier-Newton 

junto con  las  relaciones  de  simetría  de  Onsager [44, 46). Situación  que  permitiría  cerrar 

el sistema  de  ecuaciones  para resolverlo si se  tiene  condiciones  de  frontera  e  iniciales. 
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En el caso en que se desee ir ~ n & s  alla  de la región de la hidrodinAmica  cliisica, de1)errlos 

hitllar  expresiones más generales  para el flujo de calor y el tensor de esfuerzos.  un camino 

que podemos  seguir es el hacer uso del nuitodo  de Grad  en l a  aproxirnaciótl de t,rece 

nlomerltos y encontrar las ecuaciones que  gobiernan it las caut,itlades no conservadas. 



2.3 La solucih de la ecuación de Boltzrnann 

En la literatura  se  han  desarrollado  varios  métodos  para  resolver  en  forma  aproxinlacla 

la ecuación  de  Boltzmann. El método  de  Chapma,n-Enskog y el método  de  Grad,  tienen 

como fundamerlto el que 1111 sist,ema  que  está  fuera del eq1Iilihrio termot1in;irnico  evolu- 

ciona  hacia  él.  de  manera  consistente con las restricciones  impuest,as  macrosc.ópic~am~~llte. 

Desde el punto de vista  cinético,  esta  tendencia  al  estado cle equilibrio ( o  equilibrio local) 

se manifiesta a través  de la existencia  del  teorema H .  Como  se  mencionó  antes,  éste 

garantiza  la  existencia  del  &ado  de  equilibrio y la  evolución  del  sistema  hacia 41. 

Por  otra  parte,  es  importante  señalar  que la ecuación  de  Boltzmann  por  ser  no-lined. 

presenta  dificultades  importantes  para  encontrar  una  solución que además  satisfaga atle- 

c11aclamente condiciones  de  frontera  e  iniciales. Esto es importante  para  justificar el 

enlpleo  de  métodos  aproximados clue si bien no resuelven el problema  completo si nos 

permiten  avanzar  en el estudio  del  comportamiento  del  sistema.  Dicho  esto,  es  nat8ural 

clue los métodos  más  llsados  para resolver la ecuación  de  Boltzmaun  tengan  como  pllnto 

(le partida a la función de distribución  Maxwelliana  total ( o  l ocd ) .  A s í  tendremos  que el 

sistkrna  se  describirá  en  estados  cercanos al equilibrio  total ( o  local) y las  desviaciones a 

partir  de  éste:  nos  indicarán las características  importantes  del  problema. 

EII este tra1)ajo  se  describir6  someranlente el método  de  Chapman-Enskog y dedicaremos 

1111 espacio  mayor al mét,odo (le Grad  debido a que  los  resultados  de  este  tralmjo se basan 

ell 61. 

2.3.1 Método de Chapman-Enskog 

Hemos  señalado  cual  es  la  ecuación  de  Boltzmann y su  relación  con  las  ecuaciones de 

balance  de las variables  que se conservan.  Para  darle  solución a esta  ecuacih  cinética 

encontramos  en la literatura  diferentes  métodos)  uno  de ellos  es el llamado  método  de 

Chapman-Enskog [2, 43-45]. 

noindent  Dicho  método  (que  fue  abordado casi simultaneamente  en 1916 - 17,  por 

EIilbert, 

Chapman y Enskog)  consiste  básicamente  en  tomar  aproximaciones  sucesivas a la función 

de  distribución f ( r ,  c ;  t ) .  
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Escribimos la ecuacicin de Boltzmann en la forma 

(2.42) 

cllle se conoce como la cundición subsidiaraa,, donde 'u representa cada m10 de los cinco ir¡- 

variantes de la colisión. Lo anterior se debe cumplir para todos los niveles de aproximación 

e11 el que se trabaje. 



En este  método se  supone  que  la  función  de  distribución  depende del tienlpo  ilnicamente 

a través  de  las  variables  conservadas (n, u0 y E) y sus gradientes.  esto es 

f ( r ,   c ;  t )  = f(r,  cln(r, t ) .  uo(r. t ) ,  E(r.  t ) :  Vn, VUO. VE, . . .  ) .  (2.44) 

esta  hipótesis  funcional  se  justifica si consideramos que la descripción  es viilida para 

tiempos  mayores  que el tiempo  libre  medio ( c  >> r): de manera,  que sólo las variables cow 

servadas  sean  relevantes.  Obviamente  esto  limita la solución a 1  régimen 11iclrodiniimic.o 

y gradientes  pequeños  en  las  variables  diniimicas. La ,  sustitucicin de  la funci6n de di5- 

tribución  (2.41)  junto con las  hipótesis,  en la ecuación  de  Bolt,zmann y su  separaci6n parit 

cada  orden e11 el parámetro  de  uniformidad,  permitirkn  encontrar l as  solllciones ttproxi- 

maclas que se  deseen. 

En general, el operador  de  arrastre  puede  escribirse  conlo 

y el  tkrmino  de  colisiones  como 

hacemos  notar  que  las  ecuaciones  que  resultan  de  acuerdo con la aproximación  en  que 

se este  trabajando.  junto con la condición (2.43), especifican la unicidad  de  las  funciones 
& ,  

Por otjra  parte,  las  expresiones  del  flujo  de  calor y del tensor  de  presiones,  según l a  

aproximación  con  la  que  se  este  trabajando  son 

(2.47) 

(2.48) 
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2.3.2 Método de Grad 

Este  método  de  solución  se  basa  en la hipótesis  de  que el sist,ema  se  puede  describir 

en términos  de  una  función  de  distribución  que  es  una  desviación de l a  función de dis- 

t,rillución  Maxmelliana  local.  Dicha  desviación  se  puede  escrillir  como 1111 desarrollo e11 

términos  de un conjunto  completo y ortonormal  de  funciones. Estas se  construyen  usando 

como función de  distribución  de  peso a la Maxwelliana  y  dado el caracter  knsorial  de l a  

variable  independiente  (velocidad),  resultan  ser los polinomios  tensoriales  de  Hermit  e. En 

la literatura  se  discute con todo  detalle  como se generan  y  cuales son sus propiedades 1 4  11. 

En el  caso en  que el desarrollo  se  realice  alrededor  de una función de  distribución maxwe- 

lliana  local,  este  método nos lleva de forrna natural  fuera  de l a  regicin de  la  hidrodintimica 

11sua1. a  diferencia del método  de  C’hapman-Enskog  que sólo  es  vtilido dentro  de  dicha 

región. 

De xl le rdo  con lo discutido. se escribe la función  de  distribución  como 

clonde f ( O )  es la funcibn  local de 11axwell.  que se toma como funcibn de peso para 10s 

polirlomios de  Hermite H(.5) (c) ,  en  términos  de los cuales  se  realizarti  el  desarrollo. Es- 

t,os polinomios  forman un conjunto  completo y son  funciones  de la velocidad  peculiar  sin 

dimensiones v = __ Debido a que la velocidad  es  un  vector  tenemos clue los  poli- 
. E’ v m  

nomios  resultantes  son  tensores del mismo  orden  que el polinomio  correspondiente [4 11: 

los primeros  términos  de  este  conjunto  tienen  las  expresiones  siguientes: 
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( 2 . 5 9 )  



para ai; se   ha hecho uso de  la ecuacicin de  estado  del  gas  ideal p = pRT, misma  que  es 

válida  debido a que los  gases no tienen  estnlctura y que  estarnos trahajando cn  el  régimen 

de baja densidad. 

('Y 

El momento  de  tercer  orden  es 

y en  la  aproximación  de 13 monlentos  se  toma el t,ensor  simetrizado  de  krcer  orden sir1 

ohsen-amos clue la desvixión  de  la  función  de  tlistribución  Maxwelliana,  depende  de P" 
y q que  son los momentos  relevantes  para la descripción  del  sistema.  Esta funcicin de dis- 

trihucicin  es importante  pa-a  nosotros ya clue nos  ofrece l a  ventaja  de obterler informaciciu 

fuera  de  la regicin de la hidrodinámica  usual y que  pudiera  ser  relevante. I 'n ejemplo  de 

ello,  son  las  ecuaciones  de  relajación  de  las  variables físicas: tensor  de  presiones Po y flujo 

de  calor q ,  a partir  de  las  cuales es posible  encontrar  ecuaciones  constitutivas  generaliza- 

das que  englohan  las  ecuaciones  de  Navier-Newton y de Fourier 

Es importante  señalar  que la función de  distribución  escrita  en (2.61) será  solución  de 

la ecuación de  Boltzmann,  cuando  las  variables  relevantes  que  aparecen  en  ella  satisfagan 

las ecuaciones  de  transporte  que les corresponde. hI&s adelante  tendremos  oportunidad 

de  insistir  en  este  punto. 
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2.4 Ecuaciones de relajamiento para  un gas simple 

(2.63) 
L 

El  lado  izquierdo  de las ecuaciones (2.62) y (2.63) se evallian  de  manera  directa  desa- 

rrollando  cada uno de los términos que aparecen  en  ellas,  empleando  para ello la forma 



explícita  de  la  función  de  distribución  de  Grad  de  trece  momerltos [dl]. Recordando clue 

para  este nivel de  la  apro'ximaci6n a i j k  = O. 
7 (:i) 

Para  obtener  la  ecuación  de  relajación para el tensor  de  presiones  simétrico  sin  traza, se 

desarrollan  por  separado  cada  uno  de los términos tiel lado  izquierdo de la ecuacitin (2.621. 

y comenzamos  con los dos  primeros 

donde se  emplearon  las  ecuaciones (2.21)  y (2.26) 

Para los  siguientes  dos  tlirminos,  en  componentes 

las  integrales  de la ecu<ación (2.65) se  resuelven por separado, la primera  de  ellas  se 

simplifica de  la  siguiente manera 



. \hora se desarrolla la segunda  integral de la ecuaci6n (,2.6?) 

Se simplifica  el  último  término de la  ecuación (2.621 

F 
m 7n . 
- . nrnV,(CC)" = (2.72) 



donde hemos  empleado  la  ecuación  (2.24). De esta  manera  se  sustituyen las  ecuaciones 

(2.64)  y (2.71) en la ecuación  (2.62) 

(2.74) 

Sólo  falta  calcular Sijl, e:;to se  realiza de tal  manera  que sea consistente con la aproxi- 

mación  en  que  estamos  trabajando. 

Para calcular S,,jl> comenzamos  por  escribir la expresibn  completa  para el momento a z j k  0 )  

Por ot,ra parte escribimos  como 

sustituimos  la  ecuación  (2.75)  en la ecuación (2.76) y obtenemos 

debido a que  en  esta  aproximación  tomamos = O ,  entonces la ecuación  anterior  se 

simplifica, lo que  nos  permite  resolver  para S i J k  de  manera  directa 

2 s.. = -(y.& 
.5 z J-k f q j6zk  f q k s i j ) ,  

(2.78) 
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q11c al aplicarle  el  operador V .  oht'enemos 

debido a que es largo el desarrollo  de la ecuación (2.8%), ésta se simplifica a su vez término 

a t4rmino, de esta  manera el segundo  término  se  escribe corno 



:I continuación se calcula, la segunda integral de l a  ecuacibn (2.82) 

Los dos términos siguientes de la ecuación (2.63j 
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Se desarrolla la segunda integral  de (2 .86 )  

si se  escribe  el  tensor  viscoso en términos  de la presión  hidrostiitica p y del  tensor  sirnktrico 

sin traza, P o l  la  ecuación  anterior se simplifica 



El último  término  de l a  ecuación (2.63) 

en componentes 

Por último se sustituyen las ecuaciones (2.8 2 )  en la ecuación (2.63)  
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L J 

( I I ~ C ~  I'S l a  ecuacibn para el flujo  de calor. 

Hac.enlos notar  que  las  expresiones del lado  derecho de las ecuaciorles ( 2 . 8  1 ) y (2.98) son 

inlportantes, ya  que  están  relacionadas con los coeficientes de t,ransporte. por esta razón, 

hemos querido  mostrar  aparte y a grandes rasgos la manera  en  que se  simplifican  dichos 

tkrminos. Para derivar los términos a los que nos hemos referido, se hace uso cte las 

propiedades de simetría del sistema y de las propiedades de los polinomios de  Hermite 

que  intervienen [4 11, adermis de los parkntesis (le colisiGn que se definen como 

(2.99) 



y que  cumplen  con  algunas  propiedades  importantes,  en  particular 

[F, G ]  = [e. F ] ,  (2.1OOa) 

v 

donde F y C son dos funciones  cualesquiera de la velocidad  molecrllar. .+idemcis, l(C) es 

cl operador  integral  lineahado en G ” >  que  se  define  como 

Estos paréntesis  de colisión  son importantes  ya clue guardan  relación  directa con las int,e- 

ga les   de  colisón O(‘~’~.  y en términos  de  estas  cantidades  se  pueden  escribir los coeficientes 

de  transporte [ 431. 

Enseguida  mostramos la forma en clue se enlplem  estas  propiedades, con  el fin (le 

simplificar el lado  derecho  de  la  ecuaciones (2.81) y (2.98) [ .$l .  431. C’omenzanlos por 

escribir la función de  distribución  de  Grad  en la aproximación  de  trece  momentos corno 

donde 

se  sust]ituye la expresión  (2.102)  en el término de colisiones 

(2.105) 



En componentes 

( 2 .  l O X i  

:Ihora  bien, debido a clue estamos  trabajando con un gas rnonoattirnico. &te  tencira 

propiedades  de  isotropía,  de  manera  que los paréntesis [ ( tLtJ) ' .  (5' - 5 / 2 ) < k ]  

[((itJ)' ,  ( ( k ( l ) ' ]  deben  contener  dicha  simetría. Esto significa que [ ( ( j ( j ) " )  (<' - .5 /2)[kl  

dehe  ser  proporcional al tensor isótropo  de  tercer  orden m&s general ( c i j k  es el ~ n i c o  de 

tercer  orden) [43], ademis este tensor, que 110 hemos  empleado  hasta ahora, debe est,ar 



donde el paréntesis [ ( f i f j ) ~ ~ .  ( f k t ~ ) " ]  se ha construido  proporcional al tensor  de cnarto ortle~l 

istitropo,  simetrizado  en ij. kl y s i n  traza. además el factor de proporcionalidad (Y 

En la referencia [ L C 3 1  podemos  encontrar con más detalle, todos estos desarrollos 

Por otra  parte,  para el flujo de calor t,enemos 

doutle 



2m X 
(2,120) 

donde 71 y X so11 la viscosidad cortante y la conductividad tkrnlica. respectivamente 1431. 

cxyas expresiones son 
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Las  cantidades R("") se  encuentran  tabuladas  en  la  literatura 121. En  algunos casos se 

pueden  evaluar  analíticamente,  por  ejemplo  para el potencial de esfera dllra y esferas 

de Maxwell,  este  ú]timo  corresponde a aquellas  moléculas  que  iIlteractilar1 a través del 

potencial V ( r )  = t (f) ! donde r es la separación  molecular, P es el d i h e t r o  de las 

moléculas y E es una  constante  que  tiene  que ver con l a  energía. 

Para  esfera  dura  tenemos 

- '1 

y para  moléculas  de  maxwell 

aspecto importante d e  las  ecuaciones (2.81) y (2.98), es clue it partir (le ellas es posil)le 

obtener las  ecuaciones  constituti\-as  de  Navier-Newton y Fourier  respectivamente [2.  4 3 1 .  
Esto es, en el caso  en qu.e estén  involucrados  t,iempos clue se ttcerquen al límite  hidrodi- 

nkmico  (tiempos  grandes).  tenemos  que t >> ( r p ,  iq).  es decir, el flujo de calor  y el tensor 

L-iscoso relajan después de 1111 tiempo rq, rp a las  ecuaciones  constitutivas de Navier-Sewt o 1 1  

y Fourier  respectivamente, De est,a  manera se recuperan las e ~ u ~ c i o n e s  constitlltivas clcl 

límite  hidrodinámico, 

q(r,  t )  = -X(VT(r. t ) ) .  (2 ,125)  

En una  descripción  en  términos  de  las  variables  conservadas ( 5  momentos), las  ecua- 

ciones  constitutivas  de  ?Javier-Newton y Fourier.  ecuaciones (2.124) y (2.125) respecti- 

vamente, se sustituyen  en  las  ecuaciones  de  balance  de la sección  anterior  quedando un 

conjunto  cerrado  de  ecuaciones.  Estas  constituyen  la base para  la  hidrodintimica  usual 

y a  su vez hemos  visto  que  son  válidas  sólo  en el caso  en  que  los  tiempos  sean  mayores 

que los tiempos  de  relajamiento rq, T ~ .  En l a  literatura [a]  ya se ha  señalado  que  dichos 

tiempos  son  del  mismo  orden  de  magnitud (3.89X10"10seg, empleando  Argón a 303.5 K. 

para el potencial  de  esferas  duras). 
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("onlo ya se ha  mencionado,  el  objetivo  de  este  trabajo es realizar 1111 estudio del gas 

eur¿mxido cuando  están  presentes  superficies  frontera,  por ello necesitamos  cout.ar con 

las r(*uaciones  que  gobiernan el comportamiento  de las variables  relevantes,  además tie 

los valores en  la  frontera de dichas  cantidades.  Para  calcular  los valores en  la  frontera 

necesitamos un modelo de la pared que nos  permita  realizar  los  cálculos  correspondientes. 

por  ello en  el siguiente  capítulo  mostramos los valores de  frontera  del  tensor de presiones 

>' t l e l  flujo de calor. 
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Capítulo 3 

Condiciones  de  frontera 

Sc propone  un modelo d.e fronteras  que  permita  estimar la interaccidn  de l a s  partículas 

de u11 gas  enrarecido con una  superficie  sólida.  La  descripción  se  realiza  mediante  una 

funci6n de  distribucidn  para  una  partícula en la que  se  utiliza el kernel  de  dispersitjn 

LIaxwelliano.  en  el  cual se toma en cuenta el int,ercambio  de  energía,  nloment,o y partículas 

con los alrededores. a través  de  algunos  coeficientes  de  acomodaci6n. 

Nuest,ro inter&  radica  en  calcular las condiciones  de  frontera  adecuadas,  que  muestren 

la relación entre  las  características macrosccipicas  del gas cerca  de  una  front,era  sólida y los 

parirnetros con  los que :se denotan  las  propiedades  de  la  superficie. ;2 través del modelo 

de fronteras.  se  realizan los ciilculos que  permiten  obtener los  valores de  frontera  de las 

variables físicas que  consideramos  relevantes  en la aproximacidn  de los trece  momentos 

de Grad. L,as expresiones  que  hallamos  involucran la llamada  velocidad de deslizamiento 

y el salto  de  temperatura [ 3 ,  71. 
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3.1 L a s  condiciones de deslizarniento 

I:n la; figura ( 3 .  I ) ,  podemos ver un esquema  cualitat,ivo  de los perfiles de la velocidad o tie 

krnperatura de  un gas enrarecido cerca de una  pared.  donde la linea  sblitla  representa ri 

c-orrlportkmiento  verdadero de  estas  magnitudes.  Observamos que en 1111;~ distancia menor 

que la trayectoria  libre  media ( I ) ,  los gradientes  de  velocidad y temperatura sou no con- 

st antes (son grandes),  debido a las variaciones en el flujo de  energía y momerlt,o que son 

generadas  por la pared, Io que  provoca que aparezca la línea  curva que presenta la  gráfica. 

Para.  distancias  mayores  que el recorrido  libre  medio desde la front8era. se supone clue el 

perfil de estas cantidades es casi  lineal.  ligeramente  inclinado  debido a cpe la influencia 

cle la pared va disminuyendo. 



Figura 3.1: Perfil de  temperatura en  la capa  de  Knudsen,  donde se observa el compor- 
tamiento  de la temperatura  en  las  cercanías  de  una  superficie  frontera y la aproximaci611 
de  deslizamiento  que se realiza  con la  línea  discontinua. 2 es  la  posición  normal  a la  paretl 

Por otro  lado,  en  una  dist,ancia  menor  que  la  trayectoria  libre  media, se  realiza  la extra- 

polación  del  segmento  de  línea  hasta la pared  misma  (con  una  línea  discontinua), con el 

fin de  establecer  las  condiciones  de  frontera  de  deslizamiento. 

El deslizamiento  de u n  gas  sobre  las  paredes,  fue  una  interpretacibn clue realizarol1 

Kund y Warburg [S, 4’71, Ellos notaron  que la rapidez del flujo a través de  tubos a m u -  

baja  presión,  era  considerablemente  mayor  que  la  que  se  predice  por  la  teoría y atribuveron 

esta  diferencia  al  deslizamiento  del fluido  en  la frontera. De manera  semejante, Smolll- 

chowski  describió  el  salto  de  temperatura 1471. 

La  velocidad  de  deslizamiento  a la que  nos  hemos  referido, se escribe como 

y el salto  de  temperatura 

donde 2 es  la  variable  normal a la frontera, y <r son  las  distancias  de  deslizamiento 

o también  llamados  coeficientes  de  deslizamiento y de  salto  de  temperatura  respectiva- 

mente.  El  primero  de  ellos,  mide la tendencia  del  gas a resbalar  sobre  una  pared  sólida 

en  presencia  de  gradientes  de  velocidad, y el segundo,  mide la tendencia  del  gas  a  tener 

una  temperatura  diferente  a  la  de la pared. 

4 5 



En la ecuación (3.1) la velocidad  ficticia ug - u,, es la  velocidad de deslizamiento, donde 

u t , )  es la velocidad  de  la  pared y es la x-elocidatl promedio que el gas tendría e11 l a  

pared, si los gradientes de velocidad  en el interior  del gas fueran  constmtes  hasta  la  pared 

misma. Por otra  parte.  en la ecllación ( 3 . 2 )  T ,  es la temperatura tie l a  pared y T, es la 

(cmperat,ura del gas  en l a  pared  (el  mismo  argumento  que el tle la relocitlad).  Finalmente 

a la (liferencia - ' I ; ,  se le llama  salto de temperatnra. 

Se observa en la  figura (3.1)> que  fuera de la capa de Knudsen la x-elocidad y la tem- 

perat,ura  en  la  aproximacibn de deslizamiento  coinciden con los perfiles de velocidad y 

lernperat,ura  reales. En algunos  trabajos. la influencia de esta  capa es considerada como 

I I I M  corrección a la funcibn  de  tlistrihución.  ohviarnente est,o a 1lu nivel  cinktico [ 17. 30. 481. 

De hecho, las diferencias de la aproxirnacitin  del  deslizamiento ('o11 la aproximación del 

contirluo:  son  ligeras, por ello las  condiciones  de  frontera de deslizarrlient,o son pequeiías 

('orreccioIles a las  condiciones de frontera de pegado 1 3 1 .  

En nuestro  caso.  construiremos  las  condiciones  de  frontera  propias al régimen  de flujo 

t l c  tleslizamiento, a través del modelo de front;eras que se descril)e por  rnedio de ~ l n a  

f'uncitjn de tlist,ribucicin de ~ l n a  partícula.  Para  realizar lo auterior, comenzaremos por 

discutir la manera en que se tornarán en cuenta  las  características  propias de una  pared 

sOlicla, para ello.  int,roduciremos lrt probabilidad tle colisi6n o tarnbiiin  llanmda  kernel de 

cwlisitin R .  La idea es que it partir  de un punt,o  de  vist,a  cirlético.  se  est,ablezca  llna  relaci6n 

entre los partimetros  que  caracterizan a una  frontera  sólida y l a  función de  distribución 

de una  partícula, con la  que se pretende  realizar  promedios. 

3.2 Kernel de dispersión 

('uando se plantea el problema de describir a un nivel  cinético el flujo de un gas en  presen- 

cia. de una  superficie  sólida  que lo limita,  se  encuentran  diversas  dificultades.  En  primer 

lugar,  tenemos  que  la  ecuación  de  Boltzmann  debe  acompañarse  por  las  condiciones  de 

frontera  adecuadas  para  la  función de distribución  de  una  partícula. Estas c.ondiciones de 

frontera  deberán  contener la información  acerca  de las interacciones  entre las partículas 
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del gas y la pared y resultan difíciles de  plantear  debido a la falta  de  caracterización  de 

la estructura  de la  superficie  sólida.  esta  falta  de  información 110s impide  saber c~lal es 

la naturaleza  de las interwciones  gas-pared. En principio,  cuando las partículas del gas 

inciden  sobre una  superficie  sólida  pueden ser absorbidas y provocar  enlaces  químicos. 

ionizarse ó simplemente  desplazar  partículas clue se encuentran  en la sllperficie. De hecho 

la naturaleza  de  estas  interacciones  tiene  que ver directamente  con el tipo (le gas (’o11 el 

que  se  trabaja y de la forma  de la superficie,  junto con la temperatura a la que 4 s t a  se 

encuentre. 

Para  efectuar la descripción  cinét,ica del gas es neresario  collstruir la f11nciCin de tlis- 

tribución  de  una  partícula,  ésta  depende (le la velocidad  molecular, l a  posici6rl y el tiempo. 

Cuando  la  pared  está  presente, las colisiones  de las partículas  del gas en ella son  impor- 

tantes. si una  partícula tiel gas con velocidad c’ choca con la  pared y luego  emerge con 

velocidad c ,  tendremos  que  encontrar  una  relación  entre c ’  y c. misma  que  depender^ 

de la  interacción  que  haya  tenido  lugar  entre  la  partícula y la pared. El cAlcu10 preciso 

de esta relación está fuera  del  alcance  de 1111 modelo  sencillo y por ello se prefiere  llsar 

1 1 1 1  enfoque prolml-,ilíst,ico. Para hacerlo resulta  co~lve~liente  emplear 11na furlcGn R ((111e 

llamaremos  kernel  de  colisión) ~ con la clue se denote l a  probabilitlad de clue lma p¿trt,íc1ll¿L 

al rolisionar  con la pareti con velocidad  entre c‘ y c ’  + tic’ en el punto r y a l  tienl1)o t .  

enlerja o salga  rebotada  de la pared.  priicticamente en el nlismo punto r con velocidad 

entre c y c + d c  después  de  un  intervalo de tiempo r ,  

La idea  es  proponer  un  modelo  matemático  de  las  interaciones  que  tienen  lugar  entre las 

partículas  del gas y la superficie  sólida, a través  de  una  función de distribución  de una 

partícula  en  términos  de R; la relación  que  existe  entre l a  función de  distribucitin y el 

kernel  de colisión se  describe a continuación. 

Consideremos las partículas  que  inciden  contra  una  superficie A con una velocidad  entre 

c‘  y c’ + dc‘ en  el  intervalo  de  tiempo t - r y t - r + (it 

dM’(r ,  c ’ ,  t - r) = f ( r >  c ’ ,  t - r)Ic’ . n / d t d A d c ,  fi3.3) 

donde n es el vector  unitario  normal  al  elemento  de  superficie dA en r y dirigido  de la 

pared  hacia  el  gas, I C ’  . . n l d t d A  es  el  volumen  de  un  elemento  de  volumen con base clA 
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A 

('S la densidad de probabilidad  de que las  partículas clue viajan COI) una velocidad  ent,re 

c '  J- c' t-  d c '  colisionen  con la  pared y cambien su velocidad  a una comprendida en el 

iutervalo c v c + dc con un tiempo de  absorción  entre 7 y r + d r. 

Si se multiplica  la ecuaciGn (3 .3)  por la función 72 y se integra sobre todos los posibles 

\.alores de  c' y T .  se obt,ienen  las  partículas  que  ernergen de la pared ( L b 4  

lo que n o s  permite  escribir 
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Después  de  igualar  las  ecuaciones (3.4) y (3.7) y de  eliminar los factores  comunes.  obte- 

nemos 

que  es la funciGn de  dist,ribución  de  las  partículas  que  abandon¿tn la pared clesp1lds (le 

interactuar  con  ella, y que está escrita  en  términos (le la funcitin tle distril,1lción de las 

partículas  que  inciden  sobre la superficie  del  sblido. 

Esta  ecuación  se  puede  simplificar  en el caso de  que  la  dependencia  de r en  la  fnnci6n 

R puede  elimimrse.  para lo cual  necesitamos  definir  una  cantidad  adirnensional  que  nos 

cuantifique la irlfluencia de la pared. 

Silpongamos  que  queremos el orden  de  magnitud  de los t’érminos  que  intervienen e11 

( ; 3 . , ’ 3 ) :  n es la densidad  numérica  del gas, en la componente  normal ( fe  la velocidad  prome- 

dio  de  las  partículas  que  llegan a la pared, i el promedio  de los tiempos  de  ahsorcitin de 

partículas y u. el radio  efectivo  para la interacción  de  una  partícula en la pared.  Entonces 

c T L r  2 06 es un volumen  típico  asociado a la interacción y n ( ~ , ~ n n ; )  es una  cantidad acli- 

rrlerlsional que  nos  da  la  fracción  de la superficie  sólida  ocupada p o r  partículas  en 1111 gas. 

Para  bajas  densidades (,nc,i.rra: << l ) ,  tenemos  que  la  fracción  de la superficie  que  ser& 

ocupada  por  las  partículas  incidentes  será  muy  pequeña, lo que  nos  permite  suponer  que 

cada  partícula  interactúa con la superficie  independientemente  de  las  otras. 

Por otra  parte, si  el tiempo  de  absorción  efectivo 7 y la  densidad  numérica son pequenos 

tales  que ZnT7rnu2 << 1, la dispersión  de  una  partícula  por la pared  puede  considerarse 

instantánea y los evento:; son estadísticamente  independientes,  de  manera  que el kernel  de 

colisión R(c’  - c .  r, t ,  r )  no  depende  de  la funcicin de  distribucihn f ( r ,  c ,  t ) .  Además, si 7 

es muy  pequeño  comparado  con  cualquier  tiempo  característico  de  interés  en la evolución 

de la función de  distribución  de  las  partículas  incidentes,  entonces  podemos  eliminar r de 

f en la ecuación (3 .8 ) )  die esta  manera  escribimos 
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3.3 El modelo de  Maxwell 

En l a  literatura,  podernos  hallar diversos modelos del kernel tlc dispprsiitin [ 1, 49-5 11. r.1 

r n k  conocido es el modelo  que  propuso LIaxwell para 11na pared no porosa e11 reposo 181. 

\ l a x w ~ l l  en s u  t,rabajo supuso  que  la patr-ed era una superficie  s6lida  sin  grandes  accidentes. 

( l e  mttnera  que se podía  considerar  totalmente lisa. y q11e las colisiones co11 la pared 

ocurren (le forma  especular y difusiva. 

Supongamos  que  las  part,ículas de la pared est,lin descritas por UIM hmcidrl de clis- 

tr.ihuci6u  h[axwelliana de  equilibrio,  asociada  a una temperatura TI,, y con velocidad 

promedio  nula. Si la partícxda  del  gas  quedara en equilibrio  térmico con la pared  cam- 

biaría s~ velocidad a - (R es la constante  de los gases)  sin  embargo  sabemos  que 

l a  p ~ r t  í c h .  emerge  de la pared con velocidad c ,  así (O&)  es la  fracci6n de rapidez 

t,rmsferi(Ia entre la pared y la partícula. Esto significa  que H mide la, probabilidad  de  que 

la partícula  adquiera la velocidad y quede  termalizada.  La  cantidad así const'ruida 

rnldtiplicada  por fw mide la densidad  de  probablidad  para la contribución  difusiva.  En 

el modelo  de  klaxwell se tiene esta contribución y la  parte  especdar que estará  medida 

por (1 - 0 )  multiplicada  por  la condicicin de reflexión especular,  que  se  traduce a una 

condición  sobre  la  velocidad. De manera  que el kernel  queda  en la forma 



De acuerdo con las  condiciones de frontera  de  Maxwell, la componerlt,e  t,angencial (le1 

~llornento y la energía  cin4tica  de las moléculas q11e emergen de l a  pared, se ve11 afectaclas 

por  la t-elocidad y la temperatura de la frontera. y en parte por el momento y l a  mergía 

cinética  de las partículas  incidentes. 

Si en la ecuacicin (3.11) tomamos B --= O ,  las part,ículas que emergen de la pared siente11 

1111 potencial repulsivo infinito. no penetran y todas se reflejan  especularmente. Esto 

es. cuando las partículas  del gas enrarecido  interactclan sólo de forma  especular con una 

superficie  plana  e  infinita,  la  componente  de la velocidad  normal a la superficie  cambia 

de signo, mientras clue las componentes  tangenciales  permanecen  igual 

72jc’ ”7 c )  = h ( C L  - c,.  c; - cy$  c: - ( - / ; z ) ) ,  

este  modelo se escribe  en  t,érminos  de  una  función  de  distribución  como, 





Debemos mencionar  que el kernel  de colisiGn escrito en (3.1 1 ) .  clmlple con tres propietlattlos 

importantes, una de  ellas es que estk normalizado a la unidad 

/ R ( r  t .  c' - c)dc = 1. (c' . n < O )  (3.201 





Figura 3 . 5 :  En  esta gráfica  se  muestra el movimiento  de  una  partícula  del  gas  en el interior 
de una pared  sólida,  en  particular  la  frontera  que  se  toma  en  cuenta  es  una  pared  plana y 
rígida  (ficticia)  en  el  interior  de  una  pared  física,  la  pared  ficticia es colocada  en z = - d .  
La región -2d < z < - d  es la imagen  especular  de la región  física -d < 2 < O 

E n  el caso límite  en  que << 1 y << 1, hallamos  que la ecuac ih  (3.23) se  reduce a 

R(c’  - c )  = h ( c ’  - c + 2 n [ n .  C ] ) ?  

que es precisamente el primer  término del kernel  de  Maxwell y con el que se toman en 

cuenta  las colisiones  elásticas,  esto  es de  esperarse  debido a que  las  partículas  no  logran 

penetrar  al  interior  de  la  pared,  por lo que  no  hay  forma  en  que  se  alcance el equilibrio 

térmico o algún  intercambio  de  información  entre la superficie  frontera y las partículas 

del  gas  que  inciden  en  la  pared. 

Por  otro  lado,  cuando  se  toma  el  límite  en  que las distancias  relacionadas  con la difusión 

en las  fronteras  son  cero I, = O y I t  = O. es  decir, Q, -= 1 y Q = 1, hallamos  que el  kernel 

de colisión (3.23), se  reduce a la siguiente  expresión 

debido a que lo(0)  = 1, l,a ecuación  de  arriba  corresponde  al  segundo  término  del  modelo 

de  Maxwell.  De  esta  manera  observamos,  que  el  kernel de Cercignani  contiene  al  modelo 



tie llaxwell. 

Fremos querido  present.ar  este  modelo  para el kernel  de  dispersión, clebido a clue ofrece la 

oport,unidad  de  t.rabajar con situaciones  diversas. 

Otro modelo  interesante  del  kernel de colisión, es el propuesto  por Lohijfer [ 3 3 ] .  Con 

este  modelo se calcula  una  correccih  de las condiciones  de  frontera  para l a  velocidad y 

tenlperatura en el régimen de Navier-St,okes,  donde se modela la forma en que intkract1ian 

las pitrt.ículas  de una mezcla  multicornponent#e con la  superficie  frontera.  En  este modelo 

se  {tornan en cuent,a las colisiones  especulares v difusivas, así corno tambi6n, la fracción 

d e  part,ículas  que  se  convierten  de  una  especie  a otra. a través  de  algunos  coeficientes  de 

axomodación, 

Firlalment,e  mencionaremos q u e  en  la  literatura  podemos  hallar  diversos  modelos del 

kernel de colisión, y que en general,  cuando  se  propone un modelo  matemático del  ker- 

nel tie colisión. se presenta el problema  de  manejar  expresiones  complejas  que  irlvolucran 

(lil-ersos  partimetros. Por l o  general  estos  partimetros no tiene11 un  significado físico, es 

decir no estan relacionados con cantidades físicas, tales como la temperatura. la densidad 

uunlérica (le los átomos  que  constituyen a la pared. la masa del gas, la. intensidad J' el 

;tlcance de la fuerza  de  interaccicin,  entre otros. Por lo que es  necesario  plarltear 1111 mo- 

d o l o  r n &  físico de la sllperficie  frontera,  para  obtener  una rneJor illform;tc>itin werca  de los 

pr.oc-esos de  intercambio  que  pueden  presentarse  entre el gas y la pared. 



3.4 Coeficiente de acomodación 

Los coeficientes de  acomodación a menudo  están  relacionados C O N  los  modelos  del  kernel 

de colisión!  pues a través  de  estas  cantidades se toma  en  cuenta la manera en clue intk- 

ractúan  las  partículas  de  un  gas con una  superficie. De hecho t,oclos los modelos  de flujo 

de  gas  enrarecido  están  estrechamente  conectados con la int,eracción  gas-pared. Si l ien 

esta  forma  de  modelar l a s  interacciones  no  es  del  todo  detallada.  nos  hrinda  un  carnillo 

práctico  para  introducir  información  experimental  en el modelo. 

Si se  desea  tener  una definición formal  del  coeficiente de acornodacitin H ( z + ) ,  1>ttrtt 

cualquier  función  de  velocidad  molecular I: (c j 141, se  puede rec1lrrir la expresicin sigllicut (' 

a- - CP' 
Q ( W ( C ) )  == a- - CP;' 

clontle el numerador  de la ecuación (3.24a) es la diferencia  cnt,re el flujo incidente  de l a  

f11nci6n ( @ -  -= 7; (c) I C  . n)f - (c )dc  ) y el flujo de la misma funci6n  que  emerge 

( a+ = Jc.n,O w (c) I C  .njf-(c)dc ) )  después  de  interaccionar con la frontera.  Por  otro  lado. 

el denominador  de la ecuación,  es la diferencia  entre el flujo incidente  de la función di J- el 

flujo reflejado ( CP: = X ,/c,n>O lli (c)  Ic.nlf,(c)dc ) proveniente  de  una  pared  perfect,amt.nte 

tlifusiva CPG. La ecuación  para el  coeficiente de  acomodación,  puede escribirse t,arnbit<Il 

como 

donde N es  un  factor  de  normalización. Si fuera el caso  en  que .f = 1V f w 3  es decir  que las 

moléculas  estén  completamente  acomodadas.  observamos  que el numerador y el denomi- 

nador  de la ecuación (3.24) son  iguales.  dando  como  resultado  que H -= 1. 

Con  esta  definición, :se pueden  calcular  coeficientes  de  acomodaci6n  para  situaciones 

diversas  (ver  ref.[3]), y es válida  para el caso  en  que  se  estudie  una  interacción  entre la 

superficie y el gas  más  general  que la descrit,a  por el modelo  de  Maxwell,  un  ejemplo 

de  ello,  es el trabajo realizado  por  Klinc y KuSEer 150], donde se reportan  expresiones 

para los  coeficientes de axomodación  para  el  momento  normal ( O l l ) ,  momento  tangencia1 

(022  = &), energía ( 6 4 1 )  y el coeficiente de  acomodación  radiométrico ( @ I d ) .  
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‘Cuando la superficie de  la  pared se amplifica,  observamos  que estB formada por irregularidades O 

;\sperezas  de  diferentes  alturas y con  distribución  irregular o aleatoria.  Dicha  característica es  difícil de  
ticfinir pues  depende  de  factores como la  altura  media  de  las  irregularidades  de la superficie. la variación 
tie la altura  dectiva  respecto  de la altura media, la  forma y distribución  geornbt.rira, l a  distancia entre 
dos irregularidades vecinas. etcétera. 
Debido a que  prácticamente es imposible  tomar  en  cuenta  todos esos f-dctores, lo que se realiza  en  la 
pk- t ica  PS suponer  que  la  rugosidad  puede  expresarse  por la altura  media de  las  asperezas, como un 
prorudio  obtenido  con  las  características  del  flujo, mas no propiamente por el obtenido corno la  media 
<ir l a s  altllras  de la pared.  De lo arlt,erior vernos que  las  unidades qlle se errlplran al rnedir el grado de  
rugosidad de una  superficie  son  de  distancia. 



Por último,  observanlos  que  en el modelo  Maxwelliano  del  kernel de  dispersión dado 

por la ecuación (3.11), todos los  coeficientes de acomodación so11 igliales it1 p a r ~ m e t i ~ o  d .  

Ciertamente  ésta  es una limitante, sin embargo.  recordemos que e l  modelo  de Maxwell es 

el m i s  simple y debido a, ello  es el mis manejable  cuando  se  realizan ciilculos  anitlíticos. 

de hecho &a es la razón por la  estamos  interesados en tra1xtJar ('o11 41. 



3.5 El modelo de las fronteras 



S O(c,’)R(r. t ,  c’ + c)dc x cc 5 1. (c  . n < O )  (3.28) 
I 

donde f l L ,  es la función  Llaxwelliana  que  describe  las  propiedades de la pared  suponiendo 

clue cada  elemento  de  la  pared t,iene  las  mismas  características 

Para  simplicar  la  expresión  de l a  condición de frontera. se sI1stitu>-e la ecuacitin (3.27) 

e n  el segundo  tkrmino de (3.2,5), de lo que  obtenemos 

+(a - 6’) J’6(c’ - c + 2 n [ n .  (c - u,,)])f-(c’)lcf . n\Q(--c;,)dc’, 

despuGs, se  introduce  la  expresión  anterior en la  ecuación (3.2.5), y se  realiza la siguiente 

identificación 

12.1- = ./ ~ ( c , ) / c  . nlj - ( r>  c ~ ,  t)tlcl. 

donde k ”  es  un  flujo dle partículas  normal a la pared,  de lo anterior  hallamos  una  ex- 

presión para la condición  de  frontera 

I ,  

(3.31) 



tlontle  el  primer  término  nos da informacicin acerca de las  partículas  que  logran  at,ravesar 

la p;trecl, el segundo  término 110s indica la fraccicin de  partículas  que colisiorlan de forma 

cliftlsiva con la frontera y finalmente el  illtirno tt5rmino tiene q u e  x-er con las  partículas 

t ~ l l e  colisionar1 de  manera  especular con la pared.  Debido a lo anterior  podemos  seiialar 

( 1 1 1 ~  la función de distribuci6n f .L contiene  irlformaciin  de las partículas  que  abandonan 

l a .  pared después  de haber irlteract,uado con ella. 
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De esta  manera  la  función  de  distribución  de  las  partículas  cercanas a la  frontera serti 

donde 

Sotamos  que est,e modelo  de  frontera. es el miis slmple y en 61 tomamos en c ' l l c r l t  i t  

las  propiedades  de  la  pared  por  medio de los  coeficientes de ;tcomotlaci6n.  Otros all- 

tores [50, 491 han int,roclucido  modelos m i s  elaborados y generales, sin emhargo como 

hemos seiialado,  aquí IIO estamos  interesados  en  un  estudio  detallado  de la pared,  en su 

lugar  queremos  mantener  sus  propiedades  en u11 tipo de tratamiento  hidrodinámico, esto 

significa clue usaremos  este  modelo  explícito sólo a través  del ciilculo de  las  condiciones 

de  frontera  para  las  variables  macroscópicas  consideradas  como  relevantes. 
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3.5.1 La constante de normalización 

I c,, < o. 

I 

- C 7 )  > o. 

i: - c, . 

de  acuerdo con lo anterior  podemos  escribir l a  ecuación (3.38) como 

clonde hemos colocado la pared  plana  perpendicular al eje J: ( n  = k). I:sando la expresiórl 

de la velocidad  peculiar.  cambiamos la variable de int,egración de la velocidad  molecular 
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dc = t i c .  (:i. ti5 i 

Por otra  parte  debemos  hacer  not,ar  que la  integral  escrita en (3.42)  en  realidad  corres- 

ponde a tres  integrales  en  coordenadas  esféricas 

los límites  en  la  integral  del  m6dulo  de la velocidad,  se  modifican cuando realizarnos 1 1 1 1  

rambio cle variable, u' = de  esta  marlera  observamos  que los limites  para ' 5011 d ( >  

menos  infinito ( - S )  R cero ( O )  y para  la  variable I(' son de cero ( O )  a infinito (mi. 

c '2  

Posteriormente, se procede a realizar los c;ilc~llos en el espacio de la variable w con slls 

rorrespondient'es  límites,  además:  hacemos uso de l a  expresicin para la velocidad  peculiar 

c = c - ug> 

donde 

calculamos  cada  una  de las  integrales de arriba  por  separado 



Para la segunda  integral, 

depuks (le calcular  cada  una de las  integrales  de (3.48), recordando que la traza del  tensor 

viscoso es cero ( C , , ,  + Pyg 1- Pz, = O ) ,  hallamos 

La tercer  integral (le ( 3 . 3 5 )  nos da corno resultado 

rmseguida sustituirnos  las  ecuaciones (3.47),  (3.49) y (3.50) en la ecuacicin (:3.45), con lo 

que obtenemos una  expresión  para M ~ 

(3.51) 



donde p s ,  T.? y p,? son los valores de estas variables en la capa de gas mks cercarla a la 

pared  sólida,  estas  cantidades  las  tomamos  como const antes e11 una primera aproximacic;u. 

Observamos q11e itl- depende  de ( P Z Z 1  u r .  qr). PS decir de las  corrlponentes  normales del 

tensor  de  presiones. la velocidad y el flujo de calor. El hecho (le q11e .\.I" dependa  de l a  

velocidad I L ,  y del flujo de  calor qZ 110s indica  que l a  pared  permite el pa.so cle algu11tts 

partículas a través de ella. 
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3.6 Los valores de  frontera de q y Po 



Por otro lado, la distribucicin  Maxwelliana  depende de C ,  por lo q11e es  necesario  escribir 

C en términos  de C,. L~O anterior se consigue al combinar las expresiones (le (,atla I I I I ~  

(le las  velocidades. C = c - u0 y C , = c - u,, 

c -= c,, - ug $- u,,, 

= c,, - u, ( ; 3 . . - ) 7  

donde u = u0 - u,. De acuerdo con lo anterior,  la  ecuaci6n (3.55) se p e d e  escri1)ir cot110 

así como  aquellos  que están fuera de ella 

donde V' es una  matriz  simétrica  sin  traza, cuyas componentes son 



l a  prinlera  integral  de la ecuacicin es cero. luego la. segunda e11 componentes se escibe como 
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la  tercera  integral  de (3.64) 

donde Cp = Ifa8 contielle los coeficientes  de  acomodación.  Observamos  que el tensor vis- 

coso en la frontera  depende  de  una  velocidad  relativa (u = ug - ulL,) .  que es  la  diferencia 

entre la velocidad  de la pared y la velocidad  del  gas que se encllerltra en  los alrededores 

de la superficie. Otra  observación  que  podemos  hacer  es  que  hay u11 acoplamiento ent,rc, 

el tensor  de  presiones y el flujo de  calor  en la frontera. 

1 - c l t B  

Por otra  parte,  para  calcular la expresión  del flujo de  calor en las  fronteras  recurrimos i t  

su  definición  cinética,  multiplicamos  la  función  de  distribucicin (3.36) por C [q - y] 
y se integra en el espacio  de  las  velocidades c 

mC2 ~ K B T  
q’ = [ l  - a + e ]  l @ ( c , , ) M -  J d c  + [a - Q]q-,  (3.70) 
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(3.72) 

L 

Integrales ( 

X m C  [+- rnC2 - -J 5KBT 
tlc. 

2 
( X - 7 3 )  

Jue están escritas  arriba se realiza  de manera separada 



la  primera  integral 

la segunda  integral 

l a  tercera  integral 

1 
2 131 = -q> 

sustituimos  las  ecuaciones (3.76-3.68) en la ecuación (3.74) y obtenemos 

" 

(3 .78)  

Iwsteriormente  se  sustituyen las ecuaciones (3 .73)  y (13.79) en la ecuación (3.'í'O)\ luego de 

agrupar los términos y d.e resolver para q, obtenemos la siguiente  expresión 

que  corresponde  al flujo de  calor  en  las  fronteras.  Observamos  que  también  depende  de 

la velocidad  relativa u y de los coeficientes de  acomodación  contenidos  en 9. 

Hemos  calculado los  valores de  frontera  para  las  variables  relevantes  propias  de  esta 

aproximación (3.69) y (3.80), dichas  cantidades  constituyen  una  parte  de  nuestros  resul- 

tados [.56]. 

X partir  de  las  expresiones  para los valores de  frontera  que  hallamos!  podemos  obtener  las 

ecuaciones  para la componente ( a )  del  tensor  de  presiones y para la componente z del 
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fil1,jo de calor. que result.ar1 ser  una  generalizacibn  de  las  expresiones q11r enc~)ntrci Harold 

Grad [41]! las expresiones de estas cantidades son 

;rad e11 s u  trabajo, tomó en  cnenta lma superficie frontera plana. en rcposo, con t empe- 

~ - a t ~ ~ r a  I , ,  y caract,erizada por el coeficiente N, y emplei, las  siguientes  definiciones de P C ,  

>. ciz 

r ,  

qz 1 CzC2 f (I-% c ,  t )dc,  

con lo q11e obtuvo precisamente la ecuacibn (3.8:3)? y 

(3.86) 
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que  es  la  expresión  de la componente z del flujo de  calor, ya que S = 2s. 

7.5 



3.7 Adirnensionalización 

P S I  a expresidn  del tensor tie presiones en la frontera,. se ohserva  clarament,e SIL deperi- 

tlmcia e11 el salto de t,emperatura  entre la pared y el gas adyacente. lie manera  semejante 

itclimensionalizamos  el flujo de calor y nos queda 
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observamos  que  esta  acoplado con  el tensor  de  presiones y depende  del  salto  de la t e n -  

peratura. 

Con  esta  adimensionalización.  las  condiciones  de  frontera  de P,,% Q Z  y Q,, pueden es- 

cribirse  de  una  manera más simple.  en  términos  de la velocidad  (le  deslizamiento y el s a l t o  

de temperatura 

en  donde,  observamos  que  esta  expresión  depende  de los  coeficientes  de  acomodación q11e 

caracterizan a la  pared y de  la  velocidad  de  deslizamiento. De hecho la velocidad de 

deslizamiento  se  puede  obtener  de  manera  explícita, a partir  de las expresiones  de los 

valores  frontera  del  flujo  de  calor y del  tensor viscoso simétrico  sin t.raza, como se verti 

más adelante. 

Finalmente,  hallamos  una  expresión  reducida del flujo de  partículas  normal a la 511- 

perficie 
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Capítulo 4 

Flujo  Couette 

De manera  cualitativa un flujo  laminar  se  caracteriza  porque el movimiento  macrosctjpico 

del  fluido  se produce en  capas,  siguiendo  trayectorias  separadas  perfectamente  definidas 

sin  existir  mezcla o intel-cambio  transversal  entre  ellas,  esto  ocurre a velocidades lo bas -  

tante  bajas  para  que  las  fuerzas  de  viscosidad  predominen  sobre  las  fuerzas  de  inercia, al 

contrario de lo que  ocurre en un flujo turbulento en  donde el fluido  se  mueve  de  modo 

errático. Estos flujos  pueden  ser  incompresihles o compresihles: los primeros,  se  carac- 

terizan  porque  los  cambios  en la densidad  de  un  punto a otro son despreciables,  en  tanto 

que  en los segundos  dichas  variaciones son importantes. 

Uno de los problemas  mtás  simples  de  flujo  laminar  incompresible. es el llamado flujo de 

('ouette,  este  problema  es  muy  importante  en el estudio  de la dinimica  de un gas ell- 

rarecido,  debido a que  nos  permite  obtener  información  relevante  acerca del gas en  con- 

tacto con una  superficie  frontera. 

El flujo Couette se obtiene  cuando se pone  un  fluido  entre  dos  planos  paralelos que 

est,án  en  movimiento  relativo con una velocidad constante uwi a lo largo  de la direccih 

.c. Las superficies  planas  se  localizan  en z = 5.L en  el plano ~lr - y ,  y en  general  se  hallan 

a  diferentes  temperaturas. 

Por comodidad  se  supone  que los planos  que  forman los límites  del flujo se  extienden 

hasta  una  distancia  muy  grande,  tanto  hacia la derecha  como la izquierda  de la figura 

(4. l ) ,  así como  también  hacia  adelante  y  atrás  de la misma. Con ésto se  pueden  despreciar 

los  efectos de  borde,  debido a que  éstos  se  encuentran  tan  alejados  que  practicamente no 
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Figura 4, I :  Flujo  C'ouette 

~ i encn  influencia  en el interior  del  fiuido. 

Es nuestro  inter&.  abordar el problema  del  flujo  Couet8te  laminar  de  un  gas  enrarecido. 

tomando  en  cuenta los \do res  en  la  frontera  de las cant,idades  relevantes, calc~llatlos a 

p r t i r  del modelo  cinktico  propuesto  para la interaccihn  gas-paretl. En particular.  estamos 

irlteresatlos en  calcular el perfil de velocidad tiel flujo tomando  en (-1lenta las características 

propias de la pared.  Nuestro  estudio  se  realiza a partsir  de las ecuaciones de Grad en l a  

al~roxinxxicin  (le t,rece momentos;  en  esta  aproximacibn  los  coeficientes  de  transport,e 

\-ismsitlad  cortante 77 y de  conductividad  térmica X son funciones  de la pos ic ih ,  a t.ravés 

(le su dependencia  con  la  temperatura. Lo anterior es consistente con la teoría  cinética, )'a 

cl~le a través de ésta podemos  calcular  coeficientes  de  transporte 110 constantes  de  forma 

m;tlít,ica 1571. En  particular. \ramos a explorar  las  situaciones en las clue considerarnos a 

los coeficientes de  transporte  tanto  constantes  como  dependientes  de  la  posici6n. 

Como punto  de  referencia!  se  realiza  un  breve  repaso a la so1ucic;n del  problema flujo 

Couette  en el régimen  hidrodinárnico,  donde  precisamente los coeficientes de  transporte 

se consideran  constantes y las  condiciones  de  frontera  que se emplean son las llamadas 

condiciones de pegado. 



4.1 Aproximación de Navier-Stokes 

Cuando se aborda el problema  de  la  dinámica del  flujo Couette  en el  rkgimen cle Navier- 

Stokes,  las  ecuaciones  de  balance  de  las  cantidades  que se consert-an  en las colisiones. 

junto con las  ecuaciones  constitutivas  de  Navier-Newton y de  Fourier  para el tensor  de 

esfuerzos  y el flujo de  calor  respectivamente,  constituyen la hase para  realizar el est11clio 

del  gas  enrarecido.  Por  otra  parte, las condiciones  de  frontera  que  usualmente se t , on lw  

en  cuenta  son las siguientes:  en  una  primera  aproximación se supone que las  partículnh 

del  gas  en contacto con la pared  se  pegan a ella,  de tal manera clue éstas se rnuevel~ 

a. una  velocidad u,,,i. con t,emperatura Tu,. A estas co~~diciones de frontera se les 11nrn;~ 

condiciones  de  pegado. 

Se plantea el problema  flujo  Couette  estacionario  para u11 gas enrarecido,  donde las 

paredes  planas  e  irlfinitas  se  hallan  en el plano ( x - a ) ,  a una misma  temperatura y e l l  

movimiento  relativo con  trelocidad *uT,,i a. lo largo  de la dirección x ,  la presión p es  coli- 

stante.  Este  sistema  se  caracteriza  por la densidad p y por los coeficientes de  transporte: 

viscosidad de  corte rl y conductividad  tkrmica X .  clue son t,omados como  cantidades cons- 

tan tes. 

El movimiento  del  fluido  tiene  lugar  en  la  dirección x. lo que  hace  que  tengamos 1111 f i l l j o  

m dos dimensiones (x-:), así las ecuaciones de las  variables  relevantes  las  podemos  escrihir 

A 

('01110 

O ,  

donde  recordamos  que  hemos  empleado  las  ecuaciones  constitutivas  de  Navier-Newton y 

Fourier,  tomando a los  coeficientes de  transporte  constantes [lo, 461. 
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Por otro lado,  para  calcular el perfil d e  temperatura en esta aproximación. debemos 

combin¿tr  las  ecuaciones (4.6) y (4.7), que nos permite  escribir 

así. al integrar la ecuación (4.8) hallamos el  perfil  de  temperatura,  en el caso particular 

en  que  ambas  superficies  están a la  misma  temperatura Tu, 



(4 .9 )  

Como  podemos ver en la  ecuación (4.9), el  campo  de  temperatura  describe  mla pará1)ola3 

que es simétrica  con  respecto al eje x. Para el  flujo de  C'ouette,  tenemos clue hay una 

diferencia  de  temperat,uras  entre el  fluido en el centro  del  canal y las  placas  paralelas. .V 

precisamente la forma  en  que va variando la temperatura a lo ancho  del carla1 describe  una 

parábola  cuando  la  temperatura  de  ambas  paredes  son  iguales.  En  este caso  en  particu- 

lar, el perfil de  temperatura se  debe a que la disipación  de  energía  es  menor  en el centro 

del  canal  que  en  las  cercanias  de  las  paredes.  Aquí los procesos  transmisión  de  energía 

t'érmica  por  conducción  son  más  importantes  que los aquellos  por conveccicin. Est,o  es  una 

consecuencia de  que  en  la  ecuación (4.5)  los términos  convectivos  se  hayan  anulado. 

Recordemos  que  en el proceso  de  transferencia  de  energía  por  conducción, la transferencia. 

de  energía  térmica  se  puede ver en  una  escala  atómica como u11 intercambio  de  energía 

cinética  entre  moleculas,  donde  las  partículas  menos  energéticas  ganan  energía al chocar 

con las  partículas  más  energéticas,  arrojando  como  resultado  una conducciGr1 de  energía. 

Hemos  visto  que  cuando'  se  toma a los coeficientes de  transporte como cantidades  cons- 

tantes y de  considerar a las  condiciones  de  frontera  de  pegado, los  perfiles de velocidad 

y kmperatura   para  el problema flujo  C'ouette  describen 11118 línea  recta y una  pariibola 

respectivamente.  Estas  (condiciones  para los  coeficientes y las fronkras,  110 son  las  ade- 

cuadas  cuando  se  trabajta con  gases  enrarecidos a través  de la teoría  cinética [¿I, 571. 

Por  un  lado  sabemos  que los  coeficientes de  transporte se  pueden  calcular  directamente 

de la  ecuación  de  de  Bolt,zmann a través  del  método  de  momentos  de  Grad y que  estos 110 

son  constantes [$57], por lo que  es  adecuado  dejar  que  estas  cantidades  sean  funciones  de la 

posición.  Además, si deseamos  tomar  en  cuenta  las  propiedades  de la pared y la velocidad 

de delizamiento  en el  perfil de  velocidad,  debemos  abandonar  las  llamadas  condiciones  de 

frontera  de  pegado y obtJener  las  condiciones  de  frontera  adecuadas.  Una  de  las  opciones 

que  podemos  seguir,  es  precisamente el trabajar con  las  condiciones de deslizamiento  que 

hemos  discutido  en el capítulo  anterior,  donde  se  calcularon  los  valores  de  fronteras  de 

las cantidades  que  son  relevantes  en la aproximación  de  trece  momentos  de  Grad a travks 

del modelo  Maxwelliano de  la  pared, y que  como  hemos  visto,  involucran el salto  de 

temperatura y la  velocidad de deslizamiento. 
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4.2 Aproximación  de Grad, X , r) y p funciones de la 
posición 

5 

Figura 4.2: Flujo Couette en la aproximacicin cle Grad. 

demás,  no hay  gradiente  de  presión  ext,erno que influya  sobre el flujo. 

El estado  estacionario  en este flujo se caracteriza por la presión PO(' ) y la temperatura 

'I-,I(: ) .  Not,emos, que estas  dos  funciones  dependen de la posición, en cambio la densidad 

po la tomamos corno una constante. 
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C’on lo anterior,  estamos  considerando clue el estado  estacionario  del flujo est&  fuera clel 

equilibrio  total,  donde ;algunos de sus parAmetros macrosccipicos característicos depende11 

explícitamente  de la posición. Es decir,  se  trata  de  un  estado  inhomogéneo. 

Como ya se ha menciol:~do, la descripcicin  del sistema se realizarti a travks de las e c l w  

ciones de  Grad  en la aproximación  de  trece  momerltos.  mismas clue se linealizan alrededo1 

del estado  inhomogéneo ya descrito.  Supondremos  que el movimiento  del fluido es 10 

suficientemente  lento  tal clue todos  los  términos  no  lineales  puedan  ser tlespreciaclos. 

Para  realizar  la  linealización,  las  variables  relevantes  las  escrihimos  como: 

T 1: T,, t T’. /I PO t- p’, p = po t ES’) (4.10; 

donde la ecuación  del  gas  ideal  determina la temperatura y l a  presicin en el estado esta- 

cionario 

en  este  caso en particular,  estamos  considerando  que el  flujo lento se  encuentra  en 1 1 1 1  

estado  estacionario,  donde  las desviac.iorles de la temperatura T‘ son  pequeiias  en c o n -  

paracicjn con ‘To de  esta  manera  las  ecuaciones  de  Grad (2.126) l as  escribimos como 

p o p .  ug) 1 o. (4.1 ;I I 

D - q  + p o p  .ug) = o ,  (4.  l .?)  

- 0 ~ 0 -  0 . P ”  + “F PO O ,  (4.141 
m 

E) Po ‘b 1 

donde F es  una  fuerza  externa. 



L o s  tiempos  de  relajamiento  que  hemos  vist,o ya en el capítulo  dos J -  que está11 escritos  en 

t.&rrninos de los coeficientes de  transporte,  pueden  evaluarse  sin  problenla  para un poten- 

cial central. En esta  ocasión  empleamos  las  expresior~es de los coeficientes (le transporte 

para el potencial  de  esfera  dura, que escribimos  como 

Por otra  parte. al considerar a los coeficientes de  transporte como  funciones  de la 

posicicin a t;rav&s de su dependencia con la temperatura, estamos considerando a los 

ticnlpos  de  relajacibn  de las variables  físicas. cotno rantidades  que variar1 cor1 la posición, 

según io haga l a  razón  entre los coeficientes de  transporte y la presión 



27n X I 

1 

(4. 1 9 )  

(4.20 J 

El hecho  de  que  los  tiempos  de  relajación no sean  constantes. 110s indica que los efw- 

tos de  disipación no son  los mismos  cuando se esta  cerca  de la pared. que cuando se est ii 

en el interior  del  gas a una  distacia  de la front'era  de  varias veces l a  traj.ectoria l i l m  mt.c l i ; t .  

Las condiciones de  simetría  impuestas  por  la  geometrítt,  implican  que todas las cttuti- 

(lades  deben  ser  independientes  de la coordenada u. de  esta  manera, el finjo se  convierte 

en  un  problema  de  dos 'dimensiones (x3 2). En este  caso,  las  ecuaciorles (4.13 - 4.17) SF' 

reducen a u11 conjunto  de  ecuaciones  más  simple  (ver  apéndice A ) .  que  se  adimensionali- 

za con  las  cantidades  de  referencia  que  presentamos y discutimos  en la sección (3.7) del 

Capítldo  anterior 

tlP,., 

dQZ 
tls * 

donde 2 = z*  L ,  K, = -L es el número  de Knudserl y 1 = ___ ' es  la  trayectoriii 

libre  media  para  esfera  dura con una  densidad  numérica de referencia n,. Recordemos l a  

forma  en  que hemos adimensionalizado las variables  importantes: Q = p. = p" 
P S J E T '  P s  ' 

2 L  v%a2 7lS 

T * = T , ' V = e  T ~, v = "O-"w) p = 2 y p* = L. m P s  PJ 

En  la  ecuación (4.22), observamos  que  cuando  la  fuerza  externa F" esta  ausente,  la presicin 

p* es una  constante.  Esto  nos  indica  que la fuerza  externa  es  importante  en el sentido 
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(le que 110s brinda la oportunidad (le trahajar ( :o11  dos dist intits  opciones  acerca de la  

colltlición de la presión. 

Observarnos  que  cuando la temperatura es una  constante,  recobramos la ecuacitin usual 

p t r ~ t  el perfil de velocidad  del flujo Couette. Es decir,  se recupera el caso en  que la 

\wiaci6n de la velocidad  en la posición es una constante Ec. ( 4 . 5 ) .  .4demás, notamos 

c111e los términos  que  modifican  la ecuacicin de l a  velocidad, s o n  de segundo orden en el 

rlímero de  Knudsen,  un  hecho  que  indica que estas c,orrecciones  son pequeiias cumdo  

consideramos la región de nlimeros de  Knudsen muy pequeños; &e no es el caso  en el 

l-bgirnen (le transición  donde K, N 1 ,  

La. ecuaci6n de  la  velocidad  no es complicada y puede  integrarse  de  manera  directa, sólo 

es necesario  realizar la int,egración  en  una  sola  variable o"*. 

88 



La solución para  la ecuación de la velocidad,  puede  escribirse  como 
- 

La integrales que escribimos  en las  ecuaciones (4.;42)-(4.:34) y que  llamamos I L.?(:* 1 .  

I I l , 2 ( z * )  y lIIL~2(2*,). representan  en  realidad  las  siguient,es  integrales 

La solución dada  en la ecuación (4.31) toma  en  cuenta  las ixlhomogeneidades  en el campo 

de la temperatura, así como la variación  en los coeficient.es de transporte.  Por  otra  parte. 

las  propiedades  de la pared  aparecen  explícitamente  en el valor  del tensor  de  presiones 

Pzz ,  esta  cantidad se obtiene  de  la  ecuación (3.88) 

donde V = v - v, .  Si toma 

Clouette, es decir V, = O,  

(3.94) en la ecuación (4.,137): 

lenta la simetría  que  presenta el problema del flujo 

introducimos  la  expresión de que  aparece e11 
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4.2.1 Perfil  de temperatura 

En esta sección  se  muestra la manera  en  que  se  determina el campo  (le  temperatura. 

para  posteriormente,  evaluar  las  integrales que estiir1 involucradas en  la expresión de l i t  

\.elocidad (4.32 - 4.34). 

Mediante  una integracicin directa  de la ecuación ( 3 . 2 5 )  ~ hallarnos l a  expresión 

donde b es una constante  de  integración.  aquí  definirnos  lma  distancia  característica h' 

que 110s da el alcance  de  la  influencia  de la capa  de  Knudsen 

la expresión para la  componente  nornlal  del flujo de calor CJz. se ollt,iene a partir de l a s  

cvndiciones  de  frontera. A partir del  valor en  la frontera  para cl tensor viscoso sirnGt r i c ' o  

sin  t,raza  que  ya  hemos  calculado y que  reportamos  en la ecuación (3.88). podemos obte11e1- 

u11a expresión  para la componente (2;) de  esta  cantidad 

.-I1 tomar en  cuenta la s,imetría  que  presenta el flujo C'ouette  en l a  velocidad,  es deci1 

c;Z = O,  obtenemos 

A 1  considerar las condiciones de  simetría en las ecuaciones  de Grad (ver  la  ecuación (a.  1 0 )  

del  apéndice A),  hallamos  que P,, es  igual a cero,  con esto, la ecuación  anterior  se resuelvr. 

para la componente  normal del  flujo de  calor y encontramos 
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c1"e ticpende d e  los coeficientes de la pared a t,ravks  de Q, J' del salto de temperatura. 

1)e 1lr:cho. la dependencia  de Q z  cot1 el salto de temperatura tarnbid11 fue obt~enida  por 

ljisso y ('ortlero [ 6 5 j ,  la diferencia  esta en q11e la. expresión  que  obtenemos  depende de los 

cwcficientes de acomodacicin que  caracterizan a l a  frontera. 

E11 part,icular, el flujo de calor  normal a la  superficie es disipado a través de la pared. la 

c 7 1 1 i t l  mantiene su temperat,ura  constante T,,, y como podemos ver en la. ecuaciGn (4.46). 

est a (santidad  se  anula  cuando  el  salto de temperatura esta ausente. Tal y como sucederia 

si se crnplearan las  condiciones de frontera  de  pegado, 



Finalmente el perfil. de  temperatura es  escrito  en  términos  de  la  distancia  de  pene- 

tración 6* y de su  valor  en  las  fronteras = *  = ztl, T I A 1 )  = 9 

T * ( z * )  = [ T*T(+l) 7 - ;*( Z *  7 1 ) I '  , (O 5 ,7* 5 1, -1 5 z* - < O )  ( 4 . 3 7 )  

las características  del  perfil  de  temperatura  se  muestran en la figura (4.:3), donde se  

observa  una  curva  casi  parabólica.  Cuando  comparamos con el perfil de  temperatura que 

se obtiene  en el régimen  de  Navier-Stokes,  ohservamos  que las dos c ~ ~ r v a s  son  semejantes. 

Por 1111 lado, la expresidbn de  la  temperatura que derivamos de l a s  ecuaciones de C1.at1 ( ' 1 1  

la aproximacicin de  trece  momentos.  depende  fuertemente  de los (,coeficientes de transporte 

b- (le las características de la pared a través de los coeficientes de acomodación.  Por otro 

lado. cn el rkgimen de  Navier-Stokes la temperatura  depende  de la forma  de  la velocidacl, 

y en cambio l o s  coeficiente de transporte no son relevantes debido a que  son  cantidades 

const.antes. 

1 .o 

0.5 

Z* 
o .o 

-0.5 

-1 .o 
4.2 4.3  4.4  4.5 4.6 4.7 4.8 4.9 

Perfil de Temperatura 

Figura 4.3: La línea  con  asteriscos  representa el perfil de  temperatura  en la aproximación 
de  Navier-Stokes,  la  línea  continua y la  linea  discontinua,  representan el campo  de  tem- 
peratura  correspondiente a la  aproximación  de  Grad en trece moment.os, para H = 0.8 y 
0 = 0.85 respectivamente. 
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Observamos  que el perfil de  temperatura  en  este  régimen,  básicamente  tiene  su  origen  en 

la friccicin, las deformaciones de la temperatura en las  cercanías de la ptred se deben a 

( 1 1 1 ~ :  esta liltinla 110 es ~ 1 1 a  pared  ideal. lo anterior se t , o m a  erl cucrlta a l  ronsitlerar a los 

c.oeficient,es de  transporte corno funciones tle la posición. 

t :11 la ecllución (-4.25) vemos q11e el fiujo d e  calor esta relacionatlo ( ' o 1 1  el coeficiente  de mu- 

tlnccitin tkrmica y e11 cambio no se obser\.;m términos convectiI-os,  por est,a r;tzi,n clecirnos 

que e11 esta aproximaci6n los efectos de  transferencia  de  energía  tirmica. por cond1lcci6n 

son mAs importantes  que  aquellos  tlehido a la transferencia  de  energía  por  couvección. 

I A  tliferencia entre estas dos forma de t ransferenc ia de energía. es que I n  primera e s t i  

ligada. al  intercambio d e  energía cinét,ica entre las molkculas qlle choc:rn >~ e11 la segunda. 

e l  medio que se calient,a se mnet-e de 1111 lugar a otro. 



4.2.2 Velocidad. de deslizamiento 

Otra  de  las  cosas  que  podemos  determinar  de  forma  analítica  en  este  problema  de fl11~jo 

laminar, es la velocidald de  deslizamiento r/& = v, - v w ,  esta  cantidad se  det,ermina it 

partir  de  la  condición  de  simetría Pz,  = O y de la componente Y del  flujo de calor en l a  

frontera. 

Para  hallar la expresión de la velocidad  de  deslizamiento, se combinan  las  ecllacioues 

( 4 . 4 3 )  y (4.46) .  resolviendo  para Vx hallarnos 

donde  es  clara la influencia  del  salto  de  temperatura v las propiedades  de la pared. C ' o r n o  

podernos  notar,  la  velocidad  de  delizamiento  llega a ser  igual  a la velociclad de la pared. 

cuando la temperatura en el gas  cerca  de la hontera es igual a la tlc la pared,  esto significa 

clue no habrá  deslizamiento  cuando no se tenga  salto  en la temperatura.  Esta situacitiu 

es posible  debido a que las  partículas  en el fluido  colisionan de  forma  inelástica con l a  

pared  y  también puede:n ser  absorbidas,  de  aquí  que la energía  cinética  promedio e11 l a  
capa  front,era  no  corresponda a la  energía  de la pared ni a la energía del bult~o, 

.Aquí en  esta  aproximación,  la  principal  hipótesis  hecha  es  que el sal to de  ternperatu- 

r a  juega  un  papel  importante en la capa  frontera.  Esta  caract,erística  es  clara  c~lantlo 

s1lpollerrlos clue los coeficientes de  t,ransporte son funciones  de la posición a través  de l i t  

temperatura, ello en la capa  delgada  de  gas  adyacente  a  la  frontera.  Esto  significa, q11t' 

el proceso de colisión entre  las  partículas  en el gas y la  pared  ocurre  en  una  forma en 

clue el transporte  de  energía, no es  cuantificado  de  manera  suficiente con  coeficientes cle 

transporte  constantes. En otras  palabras, poderr,os decir  que el fenómeno  que  estamos 

estudiando está presente  debido a clue la  pared  no es ideal. 

Por otro  lado, a trav&  de la ecuación (4.40), podemos  escribir la velocidad de desliza- 

miento  en  términos  del  número  de  Knudsen y la distancia  de  penetración 

(4.49) 
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expresión que muestra  que la velocidad d e  deslizamiento  crece con el número de h u d s e n ,  

rw1llt,ado quo concuerda con lo report ado cn la literatura 121. 

-1 o 

- 
-Grad, H=0.80 

m 

-15 -10 -5 O 5 i o  15 

Perfil de Velocidad 

Fig11ra '1.4: Las líneas  continua ( Q  == 0.8) y cliscontinua (Q = 0.85) corresponden al perfil 
tlc velocidad  en la aproximación de Grad en  trece  momentos eon (1 7: I ,  y la línea con 
asteriscos  representa el perfil de velocidad  usual col1 K, << 1. 
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-30 -20  -10 O 10 20 30 

Y 1 0  

Figura 4.5:  Perfil  de  velocidad  para  el  flujo  Couette  obtenido  mediante  dinámica  molecu- 
lar, ver ref. [58] 

Como ya hemos  mencionado, los  valores  de  frontera  que  calculamos  en  el  capítulo 3 .  

son  una  corrección a los valores  de  frontera  de  pegado. En  estos valores no se  toma en 

cuenta  de  forma  explícita  el  defecto  de la velocidad  que  es  provocado  en  parte por I n  

nat,uraleza  de  las  colisiones  entre  las  partículas y la pared.  En  este  capítulo,  hemos visto 

que  el  defecto  de la velocidad  es  provocado  por  las  variaciones  bruscas  de la temperatura 

en las  cercanías  de la pared, lo que  nos  hace  suponer  que  el  transporte  de  energía y S I I  

disipación,  no  corresponde a una  descripción en donde  se  toman los coeficientes  de  trans- 

porte  como  constantes. 

i 
Finalmente,  observamos  que  cualitativamente  hallamos  resultados  semejantes a aque- 9 

4 

110s que  se  han  obtenido  usando  métodos más complejos [17, 32,  36, 38, 581. Los resultados 

que  hallamos,  muestran  que la velocidad  del  fluido  en la capa  adyacente a la frontera no 

es  igual a la velocidad  misma  de la pared. en  su lugar  hay un deslizamiento  del fluido  en 

la superficie  frontera. L a  magnitud  de  este  deslizamiento,  depende  de  las  propiedades del 

fluido y la pared, así como  tambíen  de  la  geometría del problema. 

Al querer  comparar  la  expresión  para  la  velocidad  de  deslizamiento  que  hemos  obtenido 

con  otros  trabajos,  encontramos  que  usualmente no se  reporta  esta  cantidad,  sino  que en s u  

lugar,  se  reportan  las  distancias  de  deslizamiento <T y <u, que  precisamente  están  definidas 

en  términos  de  la velocid.ad de  deslizamiento y del salto  de  temperatura [38, 48, 66, 671. 

2 

.j 
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4.2.3 Coeficientes de deslizamiento 

Para calcular la distancia  caract,eríst,ica  del  fenómeno  de  deslizarniento re lac iordo 

a l a  temperatura <T, sustituimos en la ecuación (4.50) las  expresiones  del  campo de 

t>emperat.ura y la  derivada  de &te, con  respecto a ,r* 

(4.50) 

al sustituir la expresión  para el  perfil  de  t,emperatura y su variación con _Y*, hallamos 

(4.52) 



tomando T, = 79K, T, = 294K (TWIT, = 0.268) y B = 1, es  decir,  cuando  tenemos el 

caso  en  que  solo  hay  colisiones  difusivas,  hallamos 

('on  el fin de  comparar  nuestros  resultados con aquellos  que se han reportado  en la litera- 

t.ura, en la ecuación  anterior  hemos  usado la siguiente expresicin  del ncmero  de Knudserl 

donde I ,  es la trayectoria  libre  media  propuesta por C'ercignani [3]  y que se  escrihe  como 

(4.543 

donde X0 es la conductividad  térmica  en  equilibrio. 1, esta  relacionada a la trayectoria 

libre  media  para  esferas  duras 1 = a través  de  la  relación 
&ru2n, ' 

Por ot>ra lado, Loyalka y Ferziger [18] calcularon  este  mismo  pariimetro,  partiendo  de la 

ecuación de  Bolztmann l.inealizada,  resolviéndola  mediante  un  principio  variacional,  de l o  

que  hallaron 

En otro  trabajo,  realizado por Klinc y KuSEer donde  de  nueva  cuenta  se  parte  de la 

ecuacicin de  Boltzmann  linealizada!  que  es  resuelta a través de un  principio  variacional (5Ol. 

se  encontró 

(4.57'; 

Observamos  que  nuestro  resultado  est& 23% y 24% por  arriba  de (4.56) y (4.57) respecti- 

vamente. El resultado  que  obtenemos es  debido a que  los  coeficientes de  transporte son 

cantidades no constantes,  esto nos dice  que los precesos de disipación de  la  energía, son 

debidos  principalmente por fricción,  y  que  estos no son  iguales  cuando  se  esta  cerca  de l a  

frontera  que  lejos  (varias veces la trayectoria  libre  media)  de  ella. 
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.-Iunque en  los trabajo con  los  que  comparamos  son  obtenidos  mediank  metodos  varia- 

cionales  donde se retienen una m a y r  cantidad de tkrminos. los coeficient,es de transporte 

S<' t,oman  como  cantitlades  constantes. En todos lo t,r-abajos se t,oman ('11 mt:nta los c o d -  

cimtes de acomodación. 

i,7r~110s que el resultado que obtuvimos  está :{ti% por  arriba de (4.61).  Suponemos q11e 

1~11 i t  de las razones  de  tener  tal  distanciamiento  entre los resultados. es debido a que  no 

tt)nmmos en cuenta  las  variaciones  de la densidad, ademiis por  supuesto. de manejar 1111 

rnodclo de fronteras  limitado. 

En esencia, la diferencia  entre  nuestros  resultados y los ya  reportados en la literatura: es 

que los nuestros  son  obtenidos de 11na manera sencilla y nos muestran  que  t,anto el coefi- 

ciente  de  salto (le temperatura como el de  deslizamiento  dependen de las  características 

de la pared y del salto  de  t,emperatura. 
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4.3 X y 77 constantes, p función de la posición 

En  esta  sección  calculamos  el perfil  de  velocidad del flujo  Couette,  esta vez tomando a los 

coeficientes  de  transporte  como  cantidades  constant,es. Lo anterior lo  realizamos  con el 

fin de  revisar las diferencias  que  surgen  en  el  perfil  de  velocidad  del flujo laminar. cuanclo 

comparamos  con  los  resultados  que  obtuvimos  en la sección  anterior. 

Nuevamente  se  considera  al  flujo  laminar en 1111 estado  estacionario, que es descrito 

por  las  ecuaciones  de  Grad,  mismas que se  linealizan  alrededor del estado inhornog6rleo 

cararterizado por la presión PO(=) = poRTo(z) .  

Los coeficientes  de  tlransporte son tornados corno cantidades  c‘onstmltes, en particular 

para el  potencial  de  esfera  dura  tenemos 

donde la temperatura T,, es  una  cantidad  constante. 

Por  otro  lado . la presitjn es una  función de la posición a travks  de  la  temperatura tlrl 

fluido.  de esta  manera  tenemos  que los tiempos  de  relajación so11 cttntidades que \ w í m  

según lo haga  el  inverso  de la presión 

‘Lm X 1 

Comparando con los  resultados  de  la  sección 4.2,  podemos  decir  que los tiempos de  rela- 

jamiento  de  las  variables q y Pa son  menores,  que  aquellos  que  se  obtuvieron  en el caso 

ant,erior. 

Al considerar los coeficientes  de  transporte  como  cantidades constantes, estamos  suponie~~tlo 

que  los  efectos  de la viscosidad  sobre  el  movimiento  del fluido  son  mayores. 
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Por otra parte,  el  conjunto  de  ecuaciones (4.13-4.17) sigue  siendo t.,ilido. En est,e  caso 

en particular, los cambios que surgen t,ierlen que ver con las ecuaciones  atfimensionali- 

zadas.  pues  ahí  es donde se toma en cuenta dc mmcra  explícita que los coeficienks cle 

rrmsporte son constantes. L o  anterior. l o  podemos t:er en las ecllaciones para las variables 

físicas P" ~7 g 

ot,r;t  vez, 3 = : *L .  ICn :-y es el  nirmero (le Knudsen y I = -- 
J2ÍTa271, 

la  trayectoria  libre 

nletlia para esfera dura. 

.4 partir  del  conjunto de ecuaciones  que  acabamos de mostrar.  procedemos a escribir la 

cclm+h  de  evolución  para la velocidad del fluido.  Para  determinar  esta  ecuación,  se 

deriva el flujo de  calor Qz  con respecto a la Iw-iable :*. 

1 
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Debido a (4.65). la  ecuación  anterior  se  reduce a 

Antes de  sustituir la expresión  de  arriba  en la ecuación (4.70), revisanlos la cmlacicin 1)atr.a 

cl  flujo de  calor  normal a la superficie  frontera Q,. 
En la ecuación (4.69) vemos  que la variación  en la posición por  parte  de la temperatllra 

cs una constante 

lo cl"e nos arroja  como  resultado  que la segunda  derivada  en la posicicin por  parte de la 

temperatura  se  igual a cero. Lo ant,erior  nos  permite  simplificar l a  ecmcitin  (4.73) 

(4.73) 

esta expresión se sustituye en la ecuación (4.70). De esta manera ohtenenms  la  ecuacih 

para el campo  de  velocidad  del  fluido,  que  se  escribe  como 

De nueva  cuenta  observamos  que  cuando la temperatura es  constante, el término  que 

nos indica  la  desviación  del  régimen hidrodinámica en  la  ecuación  de  arriba  se  anulan. 

('on lo que  obtenemos l a  solución  usual  para el perfil de  velocidad.  Como  podemos  ver. 

la ecuaciGn (4.75) también  involucra  términos  cuadrát'icos  en el número  de  Knudsen, lo 

que  nos  indica  que  estas  corlstribuciones  se  desprecian  cuando  se  t'rabaja con números de 

Knudsen  muy  pequeños. 

La  solución  de la ecuación  para la velocidad  es 

donde 

(4.76) 

(4.77) 
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Nuevamente 

P o r  otra  parte,  las  características  propias  de la pared son tonladas ex me11ta it trn\& 

del  tensor  \-iscoso (3.88). en  particular  por Fzz .  No es de  extraiíarse que la expresi6n  (le 

esta cantidad no varíe,  pues ésta adem& (le ser  una consta.llte, fue  c&ulada. a través de 

lma furlcicin de  tlistribucitin  en  donde los  coeficientes de  transporte no est An in\.olncrados 

(le manera  directa 

('orno llcnlos podido ver. l a  ecuación de la velocjdad en este caso cn pa.rtic'lllar presenta 

;ilp,urlits c1iferencia.s en  comparación con la ecuación que se obtuvo CII e1 ('aso mtcrior.  En 

arnl)os CASOS la solución  involucra  de  manera  direct,a al (:ampo de  temperatura, por lo qlle 

(\S preciso  calcular  est,a  cantidad. En este caso en particular.  procedemos a calcldar el 

r . t r r n p o  (le temperatura con el fin de ver el cornportamient,o c1ditat,ivo  de la velocidad y 

i l s í  comparar  con los resultados que se  oht,uvieron  en l a  seccibn ankrior .  
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4.3.1 Perfil de temperatura 

Para  calcular el perfil de  temperatura,  realizamos  una  integración  directa  de  la  expresitin 

(le1 flujo de  calor,  misma  que  está  escrita  en  términos  de  la  variacibn  de la temperaturil 

(:o11 la posición.  en  particlllar  integramos la ecuacicin (4.69). De l o  anterior hallamos l l l l a  

expresión  para el perfil  (le temperatura en el fluido 

b es la constante  de  integración, la distancia  característica 6* tiene  ahora la expresitin 

QZ es  conocida y su  expresión  se  encuentra  en la ecuacicin (4.41). Por otra  parte. para 

c.itlcular 6 ,  es necesario  evaluar  la  ecuación (4.79) en z *  = I l .  I 7 r ~ a  vez determinada l a  

cwnst,ante de integracicin.  se  sustituye  su  expresión J .  hallamos el perfil de temper-atllr;i 

clue escribimos  de l a  siguiente  manera 

T* ( ~ * \ ”. 
y , ” 

Vemos ahora,  que  esta  ecuación  dificilmente  dexribe una par&bola, c,on lo que notamos 

clue el comport,amiento  del  campo  de  temperatura  es  muy  distinto  en  comparación del 

rkgimen de  Navier-Stokes  y  del  caso  anterior. De hecho,  ésta  es  una de las razones p o r ’  

las  que  propusimos  trabajar  con  coeficientes de transporte no constantes. 

En la figura (4.5), podemos  observar el comportbmiento  cualitativo  de  la  velocidad del 

fluido. Claramente se observan  las  diferencias  entre  las dos aproximaciones, nos referimos 

al hecho de considerar a los coeficientes de  transporte  como  funciones  de  la posici6n J .  

luego  tener esta mismas  cantidades  como  constantes. 
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Z* 

4.3.2 Coeficientes  de  deslizamiento 

z - 2' fi(0.3002274)K,,, 

donde  observamos que  no hay grandes  variaciones. 

(4.77) 
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4.4 X y 7 funciones de la posición y p constante 

IIasta  aquí,  hemos  explorado la situación  particldar  en q11e los coeficientes de transportt, 

son  constantes o funciones  de la posicidn.  mi.tnteniendo a. la presiitirl como una canticlad q u ~  

depende  también  de la variable z* a través  de la temperatura.  Xhora,  estamos  interesados 

en  abordar el problema flujo Couette.  en el caso particular  en clue los coeficientes tic, 

transporte  dependan  de la posición y la presión  sea  una  constante. De hecho. la influen(-ia 

de la presión  en el perfil de  velocidad  es  un  aspecto  importante  que nos interesa abortlwt. 

aquí. 

1211 esta sección  consideramos el  caso en  que el flujo laminar  estii a una presidn  constant,c, 

donde la densidad  es m a  función de la posición. así corno la temperatura, (le tal  manera 

que al  combinarse  resul.ta  una  presión  constante.  En  esta  situaci6rl  particular. hallarnos 

que los tiempos  de  relajación 110 son  constantes !- dependen  de la temperatura 

podemos  decir  que los tiempos  característicos  de las variables físicas so11 mayores que 

aq~el los  que se obtuvieron  en  las  situaciones  anteriores. 

En este  caso  en  particu1,ar el conjunto  de  ecuaciones  de  Grad  se  escribe  como 
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.!hora. para  hallar l a  expresión de la densidad,  hacernos uso de l a  ecuacibn de estmlo 

dinlensiorlal 

(Istarnos suponiendo que l a  presión  es  una  constante por lo que  podemos  establecer p~ :r p,. 

tlc c s t a  manera p" 1 = 1: de lo anterior, escribimos 
P s  
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Se ordenan  los  términos para simplificar la ecuacicin anterior 

Si se sustituye la expresicin de la temperat'ura  en la ecuación  anterior.  vemos  que 

por lo que la ecuación (4.93) se anula, 

d Q x  
" 

dz* 
- o. 

(4 .93 

(4.95 

('orno una  consecuencia  vemos  que la componente TC del  flujo de calor es constante y n c  

influye en la ecuación  de  la  velocidad. 

De acuerdo  con  la  ecuación (4.87), la ecuación  para la velocidad es 

(4.96) 
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-2 O 1 

Perfil de Velocidad 

En la  figura (4 .6 ) ,  se muestra  que el efecto  de  deslizamiento  en  este caso en  particular se 

presenta  en  menor  grado  que  cuando la presión no es  constante. 

Por otra  parte, la expresión de Pzz se  halla  en l a  ecuación (4 .35 ) ,  que sigue  siendo  vdida 

para esta situación en que la presión es una  constante. Lo mismo  sucede  con la velocidad 

de deslizamiento (Ec .  4.33). 
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4.4.1 Coeficientes  de deslizamiento 

En  esta  ocasión,  el  coeficiente del salto de temperatura  es 

clue coincide  con el que se obtuvo en los dos casos anteriores. Por otro lado, r l ~ e  el 

coeficiente  de  deslizamiento  es 

;2? = JF(O.3l03l36)Kn3 

donde podemos observar que las diferencias son mínimas. 

i 4 .  I O 0  ' 
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4.5 T I ,  X constantes y p constante 

2 m  X 1 
! A  

(4 .  

10 1 

02) 

d:** 
dP 

o 

o 

(4.107) 

(4.108) 

(4.109) 

Para hallar la ecuación  de la velocidad,  primero  derivamos (4.106) con respecto a la 

variable :*! tornando en cuenta las expresiones (4.103) y (4.104). de lo ant'erior  se obtiene 
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Para  reducir  al  maximo la ecuaciGn (4.110). nos fijamos  en la ecutwicin (4.107) ~ observamos 

clue al  realizar la integración  de  esta ecuacicin la temperatura  tiene 1 1 n a  dependencia lirlral 

c o n  la posición,  de  hecho  es la misma  que  aparece  en  la  ecuaricin (4.76). en d o n t l c ~  los 

coeficientes de  transporte tambi&I  se  tomaron  constantes 

Podernos ver clue efectivamente la temperatura es proporcion¿Ll i - ~  l a  posicidn. est c' I Y -  

sultado  junto con el hec-.ho de  que la temperatura J .  la. densitlad estiin re1;tciollatlas I ) O I  

T* = 5, provoca  que  la  ecuación (3.1 10) sea  igual a cero. 

La ecuación  para la velocidad  se  obtiene de la ecuaci6n (4.108) y que escribimos corno 

(4.11 1 I 

clue nos da  el  perfil de velocidad  usual (4 .8) .  

En  esta  aproximación,  vemos  que  cuando los  coeficientes  de transporte son  constantes ttl 

igual  que l a  presión,  obtenemos el  perfil de velocidad  usual.  Aunque e n  la ecuación (4.1 I 1 

S? toman en cuenta  las  carsct,erísticas  de la pared a través  de PTz3 bajo  estas  condiciones 

creernos  que  es  mejor  abordar el problema flujo Chuette  en el régimen  de  Navier-Stokes 

con las  condiciones  de  frontera  de  pegado. 

4.5.1 Coeficientes de deslizamiento 

El coeficiente  del  salto  de  temperatura,  para  esta  aproximación  es  el  mismo  que  en el 

caso  anterior. Lo mismo  sucede con  el coeficiente  de  deslizamiento,  pues  éste,  es el mismo 

que  aquel  que  se  obtuvo en el caso  cuando la presión  era  constante y los coeficientes de 

transporte  funciones  de la posición. 



4.6 Discusión 

Hemos calculado el perfil de velocidad del flujo  Couette,  tomando  distintas  situaciones 

( l e  los  coeficientes de t,ransporte y la presibn.  para  observar la respuesta  del flujo al estar 

prcsencia tie una  frontera. Lo anterior se realizó a través  de  las  ecnaciones de Grad, 

en la aproximaciiin de trece  momentos:  mismas  que  fueron  linealizadas  alrededor de u n  

estado  estacionario  inhomogeneo.  De  acuerdo con  los resultados que se obtuvieron  en este 

capítulo:  vemos  que el perfil de  velocidad del flujo Chuette se ve modificado  con  respecto 

it s u  comportamiento  usual,  cuando se toma en cuenta  la  capa  de  Knudsen. 

I h  primer  lugar  abordamos el flujo Couette,  considerando a los coeficientes de  transporte 

( ' o r n o  funciones de la posición it través (le la  temperatura,  al  igual  que la. presicin. Hallamos 



que el perfil  de ve1ocida.d se ve modificado  debido a la variación  de la temperatura col1 

la  posición,  estos  términos  son  de  orden K:, lo que  hace clue no estén presentes  cua~ltfo 

se trabaja  en  la  región  de  números  de  Knudsen  muy  pequeiíos.  ('omo  resultado  hallanios 

que el perfil  de  velocidad  muestra el efecto  de  deslizamiento  en  las  cercanías  de la frontera. 

En  particular,  encontramos  que  para  grandes  diferencias  de  temperat,ura, y Nujos lentos, 

l a  velocidad  depende  del  perfil  de  temperatura  por lo que es necesario  determinttrlo 

explícitamente. En cambio,  la  temperatura no depende  de la velocidad,  de  hecho,  sólo 

depende  de la relación  que  guarda con  los  coeficiente de  transporte y del flujo de calor 

normal a la frontera. Iz1 permitir  que los coeficientes  de  transpork varíen hrlcionalrne1~te 

con  la posición a travé:s de la temperatura.  estamos  considerando  que la. diferencia de 

temperaturas  es  importante  en la capa  de gas en  la  frontera; e11 otras palabras.  estarnos 

tornando  en  cuenta el efecto  de la capa  de  Knudsen  en el gas, a través  de la  funcionalidad 

de los  coeficientes de  transporte.  Considerando  que la fricción torne u11 papel  importante 

provocando  que  el  flujo  de  calor  en la dirección .x esté  presente y juegue  un rol importante 

en el movimiento del  fluido  que  originalmente  es  provocado por las placas  paralelas.  Otra 

situación  que  revisamos.  es el caso  en  que los  coeficientes de  transporte son constantes y la 

presión  una  función  de la posición a través  de la temperatura.  En  este caso  en  particulal. 

hallamos  un  perfil  de  velocidad,  en  donde el defecto  de la velocidad se ve menos pronun- 

ciado,  en  comparación  con el caso anterior. Por otro lado.  para el perfil de  temperatura. 

eIlcontramos  que  esta  cantidad  torna en cuenta el efecto  de l a  pared e11  eno or grado clue 

en el primer  caso. 

Clla11do los  coeficientes de  transporte y la presión  se suporle11 coI1stalltes, hallamos  que el 

perfil de  velocidad  corresponde  al  usual. 

Otro  de los aspectos  importantes  en  esta  aproximación:  lo  constituyen  los  tiempos  de 

relajación,  en  particular  observamos  que el defecto de  la  velocidad  aumenta en la medida 

en que  los  tiempos  de  relajación  sean  mayores. De &o.  podenlos  decir  que  cuando los 

efectos de  la  fricción  son  prolongados,  se  provoca  que el efecto de  deslizamiento  en la 

velocidad sea mayor  y se alcance a observar. 

Por otro lado,  resulta  ser  una  sorpresa el hallar clue el coeficiente  del  salto  de  tempe- 

ratura <T, sea  una  cantidad  constante  para  todos y cada  una  de las opciones clue hemos 
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cwnsiderado. Aunque  la  expresión  de la. temperatura  cambie y sea  distinta  para  cada 

1 1 1 1 ; ~  de las aproximaciones  que  hicimos. la rascin entre la terrlperntura J -  su (lerivacia  con 

respect,o a S *  resultó  ser  una constantme, al parecer ni la presicin ni l o s  coeficientes cle 

transporte  fueron  relevantes  para  detkrminar su valor.  Suponemos que esto se debe a 

que la ecuación  del A u J o  de  calor  normal  a la pared  de la que obtuvimos el  perfil de 

t c~nlpcrt,ura, est:& muy  simplificada, es decir, hemos dejado tle l a d o  tkrnlinos que podrian 

w r  suceptibles a la  variación  de l a  velocidad y de los coeficiente:: de acwmodacitirl. E11 

particular los términos  dominates  en  nuestra  aproximación  son  aquellos que involucran el 

Rl1,jo de  calor. Q Z  en la t,emperatura y Q,r en la velocidad y que so11 precisa.mentr los q11e 

cwIlt,ienen la informaci6n  del  salto de temperatura y la velocitld (le deslizamiento (ecs. 

3.91%4.2$ y 4.39).  Por ot,ra  parte, el 1Aor  numérico  del  coeficiente (te tleslizarniento <[, que 

obtuvimos en todas y cada  una  de las  aproximaciones  fue  distinto ent,re sí, al parecer la 

p r e s i h  y los coeficientes de  transporte influy-en de  manera  directa. y e n  mayor medida en 

el perfil de velocidad  que  en el de  temperatura. 

Dc acuerdo con los resultados  que  obtuvimos  para el  perfil de  velocidad, vernos q11e nuestra 

itproxirnaci6n  explica de una forma  razonableme~lte  buena el origen (le la cleforrnitci6n en 

c.1 1)erfil de velociclad, arrojando tarnhi611 un perfil  de  temperatura  parecido al que se 

ol)t,iene en el régimen de Navier-Stokes. Lo anterior  se  obtiene corno 1 ~ ~ 1 l t a t l o  tle nlanejar 

t brnlinos  en l a  ecuación  de  la  temperatura,  que  contribuyen a la  transferencia de la energía 

tkrmica por contluccicin. dejando de lado t,Ctrminos convectivos. Por otro lado. para los 

c.oeficienres de  deslizarniento,  encont,ramos  que  estos  dependen del flu,jo de calor  normal a 

la  pared,  por lo que es necesario  calcular  esta  cant,idad o contar cox1 irlformacicin adicional 

t l c  ella. A l  comparar con  resultados  que  se  report,an en la literatura, vemos que en algunos 

( 'asos la 1-ariaciÓn de la densidad es t,omada en cuenta, y de los valores  Iluméricos que se 

reportan  para  estas  cantidades no hay  uno  que  sea el valor  exactx o el mejor,  debido a 

que no hay forma de comprobarlo  experimentalmente  hasta  ahora. 
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Capít ulo 5 

Flujo Couette Generalizado 

En este capítulo  abordaremos el problema del  flujo Couette plano clonde el fiujo se ('11- 

cuentra  expuesto a un  gradient'e  de  presiones  constante y dirigido  en  la direccicin del 

movimiento  macroscópieo  del  fluido. A l  flujo de  un  gas  enrarecido clue ocurre bajo es- 

t i t s  condiciones le llamaremos flujo Couette  generalizado.  En  part,icular,  realizaremos e1 

c;ilculo del  perfil de velocidad y con el fin de  comparar los resultados clue obtenemos  en 

este capitulo co11 los  usuales,  revisaremos  este  mismo  problema en el rkgimen de Navier- 

Stokes,  donde  las  condiciones  de  frontera  usadas son las  llarnadas  condiciones  de  frontera 

tlc pegado. 
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5.1 Aproximación de Navier-Stokes 

Para conseguir  un flujo ('ouet,te, hemos vist,o (lile es  necesario c~)loc-ar 1111 fluitlo entre  dos 

paredes  planas  e  infinitas.  que  se enc'uent.ran en  molrimiento relativo col1 velocidad & u L $ .  

I:+tas placas  paralelas estlirl localizadas e n  I r- ztL y ademiis. se encuentran a UIKI misma 

I c:mperatura. 

Si al sistema  anteriormente  descrito,  se le sometk a la accicin de un  gradiente (le presiones 

externo %. al  problema que resulta se le conoce como fllljo C'ouett,e  generalizado [lo. 681. 

clorlde el perfil de velocidad  presentarli  variaciones cuando se ie cornpara ( ' o 1 1  e l  perfil de 

veioritlatl clonde el gradientme  de  presión  es  cero  (mostrado cn l a  sccci6n ( 1. I ) del capítulo 

arltkrior j .  

El sistema  descrito  anteriormente. se encuentra en 1111 estado  estacionario y es caracteriza- 

( l o  p o r  la presiGn p ? los coeficientes de transporte que se  consideran cor1st.antes. que como 

hernos serlalado anteriromente. 110 es cor rec to  cuando  se tralxja c011 lit teoría cini.tica. 

[,as ecuaciones de movimiento para las variables  relevantes,  en la aproxinlacitin  (le Nilvier- 

Stokes  son [ 1 O ]  

clonde '2 es un  gradient.e  de  presiones  externo, que afecta el movimiento  del  fluido  que 

c5;t.A cont,enido  entre las dos placas  paralelas  e  infinitas. 

'l'onlmdo  en  cuenta la simet,ría que presenta el problema  de  flujo  laminar> vemos clue 

!as variables sólo dependen  de la coordenada I",  lo que nos permite  escrihir el conjunto de 

cwlaciones  anterior. como 

Para  hallar la velocidad  del  fluido se integra la ecuación (5.4), de lo que se obtiene 
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donde  se  ha  usado la condición  frontera  de  pegado. En esta expresión  se  ohserva que> 

cllando  el  gradiente  de  presiones no está  presente. el perfil (le velocidad  se  reduce a l  

resultado  ya  conocido (E:q. 4.8).  Por otra  parte, si las  paredes  se  encuentran en reposo 

u t u  ~ O y la ecuacibn  se  evalúa  en el centro del  fluido S : O. hallamos 

qlle  es  la velocidad  m&xima. 

Si definimos  una  presión  adimensional 

la ecuación  de la velocidad (Ti.5) se  puede  escribir  de la siguiente  forma 

De itcnerdo  con  la  ecuación  de  arriba.  cuando P = O se  recobra el flujo C'ouette us~lal .  

mientras  que  para P f O. se  presenta el caso en clue el gradiente  de  presiones  se  suma o es 

cwntrario al movimiento  del  fluido,  que a su vez es provocado  principalmente  por  efectos 

de la viscosidad. 

Para P > O ( d p , / d z  <: O ) ,  es  decir  para  una  presión  decreciente  en l a  dirección del 

movimiento,  la  velocidad  es  positiva.  En  otras  palabras, el gradiente  de  presión  se  suma 

al movimiento  inducido  por la viscosidad.  Por otra park ,   para  valores  negativos de l a  

presión  adimensional P < O ( d p , / d z  > O ) ,  la  velocidad  del  fiuido  se  convierte  en  ne- 

gativa.  En  este  caso,  sucede  que  el  gradiente  de  presiones  se  opone al movimiento del 

fluido  que  es  inducido por la  pared.  Finalmente,  mencionaremos  que  este  tipo  de flujo 

Couette con un  gradiente  de  presión,  tiene  alguna  importancia  en la  teoría  hidrodinámica 

de  lubricación [68]. En ],a figura (5.1)) se muestra el  perfil de  velocidad del  flujo Couette 

generalizado,  en  el  caso  en  que el gradiente de presiones  adimensional  sea  positivo 6 ne- 

gativo. 
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;Ihora, queremos  abordar el problema  de  flujo Couette generalizatlo. ('011 l a s  ecuaciones 

(le Grad en la aproximación  de  trece  momentos,  tomando  como  \-alores de frontera. q u e -  

110s que hemos calculado en el capítulo :I para el flujo (le calor y tmsor viscoso simétrico 

sir1 traza 

i o  

0 5  

O 0  
z 

-0 5 
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Perfil de Velocidad 

En particlllar.  deseamos  calcular el  perfil de  velocidad del  fluido donde se ohserve el efecto 

tlel gr-atlienk (le presiones. En las  secciones  siguient,es  calclllaremos el perfil de velocidad 

11a1-a e l  f lujo C'ouett#e generalizado, a través  de  las  ecuaciones  de  Grad e11 trece  momentos. 

 part^ las  situaciones  en  que los  coeficientes de  transporte son funciones de la posicidn ?; 

cwanclo &,tos son  constantes. 
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5.2 q y X constantes, p = penRT,, constante 

La d i k m i c a  del  problema flujo C'ouette  generalizado se analiza a través de la aproxi- 

mación  de  Grad  en  trece  momentos, en estas  ecuaciones lorrlarnos a los coeficientes de 

transporte  constantes. 

Las ecuaciones  de  movimiento  para  las  variables  relevantes y (le l as  males  partimos. sigllen 

siendo  las  escritas  en el capítulo 2 (Ecs. 2.126). Estas  ecuaciones  se  linealizan  alrededor 

de un estado  estacionario  inhomogéneo,  que  est6  caracterizado por la presión PO(-") y la 

t'enlperat'ura To(-"). Las  desviaciones  de  estas  cantidades  las  escribirnos ('orno 

P = Po + Pl. ( . 5 , 9 h )  

donde To y po son los términos  dominantes que describen el estado estacionario  inhomo- 

geneo  del  sistema. 

Despuks de  despreciar  las  desviaciones  de  las  variables To, ~ 0 %  se cscriben las ecuaciones 

(le (;rad en  trece  momentos  como 

m 

1 
" p " .  
'P 

( . 5 .  llrj 

Las ecuaciones  (5.10)-(,5.14)  son  las  misma  que  aparecen  en la secci6n (4.2) del capítulo 

anterior  (ecs.  4.13-4.17)., con la  diferencia  de  que  en las  ecuaciones clue escribimos  en  este 

capitulo  aparece  un  término  extra, 2, que  es  un  gradiente  de  presiones  externo. 

Por otra  parte los  tiemp'os  de  relajación  no  se ven afectados  debido a la  presencia  del gra- 

diente  de  presión, ya que  no  hay  relación  entre  ellos,  como se puede ver  en las ecuaciones 

( . x )  y (5.14) 
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En  este  caso  particular,  queremos  calcular el  perfil de  velocidad c o n  cwrltliciones de 

frontera  de  pegado,  pa.ra  mostrar  que la. solucicin que se obt,iene \,ía StLL-ier-St okes, t~ittnbiéI1 

se puede  hallar a través  de  las  ecuaciones  de Grad, por  esta razón silponemos clue la. 

presión.  la  densidad y la temperatura son constantes al igual clue los c,oeficientes de  trans- 

porte. 

tis * 
F t  

o 

O .  

o. 

(5.16) 

tlonde -c -: L , x *  siendo L,,  una  distancia  característica  en la dirección . x >  4s ta  110s da infor- 

nlacicin del  alcance  del  gradiente  de  presión  externo  que  se  aplica al flujo. De esta  manera 

(311 l a  ecuacicin (li. 15) observamos  que  cuando la distancia  de  separación  entre  los  planos 

paralelos es  mucho  mayor  que el rango  de  influencia  del graclient,e de  presiones  externo. 

crltonces  el  efecto de este  último  sobre  el  flujo  será  menor  que  en el c,aso contrario.  Por 

otra  parte,  recordamos  que K, = & es  el rlúmero de  Knudsen y 1 es la trayectoria  libre 

media  para  esfera  dura. 

Para  hallar la ecuación  que  satisface la velocidad  para  este  sistema,  debemos  derivar 
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la  ecuación (5.19) con  respecto a la variable z*  y posteriormente  sustituir la expresión 

resultante  en  la  ecuación (5.21). Hacemos  notar. clue la derivada  de PZz con  respectlo a 

:* es una  constante, p0.r lo que Qz también  es  una  constante. lo anterior  provoca que el 

segundo  término  de  la  ecuación (5.21) se  anule.  Tomando  en  cuenta lo  anterior  escribimos 

la ecuación  para la velocidad  como 

en la ecuación (5.23). observamos  que la componente (x:) del t.er~sor de  presiones  sirnktrico 

sin  t,raza  es  una  función  de la posición z * .  por lo que  debemos  resolver la ecuaci6n ( 5 . 1 5 )  

para, Plz, 

Recordemos  que  en  este  caso  en  particular el gradient,e  de  presiones  en la dirección del 

mo\-imiento  del  fluido  es  constate, así que al integrar l a  ecuación (5.1.5) tenemos 

tlorltle a es una  constante.  Esta  expresión la sustituirnos  en  la ec1lacicin (5 .2 i j )  

Ilespuks de in{-egrar  en la variable z 4 ,  hallamos 

donde b es  otra  constante.  Posteriormente se  evalúa  la ecuacicin (5.26) en z *  * 1, para 

hallar las constantes.  Después  de  realizar lo anterior y de  sustituir  las  expresiones  de n y 

b ,  hallamos 

(Fi.27) 

donde v,(*l)  es la  velocidad  del fluido evaluada  en  las  fronteras y de  acuerdo con  las 

condiciones  de  frontera  de  pegado  es  igual a vtu. Observamos  que  el  perfil  de  velocidad 

es el mismo  que  se  obtuvo  mediante el esquema  de  Navier-Stokes. Yo es  extraño  obtener 
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este resultado  ya  que si el campo  de  temperatura es una constante. en~onces  110 hay raz611 

para  esperar uq salto  de  t,emperatura  y  tampoco  la  existencia  (le la capa de  tinudsen. 

Hemos  vistd  que  de las ecuaciones  de  Grad  podemos  obtener  resultados  tipicos del 

r6xirnen (le la hidrodinAmica  cltisica.  Por otra parte: para tomar en c u e n t a  las propiedadcs 

t l e  las  fronteras en el perfil de  velocidad  del  fluido, podernos llsitr l as  ecuaciones (le ( ; r a d ,  

pero ahora  dejando que la presión  varíe con la posición al igual clue los coeficientes (le 

I ransporte. 



5.3 X , r) y p funciones de la posición 

Erl esta  sección.  queremos  abordar el problema fllljo ('ouette generalizado en el caso 

particular  en  que la presión y los coeficientes de  transporte seal1 funciones  de la posici6rl 

a través  de  la  temperatllra.  En  particular  empleamos las expresiones de los  coeficientks 

de  transporte  para  un  pot,encial de esfera dura. 

Suponemos clue el  flujo Couette generalizado se encuentra  en 1111 estado estacionario. 

mismo  que es caracterizado  por  lma  presión p o ( s * )  y tenlperatura T , ) ( z * )  no 11omogkrlc~;ts. 

En el problema flujo Couette generalizado, por simplicidad  suponemos clue las superfic+s 

frontera  tienen 11na temperatllra T ,  y se encuentran en movimiellt,o  relativo  con velocitlitcl 

kuT,,i. Estas  placas  paralelas se localizan en :* = &l. y est,in  caractxrizadas  por los mismos 

coeficientes de  acomodación a y H 

,. 

L 

N 

Figura 5.2: Flujo C'ouette generalizado en la aproximacicirl de  Grad 

Escribimos las ecuacionles de  Grad  en  trece  momentos. de acuerdo con la simetría clue 

presenta el problema,  es  decir las variables sólo dependen de z * .  Aclemiis, éstas se  escrihen 

de forma  adimensional  de  acuerdo  con  las  definiciones  que  usamos  en el capítulo 3 (sección 

3.7).  
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I'ostm-iormente se sustituye en la 

para la  velocidad del fluido 

ecuación  (5.33) y de esta forma obt,enernos la ecuacibn 

(5.37) 

126 



donde 

En la ecuación (5.38) se  toman  en  cuenta  las  inhomogeneidades  de la temperatura y el 

gradiente  de  presión  externo. 

Por otra  parte, el tensor  de  presiones PXz se  obtiene a l  integrar la ecuación (S.28), 

La expresicjn para el tensor  de  esfuerzos  simétrico  sin  traza P, en la frontera es la misma 

de la ecuación (4 .35) ,  ésta no cambia  debido a que el gradiente  de  presiones 110 influye en 

el modelo  de  fronteras 

Finalmente,  para  observar el comportamiento  cualitativo  del  perfil  de  velocidad  debemos 

determinar el campo  de  temperatura.  Para  obtener  esta  cantidad se  integra  la  ecuación 

(5.32) 

Vemos que  esta  expresión  para  el  campo  de  temperatura  coincide con la ecuación (4.42). 

cuando  el  gradiente  de  presión  no  está  presente. 
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Perfil  de Velocidad 

1Ic:nlos visto que la ecuación  para  la  velocidad  que  hallarnos, se reduce al caso usual, 

c,uando l a  temperatura es una  constante ?- el  gradiente de presión  externo  esta  ausente, 

lo que nos permite  decir  que l a  aproximación  en la que estamos trabajando  contiene los 

resultados  que se obtienen a nivel de Navier-Stokes. 
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En este  capítulo  hemos  calculado. el perfil  de  velocidad para el problema flujo  Couet tc' 

generalizado a partir  de  las  ecuaciones  de  Grad  en l a  aproxirnacicin  en trece  momentos. 

encontramos  que  la  velo'cidad  se  escribe  en  términos  de los partimetros que caracteriza11 

a la frontera.  Este es un ejercicio  interesante ya que  nos  permit,iti observar que el perfil 

de velocidad  del  flujo!  contiene  información de la  superficie cl11e lo delimita,  obteniendo 

nuest'ros  resultados  de  forma  analítica. 

En  particular,  vimos que cuando la presión y los  coeficientes (le trarlsport,e  son  constarltes. 

se  recupera la expresión  de la velocidad  en el régimen  de  Navier-Stokes.  Esto  nos  sugicrt 

clue la presión y los coeficientes de  transporte  juegan  un  papel  importante  en la dintimica 

del  problema  flujo  Couette  Generalizado.  Encontramos que e l  gradiente  de  presiones 

externo  modifica it1 perfil de velocidad it. través del fllljo de calor en la dirección J .  E:st,n 

t'ltima cantidad  depende  de  manera  directa  de la presión p', es decir, esta cantidad sufre. 

cambios si la  presión  es  constant,e o es una funci6n  de la posicicin. 



Capít u10 6 

Conclusiones y Perspectivas 

[Icnlos visto  que  el  estudio del Alijo en 1111 gas  enrarecido, p u d e  ser realizado a través 

c l c  wuu'iones  parecidas  a las de la aprosimac~icin del continuo. titles c o m o  1~ ecuaciones 

de los n~lonlentos  de Grad. En  particular  estudiamos  un flujo laminar  incompresible erl 

tlorlclc S(: torrid en  cllenta la influencia de l a  superficie  frontera  para  nimeros cle Knudsen 

1 1 0  tan pe(~uefios. corno normalmente  sucede  en el r4gimen de  Navier-Stokes. Este est'udio 

( \ S I  a 1);ts;ttlo e11 las wuaciones de Cratl e11 trece momentos.  donde el filljo (le calor y el 

t CIISOI. viscoso simdtrico  sin  traza so11 considerados corno variables  rele\ra~ltes. P O I -  otra.  

I>it1'te. c;tlcularnos los \-alores d e  frontera de las  variables  físicas, it tra1-k del  modelo de 

las paredes de Maxwell. en tfonde so11 tomadas e11 cuenta  las  caracterísl  icas de Ia pared. 

por  mcdio de los coeficientes de acomodación.  Las  expresiones de los valores  frontera del 

fiiljo de  calor y del  tensor  simétrico  sin  traza que obtuvimos aquíi son  una generalizacióI1 

tlc las rcportadas  por  Harold  Grad en 1949. 

('reemos que es posible  obtener los  valores de  frontera  para las variables físicas con mayor 

informacicin  acerca  de  la  pared,  en la medida  en que el modelo de  las  fronteras sea cada 

w z  rwis realista,  involucrando  elementos  t,ales  que modelen mejor  las  características  de la 

superficie  frontera. .Aunque, claro  está,  el cdculo analítico  ser&  cada vez más complicado 

de realizar,  por lo que  ser&  necesario  apoyarse  en  técnicas  computacionales?  tales  como: 

la tliniinica  molecular,  soluciones  numéricas,  método  de  Montecarlo (DSPVIC) o las  apro- 
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ximaciones  Lattice Gas Automata (LGA) y Lattice  Roltzmann  Equation (LBE). 

Un  hecho  interesante  es  que  un  modelo  simple  de  la  pared con la dinAmica descrita por 

las  ecuaciones de  Grad  puede  reproducir  las  características  principales  de  un  problema 

tradicionalmente  cinético.  En  particular  para el  flujo  C'ouette,  calculamos  una  expresión 

analítica  para la velocid.ad de  deslizamiento I,; y de la componente  normal del  flujo dc 

calor Q,, en  términos  del  salto  de  temperatura T5 v  de los coeficientes  de acomodacicin 

Encontramos  que  estas  cantidades  están  relacionadas  de  manera  directa  [Ec. ($ ~ l - a J  
l+<>-O' 

(-4.12) 1 .  

De acuerdo  con  la  expresión  para  la  velocidad  de  deslizamiento,  vemos  que si no hay 1111 

salto  de  temperatura,  entonces 110 habrá  una velocidad de  deslizamiento:  de  esta  mane- 

ra el fluido  se  movera de  acuerdo con la velocidad de la pared.  Por  otra  parte.  hemos 

derivado el perfil de  temperatura  para  un  potencial  de  esfera  dura:  éste  es  parecido al que 

se  obtiene  en el  régimen de Navier-Stokes.  Las  diferencias  se  observan  en la regi6n  cerca 

de  las  fronteras,  donde el comportamiento  de la temperatura  que  calculamos.  depende  dc 

las características  de la pared a través  de los  coeficientes de  acomodación.  .idern&  de l o  

anterior,  calculamos el perfil de  velocidad tomando  en  cuenta el defecto  de la velocidad. 

para  números  de  Knudsen  cercanos a la unidad, y lo  encontrarnos  que el comportamiento 

clmlitativo  de la velocid  es el mismo  que  se ha reportado  por otros autores 142, 381 . Todo 

esto se  ha  calculado  tomando a los coeficientes  de  transporte  como  funciones  de la posición 

= * .  ks ta  es una  diferencia  con  el  perfil  de  velocidad  calculado  en el artículo  de  Peralta- 

Fabi y Zwanzig [42], donde los  coeficient,es de  transporte son  constantes y la influencia de 

la pared  hacia el interior del gas  es  substituida  por  un  campo  externo,  manteniendo las 

condiciones  de  frontera  de  pegado. 

Para  entender el porqué  hemos  tomado  los  coeficientes  de  transporte  como  funciones 

de la posición.  debemos,  recordar  que  en las cercanías  de  una  superficie  frontera  las col- 

isiones entre las partículas  del  gas  enrarecido y la  pared son  muy  importantes;  éstas 

colisiones  provocan  que  se  forme  una  capa  delgada  de  gas  adyacente a la  frontera.  En el 

interior  de  esta  capa  de  gas,  encontramos  partículas con la  temperatura  y velocidad de 

la pared y partículas  que  mantienen  las  características del int,erior  del  gas.  Como  una 
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cwnsecuencia de lo anterior: los gradientes  de  t#emperatura y \-elocidad  son  muy  grandes 

J .  provoca  que el llamado  defecto de la velocidad est6 presente. Deljitlo it 121. presencia  de 

l a  capa de  Knudsen, los  efectos del calor  producido  por lit viscosidad,  son  diferentes en 

la frontera  que  en el int,erior de  gas. Vemos que la viscosidad  en el fluido  es  menor  en 

l a  pared  que en el  bulto.  Esto es urla consecuencia de que l a  tenlperatura tlel fiuiclo sea 

mayor e11 medio  del  canal,  que  en la frontera. Por lo anterior, L-emos que  no es acteruado 

usa r  los  coeficientes de  transporte  como  cantidades  constantes. si es que se tlesea tomar 

e11 cuenta el efecto  de  deslizamiento v en cambio  hemos  visto q1le e s  suficiente con tomar 

i t  l os  coeficientes de t,ransporte  como  fllnciones tie la posicitin. 

Otra  de  las  cosas  que  observamos,  cuando  calculamos el  perfil  (le  velocidad  del  fiujo 

C'ouette plano. es que al variar la presiGn en  la  dirección  rlormal a la superficie, la corn- 

ponente  en x del flujo de  calor  adquiere grau importancia ya que lit derivada  con  respecto 

tle la componente  normal a la pared  de  esta  cantidad, se  superpone al movimiento provo- 

c ~ d o  por la pared v origina  que  el  perfil de velocidad  sllfra una motlifica,cicin cerca  de la 

frontera.  Dicho  comport'amient,o lo interpretamos  conlo el efecto  de  delizamiento  que  es 

rn&s rlot,orio en  este  caso  que  cuando l a  presión  es  constante. 

Por ot8ro  lado. de: manera  directa  calculamos la llamada  distancia  de  deslizamiento.  Obser- 

vanlos quc los resultados  num6ricos  que  calculamos  son  parecidos a los mejores  resllltados 

c111e sc han  reportado en la literatura,  por lo que  creemos  que  nuestro  modelo  de  front,eras 

; ~ u n q ~ l e  simple,  arroja  buenos  resultados al comparar con aquellos  trabajos  en  donde se 

11x1 ctmpleados métodos  más  elaborados [4, 501. Por supuesto.  este  modelo es suceptible 

clc 111e.jorarse. 

Por otro  lado,  también  hemos  calculado el perfil de  velocidad  para el problema flujo 

('ollett,e Generalizado;  en la solución  que  hallamos est6 contenida la soluciGr1 rlornlal. 

Por otro  lado,  hemos  observado clue la condicicin geomét,rica es import,ant,e  cuando  se 

aborda  un  problema  de flujo laminar,  ésta  ayuda a que los cA1culos de los valores  frontera 

de Q y P sean  menos  complicados. Si la geometría  que  presenta el problema  de flujo 

laminar  que  hemos  abordado  fuera  otra:  digamos  cilíndrica.  entonces  habría  cambios en 

las  expresiones de los  valores  frontera de las  cantidades  físicas. Lo anterior  lejos  de sólo 

complicarnos los cálculos, nos permite  realizar el estudio  de  la  din6mica  de  un  flujo  lami- 



nar  ahora con una  simetría  cilíndrica. De hecho a este problema se le llama flujo Poiseuille. 

Cna  de  las  perpectivas  que  consideramos  es  \.iable  realizar,  es el proponer un modelo nxis 

realista  de  las  fronteras.  t,omando  en  cuent,a l a  naturaleza de la frontera  sobre  todo si exis- 

ten  rugosidades  en  la  misma. Por supuesto si trabajamos con  superficies  extremadamente 

rugosas  es  necesario  contemplar u11 fluido  t,urbulento  dado clue la naturaleza rllgosa de 

la pared  influirá en el bulto.  Para ello será  necesario  tomar  en  cuenta los tdrminos no 

lineales de las  ecuaciones  de  evolución  para  las  variables rclcvitnt,es. 

En particular  el  kernel  de colisión propuesto  por  Carlo Clercignarli jEc. (3.23)] nos ofrecc~ 

un poco más de  detalle  en  cuanto a la  naturaleza  de  la  pared. C ’ o n  este  modelo del kernel. 

podemos  calcular la distancia  de  penetración  de  las  partículas  que  colisionan  de  manera 

especular o difusiva con la pared. La idea  seria  superponer dos tdrminos  de  este  mismo 

modelo, el primero  de ellos  que  tome en cuenta  las colisiones especlllares y el segundo las 

colisiones  difusivas: además  podemos  ariadir un término clue torne en cuenta la fracción 

de  partículas  que  logran  atravesar la pared. 

Para  estudiar los efectos  de la energía  debida a los términos  de  convección en las  c(wxioI1es 

de Grad,  debemos  manejar  las  ecuaciones  de  forma  completa, es decir  rnarlejar  ecu¿tcioue$ 

IIO lineales. (111 inconve.tlierlte es que los crilculos analíticos  se complica11 demasiado.  así 

que  ma opción  es  contar con algun  modelo  para  la  densidad o 2lac.w suposiciones ;acerca 

de la razón  de  corte, o recurrir a soluciones  numéricas de las  ecmciones  de  evolución  para 

las variables  relevantes. 



Apéndice A 

l < n  este  apéndice  se  muestran  algunos  desarrollos  de las ecuaciones  de  Grad en trece mo- 

merlths. estas  ecuaciorles  son usatlas para  esrudiar  la  dinámica (le1 gas  enrarecido en el 

flujo (louett'e plano. En part.icular- se escriben  las  ecuaciones  de  Grad  tomarldo en cuenta 

las condiciones  de  simetría  que  present'a  el  flujo  C'ouette  plano y que  además  se  encuentra 

en estado  estacionario. 

A.1 La ecuación para la masa 

( u  . 2 )  

( (l. . :i ) 

tlebido a que la velocidad  del  fluido &lo depende  de  la  coordenada S .  vemos  que  la  ecuacitin 

io .:3 'I se  satisface  identicamente. 

A.2 La ecuación del mornento 

- v p ,  - 0. P" + "F Po = o ,  
m 
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para  simplificar  la  ecuación (u.4), debemos  desarrollar  cada  uno  de  los  términos  de la 

ecuación  por  separado 

(-+- dPzx  a p y x  + -) ¿I PZZ k+ 
dX 34 ¿?y (3 z 

la ecuación  de  arriba  se  reduce  al  introducir  las  condiciones de simetría 

A.3 La ecuación de la energía 

de  acuerdo con  las  condiciones  de  simetría, los términos  que  aparecen  en la ecuación 

anterior  se  simplifican  de  la  siguiente  manera 

clue se  reduce a la expresión  siguiente 

A.4 La ecuación para el tensor viscoso simétrico sin 
traza 

La ecuación  para  el  tensor viscoso simétrico  sin  traza  se  escribe 

4 1 
'Lpo(Vu0)" + -(Vq)" "PO, 

5 TP 
(u.  10) 
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desarrollamos cada uno de los términos de la ecuación (a .  10) 

tlesp114s ( le  tomar  en  cuenta la simetría que presenta el problema de flujo laminar, tenernos 

( 0 . 1 4 )  

A.5 La ecuación del flujo  de  calor 

(u. 1s) 



que se  reduce a l a  expresi6n 

el segundo  término  de l a  ecuación ( a .  15) se  escribe  como 

( a .  19) 

Finalment'e,  el  tercer  término  de l a  ecuación (a.l.5) 

5 
ja .20)  

después  de  tomar en cuenta  la  simetría  que  presenta el problema flujo Couette. la ecuacicin 

(u .20 )  se escribe como 

(n .21 )  
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Apéndice B 

B.1 Ecuación de Boltzrnann  reticular 

I , a  ctcwación de  Boltzrnann discret.a es 1111 modelo  matemitico  de la teoría rir1Ctica de u11 

gi ls de partículas  pllntuales que sólo  pueden accesar a un número finito de velocidades. La 

i ( h  ( l e  tliscrct~izar e l  espacio de velocitlittles origirldnler1t.e  fue de 1Iitxwell.  sin embargo 

h ~ e  Broadwell [es] ,  quien  aterrizó  estas  ideas  proponiendo 1111 modelo  simple (le 1111 gas con 

sblo seis \doc.idades,  con el mismo modulo y dirigidas a lo largo de tlircc~ciorles negativas 

1. posit,ivas de un s is tema ortogonal  cartesiano. 

I , a  Inotivaciorí  original de una  teoría  cinética  discret,a,  fue  modelar 1111 gas de partículas 

l o  sllficientemente  simple y proporcionar  descripciones  analíticas de patrones de fiujo. 

t:rl l a  llamada  Ecuación  de  BoltzrnaIm  retic-dar o Latt,ice Rolt,znlarln  Equation (LBE) se 

cwnsidera un conjunto  discreto y finito  de  \-elocidades  de  partículas, ( c  E u,. i = O. . .  , b i ,  

clefinicio en  una red de Bravais C con dimensión D. Esta red corlsist,e de igual celdas 

c*ilt>icas cada una  ocupando  un (lominio espacial ~ ( , c i  col1 vol1mien AV(= AlD).  LAS 

partículas  sólo  pueden  saltar de una  celda  centrada  en x a u11a de las bceldas  vecinas  (es 

decir, x + u,At) durante  un  intervalo  de  tiempo At (= 1 por conveniencia).  En  principio 

11no reemplaza la función de dist,ribución de una  partícula f (x, c ,  / ) por  una  población de 



est,ado Ni(x, t )  = fi(x, t ) A V .  Físicament.e N(x ,  t )  es  es el número  total  de  partículas con 

velocidad ui  ocupando  una  celda  de la red  en x y  al  tiempo t .  Su  dinámica  es  usualmente 

descrita  por  una  ecuación  diferencial  cinética,  llamada  Lattice-Boltzmann  Equation 

N,(x $- uznt. t + At) 1 )((X$ t )  

donde NL'(x, t )  = Ni(x: t )  + Ri(x, t )  es la población  de  estado  post-colisional, y R i ( x ,  t i  

es conocida  como  el  término  de colisión clue comunmente  toma  la  forma  de la llamada 

ecuación BGK con un  tiempo  de  relajación 7 .  En general  todas  las relaciones y defini- 

ciones  hidrodinámicas  son  las  mismas  como  en  un  sistema  cont'inuo  excepto  por el r e n -  

plazamiento  de J dw por  'una  sumatoria xi.  
Cuando  no  hay  fronteras, el espacio  configuracional  entero  puede  modelarse  totalmente 

por  celdas  cúbicas  como  sucede  en  una la red  de  Bravais  donde  todas  las  celdas  clibicas so11 

idénticas.  En el caso  en  que  este  presente  una  superficie  frontera  (ver  figura l a ) ,  se  puede 

recurrir  al  modelo  más  simple  de  celdas  regulares  que  es la cuadrada y modelar  de  manera 

adecuada  la  frontera. En. particular las celdas  que  se  encuentran  en las proximidades  de 

una  frontera,  se les  llama,  celdas  de  superficie y pueden  ser  construidas a partir  de  celdas 

rúbicas  regulares,  esto  se  logra al cortar parte  de sus volumenes con las  superficies  físicas. 

De esta  manera  se  eliminan las fracciones de las celdas  clibicas  originales  que  han  caído 

detrás  de  cualquier  superficie  sólida,  creando  así  una  celda con una  forma  dist,inta. 

Figura b. la: 
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Figura b. lb:  



Estas  celdas  superficiales  que  resultan  pueden  t,ener  en  principio  distintos  volumenes 

AL7 (J;) < Ab> . debido a que las celdas  pueden  ser  seccionadas o cortadas  en  diferentes 

fornlas seglín la forma  de la superficie. En este  modelo  se  supone  que  las  caras  de las 

celdas resultantes son tangenciales a l a  superficie scilida (ver  fig1112 1 h 1 . 

( ' 1 1  camino  que se  puede  seguir  para  tomar  en  cuenta  las  fronteras, es modificar la ecuacibn 

t l c  Boltznlarlrl 1261 

donde P:(x) es  la  fracción  de las partículas  que  chocarían con cualquier  superficie  sólida 

y Q,(x + t:iAt. t )  representa la contribucibn  de  las  colisiones por parte  de t o d a s  las  super- 

licics en la celda que se encuentra  en x + c i A t .  

I.:II part,icular,  una  superficie  que  presenta 1ma curvat.ura  se  puede  aproximar  por  medio 

t l c  I I I I ~ I ,  serie de secciones  planas.  La  superficie  que  resulta t,iene 111lit forma poligonal  que 

cwrlsiste tie 1111 conjunto  de  secciones  planas, (,S"" : CY 1, . .  , .  n7,?,). donde  cada  una  de 

ellas es t,angencial a la superficie  original.  Cada  cara t,iene su normal  superficial lirlica nc' 

( ( I / " /  ~~~ 1 ) señalando  hacia el lado  del  dominio  del fluido y Area .4". 

Si ~ ~ " ' . ' ' ( t )  es el número  total  de  partículas  continuarnent,e  emitidas  (reflejadas)  durante 

At de las caras S" con  velocidad ut ,  entonces  esas  partículas  deben  ocupar  uniformemente 

el mismo  dominio  del  espacio. 

El total (le las  partículas  incidentes  del  dominio  del  fluido (i.e. de las celdas)  en las 

secciones planas o lados S" con  velocidad vi es dado por 
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El  algoritmo  de  la  superficie B" en  una cara o lado  plano  de la nueva  celda S", se  interpreta 

como  un  mapeo  que  con.vierte  las  partículas  incidentes  en  unas  emergentes 

Por otra parte,  de  manera aniiloga a la  aproximacitin  del  continuo, los flujos asociados 

con la hidrodinámica  fundamental  son  definidos  como 

r 1 

Que  son  las  versiones dilscretas  en la  velocidad,  de la perdida o ganancia  de la masa  local, 

energía y momento  en el sistema  debido a la presencia  de  una  superficie  sólida  por  unidad 

de Area y de  tiempo.  Debido a que la masa  total, el momento y la energía  se  conservan 

en el  fluido para unit sistema LB,  sus  valores  totales  sólo  pueden  cambiar a trtives clc 

flujos  que  atraviesan  las  fronteras.  Por lo que  necesario  dar 1111 modelo  de la forma  en  que 

irlteractiran l as  partículas con la pared. 

Lo que  sigue  es  introducir o incorporar  la  forma  en  que  esttin  relacionados rat y P .  En 

particular  para colisiones  especulares  estas  cantidades  se  escriben  como 

rytsa(tt) = rj:*a(t), vui* . 2 o,  u i *  = - u1 

que  nos  dice  que  las  relaxiones  para el  flujo de  masa y momento  se  anulan  para el caso  en 

clue no  hay  intercambio  de  información. 

Por  otra  parte,  para  tomar  en  cuenta los procesos  de  intercambio  de  momento con  la S E  

perficie  frontera, se coI1:;truye una  distribución  en  equilibrio  de  referencia  para  la sección 

plana S", basada  en  propiedades  hidrodinámicas  usuales  de  su  fluido  circundante. Es- 

tas  propiedades  pueden  ser  obtenidas  de  un  conjunto  completo  de  distribuciones  de  una 

partícula  de  las  celdas  en  la  vecindad  inmediata 
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Q 1 1 r  se' obtiene a l  tornar T 1 112. 

I k  < ' S t a  rnar1eI.a mando  se modelan  las ronclic.iones de frontera para 1111 espx io  clisc'ret'o. 

\-c'mos que la geometría  de  las  fronteras  es  import,ant,e y que 6sta se p11de mmar en cuenta 

CII la ecuación  de  Boltzmann  discreta. Por otro  lado a través  del flujo de partículas 

i~lc.itlcnt,es y ernergerltes  podemos  incorporar l a  informacicin acerca tie los tlistint,os  procesos 

tlc irltercxnbio que  suceden en la frontera.  Por lo anterior. I-ernos q1.1e el motlelo de 

fr.ont,era,s que hernos  manejado  en este trabajo  puede ser usado en LRE, expresandolo en 

forma acleruada jdiscretizada). 
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B.2 Automata de gas reticular 

[-lam  y Von Newman,  motivados  por el procesamiento  de  información  de  sistemas biológicos 

complejos (no estudiaro~n  tales  sistemas),  sugirieron 1111 modelamiento  abstracto  de  estos 

problemas,  empleando  modelos  de  espacios  completamente  discretos,  relacionando la idea 

de  espacios  celulares. La idea  fue  hallar  una  estructura lógica  minimal y el desarrollo de 

m a  dinámica lo suficientemente  poderosa  para  simular  sistemas  complejos [ 2 3 ] .  

En  esta  aproximación,  se  comenzó  por  colocar  una  coleccih  de  maquinas  de  estado 

finito y de valores  binarios,  donde el siguiente  estado  de  cada  nlaquina  depende s61o de S U  

ambiente  inmediato  (vecinos  inmediatos).  En  otras  palabras. el estado  de  cada  maquilla 

tlependera s61o de los  estados  de  las  maquinas  en a l g ~ ~ n a  pequeiía  vecindad.  Esto n o s  tlicc 

que  sólo  consideramos  una  dinámica  que  es  local. 

El  espacio  natural  en el cual  se trabaja es una  malla  (Lattice), con maquinas  de  estado 

finito  elementales  colocdas  en los vértices. Vemos en la literatura [25]  que  para los 

distintos  tipos  de  mallas,  es  necesario  establecer  reglas  para  definir  como  las  maquinas 

interactúan  en  un  vecindad  para  hallar el estado  de  cada  maquina. 

La geometría  de la malla  es  importante  debido a que  esta  dependera  de los requerimentos 

que  exijan  nuestro  problema  en  particular.  Por  ejemplo,  la  celda  geométrica  más  simple es 

la cuadrada, sin  embargo  tiene la limitante  de  que no muestra la propiedad  de  isotropíit. 

es  decir  hay  algunas  direcciones  que  son  proferenciadas: lo clue se  puede  hacer  es  cambiar 

la geometría  de la celda  a  una  triangular o hexagonal.  según las condiciones y propiedades 

que presenta el problema clue uno  quiera  abordar. 

En general  hay  libetad  de elegir la  forma  geométrica  de la malla y establecer las reglas  de 

colisión convenientes,  lo  que  se  realiza  es  un  algoritmo  de la evolución  del  sistema  que  se 

repetira  hasta  un  número de veces que  es  elegido  también. 

Finalmente  diremos  que  los  espacios  celulares  que  han  sido  estudiados  en años recientes. 

ahora  son  conocidos corno automatas  celulares. 

En el  caso particular  en  que  se  desee  tomar  en  cuenta  condiciones  de  frontera,  entonces 

debemos  elegir  una  red  adecuada a nuestro  requerimentos.  En  este  punto  las  reglas  de 

colisión juegan  un  papel  fundamental,  éstas  se  pueden  implementar  sin  problema [ 2 5 ] .  Los 

detalles  de  como  se  realiza  la  implementación,  no  los  incluimos  aquí, el lector  interesado 

puede  hallar  más  información  con  lujo  de  detalles  en [25] .  
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Apéndice C 

o p(r*  t ) :  densidad 

o 7% (r. t ) :  densidad  numérica 

o uoir, t ) :  velocidad  hidrodiniimica 

o c :  velocidad  molecular 

o C c - uo: velocidad  peculiar 

o p ( r ,  f 1: presidn hidrost4tica 

0 P (  r. t ) :  temor  de  presiones 

o P “ ( r ,  t ) :  tensor  viscoso  simétrico  sin traza 

o P ( r .  t ) :  tensor  viscoso  simétrico sin traza  adimensional 

o q(r. t ) :  flujo de  calor 

o Q(r,  t ) :  flujo de calor  adimensional 

o N(”)  ( c ) :  polinomios  tensoriales de Hermite 

o Si?: delta  de  Kronecker 
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0 -  Dt = at + u. . V: derivada  material D a  

o X: coeficiente de  conductividad  tkrmica 

o 7 :  coeficiente  de  viscosidad  cortante 

o rn:  tiempo  de  relajamiento del  flujo de calor 

o rp: t,iempo  de  relajamiento  del  tensor viscoso simétrico  sin  traza 

o P, 'j, i ;  y fi: vectores  unitarios 

o F: fuerza  externa 

o Kg: constante  de  Boltzmann 

o R: constante  universal  de los  gases 

o T ( r ,  t ) :  temperatura  cinética 

o TLL,: temperatura  de la pared 

o E ( r ,  t ) :  representa la energía  interna 

o a: diámetro  de  las  partículas 

o 1: trayectoria  libre  media 

o (I$~) :  respresenta a las  integrales  de colisión 

o L: tensor  unitario. 

0 S: tensor  de  tercer  orden 

0 Q: tensor  de  cuarto  orden 

o a('):  son  los  momentos  de  Grad 

0 T,: temperatura  de la pared 

0 f(')$ fw: funciones  de  distribución  Maxwellianas 

0 [F ,  GI: paréntesis  de colisión 
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o ,](.f. f ) :  integral de colisión 

o 1 ( ( y ) :  operador  integra,l  linealizado en G' 

o ,-7,: coeficiente  de  deslizamiento 

0 CT: coeficicrlte cle s a l h  de temperatura 

o R: kernel de  dispersión 

o .\I - :  Aujo de masa  normal a la superficie  frontera 

o I ,  - T.', - velocidad de deslizarrliento 

o .f' * : funcicirl de tlistri1,llciÓn de las particulas despuks de intpract,<latr con la pared 

o j . función  de  distribución de las  partículas que inciden  sobre la pared 

o O( v , )  1 :  función  escalón de Heaviside 

o K: es la  constante de normalización 

o AI -~ k: número de M a c h  
U S  

o Rc 7 Q: número  de R.eynolds 
7 

0 $q('): son  funciones  con las que se  representa la desviación del sistema con respecto 

a l  osta.do de  equilibrio  local 

0 gradiente  de  presiones  constante 



o u,: velocidad  de  referencia 

o u,: velocidad  del  sonido 

147 



Bibliografía 

1 9 1  L .  I) .  Landau, E. >l. Lifshitz, b717i,id Mechanics, (Pergamon Press. 1987) 

[LO] 11. Schlichting, Boundary- l ayer -  Theory, (McGraw-Hill  1979) 

[ 1 I ]  J .  G .  Knudsen, D. L. Katz,  Fluid D y n a m i c s  and Heat  Transfer. (L~Ic.Graw-Hil1~ New 

York 1958) 

148 



[12] V. P. Shidlovskii, Introduction to  the  dynamics of rarefied gases ,  (Elsevier, New York 

1967) 

[13] C .  Cercignani, The Kramers  problem  for a not  completely d i . f f ~ ~ i 7 ~ g  wall, J. Math. 

Anal.  Appl. 10 (1965). 568 

[14] S.  K. Loyalka, Velocity  Slip Coeficient and  the Dzflusion Slip  Velocity f o r  a Mulfa- 

component Gas Mixture, Phys.  Fluids 14 (1971 1 ,  2.599 

11.51 S. E;. Loyalka,  Tem.perature  Jump  in  a Gas hlixture, Phys. Fluids 17 ( 1 9 7 4 ,  8!)7 

[ 161 S. E;. Loyalka, Slip  in  the  thermal  creep flow, Phys.  Fluids 14 (1971). 21 

j171 S. K .  Loyalka) Célocity profile  in  the  Knudsen  layer f o r  the Kram,er'.s problem, Phys.. 

Fluids 18 (1975),  1666 

[18] S. K .  Loyalka, J. H .  Ferziger, Model dependence of the ten1.perature .slip c o e f i ~ z e n t ~  

Phys.  Fluids 11 (1!368), 1668 

[19] S. K. Loyalka, ,J. H .  Ferziger, Model  dependence of the  temperature slip coeficierlf.  

Phys.  Fluids 10 (1!367), 1833 

['LO/ P. L. Bhatnagar, E. P. Gross, M .  Krook, A m.odel f o r  collision  processes i n  gn.sr.s, 

Phys.  Rev. 94 (1954), 511 

[21] H. \ N .  Liepmann, R. Warasimba, M .  T. Chahine, Structure of u plane shock lu:yer, 

Phys.  Fluids 5 (1962), 1313 

[23] G.  A.  Bird, Moleczdar gas dynamics, (London, Oxford Univ.  Press.  1976) 

[24] F. J .  Alexander, A.  L. Garcia, The direct  simula,tion  Monte Curlo Method, Computer 

in Phys. 11 (1997), 588 

[25] B. Hasslacher, Discrete  Fluids, Los Alarnos Science  Special  Issue  (1997), 157 

149 



j : 3 . 5 ]  C .  Cercignani, P l a n e   C o u e t t e  Flow According to  the h4ethod of E l e m e n t a r y  Solutiom, 

%J. hfath. Anal. .4ppl. 1 1  (19651, 93 

[ X ]  Y. Sone, S. Takata and T. Ohwada? Numerical  a n ~ l y s i ~  of t h e  plla71e C o u e t t e  f low 

o f  a rarefied gas on t h e  basis of the   l inear ized  BoltzrrLann equation fo r  hard- sphere  

mo~ec.rsks. Eur. J. Mech. B/Fluids 9 (1990), 273 

I SO 



[37] D. ,J. Evans, Compu.ter  experiment f o r  nonlinear  therrnodyna7r~ics of Couette flow, J. 
Chem.,  Phys. 7 8  (1!383), 3297 

[ 3 8 ]  D. Roger  Willis, Comparison of Kinetic  Theory  ilnalyses of  Linearized  Couette F'lou: 

Phys.  Fluids 5 (196'2),  127 

[39] J .  K.  Haviland, M. L. Lavin, ,4pplication of the Monte Carlo  Method to Heat Transfer 

in a Rarefied  Gas, Phys.  Fluids 5 (1962), 1399 

[do] D. Risso, P. Cordero, Dilute gas  Gouette  flow:  Theory a n d  molecular dynanzics . s%n/ -  

dation, Phys. Review E 56 (1997), 489 

1411 H. Grad, On The K,inetic Theory of Rarefied  Gases, C'ommun. Pure and Appl. !vlat,h. 

2 (1949). 331; Note  on  N-Dimen.siona1 Hermi te  Po~?/7¿omi í~~s .  Commun. Pure ant1 

.4ppl. Math.  2 (194l9),  325 

[42] R.. Peralta-Fabi, R. Zwanzig, On the  slipping  boundary co~~di t i on  f o r  low  density y0.s 

f low, J .  Chem.  Phys. 7 8  (1983): '2525 

[43] S. Chapman, T. G. Cowling, The  Mathematical  Theory of Non-Uniform  Gases. ( : Y d ,  

ed., Cambridge  Univ.  Press,  Cambridge  1970) 

[.M] S. R. De Groot, P. Xfazur, Non-equilibrium  thermodynnn~ic.~, (Dover, New York 1984) 

14.51 I,. García-Colin, Teoria  cinética  de  gases, (Colección CBI. Universidad Autdnoma 

Metropolitana  1990) 

[46] L. García-Colin, Termodinúmica  de los Procesos  Irreversibles, (Colección CBI. 1 7 n i -  

versidad  Autónoma  Metropolitana 1990) 

[47] E. H. Kennard, Kinetic  Theory of Gases, (McGraw-Hill,  1938) 

[48] J.  T. Lin, D. R.  Willis, Kinetic  Theory .4nalysis of temperature  Jump i n  a Polyatom,ic 

gas, Phys.  Fluids 115 (1972), 31 

[49] C. Cercignani, M. L,ampis, Kinetic  models  for  gas-surface  interactions, Transp. The- 

ory Stat.  Phys. 1 (1.971), 101 

151 





[61] J. Brey, A. Santos, tJ. W. Dufty, H e a t   a n d   m o m e n t u m   t r a n s p o r t  for  from equilibriun,. 

Phys.  Rev. .4 36 (1987), 2842 

1621 P.  Cordero. D. Risso, N o n l i n e a r   t r a n s p o r t  laws f o r  l o w   d e n s i t y  fluids, Physica '4 257 

(1998), 36 

[63j C. S. Kim, J. W. Ilufty, A. Santos, J. J .  Brey, A n a l y s i s  of n o n l i n e w  t ranspor t  

C o u e t t e  flow, Phys.  Review A 40 (1989), 7165 

1641 .A. Santos. V. Garzii, J. J.  Brey, Comparison   be tween   the   ho ,mogeneow.s-sh ,e t r  arbd t h e  

s l id ing-boundary   m,e thods  to  produce  shear flow, Phys.  Rev. ;2 36 (1992). 8018 

16.51 D.  Risso, P. Cordero. T w o - D i m e n s i o n a l  gas of disks: T h e r m a l  conduct iu i ty ,  J .  Stat.. 

Phys. 8 2  (1996)) 1453 

[ M ]  D. L .  Morris,  L. Hetnnon, A. L. Garcia, Sl ip   l enght  in a di lu te   gas ,  Phys.  Review .-\ 

46 (1992). 5279 

[67] D. K.  Bhattacharya, G .  C.  Lie, Nonequilibrium g a s  f low in th,e t r a n s i t i o n  r - e g i ~ m ~ :  . I  

nlolec,l~lar-Ltynclmic.sr s t u d y ,  Phys. Rev. A 43 (1991), 761 

[68] I .  G. Currie, F u n d a m e n t a l   M e c h a n i c s  of Fluids, (McGraw-Hill, 1993) 

1691 I .  E. Broadwell, Shock structure in  a s imple   d i scre te  ztelocity gas. Phys. Fluids 7 

(19641,  1243; Stud!/ of Tarefied sh,ear f l ow b y  the   d i scre te   71e loc i ty   method,  J. Fhlitl 

Mech. 19 (1964), 401 

153 


