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Capitulo 1

Introduccion

Una subgrifica T de una grifica G es generadora si T contiene a todos los vértices de G. Un
resultado bdsico de Teorfa de Grdficas afirma que toda grifica conexa contiene un drbol generador.

En esta tesis, estudiamos condiciones suficientes y condiciones necesarias para que una grédfica
conexa contenga drboles generadores con determinadas caracteristicas.

Condiciones suficientes y condiciones necesarias para que una grifica tenga ciclos o
trayectorias generadoras han sido estudiadas ampliamente. Por ejemplo, Whitney (W] y Tutte [T]
dan condiciones para grificas planas y Dirac [D], Ore [O], Chvédtal y Erdés [ChE] y Bondy y
Chvdtal [BCh] dan condiciones para grificas generales.

Un r-drbol es un drbol cuyos grados son menores o iguales que r y un (r, ¢)-drbol es un r-drbol
con a lo mas ¢ vértices con grado r. En [Wil] y [Wi2], Win da condiciones suficientes para que una
grifica tenga r-drboles generadores.

En el Capitulo 2 estudiamos condiciones necesarias para que una grifica tenga (r, ¢)-drboles
generadores y mostramos una gritica que cumple estas condiciones y que no tiene (r, c)-drboles
generadores.

En el Capit(;lo 3 damos condiciones, relacionadas con el niimero de independencia, suficientes
para que una grifica k-conexa tenga un (r, ¢)-drbol generador. El casor =3 y ¢ = O es ¢l teorema
clasico de Chvital y Erdis que alirma que toda grdlica k-conexa con niimero de independencia o <
1 +k tiene una trayectoria generadora.

En el Capitulo 4 estudiamos condiciones, relacionadas con los grados, suficientes para que una

gréfica k-conexa G tenga un (r, ¢)-drbol generador. También damos condiciones suficientes para



que G tenga un r-drbol generador con a lo mas 2 + k(r - 2) vértices terminales.

En el Capitulo 5 demostramos que toda grifica plana 3-conexa tiene un 3-drbol generador y
analizamos por separado el caso particular de las triangulaciones.

En el Capitulo 6 estudiamos condiciones, suficientes para que una grifica tenga drboles
generadores con didmetros congruentes con todos los residuos médulo un entero n.

La mayor parte de los conceptos y resultados bdsicos de Teoria de Grdficas, usados en este
trabajo, se pueden consultar en los siguientes textos: "Graph Theory with Applications” por J. A.
Bondy y U. S. R. Murty {BM], "Graph Theory: An Introductory Course” por B. Bollobds [Bol] y
"Graph Theory" por F. Harary [H]. La notacién suele variar considerablemente con los diferentes
autores; dentro de lo posible seguiremos la notacién usada en (BM].

Dada una gréfica G, denotamos por V(G} y A(G) a los conjuntos de vértices y aristas de G,
respectivamente. Todas las gréificas consideradas en este trabajo son simples y finitas.

El grado gg(u) de un vértice u en una grifica G es el nlimero de aristas de G que inciden en u.
La vecindad de u en G, denotada por T5(u) es el conjunto de vértices adyacentes a u en G. Un
vértice v es terminal de G si gg(v) = 1. El grado mdximo A(G) y el grado minimo 5(G) de una
grdfica G son, respectivamente, el midximo y el minimo de los grados de los vértices de G.

Sea U un conjunto no vacio de vértices de una grifica G; la subgrdfica G[U] de G, inducida
por U es la grifica cuyo conjunto de vértices es U y cuyo conjunto de aristas es el conjunto de
aristas de G con ambos extremos en U.

Dada una grdfica G, un vértice w de G y una arista e de G, denotamos por G - w a la grifica
oblenida de G al quitar el vértice w y todas las aristas de G que inciden en w y por G - e a la grifica
obtenida de G eliminando unicamente la arista e. Si X = (x}, X,. ... X} €s un conjunto de vértices
o un conjunto de aristas de G, entonces G - X denota a la grdfica (- ({G - x) - xg) - ==~ - Xp).

Siuy v son vértices, no adyacentes, de una grifica G, entonces G + uv es la grifica obtenida
de G al afadir la arista uv.

Para cualesquiera grificas G y F, denotamos por G U F a la grifica cuyos conjunto de vértices

y aristas son V(G) U V(F) y A(G) v A(F), respectivamente.



Una orientacién D de una grilica G consiste en considerar a cada arista de G como pareja
ordenada. Una grdfica dirigida GP es una grifica G junto con una orientacién D; una arista ¢ = uv
de una grifica dirigida es llamada arco, u es el vértice inicial de e y v es el vértice final de e.

El grado interior de un vértice u en una gréfica dirigida GP es el nimero de arcos de GP pana
los cuales u es vértice final; de manera analoga se define el grado exterior de u como el nimero de
arcos de GP para los cuales u es vértice inicial.

Dado un drbol T, para cualesquiera vértices u y v de T, denotamos por Tuv a la tnica u-v
trayectoria contenida en T.

Un drbol dirigido hacia afuera con raiz u es un drbol T con una orientacién D tal que para
cualquier vértice v de T, la trayectoria Tuv esta dirigida de ua v en TP.

Un conjunto U de vértices de una grifica G es independiente si no hay aristas de G con ambos
extremos en U. El mimero de independencia de G es el mdximo ndmero de vértices en un conjunto

independiente.

Un conjunto E de aristas de una grifica G es un apareamiento si ninguna pareja de elementos

de E inciden en un mismo vértice. Los apareamientos son también llamados conjuntos de aristas

independientes.



Capitulo 2
Condiciones Necesarias

En este capitulo presentamos condiciones necesarias para que una grifica tenga (r, c)-drboles
generadores.

Dada una grélica G, denotamos por ®(G) al nimero de componentes conexas de G.
Proposicién 2.1.- Si B es un bosque y u € V(B), entonces (B - u) = o(B) + gg(u) - 1. ¢

Teorema 2.2.- Si una grifica G tiene un (r, ¢)-drbol generador, entonces
oG-U)S+(r-2Ul+c
para cualquier subconjunto propio U de V(G).
Demostracion.- Sean T un (r, ¢)-drbol generador de G y U = {u,, u,, ..., u,} un subconjunto
propio de V(G). Parai=1,2,....n,sea T; = T - {u;, uy,y, ..., u,}; claramente g1;(u; 1) < gpluy ().
Por lo tanto, por la Proposicién 2.1
o(T-U)< oM+ (gr{up) - 1) + (eplug) - D+ + (gpluy) - 1)

Como A(T) € rentonces gr(u) Srparai= 1,2, ..., n;sin perder generalidad supongamos
griuy) 2 grlug) 2 - 2 grlu,).
Caso l.-c<n.

Como T tiene a Jo mas ¢ vértices con grado r, entonces gy(u;) Sr- 1 parai=c+l, ¢+2, ..., n.
Por lo tanto

OT-L oM+ G-De+ -2)n-¢)
=l+(r-2)n+c

=14+ (r-2)iUl+c,
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Caso 2.- n<ec,
OT-U)< (T +(r- 1n
=l+(r-2n+n
S14(r-2)n+c
=1+ (r-2)IUl+c¢.
En ambos casos (T - U) £ 1 + (r - 2)iUl + ¢. Como T es drbol generador de G, entonces cada
componente conexa de G - U es generada por una componente conexa de T - U. Por lo tanto (G -

U1+ (r-2)0+c. .

Un s-drbol generador de una grdfica G puede ser considerado como un (s + 1, 0)-drbol
generador de G. Como corolario obtenemos una condicién necesaria para que una grifica tenga

s-drboles generadores.

Corolario 2.3.- St una grilica G tiene un s-drbol generador, entonces
{G-UY<1 +(s-DIUI
para cualquier subconjunto propto U de V(G).
Demostracion.- Seanr =5+ 1 y ¢ = 0. Por el Teorema 2.2, para cualquier subconjunto propio U

de VG, o(G-U)S 1+ (r-2)Ul+c=1+(s- DIUL ¢

La grdfica bipartita completa K ,,, esta formada por dos conjuntos de vértices independientes Y
y X ajenos con [Yl =m y [XI = n y todas las aristas con un extremo en Y y el otro en X.

Claramente @(K,, - Y) = n, por lo tanto si n 2 2 + m(r - 1), entonces K, no tiene r-drboles
generadores y sin 2 2 + m(r - 2) + ¢, entonces K, no tiene (r, ¢)-drboles generadores.

Este ejemplo ilustra como ¢l Corolario 2.3 y el Teorema 2.2 pueden ser usados para probar que
determinada grdlica no tiene r-drboles generadores o (r, ¢)-drboles generadores.

Dada una grilica G, sea G la grilica obtenida de G afadiendo a cada vértice u de G, r - 2

aristas e;(u), ep{u), ..., e.,(u) como en la figura 2.1.
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T .

Fig. 2.1

(v W 6, o)

Sea G una grifica tal que G tiene un r-drbol generador T. Como T es conexo, entonces para
cada u € V(G), las aristas e(u), e,(u), ..., e, ,(u) necesariamente son aristas de T; como A(T) <,
entonces la subgrifica de G contenida en T es una trayectoria generadora de G.

Por otro lado si G es una gréfica con una trayectoria generadora H, entonces el drbol H, que se
obtiene de H afiadiendo las aristas €;(u), e,(u), ..., e,.,(u) para cada u € V(H), es un r-drbol
generador de G,.

Por lo tanto una grifica G tiene una trayectoria generadora si y sélo si la grifica G tiene un

r-drbol generador. En la tigura 2.2 damos un ejemplo conr = 3,

o Z "
# n, -
“ o

Fig. 2.2

Denotemos por P a la grifica de Petersen y por x a un vértice cualguiera de P (Fig. 2.3). Sea Q
la gréfica con conjunto de vértices V(Q) = V(P) U {u, v, w} y conjunto de aristas A(Q) = A(P) v

{uv, wx] U {vy :xy e A(P)} (Fig. 2.3).



Supongamos que Q tiene una trayectoria generadora T, como 8o(u) = go(w) = 1, entonces uv y
xw son las aristas terminales de T. Por construccién el vértice z de P adyacente a v en T,
necesariamente es adyacente a x en P. Por lo tanto la subtrayectoria de T contenida en P junto con la
arista zx forma un ciclo generador de la grifica de Petersen lo cual no es posible.

Por lo tanto Q no tiene trayectorias generadoras y por lo anterior, la grifica Q, no tiene
r-irboles generadores; sin embargo @(Q, - U) < 1 + (r - DIUI para cada subconjunto propio U de
V(Q,). Esto muestra que la condicién necesaria, dada en el Corolario 2.2, no es suficiente para que

una grifica tenga r-drboles generadores.

Fig. 23



Capitulo 3

Condiciones Suficientes Relacionadas con el Niimero de
Independencia

Un resultado cldsico de Chvidtal y Erdss [ChE] sostiene que toda grifica k-conexa con nimero de
independencia « £ 1 + k tiene una trayectoria generadora. En este capitulo generalizamos este

resultado dando condiciones suficientes para que una grifica G tenga un (r, ¢)-drbol generador.

Teorema 3.1 (Neumann-Lara y Rivera-Campo [NR1]).- Sean G una grifica k-conexa
con numero de independencia @ yrycenterosconr24y0<c<k Sia< 1 +k(r-2)+c,
entonces G ticne un (r, ¢)-drbol generador.

Demostracién.- Sea T un (r, ¢)-subdrbol de G con el mayor nimero posible de vértices. Si T no
es drbol generador de G, entonces hay un vértice w € V(G) \ V(T). Por el teorema de Menger, la
grifica G contiene k trayectorias 7ty 7y, ..., T, ajenas dos a dos, exepilo en w, que unen a w con
T. Denotemos por X al conjunto {x|, x,. ..., X, }, en donde x; es el tnico vértice de T en T,

Como A(T) <, entonces gr(x;) <rparai =1, 2, .., k, ademas r - 1 < gr(x;) pues de lo
contrario T L m; es un (r, ¢)-subdrbol de G con mas vértices que G lo cual no es posible. Sin
pérdida de generalidad podemos suponer gp(x;) S gr(Xg) € - < grlxy).

Sea n el ndmero de vértices en X con grador - 1. Sin 2 1, entonces gr(x)=r-1paracadai=
1,2, ..., nyTconticne ¢ + n - k vértices by, by, ..., b, con grado r que no pertenecen a X,
pues de 1o contrario T U w; es un (r, ¢)-subidrbol de G con mas vérlices que T. Denotemos por B al
conjunto {by, by, ..., by y ). Sin =0, entonces ¢ = k y todos los vértices de T con grado r estan

en X; en este caso B es vacio.



Sea D la orientacién de las aristas de T tal que TP es un 4rbol dirigido hacia fuera con raiz x,.
Notemos que TP no tiene arcos con vértice inicial en X U B y vértice final en X ya que si XiX; €
A(TD), entonces (T - X;X;) U U T es un (r, ¢)-subdrbol de G con mas vértices que T (Fig. 3.1) y

si bjx; € A(TP), entonces (T - bix;) w U m; es un (r, ¢)-subdrbol de G mayor que T (Fig. 3.1).

Fig. 3.1

Sea E = {e}, ey, ..., €c,n.x)- €n donde ¢; es cualquier arco de TP con vértice inicial b,. Como
TP no contiene arcos con vértice inicial en X U B y vértice final en X y gp(x) =r- 1 parai= 1, 2,
oo I, gp(xp) =rparai=n+l, n+2, .,k y |El = ¢ +n-k, entonces la grifica H=(T - X) - Ees
un bosque con 1 + k(r - 2) + ¢ componentes Hy, Hy, ..., Hy k¢.2)4c-

Para cada | = 1, 2, ..., 1+k(r-2)+c, sea y; un vértice con grado exterior cero en la grifica
dirigida H;® y denotemos por Y al conjunto {y, y, .... ¥ L+k(r-2)+c ) - Cada vértice y; es terminal en
T o hay un arco en TP con vértice inicial y ; ¥ vértice linal en X; cuando este es ¢l caso, denotamos
por x*(y;) al vértice en X tal que yix*(y;) € A(TD). Como TP es dirigido hacia afuera con raiz Xy,
entonces cada grdlica HJ-D contiene un tnico vértice z; con grado interior cero; denotemos por z'(z)
el vértice en X U B tal que z(z)z; € A(TD).

Supongamos que wy; & A(G). Si yj es un vértice terminal de Tsea T'=T u wy; y siyjnoes
un vértice terminal de T sea T' = (T - y;x*(y))) v wy; L my en donde 0 es tal que x*(y;) = xq (Fig.
3.2). En ambos casos T' es un (r, ¢)-subdrbol de G mayor que T lo cual no es posible, por lo tanto

w no es adyacente a ningiin vértice y;.




Supongamos ahora que y.y, € A(G); como y, y y, pertenecen a componentes distintas de H,
entonces al menos uno de los vértices z-(z,) o z°(z,) pertenece a Ty,y,: denotemos por p ese vértice y

por T cualquier vértice adyacente a p en Ty,y,. Notemos que Ys¥i € A(T) yquepe X UB.

Caso 1.- y; y y, son vértices terminales en T.
Sipe X sea
T=((T-pt)+yy) v,

en donde o es tal que p = x, (Fig. 3.3).

ys y(

Ysipe Bsea

T=((T-pt)+yy)wn (Fig. 3.4).

Fig. 3.4

Caso 2.- y, es vértice terminal en T y y, no es vértice terminal en T.
Sixtype V(Tyy,) sea
T'=((T-yx*yo) +ysy) v ny

en donde 7 es tal que x*(y) = x, (Fig. 3.5).
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Ty

Fig. 3.5

Si x*yp € V(Tygy)yp € X sea
T=(((T-pT)- yx*yp) +yy) W a,Ung
en donde o y ¥ son tales que p = X, ¥ X*yp = x, (Fig. 3.6).

Y si xty) € V(Tyyy) yp € Bsea

T=(((T-pt)- yx*yp) +yy ) vr,um
en donde ¥ es tal que x*(yp = x, (Fig. 3.7).

Is

Fig. 3.7

Caso 3.- y, no es vértice terminal en T y y, es vértice terminal en T.

En este caso T" se construye intercambiando y, y y, en el caso 2.
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Caso 4.- y,y y, no son vértices terminales en T.
Six*yp€ V(Tygy) 0 x*yp € V(Tyy,) sea
T'=(((T-yx*y9) - yextyp) +ygy ) ungum,
en donde B y v son tales que x*(yy) = Xg ¥ X*(yo = x, (Fig. 3.8).

Co0 T RN
-+ -

Yt

Fig. 3.8

Sixty) & V(Tyy), x*ype V(Tygy) yp € X sea
T=((({T-p1)-ysx*ye) - v x*yp) +yy ) v g um, U,
en donde B, ¥ y a son tales que x*(y,) = Xg . X*(yp =%,y p = xg (Fig. 3.9).

X*(¥,) /’\ X*(¥y)
_,,‘,4 p T +,,M.. L

Fig. 3.9

Y st x*(yp € V(Tyeyy), x*yp€ V(Tyy)y p € B sea
T'=(C((T-p1) - ysx*y9) - i x*(y0) +ys ¥ ) U Rp U MU T,
en donde B y ¥ son tales que x*(y,) = Xp ¥ X*(yp = xy (Fig. 3.10).
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Fig. 3.10

En cada caso T' es un (r, ¢)-subdrbol de G con mas vértices qué T. Como esto no es posible,
entonces y.y; € A(G) yporlotanto U=Y U {w} es un subconjunto de V(G) con 2 + k(r - 2)

vértices independientes lo cual es una contradiccida. ¢

Como corolario obtenemos el siguiente resultado que generaliza el teorema de Chvital y Erdos.

Teorema 3.2 (Neumann-Lara y Rivera-Campo [NR1}).- Sean G una grifica k-conexa
con nuimero de independencia o y s 22 un entero. Si a0 < 1 + k(s - 1), entonces G tiene un s-drbol.
Demostracion.- El caso s = 2 es el teorema de Chvital y Erdds y el caso s 2 3 esta cubierto por el

Teorema 3.1 conr =5+ 1yc¢ =0 pues un (s+1, 0)-drbol es un s-drbol. ¢

Sea G la gréfica bipartita completa Kk, 2+k(r-2)4c- St 1 2 3, entonces G es k conexa y tiene
nimero de independencia 2 + k(r - 2) + c. Por otra parte, en el Capitulo 2 observamos que G no
tiene (r, ¢)-drboles generadores; esto muestra que la condicién del Teorema 3.1 es estrecha.
Analogamente, las grificas bipartitas completas Ky 24k(s.1) muestran que la condicién del Teorema

3.2 también es estrecha.
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Capitulo 4

Condiciones Suficientes Relacionadas con los Grados

Ore [O] demostré que si G es una grifica con p 23 vértices tal que g(u) + g5(v) 2 p para cualquier
par de vertices de G, no adyacentes, entonces G tiene un ciclo generador. Como corolario se puede
probar que toda grilica G con p vértices tal que gg(u) + 265(v) 2 p - 1 para cualquier par de vertices
no adyacentes tienc una trayectoria generadora.

Estos resultados han sido generalizados de muchas maneras; por ejemplo Bondy [B] considera
grificas k-conexas y da condiciones en la suma de los grados de cualquier conjunto con k + 1
vértices independientes,

Dada una grifica G y un conjunto U de vértices de G, denotaremos por g(U) a la suma de los

grados de los elementos de U,

Teorema 4.1 (Bondy [B]).- Si G es una grifica k-conexa con p vértices tal que

L+&k+Dip-1)
2

g(U) 2

para todo subconjunto U de V(G) con k + 1 vértices independientes, entonces G tiene un ciclo

generador., - +

Carolario 4.2.- Si H es una grifica k-conexa con p vértices tal que

X 1+&k+Dp-2)
gl 2 7
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para todo subconjunto U de V(H) con k + ! vértices independientes, entonces H tiene una

trayectoria generadora. *

Por otro lado Win [Wil] da condiciones en la suma de los grados de cualquier conjunto con r

vértices independientes, suficientes para que una grdfica ten ga r-drboles generadores .

Teorema 4.3 (Win [Wil]).- Si G es una gifica conexa con p vértices y r 2 2 es un entero tal
que g(U) 2 p - 1 para cualquier subconjunto U de V(G) con r vértices independientes, entonces G

tiene un r-drbol generador. ' +

A continuacién damos condiciones, de este tipo, suficientes para que una grifica k-conexa

tenga (r, c)-drboles generadores.

Teorema 4.4 (Rivera-Campo [R]).- Sca G una grifica k-conexa con p vértices. Sir y ¢ son

enteros, conk 22, r24y d Sc <k, tales que

lp-k-c-2)

g(U) =1+ 2k +‘I—(-(l—r&f-

2
para cualquier subconjunto U de V(G) con 2 + k(r - 2) + ¢ vérlices independientes, entonces G tiene
un {r, ¢)-drbol generador.

Demostracién.- Sea T un (r, ¢)-subdrbol de G con el mayor niimero posible de vértices. Si T no

es generador, sean w, ®;, X, B, E, D, H, H; Y, x+(yj), Z: y z'(zj) como en la demostracion del

Teorema 3.1.
Al igual que en la demostracion del Teorema 3.1, U=Y U {w} «- n sub to de V(G)
con 2 + k(r - 2) vértices independientes. Los siguientes lemas serdn utilizado: obtener una

contradiccion,

Lema 4.5.- La grifica G conliene a lo mas 2(p - | - IV(T))) aristas con un extremo en U yelotro

en V(GY\(V(T) u {w}).
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Demostracién.- Sive V(G)\ (V(T) U {w])es adyacente a y e Y, entonces y, no es vértice
terminal de T pues de lo contrario T U vy, es un (r, ¢)-subdrbol de G con un vértice mas que T lo
cual no es posible; por lo tanto hay un vértice xg en X tal que ¥sxg € A(TP). Ademds no hay w-v
trayectorias en G - V(T} ya que si T es una w-v trayectoria en G - V(T), entonces 1t U Tg contiene
una trayectoria &' de v a Xp que solo intersecta a T en Xg y por lo tanto (T - YsXp) U vy, U It es un

(r, c}-subdrbol de G con mas vértices que T (Fig 4.1).

¥s xﬁ

Fig 4.1

Supongamos que v € V(G)\ (V(T) U {w]) es adyacente a dos vértices y, y y, en Y. Al igual
que en la prueba del Teorema 3.1, al menos uno de los vértices z-(zy) 0 z(zy pertenece a V(Tyy,); de
nuevo llamamos p a ese vértice y T a cualquier vértice adyacente a p en Tygy,.

Sixtyge V(Tygy) o x*ype V(Tygy) sea

T = (T-yx*ye) - yxHyp Y U vy, uvy, U Ty My
en donde B y v son tales que x*(y,) = X ¥ X*(yy= Xy En la Figura 4.2 ilustramos el caso x*(y) €

V(TYSYI)-

Fig. 4.2
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Sixtyg € V(Tygyy), x*ype V(Tygy) yp € X sea
T = (( (T' pT) - y8x+(YS)) - YEX+(Yt)) w VYSUVYLUT‘:B W TlT.YUTCa

en donde B, v y o son tales que x*(y,) = Xp ., X*yp =X, ¥ p = x, (Fig. 4.3).

Fig. 4.3

Y st x*tyo € V(Tygyy). x*ype V(Tyy)yp € Bsca
T'= (((T-p1) -y xHyg ) - yxHyp ) U vy, U vy, U I U T, U
en donde 5 y ¥ son tales que x*(y,)=xg y X*(y)= xy (Fig. 4.4).

Fig. 4.4

En cada caso T es un (r, ¢)-subdrbol de G con mas vértices que T. Como esto no es posible,
entonces cada ve V(G)\ (V(T) w {w}) es adyacenle a lo mas a un vérticeen Y y por lo tanto a lo
mas a dos vértices en U. Come [VG)\ (V(T) U {wPl =p-1- V(T entonces G contiene a lo

mas 2(p - | - [V(T)!) aristas con un extremo en U yelotroen VIG)\(V(T) U {w)). ¢
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Paraj=1, 2, ..., 14+k(r-2)+c sea S;={ve V(Hj) :vyp€ A(G)con h # j}.

Lema 4.6.- Si v e §;, entonces gp(v) 2r- L.
Demostracién.- Sea h # j tal que vy, € A(G). Supongamos gr(v}<r-2;enparticular veg By
por lo tanto vy, ¢ A(T).

Como v € V{H;), y, € V(Hy) y h # j, entonces al menos uno de los vértices Z'(Zj) 0 z°(zp)

esta en Tvyy; denotamos por ) ese vértice y por 1t cualquier vértice adyacente a nen Tvy,.

Caso 1.- y, es terminal en T.
Sine X, sea
T=((T-n) +vy,)umn,

en donde o es tal que N = x,, (Fig. 4.5).

xl w

Y sin e B, sea
T‘:((T-‘np.)+vyh)u1r| (Flg46).
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Caso 2.- y, no es terminal en T.

Si X+(yh) € V(Tvyh), s€a

T'=(T- ypx*(yn) ) umy
en donde [3 es tal que x*(y,) = xg (Fig. 4.7).

Fig. 4.7

Six*(yp) € V(Tvyy) yn e X, sea

T'=(((T-n) - ypx*(ys)) + vy YU g U Ty
en donde o0 y § son tales que 1 = x4 y x*(y,) = xg (Fig. 4.8).

Fig. 4.8

Y six*(y,) € V(Tvy,) y e B, sea

T=((T-nw) - yx*yp)) + vy ) umg U my
en donde {3 es tal que x*(y,) = xp (Fig. 4.9).

W

Fig. 4.9
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En cada caso T" es un (r, ¢)-subdrbol de G con mas vértices que T. Como esto no es posible

entonces gp(v) 2r- 1, ¢

Paraj=1,2, .., 1+k(r-2+c, sea H j* la grifica obtenida de H; afiadiendo el vértice z°(2;) junto

con la arista z‘(zj)zj.

Lema4.7.- Paracadav e S hay r - 2 vértices en V(Hj*) que no son adyacentes a yjen G.
Demostracion.- Sean v € §;y h # j tales que vy, € A(G). Siv e B, entonces gu;*(v) = g{v) -
l'ysive B, entonces gy;*(v) = g1(v); en ambos casos guv)=r- L

Sean uy, u,, ..., u. los vértices adyacentes a v en H;*. Como a lo mas uno de estos vértices
pertenece a Tvy; entonces, sin perder generalidad, podemos suponer u 1 U o U € V(Tvy) yen
paricular u; # y; parai =1, 2, ..., r-2.

Supongamos Ugpy; € A(G)conm <r-2; comouy, ¢ V(Tvy) y u,v € A(T), entonces v €

V(Tugy;). Sean 1 y 4 como en la demostracién del Lema 4.6.

Caso 1.- ve By y;es terminal en T. Sea

T=((T-vu,)+ UnYj Yun, (Fig. 4.10).

Fig. 4.10

Caso2.-ve By y; noesterminalen T, Sea
T= (0T - vug ) - yjxron) +ugy)) W mp o my

en donde ¥ es tal que x*(yj) = x, (Fig. 4.11).
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Fig. 4.11

Caso 3.- v ¢ B y los vértices y, and y; son terminales en T.
Sine Xsea
T=((C(T-vup)-MU)+ugy;)+vy,) U ng
en donde « es tal que 1 = x4 (Fig. 4.12).

Ysinne Bsea

T'=(C((T-vu,)-np) +u,y;) +vy,)wr, (Fig. 4.13).

Fig. 4.13
Caso4.- v B,y, esterminalen T y y; no es terminal en T.
Si XMy e V(Tvy,), sea

T = (T - v, ) - yxHyp ) + ugy)) + vyp ) U Ry

en donde vy es tal que x*yp =xy (Fig. 4.14).
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Ul.n ) / y} ,*m "
v
w

Fig. 4.14

Si x*yp € V(Twy) yn e Xsea

T= (((((T-Vum)-ij*(yj))-ﬂl-l)+umyj YHvy ) um U,
en donde o y ¥ son tales que 1 = Xo ¥ X*(y) =x, (Fig. 4.15).

Un / m
B Yn

YJ xl Tcll
X+(Yj)
\ W
Fig. 4.15

Y si x*(yjp & V(Tvyy) yn € B sea

T= CCCOCT - vug ) - ypcyp) ) = M) + uy; ) + vy ) Uy Uy
en donde ¥ es tal que xXHyp=x, (Fig. 4.16).




Caso 5.-ve B, y; es terminalen T y y,, no es terminal en T.
Six*ypy € V(Tvy,) sea
T':((((T—vum)-yhx*‘(yh))+umyj )+ vyy, )un'ﬁ
en donde B es tal que x*(y,) = xg (Fig. 4.17).

Si x*(yp) & V(Tvyp) ym e X sea
T = (((((T- Vi) - Ypx o ) - ) + Uy ) + V¥ ) Ut U g

en donde B y o son tales que x*(yp)=Xp y N = Xq (Fig. 4.18).

Un / m L)

Fig. 4.18

Y six*(yy) € V(Tvyp) y1 € B sea
T = (T -vug ) - ypxtyp ) - M) +ugy; )+ vyy) Ut U T
en donde P es tal que x*(y,) = xp (Fig. 4.19).

T
¥ Xy w

Fig. 4.19
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Caso 6.- v & B y los vértices y, and y; o son terminales en T.
Si x*ype V(Tvy) o xtyp e V(Tvy) sea
T =(CC0CT - vug ) - ypx*yn) ) - Yixtyp) + ugy; ) + vy, ) U T\ Ty

en donde [3 y ¥ son tales que x*(yy) = x5 and Xy = xy. (Figs. 4.20y 4.21).

u / J _’v ] >

xt(¥y)
-

o

m / X* (¥ )

>y
v ¥a
T
1Y :
y Ty
w

X+(Yj)

Fig. 4.21

Si xHyp € V(Tvy), x*yp & V(Tvy ) yne X sea
T = (COCCIT - v ) - yxyp ) - yxtop) M) +ugy; ) + VY, ) U Tp U I, U T,
en donde B, Y y o son tales que x*(y;) = Xps XHY =X, ¥ T = % (Fig. 4.22).
Y sixtyp€ V(Tvyy), x*yp € V(Tvy,) y1 € Bsea
T'= (CCCCCT - vy, ) - ypXe+y ) - yjxsy) M) + 0,y ) + vy, ) U g U U T
en donde B y ¥ son tales que x*(y,) = xp and x*(y) = x, (Fig. 4.23).
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Fig. 4.23

En cada caso T" es un (r, ¢)-subdrbol de G con mas vértices que T. Como esto no es posibie,

entonces uy,y; € AQ)param=1, 2, ..., r-2. ¢

Lema 4.8.- Para cada v e §jhay r- 2 vértices en V(H;*) que no son adyacentes a w en G.
Demostracién.- Sean v € S;y h = jales que vy, € A(G). Como se probé en el Lema 4.7, el
vértice v tiene grado r - 1 en Hj™. Sean uy, u,. ..., ug; los vértices de G adyacentes a v en H;'.
Como exactamente uno de estos vértices perienece a la trayectoria Tx,v, entonces, sin perder
generalidad, podemos suponener ug, us. ..., U, &€ V(Txv).

Supongamos u,w € A(G)conm <1 - 2. Sean 1 y |l como en las demostraciones de los lemas

46y47.
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Caso 1. y, es terminal en T.
Siuy e V(Tvy,) sea

T =((T-vu,)+vy) vu,w (Fig. 4.24)

VK’-

Fig. 4.24

Siupe V(Tvyy) yne Xsea

T'=(((T'Vum)-mi)+VYh)UUmWU7ta
en donde o es tal que 1 = x4. (Fig. 4.25).

Fig. 4.25

Ysiu,€ V(Tvy,)yn € Bsea

T =(((T-vuy) - M) + vyp) Uy, w U n, (Fig. 4.26)

—

] X1




Caso 2.- y, no es terminal en T.
Six*(y,) € V(Tvyy) o u,€ V(Tvyy). Sea
T = (((T-vuy) - ypX*(¥p) ) + Vyy) W u,w U g
en donde B es tal que x*(y,) = xp. (Fig. 4.27).

" \*-:4.

Fig. 4.27
Six*(yy e V(Tvyy), un € V(Tvy,) yne Xsea
T = ((((T-vog) - M) - ypX*yp ) + Vyp) W ugW U g U T

en donde o y P son tales que 1 = x, ¥ x+(yy,) = xp. (Fig. 4.28).

Fig. 4.28
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Y sixt(y,) € V(Tvy,), un € V(Tvyp) yn € B sea
T = ((((T-vuy,)-MU) - ypxtyp ) + vyp) W, w U g Uy
en donde B es tal que x*(y,) = xp. (Fig. 4.29).

Fig. 4.29

En cada caso T' es un (r, ¢)-subdrbol de G con al menos un vértice mas que G; como €sto no

es posible, entonces uy, u,, ..., U5 no son adyacentes a w en G. ¢

Para cada v € V(H) sea j(v) tal que v & V(Hy,). Denotemos por S al conjunto S; W S w ...

U S1,kr2)+c ¥ POr 8 al ndmero de elementos de S.

Lema 4.9.- G contiene a lo mas (k + s)((k - 2)(r - 2) + ¢) + 2(IV(TH - 1 - ¢) aristas con un
extremo en U yel otroen V(T)\ Y.
Demostracion.- Como [X U S| =k +s y Ul =2 + k(r - 2) + c, entonces hay
(k+8)2+k(r-2)+c) (4.9.1)

posibles aristas en G con unextremoen X U S yel otroen U.

Scave VDX USWY); comoveg S, entonces el Gnico vértice de Y adyacente a v es .,
y por lo tanto v solo puede ser adyacente a dos vértices en U. Como

VIOV OuYuS)I=IVT-k-(1 +k{r-2)+c)-s

entonces hay a lo mas

200V(TH -k - (I +k(x-2) +¢) - 5) (4.9.2)

28



aristas en G con un exuemo en V(MH\V (X U SU Y) yel otroen U.

Por (4.8.1) y (4.8.2), la grifica G contiene a lo mas

(k+s)2+k(r-2)+c)+2(IV(TH - k-1 +k{r-2)+c¢)-8s) =
(k+syk(r-2)+c)+2(lV(DI - 1-c)-2k(r-2) (4.9.3)

aristas con un extremo en U y el otroen V(T)\ Y.

Por los lemas 4.7 y 4.8, hay al menos 2s(r - 2) aristas contadas en (4.9.1) o0 en (4.9.2) que no
estan en G. Por lo tanto G contiene a lo mas

kK+s)k(r-2) +) +2(0V(D- 1-¢)-2k(r-2) - 2s(r-2) =
K+s)k-2)(r-2)+c)+2(IV(Di - 1-¢)

aristas con un extremo en U y el owroen V(TH\ Y. ¢

Lema 4.10.- [V(T) 2 (k +s}(r-2) +k + ¢ + 1.
Demostracion.- Sea H;* como en el Lema 4.7. Cada vértice v € §; tiene grado r - 1 en H;*, por
lo tanto H;" es un drbol con al menos 2 + (r - 3)IS;1 vértices terminales incluyendo y; y z°(z;).

Si u es un vértice terminal de H;" distinto de y; y 2(z;), entonces u € §;, de lo contrario u serfa
adyacente en G a un vértice y,, de T con h # j = j(u); en este caso se puede encontrar, como en la
prueba del Teorema 3.1, un (r, ¢)-subdrbol de G con mas vértices que T. Esto implica que cada
drbol Hj* contiene al menos (r - 3)[Sjl vértices que no pertenecen a X U S W'Y y por lo tanto

IV 2 (- 3)(IS) | +1Sy1 + - +1S | yrayecD) + IXE+1S]+ 1Y
={r-3)s)+k+(1+k(r-2)+c)+s
=s(r-2)+kir-2)+k+c+1

=k+s)r-2)+k+c+1 ¢

Procedemos ahora a terminar la demostracién del Teorema 4.4. Como U es independiente,
entonces cada arista incidente en U tiene el otro extremo en
(V@G U) = VIO VD w {(wh) v (VDY)
Por los lemas 4.5, 4.9 y 4.10
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g <2(p-1- VD) +(k+s)k-2)r-2 +c) +2(IV(TH - 1 - ¢)
=2p-4-2c+(k+s)k(r-2)+c-2(r-2)
S2p-4-2c+ ((IV(TH -k -c- 1)/(r- 2))(k(r-2) + ¢ - 2(r - 2))
S2p-4-2c+((p-k-c-2Y(r-2)k{r-2) +c-2(r-2))
=2p-4-2+((p-k-c- /(- DHK(r-2) +6) - (p - k - - (e - DI - 2)
=2k+[(kir-2)+c)(r-2)l[p-k-c-2]

1o cual es una contradiceidn. ¢

Corolario 4.11.- Sean G una grdfica k-conexa con p vértices y sun entero. Sik 22,523y
g(UY2 1 +k(p - k) para cada conjunto U con 2 + k(s - 1) vértices independientes de G, entonces G
tiene un s-drbol generador.

Demostracion.- Sir=s+ lyc=0;entonces 2 +k(s-1)=2+k(r-2)+cy

2} +c¢

1+k(p-k)=1+zk+(k("r' - )(p-k-c-z)

Como s = 3, entonces r 2 4; por el Teorema 4.4, G tiene un (r, 0)-drbol generador; es decir un

drbol generador con grado midximo menor o igualar- 1 =s. ’

Sea G la grifica bipartita completa Ky 5,42y Si 72 3, entonces G es k-conexa y
g(U) =k(Z +k(r-2) +c¢)
=2k +[(k(r-2) +c)/ (r-2D)[QR +k(r- D +c)-k-¢c-2]
=2k + [(k(r-2)+c)/ (r- DHIV(G)I -k -¢-2]
para todo subconjunto U de V(G) con 2 + k(r - 2) + ¢ vértices independientes. Como observamos
en el Capitulo 2, G no tiene (r, ¢)-drboles generadores; esto muestra que la condicién sobre los
grados en el Teorema 4.4 es estrecha.
Para cada entero t 2 2, sea F una grdlica cuyo conjunto de vértices V(F,) es la uni6n de seis
conjuntos ajenos X, X5, Y1, Yo, Zy Weon X I =, IXot=t+ 1, 1Y I=1Y,0 =3+ 2(t- 1), 1ZI =t

-1y WI=(t-1){r- 1), en donde r = 2t y cuyo conjunto de aristas A(F ) es la unién de los
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conjuntos E(X;,Y ), E(X,,Y;). E(X.Z), E(X,.Z), ECW.Z), E(Y ), E(Y,) y E(Z), en donde
EUV)={uv:ue Uyve V}yEU) = {uu,:u,ue U}
La grifica F, no tiene r-drboles generadores pues w(F, - Z) =2 + (r - 1)(t- 1) =2 + (r - 1)iZ};
sin embargo:
(a) F, es (i - 1)-conexa.
D) IVEI =t +(t+ 1) +2@ +2t{t- 1) +{t- D+ (t- I)r-1)=6t2 -4t + 7.
@ 1+{IVE - =1+16t2-4t+7-1) =63 - 5t2+ Tt + .
A U=X,vX,uW esel inico subconjunto de V(F) con 2 + (r - 1) vértices independientes.
(e) g(U) = X I0Y 1 +1Z1) + BGIAY ) + 2D + IWHZE = 613 - 512 + Tt + 1 = I+ t(IV(FDL- 1),

Esto muestra que la condicién de conexidad en el Corolario 4.10 también es estrecha.

Terminamos este capitulo con una condicién suficiente para que una grifica k-conexa tenga un
drbol generador en el que el grado méximo y el ndmero de vértices terminales sean relativamente

pequenos.

Teorema 4.12.- Si G es una gréfica k-conexa con p vértices y r 2 2 es un entero tal que
gc(u) +gg(v)2p-1-k(r-2)

para cualquier par de vértices de G no adyacentes, entonces G tiene un r-drbol generador T con alo
mas 2 + k(r - 2) vértices terminales.
Demostracion.- Por el corolario del terorema de Ore, basta con probar el resultado para r 2 3.
Sea T un r-subdrbol de G con a lo mas 2 + k(r - 2) vértices terminales y con ¢l mayor nimero
posible de vértices. Si T no es generador sean w, 1, y X como en la demostracién del Teorema 3.1.

Supongamos que T tiene menos de 2 + k(r - 2) vértices terminales; entonces T tiene menos de k
vértices con grado r y en particular gp(x;) Sr- 1l paraalgunai=1,2, ... k. Porlotanto T'=T u
7, es un r-subdrbol de G con a lo mas 2 + k(r - 2) vértices terminales y con al menos un vértices
mas que T. Como esto no es posible, entonces T tiene exactamente 2 + k(r - 2) vériices terminales;

denotemos por V ((T) al conjunto de vértices terminales de T.
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Sean u cualquier vértice en V ((T) y D la orientacién de las aristas de T tal que TD es un drbol
dirigido hacia fuera con raiz u. Para cada z € V(T)\ {u} denotamos por z- el vértice de T taf que z°z
e A(TD).

Seaze I'g(u);siz e V(G)\ V(T), entonces T'= T w uz es un r-subdrbol de G, con 2 + k(r -
2) vértices terminales y con un vértice mas que T 1o cual es una contradiccién, por lo tanto I'g(u)
esta contenido en V(T).

Sea v un vértice terminal de T tal que la trayectoria Tuv contiene al menos un vértice en X.
Como en el caso del vértice u, I'(v) también esta contenido en V(T). Supongamos que hay un
vértice 2 € I'g(v) N V(T); como r 2 3, entonces hay una arista ab en la trayectora Tvz tal que gr(a)

2 3. Por lo tanto T' = (T - ab) + vz es un r-subdrbol de G con menos de 2 + k(r - 2) vértices

m
A y v

Fig 4.30

terminales (Fig. 4.30).

Como T' tiene menos de k vértices con grado r, entonces gp(x;,) St - 1 para algunai=1, 2,
..-» k. Porlo tanto T" = T" U &, es un r-subdrbol de G mas grande que T con a lo mas 2 + k(r - 2)
vértices terminales. Como esto no es posible, entonces T'g(v) N V(T) = ®.
Sea I(u) = {z" : ze Tg{u)}; como u es la raiz de TP, entonces I'(u) N V(T) ={u}; porlo
tanto [ (u) v FG_(V) esta contentido en (V(T)\ V| (T)) u {u}, de donde
IT=(u) U T L V(D - V(D + 1
SPp-D-2+k(r-2)+1
=p-2-k(r-2) (4.12.1)
Sean z, y z, dos vértices en I'g(u); si 2)” = 2,7, en particular g(z,") 2 3 y por lo tanto T' = (T -

z,"z|) + uz es un r-subdrbol de G con un vértice terminal menos que T (Fig 4.31).
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Fig 4.31

Como T' tiene menos de 2 + k(r - 2) vértices terminales, entonces tiene menos de k vértices
con grado r y en particular g(x;) €r- 1l paraalgunai=1,2,....k. Porlo tanto T"=T' U m;es un
subdrbol de G con A(T") = A(T") = A(T) <r,con alomas 2 + k(r - 2) vértices terminales y con al
menos un vértices mas que T. Como eslo no es posible, entonces z;” # z,~ de donde IF(u)l =
ITg(u)l = gg(u). Por lo tanto

IT-(u) W T = 1T(u)l + { TgW)l - IT-(u) N Tg(v)
= ga(u) + g6(v) - IT-@) N Tg(v)
2p-1-kir-2)- )T (4.12.2)
De (4.12.1) y (4.12.2) se tiene IT-(u) N Tg(v) 2 1; seaz € Ts(u) tal que 2~ € Tg(v).
Caso 1.-ze V(Tuv)

Por la eleccidn de v, existe o tal que x, € V(Tuv); denotemos por x,* al Gnico vértice de Tuv

tal que xgXxt € A(TP).
Siz=xq4sea

T' = ((((T-z2) - xoxg*) + uz) + z°v) U, (Fig. 4.32).
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Fig. 4.33

En ambos casos T" es un subidrbol de G con A(TY =A{T)<r, con alo mas 2 + k(r- 2)
vértices terminales y con mas vértices que T lo cual no es posible.
Caso 2.-z ¢ V{Tuv)
Como T es un drbol entonces hay un dnico vértice p € V{(Tuv) N V(Tuz) » V(Tzv) (Fig. 4.34);

denotemos por p* al dnico vertice de Tuv lal que pp+e A(TDP) (Fig. 4.34).

? 3
- -
u p p* v
Fig. 4.34

SeaT =(((T-zz)-pp*) +uz) + z'v (Fig. 4.35)

Z
yAl \
— 1 -
u p p* v
Fig. 4.35
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Como g(p) = 3, entonces T" tiene a lo mas 1 + k(r - 2) vértices terminales, lo cual implica que
T’ tiene menos de k vértices con grado ry en particular gp(x;)) Sr- 1 paraalgunai= 1,2, .., k
Por lo tanto T" = T' U m; es un subdrbol de G con alo mas 2 + k(r - 2) vértices terminales y con al
menos un vértices mas que T. Como A(T") = A(T") = A(T) <, entonces este caso tampoco es

posible. R

Sea G la grifica bipartita completa Ky 5,y.1)- Si r 2 2, entonces G es k-conexa y
golu) + g5(v) 2 2k
=(2+kr)-2-k(r-2)
=[V(G)I-2-k(r-2)
para cualquier par de vértices de G no adyacentes; sin embargo G no tiene r-drboles generadores.

Esto muestra que la condicién del Teorema 4.12 es estrecha.

35



Capitulo 5

Graficas Planas

Whitney [W] demostré que si G es una grilica mixima plana sin ciclos separadores de longitud
tres, entonces G tiene un ciclo generador. A su vez Tutte [T] probé que toda grifica plana 4-conexa
ticne un ciclo generador. Naturalmente las condiciones en estos dos resultados implican la existencia
de trayectorias generadoras, es decir de drboles generadores con grado midximo dos.

En este capitulo damos condiciones suficientes para que una grifica plana tenga un drbol

generador con grado mdximo a lo mas wres.
5.1 Triangulaciones.

Una grédfica plana 2-conexa es una triangulacion sila {rontera de cada cara interior esta formada por

tres aristas.

Lema 5.1.1.- Sean G una triangulacion con cara exterior S y u € V(G). Si u € V(S), entonces la
subgrifica G[T'5(u)] de G, inducida por I'(u), ticne una trayectoria generadora y si u € V(§),
entonces G[ I'g(uw)] tiene un ciclo generador.

Demostracion.- Sea I'g(u) = {v|, v4, ..., v, }; sin perder generalidad podemos suponer que las
aristas uv,, uv,, ..., uv, aparecen en ese orden en G con uv;, uv, € A(S) enelcasou e V(S)

(Fig. 5.1).
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Fig 5.1

Parai=1, 2, ..., n-1, las aristas uv; y uv;, | estin en una misma cara interior de G. Como la
frontera de cada cara interior de G esta formada por tres aristas entonces v;v,,; € A(G) parai=1,
2, ..., n-1. Por lo tanto las aristas v;v;, v,v3, ..., v,.1v, definen una trayectoria T generadora de
G{I'g(u)]. Siu & V(S), entonces uv, y uv, también estdn en una misma cara interior de G y por lo

tanto, en este caso, T L v, v, es un ciclo generador de G[I'g(u)]. ¢

Sea G una triangulacién con cara exterior S. Una arista uv de G es diagonalsiu,v e V(S)y

uv & A(S).

Lema 5.1.2.- Sea G una triangulacion con cara exterior S. Dos vértices a y b de G forman un
2-corte de G si y sélo si ab es una arista diagonal de G.

Demostracion.- Si {a, b} es un corte de G, entonces G - {a, b} consta de dos grificas G,y G,
de tal manera que no hay aristas de G con un extremo en G| y el otro en G,. Como G es 2-conexa,
entonces ['g(a) " V(G # D y b)) N V(G) # D parai=1, 2.

Sia ¢ V(S), entonces por el Lema 5.1.1, G{I"g(a)] tiene un ciclo generador C. Como [ga)
V(Gp = @ parai=1, 2, entonces C tiene al menos un vértice de G, y al menos un vértice de G,.
Como G no tiene aristas con un extremo en G y el otro en G,, entonces V(C) o {a, b} lo cual no
es posible pues a € I'g(a) = V(C); por lo tanto a € V(S). Analogamente b e V(S).

Por el Lema 5.1.1, G{I'g(a)] tiene una trayectoria generador T. Al igual que C, T tiene al
menos un vértice de Gy y al menos un vértice de G,. Por lo tanto V(T) N {a, b} # ®; como a

['(a) = V(T), entonces b e Tg(a) de donde ab e A(G).
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Lema 5.1.3.- Si G es una triangulacion con cara exterior S y 1V(S)l 2 4, entonces hay al menos
dos vériices u'y v en S, no adyacentes en G, que no pertenecen a ningiin 2-corte de G.
Demostracién.- Sea G una triangulacién cuya cara exterior S es un ciclo uq, uy, u3, uy de
longitud cuatro. Por el Lema 5.1.2, los tGnicos 2-cortes posibles de G son {u, u3} y {uz us}.

Siujuye A(G), entonces uuy € A(G) pues G es plana; por lo tanto u; y u3 0 uy y uy son dos
vértices no adyacentes y no pertenecen a ningiin 2-corte de G.

Procedemos por induccién suponiendo que el resultado es cierto para toda triangulacién tal que
su cara exterior tiene menos de n vértices. Sea G una triangulacién cuya cara exterior S tienen2 5
vértices.

Si G no tiene aristas diagonales, por el Lema 5.1.2, G no tiene ningin 2-corte y entonces
cualesquiera u y v en V(S), no adyacentes en G, satisfacen el teorema. Como G es plana y IV(S) 2
5, entonces al menos dos vértices de S no son adyacentes en G.

Supongamos que G tiene una arista diagonal ab; por el Lema 5.1.2, los vértices a y b forman
un 2-corte de G y por lo tanto G - {a, b} consta de dos grificas G, y G, de tal manera que no hay
aristas de G con un extremo en G, y el otro en G,.

Para i =1, 2 sea H, la grilica obtenida de G; afiadiendo la arista ab y las aristas de G incidentes
en a o en b con el otro extremo en G;. Como cada cara interior de H; es cara interior de G, entonces
H; es una triangulacién. Para i = [, 2 denotemos por S; a la cara exterior de H;.

SilV(S)l =3 seau; € V(§;) con a # u; # b; claramente u, no pertenece a ningtin 2-corte de H;.
St IV(S)! = 4, por hipélesis de induccion hay dos vértices u; y v; en §; no adyacentes en H; y que
no pertenecen a ningin 2-corte de H;. Sin perder generalidad podemos suponera# u; # b parai =
1, 2.

Como no hay aristas de G con un extremo en G, y el otro en G, y u; no pertenece a ningin
2-corte de H;, entonces u; no pertenece a ningiin 2-corte de G. Sean u = u| y v = u,; claramente u y

v no son adyacentes en G y por lo anterior no pertenecen a ningin 2-corte de G. ¢
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Lema 5.1.4.- Sean G una triangulacién con cara exierior S y u un vértice de S. Si u no pertenece
a ningin 2-corte de G, entonces G - u es triangulacién.

Demostracion.- Como u no pertenece a ningin 2-corte de G, entonces G - {u, v} es conexa para
todo v e V(G); en particular G - u es 2-conexa y como u € V(§), entonces cada cara interior de G -

u es cara interior de G y por lo tanto esta formada por tres aristas. )

Teorema 5.1.5.- SiG es una tiiangulacién con cara exterior S, éntonces hay una subgrifica H
de G conexa y generadora, con A(H) £ 3 y tal que cada arista de S es arista de H.
Demostracién.- La tinica trianguiacién con tres vértices es la grdfica completa para la cual el
resultado es claramente cierto. Supongamos que el resultado es vilido para cualquier triangulacion
con p = 3 vértices.

Sea G una triangulacidén con cara exterior S y con p + | 2 4 vértices. 51 1V(S)l = 3, entonces G
- u es triangulacién para cualquier u € V(S). Y si IV(S)I 2 4, por los lemas 5.1.3 y 5.1.4, hay un
vértice u en S tal que G - u es triangulacion. Como G - u tiene p vértices, entonces hay una
subgrafica H' de G - u conexa, con A(H'") < 3 y tal que todas las aristas de la cara exterior §' de G -
u son aristas de H'.

Como en el Lema 5.1.1, los vértices de G adyacentes a u forman una trayectoria vy, v, ..., v,
contenida en S'.

Sin=2seaH=(H"-vvy) Uuv,Uuv, (Fig. 5.4)

Fig. 5.4

ysinz3secaH=((H -vyvy)-v, v,)Uuv, Uuv, Uuy, (Fig. 5.5)
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Fig. 5.5

En ambos casos H es una subgrilfica de G conexa, con A(H) € 3 y 1al que todas las aristas de S

son aristas de H. . 'y

Toda grifica conexa H tiene un drbol generador T con A(T) < A(H), por lo tanto tenemos el

siguiente corolario

Corolario 5.1.6 (Rivera-Campo y Urrutia [RU]).- Toda triangulacién 2-conexa tiene un

arbol generador con grado mdximo a lo mas tres. +
5.2 Graficas planas 3-conexas.

Una gréfica plana 2-conexa G con cara exterior S es internamente 3-conexa si para cada u €

V(G)\ V(S) hay al menos wres traycctorias en G ajenas, exepto en u, que unen u con S.

Lema 5.2.1.- Sea G una grdfica plana internamente 3-conexa con cara exterior S. Si {a, b} es un
corte de G, entonces a, be V(S) yab g A(S).

Demostracion.- Scan C; y C, dos componentes conexas de G - {a, b}. Siag V(§),be V(S)o
ab € A(S) entonces V(S) \ {a, b} esta contenido en una componente conexa de G - {a, b}; sin
perder generalidad supongamos V(C)) = V(S)\ {4, b}. Sea w € V(C,); como no hay aristas de G
con un extremo en C; y el otro en C, entonces toda trayectoria de w a V(S) intersecta a {a, b) lo
cual no es posible pues G es internamente 3-conexay w ¢ V(S). Porlotantoa,be V(S)yab e

A(S). +
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Lema 5.2.2.- Si G es una grifica plana 3-conexa y S es una cara de G, entonces G - V(S) es
conexa.
Demostracion.- Sin perder generalidad supongamos que S es la cara exterior de G; llamemos R a
la regién del plano limitada por S que contiene a G - V(8S).

Sea C; una componente conexa de G - V(8); como G es 3-conexa, entonces hay al menos tres
aristas ey, e,y e3 de G que unen C, con wres vértices distintos vy, v,, vy de S. Las aristas e, e,y
€3 junto con la {rontera de C| y las aristas de S detinen tres regiones R, R,y R, contenidas en R

(Fig. 5.6).

Fig. 5.6

S1 G - V(§) tiene otra componente conexa C,, ésta debe estar contenida en alguna de las
regiones R |, R, 0 R3. Como no hay aristas de G que unan C, con otra componente de G - V(S),

entonces dos de los vértices vy, v4y v3 forman un 2-corte de G lo cual es una contradiccién. ¢

Lema 5.2.3.- Sean G una grdlica plana 3-conexa y S una cara de G. Si By, B, ..., B, son los
bloques terminales de G - V(S), entonces existe un conjunto E = {e, e,, ..., e} de aristas de G
independientes tales que parai= 1, 2, ..., n, la arista ¢; tiene un extremo en V(B; )\ {z;} y el otro en
S, en donde z; es el vértice de corte de G - V(S) que pertenece al bloque B;.

Demostracién.- Como en el Lema 5.2.2, suponemos que S es la cara exterior de G y R es la

regién del plano limitada por S que contiene a G - V(S).
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Para1=1,2, ..., n sea x; un vértice de B, distinto de z. Como G es 3-conexa, entonces hay al
menos Lres trayectorias de x; a S y a lo mas una de ellas contiene a z;; por lo tanto podemos escoger

dos aristas f; y g;, no incidentes en z;, que unen al blogue B; con dos vertices u; y v; de S con u; #

v; (Fig. 5.7).

Fig. 5.7

Las aristas f; y g;, junto con las aristas de S y la frontera de B;, definen dos regiones P; y Q;
contenidas en R. Como G - V(§) es conexa, entonces el interior de una de las regiones P; 0 Q; no
contiene vértices de G; sin perder generalidad suponemos que para todai=1, 2, ..., n, el interior

de P; no contiene vértices de G (Fig. 5.8).

Fig. 5.8

Sea D una orientacion de las aristas de S de tal forma que la frontera de S es un ciclo dirigido.
Sin perder generalidad podemos suponer que para i = 1,2,...,n, la trayectoria de v, a v, contenida en

la [rontera de P, esta dirigida de u; a v; (Fig. 5.9)
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Fig. 59

Si u; = uj, entonces B; esta contenido en P; o B esta contenido en P;; como esto no es posible

entonces £y, f,, ..., f;, son independientes. 0

Teorema 5.2.4.- Sea G una grifica plana internamente 3-conexa con cara exterior S. Para
cualesquiera vértices u, v € V(S) hay una subgrilica H de G conexa, generadora y tal que A(H) <
3, gq{w) =gu(v) =2y A(H) o A(S).
Demostracion.- La tinica grifica plana internamente 3-conexa con tres vértices es K5 para la cual
el resultado es claramente cierto. Procedemos por induccién suponiendo el resultado vélido para
cualquier grifica plana internamente 3-conexa con menos de p vértices.

Sea G una grifica plana internamente 3-conexa con p 2 4 vértices y cara exterior Sy seanu y v
vértices de Gen S.

51 G tene un corte {a, b}, entonces a, b € V(S) y ab & A(S) y por lo tanto S esta formada

por dos trayectorias Ty y T, ambas con longitud al menos dos y con extremos a y b.

Por otro lado G - {a, b} consta de dos grilicas F; y F, de (al manera que no hay aristas de G

con un extremo en F, y el otro en F,. Parai =1, 2 sca G;la grifica oblenida de F; afiadiendo la
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arista ab y las aristas de G incidentes en 2 0 en b con el otro extremo en E i + sin perder generaliadad

podemos suponer que la cara exterior S; de G, esta dada por T; + ab (Fig. 5.10).
a
G AN

b

>

I
=

Fig. 5.10

Gy G, son grificas internamente 3-conexas con menos de p vértices. Por hipétesis de
induccion para i = 1, 2 hay una subgrilica conexa H; de G; tal que A(Hy) €3, gi(wy) = gy(vp) =2
y A(H) > A(S). En donde u;, v; € V(S,) se escogen de acuerdo a los siguientes casos.

Caso 1.- Si {u, v} = {a, b}, entonces uy=u;=uyv, =v,=v.
Caso 2.- Sif{u, v} m {a, b}l = 1, sin perder generalidad suponemosu=ayve V(G)\{a, b}

Enestecasou;=uy=u, v =vyv,=b,

Caso 3.- Siue V(G)\{a, b} yve V(Gy)\ {a, b} sean U =uv,=au=byv=v,
Caso 4.- Siu, ve V(G)\ {a, b}, sin perder generalidad suponemos i = 1.

Enestecaso uj=u,vi=v,uy=ayvy=h.

Para cada caso la grilica H = (H, - ab) U (H, - ab) es conexa y tal que A(H) < 3, gyy(u) =
gu(v) =2y A(H) o A(S).

En Ia Figura 5.11 ilustramos el caso 3.



Va= Vv
H
u2=b b 2
a
u
H L'
b
Fig. 5.11

En el resto de la demostracion supondremos que G no tiene 2-cortes y por lo tanto es 3-conexa.
Por el Lema 5.2.2, la grifica G - V(S) es conexa.

Sean By, By, ..., By, los bloques de G - V(S); como G es internamente 3-conexa, entonces
todo blogue 2-conexo de G - V(S) es internamente 3-conexo y tiene menos de p vértices. Para cada
bloque 2-conexo B; sea §; su cara exterior.

Supongamos que G - V(8) tiene a lo mas dos blogues terminales; en otras palabras G - V(S)es

una cadena C de bloques B, B,, ..., B,, (Fig 5.12).

Fig 5.12

Sin perder generalidad, pues {u, v} no es corte de G, podemos suponer que hay una arista e e
A(G) con un extremo en B\ {v(}yelotroen un vértice ze V{S)\ {u, v}, en donde v, es el tnico
vértice de corte de C que pertencce a B . Parai =2, 3, ..., m-1, scan u i ¥ vilos vértices de corte de
G - V(S) que pertenecen a B, de tal forma que v, = Ui,y También sean u el extremo de e en B,

u, el vértice de corte de G - V(S) que pertenece a B, ¥ v cualquier otro vértice de B,
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Por hipétesis de induccidn, para cada blogue 2-conexo B; de G - V(S) existe una subgrifica H;
de B; conexa, generadora y tal que A(H;) < 3, gi(u) = gri(vy) = 2 y A(H)) D A(S)). Sean X; €
V(S)) tal que x;vi€ A(S) y H = H; - x;v; (Fig. 5.13).

Fig 5.13

Para cada blogue B; de G - V(S) formado por una sola arista sea H; = B;.
Sea H la subgrdfica de G formada por S, la arista e y la uni6n de las grdficas H{,i=12,..,m

(Fig 5.14).

S

Fig. 5.14

Claramente H es una subgrdfica conexa y generadora de G con AH)D AS). Comouzz#v,
entonces gy(u) = gy(v) =2y como AH;) <3, gyi(u) €2y gy(v) = L parai =1, 2, ..., m,
entonces A(H) <€ 3.

Supongamos ahora que G - V(S) tiene d 2 3 blogues terminales. Por e] Lema 5.2.3, existe un
conjunto E = {e, ey, ..., €4} de aristas independientes de G tal que para cada bloque terminal B de
G - V(S) hay una arista eBp en E con un extremo en V(B;)\{z]} yelotroen S, en donde z;esel
tnico vértice de corte de G - V(8) que pertenece al bloque B,

Sea F la grdfica obtenida de G - V(S) afiadiendo las aristas e I+ €2 ...\ €g; NOtemos que F es una
grifica conexa y que los blogues terminales de F estan dados por las aristas €, e, ..., ¢4 (Fig.

5.15).
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Como E es un conjunto de aristas independientes, podemos suponer, sin perder generalidad
que u y v no son extremos de las aristas e;, €y, ..., €y

La grifica F puede ser partida inductivamente en cadenas de blogues C,, Cy, ..., Cy de la
siguiente forma:
1.- C, es una cadena de bloques de F, iniciando en ey, terminando en e, (Fig. 5.15).

2.-Parai=3,4, ..., d, C;es unacadena de bloques de F que une al bloque e; con la unién de las

cadenas C; conj=2,3, ..., i-I (Fig. 5.15).

Fig. 5.15

Seai 2 3; sin perder generalidad podemos suponer que la cadena C; es de la forma e, B, B,
.o Byendonde ¢y =e(B ) (Fig 5.16). Parak = 1,2, ..., r-1, sean u, y v, los vértices de corte de
C; que pertenecen a By de tal mancra que v = u,,; para k = [, 2, ..., r-2 (Fig 5.16). También
denotemos por u, al vértice de corle de C; que pertenece a B, y por v, al vériice w; que tiene en

comun C; con la unién de las cadenas Cj conj=1,2,...,i-1 (Fig. 5.16).
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Fig. 5.16

Por hip6tesis de induccién, cada bloque 2-conexo By de C, tiene una subgridfica conexa y

generadora Hy tal que A(Hy) € 3, g (u) = gV = 2 y A(H,) o A(S) (Fig. 5.17).

Uy Yy

Hy
Fig. 5.17
Para cada bloque 2-conexo By de C; sea xi € V(S,) tal que x, v, € A(S,) y sea H,'=H,-
X vy para cada bloque By formado por una sola arista sea H,' = B,.
Sea J; la subgrifica generadora de C; formada por la arista e, junto con la unién de las gréficas

H/, H,, ..., H' (Fig. 5.18).

e: H,
- 2 ® s Ve = Wi
vy V3 !
Hf X Hy %3 ' X

Fig. 5.18

Como A(H) <3, gy (u) S 2y gi(vy) = Lparak =1, 2, ..., r, entonces Al €3.

Una vez definidas las grdficas I3, Iy, ..., J4, podemos renumerar los blogues de F de tal
manera que C, sea de la forma e, By, B, ..., B,.e;cone, =e(B ) ye, = ¢(B,) (Fig 5.19). Para
k=12, ..., 1 sean ugy v, los vértices de corte de C, que pertenecen a By de tal manera que v, =

U, parak =1,2, .., r-1 (Fig 5.19).

B
¢ ¢ B
Bl B2 B3 Br

Fig. 5.19
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Por hipétesis de induccién, cada bloque 2-conexo By de C, tiene una subgrifica conexa y
generadora Hy tal que A(Hy) < 3, gi(u) = g1(vio = 2 y A(Hy) O A(Sy). Sea t tal que wy es un
vértice del blogue B, de C,, en donde w4 es el vértice que tienen en comiin C, y Cs.

Caso a.- wy no es vértice de corte de C,.

Sean y, € V(S tal que yw3 € A(S) y H{' = H, - yw; (Fig. 5.20).

Para cada bloque 2-conexo By de C, conk =1, 2, ..., t-1, sean x, € V(S)) tal que x,vy €
A(SY) y H' = Hy - xpvy (Fig. 5.20); para cada bloque 2-conexo By de Cyconk =t+1,t +2, ..., 1,
sean x, € V(S tal que x,u, € A(S) y Hy' = Hy - x,uy (Fig. 5.20) y para cada bloque By de C,
formado por una sola arista sea H,' = By.

Sea I, la unién de las grificas Hy' H,', ... H, (Fig. 5.20).

i W3
Hi X1 2. H X X B
Fig. 5.20

Como A(HY) <£3; gy (u) £ 2y g = Lpara k=1, 2 ..., -1 gpp'(uy) = 1y gyg'(vi) S 2
para k = t+1, t+2, ..., r; entonces A(J,) £ 3.
Caso b.- ws es vértice de corte de C,. Sin perder generalidad suponemos que w3 = v,.

Para cada bloque 2-conexo B, de C, conk =1, 2, ..., i, sean x, € V(S tal que x, vy € A(Sy)
y H,' = H, - x.v, (Fig. 5.21); para cada bloque 2-conexo By de C, conk = t+1,t +2, ..., r, sean xy
e V(S tal que x.u, € A(Sy y H' = Hy - xu (Fig. 5.21) y para cada bloque By de C; formado
por una sola arista sea H,'=B,.

Sea I, la unién de las grilicas H,' H,', .... H, (Fig. 5.21).

W3
SE DB
H X, H;

]
Hl
'
1 X1 X7 X X1

Fig. 5.21
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Como A(HQ) <35 gpe(up) S 2y gr(vid = I parak = 1,2, ..t gae(w) = 1y go(vy) €2
para k = t+I, t+2, ..., r; entonces A(J,) < 3.
En ambos casos gj(w4) = 2; como gy3(w3) = [, entonces J, U J; es una gréfica conexa con

grado mdximo a lo mas tres (Fig. 5.22 y Fig. 5.23)

G

&
I3
L /9
Wi
Fig. 5.23



Finalmente sea H=S W Uy, wI)wd,-wy) w-wly-wy (Fig. 5.24)

3
S 09
e, "" 13
- Qoo
)

€s

Fig. 5.24

La grilica H es conexa pues la arista ey une J, U J3con Sy parak =4.5,....d, la arista ¢ une
Ji - w con S, Claramente A(H) D A(S).

Parai=2,3,....d,J;gencraa C; y parai=3, 4, ..., d, w;es un vértice de (T, W J3) L (Jy -
wy) W - U (Ji g - wip)s por lo tanto H generaa G.

Como A(S) =2, A0, U1} 3, A0, -w )< 3parak=4,5,..,dyeseq ..., 4500 aristas
independientes, entonces A(H) < 3.

Ya que u y v no son extremos de las arislas 3, ey, ..., &g, entonces gy(u) = gy(v) =2. ¢

Como toda grifica conexa H tiene un drbol generador T con A(T) < A(H), entonces tenemos el

siguiente corolario.
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Corolario 5.2,5.(Rivera-Campo y Urrutia [RU]).- Toda grifica plana internamente

3-conexa tiene un drbol generador con grado indximo a lo mas tres. +

Terminamos este capitulo con un ejempio cldsico de una tamilia de triangulaciones 3-conexas

que no contienen trayectorias generadoras.

Sea T la grdfica completa con cuatro vértices. Para i 2 2, sea T; la grafica obtenida de T,

insertando en cada cara C de T, un vértice adyacente a los wes vértices de C (Fig 5.25).

T, T,

Fig 5.25

Sean v, y ¢, el ndmero de vértices y caras interiores de T, respectivamente; por definicin
Viel Vi Y Gy =3¢
por lo tanto
v, =30 +5)/2.
Los v, - v,.; = 3™ vértices insertados en las caras de T,y para obtener T, son independientes

en T,; por lo tanto T, - V(T,,.;) tiene 37! componentes conexas.

nt
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Sin 23, entonces
3-ls ]+ 3l 5)/2=1+ IV(T,.

y por el Corolario 2.3, la grilica T, (n 2 3) no tiene trayectorias generadoras.
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Capitulo 6

Arboles Generadores con Didmetros Congruentes con r
Moédulo k

El didietro de una gréfica G es la mdxima distancia entre los vértices de G; en particular el didmetro
de un drbol T es la longitud de la trayectoria mas larga de T. En este capitulo estudiamos
condiciones suficientes para que una grilica tenga drboles generadores con determinados didmetros.
Sean G una grifica conexa, L la mixima longitud entre las trayectorias de G y P una
trayectoria Xg, Xq, ..., Xg ¥Ys -0 ¥1» ¥ €0 G con longitud L, en donde s =L / 2] yXx;=y,s1Les
par.
Sean Ng, Ng i, ..., Ng subconjuntos de V(G) definidos como sigue:
l.- Ny = {xg, y,}

2.- Parak=1,2,...,s,sea
Nok = {Xs ys) U {v € VGV (V(P) UNs U+ U Nygop)  uv € E(G) con u & Ne.is1]

(Fig. 6.1)
Xs Ys Ns
Xs-1 \ Ys-1 Ns.1
\ /]
X5.2 \ ¥s-2 Ns-2
P /N
Fig. 6.1



Los conjuntos N, N¢_y, ..., Ny forman una particién de V(G) pues G es conexa y no conliene
trayectorias de longitud mayor que L. Por construccién, Ny, N, , ..., Ny satisfacen la siguiente

propiedad:

Propiedad 6.1.- Siuv e A(G)conue N\ V(P),be Nyy a<b,entoncesa=boa=b-1.

¢

Sea T un drbol generador de G que contenga a la trayectoria P y tal que para cada vértice u de
G, D{u, Ny) =k si y sélo si u e Ny (Fig. 6.2). Para cada vértice w € N, denotemos por p(u) el
Unico vértice en N,y que es adyacente a w en T (Fig. 6.2) y para cada par de vértices u, v de T

denotemos por Tuv la finica trayectoria de T que une u con v.

X5-1 p(w) ¥s.1 ) Nsop

Lema 6.2.- Scan G, L, P, N, N¢;, ..., Ny y T como antes y n 2 2 un entero. Si §(G)2n+ 1y
N = {x,, y,} paracadat<n/2,entonces G tiene un drbol generador con didmetro L - n + 1.
Demostracién.- Seca m = Ln/2J; como INl=2fort=10, 1, ..., m, entonces cada vértice u € N,

Ny UNy, ) es adyacente a lo mas a 2m +1 vértices en NpU Npu -+ UN,,.
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Caso l.-n=2m + 1.

Como 6(G) 2 n + I =2m + 2, entonces para cada vértice u e Now Nyw -+ UN,  existe un
vértice z(u) € N, ;W N o w - U N tal que uz(u) € A(G).

Sea T' el drbol generador de G obtenido de T de la siguiente manera: para cada vértice u e Ny
N U - U N, quitamos la arista up(u) de T y aifadimos la arista uz(u). El didmetro de T esta
dado por la longitud de la trayectoria T'xy,, = Tx v, queesL-2m =L-(n-1)=L-n+ L.

Caso 2.-n =2m.

Seaue NgUN, v - UN_ ,como gg(u) 2 6G)2n +1 =2m + |, entonces o existe un
vértice z{u) € Ny, U Np,p0 -+ U N; tal que uz(u) € A(G) o ues adyacente a cada vértice en N
N, U+ UN, yen particular a x; en este Gltimo caso sea z(u) = x,y,

Sea T' el drbol generador de G obtenido de T de la siguiente manera: para cada vértice u € N,
U NpU - U DNy L, conexepeién de x,, . quitamos la arista up(u) de T y afladimos la arista uz(u).
En este caso, el didmetro de T esta dado por fa longitud de la trayectoria T'xy iy, = Txpy. ¥, QUE €5

L-Cm-1)=0L-n+1L. +

Lema 6.3.- Sean G, P, L, N, N, ..., Ny y T como en lo anterior y n 2 3 un entero. Si §(G) 2
n + 2, entonces N, = {x,, y} paracadat<n/2.
Demostracion.- Sean i =min {t: N;# (x, y,}} y v € N;con x;# v # y.. Sin perder generalidad
podemos suponer y, € Txv (Fig. 6.3).

Seaq=min {t:y;, € V(Txyv)}; comov e N; ypor lo tanto y; € V(Tx,v), entonces q > 1.
Sea Q una trayectoria v, vy, vy, ..., v; contenida en G - (Tyiqp(v} U P) y midxima con v como

vértice inicial (Fig 6.3)
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X0

Fig. 6.3

Sea j la longitud de Q; claramente la trayectoria Txgv U Q tiene longitud L - i + j. Como G no
contiene trayectorias de longitud mayor que L, entonces j <.

Como v;& V(P) y P es una trayectoria G con la mayor longitud posible, entonces V; 10 €s
adyacente a vértices consecutivos de P. A continuacién probaremos que v j ¢s adyacente a lo mas a
(3i+5) / 2 vértices de G.

Sea I'(v;) el conjunto de vértices adyacentes a vjen G. Como Q no puede ser extendida en G -
(Tyi+qp(v) W P), entonces F(vj) esta contenido en V(Q) w V(Ty, +qp(v)) w V(P} que es la unién ajena
de los conjuntos V(Q)\ {v}, V(Ty.v), V(Txgx,) ¥ V(Ty; +q-1¥0); por lo tanto

Il = 1TV N (VIQM v I+ (v N V(Tygv)t +10(v;) N V(Txgxl + IC(v) N V(Tyjpq.150)

Para cada termino en la suma anterior encontramos una cota superior de la siguiente forma:

1} El conjunto V(Q)\ {v} contiene j vertices, incluyendo v;. Por lo tanto
[F(vj) NV V{vDi<max {j- 1,0}
i) Seau e I“(vj) M V(Tygv); stu=y,conr2i+q+ I, entonces
Py = Txgy, v ¥iviw Qu Tvy
s una trayectoria de G con longitud

(L-r)+1+j+(i+2q) (Fig. 6.4)
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X9

Fig. 6.4

Como v; € N, \ V(P) con t < j, entonces por la Propiedad 6.1, r<i+t+ 1<i+j+ I yporlo
tanto la longitud de P, es por lo menos
(L-(i+j+1N+1+j+(i+29)=L+2q>L

lo cual no es posible pues L es la mdxima longitud de las trayectorias de G. Por lo tanto

De donde
IT(v;) N V(Tywl = IT(v) N V(Tygqvll
Por la Propiedad 2, en general
lr(vj) N V(Ty; +qv)| <3
Siq =1, entonces Ty;, v esta formaa por la arista Yi+q¥ Pues v € N;. Por lo tanto, en este caso
Y sij =0, entonces v; = v, ['(v)) N V(Ty;,qv) = {p(v)}. En este caso
T(v) O V(Tyg gl =1
iii) Six, € T(vj), entonces
Py = Tyg¥ieg Y Toingv W QU vix, U Tryinqen
" €5 una trayectoria de G con longitud

(i+g)+q+j+1+(L-r-i-gq-1)=L-r+j+q (Fig. 6.5)
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en donde yj,o.  =X;sii+q=s.

X0

Fig. 6.5

Como L es la midxima longitud de las trayectorias de G, entonces q + j<r. Y como x, € N,y

vie Ny, A\ V(P) cont £ j, entonces, por la Propiedad 2, r < i+ j + 1. Por lo tanto

T(v) A V(Txgey) © ViTxg xiager)

Como v; no es adyacente a vértices consecutivos de P, entonces
IM(vp) A V(Txgx < max {1V (Txggyigge ) / 21,0} = max ([ - q+2) 7 21,0}
iv) Siy. € I'(vj) conr<i+q- |, entonces |
Py=Tepv U QU Vi U Tyiug1 ¥ Pa=Txgv WQuU vy U Tyeyg
son trayectorias de G con longitudes
(L-i)+j+1+(i+q-1l-r)=L-r+q+jy(L-i)+j+l+r=L+r-i+j+1

respectivamente (Fig. 6.6).
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Yisq

Vi

Ye

Vz v

Xq Yo Xo Yo

Fig. 6.6

Como G es la médxima longitud de las trayectorias de G, entonces g+ j<r<i-j- 1y porlo

tanto
Ty N V(Tyipqiv0) © V(Tyggvion)
Como v; no es adyacente a vértices consecutivos de G, entonces
IF(v) O V(T30 < max {T1V(Tyg, 5501/ 21, 0} = max ([ - 2 - q) /27, 0)
Por i, i, iii y iv
IC(vI < max {j- 1,0} + IN(v;) O V(Ty, )l + max {{ G- g +2)/2],0}
+ max {[(i-2j-q)/21,0}

A continuacién analizamos los casos posibles

Caso 1.- j=0,

a) max {j-1,0}=0.

b) IL(v)) N V(Ty,,q)l = 1.

¢) max {{(i-q+2)/2],0}+ max ([G-2j-q)/2],0} =0sii<q- I;
max {{ (i - g+2) /2], 0}+ max {[(i-2j-q)721,0} =Lsiq-1<i<q and
max {[(i-q+2) /21, 0}+ max {[(-2j-q)/2],0} Si-q+2<i+1si g<i
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Por lo tanto, en este caso
!F(vj)|£i+2

Caso2.- jzlyg=1
a) max {j-1,0}=j-1;
b) (v N V(Ty, vl £2.
¢) max {[(i-q+2) /2] 0}+ max ([(G-2j-q)/2],0} <G +2)/2ifi<2j+ 1 and

max {[ (i -q+2) /27, 03+ max {[(i-2j-q) /21, 0} i-j+1 if 2j+1 <i.

Por lo tanto, en este caso

[F(vj)IS(i— D)+2+max {((i+2)/2,i-j+1}

=max {(j+D+{+2)/2, G+ D+{-j+ 1)}
=max {(2j+i+4)/2,i+2}

S@Bi+4)/2
Caso3.- j2ly q=22
a) max {j-LO}=j-1L;
b) V(v N V(Ty;, ) <3
) max {[(i-q+2)/27],0}+max ([(-2j-9/21,0}=0if i<q-2;
max {[(i-q+2)/2],0}+ max {[G-2j-q)/21,0}<(i+1)/2 if g-2<i<q+2jand
max {[(i-q+2)/2], 0}+ max {[(i-2j-q) /2], 0} <i-j if q+2j<i.
Por lo tanto, en este caso
TENSG-D+3+max {(i+2)/2,i-])
=max {G+2}+{+2)/2,(§+2)+(-j)}

=max {(i1+2j+5)/2,i+2}
<@Gi+5)/2.

Claramente en cada caso
IF(vj)l <@Bi+35)/2

Procedemos ahora a terminar la prueba del Lema 6.3: como ir(vj)i = gG(vj) >238(G)2n +2,
entonces n+2< (3i+5)/2,dedonde i 2(2n-1)/3 ycomo n 2 3, entonces Cn-1)/3>n/2.

Porlotantoi>[n/2]y N ={x, v} paratodat<n/2. +
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Teorema 6.4 (Neumann-Lara y Rivera-Campo [NR2]).- Sean G una grifica conexa, L la
mixima longitud entre las trayectorias de G y n = 2 un entero. Si 8(G) 2 n + 2, entonces G contiene
un drbol generador con didmetroL - n + L.
Demostracidon.- Sean P, Ny, N, ..., Ny y T como antes. Si n 2 3, entonces por el Lema 6.3,
N, ={x, y,} parat €£n/2 y porel Lema 6.2, G tiene un drbol generador con didmetro L - n + 1.
Para el caso n = 2 seguimos la demostracién del Lema 6.3 hasta obtener
Ty < @i+5)/2
como I[(vyl 2 8(G)2n +2= 4, entonces 12 1.
Sii> 1, entonces N, ={x, y,} parat=0, 1 y por el Lema 6.2, G contiene un drbol generador
con didmetro L - 1.
Sii =1, en particular Ny = {xg, yg}. Como g5(xg) 2 n + 2 = 4, entonces existe un vértice
z(xg) € V(G)\ {xg, yo, X[, ¥y } tal que z(xg)xq € A(G).
Siz(xy) € Ny, entonces P U xyz(x,) es una trayectoria de G con longitud L + 1; como esto no
es posible, entonces z(xp) € N, con t = 2, en cuyo caso
(T - XX ) +2(xg)%g

es un drbol generador de G con didmetro L - 1. ¢+
Como corolario del Teorema 6.4 obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 6.5 (Neumann-Lara y Rivera-Campo [NR2)).- Si G es una grifica conexa y k 2
2 es un entero tal que 8(G) 2 k + 2, entonces para cada entero r, G contliene un drbol generador con
didmetro congruente con r médulo k.

Demostracién.- Sean L la mdxima longitud de las trayectorias de G y T un drbol generador de G
con didmetro L. Como 8(G) 2 t + 2 si t <k, entonces, por el Teorema 6.4, para cada entero t con 2
S 1<k, G contiene un drbol generador T con didmetro L - t - 1. Claramente Ty, Ty, ..., Ty,

satisfacen la conclusion del weorema. *
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Terminamos este capitulo indicando que la condicién 8(G) 2 n + 2 del Teorema 6.4 no puede
ser cambiada por 8(G) 2 n pues, por ejemplo:

La grifica completa K, tiene grado minimo n, la mdxima longitud de sus trayectoriases n y
sin22, K., nocontiene drboles generadores con didmetro L =n-n + 1.

Elciclo C,,; con n + 1 vértices tiene grado minimo 2 y todos sus drboles generadores son

trayectorias de longitud n.
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