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Resumen 

Usando el enfoque de Chebotarev [6], construimos el semigrupo mínimo 
en un álgebra de von Neumann arbitraria A~ B (h), y discutimos condicio­
nes necesarias y suficientes para su conservatividad. Nuestro Teorema 2.5.3 
generaliza, al caso de un álgebra de von Neumann arbitraria, condiciones ne­
cesarias y suficientes de conservatividad bien conocidas en el caso B (h) , vea 
[14], [6]. En el Teorema 2.4.7 hemos generalizado el criterio de E . B. Davies 
[11] y una condición necesaria y suficiente para conservatividad obtenida no 
hace mucho por Fagnola-Rebolledo [16] y García-Quezada [24]. 

Con dos hipótesis menos restrictivas que la condición utilizada por Ac­
cardi y Kozyrev en [2], a las cuales llamamos decaimiento polinomial y de­
caimiento exponencial, (3.4) y (3.5) respectivamente, probamos que se siguen 
obteniendo generadores de semigrupos dinámicos cuánticos de Markov para 
la clase de sistemas cuánticos cuasi-genéricos deducida por Accardi-Kozyrev 
en [2]. 

En la parte final de este trabajo empleamos otro modelo de los últimos 
investigadores [2], para construir el semigrupo dinámico cuántico de exclusión 
asimétrica asociado a un modelo de conductividad eléctrica en un retículo. 
Obtuvimos estados diagonales (o clásicos) invariantes bajo la acción de es­
te semigrupo y mostramos que corresponden con medidas invariantes de un 
proceso de exclusión clásico, de una clase más general que los procesos de ex­
clusión estudiados por Liggett [30]. También demostramos que el semigrupo 
cuántico de exclusión asimétrica satisface una condición de balance detalla­
do cuántico para cualquier estado invariante fiel y que todo estado inicial es 
conducido por el semigrupo a un estado de equilibrio. 
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Introducción 

La estructura del generador de un semigrupo dinámico cuántico (sdc) , 
uniformemente continuo en un álgebra de von Neumann de operadores fue 
caracterizada completamente por Christensen-Evans [8] y Lindblad [31] (tam­
bién véase el Teorema 2.2.9 de este trabajo) pero, si el semigrupo sólo es 
continuo con respecto a una topología más débil , todavía no se encuentra 
una caracterización similar. 

En cambio se conocen varios métodos para construir un sdc cuando se 
inicia con un generador formal no acotado con la estructura de Lindblad y 
Gorini-Kossakowski-Sudarshan, y el álgebra de von Neumann subyacente es 
conmutativa o toda el álgebra B(h) para algún espacio de Hilbert separable 
(Davies [11], Chebotarev [6] y Mohari-Sinha [34]). 

Cuando el álgebra de von Neumann de operadores A ~B(h) es arbitraria, 
Goswami y Sinha [25] lograron construir un sdc siguiendo el enfoque de 
Davies. En el caso A= B(h) se sabe (p . 3 de [22] ), que el sdc construido por 
Chebotarev es el dual del construido por Davies, de ahí que sea interesante 
la discusión de la construcción a la Chebotarev para el caso general. 

Nosotros suponemos dado un generador formal con la estructura de Lind­
blad y Gorini-Kossakowski-Sudarshan (sección 2.4.1) y construimos a partir 
de éste un sdc mínimo en un álgebra arbitraria de von Neumann de opera­
dores A ~B(h), donde h es un espacio de Hilbert separable. Para realizar la 
construcción siguiendo el enfoque de Chebotarev, a las hipótesis usadas en 
[6] y [14] añadimos condiciones adecuadas sobre el generador formal (2.2): la 
primera de ellas (hipótesis A. l) es que G es un operador afiliado al álgebra 
A y la segunda (hipótesis A.2.4) es una condición de afiliación para la trans­
formación completamente positiva <I>. Sumado a lo anterior discutimos las 
condiciones correspondientes para que el sdc sea conservativo o de Markov. 

La parte central de este trabajo la presentamos en los dos últimos capítu­
los, donde tratamos con clases de generadores de semigrupos dinámicos cuánti-

' 
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cos deducidos por L. Accardi y S. Kozyrev en [2] usando el método del límite 
estocástico. 

Así en el tercer capítulo presentamos dos nuevas condiciones sobre los 
coeficientes de generadores de semigrupos cuánticos de Markov asociados con 
sistemas de espines. Estas hipótesis, a las que hemos nombrado decaimiento 
polinomial y exponencial, respectivamente, son condiciones suficientes para 
la existencia del semigrupo cuántico correspondiente y cualquiera de ellas 
reemplaza a la condición más restrictiva de rango finito de Accardi y Kozyrev 
[2]. 

En el cuarto capítulo consideramos un modelo de conductividad eléctrica 
en un retículo, deducido también, usando el método del límite estocástico. 
Construimos el sdc asociado con dicho modelo y lo nombramos semigrupo 
dinámico cuántico de exclusión asimétrica. Mostramos que la restricción del 
generador de este semigrupo a la subálgebra conmutativa de operadores dia­
gonales tiene una forma que coincide con la del generador de un proceso de 
exclusión clásico, que no está incluido en la clase de estos procesos estudiada 
por T. M. Liggett [30]. Después encontramos una infinidad de estados dia­
gonales estacionarios de este semigrupo y mostramos que corresponden con 
medidas invariantes del correspondiente proceso de exclusión clásico. Además 
mostramos que la envolvente convexa cerrada de dichos estados está conte­
nida en el conjunto de estados invariantes de este semigrupo y más aún, 
que cualquier elemento de la envolvente convexa satisface una condición de 
balance detallado cuántico. Luego con base en la existencia de un estado in­
variante fiel mostramos que el sdc de exclusión asimétrica es de M arkov, y 
por último vemos que este semigrupo tiene la propiedad, interesante desde 
el punto de vista físico, de conducir al equilibrio a todo estado inicial. 

Cerramos la introducción describiendo brevemente el contenido de la te­
sis. En el primer capítulo tenemos la terminología básica y los resultados que 
usamos a lo largo del trabajo. En el segundo discutimos la construcción del 
sdc mínimo en un álgebra de von Neumann arbitraria así como condiciones 
necesarias y suficientes para que dicho semigrupo sea conservativo. En el 
tercer capítulo presentamos las nuevas condiciones decaimiento polinomial y 
exponencial, para la existencia de semigrupos cuánticos de Markov con gene­
radores asociados con sistemas de espines cuánticos. En el cuarto construimos 
el sdc de exclusión asimétrica, damos estados diagonales estacionarios de él, 
discutimos la convergencia al equilibrio bajo este semigrupo y una condición 
de balance detallado cuántico. 



Capítulo 1 

Preliminares 

En este capítulo presentamos los resultados y la terminología básica ( to­
dos ampliamente conocidos) , que usaremos en la tesis como son (véase [4]) , 
el concepto de C*-álgebra, álgebra de von Neumann, el ideal de la clase de 
traza, el predual y el dual de un álgebra de von Neumann, el teorema de la 
dualidad fundamental, así como la noción de producto tensorial infinito de 
espacios de Hilbert [43]. 

1.1. 
* ,, 

C -Algebras 

Un álgebra de Banach es un espacio de Banach (B, 11 · II) con un producto 
con respecto al cual es un anillo y si a, b E B, a , f3 E C, entonces (o:/3) ab = 
(aa) (f3b) y llabll::; llallllbll -
Una C*-álgebra es un álgebra de Banach (B, 11 · 11) con una involución * : 
B -t B, i.e. una isometría aditiva antilineal que invierte productos: V a, b E B, 
.,\ E C , 

lla*II = llall, (a+ ..\b)* =a*+ °Xb* , (a*)*= a, (ab)* = b*a* 

con la propiedad llaa*II = llall 2
, \:/a E B. 

Algunas clases de elementos en una e* -álgebra: a E B es auto-adjunto si 
a* = a, es normal si a*a = aa*, es unitario si a*a = aa* = 18 y es positivo si 
a= b*b para algún b E B. 
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Elementos positivos de una C*-álgebra B 

El conjunto B+ := {b*b: b E B} de los elementos positivos de una C*-álgebra 
tiene las siguientes propiedades. 

Proposición 1.1.1 Si B es una C*-álgebra entonces, 
a) B+ es un cono convexo cerrado con la topología de la norma en B : 

ta+ (l - t) b E B+, Va, b E B, Vt E [O, 1]. 
b) Cada elemento auto-adjunto a E B se puede expresar como una combi­

nación lineal de elementos positivos de B : a = ª+ - a_, con ª+ª- = ª-ª+ = 
o. 

c) Todo elemento de B se puede expresar como una combinación lineal de 
cuatro elementos positivos, o sea, B+ genera linealmente a B. 

d} Para todo a E B+ existe un único b E B+ tal que b2 = a. Dicho 
1 

elemento se simboliza b = ..fa ó con a 2. 

D emostración. Véase la Proposición 2.2.11 y el Lema 2.2.14 de [4] ■ 

D efinición (Orden). En una C*-álgebra B, se define 

b 2:'. a <===? b - a E B+-

1.2. La dualidad fundamental 

En todo lo que sigue (h, (·,·)),es un espacio de Hilbert separable, donde el 
producto interno es lineal en la segunda variable y sesqui-lineal en la primera 
variable. 

Un ejemplo importante de una C*- álgebra es el espacio (B (h), ll·llcx,) de 
todos los operadores acotados en h con la norma uniforme 

llxlloo = sup llxull. 
uEh, llull=l 

El ideal de la clase d e t raza 3í d e B (h) 

La traza de T E B ( h) + se define como trT = ¿iEI ( ei, Tei) donde { ei} iEJ 

es una base ortonormal de h. Se prueba que trT E JR+ U { +oo} y que su valor 
no depende de la base ortonormal elegida ([37], Teorema VI.18). 
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La clase de traza de B (h) se define como el conjunto 

Se puede probar ([37], Teorema VI.24), que para p E 3'i la serie ¿iEJ (ei, pei) 
converge absolutamente y no depende de la base ortonormal elegida, por lo 
que se define la traza de p como 

trp = ¿ (ei, pei ). 
iEJ 

Lema 1.2.1 3'i es un espacio vectorial con las siguientes propiedades. 
a) Es un ideal bilateral de B (h) : Si p E 3'i y x E B (h)1 entonces px, px E 

§i; además 
trpx = trxp 

es decir, la traza es cíclica. 
b} (3'i. , 11 · 11 1) es un espacio de Banach con la norma IIPll1 ·- trlpl, 

donde IPI = '1f7p; más aún si p E 3'i y x E B (h), entonces 

y ltrxpl :°S llx ll oo IIPll1 , (1.1) 

por ende al fijar x E B (h), la función p ---t trpx es una funcional lineal 
acotada en el espacio de Banach 3'i. con norma menor o igual que Jlxll

00
• 

Demostración. Véase [37] o [40], o los ejercicios en la p. 267 de [10] ■ 

Topologías en B (h) 

Las topologías que usaremos se pueden definir a través de redes. 
Sea I un conjunto dirigido y {x0 } 0 a una red en B(h). Diremos que la red 
converge a x: 

- Uniformemente, o en la topología de la norma, si líma Jlxa - xll oo = O. 

-Fuertemente, o en la topología fu erte, si lím0 llxau - xu ll = O, \/u E h. 

-Converge débilmente, o en la topología débil, si 

lím(u, x 0 v) = (u, xv), \/u, v E h. 
a 
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-Converge a-débilmente, o en la topología a-débil ó ultra débil ó débil*, si 

lím tr (pxcr) = tr (px), \/p E 3'i. 
cr 

Algunas relaciones entre estas topologías son las siguientes ([4], capítulo 2, 
sección 2.4). 
a) La convergencia en la topología de la norma implica todos los demás modos 
de convergencia. 
b) La convergencia fuerte ó a-débil implican convergencia débil. 
c) Las topologías fuerte y a-débil no son comparables. 
d) Las topologías débil y a-débil son equivalentes sobre subconjuntos C e 

B(h) que son acotados en la norma, i.e., tales que sup{llxll 00 : x E C} < oo. 

Teorema 1.2.2 (De la dualidad fundamental o de Schatten). 3'i (h)* ~ 
B ( h), es decir, el espacio de B anach ( B ( h), 11 · 11 00 ) es el dual del espacio de 
Banach (3'i , 11 · lli). La dualidad está dada explícitamente por la asociación 

(p, x) f----t tr (px), p E 3'i, x E B(h), 

más aún la topología a(B(h), 3'i ) que esta dualidad genera en B(h), coincide 
con la topología a-débil. 

D emostración. Véase [4], Proposición 2.4.3 p. 68 ■ 

1.2.1. Álgebras de von Neumann 

D efinición. El conmutante de un subconjunto S ~ B (h) es el conjunto 

S' = {y E B (h) : ys = sy, \Is ES} 

y S" = (S')'. 

Teorema 1.2.3 Si M es una subálgebra involutiva de B (h) que contiene al 
operador identidad lh , entonces las siguientes álgebras involutivas son igua­
les: 

a) La cerradura fuerte de M en B (h), 
b) La cerradura a-débil de M en B (h), 
c) La cerradura débil de M en B (h), 
d} El biconmutante M" de M. 
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Demostración. Véase la Proposición 2.4.11, p. 72 de [4] y el Teorema 0.4.2, 
p. 12 de [41]. También vea [40]. ■ 

Definición 1.2.4 Un álgebra de van Neumann A es una subálgebra involu­
tiva de B (h) que satisface una de las siguientes condiciones equivalentes 

a) A es fuertemente cerrado y contiene a lh. 
b} A es O"-débilmente cerrado y contiene ·a h. 
c) A es débilmente cerrado y contiene a lh. 
d} A es igual a su biconmutante A". 

Usando el hecho de que toda C* -álgebra se genera linealmente por ele­
mentos unitarios ([4], Lema 2.2.14 p. 38) , se puede demostrar el siguiente 
resultado que es bastante útil para decidir cuando x E B (h) pertenece a un 
álgebra de von Neumann. 

Lema 1.2.5 Sea x E B (h) y A un álgebra de van Neumann de operadores 
en h. Una condición necesaria y suficiente para que x E A es que u'xu'* = x 
para todo operador unitario u' E A'. 

1.2.2. Predual de un álgebra de von Neumann 

Dualidad fundamental, versión general 

Sea A ~ B (h) un álgebra de von Neumann. Definimos una relación de 
equivalencia ~ en Sí tal que p ~ 1 si y sólo si, 

trpx = tr,x, \/x E A. 

Denotaremos con AJ_ al subespacio cerrado {p E Sí I p ~ O } y con p a la 
clase de equivalencia de p con respecto a la relación ~ . 
Como se sabe, Sí / AJ_ es un espacio de Banach con la norma 

llí%: = ínf 11,111 
7~p 

donde 11,11 1 denota la norma de la clase de traza. 

Teorema 1.2.6 (De la dualidad fundamental, versión general}. 
a) ( Sí /AJ_)* ~ A, es decir, el espacio de Banach (A, 11 · lloo) es el dual 

del espacio de Banach (Sí /AJ_, 11·111). 
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La identificación canónica entre A y ( .9j_ / A..L) * está dada por el isomor­
fismo isométrico tal que \:/ a E A, a -+ w0 , donde 

Wa ( p ) = tr (pa) . 

b) Si nA denota el espacio de todas las funcionales lineales normales en 
A, {i.e. continuas con la topología O'-débil), entonces .9i_ /A..L ~ nA vía el 
isomorfismo isométrico que a todo p E .9i_ / A..L asocia canónicamente con 
w ¡; donde w ¡; (a) = tr (pa) . 

Demostración. La prueba está contenida en la Proposición 2.4.18 p. 75 de 

~ ■ 

Definición. El predual de un álgebra de von Neumann A es nA ó .9i_ / A..L 
y se denota con A*. 

Observación: De acuerdo al teorema anterior se cumple que 

A* ~ .9i. / A ..L ~ { tr [p ( ·) l : A -e I P E .9i } 

y 

Transformación predual 

Sea S : .9j_ / A ..L -+ .9j_ / A ..L una transformación lineal continua en la 
norma de la traza 11·111. A cada x E A le asociamos la funcional lineal Ax : 
.9i. /A..1_-+ C, 

Ax (p) = tr [xS (p)]. 

Como Ax E ( .9i / A..L) *, debido al teorema de la dualidad fundamental existe 
un único T (x) E A tal que 

tr [xS (p)] = tr [T (x) p] . (Du) 

La transformación T definida a través de la ecuación (Du) es lineal y continua 
en la topología O'-débil y se dice que es la transformación dual de S, o bien 
que Ses la transformación predual de T. Recíprocamente, si T: A-+ A es 
un operador lineal continuo en la topología O'-débil, para cada p E .9j_ / A..L 
la funcional 

A¡;(x) =tr[T(x)p], 
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es continua en la topología o--débil de A, entonces existe un único S (p) E .9i 
/Al.. tal que se cumple (Du) (ver subsección anterior). Se puede demostrar 
que Ses un operador lineal acotado en (.:Yi /A.1.., 11·111) por lo que Ses la 
transformación predual de T. 

Para terminar este capítulo discutimos una estructura que emplearemos 
sobre todo en los dos últimos capítulos. 

1.3. Productos tensoriales infinitos de espa­
cios de Hilbert 

Sea {h1, (· , ·) 1} 1~ 1 una familia de espacios de Hilbert complejos y separables 
con { en

1 
}n1~ 1 una base ortonormal para cada h¡ y sea S el conjunto de todas 

las sucesiones ñ = { n1} de enteros positivos. Para cada ñ E S sea eñ = e~1
{ 0 

e~2
} 0 • • • = 0 1~ 1 e~(. Si W es el espacio vectorial de todas las combinaciones 

lineales finitas de elementos del conjunto W0 = { eñ : ñ E S} , un vector típico 
u E W tiene la forma u = LñES c(ñ)eñ, donde e : S -t C es una función 
tal que c(ñ) = O salvo para un número finito de ñ E S y el vector cero 
corresponde a la función cero. Para u= LñES c(ñ)eñ y v = LñES d(ñ)eñ E 
W , definimos un producto interno (·, ·) por 

(u, v) = ¿ c(ñ)d(ñ). (1.2) 
ñES 

La completez del espacio (W, (·, ·)) es (J. von Neumann, [43]) el producto 
tensorial infinito de la familia de espacios de Hilbert {h1}, que se denota por 
®1~ 1h1 y por definición tiene a W0 = { eñ : ñ E S} como base ortonormal. 

Una variante de este tipo de productos es la siguiente. Dada una sucesión 
de vectores unitarios cp = {u(l)}1~1 , u<l) Eh1, consideremos una base ortonor-

mal { e~[}n
1
~ 1 para cada h1 tal que e~l) = u<l). La cerradura del subespacio 

lineal generado por los vectores ortonormales eñ E 01>1 h1 tales que n1 = l, 
i.e. e~; = u<l) para todos excepto un número finito d; l ~ l , es llamado el 
producto tensorial de la familia de los espacios de Hilbert {h1} con respecto 
al vector estabilizador cp y se denota por 0¡>1 h¡. 

Algunas diferencias y relaciones entre los dos tipos mencionados de pro­
ductos tensoriales infinitos son las siguientes: Si cada factor h1 es separa­
ble entonces el producto tensorial estabilizado es separable, mientras que 
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el producto completo no lo es en general, (Teorema V y Lema 6.4.1 de 
[43]). Se sabe que dadas dos sucesiones de vectores unitarios u= {u(ll}1?:1 

y v = { v(ll}1?:1 con u<ll, v(l) Eh1, los productos tensoriales infinitos estabili­
zados con respecto a u y v son isomorfos si u y v satisfacen la relación de 
equivalencia ¿ 1 11 - (u1,v1)1 < oo, (Proposición 1.3 de [26]). Cada producto 
tensorial infinito estabilizado es un subspacio del producto tensorial comple­
to, más aún, estos subespacios descomponen al producto tensorial completo 
en subespacios mutuamente ortogonales, (Teorema I y Lema 4.1.1 de [43]). 
Para abundar en el tema consulte también [26]. 

Para terminar esta sección presentamos otra forma de construir el produc­
to tensorial infinito de espacios de Hilbert, iniciamos con algunas definiciones. 

Definición 1.3.1 Sean I un conjunto y Zo: E C, a E J. Decimos que I:o:EJ zo:, 

respectivamente II zo: , converge a z E C si para cada E > O, existe un sub-
o:EI 

conjunto finito JE C I, tal que para cada conjunto finito J, con JE e J e I, 
se cumple 

1 ¿ zi - zl < E, respectivamente 1 _II Zj - zl < E. 
JEJ 

jEJ 

Definición 1.3.2 II zo: es cuasi-convergente en el sentido de von Neumann, 
o:EJ 

si II Izo: 1 es convergente. Si II zo: es cuasi-convergente pero no convergente 
o:EJ o:EJ 

definimos II Zo: = O. 
o:EJ 

Sea (hn, (·, ·)n, ll·lln)nEN una familia de espacios de Hilbert complejos se­
parables. El producto tensorial finito ®~=l hn, p 2: 1 se define de manera 
usual como la completez con respecto al producto interno 

del espacio vectorial generado por las funcionales 
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Para definir el producto tensorial infinito de von Neumann ([43], [26]) , 
sea /J..= {x E XnEN hn: ¿~=1 lllxnlln - lj < oo}. Para (Yn) E /J.., definimos 
una funcional acotada ®~=iYn en /J.. por 

donde el producto infinito es cuasi-convergente en el sentido de von Neumann 
(Lemas 2.5.1 y 2.5.2 de [43]). 

Definición 1.3.3 ®~=l hn es la completez del espacio vectorial generado por 
todas las funcionales lineales acotadas de la forma ®~=iYn con respecto al 
producto interno 

Definición 1.3.4 Sea c.p = { e~} una sucesión de vectores unitarios con e~ E 
hn. Sea /J..cp = { x E X nEN hn : Xn i- e~ para un número finito de n 's}. El 
espacio de Hilbert obtenido completando el espacio lineal generado por las 
funcionales lineales ®~=l Yn con y E /J.. cp con respecto al producto interno ( ·, ·) 
se llama el producto tensorial infinito de los espacios hn con respecto al vector 
estabilizante c.p y se denota por ®~~1 hn. 
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Capítulo 2 

Semigrupos cuánticos de 
Markov 

En este capítulo siguiendo la referencia [14], recordamos las nociones de 
operador completamente positivo, semigrupo fuertemente continuo, semigru­
po dinámico cuántico ( sdc), el predual de un sdc y el concepto de sdc de 
Markov o conservativo. 

Postulamos hipótesis adecuadas (2.4.1) , sobre el generador formal, pa­
ra hacer una construcción nueva de un sdc mínimo en un álgebra de van 
Neumann arbitraria A e B(h), en esta tarea seguimos el enfoque usado por 
Chebotarev [6], en el caso A = B(h). También generalizamos varias condi­
ciones conocidas ([6], [14]), para la conservatividad de dicho semigrupo. Por 
último discutimos el ejemplo (2.6), aparecido en [25] de un generador formal 
de Lindblad que actúa en un álgebra de van Neumann que no coincide con 
B(h) y que no es conmutativa. 

2.1 . Transformaciones completamente positi­
vas y normales 

Definición. Sean A, B dos C*-álgebras y T : A - B una transformación 
lineal, entonces 

a) T es positiva, si manda elementos positivos a elementos positivos, es 
decir , si 



12 Semigrupos cuánticos de Markov 

b) T es completamente positiva ( CP), si Vn E N y toda colección a 1 , ... , an E 

A, b1, ... , bn E B, 
n n 

¿ ¿ b;T(a;aj)bj ?". O. 
i=l j=l 

Observemos que la condición de ser CP implica la positividad. 

D efinición. Sean A , B álgebras de van Neumann. Se dice que una trans­
formación lineal positiva T : A - B es normal si para toda red creciente 
(x0 ) de elementos en A+ con mínima cota superior x E A+ se tiene que 

e, 

supT(xJ = T(x), 

es decir la red creciente (Tx 0 ) de elementos en B+ converge o--débilmente 
aT(x). "' 

Si T : A - B es un operador lineal positivo, ser normal equivale a ser 
continuo en la topología o--débil, (vea [12], cap. 4, Teorema 2, p. 59). 

2.2. Semigrupos dinámicos cuánticos 

En esta parte recordamos algunas definiciones sobre familias de operado­
res que usaremos en lo que resta de la tesis. 

Definición 2.2.1 Un semigrupo de operadores en un espacio de Banach (X, 
11 · 11) es una familia S = (St)t>o de operadores acotados en X que satisface 
las dos siguientes condiciones:-

Si IISt(x)II :S llxll Vx E X, Vt ?". O, nos referiremos a S como un semigrupo 
de contracciones. 

Definición 2.2.2 Un semigrupo fuertemente continuo o C0 -semigrupo en 
un espacio de Banach (X, 11 · 11) es un semigrupo (St)t>o de operadores aco-
tados en X tal que -

lím IISt(x) - xll = O, Vx E X. 
t-+O 
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Definición 2.2.3 Un semígrupo dinámico cuántico {sdc} en una C*-álgebra 
B, es un semígrupo fuertemente continuo T = (lí)t>o de operadores CP y 
acotados en B. -

Sí A C B (h) es un álgebra de von Neumann y h, es un espacio de Hílbert, 
un sdc T es un semígrupo de operadores CP en A tales que 

1. Para cada t 2'. O, 1í es O"-débíl continuo o normal: para toda red 
creciente (a0 ) de elementos en A+ con mínima cota superior a E A+, 

o 

sup lí(aJ = lí(a) , 
o 

2. Para cada a E A , el mapeo t --+ 1í (a) es continuo con respecto a la 
topología O"-débíl en A, es decir 

lím tr(Tt(a)p) = tr(ap), \/p E ,9i . 
t--+0 

Un sdc en A se puede ver como dual de un semigrupo fuertemente con­
tinuo en el espacio (de Banach) predual A* de la siguiente manera. 

Definición 2.2.4 El semígrupo predual de un sdc T en un álgebra de von 
Neumann A, es el semígrupo de operadores en su predual A* definido por 

(Lt (w)) (a)= w (lí (a)), Vw E A* Va E A. 

Como T es continuo con respecto a la topología O"-débil en A el semi­
grupo L es continuo también con respecto a la topología débil del espacio 
de Banach A*. Por lo tanto ([4], Corolario 3.18, p. 168) , L es un semigrupo 
fuertemente continuo en el espacio de Banach predual A*. 

Definición 2.2.5 Un sdc es de Markov o conservativo sí 

lí(I) = I , Vt 2: O. 

Definición 2.2.6 El generador {infinitesimal) de un semígrupo dinámico 
cuántico T = (lí)t>o en una C*-álgebra B (respectivamente un álgebra de 

von Neumann} es ;l operador L definido por L (x) = límt--+O Tt(~)-x en el 
conjunto 

, 7í(x) - X 
dom (J:,) = {x E B: hm --- existe} 

, t--+0 t 
donde el límite se considera con la norma de B (respectivamente con la to­
pología O"-débíl}. 
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Proposición 2.2. 7 Si T es un sdc en un álgebra de van Neumann A y .C 
es su generador infinitesimal, entonces 

1. Existen dos números reales M , /3 tales que ll'Itl/ ~ M e13t, t 2: O. 
2 . .C está densamente definido y es cerrado con la topología cr-débil. 
3. Si Re>. > /3 entonces el rango de >. - .C coincide con A y se cumple la 

desigualdad 

11 (>. - .C)-l (a) 11 ~ Re1:- /3 1/all · 

4. El operador resolvente está dado por la transformada de Laplace 

(>. - .C)-1 (a) = fo00 

e->-t7; (a) dt 

para todo a E A y todo >. E (C tal que Re>. > /3. 

Demostración. Véase [4], Proposición 3.1.16 p. 166. ■ 

Observación 2.2.8 La Proposición 2.2. 1 vale también si T es un sdc en 
una C"'- álgebra, en cuyo caso en el inciso 2 se usa la topología de la norma. 

Para finalizar esta sección comentamos que un caso ampliamente estudiado 
es cuando un sdc (Tt)t>o en B (h) es conservativo y además uniformemente 
continuo, es decir límt_:o ll'It - 111 00 = O, entonces su generador infinitesimal 
.C tiene la siguiente caracterización. 

Teorema 2.2.9 {Lindblad, Gorini, Kossakowski, Sudarshan). Si T es un 
sdc de Markov uniformemente continuo en B(h) , entonces su generador[, : 
B(h) - B(h) es acotado y existen un operador CP <I> : B(h) - B(h) y un 
elemento auto-adjunto H E B(h) tales que 

.C(x) = <I>(x) - G*x - xG (2.1) 

donde 
1 

G = 2<I>(J) - iH. 

Recíprocamente, todo operador .C de la forma {2.1) con <I> : B(h) - B(h) , 
H E B(h) (CP y auto-adjunto, respectivamente) es acotado y genera un sdc 
de Markov uniformemente continuo. 

Demostración. Véase [31] ó [22] ■ 
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2.3. Estados Invariantes 

Definición 2.3.1 Un operador p de la clase de traza 5'i_, es un estado si es 
positivo y trp = l. El estado es llamado fiel si es inyectivo. 
Un estado p es invariante o estacionario bajo un sdc (lík~o, si 

T.t (p) = p, \./t 2: O, 

o equivalentemente si 

La equivalencia se demuestra como sigue: derivando la primera ecuación 
obtenemos O = ft T.t (p) = .C* T.t (p) = .C* (p) . Recíprocamente, si .C* (p) = O, 
usando que T.t deja invariante a dom(.C*) y que el semigrupo conmuta con 
su generador obtenemos 

y por tanto T.t (p) = p \./t 2: O. Lo anterior demuestra que los estados 
invariantes de un sdc son los ceros del generador del semigrupo predual. 

Observación 2.3 .2 Frecuentemente en vez de escribir sdc de Markov (semi­
grupo dinámico cuántico de Markov) usaremos el acrónimo SCM (Semigrupo 
Cuántico de M arkov). 

D efinición 2.3 .3 Sea CJ un estado. Se dice que el SCM (T.t)t>o conduce al 
equilibrio a CJ , si existe otro estado p tal que -

w* - lím T.t(<:5) = p. 
t-oo 

Observemos que en este caso pes un estado invariante. 

2.4. Construcción del semigrupo dinámico cuánti-
, . 

co m1n1mo 

En esta sección presentamos hipótesis adecuadas sobre el generador for­
mal para construir el semigrupo mínimo cuántico sdc (Definición 2.2.3) ligado 
a él. 
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En lo que sigue A~ B (h) es un álgebra de von Neumann y A' es su 
conmutante (ver subsección 1.2.1). 
Iniciamos con una definición ([12] y [41]) que resulta central en lo que resta 
del capítulo. 

Definición 2.4.1 Sea T un operador lineal no necesariamente continuo, de­
finido en un subespacio de h. Se dice que T es afiliado a A y se escribe 
Tr¡A , si a' domT ~ domT y a'T a'-1 = T para todo operador unitario a' E 

A'. 

Además supondremos las siguientes condiciones: 

2.4.1. Hipótesis A 

A.l. Existe un operador G con dominio domG denso en h que es el generador 
infinitesimal de un semigrupo fuertemente continuo de contracciones (Pt)t>o 
en h, (véanse Definiciones 2.2.2 y 2.2.1). Además pedimos que G sea afiliado 
aA. 

A.2 Existe una transformación 4> : A x domG x domG --t C con las siguientes 
propiedades: 
A.2.1 4> es lineal en la variable operador, sesqui-lineal en las variables vec­
toriales y es completamente positiva, es decir , \:/ n EN 

n 

¿ 4>(x;xj)[ui, uj] 2: O ui E domG y xi E A. 
i,j=l 

A.2.2 Para u E domG fijo, la función 4>(x)[u], x E A es una funcional lineal 
normal en A , i.e. para cualquier red (x0 )

0 
no decreciente y acotada en norma 

de elementos en A+, 

x = sup x 0 ====> sup 4>(x0 )[u] = 4>(x)[u] 
a 

A.2.3 Para todo u E domG 

4>(J)[u] ~ -2Re(u, Gu) , 

A.2.4 La trasformación 4> satisface la siguiente condición de afiliación: 
Para todo elemento unitario a' E A', a' domG ~ domG y \:/x E A 

4> (x) [a'u, a'v] = 4> (x) [u, v], \:/ u, v E domG. 

Conviene resaltar que esta condición de afiliación es una versión para formas 
sesqui-lineales de la condición (2.4.1) que aparece al inicio de esta sección. 
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Generador formal 

Para cada x E A, asociada a la trasformación <I> consideraremos la forma 
sesqui-lineal -t:(x) , definida en domG x domG por 

-t:(x)[u,v] = (u ,xGv) + (Gu,xv) + <I>(x)[u,v]. (2 .2) 

-t:(x) se conoce como generador formal o forma de Lindblad (y Gorini-Kossakowski­
Sudarshan) ; a <I> ( ·) se le llama la parte completamente positiva de -t:( x). 

Observemos que en términos del generador formal , la condición A.2.3 
equivale a pedir que 

-t:(J)[u] :SO V u E domG. 

Al espacio domG le daremos la topología que induce la norma de la gráfica 
de G, es decir 

llulla = llull + IIGull, 

que se sabe es equivalente a la norma 

y que proviene del producto interno 

(u, v) + (Gu, Gv). 

Por las hipótesis A.2.1 y A.2.3 tenemos -Re(u, Gu) 2: O, lo que hace que 

llulldomG := llu - Gull , (2.3) 

defina una norma que es equivalente a la norma de la gráfica. De hecho, 

(2 .4) 

Antes de enunciar el siguiente resultado recordamos una definición. 

Definición 2.4.2 Para u , v Eh, se define el operador lu)(vl E B (h) por 

lu) (vlx = (v, x)u, x E h. 
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Lema 2.4.3 Si se satisface la hipótesis A, entonces-E y <I> tienen las siguien­
tes propiedades: 
a) Para cada x E A, 

l<I>(x)[u]I :S llxlloo<I>(I)[u] Vu E domG. 

b}-E(x) [·, ·] y <I>(x)[·, ·] son formas sesqui-lineales continuas en domG x domG. 
c) Sea C s;::; A un conjunto acotado en la norma. Si consideramos en C la 
topología cr-débil, entonces 

<I> : e X domG X domG ~ e 

es conjuntamente continua. 

Demostración. a) Sea u E domG. Como <I>(·)[u] es una funcional normal, 
es continua en la topología cr-débil por lo que existe (ver subsección 1.2.2) 
<I>t(u) E 9'i tal que <I>(x)[u] = tr(x<I>t(u)), Vx E A y 

l<I>(x)[u]I < llxllooll<I>t(u)ll1 
< llxllootr<I>t(u) = llxlloo<I>(I)[u] 

la última desigualdad vale porque <I> t (u) es positivo definido pues 

(v, <I>t(u)v) = tr(lv)(vl<I>\u)) = <I>(lv)(vl) [u] ~ O. 

b) A partir de A.2.3, a) y usando (2.3) tenemos 

l<I>(x)[u]I :S llxlloo<I>(I)[u] :S -2llxllooRe(u,Gu) :S llxlloo llull 2domG 

lo que prueba la continuidad de <I>(x)[·, ·] en (domG, 11 · lldomG); luego por 
( 2. 2) se sigue la continuidad de -t:( x) [ ·, ·] en domG. 

c) Sea V = domG, debido a b) y a la identidad de polarización, existe 
una constante positiva M tal que 

l<I>(x)[u, v]I :S Mllxlloollullvllvllv- (2.5) 

Si x,xo E C, v,vo E V y K = sup {llxlloo: x E C} entonces 
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l<I>(x)[v] - <I>(xa)[va]I < l<I>(x)[v] - <I>(x)[v,va]I + l<I>(x)[v,va] - <I>(x)[va]I 
+ l<I>(x)[va] - <I>(xa)[va]I 
< <I>(x) [v, v - va] + <I>(x) [v - va, va] 

+ l<I>(x)[va] - <I>(xa)[va]I 
< 2MKllvllvllv - vallv + l<I>(x)[va] - <I>(xa)[va]I, 

y vemos que los términos de la última desigualdad tienden a cero si v ---t va 
en la norma 11 · llv y x ---t xa en la topología u-débil. ■ 

Corolario 2.4.4 Bajo las condiciones del Lema anterior, si t t-t Xt es una 
curva en el álgebra de von Neumann A, acotada en norma y o--débil conti­
nua, entonces para cualesquiera u, v E domG 

1t <I>(xs)[Pt-sU, Pt-sV]ds 

está bien definida y es la forma sesqui-lineal de un operador acotado en A. 

D emostración. Sea C el rango de la curva t t-t Xt. El integrando es una 
función continua por la parte (c) del Lema 2.4.3 y es acotada debido a la 
desigualdad 2.5. ■ 

2.4.2. La ecuación de Lindblad 

Ahora nuestro propósito es encontrar un sdc (Tt)t>a, 7; : A ----t A que 
satisfaga para cada x E A, la siguiente ecuación conocTda como la ecuación 
de Lindblad 

d 
dt (u, 7; (x) v) =-t:(7; (x)) [u, v], (u, 1ó (x) v) = (u, xv) u, v E domG. (2 .6) 

Una condición necesaria para que exista un sdc (Tt)t>a de contracciones que 
satisfaga la ecuación de Lindblad es que \:fu E domG~ 

-t:(J) [u] ~ O. 

En efecto, como 7; (I) ~ I \:/t 2: O, de la ecuación de Lindblad (2.6) tenemos 
que 

-t:(I) [u] = dd (u, 7; (I) u) 1 ~ O. 
t t=a 
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Para buscar resolver la ecuación de Lindblad (2 .6) en vez de proceder 
directamente, primero se observa que equivale a la ecuación 

(u, Tí (x) v) = (u, xv) + 1t-E(Ts (x))[u, v]ds u, v E domG (2.7) 

y luego se demuestra (véase [22]), que esta última es equivalente a la ecuación 
2.8 que aparecerá abajo, también con una "forma integral" y que es final­
mente la que se resuelve. Pero antes de esta discusión requerimos el siguiente 
lema (véase [25]). 

Lema 2.4.5 Si la hipótesis A es válida, entonces 
a) (>, - G)-1 E A para todo real positivo>.. 

b) Para todo t 2: O, Pt E A; además P/xPt E A para todo x E A. 

Demostración. Para >. > O, a' E A' y u E h por la condición (A.1) 
se tiene (>. - G) a'(>. - G) - 1 

U = a'(>. - G) (>. - Gf 1 
U = a'u y por tanto 

a'(>. - G)- 1 = (>. - G)-1 a' para todo a' E A' , es decir(>. - G)-1 E A"= A. 

( -l)n Por tanto Pt = s - límn-➔oo 'If ( 'If - G) E A; la segunda parte de b) 

ahora es inmediata. ■ 

Lema 2.4.6 Supongamos que se cumple la hipótesis A y que (Tí)t>o es una 
familia de contracciones continuas en A con la topología O'-débil, - entonces 
para todos u, v E domG la ecuación 2. 7 equivale a la ecuación 

Demostración. La integral de (2.8) está bien definida pues el integrando 
es una función continua debido al Corolario 2.4.4. Una demostración de la 
equivalencia se hizo en [22] p. 86, dicha demostración también nos sirve para 
el caso general pues la hipótesis principal es que el integrando de (2.8) sea 
Borel medible. ■ 

Como ya mencionamos, en vez de buscar directamente una solución de 
la ecuación de Lindblad 2.6, se soluciona la ecuación 2.8, lo cual se logra 
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mediante un procedimiento iterativo definiendo para u , v E domG, x E A , 
t ~ O y cada n EN, la siguiente sucesión de operadores: 

(u, 7¡C1l(x)v) (u, PtxPtv), (2.9) 

(u, T¡(n+l)(x)v) = (u, PtxPtv) + 1t <I>(7s(n)(x))[Pt-sU, Pt-sv]ds 

que tiene las siguientes propiedades. 

Teorema 2.4.7 Supongamos que se cumple la hipótesis A. Entonces la su­
cesión (T¡n)n>l es una familia de contracciones lineales en A que satisfacen: 

a) Para X E A+, O :S 7¡Cn\x) :S T¡(n+l)(x) :S llxllooI-
b} 7¡(n) : A ----+ A es un operador completamente positivo \/t ~ O, \/ n EN. 
c) Si definimos 

Tt( x) = sup 7¡Cn\x) x E A+ (2.10) 
n 

y extendemos la definición de 1; a todo x E A por linealidad, entonces la 
convergencia en (2.1 O) es con las topologías fuerte y (]'-débil . 
d} Para cada x E A la curva t 1---+ Tt(x) es solución de la ecuación de Lindblad 
en forma integral 2. 8. 
e) (Tt)t>o es un sdc de contracciones. 
f) Si (5\(x))t>o es otra solución, no necesariamente sdc, de (2.8}entonces 
Tt( x) :S St(x)- \/x E A+-

Demostración. Usamos la demostración conocida del caso A= B (h), ver 
[6] y [22]. Para el caso general es suficiente verificar que los operadores 
(T¡n)n>l están definidos de A en A lo que se hace usando inducción ma­
temátÍca, la condición de afiliación A.2.4, el Lema 1.2.5 y el Lema 2.4.5: 
Sean un unitario a E A', x E A y u, v E domG, luego 

(u, aT¡(n+l)(x)a*v) = (a*u , a* Pt x Ptv) + 1t <I>(7s(n)(x))[a* Pt-sU, a* Pt-sv]ds 

(u, Pt xPtv) + 1 t <I>(7s(nl(x))[Pt-sU, Pt-sv]ds 

(u, 7¡(n+ 1\x)v) 

es decir , aT¡(n+1\x)a* = T¡(n+l) (x) y por ende T¡(n+l)(x) E A; como un 
álgebra de von Neumann es cerrada con las topologías fuerte y (]'-débil, si 
x E A+, entonces supn 7¡Cn\x) = Tt( x) E A, lo que implica que cada 7; es 
un operador en A. ■ 



22 Semigrupos cuánticos de Markov 

Observación 2.4.8 Debido a f) del Teorema 2.4. 1, el sdc T construido me­
diante (2.10}, recibe el nombre de solución mínima de la ecuación 2.8 y se 
denota con 7 min . 

Relación entre el generador infinitesimal de 7 min y el generador 
formal. 

Si denotemos por _cmin al generador infinitesimal de (?;min)t>o, su dominio 

es el subespacio de todos los x E A tales que límt_,0 r 1(?;min(x) - x) existe 
en la topología o--débil y 

_cmin (x) = lím ?;rniº(x) - X . 

t->O t 
(2.11) 

El generador formal -E de la ecuación de Lindblad 2.2, es una extensión de 
_cmin en el siguiente sentido: Si x E A , entonces -E(x) es una forma sesqui­
lineal densamente definida en h y si x E dom,Cmin ~ A , entonces _cmin(x) es 
un elemento de B (h), de hecho _cmin(x) E A y 

(u, _cmin(x)v) =-E(x)[u,v] V u,v E domG. (2.12) 

2.4.3. El resolvente del semigrupo mínimo 

Para x E A y A > O definimos sobre domG x domG las siguientes formas 
sesq ui-lineales 

(2.13) 

(2.14) 

Lema 2.4.9 Si se cumple la hipótesis A , entonces (u, Q.\(x)v) y (v, P.\(x)v) 
son formas sesqui-lineales de operadores acotados en h completamente posi­
tivos que denotaremos, también por Q.\(x) y P.\(x). 

Demostración. Usamos la prueba que se conoce ([22], p. 34), del caso 
A = B (h) . Para el caso general es suficiente verificar que los operadores 
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Q>- y P>. están definidos de A en A, para lo cual usamos la condición de afi­
liación A.2.4, el Lema 1.2.5 y el Lema 2.4.5 (c), por ejemplo: Sean un unitario 
a' E A', x E A y u,v E domG, luego 

(u, aQ>.(x)a*v) = 100 

e->-t<I>(x)[Pta*u, Pta*v]dt 

100 

e->-t<I>(x)[Ptu, Ptv]dt 

(u, Q>.(x)v), 

es decir, aQ>.(x)a* = Q>.(x) y por tanto Q>.(x) E A. ■ 

El resolvente (Rfiº) >->O del sdc mínimo 7,,min está caracterizado [14], por 
la forma sesqui-líneal 

(2.15) 

y tiene la representación que aparece en el siguiente teorema. 

Teorema 2.4.10 Si se cumple la hipótesis A , entonces para cada >. > O y 
x E A, tenemos 

00 

Rfiº(x) = ¿ Q~(P>.(x)) (2.16) 
n=O 

donde la serie converge en la topología fuerte de operadores. 

Demostración. Es la misma par.1 el caso particular A= B (h), vea p. 34 de 
[22] ó p. 55 de [14]. ■ 

2.5. Conservatividad 

En esta sección se introduce la condición AA que no es más que la condi­
ción A (subsección 2.4.1) con una "ligera" modificación y se enuncian algunos 
criterios para que un sdc sea de Markov o conservativo, (Definición 2.2.5). 
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2 .5.1. Conservatividad y semigrupo predual 

Teorema 2 .5 .1 Si la hipótesis A vale, entonces las siguientes propiedades 
son equivalentes 

1. 7;min(J) = I , es decir el semigrupo 7min es de Markov. 
2. tr (T..'"f/º(p)) = tr(p) para todo operador p de la clase de traza, donde 

p es su clase de equivalencia en el cociente ,9j_ /Al... 

D emostración. Se sigue de 

■ 
Una condición necesaria para que 7;min sea conservativo es que se cumpla 

\/u E domG , -E(I) [u] = dd (u, 7; (I) u) 1 = O. 
t t=O 

Desafortunadamente esta hipótesis no es suficiente para que el sdc mínimo 
sea conservativo (vea [14], p. 57). Pero cuando se asume como válida se 
pueden dar varias caracterizaciones de la conservatividad. 

2.5.2. H ipótesis AA 

Si en la hipótesis A de la subsección 2.4.1 en vez de A.2 .3 se pone la 
condición A.2.3': Para todo u E domG 

<T?(I)[u] = -2Re(u, Gu) , (A.2.3') 

ó equivalentemente 
-E(I)[u] =O . (2.17) 

tenemos la hipótesis AA. 

Teorema 2.5 .2 Supongamos válida la hipótesis AA y sea .\ > O fijo. En­
tonces 
a) Para todo n EN 

n 

L Q~(P,\(I)) + A-lQ~+l(I) = A-1 J. (2.18) 
k=O 
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b) Existe un operador positivo acotado y E A tal que 

Rr;!iº(I) + )..-ly = )..-1¡_ 

25 

(2.19) 

c) Para todo x E A se cumple que-E(x) = >.x , si y sólo si, Q.x(x) = x. 

Demostración. Para a) y b) es la misma prueba que se conoce cuando 
A= B (h), vea p. 34 de [22] ó p. 57 de [14], pues en el caso general basta 
observar que P.x y Q.x son mapeos en A y que I E A . 

Para la demostración del inciso c) seguiremos a [14]. Sea x E A tal que 
-E(x) = >.x, entonces Vu, v E domG y Vt ~ O tenemos 

<I>(x)[Ptu , Ptv] = >.(Ptu, xPtv) - (Ptu, xGPtv) - (GPtu, xPtv), 

de donde e->-t<J>(x)[Ptu, Ptv] = -ft (e->.t(Ptu, xPtv)) y al tomar la transfor­
mada de Laplace, 

(u, Q.x(x)v) = - ¡00 ! (e->.t(Ptu,xPtv)) dt = (u,xv), 

esta igualdad se extiende a h porque domG es subconjunto denso de h y por 
ende Q.x (x) = x. 
Antes de continuar con la demostración, necesitamos el siguiente lema. 
Lema auxiliar Si vale la hipótesis A , entonces para todos u, v E dom ( G2

) 

y todo x E A el mapeo t f----t <I> ( x) [ Pt u , Pt v] · es dij erenciable y 

d 
dt <I>(x)[Ptu, Ptv] = <I>(x)[PtGu, Ptv] + <I>(x)[Ptu, PtGv]. 

Demostración. SesiguedequeVu E dom(G2
), IIPt+n~-Ptu - GPtulldomG ---t 

O, cuando h ---+ O, del Lema 2.4.3 y de la igualdad siguiente: 

<I>(x)[Pt+hu, Pt+hv] - <I>(x)[Ptu, Ptv] 
h 

;i:,( )[pt+hu - PtU n ] ;i:.( )[ n Pt+hV - PtV] 
"1! X h , rt+hV + "1! X rtU, h . 

Continuemos con la demostración de c). Falta ver que si Q.x (x) = x, entonces 
-E(x) = >.x. Por el lema auxiliar para u, v E dom (G2

) tenemos 

-! e->.t<I>(x)[Ptu, Ptv] = 

e->.t {>.<I>(x)[Ptu, Ptv] - <I>(x)[PtGu, Ptv] - <I>(x)[Ptu, PtGv]} = 

e->.t ( <I>(x)[Pt (~ - G) u,Ptv] + <I>(x)[Ptu, Pt (~ - G) v]) ; 
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además se puede verificar que 

al combinar y desarrollar estas expresiones obtenemos 

<I>(x)[u,v] = fo00 

-:te-,\t<I>(x)[Ptu, Ptv] dt 

( ( ~ -G) u, Q,\ (x) v) + (u, Q,\ (x) ( ~ - G) v) 

(u, >.xv) - (Cu, xv) - (u, xGv), 

esta igualdad se extiende a todo h debido a que dom ( G2
) un subespacio 

denso en h, (véase teorema 2.7 de [35]) . ■ 

Teorema 2.5.3 ( Criterios de conservatividad} Si la hipótesis AA se 
cumple, las siguientes condiciones son equivalentes: 
a) El sdc mínimo ymin es conservativo. 
b} s - límn_,00 Q~ (I) = O para algún >. > O. 
c) I E dom.Cmin y _cmin (J) = O, donde _cmin es el generador infinitesimal de 
7min_ 

d} No existe x E A , distinto de cero que solucione la ecuación 

Q,\ (x) = X. 

e) No existe x E A , distinto de cero que solucione la ecuación 

-E(x) = >.x. 

Demostración. Equivalencia entre a) y b) : 
Usando (2.19) vemos que 7;min(J) = I \/t 2: O, si y sólo si Rfin(J) = >, - 1 I , 

si y sólo si y= límn_,00 Q ~(I) = O. 
Equivalencia entre a) y c) : 

La condición a) implica directamente la condición c). Recíprocamente, si 
c) es válida y usamos la definición de resolvente, se cumple 

Observe que la afirmación b) puede formularse sustituyendo la frase "para 
algún >. > O" por "para todo >. > O." 
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Equivalencia entre b) y d): 
b) ==} d). Si x E A es cualquier punto fijo de Q-\, ent_onces 

Q-\ (x*) = Q-\ (x)* = x*, 

y x + x* , i ( x - x*) también son puntos fijos de Q-\. Al aplicar repetidamente 
Q,\ a las desigualdades 

-2 llxll 00 I S X+ x* S 2 llxll 00 I, -2 llxll 00 I S i (x - x*) S 2 llxll 00 I 

tenemos 
-2 llxll00 Ql (I) S X+ x* S 2 llxll 00 Ql (I) , 

-2 llxlloo Ql (I) S i (x - x*) S 2 llxlloo Ql (I) 
y haciendo tender n a infinito se obtiene que x = O. 

d) ==} b). Si la sucesión decreciente (Q~ (I))n converge fuertemente al 
operador x , entonces 

x = s - lím Q~ (I) = w - lím Q,\ (Q~ (I)) = Q-\ (w - lím Q~ (I)) = 
n---+oo n---+oo n---+oo 

Q-\ (x) y por tanto, x = O. 

Equivalencia entre d) y e): Es inmediata de la condición (c) del Teorema 
2.5.2. ■ 

Continuamos con otras dos condiciones equivalentes para que un sdc sea 
de Markov. La primera se debe a Davies [11] y la otra es de García-Quezada 
[24] y Fagnola-Rebolledo [16]. 

Antes, recordemos que si T es un operador lineal cerrado, se dice que 
t: ~ domT es una esencia ( "core" en inglés), de T si para cada u E domT 
existe una sucesión ( un)n en t: tal que Un ---t u y Tun ---t Tu. 

Proposición 2.5.4 Supongamos válida la hipótesis AA. Entonces el subes­
pacio lineal V de 5i / A 1- generado por las clases de equivalencia de los 
proyectores 

lu)(vl+A_1_ u,vEdomG 

está contenido en el dominio del generador infinitesimal .C* del semigrupo 
predual 

Sf¡º : 5i / A1- ---t .9i / A1-

de 7,,min : A ---t A y las siguientes condiciones son equivalentes. 
1) El sdc mínimo 7,,min es de Markov. 
2} El subespacio lineal V es una esencia de .C*. 
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Demostración. Para cada pareja u, v E domG la ecuación (2. 7) se pue­
de escribir como tr (J;min (x) Jv )( uJ) = tr (x Jv )( uJ) + J;-E(Tsmin (x))[u, v]ds 
ó equivalentemente usando (Du) de la subsección 1.2.2, como 

el integrando es continuo por el Corolario 2.4.4 por lo que 

pero los generadores fuerte y débil de 5min coinciden ([35], Teo. 1.3), lo que 
nos permite concluir que \fu, v E domG, Vx E A 

Demostraremos ahora la equivalencia de 1} y 2}. 
1) ==} 2) Se sabe que el subespacio lineal generado por los proyectores 

Ju)(vl, u,v E domG 

es denso en el espacio de Banach (5i, 11·11 1) , de donde se sigue que V es 

denso en el espacio ( 5i / A-1, 11 · II J luego, V es una esencia de J:,* si y sólo, 

si el anulador ( en el sentido de espacios de Banach) ( ( >. - J:,.) (V) ) .L = 

{ A E (5i /A.L)* J Ab = O \fb E(>.- J:,*) (v)} es trivial para algún>.> O, 

vea [28] problema 5.19 p. 166. Pero A E ( (>. - J:,*) (V)) .L implica que A (p) = 
tr (pa) para algún a E A (vea la subsección 1.2.2), por tanto 

O= A (Jv )( ul + A.L) = tr [a(>. - J:,*) (lv )( ul + A.L)] 

equivale a-E(a)[u, v] = (u, >.av) . Dado que yrrun es de Markov, a= O y A= O. 

2) ==} 1) Debido a la hipótesis AA, O= -E(I)[u, v] = tr [I J:,* (lv) ( ul + A.L)] 
y de aquí 

tri:,* (p) = 0, \f p E V. 
Siendo V una esencia de J:,* la igualdad anterior se extiende V p E doml:,* y 
por tanto 



2.5 Conservatividad 29 

de donde se deduce 

tr (Stin (,o))= tr,8, V,8 E §i/A1-

debido a la densidad de i> en el espacio ( .9'i / A 1-, 11 · II J . ■ 

Proposición 2.5.5 Supongamos válida la hipótesis AA. Entonces las si­
guientes condiciones son equivalentes. 

1. El sdc mínimo y¡min : A---+ A es de Markov. 
2. El dominio del generador infinitesimal i::min : A ---+ A del sdc y¡min 

está caracterizado por 

domL'.min = { x E A : -t'.(x) es acotada con la norma 11 · II}. 

Demostración. 1)==}2) Si x E domL'.min, entonces i::min (x) es un operador 
acotado y por (2.12), 

rf(x)[u,v]I = l(u,L'.min(x)v)I :S IIL:min(x)ll
00 

llull llvll, 

es decir domL'.min ~ {x E A :-t'.(x) es acotada con la norma 11·11}. 
Para la contención opuesta, sea c:-in el generador del semigrupo predual 

5min y sea x E A tal que -t:( x) [ ·, •] es continua con la norma, entonces existe 
y E B (h) tal que 

-t'.(x) [u, v] = (u, yv) Vu, v E domG. 

Todo ,8 E i> se puede escribir en la forma ( I:;=1 lui ) ( Vj 1) + A1- con Uj, Vj E 

domG, por lo cual 
n n 

tr [ xL'.'.;in (,8)] 
j=l j=l 

tr Ht lu; )( v;I)] = tr (yp) 

de donde ltr [xL'.~in (,8)] 1 = ltr (y,8)1 :S IIYll
00

11,olli; desigualdad también váli­

da para ,8 E domL'.~in porque V es una esencia de L'.~in. Entonces, por de­
finición x E dom ( L'.~in) * . Se puede demostrar que ( L'.~in) * = i::min y de 
aquí concluimos que x E domL'.min. 

2) ==} 1) Si domL'.min = {x E A :-t'.(x) es acotada con la norma 11·11}, 
entonces I E domL'.min y 1) se sigue del Teorema 2.5.3 ■ 
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2.6. El álgebra de las rotaciones irracionales 

Para aplicar nuestros resultados, en esta sección discutimos un ejemplo 
aparecido en [25], donde se trata con un álgebra de von Neumann que no es 
ni conmutativa ni todo B (h) , con h=L2 (IR., C) . 

Sea 0 un irracional fijo. Consideremos los unitarios U, V E B (h) definidos 
por (Uf)(s) = f(s+l), (Vf)(s) = e21rise¡(s). Sea Ae la C*-álgebra 
generada por U y V, esto es, Ae es la intersección de todas las C* -álgebras 
que contienen a U y V. Se sabe [9] que el doble conmutante A0 es una 
sub-álgebra propia de B (h) y no es conmutativa pues se cumple la igualdad 
UV = e21rievu E Ae ~ A0. 

Sea R el operador auto-adjunto definido por (Rf) (s) = -sf (s) para 
toda f E L2 (IR., C) tal que sf (s) E L2 (IR., C). Consideremos al operador 
densamente definido G := -½ R* R = -½ R2 con dominio domG = domR2

, 

( contiene a las funciones de soporte compacto). 
Para cada x E A0, definimos la forma sesqui-lineal 

<I> (x) [u, v] = (Ru , xRv), u,v E domG 

y verificamos a continuación que satisface la hipótesis AA. 
A.l. G es un operador densamente definido en h, afiliado a A0 y es 

el generador infinitesimal de un semigrupo fuertemente continuo de contra­
cciones (Pt)t~o en h : 

Lo último se justifica con el teorema de Hille-Yosida. Veamos que el ope­
rador G está afiliado con A0. En primer término, vn = e21rines E Ae ~ A0 y 
como 0 es irracional se puede demostrar que para a, s E IR., existe una subsu­
cesión tal que e21rinkes --t é:rs con la topología usual de e, de donde se infiere 
que el operador de multiplicación M0 E B (h) tal que ( M0 f) ( s) = eias f ( s) 
está en la cerradura fuerte de A0, es decir M0 E A0 para cada a E R Después 
usando aproximaciones adecuadas se puede demostrar la contención 

M = {M¡: h --t h I M¡g = fg, f E VXJ (IR., C)} ~ Ae 

y por tanto A0' ~ M', pero M' = M (vea [12] ó [10]), y concluimos que 
A~ ~ M lo que permite verificar fácilmente la afiliación del operador G con 
el álgebra de von Neumann A0. 

A .2 
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A.2.1 <I? es lineal en la variable operador, sesqui-lineal en las variables vec­
toriales y es completamente positiva: V n EN, ui E domG , xi E AJ, 

t <I?(x;xi) [ui , ui] = ~ (Rui, x;xiRui) = / ¿ xiRui, ¿ xiRui) ~ O 
i,J=l i ,J \ i J 

A.2.2 Para u E domG fijo, <I?( ·) [u] es una funcional lineal normal en AJ. 
En efecto, si x E A , <I? (x) [u] = (Ru, xRu) = tr x (IRu) ( Rul) y por ende, 
<I? (·) [u] E (AJL por lo que es normal (ver subsección 1.2.2). 

A.2.3
1 

Para todo u E domG , <I?(I)[u] = -2Re(u, Gu) : 

-2Re(u, Gu) = -2Re(u, -½R* Ru) = Re(u, R* Ru) = <I?(I)[u]. 

A.2.4 La trasformación <I? satisface la condición de afiliación: V unitario 
a' E A0, a'domG ~ domG y \:/x E AJ 

<I? (x) [a'u, a'v] = <I? (x) [u, v], V u, v E domG , 

se deduce de que A0 ~ M , también implica que R está afiliado a AJ. Con 
esto hemos terminado de verificar la hipótesis AA. 
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Capítulo 3 

Semigrupos dinámicos 
cuánticos y sistemas de espines 

3.1. Introducción 

En [2], L. Accardi y S. Kozyrev obtuvieron una clase de generadores de 
semigrupos dinámicos cuánticos ( sdc) para sistemas de espines usando el 
método del límite estocástico [3]. Suponiendo que los coeficientes de estos 
operadores satisfacen una condición de rango finito, demostraron que estos 
operadores satisfacen las hipótesis del teorema de Lumer-Philips y que son 
generadores de un sdc de Markov. El objetivo principal de este capítulo es 
probar que las condiciones necesarias y suficientes del Teorema de Lumer­
Philips también se cumplen con alguna de nuestras dos hipótesis, menos 
restrictivas, expresadas en las condiciones (3.4) y (3.5) que llamamos decai­
miento polinomial y decaimiento exponencial, respectivamente. 

La clase de generadores que consideraremos actúan en una UHF C* -álge­
bra (Uniformly hyperfinite C*-algebra) que se define como la C*-completez 
del producto tensorial infinito ®jEZdMN(C) , donde N y d son enteros positi­
vos fijos , MN(C) denota al álgebra de las matrices complejas de N x N. Más 
precisamente, para un subconjunto finito A e 'l!..d, con !Al denotamos su car-
dinalidad y para un elemento j = U1, · · · , Jd) E zd, sea jj 1 = max{ !Ji 1 : i = 

1, · · · , d}. Para la sucesión creciente de subconjuntos finitos {An}n2:i, An = 
{j : jjj ::; n} e zd, sea An = ®jEAnMN(C) y Ao = CI. Es claro que 
An = MkJC) , donde kn = NIAnl, IAnl = (2n+ l)d y An está isométricamen­
te encajado en An+1 por medio de la aplicación a -t a 0 I , a E An, donde 
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J es la identidad de MNc2n+a)d- c2n+i)d(C). La sucesión {An}n2::i es una fami­
lia dirigida de C* -álgebras, i.e. para cualquier n < m existe un isomorfismo 
isómétrico in m de An en Am tal que in m = ik m o in k cuando n < k < m . 

' ' ' ' 
Existe una C* -álgebra A universal llamada el límite inductivo de la familia 
dirigida (An, in,m) y una familia de isomorfismos isométricos in de An en 
A tales que in = im o in,m y A = Un2::1in(/4i). Se tiene que A = Un2::1Ái, 
vea por ejemplo la Proposición 2.3 en [26], esta C* -álgebra se llama la UHF 
C* -álgebra asociada con la familia ( Ái, in,m). 

3.2. U na condición de rango finito 

En [2] L. Accardi y S. Kozyrev introdujeron una nueva caracterización in­
finitesimal de flujos completamente positivos no necesariamente de homomor­
fismos. Hablando sin mucha precisión, este nuevo enfoque asocia a cualquier 
flujo CP y fuertemente continuo en una UHF C* -álgebra A un semigrupo 
CP y fuertemente continuo en B = M2 (C) ®Ano necesariamente conserva­
tivo o Markoviano. Esto nos da cuatro semigrupos fuertemente continuos en 
A. Las características infinitesimales del flujo son los generadores de estos 
semigrupos. Así el estudio de flujos de Markov se reduce al estudio de cua­
tro semigrupos en A. Para ver aplicaciones y más sobre esta técnica véase 
[32, 44, 33]. 

En particular ellos aplicaron este método para probar la existencia del 
flujo de volumen infinito asociado a una clase (cuasi-genérica) de sistemas de 
espines cuánticos en un retículo puntual (point lattice) de dimensión arbitra­
ria. Siendo más precisos, en este caso el generador formal del semigrupo CP 
en la C*-álgebra B = M2 (C) ® Ase expresa como 

(3.1) 

donde los mapeos infinitesimales 0k, k = -1, O, 1, son operadores en A y 
la matriz S actúa en B entrada a entrada es decir, para x = (xij), S(x) = 
(Sij(Xij)), 1 :S i,j :S 2. 

El operador S está densamente definido y genera un sdc de Markov en 
B si el rango de I - >..S es denso en B, (Teorema 1.82 de [2]); y esto último 
se cumple ([2], Teorema 1.92), cuando los coeficientes de S satisfacen una 
condición de rango finito. 
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El operador S también se puede escribir en la forma (Proposición 1.85 de 
[2]), 

S (x) = ¿ aaóa (x) ba, X E B (3.2) 
aEI 

conªª' ba , da E By óa (x) := [da, x] = dax - xd0 para cada a E I , donde 
Ic 'lf 

Diremos que S en la forma (3.2) satisface una condición de rango finito 
Sl 

(i) Para toda a E I existe Oa C I , tal que a E nª y IOal < B1 Va; 
además 

(ii) Para toda /3 (/. nª 

adicionalmente pedimos que para algún real C > O, 

sup llaall, llball , lldall ~ C. 
a 

Luego usando el Teorema de Lumer-Phillips, Accardi y Kozyrev obtuvie­
ron que S genera un sdc de Markov en B. En la siguiente sección obtendremos 
la misma conclusión si los coeficientes de S satisfacen cualquiera de las dos 
condiciones menos restrictivas (3.4) y (3.5) que llamamos respectivamente, 
decaimiento polinomial y decaimiento exponencial de los coeficientes. 

Con C y la notación de arriba tenemos 

y en consecuencia ll[óa, ó,0] (x)II ~ 2C (ll<5a (x)II + 11<5,e (x)II). Usando Xn
0 

para denotar a la función indicadora del conjunto Oa y la condición de rango 
finito tenemos para cada par a, /3 E I, 

ll[óa, ó,0] (x)II ~ 2CxnJ/3) (llóa (x)II + 11<5,e (x)II). (3.3) 
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3.3. Decaimientos polinomial y exponencial 

La desigualdad 3.3 motiva nuestras siguiente condiciones de decaimiento 
polinomial y decaimiento exponencial de los coeficientes. 

Definición 3.3.1 El operador S en la forma {3.2) satisface una condición 
de decaimiento polinomial, si existe un entero positivo fijo n tal que para cada 
par a,/3 E I, 

1 
11 [óa, 613] (x) 11 :S (1 + la - /3lt (llóa (x)II + 11513 (x)II). (3.4) 

Definición 3.3.2 El operador S en la forma {3.2) satisface una condición 
de decaimiento exponencial, si existe una constante positiva k tal que para 
cada par a, /3 E I , 

11 [óa, 613] (x) 11 :S e-kla-/3I (llóa (x)II + 11513 (x)II) • (3.5) 

Lema 3.3.3 Si asumimos la condición {3.4) con n > 2d, entonces existe un 
operador A= (A0 ,13) tal que 

1 L ll[óa,ó13](x)II :S 3 ¿ Aa,13 ll513(x)II, (3.6) 
/3ET /3ET 

y para cada /3, 
K 

¿A0 ,13 < ((p) + -
1 
((p-1) 

aET p-
(3.7) 

donde ((p) es la función zeta de Riemann, p - 1 := n - 2d + 1 y K es una 
constante que depende únicamente de la dimensión d. 

Demostración. Usando (3.4), tenemos 

1 
ll[óa,ó13](x)II :S (l+la-/3lf L 115-r(x)II, 

{'YET:la--rl~la-131} 
entonces 

L ll [óa,613] (x)II 
/3ET 
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donde 
3 

A ·= '°"' 
o,-y . L (1 + 1 f31)n. 

{/JEI:lo-/312:lo--yl} a -
(3.8) 

Ahora tenemos que 

A - " 3 < "IA 1 3 
c,,,6 - L (1 + 1 l)n - L s (1 1 f31 )n 

{'YEI:lo--yl2:lo-,6I} a - 1 s2:0 + a - + 8 

donde para s 2: O, s E Z, 

As :={,E I: la - f31 + s ~ la - ,1 < la - f31 + (s + 1)}. 

Poniendo la - f31 = t, obtenemos que 

Por lo tanto 

. Fijando (3 E I, tenemos las siguientes desigualdades 

" A < " " 3 . d . 2d < " " d 2dtd-l 3 . d . 2d 
L 0

,/3 - L L (l + la _ f3I + s)n-d+l - L L · (l + t + s)n-d+I 
oEI oEI s2:0 t s 

3 · (2d) 2d 1 
~ L L (1 + t + r-d+l-(d-1) = K L L sn-2d+2 

t s S t s2:t+l 

1 K 1 K 
= "-+- '°"'- = ((p) +-((p-1), L tP p - 1 L tP-1 p - 1 

t2:l t2:l 

donde K = 3 • (2d) 2d y p = n- 2d + 2. Para garantizar la convergencia de las 
series en los cálculos anteriores requerimos que p - 1 > 1 ó equivalentemente 
n > 2d. ■ 
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Observación 3.3.4 De manera similar podemos probar que la condición de 
decaimiento exponencial 3. 5 también es suficiente para obtener el resultado 
del Lema 3.3.3. Más precisamente podemos probar que la estimación {3.6) es 
válida con 

Aa,{3 = L 3e-kla--rl :S L 3IAsle-k(la-fJl+s) (3.10) 
{-yEI:lo--rl2::lo-f31} s2::0 

donde As es como en {3.9). En el caso d = 3 tenemos, 

(3.11) 

donde F(m, z) = I::;:1 ;! es la función polilogaritmo, véase la referencia {1}. 
Una estimación similar puede obtenerse para cualquier otro d 2: 1. 

Observación 3.3.5 Hablando informalmente, las condiciones {3.4) y {3.5) 
significan que el conmutador [00 , ófJ] es pequeño en la norma inducida por la 
gráfica de 00 y ÓfJ. 

Las estimaciones (3.7) y (3.11) implican que el operador A = (Aa,fJ) es 
un operador acotado en l1 (I) , al usar el siguiente resultado bien conocido 
(véase p. 169 de [2], ó p. 98 de [29] ó [27]). 

Lema 3.3.6 Un operador T es acotado en l1 (I) y IITII :S M, si para toda 
/3 E I existe un real M > O tal que 

L ITa,{31 < M. 
oEI 

Demostración. Si (y0 )
0 

E l1 (I) , entonces 

IITY ll1 = L ¿ Ta,{JY{J :S L L ITa,{31 IYfJI = L Jy{JJ L ITa,fJI :S JJy JJ1 M. 
e, {3 e, {3 {3 e, 

■ 
Estamos listos para enunciar nuestras nuevas aportaciones y principales 

resultados de este capítulo. 
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Teorema 3.3.7 Sea S(x) = ¿
0
aa0 80 (x)b0 con 80 (x) := [d0 ,x], ª°" b0 , 

d0 operadores acotados uniformemente en B. Supongamos que para a, (3 E I 
son válidas las condiciones 3.4 (respectivamente 3.5) y que 

con A0 ,13 como en { 3. 8) { respectivamente 3. 1 O), entonces 

IIS8a (x) - 8aS (x)II :S ¿ Aa,/311813 (x)ll -
/3EI 

Demostración. Como vimos arriba, nuestras hipótesis implican que 

1 L 11 [8a, 813] (x)II :S 3LAa,/3118/3 (x) 11; 
/3 /3 

(3.12) 

esta desigualdad junto con (3.12) y el Lema 1.88 (p. 165, [2]) nos dan la 
conclusión. ■ 

Corolario 3.3.8 Bajo los supuestos del último teorema, la clausura de S 
genera un sdc de Markov Pt en B. 

Demostración. Siguiendo la demostración del Teorema 1.92, p. 169 en [2], se 

puede probar que el rango de Al-Ses denso para A < (((p) + p~l((p-l)r
1 

en el caso de decaimiento polinomial Ó A < C!:-k ¿ ~=2 F(-m, e-k) r l 
con d = 3 en el caso de decaimiento exponencial. Se demostró en [2] que 
S es un operador disipativo densamente definido; consecuentemente por el 
Teorema de Lumer-Phillips, genera un semigrupo fuertemente continuo de 
contracciones en B. 

La positividad completa de Pt se sigue del Teorema 1.82 de [2]. ■ 
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Capítulo 4 

El semigrupo cuántico de 
exclusión asimétrica 

4.1. Introducción 

En este capítulo discutimos el semigrupo cuántico de exclusión asimétrica 
que surge de un modelo físico de conductividad eléctrica en una retícula (lat­
tice) deducido por L. Accardi y S. Kozyrev [2], a partir del límite estocástico 
de un sistema general de espines interactuando con un campo de bosones. 
Para detalles adicionales concernientes al límite estocástico vea [3]. 

Después de introducir una representación adecuada del generador infini­
tesimal, encontramos condiciones suficientes (Proposición 4.3.1) (4.6) para la 
existencia del SCM, damos una condición suficiente ( 4.20) , para la existencia 
de estados diagonales (o clásicos) estacionarios del modelo y probamos la 
existencia de una infinidad de ellos parametrizados con los números reales 
positivos. También demostramos que la envolvente convexa cerrada de dichos 
estados está contenida en el conjunto de estados invariantes del SCM, y que 
cualquier elemento de la envolvente convexa satisface una condición de ba­
lance detallado cuántico. Además demostramos que cualquier estado inicial 
es conducido por el SCM de exclusión asimétrica a un estado de equilibrio. 

El generador formal de Lindblad y Gorini-Kossakowski-Sudarshan del 
SCM asociado con el modelo actúa en una C* -álgebra uniformemente hiper­
finita ( o UHF C* -álgebra por sus siglas en inglés, vea [4]). Para simplificar 
los cálculos, introducimos una representación del generador ( 4.4) actuando 
en el álgebra de todos los operadores acotados en el producto tensorial infi-
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nito h = ® ~>l C2, estabilizado con respecto a la sucesión r.p = ( r.pn)n?.l, r.pn = 
IO), \:/n ~ 1,-donde {IO), 11)} es la base canónica de C2

. 

La restricción del generador a la subálgebra diagonal ( conmutativa) tiene 
la forma 

L 1rs(atsP(rJrs) - a:;5 p(r¡)), 
7Jr=0 ,77,=l 

donde r¡ E {O, l}zd, rJrs están definidos abajo por (4.1), irs, a-::S y a;:-
5 

son 
números positivos. En el caso a-::S = a;:-

5 
( que corresponde a temperatura 

infinita, i.e. , (3 = O, ver Observación 4.5.5) el generador de arriba coincide 
con el generador de un proceso de exclusión clásico, cuyos estados invariantes 
fueron estudiados por T .M. Liggett [30]; para un estudio del correspondiente 
SCM vea el trabajo de R. Rebolledo [36] . En nuestro caso (temperatura 
finita , i.e., (3 > O) la condición a-::S = a;:-5 no se cumple, por esta razón el 
correspondiente generador clásico no está incluido en la clase estudiada por 
Liggett, y por lo mismo llamamos semigrupo cuántico de exclusión asimétrica 
al SCM construido a partir del generador formal de Lindblad de nuestro 
modelo. 
Finalizamos describiendo las secciones destacadas del capítulo. En la sección 
3 definimos el generador de Lindblad y Gorini-Kossakoswski-Sudarshan del 
SCM de exclusión asimétrica, que construimos en la sección 4, y la sección 
5 está dedicada al cálculo de sus estados invariantes. En las últimas dos 
secciones discutimos la convergencia al equilibrio y la condición de balance 
detallado cuántico. 

4.2. Preliminares 

Sea {IO) , 11)} la base canónica de C2 y sea Sel conjunto de las sucesiones 
r¡ : zd --t { O, 1} con r¡1 = O salvo para un número finito de l E ·7¡_,,d. Puesto que 
'll,d es un conjunto numerable podemos escribir zd = {li, l2 , • • · } siendo li el 
vector cero. Si escribimos 

Ir¡) (8) lrJ1) = lf/!if/!2 ... r¡¡kO .. . O) 
IEzd 

lrJti) ® lrJ12) 0 ... ® lrJ1k) 0 IO)' 
m?_k 

el conjunto 
o:= {Ir¡) : r¡ E S} 
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es una base ortonormal del producto tensorial estabilizado h = ® 'Ph 1, h1 = 
IEZd 

C2 con respecto a la sucesión <p = (I0))1Ez d. 

Notemos que podemos escribir S = Un::::oSn con Sn = { 77 E S : 77lr = 
O V r > n}. Como Sn es finito para cada n ~ O, S es un conjunto numerable 
y el espacio de Hilbert h es separable. Todo elemento de h se representa en 
la forma~= ¿ 17Es(77,~)l77). 

Sean cr+ = ( ~ ~ ) , e;_ = ( ~ ~ ) , n+ := cr+cr-, n_ := cr_cr+, 

cr_r:=··· 0 1 ® cr_ 0 1 0 ···, VrE'lld, 
'-v-' 

r 

y cr+r , n_r, n+r definidos de forma similar. Con esta notación es fácil ver que 
cr+ IO) = O E C2

, cr+ 11) = IO) , cr_ IO) = 11) y cr_ 11) =O. Además, si lis denota 
la función indicadora del subconjunto { s}, después de algunos cálculos para 
77 E S y r E zd se obtiene 

Por consiguiente, si 

para r =/= s, se tiene 

y similarmente 

donde 

CT+rCT-s 177) 
(1- 17s) (77 + (-1)11' 11s)r 177 + (-1)11• 11s + (-1)11r 11r) 

(1 - 77s) 17r l77rs) 

Ahora usando las relaciones 

(4.1) 
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obtenemos 

(1 - Tlr) Tls Ir¡) 
y 

c;scrs Ir¡) = (1 - Tls) Tlr Ir¡)· 

(4.2) 

(4.3) 

4.3. El generador de Lindblad-Gorini-Kossakowski­
Sudarshan 

El generador formal de Lindblad y Gorini-Kossakowski-Sudarshan que 
consideraremos en este capítulo (véase la ecuación (1.3.40 en [2]) tiene la 
forma, 

-t:(x)[r¡, ~] = <I>(x)[r¡ , ~] + (Gr¡, x~) + (r¡, xG~), 

donde x E B(h) y 

<I>(x) = 2 ¿ /rs (a~c;sxCrs + a:;sCrsxc;s ), 
rcf,sEzd 

(4.4) 

(4.5) 

El operador G se define por G = -½<I> (J) - i H y H es el operador auto­

adjunto 

H = L 'Yrs (b~c;scrs - b:;scrsc;s) ' b;s, b:;s E R 
rcf,sEZd 

Al usar las relaciones básicas (4.2), (4.3) y haciendo algunos cálculos se puede 
ver que los operadores H y G actúan en h de acuerdo a 

H = L L /rs(b;s(l - Tls)Tlr - b:;s(l - Tlr)Tls)lr¡)(r¡I, 
r¡ES rcf,sEZd 

y 

(4.6) 
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Proposición 4.3.1 Supongamos que para todos r, s E zd 

Entonces e( r¡) está bien definido para todo r¡ E S. 

Demostración. Dado que para r¡ E S, existe n tal que r¡ E Sn y notando 
que r = s implica (1 - r¡5 ) T/r =O= (1 - T/r) T/s, tenemos 

de donde la serie que define a e( r¡) converge. ■ 

En el caso del modelo de conductividad eléctrica deducido por Accardi y 
Kozyrev, los números reales positivos 'Yrs, son libres y las suceptividades ge­
neralizadas (generalized susceptivities) ( o coeficientes de transporte ) a~, b~, 
están dados por las partes real e imaginaria de las integrales en las ecuaciones 
(1.3.31) y (1.3.32) en la p. 112 de [2] . Si d = 3 calculando dichas integrales 
obtenemos 

+ - 2 1 ( ½)12 ( 1 ) - - + /3p ars - 41r p 9 p ef3P _ 1 Y ars - arse , (4.7) 

en caso de que p = E~ - E~+ E· (r - s) > O y a;s = O en el otro caso. Donde 
E~ es la energía de un electrón en el sitio r, E = (E1 , E2 , E3 ) es un campo 
eléctrico constante, /3 es la temperatura inversa y g (x) = g (lxl), x E JRd es 
una función en S(ffi.d) , el espacio de Schwartz de funciones C00 de valores 
complejos que decrecen a cero en infinito más rápido que el recíproco de 
cualquier polinomio, o más formalmente S(IB.n) = {f E C00 (IB.n) : llfll a/3 < 
oo, para todos los multi-índices a, /3 E Nn}, donde C00 (IB.n) es el conjunto de 
funciones de IB.n a C infinitamente diferenciables, llflla/3 = llxº D 13 fll 00 ( ll·ll 00 

es la norma del supremo) y Dª = (-8
8 )ª1 

• • • (-8
8 )ª" donde x = (xi, ... Xn) y 

X¡ Xn 

a= (a1, ... an)-

Consideremos dos casos: 
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l.- (Campo eléctrico cero) Si el campo eléctrico E es cero, poniendo g(x) = 

(l:~:;:~:12 , x E IR3
, 0 > O y E~= lrl en (4.7), para p = lrl -1s1 > O 

tenemos 
e-.B(lrl-1s1) 1 

a;:s = 41r2(lrl - 1s1) (1 + lr l - lsl)° e.B(lrl-1s1) - 1' 

luego para lrl suficientemente grande se cumple ( e.B(lrl-1s1) - 1r
1 < 1 

- < 4 2 (lrl-jsl) -.B(lrl-1s1) 
Y ars - 7r (l+lrl-1s1)0 e 

Puesto que para 0 > l la función f ( x) = -( x )º tiende a O cuando 
l+x 

x - oo, existe una constante C > O tal que para lrl suficientemente 
grande, 

a;:s ~ 41r2ce-,B(lr1-lsl). 

Usando esto concluimos que 

L a;:s ~ 41r2C L e-,B(lrl-1s1) = ( 4.8) 

r lrl>lsl 

lrl = lsl + k}e-.Bk = 41r2Cd2d¿(lsl + k)d-le-.Bk < oo. 
k~l 

La suma a; correspondiente para a;s es finita para cada r fijo ya que 
p = lrl - lsl > o. 

2.- (Invarianza bajo traslaciones) E~ = e para cada r E Z3 . Si 0 ~ l , 
-{Jx2 

poniendo g(x) = (l:x2)012 en (4.7) para p =E· (r - s) > O tenemos 

-2,BE-(r-s) 
41r2 E· (r - s)--e----~ 

(1 +E· (r - s))º 

< 4 2 -2,BE-(r-s) 1 
7r e ·-----

e.BE-(r-s) _ 1 

< 47r2 1 
e.BE-(r-s) _ 1 

y similarmente 

2 
e-2,BE-(r-s) 

41r E· (r - s)-----~ 
(1 +E• (r - s))º 

< 41r2e-,BE-(r-s) 1 
e.BE-(r-s) _ 1 

1 
e.BE-(r-s) _ 1 

e.BE-(r-s) 

e.BE·(r-s) _ 1 
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en particular cuando E = (1, O, O, ... , O), la condición E • (r - s) 2 O 
deviene en E· (r - s) = r1 - s 1 > O ó r1 2 s1 + 1 y las últimas 
desigualdades se simplifican como 

y 

47r2 
a+<----­

rs - ef3(r¡ -s¡) - 1 

e-f3(r¡ -s¡) 1 
a- < 41r2----

rs - 1 ef3(r1 -s1) _ 1 · 

Ahora la función f (x) = /_1 tiende a O cuando x -t +oo, así que 
existe una constante C > O tal que si r 1 - s1 es suficientemente grande, 

- < 4 2c -f3(r¡ -s¡) 
ªrs - 7f e , 

y de ésta obtenemos 

Con cálculos similares se obtiene que las funciones b~ son uniformente 
acotadas y podemos elegir las ,' s de tal manera que 

s r 

Por tanto los supuestos en la proposición anterior ( 4.3.1) son válidos en los 
dos casos considerados, si suponemos por ejemplo que las funciones 'Yrs están 
uniformemente acotadas para controlar las partes reales y que satisfacen 
(4.9). 

4.4. El semigrupo cuántico de Markov 

En esta parte mostramos que el generador formal de Lindblad introducido 
en la sección anterior satisface condiciones suficientes para la existencia del 
semigrupo mínimo. 

Proposición 4 .4.1 El operador G definido por 4-6 tiene las siguientes ca­
racterísticas: 
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(i) Su dominio máximo es el conjunto 

domG = { ~E h : ¿ je (r¡)j
2 

j(r¡, ~)12 < oo } , 
r¡ES 

y en cada elemento ~ de este dominio actúa como 

G~ = - ¿ c(r¡)(r¡,~)jr¡). (4.10) 
r¡ES 

(ii) Tenemos O e domG y por tanto G está densamente definido. 

Demostración. Tenemos que ~ E domG, si y sólo, si G~ E h. Para cada 
~ = ¿

11
E8 (r¡,0jr¡) E domG, tenemos G~ = _- ¿

11
E 8 c(r¡)(r¡, ~)jr¡) y por la 

identidad de Parseval, 

I: lc(r¡)l
2 

l(r¡,~)12 = IIG~l l2 < oo. ( 4.11) 
r¡ES 

Recíprocamente, si~ satisface (4.11), por el Lema de Riesz-Fischer G~ E h. 
Esto prueba (i). 

Como jjGr¡jj 2 = jc(r¡)j 2 < oo para cada r¡ E S se tiene que O e domG. 
Por tanto domG también contiene al espacio lineal generado por O , que es 
denso. ■ 

Proposición 4.4.2 El operador G es disipativo y es el generador de un se­
migrupo de contracciones fuertemente continuo W = (Wt)t:::o· 

Demostración. Para cada ~ E domG se tiene 

r¡ ,r¡'ES r¡ES 

Y ~c(r¡) = ¿r;ésEZd 'Yrsa;!:s (l-r¡s)1'lr+1rsa;5 (1-r¡r)1'ls ~ O, pues 'Yrs, a;!:s, a;s ~ O; 
de esto concluimos que 

~(~,GO = - ¿j (r¡,~)12~c(r¡) :S O. 
r¡ES 

Esto prueba que G es disipativo. 
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Por el Teorema de Lumer-Phillips (Teorema 3.1.16 en [4]), G genera un 
semigrupo de contracciones fuertemente continuo si la imagen R(J - aG) del 
operador I - aG es h para algún real a > O. Pero para 0 E h tenemos que 
0 = (I - aG)~ si, y sólo si, 

0 = ¿(1 + ac(r¡))(r¡,0177) 
r¡ES 

si, y sólo si , (r¡,~) = (l+ac(r¡))-1 (77,0) yc(r¡) #-a-1 paratodar¡ E S. Esta 
condición se cumple y ~ E domG si elegimos a ~ 1 porque ¡1 + ac(r¡)l2 = 
1 + 2aRc(r¡) + a 2!c(r¡)l2 ~ 1 + a 2lc(r¡)l2 ~ lc(r¡)l2 y 

¿lc(r¡)l2l(rJ,Ol
2 

= ¿ llt~1~\ 12 !(r¡,0)12:::; ¿l(r¡,0)1
2 

< oo. 
r¡ES r¡ES 7J r¡ES 

Por lo tanto tenemos R(J - aG) = h para todo a ~ 1 y esto concluye la 
prueba. ■ 

Observación 4.4.3 Para cada t ~ O se tiene 

Wt = L etc(r¡) Ir¡) (r¡I Y WtlrJ) = etc(r¡) Ir¡) (4.12) 
r¡ES 

por lo que spanV es un subespacio invariante de W . Más aún usando (4.10}, 
un cálculo directo con r¡ E S y n ~ 1 muestra que 

es decir, Ir¡) EdomGn y spanV también es invariante bajo e n para toda n ~ 1, 
hecho que usamos en la siguiente proposición. 

Proposición 4.4.4 El subespacio vectorial spanV de las combinaciones li­
neales finitas de elementos de la base ortonormal V es una esencia para G. 

D emostración. Como G (spanV) e spanV, por el Teorema de Nelson, ([38] 
pág. 202 ó Corolario 3.1.20 de [4]) es suficiente verificar que spanV consiste 
de vectores analíticos. 

Por (4.13) es inmediato que I::n>O ~ IIGnr¡II = etlc(r,)I, i.e. cada r¡ E V 
es analítico. Mediante lo anterior y algunos cálculos se puede ver que los 
elementos de span V también son vectores analíticos. ■ 
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Usando las relaciones ( 4.2) y ( 4.3) después de algunos cálculos tenemos 
para cada par r¡, ~ E O que 

<I>(x)[r¡ , ~] 

(4.14) 

El mapeo él> : B(h) x span(O) x span(O) --t Ces normal, completamente 
positivo, lineal en x y sesquilineal en r¡, r Además para cada r¡ E O, 

<I>(I)[r¡] = 2 ¿ /rs (ats(l - TJs)TJr + a;5 (l - r¡r)TJs) = -2~(r¡, Gr¡). (4.15) 
rfcs 

En resumen, los operadores él> y G satisfacen las condiciones suficientes 
([14], [7], Teorema 2.1.3 de [22] ó Teorema 2.4.7 de esta tesis) para la exis­
tencia del semigrupo mínimo T =( Tt)r?.o asociado con el generador formal 
(4.4). Este semigrupo Tal cual llamaremos de exclusión asimétrica, tiene la 
propiedad de ser conservativo o de Markov, lo que será justificado al final 
de la siguiente sección (Corolario 4.5.7), donde daremos un argumento corto 
basado en que el semigrupo tiene un estado invariante fiel. 

4.5. Estados Invariantes 

Buscamos estados invariantes diagonales ( o clásicos) del sdc de exclu­
sión asimétrica. Para ello primero calculamos el predual J:,* del generador 1:,. 

Usando las relaciones (4.2) y (4.3) se puede ver que para cualquier operador 
P = ¿

17
,~Es p(r¡ ,~)Jr¡)(~I de la clase de traza ..o/i, 

J:,*(p) = 
¿ ( ¿ 1rs(2a;:(l - r¡r)TJs(l - ~r)~s + 2a;5 (l - r¡s)TJr(l - ~s) ~r)P(TJrs,~rs) 

(4.16) 

Los siguientes cálculos son formales, pero sirven como guía para adi­
vinar estados invariantes del semigrupo ( T t)t"?.O· Un estado diagonal p = 
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¿
77

E8 p(77)!11)(77I es una solución de la ecuación í:,*(p) = O si, y sólo si, para 
toda 77 ES 

L 'Yrs( (2a;5 (l -17r)17s + 2a;5 (l -17s)17r)P(17rs) -
rf-sEzd 

(2a;5 (l -17r)17s + 2a;5 (l - 17s)17r )p(17)) = O. (4 .17) 

Para cada (r, s) E zd x zd, r =/- s y 77 E s, se cumple (1 - 17rhs = O o 
(l -11shr =O.Por tanto, para cada 77 ES fija, (4.17) se cumple si 

L 'Yrs (a;sP(17rs) - a;5 p(17)) = O, (4.18) 
7)r=Ü,7)s= l 

cuando (1 - 17s)17r = O; Y 

L 'Yrs (a;sP(17rs) - a~p(17)) = O (4.19) 
1)r=l ,1)s=0 

en el caso (1 - 17r )17s = O. 

Observación 4.5.1 Si at = a-;5 , la ecuación (4.18} o (4.19} tiene la forma 
del generador del proceso de exclusión clásico introducido por T.M. Liggett, 
vea por ejemplo la ecuación (0.1} en el capítulo VIII de {30}. En nuestro caso 
la condición at = a-;s no se cumple, por lo que llamamos al sdc descrito en la 
sección anterior: semigrupo cuántico de Markov de un proceso de exclusión 
asimétrica; el correspondiente proceso clásico no está incluido en la clase de 
procesos de exclusión estudiada por Liggett. 

Proposición 4.5.2 Un estado diagonal p = ¿
11
E8 p(11)l11)(11I es invariante 

para el sdc ('lt)t~o de exclusión asimétrica si, 

( ) = ( - )C-1)11r ( + )C-1)11• ( ) P 17rs ars ars P 17 , ( 4.20) 

y converge la serie doble 

L 'Yrs (a;5 + a;s) • (4.21) 
rf-sEzd 
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Demostración. Podemos escribir p = límnPn en (5i, 11 · 111) con Pn 
I::.,ESn p(77)l77)(77I. Cada Pn E dom.e (ver Proposición 3.32 in Ref.[14]) y 

J:,*(Pn) = L ( ¿ 'Yrs (2atsP(77 + nr - ns) - 2a;sp(77))+ 
T)ESn {(r,s):11r=Ü,1)s=l} ( 4.22) 

L 'Yrs (2a;sp(77 - nr + ns) - 2a~p(77))) 177)(771 + R(n) = R(n), 
{ ( r,s) :T)r=l,T)s=O} 

donde, con la notación [o, n] = {r = li E zd: O::; j::; n}, 

R(n) = 2 
{ (r,s)E((o,n] x (o,n)) c:r,6s} 

(1 - 77s )77rats) ( l77rs) ( 77rs 1 - 177) ( 771) · 

Y tenemos la siguiente estimación para 11 R( n) 111, 

IIR(n)ll1::; 4 ¿ p(77) 
T)ESn {(r,s)E((o,n] x [o,n])c:r,6s} 

( 4.23) 

( 4.24) 

::; 4 ¿ p(77) ¿ 'Yrs(a~ + a;s) 
11ESn { (r,s)E((o,n] X [o,n])":r,6s} 

::; 4 ¿ 'Yrs(a~ + a;s) -t O cuando n -too. 
{ (r,s)E([o, n) x [o,n))c:r,6s} 

Por lo tanto J:,*(Pn) -t O cuando n -too, y de aquí p E doml:,* y J:,*(p) = O, 
pues J:,* es cerrado. ■ 

Observación 4.5.3 En el caso de campo eléctrico cero, las funciones a~ son 
uniformemente acotadas y lo mismo acurre con las b~. Entonces las hipótesis 
en la Proposición 4.3.1 se cumplen si suponemos que la serie doble I:r#s 'Yrs 
es convergente. Nótese que esta misma hipótesis y la acotación uniforme de 
las a~ son suficientes para que se cumpla la condición (4- 21). 

Teorema 4.5.4 Supongamos que la serie doble (4.21) converge y~ = !l..0:2.(r), 
Ors q S 

para todos r, s E zd, lrl > lsl, con q una función positiva en zd tal que 
I::rEZd l+~(r) < oo, entonces: 
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{i} Un estado ¿
11

Es p( 1J) l7J) ( 7J I es fiel y satisface la condición { 4. 20) si 

p( 1J) = p( { 1J}) donde p es la medida producto en { O, 1 }zd con distri­
buciones de probabilidad finito-dimensionales dadas por 

con ~r la medida de probabilidad en { O, 1} tal que 

q(r)l-x 
o'.r(x)=ar({x})= ( )' xE{0,1}. 

l+qr 
( 4.25) 

{ii} Existe un número infinito de estados invariantes para el SCM de ex­
clusión asimétrica asociados con cada función q. 

Demostración. Un cálculo sencillo muestra que p(1J) = IIrEzdO:r(7Jr)-
Para O ::S Un < l tenemos IIn2:1 (1 - un) > O si, y sólo si I::n>l Un < 

oo (vea Teorema 15.5 en [39]). Así p(1J) = IIrEzdCXr(1Jr) > O si, y- sólo si 
I::rEzd (1 - ar(1Jr)) < oo. Si 7J ES entonces para lrl suficientemente grande 
tenemos 1 - O:r(7Jr) = l+!(r)' y la serie I::rEZd 1 - O:r(7Jr) converge si, y sólo 

si la serie I::rEzd i+!(r) converge, esto prueba que p(1J) > O para todo 1J E S. 
Por tanto O < p( S) ::S 1. Por consiguiente p tiene traza finita pues 

tr(p) = ¿p(1J) = p( u {1J}) = p(S), 
17ES 

17ES 

por ende p es un estado ( después de normalizar si fuese necesario), que 
además es inyectivo (fiel) porque sus valores propios son estrictamente posi­
tivos. 

Ahora veremos que p es invariante, 

IIrEzdO'.r ((1J + (-1)1Jro].ro)r) = 

{ 
O'.r0 (O)aro (1 )-l p( 1J), 1Jr0 = 1 
O'.ro(l)aro(o)-1p(1J), 1Jro = O. 

Entonces p(1J + (-1)1Jro lir
0

) = q(ro)(-l)'lro p(1J) y de aquí 

p(1J + (-l)11r].r + (-1)17•].5 ) = q(r)(-l)'1r q(s/-l)'I• p(1J). 

Esta relación y nuestros supuestos implican (4.20) y prueban (i). 



54 El semigrupo cuántico de exclusión asimétrica 

El estado invariante p no es único. Si p (r) = cq (r), con e > O, enton­

ces rld(r) = ~, para s -/= r E '11.,d y a p le corresponde el estado invariante 
P S ars 

Pe= ¿r¡ESPc(11)!11)(11I donde pc({77}) = rrrEzdG:cr(77r) y G:cr es la medida de 
probabilidad en {O, 1} tal que 

(cq(r))l-x 
G:cr (X) = G:cr ( {X}) = l + cq ( r) , X E {O, 1} . ( 4.26) 

Por lo tanto por cada real positivo hay un estado invariante asociado a la 
función q. Esto termina la prueba. ■ 

Observación 4 .5. 5 En relación al Teorema 4.s.4 tenemos: 

{i) En el caso del campo eléctrico cero, de las relaciones (4 -7) se sigue que 

i. e., los supuestos del teorema se cumplen con q( r) = ef3E~; en este 
caso vemos que elegir una función q (r) equivale a elegir la función de 
energía E~. 

{ii) No sabemos si existen estados invariantes para el caso de invarianza 
bajo traslaciones. 

En el caso q(r) = ef31rl podemos estimar la medida p(17) como sigue. De 
la desigualdad en la prueba del Teorema 15.5 en [39] obtenemos 

o < p( 17) = rrrEzdG:r( 17r) ~ e- Lrezd (1-ar(rJr )) ; 

y si para cada 77 ES definimos Kr¡ := min{t >O: 77r = O, Vjrj > t}, entonces 

~ ~ l _ ef3k(l-r¡r) _ 
D D 1 + ef3k -
k?:O lrl=k 

K.,, ef3k(l-r¡r) 1 

L L 1 - 1 + e/3k + L L 1 + e/3k 2: ( 4.27) 
k=l lrl=k k>K.,, lrl=k 

K.,, /3k(l-r¡r) K.,, /3k /3 
~ ~ 1 e > ~ e > _ e_K 
D D - 1 + e/3k - D 1 + e/3k - 1 + e/3 r¡' 
k=l lrl=k k=l 
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porque {r E zd : TJr = 1 y lrl = Kry} =/= 0 y f(x) = 1:':;,, es una función 
creciente para x ~ O. Por lo tanto tenemos 

( e/3 )K 
O<p(TJ)~e- 1+.P .,_ (4.28) 

Una desigualdad similar es satisfecha por cada estado invariante Pe, c > O, 
del SCM de exclusión asimétrica asociado con la función p (r) = cq (r). 

A partir de este punto, asumiremos que q(r) es suficientemente regular 
para que el correspondiente estado p sea fiel. 

Una consecuencia inmediata del teorema anterior es el siguiente resultado. 

Corolario 4.5.6 El conjunto de estados invariantes de (Tt)t~o contiene a la 
envolvente convexa cerrada en ..9j_ del subconjunto 

Iq = {Pclac : zd -t P( {O, 1}) satisface (4- 26) para c E (O, oo )} , 

donde P( {O, 1}) denota el conjunto de medidas de probabilidad en {O, 1}. 

D emostración. Claramente cada combinación convexa de elementos de Iq 
es un estado invariante bajo 7;, t ~ O. Además si (0n)n~1 es una sucesión de 
combinaciones convexas finitas y límn 0n = 0 en ..9j_, entonces 0n E dom.C* y 
.C*(0n) = O para toda n ~ 1, consecuentemente .C*(0) = O. Además 0 es un 
estado por ser límite de una sucesión de estados. ■ 

Corolario 4.5.7 El semigrupo mínimo de exclusión asimétrica es de Markov 
o conservativo. 

D emostración. Usamos que cada elemento de Iq es un estado fiel (o inyec­
tivo) y la Proposición 4.5.8. ■ 

A continuación enunciamos un resultado general de J. C. García Corte 
[23]. También la prueba es de él. 

Proposición 4.5.8 Un semigrupo mínimo (Tt)t~o que tiene un estado inva­
riante fiel es Markoviano. 

D emostración. Si ('Tt*)t~o denota el semigrupo predual y p es un estado 
invariante fiel del semigrupo, entonces Vt ~ O, Tt*( p) = p, Tt(I) ~ I y 

tr(p'I;(I)) = tr(Tt*(p)I) = tr(p) = l. 

Por tanto O= tr(p(I - 'I;(J))) = tr(p½(I - 'I;(J))p½). Siendo I - 'I;(I) un 
operador positivo, esto prueba que p½ (I - Tt(I) )p½ = O. Como p es fiel y 
tiene rango denso se sigue que I - 'I;(I) = O. ■ 
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4 .6. Convergencia al equilibrio 

En esta sección establecemos el comportamiento asintótico de (7í)t~o­
Así en el resultado principal de esta sección (Proposición 4.6.3), demostramos 
que para cada estado O" E 3'i, existe el límt-+oo T..t (O") = p; en este caso p es 
un estado invariante del semigrupo (lo cual se ve fácilmente), y se dice que 
(Tt)t~o conduce al equilibrio a todo estado inicial. 
Con lo anterior en mente recordamos los siguientes resultados (vea Frigerio 
y Verri [19, 21]) 

Teorema 4.6.1 Sea S un SCM en un álgebra de van Neumann A con un 
estado invariante normal fiel w y sean F(S), N(S) las subálgebras de van 
Neumann de A 

F(S) 

N(S) 

= { x E A I St ( x) = x, \/t ~ o } , 
{ x E A I St(x*x) = St(x*)St(x), St(xx*) = St(x)St(x*), \/t ~O}. 

Entonces: 

{i) F(S) está contenido en N(S), 

{ii} Si F(S) = N(S ), entonces w* - límt-+oo S *t(O") existe para cada estado 
normal O" en A. 

Los siguientes resultados de F. Fagnola y R. Rebolledo [17, 18], nos per­
mitirán determinar fácilmente F(T) y N(T) para aplicar el Teorema 4.6.1. 

Teorema 4.6.2 Supongamos que son de Markov los SDC mínimos T y T 
asociados con los operadores G, Le y con G*, Le respectivamente. Además 
supóngase que existe D C h denso y es una esencia común para G y G* tal 
que la sucesión (nG*(n - G)-1)u)n~l converge para todo u E D. Entonces 
N(T) e {Lk, Lk: k ~ 1}' y F(T) = {H, Lk, Lk: k ~ 1}'. 

Aquí { X 1 , X2 ... }' denota al conmutador generalizado de los operadores 
(posiblemente no acotados) X 1 , X 2 , ... , esto es, a la subálgebra de todos los 
operadores y E B(h) tales que para todo k ~ 1, yXk ~ Xky (i.e. Dom(Xk) ~ 
Dom(Xky) y yXku = Xkyu para todo u E Dom(Xk)). 

Estamos listos para demostrar que nuestro semigrupo conduce al equili­
brio a todo estado inicial. 
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Proposición 4.6.3 Para el SCM de exclusión asimétrica (Tt)t~o tenemos 
que N(T) = F(T). Por tanto w* - límt-+oo T.t(CT) existe para todo estado 
CJ E 3i. 

Demostración. Con L~ = J,rsa"tCrs, L;s = ~c;s, tenemos N(T) e 
{ Crs, c;s : r, s E zd, r =/= s }', luego un operador x E N(T) también conmuta 
con c;sCrs y CrsC;8 • Por tanto para 

( E domH = {(Eh : ¿ ¿ /rs(b:s(l-11r)11s-b;s(1-11s)11r)(11,0 l11 ) E h} , 
rfsEZd r¡ES 

se cumple 

Hx( = L /rs(b:sc:scrs - b;sCrsc;s)x( 
rfsEZd 

L X¡rs (b:sc;scrs - b;sCrsc;s)( 
rfsEZd 

X L L /rs (b:S(l - 17r )17s - b;5 (1 - 17s)17r) (17, () 117) = xH( E h. 
rfsEzd r¡ES 

Por consiguiente H e domHx y Hx( = xH(. Esto y el Teorema 4.6.2 
prueban la proposición. ■ 

4.7. Balance detallado 

En esta sección supondremos que todas las funciones a~ tienen valores 
reales positivos para lrl > lsl y satisfacen las hipótesis del Teorema 4.5.4. 
Nuestra meta es mostrar que cada estado invariante del SCM de exclusión 
asimétrica en la envolvente convexa cerrada de Iq satisface la fórmula de 
balance detallado (4.43). 

Decimos que un Semigrupo Cuántico de Markov 7; con un estado fiel 
p satisface la condición de balance detallado cuántico ( quantum detailed 
balance) (Frigerio, Gorini , Kossakowsky y Verri [20]) si existe otro SCM i; 
tal que 

tr (py7; (x)) = tr (pi; (y) x) , \:/x, y E B(h). ( 4.29) 

En nuestro caso el SCM 7; tiene u!! generador de Lindblad .C asociado 
con el mismo el> ( x) y con G*, i.e. 7; y 7; tienen el mismo generador salvo el 
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signo de H, más precisamente 

l(x)-.C(x) = -2i[H,x]. 

Proposición 4. 7.1 Para cada estado invariante p = ¿,r¡ES p (r¡) Ir¡) (r¡I, con 
p( r¡) = IIrEZd ar ( 'r/r) y ar como en { 4- 25), tenemos que 

tr (p1-04> (y) /x) = tr (p1
-

0y/4> (x)), \/ x, y E B(h). (4.30) 

Demostración. Primero notemos que si q(r) es suficientemente regular, en­
tonces p9 E .9i_ para toda O < 0 ~ l. Por ejemplo si q(r) = e.Blrl, usando 
( 4.28) obtenemos 

tr(P°) = I: p(r¡)º < 
0( e/3 )K ¿ e- i+e/3 '1 ~ 

r¡ES r¡ES 

L L -e( __L )n e l+e/3 < 
0( e/3 )K L H(En)e- l+e/3 '1 < oo, (4.31) 

n2:'.0 r¡EEn n2:'.0 

donde En= {r¡ ES: Kr¡ = n} , n 2'.: O. Por tanto (4.30) tiene sentido. 
S. if, ( ) - L+* L+ + L-* L- L+ - r::::--::+c L- - ~C* 1 ':l!'rs X - rs X rs rs X rs Y rs - V /rsars rs, rs - V /rsars rs> 

podemos escribir 

4>(x) = 2 ¿ 4>rs(x), X E B(h) . 
r,psEZd 

Inmediatamente vemos que para cualquier r¡ E S 

y para un operador cr = ¿,r,Escr(r¡) lr¡)(r¡I tenemos crlr¡) = cr(r¡) Ir¡) y 

crL~*lr¡) = cr (rJrs) L~*lr¡), 

L~*crlr¡) cr (r¡) L~*lr¡). 

( 4.32) 

Con cr = p(l-9
) de ( 4.20) se sigue que para r¡ E S tal que (1 - 'r/r )r¡s =/- O, 

p<l-0) L~*lr¡) = (:f) (1-0) L~* p<l-O)lr¡); 
rs 

( 4.33) 
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si (1 - T/r)T/s = O, se tiene L~*lr¡) = O i.e. (4.33) se cumple para toda r¡ E S. 
Concluimos que 

( 4.34) 

De manera similar 

( 4.35) 

También usando (4.20), se ve que para cada r¡ ES tal que (1 - r¡5 )r¡r =/= O, 

+ 
(l-0) L-*I) = (ªrs) (l-0) L_* (1-0) 1 )· P rs r¡ _ rs P r¡ , 

ars 

la igualdad se mantiene en el caso (1 - r¡5 )r¡r = O pues L;:s* lr¡) = O. Por lo 
tanto 

+ 
(l-0) L-* = (ªrs )(l-0) L-* (l-0) P rs _ rs P , 

ars 
( 4.36) 

y análogamente 

( 4.37) 

Si ahora usamos (4.34), (4.35) y 

( 4.38) 

obtenemos 

- (:7)(l-0)tr(L~*p<l -0)yL~P°x) 
rs 

(:7 )tr(p<I-O)yp9 L~xLts* ) 
rs 

tr (p<l-O)yp9 L:;
5
*xL:;

5
) , 

es decir 
tr (P(l -O) Lt/YL-::S/ x) = tr (p<I-O)yp9 L:;/xL:;s). ( 4.39) 

Cálculos similares usando (4.36), (4.37) y (4.38) muestran que 

( 4.40) 



60 El semigrupo cuántico de exclusión asimétrica 

Ahora (4.39) y (4.40) implican 

tr (p1-0 L~*yLtsP° X+ pl-O L-;
5
*yL-;

5
p9 X) 

tr (p1
-

0 yp9 L-;/xL-;s + p1
-

0 yp9 L~*xL~) 

tr (p1
-

0y/~rs (x)). (4.41) 

El resultado se sigue de (4.32), (4.41) y de las propiedades de la traza. ■ 

Observación 4.7.2 Se sigue de la prueba anterior que la Proposición 4- 7.1 

es válida para p = ¿7=1 Aj Pí si cada Pí tiene la forma a- = L-,¡ES a- ( r¡) Ir¡) ( r¡I, 
pues en este caso, p mismo se puede escribir en esta forma. 

Antes de proseguir denotamos con L2 (h) al espacio con el producto escalar 
(y, x) = tr(y*x) de los operadores de Hilbert-Schmidt en h. Para ver que 
nuestro SCM T,_ satisface ( 4.29) siguiendo la idea de la prueba del Teorema 
5.1 en [15], trasladaremos el problema a L2 (h) mediante una transformación 
de T,_ con ciertos semigrupos en L2 (h). Para cada p se define un encaje l de 
B(h) en L2 (h) por 

9 1- 9 
l(x) = p2xp-2. ( 4.42) 

El mapeo l es una contracción inyectiva con rango denso y es completa­
mente positivo para 0 = 1/2. Ahora definimos Tt(l(x)) = l(T,_(x)) para cada 
t 2 O y x E B(h). Los operadores Tt pueden extenderse a todo L2 (h) y definen 
un único semigrupo de contracciones fuertemente continuo T = (Tt)t?:'.O en 
L2 (h) (véase [5], Teorema 2.0.3). Además, si Les el generador infinitesimal 
de T, entonces l(dom.C) e domL y para cada x E dom.C, 

( 
9 1-9) 9 1- 9 

L p2xp-2 = p2.C(x)p-2. 

Proposición 4.7.3 Sea Mn := span{lr¡)(~I : r¡,~ E Sn} C dom(.C) y su­
pongamos que converge la serie doble (4.21}. Entonces el conjunto l(M) = 
UnENl(Mn) es una esencia para L y L, donde M es el subespacio de opera­
dores de rango finito en B(h). 

Demostración. Puesto que M e dom.C, para x E M existe el límite w* -
lím Tt(~)-x; por ende también existe el límite débil w - lím Tt(i(x1)-i(x), por 

t-+O+ t-+O+ 

tanto l(M) e domL. 
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Definamos Cn : Mn---+ Mn, por 

para 111) W E Mn y extendemos por linealidad; donde 

sir= lj ,S = lk ,j,k :S n 
otro caso. 

con zd = {li , l2, · · · }. 
Con la misma notación de la Proposición 4.5.2 para l11)(ll E Mn tenemos 

que 

(Lli (Mn) - Ln)(¿( l77)(l l)) = 

L 2,rs ( at(l - 17s)1?r( l - ls)lr + a;5 (1 - 17r )77s(l - lr )ls) X 

r,jcs 

p!(l77rs)(lrsl -111~:))(l~:)l)/29 = L 2,rs( at(I -17s)1?r( l -ls)lr+ 
(r,s)E([o,n] x [o,n])c 

a;s(1 - 77r)77s(l -lr)ls)P!(l77rs)(lrsl - l77)(ll)/28 • 

Después de algunos cálculos para cada 77 , l E Sn obtenemos la estimación 

L /rs ( at5 (1 - 17s)17r(l - l s)lr + a;5 (l -17r )77s(l - lr )ls) = 
(r,s)E([o,n] x [o,nW 

L 1rsat11rlr + L 1rsa;s17sls :S L 1rs(at + a;3 ). 

(r,s)E[o,n] x [o,n]c (r,s)E[o,n]" X [o, n] r,jcs 

No es difícil ver que cuando 77, l E Sn, los vectores 17rs, l son ortogonales 
para cada (r, s) E ([O, n] x [O, n]c) U ([O, n]c x [O, n]). Usando este hecho y la 
estimación de arriba se sigue que para cada x E Mn tenemos 

11 (Lli(Mn) - Ln) (l(x) ) ll2 :S 4 n( L 1rs(at + a;5 )) ll¿(x) lk 
r,jcs 

Por lo tanto la sucesión creciente de subespacios l(Mn) y la sucesión de 
operadores lineales Ln satisfacen las hipótesis del Teorema 3.1.34 de [4] con 
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N = 4 ( s~p at + s~p a;), L nm = Ln+mli(Mn), m ~ O, y cualquier a > O. 

Esto prueba la proposición para L. La prueba para L es similar. 

■ 
En el próximo teorema probaremos que para cada x, y E B(h) , 

La condición de balance detallado ( 4.29) se sigue de ( 4.43) poniendo 0 = O. 

Teorema 4. 7.4 El SCM de exclusión asimétrica Ti satisface (4-43} para ca­
da estado invariante p = L-r¡ES p (r¡) Ir¡) (r¡I, con p(r¡) = IIrEzdar (rJr) y ar 
como en (4.25}. 

Demostración. Puesto que G y p son diagonales, ambos conmutan. Por 
tanto 

tr(p<1
-

0)yp9(G*x + xG)) = tr(p<1
-

0\Gy + yG*)p9x). (4.44) 

Las identidades ( 4.30) y ( 4.44) implican que 

tr(p< 1- 0)yp9 .C(x)) = tr(p<1- 0) l(y)p9x) 

para todas x E dom.C, y E dom,C, Por lo tanto para cada r > O, 

tr ( (r - L)(¿(y))l(x) ) = tr ( ¿(y)(r - L)(l(x))). 

Como l(M) ~ una esencia para L y L, se sigue que para cada x EdomL y 

toda y EdomL, tenemos 

tr ( (r - L)(y)x) = tr ( y(r - L)(x)), 

y después de tomar resolventes 

Por ende, para toda t > O y n 2'. 1 obtenemos 
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Haciendo que n tienda a infinito, la fórmula de Trotter-Kato implica la 
relación de dualidad 

tr (1\(y) x) = tr(yTt(x)), ( 4.45) 

y al reemplazar en ( 4.45) los operadores x, y E M por p812xp(1- 8)12 , p(1- 8)12 yp812 

encontramos 

tr (l 1
-

9)7t(y)p8 x) = tr (l 1
-

0)yp8 T;( x) ) . 

Luego (4.43) se sigue de la densidad débil* de M en B(h) . ■ 

Para terminar probaremos que la igualdad ( 4.43) es satisfecha por cada 
estado invariante en la envolvente convexa de Iq . 

Teorema 4. 7.5 La fórmula de balance detallado (4-43) se cumple para cada 
estado invariante p en la envolvente convexa cerrada de Iq . 

Demostración. Sea p = I:,7=1 AjPí con Pí E Iq y ¿,j Aj = 1, una combina­
ción convexa de elementos en Iq . 

Primero notemos que p8 E 3'i, si q(r) es suficientemente regular. Por 
-( ce/3 )K 

ejemplo para q(r) = e~lrl y e > O tenemos Pc(TJ) < e 1+c•13 '7, luego con 
e = min { cí : 1 ::; j ::; n} se sigue que 

j=l j=l 

usando esta desigualdad y los mismos argumentos para probar ( 4.31) se puede 
ver que p8 E 3í. 

Por otro lado, los operadores p, G conmutan por ser diagonales respecto 
a una misma base por lo cual 

además gracias a la Observación 4.7.2, 

es decir las relaciones (4.44) y (4.30) también valen para p, luego usando los 
argumentos de la prueba del Teorema 4.7.4 podemos concluir que la combi­
nación lineal convexa p satisface (4.43). 
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Ahora supongamos que p = 11 · lli - límn Pn donde cada Pn es una combi­
nación convexa de elementos en 'Iq- Debido a la desigualdad (1.1) obtenemos 
IIP - Pnll :S IIP - Pnll1 y p = límn Pn, entonces por la continuidad de la fun­
ción f(x) = x0 y por cálculo funcional también se cumple p9 = límnp~; de 
esto y de la continuidad con la norma de operadores de una funcional de la 
forma tr((-)A) se tiene, 

tr(p1-0yp9T; (x)) = lím tr(p~-0yp!T; (x)) 
n 

lím tr (p~- 0i; (y) p!x) 
n 

pues cada Pn satisface (4.43). Esto culmina la prueba. ■ 



Capítulo 5 

Conclusiones y perspectivas 

Siguiendo el enfoque de Chebotarev construimos el semigrupo mínimo 
en un álgebra de von Neumann arbitraria A ~ B (h), y hemos discutido 
condiciones necesarias y suficientes para su conservatividad. Nuestro Teorema 
2.5.3 generaliza, al caso de un álgebra de von Neumann arbitraria, condiciones 
necesarias y suficientes de conservatividad bien conocidas en el caso B (h), 
vea [14], [6]. También en el Teorema 2.4.7 hemos generalizado el criterio de 
E. B. Davies [11] y una condición necesaria y suficiente para conservatividad 
obtenida recientemente por Fagnola-Rebolledo [16] y García-Quezada [24] . 

Con nuestras dos hipótesis menos restrictivas que la condición de Accar­
di y Kozyrev, llamadas decaimiento polinomial y decaimiento exponencial, 
(3.4) y (3.5) respectivamente, probamos que se siguen obteniendo genera­
dores de semigrupos dinámicos cuánticos de Markov de sistemas cuánticos 
cuasi-genéricos deducidos por Accardi-Kozyrev [2]. 

En la parte final de este trabajo empleamos otro modelo de los últimos 
investigadores ( deducido también mediante el método del límite estocástico 
[2]), para construir el semigrupo dinámico cuántico de exclusión asimétrica 
asociado a un modelo de conductividad eléctrica en un retículo. Obtuvimos 
estados diagonales (o clásicos) invariantes para este semigrupo y mostramos 
que corresponden con medidas invariantes de procesos de exclusión clásicos 
diferentes de aquellos procesos de exclusión estudiados por Liggett [30]. Tam­
bién obtuvimos que el sdc de exclusión asimétrica satisface una condición de 
balance detallado cuántico para cualquier estado invariante fiel y que todo 
estado inicial es conducido al equilibrio por el semigrupo. 

En el futuro quedan pendientes, entre otras, las siguientes tareas: 
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i) La caracterización completa de los estados estacionarios del SCM de ex­
clusión asimétrica, es decir, quedan abiertas las preguntas: ¿existen otros 
estados invariantes diagonales? ¿existen estados invariantes no clásicos? 
ii) La caracterización de los dominios de atracción del mismo semigrupo. 
iii) La estimación o cálculo de la velocidad de convergencia al equilibrio (gap 
espectral). 
iv) La búsqueda de espacios invariantes bajo el semigrupo. 
v) La aplicación de nuestro método a otros generadores de la misma clase. 
vi) El estudio de restricciones del generador infinitesimal a otras álgebras 
conmutativas, diferentes del álgebra diagonal. 
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