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I. INTRODUCCION

En este trabajo se analizarin las ideas fenomenold—- -
- - - . g . 1
gicas de la "termodin&mica Irreversible Extendida" TIE( r2)
a través de los fundamentos cinéticos, usando dos mé&todos;

(3)

uno debido a V.I. Roldugin vy en el que trata de demos--—
trar que el procedimiento de Chapman—-Enskog es consistente
con la termodind&mica irreversible fuera del equilibrio, vy
dos la idea de usar el método de los trece- momentos de H.
Grad(u)

mico cuyos atomos interaccionan a través de un potencial -

r en el que se usarid como modelo a un gas monoatd—-—

@%}\f~'Yr5 es decir como molé&culas de Maxwell (L.S. -
Garcia-Colin(S) et al.).

En el primer procedimiento, se demostrard que existe
cierta inconsistencia, puesto que al calcular la produccién
de entropfa @ a diferentes 6rdenes, sblo coincide en el
regimen de Navier-Stokes, luego la inconsistencia ocurre a

6rdenes superiores, v.gr., en el orden de Burnett.

En cuanto al segundo procedimiento sdlo aporta una jus
tificacidén cinética a la TIE, puesto que el modelo es un --—
gas monoatdmico dilufido. Sin embargo la fundamentacidén es
valida como la que se tiene de la TIL usando la teoria ciné
tica de un gas dilufdo a partir de la ecuacién de Boltzmann
cuando se resuelve por el método de Chapman y Enskog. En -
efecto mostraremos que la TIE es totalmente consistente con
esta ecuacibn cinética perc bajo circunstancias totalmente
diferentes. Ademé&s las fallas del método de Roldugin sal--

drdn a relucir de manera natural al comparar ambos métodos.

En el capftulo II presentamos una discusidn sobre 1la



termodinédmica irreversible extendida (TIE).

En el capfitulo III discutiremos la fundamentacién -
cinética. En el siguiente haremos una critica al trabajo
de V.I. Roldugin vy finalmente en el capitulo V expondre--—

mos nuestras conclusiones.
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II. TERMODINAMICA IRREVERSIBLE EXTENDIDA (TIE).

r2)

El propdsito de la (TIE)(J es el de desarrollar -
una teoria que vaya mas alld de la descripcidn clésica, es
decir, es una formalizacién a las ideas que I. Muller pro-
puso en 1967 para generalizar la Termodinédmica Irreversi--
ble Lineal(a)

a la hipdtesis del equilibrio local, introduciendo una de-

(TIL). Para ello propuso una medificacidn -

pendencia a la entropig’con variables adicionales tales co
mo el flujo de calor J% vy de la parte tensorial y escalar
del tensor viscoso de presiones J ; es decir de 3 y J

los cuales desaparecen en el estado de equilibrio.

Luego, se pretende generalizar la ecuacidn que des-—--
cribe al flujo de entropia, y la de Gibbs para lo cual se

plantean las siguientes hipdtesis.

La primera hipbtesis scobre la que la (TIE) estd cons
truida es la que se refiere a la manera en que las varia--
bles son elegidas para describir los estados del sistema,
v.gr., para un fluido se tiene la densidad P » la veloci
dad del campo \A y la energia interna especifica € , las
cuales son descritas por ecuaciones de conservacidn, Jun-
to con estas variables se introduce un nuevo sub-conjunto
de cantidades no-conservadas tales como el flujo de calor

J o Y las partes tensorial y escalar del tensor viscocso

(3 3).

Entonces el espacio de todas las variables que des—-
criben los estados del sistema se le denomina por y con
siste de la unidén de dos subconjuntos; el subconjunto for-
mado por las variables conservadas y denotado por é? y el

subconjunto formado por las variables no-conservadas y demo
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tado por % asi que, é == é?U @ .

La segunda hip6tesis consiste en la existencia de --
una entropfa generalizada S 1la cual estd definida local—--
mante v adem3s de que S es ahora una funcidn de todas las

variables en , asi que existe para S , como una funcidn,
.—.’ o
s_—_s(e,w,;&‘,:},l\ (1)

dznde € es la energia inteerna° por unidad de masa, 1 es -~
el volumen especifico y Jd A% j son las partes, escalar vy
i,

tensorial viscoso

e TU+T
ionde, = v
cdond :.T..%‘Hl

S v N (2)
b g—=m_(-3.5‘-¥‘“ \I_.\;L

Si se supone que (1) es diferenciable entonces se --
Piaede proceder de una manera similar al comportamiento de la
("IL}, para poder obtener las ecuaciones constitutivas a segun
ti> orden, para la evolucibn de las nuevas variables 1llamadas
de los flujos de disipacién, mientras la evolucién de las va
»iables clisicas € ,V , est:én descritas por las bien cono-
cidas ecuaciones de balance para la masa, el momento lineal

' para la energia,

f {3 = ANU’ (3)



(4)

Joé -_:—-V-_j;—-jg_:(émdﬁﬂff (5)

-
donde Y es la energia especifica suple@ggtaria ) es la -

fuerza especifica del cuerpo. Y ademds F: y X represen--
tan interacciones ejercidas por el medio externo sobre la —-
parte interna del sistema y son funciones de (?ﬁ,{\.

Y donde

J=burd
I=(b+ny+d

es el tensor de -

presiones viscoso.

Ahora de (1) se obtiene la siguiente forma diferen--

cial

= (Bl B + )T+ )0 4 3

o€ 35; . 97|
(6)
donde
-3 -
oS ==
(BG\oSS}x:f'i“@ (Q‘w'j J1) o
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es de hacer notar que (7) y (8) se reducen a la temperatura
Yy presién clisicas respectivamente 51%555 , donde ¢ es
el conijunto vacfo. Las restantes derivadas parciales se de

notan por,

- — -3 °
(%%,\E =® Q) Ke,u,:r%,ﬂ,lj (9)
39,7

3 5
-y - o
(3‘%) = s 5-"-@1}@0( € 119,39‘;311\ wn
o I ’19,3’5"1

= o 5 o8
(ﬁ\eu—% =@ v (603 L) o

Si ahora substituimos ( 7), (8), (9), (100 v (11)
en la expresién (6 ), se cbtiene la ecuacidn generalizada
de Gibbs,

1)

i@ L@ P INCRTA 4(@\63’164\‘%@\“&&5@\

(12)



Para sistemas isotrdpicos, las variables escalares -
@,@ y o), son fynciones de €,%,J v de los invariantes
algebraicos de 33 vy :] , llamados

Lt
|
4
1C 1o

Lo (3
T = H () 3)
=
= & —
]5 =J¢%‘ gy‘ :L'IT
— 2\2 =
-— o
Las formas mds generales para Q(J y 3{3 son
— o —3 o \Z —
0(_‘::0(‘531 + oy, 1‘3% -\-Dljzkg\‘dgr (10)

+ °(24( .339{ i_i\b

aquf Q/‘J:: 0/‘*\'}(.6. , & , € invariantes algebraicos).
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Tambien

Q/ -—-O{OQ (e 1&\',]-\-0)5‘\6 W) .71 + ‘\re*( mmbS A!L m\&m Su.k;e,w?(.

(16)

donde las (ﬂg; ( A =0,...) son funciones unicamente de €

y 19 Y son evaluadas en el estado de equilibrio.

Ahora de (7) y (8) se tiene que,

@(606%13,3\ 'P QB\+KE§%\\ ék__rlg‘\tyz_\_

ARG A

RN
(17)
=\ - 2 _‘.;\ "‘6) : 2 2
@P(Q,B,J%’J,l\_. M by %@5 \l:l_\_Jé 9 a§®3§\3 -

b @RV T, J,.a_&@___l?\xh__.
31,

(18)

Si ahora substituimos las ecuaciones (14), (15), -—-
(16 y (17) en ( 9), (10) y (11) se obtiene que a primer

orden en las variables nc-consevadas,



CS‘ .a? U¥GLQ'TT‘E?%_ (9"
B &2_130(20"‘ U -\-730121"‘ 1 (11)

®'s Ny =80 T + 15\"\”\0(“32 (10")

Finalmente si substituimos (17), (18), ( 9'), 11V ¥
(10') en

ds = @'de 4+ ® Pl 1 ®sd, 47 4 @‘ﬁjyc\i‘ "r®\1‘>§{z '.‘:1'3

también a primer orden en las variables no-conservadas se -

obtiene la siguiente expresidn,

Tds = de 4 pdo 4o Ty 475 vue, 3243 4wl ads

(19)

Luego la ecuacién de Gibbs de TIL es reemplazada por
la expresién (19) en donde aparegen las variables no-con-—--
servadas subconjunto las cuales no estadn -

j 1@? 331:] J estén
determinadas.

10
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La tercera hipbtesis de esta teoria estd basicamente conec
tada con la validéz de la ecuacidn de balance de entropia

es decir se desea construir la igualdad,

ds ST =0 (20)
fap s

-y
donde las cantidades 35 y O deben de ser determinadas.
ahora, para u_ri.’fluido isotrbpico se supondrid que el

flujo de entropia 35 puede ser construido a partir del -

conjunto de la manera siguiente,

= - S = - 5 » —3
s =—Re . 2 Sveins da
To=fe Ty L3 Ape 0Ty 4 LT lepe e

(21)

donde las cantidades ﬁQ,}b.’P.‘,, P5’ ... etc., son funciones
de € , V% vy de los invariantes escalares luego,

JSO___._PQQ +f3°lj S términos de orden superior

P‘ —::_F.g -\-F‘zj _)_ e _\, términos de orden superior

F_Z 2}326 +f,22'3 1. . + términos de orden superior

(22)

11
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Y las P}) son funciones de € y ¥ y son dnicamente evalua
das en ¢l =2juilibrio.

51 se compara con la (TIL)y por razones obvias de con
sistencia con la misma, se escoge ‘ﬁQQ igual a W‘ y en-

tonces pare términos hasta segundo orden en las variables
r 2 exXpresibn (21) resulta que es,

ﬁ o
J:,-.-;.%T 5}_\,F°\]3% _\_Jemg. gt ( 23)

Sut stituyendo las ecuaciones (23) y (19) en la expre
sidn (0" se llega a la definici6n de (" para esta teoria
que er. ¢ caso de un flufdo con coeficientes de transporte

-indepard sntes de 1la posicidn, estd dada por

D¢ la expresién (24) se puede observar que la propie
~dad de C en la gue se puede escribir de acuerdo con la --

(TIL)comc ana combinzcién lineal de flujos y fuerzas se --

pierde ccmpletamente aqui. Adem&s la expresidén (24) esca-

12
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samente se asemeja a la expresién de la (TIL) es decir a,

-‘

0 = zt&AT-—:Z-' (Gxac\ \5 U c\_‘\\i—\?

puesto que dentro de cada uno de los paréntesis de (24)
contienen todavia derivadas temporales de las variables @F{

que son desconocidas.

Ahora consideramos una manera alternativa de calcu~~

lar la produccidn de entropfa G de la manera siguiente: -

Si se tiene en mente que U es un escalar definido -
en + entonces el escalar mis general que puede ser cons
truido a partir de los invariantes escalares implfcitos —-
por el conjunto de variables en tiene la siguiente for
ma,

P N -\——'2‘(13; -\-552:2_ (25)

donde

—

Ko = oc"(‘/‘u\n+/‘(oz'32;‘~ﬂos-:—5;‘j%-\-...
}(‘J -/Me3 + sy ] 33T+}{123 SUERPRREY

? /(ZAU +/HZZU U "\_j{zs(jﬁiﬂ —‘rj'(zl\'J 3

13



donde las //(;5 son funciones de € y 1% evaluadas en el es
tado de equilibrio.

Si adem&ds se impone la condicidén de que (§° sea mayor
e igual a cero y se requiere que en la aproximacibén lineal
las ecuaciones (25) y (26) sean consistentes con la (TIL)en
tonces se puede disponer de algunos de los coeficientes/ug'
que aparecen en las ecuaciones (26) vy despué&s que han sido
substituidos en la ecuacidn (25). Si se toman términos de
primer orden en las variables E§E y que cumplan 0,0 se tie
ne

0’:}'\‘03};—%—)'\6\32 —\-‘})\z\ (Tl i\ >0 (?7)

y por consiguiente

Sin embargo si en el c&lculo que conduce a 0 esti -
dominado por términos de segundo orden en ?78 de las ecua-
ciones (26), entonces la condicién U ;0 no es tan benefi
ciosa como en el caso discutido anteriormente, puesto dque
en la igualdad que aparece en vez de la expresién (27) es
de tercer orden en las variables @ y entonces se tiene -
la posibilidad de tener té&rminos individuales negativos --
sin que violen el carédcter no-negativo de a .

Tomando en cuenta esta posibilidad y escribiendo ag

conteniendo términos de tercer orden en las variables e

14



igualando la expresidn resultante con la ecuacidn (24) con

duce a 1as° expresiones buscadas de las derivadas tempora--

les de :],;l Yy 3% respectivamente

Ig_____&“(j&mﬂ 1L Q\Nu__/&,\ L 3 %jL}AQZ“J 4

© ©

} flas ?9, ‘?3 Jrf*ux g 2\

15



Las ecuaciones (28) son precisamente del tipo Maxwell-
Cattaneo. Por ejemplo si en el conjunto de ecuaciones (28)
se toma la aproximacidén lineal m&s simple, las ecuaciones -
constitutivas generalizadas que describen la evolucidn de -
los flujos disipativos se reducen a las ecuaciones llamadas
de Maxwell-Cattaneo o ecuaciones de relajacién,

—

—l/ =
Jy=-7 (T3 +2VT) (29)

dJ

(

._.'é:i (U -\—[; VU"\ (30)

(ji.-:—f;[i-\-Z/{(&x&j\ Tj\{x (31)

Aqui las ('S son los tiempos de relajacidén de los res
pectivos flujos. Las ecuaciones de Maxwell-Cattaneo se re-
ducen a las ecuaciones clasicas de Newton-Fourier, en el 1f
mite estacionario. Es decir

-—

J'%:nKTTzV’V (32)
J z._V(VT—\ VTP (33)
5 — ——\“\r\;‘ (Gxal-\—f\s (34)

Donde los coeficientes Kk , v Y »L son generalmen-—

te funciones de la densidad y de la temperatura, y hay rela

ciones con la conductividad térmica )-, la viscosidad voluné-

16



trica ; vy la viscosidad cortante/{ respectivamente a -
Zz
K = AT
%:;T

través de

La segunda Ley de la Termodindmica impone que la pro--
duccidn de la entropia es positiva definida de ahi que K)(\,

\’(\,70 y 150 :

Ademds el conjunto de ecuaciones (3),(4),(5) y (28) de
termina la evolucidn en el tiempo de todas las variables que

subtienden al espacio .
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IITI. FUNDAMENTACION CINETICA

i) Método de H. Grad

Alrededor de un perfiodo de casi treinta anos (1915-
1945) la principal preocupacidn en Teorfa Cinética fué
el cllculo de los coeficientes de transporte para dife--
rentes potenciales intermoleculares siguiendo los mé&to--

dos de S. Chapman y de D.Enskog.

El problema bdsico de resolver directamente la ecua-
cidn de 1. Boltzmann para la funcibn %  M&s bien que de
terminar los coeficientes de transporte no parece intere-
sante durante este periodo. También se dejaron sin con--
testar preguntas que pertenecen a las propiedades de solu
ciones normales a la ecuacidén de L. Boltzmann, ya que exis
ten regimenes donde la solucidn normal a la ecuacidn de L.
Boltzmann no pueda esperarse que sea valida, v. gr., el -
choque fuerte de una onda o una capa l1limite, también fa--

lla en la descripcidn convencional de un termo-fluido.

El primero que atact estos problemas fué J. C. - -

(1)

Maxwell y anticip6 los trabajos de S. Chapman y de D.
Enskog. En dicho trabajo J. C. Maxwell, para resolver la
ecuacidbn de L. Boltzmann hace un fuerte uso de las propie
dades de las moléculas que hoy son denominadas Maxwellia-
nas y por consiguiente carece de la generalidad suficien-

te para una tecria satisfactoria.

No fué hasta (1949) en-que dos métodos diferentes fue
ron publicados para resoclver la ecuacidén de L. Boltzman;
uno de ellos fué esencialmente una simplificacién de - -

cdlculo del procedimiento de Chapman-Enskog, propuesto ——

19




por el fisico Japonés T. Kihara, y el otro mé&todo fué el
del matemitico Americano Harold Grad, que en lo que sigue
trataremos de elucidar ya gque es muy impcrtante puesto --
que propone una teoria general de soluciones no-normales
a la ecuacidn de L. Boltzmann. El trabajo de H. Grad --
abrid una nueva era en la teoria cinética, concerniente -
con la solucidn explicita a la ecuvacidn de L. Boltzmann -
para problemas de flujo especifico.

E1 método de H. Grad!?r?)

es muy simple en concepcibn
pero ingenuamente complicado en el trabajo de prestarateg'
cibén es su detalle. Dicho método est& basado en el desa-
rrollo de la funci6n {. en un conjunto de tensores carte
sianos n-dimensionales que son equivalentes a los llama--

dos polinomios de N. J. Sonine.

Los tensores polinominales de Hermite en n—dimensio-

(v)

nes desarrollados por H. Grad son generalizaciones de

los polinomios de Hermite ordinarios. Los primeros poli-

nomios son,

p /AL
%=
()
16;)-—13 U, ——55 3 (1)
3(9?.;‘,_-::; 6,8,9) — (85 %}yl _\_193% VS J} ;-)\
(8)
3(9;~,Ly————- ";‘ﬁ%‘&-(“&; &-}»m 4 &;wk§'3l+ &;mg&\&-\a
L CERITER AR E-XRWN



cada componente del tensor %;M es un producto de tres
polinomios de Hermite ordinarios, con un grado total igual
a w7n . Para una'N\ dada todos los polinomios 7(9(;“ son
independientes y ortogonales excepto en el caso trivial -
de permutacién de los subindices. Especificamente cualquier

tm)
componente de %‘;\ a menos gue n=wm .

Si se toma en cuenta a la distribucién Maxwelliana

Antes de desarrollar a .F es conveniente introducir

la velocidad adimensional
-— ~
Ve _C
\RT"

y la funcibén de distribucidn adimensional

(3)

— (RT Ss/z» i (4)
L §

21
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Les definiciones de P R u y ‘Tl implican las

siguientes condiciones sobre Ca

_.%
S ctc\\l = Q (5)
z —
La funcibén Maxwelliana L‘}h\ estid dada por

N\ 3. ""\‘7 Z
y = < (6)
3 (22

y desarrollando cb en polinomios de Hermite,

22



Para ¥‘ se tiene que

(s o]
f49= 1 o % @

“W=o

n
Los coeficientes (}%ﬁ son_también tensores de orden
n.

- . . . . "
La formula de inversidn para los coeficientes C}S )
A

€S,

B i-ces

(%)

Los primeros coeficientes a i expresados en térmi

nos de los mcmentos elementales son;

(2} . (10)
‘ .

(&)
Akl = ?31\!::? \&u PTER A Sk 4

ke +—&»5Q%\L +\7m ~
(SeSL AR A k)



Estos son combinaciones de momentos que desaparecen

(excepto para A'™) cuando -{: es Maxwelliana.

Qi _.“':. ;\‘ __—-3—-—__.

(3)

Por contraccién de O, se tiene que

(3) (3\
(11)

K

Luego se puede observar que los primeros coeficientes

de Hermite no triviales son formas adimensionales del ten-—

sor de los esfuerzos \lo:\‘s vy del flujo de calor gx

‘ -

Si ahora se substituye (8) en la ecuacidn de Boltzmann

Y se igualan los coeficientes de %(;“, el resultado es -

una secuencia infinita de ecuaciones diferenciales en los

- a . iy
coeficientes O: ) Como un ejemplce se puede escribir la -
ecuacidn para q(?-\ de la manera siguiente,

2}

Q4 ;-

o

L

Uy aﬂ a;!
- 3 +Q
R 3 AT

R
Ty ——

X

KA

(4

RrY

24



+\ﬁ1—’Y‘ BQ&?‘_\ \-P\’V ) B

ax‘ P NCRTT

3 RV EU ,Ql___ 5
+232T WS SJ

(12)
{n
sa” |
La ecuacidn en la que “i;¥f ocurre contiene una con
tribucién del término de colisiones el cual estid dado por

._, N
Z N5= cF

b =(hnedm V= (e =k k)

hys)
Ios coeficientes ﬁb estdn dados por,

F)U:;E _ S . % \H"S \(2 N\ Mn\ \)

\6\

x[%‘f\ NP dededV ch |

(14)

conse (| = Pty =€ - P,

Estas expresiones se obtienen por una simple aplica-

25
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cibén de relaciones de simetrfa. En general I es una -

.. suma infinita cuadrética de coeficientes de Hermite. Los

coeficientes son funciones de la temperatura porque -

B(5,V) =B (&, \V -V INRTY .

Por ejemplo si supbnemos que deseamos mantener t&rmi-
nos de tercer orden entoncea un estado estd definido espe-—
cificando ) a® )a, \) asi como también

(R”) G- (4\ ‘T‘(\( \ ). La variacidén en el tiempo -
e estas varlables de estado estd gobernado por un conjun-
to de veinte ecuaciones diferenciales (y se puede reducir
en problemas con simetria). O se puede decidir mantener -
inicamente la parte de tercer orden llamada Q(? Yy en -
este caso se prefiere describir las trece variables de es-
tado en términos de los momentos dimensionales ;‘S y g,‘\
junto con P , b, v ‘T . Entonces en esta aproximacién
tiene la siguiente forma.

{ =£m% }_‘;&RT C; C) észlﬂ’(; (l— -—é:—;,v\ (15)

y las ecuaciones para ¥*S y %,\ son,

'*.3-3\-'&(“‘ 4\-\-2“-(3 A gg[j_ Zg 9
O« lP ! S %gc&.& +’9*L;\ 3 ’—}%u\_k

(16)

_\_\@\( ’8’93 'JC'\P a_a% — %g,xs \0 s %{6 Ay

9
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f\/\_/\/\_—\/\_/\/\__

295 42 (s H—»%%‘*M ST

\ 3

y el pardmetro [} estd dado por

J

o

P(prv\ _ __25__12 “L(oe & % x\(\@v>mg®éi§g&

(18)
>

Ahora la idea es aplicar a la ecuacién en momentos
el método de obtencidn normal de Chapman-Enskog.

Los desarrollos de '? y de %; pueden ser fécil
mente trasladados en desarrollos para varios momentos

de
£ . 1La solucién para { en términos da) 'f(q
[z'jg““g(“\._smles equivalente a escribir q.(‘) sobre
) SRRE
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el lado derecho de (16) y (17) mientras se reemplazan to-—

das las cantidades del lado izgquierdo por sus valores 1o

cales Maxwellianos y se obtiene que,

AW U _.‘._%* Al W
Hats"’ﬁ‘f‘ 13 )T E=Ra9

!
;—\a%_%;v _}éjifﬂize (20)

Y estas son las ecuaciones constitutivas de Navier-Stokes,
en las que se identifican los coeficientes de viscosidad

y conductividad de la manera siguiente

pr_ P _F
M( Pf F(gr‘]\ (21)

ANRT 'R \S .’Rf{ (22)
c. x(xzfv\ _.'é__ Q\, M

Las soluciones normales de mayor orden son también -
fédciles de verificar e interpretar en términos de las ecua

ciones de momentos para el caso de moléculas Maxwellianas.

\2) Lsy (2) (3) ‘
A\ § q . Y
en el lado izquierdo se substltuyen los resultados previos
del orden deseado de P A\ v %L en términos de las de-

rivadas espaciales, pero es llgeramente mis complicado pa-

En el lado derecho se tiene %

ra los términos Ay oy 23+ . Esto quiere decir que
es un proceso de 1lteracidén en el gque se resuelve para el -

lado derecho en té&rminos del lado izquierdo. Es fécil ve-
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rificar que para el regimen de Burnett es decir el c&clulo
(2 (2 . .. g'
de i)! y % j\ estén contenidos dentro de las ecuacio

nes de aproximacidén de los trece momentos.

Si ahora se escribe la generalizaci6n de

da®suaqf n Jergn g
to9L T T 2RT dt (23)

y tomamos el caso de moléculas Maxwellianas las E)’s son
nGmeros independientes de la temperatura. . Pues to que b(B,\J)
también son independientes de la velocidad & , debido a
las propiedades de ortogonalidad de las funciones de Hermi-
te. Entonces las [555 deberé&n desaparecer a menos de -
que N =YXY&S , asf{ que en este caso 3(“\ contiene una
suma cuadrdtica finita de coeficientes de orden que no ex-
cede a N . Sin embargo para potenciales de jnterparticu

las 3(“\ incluye todos los coeficientes q( \‘ .___3‘2'

3...,0 nkL

Existen dos problemas distintos que aparecen al resol
ver las ecuaciones para C\(m . Primero el lado izquierdo

de este conjunto de ecuaciones siempre contiene un término

Q\M—\\

con y segundo para moléculas no-Maxyellianas el

lado derecho J(“ contiene todas las q( . Esto im--
plicd un procedimiento para cerrar estas ecuaciones a sa--
ber el desarrollo para {: se trunca después de un ntmero
dado de términos, y se conservan n-términos en el desarro
llo, 1las 3(“‘ para Y =W , S =N y no aparecen tér-
minos de orden superior para este té&rmino. Para moléculas
Maxwellianas esta truncacifén es innecesaria debido a las -
propiedades de ortogonalidad de %m‘ . Luego para com--—

pletar la cerradura de las ecuaciones se quitan los térmi-
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ni) (n)
nos. Q( que aparecen del lado izquierdo de Q) , (23).

Entonces para una n-dada se tiene un conjunto cerrado de -

ecuaciones para Cl( ) ’ ~— , 0, 1, 2,... n.

También de (15) se observa eiv;_glicitamente la ‘dependen—‘
cia de ¥ sobre sus momentos )0’ Q I‘Tl) xg:‘.\ ,Ql’x en contra
diccidn a la forma de Chapman—-Enskog en la que -F deperde uni-
camente de f ,-\T ,‘T‘ .

Si en el momento Q*SL Se tiene interés en la parte
que se refiere al flujo de calor L@\.L — éﬁi entonces
en esta representacién {- depende de 13-cantidades P)

.\-.l?."v,q:\’ :\l\.)luego el flujo de calor y el tensor de los -
esfuerzos aparecen como variables independientes. En con—-
clusidn este métodos describe al fenfmeno un poco mds gene-
ral que el método convencional de Chapman~Enskog, en donde
el flujo de calor y el tensor de los esfuerzos se expresan
comc gradientes de la temperatura o campo de velocidad res-

pectivamente pero no ambos.

30



h70101

BEFERENCIAS

S. G. Brush. "Kinetic Theory". Vol., 2 Irreversible

Processes. Pergamon Press (1966).

H. Grad. "On the Kinetic Theory of Rarefied gases".
Communs. Pure Appl. Maths., 2, 331-407 (1949).

H. Grad. "Principles of the Kinetic Theory of Gases".
Encyclopedia of Physics. Vol. XII Springer-Verlag

pp 205-94 (1958).

H. Grad. "Note on N-dimensional Hermite polynomials".
Communs. Pure Appl., Maths. 2, 325 (1949).

31



(ii)' UNA DEDUCCION CINETICA DE LOS POSTULADOS DE LA TER-
MODINAMICA IRREVERSIBLE EXTENDIDA(I) (TIE) .

Esta seccibn estd dedicada a una deduccidn de los pos-—
tulados de la (TIE) discutidas en el capitulo II, usando co
mo modelo a un gas monoatémico cuyos &tomos interaccionan -
entre si a través de un potencial @(‘(\N \(—5 es decir se -
comportan como moléculas de Maxwell.

La deduccidn estd basada en una aplicacién directa del
método de los trece momentos de Grad presentado en la sec--
cidn (1) para‘resolver la ecuacibtn de Boltzmann. Recorde—-
mos que en estas condiciones la funcidén de distribucién es-

td dada por:

_ ) 3 (:2
£_¢ P“‘Jﬁ'ﬁf“‘%‘%@‘-g@ﬂ 0

pr s B d _
donde C', —_-:U—U(\,Jc\] es la velocidad térmica, \9 r s la -
presién local y R la constante del gas. La temperatura -
'T‘ estd definida como en tratamiento de Chapman~Enskog a
través de ’

Pl (ol o |\

-7 \N— ¥ mu Ad

u 2 (2)

dmc
€ 2

Recordando que la ecuacién de Boltzmann conduce a fs -\-

-‘-c\'\ﬁsr_ﬁ-,si se toma en cuenta que
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_}os;._&g:(\“g-nw
-j: = --Dz Saf(\m[ ——.\\AE? (3)

.‘. .G”'::-—L 83(4:;\\‘(\? A?

y si ahora se substituye (1) en (3) y se evalGan las inte-
grales se encuentra que, la produccidn de entropfa por uni

dad de masa es,

TAS =:‘T|45(°\+__A_ .
LRT? S(fRT\Z‘ i

&
donde e\sn es la diferencial de entropia para el gas ideal
monoatémico. La cual tiene la forma de la expresidn del ca
pitulo II.

Luego la expresién ( 4) es un caso particular de la -

Pfaffiana generalizada por la TIE en el espacio com--—
puesta de la suma de dos pfaffiana; una en el espacio Yy
la otra en el espacio ?ze . Se observa gque camparando (4) con

(19), del capfitulo II se obtiene que,

d"5=:__f£__
5/0 (Rq) \2 (5)

-2
Ahora para el flujo de entropia jg se tiene que

— ©
J3 4 Jg-d
T 5 ¥R(T) (6)
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el cual tiene la forma de la expresibn (23) del capitulo II
con

Finalmente la produccién de entropfa tiene la siguien

te forma

Tzﬂ‘°i‘i+ﬂzoi:i (8)
donde

___.\;Sz %&4?4‘3’5(12)4:&%?- (gc%-— ME’,E’} (9)

Yy una expresidn sunllar para /l(zQ en el que [(i C: 1 es
substituida por YQQ CG y el término C, en el inte--
grando es tamblen (;S B(_O‘)A_(Z es diferencial de la sec-
cidn transversal dispersada y

(8,80 — AC) +A[@0 - @) -ACEY  ao

—t pry gl el
siendo C y C“\ antes de la colisibn y C‘ vy Co

velocidades después de la colisién.,

Asi el método de H. Grad para resolver la ecuacibn de
L. Boltzmann y en esencia la introducciédn de las variables
3? en la descripcidn del estado del gas conducen a una ex

plicacidn cinética para los postulados béasicos de la TIE.
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Los tiempos de relajacidn son pequefios en el método
de Grad para gases de acuerdo con las predicciones de Max—
well, v.gr.; en el cloro cuyas propiedades son Predichas
por el modelo de Maxwell de esferas blandas y tomando el -
valor experimental de la viscosidad a temperatura ambiente
que es 1218 x 107 g cﬁA seéA para evaluar (2m/K) Z se
encuentra que o 39! v Q,\ son del orden 16‘%2_ . Surge
una pregunta. ¢Cudl es entonces el uso de un modelo de gas
dilufdo cuya descripcidn microscédpica de una teoria por 1lo

menos para tal sistema conduce a estas consideraciones?.

La respuesta a esta pregunta es paralela a la misma =
que puede ser planteada por la TIL, en efecto el dGnico mo-
delo microscépico a nivel de teoria cinética a partir del
cual se es capaz de extraer las hipftesis bédsicas de la TIL
es el gas diluido y las mezclas de gas diluidas usando por
lo menos versiones ligeramente modificadas de la ecuacién
de Boltzmann. Pero la TIL es aplicable a una clase mucho
m8s extensa de gistemas y su validéz reposa principalmente

en concordancia entre la teoria y el experimento.

Aqui se tiene una situacibén semejante aungque no se -—
puede pregonar sobre la validéz absoluta de la TIE ya que
esta puede ser explicada a partir de la ecuacibdn Boltzmann,
y el resultado debe de dar alguna seguridad sobre sus pos-
tulados. Ahora queda buscar sistemas de naturaleza apro--
piéda cuyo comportamiento requiera que de introduccién de
variables no-conservadas adicionales y de encontrar si 1la
ecuacibn fenomenoldgica y su prediccibén se encuentra den—-—
tro de la estructura de la TIE. Sigquiendo la sugerencia -
de Maxwell dichos sistemas deberd&n de tener veriakles de -
estado con tiempos de relajacifn no despreciable tal como

los s6lidos viscoelasticos, fluidos reolégicos, etc.
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Quedando pendiente encontrar si la TIE es una estruc-—

tura para predecir y describir su comportamiento.
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Ve CRITICA AL. TRABAJO DE V.I.ROLDUGIN SOBRE "EL
METODO DE CHAPMAN-ENSKOG Y TERMODINAMICA FUERA DEL
EQUILIBRIO"

(1)

Recientemente V. I. Roldugin public6 un trabajo en
el que se trata de demostrar que el procedimiento de Chap-
man~Ensbog es consistente con los principios de la termodi
ndmica fuera-del equilibrio. Segfin este autor, se supone

un flujo de gas-simple que estd variando lentamente en el
espacio y en el tiempo. La funcidn de distribucidén de ve
locidad 5(?2«}) de las moléculas en este caso puede repre

sentarse por
5 = N =
S,'(\,t&\ "'-—-—’Z:'F (.‘){;\ (1)
nN=0 .

fo

donde es una funcidn de distribucibn local Maxwellia-

na, cuyos parémetros dependen de las coordenadas y del tiem
. f .

po v los términos de {(\ en la serie (1) se encuentran de

la serie de ecuaciones integrales

n-l (L\ U\-—L-l\_ﬁ (h=4 (h
EQD { _}w%% =T(f \ -

- . -
donde 1% es la velocidad de las moléculas Y es el vector -
de las coordenadas ifpacialesix(ﬁxm\ es la integral de coli
. -, » . ( ‘ -
sidn linearizada D son operadores cuya forma puede ser en

(2)

contrada por métodos estédndares por solucidn directa de -

la serie de ecuaciones (2).

La produccidén de entropia en el gas tiene la bien cono-
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cida forma (los factores de normalizacifn son omitidos).

G‘REAS:_S&?\G\A? (3)

Si ahora se substituye la expresidn (1) y usando (2)
se obtiene la siguiente expresidn para la produccidn de -

entropia.

dﬂ(hA ml n-t) —
=03 —-2 g(m ]X ' Mywal |dw
Y
(4)
donde el [ -\ en el esquema de Chapman-Enskog es una -

combinacidén bilineal de polinomios en la velocidad molecu
lar vy derivadas de diferentes &Srdenes en, la velocidad U ’
densidad P y la temperatura rv del gas con respecto a

las coordenadas.

Esta combinacidn bilineal puedgégﬁr representada co-
mo un producto escalar del vector P compuesto de po;

linfmios en las velocidades moleculares, zqel vector

qu’ ‘) formado de derivadas de U.f [g‘“\ 7(*\\ ,f T\l

Entonces la expresidn para la produccién de entropia

se puede escribir cocmo,

- 5.3: (G ?‘“‘\/ _F?"“ ,f;m\

.._}.( “\

. - —
donde (‘C ) P(h\>-_—_—§-¥'.‘\? c\b’ es un vector del -
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Hn
mismo grado que .P , v sus elementos son integrales de ve
‘ i?(n\

LY

1ocidad_del vector

Luego la (ER puede ser representada en la forma de -

una suma de flujos y fuerzas

(‘I _f)m‘) =flujos
¢ ﬂ%"ﬁ:ﬂ =fuerzas.

De acuerdo con los principios generales de la termodind
mica fuera del equilibrio y de (5) se puede escribir las -

ecuaciones fenomenoldbgicas

o B =é‘\fn’b Fi‘L(\E‘,jJ,’P\ (&)

Este conjunto de ecuaciones incluye como casos espe--
ciales las leyes de Newton y Fourier, para el tensor de es
fuerzo-viscoso vy el flujo de calor. Cuando se considera -
en el método de Chapman-Enskog la aproximacifén a segundo -
orden entonces aparecen las componentes de Burnett para el

flujo de calor y los esfuerzos-viscosos.

En este caso la estructura de estas componentes pue—-
den ser determinadas sin encontrar la funcién de distribu-
. (2 . . .
cidn {i » luego sbdlo se necesita conocer el lado izquier

do de la expresidn (2).

A continuacidn mostraremos que este procedimiento es
incorrecto y por lo tanto las afirmaciones del autor no es

tan fundamentadas.
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Escribamos la expresién (3) para la produccién de en-

tropia de la siguiente manera,
- g\nx AR )
'y =¥(0\+¥(\\_\’¥(2\+.-. _:__pql -f( g(z\
() k + f(\ 'F(s\ )
= f90+x)
lh'{ :::.\YH((QA—\“LL_,\_X\

(9 (2\
donde A == 'F 'F

{_‘ (Q\ ;(0\
entonces,

nf =91 % __éxﬂt., |

G = (WU 3 (L 0 a6y
Tp = g T Amg@o\ . NE T

Q) () 4. (1) (2\ QPNCAN
(OO gL pepe

RSO FANCERIN
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G—{ 1t [Eeal) (@25s :%gg}* SR

2N
% (‘\K@gﬁj 'éiﬂ ! @\: %% i j}ﬁ? -
(9)

g@@ﬂ L ECIPLY \+ (’%-i{‘l—@f;%‘;‘\%.%@ L

Para el caso a primer-corden i.e. Navier-Stokes se tie-

ne,
(\\ qu g(\_g.\”i 0\-—-& «B&QATD_?{ (10)
\
donde
. — N
N VAT m%acc:ﬁ 1)
n g AV wkT T v

-
_Y(‘\ K—'““‘* \:‘;/z é?%’\"c (2

gt (s A e ﬁ(’g‘? A \':\;c" “ﬁ%’ @‘V.;ig
T “g B \6: ?3‘}(—3)



que es la bien conocida produccién de entropia para el ré-
(3), donde Y{-_-__— m o = M
Py S 257

Para el siguiente regimen es decir para Burnett

gimen de Navier-Stokes

=TT e

(1\ t -~ A
Jpe Gy L. VN T T,
: \a‘\” el e T Gy

(AW 'QE A\ (15), = =
4 CS( af‘c‘ > Bo 5 ‘%\ﬂ AT - C‘}%‘f'%&-@\aﬁ 4+






y al compararlo con el resultado fenomenolégico de L. S. -

Garcia—Colin(”l

et.al., dicho cdlculo coincide solamente -
en términos lineales. Por consiguiente se puede decir que
el método propuesto por I.V. Roldugin es inconsistente con

los métodos conocidos de termodindmica fuera de equilibrio.
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V. CONCLUSIONES

Se puede inferir de este trabajo que la fundamenta-—
cibén cinética de la termodindmica irreversible extendida
TIE sigue siendo en general un problema a resolver. En -
efecto existen dificultades de identificacibén de algunos
términos de (28) del capitulo II con respecto al método -
de H.Grad para potenciales diferentes de ¢~ Pero no obs
tante ambas teorfas conducen a las ecuaciones de Burnett
de la hidrodindmica, luego en alguna forma deben de ser -

equivalentes. Esto es un problema abierto.

También se requiere buscar sistemas de naturaleza —--
apropiada cuyo comportamiento requiera de introducci®dn de
variables del conjuntoa v de encontrar si la ecuacibén -
fenomenolégica y su prediccién se encuentra dentro de la
estructura de la TIE. Siguiendo la sugerencia de J. C.
Maxwell dichos sistemas deberidn de tener variables de es-
tado con tiempos de relaijacidn no despreciables tal como
los sélidos viscoelésticos,las reacciones quimica, etc..
Queda pues pendiente encontrar si la TIE es una estructura

para predecir y describir su comportamiento.

46



