
División de ciencias básicas e ingenieŕıa
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Asesor: Dr. José Inés Jiménez Aquino

Sinodales:
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Resumen

De la manera más sencilla posible podemos decir que un proceso es-
tocástico es aquel que no se puede predecir. Se mueve al azar. En la teoŕıa
de la probabilidad, es un concepto matemático que se utiliza en magnitu-
des aleatorias que vaŕıan con el tiempo. Los procesos estocásticos permiten
tratar procesos dinámicos en los que hay cierta aleatoriedad.

El movimiento browniano es uno de los fenómenos f́ısicos que ha sido
identificado como un proceso estocástico fuera de equilibrio. Podemos decir
que el MB es un movimiento en forma de Zigzag que realizan part́ıculas
pequeñas. Varios cient́ıficos contribuyeron para encontrar la explicación al
MB y tiempo después Paul Langevin propone un método matemático para
la solución del MB.

En 1989 distintos cient́ıficos propusieron algunos métodos para detec-
tar señales ópticas débiles basado en la dinámica de encendido del sistema
láser. Que se puede entender como un proceso de decaimiento de un esta-
do inestable por efecto de fluctuaciones estocásticas. Para caracterizar el
decaimiento de estados inestables el modelo teórico propuesto mediante la
ecuación de Lagevin se conoce como teoŕıa cuasi-determinista, que utiliza
los tiempos de paso durante los cuales se lleva a cabo la relajación dinámica
de la intensidad de la radiación. Estas ideas para el sistema Láser se pueden
extender al proceso de relajación del estado inestable de part́ıculas brow-
nianas con actividad usando el mismo criterio de detección demostramos
que el criterio es sensible a la señal débil a través de un parámetro BETA
el cual contiene el efecto entre la señal externa y el ruido interno. Haciendo
una comparación entre part́ıculas Brownianas pasivas y activas observamos
que la amplitud del campo eléctrico externo se ve incrementado en el caso
de part́ıculas brownianas activas.
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Caṕıtulo 1

Introducción

La detección de señales débiles es un tema de gran interés en el estudio
de las telecomunicaciones y en la detección super-regenerativa en los re-
ceptores de radar (Radio Deteccting and Ranging, por sus siglas en inglés)
[1]. Y ¿cuál es el mecanismo básico de un radar? El principio básico es
muy similar al de la reflexión de ondas sonoras. Si se emite un sonido en
la dirección de un objeto que refleje el sonido (como un cañón rocoso o
una cueva) es posible escuchar el eco y obtener información del objeto en
cuestión. El radar emplea pulsos de enerǵıa electromagnética en una forma
similar. En este caso, la enerǵıa de radiofrecuencia se transmite hacia el ob-
jeto y éste a su vez refleja dicha señal. Una pequeña fracción de la enerǵıa
reflejada retorna al equipo radar que analiza dicha señal para obtener la
información necesaria. En otras palabras, procesa y regenera la información
recibida. Hoy en d́ıa existen algunos dispositivos de radar que funcionan de
forma similar, entre los cuales podemos mencionar los receptores de radar
alerta, los cuales tienen la tarea de proteger y alertar a los pilotos de una
aeronave; las señales satelitales de los proveedores de internet, en este caso
la información de la compañ́ıa se env́ıa al espacio por una antena emisora
hasta llegar al satélite geoestacionario que recibe la señal y la amplifica
para soportar el viaje de vuelta para ser recibida y distribuida por otra
antena en otra parte del mundo.

Tomando en cuenta la idea de la detección super-regenerativa en los
receptores de radar, Vemuri y Roy [2] propusieron a finales de los ochen-
ta del siglo pasado un mecanismo f́ısico capaz de detectar señales ópticas
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débiles en un sistema Láser. Dicho mecanismo consiste en el proceso de
encendido del sistema láser el cual puede actuar como un receptor super-
regenerativo. En esencia el proceso de encendido de un Láser consiste en
la dinámica transitoria que experimenta la intensidad I(t) de la luz Láser,
cuando ésta evoluciona desde un valor inicial I(0) hasta alcanzar el va-
lor correspondiente de su estado estacionario Ist, como consecuencia de
las fluctuaciones estocásticas que dan cuenta de la emisión espontánea. La
dinámica transitoria mencionada se lleva a cabo desde un estado inestable
inicial (estado de mayor enerǵıa) al tiempo t = 0, hasta alcanzar el estado
estacionario (estado de menor enerǵıa) al tiempo t→∞. Una vez desenca-
denado el proceso de relajación de dicho estado inestable, inmediatamente
después, al tiempo t > 0, se hace incidir en la cavidad del Láser una señal
externa débil de amplitud menor o si acaso igual que la intensidad del ruido
interno, la cual habrá de detectarse en el proceso de encendido.
Desde el punto de vista teórico fueron establecidos dos criterios relacio-
nado con la detección de señales ópticas débiles en un Láser: el criterio
propuesto por Vemuri y Roy está relacionado con un parámetro adimen-
sional conocido como Receptor de Salida (RO por sus siglas en inglés).
Éste se define como el cociente Ae/A0, donde Ae representa el área bajo la
curva del promedio 〈I(t)〉, cuando la dinámica está sujeta a la acción del
campo eléctrico externo, y A0 es el área bajo la curva del promedio 〈I(t)〉
en ausencia del campo eléctrico externo. Vemuri y Roy mostraron median-
te cálculo numérico que el RO es muy sensible a la presencia de señales
ópticas débiles.

En el mismo año de la publicación del trabajo de Vemuri y Roy, Ba-
lle et al. [3] propusieron otro criterio teórico para detectar señales ópticas
débiles, basado en la estad́ıstica de los tiempos de primer paso. El criterio
en este caso establece que la diferencia entre las escalas de tiempo
que caracterizan el proceso de encendido en presencia y ausencia
de la señal débil, debe ser mayor o igual a la máxima varianza.
Este criterio permite determinar el valor cŕıtico de un cierto parámetro
que definimos como βc, cuyo valor determina la intensidad de la señal débil
que se debe detectar. Para valores de β menores que βc no hay detección,
mientras que para valores mayores que βc la detección se debe realizar de
manera eficiente. Las escalas de tiempo antes mencionadas se conocen como
tiempos promedio de primer paso (MFPT por sus siglas en inglés). Fueron
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Littler et al. [4] quienes al año siguiente llevaron a cabo el experimento y
mostraron que la señal óptica débil se puede detectar mediante las medicio-
nes de los tiempos de paso (tiempos de iniciación) del sistema láser Argón
bajo la acción de una señal atenuada de un láser de He-Ne.
La explicación teórica del trabajo de Vemuri y Roy fue reportada casi dos
años después por Jiménez-Aquino y Sancho [5], quienes formularon la ex-
presión teórica del RO en función de la escala de tiempo conocida como
tiempo de relajación no lineal (NLRT por sus siglas en inglés). Los re-
sultados teóricos reportados en [5] fueron comparados con los resultados
numéricos de Vemuri y Roy [2], y se mostró que únicamente fueron consis-
tentes con los reportados para el sistema láser de tintura (dye láser).

Es importante destacar que las escalas de tiempo MFPT y NLRT no
sólo han sido utilizados para caracterizar la dinámica transitoria o proceso
de encendido del sistema láser, sino también para caracterizar la relaja-
ción dinámica de estados inestables, metaestables y marginales [6, 7], entre
varias otras aplicaciones donde podemos destacar el estudio de reacciones
qúımicas, transporte intracelular, movimientos de animales, finanzas, series
de tiempo, resonancia estocástica, etc. [6, 8, 9, 10].

En el caso del decaimiento de estados inestables el modelo más conoci-
do es la dinámica de Langevin con ruido aditivo siendo el estado inestable
inicial el máximo relativo de un potencial que proporciona la fuerza de-
terminista. El modelo teórico propuesto para caracterizar el decaimiento
de estados inestables mediante la ecuación de Langevin fue establecido por
primera vez por De Pasquale and Tombesi en 1979 [11]. Este modelo se
conoce como teoŕıa cuasi-determinista (QDT por sus siglas en inglés). La
QDT es una buena descripción teórica debido a que proporciona el me-
canismo preciso para caracterizar el proceso de decaimiento de un estado
inestable. El mecanismo f́ısico de la QDT es el siguiente: la presencia de pe-
queñas fluctuaciones estocásticas cambian la condición inicial alrededor del
estado inestable y una vez que el sistema abandona dicho estado inicial, el
proceso dinámico es dominado por la fuerza de potencial. La QDT también
permite caracterizar la relajación dinámica de potenciales inestables no li-
neales arbitrarios los cuales son muy dif́ıciles de tratar matemáticamente a
través de la ecuación de Fokker-Planck.

Casi 20 años después de los trabajos de Vemuri y Roy [2], Balle et
al. [3], fue propuesto otro mecanismo f́ısico alternativo al sistema Láser,
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que en principio puede ser capaz de detectar amplitudes débiles de cam-
pos eléctricos. Éste consiste en la relajación dinámica del estado inestable
de una part́ıcula browniana (PB) con carga eléctrica inmersa en un baño
térmico, y en presencia de campos eléctrico y magnético cruzados [12, 13].
Por curioso que parezca y a pesar de que el sistema Láser es en principio
distinto al de la PB, la dinámica que sigue la PB en un campo magnéti-
co constante es sorprendentemente muy similar a la dinámica del sistema
Láser estudiado por los autores antes mencionados, y por esta razón la pro-
puesta formulada por los autores tiene un sustento basado en esta analoǵıa
con el sistema Láser. La diferencia entre ambos sistemas radica en que la
dinámica del sistema Láser como veremos en el contenido de esta tesis, se
describe mediante una ecuación tipo Langevin para el campo eléctrico com-
plejo, mientras que la dinámica de la PB con carga eléctrica se describe en
términos de la ecuación de Langevin para el vector de posición. Sin embar-
go, a pesar de esta diferencia cuantitativa en las ecuaciones dinámicas, las
trayectorias de ambos sistemas son muy parecidas y de carácter rotacional.
Esto es debido a que en la ecuación tipo Langevin asociada a la dinámica de
camp eléctrico del sistema Láser, contiene un matriz antisimétrica que da
cuenta de la rotación del campo eléctrico (véase el caṕıtulo 3). La ecuación
de Langevin asociada a una PB en un campo magnético constante también
contiene una matriz antisimétrica y por tanto la trayectoria de la part́ıcula
es igualmente rotacional.

Figura 1.1: Ilustración esquemática en 1D del decaimiento del estado ines-
table de una PB en campos eléctrico y magnético cruzados.
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En el caso de la part́ıcula browniana, el mecanismo para el proceso de
detección consiste en lo siguiente: la part́ıcula localizada inicialmente en
el estado inestable a t = 0, experimenta el proceso de decaimiento por
efecto de las fluctuaciones estocásticas, véase la Fig. 1.1. Inmediatamente
después de haberse desencadenado el decaimiento del estado inestable, se
hace incidir la señal externa débil acelerando el proceso de decaimiento. En
principio, similar al caso del sistema Láser, este proceso debe ser capaz de
detectar la señal débil incidente. La razón de esta sentencia es porque la
estad́ıstica de los tiempos de paso, son también sensibles a la señal externa.
La amplitud de la señal externa debe ser menor o del mismo orden que la
intensidad del ruido interno.

Nuestro propósito en esta tesis consiste en estudiar el problema de la
detección de señales débiles, ahora en el proceso de decaimiento del estado
inestable de part́ıculas brownianas con actividad (nadadores brownianos),
inmersas en un fluido. En este caso es muy importante destacar que la
materia activa es en esencia un sistema fuera de equilibrio cuyo estudio
continúa siendo tema de gran interés en el terreno de los sistemas com-
plejos, que incluyen a la f́ısica, qúımica, bioloǵıa, medicina, etc. Podemos
destacar por ejemplo el estudio de sistemas biológicos como son las bac-
terias [14], microbios [15], motores moleculares [16, 17, 18, 19], coloides
artificiales o part́ıculas Janus [20, 21, 22, 23], entre otros [24, 25]. En el ca-
so de los motores moleculares, conjunto de moléculas que convierten enerǵıa
qúımica en movimiento mecánico llevando a cabo tareas espećıficas a ni-
vel celular, siendo éste el caso de la kinesina esencial en los procesos de
mitosis, meiosis y transporte a lo largo de los axones en las neuronas. Por
otra parte, a nivel macroscópico un organismo superior, por ejemplo cierto
animal, se considera un sistema activo ya que toma enerǵıa del entorno al
momento de alimentarse, la procesa internamente a través de complejos
procesos metabólicos y finalmente manifiesta dicha enerǵıa en movimiento
mecánico, lo que le permite llevar a cabo tareas esenciales para su super-
vivencia como lo es la misma búsqueda de alimento (forrajeo) por citar
un ejemplo. La materia activa puede actuar de manera individual o for-
mar parte de un colectivo como es el caso de una colonia de bacterias,
una parvada de aves (Fig. (1.2)), cardumen de peces o una aglomeración
de humanos interactuando en determinado sitio, etc. También los micro-
robots o micronadadores son otro tipo de part́ıculas activas que se pueden
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construir artificialmente en el laboratorio; entre las que podemos destacar
las llamadas part́ıculas tipo Janus.

Figura 1.2: Materia activa a nivel microscópico y macroscópico[26]

Una part́ıcula Janus se puede transformar en una part́ıcula brownia-
na activa, de acuerdo con el tipo de recubrimiento espećıfico o propiedad
f́ısica que se le proporcione a su superficie. Por ejemplo, la propiedad termo-
forética, electroforética o alguna otra puede hacer que la part́ıcula pasiva
adquiera las caracteŕısticas de una part́ıcula activa. El diseño de part́ıculas
que imiten el movimiento activo aśı como el desarrollo de dispositivos nano-
tecnológicos activos, son los retos en la investigación de part́ıculas activas.
Dichos dispositivos llamados micronadadores son de suma importancia pa-
ra fines terapeúticos en la medicina. Por ejemplo, pueden ser útiles para
transportar ciertos fármacos por el torrente sangúıneo y aplicarlo en los
sitios espećıficos donde se desarrolla la afectación.

Debido a las caracteŕısticas de nuestro trabajo de tesis, es más apropia-
do considerar a las part́ıculas activas artificiales y esféricas con una cierta
cantidad de carga eléctrica en su superficie, como aquellas que llevarán a
cabo el proceso de detección de señales eléctricas débiles, en el proceso de
decaimiento del estado inestable de dichas part́ıculas activas. Sin embar-
go, cabŕıa la posibilidad de considerar otros microorganismos activos con
cierta cantidad de carga eléctrica. El proceso de detección de las señales
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Figura 1.3: Esquema del mecanismo de autopropulsión en un micronada-
dor: una part́ıcula de Janus es iluminada calentando una de sus capas por
encima de la temperatura cŕıtica Tc induciendo con ello la separación de
los recubrimientos siendo este el proceso que propulsa a la part́ıcula[27]

.

débiles mediante el decaimiento del estado inestable de part́ıculas activas,
se lleva acabo de la siguiente manera: al tiempo t = 0 la part́ıcula activa
experimenta su proceso de relajación por efecto del ruido interno trasla-
cional y rotacional. Una vez desencadenado el proceso de decaimiento, se
hace incidir la señal externa débil acelerando el proceso de decaimiento del
estado inestable. En nuestro problema las part́ıculas activas están locali-
zadas inicialmente en el estado inestable de un potencial biestable de dos
dimensiones (2D). La relajación dinámica estará gobernada por la dinámi-
ca de Langevin con ruido aditivo. Supondremos que la autoactividad de las
part́ıculas brownianas introduce un grado de libertad adicional de carácter
estocástico relacionado con la rotación de las part́ıculas producido por las
torcas térmicas (ruido interno rotacional). Dicho grado de libertad es el
correspondiente al ángulo azimutal ϕ(t) sobre el plano xy perpendicular
al eje z. En nuestra propuesta usaremos el criterio teórico de detección
relacionado con la estad́ıstica de los tiempos de primer paso, para el cual
será necesario caracterizar la relajación dinámica del estado inestable de la
part́ıcula activa mediante los tiempos de primer paso y su varianza. Esto
se logra a través de la QDT que de nueva cuenta muestra su versatilidad
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para tal propósito.
En nuestro trabajo consideramos a los micronadadores con carga eléctri-

ca sumergidas en un fluido simple e inactivo y nadando con un número de
Reynolds pequeño que es el escenario t́ıpico para part́ıculas activas del
tamaño de micras como son, los microorganismos vivos, coloides autopro-
pulsados, etc. Un ejemplo t́ıpico es el de la bacteria Escherichia coli, mejor
conocida como E. coli, que tiene un tamaño t́ıpico entre 1-10 µm, que al
estar inmersa en agua a temperatura ambiente (T= 300 K) tiene una velo-
cidad de nado aproximado de 10 µm/s. En este caso el número de Reynolds
es del orden de 10−5 - 10−4 [28]. En estas condiciones, las fuerzas visco-
sas dominan sobre las fuerzas inerciales [29] y por tanto el movimiento
activo de dicha bacteria puede describirse en el contexto de la dinámica
sobre-amortiguada de Langevin traslacional y rotacional.

Una vez calculada la estad́ıstica de los tiempos de primer paso, las
preguntas que surgen de manera natural en el proceso de detección de
señales débiles son las siguientes: ¿Cuáles son las ventajas que ofrece el
estudio de la detección de señales débiles en el proceso de decaimiento del
estado inestable de part́ıculas activas, respecto al caso sin actividad? ¿El
proceso de detección es más eficiente con o sin actividad? ¿Cuál es el valor
de la intensidad de la señal débil que se puede detectar en presencia de la
actividad? Desde luego nuestro compromiso en esta tesis es dar respuesta
a las preguntas formuladas.

El presente trabajo de tesis está organizado de la siguiente manera: en
el caṕıtulo 2 hacemos un breve repaso acerca del movimiento browniano
pasivo. Con el propósito de entender el proceso de detección de señales
débiles en el contexto del movimiento browniano de part́ıculas activas, en
el caṕıtulo 3, estudiamos el proceso de encendido de un sistema láser y
aplicamos un criterio de detección de señales ópticas débiles, en términos de
la estad́ıstica de los tiempos de primer paso. En el cuarto y último caṕıtulo
de esta tesis, proponemos el decaimiento del estado inestable de part́ıculas
activas con carga eléctrica, como otro mecanismo alternativo para detectar
señales eléctricas débiles. Usamos el mismo criterio de detección formulado
para el sistema láser, en términos de la estad́ıstica de los tiempos de primer
paso.



Caṕıtulo 2

Movimiento browniano

2.1. Introducción

El movimiento browniano es uno de los fenómenos f́ısicos que ha si-
do identificado como un proceso estocástico fuera de equilibrio. En 1827
el botánico escocés Robert Brown [30], realizó experimentalmente una in-
vestigación muy minuciosa sobre el comportamiento de una suspensión de
pequeños granos de polen en una solución de agua en condiciones norma-
les (p = 1 atm, T = 20o C). Observó en un microscopio óptico que los
granos de polen se encuentran en un estado muy animado e irregular de
movimiento, el cual fue nombrado como movimiento Browniano (MB) en
honor a Robert Brown. Podemos decir entonces que el MB es un movi-
miento en forma de zigzag que realizan part́ıculas pequeñas, del orden de
micras (1 micra = 10−6 m), que se encuentran inmersas en un fluido, ya sea
ĺıquido, gas, plasma, etc., como se muestra en la Fig.(2.1). R. Brown no fue
capaz de dar una explicación de las causas de dicho movimiento, tampoco
los cient́ıficos más destacados de esa época. Con el resurgimiento y desa-
rrollo de la teoŕıa cinética molecular de Maxwell y Boltzmann a mediados
del siglo XIX, comenzaba a surgir la sospecha de que el MB era conse-
cuencia de las colisiones entre las moléculas del fluido con dicha part́ıcula,
en el supuesto caso de que la materia estuviera constituida por átomos y
moléculas, tal como lo asumieron Maxwell y Boltzmann. Sin embargo, la
hipótesis de la estructura atómica y molecular de la materia no fue del todo
aceptada, debido a las controversias y contradicciones que surǵıan al tratar

10
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de explicar el MB.

Figura 2.1: Movimiento Browniano

Todas las controversias y confusiones que se generaron para explicar las
causas del MB prevalecieron hasta 1905, año en que el f́ısico alemán Albert
Einstein [31] las liquidó de forma definitiva y audaz. Un año después del
trabajo de Einstein, el cient́ıfico polaco Marian Soluchowski [32] publica un
art́ıculo donde de manera independiente, propone un método de solución
alternativo (método del caminante al azar) al problema del MB. En 1908 el
f́ısico francés Paul Langevin [33], propone otro método muy distinto pero
más simple que los dos anteriores, basado en la segunda ley de Newton. El
resultado teórico propuesto por Einstein para el desplazamiento cuadrático
promedio, fueron corroborados experimentalmente por el f́ısico francés Jean
Perrin y colaboradores [34] en 1909, confirmando de forma contundente la
hipótesis acerca de la estructura atómica de la materia.

Una vez establecidos las estrategias de solución al problema del MB,
comenzaron a desarrollarse la metodoloǵıa matemática subyacente para
mostrar que el esquema de Einstein y el de Langevin, son dos propues-
tas equivalentes de solución al problema del MB. El método fue propuesto
por primera vez por Ornstein y Uhlenbeck en su art́ıculo de 1930, donde
mostraron que es posible obtener una ecuación para la distribución de pro-
babilidad, llamada ecuación de Fokker-Planck, a partir de la ecuación de
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Langevin. En la actualidad, existe una enorme cantidad de trabajos que
tienen que ver con las distintas aplicaciones del MB, y donde se mues-
tran los distintos métodos de solución que van desde ecuaciones maestras,
ecuaciones de Fokker-Planck y/o ecuaciones diferenciales estocásticas de
Langevin o sus posibles generalizaciones.

Para los propósitos de esta tesis, en este caṕıtulo vamos a establecer de
manera resumida los resultados más importantes del MB mediante métodos
matemáticos reportados en la literatura actual [35].

2.2. Ecuación de Langevin

La ecuación de Langevin asociada a una part́ıcula Browniana inmersa
en un fluido de temperatura T está dada por

v̇ = −γv +
1

m
ξ(t), (2.1)

donde γ = α/m, es el coeficiente de fricción por unidad de masa, α = 6πηa
el coeficiente de fricción, η la viscosidad y a el radio de la part́ıcula. La
ec. (2.1) representa una ecuación diferencial estocástica con ruido aditivo
ξ(t) que satisface las propiedades de un ruido blanco Gaussiano, con valor
medio 〈ξ(t)〉 = 0 y función de correlación

〈ξ(t)ξ(t′)〉 = 2λ δ(t− t′), (2.2)

siendo λ la intensidad del ruido. La solución formal de la ec. (2.1) está dada
por

v(t) = v0e
−γt +

1

m

∫ t

0
e−γ(t−t′) ξ(t′) dt′, (2.3)

donde v0 = v(0) es la condición inicial. Usando la ec. (2.2) podemos mostrar
que la función de correlación a dos tiempos está dada por

〈v(t1)v(t2)〉 = v2
0e
−γ(t1+t2) +

2λ

m2

∫ t1

0

∫ t2

0
e−γ(t1+t2−t′1−t′2) δ(t′1 − t′2) dt′1dt

′
2.

(2.4)
Esta doble integral se puede evaluar tomando en cuenta dos casos en el
orden del tiempo, si t1 > t2 o t2 > t1. En primer lugar vemos que la
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función δ(t′1− t′2) limita los valores de t′1 = t′2. Es posible demostrar que la
doble integral conduce al siguiente resultado [36]

〈v(t1)v(t2)〉 = v2
0e
−γ(t1+t2) +

λ

m2γ
[e−γ|t1−t2| − e−γ(t1+t2)]. (2.5)

Hagamos ahora un análisis a tiempos largos para los cuales γt1 � 1, γt2 �
1. En este caso la función de correlación es independiente de la velocidad
inicial y sólo depende de la diferencia de tiempos t1 − t2, es decir,

〈v(t1)v(t2)〉 =
λ

m2γ
e−γ|t1−t2|. (2.6)

Esto nos muestra que la velocidad es también un proceso estocástico esta-
cionario. Si t1 = t2 = t, entonces es claro que en el estado estacionario

〈v2(t)〉 =
λ

m2γ
, (2.7)

luego entonces también 〈v2(0)〉 = λ
m2γ

. Esto nos dice que, si la velocidad
tiene una distribución inicial, a saber, una distribución de Maxwell, en-
tonces ésta se debe mantener en el estado estacionario. En dicho estado
las part́ıculas Brownianas también están en equilibrio térmico con el fluido
a temperatura T , aśı que podemos aplicar el teorema de equipartición de
manera tal que (1/2)m〈v2(t)〉 = (1/2)kBT . Usando (2.7) podemos concluir
que

λ = αkBT, (2.8)

que corresponde precisamente a la relación de fluctuación-disipación.
El significado f́ısico de esta relación es el siguiente: En el estado estaciona-
rio y en equilibrio térmico con el baño, las PBs experimentan un balance
entre las fuerzas fluctuantes y las fuerzas de fricción. Estas últimas tratan
de frenar el movimiento de las PBs, mientras que las primeras tienden a
contrarrestar dicho amortiguamiento manteniendo en movimiento perma-
nente a las part́ıculas.

2.2.1. Desplazamiento cuadrático promedio (DCP)

Hoy en d́ıa con los avances tecnológicos en nanotecnoloǵıa ya es posible
controlar, manipular y monitorear moléculas mediante pinzas ópticas (rayos
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Láser); lo que permite medir la velocidad de una PB. Sin embargo, es mucho
más fácil medir las funciones de correlación para la posición en vez de la
función de correlación para la velocidad dada por (2.5). Si al tiempo t = 0
la part́ıcula está en x0 con velocidad v0, su DCP al tiempo t será

〈(x(t)− x0)2〉 =

∫ t

0

∫ t

0
〈v(t1)v(t2)〉 dt1dt2, (2.9)

donde el integrando está dado por (2.5). Sustituyendo cada término en
(2.9), vemos que ∫ t

0

∫ t

0
e−γ(t1+t2) dt1dt2 =

1

γ2
(1− e−γt)2, (2.10)

∫ t

0

∫ t

0
e−γ|t1−t2| dt1dt2 = 2

∫ t

0
dt1

∫ t1

0
e−γ(t1−t2) dt2 =

2

γ
t− 2

γ2
(1− e−γt),

(2.11)
en consecuencia

〈(x(t)− x0)2〉 =
1

γ2

(
v2

0 −
λ

m2γ

)
(1− e−γt)2 + 2

λ

m2γ2
t− 2

λ

m2γ3
(1− e−γt).

(2.12)
Como podemos observar, hemos obtenido la expresión exacta del DCP
de la PB para todo tiempo t ≥ 0. En la solución (2.3), hemos supuesto
que la velocidad inicial v0 es fija, sin embargo, podŕıa estar inicialmente
distribuida por una Maxwelliana con valor medio cero y varianza 〈v2

0〉 =
λ/m2γ, esto implica que el primer término de (2.12) es cero. En este caso
el DCP será

〈(x(t)− x0)2〉 = 2
λ

m2γ2
t− 2

λ

m2γ3
(1− e−t/τr), (2.13)

donde τr = 1/γ. En la Fig. (2.2) se muestra el comportamiento del DCP
(2.13) como función del tiempo. La gráfica muestra dos regiones represen-
tados por ON y NM, las cuales corresponden a los siguientes casos ĺımite
del tiempo de observación comparados con el tiempo de relajación τr.

(i). Tiempos cortos, tales que γt� 1 o t� τr. Mediante la expan-
sión en serie de Taylor de la exponencial podemos verificar fácilmente que
〈(x(t)− x0)2〉 = (λ/m2γ) t2.
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Figura 2.2: Desplazamiento Cuadrático Promedio (2.13) como función del
tiempo, tal que 〈(x(t)− x0)2〉 ≡ 〈x2〉.

(ii). Tiempos largos, tales γt � 1 o t � τr. En este caso se puede
verificar que (λ/m2γ2)t� (λ/m2γ3), y por tanto

〈(x(t)− x0)2〉 = 2

(
λ

m2γ2

)
t = 2

(
kBT

α

)
= 2Dt, (2.14)

donde hemos usado la relación de fluctuación-disipación (2.8) y, D =
kBT/α, es precisamente el coeficiente de difusión de Einstein.

Estos resultados se pueden interpretar de la siguiente manera: para
tiempos cortos el DCP es proporcional a t2 y, de acuerdo con la mecánica
Newtoniana se sabe que el desplazamiento de una part́ıcula libre es también
proporcional a t2 (curva ON de la Fig. (2.2)). Por lo tanto, para tiempos
cortos podemos concluir que la PB se comporta como una part́ıcula libre
que todav́ıa no siente la presencia del fluido en la que está inmersa. A es-
te régimen de tiempos cortos se le conoce en la literatura como régimen
baĺıstico. Para tiempos largos t � τ el DCP es proporcional a t (ĺınea
recta NM de la Fig. (2.2)) y, de acuerdo con la hidrodinámica clásica un
comportamiento rectiĺıneo de ese tipo corresponde a la difusión de una
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part́ıcula en un fluido. Podemos decir entonces que para tiempos largos la
PB experimenta un proceso de difusión debido a las constantes colisiones
con las moléculas del fluido, es decir, la part́ıcula siente la presencia del
fluido en la que está inmersa. A este régimen de tiempos se le conoce co-
mo régimen difusivo o régimen sobre-amortiguado, y como veremos
en seguida, la terminoloǵıa de sobre-amortiguado significa que la fuerza
de fricción es dominante con respecto a la fuerza inercial, y por tanto la
ecuación de Langevin (2.1) en este caso se escribe como

ẋ = ξ(t)/α. (2.15)

Aśı, el DCP también se obtiene de la siguiente doble integración

〈(x(t)− x0)2〉 =
2λ

α2

∫ t

0

∫ t

0
〈ξ(t1)ξ(t2)〉 dt1dt2

= 2
λ

α2
t = 2Dt, (2.16)

que corresponde precisamente al resultado obtenido anteriormente en el
ĺımite de tiempos largos. Aśı que el régimen difusivo es equivalente el régi-
men sobre-amortiguado.

2.3. Ecuación de Fokker-Planck

En general y en caso de un proceso estocástico Markoviano, dada una
ecuación diferencial estocástica es posible obtener su ecuación de Fokker-
Planck (EFP) asociada, para la densidad de probabilidad. En el caso de la
ecuación de Langevin dada por la ec. (2.1), su correspondiente EFP para
la densidad de probabilidad condicional P (v, t|v0) está dada por

∂P (v, t|v0)

∂t
= γ

∂vP (v, t|v0)

∂v
+

λ

m2

∂2P (v, t|v0)

∂v2
, (2.17)

sujeta a la condición inicial P (v, 0|v0) = δ(v − v0). Su solución para todo
tiempo t > 0 es entonces

P (v, t|v0) =

√
m

2πkBT (1− e−2γt)
exp

[
m(v − v0e

−γt)2

2πkBT (1− e−2γt)

]
. (2.18)
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En el ĺımite de t→∞ esta distribución de probabilidad converge a la distri-
bución de equilibrio de Maxwell, Pst(v) =

√
m/2πkBT exp(−mv2/2kBT ),

tal como era de esperarse. Podemos corroborar que en el estado de equili-
brio estacionario 〈v2〉 = kBT/m, que es exactamente la misma que la ec.
(2.7) obtenida a través de la solución de la ecuación de Langevin (2.1).

También en el régimen sobre-amortiguado, la ecuación de Langevin
(2.15) tiene asociada su correspondiente EFP para la densidad de proba-
bilidad condicional P (x, t|x0). En este caso dicha EFP es la ecuación de
difusión obtenida por Einstein en 1905, es decir

∂P (x, t|x0)

∂t
= D

∂2P (x, t|x0)

∂x2
, (2.19)

sujeta a la condición inicial P (x, 0|x0) = δ(x − x0) y cuya solución está
dada por

P (x, t|x0) =
1√

4πDt
exp

(
−(x− x0)2

4Dt

)
. (2.20)

Es claro que en este caso el proceso estocástico (2.15) no es estacionario.
También a partir de (2.20) se concluye que el DCP 〈(x(t)− x0)2〉 = 2Dt.

Podemos concluir este caṕıtulo haciendo las siguientes anotaciones:
la ecuación de Langevin (2.1) junto con la propiedades estad́ısticas de
ruido blanco gaussiano, describen el proceso conocido como proceso de
Ornstein-Uhlenbeck, y por tales motivos, se dice que es un proceso es-
tocástico Markoviano, Gaussiano y estacionario. Fue estudiada de forma ex-
haustiva precisamente por Ornstein y Uhlenbeck en 1930 [37]. La ec. (2.15)
junto con las propiedades estad́ısticas de ruido blanco gaussiano, describen
el proceso conocido como proceso de Wiener, el cual es también Marko-
viano y gaussiano, pero no estacionario. Esta ecuación se obtiene cuando la
fuerza de fricción es mayor que la fuerza inercial. A partir de la ec. (2.15) se
obtiene de manera inmediata el DCP dado por (2.16). Esta aproximación
de fricción dominante se conoce también como régimen sobre-amortiguado
mencionado anteriormente. En conclusión, el estudio del MB mediante la
ecuación de Langevin o de Fokker-Planck son totalmente equivalentes. La
elección de una o la otra descripción depende del grado de dificultad del
problema a estudiar, o de la estrategia matemática requerida.



Caṕıtulo 3

Detección de señales débiles
en un Láser

3.1. Introducción

En este caṕıtulo vamos a estudiar un criterio teórico basado en la es-
tad́ıstica de los tiempos de primer paso, propuesto por Balle et al. [3], para
detectar señales débiles en el proceso de encendido de un sistema Láser.
Para tal propósito, primeramente, debemos aclarar qué se entiende como
tiempos de primer paso. El tiempo de primer paso, se define como el tiempo
requerido por un proceso estocástico o trayectoria estocástica, para alcan-
zar por primera vez un cierto valor previamente establecido, comenzando
desde un valor inicial; por ejemplo el valor de cierta frontera que delimita
al sistema, o el valor de una barrera de potencial, etc. Este tiempo de paso
es aleatorio y para poder describir al sistema estocástico en términos de
esta cantidad es necesario calcular la estad́ıstica de dichos tiempos de paso.
Aqúı usaremos este concepto para caracterizar el proceso de encendido de
un sistema Láser, también conocido como la dinámica transitoria de un
sistema Láser o equivalentemente como el decaimiento del estado inestable
de dicho sistema, debido a la emisión espontánea. Hemos comentado que
el proceso de encendido consiste esencialmente en un proceso durante el
cual la intensidad I(t) de la luz Láser evoluciona desde un valor inicial
I(0) ≡ I0, al tiempo t = 0, hasta alcanzar el valor de su estado estacionario

18
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correspondiente I(∞) ≡ Ist, cuando t→∞, como consecuencia del proceso
de emisión espontánea.

Figura 3.1: Se ilustra el proceso de encendido del sistema Láser. En la figura
superior se ilustra el proceso de decaimiento de un estado inestable.

El proceso de encendido se puede caracterizar a través de la estad́ıstica
de los tiempos de primer paso y dicha estad́ıstica fue propuesto como un
criterio teórico para detectar señales ópticas débiles en el sistema Láser [3].
El cálculo de la estad́ıstica de los tiempos de paso fue formulada en términos
de la QDT, la cual a su vez ha sido formulada en términos de la dinámica
de Langevin en la aproximación lineal. La QDT ha demostrado ser una
excelente teoŕıa para caracterizar el decaimiento de un estado inestable
ya que proporciona la descripción precisa del mecanismo responsable del
decaimiento de dicho estado. El mecanismo ocurre de la siguiente manera:
(i) fluctuaciones estocásticas pequeñas son las responsables del decaimiento
del estado inestable inicial, y (ii) una vez que el sistema abandona dicho
estado, la dinámica es prácticamente determinista dominada por la fuerza
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del potencial.
Debemos mencionar que el criterio antes mencionado, también se puede
aplicar si la caracterización dinámica se realiza a través de los tiempos de
paso, tomando en cuenta las contribuciones no lineales de la dinámica de
Langevin del sistema Láser. Sin embargo, cualquiera que sea la dinámica,
lineal o no lineal, el criterio conduce al mismo valor cŕıtico del parámetro
requerido para cuantificar la detección de la señal débil. Por esta razón
y de acuerdo con el criterio, es suficiente con caracterizar el proceso de
decaimiento del estado inestable del sistema Láser en el régimen lineal.
Existe otro criterio para detectar señales débiles en un sistema Láser, el
cual fue propuesto por Vemuri y Roy [2] en términos de un parámetro
adimensional conocido como el receptor de salida (Received-Output (RO),
por sus siglas en inglés). En el año de 1971, el RO se pudo expresar en
términos del tiempo de relajación no lineal (NLRT) [5], el cual caracteriza
el decaimiento del estado inestable tomando en cuenta la relajación del
sistema cuando éste alcanza el valor de su estado estacionario Ist. En este
caṕıtulo sólo estudiaremos el criterio de la estad́ıstica de los tiempos de
paso aplicado en el régimen lineal y es el mismo que aplicaremos en el
caṕıtulo 4, para el caso de part́ıculas activas.

Para entender mejor la QDT en la caracterización del decaimiento de un
estado inestable, en el siguiente apartado hacemos un análisis cualitativo de
dicha teoŕıa mediante la dinámica de Langevin de una part́ıcula browniana
localizada en el máximo de un potencial inestable al tiempo t = 0

3.2. Análisis cualitativo de la Teoŕıa cuasi-determinista
(QDT), un análisis lineal

Consideremos el caso de una part́ıcula browniana inmersa en un fluido
y localizada inicialmente en el estado inestable de un potencial de la forma
V (x) = −(a/2)x2, el cual corresponde a la aproximación lineal del potencial
biestable de la Fig. 3.2. Supondremos también que la dinámica que sigue la
part́ıcula está restringida en el intervalo −R ≤ x ≤ R, donde R representa
la barrera absorbente del potencial.

Inicialmente, la part́ıcula localizada en el estado inestable, está some-
tida a fluctuaciones estocásticas por lo que la dinámica satisface la simple
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Figura 3.2: Aproximación lineal de un potencial biestable.

ecuación diferencial estocástica lineal, dada por

ẋ = ax+ ξ(t), (3.1)

donde ξ(t) es un ruido blanco Gaussiano con valor medio 〈ξ(t)〉 = 0 y
función de correlación 〈ξ(t)ξ(t′)〉 = 2λδ(t − t′), siendo λ la intensidad del
ruido. La solución formal de la ecuación anterior se puede escribir como

x(t) = x0e
at + eat

∫ t

0
e−asξ(s)ds. (3.2)

o bien

x(t) = h(t)eat, h(t) = x0 +

∫ t

0
e−asξ(s)ds. (3.3)

Por simplicidad suponemos una condición inicial fija tal que x0 = 0. En
este caso es fácil mostrar que

〈h2(t)〉 =
λ

a
(1− e−2at), (3.4)

y por lo tanto el DCP será

〈x2(t)〉 =
λ

a
(e2at − 1). (3.5)

De esta simple expresión podemos estudiar también los dos casos ĺımites
para el tiempo, el ĺımite de tiempos cortos y el ĺımite de tiempos largos
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Tiempos cortos tales que t� 1/2a. En este caso podemos mostrar
fácilmente que el DCP está dado por 〈x2(t)〉 = 2λt.

Tiempos largos tales que t� 1/2a. En esta aproximación el DCP
es ahora 〈x2(t)〉 = (λ/a)e2at.

Estos resultados nos muestran claramente lo siguiente: el comienzo del de-
caimiento del estado inestable de la part́ıcula ocurre en el régimen de tiem-
pos cortos, tal como podemos observar, el DCP es lineal en el tiempo lo
que significa que la part́ıcula experimenta un proceso difusivo alrededor del
estado inestable y como consecuencia está sometida a las constantes coli-
siones con las moléculas del fluido o baño térmico en la que está inmersa.

En el ĺımite de tiempos largos, una vez que la part́ıcula abandona el es-
tado inestable por efecto de pequeñas fluctuaciones (λ pequeña), el DCP es
dominado por el factor determinista e2at, y como consecuencia la dinámica
de la part́ıcula es dominada por la fuerza del potencial, es decir, es prácti-
camente determinista. En este caso el tiempo requerido por la part́ıcula en
alcanzar la barrera del potencial ±R será t = (1/2a) ln(aR2/λ). Esta escala
de tiempo caracteŕıstico del decaimiento de todo estado inestable, depende
de los parámetros del sistema y de las fluctuaciones y esencialmente va
como t ∼ ln(R2/λ), siendo R2 el valor de la barrera del potencial y λ la
intensidad del ruido interno. A este régimen de aproximación de tiempos
largos en el decaimiento de estados inestables se le conoce como la apro-
ximación cuasi-determinista. En conclusión esta escala de tiempo es
el caracteŕıstico asociado al decaimiento de todo estado inestable inducido
por fluctuaciones estocásticas. Después de realizar un análisis cualitativo
de la QDT, estamos listos para estudiar el criterio propuesto por Balle et
al. para detectar señales ópticas débiles en el proceso de encendido de un
sistema Láser.

3.3. El sistema láser

Las caracteŕısticas básicas del sistema Láser más elemental consiste de
un sistema de N átomos que poseen dos niveles de enerǵıa. El sistema se
encuentra en una cavidad sobre la cual se hace incidir luz desde una fuente
externa que produce el llamado bombeo óptico. Para un determinado valor
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umbral de la luz incidente, la luz emitida es de gran intensidad y coheren-
cia. Este fenómeno es debido al inversión de población, es decir, los átomos
en el estado de enerǵıa más alto (átomos excitados) decaen al estado de me-
nor enerǵıa emitiendo de manera espontánea la luz correspondiente. Para
poder mantener esta emisión coherente de radiación es necesario inyectar
continuamente enerǵıa al sistema.
La obtención de un modelo determinista que describa la fenomenoloǵıa
del Láser se obtiene a partir de las ecuaciones microscópicas que descri-
ben la interacción de radiación-materia. Como resultado final se obtiene
una ecuación de evolución determinista para el campo eléctrico transmi-
tido que incorpora todos los ingredientes macroscópicos que se observan.
El campo eléctrico que es la variable relevante es una cantidad comple-
ja (número complejo). La introducción de las fluctuaciones en la ecuación
determinista del sistema Láser se hace siguiendo los pasos habituales en
la literatura [38]. Por ejemplo, las fluctuaciones internas (de origen mi-
croscópico) presentes en la cavidad son necesarias para entender el proceso
de emisión espontánea. Estas fluctuaciones se representan por un término
que se suma a la ecuación determinista del campo eléctrico, dicho término
también se conoce como ruido aditivo. Existen sin embargo, otros tipos
de ruidos llamados externos, éstos como su nombre lo indica, son ajenos
al sistema y son controlables en el laboratorio y por tanto sus funciones
de correlación pueden presentar efectos de memoria o tiempos finitos de
correlación.

El modelo de Láser más simple propuesto en los trabajos antes men-
cionados, corresponde a una ecuación determinista para el campo eléctrico
complejo E = E1 + iE2, de un solo modo dado por [2, 3]

dE

dt
= −kE +

F

1 + (A/F )I
E, (3.6)

donde k es la razón de decaimiento de la intensidad de radiación en la
cavidad del láser, F el factor de ganancia del medio activo, A el paráme-
tro de saturación del medio activo, I = |E|2 = E2

1 + E2
2 la intensidad del

Láser. La incorporación de las fluctuaciones internas antes mencionadas se
realiza a través de una variable estocástica ξ(t) que da cuenta de la emi-
sión espontánea, de modo que la ecuación anterior se vuelve una ecuación
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diferencial estocástica dada por

dE

dt
= −kE +

F

1 + (A/F )I
E + ξ(t), (3.7)

donde ξ(t) es el ruido aditivo que satisface las propiedades de un ruido
blanco Gaussiano con valor medio nulo y función de correlación

〈ξ(t)ξ∗(t′)〉 = 2εδ(t− t′), (3.8)

siendo ε la intensidad del ruido complejo y ξ∗(t) su complejo conjugado.
El modelo de láser estudiado por Balle et al. para la detección de señales
ópticas débiles es la siguiente [2]

dE

dt
= −kE +

F

1 + (A/F )I
E + iγ2E + keEe + ξ(t), (3.9)

donde Ee es un campo eléctrico externo débil, que se considera como una
cantidad real, ke el parámetro de acoplamiento entre el Láser y la señal
externa y γ2 es un parámetro de sintonización entre el campo externo Ee
y el Láser. Si el factor de ganancia domina al parámetro de saturación, es
decir, A/F � 1, entonces la ec. (3.9) se puede escribir como

dE

dt
= γ1E −A|E|2E + iγ2E + keEe + ξ(t), (3.10)

donde γ1 = F − k > 0, que garantiza un máximo o punto inestable de
un ”potencial”. Para la ec. (3.10) el estado estacionario correspondiente es
Ist = γ1/A.

3.3.1. Estad́ıstica de los tiempos de primer paso

En este apartado vamos ahora a calcular la estad́ıstica de los tiempos
de primer paso, asociado al decaimiento del estado inestable del sistema
láser (3.10), con la ayuda de la QDT. Como veremos más adelante, la
dinámica dada por la Ec. (3.10) es de carácter rotacional aunque dicho
efecto no aparece expĺıcitamente en los cálculos teóricos asociados con la
estad́ıstica de los tiempos de paso reportados en [3]. La descripción teórica
reportada en dicha referencia se realiza en el plano complejo de coordenadas
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(E1, E2). La razón del por qué dichos efectos de rotación no aparecen de
manera expĺıcita en el estudio reportado por Balle et al. se puede explicar
y entender mejor en un espacio transformado de coordenadas (E′1, E

′
2) del

campo eléctrico complejo original (E1, E2). Esto se mostrará también más
adelante.

Por esta razón nuestro estudio en esta sección se hará en términos de
una formulación matricial en vez de una formulación en el plano complejo,
aunque ambas son equivalentes y conducen a los mismos resultados para la
estad́ıstica de los tiempos de paso. Comenzamos entonces con la descripción
en la aproximación lineal de la dinámica (3.10) la cual se puede escribir en
su forma matricial como

dE

dt
= γ1E +WE + keEe + ξ(t), (3.11)

donde W es una matriz antisimétrica dada por

W =

(
0 −γ2

γ2 0

)
, (3.12)

y los vectores E = (E1, E2), Ee = (Ee, 0), ξ(t) = (ξ1, ξ2), tal que

〈ξi(t)ξj(t′)〉 = εδijδ(t− t′), i, j = 1, 2. (3.13)

donde ε es la intensidad del ruido. En la Fig. (3.3), se muestra la evolu-
ción dinámica del sistema Láser de acuerdo con la Ec. (3.11), y el ćırculo
representa el valor de referencia Ir = E2

r1 + E2
r2

Si ahora introducimos el siguiente cambio de variable,

E′ = e−WtE , (3.14)

el cual corresponde a una rotación de las coordenadas (E1, E2) del plano
complejo al espacio de coordenadas (E′1, E

′
2), ya que R(t) ≡ eWt es una

matriz de rotación (ver Apéndice B) de tal forma que R−1(t) ≡ e−Wt es su
inversa, donde

R(t) =

(
cos γ2t sen γ2t
− sen γ2t cos γ2t

)
. (3.15)

En el espacio transformado de coordenadas la Ec. tipo Langevin (3.11) se
transforma en

dE′

dt
= γ1E

′ + keE
′
e + ξ′(t) , (3.16)
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Figura 3.3: Evolución dinámica del sistema Láser (3.11) en el plano comple-
jo (E1, E2). El ćırculo de ĺıneas punteadas representa el valor de referencia
Ir = E2

1r + E2
2r

siendo en este caso E′e = R−1(t)Ee y ξ′(t) = R−1(t)ξ(t); y como conse-
cuencia tanto el campo eléctrico externo aśı como el ruido interno sufren
los efectos de la rotación. La transformación aplicada elimina la matriz an-
tisimétrica W de la ec. (3.11) y las absorben el campo eléctrico externo y
el ruido interno, a través de la matriz de rotación.

Debido a la transformación (3.14), el módulo al cuadrado del campo
eléctrico I = |E|2 permanece invariante en el espacio transformado, esto
es I = I ′, donde I ′ = |E′|2 = E′ 21 + E′ 22 . En la Fig. (3.4) se muestran dos
dinámicas del sistema Láser (3.16) en el plano complejo (E′1, E

′
2) cuando la

intensidad del campo eléctrico externo se compara con la del ruido interno.
La figura se obtiene de los cálculos de la simulación numérica de la ec.
(3.16), véase la Ref. [39, 40]

Si la magnitud del campo eléctrico externo es menor o igual a la inten-
sidad del ruido interno, entonces la dinámica es prácticamente una ĺınea
recta como se muestra en la Fig. (3.4)a, y por lo tanto los efectos de la
rotación son prácticamente imperceptibles. En el caso contrario, si la am-
plitud del campo eléctrico es dominante sobre el ruido interno entonces la
trayectoria es rotacional en forma de “bucles”, tal como se muestra en la
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Figura 3.4: Evolución dinámica del sistema láser (3.16) en el espacio
trasformado (x

′
= E′1, y

′ = E′2). (a) Trayectoria recta para valores de
Ee = ε =0.0001. (b) Trayectoria rotacional obtenida para valores de
Ee =1.0 y ε =0.001.

Fig. (3.4)b.

Como podemos observar de las figuras anteriores, solamente cuando la
intensidad del campo eléctrico externo es menor o igual que la intensidad
del ruido interno (Ee ≤ ε), los efectos de rotación en la evolución dinámica
del sistema Láser no son apreciables. Por esta razón la estad́ıstica de los
tiempos de paso en [3] no contiene los efectos de rotación del sistema.
De ahora en adelante, vamos a calcular dicha estad́ıstica en el espacio
transformado del plano complejo y haremos uso de estos resultados para
aplicar el criterio de detección propuesto por Balle et al.

Calculemos ahora el tiempo de paso requerido por la intensidad I(t)
en alcanzar el valor de referencia, donde Ist = γ1/A es el valor del estado
estacionario. El 2 % del valor del estado estacionario garantiza estar en la
región lineal y lejos del estado estacionario. Este valor es propuesto del
experimento en la Ref. [4].

Para tal propósito, partimos de la solución de la Ec. (3.16) dada por

E′(t) = h′(t)eγ1t, (3.17)
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donde h′(t) = (h′1(t), h′2(t)), tal que

h′(t) =

∫ t

0
e−γ1sR−1(s)[keEe + ξ(s)]ds , (3.18)

suponiendo condiciones iniciales fijas tal que E′(0) = 0. En el análisis cua-
litativo de la QDT, hemos visto que la escala de tiempo caracteŕıstico del
decaimiento del estado inestable se lleva a cabo en el ĺımite de tiempos
largos, de modo que para valores pequeños del campo externo Ee y del
ruido interno ξ(t), tenemos que

ĺım
t→∞

dh′

dt
= ĺım

t→∞
e−γ1tR−1(t)[keEe + ξ(t)]→ 0. (3.19)

Este resultado nos indica que en el régimen de tiempos largos h′(t) llega
ser una constante, es decir h′(∞) = h′, donde en este caso h′ = (h′1, h

′
2)

es una variable aleatoria Gaussiana (VAG). Por tanto en dicho régimen de
aproximación, el proceso estocástico dado por (3.17) se transforma en un
proceso cuasi-determinista dado por E′(t) = h′eγ1t de tal manera que h′

juega el papel de una condición inicial efectiva. En términos de la intensidad
del campo eléctrico I ′ la ecuación cuasi-determinista E′(t) = h′eγ1t puede
escribirse como

I ′(t) = h′ 2e2γ1t, (3.20)

donde h′ 2 ≡ |h′|2 = h′ 21 + h′ 22 . De la solución (3.20) podemos obtener el
tiempo de primer paso requerido por la intensidad en alcanzar el valor de
referencia I ′r, es decir, t = (1/2γ1) ln(I ′r/h

′ 2). Este tiempo es también una
variable estocástica debido a que es función de h′. Aśı que el tiempo medio
de primer paso será entonces

〈t〉 =
1

2γ1

〈
ln

(
I ′r
h′ 2

)〉
. (3.21)

Esta escala de tiempo promedio se puede calcular a través de la densidad
de probabilidad marginal P (h′), la cual a su vez requiere de la densidad de
probabilidad Gaussiana conjunta

P (h′1, h
′
2) =

1

2π(detσij)2
× exp

[
− 1

2

2∑
i,j=1

(σ−1)ij(h
′
i − 〈h′i〉)(h′j − 〈h′j〉)

]
,

(3.22)
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siendo σij = 〈h′ih′j〉 − 〈h′i〉〈h′j〉 la matriz de correlación. De la Ec. (3.18)
podemos ver que

〈h′i〉 = ke

∫ ∞
0

e−γ1tR−1
ik (t)Eek dt , (3.23)

〈h′ih′j〉 = 〈h′i〉〈h′j〉+

∫ ∞
0

∫ ∞
0

e−γ1(t+t′)R−1
ik (t)R−1

jl (t′)〈ξk(t)ξl(t′)〉dtdt′.

(3.24)
De aqúı es fácil verificar que

〈h′1〉 =
keEe γ1

γ2
1 + γ2

2

, 〈h′2〉 =
keEeγ1

γ2
1 + γ2

2

, (3.25)

y

〈h′ih′j〉 = 〈h′i〉〈h′j〉+
ε

2γ1
δij . (3.26)

La Ec. (3.26) nos muestra que las variables h′i son independientes y
por tanto la matriz de correlación σij = (ε/2γ1)δij es una matriz diagonal,
cuyos elementos están dados por σ2 ≡ σii = ε/2γ1. Bajo estas condiciones
la densidad de probabilidad dada (3.22) se reduce a la simple expresión

P (h′1, h
′
2) =

1

2πσ2
e−(1/2σ2)[(h′1−〈h′1〉)2+(h′2−〈h′2〉)2]. (3.27)

Para calcular P (h′) hacemos uso de la transformación

P (h′1, h
′
2)dh′1dh

′
2 → P (h′, θ)J(h′, θ)dh′dθ, (3.28)

donde J(h′, θ) representa la transformación Jacobiana del espacio de coor-
denadas (h′1, h

′
2) al espacio de coordenadas polares (h′, θ), siendo h′1 =

h′ cos θ y h′2 = h′ sin θ. Se puede mostrar que el Jacobiano de la transfor-
mación es J(h′, θ) = h′, y después de efectuar la integración marginal de
P (h′, θ) con respecto al ángulo θ obtenemos finalmente que

P (h′) =
h′

σ2
I0(p′h′/σ2)e−(1/2σ2)(h′ 2+p′ 2)2

, (3.29)

donde p′ 2 = 〈h′1〉2 + 〈h′2〉2 = (keEe)
2/(γ2

1 + γ2
2), y la función I0(x) es la

función modificada de Bessel de orden cero [41].
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Para calcular la estad́ıstica de los tiempos de paso necesitamos los dos
primeros momentos 〈t〉 y 〈t2〉, los cuales se pueden calcular a través de la
función generadora de momentos (FGM) que definimos como G(2γ1ν) =
〈e−2γ1νt〉. Sustituyendo la expresión del tiempo de paso obtenido de la ec.
(3.20) vemos que G(2γ1ν) = 〈(I ′r/h′ 2)−ν〉.

La FGM se calcula expĺıcitamente de la densidad de probabilidad P (h′)
dando como resultado (ver Apéndice (A))

G(2γ1ν) =

(
I ′r

2σ2

)−ν
e−β

2/2
∞∑
m=0

Γ(m+ ν + 1)

(m!)2

(
β2

2

)m
(3.30)

= G0(2γ1ν)e−β
2/2M(ν + 1, 1, β2/2),

donde G0(2γ1ν) = (I ′r/2σ
2)−νΓ(ν + 1) es la función generadora de mo-

mentos en ausencia del campo eléctrico, M(ν+1, 1, β2/2) la función hiper-
geométrica confluente de Kummer y β es

β2 =
p′ 2

σ2
=

2γ1

(γ2
1 + γ2

2)

(keEe)
2

ε
, (3.31)

de donde podemos observar que el parámetro β2 ∼ (keEe)
2/ε. La estad́ısti-

ca de los tiempos de paso se obtiene entonces de la FGM mediante las
siguientes derivadas

〈2γ1t〉 = −dG
dν

∣∣∣∣
ν=0

, 〈(2γ1t)
2〉 =

d2G

dν2

∣∣∣∣
ν=0

, (3.32)

obteniéndose después de cierta álgebra, la siguiente expresión

〈2γ1t〉 = 〈2γ1t〉0 +

∞∑
m=1

(−1)m

mm!

(
β2

2

)m
, (3.33)

donde

〈2γ1t〉0 = ln

(
γ1I
′
r

ε

)
− ψ(1), (3.34)

es el MFPT en ausencia de la fuerza externa y −ψ(1)=0.577 es la cons-
tante de Euler. Para la varianza del tiempo de primer paso definido por
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〈(2γ1∆t)2〉 ≡ 〈(2γ1t)
2〉 − 〈2γ1t〉2, obtenemos lo siguiente

〈(2γ1∆t)2〉 = ψ′(1) + 2
∞∑
m=2

(m−1∑
k=1

1

k

)
(−1)m

mm!

(
β2

2

)m
−

[ ∞∑
m=1

(−1)m

mm!

(
β2

2

)m]2

, (3.35)

donde ψ′(1) = π2/6=1.644. De acuerdo con la QDT, la estad́ıstica de los
tiempos de paso es válida en el ĺımite de tiempos largos y para valores
pequeños de las amplitudes tanto del campo eléctrico como del ruido in-
terno. Podemos observar que las Ecs. (3.33) y (3.35) no contienen términos
oscilantes, que describan el carácter rotacional de la dinámica descrita por
la Ec. (3.16).

3.3.2. Detección de señales ópticas débiles

Balle et al. propusieron un criterio para la detección de señales débiles,
el cual está relacionado con la estad́ıstica de los tiempo paso y se define
como

[〈t〉βc − 〈t〉β=0]2 ≥ 〈(∆t)2〉β=0. (3.36)

este criterio establece que la reducción del tiempo de paso 〈t〉 debe ser
mayor o igual a la máxima varianza. Esta propuesta tiene que ver con la
elección de los valores del tiempo de paso y de la varianza en la región de
β pequeña, donde el ruido es dominante (ver Fig. (3.5)).

Una vez establecido dicho criterio, surge entonces la siguiente pregunta:
¿Qué debemos entender por una señal débil? para responder a esta pregunta
debemos recordar el parámetro β2 ∼ (keEe)

2/ε, luego entonces, la ampli-
tud de la señal externa debe ser pequeña comparada con la amplitud o
intensidad del ruido interno. Aśı que para que la amplitud de la señal ópti-
ca sea débil, debe de ser menor si acaso igual, a la del ruido interno, es
decir β2 ≤ 1. Esta condición nos dice que la dinámica del sistema debe ser
dominada por el ruido interno, luego entonces, en esta aproximación, tanto
la escala de tiempo (3.33) como la varianza (3.35) se pueden escribir como

〈2γ1t〉 = 〈2γ1t〉0 −
β2

2
, (3.37)
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Figura 3.5: Se ilustra la gráfica de las expresiones exactas y aproximadas,
tanto para el tiempo de paso, como para la varianza. La ĺınea roja marca
la región donde los valores de β son pequeños.

〈(2γ1∆t)2〉 = ψ′(1)− β4

8
. (3.38)

Sustituyendo estas expresiones en el criterio (3.36) y quedándonos solo al
orden más bajo de β, aśı que el valor cŕıtico de βc tiene el valor aproximado
de

βc ≥ [4ψ′(1)]1/4 = 1. 6 , (3.39)

el cual corresponde al mismo valor reportado en [3]. El criterio (3.36) esta-
blece que por abajo de dicho valor cŕıtico no hay detección y para valores
mayores que dicho valor, la detección se realiza de manera eficiente. De
manera que, la amplitud débil de la señal se debe detectar para cuando
βc=1.6. Es importante comentar que si la amplitud del campo externo es
mayor que la intensidad del ruido, β2 > 1, entonces la dinámica debe estar
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dominada por la evolución determinista. En este caso la expresión asintóti-
ca de la FGM estará dada por G(2γ1ν) = (α/β2)−ν con α = 2γ1I

′
r/ε, luego

entonces el tiempo de paso y su varianza estarán dados por

〈2γ1t〉 = ln

(
α

β2

)
, (3.40)

〈(2γ1∆t)2〉 =
4

β2
. (3.41)

En la Fig.3.6, mostramos el valor cŕıtico de β correspondiente a la unión
entre las dos escalas de tiempo (3.37) y (3.40). Los valores de los parametros
son obtenidos de la Ref. [3], donde F = 1. 4×107 sec−1, k = 1. 2×106 sec−1

tal que γ1 = 1. 28 × 107 sec−1, I
′
r = 0,02γ1/A con A = 2. 6 × 106 sec−1 y

ε = 0. 004 sec−1. Dando como resultado α =1.794x107.
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Figura 3.6: Comparación entre el MFPT como función de β obtenida de
la Ec. (3.37) (ĺınea solida) y el tiempo determinista Ec.(3.40) (ĺınea pun-
teada), para el valor de α =1.794x107. El punto de unión entre ambas
es aproximadamente el valor de βc=1.6. El valor de α es obtenido de
α = 2γ1I

′
r/ε con los valores F = 1. 4 × 107 sec−1, k = 1. 2 × 106 sec−1

tal que γ1 = 1. 28 × 107 sec−1, I
′
r = 0,02γ1/A con A = 2. 6 × 106 sec−1 y

ε = 0. 004 sec−1, obtenidos de la Ref. [3].



Caṕıtulo 4

Part́ıculas activas en la
detección de señales débiles

4.1. Introducción

En el caṕıtulo anterior hemos estudiado el problema de la detección de
señales ópticas débiles en el proceso de encendido de un sistema láser. Pa-
ra tal propósito, hemos utilizado un criterio relacionado con la estad́ıstica
de los tiempos de primer paso que caracteriza dicho proceso de encendido.
Debemos tomar en cuenta que el proceso de encendido es equivalente al pro-
ceso de decaimiento de un estado inestable que experimenta la intensidad
de la luz Láser por efecto de las fluctuaciones estocásticas representadas
por la emisión espontánea. Tomando en cuenta las ideas f́ısicas expuestas
en el proceso de decaimiento del sistema Láser como un mecanismo para
detectar señales ópticas débiles, nos preguntamos ahora, si el proceso de
decaimiento o relajación de un estado inestable de part́ıculas activas con
carga eléctrica, por efecto de pequeñas fluctuaciones y por la misma acti-
vidad de dichas part́ıculas, podŕıa ser un mecanismo alternativo capaz de
detectar amplitudes débiles de un campo eléctrico externo. Es evidente que
esta idea intuitiva no es fortuita, sino surge porque se trata del proceso de
decaimiento de un estado inestable; y de ah́ı la pregunta, si dicho proce-
so podŕıa ser capaz de detectar amplitudes débiles de un campo eléctrico
externo, similar al caso del sistema Láser. En esta tesis partimos de la

35
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hipótesis que dicho proceso de detección sea posible. Evidentemente la res-
puesta contundente lo tiene el experimento.

Figura 4.1: Decaimiento del estado inestable de una part́ıcula activa en pre-
sencia de un campo eléctrico constante, en un potencial biestable V (x, 0).
El potencial V (x, y) se genera mediante la rotación alrededor del eje z,
siendo el eje y perpendicular al plano.

De manera muy similar al sistema Láser estudiado en el caṕıtulo an-
terior, usamos el mismo criterio propuesto por Balle et al. [3] en términos
de la estad́ıstica de los tiempos de paso para caracterizar la dinámica tran-
sitoria del decaimiento del estado inestable de las part́ıculas activas con
carga eléctrica inmersas en un baño térmico. Siguiendo las ideas f́ısicas
antes mencionadas del sistema láser, el mecanismo de detección consiste
esencialmente en lo siguiente: una vez desencadenado el proceso de decai-
miento por efecto del ruido interno, éste pueda ser capaz de detectar la
señal débil (campo eléctrico) incidente. Otra pregunta que respondemos en
este trabajo es la siguiente: ¿qué resultados nos arroja el criterio de detec-
ción acerca de la actividad de las part́ıculas, comparadas con la pasividad
de las mismas?

En Nuestro problema consideremos un enjambre de part́ıculas brow-
nianas activas e independientes con carga eléctrica localizadas al tiempo
t = 0 en el estado instable de un potencial biestable de dos dimensiones
(2D) dada por V (x, y) = −a0

2

(
x2 + y2

)
+ b0

4

(
x2 + y2

)2
, donde a0, b0 > 0,
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y r2 = |r|2 = x2 + y2 es el módulo al cuadrado del vector de posición
r = (x, y). En la Fig. 4.1 se muestra la gráfica de dicho potencial en una di-
mensión. Debemos enfatizar que para el criterio teórico de detección antes
mencionado, es suficiente con caracterizar el decaimiento del estado ines-
table en la aproximación lineal del potencial, de tal manera que la barrera
absorbente del potencial será un ćırculo de radio R2 = k0r

2
st, donde r2

st es
el valor del estado estacionario y k0 una constante. En nuestra propuesta
supondremos que el movimiento activo de la part́ıcula browniana se lleva
acabo únicamente mediante un grado de libertad adicional a través del
ángulo azimutal ϕ(t), que a su vez es también una variable estocástica.
Luego entonces el movimiento activo de la part́ıcula introduce un grado de
libertad adicional ϕ(t) produciendo un movimiento estocástico de rotación
alrededor del eje z, como consecuencia de las torcas térmicas internas. Por
esta razón se introducen dos ecuaciones de Langevin con ruido aditivo que
describirán la dinámica estocástica de la part́ıcula activa, una para el mo-
vimiento browniano de traslación y la otra para el movimiento browniano
activo de rotación.

Figura 4.2: Representación esquemática en el plano (x, y) del decaimiento
del estado inestable de una part́ıcula activa. La circunferencia representa
la barrera del potencial lineal en dos dimensiones. El vector unitario ê(t)
es un vector sobre el plano que rota de manera aleatoria.

Consideremos entonces una part́ıcula browniana esférica activa de masa
m, radio ρ y carga eléctrica q0, inmersa en un baño térmico de temperatura
T y localizada inicialmente en el estado inestable del potencial biestable de
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2D definido anteriormente. Al tiempo inicial t = 0, comienza el proceso de
decaimiento del estado inestable por efecto de las fluctuaciones estocásticas
de traslación y rotación. Inmediatamente después de abandonar el estado
inestable la part́ıcula es sometida a la acción de una señal eléctrica externa
E0 (vector en el plano xy), cuya amplitud debe ser menor o del mismo
orden que el ruido interno total. Por simplicidad supondremos que E0 =

1√
2
(E0, E0), de modo que |E0| = E0, y la amplitud de la fuerza eléctrica

F0 = q0E0 será |F0| = F0 = q0E0.

Vale la pena comentar que el sistema f́ısico que se propone como un
mecanismo alternativo para detectar señales eléctricas débiles es diferente
al sistema láser estudiado en el caṕıtulo anterior. Sin embargo, la idea del
proceso de detección es muy similar en ambos sistemas, puesto que dicho
proceso de detección tiene que ver con la relajación dinámica de un estado
inestable, por efecto de fluctuaciones estocásticas. Luego entonces, usare-
mos el mismo criterio de detección propuesto para el sistema láser y la QDT
para la caracterización dinámica del decaimiento del estado inestable de la
part́ıcula activa. La dinámica de Langevin en 2D asociada a la part́ıcula
activa en este caso se puede escribir como

mv̇ = −γvv + a0r− b0r2r + F0 + γvUsê(t) + f̃(t), (4.1)

donde γv = 6πηρ es el coeficiente de fricción (η la viscosidad del fluido),
ê(t) = (e1(t), e2(t)) el vector unitario instantáneo en la dirección de na-
do, con origen en el centro de la part́ıcula activa, Us la magnitud de la
velocidad de nado que suponemos constante. El ruido térmico traslacional
f̃(t) suponemos que satisface las propiedades de ruido blanco gaussiano con
valor medio cero y función de correlación

〈̃f(t)〉 = 0

〈f̃i(t)f̃j(t)〉 = 2γvkBTδijδ(t− t
′),

(4.2)

siendo kB la constante de Boltzmann.
Por otro lado, de la mecánica clásica se sabe que la dinámica del vector
unitario ê(t) satisface [42, 43, 44]

˙̂e(t) = Ω× ê(t), (4.3)
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donde Ω es la velocidad angular de la part́ıcula browniana activa. La ecua-
ción de Langevin para la velocidad angular se propone como

IΩ̇ = −γΩΩ + γΩΩe + g̃(t), (4.4)

siendo ahora I el momento de inercia, Ωe la velocidad angular debido a la
fuerza externa, y g̃(t) representa las torcas térmicas (ruido interno rotacio-
nal) que también satisfacen las propiedades de ruido blanco gaussiano, tal
que

〈g̃(t)〉 = 0

〈g̃i(t)g̃j(t)〉 = 2γΩkBTδijδ(t− t
′),

(4.5)

donde γΩ = 8πηρ3 es el coeficiente de fricción rotacional. De la hidro-
dinámica clásica Ωe = 1

2∇ × F0 = 0 ya que F0 = cte [45]. Usualmente el
movimiento browniano de las part́ıculas activas se describe en un ambiente
con un valor pequeño del número de Reynolds (o coeficiente de fricción
grande), y por tanto en el régimen sobreamortiguado las ecuaciones de
Langevin anteriores se reducen a

ṙ = ar− br2r + F + Usê(t) + f(t), (4.6)

Ω = g(t), (4.7)

en este caso a = a0
γv

, b = b0
γv

, F = F0
γv

y f(t) = f̃
γv

, g(t) = g̃(t)
γ

Ω
, de modo que

〈fi(t)fj(t)〉 = 2DBδijδ(t− t
′), (4.8)

similarmente

〈gi(t)gj(t)〉 = 2DΩδijδ(t− t
′), (4.9)

donde ahora DB =
k
B
T

γv
el coeficiente de difusión de Einstein y DΩ =

k
B
T

γ
Ω

el

coeficiente de difusión rotacional. Es importante mencionar que, de acuerdo
con las ecs. (4.2) y (4.5), la intensidad del ruido interno traslacional está
dado por λt = γvkBT y la intensidad del ruido rotacional por λr = γΩkBT ,
y por tanto DB = λt

γ2
v

y DΩ = λr
γ2

Ω

.

Debemos notar que las part́ıculas se mueven en el plano xy y por tanto
la torca aleatoria apunta a lo largo del eje z, luego entonces g = g(t)k, con
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lo que la ec. (4.7) será Ω = g(t)k. Sustituyendo esta expresión en la ec.
(4.3) y usando el hecho de que ê(t) = (cosϕ, sinϕ), podemos mostrar que
dicha ecuación se transforma en una simple ecuación diferencial estocástica
para el ángulo azimutal dada por ϕ̇(t) = g(t). Esta ecuación representa un
proceso de Wiener cuya densidad de probabilidad conjunta está dada por
G(ϕ, t;ϕ′, t′) = P (ϕ, t | ϕ′, t′)P (ϕ′, t′), donde P (ϕ, t | ϕ′, t′) es la densidad
de probabilidad condicional (DPC) de encontrar a la variable ϕ en el inter-
valo (ϕ,ϕ+dϕ), al tiempo t, dado que al tiempo t′ tiene el valor ϕ′; siendo
P (ϕ′, t′) la densidad de probabildad de ϕ′ al tiempo t′. Ambas están dadas
por

P (ϕ, t | ϕ′, t′) =
1√

4πDΩ(t− t′)
exp

(
−(ϕ− ϕ′)2

4DΩ(t− t′)

)
, t′ < t (4.10)

P (ϕ′, t′) =
1√

4πDΩt
′ exp

(
−(ϕ′ − ϕ0)2

4DΩt
′

)
. (4.11)

Aqúı ϕ′(0) ≡ ϕ0 es el valor inicial al tiempo t = 0 de ϕ′, lo que significa
P (ϕ′, 0) = δ(ϕ′ − ϕ0)

Más adelante requeriremos de las funciones de correlación orientacional
〈ek(t)ei(t′)〉 del nadador, las cuales se pueden evaluar mediante la doble
integral

〈ek(t)el(t′)〉 =

∫
dϕ

∫
dϕ′ek(t)el(t

′)G(ϕ, t;ϕ′, t′). (4.12)

Usando las densidades de probabilidad (4.10) y (4.11) y el ordenamiento
en el tiempo ya sea que t > t′ o t < t′, se puede demostrar que para t > t′

se tiene que

〈e1(t)e1(t′)〉 =
1

2
e−DΩ

(t−t′)
[
1 + cos(2ϕ0)e−4D

Ω
t′
]

〈e2(t)e2(t′)〉 =
1

2
e−DΩ

(t−t′)
[
1− cos(2ϕ0)e−4D

Ω
t′
]

〈e1(t)e2(t′)〉 =
1

2
e−DΩ

(t−t′)
[
sin(2ϕ0)e−4D

Ω
t′
]

〈e2(t)e1(t′)〉 =
1

2
e−DΩ

(t−t′)
[
sin(2ϕ0)e−4D

Ω
t′
]
.

(4.13)

Para t < t′ las funciones de correlación son las mismas pero intercambiando
t por t′ y t′ por t, (ver Apéndice C).
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4.2. La QDT y el tiempo promedio de primer pa-
so

Tal como hemos mostrado en el caṕıtulo 3, la QDT nos permite carac-
terizar el proceso de decaimiento del estado inestable en la aproximación
lineal del potencial biestable. En este régimen de aproximación, la dinámi-
ca de la part́ıcula activa está restringida en los intervalos −R ≤ x ≤ R,
−R ≤ y ≤ R, siendo R la barrera absorbente del potencial, tal que
0 ≤ x2 + y2 ≤ R2, y R2 = k0r

2
st, donde r2

st es el valor del estado esta-
cionario del sistema y la constante 0 < k0 � 1. Esto nos garantiza que
podemos estar tan lejos de la región no lineal o de saturación del potencial
biestable. En la aproximación lineal (véase la Fig. 3.2 del caṕıtulo ante-
rior en el caso de 1D) las ecuaciones de Langevin (4.6) y (4.7) se reducen
entonces a

ṙ = ar + F + Usê(t) + f(t), (4.14)

ϕ̇ = g(t). (4.15)

La solución de la ec. (4.14) se puede escribir como

r(t) = h(t)eat, (4.16)

donde

h(t) = r0 +

∫ t

0
e−at

′ [
F + Usê(t′) + f(t′)

]
dt′, (4.17)

con r(0) ≡ r0 la posición inicial de la part́ıcula al tiempo t = 0. De la
ec. (4.14) se puede verificar que en ausencia de la fuerza eléctrica externa
y del ruido interno traslacional, el término activo introduce un “potencial
efectivo” cuyo centro está fuera del origen de coordenadas, siendo las coor-
denadas de dicho centro el vector (Us/a)(cosϕ, sinϕ). Podemos entonces
suponer que al tiempo t = 0 la part́ıcula activa adquiere por śı misma un
impulso para estar en la posición r0 = (Us/a)(cosϕ0, sinϕ0).

De acuerdo con la QDT, en el ĺımite de tiempos largos podemos ver
que para amplitudes pequeñas de la señal externa, la velocidad de nado y
la intensidad del ruido, entonces

ĺım
t→∞

dh(t)

dt
= ĺım

t→∞
e−at [F + Usê(t) + f(t)]→ 0. (4.18)
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Esto significa que en el ĺımite de tiempos largos el proceso estocástico h(t)
se convierte en una variable aleatoria gaussiana constante, debido a que la
derivada de una constante es cero. En este caso se puede establecer que
en dicho ĺımite de tiempos largos h(t) llega a ser una constante, es decir,
h(∞) = h = cte. Luego entonces el proceso estocástico (4.16) se convierte
en un proceso cuasi-determinista dado por r(t) = heat, lo que significa que
h = (h1, h2) juega el papel de una condición inicial efectiva, véase la ec.
(4.17). Esta expresión también se puede escribir en términos del módulo al
cuadrado del vector r, es decir,

r2(t) = h2e2at, (4.19)

donde h2 = |h|2 = h2
1 + h2

2. A partir de (4.19), podemos calcular el tiempo
de paso que requiere la part́ıcula activa para alcanzar el valor de referencia
o barrera absorbente R del potencial, esto es t = (1/2a) ln(R2/h2). Como
podemos observar este tiempo es función de la variable aleatoria h y por
tanto es también aleatorio, aśı que su valor promedio representa el tiempo
promedio de primer paso requerido en alcanzar la barrera R del potencial,
el cual está dado por

〈t〉 =
1

2a

〈
ln

(
R2

h2

)〉
. (4.20)

Las propiedades estad́ısticas del tiempo de paso se pueden calcular a través
de la función generadora de momentos definida por G(2aν) = 〈e−2aνt〉 =
〈(R2/h2)−ν〉, que a su vez se puede obtener de la densidad de probabili-
dad marginal P (h). La densidad de probabilidad marginal se obtiene de la
densidad de probabilidad conjunta gaussiana dada por

P (h1, h2) =
1

2π
√

detσij
exp

−1

2

2∑
i,j=1

(
σ−1

)
ij

(hi − 〈hi〉)(hj − 〈hj〉)

 ,
(4.21)

donde σij = 〈hihj〉 − 〈hi〉〈hj〉 es la matriz de covarianza (i 6= j) y varianza
(i = j). Los valores promedio se obtienen de la ec. (4.17), esto es

〈h1〉 =
Us
a

cosϕ0 +

∫ ∞
0

e−at [F1 + Us〈e1(t)〉] dt,

〈h2〉 =
Us
a

sinϕ0 +

∫ ∞
0

e−at [F2 + Us〈e2(t)〉] dt,
(4.22)
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donde F = (F1, F2) = F0/γv, siendo F1 = F2 = q0E0

γv
√

2
. Aśı que |F| = F =

q0E0/γv, entonces F1 = F2 = F√
2
.

〈e1(t)〉 =

∫ ∞
−∞

cosϕP (ϕ, t)dϕ = e−DΩ
t cosϕ0,

〈e2(t)〉 =

∫ ∞
−∞

sinϕP (ϕ, t)dϕ = e−DΩ
t sinϕ0.

(4.23)

Por lo tanto

〈h1〉 =
Us
a

cosϕ0 +
F√
2 a

+
Us cosϕ0

(a+DΩ)
,

〈h2〉 =
Us
a

sinϕ0 +
F√
2 a

+
Us sinϕ0

(a+DΩ)
.

(4.24)

Por otro lado, la matriz σij será

σij =

∫ ∞
0

∫ ∞
0

e−a(t+t′)〈fi(t)fj(t′)〉dtdt′

+ U2
s

∫ ∞
0

∫ ∞
0

e−a(t+t′)〈ei(t)ej(t′)〉dtdt′

− U2
s

∫ ∞
0

e−at〈ei(t)〉dt
∫ ∞

0
e−at

′〈ej(t′)〉dt′. (4.25)

Teniendo en cuenta los resultados expĺıcitos dados anteriormente, se
puede mostrar después de la integración correspondiente que

σ11 =
DB

a
+

U2
sDΩ

2a(a+DΩ)2
− U2

sDΩ cos(2ϕ0)

2(a+DΩ)2(a+ 2DΩ)
(4.26)

σ22 =
DB

a
+

U2
sDΩ

2a(a+DΩ)2
− U2

sDΩ cos(2ϕ0)

2(a+DΩ)2(a+ 2DΩ)
(4.27)

σ12 = σ21 = − U2
sDΩ sin(2ϕ0)

2(a+DΩ)2(a+ 2DΩ)
. (4.28)

La condición inicial ϕ0 puede tomar todos los valores en el intervalo
[0, 2π] de modo que, al integrarse en este intervalo para cada una de las
funciones sinϕ, cosϕ, sin 2ϕ, cos 2ϕ concluimos que

〈h1〉 = 〈h2〉 =
F√
2 a

, (4.29)
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σ11 = σ22 =
DB

a
+

U2
sDΩ

2a(a+DΩ)2
, (4.30)

σ12 = σ21 = 0. (4.31)

Luego entonces la matriz σij es diagonal dada por σij = σ2δij , donde
σ2 = De

a y

De = DB +
U2
sDΩ

2(a+DΩ)2
= DB

[
1 +

U2
s

2(a+DΩ)2

DΩ

DB

]
, (4.32)

de tal manera que De se interpreta como un coeficiente de difusión efectivo
o coeficiente de difusión de Einstein rescalado por el factor Ka = [1 +
U2
sDΩ/2(a+DΩ)2DB ], es decir, De = KaDB . Claramente De > DB puesto

que Ka > 1, lo cual significa que la difusión es mayor en presencia de la
actividad de las part́ıculas brownianas. En ausencia de actividad (Us = 0,
DΩ = 0), el parámetro Ka = 1 y De = DB . Bajo estas condiciones la
densidad de probabilidad conjunta se reduce a

P (h1, h2) =
1

2πσ2
e−(1/2σ2)[(h1+〈h1〉)2+(h2+〈h2〉)2]. (4.33)

La densidad de probabilidad marginal P (h) se puede calcular usando la
integración apropiada, dando como resultado

P (h) =
h

σ2
I0

(
ph

σ2

)
e−(h2+p2)/2σ2

, (4.34)

donde p2 = 〈h1〉2 + 〈h2〉2 = F 2

a2 y I0(x) es la función modificada de Bessel
de orden cero [41]. Dada la ec. (4.34) podemos ahora calcular la función
generadora de momentos, la cual después de la integración correspondiente
obtenemos que

G(2aν) =

(
R2

2σ2

)−ν
e−β

2
a

∞∑
m=0

Γ(m+ ν + 1)

(m!)2

= G0(2aν)e−β
2
aM(ν + 1, 1, β2

a),

(4.35)

donde G0(2aν) = ( R
2

2σ2 )−νΓ(ν + 1) es la función generadora de momentos
en ausencia de la señal externa, M(ν + 1, 1, β2

a) la función hipergeométrica
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confluente de Kummer [41], y el parámetro

β2
a =

p2

2σ2
=

F 2

2aDe
=
β2

0

Ka
, (4.36)

donde β2
0 = F 2

2aD
B

es el parámetro en ausencia de la actividad. La estad́ıstica

de los tiempos de primer paso, descritos por el valor medio 〈2at〉 y la
varianza definida como (2a∆t)2 = 〈(2at)2〉 − 〈2at〉2, se pueden obtener de
la función generadora de momentos (3.31), es decir

〈2at〉 = −dG(2aν)

dν

∣∣∣∣
ν=0

, 〈(2at)2〉 = −d
2G(2aν)

dν2

∣∣∣∣
ν=0

. (4.37)

Después de cierta álgebra, es posible mostrar que el tiempo promedio de
primer paso está dado por

〈2at〉 = 〈2at〉0 − e−β
2
∞∑
n=1

[ψ(n+ 1)− ψ(1)]
(β2
a)n

n!
, (4.38)

donde

〈2at〉0 = ln

(
aR2

2De

)
+ γ, (4.39)

es el tiempo promedio de primer paso en ausencia de la señal externa,
γ = −ψ(1)=0.577 la constante de Euler y ψ(x) es la función psi de Euler
[41]. También es posible mostrar que la varianza se puede escribir como

〈(2a∆t)2〉 = ψ′(1) + e−β
2
a

∞∑
n=1

[ψ(n+ 1)− ψ(1)]2
(β2
a)n

n!

− e−β
2
a

∞∑
n=1

[ψ′(n+ 1)− ψ′(1)]
(β2
a)n

n!

−

[
e−β

2
a

∞∑
n=1

[ψ(n+ 1)− ψ(1)]
(β2
a)n

n!

]2

, (4.40)

con ψ′(1) = π2/6=1.644. Para propósitos prácticos, también es posible
mostrar la siguiente identidad
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e−β
2
∞∑
n=1

[ψ(n+ 1)− ψ(1)]
(β2)n

n!
= −

∞∑
n=1

(−1)n

nn!
zn, (4.41)

pero por otro lado se tiene también que
∑∞

n=1
(−1)n

nn! z
n = −[E1(z) −

ψ(1) + ln z] [41].

La estad́ıstica de los tiempos de paso (4.38) y (4.40) será utilizada para
estudiar el criterio de detección de señales débiles.

4.3. Detección de señales débiles

Apliquemos ahora el criterio teórico para detectar señales débiles en el
proceso de decaimiento del estado inestable de part́ıculas activas. El criterio
propuesto en términos de la estad́ıstica de los tiempos de paso es el mismo
aplicado para el sistema láser, es decir

[〈t〉β − 〈t〉β=0]2 ≥ (∆t)2
β=0. (4.42)

De las ecs. (4.38) y (4.40) es claro que[ ∞∑
n=1

(−1)n

nn!
β2n
a

]2

≥ ψ′(1). (4.43)

La igualdad en esta ecuación nos permite determinar el valor cŕıtico βac
del parámetro βa para el cual, en principio, es posible detectar la amplitud
de la señal externa. Primeramente, calculamos el valor cŕıtico en ausencia
de actividad, con la ec. (4.43) y apoyandonos con Mathematica podemos
resolver la ecuación donde si Ka =1.0 entonces β2

a = β2
0 . En este caso se

obtiene el valor cŕıtico de β0c=1.38429. De acuerdo con el criterio, abajo
de este valor no hay detección y por encima de dicho valor la detección
se debe realizar de manera eficiente. En presencia de la actividad consi-
deramos los siguientes valores de Ka=1.5, 2.0, 2.5, para los cuales de la
ec. (4.43) se obtienen los valores cŕıticos respectivos que son βac=1.69541,
βac=1.95769, βac=2.18876. Lo que podemos corroborar de estos valores
cŕıticos es lo siguiente: para cada valor de Ka, se tiene que βac =

√
Kaβ0c.
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Por otro lado, también podemos notar lo siguiente: si de la ec. (4.43),
queremos calcular el valor cŕıtico de βa sin introducir el parámetroKa, obte-
nemos simplemente el valor βac=1.38429. Y si ahora tomamos en cuenta que

β2
a =

β2
0
ka

, de modo que βac = β0c√
ka

=1.38429. Pero recordemos que β2
0 = F 2

2aD
B

y el valor cŕıtico en ausencia de actividad es también β0c =1.38429 y en-
tonces F√

2aD
B

=1.38429. De esta identidad podemos obtener el valor cŕıtico

de la amplitud de la fuerza eléctrica o del campo eléctrico por detectar en
ausencia de actividad, esto es

Faus =
√

2aDB β0c = 1. 38429
√

2aDB . (4.44)

Sin embargo, con actividad hemos obtenido el valor βac=1.384, y como
βac = β0c√

Ka
= F√

Ka
√

2aD
B

, entonces la fuerza eléctrica o campo eléctrico

por detectar en este caso será

Fact =
√
Ka

[
1. 384

√
2aDB

]
=
√
Ka Faus. (4.45)

Si recordamos que la amplitud F = q0E0

γv
, entonces la amplitud del campo

eléctrico por detectar será

Eact0 =
√
KaE

aus
0 . (4.46)

Estas mismas conclusiones se pueden obtener de la identidad βac =
√
Kaβ0c

obtenida anteriormente, puesto que

βac =

√
Ka Faus√
2aDB

=
Fact√
2aDB

, (4.47)

donde Fact =
√
KaFaus y por consiguiente Eact0 =

√
KaE

aus
0 .

Debido a que Ka > 1 significa que en presencia de la actividad de las
part́ıculas la amplitud de la señal eléctrica sin actividad Eaus0 se ve in-
crementada por el factor

√
Ka. En otras palabras, el valor de la señal se

amplifica con la actividad de las part́ıculas en su proceso de decaimiento.

Por otro lado, si aplicamos el criterio anterior en la región de βa muy
pequeñas, en este caso el tiempo promedio de paso y la varianza se pueden
aproximar por

〈2at〉 = 〈2at〉0 − β2
a, (4.48)
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〈(2a∆t)2〉 = ψ′(1). (4.49)

Sustituyendo ambas ecuaciones en el criterio (4.42) obtenemos ahora el
valor cŕıtico

βac = [ψ′(1)]1/4 = 1. 132. (4.50)

En este caso y similar a lo analizado anteriormente podemos concluir que

Fact =
√
Ka

[
1. 132

√
2aDe

]
=
√
Ka Faus, (4.51)

y para el campo eléctrico se tendrá Eact0 =
√
KaE

aus
0 . Los valores cŕıticos

del parámetro βa en los casos exacto y aproximado, son representados en
la siguiente tabla

Valor de ka βexac Exacta βapac Aproximada

1.0 1.38429 1.13249

1.5 1.69541 1.38701

2.0 1.95769 1.60158

2.5 2.18876 1.79063

Tabla 4.1: Valores cŕıticos del parámetro βa en los casos exacto y aproxi-
mado. Los valores βex0c=1.38429 y βap0c=1.13249, corresponden a los valores
cŕıticos exacto y aproximado en ausencia de actividad.
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Figura 4.3: Comparación de los tiempos de primer paso sin actividad Ka=1.
Caso exacto (4.38) (ĺınea continua) y caso aproximado (4.48) (ĺınea pun-
teada).
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Figura 4.4: Comparación de los tiempos de primer paso con actividad
ka=1.5. Caso exacto (4.38) (ĺınea continua) y caso aproximado (4.48) (ĺınea
punteada).

Figura 4.5: Comparación de los tiempos de primer paso con actividad
Ka=2.0. Caso exacto (4.38) (ĺınea continua) y caso aproximado (4.48)
(ĺınea punteada).
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Figura 4.6: Comparación de los tiempos de primer paso con actividad
Ka=2.5. Caso exacto (4.38) (ĺınea continua) y caso aproximado (4.48)
(ĺınea punteada).

Figura 4.7: Comparación de los tiempos de primer paso exactos para dis-
tintos valores de Ka.
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Figura 4.8: Comparación de la varianza sin actividad ka=1.0. Caso exacto
(4.40) (ĺınea continua) y caso aproximado (4.49) (ĺınea punteada).

Figura 4.9: Comparación de la varianza con actividad ka=1.5. Caso exacto
(4.40) (ĺınea continua) y caso aproximado (4.49) (ĺınea punteada).
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Figura 4.10: Comparación de la varianza con actividad ka=2.0. Caso exacto
(4.40) (ĺınea continua) y caso aproximado (4.49) (ĺınea punteada).

Figura 4.11: Comparación de la varianza con actividad ka=2.5. Caso exacto
(4.40) (ĺınea continua) y caso aproximado (4.49) (ĺınea punteada).
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Figura 4.12: Comparación de las varianzas exactas para distintos valores
de Ka.



Caṕıtulo 5

Conclusiones

En esta tesis hemos estudiado el proceso de detección de señales eléctri-
cas débiles mediante un mecanismo alternativo al sistema láser, el cual
consiste en la relajación dinámica del estado inestable de part́ıculas activas
(Janus) con carga eléctrica. Se ha utilizado el mismo criterio utilizado en
el sistema láser relacionado con la estad́ıstica de los tiempos de primer pa-
so. Debido al movimiento activo de las part́ıculas brownianas se introduce
otro grado de libertad a la ecuación de Langevin de 2D a través del ángulo
azimutal ϕ(t), permitiendo establecer un sistema acoplado de ecuaciones
de Langevin; una ecuación está asociada al movimiento browniano conven-
cional (movimiento pasivo) y la otra al movimiento browniano activo de
rotación caracterizado por el ángulo azimutal mencionado.

El proceso de detección de señales débiles se lleva a cabo alrededor del
estado inestable inicial, justo en un instante después de haberse desenca-
denado el decaimiento del estado inestable de la part́ıcula activa por efecto
del ruido interno (traslacional y rotacional). Por esta razón es suficiente
considerar la aproximación lineal del potencial bidimensional imponiendo
una barrera absorbente en la posición R2 = k0r

2
st, donde r2

st es el valor
del estado estacionario y k0 es una constante lo suficientemente pequeña
para garantizar que R2 � r2

st. Una vez establecidas estas condiciones, mos-
tramos que la QDT permite caracterizar la relajación dinámica del estado
inestable de manera exacta a través de la estad́ıstica de los tiempos de
primer paso.
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Hemos mostrado que el criterio de detección es sensible a la señal ex-
terna a través del parámetro β2

a, que su a vez contiene el efecto coope-
rativo entre la señal externa y el ruido interno traslacional y rotacional.
Mediante dicho criterio hemos calculado los valores cŕıticos del parámetro
βa en ausencia y en presencia de la actividad de las part́ıculas brownia-
nas. En la tabla 4.1 se muestran los valores cŕıticos de dicho parámetro
de acuerdo con las expresiones exactas y aproximadas de la estad́ıstica de
los tiempos de primer paso. En ambos casos se concluye que la amplitud
de la fuerza eléctrica Faus, que se detecta en ausencia de actividad, se ve
incrementada en presencia de la actividad por el factor

√
Ka > 1, es de-

cir Fact =
√
Ka Faus, donde Faus = β0c

√
2aDB , β0c puede ser 1.38429 o

1.13249, en los casos exacto y aproximado respectivamente.
En conclusión, cuando la amplitud de una señal externa débil ha sido

detectada en el proceso de decaimiento del estado inestable de part́ıculas
brownianas pasivas, la amplitud de dicha señal será amplificada si dicho
proceso de decaimiento se lleva a cabo con part́ıculas brownianas activas.



Apéndice A

Función generadora y la
estad́ıstica de los tiempos de
paso.

Para calcular la función generadora de momentos partimos de la expre-
sión G(2γ1ν) = 〈(I ′r/h′ 2)−ν〉, tal que

G(2γ1ν) =

∫ ∞
0

(
I ′r
h′ 2

)−ν
P (h′)dh′, (A.1)

donde P (h′) es la densidad de probabilidad marginal dada en la ec. (3.29),
es decir

P (h′) =
h′

σ2
I0(p′h′/σ2)e−(1/2σ2)(h′ 2+p′ 2)2

. (A.2)

Sustituyéndolo en la integral vemos que

G(2γ1ν) = 2α2I ′
−ν
r e−α

2p′2
∫ ∞

0
h′

2ν+1
I0(α2p′h′)e−α

2h′
2

dh′, (A.3)

siendo ahora α2 = 1
2σ2 y β = αp′. Con el cambio de variable z = αh′

tenemos que

G(2γ1ν) = 2α−2νI ′
−ν
r e−

β2

2

∫ ∞
0

z2ν+1I0(βz)e−z
2
dz︸ ︷︷ ︸

A

. (A.4)
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Usamos ahora el desarrollo en serie de potencias de la función modificada
de Bessel [41], de tal manera que la integral A es igual a

A =
∞∑
n=0

(β2/2)n

Γ(n+ 1)n!

∫ ∞
0

z2ν+2n+1e−z
2
dz. (A.5)

Después de evaluar la integral obtenemos entonces

G(2γ1ν) =

(
I ′r

2σ2

)−ν
e−

β2

2

∞∑
n=0

Γ(ν + n+ 1)

(n!)2

(
β2

2

)n
. (A.6)

Si tomamos en cuenta la función hipergeométrica confluente de Kummer
[41] dada por

M(ν + 1, 1, β2/2) =
∞∑
n=0

Γ(n+ ν + 1)

Γ(ν + 1)

1

n!

(β2/2)n

n!
, (A.7)

entonces la FGM también se puede escribir como

G(2γ1ν) = G0(2γ1ν)e−β
2/2M(ν + 1, 1, β2/2), (A.8)

donde G0(2γ1ν) = (I ′r/2σ
2)−νΓ(ν + 1).

A.1. Estad́ıstica de los tiempos de paso

La estad́ıstica de los tiempos de paso se obtiene mediante la FGM
obtenida anteriormente, esto es

〈2γ1t〉 = −dG
dν

∣∣∣∣
ν=0

, 〈(2γ1t)
2〉 =

d2G

dν2

∣∣∣∣
ν=0

, (A.9)

Por simplicidad hacemos G(2γ1ν) = G0(2γ1ν)L(ν) donde hemos defi-
nido a

L(ν) = e−
β2

2

∞∑
n=0

Γ(ν + n+ 1)

(n!)2

(
β2

2

)n
, (A.10)

Tomando la primera derivada evaluada en cero, vamos a obtener
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dG

dν

∣∣∣∣
ν=0

= G′0(0)L(0) +G0(0)L′(0). (A.11)

Calculando las derivadas correspondiente, obtenemos los siguientes resul-
tados:

G′0(aγ1ν)

∣∣∣∣
ν=0

= − ln

(
γ1I
′
r

ε

)
+ ψ(1)

L′(ν)

∣∣∣∣
ν=0

= e−
β2

2

∞∑
n=0

Γ(n+ 1) [ψ(n+ 1)− ψ(1)]

(
β2/2

)n
(n!)2

G0(0) = Γ(1) = 1

L(0) = e−
β2

2

∞∑
n=0

(β2/2)n

n!
= 1,

(A.12)

por lo que el primer momento será

〈2γ1t〉 = −G′0(0)L(0)−G0(0)L′(0). (A.13)

Sustituyendo los resultados de las ec. (A.12) vemos que el tiempo promedio
de primer paso es de la forma

〈2γ1t〉 = ln

(
γ1I
′
r

ε

)
− ψ(1)− e−

β2

2

∞∑
n=0

[ψ(n+ 1)− ψ(1)]

(
β2/2

)n
n!

, (A.14)

También es posible mostrar que

e−β
2
∞∑
n=0

[ψ(n+ 1)− ψ(1)]
β2n

n!
= −

∞∑
m=1

(−1)m

mm!

(
β2

2

)m
, (A.15)

y por lo tanto

〈2γ1t〉 = 〈2γ1t〉0 +

∞∑
m=1

(−1)m

mm!

(
β2

2

)m
, (A.16)

donde

〈2γ1t〉0 = ln

(
γ1I
′
r

ε

)
− ψ(1). (A.17)
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Para obtener el segundo momento calculamos la segunda derivada de la
FGM, es decir

d2G

dν2

∣∣∣∣
ν=0

= G′′0(0)L(0) + 2G′0(0)L′(0) + L′′(0)G0(0). (A.18)

de tal manera que

G′′0(aγ1ν)

∣∣∣∣
ν=0

= ln2

(
γ1I
′
r

ε

)
− 2 ln

(
γI ′r
ε

)
ψ(1) + ψ2(1) + ψ′(1)

L′′(ν)

∣∣∣∣
ν=0

=e−
β2

2

∞∑
n=0

Γ(n+ 1)

(
β2/2

)n
(n!)2[

ψ′(n+ 1)− ψ′(1) + (ψ(n+ 1)− ψ(1))2
]
,

(A.19)

y con los resultados obtenidos de las ec. (A.12) y las derivadas anteriores
tenemos ahora

〈(2γ1t)
2〉 = G′′0(0) + 2G′0(0)L′(0) + L′′(0). (A.20)

Para obtener la varianza definida, como 〈(2γ1∆t)2〉 ≡ 〈(2γ1t)
2〉−〈2γ1t〉2,

basta con sustituir lo que ya hemos calculado, es decir

〈(2γ1∆t)2〉 = G′′0(0)−G′20 (0) + L′′(0)− L′2(0). (A.21)

Sustituyendo los valores correspondientes y haciendo un poco de álgebra
podemos llegar a la ec. (3.35).



Apéndice B

Matriz de rotación

Primero verificaremos que la matriz antisimétrica W dada por

W =

 0 ω 0
−ω 0 0
0 0 0

 , (B.1)

satisface la relación eWt = Re(t), donde

Re(t) =

 cosωt sinωt 0
− sinωt cosωt 0

0 0 1

 . (B.2)

Para tal propósito definimos el ángulo de rotación φ = ωt y las matrices

Mz =

0 −i 0
i 0 0
0 0 0

 , A = iMz =

 0 1 0
−1 0 0
0 0 0

 , (B.3)

de tal manera que A es real y antisimétrica y por lo tanto Wt = iφMz.
Usando la propiedad de la exponencial tenemos

eWt = eiφMZ = I + iφMz +
(iφMz)

2

2!
+

(iφMz)
3

3!
+ · · · , (B.4)

donde I es la matriz unitaria. juntando los términos pares e impares y
teniendo en cuenta que
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M2n
z = S =

1 0 0
0 1 0
0 0 0

 , M2n+1
z = Mz, (B.5)

donde S es una matriz simétrica y iM2n+1
z = A, se puede mostrar que

la Ec. (B.4) se reduce a

eWt = I + (cosφ− 1)S + sinφA, (B.6)

por lo tanto

eWt =

 cosωt sinωt 0
− sinωt cosωt 0

0 0 1

 . (B.7)

La matriz anterior, es una matriz de rotación ortogonal porqueRe(t)ReT (r) =
I.

Por otro lado, de acuerdo con [46] Se muestra en general que cualquier
matriz antisimétrica W de 3× 3 determina un vector de velocidad angular
~ω de tal manera que W = ~ω× = ωn×, Donde n es un vector unitario a lo
largo del eje de rotación. en este caso

eWt = e(φn×) = I +
∞∑
j=1

(φn×)j

j!
. (B.8)

La serie puede ser separada en potencias pares e impares de modo que

eWt = I +
∞∑
j=1

(φn×)2j

(2j)!
+

∞∑
j=0

(φn×)2j+1

(2j + 1)!
. (B.9)

Siguiendo [46] la ecuación anterior puede ser escrita como

eWt = I +
∞∑
j=1

(−1)jφ2j

(2j)!
S +

∞∑
j=0

(−1)jφ2j+1

(2j + 1)!
A, (B.10)

donde S = I − nnT y A = n× son matrices simétricas y antisimétricas
respectivamente. Ahora es claro que la última ecuación es de la forma
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eWt = I + (cosφ− 1)S + sinφA. (B.11)

En [47], se ha mostrado que cualquier matriz antisimétrica W de N×N
también satisface esa propiedad

eWt = I +

(N−C)/2∑
j=1

{(cosφj − 1)Sj + sinφjAj}, (B.12)

donde C es el número de eigenvectores reales linealmente independientes
con eigenvalores cero; Sj es simétrica y Aj es antisimétrica.



Apéndice C

Cálculo de 〈ei(t)〉 y 〈ei(t)ej(t′)〉

C.1. Valores promedio 〈ei(t)〉
Para calcular los valores promedio, hay que recordar que ê(t) = (e1, e2) =

(cosϕ, sinϕ), y por tanto

〈e1(t)〉 =

∫ ∞
−∞

cosϕP (ϕ, t)dϕ, (C.1)

donde P (ϕ, t) está dado por

P (ϕ, t) =
1√

4πDΩt
exp

[
−(ϕ− ϕ0)2

4DΩt

]
, (C.2)

aśı que

〈e1(t)〉 =
1√

4πDΩt

∫ ∞
−∞

cosϕ exp

[
−(ϕ− ϕ0)2

4DΩt

]
dϕ. (C.3)

Si definimos como A = 1
4DΩt

y utilizamos el cambio de variable u = ϕ−ϕ0,
entonces

〈e1(t)〉 =

√
A

π

∫ ∞
−∞

cos(u+ ϕ0)e−Au
2
du. (C.4)

Escribiendo la función coseno en término de exponenciales, tenemos ahora

〈e1(t)〉 =
1

2

√
A

π

{∫ ∞
−∞

ei(u+ϕ0)−Au2
du+

∫ ∞
−∞

e−i(u+ϕ0)−Au2
du

}
, (C.5)
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completando el cuadrado en los exponentes es fácil verificar que

i(u+ ϕ0)−Au2 = −A
(
u− i

2A

)2

+ iϕ0 −
1

4A
,

−i(u+ ϕ0)−Au2 = −A
(
u+

i

2A

)2

− iϕ0 −
1

4A
,

(C.6)

de manera que entonces

〈e1(t)〉 =
1

2

√
A

π
e−

1
4A

[
eiϕ0

∫ ∞
−∞

e−A(u− i
2A)

2

du+ e−iϕ0

∫ ∞
−∞

e−A(u+ i
2A)

2

du

]
,

(C.7)
de donde concluimos que

〈e1(t)〉 = e−DΩ
t cosϕ0, (C.8)

el cual coincide con el resultado mostrado en la ec.(4.23). El cálculo del
promedio 〈e2(t)〉 es enteramente análogo.

C.2. Funciones de correlación 〈ei(t)ej(t′)〉

Cálculo de las funciones de correlación a partir de la ec. (4.12).

Cálculo de la función de correlación 〈e1(t)e1(t′)〉. En este caso
i = j = 1 y para tiempos tales que t > t′, se tiene que

〈e1(t)e1(t′)〉 =

∫
dϕ

∫
dϕ′ cosϕ cosϕ′

1√
4πDΩ(t− t′)

exp

[
− (ϕ− ϕ′)2

4DΩ(t− t′)

]
1√

4πDΩt′
exp

[
−(ϕ′ − ϕ0)2

4DΩt′

]
.

(C.9)

Si definimos los siguientes parámetros

A =
1

4DΩ(t− t′)
, B =

1

4DΩt′
,
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entonces la ecuación anterior la podemos escribir como sigue

〈e1(t)e1(t′)〉 =

√
A

π

√
B

π

∫
dϕ

∫
dϕ′ cosϕ cosϕ′e−A(ϕ−ϕ′)2

e−B(ϕ′−ϕ0)2
.

Integramos primero en la variable ϕ introduciendo el cambio de variable
u = ϕ − ϕ′ tal que ϕ = u + ϕ′ y dϕ = du. En este caso la correlación es
ahora

〈e1(t)e1(t′)〉 =

√
AB

π

∫
dϕ′ cosϕ′e−B(ϕ′−ϕ0)2

∫
du cos(u+ ϕ′)e−Au

2

︸ ︷︷ ︸
I1

,

sin embargo, I1 se puede escribir como

I1 =

∫
du

[
1

2

(
ei(u+ϕ′) + e−i(u+ϕ′)

)]
e−Au

2
.

Por otro lado, es fácil mostrar que

i(u+ ϕ′)−Au2 = −A
(
u− i

2A

)2

+ iϕ′ − 1

4A
,

−i(u+ ϕ′)−Au2 = −A
(
u+

i

2A

)2

− iϕ′ − 1

4A
,

luego entonces

I1 =
1

2

{∫ ∞
−∞

du e−A(u− i
2A

)2+iϕ′− 1
4A +

∫ ∞
−∞

du e−A(u+ i
2A

)2−iϕ′− 1
4A

}
,

o bien

I1 =
1

2
e−

1
4A

[
eiϕ
′
(√

π

A

)
+ e−iϕ

′
(√

π

A

)]
=

√
π

A
e−

1
4A cosϕ′.

La función de correlación se reduce ahora a la siguiente integral

〈e1(t)e1(t′)〉 =

√
AB

π

∫
dϕ′ cosϕ′e−B(ϕ′−ϕ0)2

(√
π

A
e−

1
4A cosϕ′

)
=

√
B

π
e−

1
4A

∫
dϕ′ cos2 ϕ′e−B(ϕ′−ϕ0)2

.
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Para evaluar esta integral, introducimos de nueva cuenta el cambio de
variable z = ϕ′−ϕ0, y algunas de la identidades trigonométricas conocidas
para mostrar que

〈e1(t)e1(t′)〉 =
1

2

√
B

π
e−

1
4A

∫
dz(1 + cos 2(z + ϕ0))e−Bz

2

︸ ︷︷ ︸
I2

.

Pero I2 se puede escribir como

I2 =

∫
dze−Bz

2
+

∫
dz

(
e2i(z+ϕ0) + e−2i(z+ϕ0)

2

)
e−Bz

2
,

y completando los cuadrados se tiene que

2i(z + ϕ0)−Bz2 = −B
(
z − i

B

)2

+ 2iϕ0 −
1

B
,

−2i(z + ϕ0)−Bz2 = −B
(
z +

i

B

)2

− 2iϕ0 −
1

B
.

Al sustituir estas expresiones y evaluando la integración correspondiente
obtenemos

I2 =

√
π

B
+

1

2
e−1/B

(√
π

B
e2iϕ0 +

√
π

B
e−2iϕ0

)
=

√
π

B
(1 + e−1/B cos(2ϕ0)).

(C.10)

Finalmente sustituyendo los valores de A, B y I2 en la función de correla-
ción obtenemos que

〈e1(t)e1(t′)〉 =
1

2
e−DΩ(t−t′)

[
1 + cos(2ϕ0)e−4DΩt

′
]

t > t′, (C.11)

que es precisamente el resultado expresado en la ec. (4.13). Es fácil mostrar
que 〈e1(t)e1(t′)〉 = 〈e2(t)e2(t′)〉.
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Cálculo de la función de correlación 〈e1(t)e2(t′)〉. En este caso
i = 1 y j = 2, y por tanto

〈e1(t)e2(t′)〉 =

√
A

π

√
B

π

∫
dϕ

∫
dϕ′ cosϕ sinϕ′e−A(ϕ−ϕ′)2

e−B(ϕ′−ϕ0)2
.

(C.12)
Siguiendo los pasos algebraicos muy similares al caso anterior, se puede
mostrar que

〈e1(t)e2(t′)〉 =

√
AB

π

∫
dϕ′ sinϕ′e−B(ϕ′−ϕ0)2

∫
du cos(u+ ϕ′)e−Au

2

︸ ︷︷ ︸
L1

,

donde en este caso

L1 =
1

2

{∫
du e−A(u− i

2A
)2+iϕ′− 1

4A +

∫
du e−A(u+ i

2A
)2−iϕ′− 1

4A

}
,

de modo que

L1 =

√
π

A
e−

1
4A cosϕ′, (C.13)

y la función de correlación es ahora

〈e1(t)e2(t′)〉 =

√
B

π
e−

1
4A

∫
dϕ′ sinϕ′ cosϕ′e−B(ϕ′−ϕ0)2

︸ ︷︷ ︸
L2

.

De forma similar, introducimos el cambio de variable z = ϕ′ − ϕ0. En este
caso

L2 =
1

2

∫
dz

(
e2i(z+ϕ0) − e−2i(z+ϕ0)

2i

)
e−Bz

2
,

y completando el cuadrado en los exponentes tenemos

2i(z + ϕ0)−Bz2 = −B
(
z − i

B

)2

+ 2iϕ0 −
i

B

−2i(z + ϕ0)−Bz2 = −B
(
z +

i

B

)2

− 2iϕ0 −
i

B
,
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sustituyendo y realizando la integración se muestra que

L2 =
1

2

√
π

B
e1/B sin(2ϕ0). (C.14)

Obteniendo finalmente el resultado

〈e1(t)e2(t′)〉 =
1

2
e−DΩ(t−t′)

[
sin(2ϕ0)e−4DΩt

′
]

t > t′. (C.15)

También 〈e1(t)e2(t′)〉 = 〈e1(t′)e2(t)〉.



Apéndice D

Cálculo de la matriz σij

De acuerdo con la ec. (4.25) la matriz σij está dada por

σij =

∫ ∞
0

∫ ∞
0

e−a(t+t′)〈fi(t)fj(t′)〉dtdt′

+ U2
s

∫ ∞
0

∫ ∞
0

e−a(t+t′)〈ei(t)ej(t′)〉dtdt′

− U2
s

∫ ∞
0

e−at〈ei(t)〉dt
∫ ∞

0
e−at

′〈ej(t′)〉dt′. (D.1)

Cálculo de σ11 con i = j = 1. Definimos el primer término de (D.1)
como

Ia =

∫ ∞
0

∫ ∞
0

e−a(t+t′)〈f1(t)f1(t′)〉dtdt′

= 2DB

∫ ∞
0

∫ ∞
0

e−a(t+t′) δ(t− t′)dt dt′

= 2DB

∫ ∞
0

e−2atdt =
DB

a
. (D.2)

Para el segundo término de (D.1) definimos ahora la doble integral como

Ib = U2
s

∫ ∞
0

∫ ∞
0

e−a(t+t′)〈e1(t)e1(t′)〉dtdt′. (D.3)
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Sustituyendo la expresión de la función de correlación obtenida en el apéndi-
ce anterior para t > t′, tenemos entonces

Ib =
U2
s

2

∫ ∞
0

∫ ∞
0

e−a(t+t′)
[
e−DΩ

(t−t′)(1 + cos(2ϕ0)e−4D
Ω
t′)
]
dtdt′. (D.4)

Reacomodando los términos las integrales resultantes son

Ib =
U2
s

2

(∫ ∞
0

e−(a+D
Ω

)tdt

∫ t

0
e−(a−D

Ω
)t′dt′︸ ︷︷ ︸

J1

+ cos(2ϕ0)

∫ ∞
0

e−(a+D
Ω

)tdt

∫ t

0
e−(a+3D

Ω
)t′dt′︸ ︷︷ ︸

J2

)
.

Evaluando las integrales obtenemos primero para J1

J1 =

∫ ∞
0

e−(a+D
Ω

)tdt

[
1

(a−DΩ)

(
1− e−(a−D

Ω
)t
)]

=
1

(a−DΩ)

(∫ ∞
0

e−(a+D
Ω

)tdt−
∫ ∞

0
e−2atdt

)
,

luego entonces

J1 =
1

2a(a+DΩ)
. (D.5)

Para J2 tenemos que

J2 = cos(2ϕ0)

∫ ∞
0

e−(a+DΩ)tdt

[
1

(a+ 3DΩ)

(
1− e−(a+3DΩ)t

)]
,

por lo que

J2 =
cos(2ϕ0)

(a+ 3DΩ)

(∫ ∞
0

e−(a+DΩ)tdt−
∫ ∞

0
e−(2a+4DΩ)tdt

)
,

y por tanto

J2 =
cos(2ϕ0)

2(a+DΩ)(a+ 2DΩ)
. (D.6)
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Aśı que sumando J1 y J2 concluimos que

Ib =
U2
s

2

[
1

2a(a+DΩ)
+

cos(2ϕ0)

2(a+DΩ)(a+ 2DΩ)

]
. (D.7)

Es importante resaltar que el resultado (D.7) se ha obtenido para el ca-
so en que t > t′. Si t′ < t, entonces en la función de correlación 〈e1(t)e1(t′)〉
dada en la ec.(4.13), los tiempos t y t′ intercambian sus posiciones. En este
caso se puede demostrar que Ib conduce al mismo resultado que (D.7) y
por lo tanto este resultado debe estar multiplicado por el factor 2, es decir,
2Ib.

El tercer término de (D.1) lo definimos como

Ic = U2
s

∫ ∞
0

e−at〈e1(t)〉dt
∫ ∞

0
e−at

′〈e1(t′)〉dt′

= U2
s

(∫ ∞
0

e−at〈e1(t)〉dt
)2

, (D.8)

realizando la integración concluimos que este término se puede escribir
como

Ic =
U2
s

(a+DΩ)2

1

2
[1 + cos(2ϕ0)] . (D.9)

Finalmente el elemento de matriz σ11 = Ia + 2Ib − Ic, y por lo tanto

σ11 =
DB

a
+

U2
sDΩ

2a(a+DΩ)2
− U2

sDΩ cos(2ϕ0)

2(a+DΩ)2(a+ 2DΩ)
. (D.10)

Cálculo de la σ12. En este caso el primer término lo definimos como

La =

∫ ∞
0

∫ ∞
0

e−a(t+t′)〈f1(t)f2(t′)〉dtdt′ = 0, (D.11)

el segundo término lo definimos como

Lb = U2
s

∫ ∞
0

∫ ∞
0

e−a(t+t′)〈e1(t)e2(t′)〉dtdt′,
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sustituimos ahora la función de correlación correspondiente, tomando en
cuenta que t > t′, es decir

Lb =
U2
s

2
sin(2ϕ0)

∫ ∞
0

e−(a+D
Ω

)tdt

∫ t

0
e−(a+3D

Ω
t′)dt′,

la cual es una integral que ya hab́ıamos resuelto por lo que el resultado es
inmediato

Lb =
U2
s

2
sin(2ϕ0)

(
1

2(a+DΩ)(a+ 2DΩ)

)
. (D.12)

De igual manera si t′ > t, se obtiene el mismo resultado como en (D.12)
y por tanto Lb debe ir multiplicado por el factor 2.

Para el tercer término de σ12 se tiene que

Lc = U2
s

∫ ∞
0

e−at〈e1(t)〉dt
∫ ∞

0
e−at

′〈e2(t′)〉dt′, (D.13)

sustituimos ahora las expresiones de los valores promedio para obtener

Lc = U2
s cos(ϕ0) sin(ϕ0)

(∫ ∞
0

e−(a+DΩ)tdt

)2

, (D.14)

de donde fácilmente obtenemos

Lc =
U2
s

2

sin(2ϕ0)

(a+DΩ)2
. (D.15)

Aśı que σ12 = 2Lb − Lc, y por tanto

σ12 = − U2
sDΩ sin(2ϕ0)

2(a+DΩ)2(a+ 2DΩ)
. (D.16)

También se cumple que σ12 = σ21.



Apéndice E

Escalas de tiempo

En el equilibrio térmico, el promedio de la enerǵıa cinética traslacional
de las part́ıcula brownianas es el mismo que el de las moléculas del fluido
(solvente). Sin embargo, el tamaño y la masa de las part́ıculas brownianas
son mucho más grande que el tamaño y masa de las moléculas del fluido.
Luego entonces las moléculas se mueven con mucha mayor rapidez que las
part́ıculas brownianas.

Radio de la esfera r=100 nm

Densidad de masa de la esfera ρ=1.0 g cm−3

Temperatura 298 K

Viscosidad del agua η=1.0 centipoise =10−3 Pa seg

Tabla E.1: Valores estándar de una part́ıcula brownina esférica en agua.

Para poder entender el MB es necesario distinguir ciertas escalas de
tiempo para las cuales es válida la ecuación propuesta por Langevin. Estas
escalas de tiempo se definen de la siguiente manera:

(i). Tiempo de colisión molecular τc.
De acuerdo con la teoŕıa cinética molecular, esta escala de tiempo se

puede estimar a través de la enerǵıa cinética promedio de las moléculas
dada por 〈Ec〉 = (1/2)m〈v2〉 = (3/2)kBT . De esta manera tenemos que
τc ∼ d/

√
kBT/m, donde d es la distancia promedio que recorre la molécula

justo antes de colisionar con alguna otra. Si se considera que d = a, siendo
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a el radio promedio de una molécula entonces, para un radio t́ıpico de 10−10

m, y como fluido el agua a temperatura normal T=298 K, obtenemos un
tiempo estimado de τc ∼ 10−13 s. Durante este tiempo, la PB permanece
prácticamente en reposo, por lo que τc representa también el tiempo de co-
lisión entre la PB con las moléculas del fluido. El inverso de esta escala de
tiempo se puede interpretar como la frecuencia de colisión de la moléculas
con la PB, que en este caso es del orden de 1013 colisiones por segundo. Este
efecto acumulado de tantas colisiones por segundo hacen que la PB pueda
desplazarse de un punto a otro de manera azarosa o irregular. Es evidente
que para tiempos de observación t de la PB, del orden de segundos, se cum-
ple que t� τc. En dicha escala de tiempo t la PB se mueve prácticamente
un fluido continuo y no discreto. El movimiento de la part́ıcula browniana
se amortigua por la fricción de Stokes y es este amortiguamiento viscoso
por el cual la part́ıcula “relaja”su momento.

Por otro lado, si consideramos dos tiempos distintos de observación t y
t′ en la dinámica de la PB, es razonable suponer que para la diferencia de
tiempos tales |t−t′| � τc, la función de correlación del ruido 〈Γ(t)Γ(t′)〉 = 0.
Esto significa que las colisiones que experimenta la PB con las moléculas del
fluido al tiempo t no tiene nada que ver con las colisiones que experimenta
al tiempo t′, es decir, son independientes, de manera que en el ĺımite de
τc → 0 se tiene que 〈Γ(t)Γ(t′)〉 = λδ(t − t′). Esta expresión cuantifica la
correlación instantánea del ruido de intensidad λ, o lo que es lo mismo que
no tiene memoria.

(ii). Tiempo de relajación del momento lineal τmr.

La dinámica de la PB también experimenta una fuerza de fricción que
produce el amortiguamiento de la part́ıcula y como consecuencia la rela-
jación de su momento lineal p = mv. De acuerdo con la ley de Stokes, la
fuerza de fricción está dada por fs = −αv, donde α > 0 es el coeficiente
de fricción, para el caso de una part́ıcula esférica α = 6πηr, siendo r el
radio de la PB. De acuerdo con la segunda ley de Newton mdv

dt = −αv,
y para tiempos de observación t � τc, la velocidad de la PB decae como
v(t) = v0e

−t/τmr , donde v0 es la velocidad inicial y τmr = m/α el tiempo
de relajación. Para esferas en agua el valor de este tiempo de relajación es
del orden de τmr ∼ 10−8 s, que es mucho mayor que el tiempo de colisión,
es decir que, τc � τmr. Esto justifica la utilización de la fuerza de fricción
de Stokes en la dinámica de la PB.
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(iii) Tiempo Browniano o tiempo difusivo τB .

Cuando la PB ha efectuado muchos cambios en su momento, ésta entra
en el régimen de tiempo difusivo t � τms. Esto significa que el desplaza-
miento neto de la part́ıcula es independiente de su masa. Para que el MB
cambie la posición de las part́ıculas significativamente, tenemos que esperar
al menos un tiempo τB para que una part́ıcula se difunda una distancia
igual a su radio, es decir, τB ∼ r2/DB = ηr3/kBT que es del orden de va-
rios segundos. En conclusión, la dinámica de la PB se lleva a cabo tomando
en cuenta la separación de las escalas de tiempo τc � τmr � τB , para los
cuales es válida la ecuación de Langevin (4.1).

(iv). Tiempo de relajación del momento angular τar

Para una part́ıcula browniana esférica que rota a una velocidad angular
Ω alrededor de un cierto eje que pasa por su centro de masa, nos pregun-

tamos por el tiempo τar que tarda la esfera en disipar todo su momento
angular debido a la viscosidad del fluido. La segunda ley de Newton en este
caso está dada por I dΩdt = −frotΩ, siendo I el momento de inercia y frot es
el coeficiente de fricción rotacional dada por frot = 8πηr3. En el caso de la
part́ıcula esférica homogénea y densidad de masa ρ, el momento de inercia
está dado por I = (2/5)mr2 = (8/15)ρ πr5. La solución de la ecuación
de Newton en este caso será Ω(t) = Ω0 e

−t/τar , donde Ω0 es la velocidad
angular al tiempo t = 0 y τar el tiempo de relajación del momento angular
L = IΩ, tal que τar = frot/I = (ρ/15 η)r2. Comparando τar con el tiempo
de relajación del momento lineal τmr se puede concluir que la traslaciones
y las rotaciones de la esfera decaen en la misma escala de tiempo. Por lo
tanto, en la escala de tiempo difusivo, tanto los momentos traslacionales
como los angulares se han relajado por completo. En otras palabras, en
el régimen difusivo, la suma de todas las fuerzas y la suma de todas las
torcas, ambas son cero.

Tiempo de relajación rotacional τrr

Cuando la part́ıcula esférica ha realizado muchos pasos angulares en los
que intercambia momento angular con el solvente, ingresa al régimen de
tiempo difusivo t� τar. Inicialmente el desplazamiento angular neto θ de la
esfera es insignificante. Sin embargo, para que θ se desv́ıe significativamente
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de su valor inicial, tenemos que esperar al menos un tiempo de relajación

τrr =
1

DΩ

∼ ηr3

kBT
. (E.1)

Aqúı DΩ = kBT/8πηr
3 es el coeficiente de difusión rotacional que de-

termina la decaimiento en la orientación de la esfera. Por lo tanto, el tiempo
τB que le toma a una esfera, para cambiar significativamente su posición
coincide con el tiempo que τrr necesario para cambiar significativamente
su orientación.
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