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Resumen

De la manera mas sencilla posible podemos decir que un proceso es-
tocastico es aquel que no se puede predecir. Se mueve al azar. En la teoria
de la probabilidad, es un concepto matematico que se utiliza en magnitu-
des aleatorias que varian con el tiempo. Los procesos estocasticos permiten
tratar procesos dindmicos en los que hay cierta aleatoriedad.

El movimiento browniano es uno de los fenémenos fisicos que ha sido
identificado como un proceso estocastico fuera de equilibrio. Podemos decir
que el MB es un movimiento en forma de Zigzag que realizan particulas
pequenas. Varios cientificos contribuyeron para encontrar la explicacién al
MB y tiempo después Paul Langevin propone un método matematico para
la solucién del MB.

En 1989 distintos cientificos propusieron algunos métodos para detec-
tar senales Opticas débiles basado en la dindmica de encendido del sistema
laser. Que se puede entender como un proceso de decaimiento de un esta-
do inestable por efecto de fluctuaciones estocdsticas. Para caracterizar el
decaimiento de estados inestables el modelo tedrico propuesto mediante la
ecuacion de Lagevin se conoce como teoria cuasi-determinista, que utiliza
los tiempos de paso durante los cuales se lleva a cabo la relajaciéon dindmica
de la intensidad de la radiacién. Estas ideas para el sistema Léaser se pueden
extender al proceso de relajacién del estado inestable de particulas brow-
nianas con actividad usando el mismo criterio de deteccién demostramos
que el criterio es sensible a la senial débil a través de un parametro BETA
el cual contiene el efecto entre la senal externa y el ruido interno. Haciendo
una comparacién entre particulas Brownianas pasivas y activas observamos
que la amplitud del campo eléctrico externo se ve incrementado en el caso
de particulas brownianas activas.



Capitulo 1

Introduccion

La deteccién de senales débiles es un tema de gran interés en el estudio
de las telecomunicaciones y en la deteccién super-regenerativa en los re-
ceptores de radar (Radio Deteccting and Ranging, por sus siglas en inglés)
[M]. Y ¢cudl es el mecanismo bésico de un radar? El principio bésico es
muy similar al de la reflexiéon de ondas sonoras. Si se emite un sonido en
la direccién de un objeto que refleje el sonido (como un canén rocoso o
una cueva) es posible escuchar el eco y obtener informacién del objeto en
cuestion. El radar emplea pulsos de energia electromagnética en una forma
similar. En este caso, la energia de radiofrecuencia se transmite hacia el ob-
jeto y éste a su vez refleja dicha senal. Una pequena fraccién de la energia
reflejada retorna al equipo radar que analiza dicha senal para obtener la
informacién necesaria. En otras palabras, procesa y regenera la informacién
recibida. Hoy en dia existen algunos dispositivos de radar que funcionan de
forma similar, entre los cuales podemos mencionar los receptores de radar
alerta, los cuales tienen la tarea de proteger y alertar a los pilotos de una
aeronave; las senales satelitales de los proveedores de internet, en este caso
la informacioén de la compania se envia al espacio por una antena emisora
hasta llegar al satélite geoestacionario que recibe la senal y la amplifica
para soportar el viaje de vuelta para ser recibida y distribuida por otra
antena en otra parte del mundo.

Tomando en cuenta la idea de la deteccién super-regenerativa en los
receptores de radar, Vemuri y Roy [2] propusieron a finales de los ochen-
ta del siglo pasado un mecanismo fisico capaz de detectar senales épticas



débiles en un sistema Léaser. Dicho mecanismo consiste en el proceso de
encendido del sistema laser el cual puede actuar como un receptor super-
regenerativo. En esencia el proceso de encendido de un Léser consiste en
la dindmica transitoria que experimenta la intensidad I(t) de la luz Laser,
cuando ésta evoluciona desde un valor inicial 7(0) hasta alcanzar el va-
lor correspondiente de su estado estacionario I, como consecuencia de
las fluctuaciones estocasticas que dan cuenta de la emision espontanea. La
dindmica transitoria mencionada se lleva a cabo desde un estado inestable
inicial (estado de mayor energia) al tiempo ¢ = 0, hasta alcanzar el estado
estacionario (estado de menor energia) al tiempo ¢t — co. Una vez desenca-
denado el proceso de relajacién de dicho estado inestable, inmediatamente
después, al tiempo ¢t > 0, se hace incidir en la cavidad del Laser una senal
externa débil de amplitud menor o si acaso igual que la intensidad del ruido
interno, la cual habra de detectarse en el proceso de encendido.

Desde el punto de vista teérico fueron establecidos dos criterios relacio-
nado con la deteccion de senales 6pticas débiles en un Laser: el criterio
propuesto por Vemuri y Roy esta relacionado con un pardmetro adimen-
sional conocido como Receptor de Salida (RO por sus siglas en inglés).
Este se define como el cociente Ac/Ap, donde A, representa el drea bajo la
curva del promedio (I(t)), cuando la dindmica estd sujeta a la accién del
campo eléctrico externo, y Ag es el drea bajo la curva del promedio (I(t))
en ausencia del campo eléctrico externo. Vemuri y Roy mostraron median-
te calculo numérico que el RO es muy sensible a la presencia de senales
Opticas débiles.

En el mismo ano de la publicacién del trabajo de Vemuri y Roy, Ba-
lle et al. [3] propusieron otro criterio teérico para detectar senales épticas
débiles, basado en la estadistica de los tiempos de primer paso. El criterio
en este caso establece que la diferencia entre las escalas de tiempo
que caracterizan el proceso de encendido en presencia y ausencia
de la senal débil, debe ser mayor o igual a la mdzrima varianza.
Este criterio permite determinar el valor critico de un cierto parametro
que definimos como S, cuyo valor determina la intensidad de la sefial débil
que se debe detectar. Para valores de § menores que 3. no hay deteccién,
mientras que para valores mayores que . la deteccion se debe realizar de
manera, eficiente. Las escalas de tiempo antes mencionadas se conocen como
tiempos promedio de primer paso (MFPT por sus siglas en inglés). Fueron
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Littler et al. [4] quienes al ano siguiente llevaron a cabo el experimento y
mostraron que la sefial optica débil se puede detectar mediante las medicio-
nes de los tiempos de paso (tiempos de iniciacién) del sistema ldser Argén
bajo la accién de una senal atenuada de un laser de He-Ne.

La explicacion tedrica del trabajo de Vemuri y Roy fue reportada casi dos
anos después por Jiménez-Aquino y Sancho [5], quienes formularon la ex-
presién tedrica del RO en funcién de la escala de tiempo conocida como
tiempo de relajacion no lineal (NLRT por sus siglas en inglés). Los re-
sultados tedricos reportados en [5] fueron comparados con los resultados
numéricos de Vemuri y Roy [2], y se mostré que inicamente fueron consis-
tentes con los reportados para el sistema laser de tintura (dye laser).

Es importante destacar que las escalas de tiempo MFPT y NLRT no
s6lo han sido utilizados para caracterizar la dindmica transitoria o proceso
de encendido del sistema léser, sino también para caracterizar la relaja-
cién dindmica de estados inestables, metaestables y marginales [0} [7], entre
varias otras aplicaciones donde podemos destacar el estudio de reacciones
quimicas, transporte intracelular, movimientos de animales, finanzas, series
de tiempo, resonancia estocastica, etc. [0, [8, 9l [10].

En el caso del decaimiento de estados inestables el modelo més conoci-
do es la dindmica de Langevin con ruido aditivo siendo el estado inestable
inicial el maximo relativo de un potencial que proporciona la fuerza de-
terminista. El modelo tedrico propuesto para caracterizar el decaimiento
de estados inestables mediante la ecuacién de Langevin fue establecido por
primera vez por De Pasquale and Tombesi en 1979 [11]. Este modelo se
conoce como teoria cuasi-determinista (QDT por sus siglas en inglés). La
QDT es una buena descripcion tedrica debido a que proporciona el me-
canismo preciso para caracterizar el proceso de decaimiento de un estado
inestable. El mecanismo fisico de la QDT es el siguiente: la presencia de pe-
quenas fluctuaciones estocésticas cambian la condicién inicial alrededor del
estado inestable y una vez que el sistema abandona dicho estado inicial, el
proceso dinamico es dominado por la fuerza de potencial. La QDT también
permite caracterizar la relajacién dindmica de potenciales inestables no li-
neales arbitrarios los cuales son muy dificiles de tratar matematicamente a
través de la ecuacion de Fokker-Planck.

Casi 20 afnios después de los trabajos de Vemuri y Roy [2], Balle et
al. [3], fue propuesto otro mecanismo fisico alternativo al sistema Léser,



que en principio puede ser capaz de detectar amplitudes débiles de cam-
pos eléctricos. Este consiste en la relajacién dindmica del estado inestable
de una particula browniana (PB) con carga eléctrica inmersa en un bano
térmico, y en presencia de campos eléctrico y magnético cruzados [12, [13].
Por curioso que parezca y a pesar de que el sistema Laser es en principio
distinto al de la PB, la dindmica que sigue la PB en un campo magnéti-
co constante es sorprendentemente muy similar a la dinamica del sistema
Léser estudiado por los autores antes mencionados, y por esta razon la pro-
puesta formulada por los autores tiene un sustento basado en esta analogia
con el sistema Léser. La diferencia entre ambos sistemas radica en que la
dindmica del sistema Léaser como veremos en el contenido de esta tesis, se
describe mediante una ecuacion tipo Langevin para el campo eléctrico com-
plejo, mientras que la dindmica de la PB con carga eléctrica se describe en
términos de la ecuacién de Langevin para el vector de posicion. Sin embar-
go, a pesar de esta diferencia cuantitativa en las ecuaciones dindmicas, las
trayectorias de ambos sistemas son muy parecidas y de cardcter rotacional.
Esto es debido a que en la ecuacion tipo Langevin asociada a la dindmica de
camp eléctrico del sistema Laser, contiene un matriz antisimétrica que da
cuenta de la rotacién del campo eléctrico (véase el capitulo 3). La ecuacién
de Langevin asociada a una PB en un campo magnético constante también
contiene una matriz antisimétrica y por tanto la trayectoria de la particula
es igualmente rotacional.

Potencial biestable V' (x) = —(a/2)x* + (b/4)x"

Figura 1.1: Tlustracién esquematica en 1D del decaimiento del estado ines-
table de una PB en campos eléctrico y magnético cruzados.
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En el caso de la particula browniana, el mecanismo para el proceso de
deteccién consiste en lo siguiente: la particula localizada inicialmente en
el estado inestable a t = 0, experimenta el proceso de decaimiento por
efecto de las fluctuaciones estocasticas, véase la Fig. Inmediatamente
después de haberse desencadenado el decaimiento del estado inestable, se
hace incidir la senal externa débil acelerando el proceso de decaimiento. En
principio, similar al caso del sistema Laser, este proceso debe ser capaz de
detectar la sefial débil incidente. La razén de esta sentencia es porque la
estadistica de los tiempos de paso, son también sensibles a la senal externa.
La amplitud de la senal externa debe ser menor o del mismo orden que la
intensidad del ruido interno.

Nuestro propdsito en esta tesis consiste en estudiar el problema de la
deteccion de senales débiles, ahora en el proceso de decaimiento del estado
inestable de particulas brownianas con actividad (nadadores brownianos),
inmersas en un fluido. En este caso es muy importante destacar que la
materia activa es en esencia un sistema fuera de equilibrio cuyo estudio
continta siendo tema de gran interés en el terreno de los sistemas com-
plejos, que incluyen a la fisica, quimica, biologia, medicina, etc. Podemos
destacar por ejemplo el estudio de sistemas bioldgicos como son las bac-
terias [14], microbios [I5], motores moleculares [16, 17, I8, 19], coloides
artificiales o particulas Janus [20} 2], 22 23], entre otros [24] 25]. En el ca-
so de los motores moleculares, conjunto de moléculas que convierten energia
quimica en movimiento mecanico llevando a cabo tareas especificas a ni-
vel celular, siendo éste el caso de la kinesina esencial en los procesos de
mitosis, meiosis y transporte a lo largo de los axones en las neuronas. Por
otra parte, a nivel macroscépico un organismo superior, por ejemplo cierto
animal, se considera un sistema activo ya que toma energia del entorno al
momento de alimentarse, la procesa internamente a través de complejos
procesos metabdlicos y finalmente manifiesta dicha energia en movimiento
mecanico, lo que le permite llevar a cabo tareas esenciales para su super-
vivencia como lo es la misma busqueda de alimento (forrajeo) por citar
un ejemplo. La materia activa puede actuar de manera individual o for-
mar parte de un colectivo como es el caso de una colonia de bacterias,
una parvada de aves (Fig. ), cardumen de peces o una aglomeracion
de humanos interactuando en determinado sitio, etc. También los micro-
robots o micronadadores son otro tipo de particulas activas que se pueden



construir artificialmente en el laboratorio; entre las que podemos destacar
las llamadas particulas tipo Janus.

(a) Colonia de bacterias E. coli (b) Parvada de pajaros

Figura 1.2: Materia activa a nivel microscépico y macroscépico[26]

Una particula Janus se puede transformar en una particula brownia-
na activa, de acuerdo con el tipo de recubrimiento especifico o propiedad
fisica que se le proporcione a su superficie. Por ejemplo, la propiedad termo-
forética, electroforética o alguna otra puede hacer que la particula pasiva
adquiera las caracteristicas de una particula activa. El disefio de particulas
que imiten el movimiento activo asi como el desarrollo de dispositivos nano-
tecnoldgicos activos, son los retos en la investigacion de particulas activas.
Dichos dispositivos llamados micronadadores son de suma importancia pa-
ra fines terapeiticos en la medicina. Por ejemplo, pueden ser ttiles para
transportar ciertos farmacos por el torrente sanguineo y aplicarlo en los
sitios especificos donde se desarrolla la afectacién.

Debido a las caracteristicas de nuestro trabajo de tesis, es més apropia-
do considerar a las particulas activas artificiales y esféricas con una cierta
cantidad de carga eléctrica en su superficie, como aquellas que llevaran a
cabo el proceso de deteccién de senales eléctricas débiles, en el proceso de
decaimiento del estado inestable de dichas particulas activas. Sin embar-
go, cabria la posibilidad de considerar otros microorganismos activos con
cierta cantidad de carga eléctrica. El proceso de deteccién de las senales
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Critical Mixture T<T -

T>T .
./ Loca‘l'
“

Demixing

Figura 1.3: Esquema del mecanismo de autopropulsiéon en un micronada-
dor: una particula de Janus es iluminada calentando una de sus capas por
encima de la temperatura critica T, induciendo con ello la separacion de
los recubrimientos siendo este el proceso que propulsa a la particula[27]

débiles mediante el decaimiento del estado inestable de particulas activas,
se lleva acabo de la siguiente manera: al tiempo ¢ = 0 la particula activa
experimenta su proceso de relajacion por efecto del ruido interno trasla-
cional y rotacional. Una vez desencadenado el proceso de decaimiento, se
hace incidir la senal externa débil acelerando el proceso de decaimiento del
estado inestable. En nuestro problema las particulas activas estan locali-
zadas inicialmente en el estado inestable de un potencial biestable de dos
dimensiones (2D). La relajacién dindmica estard gobernada por la dindmi-
ca de Langevin con ruido aditivo. Supondremos que la autoactividad de las
particulas brownianas introduce un grado de libertad adicional de caracter
estocdstico relacionado con la rotacién de las particulas producido por las
torcas térmicas (ruido interno rotacional). Dicho grado de libertad es el
correspondiente al dngulo azimutal ¢(t) sobre el plano zy perpendicular
al eje z. En nuestra propuesta usaremos el criterio teérico de deteccién
relacionado con la estadistica de los tiempos de primer paso, para el cual
serd necesario caracterizar la relajacién dinamica del estado inestable de la
particula activa mediante los tiempos de primer paso y su varianza. Esto
se logra a través de la QDT que de nueva cuenta muestra su versatilidad



para tal propdsito.

En nuestro trabajo consideramos a los micronadadores con carga eléctri-
ca sumergidas en un fluido simple e inactivo y nadando con un nimero de
Reynolds pequeno que es el escenario tipico para particulas activas del
tamano de micras como son, los microorganismos vivos, coloides autopro-
pulsados, etc. Un ejemplo tipico es el de la bacteria Escherichia coli, mejor
conocida como E. coli, que tiene un tamano tipico entre 1-10 pm, que al
estar inmersa en agua a temperatura ambiente (7= 300 K) tiene una velo-
cidad de nado aproximado de 10 um/s. En este caso el nimero de Reynolds
es del orden de 107° - 10~% [28]. En estas condiciones, las fuerzas visco-
sas dominan sobre las fuerzas inerciales [29] y por tanto el movimiento
activo de dicha bacteria puede describirse en el contexto de la dindmica
sobre-amortiguada de Langevin traslacional y rotacional.

Una vez calculada la estadistica de los tiempos de primer paso, las
preguntas que surgen de manera natural en el proceso de deteccion de
senales débiles son las siguientes: ;Cudles son las ventajas que ofrece el
estudio de la deteccién de senales débiles en el proceso de decaimiento del
estado inestable de particulas activas, respecto al caso sin actividad? ;El
proceso de deteccion es més eficiente con o sin actividad? §Cudl es el valor
de la intensidad de la senal débil que se puede detectar en presencia de la
actividad? Desde luego nuestro compromiso en esta tesis es dar respuesta
a las preguntas formuladas.

El presente trabajo de tesis esta organizado de la siguiente manera: en
el capitulo 2 hacemos un breve repaso acerca del movimiento browniano
pasivo. Con el propdsito de entender el proceso de deteccion de senales
débiles en el contexto del movimiento browniano de particulas activas, en
el capitulo 3, estudiamos el proceso de encendido de un sistema laser y
aplicamos un criterio de deteccién de senales épticas débiles, en términos de
la estadistica de los tiempos de primer paso. En el cuarto y ultimo capitulo
de esta tesis, proponemos el decaimiento del estado inestable de particulas
activas con carga eléctrica, como otro mecanismo alternativo para detectar
senales eléctricas débiles. Usamos el mismo criterio de deteccién formulado
para el sistema ldser, en términos de la estadistica de los tiempos de primer
paso.



Capitulo 2

Movimiento browniano

2.1. Introduccion

El movimiento browniano es uno de los fenémenos fisicos que ha si-
do identificado como un proceso estocéastico fuera de equilibrio. En 1827
el botanico escocés Robert Brown [30], realizé experimentalmente una in-
vestigacién muy minuciosa sobre el comportamiento de una suspension de
pequenos granos de polen en una soluciéon de agua en condiciones norma-
les (p = latm, T = 20°C). Observé en un microscopio 6ptico que los
granos de polen se encuentran en un estado muy animado e irregular de
movimiento, el cual fue nombrado como movimiento Browniano (MB) en
honor a Robert Brown. Podemos decir entonces que el MB es un movi-
miento en forma de zigzag que realizan particulas pequenas, del orden de
micras (1 micra = 1076 m), que se encuentran inmersas en un fluido, ya sea
liquido, gas, plasma, etc., como se muestra en la Fig.. R. Brown no fue
capaz de dar una explicacién de las causas de dicho movimiento, tampoco
los cientificos méas destacados de esa época. Con el resurgimiento y desa-
rrollo de la teoria cinética molecular de Maxwell y Boltzmann a mediados
del siglo XIX, comenzaba a surgir la sospecha de que el MB era conse-
cuencia de las colisiones entre las moléculas del fluido con dicha particula,
en el supuesto caso de que la materia estuviera constituida por atomos y
moléculas, tal como lo asumieron Maxwell y Boltzmann. Sin embargo, la
hipotesis de la estructura atémica y molecular de la materia no fue del todo
aceptada, debido a las controversias y contradicciones que surgian al tratar

10
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de explicar el MB.

Figura 2.1: Movimiento Browniano

Todas las controversias y confusiones que se generaron para explicar las
causas del MB prevalecieron hasta 1905, ano en que el fisico aleman Albert
Einstein [31] las liquidé de forma definitiva y audaz. Un ano después del
trabajo de Einstein, el cientifico polaco Marian Soluchowski [32] publica un
articulo donde de manera independiente, propone un método de solucién
alternativo (método del caminante al azar) al problema del MB. En 1908 el
fisico francés Paul Langevin [33], propone otro método muy distinto pero
mas simple que los dos anteriores, basado en la segunda ley de Newton. El
resultado tedrico propuesto por Einstein para el desplazamiento cuadratico
promedio, fueron corroborados experimentalmente por el fisico francés Jean
Perrin y colaboradores [34] en 1909, confirmando de forma contundente la
hipétesis acerca de la estructura atémica de la materia.

Una vez establecidos las estrategias de soluciéon al problema del MB,
comenzaron a desarrollarse la metodologia matemédtica subyacente para
mostrar que el esquema de Einstein y el de Langevin, son dos propues-
tas equivalentes de solucién al problema del MB. El método fue propuesto
por primera vez por Ornstein y Uhlenbeck en su articulo de 1930, donde
mostraron que es posible obtener una ecuacién para la distribuciéon de pro-
babilidad, llamada ecuaciéon de Fokker-Planck, a partir de la ecuacién de
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Langevin. En la actualidad, existe una enorme cantidad de trabajos que
tienen que ver con las distintas aplicaciones del MB, y donde se mues-
tran los distintos métodos de solucién que van desde ecuaciones maestras,
ecuaciones de Fokker-Planck y/o ecuaciones diferenciales estocésticas de
Langevin o sus posibles generalizaciones.

Para los propdsitos de esta tesis, en este capitulo vamos a establecer de
manera resumida los resultados méas importantes del MB mediante métodos
matematicos reportados en la literatura actual [35].

2.2. Ecuacion de Langevin

La ecuaciéon de Langevin asociada a una particula Browniana inmersa
en un fluido de temperatura 1" estd dada por

0= —yv+ %{(t), (2.1)

donde v = a/m, es el coeficiente de friccién por unidad de masa, o = 67na
el coeficiente de friccién, n la viscosidad y a el radio de la particula. La
ec. (2.1) representa una ecuacién diferencial estocdstica con ruido aditivo
&(t) que satisface las propiedades de un ruido blanco Gaussiano, con valor
medio (£(t)) = 0 y funcién de correlacién

(E@BEW)) =21 8(t — '), (2.2)
siendo A la intensidad del ruido. La solucién formal de la ec. (2.1]) estd dada
por

1/t :
v(t) = voe 7t + / e ety at, (2.3)
mJo

donde vy = v(0) es la condicién inicial. Usando la ec. (2.2)) podemos mostrar
que la funcién de correlacion a dos tiempos estd dada por

2\ [t [t -
<’U(t1)1)(t2)> _ U(Z)effy(tﬁrtg) + = / / 6*7(t1+t27t1—t2) (5(t/1 _ t/2) dtlldté.
m=Jo Jo
(2.4)

Esta doble integral se puede evaluar tomando en cuenta dos casos en el
orden del tiempo, si t; > t2 o t2 > t;. En primer lugar vemos que la
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funcién §(t) — ) limita los valores de t| = t,. Es posible demostrar que la
doble integral conduce al siguiente resultado [36]

(0(t1)o(ta)) = vie 1) 4 n%[e‘”'“‘t? — et (2.5)

Hagamos ahora un anélisis a tiempos largos para los cuales vt; > 1, vt >
1. En este caso la funcién de correlacién es independiente de la velocidad
inicial y s6lo depende de la diferencia de tiempos t1 — to, es decir,

(v(tr)o(tz)) = mAV' (2.6)

Esto nos muestra que la velocidad es también un proceso estocéstico esta-
cionario. Si t1 = to = t, entonces es claro que en el estado estacionario

A
2
t)) = 2.7
WA0) = 5 (2.7
luego entonces también (v2(0)) = %27 Esto nos dice que, si la velocidad

tiene una distribucién inicial, a saber, una distribucién de Maxwell, en-
tonces ésta se debe mantener en el estado estacionario. En dicho estado
las particulas Brownianas también estan en equilibrio térmico con el fluido
a temperatura 7', asi que podemos aplicar el teorema de equiparticion de
manera tal que (1/2)m(v?(t)) = (1/2)k,T. Usando podemos concluir
que

A=ak,T, (2.8)

que corresponde precisamente a la relaciéon de fluctuacion-disipacion.
El significado fisico de esta relacion es el siguiente: En el estado estaciona-
rio y en equilibrio térmico con el bano, las PBs experimentan un balance
entre las fuerzas fluctuantes y las fuerzas de fricciéon. Estas ltimas tratan
de frenar el movimiento de las PBs, mientras que las primeras tienden a
contrarrestar dicho amortiguamiento manteniendo en movimiento perma-
nente a las particulas.

2.2.1. Desplazamiento cuadratico promedio (DCP)

Hoy en dia con los avances tecnoldgicos en nanotecnologia ya es posible
controlar, manipular y monitorear moléculas mediante pinzas 6pticas (rayos
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Léser); lo que permite medir la velocidad de una PB. Sin embargo, es mucho
mas facil medir las funciones de correlacién para la posicion en vez de la
funcién de correlacién para la velocidad dada por . Si al tiempo t =0
la particula estd en o con velocidad vg, su DCP al tiempo ¢ sera

<(a:(t)—x0)2>:/0 /0<v(t1)v(t2)>dt1dt2, (2.9)

donde el integrando estd dado por (2.5). Sustituyendo cada término en
(2.9), vemos que

t t
//e_“*(tﬁb)dtldtg—12(1—6_775)2, (2.10)
0o Jo Y
t t t t1 9 2
//e"”l_t2|dt1dt2:2/ dtl/ e M) gty = St — S (1— e,
0 Jo 0 0 v Y
(2.11)
en consecuencia
1 A A A
t)y—z0)?) == (¥ ——S— ) (1—e)2 42 t—2 1—e .
() a0) = o5 (s oy ) Q=P 2ot —2 e
(2.12)

Como podemos observar, hemos obtenido la expresiéon exacta del DCP
de la PB para todo tiempo ¢t > 0. En la solucion , hemos supuesto
que la velocidad inicial vy es fija, sin embargo, podria estar inicialmente
distribuida por una Maxwelliana con valor medio cero y varianza (v3) =
A/m?y, esto implica que el primer término de es cero. En este caso

el DCP sera

A A
_ 2\ - =t/

((x(t) — z0)*) = 2m272t 2m273(1 e ) (2.13)
donde 7, = 1/~. En la Fig. (2.2) se muestra el comportamiento del DCP
(2.13) como funcién del tiempo. La grafica muestra dos regiones represen-
tados por ON y NM, las cuales corresponden a los siguientes casos limite
del tiempo de observacion comparados con el tiempo de relajacion 7.

(i). Tiempos cortos, tales que vt < 1 o t < 7,. Mediante la expan-
sién en serie de Taylor de la exponencial podemos verificar facilmente que

((z(t) — m0)?) = (\/m?y) t2.
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A <x(t)2>

Y

Figura 2.2: Desplazamiento Cuadrético Promedio (2.13)) como funcién del
tiempo, tal que ((x(t) — z0)?) = (z?).

(ii). Tiempos largos, tales vt > 1 o t > 7. En este caso se puede
verificar que (\/m?y%)t > (A\/m?~3), y por tanto

(2(t) — 20)?) = 2 ( A 2) T ("’BT> _opt, (214)

m2y a

donde hemos usado la relacion de fluctuacién-disipacién y, D =
k,T/a, es precisamente el coeficiente de difusién de Einstein.

Estos resultados se pueden interpretar de la siguiente manera: para
tiempos cortos el DCP es proporcional a t? y, de acuerdo con la mecénica
Newtoniana se sabe que el desplazamiento de una particula libre es también
proporcional a t? (curva ON de la Fig. ) Por lo tanto, para tiempos
cortos podemos concluir que la PB se comporta como una particula libre
que todavia no siente la presencia del fluido en la que estd inmersa. A es-
te régimen de tiempos cortos se le conoce en la literatura como régimen
balistico. Para tiempos largos t > 7 el DCP es proporcional a ¢ (linea
recta NM de la Fig. (2.2)) y, de acuerdo con la hidrodindmica clésica un
comportamiento rectilineo de ese tipo corresponde a la difusion de una
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particula en un fluido. Podemos decir entonces que para tiempos largos la
PB experimenta un proceso de difusién debido a las constantes colisiones
con las moléculas del fluido, es decir, la particula siente la presencia del
fluido en la que estd inmersa. A este régimen de tiempos se le conoce co-
mo régimen difusivo o régimen sobre-amortiguado, y como veremos
en seguida, la terminologia de sobre-amortiguado significa que la fuerza
de friccién es dominante con respecto a la fuerza inercial, y por tanto la
ecuacién de Langevin en este caso se escribe como

i = (1)) o (2.15)

Asi, el DCP también se obtiene de la siguiente doble integracion

t rt
(@O - = 5 [ [ (e dna,
= 2%75:2&5, (2.16)

que corresponde precisamente al resultado obtenido anteriormente en el
limite de tiempos largos. Asi que el régimen difusivo es equivalente el régi-
men sobre-amortiguado.

2.3. Ecuacion de Fokker-Planck

En general y en caso de un proceso estocastico Markoviano, dada una
ecuacién diferencial estocdstica es posible obtener su ecuacién de Fokker-
Planck (EFP) asociada, para la densidad de probabilidad. En el caso de la
ecuacion de Langevin dada por la ec. , su correspondiente EFP para
la densidad de probabilidad condicional P(v,t|vg) estda dada por

OP(v,tlvg)  OvP(v,tlvg) +AB2P(v,t|vg)
ot -7 v m2 w2

(2.17)

sujeta a la condicién inicial P(v,0lvg) = d(v — vp). Su solucién para todo
tiempo ¢t > 0 es entonces

m m(v — vge )2

P(u, o) =
(v, vo) \/QWkZBT(l — e*QVt)eXp 21k, T(1 — e=2t)

(2.18)
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En el limite de ¢ — oo esta distribucién de probabilidad converge a la distri-
bucién de equilibrio de Maxwell, Py (v) = \/m/27k,T exp(—mv?/2k,T),
tal como era de esperarse. Podemos corroborar que en el estado de equili-
brio estacionario (v?) = k,T/m, que es exactamente la misma que la ec.
obtenida a través de la solucién de la ecuacién de Langevin (2.1)).
También en el régimen sobre-amortiguado, la ecuacién de Langevin
tiene asociada su correspondiente EFP para la densidad de proba-
bilidad condicional P(x,t|zp). En este caso dicha EFP es la ecuacién de
difusién obtenida por Einstein en 1905, es decir
OP(z,t|zo) _ D(92P(QL’,t]a:0)7 (2.19)
ot Ox?
sujeta a la condicién inicial P(z,0|zg) = d(x — xg) y cuya solucién esta
dada por

P([E, t‘x()) -

1 (x — 0)?
mexp <_4,%> . (2.20)

Es claro que en este caso el proceso estocastico (2.15) no es estacionario.
También a partir de se concluye que el DCP ((z(t) — x9)?) = 2Dt.

Podemos concluir este capitulo haciendo las siguientes anotaciones:
la ecuacion de Langevin junto con la propiedades estadisticas de
ruido blanco gaussiano, describen el proceso conocido como proceso de
Ornstein- Uhlenbeck, y por tales motivos, se dice que es un proceso es-
tocastico Markoviano, Gaussiano y estacionario. Fue estudiada de forma ex-
haustiva precisamente por Ornstein y Uhlenbeck en 1930 [37]. La ec. (2.15))
junto con las propiedades estadisticas de ruido blanco gaussiano, describen
el proceso conocido como proceso de Wiener, el cual es también Marko-
viano y gaussiano, pero no estacionario. Esta ecuacién se obtiene cuando la
fuerza de friccién es mayor que la fuerza inercial. A partir de la ec. (2.15|) se
obtiene de manera inmediata el DCP dado por . Esta aproximacién
de friccién dominante se conoce también como régimen sobre-amortiguado
mencionado anteriormente. En conclusién, el estudio del MB mediante la
ecuacién de Langevin o de Fokker-Planck son totalmente equivalentes. La
eleccion de una o la otra descripciéon depende del grado de dificultad del
problema a estudiar, o de la estrategia matemaética requerida.



Capitulo 3

Deteccion de senales débiles
en un Laser

3.1. Introduccion

En este capitulo vamos a estudiar un criterio teérico basado en la es-
tadistica de los tiempos de primer paso, propuesto por Balle et al. [3], para
detectar senales débiles en el proceso de encendido de un sistema Léser.
Para tal propdsito, primeramente, debemos aclarar qué se entiende como
tiempos de primer paso. El tiempo de primer paso, se define como el tiempo
requerido por un proceso estocdstico o trayectoria estocdstica, para alcan-
zar por primera vez un cierto valor previamente establecido, comenzando
desde un valor inicial; por ejemplo el valor de cierta frontera que delimita
al sistema, o el valor de una barrera de potencial, etc. Este tiempo de paso
es aleatorio y para poder describir al sistema estocédstico en términos de
esta cantidad es necesario calcular la estadistica de dichos tiempos de paso.
Aqui usaremos este concepto para caracterizar el proceso de encendido de
un sistema Laéser, también conocido como la dindmica transitoria de un
sistema Léser o equivalentemente como el decaimiento del estado inestable
de dicho sistema, debido a la emisién espontdnea. Hemos comentado que
el proceso de encendido consiste esencialmente en un proceso durante el
cual la intensidad I(t) de la luz Laser evoluciona desde un valor inicial
I1(0) = Iy, al tiempo ¢t = 0, hasta alcanzar el valor de su estado estacionario

18
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correspondiente I(o0) = I, cuando t — 0o, como consecuencia del proceso
de emisién espontianea.

Figura 3.1: Se ilustra el proceso de encendido del sistema Laser. En la figura
superior se ilustra el proceso de decaimiento de un estado inestable.

El proceso de encendido se puede caracterizar a través de la estadistica
de los tiempos de primer paso y dicha estadistica fue propuesto como un
criterio tedrico para detectar senales épticas débiles en el sistema Laser [3].
El célculo de la estadistica de los tiempos de paso fue formulada en términos
de la QDT, la cual a su vez ha sido formulada en términos de la dindmica
de Langevin en la aproximacién lineal. La QDT ha demostrado ser una
excelente teoria para caracterizar el decaimiento de un estado inestable
ya que proporciona la descripcion precisa del mecanismo responsable del
decaimiento de dicho estado. El mecanismo ocurre de la siguiente manera:
(i) fluctuaciones estocasticas pequenas son las responsables del decaimiento
del estado inestable inicial, y (ii) una vez que el sistema abandona dicho
estado, la dinamica es practicamente determinista dominada por la fuerza
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del potencial.

Debemos mencionar que el criterio antes mencionado, también se puede
aplicar si la caracterizacién dindmica se realiza a través de los tiempos de
paso, tomando en cuenta las contribuciones no lineales de la dinamica de
Langevin del sistema Léser. Sin embargo, cualquiera que sea la dindmica,
lineal o no lineal, el criterio conduce al mismo valor critico del parametro
requerido para cuantificar la deteccion de la senal débil. Por esta razén
y de acuerdo con el criterio, es suficiente con caracterizar el proceso de
decaimiento del estado inestable del sistema Laser en el régimen lineal.
Existe otro criterio para detectar senales débiles en un sistema Laser, el
cual fue propuesto por Vemuri y Roy [2] en términos de un pardmetro
adimensional conocido como el receptor de salida (Received-Output (RO),
por sus siglas en inglés). En el ano de 1971, el RO se pudo expresar en
términos del tiempo de relajacién no lineal (NLRT) [5], el cual caracteriza
el decaimiento del estado inestable tomando en cuenta la relajacién del
sistema cuando éste alcanza el valor de su estado estacionario Is. En este
capitulo sélo estudiaremos el criterio de la estadistica de los tiempos de
paso aplicado en el régimen lineal y es el mismo que aplicaremos en el
capitulo 4, para el caso de particulas activas.

Para entender mejor la QDT en la caracterizacién del decaimiento de un
estado inestable, en el siguiente apartado hacemos un analisis cualitativo de
dicha teoria mediante la dindmica de Langevin de una particula browniana
localizada en el maximo de un potencial inestable al tiempo ¢t = 0

3.2. Analisis cualitativo de la Teoria cuasi-determinista
(QDT), un anilisis lineal

Consideremos el caso de una particula browniana inmersa en un fluido
y localizada inicialmente en el estado inestable de un potencial de la forma
V(x) = —(a/2)2?, el cual corresponde a la aproximacién lineal del potencial
biestable de la Fig. Supondremos también que la dindmica que sigue la
particula esta restringida en el intervalo —R < x < R, donde R representa
la barrera absorbente del potencial.

Inicialmente, la particula localizada en el estado inestable, estd some-
tida a fluctuaciones estocasticas por lo que la dinamica satisface la simple
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Figura 3.2: Aproximacién lineal de un potencial biestable.
ecuacién diferencial estocastica lineal, dada por
T =ax +£(t), (3.1)

donde &(t) es un ruido blanco Gaussiano con valor medio ({(t)) = 0y
funcién de correlacién (£()E(t)) = 2A(t — '), siendo A la intensidad del
ruido. La solucién formal de la ecuacion anterior se puede escribir como

x(t) = zoe™ + eat/o e *%¢(s)ds. (3.2)
o bien .
z(t) = h(t)e™, h(t) = xo —i—/o e~ *%¢(s)ds. (3.3)

Por simplicidad suponemos una condicién inicial fija tal que g = 0. En
este caso es facil mostrar que

(1) = 21— ), (3.4
y por lo tanto el DCP serd
(@2(0) = 2 1), (3.5)

De esta simple expresiéon podemos estudiar también los dos casos limites
para el tiempo, el limite de tiempos cortos y el limite de tiempos largos
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» Tiempos cortos tales que t < 1/2a. En este caso podemos mostrar
facilmente que el DCP est4 dado por (x2(t)) = 2)\t.

» Tiempos largos tales que t > 1/2a. En esta aproximacién el DCP
es ahora (z2(t)) = (\/a)e®.

Estos resultados nos muestran claramente lo siguiente: el comienzo del de-
caimiento del estado inestable de la particula ocurre en el régimen de tiem-
pos cortos, tal como podemos observar, el DCP es lineal en el tiempo lo
que significa que la particula experimenta un proceso difusivo alrededor del
estado inestable y como consecuencia estd sometida a las constantes coli-
siones con las moléculas del fluido o bafio térmico en la que estd inmersa.

En el limite de tiempos largos, una vez que la particula abandona el es-
tado inestable por efecto de pequenas fluctuaciones (A pequena), el DCP es
dominado por el factor determinista e2%, y como consecuencia la dindmica
de la particula es dominada por la fuerza del potencial, es decir, es practi-
camente determinista. En este caso el tiempo requerido por la particula en
alcanzar la barrera del potencial &R serd t = (1/2a)In(aR?/)). Esta escala
de tiempo caracteristico del decaimiento de todo estado inestable, depende
de los parametros del sistema y de las fluctuaciones y esencialmente va
como t ~ In(R2?/)), siendo R? el valor de la barrera del potencial y A la
intensidad del ruido interno. A este régimen de aproximacion de tiempos
largos en el decaimiento de estados inestables se le conoce como la apro-
ximacion cuasi-determinista. En conclusién esta escala de tiempo es
el caracteristico asociado al decaimiento de todo estado inestable inducido
por fluctuaciones estocéasticas. Después de realizar un andlisis cualitativo
de la QDT, estamos listos para estudiar el criterio propuesto por Balle et
al. para detectar senales épticas débiles en el proceso de encendido de un
sistema Laser.

3.3. El sistema laser

Las caracteristicas basicas del sistema Laser mas elemental consiste de
un sistema de N dtomos que poseen dos niveles de energia. El sistema se
encuentra en una cavidad sobre la cual se hace incidir luz desde una fuente
externa que produce el llamado bombeo 6ptico. Para un determinado valor
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umbral de la luz incidente, la luz emitida es de gran intensidad y coheren-
cia. Este fenémeno es debido al inversién de poblacion, es decir, los atomos
en el estado de energia més alto (dtomos excitados) decaen al estado de me-
nor energia emitiendo de manera espontanea la luz correspondiente. Para
poder mantener esta emision coherente de radiacion es necesario inyectar
continuamente energia al sistema.

La obtencion de un modelo determinista que describa la fenomenologia
del Léser se obtiene a partir de las ecuaciones microscépicas que descri-
ben la interaccién de radiacién-materia. Como resultado final se obtiene
una ecuacién de evolucién determinista para el campo eléctrico transmi-
tido que incorpora todos los ingredientes macroscépicos que se observan.
El campo eléctrico que es la variable relevante es una cantidad comple-
ja (ndmero complejo). La introduccién de las fluctuaciones en la ecuacién
determinista del sistema Laser se hace siguiendo los pasos habituales en
la literatura [38]. Por ejemplo, las fluctuaciones internas (de origen mi-
croscopico) presentes en la cavidad son necesarias para entender el proceso
de emision espontdnea. Estas fluctuaciones se representan por un término
que se suma a la ecuacién determinista del campo eléctrico, dicho término
también se conoce como ruido aditivo. Existen sin embargo, otros tipos
de ruidos llamados externos, éstos como su nombre lo indica, son ajenos
al sistema y son controlables en el laboratorio y por tanto sus funciones
de correlacién pueden presentar efectos de memoria o tiempos finitos de
correlacion.

El modelo de Léser més simple propuesto en los trabajos antes men-
cionados, corresponde a una ecuacién determinista para el campo eléctrico
complejo ' = Ej +1F,, de un solo modo dado por [2] [3]

dE F
“~ JE+— " __E .
@~ FET T (36)

donde k es la razén de decaimiento de la intensidad de radiaciéon en la
cavidad del ldser, F' el factor de ganancia del medio activo, A el pardme-
tro de saturacién del medio activo, I = |E|?> = E? + E3 la intensidad del
Léser. La incorporacion de las fluctuaciones internas antes mencionadas se
realiza a través de una variable estocéstica £(t) que da cuenta de la emi-
sién espontanea, de modo que la ecuacién anterior se vuelve una ecuacién
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diferencial estocdstica dada por

dE F
—=—-kE+-———F t 3.7

dt it T (37)
donde £(t) es el ruido aditivo que satisface las propiedades de un ruido
blanco Gaussiano con valor medio nulo y funcién de correlacién

()" (t) = 2ed(t — 1), (3.8)

siendo € la intensidad del ruido complejo y £*(t) su complejo conjugado.
El modelo de laser estudiado por Balle et al. para la deteccién de senales
épticas débiles es la siguiente [2]

dE F
— =—kbEF+—F————F+ipE+kFE t), 3.9
donde F, es un campo eléctrico externo débil, que se considera como una
cantidad real, k. el pardmetro de acoplamiento entre el Laser y la senal
externa y o es un parametro de sintonizacién entre el campo externo E,

y el Laser. Si el factor de ganancia domina al pardmetro de saturacién, es
decir, A/F < 1, entonces la ec. (3.9) se puede escribir como

dE
—r=mb - AlEPE 4 inoE + k. E. + £(t), (3.10)
donde v1 = F — k > 0, que garantiza un maximo o punto inestable de

un ”potencial”. Para la ec. (3.10) el estado estacionario correspondiente es
Ist =7 /A

3.3.1. Estadistica de los tiempos de primer paso

En este apartado vamos ahora a calcular la estadistica de los tiempos
de primer paso, asociado al decaimiento del estado inestable del sistema
laser , con la ayuda de la QDT. Como veremos mas adelante, la
dindmica dada por la Ec. (3.10) es de caracter rotacional aunque dicho
efecto no aparece explicitamente en los célculos tedricos asociados con la
estadistica de los tiempos de paso reportados en [3]. La descripcién tedrica
reportada en dicha referencia se realiza en el plano complejo de coordenadas
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(E1, E3). La razén del por qué dichos efectos de rotacién no aparecen de
manera explicita en el estudio reportado por Balle et al. se puede explicar
y entender mejor en un espacio transformado de coordenadas (E7, Ej) del
campo eléctrico complejo original (Eq, Ea). Esto se mostrard también més
adelante.

Por esta razén nuestro estudio en esta seccién se hard en términos de
una formulacién matricial en vez de una formulacién en el plano complejo,
aunque ambas son equivalentes y conducen a los mismos resultados para la
estadistica de los tiempos de paso. Comenzamos entonces con la descripcién
en la aproximacion lineal de la dindmica la cual se puede escribir en
su forma matricial como

dE
—- =NE+WE + kEc +£(1), (3.11)

donde W es una matriz antisimétrica dada por

W = ( 0 _072 ) (3.12)

72
y los vectores E = (E1, Eq), E. = (E,0), £(t) = (&1,&2), tal que
(G@E(H) = edo(t —t), i, j=1,2. (3.13)

donde € es la intensidad del ruido. En la Fig. , se muestra la evolu-
cion dinamica del sistema Léaser de acuerdo con la Ec. , y el circulo
representa el valor de referencia I, = E2 + EZ,

Si ahora introducimos el siguiente cambio de variable,

E =¢"'E, (3.14)

el cual corresponde a una rotacién de las coordenadas (E1, F3) del plano

complejo al espacio de coordenadas (E1, E}), ya que R(t) = et es una

matriz de rotacién (ver Apéndice [B]) de tal forma que R™!(t) = e~ es su
inversa, donde

cosvyet  sennyat

R(t) = . 3.15

(*) < —senyst cosyat > ( )

En el espacio transformado de coordenadas la Ec. tipo Langevin (3.11]) se

transforma en B
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Figura 3.3: Evolucién dindmica del sistema Laser (3.11)) en el plano comple-
jo (E1, E9). El circulo de lineas punteadas representa el valor de referencia
L" = E%r + E%r

siendo en este caso E. = R7Y(t)E. y €'(t) = R71(t)&(t); y como conse-
cuencia tanto el campo eléctrico externo asi como el ruido interno sufren
los efectos de la rotacién. La transformacién aplicada elimina la matriz an-
tisimétrica W de la ec. y las absorben el campo eléctrico externo y
el ruido interno, a través de la matriz de rotacién.

Debido a la transformacién , el moédulo al cuadrado del campo
eléctrico I = |E|? permanece invariante en el espacio transformado, esto
es [ =I', donde I' = |E'|? = E}? + E}%. En la Fig. se muestran dos
dinamicas del sistema Laser en el plano complejo (E}, EY) cuando la
intensidad del campo eléctrico externo se compara con la del ruido interno.
La figura se obtiene de los cdlculos de la simulacién numérica de la ec.
(3-16), véase la Ref. [39, 0]

Si la magnitud del campo eléctrico externo es menor o igual a la inten-
sidad del ruido interno, entonces la dindmica es practicamente una linea
recta como se muestra en la Fig. a, y por lo tanto los efectos de la
rotacién son practicamente imperceptibles. En el caso contrario, si la am-
plitud del campo eléctrico es dominante sobre el ruido interno entonces la
trayectoria es rotacional en forma de “bucles”, tal como se muestra en la
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Figura 3.4: Evolucién dindmica del sistema laser en el espacio
trasformado (¢ = E{,y/ = Eb}). (a) Trayectoria recta para valores de
E. = ¢ =0.0001. (b) Trayectoria rotacional obtenida para valores de
E. =1.0 y € =0.001.

Fig. b.

Como podemos observar de las figuras anteriores, solamente cuando la
intensidad del campo eléctrico externo es menor o igual que la intensidad
del ruido interno (E, < ¢€), los efectos de rotacién en la evolucién dindmica
del sistema Léser no son apreciables. Por esta razén la estadistica de los
tiempos de paso en [3] no contiene los efectos de rotacién del sistema.
De ahora en adelante, vamos a calcular dicha estadistica en el espacio
transformado del plano complejo y haremos uso de estos resultados para
aplicar el criterio de deteccién propuesto por Balle et al.

Calculemos ahora el tiempo de paso requerido por la intensidad I(t)
en alcanzar el valor de referencia, donde Iy = 71 /A es el valor del estado
estacionario. El 2% del valor del estado estacionario garantiza estar en la
region lineal y lejos del estado estacionario. Este valor es propuesto del
experimento en la Ref. [4].

Para tal propdsito, partimos de la solucién de la Ec. dada por

E'(t) = W (t)en, (3.17)
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donde h'(t) = (R (t), h%(t)), tal que

W(f) = /0 e RL(8) [k B + £(5)]ds (3.18)

suponiendo condiciones iniciales fijas tal que E’(0) = 0. En el anélisis cua-
litativo de la QDT, hemos visto que la escala de tiempo caracteristico del
decaimiento del estado inestable se lleva a cabo en el limite de tiempos
largos, de modo que para valores pequeinios del campo externo E. y del
ruido interno £(t), tenemos que

!/

Jlim dd—t = lim e MRV () [k E. + £(1)] — 0. (3.19)
Este resultado nos indica que en el régimen de tiempos largos h'(t) llega
ser una constante, es decir h’(co) = h’, donde en este caso h/ = (h], h)
es una variable aleatoria Gaussiana (VAG). Por tanto en dicho régimen de
aproximacion, el proceso estocastico dado por se transforma en un
proceso cuasi-determinista dado por E’(t) = h’e'! de tal manera que h’
juega el papel de una condicién inicial efectiva. En términos de la intensidad
del campo eléctrico I’ la ecuacién cuasi-determinista E’(t) = h/e"? puede

escribirse como
I'(t) = b2, (3.20)

donde h'? = |h'|? = k)2 + h42. De la solucién podemos obtener el
tiempo de primer paso requerido por la intensidad en alcanzar el valor de
referencia I”, es decir, t = (1/271)In(I./h'?). Este tiempo es también una
variable estocéstica debido a que es funcién de h'. Asi que el tiempo medio
de primer paso serd entonces

() = 21%< In <}52>> . (3.21)

Esta escala de tiempo promedio se puede calcular a través de la densidad
de probabilidad marginal P(h'), la cual a su vez requiere de la densidad de
probabilidad Gaussiana conjunta

i
cexp| = 5 3 (o lnl — (05 - ).

2 -
2,7=1

1

PR, b)) = ——s
( b 2) 27T(det07;j)2

(3.22)
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siendo 075 = (hih) — (h;)(h}) la matriz de correlacién. De la Ec. (3.18)
podemos ver que

(hy) = k:e/ e MR (t) By dt (3.23)
0

i) = iy oy + | N / e R () R () e (& ()t

(3.24)
De aqui es facil verificar que
keE. keE.
Wy =L (nh) = S (3.25)
M+ il
Y €
iR = (R, —0;5. 2
< 7 _]> < z>< j>+2’71 J (3 6)

La Ec. (3.26) nos muestra que las variables h] son independientes y
por tanto la matriz de correlacién o;; = (¢/2v1)d;; es una matriz diagonal,
cuyos elementos estan dados por 02 = 0y; = € /271. Bajo estas condiciones
la densidad de probabilidad dada se reduce a la simple expresién

P, 1Y) = ?102641/202)[(%—<h3>>2+<h;—<h’2>>21. (3.27)

Para calcular P(h') hacemos uso de la transformacién
P(hY, h)dh dhy — P(R',0)J (K, 0)dh do, (3.28)

donde J(K',0) representa la transformacién Jacobiana del espacio de coor-
denadas (hf,h}) al espacio de coordenadas polares (h/,0), siendo h} =
R/ cos® y hly = h'sinf. Se puede mostrar que el Jacobiano de la transfor-
macién es J(h',0) = b/, y después de efectuar la integracién marginal de
P(K,0) con respecto al dngulo 6 obtenemos finalmente que

h/ / /
P(H) = T Io(pW fo?)e (207, (3.29)

donde p'2 = (h))? + (h})? = (keEe)?/(v + 43), v la funcién Ip(z) es la
funcién modificada de Bessel de orden cero [41].
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Para calcular la estadistica de los tiempos de paso necesitamos los dos
primeros momentos (t) y (t?), los cuales se pueden calcular a través de la
funcién generadora de momentos (FGM) que definimos como G(2y1v) =
(e=21vt)  Sustituyendo la expresién del tiempo de paso obtenido de la ec.

vemos que G(2y1v) = ((I/h'?)7).

La FGM se calcula explicitamente de la densidad de probabilidad P(h')
dando como resultado (ver Apéndice (A))

G@2yr) = (2‘Z2> ﬁ2/2z m+u+1) (f)m (3.30)
= 00(2’)/1V)6 & /QM(V+171a52/2)7

donde Go(2v1v) = (I./20%)7"T(v + 1) es la funcién generadora de mo-
mentos en ausencia del campo eléctrico, M (v +1,1, 32/2) la funcién hiper-
geométrica confluente de Kummer y 3 es

12 9 keEe 2
gr=t - T (ke Ee) : (3.31)
g (i +3) €

de donde podemos observar que el pardmetro 3% ~ (k.E.)?/e. La estadisti-
ca de los tiempos de paso se obtiene entonces de la FGM mediante las
siguientes derivadas

dG 9 d*G
2vt) = —— 2vt)*) = — 3.32
ewiy =G| ew =G5 . G
obteniéndose después de cierta algebra, la siguiente expresion
(2m1t) = (2y1t)o ( ) , (3.33)
donde 7
() = In (”) — (), (3.34)

es el MFPT en ausencia de la fuerza externa y —(1)=0.577 es la cons-
tante de Euler. Para la varianza del tiempo de primer paso definido por
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(271A1)%) = ((2711)?) — (271t)?%, obtenemos lo siguiente

W””Z( ) (3)
ST 539

donde 9'(1) = 72/6=1.644. De acuerdo con la QDT, la estadistica de los
tiempos de paso es valida en el limite de tiempos largos y para valores
pequenos de las amplitudes tanto del campo eléctrico como del ruido in-
terno. Podemos observar que las Ecs. (3.33)) y (3.35]) no contienen términos
oscilantes, que describan el caracter rotacional de la dindmica descrita por

la Ec. (3.16]).

(2nAt)?) =

3.3.2. Deteccidon de senales 6pticas débiles

Balle et al. propusieron un criterio para la deteccién de senales débiles,
el cual estd relacionado con la estadistica de los tiempo paso y se define
como

[(t) 5, — (t) g=0]® > ((At)*) g=o. (3.36)

este criterio establece que la reduccién del tiempo de paso (t) debe ser
mayor o igual a la maxima varianza. Esta propuesta tiene que ver con la
eleccion de los valores del tiempo de paso y de la varianza en la regién de
B pequena, donde el ruido es dominante (ver Fig. )

Una vez establecido dicho criterio, surge entonces la siguiente pregunta:
i, Qué debemos entender por una senal débil? para responder a esta pregunta
debemos recordar el parametro 32 ~ (k.E.)?/¢, luego entonces, la ampli-
tud de la senal externa debe ser pequena comparada con la amplitud o
intensidad del ruido interno. Asi que para que la amplitud de la sefial épti-
ca sea débil, debe de ser menor si acaso igual, a la del ruido interno, es
decir 2 < 1. Esta condicién nos dice que la dindmica del sistema debe ser
dominada por el ruido interno, luego entonces, en esta aproximacién, tanto

la escala de tiempo (3.33) como la varianza (3.35|) se pueden escribir como

2

2mt) = 2nt)o — o0 (3.37)
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Tiempo de primer paso sin actividad

— Exacta

------ aproximada

<2pt>

Varianza sin actividad

——— Exacta

....... Aproximada

< (2p4t)% >

Figura 3.5: Se ilustra la grafica de las expresiones exactas y aproximadas,
tanto para el tiempo de paso, como para la varianza. La linea roja marca
la regién donde los valores de 5 son pequenos.

54
(2mAn?) =¢'(1) - = (3.38)
Sustituyendo estas expresiones en el criterio (3.36]) y queddndonos solo al
orden mas bajo de 3, asi que el valor critico de 3. tiene el valor aproximado

de
Be >[4/ ()] = 1.6, (3.39)

el cual corresponde al mismo valor reportado en [3]. El criterio esta-
blece que por abajo de dicho valor critico no hay deteccién y para valores
mayores que dicho valor, la deteccién se realiza de manera eficiente. De
manera que, la amplitud débil de la senal se debe detectar para cuando
B.=1.6. Es importante comentar que si la amplitud del campo externo es
mayor que la intensidad del ruido, 3% > 1, entonces la dindmica debe estar
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dominada por la evolucién determinista. En este caso la expresién asintoti-
ca de la FGM estard dada por G(2v1v) = (a/8%)7" con a = 2y 1. /€, luego
entonces el tiempo de paso y su varianza estaran dados por

(2mt) =In (;;) ; (3.40)

(nAl?) = &
s
En la Fig[3.6] mostramos el valor critico de § correspondiente a la unién
entre las dos escalas de tiempo y . Los valores de los parametros
son obtenidos de la Ref. [3], donde F' = 1.4 x 107 sec™!, k = 1.2 x 10° sec™!
tal que v, = 1.28 x 107 sec™!, I. = 0,027,/A con A = 2.6 x 106 sec! y
€ = 0.004 sec™ . Dando como resultado o =1.794x107.

(3.41)
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18- 1

Figura 3.6: Comparacién entre el MFPT como funciéon de 8 obtenida de
la Ec. (linea solida) y el tiempo determinista Ec.(3.40)) (linea pun-
teada), para el valor de o =1.794x107. El punto de unién entre ambas
es aproximadamente el valor de B.=1.6. El valor de « es obtenido de
a = 2y11I./e con los valores F = 1.4 x 10" sec™!, k = 1.2 x 100 sec™!
tal que v; = 1.28 x 107 sec™?, I; = 0,02y1/A con A = 2.6 x 10%sec™! y
€ = 0.004 sec™!, obtenidos de la Ref. [3].



Capitulo 4

Particulas activas en la
deteccion de senales débiles

4.1. Introduccion

En el capitulo anterior hemos estudiado el problema de la deteccién de
senales Opticas débiles en el proceso de encendido de un sistema laser. Pa-
ra tal propésito, hemos utilizado un criterio relacionado con la estadistica
de los tiempos de primer paso que caracteriza dicho proceso de encendido.
Debemos tomar en cuenta que el proceso de encendido es equivalente al pro-
ceso de decaimiento de un estado inestable que experimenta la intensidad
de la luz Laser por efecto de las fluctuaciones estocdasticas representadas
por la emisién espontanea. Tomando en cuenta las ideas fisicas expuestas
en el proceso de decaimiento del sistema Laser como un mecanismo para
detectar senales épticas débiles, nos preguntamos ahora, si el proceso de
decaimiento o relajacién de un estado inestable de particulas activas con
carga eléctrica, por efecto de pequenas fluctuaciones y por la misma acti-
vidad de dichas particulas, podria ser un mecanismo alternativo capaz de
detectar amplitudes débiles de un campo eléctrico externo. Es evidente que
esta idea intuitiva no es fortuita, sino surge porque se trata del proceso de
decaimiento de un estado inestable; y de ahi la pregunta, si dicho proce-
so podria ser capaz de detectar amplitudes débiles de un campo eléctrico
externo, similar al caso del sistema Léser. En esta tesis partimos de la

35
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hipotesis que dicho proceso de deteccién sea posible. Evidentemente la res-
puesta contundente lo tiene el experimento.

V(x,0)

VAVAV. R St

X

Figura 4.1: Decaimiento del estado inestable de una particula activa en pre-
sencia de un campo eléctrico constante, en un potencial biestable V' (z,0).
El potencial V(z,y) se genera mediante la rotacién alrededor del eje z,
siendo el eje y perpendicular al plano.

De manera muy similar al sistema Léser estudiado en el capitulo an-
terior, usamos el mismo criterio propuesto por Balle et al. [3] en términos
de la estadistica de los tiempos de paso para caracterizar la dinamica tran-
sitoria del decaimiento del estado inestable de las particulas activas con
carga eléctrica inmersas en un bano térmico. Siguiendo las ideas fisicas
antes mencionadas del sistema laser, el mecanismo de deteccién consiste
esencialmente en lo siguiente: una vez desencadenado el proceso de decai-
miento por efecto del ruido interno, éste pueda ser capaz de detectar la
sefial débil (campo eléctrico) incidente. Otra pregunta que respondemos en
este trabajo es la siguiente: ;qué resultados nos arroja el criterio de detec-
cion acerca de la actividad de las particulas, comparadas con la pasividad
de las mismas?

En Nuestro problema consideremos un enjambre de particulas brow-
nianas activas e independientes con carga eléctrica localizadas al tiempo
t = 0 en el estado instable de un potencial biestable de dos dimensiones
(2D) dada por V(z,y) = —% (952 + y2) + %0 (932 + y2)2, donde ag, by > 0,
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y r2 = |r|? = 22 + y? es el médulo al cuadrado del vector de posicién
r = (z,y). En la Fig. se muestra la grafica de dicho potencial en una di-
mension. Debemos enfatizar que para el criterio tedrico de deteccion antes
mencionado, es suficiente con caracterizar el decaimiento del estado ines-
table en la aproximacién lineal del potencial, de tal manera que la barrera
absorbente del potencial serd un circulo de radio R? = kor2, donde 72 es
el valor del estado estacionario y kg una constante. En nuestra propuesta
supondremos que el movimiento activo de la particula browniana se lleva
acabo unicamente mediante un grado de libertad adicional a través del
angulo azimutal ¢(t), que a su vez es también una variable estocéstica.
Luego entonces el movimiento activo de la particula introduce un grado de
libertad adicional ¢(t) produciendo un movimiento estocdstico de rotacién
alrededor del eje z, como consecuencia de las torcas térmicas internas. Por
esta razon se introducen dos ecuaciones de Langevin con ruido aditivo que
describiran la dinamica estocastica de la particula activa, una para el mo-
vimiento browniano de traslacién y la otra para el movimiento browniano
activo de rotacién.

Figura 4.2: Representacién esquemética en el plano (z,y) del decaimiento
del estado inestable de una particula activa. La circunferencia representa
la barrera del potencial lineal en dos dimensiones. El vector unitario é(t)
es un vector sobre el plano que rota de manera aleatoria.

Consideremos entonces una particula browniana esférica activa de masa
m, radio p y carga eléctrica qg, inmersa en un bano térmico de temperatura
T y localizada inicialmente en el estado inestable del potencial biestable de
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2D definido anteriormente. Al tiempo inicial ¢ = 0, comienza el proceso de
decaimiento del estado inestable por efecto de las fluctuaciones estocésticas
de traslacién y rotacion. Inmediatamente después de abandonar el estado
inestable la particula es sometida a la accion de una senal eléctrica externa
Ey (vector en el plano zy), cuya amplitud debe ser menor o del mismo
orden que el ruido interno total. Por simplicidad supondremos que Eg =
%(Eo, Ey), de modo que |Eg| = Ep, y la amplitud de la fuerza eléctrica
F(] = qOEO sera ’F0| = Fg = qOEO-

Vale la pena comentar que el sistema fisico que se propone como un
mecanismo alternativo para detectar senales eléctricas débiles es diferente
al sistema ldser estudiado en el capitulo anterior. Sin embargo, la idea del
proceso de deteccion es muy similar en ambos sistemas, puesto que dicho
proceso de deteccién tiene que ver con la relajacién dindmica de un estado
inestable, por efecto de fluctuaciones estocéasticas. Luego entonces, usare-
mos el mismo criterio de deteccién propuesto para el sistema laser y la QDT
para la caracterizacion dindmica del decaimiento del estado inestable de la
particula activa. La dindmica de Langevin en 2D asociada a la particula
activa en este caso se puede escribir como

mv = —y,v + aor — bor’r + Fo + y,Use(t) + £(t), (4.1)

donde 7y, = 67np es el coeficiente de friccién (n la viscosidad del fluido),
é(t) = (e1(t),ea(t)) el vector unitario instantdaneo en la direccién de na-
do, con origen en el centro de la particula activa, Us la magnitud de la
velocidad de nado que suponemos constante. El ruido térmico traslacional
£ (t) suponemos que satisface las propiedades de ruido blanco gaussiano con
valor medio cero y funcién de correlacién

My =0 (4.2)

(fit) f3(1)) = 270k, To350(t — 1),

siendo k, la constante de Boltzmann.
Por otro lado, de la mecdnica clasica se sabe que la dindmica del vector
unitario é(t) satisface [42], 43| [44]

é(t) = Q x &(t), (4.3)



4.1. Introduccion 39

donde €2 es la velocidad angular de la particula browniana activa. La ecua-
cion de Langevin para la velocidad angular se propone como

10 = _PYQQ‘F’YQQe‘i‘g(t)v (4-4)

siendo ahora I el momento de inercia, €2, la velocidad angular debido a la
fuerza externa, y g(t) representa las torcas térmicas (ruido interno rotacio-
nal) que también satisfacen las propiedades de ruido blanco gaussiano, tal
que

(&(t) =0

(G(0)35(1)) = 2k, T635(t — 11, (45)

donde v, = 87np> es el coeficiente de friccién rotacional. De la hidro-
dindmica clésica Q. = %V x Fo = 0 ya que Fy = cte [45]. Usualmente el
movimiento browniano de las particulas activas se describe en un ambiente
con un valor pequeno del nimero de Reynolds (o coeficiente de friccién
grande), y por tanto en el régimen sobreamortiguado las ecuaciones de
Langevin anteriores se reducen a

= ar—br’r + F + Usé(t) + (1), (4.6)
Q = g, (4.7)
en este caso a = 3—2, b= %, F= % y f(t) = %, g(t) = g%)’ de modo que
(fi(®) f;(t)) = 2D, 6;;6(t — t'), (4.8)

similarmente
<gi(t)gj (t)) = 2D951]5(t - t/), (49)
donde ahora D, = IZB—UT el coeficiente de difusién de Einsteiny D, = % el

coeficiente de difusién rotacional. Es importante mencionar que, de acuerdo
con las ecs. y , la intensidad del ruido interno traslacional esta
dado por Ay = v,k T y la intensidad del ruido rotacional por A, = v,k,T,
y por tanto D, = % y D, = %

Debemos notar que las part?culas se mueven en el plano zy y por tanto
la torca aleatoria apunta a lo largo del eje z, luego entonces g = g(t)k, con
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lo que la ec. serd 2 = g(t)k. Sustituyendo esta expresion en la ec.
y usando el hecho de que €(t) = (cos ¢, sin ), podemos mostrar que
dicha ecuacién se transforma en una simple ecuacién diferencial estocastica
para el dngulo azimutal dada por ¢(t) = ¢(t). Esta ecuacién representa un
proceso de Wiener cuya densidad de probabilidad conjunta estd dada por
Glp, ;¢ ') = P(p,t | ¢, t')P(¢', '), donde P(p,t | ¢',t') es la densidad
de probabilidad condicional (DPC) de encontrar a la variable ¢ en el inter-
valo (p, p +dyp), al tiempo t, dado que al tiempo ¢’ tiene el valor ¢’; siendo
P(¢',t') 1a densidad de probabildad de ¢’ al tiempo ¢'. Ambas estan dadas
por

1 —(p—¢')?
P(p,t| o t) = ex < , <t (4.10
(st [ ¢ 1) o P D, ) (4.10)
1 —(¢' = o)’
P t) = e ( ) 4.11
) = e (— 5 (4.11)

Aqui ¢'(0) = g es el valor inicial al tiempo ¢ = 0 de ¢', lo que significa
P(¢',0) = 6(¢" = o)

Mas adelante requeriremos de las funciones de correlacion orientacional
(er(t)e;(t)) del nadador, las cuales se pueden evaluar mediante la doble
integral

(ex(D)er(t)) = / dp / ddenDe ()Gl tig t).  (412)

Usando las densidades de probabilidad (4.10) y (4.11) y el ordenamiento
en el tiempo ya sea que t > t' o t < t/, se puede demostrar que para t > t/
se tiene que

(er(t)er(t)) = 5e~o=1) 1+ cos(2pp)e=Po |
(ea(t)ea(t)) = %e_D” (t=t) [1 — Cos(2g00)e_4Dszt/}
1
(e1(t)ea(t) = 5
1

(e2(t)er(t')) = 2€_D9(t_t/) -sin(2<p0)e_4DQt/} ,

- (4.13)
oD (t=1") Sin(2%)e—4DQt’}

Para t < t' las funciones de correlacién son las mismas pero intercambiando
t por t' y t' por t, (ver Apéndice [C).
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4.2. La QDT y el tiempo promedio de primer pa-
SO

Tal como hemos mostrado en el capitulo 3, la QDT nos permite carac-
terizar el proceso de decaimiento del estado inestable en la aproximacién
lineal del potencial biestable. En este régimen de aproximacién, la dindmi-
ca de la particula activa estd restringida en los intervalos —R < z < R,
—R < y < R, siendo R la barrera absorbente del potencial, tal que
0 < a22+9y? < R% y R? = kor?, donde 1% es el valor del estado esta-
cionario del sistema y la constante 0 < kg < 1. Esto nos garantiza que
podemos estar tan lejos de la regién no lineal o de saturacién del potencial
biestable. En la aproximacién lineal (véase la Fig. del capitulo ante-
rior en el caso de 1D) las ecuaciones de Langevin y (4.7) se reducen

entonces a
i = ar+F+Uge(t)+f(t), (4.14)
© = g(t). (4.15)
La solucién de la ec. se puede escribir como
r(t) = h(t)e™, (4.16)

donde .
h(t) =ro + / e~ [F + Use(t') + £(t)] dt', (4.17)
0

con r(0) = rg la posicién inicial de la particula al tiempo ¢t = 0. De la
ec. se puede verificar que en ausencia de la fuerza eléctrica externa
y del ruido interno traslacional, el término activo introduce un “potencial
efectivo” cuyo centro esta fuera del origen de coordenadas, siendo las coor-
denadas de dicho centro el vector (Us/a)(cos ¢,sin ). Podemos entonces
suponer que al tiempo t = 0 la particula activa adquiere por si misma un
impulso para estar en la posicién ro = (Us/a)(cos g, sin ¢g).

De acuerdo con la QDT, en el limite de tiempos largos podemos ver
que para amplitudes pequenas de la senal externa, la velocidad de nado y
la intensidad del ruido, entonces

lfm dh(t) lim e~ [F + Ujé(t) + f(t)] — 0. (4.18)

t—soo  dt o t—00
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Esto significa que en el limite de tiempos largos el proceso estocastico h(t)
se convierte en una variable aleatoria gaussiana constante, debido a que la
derivada de una constante es cero. En este caso se puede establecer que
en dicho limite de tiempos largos h(¢) llega a ser una constante, es decir,
h(co) = h = cte. Luego entonces el proceso estocdstico se convierte
en un proceso cuasi-determinista dado por r(t) = he®, lo que significa que
h = (hq, ha) juega el papel de una condicién inicial efectiva, véase la ec.
. Esta expresion también se puede escribir en términos del médulo al
cuadrado del vector r, es decir,

r2(t) = e, (4.19)

donde h? = |h|?> = h? + h2. A partir de (4.19)), podemos calcular el tiempo
de paso que requiere la particula activa para alcanzar el valor de referencia
o barrera absorbente R del potencial, esto es t = (1/2a) In(R?/h?). Como
podemos observar este tiempo es funcién de la variable aleatoria h y por
tanto es también aleatorio, asi que su valor promedio representa el tiempo
promedio de primer paso requerido en alcanzar la barrera R del potencial,

el cual esta dado por
o=t (n(E (4.20)
"~ 2a h? ' ’

Las propiedades estadisticas del tiempo de paso se pueden calcular a través
de la funcién generadora de momentos definida por G(2av) = (e=2%%) =
((R%/h?)7"), que a su vez se puede obtener de la densidad de probabili-
dad marginal P(h). La densidad de probabilidad marginal se obtiene de la
densidad de probabilidad conjunta gaussiana dada por

2

1 1 _
2 Jdetar, ¥ ‘22 (071)s5 (i = (h))(hy - <hj>z ! |
4.21

donde o;; = (h;hj) — (h;)(h;) es la matriz de covarianza (i # j) y varianza
(i = j). Los valores promedio se obtienen de la ec. (4.17]), esto es

P(h1,hs) =

(h1) = % cos ¢o + /OO e " [Fy + Us{eq (t))] dt,
U 0. (4.22)
(ha) = singn+ [P+ Ulea(t)]
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donde F = (Fy, F5) = Fo /vy, siendo F} = Fy = qOE\} Asi que |F| = F =

qoFo /vy, entonces Fy = Fy = %

o0
e1(t)) = cos oP(p, t)dp = e~ Pat cos oy,
(e1(t)) P (p,t)dp v
- (4.23)
ea2(t)) = sin P (¢, t)de = e Patsin .
(ea(t)) eP(p,t)dp v
—o
Por lo tanto
F Us cos g
<h1> - COoS SOO + )
<h2> = sin @0 + r US sin Ll

Por otro lado, la matriz o;; sera

mi= [ e O @ aar

+ U2 / / =) (e, (e, () dtdt
_? /0 e~ ey (1)) dt / e (e, (¢))dt. (4.25)

0
Teniendo en cuenta los resultados explicitos dados anteriormente, se
puede mostrar después de la integracién correspondiente que

D U2D, U2D,, cos(2¢0)

_Ys _
= T %a(a+D,)?  2(a+ D,)%(a+2D,) (426)
Dy U2D, U2D,, cos(2¢0)
o2 =" 2a(a + D,)?  2(a+ D,)2(a+2D,) (427)
U2D,, sin(2p0)
= = — S . 4:2
O12 = 021 2(a+ D,)%(a+2D,) (4.28)

La condicién inicial ¢g puede tomar todos los valores en el intervalo
[0,27] de modo que, al integrarse en este intervalo para cada una de las
funciones sin ¢, cos g, sin 2¢p, cos 2¢ concluimos que

F
V2a’

(h1) = (h2) = (4.29)
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Dy U:D,

= =+ 4 5 8 4.30

011 = 022 a + 2a(a + D)2’ (4.30)

012 = 0921 — 0. (431)

Luego entonces la matriz o;; es diagonal dada por o;; = 025@, donde
o? = % y

D.=D —i—%—D 1+U752& (4.32)

“ TP T 3a+ D2 T 7| T 2+ D,2 D, |

de tal manera que D, se interpreta como un coeficiente de difusién efectivo
o coeficiente de difusiéon de Einstein rescalado por el factor K, = [1 4+
U2D,/2(a+ D,)?D,], es decir, D, = K, D,. Claramente D, > D, puesto
que K, > 1, lo cual significa que la difusiéon es mayor en presencia de la
actividad de las particulas brownianas. En ausencia de actividad (Us = 0,
D, = 0), el parametro K, = 1 y D, = D,. Bajo estas condiciones la
densidad de probabilidad conjunta se reduce a

L (/202 (ot ()2 + (ot (2))?] (4.33)

2mo?

P(hi,hg) =

La densidad de probabilidad marginal P(h) se puede calcular usando la
integracion apropiada, dando como resultado

h ph —(h24p2) /202
P(h) = —51o <02> e~ (BHp9)/20% (4.34)
donde p? = (h1)? + (ho)? = 5—22 y Ip(x) es la funcién modificada de Bessel
de orden cero [4I]. Dada la ec. (4.34) podemos ahora calcular la funcién

generadora de momentos, la cual después de la integracion correspondiente
obtenemos que

R2 v e e F(m + v+ 1)
G(2av) = <) e Nz
(2av) = { 53 mzo (m!)2 (4.35)
= G0(2(],7/)€_53M(1/ + 17 17 62)7

donde Gy(2av) = (%)*” I'(v + 1) es la funcién generadora de momentos
en ausencia de la sefial externa, M (v + 1,1, 32) la funcién hipergeométrica
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confluente de Kummer [41], y el pardmetro

2 2 2
2 p F By
= — = — 4.36
Fa 202  2aD. K, ( )

2 , . .. s
donde 2 = % es el pardmetro en ausencia de la actividad. La estadistica
B

de los tiempos de primer paso, descritos por el valor medio (2at) y la
varianza definida como (2aAt)? = {(2at)?) — (2at)?, se pueden obtener de
la funcién generadora de momentos (3.31)), es decir

dG(2av)
v

d*G(2av)

(2at) = — : ((2at)?) = — 2 (4.37)

v=0 v=0

Después de cierta algebra, es posible mostrar que el tiempo promedio de
primer paso esta dado por

_ e B (B2)"
(2at) = (2at)y — ™™ Y Tw(n +1) — (1)), (4.38)
n=1 :
donde )
(2at)o = In (gg) + 7, (4.39)

es el tiempo promedio de primer paso en ausencia de la senal externa,
v = —1(1)=0.577 la constante de Euler y ¢ (z) es la funcién psi de Euler
[41]. También es posible mostrar que la varianza se puede escribir como

(2a0t)%) = w'<1>+e—632[¢(n+1>_W)]a@

n!
00 2
l
o 2
- Z <>1(5;) L )

con 9’'(1) = 72/6=1.644. Para propésitos practicos, también es posible
mostrar la siguiente identidad
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—BZ Y(n+1) ()]@——i(_ ! (4.41)
nl & '
pero por otro lado se tiene también que > 7, ;g,nz = —[Fi(z) —

(1) +1n 2] [41].

La estadistica de los tiempos de paso (4.38]) y (4.40) sera utilizada para
estudiar el criterio de deteccion de senales débiles.

4.3. Deteccion de senales débiles

Apliquemos ahora el criterio teérico para detectar senales débiles en el
proceso de decaimiento del estado inestable de particulas activas. El criterio
propuesto en términos de la estadistica de los tiempos de paso es el mismo
aplicado para el sistema laser, es decir

[(t)s — (t)a=0]* > (At)3o- (4.42)

De las ecs. (4.38]) y (4.40) es claro que

2
[Z — ] > (1), (4.43)

La igualdad en esta ecuacién nos permite determinar el valor critico S
del parametro 5, para el cual, en principio, es posible detectar la amplitud
de la senal externa. Primeramente, calculamos el valor critico en ausencia
de actividad, con la ec. y apoyandonos con Mathematica podemos
resolver la ecuacién donde si K, =1.0 entonces 32 = 33. En este caso se
obtiene el valor critico de [y.=1.38429. De acuerdo con el criterio, abajo
de este valor no hay deteccién y por encima de dicho valor la deteccién
se debe realizar de manera eficiente. En presencia de la actividad consi-
deramos los siguientes valores de K,=1.5, 2.0, 2.5, para los cuales de la
ec. se obtienen los valores criticos respectivos que son 5,.=1.69541,
Bac=1.95769, [,,=2.18876. Lo que podemos corroborar de estos valores
criticos es lo siguiente: para cada valor de K, se tiene que Bae = vV KqBoe-
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Por otro lado, también podemos notar lo siguiente: si de la ec. (4.43),
queremos calcular el valor critico de 3, sin introducir el pardmetro K, obte-
nemos simplemente el valor 5,,=1.38429. Y si ahora tomamos en cuenta que

2
B2 = '2—2, de modo que B4 = 5‘)&*1 38429. Pero recordemos que (33 = 25;3

y el valor critico en ausencia de actividad es también Sy, =1.38429 y en-
tonces —=£—=1.38429. De esta identidad podemos obtener el valor critico

de la amplitud de la fuerza eléctrica o del campo eléctrico por detectar en
ausencia de actividad, esto es

Faus = \/2a D, foc = 1.38429\/2a D, . (4.44)

Sin embargo, con actividad hemos obtenido el valor B,.,=1.384, y como
Bac = f‘i = , entonces la fuerza eléctrica o campo eléctrico

F\/QD

por detectar en este caso sera

Foet = VKa [1.384 2a DB] = /Ko Faus. (4.45)

— ko
Yv

Si recordamos que la amplitud F
eléctrico por detectar serd

, entonces la amplitud del campo

E§ = /K, E§™. (4.46)

Estas mismas conclusiones se pueden obtener de la identidad B, = v/ KaBoc
obtenida anteriormente, puesto que

\/KaFaus _ Fact
v2aD, \/2aD,’

donde Fuop = /Ko Fuus y por consiguiente EGY = /K, E§5.

Debido a que K, > 1 significa que en presencia de la actividad de las
particulas la amplitud de la senal eléctrica sin actividad E§“® se ve in-
crementada por el factor /K,. En otras palabras, el valor de la sefial se
amplifica con la actividad de las particulas en su proceso de decaimiento.

Bac = (4.47)

Por otro lado, si aplicamos el criterio anterior en la regiéon de £, muy
pequenas, en este caso el tiempo promedio de paso y la varianza se pueden
aproximar por

(2at) = (2at)o — 3, (4.48)
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((2aAt)?) = o' (1). (4.49)

Sustituyendo ambas ecuaciones en el criterio (4.42) obtenemos ahora el
valor critico

Bae = [/ (1)]V/* = 1.132. (4.50)

En este caso y similar a lo analizado anteriormente podemos concluir que

Foot =/ Ka [1. 132 2aDe} = V/Kq Fuus, (4.51)

y para el campo eléctrico se tendrd E3® = /K, E§"S. Los valores criticos
del parametro 5, en los casos exacto y aproximado, son representados en
la siguiente tabla

| Valor de k, B52 Exacta  fSat Aproximada

1.0 1.38429 1.13249
1.5 1.69541 1.38701
2.0 1.95769 1.60158
2.5 2.18876 1.79063

Tabla 4.1: Valores criticos del pardmetro 5, en los casos exacto y aproxi-
mado. Los valores 857=1.38429 y [3"=1.13249, corresponden a los valores
criticos exacto y aproximado en ausencia de actividad.
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Tiempo de primer paso sin actividad
Exacta
------ aproximada

< 2at >

0.5 ‘.aﬁa'p ex 15 2.0
ac ac

Figura 4.3: Comparacion de los tiempos de primer paso sin actividad K,=1.

Caso exacto (4.38)) (linea continua) y caso aproximado (4.48) (linea pun-
teada).



50 Capitulo 4. Particulas activas en la deteccion de sefiales débiles

o Tiempo de primer paso &, = 1.5

— [yt
- S Aproximada
o
A .
i ~
3 .
S e
v B
™~
N
‘ »
%
N
os ap ' ex e ¥ o
ac ac

Figura 4.4: Comparacién de los tiempos de primer paso con actividad

kq=1.5. Caso exacto (4.38)) (linea continua) y caso aproximado (4.48)) (linea
punteada).

oty Tiempo de primer paso k, = 2.0

’ e Exacta
T —— Aproximada

< 2at >

0.5 10 12 Hap

B

ox 20 25 20
ac ac

Figura 4.5: Comparacion de los tiempos de primer paso con actividad
K,=2.0. Caso exacto (4.38)) (linea continua) y caso aproximado (4.48))
(linea punteada).
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Tiempo de primer paso k, = 2.5

— . AL

------- Aproximada

< 2at >

05 10 1.5 ap 20 ex 25 ap 3

ac ac

Figura 4.6: Comparacion de los tiempos de primer paso con actividad
K,=2.5. Caso exacto (4.38) (linea continua) y caso aproximado (|4.48)
(linea punteada).

(28t Tiempo de primer paso
— Sin actividad

1450 — ), = 1.5

—— = 2.0

k,=25

< 2at >

130 -

Figura 4.7: Comparacion de los tiempos de primer paso exactos para dis-
tintos valores de K.
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24 Varianza sin actividad

T e Aproximada

< (2aAt)? >

Figura 4.8: Comparacion de la varianza sin actividad k,=1.0. Caso exacto
(4.40) (linea continua) y caso aproximado (4.49)) (linea punteada).

2t Varianza k; = 1.5

Exacta
-------- Aproximada

< (2aat)? >

Figura 4.9: Comparacion de la varianza con actividad k,=1.5. Caso exacto
(4.40) (linea continua) y caso aproximado (4.49) (linea punteada).
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an Varianza k, = 2.0

Exacta
------- Aproximada

< (2aAt)? >

B
Figura 4.10: Comparacién de la varianza con actividad k,=2.0. Caso exacto
(4.40) (linea continua) y caso aproximado (4.49)) (linea punteada).

2n Varianzak, = 2.5

i — EXACTA
- Aproximada
gy
——
g
i e
3 N T
= S
c N
o, \
i 4 .
\' \\
\ \\
g ' \\
\“*—_
\
\
1

B

Figura 4.11: Comparacién de la varianza con actividad k;=2.5. Caso exacto

(4.40) (linea continua) y caso aproximado (4.49)) (linea punteada).
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Varianza
241

= Sin actividad
—e =15

% —e [, = 2.0

— k= 25

< (2aAt)? >

B

Figura 4.12: Comparacién de las varianzas exactas para distintos valores
de K,.
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Conclusiones

En esta tesis hemos estudiado el proceso de deteccién de senales eléctri-
cas débiles mediante un mecanismo alternativo al sistema laser, el cual
consiste en la relajacién dindamica del estado inestable de particulas activas
(Janus) con carga eléctrica. Se ha utilizado el mismo criterio utilizado en
el sistema laser relacionado con la estadistica de los tiempos de primer pa-
so. Debido al movimiento activo de las particulas brownianas se introduce
otro grado de libertad a la ecuaciéon de Langevin de 2D a través del angulo
azimutal ¢(t), permitiendo establecer un sistema acoplado de ecuaciones
de Langevin; una ecuacion esta asociada al movimiento browniano conven-
cional (movimiento pasivo) y la otra al movimiento browniano activo de
rotacion caracterizado por el dngulo azimutal mencionado.

El proceso de deteccién de senales débiles se lleva a cabo alrededor del
estado inestable inicial, justo en un instante después de haberse desenca-
denado el decaimiento del estado inestable de la particula activa por efecto
del ruido interno (traslacional y rotacional). Por esta razén es suficiente
considerar la aproximacién lineal del potencial bidimensional imponiendo
una barrera absorbente en la posicion R? = kor?, donde 2 es el valor
del estado estacionario y kg es una constante lo suficientemente pequena
para garantizar que R? < r2,. Una vez establecidas estas condiciones, mos-
tramos que la QDT permite caracterizar la relajacién dindmica del estado
inestable de manera exacta a través de la estadistica de los tiempos de
primer paso.

55
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Hemos mostrado que el criterio de deteccion es sensible a la senal ex-
terna a través del parametro 82, que su a vez contiene el efecto coope-
rativo entre la sefial externa y el ruido interno traslacional y rotacional.
Mediante dicho criterio hemos calculado los valores criticos del parametro
B. en ausencia y en presencia de la actividad de las particulas brownia-
nas. En la tabla 4.1 se muestran los valores criticos de dicho parametro
de acuerdo con las expresiones exactas y aproximadas de la estadistica de
los tiempos de primer paso. En ambos casos se concluye que la amplitud
de la fuerza eléctrica F,,s, que se detecta en ausencia de actividad, se ve
incrementada en presencia de la actividad por el factor /K, > 1, es de-
cir Fyet = VKg Faus, donde Fuys = Bocy/2aD,,, Boc puede ser 1.38429 o
1.13249, en los casos exacto y aproximado respectivamente.

En conclusion, cuando la amplitud de una senal externa débil ha sido
detectada en el proceso de decaimiento del estado inestable de particulas
brownianas pasivas, la amplitud de dicha senal serda amplificada si dicho
proceso de decaimiento se lleva a cabo con particulas brownianas activas.



Apéndice A

Funcion generadora y la
estadistica de los tiempos de
paso.

Para calcular la funcién generadora de momentos partimos de la expre-
sién G(2y1v) = ((Il/h'?)77), tal que

G(2yv) = /0 h (#) P, (A1)

donde P(h') es la densidad de probabilidad marginal dada en la ec. (3.29),
es decir

h/ / /
P(H) = “5 ('l [0y (/27000 (A.2)

Sustituyéndolo en la integral vemos que

—v /- > v /2
G(2y1v) = 2°TI ea2p2/ n’ +llo(a2p/h’)efa2h dn’, (A.3)
0

siendo ahora o2

tenemos que

= ﬁ y B = ap’. Con el cambio de variable z = ah’

2 %)
G(2nv) = 204_2”[;7”@_% / 2 (B2)e dx . (A4)
0

A

o7
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Usamos ahora el desarrollo en serie de potencias de la funcién modificada
de Bessel [41], de tal manera que la integral A es igual a

0 2 2 oo
Z B / / 22u+2n+16722dz' (A5)
(n+1)n!

Después de evaluar la integral obtenemos entonces
I'\N7 2K Tw+n+1) (B2\"
G(2 =5 Tz — = . A6
( 71”) <20_2) e 2 7;) (n')z <2> ( )

Si tomamos en cuenta la funcién hipergeométrica confluente de Kummer
[41] dada por

~Ln+v+1) 1 (82/2)"

M(v+1,1,8%/2) = A.
entonces la FGM también se puede escribir como
G(2v) = Go(2nv)e P PM (v +1,1,8%/2), (A.8)

donde Go(2v1v) = (I../20%)7"T(v + 1).

A.1. Estadistica de los tiempos de paso

La estadistica de los tiempos de paso se obtiene mediante la FGM
obtenida anteriormente, esto es

d*G

dG
C e =0

(2mt) = 0 5 (A.9)

v=0

v=0

Por simplicidad hacemos G(2v1v) = Go(2v1v)L(v) donde hemos defi-
nido a

2 & v+n 2\"
L) =e s Ll <5> , (A.10)

N2
o (n!) 2

Tomando la primera derivada evaluada en cero, vamos a obtener
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% = G{(0)L(0) + Go(0)L'(0). (A.11)
v=0
Calculando las derivadas correspondiente, obtenemos los siguientes resul-
tados:
I/
Ganw)| ==t () o)
v=0
8 B?/2
L) = F S Tt D+ 1) - w)] L
Vo ~ () (A.12)
Go(0)=T(1)=1
2 2 n
=
por lo que el primer momento sera
(291) = —GH(0)L(0) — Go(0)L'(0). (A.13)

Sustituyendo los resultados de las ec. (A.12]) vemos que el tiempo promedio
de primer paso es de la forma

/ 9 X 2 n
) =t (25) — w1 = =% Y- [plan+ ) - v(0) B (aaay
n=0 ’

También es posible mostrar que
2n oo m 2\ m
B CAE e N G VY e
Z b ) —vW == (T ) o (AL

y por lo tanto

X 1ym 2\ m
(@nt) = @ntho + Y (mj?i' <52> 7 (A.16)
m=1 ’
donde e
(2t = In <7> e (A17)
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Para obtener el segundo momento calculamos la segunda derivada de la
FGM, es decir

G

| = GO0)L(0) +2GH(0)L'(0) + L"(0)Go (0). (A.18)

v=0

de tal manera que

Gianw)| = () —2m (22 w0+ 07(0) 4 v)
L"(v) 0 —e i I'(n+1) (B(i/,;) - (A.19)
V= n=0 :

W+ ) =¥/ + (@ +1) - (1)),

y con los resultados obtenidos de las ec. (A.12) y las derivadas anteriores
tenemos ahora

((231)2) = GH(0) + 2G(0)L'(0) + L"(0). (A.20)

Para obtener la varianza definida, como ((2y1At)?) = ((271t)%)—(271t)?,
basta con sustituir lo que ya hemos calculado, es decir
{(2714t)%) = G (0) — G (0) + L"(0) — L™*(0). (A.21)

Sustituyendo los valores correspondientes y haciendo un poco de algebra

podemos llegar a la ec. (3.35]).



Apéndice B
Matriz de rotacion

Primero verificaremos que la matriz antisimétrica W dada por

0 w 0
W=|-w 0 0], (B.1)
0 0 0
satisface la relacién eVt = Re(t), donde

coswt sinwt 0
Re(t) = | —sinwt coswt 0] . (B.2)
0 0 1

Para tal proposito definimos el angulo de rotacién ¢ = wt y las matrices

0 — 0 0 10
M,=14i 0 0, A=iM,={(-1 0 0], (B.3)
0 0 O 0 00

de tal manera que A es real y antisimétrica y por lo tanto Wt = i¢pM,.
Usando la propiedad de la exponencial tenemos

. , ioM,)?  (ipM,)3

Wt = oMz — [ 4 jo M, + ( ¢2‘Z) + ( ¢3|Z) +oeey

donde I es la matriz unitaria. juntando los términos pares e impares y
teniendo en cuenta que

(B.4)
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100
M=s=1[(0 10|, M*"!'=M, (B.5)
00 0

donde S es una matriz simétrica y iM2"*! = A, se puede mostrar que

la Ec. se reduce a
et =T+ (cosp — 1)S + sin ¢ A, (B.6)
por lo tanto

coswt sinwt 0
eVt = | —sinwt coswt 0] . (B.7)
0 0 1

La matriz anterior, es una matriz de rotacién ortogonal porque Re(t) Re™ (1) =
1.

Por otro lado, de acuerdo con [46] Se muestra en general que cualquier
matriz antisimétrica W de 3 x 3 determina un vector de velocidad angular
& de tal manera que W = dx = wnx, Donde n es un vector unitario a lo
largo del eje de rotacién. en este caso

X
W o) _ 43 ¢“ . (B.3)
j=1
La serie puede ser separada en potencias pares e impares de modo que

oo o
gbnx (¢nx)**!
= E —l— g . (B.9)
o = (27 +1)!

Siguiendo [46] la ecuacién anterior puede ser escrita como
© (_1) J ¢2j+1

o'} ¢23 )
_ ; ;(%H)! , (B.10)

donde S = I —nn” y A = nx son matrices simétricas y antisimétricas
respectivamente. Ahora es claro que la ultima ecuacién es de la forma



63

et =T+ (cosp — 1)S + sin gA. (B.11)

En [47], se ha mostrado que cualquier matriz antisimétrica W de N x N
también satisface esa propiedad

(N=C)/2
=T+ > {(cosg; —1)S; +sing;A;}, (B.12)
j=1
donde C es el nimero de eigenvectores reales linealmente independientes
con eigenvalores cero; S; es simétrica y A; es antisimétrica.



Apéndice C

Caélculo de (e;(1)) y (e;(t)e; (1))

C.1. Valores promedio (e;(t))

Para calcular los valores promedio, hay que recordar que é(t) = (e1,e3) =
(cos g, sin ), y por tanto

(e1(t)) = /Oo cos pP (¢, t)dyp, (C.1)

—00

donde P(¢p,t) estd dado por

P(gO,t) _ _(()0 - @0)2:| ’ (02)

1
ex
VArD,t p[ 4Dt

asi que

_(30_900)2} dp. (C.3)

1 o0
e1(t)) = —— CoS Y ex
@) = [ eong p| 85

Si definimos como A = ﬁgt y utilizamos el cambio de variable u = ¢ — g,

entonces
A o
(e1(t)) =14/ / cos(u + goo)e_A“Zdu. (C.4)
™ —00

Escribiendo la funcién coseno en término de exponenciales, tenemos ahora

LA -
(er(0) = { |ty | e—“uwo)—f‘wdu}, (C5)

™
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completando el cuadrado en los exponentes es facil verificar que

1

|2
; CAw? = — _ v o0 —
i(u+ o) — Au” = A<U 2A> +ivo —

N
i A2 — I DN
i(u+ @o) — Au = A<u+ 2A> ¥ 1A

de manera que entonces

(e1(t)) = ;\/16_41/* {ei‘po/ eA(“;A)Qdque—WO/ e ALt a5)" gy | |
0 . .

de donde concluimos que

(e1(t)) = ePa’ cos o, (C.8)
el cual coincide con el resultado mostrado en la ec.(4.23)). El cdlculo del
promedio (e2(t)) es enteramente analogo.
C.2. Funciones de correlaciéon (e;(t)e;(t'))

Calculo de las funciones de correlacién a partir de la ec. (4.12)).

Cadlculo de la funcion de correlacion {(ei(t)e1(t')). En este caso
i =j =1y para tiempos tales que t > t/, se tiene que

o , , 1 (v —¢')?
eater(t) = [ o [ do'cosiocos T -]
R [_@—W}
VATDot | 4Dat
(C.9)

Si definimos los siguientes parametros

1 1

A= —r-—— B=
4DQ(t —t) ’ 4Dqt’
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entonces la ecuacion anterior la podemos escribir como sigue

(e1(t)er(t')) = \/f\/f/dg@/dg@’cosapcoscp’eA(W@')QeB(ga’goO)Q.

Integramos primero en la variable ¢ introduciendo el cambio de variable
u=p—¢ tal que p = u+ ¢ y dp = du. En este caso la correlacién es
ahora

ler(t)er(t)) = I:B/dgo’ cos e B —v0)? /du cos(u + go’)e*Auz,

I

sin embargo, I; se puede escribir como

1 - / . / 2
— - i(uty’) —i(ute’) —Au
/du [2 (e +e >] e .

Por otro lado, es facil mostrar que

-\ 2
1
i(u—&—(p’)—AuQ:—A(u—zZ/l) +i¢ — —

S\ 2
1
—i(u+¢) — Au? = A <u+2i4> —ip — —

luego entonces

o . [e.e] .
I :1{ / du e~ A i~ / dueA(“Jr;A)Q"%"’fA}7
21/ o

o bien

=

La funcién de correlacién se reduce ahora a la siguiente integral

ler(t)er(t)) = AB /dcp’ cos /e~ B —0)® (HZB_‘&\ cos go')

B
T

3

e 1A /dgo cos® ple —B(e'~p0)?,
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Para evaluar esta integral, introducimos de nueva cuenta el cambio de
variable z = ¢’ — g, y algunas de la identidades trigonométricas conocidas
para mostrar que

{e1(t)er(t)) = ;\/fezllfx /dz(l + cos2(z + @0))67322 .
I

2

Pero I5 se puede escribir como

I /dZC_BZ2 N /dz (ezi(z+<po) T e—2i(z+800)> B
2 b

y completando los cuadrados se tiene que

N\ 2
1
2i(z + o) — Bz* = —B (z — ;) + 2ip9 — =,

B
-\ 2
. 7 . 1
—2Z(Z + (,00) — BZ2 =—-B (Z + B) - 27400 - E

Al sustituir estas expresiones y evaluando la integracién correspondiente

obtenemos
™ 1 s . e .
I — n .+ -1/B N 2400 N —2ipo
2 \/B+2e (,/Be + B¢
_ T -1/B
= ”E(l +e cos(2¢p)).

Finalmente sustituyendo los valores de A, B y Is en la funcién de correla-
cién obtenemos que

(C.10)

<el(t)el(t')>:%e*DQ“*t’) [1+cos(2¢0)e*wﬂt’] t>t,  (C.11)

que es precisamente el resultado expresado en la ec. (4.13). Es facil mostrar
que (e1(t)ex(t)) = (ea(t)e2(t)).
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Cdlculo de la funcion de correlacion (eq(t)es(t')). En este caso
1 =1y j =2,y por tanto

A B / /
(e1(t)ea(t)) =1/ =1/ /dgp/dgp’ cos @ sin @le AP~ ) e=Ble'~¢0)”,
TV
(C.12)
Siguiendo los pasos algebraicos muy similares al caso anterior, se puede

mostrar que

(ex(t)ea(t’

) =Y2E f

dy’ sin (,Ole_B(‘pl_W)2 /du cos(u + @')e‘A“2,

-~

Ly

donde en este caso

Ly = L {/du e~ Alu=35)*+ip'—35 4 /du eA(”+2i4)2i“0/‘11*‘} )

2
L, = 1/%6_ﬁ cos ¢, (C.13)

y la funcién de correlacion es ahora

B /
(er(t)ea(t)) = \/76_4{4 /dga' sin ¢’ cos @’e—B(%D —¢0)*
T
Lo

2

de modo que

De forma similar, introducimos el cambio de variable z = ¢’ — . En este

caso ] )
L — 1/dz e2i(z+¢o0) _'6—2z(z+<po) efBzz,
2 27

y completando el cuadrado en los exponentes tenemos

. 2 .
. { , i
2i(z + o) — Bz* = —B (z — B) + 2ipg — B

. 2 .
. 1 . (3
—2i(z + ¢o) — Bz* = -B (z + > — 2ipg — —,
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sustituyendo y realizando la integracién se muestra que

1
Ly = 21 / %el/B sin(2¢o).

Obteniendo finalmente el resultado

1 ’ /
(er(t)ea(t))) = e~ Dalt=t) [Sin(2<po)e_4DQt t>t.

2
También (e1(t)ea(t')) = (e1(t)ea(t)).
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Apéndice D

Calculo de la matriz o;;

De acuerdo con la ec. (4.25)) la matriz o;; estd dada por

oij = / / S f(6) () dedt
+ U2 / / ) (e (D)e (1) dtdt

772 e~ e Ooe—at’ e (t 2 )
U /0 (ex(t))dt /0 (e;()dt. (D.1)

Cadlculo de 011 con i = j = 1. Definimos el primer término de (D.1))
como

I, = / / O F (1) (1)) b
_2D/ / o) (¢t — ¢')dt dt’

& D
=2D, / e 2t = =2 (D.2)
0 a
Para el segundo término de (D.1)) definimos ahora la doble integral como

I = UQ// o) (o) (t)ey (¢))dtdt. (D.3)
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Sustituyendo la expresion de la funcién de correlacion obtenida en el apéndi-
ce anterior para t > t/, tenemos entonces

/ / t+t> Do (=) (1 + cos(2p0)e Pt | didt’. (D.4)
Reacomodando los términos las integrales resultantes son

U2 e’} t ,
Iy =—*= / 6_(a+Dﬂ)tdt/ e (@=Do)t gy!
2 \Jo 0

J1
00 t
+cos(2g00)/ e_(“+Dﬂ)tdt/ e_(“+3Dﬂ)t/dt'>.
0 0

J2

Evaluando las integrales obtenemos primero para .J;

o0 1
= —(a+Dg)t R (O [ —(a—Dg,)t
. /0 e dt[(a—m( o )}

1 o0 [e.@]
_ —(a+Dg)t _/ —2at )
e Q/tdt e dt),
(a - ‘DQ) (/0 0

luego entonces
1

J=—. D.5
"7 2a(a+ D,) (D-5)
Para Jy tenemos que

Jo = cos(2¢ )/OO e~ (at+Da)t gy o (1 _ 6—(a+3DQ)t)
’ "o (a+3D,,) ’

por lo que

cos(2¢p0) </°o —(a+Dg)t /oo —(2a+4Dg)t >
Jp = Loste@0) o)t gy — gy ) |
>~ (@+3Dg) \Jy © 0o

y por tanto
cos(2¢p0)
2(a + DQ)(G, + 2DQ) '

Jo =
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Asi que sumando J; y Jo concluimos que

U? 1 cos(2¢9)
2 |2a(a+ Dq) ' 2(a+ Dq)(a+ 2Dq)

I, = (D.7)

Es importante resaltar que el resultado (D.7]) se ha obtenido para el ca-
soen que t > t'. Sit’ < t, entonces en la funcién de correlacién (e;(t)e1(t'))
dada en la ec.(4.13)), los tiempos ¢ y ¢’ intercambian sus posiciones. En este
caso se puede demostrar que I, conduce al mismo resultado que (D.7)) y

por lo tanto este resultado debe estar multiplicado por el factor 2, es decir,
21.

El tercer término de (D.1]) lo definimos como

L = U2 /0 T et ey (1)t /O et foy (1))l

= U2 (/OOO e‘“t<el(t)>dt> 2 , (D.8)

realizando la integracion concluimos que este término se puede escribir
como

2
I = (a,figw %[1 + cos(2¢0)] (D.9)

Finalmente el elemento de matriz 011 = I, + 21, — I., y por lo tanto

Dg U2Dq Uz D cos(2¢)
g = — — .
1 2a(a + Do)?  2(a+ Dq)2(a + 2Dq)

(D.10)

Calculo de la o12. En este caso el primer término lo definimos como

a—/ / o) f1 (8 fo () dtdt = 0, (D.11)

el segundo término lo definimos como

Ly = U / / e~ ey (£)ea(F)) dtdt
0 0
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sustituimos ahora la funciéon de correlacién correspondiente, tomando en
cuenta que t >t es decir

U2 o] t ,
Ly = Ssin(2cp0)/ e(‘”DQ)tdt/ e~ (@30 t) g/

2 0 0
la cual es una integral que ya habiamos resuelto por lo que el resultado es
inmediato

U? 1
Ly = 2 sin(2 . D.12
o= sinon) (5 e an0) (D.12)

De igual manera si t’ > ¢, se obtiene el mismo resultado como en (D.12))
y por tanto L; debe ir multiplicado por el factor 2.

Para el tercer término de 015 se tiene que

Lo = U2 /0 T et ey (1))t /0 T e (o (¢, (D.13)

sustituimos ahora las expresiones de los valores promedio para obtener

o] 2
L. = U? cos(yp) sin(go) </ e(‘”Dﬂ)tdt) , (D.14)
0
de donde facilmente obtenemos
U2 sin(2¢p0)
L,=—5"—"""7 D.1
2 (a+ Do) (D.15)

Asi que o192 = 2Ly — L, y por tanto

B U2 Dq sin(2¢p0)
2(a + DQ)Z(CL + QDQ) )

012 — (D16)

También se cumple que o192 = 091.



Apéndice E
Escalas de tiempo

En el equilibrio térmico, el promedio de la energia cinética traslacional
de las particula brownianas es el mismo que el de las moléculas del fluido
(solvente). Sin embargo, el tamano y la masa de las particulas brownianas
son mucho mas grande que el tamano y masa de las moléculas del fluido.
Luego entonces las moléculas se mueven con mucha mayor rapidez que las
particulas brownianas.

Radio de la esfera r=100 nm
Densidad de masa de la esfera p=1.0 gcm™3
Temperatura 298 K
Viscosidad del agua n=1.0 centipoise =103 Pa seg

Tabla E.1: Valores estandar de una particula brownina esférica en agua.

Para poder entender el MB es necesario distinguir ciertas escalas de
tiempo para las cuales es valida la ecuacién propuesta por Langevin. Estas
escalas de tiempo se definen de la siguiente manera:

(i). Tiempo de colision molecular 7.

De acuerdo con la teoria cinética molecular, esta escala de tiempo se
puede estimar a través de la energia cinética promedio de las moléculas
dada por (E.) = (1/2)m(v?) = (3/2)k,T. De esta manera tenemos que
Te ~ d/+/k,T/m, donde d es la distancia promedio que recorre la molécula
justo antes de colisionar con alguna otra. Si se considera que d = a, siendo
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a el radio promedio de una molécula entonces, para un radio tipico de 1010
m, y como fluido el agua a temperatura normal T=298 K, obtenemos un
tiempo estimado de 7, ~ 107 s. Durante este tiempo, la PB permanece
practicamente en reposo, por lo que 7, representa también el tiempo de co-
lisién entre la PB con las moléculas del fluido. El inverso de esta escala de
tiempo se puede interpretar como la frecuencia de colisién de la moléculas
con la PB, que en este caso es del orden de 10' colisiones por segundo. Este
efecto acumulado de tantas colisiones por segundo hacen que la PB pueda
desplazarse de un punto a otro de manera azarosa o irregular. Es evidente
que para tiempos de observacion t de la PB, del orden de segundos, se cum-
ple que t > 7.. En dicha escala de tiempo t la PB se mueve practicamente
un fluido continuo y no discreto. El movimiento de la particula browniana
se amortigua por la fricciéon de Stokes y es este amortiguamiento viscoso
por el cual la particula “relaja”’su momento.

Por otro lado, si consideramos dos tiempos distintos de observacién ¢ y
t' en la dindmica de la PB, es razonable suponer que para la diferencia de
tiempos tales [t—t'| > 7., la funcién de correlacién del ruido (I'(¢)I'(¢')) = 0.
Esto significa que las colisiones que experimenta la PB con las moléculas del
fluido al tiempo ¢ no tiene nada que ver con las colisiones que experimenta
al tiempo t’, es decir, son independientes, de manera que en el limite de
7. — 0 se tiene que (I'(¢)I'(t')) = Ad(t — t'). Esta expresién cuantifica la
correlacion instantanea del ruido de intensidad A, o lo que es lo mismo que
no tiene memoria.

(ii). Tiempo de relajacion del momento lineal 7., .

La dinamica de la PB también experimenta una fuerza de friccién que
produce el amortiguamiento de la particula y como consecuencia la rela-
jacién de su momento lineal p = mv. De acuerdo con la ley de Stokes, la
fuerza de friccién estd dada por fs = —av, donde a > 0 es el coeficiente
de friccién, para el caso de una particula esférica @ = 67nr, siendo r el
radio de la PB. De acuerdo con la segunda ley de Newton m‘é—‘t’ = —av,
y para tiempos de observacion t > 7., la velocidad de la PB decae como
v(t) = voe t/™r donde vy es la velocidad inicial y T, = m/a el tiempo
de relajacién. Para esferas en agua el valor de este tiempo de relajacion es
del orden de 7y, ~ 1078 s, que es mucho mayor que el tiempo de colisién,
es decir que, 7. < Ty Esto justifica la utilizacion de la fuerza de friccién

de Stokes en la dindmica de la PB.
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(iii) Tiempo Browniano o tiempo difusivo 7.

Cuando la PB ha efectuado muchos cambios en su momento, ésta entra
en el régimen de tiempo difusivo ¢ > 7,,,5. Esto significa que el desplaza-
miento neto de la particula es independiente de su masa. Para que el MB
cambie la posicién de las particulas significativamente, tenemos que esperar
al menos un tiempo 7p para que una particula se difunda una distancia
igual a su radio, es decir, 7, ~ r2/D, = nr3/k, T que es del orden de va-
rios segundos. En conclusion, la dinamica de la PB se lleva a cabo tomando
en cuenta la separacién de las escalas de tiempo 7. < 7, < 75, para los
cuales es valida la ecuacién de Langevin (4.1)).

(iv). Tiempo de relajacion del momento angular 7,,

Para una particula browniana esférica que rota a una velocidad angular
Q2 alrededor de un cierto eje que pasa por su centro de masa, nos pregun-
tamos por el tiempo 7, que tarda la esfera en disipar todo su momento
angular debido a la viscosidad del fluido. La segunda ley de Newton en este
caso estd dada por I % = — frot§2, siendo I el momento de inercia y fo+ es
el coeficiente de friccién rotacional dada por f,..; = 877777“3. En el caso de la
particula esférica homogénea y densidad de masa p, el momento de inercia
estd dado por I = (2/5)mr? = (8/15)p7r®. La solucién de la ecuacién
de Newton en este caso serd Q(t) = Qqe /7 donde Qg es la velocidad
angular al tiempo t = 0 y 74, €l tiempo de relajacién del momento angular
L = IQ, tal que 7o = frot/I = (p/15m)r%. Comparando 7, con el tiempo
de relajacién del momento lineal 7,,, se puede concluir que la traslaciones
y las rotaciones de la esfera decaen en la misma escala de tiempo. Por lo
tanto, en la escala de tiempo difusivo, tanto los momentos traslacionales
como los angulares se han relajado por completo. En otras palabras, en
el régimen difusivo, la suma de todas las fuerzas y la suma de todas las
torcas, ambas son cero.

Tiempo de relajacion rotacional 7,

Cuando la particula esférica ha realizado muchos pasos angulares en los
que intercambia momento angular con el solvente, ingresa al régimen de
tiempo difusivo t > 7. Inicialmente el desplazamiento angular neto 6 de la
esfera es insignificante. Sin embargo, para que 6 se desvie significativamente
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de su valor inicial, tenemos que esperar al menos un tiempo de relajacién

1 777”3

D, k,T

Trr =

(E.1)

Aqui D, = k,T/8mnr? es el coeficiente de difusién rotacional que de-
termina la decaimiento en la orientacién de la esfera. Por lo tanto, el tiempo
T, que le toma a una esfera, para cambiar significativamente su posicién

coincide con el tiempo que 7, necesario para cambiar significativamente
su orientacion.
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