Universidad Autonoma Metropolitana - [ztapalapa

Division de Ciencias Béasicas e Ingenieria

Casa abierta al tiempo Posgrado en Fisica

Propagacion de ondas electromagnéticas
en medios con indice de refraccion estratificado,
la representacion de amplitud y fase

Tesis que presenta:
M. en F. Ruth Diamant Adler

para la obtencion del grado de: Doctor en Fisica.

Asesor: Dr. Manuel Fernandez Guasti \lx\@ C?\&»&)

Presidente: Dr. Roberto Alexander-Katz Kauffma;? G““'ymv(alﬂn ~

Jurado Calificador:

Secretario: Dr. Joaquin Delgado Fernande
ecr quin Delg z ,ug

Vocal: Dr. Wolf Luis Mochan Backal /// ;

=7
Vocal: Dra. Karen Patricia Volke Sepulveda %{ )
Vocal: Mtro. José Luis Jiménez Ramirez M—

México D.F., a 24 de septiembre de 2015







Propagacion de ondas electromagnéticas en
medios con indice de refraccion estratificado,
la representacion de amplitud y fase

Objetivo de la investigacion

El objetivo del presente trabajo es proponer un nuevo formalismo para tratar, en el entorno de la Elec-
trodindmica Clasica, la propagaciéon de la luz en medios con indice de refraccion estratificado. Es decir,
medios en los que el indice de refraccion es funcién de una coordenada espacial. Mediante la representacion
de amplitud y fase se pretende plantear una forma mas directa de abordar el tema, que permita proce-
dimientos més eficientes para obtener soluciones numéricas y un mayor entendimiento de los fenémenos
fisicos involucrados.

Resumen

La tesis esta dividida en dos partes, la primera presenta la fundamentaciéon tedrica del trabajo y la
segunda algunas de sus aplicaciones. La primera parte a su vez se divide en dos capitulos, en el primero
(capitulo 2) se resume toda la teoria previa, desarrollada desde finales del siglo XIX hasta finales del XX,
mientras que en el segundo capitulo (capitulo 3) se presenta la propuesta medular de este trabajo. El
capitulo 2: “Marco tedrico previo” es exclusivamente un trabajo de revisién, que se incluye para situar en
el contexto histérico la propuesta, mientras que en el capitulo 3: “Representaciéon de amplitud y fase” se
exponen los fundamentos de ésta; es por lo tanto el capitulo 3 el que representa la esencia de la Tesis.

Los capitulos de la segunda parte, el 4, 5, 6, 7 y 8 corresponden a distintas aplicaciones especificas
para la nueva metodologia propuesta. Se procura incluir todos los estudios realizados para asi exponer
integramente el trabajo llevado a cabo. La mayor parte de lo contenido en estos capitulos se publicoé en
revistas especializadas durante el tiempo asignado a la realizacién del posgrado, las citas se encuentran
incluidas en los ntimeros [75], [27], [58], [60] y [90] de la bibliografia. Ademas, se tuvo participacion en dos
congresos internacionales:

1. 22nd Congress of the International Commission for Optics: Light for the Development of the World.
Organizadores: Ramoén Rodriguez-Vera y Rufino Diaz-Uribe. Puebla, Mexico, 15-19 agosto, 2011.

2. Optical Interference Coatings 2013, Whistler Canada, 16-21 junio 2013.

Se publicaron trabajos en las memorias de estos encuentros, citados en [54], [56], [59], [88] y [89].
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion

Estudiar la propagaciéon de la luz cuando hay una transiciéon gradual de un indice de refracciéon a
otro estd motivado principalmente por el hecho de que, en la realidad fisica, las interfases entre distintos
materiales no son discontinuidades perfectas, es decir no son superficies ideales de dos dimensiones [I].
Existe un intervalo de distancia finito en el que se da la transicién, que atin siendo muy pequeno consta de
varios atomos o moléculas. En ocasiones, el fenémeno de adsorcién hace que estos intervalos de transiciéon
sean aln mayores.

Por otro lado, el cambio continuo del indice de refraccién puede ser también una caracteristica deseada,
con tecnologias sofisticadas actualmente se fabrican filtros 6pticos gradados |2l B] que aprovechan las ven-
tajas de una variaciéon gradual del indice de refracciéon para conferir propiedades ventajosas. Recientemente
se han propuesto perfiles n(z) graduales y periodicos en el diseno de meta-materiales gradados[4] y como
cristales fotonicos en una dimension [5].

Otras aplicaciones que motivan este estudio son el monitoreo remoto de perturbaciones atmosféricas,
ya que éste se basa principalmente en la reflexion de la luz por fluctuaciones en el indice de refraccion del
aire [0] y la tomografia de coherencia optica (OCT) [7]. La OCT es una técnica que emplea la informacion
del perfil de reflectividad en medios continuos, en especial de tejidos oftalmicos, para generar imagenes en
tres dimensiones. El hecho de que la componente especular del esparcimiento de luz producido por capas
constituidas de particulas pequeiias, bajo ciertas circunstancias, se pueda modelar como un medio estra-
tificado, expande las posibilidades de aplicaciéon del presente trabajo al tema del esparcimiento de luz. Si
bien la luz es un tipo especial de fendmeno ondulatorio muchos resultados para las ondas electromagnéticas
se pueden generalizar a ondas de otra clase.

La representacion de amplitud y fase lleva a plantear una ecuacién tipo Ermakov-Pinney para la
amplitud, que es un famoso ejemplo de una ecuacién diferencial ordinaria no lineal. Se ha mostrado que
dicha ecuacion es relevante para un buen nimero de fenémenos fisicos [§]. La motivacion matematica de
este trabajo es poder contribuir al estudio de esta ecuacién, sus soluciones y los invariantes asociados.

1.2. Preambulo

En este trabajo, la propagacion de la luz se describe en términos de las ecuaciones de Maxwell, se
consideran medios isotropicos y de respuesta lineal, aunque pueden ser inhomogéneos en una direccién
espacial. Es decir, medios en los que la permitividad eléctrica y la permeabilidad magnética son escalares
que dependen de la coordenada espacial z, pero no dependen del valor de los campos eléctrico ni magnético.
No se considera de forma explicita la dispersion, es decir la dependencia del indice de refraccion en la
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frecuencia, ya sea temporal n(w) o espacial n(k).

La teorfa para tratar la propagacién de la luz bajo este esquema ha sido estudiada desde hace ya
mucho tiempo, hay material publicado desde la segunda mitad del siglo XIX [9H12]. La propuesta novedosa
consiste en desacoplar las ecuaciones diferenciales correspondientes a la amplitud y a la fase del campo, ya
sea el eléctrico o el magnético. Al conseguir este desacoplamiento se encuentra un invariante que relaciona
la amplitud y la fase, de tal forma que sélo se requiere resolver la ecuacién diferencial, ordinaria y no
lineal para la amplitud ya que mediante ese invariante la fase queda determinada. Cabe resaltar que es
la irradiancia, el promedio temporal de la potencia incidente por unidad de superficie, la cantidad fisica
que se mide corrientemente en un laboratorio de 6ptica y ella esta relacionada con la amplitud del campo.
Lo anterior quiere decir que se propone plantear el problema de la propagacion de luz escribiendo las
ecuaciones en términos de la cantidad maés directamente relacionada con lo que se mide en el laboratorio.
La representacion de amplitud y fase lleva a un tratamiento que tiene ventajas significativas sobre métodos
tradicionales al hacer los calculos méas simples, adicionalmente se predicen nuevos fenémenos.

La propagaciéon de ondas electromagnéticas a través de medios isotrépicos y de respuesta lineal, en los
que el indice de refraccion varie a lo largo de una distancia mucho mayor o mucho menor que la longitud
de onda, se ha descrito ya de forma bastante satisfactoria:

= En el primer caso, el gradual, se desprecian algunos términos de las ecuaciones usando el argumento
de que las longitudes de onda son muy pequenas y se llega a la ecuacion de la Eikonal |13, Capitulo
I1I, pag.119]. Esta ecuacion se resuelve por distintos métodos dependiendo de la complejidad del
indice de refracciéon como funcién de la posicién, aunque las ciusticas y focos todavia representan
un obstaculo.

= En el segundo caso, el abrupto, las ecuaciones de Maxwell se resuelven por separado para cada medio
homogéneo, con indice de refraccién constante. Luego, estas soluciones de la ecuaciéon de onda se
unen en las interfaces imponiendo condiciones de frontera, de la misma forma en que se obtienen los
coeficientes de Fresnel [13, Seccion 1.5].

Para el caso intermedio, cuando la variaciéon del indice de refracciéon ocurre a lo largo de distancias del
orden de la longitud de onda, hay menos material publicado. En el caso de ondas planas y monocroma-
ticas, algunos perfiles de indice de refraccion, siendo funciones n(z) muy particulares, permiten resolver
analiticamente la ecuacién diferencial para del campo eléctrico, pero en general no suele ser asi. Lo que se
ha hecho para poder tratar analiticamente el caso de manera mas general es simular interfaces, en las que
el indice de refracciéon varia de forma continua, con una secuencia de peliculas homogéneas muy delgadas
[14]. También se han propuesto desarrollos en serie para escribir las soluciones, ya sea en serie de potencias
en w (la frecuencia) o su inverso, segun si el caso se aproxima al gradual o al abrupto [I5, 16]. La mayor
parte de esta teorfa para los medios estratificados fue desarrollada antes del dltimo tercio del siglo pasado.

En tiempos anteriores al iltimo cuarto del siglo XX se eludia el uso de métodos numéricos ya que
éstos consumian demasiado tiempo y esfuerzo. Con el desarrollo de la tecnologia en el manejo digital de
la informacién que se ha dado desde finales del siglo pasado, actualmente los calculos numéricos se usan
profusamente y ya no necesariamente representan un obstéculo, incluyendo muchos casos de ecuaciones
diferenciales no lineales. El presente trabajo propone una nueva forma de describir la propagaciéon de la
luz en medios isotrépicos, estratificados y de respuesta lineal, con la intencién de que se les pueda dar un
tratamiento general, con particular énfasis en encontrar soluciones numeéricas, sin obligadamente tener que
hacer aproximaciones previas relacionadas con lo abrupto o gradual en la variacién del indice de refraccion.
Maés atn, se muestra en este trabajo (en la seccion que la representacién de amplitud y fase puede
ser incluso de mayor conveniencia para hacer aproximaciones relacionadas con lo gradual en el cambio
del indice de refraccion, obteniéndose resultados analiticos aproximados que mejoran el entendimiento del
fenémeno fisico de la reflexion sobre un plano donde la funciéon n(z) no es suave.
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1.3. Recursos informaticos

Para la escritura del documento correspondiente a esta Tesis se emplea LyX [I7/, un procesador de
textos libre y multiplataforma que permite la edicién de texto usando HTgX. Se eligi6 a Book como la
clase de documento apropiada para este trabajo. Las gréficas se elaboraron principalmente con OriginPro
[18] de OriginLab y los dibujos con CorelDRAW de Corel [19], programas que funcionan con el sistema
operativo Windows. Alternativamente se usaron también QtiPlot [20] y GIMP [21]] de GNU con sistema
operativo Linux.

En esta tesis se recurre con frecuencia a la resolucién de ecuaciones diferenciales ordinarias mediante
métodos numéricos. Para encontrar las soluciones se emplean dos paquetes de software, cada uno de
ellos esté cerca de un extremo en el espectro que abarca desde el mas elemental al méas sofisticado. En
el segundo extremo mencionado esta el programa Mathematica (versiones 8, 9 y 10) de Wolfram [22],
para el que nuestra institucion (UAM) adquiri6 licencia de uso. Su propaganda presume de “construir
los més poderosos algoritmos sin precedente en todas las areas” entre otras muchas bondades. Como
referencia se menciona aqui que la version mas reciente de este programa ocupa ~ 3GB en el disco
duro de la computadora. Ciertamente es una herramienta muy prestigiosa para la obtencién de soluciones
numeéricas y su presentacion grafica, pero al utilizar la funcion construida NDSolve (solucionador numérico
de ecuaciones diferenciales) no queda bien definido para el usuario que procedimiento se sigue para obtener
los resultados. En el extremo de lo més elemental esta Just BASIC de Shoptalk Systems [23] que es gratuito
y consta de un lenguaje de programaciéon muy simple, tan solo ocupa ~ 7TMB en el disco duro, casi tres
ordenes de magnitud menos que Mathematica. El usuario elabora el programa, de tal manera de que
se tiene total certeza del procedimiento que sigue para hallar las soluciones. En la mayoria de los casos
se usan ambos programas para obtener soluciones a los mismos problemas, siendo ésto una forma de
redundancia, lo que permite confirmar la confiabilidad de los resultados. Si bien Mathematica goza de
prestigio, el utilizar con éxito un programa tan modesto como Just BASIC demuestra que no se requiere
gran sofisticacién computacional para trabajar con la propuesta de esta tesis, aunque ésta se basa en una
ecuacion diferencial no lineal. En lo que se refiere al tema de esparcimiento de luz se recurre también al
programa Scatlab [24], que realiza simulaciones basadas en la teoria de Mie.
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Capitulo 2

Marco tedrico previo

Aqui se recurre a la teoria electromagnética de Maxwell para describir la propagacion de ondas electro-
magnéticas en medios estratificados, es decir inhomogéneos en una direccién del espacio. Se resumen los
resultados conocidos e importantes, previos a la propuesta de la representacién de amplitud y fase, con el
objeto de sentar las bases teoricas y poder hacer posteriores comparaciones. Esto también permite ubicar
en contexto més amplio dicha propuesta. El estudio de ondas electromagnéticas en medios estratificados
se viene dando desde finales del siglo XIX a la fecha, sin embargo, debido principalmente a las circuns-
tancias politicas de las distintas etapas de la historia del siglo XX, no se dio una buena comunicaciéon
entre los grupos de investigadores en el tema. Actualmente, gracias a las nuevas tecnologias para guardar
y distribuir la informacién en formatos digitales, se facilita enormemente el acceso a ella. Este es un buen
momento histérico para revisar lo hecho con el objetivo de poder continuar aportando sin repetir trabajos.

2.1. Ecuaciones de Maxwell

Empezando con las ecuaciones de Maxwell

oD
H=J+— 2.1
V x o (2.1)
0B

VXE=——— 2.2

V.-D =p, (2.3)

V-B=0. (2.4)

Aplicando el rotacional a
0B

VXVXE=-Vx—.
ot

Si el material involucrado tiene un comportamiento lineal B = pH y se intercambia el orden de las
derivadas espaciales y temporales se puede reescribir la ecuacién anterior

B,
VxVxE=—-VxuH,
x V X 31 X

11
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Si se usan las identidades VXV x A =V(V-A) - V2AyVxUA =VU x A+ UV x A, la primera del
lado izquierdo y la segunda del lado derecho de la ecuacién, dejando que la permeabilidad magnética varie
en el espacio, de manera que se pueda incluir a los medios estratificados en este tratamiento, se obtiene

V(V~E)—V2E:—§t(VuxH+,uV><H).

Si ademas hay un comportamiento lineal del campo eléctricoD = €E y se usa la ecuacion (2.1)) se llega a

Sea también la permitividad eléctrica una funcién de las coordenadas espaciales. Asumiendo que el medio
obedece la relacion de Ohm J =¢E del lado derecho y usando la identidad V- (UA)=A-VU+ UV - A
del lado izquierdo

1 1 0 oD
V(D VZ4+-V-D)-V?E=—— (VuxH+u(gE+ =) ).
e € ot ot
Si del lado izquierdo, se aplica la ecuacion (2.3)) y se escribe todo en términos de E en vez de D, mientras
que del lado derecho se considera que la permeabilidad magnética, la permitividad y la conductividad son
independientes del tiempo se obtiene

1 p 2 OH OE  O0°E
VIeE-V—+4+~= ) -VE=—-(V —
<E e+5> <“Xat+“( 99; TeaiE) )
Notando que EV% = —%Vs =—-Vin %, la expresion anterior queda
e p 9 OH OE O’E
—V|IE-VIn— - = E=- — — UE——.
V( Vnso 5> v VX 5 ot HMar T H a2
Reescribiendo el primer término del lado derecho usando ({2.2)
€ p 9 1 OE 0’E
—VI|E-Vin— - —V°E= = E)—pg— — pe—-.
V( Vn60>+V€ \Y VMX(MVX ) HI oy~ HE G
Como + Vu \Y% ln , lo anterior se puede escribir asi
8E 0%E

P 2
—VI(E-Vin— V= —=VE=VIn-— V xE .
( 0>jL nuox( <E) - Tar T HE o012

Finalmente restringiendo el desarrollo a materiales aislantes y descargados de modo que g~ 0y p~0

5 L O0’E 2p
Siguiendo los mismos pasos para el campo magnético comenzando con (2.1)), se llega a
7 € 0*H
V(H-V]nuo>+Vln€0X(VXH):ueatZ . (2.6)

Si la permitividad y la permeabilidad fueran constantes en el espacio, las expresiones anteriores se conver-
tirfan en las muy conocidas ecuaciones de onda para el campo eléctrico y magnético: 0 = ,us 3 t2 —~V?’Ey
_ ,,-0°H 2H
0 o Ms 6t2 o_ v . . . . . .
A continuaciéon se hace un recuento de todas las consideraciones que simplifican el tratamiento y
permiten obtener las ecuaciones (2.5 y (2.6):
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1. Se esta dentro de los limites de la Teoria Clasica de Campo, dénde las ecuaciones de Maxwell son
validas. No se hace ninguna consideracién de la naturaleza cuantica de los campos ni corpuscular de
la materia.

2. Se intercambia el orden de las derivadas espaciales y temporales de manera libre, lo cual requiere
que la funcion tenga derivadas continuas [25, pag. 921| segun el teorema de Schwartz-Clairaut.

3. Se supone al material como isotropico.

4. El material involucrado tiene un comportamiento magnético lineal.

5. La permeabilidad magnética es independiente del tiempo

6. Se obedece la ley de Ohm.

7. El material tiene respuesta lineal también al campo eléctrico.

8. La permitividad es independiente del tiempo.

9. La conductividad es independiente del tiempo y es finalmente despreciable.

10. No hay cargas libres.

2.2. Ondas planas y monocromaticas en medios estratificados

2.2.1. Ecuaciones para los campos con polarizacion TE

Se toma la ecuacion (2.5)), si se supone que el medio es estratificado, es decir ¢ = e(2) y p = p(2),
siendo el eje z normal a las interfaces y se consideran ondas planas propagéndose en el plano yz con
el campo eléctrico paralelo al eje z E = E (y, 2, t) i, 0 sea el caso de ondas planas con polarizaciéon TE
(campo eléctrico transverso), queda

dln 1~ 9p PE  [0*E  O’E
- — = pue — +
dz 0z ot? oy 022
Luego se supone que una soluciéon particular para el campo E se puede escribir como el producto de dos
funciones E = EtiempoEespacio Y se aplica separacién de variables

1 dln f- 9F,  9*E, O°E,
- + +

=—w
ek, dz 0z oy? 022 ’

~E | o2

donde E, es la funcion espacial, E; la temporal y —w? la constante de separacion. Finalmente se propone
como solucién para la parte temporal E; = e”*?, el caso monocromatico. En resumen, si se supone que
el medio esté estratificado en la direccion z y que E = E, (y, z)e™ ! i, la ecuacién se puede escribir
asi [13 Capitulo I, pag.56]

dln 2t 9F E, O%E
Mo z 2,2 T T
— = kin“E, , 2.7
dz 0z 0n" e+ { 0y? T2 ] 27)
donde n? = euc? y ko = . Se supone nuevamente que la solucién se puede escribir como el producto de

dos funciones, en particular F;(y, z) = U(z) Y (y) u, donde u es una constante que contiene las unidades
del campo eléctrico (V/m en el S.I.) para permitir que U(z) y Y (y) sean adimensionales. La separacion
de variables lleva a ([2.7))
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ldﬂ dln% _k2n2 1d2U:ld2Y
U dz dz 0 Udz?2 Y dy?’
Los términos de la izquierda solo dependen de z mientras que los términos de la derecha s6lo dependen de

Yy, eso es posible solo si ambos lados son iguales a una constante. Se propone a —k%aQ como la constante,
donde geR

1du\dnf- o o 142U 1d%Y 5 o

— —kint — ——— = — Lk 2.8
(U dz) dz T T A T Y a2 07 (28)
por lo tanto la soluciéon para Y es de la forma Y = [constante] e*'%0?Y y E se puede escribir

A~
.

E = U (z)e!Fhooy=wt) j (2.9)

donde U debe satisfacer la ecuacion:

U AU (dln e

@—5 dZ ) —|—Uk:(2)(n2—a2) :0 (210)

Para obtener el campo magnético se sigue la ecuacion (2.2). Aplicando el rotacional a (2.9) e integrando
en el tiempo obtenemos el campo magnético B en términos de U:

B = — Lei(thoy—uwt) [de”:F Uikoo—l;} u (2.11)
w dz
Donde se ha escogido o > 0, es decir la propagacién en la direccién positiva del eje y. Cualquier constante
agregada debido a la integracién en el tiempo representaria la presencia de un campo magnetostatico, que
no se quiere introducir por ahora. El vector de Poynting se define como S = E x H, pero cuando se usa
la representacion compleja de las ondas electromagnéticas se debe reescribir como S = Re (E) x Re (H) =
1 (E4+ E*) x (H+ H*), dado que S ya no es lineal en los campos [26, pag. 397]. El vector de Poynting en
términos de U queda

. 0 d e j d : k
g - |:e2l(k00'y_Wt) <U2k00-j — ZUde) + (UU*]{?OO—j + U gz k) +

R dU - ) R dU* - 2
+ (00 koo — i Wk | 4 e2ithooy—on) (greag o5 4 QU RY | 02 (2.12)
dz dz dwp

Dénde se ha escogido o > 0 y empleado B = pH (u € R). Para obtener (2.9), (2.10) y (2.11]) se han hecho

las siguientes consideraciones:
1. Se trata de un medio estratificado.
2. El comportamiento de la luz es monocromatico.

3. Se suponen ondas planas y polarizadas TE.
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2.2.2. Ecuaciones para los campos con polarizacion TM

La ecuacion (2.6) es muy similar a la (2.5), H juega el papel de E y se intercambian uy €, entonces si
se supone que el medio esta estratificado en la direcciéon z y que H = H, (y, z)e” ! i (campo magnético

transverso), la ecuacion ([2.6|) se puede escribir asi [13]

(2.13)

dln% 0H, 0’H, N 0’H,
dz 0z Oy? 022 |
Suponiendo que una solucion particular se puede escribir como el producto de dos funciones H,(y, z) =

U(z) Y(y) v, donde v es una constante que contiene las unidades del campo magnético (A/m en el S.I.)
para permitir que U(z) y Y(y) sean adimensionales, lleva a

= kgn’H, + [

= —kio?, (2.14)

L@ dng L, 1eu1d
U dz dz 0 Udz2 y dy?

por lo tanto la solucion para Y es de la forma ) = [constante] e*™07Y, Ahora H se puede escribir

H = U (z)e!Fhooy=wt) § i (2.15)
donde U debe satisfacer la ecuacién
d2 d dln &
dTZ;{ - d—LZ{ ( d;°> +UkE(n? — 0% =0. (2.16)

Para obtener el campo eléctrico se toma la ecuacion (2.1)) sin corrientes eléctricas, aplicando el rotacional
a (2.15]) e integrando en el tiempo obtenemos el campo de desplazamiento D en términos de U

o du - -
D= éel(ikoﬂy*‘“t) {dz‘] T Z/likgak} V. (2.17)
Para medios lineales E = % y por lo tanto
. du ; -
E— ieZ(ikoay—wt) [dzj F L{ikgak} V. (2.18)

El vector de Poynting es S = Re (E) x Re (H) = ; (E+ E*) x (H+ H*) y por lo tanto

A . du - 2 du -
S = [e%(koay—wﬂ <u2koaj — iu(f:k> + (uu*koaj - iZ/{*uk) +

dz
o du* ~ . . du* - 2
+ (Llu*kgaj il k) + e~ 2ilkooy—wt) (u*2koaj + il k)] ig, (2.19)

donde se ha escogido o > 0 y considerado que € € R. Para obtener (2.15), (2.16)), (2.18)) y (2.19) se han
hecho las siguientes consideraciones:de la luz

1. Se trata de un medio estratificado
2. El comportamiento de la luz es monocromatico

3. Se suponen ondas planas y polarizadas TM.
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2.2.3. La constante o y la relaciéon de Snell generalizada

La fase de los campos eléctrico y magnético es una funcién lineal en y, es decir la razén de cambio
de la fase en la direccién y es constante. Para una onda plana propagandose en el espacio homogéneo la
fase es: kon(x cosa + ycos B + zcos ) — wt, donde los angulos a, B y 6 son los que hace el vector normal
a las superficies de fase constante con los respectivos ejes cartesianos. Se puede interpretar entonces a la
constante o, en la parte correspondiente a la fase de las ecuaciones (2.9), (2.11)), (2.15) y (2.18) como
o =ncos 3 =nsinf. La expresion anterior se reconoce como la ley de Snell|27).

2.2.4. Medio homogéneo
En el caso de un medio homogéneo (u y € constantes) las ecuaciones (2.10]) y (2.16) se reducen a la

ecuacion de Helmholtz. Como no hay estratificacién, dado que se trata de un medio homogéneo, no tiene
sentido hablar de la direccion de polarizacién de la luz en relacién a una superficie de discontinuidad
que no existe. Sin embargo, se puede definir el plano de incidencia como el plano yz, siendo asi, el caso
TE se refiere a que el vector del campo eléctrico esta en la direcciéon x, mientras que el magnético tiene
componentes en las otras direcciones y y z. Asi mismo, el caso TM se refiere a que el campo magnético
estéd en la direccion x y es el eléctrico el que tiene componentes en las direcciones y y z. A continuacién se
estudia la propagacién de ondas planas en un medio homogéneo, bajo el esquema TE, con una direccién
de propagacion +6 respecto del eje z.

Si n? — 02 > 0 y se quiere permitir la contra-propagacion de ondas en la direccion z, la solucion debe
ser de la forma

U:Aieik‘oz\/nQ_o'? _I_Are—ikozvn?_a? :Aieik‘onzcosﬁ_‘_ATe—ikonZCOS@’ (220)

donde A, y A, son constantes pero pudieran ser complejas. Se pueden interpretar los modulos de A, y
A, como las amplitudes de las ondas que van y vienen respectivamente. Dado que cos(f) = cos(—6), se
permiten soluciones que impliquen ambas direcciones de propagacion.

La derivada de la ecuacion ([2.20]) es

d - ~ .
(TZ _ ikon cos O (Aiezkgnzcosﬁ . Arefzkonzc050> (221)

Combinando ([2.20)) y (2.21)) se puede escribir la razén de los campos eléctricos, el reflejado y el transmitido,
como:

/Ife_ikonzcose _ 1Ukgn cos — % (2.22)

Agetkonzeos® iUkgn cos 6 + 92

El cociente anterior se puede relacionar con el coeficiente de reflexion si la contra-propagacion es resultado
de la reflexion de la luz sobre alguna interfase.

Si n? — 02 < 0 la solucién de la ecuacién de Helmholtz es exponencial y si n? — 02 = 0 la solucién es
una funcién constante (aunque de forma estricta también una funcion lineal es solucion).

Bajo el esquema TM se obtienen resultados equivalentes para U, pero éstos se relacionan directamente
con el campo magnético.

2

2.2.5. Ecuaciones de Fresnel en la representacion compleja de los campos

En esta seccién se elige la propagacion en la direccidon positiva del eje y, es decir ¢ > 0. Se supone
una onda plana electromagnética que atraviesa una interfase entre dos medios homogéneos, isotrépicos,
lineales, de indice de refraccion real n? = euc?. Sea el plano de la interfase el plano z-1.
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2.2.5.1. Coeficientes de transmision y reflexion TE

La figura [2.1] muestra el caso para la polarizacion del campo eléctrico perpendicular al plano de inci-
dencia (TE), el vector de campo eléctrico atraviesa el plano del papel.

Figure 2.1: El campo eléctrico perpendicular al plano de incidencia, polarizacién TE. Los vectores k
indican a la direccién de propagaciéon. El eje z apunta hacia la derecha, el y hacia arriba y el x entra a la
pagina.

La solucién general de para un medio homogéneo es . Las condiciones a la frontera para los
campos se deben cumplir sobre la interfase z = zg. Las componentes paralelas al plano de la interfase de los
campos E y H, descritos en las ecuaciones deben ser continuas. Si se suponen ondas que se contra-propagan
en un semiespacio (z < zg) y solo una onda que se transmite en el otro (z > zp):

A elkoZo\/’nl—U + A e_lkOZO V nl—a A elkOZOW (223)

S22 /2 _ 2 /2 _ 2
A nl U 7,]602’0\/’(),170'2 A nl o e*l’koZO\/n%70'2 _ A~t n2 g eik‘oZO\/n%fo'2 (2 24)
i _— = _— . .
H1 H2

K1

V)
Dividiendo la ultima ecuacion (2.24)) entre nﬁl 7~ suméandola a (2.23) se halla el coeficiente de transmi-

sién complejo ¢

/n2_o2
; Ayetkozoy/n3—o 2u2+/n3 — o2
1= = .
A zkozm/nlfa2 12 nZ — o2+ I n2 — g2
;€ 1 2
\/n3—o?
H2

(2.25)

Similarmente, dividiendo (2.24)) entre y restandosela a (2.23]) se halla el coeficiente de reflexion

complejo 7|

- 3
S N et i el
Aieikozo\/n%—cr? 14924 /nl — 0?2+ ,Ulw/nz — o2

(2.26)
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Si la raices presentes en 1) son reales se pueden sustituir \/n? — 02 = ny cosfy y \/n3 — 02 = ny cos ba,

donde 6 es el dngulo entre la direcciéon de propagacion y la normal a la interfase. Si ademaés se trata de
medios no magnéticos us = @1 = o, se llega a la conocida expresion

n1 cos 01 — ny cos Oy

r = (2.27)

n1 cos @1 + ng cos By’
que es una cantidad real. Se puede graficar a r como funciéon de 61, reescribiéndola mediante la ley de
Snell asi

nycosdp — n% — n% sin? 6,

= (2.28)

n1 cos 1 + \/n% — n% sin? 6,

Su grafica se muestra en la figura Si ny > ngo, habra ciertos valores de 6; que hagan imaginaria la
raiz cuadrada presente tanto en el numerador como en el denominador. En ese caso r seria una cantidad

compleja del tipo r = lei’ dénde a y b son ntmeros reales positivos, por lo tanto el médulo de r seria
unitario.
s /?N
A —
:N —0.2- é 10'
-0.4 ~ 0.8
~
= 8
el "o
¥ 5
2 -0.6- %5 0.6
[} —
= Q
Q <
<
o -0.84 2 041
= 5
Q .=
o Q
5 3=
"g -1.0 L 02-
© ° T T T T T T T T T T 1
0 20 40 60 80 100 0 10 20 30 40 50
angulo de incidencia 6, en grados angulo de incidencia 0, en grados

(a) (b)

Figura 2.2: El coeficiente de reflexion r para polarizacion TE y medios no magnéticos. (a) Reflexion
externa ng > nq, en particular n; = 1y ng = 1.5. (b) Reflexion interna n; > ng, en particular ny = 1.5 y
ne = 1. El angulo critico es de 41.8°, para angulos mayores r| es compleja.

Para incluir la r compleja en la gréafica se presentan el modulo y la fase por separado, como se muestra

en la ﬁgura En particular a = njcosf y b= \/‘n% —n? sin? 91‘ de tal modo que la fase del coeficiente
de reflexion 9, en el caso de reflexion total interna se puede escribir como

2 2 i 2
\/|n2—n151n 01‘
ny cos By '

0,1 = —2arctan
Similarmente con el coeficiente de transmision

2n1 cos 01

t, = .
n1 cos 1 + \/n% — n% sin? 6,
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La grafica de t| como funcién de 6; se muestra en la ﬁgura De las ecuaciones ([2.25)) y (2.26)) se puede
ver que se cumple t| —r; = 1.

E 0.57

« 107 = 0.0 oo : -0.0

o ~ \

9 £ 05

o 0.8 g,

= O wn -1.01

2 5 2 ~

[} 28 -1.51 —n=n -10/2

< 0.6 ,8 "g ..... n>n :

G ? = -2.01

1) S =

3 g O s

— 0.4+ S e

3 o) 3.0

= 8 e -7

5 0.2 -3.51

g0 :

E T T T T T 1 -4.0 T T T T T
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
angulo de incidencia 6, en grados angulo de incidencia 0, en grados

(2) (b)

Figura 2.3: (a) Modulo y (b) fase del coeficiente de reflexion r para polarizacion TE y medios no magnéticos.
Se presentan los dos casos no > ny y n1 > ng, los valores escogidos para los indices de refaccion son
n=1, 1.5.

— o

= N -

A A

3 0.8 < 2.01

m

= =E

= - =181

:5 0.6 :5

2 047 § 1.6

<

B £ i

Q (]

o 4 T 1.4-

o 02 P

S 007 g 129

o o

o T T T T T Y > T T T T T 1
0 20 40 60 80 100 0 10 20 30 40 50
angulo de incidencia 6, en grados angulo de incidencia 6, en grados

(2) (b)

Figura 2.4: Coeficiente de transmision ¢ para polarizacion TE y medios no magnéticos. (a) El caso ng > ny,
en particular ny = 1y ng = 1.5. (b) El caso n1 > ng, en particular ny = 1.5 y ng = 1.

2.2.5.2. Irradiancia y energia TE

El vector de Poynting representa la potencia por unidad de area que atraviesa una superficie normal
a ¢él. El promedio temporal de este flujo de energia, es la irradiancia I = (S -4),, donde a es un vector
unitario normal a dicha superficie. Si la superficie de interés es la de la interfase misma, de se
encuentra que la irradiancia es
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dU* dU\ u? dU [ u?
—i(- ) ZRe iU [ 2.2
! < vl v dz)w Re[zU v (Mﬂ, (2.29)

de manera que la parte real del producto de ([2.24]) por el conjugado de ([2.23)) esta relacionado con la
irradiancia a ambos lados de la interfase. Este producto es

292 ,_ o o o = S
Vvni—o° (AlAz* _Ai*Are—2zkoz0\/n%—a2 +A1Ar*e2zkozovnf—a2 _A’V‘AT‘*) — A, A, M (2‘30)

251 H2

Propagacién a ambos lados de la interfase Cuando \/n? — 02 y y/n3 — 02 son reales, a ambos
lados de la interfase hay ondas propagandose. Separando las partes real e imaginaria de (2.30)) lleva a las
siguientes dos ecuaciones

— A A" = == A4 (2.31)
H2n/ N7 — O
A A, ePRozo v mi=o? 7 A e~ ikozo/ni=a® — (2.32)

La ecuacion (2.31) representa el balance de la irradiancia a ambos lados de la interfase. Se define la
reflectividad como

RJ_: T i ZT’J_T’j_, (2.33)

toth, (2.34)

proporcional al promedio temporal del flujo de energia en la direccion k del lado derecho de la interfase
z > z9. Con estas definiciones se puede reescribir a ([2.31))

R, +T =1 (2.35)
y también a ([2.32))

=Ty (2.36)

La ecuacion ([2.35)) se puede interpretar como una ley de conservacion: el flujo de la energia incidente es
igual a la suma del reflejado y el transmitido. La ecuacién [2.36| no es un balance energético pero dice que
el coeficiente de reflexion r es real.

Propagacién solo a un lado de la interfase Cuando \/n3 — 02 es imaginaria solo se propagan ondas

del lado izquierdo de la interfase z < zg. La soluciéon de la ecuacion (2.10]) es una exponencial decreciente

U= Ateikoz v 02,n%.

La separacion de la ecuacion (2.30]) en parte real e imaginaria lleva al siguiente par de ecuaciones

R, =1, (2.37)
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2 2
Hiy/ N5 — O
Pl = et t (2.38)

La expresion (2.37)) dice que toda la energia que incide se refleja. La siguiente ecuacion, (2.38)), relaciona
la parte imaginaria del coeficiente de reflexién r con lo que se habia reconocido como la transmitancia, en
el caso de propagacién a ambos lados.

2.2.5.3. Coeficientes de transmision y reflexion TM

ny

E,

Figura 2.5: El campo eléctrico perpendicular al plano de incidencia, polarizacion TE. Los vectores k
indican a la direccién de propagacion. El eje z apunta hacia la derecha, el y hacia arriba y el x entra a la
pagina.

El caso de la polarizacion TM, el campo magnético perpendicular al plano de incidencia, se muestra en
la figura Como se puede interpretar de la ecuacién , si se trata de polarizacién TM, es el campo
magnético el que se puede escribir como un producto de tres partes, la que depende del tiempo, y las que
dependen de las coordenada y y z. La ecuacion diferencial que obedece U, la parte del campo magnético
que depende de z, es nuevamente la ecuacién de Helmholtz

AU
i + Uk (n* — %) =0, (2.39)
para un medio homogéneo. La solucion general de (2.39)) es
U = AgethorvVn®=0% o J o=ikozvn?=o? (2.40)

Insertando (2.40]) en (2.18]) se tiene que el campo eléctrico en la region donde hay contrapropagacion es

Ei,q = t(kooy—wt) [(—\/qﬁj + O‘l%) Aieikozm_i_
N N L
weél
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donde el primer término de la suma representa el campo eléctrico de la onda que viaja a la derecha y el
segundo al de la onda que viaja a la izquierda, ésto es lo que sucede del lado izquierdo de la interfase
reflejante, del lado que incide la luz. Solo hay una onda que viaja a la derecha (sin contra-propagacion)
entonces se puede escribir

Eger = ¢! (0000 <_\/7ﬁj + 01A<> Ateikozmﬂ.

Wwe

Para encontrar el coeficiente de reflexion se quiere escribir el cociente del campo eléctrico de la onda
reflejada, que viaja a la izquierda, entre el de la onda incidente, que viaja a la derecha, pero estos dos
campos son cantidades vectoriales que no necesariamente apuntan en la misma direccién. Si, para escribir
ese cociente, se toman las componentes en la direcciéon del eje y o las componentes en la direccion del eje
z, se llega a resultados que difieren en el signo. Se define entonces el coeficiente de reflexién como

A efikozo n?—o?
r

de modo que corresponda al cociente de los campos magnéticos asociados a las ondas que se contra-
propagan, pero ésto no es mas que una convencion. De hecho, si se hubiera elegido la otra opcion (con
signo “menos”) tendria la ventaja de que, en el caso de incidencia normal, r y rserfan coincidentes. En
cambio, para la razén de las magnitudes de los campos eléctricos asociados a la onda que incide y a la que
se transmite no hoy ambigiiedad y es

. T3

. e1ng Agetkozo/na—a

I ~ /2 2’
EgnlAie’kon n—o

que es un multiplo de la razén de los campos magnéticos (H) asociados a esas ondas. Las condiciones a
la frontera para los campos se deben cumplir sobre la interfase z = 2, las componentes paralelas al plano
de la interfase de los campos E y H deben ser continuas. Si se suponen ondas que se contrapropagan en
un semiespacio (z < zp) y solo una onda que se transmite en el otro (z > zp):

ILLeikozm/nffcr2 +Are*ik020\/”%*02 :Ateikozm/ngfoa (242)

Aii\/”%—ﬂ oikozon/nf—o? _ &@e—mozm/n%—a? — Ativng—‘ﬂ gikoz0y/n3—0? (2.43)

€1 &1 €2

De las dos expresiones anteriores se infiere

2 2 _ 42
) = S AAL St (2.44)

b
gani\/n? — 02 + e1ny/ns — o2

gay/n? — 02 —e14/n3 — 02 (2.45)
52\/n%—02+51\/n§—a2' .

Si al menos la raiz \/n% — 02 es real y se trata de medios no magnéticos se puede reescribir lo anterior

"=

n3 cosf1 — niy/n3 —n?sin® 6,
TH = . (2.46)

2 2 2 412
n5cos 1 + niy/n5 — nisin® 6y
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Como en el caso de la polarizacion TE, si n; > no habra ciertos valores de 61 que hagan imaginaria la raiz
cuadrada presente en la ecuacion ([2.46)), cuando ésto sucede r vuelve a ser una cantidad compleja del tipo
Z;Zi y por lo tanto el médulo de r es unitario. Ademas existe un valor de ¢y que anula a r, el llamado

angulo de Brewster 0. En la figura [2.6] se muestra la grafica del coeficiente de reflexiéon en funciéon de 6.

:—‘ 0.4 :N

A A_ 1.0

< 0.2 <

=y = 081

0.0
~ 1 ~
0.6

5 -021 5

% 1 ¥

= -0.4- 2 044

B 2

_8 -0.64 % 0.2

2 ] 2

5 08 5 o0

2 101 =

g 2 -0.21

© '1 2 T T T T T T T T T T 1 © T T T T T T T T T T 1
0 20 40 60 80 100 0 10 20 30 40 50
angulo de incidencia 6, en grados angulo de incidencia 6, en grados

(a) (b)

Figura 2.6: El coeficiente de reflexion r para polarizacion TM y medios no magnéticos. El simbolo 6p
representa al angulo de Brewster. (a) Reflexion externa ng > mi, en particular n; = 1y ng = 1.5. (b)
Reflexion interna ny > neo, en particular ny = 1.5 y ne = 1. El angulo critico también es de 41.8°, para
angulos mayores r| es compleja.

; 0.5
E 1.2'. E 0.0
~
~
rg 1.0 S 05 ——n>n,
] = 1 e n>n
é}) 0.8' g % _].0_ 1 2
5} =
— 1 |5) g
4 0.6 o B -1.5-
o < g
g ] < g 20
S 0.4 g 520
8 ] = 25
T 02 |
=1 Q
,% 1 2 304
9 0.0+ “
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

angulo de incidencia 0, en grados angulo de incidencia 6, en grados

(a) (b)

Figura 2.7: (a) Modulo y (b) fase del coeficiente de reflexion r para polarizacion TM y medios no mag-
néticos. Se presentan los dos casos ne > ny y ny > ng, los valores escogidos para los indices de refaccion
sonn =1, 1.5.
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Cuando el coeficiente de reflexiéon no es puramente real, se puede escribir su fase como

nl\/‘ng — n% sin? 91|

n3 cos b

0y = —2arctan

Para incluir la r compleja se grafican su modulo y su fase en la figura 2.7} El angulo de Brewster es aquél
para el que la reflectividad se anula, se aprecia como una “muesca” en ambas graficas de la figura (a).
El coeficiente de transmisién para polarizacion TM y medios no magnéticos se muestra en la figura y
es

2n1ng cos 61

n3 cos 01 + ni4/n3 — n?sin? 6,

De las ecuaciones li y 1) se puede ver que se cumple %tl\ —r =1

b =

— S
< A 3.27
/\ —
< 0.8 =
> 2 28
- 06- =

NS) i
:§ % 24
wn
E 04-
& g 201
s E
3 3
3 024 o 16-
2 s
5 ‘3
2 0.0- 5 1.2
§ T T T T T 1 8 T T T T T T T T T T 1
0 20 40 60 80 100 0 02 30 40 50
angulo de incidencia 6, en grados angulo de incidencia, en grados

(a) (b)

Figura 2.8: Coeficiente de transmision ¢ para polarizacion TM y medios no magnéticos. (a) El caso ng > nq,
en particular n; = 1y na = 1.5. (b) El caso ny > ng, en particular n; = 1.5 y ng = 1.

2.2.5.4. Irradiancia y energia TM

La irradiancia sobre la interfase es I = (S - &),, donde &es un vector unitario normal a la interfase. De
la ecuacion (2.19)) se deduce que

* 2 * 2
I:i<udu —u*du> Y _Re [z'udu (V )} (2.47)

dz dz ) dwe dz \ 2we

de manera que la parte real del producto de (2.43) por el conjugado de ([2.42)) esta relacionado con la
irradiancia a ambos lados de la interfase. El producto de (2.43) por el conjugado de (2.42)) es

) 3 o o o /> )
vng—o° (AiAi* . Ai*Are—QZkozo\/an—az + AiAT*e%kozovn%—UQ _ A’r’Ar*) — AtAt*u. (2.48)

1 £2
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Propagacién a ambos lados de la interfase Cuando \/n? — o2 y \/n3 — o2 son reales, a ambos
lados de la interfase hay ondas propagandose. Separando las partes real e imaginaria de (2.30)) lleva a las
siguientes dos ecuaciones

- A A = —==AA (2.49)
Ea\/MN7 — O
A A, ePkozovmi=o? 7 A e ikoso/ni=a® — (2.50)

Similarmente al caso de polarizacion TE, la ecuacion (2.49) representa el balance de la irradiancia a ambos
lados de la interfase. La reflectividad es

A A"
R” ~ = = 7‘”7"“, (251)
A A

proporcional al promedio temporal del flujo de energia en la direccion —k y la transmitancia es

< =%
T - e1\/n3 — o2 A Ay _ ean3\/ni — 02th _ pay/ni — Uzt”t* (2.52)
eo\/n2 — o2 L, A" en2\/n? — I n? —o?

proporcional al promedio temporal del flujo de energia en la direccién k del lado derecho de la interfase

z > zp. Se puede reescribir a (2.49)

R” + T|| =1 (2.53)
y también a (12.50)

Tﬁ( = TH (2.54)

La ecuacion (2.53) se puede interpretar como una ley de conservacion: el flujo de la energia incidente es
igual a la suma del reflejado y el transmitido. Aunque la ecuaciéon (2.54)) no es un balance energético, dice
que el coeficiente de reflexion r es real.

Propagacion solo a un lado de la interfase Cuando \/n3 — 02 es imaginaria solo se propagan ondas
del lado izquierdo de la interfase z < zp. La solucion de la ecuacion ([2.39)) es una exponencial decreciente

U = Ao/,

La separacion de la ecuacion (2.48)) en parte real e imaginaria lleva al siguiente par de ecuaciones

R =1, (2.55)

Hiyng — 97 \Wt“t* (2.56)
112 /n% —o2

La ecuacion (2.55)) expresa que toda la energia que incide se refleja. La siguiente ecuacion, ([2.56)), relaciona
la parte imaginaria del coeficiente de reflexién r con lo que se habia reconocido como la transmitancia, en
el caso de propagacién a ambos lados.

* _
=T =
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2.2.5.5. Balance energético en general

fon2 _ 2
n; U2 tt*}, se puede
—0o

Para medios no magnéticos, si se re-define la transmitancia como 7' = Re [\/7
n1

escribir R+ 7T = 1 para todos los casos, ya sea la cantidad y/n3 — 02 real o imaginaria y para polarizacion
TE o TM. Las graficas de las reflectividades y transmitancias se muestran en la figura [2.9

1.0 1.0-
= 0.8 E 0.8
5 S
= ]
0.6 = 0.6
g =
= =
?3 0.4+ 5 0.4
5 =
Q
& 0.2 2 021
0.0- 0.04
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
angulo de incidencia 0, en grados angulo de incidencia 6, en grados
(a) (b)
1.0 1.0
= 2 o5
~ &~
< 4 8 i
£ 06 g 06
5 g
E 044 g 041
2 &
5 g
= 0.2 = 0.2
0.0 0.0-
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
angulo de incidencia 6, en grados angulo de incidencia 6, en grados

(c) (d)

Figura 2.9: Reflectividad y transmitancia para medios no magnéticos, los valores escogidos para los indices
de refraccion son n = 1, 1.5. (a) R para polarizacion TE, (b) R para TM, (c) T para TE y (d) T para
TM.

Los casos de reflexion interna y externa tienen semejanzas. En cada cuadro de la figura la linea
segmentada resulta ser una versién a escala, en la direccién horizontal, de la linea sélida. Lo anterior es
consecuencia de que, excepto en el caso de la reflexion total interna, T' y R no varian si intercambiamos
n1 por ng y 0 por 6s.

Para luz con combinacién de ambas polarizaciones, la reflectividad y la transmitancia totales se calculan
como el promedio de los dos casos Ly |.



CAPITULO 2. MARCO TEORICO PREVIO 27

2.2.6. Meétodo de las matrices de transferencia

Hasta aqui, pareciera que resolviendo simplemente las ecuaciones y sujetas a las condicio-
nes a la frontera apropiadas, se pueden conocer los campos eléctrico y magnético en todo el espacio. Sin
embargo, son solo algunos perfiles n(z) los que permiten una solucion analitica simple. Las aproximaciones
son tutiles cuando n varia de forma abrupta o muy suave, para los casos intermedios generalmente no es asi.
Ademas, para resolver las citadas ecuaciones hay que introducir condiciones a la frontera complejas, que no
tienen una interpretacion fisica clara en la electrodindmica clésica. Se usa la representacion compleja de las
ondas pues es mas simple su manejo y el médulo del campo complejo vUU* esté relacionado directamente
con la cantidad fisica que se suele medir, la intensidad 6ptica, pero no se debe olvidar que E y B son
campos reales. Atn si los cambios en n(z) son abruptos y existen soluciones analiticas, en particular para
el caso de una sucesiéon de varias capas homogéneas, resolver las ecuaciones puede hacerse muy complicado.
En 1950 Florin Abeles public6é un trabajo proponiendo un método matricial que facilita obtener soluciones
para estas multicapas [14]. El método de Abeles ha sido muy socorrido a partir de su publicacion, se le
suele llamar también el método de las matrices de transferencia. Este método, permite tender a cero el
grosor de estas capas homogéneas obteniéndose soluciones aproximadas para perfiles continuos del indice
de refraccion.

Por otro lado, los métodos numéricos se han vuelto rutinarios y de uso extensivo desde del ultimo cuarto
del siglo XX, principalmente debido al desarrollo en la tecnologia de las computadoras y que cada vez es
més facil acceder a ellas. Con métodos numeéricos e introduciendo condiciones a la frontera convenientes,
aunque sean complejas, las ecuaciones y (2.18) no son dificiles de resolver. Sin embargo las soluciones
numéricas, si bien pueden ser muy buenas, nunca son exactas, tampoco permiten deducir y demostrar
comportamientos generales tan claramente como las soluciones analiticas. Para usar el método de las
matrices con variaciones graduales de n(z) se suelen hacer aproximaciones mediante series de potencias
en ko o su inverso [I4] [15]. Mas adelante, en los capitulos siguientes, se expondra que no necesariamente
es éste el método mas apropiado si se quieren obtener soluciones numéricas con alto grado de precision,
en particular si no se quieren hacer aproximaciones previas relacionadas con lo abrupto o suave de los
cambios en el indice de refraccion.

A continuacioén se describe de forma resumida el método de las matrices. Para polarizacion TE, primero
se propone una funcion V(z) = 0 dU

wwp dz
ecuaciones diferenciales lineales de primer orden

que permite escribir la ecuacién ([2.10)) como un sistema de dos

dU dVv ik 2 _ g2

v ikoﬁV y — = ikopo(n” — 07) )U, (2.57)

dz 140 dz n

donde V' debe resolver la siguiente ecuaciéon diferencial de segundo orden
2_0.2
2y av (4 (5
_ N\ HRe ] VEk2(n2 = o2) = 0. 2.58

dz2 dz dz +Vky(n” — o) ( )

Este sistema parece volver al esquema de las ecuaciones de Maxwell y , un sistema de
dos ecuaciones acopladas de primer orden en vez de un par de ecuaciones desacopladas de segundo orden
y , pero ahora ya no son derivadas parciales porque la tinica variable independiente que queda
es z. Tanto U como V deben satisfacer ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden asi que se pueden
expresar como una combinacion lineal de dos soluciones particulares U;(z), Ua(z) y Vi(z), Va(z). Al estar
acopladas las soluciones por el sistema , se deben cumplir

ViU, —UVoa=0 y UVHy—V/Us =0,
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donde la prima se usa para indicar la derivada. Lo anterior implica que % (Uh1Vy—UsV1) = 0y esta
relaciéon implica a su vez un determinante constante

Ur 1
Uy Vs

= constante.

Las condiciones a la frontera convenientes para este conjunto de soluciones particulares son

U1(0) =V2(0) =0 y Uz(0) =V1(0) = 1. (2.59)

Asi, las soluciones U y V' se pueden dar en términos de esa base: U(z) = UgUs + VU1 y V(z) =
UpVa + VpVi, donde Uy y Vp son constantes y se refieren al valor de U y V' cuando z = 0, es decir ya
son las condiciones a la frontera correspondientes al caso fisico que se quiere describir. Pero lo anterior
también se puede escribir més elegantemente en forma matricial:

<‘[i§3):<%%>(%> (2.60)

< L‘% > N ( —V11/2 _UU21 > < xU/Ezi ) (2.61)

Donde el determinante de las dos matrices formadas por Uy, Us, V7 vy V5 es constante e igual a la unidad,
es decir que las matrices son unitarias,

Uy Uy
Voo Vi

o equivalentemente

=1

Wi =
| Ve Us

; (2.62)

ésto se ve claramente evaluando el determinante en z = 0. La ecuacion (2.61) toma a las funciones U y V
desde alguna z, por ejemplo z = z1, y entrega los valores de estas funciones en z = 0.

Y

A

n, n,

Luz incidente
—_—

Luz transmitida
_—»

Luz reflejada
4—

| | >z
Zy Zy

Figura 2.10: Medio estratificado en 0 < z < 2.
Si el medio estratificado esta comprendido en ese intervalo 0 < z < 21, como se muestra en la figura

2.10} la matriz M (z) = ( V‘l/ _UUl
-V 2

) contiene toda la informacién de como acttua el medio sobre los
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campos, se puede decir entonces que la matriz M es caracteristica del medio. Si el medio estratificado
consiste de m capas, la matriz caracteristica es el producto de las matrices correspondientes a cada capa

M = HMZ(Z’L - Zi—l)‘ (263)

Para encontrar los coeficientes de reflexién y transmisién para polarizaciéon TE con el formalismo de
las matrices, se consideran un par de ondas contrapropagantes en el medio homogéneo a la izquierda de
z =0, que es donde esta la frontera del medio estratificado:

Uy = Aieikoz\/nffa2 + Arefikgz\/nffoa (264)

Vo = v (Aieikozv"?ﬂ’z — Aemihozy "?*02) , (2.65)

i/ Ho

doénde, como en las secciones anteriores, Az y A, son amplitudes constantes que pudieran ser complejas,
A; es la amplitud de la onda incidente y A, la de la reflejada. Ademas, n; y j; son el indice de refraccion y
la permeabilidad magnética del semiespacio a la izquierda del medio estratificado. A la derecha de z = z;
solo se considera una onda plana propagandose en la direccién que se aleja del medio estratificado

U, = AgetkorvVni=o®, (2.66)

2_ 52
Ly WS (2.67)
11t/ o
Debido a que las componentes tangenciales de los campos eléctrico E y magnético H deben ser continuas

en las interfases, las ecuaciones (2.60) y (2.61) relacionan a ( ‘U/.O ) con ( ‘U/Z ) en las fronteras. Los
0 z

coeficientes de reflexion y transmision quedan asi

T (v

A *“'“0'20\/”2*”2 Wi/ to e/ po ) 1t/ po (2.68)
TJ_ — 9 .
’LkOZO\/n —o? \/n?—Uz Vi — \/nffaQU 1 \/nffchU Vv
143 / 1o 1 /o L pi/po 2T V2
L o Y n2—o2
P el 2 /i . (2.69)
A; eikozoy/ni—o? w/r%?—a2 Vi — \/n2—o? U \/ﬁ V
wi/po wt/ o e/ po

El subindice L indica polarizacién TE, los elementos de matriz Uy, Us, Vi y Va deben estar evaluados en
z = z1. Estos coeficientes complejos solo dependen de los elementos de la matriz caracteristica del medio
estratificado M y de las constantes 6pticas de los dos semiespacios que limitan ese medio, ya no dependen
de los campos electromagnéticos incidentes o transmitidos. Lo anterior es una de las principales virtudes
del método de las matrices. Se debe hacer notar que el coeficiente de transmisiéon complejo se define en
como la razon de los campos transmitido e incidente, evaluados en las fronteras posterior y anterior
respectivamente. Esto resulta conveniente cuando las fronteras del medio estratificado son superficies planas
bien localizadas, pero es una definiciéon desafortunada cuando no hay fronteras claras. La reflectividad y la
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transmitancia son las cantidades que se pueden medir experimentalmente, en términos de los coeficientes

de reflexion y transmisiéon son
2 2
/Ny — o
T, = Mt I

120 n?—02
*
Ry =r)r].

Para la polarizacion TM, debido a las condiciones a la frontera que deben cumplir los campos en
las interfases, se pueden escribir los coeficientes de reflexiéon y transmision de manera similar. La matriz
Vi U
-V Us

caracteristica de medio es: M(z1) = (

> , donde las U’s resuelven la ecuacion (2.16|) y las V’s

se definen como V = zliga %, que a su vez resuelven la ecuacion
> dln (2222
d=y dy ( €/eo ) 2, 9 2
_ 7 >/ k — =0. 2.7
R L +Vki(n®—0°) =0 (2.70)
Para U(z) y V(z) se satisface el sistema
- 2 9
W _ sy y Wtk —o),, (271)
dz €0 dz €

Las condiciones a la frontera canoénicas son U;(0) = V2(0) = 0 y U2(0) = V1(0) = 1. Se vuelven a
considerar una onda incidente, una reflejada y una transmitida

o I , n;cosl; [~ oo S5 ikon, ;
Z/IO :Aielkgnzzcos& +A7~e ikgon;z cos 0; y VO _ ;/8 % (Aiezkonlzcosez —.Are zkgmzcosn91>’
1/ <0
_ A .ikon¢zcosO¢ g COS et ikongz CosOt
U, = Ase y YV 27 e
= =
e1/€0

Pero ahora las U’s son el factor del campo magnético H que depende de z, como indica la ecuacion ([2.15]).

Aplicando la ecuacién matricial
Uy \ Vi U U,
(%)= (5 ) (%) e

se llega a los siguientes coeficientes de reflexiéon y transmision:

) ()

n

Are—ikozo\/n?—UZ €i/eo et/eo et/eo
T = = , (2.73)
Aiezkozo\/ni —o2 \/n2—o? \/nZ2—o2 U \/n%—a2u V.
61/50 Vi - Cetfeo eifeg 2T V2
R
. NeE; “Ztteikozl\/nffia2 2 ETZZ/EOJ (2 74)
1™ nier 1 ikoroy/m?—o2  \JnZ—o2 e 2 ’ '
i€t A.ntkozon/ni—o ni—o n?—o2 \/m
Aqe =750 <V1 — Ett/go U1> + < Ett/so Uy — V2>

donde el subindice || indica polarizacion TM. En términos de los coeficientes de reflexion y transmision, la
reflectividad y la transmitancia quedan
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2 2
) pin/ni —o
Ri=rirj=|n* v Ty=""2—=y[".

[ AVALS —o?

En cualquiera de las dos polarizaciones se cumple R + T = 1 s6lo si n(z) y p(z) son reales y ademas el
angulo de incidencia es igual o menor al critico. Cabe mencionar que en la literatura [I3, pg.60 (en el pié de
pagina)| se afirma que la constancia del determinante de la matriz caracteristica implica la conservacion de
la energia, sin embargo el determinante sigue siendo constante aunque el indice de refracciéon sea complejo.
Un indice de refraccion complejo se asocia a un medio en el que parte de la energia de la onda se absorbe
[28, Cap. 7].

2.2.6.1. Aproximaciones relacionadas con el tamano de kg

Longitudes de onda grandes o variaciéon abrupta de las propiedades 6pticas Se pueden proponer
soluciones a las ecuaciones y en series de potencias de ko para cuando la variacion de n(z)
y/o p(z) es grande comparada con la longitud de onda A = % [13-15]. A continuaciéon se muestra el
procedimiento para desarrollar las series con la polarizaciéon TE. La ecuacién se reescribe

d (—UI“O) 2 2

12 2 n- —o
—— + Uk —)=0. 2.75
dz 0#0( 7 ) ( )

Se propone la siguiente soluciéon en series de kg para U

U= fo+ fiki + fokg + ...

Donde las f’s son funciones de z. Igualando coeficientes del mismo grado en kg se concluye que fy =

[ ndz + Cy donde Cpy y Cy son constantes. Para obtener los otros coeficientes se integra la ecuacion

(2.75) dos veces

s e
U:—kg/u /”M"Udz dz. (2.76)

Se comparan términos del mismo grado en kg y se obtiene la siguiente relaciéon de recurrencia

2 g -
fi+1:—/u /M fidz| dz.

Para poder construir la matriz caracteristica se deben encontrar dos soluciones particulares Uy y Us sujetas
a las siguientes condiciones a la frontera: Uy (0) = U,(0) = 0, U(0) = 1y Uj(0) = ikopu/po. Si se propone
fo=1paraUsy fo =iko foz (1/po)dz para Uy y las integrales en las relaciones de recurrencia se definen de
0 a z, se cumplen dichas condiciones a la frontera. La matriz caracteristica del medio se puede aproximar al
orden en kg que sea conveniente. Para polarizacion TM el procedimiento es casi idéntico, solo se substituyen
permeabilidades p por permitividades ¢.

Longitudes de onda pequenas o variaciéon gradual de las propiedades 6pticas Si la variacion
de n(z) y p(z) es suave comparada con la longitud de onda convendria una serie de potencias en el
inverso de kg, pero el procedimiento anterior no arroja solucién més alla de la trivial cuando se propone
U= fo+ fikg? + fokg* + ...

Para el caso en que la variacion de n(z) y p(z) es suave comparada con la longitud de onda, se puede
seguir otra ruta para encontrar un desarrollo en series del inverso de kgy. El tratamiento es equivalente a
la llamada aproximacion JWKB [14] [16], 29, [30]. Para polarizacion TE, primero se propone un cambio de
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variable U (z) = e Jhudz ¢ se inserta en 1} quedando una ecuacién diferencial de primer orden, una
ecuacion de Riccati

/
p " h' = 0. (2.77)
Se propone la siguiente serie para h: h(z) = ho + hlko_l + hgko_2 + ...y se inserta en . Igualando los
términos del mismo grado en kg se obtienen las siguientes relaciones para los tres primeros coeficientes:
ho = £Y02=a p — o g 3hg + hot' N9 Bgta suma de términos en potencias de k-1 para h
0 w0 LT 2uhg T2 T 8R3u2 T ARZE3 T anZu? p o P

se traduce en una sucesion de factores para U, cada vez mas parecidos a la unidad. A orden uno la soluciéon
general para U se presenta asi

1
U(Z) _ <h0(zhoz 0)) 2 (Caeik‘o [ Vn?—o2dz + Cbe—iko f\/nz—Ude) )

Sujetando la expresion anterior a las condiciones a la frontera convenientes para construir la matriz carac-
teristica quedan
1
2 Zf
1 o ..
U= — ! isin | ko | Vn? —o2dz |,
Mo 2 _ 2 2 _ 2
ny—o*\/n; —o p
1

2 2 2 Zf
ppy/n: —o
Up= [ Y| cos ko/\/?’LQ—O'QdZ ,
piy /0% — o 4
1
Mz‘\/nfc—ﬂ ’ g
Vi=|—————] cos kg/\/n2—02dz ,
ppy/n? — o2 9
1
2 /o2 _2\°7 zf

2
Vo = o : isin k‘o/\/ n? —o2dz | . (2.78)

0

Estas tltimas soluciones corresponden a tomar hasta el primer orden en la aproximacion WKB. La pelicula
que representa esta matriz no tiene reflectividad por si misma, la reflexion solo se daria en las fronteras de
la pelicula con los medios circundantes, si hay discontinuidad en el indice de refracciéon alli. Eso se puede
demostrar substituyendo los resultados anteriores en , si se hacen coincidir los indices de refraccion
inicial y final de la pelicula con los de los medios que la limitan, la reflectividad se anula.

Para obtener los elementos de matriz en el caso de la polarizacién TM se sigue un procedimiento muy
similar, el cambio de variable que se propone es U = ko / hedz " e] resultado final es muy parecido, solo se

intercambian los papeles de p y €.

2.2.6.2. Ventajas y desventajas del método de las matrices

La principal virtud del método de las matrices, es el poder escribir los coeficientes de reflexion y trans-
mision en términos de los elementos de la matriz caracteristica del medio estratificado y las constantes
opticas de los medios que lo limitan. Esto para una determinada frecuencia y dngulo de la luz incidente
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pero de manera independiente a la intensidad y fase de los campos electromagnéticos. Este método tam-
bién permite describir medios estratificados muy complicados y su comportamiento éptico, simplemente
multiplicando las matrices caracteristicas de los medios més simples que lo componen. En particular, si se
trata de una sucesiéon de capas homogéneas, quiza lo més ttil es describirlo con una matriz caracteristica.

Sin embargo, si el perfil n(z) es gradual y la intencién es resolver de forma directa y exacta la ecuacion
, con las condiciones a la frontera del problema particular, el método de las matrices puede resultar
engorroso. Habria que resolver dos ecuaciones diferenciales para obtener U y V', parte real e imaginaria,
haciéndolo dos veces para cada una e imponiendo las condiciones a la frontera adecuadas para obtener los
elementos de matriz Uy, Vi, Us y Va, que son también complejos. Una vez asi obtenidos los elementos de
matriz, los coeficientes de reflexiéon y transmisiéon quedan definidos. Por otro lado, las matrices acotan al
medio que describen, ese medio debe empezar en alguna z; y terminar en otra zy, si el medio inhomogéneo
de interés se extiende a lo largo de todo el eje z no parece conveniente tratar de describirlo con una matriz.

2.2.6.3. Multicapas homogéneas y los polinomios de Chebyshev

Una gran ventaja del método de las matrices de transferencia es que se describe de manera muy simple
la propagacién de la luz a través de multicapas periodicas, si ellas consisten de muchas peliculas delgadas

homogéneas. Si tenemos una matriz
mi1 M
M = 2,
ma1  M22

segin la teorfa de matrices, el producto de N de estas matrices M es

[ muUn (a) = Un—2 (a) m12Un_1 (a)
MN - < mo1 Un—_1 (a) mooUpn_1 (a) —Upn_o (a) ) ’ (279)

donde a = % (m11 + ma2) y Un son los polinomios de Chebyshev de segundo tipo

sin [(N + 1) arc cos al
1 —a?

Uy (a) =

Si esta matriz M describe un periodo de una multicapa periédica de N periodos, debido a la expresion
(2.63) se puede decir que M” describe a la muticapa completa. La matriz TE caracteristica My de una
pelicula delgada homogénea de grosor Az es

————gsin (k:o vVn? — 02Az> mag = Us = cos (k:o vVn? — 0'2A2> ,

mip = —Up =

Movn2 —o?

N/ )
mi1 = V] = cos <k0\/ n? — O'QAZ> , Mol = —Vo = —%i sin (kox/ n? — O'QAZ) , (2.80)

como se puede deducir de (2.78), si se considera al indice de refraccion constante y n; = ny, u; = py. Para
la matriz de una pelicula delgada homogéna en el la polarizacion TM soélo se requiere hacer las siguientes

substituciones
i € povn? — o  govn? — o?
iV 0% eVt —of f - e
Si se quiere representar una capa estratificada constituida de dos peliculas delgadas, homogéneas, de
distinto indice de refraccién, permeabilidad magnética y grosor, se multiplican dos matrices similares a
. Los elementos de matriz son ahora

mi1 = cos 31 cos By — P2 sin B1 sin B9, mi2 = —— cos 31 sin By — — sin B cos Ps,
b1 p2 y4i
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™Mol = —ipq sin 81 cos Bo — ipo sin Bs cos B1, Moy = cos B cos By — P sin (1 sin Ba, (2.81)
b2

2

n2—o2 \/nZ—o2 . .,
donde B = ko\/n? — 02Az1, By = ko\/n3 — 02Azy, p1 = BVITT v po = “OT;. Para polarizacion

M1
TM se sustituye
/2 2 /2 2
o/ Ny — O o/ Ny — O
]01_>(]1:€71 y P2_>92:672‘
1 2

Segun el resultado (2.79)), con esta pareja de peliculas homogéneas podemos conformar un periodo y
repetirlo N veces, obteniéndose [13, [31]:

M = <cos B1 cos Bo — 1% sin (81 sin Bg) Un-1(a) —Un_2(a),

Mg = (—Z cos 31 sin B3 — - sin 31 cos ﬁg) Un_1(a),
b2 p1
Moy = (—ipy sin By cos o — ipa cos By sin f2) Un—_1 (a),

Moy = <cos B1 cos Bg — 1% sin 81 sin Bg) Un-1(a) —Un_2(a),

— _1({p P2 ) qi i
donde a = cos 31 cos B2 — 5 <p2 + p1> sin 37 sin Bo.
En particular para medios no magnéticos, incidencia normal y grosores de “cuarto de onda”, 81 = By =

5, p1 = n1y p2 = ng los elementos de matriz se pueden escribir de manera muy simple. En este caso la

_n2 0
M- )
no

matriz para un solo periodo ([2.81]) es

y para N periodos

(_mn2) _ _m ni (_mng ne (_m
m(oq) —m(-m) _a(n) +u(R)
(_n2 _m ni (_m2) _m(_m
(=) ene(-m) 2R -2(R)
donde para obtener el cociente de la derecha se ha dividido el numerador y el denominador entre n;. Ahora

se puede reescribir al coeficiente de reflexiéon de la multicapa en términos de los coeficientes individuales

rqp de cada interfase entre los medios a y b ya que que Z—‘; = };:’;“
a

N N—-1
1—'!’17; _ 1—7’12 + 1—1”2,5 _ 1—7“21
14714 14712 14+ro 14721
1—ry [ 1-712 N o l-roy [ 1=12 N-1
147y 14712 14rot 14723

La forma en que se ha escrito al coeficiente de reflexién permite ver cuantas veces se ha repetido cada tipo

. . . . 1—
de interfase en la multicapa al observar la potencia a la que se eleva cada cociente Z—Z 0 ﬁ
a

(2.82)
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2.4 7 nnonmnmnnaumnoimn
20 T

1.6

1.2

indice de refraccion

0.8 T T T T T T T T T T T T 1
-2 -1 0 1 2 3 4
z en longitudes de onda

Figura 2.11: Perfil n(z) tipico de un espejo dieléctrico de multicapas, un “Distributed Bragg Reflector”
(DBR) .

Son comunes en la fabricacién de espejos dieléctricos las multicapas que comienzan y terminan con
el mismo material, con un perfil parecido al que indica la figura [2.11] Para representar un perfil asi, se
requiere multiplicar la matriz que corresponde a los IV periodos por una tltima matriz de pelicula delgada
homogénea

1
Mi = [cos 231 cos Bg — B (]ZZ + i;) sin 231 sin 52} Un—1(a) — (cos 1) Un—_2(a),

. ) 2 .
Mo = [—Z sin 231 cos By + <p2 SH; Gl _ s 'Bl) isin 52] Un_1(a)+ (l sin 51> Un—2(a),
b1 p1 D2 p1

2
Mgy = [—ipl sin 231 cos B2 + isin Py <§; sin? 81 — pa cos® 51)] Un—1(a) + (ip1sin 1) Un—2 (a),

Moy = {cos 231 cos By — % <Z + 2) sin 231 sin ,6’2] Un-1(a) — (cos 1) Un—_2(a), (2.83)

Los cocientes % y g—f que forman parte de estos elementos de matriz también se pueden reescribir en

términos de los coeficientes de reflexion asociados a la interfase entre los medios 1 y 2 ( los que define la
ecuacion ([2.26))

_ pr—p2  p2  1—ri12
= 5 =TT
ptpe P 1+rie
pp—p1_ P l—ri;
petpr P 1+ri;
Nuevamente, para polarizaciéon TM solo se substituyen p1 — ¢1 y p2 — 2.
En particular para medios no magnéticos, incidencia normal y grosores de “cuarto de onda”, 1 = o =

5, P1 = m1y p2 = ng, por lo que en este caso también los elementos de matriz se pueden escribir de
manera muy simple. En este caso la matriz caracteristica es

121 =

. N
N 0 _Tlil <_%)
M*M,; = N
—Z"I”Ll <—M) 0

n2
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Segun la ecuacion (2.68) el coeficiente de reflexion de la multicapa es
N N
ny (_m) _m (_m)
ni n1 i na
- - (2.84)
n n n n
n () e ()

Si fuera conveniente, aqui también se puede reescribir al coeficiente de reflexion en términos de r1a, ro1,
r1¢ v i1 dado que Z—‘Z = =M T4 reflectividad de la multicapa de “cuarto de onda” en incidencia normal es

1+7pq
2N
() () 2)
n; ne no
ni ni ni 2N
v (i) () ()

2

2.2.7. La funcion de reflexion

La ecuacién representa la razén de los campos eléctricos que se contra-propagan en un medio
homogéneo cuando este campo esté en la direccién x, es decir bajo el esquema de polarizacion TE. Si se
le evaltia sobre la superficie de la frontera anterior del medio inhomogéneo (en el caso de que exista dicha
frontera), la funcion de reflexion corresponde al coeficiente de reflexion complejo de ese medio. De forma
més general, dicha ecuacion también define una funcion r(z)

) iUkovn2 — o2 — 4 (2.85)
ri\g) = - y .
iUkovn? — o2 + %

a la que se le dara el nombre “funcion de reflexion” [32]. Si U(z) es la solucion de la ecuacion ([2.10)
correspondiente a una onda propagandose hacia la derecha de una regién inhomogénea (z > 0), mientras
que del lado izquierdo (z < 0) hay contra-propagacion, la funcién de reflexion tiene una interpretacion
fisica clara: el modulo de r(z) en la regiéon z < 0 corresponde al del coeficiente de reflexion. Por otro
lado, la funciéon V' (z) que se emplea en el formalismo de las matrices de transferencia y definida en las
ecuaciones (2.57)), esta relacionada con la derivada de U(z)

it dU(2)
wko dz

V(z) =

Sustituyendo lo anterior en ([2.85)
U 2 2 12
U/n2 — g2 - &
r(z) = v Fo

U /o2 _ 2 I
vVn U+M0

y despejando a U/V queda
U 1+r
- a L (2.86)
Vv ,u(]\/n2—0'21_74j_
Combinando el par de ecuaciones implicadas en la expresion matricial (2.61)) se obtiene una relacion de
recurrencia para U/V

Uz
U(z) Vivg Ui

14 (ZO) B Uy — Vs ggzg '

El sistema de ecuaciones (2.57) implica también una ecuacion diferencial para la razon U/V [15], 33]

d(U/V) _ ikop _ ikopo (n* — o) (U>2

dz po I 14

(2.87)
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que es una ecuacion de Riccati. Insertando (2.86]) en (2.87) se obtiene

/ / .
I unmn 9 21 , dikop
— 1—r{)=———"——F1| — —1 (2.88)
(Mo (n? = 02)'/? g (n? — 02)3/2> (=) po (2 —02)!2 5 o

que es una ecuacion diferencial para la funcion de reflexion y también es una ecuacion de Riccati [15] 34 [35].
Si las condiciones a la frontera se escogen de manera conveniente, r = 7’ = 0 para z — o0, la solucién
a esta ecuacion diferencial evaluada en zy se puede interpretar como el coeficiente de reflexién del medio
que se extiende desde oo hasta zg.

De manera similar en el caso de polarizacion TM, el cociente de los campos magnéticos, el reflejado
entre el incidente, lleva a definir una funciéon de reflexiéon magnética. Esta funciéon de reflexion magnética, en
el limite de la incidencia normal (6; — 0) difiere de la eléctrica solo en la fase y en particular esa diferencia
es de m. Como ejemplo de esa situacién, propia de la incidencia normal, se resalta que si los campos
eléctricos de las ondas que se contra-propagan apuntan en el mismo sentido los magnéticos apuntaran en
sentido contrario. Sea para polarizacion TM

) iUkoVN2 — 02 — % (2.89)
r(z) = ) .
” iUko\/n2—O'2+%

Dado que V = -0 dU | se puede reescribir como

ikoe dz>

U2 — g2 — &

r(z) = 4 B

b
%\/nQ — 024 %

y despejando a U/V queda
U € 1+

V  oeVn2—o2l—r
Combinando el par de ecuaciones implicadas en la expresion matricial (2.72]) se obtiene una relacion de
recurrencia para U /V

(2.90)

U(z)
U(Zo) . Vl% — U

Vo) -1l

El sistema de ecuaciones ([2.71]) implica una ecuacion diferencial para la razéon U/V

dU/v) . e ikeeo(n® —o?) (U 2
o =k - - =) (2.91)

Insertando (2.90]) en (2.91]) se obtiene

e’ enn’ ( 9 % 4ikoe
- 1—7‘)+ T+ =0, 2.92
(50m eo (n2 — 02)3/2> )T egv/mz—o2 1" gp | (2.92)

que es una ecuacién diferencial tipo Riccati para la funcién de reflexién magnética.

2.2.8. Soluciones exactas a la ecuacién del campo con n(z) continuo, para TE y
medios no magnéticos

Para medios no magnéticos, la ecuacion (2.10|) se simplifica
d?U

=+ Uk3(n? —o?) = 0. (2.93)
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Cuando el medio inhomogéneo, pero continuo y transparente (no dispersivo), se extiende a lo largo de
todo el eje z, u ocupa el semiespacio espacio 0 < z < 00, se conocen algunas soluciones exactas de .
Epstein [36] por ejemplo, la resolvié de forma exacta con un perfil completamente analitico de indice de
refraccion n(z), que simula muy bien una interfase. Este es un buen ejemplo para mostrar que no siempre
el método de las matrices es el indicado para abordar el problema de los medios estratificados.

Conocer soluciones exactas a con un determinado perfil n(z) analitico, permite también modelar
una capa inhomogéna, con ese comportamiento del indice de refraccién, pero de grosor finito, acotada
por medios homogéneos. Es en estos casos que es mas conveniente emplear el método de las matrices
de transferencia. En su libro [37, Capitulo III|, Brekhovskikh hace una buen trabajo de revision de las
soluciones exactas conocidas para la ecuaciéon , con ciertos perfiles n(z) en particular. A continuacion
se enumeran algunos casos de interés.

2.2.8.1. Perfil de Rayleigh

z (u.a.)
Figura 2.12: Perfil de Rayleigh.

Rayleigh [9] resolvio la ecuacion para campo eléctrico (2.93) con
a <
Oy (2.94)
ko 7rg bara z>0

donde a y d son constantes reales y se suponen mayores a cero. Este perfil, mostrado en tiene un

plano de discontinuidad en el gradiente de %, el plano estd en z = 0. La solucién general para la region

z > 0 se puede escribir de forma notablemente simple
1 [k2q2_1 1, [k2q2_1
U(z) = C(z +d)2TVRT 73 4 Oy 4 @)z VHRo¥ 3 (2.95)
donde C7 y Cy son constantes, o equivalentemente y de manera més elegante

U(z) = 01\/1E exp [i\/l — (ko2a) 2 /0 ndz] + 02\/15 exp [—i\/l — (ko2a) 2 /O Hdz] :

Para representar solo una onda propagéndose a la derecha del plano, en la regién z >> 0, se debe cumplir
C5 = 0. En la frontera z = 0 , las componentes de los campos E y H paralelas al plano deben ser continuas,
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lo cual implica que alli U y U’ deben ser continuas también. Lo anterior nos permite emplear la ecuacion
(2.22) para encontrar el coeficiente de reflexion si la evaluamos en z = 0

1 1
g /T R 506
[ T N/ p—— (2:90)
2ikoa 4k2a?

Los medios dieléctricos transparentes se caracterizan por indices de refraccion reales mayores a la unidad,
por lo que si se trata de incidencia normal o = 0, el perfil de Rayleigh pierde el sentido fisico cuando
n(z) < 1. Si se trata de incidencia oblicua o # 0, el perfil de Rayleigh puede representar una situacion
fisica valida, pero para que sea solucion, el angulo de incidencia de la luz queda restringido a que

se cumpla

a2

COS 91 = W,
7

donde n; = n(0).
A mediados del siglo pasado Rytov y Yudkevich propusieron el perfil siguiente

(%)2 +b2 para z2<0

)

nRytov(z) = 2
( 2 ) +b2 para z>0

z+d
si b = 0 se reduce al de Rayleigh, para dicho perfil encontraron soluciones a la ecuacién en términos
de funciones de Hankel [37, Capitulo III]. Este perfil tiene interpretacion clara para cualquier angulo de
incidencia.

Por otro lado, es posible construir un perfil continuo tomando un intervalo finito de la funciéon n(z) =
a/ (z 4+ d) y unirlo a dos funciones constantes en los extremos. Tal perfil puede representar una situacion

fisica valida en el caso de incidencia normal, pues el indice de refraccién no tiende a cero cuando z — co.
Rayleigh [9] resolvio la ecuacion (2.93]) también con dicho perfil. Sea

g para z2<0
a

nRayleigh(Z) = 7+d DPara 0<z<yg > (297)
4. para g<z

g+d

donde g representa el grosor de la capa inhomogénea. Suponiendo incidencia normal, medios transparentes
y no magnéticos, las condiciones de continuidad de los campos E y H en la frontera permiten encontrar el
coeficiente de reflexion. En la figura se muestra el perfil y las soluciones de la ecuacién (2.93))
para cada uno de las tres regiones son

UI(Z) :Aieikoniz+Are—ik0niz

Un(z) = \}ﬁ [01 exp <u/kg —(2a)72 /Ozndz> + Cyexp <—i\/k:§ —(2a)72 /Ozndz>]

Ui (z) = Agettone
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I I I11

Indice de refraccion

Figura 2.13: El perfil (2.97) con sus tres regiones I, IT y III.

Tras imponer las condiciones a la frontera que garanticen la continuidad los campos, se encuentra que

el coeficiente de reflexion r = % para el perfil (2.97) en incidencia normal es, para k:g — (2&)72 >0

sin ( k2 — (2a)2A>

2a { k2 — (2a) 2 cos <,/kg — (2a)—2A> — ikgsin <,/k§ - (2a)_2A)] ’

-2

r(A) =

donde A = fog ndz =aln (%) es el grosor 6ptico de la capa inhomogénea. Para k:g —(2a)7" <0

sinh < (2a) % - kﬁA)
2a [ (2a) "2 — k3 cos ( (2a)72% — k§A> — ikg sinh < (2a) 2 — kgAﬂ

La reflectividad de este perfil es

r(A) =

)

sin? (WA)

R(A) = para k2 —(2a)7* >0,
4a2k} — 1 + sin? <wk8 - (2a)2A>
sinh? < (2a)7% — k:%A)
R(A) = para k2 —(2a)"2 <0,

1 — 4a2k? + sinh? ( (2a)72 — k%A)

En el caso particular k% — (2&)_2 — 0, el limite correspondiente de las cuatro ecuaciones anteriores existe,
por lo que

A2
2a—in ¥ RN =1oe
Jacobsson [I5] también encontro el coeficiente de reflexion y la reflectividad de este perfil , pero con
el método de las matrices de transferencia, como un ejemplo de la aplicacién de dicho método.

r(A) =
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2.2.8.2. Perfil de Brekhovskikh

La propuesta

1 r <0
2 2 para 2z =
ni(z) - 0" = { (1+az)™ para z>0 ' (2.98)

donde a es una constante real y m un niimero natural, fue trabajada por Wallot y retomada por Forsterling
[33, 38]. El caso m = 1 es tratado con detalle por Brekhovskikh [37], Capitulo III], en cuyo caso la solucion
de (2.93) se puede encontrar con base en las funciones de Airy [39]si se hace un cambio de variable. Sea

2/3
Cz—(ko) —z(ak‘g)l/g,

U" = (U, (2.99)
donde la derivacion es respecto de (. Dos soluciones independientes de la ecuacion de Airy (2.99) son [40]

la ecuacion ([2.93) se transforma en

00 3
Ai(¢) = % /0 cos (g 4 Ct) dt, (2.100)
Bi(¢) = jr/oo exp (—ts 4 a) sin <t§ 4 Ct> dt. (2.101)
0

Con combinaciones lineales de ellas podemos construir cualquier soluciéon particular. Nos interesa hallar
una solucién que represente solo una onda transmitiéndose hacia la derecha, en la regiéon z >> 0. Las
formas asintoticas de (2.100) y (2.101) para ¢ << 0, es decir z >> 0, son [40]

_\—1/4 -

Ai(¢) — (f}TT sin (; (—¢)%? + 4> , (2.102)

Bi(¢) — o cos <2 (=32 + ”) (2.103)
= ] 1) .

La siguiente combinacién de las soluciones anteriores

e 3/2 =«
Bi(¢) + Ai(¢) — 0 7 iG-0"4+3)

™

efectivamente representa una onda propagandose a la derecha del eje z, por lo que es la solucién particular
2/3
¥

que buscamos para z > 0, es decir { < — ( o

U(¢) = Bi(¢) +4Ai(¢) para ¢ <o,

2/3
donde (y = — (%0) . En la frontera z = 0 , las componentes de los campos E y H paralelas al plano

deben ser continuas, lo cual implica que alli U y % deben ser continuas también. Se puede nuevamente
emplear la ecuacion ([2.22) para encontrar el coeficiente de reflexion

( WUkovn? — o2 + (ak%)l/3 %
r(¢) = ,
iUkovn? — o2 — (ak:g)l/3 %
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si se evaliia en z = 0, es decir en ¢ = (p,

(—C0)' 2 [Bi(o) + iAi(¢o)] — 7 [BI (o) + iAT (o))
(—Go)'"? [Bi(Co) + iAi(Co)] + i [B'(Co) + iAT (o))

queda escrito el coeficiente de reflexion en términos de las funciones de Airy. El perfil de Brekhovskikh
diverge cuando z — oo, pero se puede definir por partes otro perfil que quede acotado a ambos lados por
medios homogéneos. Rauh et al. proponen una permitividad £(z) que depende linealmente de la posicion
en intervalos finitos de z y con ello modelan cristales foténicos [T}

7 (Co) =

(2.104)

2.2.8.3. Perfil de Epstein

Epstein [36] trabajo con un perfil que se escribe en términos de exponenciales
eD* [(n% — n%) (e%z + 1) + n%]

(b= 1)
ep” +1

donde o y D son constantes. El caso que se expone aqui, pues es el que representa mejor una interfase

gradual y monotonica es ng = 0. Suponiendo un material transparente, no magnético y un perfil para la

permitividad relativa n? = %

n?(z) = n? + : (2.105)

2, .2 2 9
2 Np+mny  nj5—ng ( o )

= tanh (| — 2.106

n 5 + 5 an 2DZ , ( )

donde « es un factor constante tal que el pardmetro D sea la distancia en la que el indice de refraccion
varia el 90 %, en particular desde nq + % (ng —n1) hasta ng — 2—10 (ng —m1), es decir a =~ 5.92. En 1930

Paul S. Epstein resolvié analiticamente la ecuacion (2.93)) con el perfil (2.106)). Mediante un cambio de

variable independiente £ = — exp (%z), la ecuacion (2.93)) se puede reescribir
(O‘)2§2d2U+<O‘)2§dU_k8 n%+n%_n%—n% 1+§ U —0.
D d¢? D d¢ 2 2 1-¢

Haciendo otro cambio de variable, ahora la dependiente

ikgDny

U=W1-§ -9 ",

se llega a la siguiente expresiéon

(1= &) EW"+[(2ikoDnia™" +1) — (2ikgDnia +3) €] W/ —[1 + 2ikoDnya™! + k§D?*a 2 (n§ — ni)| W

que tiene la forma de una ecuacion diferencial hipergeométrica [40]

1=W"+c—(a+b+1)EW —abW =0,

siendo
a = ikoDOéil (m + TLQ) +1,

b= ik‘oDOé_l (n1 — TLQ) + 1,
¢ = 2ikoDa " 'ny + 1.

1Un cristal foténico es un material estructurado de manera que su funciéon dieléctrica varie periodicamente en el espacio
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La ecuacion hipergeométrica tiene soluciones conocidas, que se escriben como series de potencias, las series
hipergeométricas

a+m—1b+m—1)(c—1)!
(a—O-D!(c+m—1)Im!

o0
(@ bee) =1+ 3¢ e,
m=1
Dos soluciones particulares independientes, obtenidas con el método de Frobenius, alrededor del punto
singular £ = 0 son [40]
Wi =2 Fi (a,b;¢§),

Wo=¢"%F (a—c+1,b—c+1;2—¢).
Reescribiendo ambas en términos de U y z para construir dos soluciones independientes de (2.93) quedan

U, = (1 + e%z) glkomiz, py (a, b; c; —e%z> )

Uy = (1 + eﬁz) efikon1z2F1 (a*,b*;c*; _eﬁz) ,

de modo que la solucién general para es U = C1U; + CalUs, donde Cy y Cs son constantes complejas.
Cabe resaltar que Uy = U;. El significado fisico de Uy y Uy se puede ver facilmente si consideramos lo
siguiente: para z — —oo o equivalentemente £ — 0 , muy lejos y a la izquierda de la interfase, ya cuando
el medio es practicamente homogéneo y n ~ ny, resulta que U; — ef0™* y U, — e~%omZz de modo
que U;j y Us representan las ondas que se contrapropagan en esa region, la incidente y la reflejada. Para
z — 00 ya no es simple visualizar a Uy y Uz, pero es alli donde queremos imponer condiciones a la frontera,

pues nos interesa que solo haya una onda transmitiéndose a la derecha, en ese caso % seria el coeficiente

1
de reflexion. Podemos recurrir a otro par de soluciones particulares e independientes [40], obtenidas para
£ —
Wy =¢ %F (a,a—c+Lia—b+1;¢71),

Wi=¢"%F (bb—c+1lib—a+1;67"),

que corresponden a

Us — (e*%z + 1) e—ikonez, (a, a—c+lia—b+1; —e*%Z) , (2.107)

Uy = <e_%z + 1) eikonaz, (b, b—c+1;b—a+1; —e_%z> . (2.108)

Aqui también se puede ver que Uy = Uj. Este nuevo par de soluciones se puede interpretar facilmente:
cuando £ = 0oy z — 0o el medio es ya practicamente homogéneo, siendo su indice de refraccién no, en este
caso Us — e~ Fom2z y [T, — %0722 de modo que Uy y Uy representan las ondas que se contrapropagan en
esa region. Para z — 0o queremos solo la onda que viaja a la derecha, la transmitida, caso que corresponde
a Uy, la luz incide solo desde la izquierda de la interfase. Una de las conocidas transformaciones lineales para
las series hipergeomeétricas (continuacion analitica) [40] nos permiten relacionar ambos pares de soluciones

L(e)T(b—a)

2P (e bies€) = 5T e a)

(&) "oF (a,a—c+ l;a—b+ 1;5_1) +

+)—a(—§)_b2F1 (bb—c+Lib—a+1;¢),
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ezkonlz

pues si la multiplicamos por (1 + eD? ) y luego la escribimos en términos de Uy, Us y Uy queda

L)l (b—a) I'(c)T (a—10)
T T o) Ul (2.109)

Ui= T(a)T (c—b)

Us +

Conjugando la expresion anterior se obtiene

Combinando (2.109) y (2.110])

(F(a—b)F(b)F(c—a) F(b*—a*)F(a*)F(c*—b*))U4: F(b)F(ciz)Ul_F(a*)f‘(c*—b*)

T(@)T(c—b)T(b—a) TG (c*—a*)T (a* —b¥)

Como ya se mencioné antes, la solucién sujeta a las condiciones de frontera adecuadas es Uy y en (2.111))
ella estd dada como una combinacién lineal de Uy y Us, que en la regiéon z — —oo son las ondas incidente
y reflejada, de modo que la razén entre los coeficientes de Uy y Us es el coeficiente de reflexion

F@)T(¢* =0 )T (c)T(b—a) _
LT (a*—=0*)T(b)T (c—a)

T [—ikﬁoDOé_l (n1 + ng) + 1} r [—ikoD()é_l (n1 + nz)] T [2ik§0D()é_17’L1 + 1]
['[—2ikoDa~tny + 1] T [ikoDa~! (ny — na) + 1] T [ikoDa~t (n1 — na)]

La reflectividad R = rr*, haciendo uso de la relacion T' (p) ' (1 — p) = sin’;p, se puede escribir de forma
maéas simple
B sinh? [rkoDa™! (ng — n1)]

 sinh? [rkoDa! (ng +n1)]

(2.112)

2.2.8.4. Perfil de Morozov

Un perfil muy parecido al (2.98), para medios no magnéticos, incidencia normal y para m = 2, es
tratado con detalle por Morozov et. al. en una publicacién muy reciente [5]. Dicho perfil n(z), que tiene
la apariencia de un diente canino, estd dado por

n; z2<0
Thun diente(z) = ny + (n2 - nl) % 0<z2<d (2.113)
g z>d

donde n; y ny son los indices de refraccién constantes que limitan el medio inhomogéneo, d es una constante
real que representa el grosor de la capa inhomogéna, n1 y ng son los indices de refraccién inicial y final de
la capa inhomogénea. En en el trabajo citado se escriben las soluciones a la ecuaciéon del campo, con
el perfil n(z) = ny + (n2 — n1) 3, en términos de series de Bessel. Proponiendo lo siguiente

U =¢idm(€),

donde £(z) = 5 kod [n1 + (ng — ) 5]2 y sustituyendo en l' se comprueba que J,, (§) resuelve la

- 2(n2—n1)
siguiente ecuacion

d2J,
2=, (2.114)

dJ,
(52 —m2) Jm—i—gd—& +¢& ez
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con m = i, que es la ecuacion de Bessel de orden % [41, pag. 578]. La solucion general de esta ecuacion

(2.114) se puede escribir como una combinacién lineal de las funciones de Bessel J1 y J_1, donde
4 4

(_1)1 ¢ 2041
1 ©=- = (5)
i 1S MM (£ +1)\2

Por lo tanto, la solucion general a la ecuacion del campo (2.9) con n(z) = n1 + (n2 —n1) 3, se puede

m
12

expresar como

Useneral = €1 [C111 (€) + 2T 1 (6)]

A continuacién se buscan las soluciones particulares para construir la matriz de transferencia que carac-
teriza al medio en el intervalo 0 < z < d. Las condiciones a la frontera apropiadas se especifican en ([2.59)),
lo que lleva a

(73 (€0) T3 (©) = T (€0) T2 9)) (2.115)

donde n = n(z) y £ = £(2). Con el obJeto de escribir de forma compacta las expresiones (2.115]) se
emplearon las siguientes relaciones estandar para las series de Bessel [40, Capitulo IX]

Len©r=en0.

= T (€)=~ (©),

d¢
2sinvm
S

Para obtener los elementos de la matriz de transferencia se deben evaluar estas soluciones (2.115]) en z = d

Ju (5) Ji—v (5) +J (5) Ju-1 (5) =

mi1 = Vl(d), mig = —Ul(d), mo1 = _‘/Q(d) Mmoo = Ug(d) (2.116)
Aplicando (2.68)), el coeficiente de reflexion es

_ng (ma1 4+ ngmaz) — (ngmaz + mar)
n; (mi1 + ngmiz) + (ngmaa + may)

Tun diente =

Multiplicando varias veces la misma matriz de transferencia asociada al perfil (2.113)), se obtiene un perfil
de dientes de sierra como el de la figura que puede representar un cristal foténico. El medio con N
dientes esta representado por una matriz como la de la ecuacion (2.79), y su coeficiente de reflexion es

7”‘N dientes ~

n; (mHUN_l (a) —
T (m11UN71 (a) -

N-2 (a) + ntml?UN—l (a)) - (nt <m22UN—1 (a) - UN—2 (CL)) + m21UN_1 ( )

a))
vz (@) +nemiaUy_, (@) + (ne (m2Uy_, (a) = Uy, (a)) + ma1Uy_, (a))’
(2.117)

U
U

donde nuevamente a = % (m11 4+ ma2) yUy son los polinomios de Chebyshev de segundo tipo.
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Figura 2.14: Perfil de indice de refracciéon tipo diente de sierra.

2.2.8.5. Perfil de Shvartsburg-Maradudin

Recientemente, en el libro [4, Capitulo II|, los autores proponen un perfil n(z) que se puede interpretar
como una generalizacién del perfil de Rayleigh y que también implica una solucién muy simple para la
ecuaciéon . La ventaja que ofrece este perfil, en comparacién con el de Rayleigh, es que, si se escoge un
intervalo continuo de manera adecuada, el perfil no es necesariamente monotoénico. El intervalo escogido
puede contener un méaximo o minimo local y ser concavo o convexo, luego, yuxtaponiendo estos intervalos
se puede construir un cristal foténico.

1

m para z; < z < 29. (2118)

nShvartsburg(z) =
El perfil de Rayleigh no es més que un caso particular del anterior, cuando a = 0. En la figura[2.15se mues-
tran varias de las formas que puede adquirir este perfil tomando distintas combinaciones de las constantes
reales a, b, y ¢, en particular cuando a # 0. Para representar satisfactoriamente medios transparentes, se
deben escoger solo intervalos con valores acotados del indice de refraccion y n > 1. Se resaltan con lineas
punteadas intervalos que se pueden emplear para modelar estos medios inhomogéneos, sean monotdnicos
0 no monotoénicos.

Indice de refraccion

e

z (u.a.)

0

Figura 2.15: Distintas variedades del perfil de Shvartsburg-Maradudin.

Para el caso de incidencia normal la solucion a la ecuacion del campo ([2.93)) sorprende por su sencillez,
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como en el caso del perfil de Rayleigh

U(z) = \/15 [Clexp <i\/k:§—7pQ/ozndz> + Cyexp (—m/kzg—p?/ozndz)] ,

donde p? = %bQ — ac. Para encontrar el coeficiente de reflexién de este perfil, sencillo o repetido N veces,
conviene recurrir al método de las matrices. Las soluciones U;, Us, V7 y V5 que prescribe el método son

Ui (z) =1 ko sin <\/k:§ —p2A> ,

nin (k¢ — p?)
3
1 -3
Vi(z) = T [né Ccos < k2 —pQA) - an:;an sin (y/k% —p2A>
(2 0 -

1 1 2!
Us (2) = 7 n}? cos (wk‘g —p2A> + % sin <\/k§—7pQA> ,
2

) 1 _3
1) = g (- nbnt bl os (i) +
_3
2

. -3 11
2N, f 1
+—2;0 7712 Z; np?;z - Qn%nf \/ k3 —p? | sin (\/kg - p2A> ,
2 _

donde n' es la derivada del indice de refraccion respecto de z, n; y n} son el indice de refraccion y su
. z . .
derivada evaluadas en z =0y A = fo n dz. Los elementos de matriz correspondientes son

)

Njw

~

mi1 = Vi(g), mi2 = —Ui(g), ma1=—Va(g) ma = Ua(g),
donde g es el grosor de la capa. Aplicando (2.68)), el coeficiente de reflexion para una capa es

_ " (m11 4+ ngmiz) — (ngmag + may)
n; (m11 +memaz) + (nemag + may)

Para yuxtaponer N capas se emplean los polinomios de Chevyshev, como en la ecuaciéon (2.117)).

2.2.8.6. Mas perfiles y algunos comentarios

Se conocen mas funciones n(z) que admiten soluciéon analitica para la ecuacion , como son los
casos de la exponencial simple y doble [37, Capitulo ITI|. Rostami & Motavali [42, [43] encuentran soluciones
a las ecuaciones de los campos para algunas combinaciones de perfiles dieléctricos £(z) y magnéticos p(z).

Los autores maés recientes (siglo XXI) de los citados en esta seccion no citan a su vez los trabajos
de la primera mitad del siglo XX que tienen relacién con su trabajo, ésto quiza se deba a la mayor
dificultad relativa para conseguir las publicaciones méas antiguas con las nuevas tecnologias de acceso a la
informacion. El resultado es que se han publicado trabajos como si fueran originales por completo, cuando
en realidad no lo son tanto. Un ejemplo muy claro es la primera parte del articulo de Mazharimousavi et.
al. [44], en el que se re-descubre el perfil de Epstein y la solucién analitica a la ecuacion del campo (2.93))
con las series hipergeométricas. No es sino hasta la segunda parte que proponen un perfil nuevo, combinan
dos tangentes hiperbolicas y luego mediante transformaciones de variables escriben la ecuaciéon del campo
como una ecuacién diferencial de Heun.



CAPITULO 2. MARCO TEORICO PREVIO 48

Dado que el siglo XX se vio afectado por sendos conflictos mundiales que aislaron y reconfiguraron los
grupos dedicados a la investigacion cientifica, el problema de la comunicacion entre ellos fue notorio. Por
ejemplo, Florin Abelés (|14]), francés, en su publicacion de mas trascendencia cita a muy pocos autores
alemanes, aunque seria pertinente; en su libro, Knittl (checo) no cita a Brekhovskikh (ruso-soviético).
Algunos conflictos se han prolongado hasta el presente siglo, lo cual se refleja en que los iranies y turcos
evitan citar a los autores europeos o norteamericanos y viceversa, por mencionar un ejemplo.

2.2.9. Meétodo de la transformada de Fourier inversa

Otro modelo aproximado, pero muy simple, que esclarece la propagacion de luz en medios estratificados,
es el que relaciona el coeficiente de reflexion del medio con la transformada de Fourier de cierta funcion
del perfil n(z).

Luz incidente
Medio

inhomogéneo

=

=
/

B
[ —]

Luz reflejada
una sola vez

4

Figura 2.16: Modelo de capas muy delgadas y reflexiones simples para el método de la anti-transformada
de Fourier.

Se comienza por modelar al perfil del medio inhomogéneo n(z), ya sea continuo o discontinuo, como
una secuencia de peliculas homogéneas muy delgadas. Luego, para construir la onda reflejada, se toma
en cuenta la luz que se refleja una sola vez sobre las interfases, despreciandose las reflexiones multiples y
también el intercambio de energia debido a la transmisién. Se muestra una representacion gréfica en la
figura [2.16] Asi, el campo reflejado del lado izquierdo de la estructura se escribe de forma muy simple, es
la suma de todas las contribuciones de las reflexiones individuales

U, =U, (7"0 + rle2ikol1n1 cos 61 + T262iko(l1n1 cos 01 +lang cos 02) + ) , (2.119)

donde 7; es el coeficiente de reflexién de cada interfase, [;n; es el grosor 6ptico de cada capay j =1, 2, 3....
En particular para el caso de incidencia normal

Ny —Nj+1

r; = .
nj +nj+
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Se puede subdividir el medio inhomogéneo en N capas homogéneas de un mismo grosor optico l;n; = g,
entonces en el caso de incidencia normal

N o
—r= Y - M+l 2ikojg
j=0 J j+1

SIS

Si el cambio de indice de refracciéon es muy pequeno entre las capas contiguas y éstas son lo suficientemente
delgadas se puede escribir lo siguiente

R . z
m A ke o [aik / nde| |
n; + njy1 2n 0

donde £ es una variable muda, de tal modo que se puede cambiar la sumatoria por una integral

d z zZf / z
r (ko) = /2Zexp [21’/{0/ ndf} :/ ;—nexp [Ziko/ ndf] dz.
0 20 0

Para generalizar a la incidencia oblicua, con angulo § menor al critico, dadas las relaciones ([2.27)) y (2.45))
se pueden hacer las siguientes sustituciones

e?k0i9 _y exp [Ziko/ N COoS 9d§]
0

- njcosfj —njyicosfjpr  d(ncosh)
il =

, 2.120
n;cosfj +nj1cosfjyq 2n cos 6 ( )

njy1cos; —njcosbipr  d(n/cosh)

T'jH = (2.121)

njy1cos6; +njcosbjiq 2n/cosf
Se le llama impedancia (por su anélogo en las lineas de transmision) a la cantidad 1/ (n cos ) en el caso de
polarizaciéon TE y cos@/n en el caso de polarizacion TM. Suele ser conveniente hacer el siguiente cambio
de variable A = foz ncos 0d¢ y llevar los limites de la integracion al infinito para poder escribir

> 4 (ncosf
Tl (k'(]) = / W exp [22k’0A] dA, (2122)
oo d
B 15 (n/ cos ) ,
7 (ko) = /_OO ConTcosf exp [2ikoA] dA, (2.123)

pues asi ambas expresiones ya tienen el aspecto de transformadas de Fourier. Como en este modelo no se
considera el intercambio de energia debido a la transmision, es decir que el coeficiente de transmisioén para
cada interfase se aproxima a la unidad t; ~ 1, para estructuras con una periodicidad grande se pueden
obtener reflectividades mayores al 100 %, lo cual no es fisicamente posible. Sin embargo las expresiones
(2.122)) y (2.123]) tienen una gran ventaja, al ser transformadas de Fourier y poderse invertir, se puede
obtener una relacion entre la impedancia y la transformada inversa del coeficiente de reflexion. Lo anterior
representa una gran herramienta para el diseno de espejos y filtros dieléctricos, pues regularmente uno
conoce el espectro de reflectividad que se necesita para una determinada tarea en el laboratorio y lo que
se desea conocer es el perfil n(z) que produce dicho espectro, para poder fabricar el dispositivo 6ptico
adecuado.
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Con el objeto de mejorar la exactitud del modelo para estructuras inhomogéneas con altas reflectivi-
dades, sin sacrificar sus bondades, se define una funcion compleja Q [45], que para el caso de polarizacion
TE es

~ * d /1
Q(ko) = / — < In [n cos 0]) exp [2ikoA] dA, (2.124)
oo dA \ 2

para TM solo se sustituye ncosf por n/cosf. De manera ad hoc, la funcion 0 se puede relacionar de
distintas formas con el coeficiente de reflexion y/o reflectividad. Por ejemplo

~ 1 147
=1
¢ 2“(1—r>’

permite que, aunque la integral en tenga un modulo mucho mayor a uno, el modulo de 7 siempre
se mantenga por debajo de la unidad y cuando los valores de esta integral son pequenos se cumple Q — 7.
Hay otras propuestas para relacionar a Q, o su modulo, con la reflectividad [2, 46] que pueden resultar
més convenientes segin sea el tipo de filtro que se desea fabricar. Incluso se han desarrollado métodos
iterativos para relacionar mejor el comportamiento de la funcion Q a la reflectividad [47].

La transformada inversa de es

d /1 * =
TN <2ln [ncos0]> = /OO Q(ko) exp [2ikoA] dko,

después de integrarse con respecto a A
In[ncosf] = _ki / Q (ko) exp [2ikoA] dko,
0 J—c0

lo que lleva a la forma que debe de tener el perfil n(A) para satisfacer una funcion dada Q(ko).

Es posible obtener una expresiéon més precisa para el campo que la de si se incluyen reflexiones
miltiples, pero ésto lleva a sumatorias de sumatorias y luego a integrales anidadas, perdiéndose la gran
sencillez de las expresiones (2.122)) y (2.123))[2]. En el caso de polarizaciéon TM se substituye In [n cos 0] —
In [n/ cosd)].

2.3. Conclusiones

El estudio clasico de las ondas electromagnéticas y su propagaciéon a través de medios con respuesta
lineal y estratificados, sin hacer referencia explicita a la naturaleza corpuscular de la materia, se puede
hacer mediante las “ecuaciones de onda” y (2.6), que son consecuencia de las ecuaciones de Maxwell.
Suponiendo una fuente de ondas planas, monocroméaticas, un medio inhomogéneo en una direcciéon (o
estratificacion) y alguna direccion de polarizacion (TE o TM), dichas ecuaciones en derivadas parciales
se reducen a un par de ecuaciones diferenciales ordinarias, y (2.16). Estas ecuaciones diferenciales
ordinarias recuerdan a la ecuacién de Helmholtz, pero dado que el medio es inhomogéneo, no son auténo-
mas. Quiza el resultado méas importante de este tratamiento son las relaciones de Fresnel que describen el
comportamiento de la luz al atravesar una interfase abrupta entre dos medios homogéneos mediante los
coeficientes de reflexiéon y transmision. Para obtener las relaciones de Fresnel se invocan las condiciones a
la frontera para los campos eléctrico y magnético. Seguir este tratamiento para varias capas homogéneas
lleva a un formalismo matricial para describir la propagacion de la luz. Cuando el medio inhomogéneo
tiene un perfil continuo de indice de refraccién, pero se encuentra acotado entre medios homogéneos y co-
rresponde a alguno de los dos casos aproximados en que la longitud de onda es muy grande o muy pequena
comparada con la distancia a lo largo de la cual varia el indice de refraccién, se le puede sacar provecho al
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formalismo matricial. Si el medio inhomogéneo no esta limitado y/o la variaciéon del indice de refraccion
ocurre a lo largo de longitudes comparables a A el método de las matrices ya no resulta conveniente. Hay
algunos perfiles n(z) para los que la ecuaciéon tiene solucién analitica sin recurrir a aproximaciones.
Estas soluciones pueden ser tutiles para investigar lo que ocurre con la reflexién y transmision de la luz en
el caso “intermedio”, cuando no se puede considerar que la longitud de onda es muy pequena o muy grande
comparada con la variacion de n(z). Un tratamiento alternativo, pero aproximado, es modelar un medio
con perfil n(z) continuo como una secuencia de interfases de Fresnel muy cercanas y luego despreciar tanto
las reflexiones multiples como el intercambio de energia debido a la transmision. El resultado se resume a
una transformada de Fourier, lo cual permite relacionar la reflectividad con el perfil n(z) de forma muy
simple, aunque el modelo no siempre califica como una buena aproximacion.



Capitulo 3

Representacion de amplitud y fase

En este capitulo se plantea la propuesta principal de esta tesis que es emplear la representacion de
amplitud y fase para describir la propagacién de luz en medios estratificados, en los que el indice de
refraccion varia desde forma abrupta hasta muy gradual. Se muestra como llevar a cabo esta descripcion
con base en las soluciones a la ecuacion de la amplitud. Se resuelve la ecuaciéon de la amplitud primero
para un medio homogéneo y luego para una interfase gradual de tangente hiperbdlica. Interpretando las
soluciones numéricas a la ecuacion de la amplitud se elaboran graficas de reflectividad como funcién de el
grosor de la interfase. Se incluyen los casos de incidencia normal y oblicua.

3.1. Planteamiento teoérico

Si se aplica un cambio de variable del tipo F = —Y— o F = —X4 transformacion de Louiville) a
p p e e ( )
las ecuaciones (2.10) y (2.16)), el coeficiente del término de primer orden se anula y quedan

" 3 2

F' 4 (‘;M—LL‘;ZJFICS (n2—02)>F:0, (3.1)
" 3 12

F+ <;€ - 4%_2 + k2 (n2 — 02)> F=0. (3.2)

Tomando en cuenta que las ¢’s y kg son constantes mientras que i y € pueden depender de z, se nota
que las ecuaciones y tienen un gran parecido con la ecuacién de Shrédinger independiente del
tiempo. La propuesta de este trabajo es separar la amplitud (mo6dulo del ntiimero complejo) y la fase en
estas ecuaciones, para luego resolverlas numéricamente, proponiendo condiciones a la frontera adecuadas
y con significado fisico claro. Este procedimiento es frecuente en Mecanica Cuéntica, pero practicamente
no se usa en electrodinamica clasica.

Quizé sea interesante mencionar aqui algunos detalles histéricos e inquietudes relacionadas. En 1904
bajo la tutela de Max Planck, Moritz Schlick presenté su tesis de grado doctoral “ Uber die Reflexion
des Lichts in einer inhomogenen Schicht” [11] (Sobre la reflexion de la luz en un estrato no-homogéneo).
Esto fue apenas cuatro anos después de la presentacion de famoso postulado de Planck ante la Sociedad
Alemana de Fisica. Planck se habia interesado en el problema de la emisiéon del cuerpo negro desde 1894
gracias a que lo habian comisionado las companias eléctricas para hacer mas eficiente el funcionamiento
de las bombillas, en realidad su pasién era la Termodindmica. Planck era muy conservador y la idea de
que los estados de energia de un sistema fueran discretos no le agradaba, sin embargo en 1900 como “un
acto de desesperacion” presenté su postulado. j Cuénto tiempo batalldé contra si mismo antes de presentar
publicamente sus resultados? ;Porqué le propuso a Schlick trabajar en el tema de la reflexion de la luz

52
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en medios estratificados? jEs una casualidad el parecido de la ecuaciéon de Schrédinger independiente del
tiempo (1926) con las ecuaciones de los campos electromagnéticos en medios estratificados?

La tesis de Schlick presenta las bases para tratar el problema tedrico de la reflexion de la luz en medios
estratificados. Sin embargo, Schlick prefirié dedicarse a la filosofia después de concluir su tesis doctoral,
fue promotor del Empirismo Légico y fundador del famoso Circulo de Viena.

Regresando a la propuesta del presente trabajo, las ecuaciones y se pueden reescribir de
forma mas simple introduciendo lo sguiente

" 3 2

Kig (2) = QLM - 4Z2 + k2 (n2 oY), (3.3)
5I/ 3€/2

K’2TM (Z) = % — 4752 —+ k’g (n2 — 0'2) s (34)

asi F" + kA F =0y F" + k4 F = 0. Las cantidades F' (z) y F (z) son funciones complejas de z, y se les
puede escribir en términos de su moédulo y su fase

F(z) = A(2)e"1®)  y  F(z) = A(z)e"® (3.5)

siendo A, A, q y q funciones reales de z. Introduciendo esta propuesta en ([2.10)) y (2.16)) obtenemos para
polarizacién TE

A"+ 2iAq +iAq" — Ag? + KA A = 0. (3.6)

3.1.1. Ecuacién de la amplitud para medios transparentes

Si la cantidad k es real, es decir si el medio es transparente y no se absorbe luz, se puede separar
facilmente a (3.6) en parte real y parte imaginaria

A" — Ag? = —KARA, (3.7)

24’ + A¢" = 0. (3.8)

Si se multiplica 1) por A se obtiene 2AA’q' + A%¢" = 0 que se puede integrar dﬁiq’ = 0, por lo que se
concluye

A% =Q, (3.9)
donde @) es una constante real y un invariante D Introduciendo (3.9) en (3.7) queda
2
AT — % = —rAgA. (3.10)

La expresion anterior es una ecuaciéon de Ermakov-Pinney [48H51]. Si se propone (estrictamente para
Q@ # 0) el siguiente cambio de variable Ag = A,/ %, se obtiene
2
kg

Al — yeie —KApAd, (3.11)

'No se debe confundir el simbolo @, que representa un invariante en este trabajo, con el factor de calidad de una cavidad
resonante
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que es una forma atn méas simple de la ecuacion (3.10]). Similarmente, en el caso de polarizacion TM se
tiene

Q2

A" — viln — kA A, (3.12)

y "
Al — A—% = — KAy Ad- (3.13)

d

Se destaca nuevamente que, por construccion, las amplitudes A (z) o A(z) son funciones reales, ya que
representan el modulo de F' o F. Las fases ¢(z) o q(z) son también un funciones reales. En lo que resta
de este trabajo se prefiere que las amplitudes sean ntimeros reales no negativos y que la informacién del
signo, o mejor dicho de la direccion en el plano complejo, quede atribuida a la fase.

3.1.2. Ecuacion de la amplitud para medios que absorben

La absorcién de luz en un medio semitransparente se puede modelar con un indice de refraccién
complejo [28, Cap. 7]. Atn cuando kg 0 kTy sean complejas y tanto la parte real como la imaginaria
sean no nulas, también es posible desacoplar a A y a ¢, aunque pierde sencillez el resultado. La parte real

de (3.6 queda
A" — Ag”* = —Re(kg)A

v la parte imaginaria
24'¢' + A¢" = —Tm(rép)A.

Multiplicando por A la parte imaginaria e integrando se obtiene
A% =Q - /Im(nzTE)Agdz. (3.14)
Introduciendo lo anterior en la parte real queda

(Q- fIm(,%QTE)Ade)2
A3

Se tiene ahora una ecuacion integro-diferencial para A. La ecuacién anterior es vélida para polarizacion

TM si se substituye a A por Ay a kTg por KTuM.

A" — = —Re(kAg)A. (3.15)

3.1.3. Ecuacion de la amplitud en funciéon del camino 6ptico

Puede ser conveniente expresar la ecuacion de la amplitud, (3.10) o (3.12]), también en funcién de
A= %, dz en vez de z. Como dA = 7+ dz, se puede escribir

dz2

2
@A _ (ep)?d?4 1[4 (%) dA
ko ) dAZ T2 | dA dr )

En términos de la nueva variable A la ecuacion (3.10) queda

dA

2
ke )2 d?A 1 (4 (%) dAy @ 5
TO — — ﬁ = —RTpA.

a2 T2l T aa
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2
Multiplicando lo anterior por (k—‘))

KTE

/ 22
A" 4 ETE 4 ’ZOQ - = —kj A, (3.16)
RTE K“TEA

donde la prima ahora indica derivacién con respecto a A. Para la polarizacion TM se hacen las substitu-
ciones A < Ay KTg < KTM-

3.1.4. Campos eléctrico y magnético en términos de las amplitudes A y A

3.1.4.1. Polarizacion TE

En el caso de la polarizaciéon TE, los campos eléctrico, magnético y el vector de Poynting de las
ecuaciones (2.9), (2.11) y (2.12)) se pueden escribir en términos de la solucion a la ecuacion de la amplitud
(3.10) de la siguiente manera

E = ud (z) | 2 eita@+koay—on) § )
Ho
s
B [Retwrhmnen (S8 4y ia = 2 54 Aok, (3.18)
wy Ho 2 i A
: 5 L A~
= QSM {(1 +cos 2 (q + kpoy—wt)]) (AQkoaj + Qk) +sin [2 (¢ + kgoy—wt)] <AA’ 4 A2> k}
0
(3.1

donde se se hace uso de la constante u que tiene las unidades del campo eléctrico.

3.1.4.2. Polarizacion TM

En el caso de la polarizacion TM, los campos magnético, eléctrico y el vector de Poynting de las
ecuaciones (2.15)), (2.18]) y (2.19) también se pueden escribir en términos de la soluciéon a la ecuacion de

la amplitud (3.12))

B =vA(2) i (2) 5€(Z>ei<q<2>+km—wt> i, (3.20)
0
BV irbory—wn) [ (1€ 400 @Y 5y apon (3.21)
WA/EED 2¢ A ’
2 R R / .
g—_" {(1 +cos[2(q + kooy—wt)]) <A2koo—j + Qk) +sin[2(q + kpoy—wt)) <AA’ + 5,42) k} .
2weg 2¢e

(3.22)

donde se se hace uso de la constante v que tiene las unidades del campo magnético H.

3.1.4.3. Escalamiento de las soluciones

Las ecuaciones diferenciales para los campos y son lineales, lo que permite decir que
un multiplo de una solucién particular también resuelve la ecuacién correspondiente. Debido a que la
ecuacion de la amplitud es un ecuacion diferencial no lineal, un multiplo de una soluciéon particular no
necesariamente resuelve esa ecuacion, lo que pareciera limitar la generalidad de los resultados. Sin embargo,
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es facil encontrar una regla valida para escalar soluciones de la ecuacién de la amplitud, aunque no sea la
misma que se emplea para ecuaciones lineales:
Si se multiplica una solucién A(z) de la ecuacion de la amplitud, ya sea (3.10) o (3.12), por una
constante real C, el resultado Apyeva(z) = C'A(2) sera solucion de la ecuacion
4092
A" — ﬂ — —x2.A
nueva A3 = —RTE/inueva;
nueva
pero Qnueva = C*Q? es una constante también, por lo que se puede volver a escribir una ecuacioén de
Ermakov para la amplitud
A// o Qnueva

nueva
A?lueva

2
= - /{TEAnuevav

que difiere muy poco de la original.

Una vez construidas las soluciones a las ecuaciones del campo, con base en alguna solucién a la ecuacién
de la amplitud, éstas vuelven a ser escalables de la manera tradicional dado que ellas si resuelven ecuaciones
diferenciales lineales.

3.2. Soluciones a la ecuacién de la amplitud y su interpretaciéon

3.2.1. Medio homogéneo y transparente

Para un medio homogéneo y transparente, cuando n y p son constantes reales, la soluciones U (z) y
U (z) quedan descritas por la ecuacion |i donde A; y A, son constantes que pueden ser complejas. Si

A=Ay Loy A =4 e (3.23)
Ho Ho

de modo que A4, A_, 6+ y d_ sean reales, se puede escribir

U _p_ A ethovni=oz4dy) 4 4 g=ilkovni—o%z—d-) (3.24)

V 1/ ko
A=Ay, [ £ eid+ y A=A, [ £ eid- (3.25)
€0 €0

U B A+ei(k0\/n270'2z+6+) +A_efi(k0\/n270'2276_)‘
Ve/eo
Segin la ecuacion (2.22), que define a una funcién de reflexion, cuando el campo eléctrico esta en la
direccién x, el cociente de los campos eléctricos reflejado e incidente se puede escribir en términos de
dU d

U(z) y su derivada G, pero también se puede en términos de A(z) y su derivada d—’j. Se sustituye

U(z) = «/,u/,qu(Z)eiQ(z), en |D y usando la condicién del invariante 1}
) Apethovni=c®z  \[n2 52 A2k — Q 4+ i AA/
ry(z) = —— = .
AiezkovnQ—JQz vn2 — 0-2A2k0 4 Q —AA!
Equivalentemente, para el cociente de los campos magnéticos, cuando son éstos los que estén en la direccion
x’

De manera similar, si

se tiene

(3.26)

_ A, e~ ikovn®—c?z _ Vn? — o2 A%ko — Q + iAA
M) = e T = g A%k + Q — AN
Se exponen a continuacion las soluciones a la ecuacion de la amplitud ara los tres casos K2 > 0,
k? < 0y k% = 0. Estos resultados son igualmente validos para la ecuacién (3.12).

(3.27)
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3.2.1.1. Caso k2>0

En este caso hay propagacion de ondas planas y vn? — 02 = ncosf, donde 6 es el angulo que hace la
direccion de propagacion con el eje z. El modulo de F, como se presenta en la ecuacion (3.24)), es

A(z) = \JAZ + A2 4 24, A cos(2konz cos 6 + AS). (3.28)

Lo anterior debe ser solucion de la ecuacion (3.10)). Introduciendo a (3.28) en dicha ecuacion se confirma
que es soluciéon y se obtiene la siguiente condicién

Q = (A3 — A2) kon cos. (3.29)

En la figura se grafican varios casos para . Si solo hay una onda plana propagéndose en una
direccion, A (z) = A; es una linea recta. Conforme mayor es la amplitud A de la onda que se propaga
en direccidn opuesta y ésta sea mas parecida a Aj, las oscilaciones de la grafica aumentan de tamaifio.
Cuando A; = A, las oscilaciones alcanzan el méximo tamafno. Las oscilaciones se deben a que los dos
trenes de onda que se propagan en una direccién y la otra van cambiando de fase relativa, donde hay un
méximo estan en fase y donde hay un minimo estédn en contrafase. También se puede introducir en
la ecuacion y la relacion que se obtiene es

1 2 2
ncosf Ay - A (3.30)
2 . 0 I n ’.\‘ !" ~ IA\' .’ll A ’~\_ /.\ A
.!‘ :ll I_f‘ ;l‘ ',‘I :-‘i .i,.'g ,ii‘ ,."‘l ,I“ H
L L A L L O A L
AN AR A 4.=1
b \. AR ; ."/ RN i/ b
TATATATATATRIATAIAT A
R R R S 2 D T P R S O T PO S DR i
A 1.0 ‘\”‘V!‘:‘ Fi1‘ %? ";L ;” J:l‘ %; ?»,j “‘Fﬂ'} rn ; """"""" A =0.1
_ XJ \ ‘ \ ! L 4=07
4 =
0.5- , l, o } /
1 !
1 1 O O U T O
2 1 0 i 2

Z en longitudes de onda

Figura 3.1: Soluciones la ecuacion (3.10|) suponiendo un medio homogéneo y transparente. Se toma n cos 6 =
1, A6 =0, Ay =1y kg = 27. Se introducen varios valores de A_.

El cociente %‘_ corresponde al médulo de la razén expresada en la ecuacion (3.26)) y esté relacionado

con tamano de las oscilaciones, se puede escribir

it en términos de A y A’ pero si Q # 0 también en
términos de Aq y A}

2 (Ak 6-9) 442 k2(4 6— L) 4+ a7
<A_> _( 07 COS _Z> + 0( 4N cos —A—d) + Ay

=) = . _ . . (3.31)
+ (Akon cosf + %) + A2 KR (Adn cosf + A%) + A2
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. .. . . A -
Analizando a la ecuacién (|3.28) se concluye que se puede expresar esa misma razon I, con los méaximos

y minimos de A

£ _ Amax - Amin
AJr Amax + Amin’
dado que Apax = Ay + A_ y que Apin = A4 — A_. Las expresiones (3.32) y (3.29) permiten escribir

también
A, — Amax + Amin / Q A = Amax — Amin / Q
o 2 konAmax Amin Y T 2 konAmaxAmin'

3.2.1.2. Caso k2 <0

(3.32)

En este caso no hay propagacion y el modulo de F'; como se presenta en la ecuacion ([3.24), es

Az) = \/ A2 e 2koVoi—niz 4 A2 g2koVot—n?z 4 9 AL A cos(AS). (3.33)

La expresion anterior también debe ser solucion de la ecuacion ([3.10)). Introduciendo a (3.33) en dicha
ecuacion se confirma que es solucion bajo la condicién de que

Q = 2ko AL A_\/(0% — n2)sin(AS). (3.34)

Introduciendo (3.33)) en la ecuacion (3.11)) lo que se obtiene es

1
Ard-= (02 — n2) sin(Ad) (3.35)

Claramente, si alguna de las dos constantes A4 o A_ es nula el valor de ) también se debe anular y

consecuentemente no se puede emplear (3.11]) ni (3.35)).

3.2.1.3. Caso k=0

En el caso k? = 0 la solucién general de la ecuacion (3.1)) es una funcién lineal, no una constante, hecho
que no queda incluido en la expresion (3.24). Para este caso

F(z) = Apze™ + A e~

cuya amplitud es

A= \/Af_z? + A% +2A, A_zcos(A)), (3.36)
expresion que debe ser solucion de la ecuacion (3.10)), considerando x = 0. Introduciendo a (3.36)) en dicha

ecuacion se confirma que es solucién bajo la condicién
Q =2A1A_sin(AJ).
Introduciendo (3.33)) en la ecuacion (3.11)) lo que se obtiene es

ko

A= = oAy
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3.2.2. Una interfase en incidencia normal, medios transparentes y no magnéticos

La intencién aqui es modelar una interfase dieléctrica comiin, entre materiales no magnéticos p =
po. Con ese objeto se elige un perfil de indice de refraccion n(z) real, que sea monoténico y tienda
asintoticamente por ambos extremos a n; y n, en particular un perfil de tangente hiperbolica [52]

; —n; In (19
n(z) = i ;—nt L 5 i tanh { n; )z} . (3.37)

nt _
c
2
Q
Q
s

L§ nmedio—
Q
o
[0}
=
o)
=
Np—

ni
T ' T T T l T T T T T 1

4 3 2 -1 0 1 2 3 4
z en longitudes de onda

Figura 3.2: Grafica del indice de refraccion n(z) para una interfase de tangente hiperboélica descrita por
3.37. Las unidades de z y D son longitudes de onda (medida en el vacio) para la onda incidente. En el
caso de la figura D = 2.

El parametro D es una medida del grosor de la interfase, es la distancia en la que sucede el 90 % del
cambio en el indice de refraccion. Este perfil no se debe confundir con el de Epstein 2.2.8:3] que es muy
parecido. En el caso de (3.37)), es el indice de refraccion el que se relaciona directamente a una tangente
hiperbdlica, en el caso del perfil de Epstein es la permitividad dieléctrica relativa. La gréafica del perfil
se presenta en la figura Una interfase comin aire-vidrio es bastante abrupta, ocurre en una
distancia del orden de nanémetros o menos, pero incluso en este caso no es infinitamente abrupta, no es
un “escalon” perfecto. Uno de los propositos de este trabajo es poder jugar libremente con el parametro
D, que pueda ser tan grande o pequeno como se desee, para poder modelar el comportamiento de la luz
al atravesar interfases desde las muy abruptas hasta las muy graduales. Se introduce el perfil en la
ecuacién de la amplitud . Para resolver esta ecuacién numéricamente se debe sujetar a las condiciones
a la frontera apropiadas. Conviene suponer que sblo incide luz desde el lado izquierdo , del sector negativo
del eje z. Tal suposicion requiere que, del lado derecho, cuando z — oo y el indice de refraccion sea ya
casi constante, no haya contra-propagaciéon. Para un medio homogéneo la solucién general a esta
dada por , si se toma A_ = 0, ésta correspondera a una sola onda propagandose hacia la derecha y
la solucion es una constante A (z — oo) = A;. Debido a v a que se ha supuesto incidencia normal,
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0 =0,

1
Ay (2> 0) = o= Az 0) = 0. (3.38)

Estas son las condiciones a la frontera que se introducen para obtener la solucién numérica de (3.11)) con
el método de diferencias finitas. En la figura se muestra la grafica de la solucion para D = %)\.

1.05
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Z en longitudes de onda

Figura 3.3: Suponiendo incidencia normal, introduciendo el perfil n(z) de la ecuaciéon con D = %)\,
n; = 1, ny = 1.5 y las condiciones a la frontera en la ecuacion diferencial , se obtiene la solucién
numeérica que se muestra. El sombreado representa la region donde la variacion del indice de refracciéon es
significativa.

Como es de esperarse, a la derecha de la interfase Ay es practicamente constante. A la izquierda de
la interfase, donde el medio ya es practicamente homogéneo se observan oscilaciones, se puede calcular el
cociente (3.32]) con cualquier par de valores extremos, este cociente corresponde a la raiz cuadrada de la

reflectividad 5
Amax - Amin
R = (fmax” Smin )
Amax + Amin

El resultado numérico de la reflectividad para D = X, n; =1y ny = 1.5 es R = (8.5570 £ 0.0001) x
1072 %, que es una reflectividad muy baja comparada con la que predicen las formulas de Fresnel para una
interfase abrupta aire-vidirio (4 %), pero es debido que se trata de una variacion muy gradual del indice de
refraccion. Se puede repetir el procedimiento anterior para otros valores de D, que simulen interfases més
abruptas o més graduales, por ejemplo D = 0.01\ y 1), las soluciones se muestran en la figura [3.4] La liga
de la referencia [53] lleva a un programa de la coleccion Wolfram Demonstrations Project que se basa en
la informacion de esta seccién para calcular la reflectividad de una interfase “suave”; en incidencia normal.
La reflectividad para el caso D = 0.01X es R = 3.9912% y para D = 1\ es R = 1.6560 x 1074 %. Debe
recordarse que aunque la funcion A(z) presente oscilaciones en z, sigue tratandose de una “amplitud”, pues
si se fija un observador en el plano correspondiente una coordenada zi, el valor A(z;) es el méaximo de las
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oscilaciones del campo en funcién del tiempo en ese sitio. Ademés debe notarse que no toda variacién de
A(z) es consecuencia de la interferencia de ondas propagandose en sentido contrario, ya que también la
amplitud es proporcional al inverso de la raiz cuadrada del indice de refraccion.

A=A +A°+24 A cos (2knz +AS))"

T — T T T T T T T
20 -1.5 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
Z en longitudes de onda

Figura 3.4: En incidencia normal #; = 6; = 0, con n; = 1, n; = 1.5, introduciendo el perfil de tangente
hiperbodlica de la ecuacion (3.37)) y las condiciones a la frontera (3.38]) en la ecuacion (3.11)) se obtienen las

soluciones numéricas que se muestran para tres valores de D.

Iterando el procedimiento 200 veces mas para distintos valores de D es posible hacer una gréfica de
reflectividad en funcion del pardmetro D, ésta se muestra en la figura Cuando D — 0 se recupera el
resultado de Fresnel (R — 4% cuando n; = 1.5). Intercambiar n; <+ n; produce graficas R(D) idénticas.
Aunque con la representacion de amplitud y fase se esté prefiriendo resolver una ecuaciéon diferencial
ordinaria no lineal a una lineal , lograr los resultados anteriores con el método de las matrices
serfa mucho mas laborioso[54]. Aplicando a ambos lados de la interfase, ya lejos de ella, donde el
medio es aproximadamente homogéneo, se tiene

; =A? - A2 y ;t = A2, (3.39)
donde A; y A, son las amplitudes Ay y A_del lado izquierdo de la interfase (z < 0), mientras que Ay
corresponde a A, del lado derecho (z > 0). Combinando ambas expresiones se puede escribir

iRt 1, (3.40)

lo cual representa la conservaciéon de la energia R+ 1 = 1.
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Figura 3.5: Reflectividad en funcion de D para el perfil de tangente hiperbélica[3.37] En incidencia normal,
conn; =1yns =15, 1.75, 2.

3.2.3. Una interfase en incidencia oblicua TE, medios transparentes y no magnéticos
3.2.3.1. Caso n; >n;

Nuevamente se considera el perfil de la ecuacion (3.37)) pero ahora en incidencia oblicua y polarizacion
TE. Se trata el caso particular n; > n;. Con este perfil se resuelve la ecuacién diferencial para la amplitud
(3.11)), sujeta a las siguientes condiciones a la frontera

Aj(z>0) = ——— v Ay(z>0)=0, (3.41)

lo que garantiza solo luz transmitida en la direccién positiva del eje z, mas all4 de la regién inhomogéna.
Se encuentra la reflectividad con , evaluada en la regiéon z < 0 , donde el medio es practicamente
homogéneo. La grafica de una solucion, como ejemplo, se muestra en la figura [3.6] Se muestran en la figura
las graficas de la reflectividad, obtenida como funcién de el angulo de incidencia, para varios espesores
D de la interfase. Se ve como, para un determinado valor del dngulo de incidencia 6;, la reflectividad
disminuye al aumentar el espesor D. Sin embargo al aproximarse 6; a 90° la reflectividad converge a 100 %
para todo valor de D.
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Figura 3.6: Con un angulo de incidencia 6; = 30°, polarizacién TE, introduciendo el perfil con
D = %)\, n; = 1, ny = 1.5 y las condiciones a la frontera en la ecuaciéon , se obtiene la
solucion numérica A (z) que se muestra, ésta corresponde a la amplitud del campo eléctrico. El sombreado
representa la regién donde la variaciéon del indice de refraccion es significativa. La reflectividad en este
ejemplo es de R = 0.22 %.
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Figura 3.7: Reflectividad como funciéon de 6; para varios valores del espesor D en el perfil (3.37)), polariza-
cion TE, los indices de refracciéon en los extremos son n; = 1, n; = 1.5.
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3.2.3.2. Caso n; >ny

Con el mismo tipo de perfil y considerando la polarizacién TE ahora se supone n; > n;. Bajo
esta condicién se da la reflexion total interna para édngulos de incidencia mayores o iguales al critico, el
angulo critico es aquel para el que krg (2> 0) = 0, es decir 6, = arcsin% (0. = 41.8°sin; = 15y
ny = 1). Para angulos menores al critico, §; < 0., se sigue el mismo procedimiento que en se
considera el perfil de la ecuacién en incidencia oblicua y polarizacién TE. Con este perfil se resuelve
la ecuacién diferencial para la amplitud , sujeta a las condiciones a la frontera expresadas en .
Se encuentra la reflectividad con (3.31)), evaluada en la regién z < 0 . Se muestra una solucion A (2),

como ejemplo, en la figura (a).

1.37
1.2 1.04
w:% 1.17 <

Lol 0.5

0.97
0.0

0.8

-3 2 - 0 1 2 3 -3 2 -1 0 1 2 3
(a) Z en longitudes de onda (b)

Figura 3.8: (a) Con un angulo de incidencia #; = 30°, introduciendo el perfil 1} con D = %)\, n; = 1.5,
ny = 1 y las condiciones a la frontera (3.41)) en la ecuacion (3.11)), se obtiene la soluciéon numérica A (z)
que se muestra, ésta corresponde a la amplitud del campo eléctrico. El sombreado representa la region
donde la variacion del indice de refraccion es significativa. La reflectividad en este ejemplo es de ~ 1%.
(b) Introduciendo un angulo de incidencia 6; = 50°, con el per, D = %)\, n; = 1.5, ny =1y las
condiciones a la frontera , donde A; = 1, en la ecuacion (3.10)), con @ = 0, se obtiene la solucién
numérica que se muestra. El sombreado representa la region donde la variacién del indice de refraccion es
significativa. La reflectividad en este ejemplo es R = 100 %.

Se muestran en la figura [3.9) las graficas de la reflectividad como funcion de el angulo de incidencia,
para varios espesores D de la interfase. Aqui también se ve como, para un determinado valor del dngulo
de incidencia 6;, la reflectividad disminuye al aumentar el espesor D. Sin embargo al aproximarse 6; al
angulo critico, la reflectividad converge a 100 % para todo valor de D. Para dngulos mayores al critico,
0; > 0., se trata del caso k2 < 0 y la soluciéon debe ser de la forma . Si se quiere suponer que
no hay fuentes de luz del lado derecho, en z < 0, la solucién debe ser una exponencial negativa, es decir

se debe tomar A_ = 0, por lo tanto se toman como condiciones a la frontera
A(z>0) = Ae Rover=n®z v A5 0) = —kg\/02 — n2Ae FoVei oz, (3.42)

Lo anterior, segtn (3.34)), exige que el valor del invariante @) sea nulo. La ecuacion diferencial a resolver
es entonces ([3.10) con @ = 0, ya que no se puede emplear (3.11]). Por otro lado, como @ = 0, se obtendra
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R =100% al evaluar (3.31]) del lado izquierdo,z < 0, previéndose reflexion total interna. Se muestra una
solucion de este tipo en la figura [3.8|(b).

1004

80

%

60

40-

Reflectividad

20

Angulo 6, en grados

Figura 3.9: Reflectividad como funcion de 6; para varios valores del espesor D en el perfil (3.37)), polariza-
cion TE, los indices de refraccion en los extremos son n; = 1.5, n, = 1. El angulo critico es 6, = 41.8°.

Una observaciéon interesante relacionada con los resultados de la figura 3.9 es que, al hacerse mas
gradual la interfase, la grafica R(6;) se acerca més a la de un escaléon. A pesar de que, para un rango
amplio de angulos de incidencia, la reflectividad de una interfase disminuye con el espesor de ésta, en
el angulo critico y valores mayores la reflectividad es muy cercana al 100 %. Por méas gradual que sea
la interfase, la reflexion total interna no se puede evitar al llegar a 6, . Este hecho puede aportar una
explicacion mas amplia al conocido fenémeno de los espejismos en que, a pesar de que la diferencia de
indice de refraccién entre las capas de aire es muy pequena y la interfase es gradual, la reflectividad puede
llegar a ser muy grande si el angulo de la vista es lo suficientemente rasante.

3.2.4. Una interfase en incidencia oblicua TM, medios transparentes y no magnéticos

El caso de la polarizacion TM es muy interesante, aunque se trate de medios no magnéticos. Debido a
que K%M (z), cuya definicion esté escrita en , es una expresion que contiene términos en las derivadas
de la permitividad, ya no serd una funcién tan simple como HQTE (z), de hecho ya no es necesariamente
monotonica.

3.2.4.1. Caso n; >n;

Se considera el perfil de la ecuacion (3.37)) pero ahora en incidencia oblicua y polarizacion TM. Se trata
el caso particular n; > n;. Con este perfil se resuelve la ecuacion diferencial para la amplitud (3.13)) sujeta



CAPITULO 3. REPRESENTACION DE AMPLITUD Y FASE 66

a las siguientes condiciones a la frontera

1
Ai(z>0)= ———= vy AjY(2>0)=0, (3.43)
(nf —a?)

lo que garantiza solo luz transmitida en la direccion positiva del eje z, méas alla de la regiéon inhomogéna.
Se encuentra la reflectividad con , evaluada en la regiéon z < 0 , donde el medio es practicamente
homogéneo. La grafica de una solucion, como ejemplo, se presenta en la figura |3.10(a). Se muestra una
grifica de k%, (2) en la figura (b), para hacer notar que no presenta una dependencia en z tan simple
como la de /@%E (z), tiene una variacién grande cerca de z = 0, una especie de “latigazo” que es méas
pronunciado entre mas abrupta es la interfase.

1.3 200+
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1 100
1.1
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= 0= 30° v
1.0 :
0.9 n=1.5 250,
08 T T T T T T T T T -100+ — T T T T T T T T T T T T 1
-2 -1 0 1 2 -1.5 -1.0 -05 00 05 1.0 15 20
(a) Z en longitudes de onda (b)

Figura 3.10: (a) Con un angulo de incidencia 6; = 30°, introduciendo el perfil con D = %)\, n; =1,
nt = 1.5 y las condiciones a la frontera en la ecuaciéon , se obtiene la soluciéon numérica A (z)
que se muestra, ésta corresponde a la amplitud del campo magnético. La reflectividad en este ejemplo es
~ 2%. El sombreado representa la region donde la variacion del indice de refraccion es significativa. (b)
La grafica de k%,; (2) para este mismo caso, no es una funcién monoténica ni muy gradual, aunque n(2)
si lo sea.

Se exponen en las figuras (a) y (b) las graficas de la reflectividad como funcion de el angulo de
incidencia, incluyendo varios espesores D de la interfase. El 4&ngulo de Brewster 0 es aquel para el que la
reflectividad se anula cuando la interfase es abrupta. Para angulos menores a 0 la reflectividad disminuye
al aumentar el espesor D, lo cual es de esperarse. Sin embargo al acercarse a dicho angulo, las graficas se
entrecruzan. En la vecindad de 6p se presenta un minimo local de la reflectividad evidente en las graficas
D = 0.01, 0.1y 0.2X. De hecho, si la interfase es estrictamente abrupta, el minimo local coincide con 6p
y la reflectividad para ese dangulo se anula por completo. Al aumentar D, este minimo se suaviza y se
corre hacia angulos menores dejando una funcién aparentemente monoténica. En la tabla se listan los
minimos locales de reflexion. Més alla del angulo 0p, al aproximarse 0; a 90° la reflectividad converge a
100 % para todo valor de D.
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Figura 3.11: Reflectividad como funcién de 6; para varios valores del espesor D en el perfil , pola-
rizacion TM, los indices de refracciéon en los extremos son n; = 1, n; = 1.5. El angulo de Brewster es
Op = 56.3°, para este valor del angulo la reflectividad se anula cuando la interfase es abrupta. (a) Una
vista completa y (b) un par de acercamientos a 0p.

(D) | Guin | R(%) miima

0.01 | 56.23° 0.02
0.1 | 55.73° 0.08
0.2 | 54.27° 0.19
0.3 | 51.81° 0.22
0.4 | 48.46° 0.16
0.5 | 27.60° 0.08

Cuadro 3.1: Minimos locales de reflexion.

3.2.4.2. Caso n; > ny

Con el perfil y considerando la polarizacion TM ahora se supone n; > n;. Bajo esta condicién
se da la reflexion total interna para angulos de incidencia mayores o iguales al critico. El angulo critico es
aquel para el que kT (2 > 0) = 0, que coincide con el dngulo critico en el caso de la polarizacion TE,
dado que cuando z > 0 el medio es practicamente homogéneo y por lo tanto Ky (2 > 0) = kg (2 > 0) .
Para angulos menores al critico, 8; < 6., se considera el perfil de la ecuacién en incidencia oblicua,
polarizacién TM y se resuelve la ecuacion diferencial para la amplitud , sujeta a las condiciones a
la frontera expresadas en . Se encuentra la reflectividad con , evaluada en la region z < 0 .
Se muestra una solucién A, (z), como ejemplo, en la figura [3.12|(a). Se presentan en la figuras (a) y
(b) las graficas de la reflectividad como funcion de el dngulo de incidencia, para varios espesores D de
la interfase. Se ve un comportamiento muy similar al de la figura [3.11] pero el dngulo de Brewster es
menor y la reflectividad tiende al 100 % en el angulo critico. En la tabla [3.2] se listan los minimos locales
de reflexion, sorprendentemente los valores de la reflectividad para estos minimos coinciden con los de la

tabla 311
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Figura 3.12: (a) Con un angulo de incidencia #; = 30°, introduciendo el perfil con D = %)\, n; = 1.5,
ny = 1 y las condiciones a la frontera en la ecuacion , se obtiene la solucién numeérica A (z)
que se muestra, ésta corresponde a la amplitud del campo magnético. El sombreado representa la region
donde la variacion del indice de refracciéon es significativa. La reflectividad en este ejemplo es de ~ 0.4 %.
(b) Introduciendo un dngulo de incidencia ; = 50°, con el perﬁ, D= %A, n; = 1.5, ny =1y las
condiciones a la frontera , donde A; = 1, en la ecuacion (3.12)), con @@ = 0, se obtiene la solucién
numeérica A (z) que se muestra, ésta corresponde a la amplitud del campo magnético. El sombreado
representa la regién donde la variaciéon del indice de refraccion es significativa. La reflectividad en este
ejemplo es R = 100 %.

Para angulos mayores al critico, 6; > 6., es decir cuando K%M (z>0)<0 3.2.1.2|, como en el caso de
reflexion total interna con polarizacion TE, la solucién debe ser de la forma @ y las condiciones a la
frontera como las de la expresion . La ecuacioén diferencial a resolver es , con @ = 0, ya que no
se puede emplear y la reflectividad es R = 100 % . Se muestra una solucién de este tipo en la figura
3.12(b).

’ DN ‘ Omin \ R( %) minima ‘

0.01 | 33.72° 0.02
0.1 | 33.40° 0.08
0.2 | 32.72° 0.19
0.3 | 31.57° 0.22
0.4 | 2997 0.16
0.5 | 27.27° 0.08

Cuadro 3.2: Minimos locales de reflexion.
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Figura 3.13: Reflectividad como funcién de 6; para varios valores del espesor D en el perfil , polari-
zacién TM, los indices de refraccién en los extremos son n; = 1.5, n, = 1. El angulo critico es . = 41.8°
y el de Brewster g = 33.7°. Cerca de 0p se presenta un minimo local de la reflectividad en las graficas
D =0.01, 0.1y 0.2\. (a) Una vista completa y (b) un acercamiento a .

3.2.4.3. Algunas particularidades en el caso de polarizacion TM

En medios no magnéticos la solucion A (z) a la ecuacion , que corresponde al caso de la polari-
zacion TE, es un multiplo de la amplitud del campo eléctrico, por lo que ésta se interpreta rapidamente.
En el caso de la polarizacion TM, A (z) que es solucion de , no es necesariamente un multiplo de la
e(z)

€0
cuenta. Méas atn, si se quiere encontrar la amplitud del campo eléctrico en términos de A (z) la relacion se
enreda més, como se ve en la expresion . Incluso pudiera convenir graficar las amplitudes de ambas
componentes de E, por separado para visualizar mejor lo que ocurre con el campo eléctrico en la region
inhomogénea. Otro detalle que se quiere resaltar aqui es que, en la region donde &’ # 0, la divergencia del

campo eléctrico en (3.21)) no se anula

amplitud del campo magnético, la ecuacion (3.20) incluye también un factor que se debe tomar en

koov
—_ .

/
g _
V- E = ——gellthoy=wt) 4200
€2 weg

(3.44)

Aunque no haya carga externa, si la divergencia del campo eléctrico no se anula, ésta se asocia a una
densidad de carga de polarizacion [28, Capitulo IV, pag. 153], |26, Capitulo IV, pag. 84|. Para una interfase
abrupta entre n; y n;, representada por un plano bidimensional, como el que se supone para inferir las
relaciones de Fresnel, la divergencia en la expresion diverge, lo que representa una situacion fisica
irreal. Estudiando las soluciones de la ecuacién de la amplitud cuando se consideran interfases no
tan abruptas, se puede modelar de manera méas realista la acumulacién de carga de polarizaciéon en la
superficie de un dieléctrico cuando incide luz con polarizaciéon TM sobre él.
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Figura 3.14: Tres ejemplos de graficas de dz(zz) y J%n_2¢4 renormalizadas (Div E) para que su valor
méaximo sea el mismo que el de la derivada del indice de refracciéon. El perfil de indice de refraccion que
se emplea es de tangente hiperbolica Se toman distintos valores de grosor D, dngulos de incidencia,
reflexion interna y externa. (a) Con n; > n;, muy cerca del angulo de Brewster, grosor de D = 0.02)\. (b)

Con n; > ny, en reflexion total interna, grosor de D = 0.05\. (¢) Con n; > n;, angulo de incidencia de
30°, grosor de D = 0.5\

Si se define a la densidad volumétrica de carga de polarizacién como
pp=—V-P,

se puede relacionar la divergencia del campo eléctrico con dicha densidad de carga. Dado que P = xE,
donde x = € — ¢ es la susceptibilidad dieléctrica, se puede escribir

pp=—V (e —¢o)E.
Si ademas la carga externa p = V - D se anula la expresion anterior queda

pp=€0V-E,
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de tal modo que la divergencia del campo eléctrico es proporcional a la carga de polarizacién. De esta
manera, para medios no magnéticos (n? = ¢/eg), se puede decir que

pp X den—2Aei(q+kgay—wt)7
dz

donde A, g y n dependen de z, mientras que o es una constante que depende del angulo incidencia de
la luz o = n;sin ;. Por lo anterior se puede afirmar que la amplitud de p, es proporcional a U‘é—zn_2A.
A continuacién se calcula y luego se grafica dicha cantidad renormalizada para distintos casos: varios
grosores D de la interfase, diferentes angulos de incidencia, reflexiéon interna y externa. El perfil de indice
de refracciéon que se emplea es de tangente hiperbolica Algunos ejemplos de estos resultados se
muestran las graficas de la figura La apariencia de las graficas de ag—znﬂfl es muy similar en todos
los casos, la funcién de z que domina su forma es la derivada del indice de refracciéon. Se presentan también
las graficas de i—’; para constatarlo. La renormalizaciéon de U%nd.ﬁl se hace de tal manera que el valor
maximo coincida con el de g—:. En todos los casos hay un corrimiento respecto de % en el eje z, dicho
corrimiento es siempre del orden de %D v hacia el “exterior”, es decir, la direccién hacia donde esté el
indice de refraccién menor. La “muesca” de la gréifica de A en la figura [3.12|b) (el caso de reflexion total
interna) no produce ninguna estructura reconocible en el resultado para el modulo de la densidad de carga
de polarizacion.

Si se toman en cuenta las variaciones debidas a la fase, es posible que para espesores grandes D > 0.25)\
(medios muy graduales) se puedan apreciar fluctuaciones de la densidad de carga de polarizacion en la
direccién z.

3.2.5. Coincidencias de la reflectividad TE y TM, una medida de la gradualidad

En el caso de una interfase abrupta entre dos medios transparentes, no magnéticos se presenta una
situacion interesante: si se comparan las expresiones ([2.28)) y (2.46)) se puede comprobar que, en particular
para 07 = 45° (cuando ny > np) como angulo de incidencia, se cumple la relacion

| = 47?2, (3.45)

Hecho que también se cumple para 61 = 90° ya que el modulo de los coeficientes de reflexion es la unidad,
pero ese es el caso trivial. Cuando la interfase es gradual, dicha relaciéon ya no se cumple para el angulo
01 = 45° de forma exacta, pero se puede satisfacer para otros angulos cercanos. Medir el dngulo para el
cual se cumple dicha condicién puede indicar que tan gradual es la interfase aunque no se conozca con
certeza el indice de refraccion ng del material. En la figura[3.15 se muestran cuatro graficas de reflectividad
en funcién del angulo de incidencia en las que se destacan los angulos para los que se cumple la condiciéon
. Inicialmente, conforme aumenta el valor de D (la “gradualidad”), el dngulo de la interseccion se
corre a valores mayores de 45°. En las graficas en las que 0.1\ < D < 0.3\ se observan dos angulos en los
que se intersectan las lineas de Ri y Rj. A partir de D ~ 0.4\ ya no hay angulo que cumpla la condicion
excepto 1 = 90° y la linea de Ri se mantiene hacia la derecha de R, es decir que el cuadrado de la
reflectividad TE siempre es menor que la reflectividad TM. Se destaca también que en el caso de una
interfase abrupta, en la region de los angulos rasantes 6 > 80°, se cumple Ri > R)|. Sin embargo, cuando
la inerfase es lo suficientemente gradual (D > 0.2\) ocurre lo contrario.
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Figura 3.15: Gréaficas de reflectividad en funcion del dngulo de incidencia en las que se destacan los angulos
para los que se cumple la condicion (3.45]). Cada una corresponde a un distinto grosor de la interfase: (a)
D =0.01\, (b) D =0.1A, (c) D =0.2A, (d) D = 0.3\ .

3.3. Conservacion de la energia y el invariante @

3.3.1. Propagaciéon a ambos lados de la regién inhomogéna

Nuevamente considérese un medio transparente que tenga una regiéon inhomogénea acotada en un
intervalo cercano a z = 0, de tal modo que en |z| > 0 el medio sea, al menos aproximadamente homogéneo.
Sea n; el indice de refraccion de la regiéon a la izquierda del sector inhomogéneo, z < 0, y sea n; el de la
region a la derecha, z > 0. Considérese también luz incidente solo desde el lado izquierdo. Puede tratarse
de incidencia oblicua y medios magnéticos. El indice de refracciéon de la region homogénea del lado derecho,
debe ser tal que permita la transmision de ondas en esa direccion, es decir n? — o2 > 0.

En el caso de polarizacion TE, aplicando la ecuacion (3.29)) a ambos lados tenemos

Q= (A7 — A2) ko/n? — 02 vy Q= Afkoy/n? — 02, (3.46)

donde n; es el indice de refraccion para z < 0 y ns para z > 0, ademéas A; y A, son las amplitudes Ay y
A_del lado izquierdo de la interfase (z < 0), mientras que A; corresponde a A del lado derecho (z > 0).
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Esto quiere decir que el invariante @ esté relacionado con el flujo de energia en la direcciéon z. De hecho,
en las ecuaciones (3.19)) y (3.22), en las que se especifica al vector de Poynting en términos de la amplitud
del campo, @ es propormonal a la componente z del promedio temporal ese vector. El invariante Q) es
entonces una medida de la irradiancia neta en la direccién z. Las expresiones llevan a

v _ TtV 3.47
2SR (347)

Debido a |i se tiene que fiifi* A2 ’“ A Ax = A2 y A Ar = A2 “t , donde p; y gy son las
permeabilidades magnéticas de los medios homogeneos lejos de z=0,conlo anterlor la ecuacion
se puede reescribir

Dm 2
Dm :Bz

T

(3.48)

Dm ;Bz

A,
1- =
A ”—Uﬂt

que es equivalente a ([2.31]). Para el caso de polrizacion TM, a ambos lados tenemos

Q= (A — M) koyJn2—0? v Q=Alkoy/n? o2 (3.49)

Considerando a |} se concluye que /L/IZ* = A2 81 A, A* = A2 8’ y AtA* = A2 Et , donde g; y &; son las
permitividades de los medios homogéneos lejos de z =0, se puede escrlblr

/i vV Ny — 0 25@'
A" \/n? — o2ey
que es equivalente a (2.49). El par de ecuaciones (3.48)) y (3.50) llevan a R + T = 1 para ambas polariza-

ciones, que a su vez implica la conservaciéon de la energia.

(3.50)

D>z D>:
|

A,
1-=F
A;

3.3.2. Propagacioén solo a un lado de la regién inhomogéna

Ahora se considera el caso en que el indice de refraccién de la region homogénea del lado derecho
no permite la propagacién n? — o2 < 0. Para la polarizacion TE, aplicando la ecuacion (3.29) del lado

izquierdo
Q = (A7 — A2) koy/n? — 02, (3.51)

y aplicando (3.34)) al otro
Q = 2k0At1At2\/ (0’2 - nz) sin(Aﬂ) = 0, (352)

dado que Ay = 0, pues siendo que solo hay luz incidente del lado izquierdo, el campo del lado derecho
debe anularse cuando z = ooy por lo tanto el coeficiente de la exponencial negativa en (3.33) debe ser
cero. Para que (| y sean consistentes se debe cumplir A? = A2, lo que implica A; Ar = = A, A
decir R = 1.

Cuando n? — 0% = 0, ocurre algo muy similar. El valor de la solucién A (z > 0) no debe crecer con
z por lo que, examinando la expresion se llega a la conclusiéon de que la amplitud de la onda que
viaja a la derecha se debe anular. Nuevamente se debe cumplir A? = A2 es decir R = 1.
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3.4. La funcién de reflexiéon y el cuadrado de su moédulo

Nuevamente considérese un medio en el que la regién inhomogénea se encuentre cerca de z = 0, lejos
de esa region el indice de refracciéon debe poder considerarse, al menos, aproximadamente constante. Del
lado izquierdo, z < 0, desde donde incide la luz, el indice de refraccion tiende a n;, mientras que del lado
derecho, z > 0, tiende a n;. Con el objeto de encontrar la reflectividad de los perfiles incluidos en las
seccion se empled la expresion que resulta muy conveniente en el caso de soluciones numeéricas.

Sin embargo la funcion de reflexion, (3.26) o (3.27)), y el cuadrado de su modulo ((3.31])
2 2
(Akovn? =o2 - 9" + A7 (Akov/n? =02 - §)" + .47

5 R(z) = 5 : (3.53)
(AkoviZ=o2+§)  + a7 (AkovnZ =%+ Q) + A

resultan mas interesantes desde el punto de vista tedrico pues ofrecen més informaciéon. A la funcion r(z)
representada en las ecuaciones y se le llama a la funcién de reflexion, pues evaluada en la
region z > 0 permite encontrar el médulo del coeficiente de reflexion [32]. Si se evalua a lejos de la
regiéon inhomogénea, del lado en que incide la luz, el cuadrado de su méddulo corresponde a la reflectividad
del medio. La reflectividad R puede variar entre cero y uno, dependiendo del medio estratificado que refleje
la luz y el angulo de incidencia. Considérese otra cantidad relacionada con la reflectividad, sea el caso de
polarizacion TE o TM, G y se sea su definicién

Ry(2) =

1+ R(2)

G(z) = 1_7}%(2)7

si R es nula el valor de G es la unidad y si R = 1, entonces § — oo. La cantidad G puede resultar tutil
para comparar medios estratificados de alta reflectividad. La relacion entre Ry G es biunivoca y se puede
escribir también

Mediante la expresion (3.53)) para TE, se llega a

2

_ A2 (n2 _02) —|—%+A’2

2QkoVn? — o2
Si se propagan las ondas a lo largo de todo el eje z, es decir /ﬁ?FE > 0, la funciéon G (z) también se puede
expresar como el resultado de una integral, como se muestra a continuacién. Se multiplica la ecuacién de
la amplitud (3.10) por A’ y se integra de z; a 0o, donde z; < 0, de modo que z; se encuentre del lado
izquierdo y ya lejos de la regién inhomogénea

1 Q*

§A/2 Z) +@ 2z —/ H%EAA/dZ. (354)

g1 (2)

En las regiones homogéneas la solucion general a la ecuacion de la amplitud (3.10]) es (3.28]), pero del lado

derecho, en la region en la que ya no hay contra-propagacion de ondas As = 0 y por lo tanto la soluciéon
es una constante
Q

kov/n? — o2

donde se ha tomado en cuenta a (3.29)). Considerando ésto, se llevan a cabo las evaluaciones en (3.54)

A% (2> 0) = A? =

1 Qko n2 — o2 Q2 ]
0— ~A?(z t - _—/ ZeAAdz.
5 (2:) + 5 2A2(z;) ; KTE z
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Ahora se integra por partes el miembro de la derecha

53 2
—%A’2(zi)+Qk0 Be 9 @ _ [1

oo
2 42 |00 roa2
— = — | =kipA* | — KTERTRA dz] .
5 2A2(z;) o "TE 2 /Zz TE
Dado que kg (2 3> 0) = koy/n? — 02 y kg (2 < 0) = koy/n? — 02,

2 A%(2)k2 (n? — o? o0
AIQ(Zz) + QkO\/ nt —0?— 214?(2') - (&) 02( - ) :/ “TEHLFEAQdZ-

%

1
koy/n;

A () + A2( 3 + A2%(2;)kE (n —0 ) —2Qko\/n? — 02 —f; KTERRA%dz

2@]60\/71 — o2 Qko n%—az

Pero los tres primeros términos del lado izquierdo son G, (z;) de tal forma que

Multiplicando todo por — Q 0

oo / 2
_IZ¢ KTERTRA dz n? — o2

koy/n? — o2 \/n —0'2
— fZOLO krERrpA%dz + Qko (\/n? — 02— /n? — 02>

G1 (%) =

en consecuencia

Ry (z) = . (3.55)
—f ﬁTEnTEA2dz+Qko( n? — o2+ /n? —a2>
La reflectividad, para polarizaciéon TE, esté relacionada entonces con la integral
> > po
/ A?krpkipdz = / —UU*krpkgdz
—00 —co M
y de manera similar con
[e.e] 80 ,
/ *UU*KTMK}TMdZ
—oo €
para TM, siendo la reflectividad correspondiente
- fzio krmkpyAZdz + Qko (\/nf — 0?2 —\/n? — 02)
Ry (=) = (3.56)

- f krMEpyA2dz + Qko ( — o2+ 4/n? — 02> '

3.5. Discusién y conclusiones

Resolviendo numéricamente la ecuacion de la amplitud, ya sea (3.10)), (3.11)), (3.12)) o (3.13)), se puede
tratar satisfactoriamente el problema de la propagacion de la luz en medios inhomogéneos. Se puede
manejar cualquier razén de variacién para Kty 0 KTM, desde muy pequena hasta muy grande, tomando
como referencia la longitud de onda. Se logra abordar tanto incidencia normal como oblicua, polarizacion
TE y TM, regiones donde la solucién es propagatoria y regiones donde no lo es. Se elaboraron graficas
de reflectividad como funciéon del angulo de incidencia y de la “gradualidad” o grosor de la interfase.
En este capitulo se ejemplificé principalmente el caso de medios transparentes y no magnéticos, pero no
hay impedimento para incluir permeabilidades magnéticas variables y absorcién de luz. Un resultado que
destaca es que el fenémeno del angulo critico y la reflexiéon total interna persiste aunque la transicion entre




CAPITULO 3. REPRESENTACION DE AMPLITUD Y FASE 76

los indices de refraccién sea muy gradual. No sucede lo mismo para el angulo de Brewster, que solo se
presenta como tal para interfases relativamente abruptas. Algo que puede pasar inadvertido pero es un
hecho importante, es que las ondas al propagarse oblicuamente a través de un medio estratificado dejan
de ser estrictamente homogéneas. La direcciéon en la que la amplitud de la onda varia es z, sin embargo
la direccién de propagaciéon 6 estd dada por la relaciéon ¢ = nsinf. El considerar medios graduales para
el caso TM permite encontrar la densidad de carga de polarizacion en funcion de z, pudiéndose desechar
entonces las suposiciones de densidad de carga infinitas que implicaria un tratamiento a la Fresnel. Medir
el angulo para los que se cumple la condicién puede indicar la “gradualidad” de la interfase, aunque
también puede indicarla la relacion entre las reflectividades TE y TM en édngulos rasantes.

Si se busca una solucién numérica para el problema de los medios estratificados, resolver la ecuacion de
la amplitud es una mejor alternativa a emplear el método de las matrices, especialmente cuando se trata
de un perfil n(z) continuo y analitico a todo lo largo del eje z. Para este caso, el método de las matrices
puede resultar inconveniente pues supone que el medio estd acotado por dos fronteras bien definidas con
medios homogéneos. Ademas, en la representacion de amplitud y fase sélo se requiere resolver una ecuacion
diferencial ordinaria, la de la amplitud, sujeta a las condiciones a la frontera especificas del caso fisico en
cuestion. En cambio, el método de las matrices requiere resolver la ecuacion diferencial para U(z) dos veces,
sujetandola a las condiciones a la frontera apropiadas para Ui (z) y Usz(z). Esta ecuacion diferencial para
U es compleja, constando de sus partes real e imaginaria, si se ha de resolver mediante el método de las
diferencias finitas, el algoritmo se debe aplicar por separado a ambas partes, lo que consume mas recursos
del sistema (CPU y disco). Después atn se requiere calcular las funciones Vi y V. En consecuencia, pese
a que la representacion de amplitud y fase implica resolver una ecuacion diferencial ordinaria no lineal, se
puede decir que resulta cuatro veces mas eficiente que el método de las matrices para encontrar soluciones
numéricas que describan la propagacion de luz en medios estratificados.
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Capitulo 4

Distintos perfiles modelando interfases y
capas delgadas

En este capitulo se prueban varios otros perfiles n(z), ademas de la tangente hiperbdlica del capitulo
que simulan interfases graduales. Se modelan también peliculas delgadas graduales con funciones n(z)
de simetria par. Se analiza con detalle la reflexiéon de la luz en incidencia normal, suponiendo medios no
magnéticos. El analisis se hace principalmente con base en las soluciones numeéricas a la ecuacion de la
amplitud. Se comienza por escoger un perfil para el que se conoce la solucién analitica de la ecuacion
del campo y por lo tanto se puede inferir también una solucién analitica para la ecuacién de
la amplitud. Lo anterior se aprovecha para hacer comparaciones entre los resultados numéricos y los
analiticos. Un siguiente conjunto de perfiles se escoge tal que éstos modelen una interfase transicional,
continua y monotoénica, entre dos indices de refraccion. Algunos perfiles son infinitamente diferenciables
pero otros son definidos por partes. Se pone atenciéon a la reflectividad como funcién del espesor de estas
interfases. Se toma un ultimo conjunto de perfiles que simulan capas delgadas, todos ellos infinitamente
diferenciables. Las dos interfases que conforman la capa delgada pueden ser desde muy graduales hasta
abruptas. Se comparan los casos de interferencia constructiva y destructiva en la reflexién. La mayor parte
del contenido de la seccion se publico en el articulo [55] y el de la la secciéon en [56].

4.1. El perfil de Epstein resuelto con diferencias finitas

El perfil de Epstein admite resolver analiticamente la ecuacién como se muestra en la
seccion Lo anterior permite una comparaciéon con las predicciones de la soluciéon numérica de la
ecuacion de la amplitud y calificar la exactitud de estos resultados numeéricos, por lo que es un buen
primer ejemplo. Este perfil es muy parecido al de tangente hiperbdlica pero n(z) no es una funcion
simétrica respecto a un eje centrado en z = 0, en cambio si lo es £(z). Este perfil simula una interfase que
evoluciona monoténicamente de n; a ng.

Para poder comparar las soluciones es conveniente normalizar a Uy de para que su modulo sea
\/% en la region z — 0o, de modo que coincida con el valor de Ay en el caso de la soluciéon numérica a la

ecuacion (3.11). Sea Uy dicha solucién normalizada

1 a ; B
Uj= —— (e*BZ + 1) ethonaz, (b, b—c+lib—a+1; —efﬁz) : (4.1)
V2

En la figura se muestra la solucion a la ecuaciéon de la amplitud, obtenida con diferencias finitas,
junto con la grafica de |Uy|. En este ejemplo se toman los valores n; = 1, ng = 1.5 y D = 0.5. Para
z > —3.16 la diferencia entre ambas graficas es casi imperceptible. Las series hipergeométricas se evaluaron

79
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con el programa Mathematica [22)]. Para z < —3.16 el programa fracasa y el resultado queda indeterminado,
esto es debido a que la convergencia de la serie se dificulta para valores muy negativos de z, mediante la
continuacién analitica se puede obtener un mejor resultado para estos valores de z, pero la convergencia
de la serie en z ~ 0 empeora. Aunque obtener un resultado analitico riguroso puede ser muy satisfactorio y
permitir un mayor entendimiento, si se necesita poner finalmente ese resultado en ntimeros o en una grafica,
éste puede resultar mas engorroso que empelar la solucién numérica desde un principio. El mismo calculo
de series hipergeométricas puede ser més eficiente si se resuelve la ecuacién diferencial con diferencias
finitas que si se evaliia la serie de potencias.

1.05+

1.00

— hipergeométricas
rrrrrrrrr diferencias finitas

0.954

0.90-

0.854

S 4 3 2 -1 0 1 2 3 4 5
z en longitudes de onda

Figura 4.1: La linea punteada muestra la solucién numeérica a la ecuaciéon de la amplitud con el
perfil de Epstein para ny = 1, no = 1.5 y D = 0.5. La linea continua presenta a |Uy|, que es el
modulo de la solucién obtenida con series hipergeométricas, para el mismo perfil y valores de ny, ns
y D. Las series hipergeométricas se evaluaron con Mathematica [22).

Para obtener graficas de reflectividad como funcion del espesor D de la interfase (la distancia en la que
sucede el 90 % del cambio en el indice de refraccion) se resuelve numéricamente la ecuacion de la amplitud
para 250 valores distintos del pardmetro D y cuatro valores de nsy. Se encuentra la reflectividad con ,
evaluada en la region z << 0, donde el medio es practicamente homogéneo. Estas graficas de R (D) se
muestran en la figura y son indistinguibles de las obtenidas con la férmula a la escala que se
presentan. Todas las graficas de la figura recuperan el resultado de Fresnel cuando D — 0 y también, en
todos los casos, la reflectividad tiende a cero monoténicamente al aumentar el valor de D en unidades de
longitud de onda. En general se puede ver que para D > 0.5 la reflectividad ya es muy reducida (< 1%).
La desviacion estandar de los resultados numeéricos en relacion a los analiticos es muy pequena, lo cual se
muestra en la tabla .1} Los resultados numéricos revelan una gran exactitud.
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X n=1.33 agua
g 30 n=1.54 vidrio
% N n=2.42 diamante
% 20 N n=>5
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Espesor D de la interfase en A

Figura 4.2: Reflectividad como funciéon del parametro D dado en unidades de longitud de onda. Se
muestran los resultados numeéricos (diferencias finitas) para cuatro elecciones distintas de ng, en todos los
casos n1 = 1. Se escogen tres valores de ngy tipicos: agua, vidrio y diamante, ademas de uno de mayor valor
que no representa a ningun material conocido, pero puede resultar interesante como una prediccion.

19 desviacion
estandar %
1.33 | 2.72 x 1073
1.54 | 5.91 x 1073
2.42 [ 2.00 x 1072
5.00 | 4.24 x 1072

Cuadro 4.1: Desviacion estandar de los resultados numeéricos de la reflectividad en relacién a los analiticos.

4.2. Comparacion entre distintos perfiles de interfase: infinitamente di-
ferenciables y definidos por partes

Se escogen distintos perfiles que modelan interfases evolucionando monoténicamente de n; a n;. Estos
perfiles n (z) son todos funciones simétricas en relacion a un eje centrado en z = 0,

Nt
2

ng + Nt

n(z) =~ |n(-5 - "2
Algunos son infinitamente diferenciables y otros estdn definidos por partes. Con estos perfiles se resuelve
numéricamente la ecuacién de la amplitud para varios valores de su espesor D y se reporta la
reflectividad como funcién de este parametro empleando a . Se escogen seis perfiles que se presentan
en la tabla donde An = ny —n; y Navg = W El valor del pardmetro a se escoge tal que D sea la
distancia en la que se da el 90 % del cambio en el indice de refraccion.
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Nombre n(2) valor de a
tanh Navg + % tanh (%z) ap = 2.94
arctan Navg + % arctan (%22) as = 12.7
erf Naveg + % erf (%’z) az = 2.33
n; para z < —1.’%
linear Navg + % (%42) para —% <z< % as = 1.80
i para z 2> %éo
4 para z < —%16
cubic Navg + % [—4 (%52)3 +3 (%z)} para —% <z< % as = 0.729
Ny para z > %
n; para z < 124
quintic Naveg + % [12 (%62)5 - 10 (%62’)3 + % (%ﬁz)] para —% <z< % ag = 0.622
Nt para z 2> %

Cuadro 4.2: Seis distintos perfiles n(z) representando una interfase transicional de n; a n;. Los tres primeros
son analiticos y los tres ultimos son definidos por partes. El valor del pardmetro a de la tercera columna
se escoge tal que D sea la distancia en la que se da el 90 % del cambio en el indice de refraccion.

RS - —— tanh
S ° ——-arctanh
2 3 i
b = N linear
5 = cubic
o 3] -~ quintic
O 0]
8 =
E &
S—
-0.50 -0.25 0.00 0.25 0.0 0.5 1.0 1.5
Z en longitudes de onda Espesor D de la interfase en A

(2) (b)

Figura 4.3: (a) Graficas de los seis perfiles de la tabla el parametro D es la distancia en la que ocurre
el 90 % del cambio en el indice de refraccion, centrada en z = 0, en unidades de longitud de onda. En esta
grafica D = 0.5. (b) La reflectividad como funcién de D para los seis casos, en incidencia normal.
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Graficas de estos perfiles y sus reflectividades en incidencia normal se muestran en la figura En al
figura (a) se puede ver que el parametro D es siempre la distancia en la que se da el 90 % del cambio en
el indice de refraccién, centrada en z = 0, aunque para los perfiles definidos por partes se puedan precisar
fronteras de manera mas concreta. Conviene mas que el criterio siempre sea el mismo. La reflectividad como
funcién de D, medida en longitudes de onda, en general disminuye, como se puede ver en la ﬁgur(b). No
obstante, en el caso de “arctan” la disminuciéon es mucho mas paulatina, esto es debido a que la pendiente
méxima de la funcion n(z) es mucho mayor que en los otros casos, para los mismos valores de D. En la
figura se muestran dos ampliaciones de las graficas R(D), se distinguen caracteristicas sorprendentes
para los casos de perfiles definidos por partes, las funciones R(D) no son monotonicas estrictamente. Para
espesores grandes D 2 0.4 se observan oscilaciones, como las que mostraria una pelicula delgada con
interfases abruptas a la Fresnel, esas oscilaciones son de mayor tamafno entre menor sea el orden de la
derivada discontinua de n(z) en el plano de unién. Aunque no hay discontinuidad en el indice de refraccion,
las derivadas discontinuas de éste actiian como planos de reflexion.

0.25+: \
¥ \ —— tanh
; \\ ——-ar%tanh
020" 4| ----er
- 3 \ gox10™ 4 v\ linear
- P \ cubic
B \ -
€ 01541 . quintic
2 N
S 01040 AN 4.0x10™ 1
G 3 AN
~ N
0.05 - S
0.00 | . = 0.04 S
1.2 1.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 20

Espesor D de la interfase en A

Figura 4.4: Ampliaciones de las graficas de la figura 4.2b), se observan oscilaciones en la reflectividad de
los perfiles definidos por partes.

En la figura se muestran las ubicaciones de los maximos y minimos distinguibles de la reflectividad
de los perfiles definidos por partes, en términos de la distancia 6ptica entre los planos de unién. Los perfiles
cuya derivada discontinua (la de menor orden) es impar, muestran un comportamiento parecido al de una
pelicula delgada de indice de refraccién intermedio entre el del ambiente y el substrato. Mientras que el
comportamiento de los perfiles cuya derivada discontinua es par, se parece al de una pelicula delgada cuyo
indice de refraccion es mayor que ambos, el del ambiente y el substrato. Esta diferencia de comportamiento
se debe al cambio de fase ante la reflexion. En el caso en que la pelicula es de indice intermedio, ambas
superficies reflejantes producen el mismo cambio de fase a la luz reflejada: Ad; = Ady = 7. Cuando la
pelicula es de indice mayor al ambiente y al substrato, el cambio de fase en la luz reflejada es distinto en
cada superficie Ad; = m y Ado = 0. La discusiéon sobre el cambio de fase, cuando la reflexion no se da
sobre un plano de discontinuidad en el indice de refraccion sino en sus derivadas d™n(z)/dz™ se retoma
de manera detallada en el capitulo [5| de esta tesis.
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Figura 4.5: Las ubicaciones de los maximos y minimos distinguibles de la reflecividad de los perfiles
definidos por partes, en términos de la distancia 6ptica entre los planos de unién.

4.3. Perfiles de capa delgada, de abruptos a graduales

i D D 1
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z en longitudes de onda
Figura 4.6: Un perfil n (z) como el de (4.2)).

Se escoge una familia de perfiles que modelen una pelicula delgada con indice de refraccion mayor npmax
que el de los alrededores npyin. Se desea poder variar el parametro D de grosor de las dos interfases y la
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distancia entre ellas L. La familia de perfiles seleccionada se puede resumir con la siguiente expresion
_ 2m
n(z) = Nmin + (nmax - nmin) (S (a2) ) (4.2)

donde el parametro m puede variar de 1 a 100. Estos perfiles n (z) tienen simetria par

con ellos, suponiendo incidencia normal y medios no magnéticos, se resuelve la ecuaciéon de la amplitud
(3.11)) y se calcula la reflectividad empleando a (3.31)). Se comparan los casos de interferencia constructiva
y destructiva.

1.5 1.4]
o 13:
O .
‘5 141 ]
2 1.2- m=1
8= ]
L 1.3 4 wvﬁ 1.14
3 ]
812 1.0
E 0.91
1.1 0.8,
1.0 0.7]
N e AR
z en longitudes de onda z en longitudes de onda
(a) (b)
1.4 1.4
] m=3 13 m=12
1.24 1.24
1.1+ ~ i
< I < I
1.0 1.0
0.9 0.9 1
0.8 0.8 1
0.7 0.7 1
6 4 2 0 2 4 6 6 -4 2 0 2 4 6
z en longitudes de onda z en longitudes de onda

(©) (d)

Figura 4.7: (a) Perfiles del tipo 1} con L = ﬁ, Nmin = 1, Nmin = 1.5 y tres valores distintos para

m. (b) Soluciones correspondientes de la ecuaciéon de la amplitud (3.11)) con m =1, (¢) con m = 3 y (d)
m = 12.

Una m pequeiia esta asociada a interfases més graduales, mientras que una m grande a interfases mas
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D= % {[1n(20)]zin _ [m Gg)r;}

El parametro a esta relacionado con la distancia entre interfases L y la cantidad m de la siguiente manera

abruptas, en particular

a:%(mz)ﬁ.

La figura presenta un bosquejo de la forma que tiene un perfil como el de (4.2)). Primero se escoge un
valor de L, lo suficientemente grande para que D, el grosor de las interfases, pueda ser variado sin que la
distancia entre las interfases L represente una cota restrictiva. Un valor interesante para L es 4n7n)1\ax7 ya
que en el caso de interfases abruptas produce interferencia constructiva en la reflexiéon. Después se resuelve
la ecuacién de la amplitud con el perfil varias veces, para distintos valores de m, de modo que
produzca un rango amplio de valores para D. En la figura[4.7)se muestran algunos perfiles y las soluciones
correspondientes. La reflectividad como funcién de D se presenta en la figura [4.8] se consideran dos valores

para L, uno que produce interferencia constructiva en el limite abrupto Leons = 4n7/\ y otro destructiva
max
22

Laest = r— En el primer caso, la reflectividad disminuye monoténicamente conforme el grosor de las
interfases aumenta, de forma muy parecida a lo mostrado en la figura lo que es de esperarse. En el
segundo caso, se esperaria que al aumentar el grosor de las interfases la interferencia destructiva se fuera
frustrando, aumentando ligeramente la reflectividad hasta que el cambio en el indice de refraccién fuera
tan gradual que nuevamente disminuyera, tendiendo a anularse finalmente. Sin embargo la reflectividad
oscila dos veces antes de anularse para valores mayores de D. Esto indica que el grosor efectivo de la
pelicula sufre variaciones debido al cambio en el espesor de las interfases.

0.257
0.207
X X
0.157
o) o)
3 <
= 2 0.107
Qﬂé & 0.05
0.007
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10 12
(a) Espesor D de la interfase en A (b)
Figura 4.8: Reflectividad como funcién del espesor de las interfases D, con nymyn = 1y Nmin = 1.5. La
distancia L entre interfases produce interferencia en la reflexion, (a) constructiva cuando Lcons = 4n7rr)1\ax y
(b) destructiva cuando Lgest = n?n);x.

4.4. Conclusiones

Las soluciones numéricas de la ecuacién de la amplitud son consistentes con las soluciones analiticas
a la ecuacion del campo en el caso del perfil de Epstein. Cuando no se conocen las soluciones analiticas a
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la ecuacion del campo y si se cuenta con un buen programa informatico (no necesariamente sofisticado),
para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias, resulta mas asequible resolver numéricamente la ecuaciéon
de la amplitud que encontrar la solucién analitica a la ecuaciéon del campo. Como se espera en incidencia
normal, aunque las funciones que describen a n (z) pueden ser de distintos tipos, en general la reflectividad
disminuye cuando estos perfiles n (z) se vuelven méas graduales, empleando como unidad de mediciéon la
longitud de onda. Un fenémeno que vale la pena destacar es que las discontinuidades en las derivadas
del indice de refraccion pueden actuar como planos de reflexion, aunque la funcion n (z) sea continua. En
el caso de capas delgadas modeladas por perfiles continuos e infinitamente diferenciables, en incidencia
normal, la interferencia constructiva presenta una disminucién al hacerse mas graduales las interfases,
como es de esperarse. En cambio, al variar monoténicamente el espesor de las interfases cuando se trata de
interferencia destructiva, la reflectividad oscila un par de veces antes de anularse, revelando fluctuaciones
en el grosor efectivo de la pelicula.



Capitulo 5

Reflexiéon por una discontinuidad en las
derivadas de n(z)

En este capitulo se analiza como se refleja la luz sobre un plano en que, aunque el indice de refraccion
n(z) es continuo, alguna o mas de una de las derivadas % son discontinuas. Se consideran medios no
magnéticos y transparentes. Para estudiar con detalle la reflexion de ondas electromagnéticas cuando
inciden normalmente sobre un plano de este tipo, se proponen perfiles n(z) definidos por partes, uniendo
dos funciones analiticas en z = 0. Cada parte consiste en alguna funcién infinitamente diferenciable que
asintoticamente tienda a algtn valor finito. De esa manera se consiguen perfiles suaves, excepto en z = 0,
que modelan una interfase gradual pasando de un indice de refracciéon n, a otro ny. En z = 0 se puede
lograr que la derivada de orden j y las de 6rdenes menores sean continuas mientras que las de érdenes
mayores sean discontinuas. Eso nos permite clasificar los perfiles n(z) de la siguiente manera: un perfil es
de clase C7 significa que n(z) es continua asi como sus derivadas, excepto por la derivada de orden j + 1

y posiblemente derivadas de mayor orden [57], como se muestra en la tabla

Orden de la derivada

n(z) dn 3277; % 3472
C~! | discontinuo
Tipo de Perfil o continuo | discontinuo
Ct continuo discontinuo
C? continuo discontinuo
c3 continuo discontinuo

Cuadro 5.1: Clasificacion de los perfiles de indice de refraccion.

Para que no haya ninguna otra fuente significativa de reflexion ademés del plano de unién z = 0, el
grosor de la interfase debe ser grande. Por ejemplo, con un parametro D > 2, la reflectividad debida al
cambio gradual de n, = 1 a ny = 1.5 es suficientemente pequena, como se puede inferir del el resultado
y de la figuras y (b) Con estos perfiles asi construidos y clasificados se resuelve la ecuacion

88
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de la amplitud para luego inferir la reflectividad y el cambio de fase ante la reflexion. Se supone
siempre que la luz incide por la izquierda, desde z < 0. En la seccion [5.1] se resuelve la ecuacion de la
amplitud numéricamente para varios ejemplos especificos de estos perfiles mientras que en la seccion |5.2]se
resuelve de manera general y analiticamente bajo la aproximacién de una variacién gradual del indice de
refraccion (SVRI). Finalmente en la seccion se comparan los resultados obtenidos de ambas maneras.
La mayor parte del contenido de las seccion se publico en los articulos de las referencias [58), [59] y el
de la la seccion [5.2 en la [60].

5.1. Resultados con base en soluciones numeéricas.

Se calcula numéricamente la reflectividad en incidencia normal y el cambio de fase debido a la reflexion
sobre un plano de discontinuidad en la derivada del indice de refracciéon. Se revisa primero el caso en que
el indice de refraccion es discontinuo y luego se estudian los casos de discontinuidades en la derivada de
primer, segundo y tercer orden. Se escogen ejemplos de los distintos tipos de perfiles que se presentan el
la tabla con ellos se resuelve la ecuacion de la amplitud numéricamente mediante el método de
la diferencias finitas para posteriormente inferir la reflectividad y el cambio de fase ante la reflexién. Dado
que se trata de incidencia normal y medios no magnéticos, la soluciéon de (3.11)) representa la amplitud
del campo eléctrico en el medio. Se considera en todos los casos que la luz incide por la izquierda, desde
z << 0, se toman ejemplos de funciones n(z) crecientes y decrecientes. La reflectividad tiende a disminuir
con el orden de la derivada discontinua de més bajo orden. El cambio de fase ante la reflexion no es siempre
0 o m como indican las relaciones de Fresnel, también puede ser de 7. La mayor parte del contenido de
esta seccion se publico en el articulo de la referencia [58]. Al tiempo que se escribid esta seccién como parte
de la tesis, se mejord la precision del método numérico y por lo tanto la incertidumbre de los resultados
disminuy6 en general.

5.1.1. Interfase abrupta, perfil clase C'!

En este caso la funcion n(z) es discontinua. Sean los dos perfiles ngtep+(2) ¥ Nstep—(2) los siguientes

ng 2<0
Metep+(2) = {n T (5.1)
g -
ng z2<0
Nstep— (Z) = {ng L >0 > (5'2)
a -

donde n, = 1y ny = 1.5, para ellos la solucién a la ecuacion del campo se conoce muy bien asi como el
coeficiente de reflexion correspondiente. Es precisamente el caso de las formulas de Fresnel [13] 61], que
se revisan en el capitulo 2 del presente trabajo. El perfil ngep+(2) es creciente y ngiep—(2) es decreciente.
Veremos si la soluciéon numérica coincide con con los resultados que conocemos. Para este caso D = 0, pero
eso no es problema pues es la barrera misma la tinica fuente de reflexién. Las soluciones a la ecuacion de la
amplitud se grafican en la figura Las soluciones se grafican en funcién del camino 6ptico A = foz ndz,
en vez de z, para facilitar la interpretacién. Aplicando la ecuacion para z < 0 y elevando el cociente
fﬁ al cuadrado, se encuentra que las reflectividades son Rgtept = 4.0000513 % y Rstep— = 4.0001383 %.

ng—n;

El resultado que predicen las formulas de Fresnel es R = (nt—n x 100 = 4%, comparando éste con los

resultados anteriores podemos apreciar la exactitud del método numérico. El error relativo es de menos
del 0.0013% y su desviacion es +0.00002 %. Los valores extremos en ambas graficas muestran dénde
la onda incidente y reflejada estén en fase o fuera de fase.
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Figura 5.1: Soluciones a la ecuaciéon de la amplitud para los perfiles (a) “step+” y (b) “step-".

En un minimo, los campos eléctricos de estas ondas apuntan en direcciones contrarias mientras que
en un méximo los campos de ambas ondas apuntan en la misma direcciéon. Si los méximos ocurren en
Apax = (—i — %) Ay los minimos en Ayin = —5 A, para m = 0,1,2,3..., las ondas deben tener una
diferencia de fase de 6 = 7 entre ellas en z = 0 (el sitio de la discontinuidad), revelando un cambio
de fase de 7 debido a la reflexién sobre el plano de discontinuidad. Si las posiciones de los maximos y
minimos se intercambian, las ondas deben estar en fase en z = 0, es decir que no hay cambio de fase
debido a la reflexiéon sobre el plano de discontinuidad. Para que la interpretacién anterior sea valida, el
indice de refraccion n(z) debe ser variar poco sobre el intervalo donde se encuentran los valores extremos.
Las posiciones donde se encuentran los puntos criticos de la solucién con el perfil “step+” muestran un
cambio de fase ante la reflexion de 7 aproximadamente. Hay un desplazamiento promedio de (0.004)7 con
respecto al valor exacto de = 7 con una desviacion estandar muy pequeiia 0 < 1555+ Para el caso de
“step-" las posiciones de los puntos criticos revelan un cambio de fase casi nulo debido a la reflexién. Hay
un desplazamiento promedio de (0.004)7 con respecto al valor exacto § = 0 con una desviacion estandar
de o = (0.002)7. Estos resultados encajan bien con las predicciones de las formulas de Fresnel.

5.1.2. Perfil clase C°

Este tipo de perfil n(z) es continuo. Un ejemplo de perfil tipo CY con un solo plano de unién en z = 0
se puede construir con una funcién constante y una tangente hiperbélica:

Ng z2<0
ny hel(z2) = 9.3
n&tan +( ) {’I’La + (ng _ na) tanh (%Z) 2> 0 ( )
Aqui a1 = % (ln(%) — ln(%)), de manera que D es el grosor de la interfase, la distancia a lo largo de
la cual el indice de refraccién cambia el 90 % del total An = ny — n,. La funcion njingtanh+(2) es continua

y creciente, su primera derivada Z—: es discontinua y creciente en z = 0. El grosor D = 2\ se escoge lo

suficientemente grande como para descartar toda otra fuente de reflexiéon que no sea el plano de unién. La
figura (a) presenta una grafica de este perfil, la soluciéon numérica de la correspondiente ecuacion de
la amplitud también se muestra.
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Figura 5.2: (a) Grafica del perfil “lin&tanh+" expresado en la ecuacion (5.3)), construido al unir una funcién
constante con una tangente hiperbélica. Modela una interfase creciente y gradual con D = 2), tiene una
discontinuidad en la primera derivada en z = 0. La derivada pasa de un valor menor a uno mayor cuando
atraviesa el plano de union. La solucion a la ecuacion de la amplitud A4 para el perfil “lin&tanh-+" también
se muestra. (b) Una ampliacion a la region oscilatoria de la solucion.

Para el perfil “lin&tanh”, aplicando el cuadrado de con los valores méaximos en la regiéon z < 0,
se encuentra que la reflectividad es Rjngtanns = (3.1560 & 0.0000) x 1072 %. Esta reflectividad es mucho
menor que la asociada a una interfase abrupta como la de “step+” dado que se trata de una interfase
muy gradual (D = 2)). Sin embargo es bastante mayor que la reflectividad de un perfil similar pero
completamente analitico, con los mismos valores de D, ng y ng, como el perfil de Epstein: Rgpstein =
2.5954 x 10710 % calculada con la ecuacion . La discontinuidad en la primera derivada de n(z)
claramente incrementa la reflectividad del perfil en varios 6rdenes de magnitud. Para analizar la relaciéon
entre las fases de la onda incidente y reflejada en el plano de unién z = 0 debemos observar en que puntos
del camino 6ptico se hallan los valores maximos y minimos locales de la solucién. En la regién en la que
el indice de refraccién ya es constante estos puntos del camino 6ptico indican donde ambas ondas estan
en fase § = 0 o fuera de fase § = 7. Estos puntos estan en Acrsica = (%m + %) A, donde m es un entero.
En z = 0 no hay un méximo o minimo sino més bien un punto de inflexién implicando una inesperada
diferencia de fase 6 ~ £7. Por lo tanto, debe haber un cambio de fase de ~ &7 ante la reflexion sobre un
plano donde la primera derivada de n(z) es discontinua. Un analisis numérico detallado muestra que hay
s6lo un desplazamiento pequeiio de (0.0460 4 0.0004) 7 respecto del valor exacto 7.

La pregunta que se debe responder ahora es jqué signo asignarle al cambio? Si 6 = +m escoger
cualquiera de los signos implica la misma orientacién sobre el plano complejo y no hay ambigiiedad. En
cambio en el caso de § = 7 no es lo mismo escoger un signo que otro. La orientacion de la onda incidente
en el plano complejo gira en sentido antihorario al aumentar el valor de z, mientras que la orientacién
sobre el plano complejo de la onda reflejada gira en sentido horario al aumentar el valor de z, como indica
la figura[5.3] Si se desea definir el valor de la diferencia de fase como positiva cuando las direcciones de las
ondas incidente y reflejada se estan separando y negativa cuando se estan acercando en el plano complejo,
al avanzar en el eje z, como en la referencia [58], para el caso del perfil “lin&tanh” el cambio de fase seria
0 ~ 5. Se debe resaltar que, si de esta manera queremos denotar el cambio de fase ante la reflexion, el
signo del coeficiente de reflexién complejo r sera el contrario pues este coeficiente se define como la razén



CAPITULO 5. REFLEXION POR UNA DISCONTINUIDAD EN LAS DERIVADAS DE N(Z) 92

del campo reflejado sobre el incidente

_E,  Ayexpif. A, (0. 0
r= E = 7Aiexpz’0i = EGXPZ( r —0;),
es decir 6 = 0, —0;, de modo que cuando las direcciones de ambas ondas en el plano complejo se estan sepa-
rando al avanzar en el eje z, el valor de esa diferencia de fase es negativo. Dado que en la seccién de esta
tesis se calcula directamente el coeficiente de reflexién complejo, para facilitar comparaciones se reportan los
resultados de esta seccion de la misma manera: rjpgtanht = 1.7765 X 10~ 2 exp [—zg (1.0460 + 0.0004)] .

Eje imaginario
A

>
e &
4 O
%, &
© <
Tt Eje real

Figura 5.3: Este esquema representa las fases de las ondas incidente y reflejada sobre el plano complejo
conforme el valor de z avanza. No representa el plano de configuracion.
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z en longitudes de onda Camino 6ptico A en longitudes de onda

(a) (b)

Figura 5.4: (a) Gréafica del perfil “tanh&lin+” expresado en la ecuaciéon , construido al unir una
tangente hiperbolica con una funcién constante. Modela una interfase creciente y gradual con D = 2,
tiene una discontinuidad en la primera derivada en z = 0. La derivada pasa de un valor mayor a uno menor
cuando atraviesa el plano de unién. La solucién a la ecuacion de la amplitud Ay para el perfil “tanh&lin+”
también se muestra. (b) Una ampliacion a la region oscilatoria de la solucion.

El perfil “lin&tanh+"” es creciente en z = 0, también la derivada % al pasar del lado izquierdo al
derecho del plano de unién cambia de 0 a 0.45 aproximadamente, es decir es creciente. Par investigar
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cual serfa el caso para un perfil creciente pero una derivada decreciente en la vecindad de z = 0 se puede
construir otro perfil CY, poniendo la funcién de tangente hiperbélica primero

ng + (ng — ng) tanh (%z) 2z <0

) 5.4
Ng z>0 (54)

Ntanh&lin+ (Z) = {
En el caso de “tanh&lin+”, la ecuacion (3.32) se debe aplicar a las oscilaciones que estdn mas hacia la
izquierda de la solucion que presenta la figura[5.4], A < —4\, ya que el medio no es suficientemente homo-
géneo cerca de A = 0. Las oscilaciones se deforman cuando el indice de refraccién varia considerablemente
como funcién de la posicion. Los valores extremos locales se localizan nuevamente en Acpsica & (%m + %) A,

como en el caso anterior, pero ahora los maximos estan en Apax =~ (% — %) Ay los minimos en A, ~
(—% — %) A. Si se extrapola ésto a A = 0, se infiere una fase de ~ 7 para el coeficiente de reflexion. Un

anélisis detallado revela que Tiann&ling = (7.9198 £ 0.0136) x 1073 exp [zg (1.0460 + 0.0004)].
Intercambiando n, y ng para los perfiles “lin&tanh+" y “tanh&lin+” se construyen otros dos perfiles
C°, ahora decrecientes.

ng z2<0

Nlin&tanh-\%Z) = ) 5.5

lintetant (2) {ng—i—(na—ng)tanh(%z) z>0 (5.5)
ng + (ng —ngy)tanh (42) 2<0

ntanh&lin-(z) = ( g) (D ) . (56)
Ng z2>0

Mientras n(z)es decreciente, la derivada Z—Z es decreciente en la vecindad de A = 0 para nijingtanh-y creciente

para Ntanh&lin-- Realizando el mismo analisis a las soluciones de la ecuacion de la amplitud correspondientes

se llega a resultados similares como se resume en la tabla La fase del coeficiente de reflexion es ~ —5

cuando la primera derivada % tiene un valor mayor del lado derecho del plano de unién que del lado
izquierdo, la fase es ~ § en el caso contrario. El hecho de que el indice de refraccion n(z) sea una funcion

creciente o decreciente no influye en este iltimo resultado.

Coeficiente de reflexion

PerfilC" % en la vecindad de z =0

modulo |7 fase 5=
lin&tanh+ creciente (1.7765 £ 0.0000) x 1072 | Z (—1.0464 £ 0.0004)
tanh&lin-+ decreciente (7.8954 + 0.0085) x 1073 5 (0.9780 £ 0.0007)
lin&tanh- decreciente (7.9006 £ 0.0002) x 1073 | 7 (1.0204 & 0.0003)
tanh&lin- creciente (17766 £ 0.0005) x 102 | T (—0.9561 = 0.0004)

Cuadro 5.2: Se presentan los coeficientes de reflexiéon hallados mediante el analisis de las soluciones numé-
ricas a la ecuacion de la amplitud para cuatro distintos perfiles C°. Se incluyen las incertidumbres.

Las reflectividades R = rr* correspondientes a “lin&tanh+"” y a “tanh&lin-” son muy parecidas, aqui las
incertidumbres no excluyen la posibilidad de que sean iguales. Lo mismo pasa para la pareja “tanh&lin+” y
“lin&tanh-". Se debe notar que nlin&tanh—l—(z) = ntanh&lin—(_z) asi como ntanh&lin-l—(z) = nlin&tanh—(_z)a
por lo que las parejas mencionadas se convierten en perfiles equivalentes si se hace incidir la luz desde
el lado opuesto (incidencia normal). Si ng(z) = np(—=2), se dice que n, y np constituyen una pareja de
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reversibilidad. El que la reflectividad sea igual para los dos miembros de una pareja de reversibilidad era
de esperarse pues es un resultado conocido [62, [63].

5.1.3. Perfil clase C!

Para obtener un conjunto similar al anterior de perfiles C! una secante hiperbélica cuadrada se une a
una funcién constante en su punto critico de cuatro formas distintas, como se muestra en la tabla El
parametro as se establece para que D nuevamente sea la distancia en la que ocurre el 90 % del cambio en
el indice de refraccion.

d*n

Perfil 1 n(z) Tz en la Coeficiente de reflexiéon
vecindad modulo || fase 5=
de z=0
lin&sech Ng z2<0 cro. (3.3929 4+ 0.0000)| (—0.0104 + 0.0000)
ng — (ng — ng)sech? (%z) z>0 ciente x1073 X5
ehilin | {7t (ng = na)sech® (2) =<0 | (8.9958+0.0046) (=0.0016 0.0003)
K 220 ciente x1074 X3
lin&sech- Ng z2<0 decro (9.0027 4+ 0.0009)| (2.0000 £ 0.0004)
g + (ng — ng)sech? (%2) z>0 ciente x1074 xZ
bl | J7o (g —na)sech® (B2) =<0 [ ] (33920 +0.0006) (200844 0.0003)
n z2>0 . x1073 xg
a = ciente

Cuadro 5.3: Perfiles tipo C, el plano de unién esta en z = 0. El parametro ay = %ln (19) +1In “i\/ivg"gg] se

establece para que D = 2\ nuevamente sea la distancia en la que ocurre el 90 % del cambio en el indice
de refraccion An = ng — ng.

1 004 V_‘7V.(‘) V_‘6V.(‘) V_‘SV.(‘) 1_41'0‘ V_‘3V.(‘) V_‘2V.(‘) V_‘IV.QY ‘()'(‘) T _7T'0 T_6T'0 T_ST'O T_4T'O TT:ST':O T_2T'O T_IT'O T 0.0
Lo ﬂﬁ 0822_11n&sech_
o s=0 ] Bl | | ... sech&lin- |
1.002 4+ SRVEREERE 0.820 + SRR
=
= 1,000 0.818
R S SR 0816
0-998 9" lin&sech+
[ — sech&lint | ¥y VvV 0.814 :
0.996 T 1 Sl SN
-7.5 -6.5 -5.5 4.5 -3.5 2.5 -1.5-0.5 0.5 75 65 -55 -45 3.5 25 -1.5 -0.5
(a) Camino 6ptico A en longitudes de onda (b)

Figura 5.5: Las soluciones a la ecuacion de la amplitud con perfiles tipo C!, un acercamiento a las regiones
oscilatorias. (a) Los casos “lin&sech+" y “sech&lin+” con ¢ ~ 0, (b) “lin&sech-" y “sech&lin-" con § ~ 7.
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Las gréficas de las soluciones numeéricas a la ecuacién de la amplitud se ilustran en la figura Para
“lin&sech+” y “sech&lin+" la fase del coeficiente de reflexiéon es casi nulo, mientras que para “lin&sech-”
y “sech&lin-” es & =~ 7, como también se puede ver en la tabla La fase es ~ 0 cuando la segunda
derivada ‘57’; tiene un valor mayor del lado derecho del plano de unién que del izquierdo, mientras que
es ~ 7 en el caso contrario. Nuevamente el hecho de que el indice de refraccion n(z) sea una funcion
creciente o decreciente no influye en este tltimo resultado. Todas las reflectividades son atin menores que
en el caso de los perfiles C°. Las reflectividades R = rr* vuelven a ser muy parecidas entre las parejas de
reversibilidad, sin embargo esta vez las incertidumbres excluyen la posibilidad de que sean exactamente
iguales. Esto podria interpretarse como una inexactitud del método numérico, pero quiza sea consecuencia
de otro hecho. En el caso de la mitad de las soluciones a la ecuaciéon de la amplitud que se presentan, la
region donde seleccionamos los extremos locales para encontrar el modulo del coeficiente de reflexiéon no es
perfectamente homogénea. Se debe recordar que la ecuacion es valida para regiones donde el indice
de refraccion es constante.

5.1.4. Perfil clase C?

Para obtener un conjunto similar a los anteriores pero de perfiles C?, una exponencial ctibica se une a
una funcion constante en su punto critico (extremo local y punto de inflexion a la vez) de cuatro formas
distintas, como se muestra en la tabla El parametro as se establece para que D nuevamente sea la
distancia en la que ocurre el 90 % del cambio en el indice de refraccion. Las graficas de las soluciones
numeéricas a la ecuacion de la amplitud se ilustran en la figura [5.6] Para “lin&cubexp+” y “cubexpélin-”
la fase del coeficiente de reflexion es § ~ 7, mientras que para “cubexp&lin+” y “lin&cubexp-" es 6 =~ —7,

s d3n

como también se puede ver en la tabla La fase es ~ 5 cuando la tercera derivada ¢ tiene un valor

mayor del lado derecho del plano de union que del izquierdo, en cambio la fase es ~ —7 en el caso contrario.
Nuevamente el hecho de que el indice de refraccion n(z) sea una funciéon creciente o decreciente no influye
en este tltimo resultado. Las reflectividades son atin menores que en los casos C° y C! . Las reflectividades

vuelven a ser muy parecidas entre las parejas de reversibilidad, aunque no exactamente iguales.

P . .,

Perfil (2 n(z) o5 en la Coeficiente de reflexion
vecindad modulo || fase 5=
dez=0

<0 . . . .

Ineubexp-| 4 e e (11570 % 0.0004) - (10071 &0.0003)

ng — (ng —nq)exp (—%z)" 2>0 ciente x10 x%

_ a3 )3 0 _

cubexpielin (| 47T (ng —na)exp ($z)” z< deore. | (22495 £ _05;0073) (—0.9987 - 0.0006)

Mg 220 ciente x10 2
lin&cubexp- | [ ng 20l | (22756 +0.0048) (~1.0001 % 0.0008)

s \3 - -5

na + (ng —ng)exp (—%2)° 2>0 ciente x10 x%

cubexp&elin- {ng — (ng—na)exp (%2)° 2<0 ore (1.1539 4 0.0009)| (0.9926 + 0.0014)
- ) A
"a 220 ciente x10 X2

Cuadro 5.4: Perfiles tipo C?, el plano de unién esta en z = 0. El parametro a3 = {/In (0.95) — ¢/In (0.05)
se establece para que D = 2\ nuevamente sea la distancia en la que ocurre el 90 % del cambio en el indice
de refraccion An = ng — n,.
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Figura 5.6: Las soluciones a la ecuacién de la amplitud con perfiles tipo C?, un acercamiento a las regiones
oscilatorias. (a) Los casos “lin&cubexp+”, “cubexp&lin+” y (b) “hn&cubexp 7 “cubexp&lin-”

5.1.5. Perfil clase C?

Para obtener un conjunto similar a los anteriores pero de perfiles C3, una exponencial cuartica se une
a una funcion constante en su punto critico de cuatro formas distintas, como se muestra en la tabla [5.5
El parametro a4 se establece para que D nuevamente sea la distancia en la que ocurre el 90 % del cambio
en el indice de refracciéon. Las graficas de las soluciones numeéricas a la ecuacion de la amplitud se ilustran
en la figura Para “lin&quartexp+” y “quartexp&lin+” la fase del coeficiente de reflexion es § ~ m,
mientras que para “lin&quartexp-” y “quartexp&lin-" es § ~ 0, como también se puede ver en la tabla
La fase es ~ w cuando la cuarta derivada ‘C%f tiene un valor mayor del lado derecho del plano de unién
que del izquierdo, en cambio la fase es ~ 0 en el caso contrario. Nuevamente el hecho de que el indice de
refraccion n(z) sea una funcion creciente o decreciente no influye en este tltimo resultado.

d . )
Perfil O3 n(z) .1 en la Coeficiente de reflexion
vecindad modulo |7 fase 5=
de z=0
, N4 2<0 (7.4301 4 0.0285)  (2.0035 = 0.0014)
lin&quartexp+ an N4 cre- 6 .
ng — (ng —na)exp— (%2)° 2>0|  Liopte x10 xZ
as N4
— — (3 <0 . . . .
quartexpeting ¢ T (ng —na)exp— (Hz) =z e (1.3329 + 960223) (2.2527 iﬂo 0091)
Mg 2201 (iente x10 2
lin&quartexp- ng z2<0 decre (1.3514 £ 0.0217)| (—0.2125 £+ 0.0077)
4 - —6 ™
Ng + (ng — ng) €xp — (%4,2) 2200 Lente x 10 X5
quartexp&lin- | | ng — (ng — ng) exp — (%42)4 2<0 decre. (7.2999 4 0.0416)| (0.0104 % 0.0023)
Ma 2200 Giente x107° <3

Cuadro 5.5: Perfiles tipo C3, el plano de unién esté en z = 0. El parametro as = {/|In (0.05)|— /|In (0.95)]
se establece para que D = 2\ nuevamente sea la distancia en la que ocurre el 90 % del cambio en el indice
de refraccion An = ng — n,.
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Las reflectividades van disminuyendo al ir cambiando el tipo de perfil C° C' |, C? y C3. En el caso
de las reflectividades mas pequenas, las que corresponden al par de reversibilidad “quartexp&lin+” y
“in&quartexp-”, R ~ 1.8 x 10710 %, ya se acercan a la reflectividad del caso analitico REpstein = 2.5954 x
10719% . La desviacién de fase ya es significativa para estos perfiles, es de ~ g respecto de la fase exacta
7 0 0 del coeficiente de reflexion. Esto debido a que la reflexiéon atribuida a todo el volumen de la interfase
ya es comparable a la atribuida al plano de unién. Las reflectividades vuelven a ser muy parecidas entre

las parejas de reversibilidad, aunque no exactamente iguales.

7.5 -6.5 -5.5 -4.5 -3.5 2.5 -1.5 -0.5 0.5 75 -65

S5 -4.5-35-25-1.5-0.5 0.5
111‘1‘6‘l‘:l‘l‘l‘l‘l‘l‘l‘l‘l‘l"

O 11 i

-5

— lin&quartexp+
.......... quartexp&elin-|

1.00001 +

0.81650

=
I 1.00000 4

— lin&quartexp-

0.99999 i i 0.81649 | .
¥ S — quartexp&lin-
TE RS S R L S S
-8.0-7.0 -6.0 -5.0 -4.0 -3.0 -2.0 -1.0 0.0 -8.0 -7.0 -6.0 -5.0 4.0 -3.0 -2.0 -1.0 0.0
(a) Camino optico A en longitudes de onda (b)

Figura 5.7: Las soluciones a la ecuacion de la amplitud con perfiles tipo C3, un acercamiento a las regiones
M« 7

oscilatorias. (a) Los casos “lin&quartexp+”, “quartexp&lin+” y (b) “lin&quartexp-", “quartexp&lin-" .

5.1.6. Conclusiones de la seccién 5.1

La reflectividad disminuye cuando aumenta el orden de la discontinuidad: si tenemos un perfil n(z) de
grosor D, suave excepto por el plano de unién y de tipo C™*!, su reflectividad serd menor que un perfil
similar de tipo C™. Esta conclusion estd basada en los resultados para los ejemplos que se exponen aqui,
pero queda como conjetura para el caso general. Los perfiles seleccionados, con sus soluciones a la ecuaciéon
de la amplitud, también muestran cierto orden en relacion a la fase del coeficiente de reflexion asociado
al plano de union. La tabla [5.6] muestra una generalizacion de este comportamiento. Los resultados de la
tabla sugieren la siguiente conjetura: Para un perfil n(z) tipo C™ (con derivada discontinua de orden

. . m+1 . . . . .
mds bajo ‘ézmiﬁ), la fase del coeficiente de reflexion asociado al plano de union es (m — 1)% si el valor de

2
flj,:i? es creciente al cruzar el plano de union de izquierda a derecha. Si el valor de ‘jl;n,:i? es decreciente al
cruzar el plano de union de izquierda a derecha, entonces la fase del coeficiente de reflexion es (m+1)%. Se
resolvieron las ecuaciones de la amplitud para mas perfiles, similares pero construidos con otra selecciéon
de parejas de funciones, no necesariamente con una de ellas constante. Todos los casos se ajustan a la

conjetura.
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fase del coeficiente de reflexion
Tipo de perfil n(z) derivada para una para una
discontinua de derivada derivada
menor orden discontinua de | discontinua de
menor orden menor orden
creciente decreciente
c! n(z) T 0
discontinua
0 dn _m s
¢ dz 2 2
1 d*n
C e 0 T
2 d3n s s
c s 2 5
3 d'n
C s T 0

Cuadro 5.6: Comportamiento en general de la fase del coeficiente de reflexion.

5.2. Solucién analitica bajo la aproximaciéon de variacién suave del in-
dice de refraccion (SVRI)

Se calcula el coeficiente de reflexion complejo asociado a una discontinuidad en alguna de las derivadas
del indice de refracciéon de forma analitica. Para lo cual, primero se muestra que la ecuacién de la amplitud
se puede resolver bajo la aproximacion JWKB, que en nuestro caso corresponde a una variaciéon gradual
del indice de refraccion (SVRI). Luego se escribe la solucion en serie de potencias bajo dicha aproximacion.
Uniendo dos soluciones SVRI distintas y exigiendo que se cumplan las condiciones a la frontera para los
campos, se puede obtener el coeficiente de reflexion para el plano de unién. Este coeficiente de reflexion
complejo resulta ser un cociente en términos de los cuadrados de las soluciones SVRI y sus derivadas.
Clasificando los perfiles n(z) de acuerdo a la derivada discontinua de méas bajo orden en el plano de union,
se obtienen expresiones simples para el coeficiente de reflexiéon, a menor orden no nulo en la aproximacion
SVRI. Los resultados confirman las conjeturas de la secciéon anterior. Se establecen comparaciones entre los
resultados obtenidos aqui y los ya conocidos para perfiles especificos. Finalmente se se sugieren aplicaciones
novedosas [60].

5.2.1. La ecuacidén de la amplitud bajo la aproximacién SVRI.

Se puede reescribir la ecuacion (3.11)) como

iA?’A” =1-—n2A*

5.7
2 , (57)

para un medio no magnético y en incidencia normal. La aproximacion JWKB (o simplemente WKB) se
usa tipicamente en Mecanica Cuéntica para resolver la ecuaciéon de Shrédinger independiente del tiempo
cuando el potencial cambia a lo largo de una distancia grande comparada con la longitud de onda de de
Broglie. De hecho es un método general para resolver de forma aproximada ecuaciones diferenciales con
coeficientes que dependen de la posicion [29]. Aunque se desarrolldo por completo entre 1923 y 1926, el
método se usd de forma simple en trabajos muy anteriores [64]. En nuestro caso la aproximacion JWKB
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es fisicamente equivalente a la aproximacion de variacion paulatina del indice de refraccion (SVRI, “slowly
varying refractive index approximation”), la distancia a lo largo de la cual varia el indice de refraccion es
grande en comparaciéon con la longitud de onda.

Si el parametro % es pequeno como para que los términos de la ecuacion satisfagan % ‘ABA” ‘ <

n? }A4

, 0 equivalentemente

1 2

se puede construir una solucién aproximada de (5.7)) en serie de potencias [65]

oo 1 m
Asvri = Y Am <k0> ; (5.8)
m=0

donde cada término de la suma es una funcion de z, A4,, = A, (2z). Substituyendo (5.8) en

) (5 (£8) (8 (54) (5 (52)

B v 5

)

donde todos los indices de las sumatorias corren de 0 a co. Igualando términos con la misma potencia de
kg, se comienza por obtener el término a orden cero para la amplitud

D=

Ay=n"2, (59)

luego a primer orden, para los términos en kg 1 A; = 0. Todos los términos que incluyen el factor ko 3
también tienen como factor a A1, asi que el valor de As se anula. De hecho, todas las A, con m impar se
anulan de igual manera. Para los términos a segundo orden

3 o (dn\* 1 d’n
Ag=——n"2 | — -n"2|—]. 5.1
T <dz> 3" <d22> (5.10)
Siguiendo el mismo procedimiento, uno puede todavia escribir facilmente a Ay
gy 82 (dn\T 20T g (dn\E (P 20 (Pt
712 dz 128 dz) \dz2) " 128 d22

(3 (dn (En 1 g (din
16 dz dz3 32 dz4 /)"

Al aumentar el valor de m par, escribir explicitamente a A,, se vuelve laborioso. Cada A,, involucra
términos con combinaciones de las derivadas de n(z) hasta el orden m. De cualquier manera, se puede
escribir una relacion de recurrencia para m > 1 [65], que en este caso es

NI~

m—2
1
Am:_m Z AO&A/BA’YAC(S [m—(a+ﬁ+7+§)} +

0 \a,B7.¢

m—2

1
oy > AJALAAL[(m—2)— (a+b+c+d) |, (5.11)
a,b,c,d

donde § es una delta de Kronecker, que “prende” todas las combinaciones de indices que satisfacen « +
B+y+C=mya+b+c+d=m—2.
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La serie es una serie asintoOtica, este tipo de series en general no convergen, sin embargo al
truncarlas antes de llegar al término de menor magnitud resultan en un muy buen acercamiento al valor
exacto de la funciéon que se desea aproximar [66, [67]. Un detalle interesante que merece resaltarse es que el
valor de Agygr, en cualquier plano perpendicular al eje z, no cambia si el perfil n(z) se invierte de sentido
sobre ese plano. En otras palabras, dado un perfil, si la onda electromagnética se propaga en una direccién
del eje z, o en la contraria, la solucion Agygr es la misma. Esto se puede ver claramente si se consideran
dos propiedades:

» Cuando se invierte de sentido a n(z) sobre un plano z = z; las derivadas pares no cambian de signo
mientras que las impares si,
2j 2
d J'rloriginal(zl) . d J77finvertida(21)

dz% B dz%
2j—1 2j—1
d= noriginal(zl) o _d ) ninvertida(zl)
dz2i+1 - dz2i+1

= En general todos los términos de Agygr, excepto Ag, estdn conformados por productos de las de-
rivadas del indice de refraccion, ademéas de un coeficiente, una potencia de kg 2 v una potencia del
indice de refracciéon mismo. Sin embargo, siempre hay un nimero par de factores que corresponden
a derivadas impares, de modo que los signos que introduciria una inversiéon del perfil se anulan.

5.2.2. El término con la derivada de mayor orden

Sera de utilidad poder escribir explicitamente al menos, el término que incluye la derivada de mayor
orden para cada A,,. De (5.11]) se puede resaltar el término con la derivada de mayor orden de n(z), ésto
escuandoa=m—2,b=c=d=0

Am::—%n*%ggg-%0(<7n% (5.12)

donde O (< m) representa a todos los otros términos, involucrando derivadas del indice de refraccion de
menor orden que m. Similarmente para A,,_o

1
Ap_g = —Zn*Z’A;;%4 +0(<m—2). (5.13)
Insertando ((5.13) en (5.12))
1 1 " 1 1
Ay = fzn_ <4n_2A’/n_4 +0(<m— 2)) +0(<m) = fzn_Z <4n_2A%'_4> +0(<m).
Repitiendo el proceso m/2 veces
1 ,\ % dmA
Ap = <—4n_2> dzmo +0(<m),
para m par. Debido a que Ag = n~1/2, el factor d(;’;ﬁo tiene solo un término que incluye a la derivada de

dm™A 1,—35d™
dzmo =—in2 dzﬁ + O (< m) y por lo tanto

(—=1)2 L\ dmn
A, = @) . 5.14
m <nm+32m+l dzm + (< m) ( )

mayor orden. Para m > 0,
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La serie en 1} converge si, para toda m, el parametro k;™ es pequefio comparado a todas las
derivadas del indice de refraccién hasta el orden m, suficientemente pequeno para asegurar la convergencia
por el criterio de d’Alambert [68]. Esto significa que, para una serie convergente, n(z) debe de ser analitica
en el intervalo implicado y debe variar de forma gradual en la escala de la longitud de onda. Sin embargo
la serie que resulta del desarrollo perturbativo WKB o SVRI rara vez converge y atun asi posee validez,
mientras no se rebase cierto orden de aproximacion [69].

Si Agvrr se puede escribir como una serie en potencias de ky 2, también su cuadrado AgVRI

Adyrr = Y Agjhig Y Agikg ™. (5.15)
7=0 1=0

Escribiendo los primeros términos de forma explicita

A%VRI = A(Q) + 2A0A2]{762 + (2AOA4 + AQAQ) ]{764 + ...+ ZAQjAm,Qj k‘am + ..., (516)
=0

donde m es un entero par mayor a cero. Cada orden de la serie involucra a un grupo de términos, se puede
resaltar también al que tiene a la derivada de mayor orden de n(z)

12t dmn
[Adyri,, = ((nmli%m ) d +0(<m). (5.17)

dzm

Similarmente, para su derivada

d [Advgi),, <(_1>’;+1> dmtn

o g | ot HO(<m ). (5.18)

Se debe recordar que esta soluciéon aproximada SVRI de la ecuaciéon para la amplitud es solo una
soluciéon particular y no oscila cuando n es constante. Por ejemplo si se aplicara en el caso del perfil
totalmente analitico de Epstein , la reflectividad seria nula para cualquier valor de D. Para obtener
una reflectividad no nula, se introduce un tnico plano de unién con otra funcion n(z), el coeficiente de
reflexion asi obtenido seré consecuencia del plano de unién solamente.

5.2.3. Solucién SVRI a la ecuacién para el campo eléctrico con propagacién en ambas
direcciones.

Para construir una soluciéon A(z) oscilatoria en una region homogénea, se puede recurrir al principio
de superposicion para las soluciones de la ecuacion del campo ([2.10))

Usvri(z) = Asvri <A¢6iqSVRI + fire_iqSVPd) : (5.19)

Notese que la anterior expresion revela la existencia de un regla de superposicion no lineal [50] para la
ecuacion de la amplitud (5.7)), dado que el modulo A = |Ugyri(z)| de (5.19) resuelve la siguiente ecuacion

d2A4 K2 (A2 - 42)°
dz2 A3

= —kin’A, (5.20)

Tk T Py ., . ., .
donde A? = A; A; y A2 = A, A,. La ecuaciéon |D nos permite encontrar una expresion aproximada

SVRI para la fase ¢
ko
Qsvrr = / A2 dz. (5.21)
SVRI
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5.2.4. Uniendo las soluciones

Para obtener el coeficiente de reflexion del plano de union, se considera un perfil n(z) continuo y
monotoénico que evoluciona de n; a ng. Se define este perfil por partes con dos funciones en zg. A ambos
lados del plano de unioén, n(z) es analitica y varia gradualmente, de tal forma que la aproximacion SVRI
sea valida. La luz incide desde la izquierda, de manera que esta region tiene ondas planas que se propagan
en ambas direcciones, la onda incidente y la reflejada. A la derecha del plano de unién, solo la onda
transmitida se propaga, como se muestra en la figura [5.8] No se necesita suponer que alguna de las dos
funciones que se unen para definir n(z) sea constante.

VWAL,

Transmitida

— VW

Reflejada

<
o=
S 1.4+
o .
= Incidente
@ \/\/\/\__’
)
—
3
o 1.24
-3
=]
=
e

4

1.04

2 0 2
z en longitudes de onda

Figura 5.8: Un perfil n(z) continuo, monoténico que evoluciona de n; a n;. Dos funciones que varian
gradualmente se unen en z = 2y = 0. La luz incide desde la izquierda de modo que en esta regién se
contra-propagan ondas, la incidente y la reflejada. En la regién a la derecha solo se propaga la onda
transmitida.

La solucién para la ecuacion del campo en la region donde hay contra-propagacion, a la izquierda del
plano de unién z = zp = 0, es

U ()i = A (Are™on + Ao~ (5.22)
donde Aj,q es la solucion SVRI para la region izquierda de n(z), A; y A, son constantes complejas.
Similarmente, a la derecha del plano de union

U(Z)der = AderAteiqdera

donde Ager es la solucion SVRI para la region derecha de n(z) y Ay es otra constante compleja. Para
sujetarse a las condiciones a la frontera el campo eléctrico E' y magnético H deben ser continuos sobre el
plano de unién en zy. Para el campo eléctrico

Ajzq (Aieiqizq + Ar@_iqizq> = Ager Aye'aer (5.23)
Para el magnético

/ 1 1q. i —1iq. . / A 1. i —iq. o / ./ A i
Aizq (Ale iza 4 Ae lzq) + ZAiquizq (Aie iza — Ae 1Zq) = ( der T querAder) Ayeaer
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La expresion anterior se puede reescribir simplificando algebraicamente y usando ([5.21))

A A2
i Alzq (A/ Ader AquAder) 1zq

Ai, (Ae %oq — Aye” leq): L
d ko Ager 4 Aier

Ager Apeaer, (5.24)

Sumando (5.23) y (5.24) se encuentra el coeficiente de transmision

_ Ager Apelaer _ 243, (5.25)
Aiyo Age i ) ) . , dAZ o dAz '\’ ’
A Ader + Aqu + ﬁ Ader dzo1 - Aqu di
Restando (5.23) v (5.24]), junto con (5.25|) llevan al coeficiente de reflexion
2 2 2 dAlZ 2 dA er
A - qlzq Ader Alzq 2k0 <Ader dzOl Alzq dcz1 >
r= 1" — = (5.26)
AjyqAse i , dA? o A2

2 2 ‘ i
Ader + Aqu + ﬁ <Ader dzq - Aizq dz >
Se debe recordar que, en las ecuaciones (5.23)), (5.24), (5.25) y (5.26]), las cantidades Ager, Aizq y sus
derivadas se evaltian infinitesimalmente cerca de zg. El coeficiente de reflexion en ([5.26)) es debido sélo
al plano de unién en zg, la reflectividad asociada al resto del perfil de indice de refraccién se desprecia
mientras la aproximacién SVRI sea valida.

5.2.5. Evaluacion del coeficiente de reflexion a menor orden no nulo.

En esta seccion se evalta el coeficiente de reflexion al menor orden no nulo, para diferentes tipos de
perfiles. Noétese que r es un cociente de dos series de potencias en % Este cociente también se puede
expresar como una serie de potencias

_ a0+a1k0_1+a2k0_2+

=ro+rikyt +roki? 4+ ..., 5.27
bo + bikg L + bokg 2 + 0T TR (5.27)

donde las a’s y las b’s son los coeficientes del numerador y el denominador respectivamente. Llevando a
cabo la divisién larga de polinomios, se puede escribir una relacién de recurrencia para las r’s

ag ai — rob1 az — roba — r1b1 az — robz — riba — raby
by’ bo ’ bo ’ bo

y para el término de orden j

To = (5.28)

Z”bﬂ L (5.29)

Examinando ((5.26)) se puede ver que los dos primeros términos de ambos, numerador y denominador,
producen los 6rdenes pares de las a’s y las b’s, ya que A%VRI v su derivada solo incluyen términos de orden
par. Las a’s y las b’s a orden par son

azj = [Adarly; = [Ahalyy o 02 = [Adary; + [Ahaly; (5.30)

donde [Aﬁer] [A?Zq} representan a los términos de orden 2] de la serie (5.16)). El factor 5 de los dos

altimos términos en ambos, el numerador y el denominador de , ), produce los 6rdenes impares de las
a’s y las b’s. Los mencionados dos tltimos términos son el resultado de la multiplicacién de A%VRI por su
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derivada, permitiendo varias combinaciones para un determinado orden 25 4+ 1. Por lo tanto, para orden
impar 25 +1

. g

2
— . _ 2
a2j+1 = _b2]+1 - _§§ [Ader] 21
=0

dA2

izq

dz

dAQer
- [AiQZq] 2l [ di

(5.31)

2(j-1) } 260

Considerando que n(z) es continua, ésto es ni,q = Nder, se pueden escribir explicitamente las primeras a’s
y las b’s de forma breve

i 3 _ 1 _
ag = O, a1 = ﬁ (ngzq - niier) y a2 = gn > (ngq - n:iQer) + Zn 4 (nger - nilzq) ’ (532)
-1 i / ! 3 -5 2 2 1 —4 " "
bO =2n s by = _27713 (nizq - nder) ’ by = _gn (nizq + nder) + Zn (nder + nizq) : (533)

Los conjuntos completos de términos para 6rdenes superiores no se pueden escribir de forma tan breve,
pero afortunadamente se puede escribir de forma simple el término que involucra a la derivada de mayor
orden de n(z). Siguiendo a (5.17)), para las a’s de 6rdenes pares

i2+2 d¥nger  d¥nig .
92 = <n2j+2)22j> ( d22 dx% ) +0(<2). (5:34)

Para los 6rdenes pares, se escoje solo a Il = 0 de la suma en (5.31]), ya que ese es el conjunto de términos
que contiene la derivada de mayor orden de n(z)

; ;2042 R e T _
eajin = =5 () (g ) ("t — S ) +O(< 20 1), (5.35)

2 n27+292j dz27+1 dz27+1

donde se ha empleado ([5.18)). Simplificando lo anterior

2j+3 q2i+1 42+,
S ( i ) < Nder 4V s q) LO(<2j+1), (5.36)

n2J+392j+1 dz2i+1 dz2i+1

substituyendo 2j 4+ 1 por 2j nos permite ver que (5.34]) y (5.36]) son equivalentes.
Si se clasifican los perfiles n(z) segin su clase, dependiendo de la derivada discontinua de mas bajo

orden, se obtienen expresiones simples para el coeficiente de reflexiéon hasta el menor orden no nulo.
Ninguna de las funciones que se unen en zg tiene que ser forzosamente una constante.

5.2.5.1. Perfil de clase C°

El perfil de indice de refraccion n(z) es continuo en en zy pero no su primera derivada y posiblemente
derivadas de orden superior. Debido a que ag se anula y por lo tanto rg también, el término de menor
orden que no se nula del coeficiente de reflexion es de primer orden

/ /
~ 1 _ 01, 1 Mizq — Nder
r= leo = %ko = ZW, (537)

donde se empleo (5.28) y (|5.32).
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5.2.5.2. Perfil de clase C!

El perfil de indice de refracciéon n(z) es continuo en en zy y su primera derivada también, pero no la
segunda ni posiblemente derivadas de orden superior. Esto significa que ag y a1 se anulan asi como rqg y
r1. Esta vez el término de menor orden que no se nula es de segundo orden

a2

ko2, (5.38)
bo

e roky t =
donde se tomo en cuenta a ([5.28]). La cantidad ay es la suma de dos pares de términos, un par que involucra
a la primera derivada del indice de refraccion y otro a la segunda. Los términos que contienen a la primera
derivada de n(z) en (5.32)) se cancelan. Solamente los términos del numerador que tienen a la derivada de
mayor orden de n(z) no se cancelan, entonces

" "
~ Nger — T4

izq
R (5.39)

5.2.5.3. Perfil de clase C?

El perfil de indice de refraccion n(z) es continuo en en zy , su primera y segunda derivada también,
pero no la tercera ni posiblemente derivadas de orden superior. Esta vez ag, a1 y a2 se anulan asi como
ro, ™1 y T2. El término de menor orden que no se anula del coeficiente de reflexiéon es de tercer orden

rrsky? = kgt (5.40)

r_ "o . . . . .
Dado que ng,, = nj,, ¥ Nge, = Nigq €N 20, los términos de ag que contienen primeras y segundas derivadas
de n(z) en (5.31)) se cancelan. Eso deja solo a los términos que involucran a las derivadas de mayor orden
de n(z), los resaltados en (5.36)

" "
Mer n

izq
Rl—a—. 5.41
et 16k3n* (5.41)

5.2.5.4. Perfil de clase C¥~ 1 y C%

En el caso de un perfil de clase C%~1 n(z) es continuo en en zy asi como todas las derivadas hasta la
de orden 25 — 1, pero la de orden 2j y posiblemente derivadas de orden superior no son continuas. En ese

caso ag, a1, ..., ;1 se anulan asf como rg, 71, ..., 72;_1. El término de menor orden que no se anula es
de orden 2j
Lo a2i, o
r= T’ij‘o = 7]]{20 J. (542)
bo
Como 0der — L7z =1,2,3,.,2—1 los térmi tienen las derivadas d d
omo “ e = —= param = 1, 2, 3, ..., 2j — 1 en 2, los términos que tienen las derivadas de n(z) de

orden 2j — 1 y de 6rdenes menores en la primera de las ecuaciones de ([5.30)), se cancelan. Eso deja solo a
los términos con las derivadas de orden 2j, la ecuacion (5.34]) permite escribir estos términos

12542 d2i d%in:
i n n
"R der ) (5.43)
22]+1k,03n2j+1 dz2J dz2i
Similarmente para un perfil C%,
oy G241 , —25—
R rgy kg T = S22 (5.44)

by 0
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g dg iz . . . . .
Como ddZ;*er = dzgq para g =1, 2, 3, ..., 2j en zp, los términos que tienen las derivadas de n(z) de orden

27 y de ordenes menores en (5.31)), se cancelan. Eso deja solo a los términos con las derivadas de orden
2j + 1, la ecuacion ([5.36) permite escribir estos términos

20+3 A%+, d2j+1nizq
T - - — -
n2j+2k(2)3+122j+2 dz2i+1 dz2i+1

(5.45)

Nuevamente cambiando 2j + 1 por 2j en esta tltima ecuacion se puede ver que (5.43) y (5.45) son
equivalentes. Para j par o impar en C7, el término de menor orden que no se anula del coeficiente de
reflexion se escribe

P b e (5.46)
nj+2ké+12j+2 dzitl dzi+t :
5.2.6. Incremento en la reflexion.
. 1.57 mEa 1.59|__ perfil de Epstein| ="
NS — Perfil de Epstein| = ;
5144 | S 44l
2 g
G 1.3 & 13-
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o
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4 3 210 1 b 4 3 2 - 0 1 2

z en longitudes de onda

1.5
(e} (e}
NS) Ne)
R3) D 1.4
Q Q
s s
5 5 13
3 S 12
Q (]
(@] (@]
5 5 1.1
[} (e}
N e [N
1.0-
4 3 2 1 0 1 4 3 2 a1 0 1

z en longitudes de onda

(c) (d)

Figura 5.9: (a) Primera derivada discontinua, perfil de clase C°. (b) Segunda derivada discontinua, perfil
de clase C!. (c) Tercera derivada discontinua, perfil de clase C2. (d) Cuarta derivada discontinua, perfil
de clase C3. El perfil de analitico de Epstein (2.106]) se grafica también como referencia.

Para investigar el incremento de la reflexion debido a las discontinuidades en las derivadas de n(z),
comparemos funciones completamente analiticas con sus contra partes que si tienen alguna discontinuidad.
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Consideremos por un lado el perfil de Epstein (2.106)) y por otro funciones continuas, definidas por partes
al unir dos funciones originalmente analiticas, con alguna o algunas derivadas discontinuas en el plano de
unién. En la figura se muestran cuatro ejemplos diferentes de perfiles definidos por partes [58]: C° se
construye uniendo una tangente hiperbélica con una funcién constante, C'! es una secante hiperboélica cua-
drada unida a una constante, C? es una exponencial ctibica unida a una constante y C3es una exponencial
cuartica unida a una constante. Todos ellos se grafican junto al perfil de Epstein con D = 1.65, D = 1.95,
D =210y D = 2.30 respectivamente. Para cada pareja se hace coincidir el gradiente maximo del indice
de refraccion. El plano de unién siempre se localiza en z = 0. Se calculan las reflectividades de los perfiles
definidos por partes con el resultado . Para los perfiles de Epstein, se calculan las reflectividades con
(2.112)) y se comparan los resultados en la tabla . Aunque el perfil CYexhibe un incremento méas gradual
que su contra parte analitica, su reflectividad es 2.75 x 10° veces mayor debido al plano de uniéon y su
discontinuidad en la primera derivada. Conforme la clase j en C7 aumenta, los dos perfiles de cada cuadro
se parecen més y la diferencia en sus reflectividades también disminuye, de cualquier manera esa diferencia
es significativa. Las discontinuidades en las derivadas de n(z) claramente incrementan la reflexion. Estos
son solo algunos ejemplos particulares, pero muestran el comportamiento general.

Reflectividad %

CO'vyD=1.65\| C'y D=195\ | C?y D=2.10X | C®y D = 2.30\

n(z) definido por partes 6.27 x 1073 8.15 x 107 5.15 x 1078 2.09 x 10710

Perfil de Epstein 2.28 x 1078 5.03 x 10710 6.74 x 10~ 11 4.82 x 10712

Cuadro 5.7: Reflectividades para los perfiles analiticos y los definidos por partes. La clase de perfil C7 y
el parametro D estan indicados.

5.2.7. Comparacion de resultados para r a menor orden no nulo.

Los coeficientes de reflexiéon complejos obtenidos analiticamente mediante la aproximaciéon SVRI se
evalian para los ejemplos mostrados en la figura[5.9]y se exponen en la tabla[5.8l Junto a ellos se muestran
los correspondientes resultados para r estimados con base en las soluciones numéricas de la ecuacién de la
amplitud, sin haber hecho ninguna aproximacién relacionada con la gradualidad en el cambio del indice
de refracciéon con respecto a z. Los resultados analiticos fueron estimados con , es decir a menor
orden no nulo. Los coeficientes de reflexién obtenidos con ambos métodos son muy similares. En el caso
del moédulo la diferencia es menor del 1% para las clases C° — C?. Cuando la reflectividad se hace mas
pequeiia, las diferencias relativas se hacen algo mayores. En cuanto a la fase, para las clases C0 — C?
también la diferencia relativa es de menos del 1%. Para la clase C?, con una reflectividad muy pequeia,
la diferencia relativa en la fase es del 3 %.

En lo relacionado con los resultados analiticos, la inexactitud es debida a dos razones 7) solo retuvimos
el término de menor orden que no se anula bajo la aproximacion SVRI y ii) la reflexion debida a la parte
suave del perfil se desprecié por completo. En el caso de las soluciones numéricas la inexactitud se debe a
los intervalos pequenos pero finitos de discretizacion, la funcion original n(z) que es continua, se reemplaza
por puntos discretos cuando se aplica el método de las diferencias finitas. La discontinuidad de la derivada
en el plano de unién se puede ver simplemente como una discontinuidad més grande que las introducidas
inherentemente por la discretizacion.

En general, al incrementarse j para la clase C7 del perfil n(z), la reflectividad debida a la discontinuidad
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decrece y ésta se acerca mas a la que produce la parte suave del perfil. Mateméaticamente y de forma
correspondiente, al aumentar el valor de j y por lo tanto el orden de la aproximacion SVRI que se necesita
emplear, se debe tener cuidado de estar dentro de la region convergente de la serie asintética . Una
regla practica para sondear la convergencia de la serie puede ser la siguiente

dm+1n

, (5.47)

m—+1
dZ Z=ZCm4+1

dzm

‘dmn

-1
> |

Z=ZCm

donde zcm ¥ 2om+1 son los valores de z para los que la derivada correspondiente tiene el valor extremo
absoluto. En el caso particular en que m = 0, la condicién que corresponde es 1 > k; ! ‘g—g P Si la
expresion se cumple, se puede confiar en que el orden m de la aproximacién SVRI atn es valido. Por
otro lado si j es suficientemente grande, el tamano de la discontinuidad del plano de unién se va pareciendo
al de las discontinuidades que introduce la discretizacién del método numeérico. Con ambos métodos, el
numérico y el analitico, la exactitud para obtener el coeficiente de reflexion de todo el perfil se espera que
disminuya conforme j se incrementa. La mayor diferencia relativa entre los resultados obtenidos con estos
métodos para C3puede ser consecuencia de ésto.

Coeficiente de reflexiéon complejo r

Clase de perfil n(z)

cY ct Cc? Cc3

Analitico | modulo 788 x 1073 | 8.93x107% ] 229%x107° | 9.85 x 10~7

fase % 0 —T

NJE]

Numérico | médulo 792x1073 ] 9.03x107% | 227x 1075 | 1.44 x 1076

T
1571

™ s
H T

T T
fase 5t 391

NE

Cuadro 5.8: El modulo y la fase del coeficiente de reflexion complejo r, evaluado para las funciones
mostradas en la figura Los resultados obtenidos por ambos métodos son muy similares.

5.2.8. Consistencia con otros resultados exactos y aplicaciones.

Es interesante comparar estos resultados obtenidos mediante la aproximaciéon SVRI con los resultados
exactos conocidos y revisados en la seccion Para el perfil de Rayleigh ( Clase C?) el coeficiente de
reflexion estd dado por la ecuacién . Si el parametro % es pequeiio, es decir a%co < 1, tenemos
la aproximacion de una longitud de onda pequena comparada con la distancia de variaciéon del indice de
refraccion, lo cual corresponde con la aproximacién SVRI. En ese caso se pueden desarrollar en serie de
Taylor las raices cuadradas que hay tanto en el numerador como en el denominador. Siguiendo luego las
mismas reglas para obtener una serie de potencias a partir de un cociente de series, las que se expusieron

en la seccién obtenemos a primer orden
i
4/‘&0@ '

~
~

(5.48)
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Examinando nuevamente el perfil de Rayleigh (2.94) suponiendo incidencia normal, o = 0, podemos ver
que

/
n 1

der __ I
T—*E y nizq_o'
nder

Introducimos lo anterior en ((5.48) para eliminar al pardmetro a y reescribimos el coeficiente de reflexion

/ /
. nizq — Nger

T
4k0n2

Hemos obtenido nuevamente la expresion , ésto significa que para el caso del perfil de Rayleigh los
resultados son consistentes

El perfil de Brekhovskikh es otro de clase C?, su coeficiente de reflexion es . El considerar a %
pequena, es decir % < 1, equivale a una variacién gradual del indice de refraccion comparando con la

@)2/3’

a

longitud de onda, nuevamente la aproximaciéon SVRI. Considerando % < 1, dado que (h = — (

podemos decir que (g < 0. La interpretacion que se puede hacer de la expresién anterior es que el plano
de unién se encuentra en la region muy negativa de . En esa regién son validas las formas asintoticas
(2.102) y (2.103)), que se pueden reescribir como

. Ao 1 2 2T
Bi(¢) + Ai(¢) = W exp i [3 (—0)*? + 4} . (5.49)

Introduciendo ((5.49) en (2.104) , evaluando en (p y simplificando

1 1
r = — =

8(—Go)2—i sk

Volviendo a desarrollar el coeficiente de reflexion en potencias de % y quedandonos con el menor orden

que no se anula
a

TR —i—. 5.50

St (5.50)

Analizando el perfil de Brekhovskikh se puede confirmar que a = 2nn)_, vy n{zq = 0, se debe considerar
también que cuando ¢ = (y el indice de refraccion es ng = 1, sustituyendo lo anterior en (5.50))

/ /
~ Nger — Nder
T 7/72
4]45071

El resultado exacto para el perfil de Brekhovskikh es también consistente con nuestra aproximacion SVRI.

Al aumentar el valor de j para la clase de perfil C7, es decir, entre mas se suaviza el plano de unién la
reflectividad disminuye. Este hecho explica porqué las capas antireflejantes llamadas “quinticas” funcionan
tan bien [70]. Uno pudiera pensar que una capa con perfil clase C? funcionaria mejor, pero para mantener
un indice de refracciéon que varie suavemente, la capa tendria que ser més gruesa, una caracteristica que
no siempre es deseable.

5.2.9. Conclusiones de la seccién 5.2

Se obtuvo el coeficiente de reflexién complejo al menor orden no nulo en la aproximacién SVRI para
discontinuidades en la derivada de orden m de forma analitica. La expresiéon es simple y depende de la
derivada de menor orden que sea discontinua a ambos lados del plano de unién. Hemos mostrado que la
reflectividad se incrementa con la presencia de derivadas discontinuas aunque el perfil mismo sea continuo.
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La reflectividad asociada a estos planos de unién puede ser varios érdenes de magnitud superior a la
reflectividad asociada a la parte suave del perfil. La reflectividad disminuye conforme aumenta el orden
de la derivada discontinua. En cuanto a la fase, la proposicion “Para un perfil n(z)clase C/, el cambio de
fase debido a la reflexion en el plano de unién es (1 — j)5 cuando la derivada discontinua de més bajo
orden aumenta y (—1 — j)§ para el caso en que ésta decrece” se ha probado. No solo hay cambios de
fase de 7 para la reflexion como predicen las ecuaciones de Fresnel, sino que cambios de 4 /2 también
pueden ocurrir cuando (d2mn / szm) es discontinua. El signo del cambio depende si la derivada discontinua
de menor orden se incrementa o disminuye en el plano de unién. La ecuacion puede verse como
una generalizacion de las relaciones de Fresnel, para incidencia normal, cuando las derivadas de n(z) son
discontinuas y no el indice de refracciéon mismo. Las predicciones analiticas obtenidas en esta seccion y
los resultados numéricos obtenidos en la anterior [5.1] son consistentes. Otros resultados teoricos conocidos

también son coincidentes con estas predicciones.

5.3. Comparaciones entre los resultados numéricos y analiticos aproxi-
mados SVRI, con uno o varios 6rdenes de aproximacion.

En esta seccién se comparan los coeficientes de reflexion obtenidos mediante la solucién numérica de la
ecuacién de la amplitud en la seccién con los resultados que predice la ecuacion , deducida
en la seccion mediante la aproximacién SVRI a menor orden no nulo. También se comparan algunas
de las soluciones a la ecuacién de la amplitud obtenidas numéricamente en seccién con las soluciones
analiticas construidas por partes mediante la aproximacion SVRI, a varios érdenes: primero, segundo,
tercero y cuarto.

5.3.1. Comparando coeficientes de reflexion.

En la tabla se presentan los resultados de los coeficientes de reflexion para los perfiles de la seccién
los obtenidos mediante las soluciones numéricas de la ecuacién de la amplitud y los que nos da
la ecuacion , bajo la aproximacion SVRI a menor orden no nulo. En el caso especial de los perfiles
discontinuos “step+" y “step -” se usan las ecuaciones de Frsenel como expresiones analiticas para encontrar
r. Los resultados son muy parecidos, la diferencia comienza a ser significativa cuando el moédulo de r se
acerca a 1077,

5.3.2. Mas términos para el coeficiente de reflexion.

Con el objeto de hacer comparaciones méas interesantes entre los resultados de las secciones 6.1y 6.2
es conveniente calcular algunos términos mas del coeficiente de reflexién, de mayor orden en k . Para ello,
se puede escribir explicitamente y de forma completa a r1, 79 , r3 y 74, basdndose en las ecuaciones de

B2 » G39.

/
R Z.nizq ~ Nger
| =1
4n?

12 12 " "
1 nizq - nlzqnder 2nder + Nder — nizq
n4 n3 ’

rg = —
4Anb nd n4

. n'2 13 " " "
? 31nder - 9nder izq + 3nder izq 25nlzq 6n1zq izq + nder 1zq 7nder der Nder — Migq
16 + + ,



CAPITULO 5. REFLEXION POR UNA DISCONTINUIDAD EN LAS DERIVADAS DE N(Z) 111

Coeficiente de reflexién
Perfil n(z) modulo fase
numérico analitico numérico analitico
step+ 0.200000088 + 3.1 x 10~8 0.2 T (2.0000 = 0.0000) T
step- 0.200000063 + 45 x 108 0.2 2 (0.0000 = 0.0000) 0
lin&tanh+ (1.7765 £ 0.0000) x 1072 | 1.7723 x 1072 | Z (—1.0464 % 0.0004) -z
tanh&lin+ | (7.8954 £ 0.0085) x 1073 | 7.8770 x 1073 | Z(0.9780 = 0.0007) z
lin&tanh- (7.9006 + 0.0002) x 1073 | 7.8770 x 1072 | Z (1.0204 =+ 0.0003) z
tanh&lin- (1.7766 £ 0.0005) x 1072 | 1.7723 x 1072 | Z (—0.9561 & 0.0004) -z
lin&sech + (3.0929 £ 0.0000) x 1073 | 3.0125 x 1073 | Z (—0.0104 = 0.0000) 0
sech&lin+ (8.9958 £ 0.0046) x 10~ | 8.9259 x 10~* | T (—0.0016 £ 0.0003) 0
lin&sech- (9.0027 £ 0.0009) x 10~* | 8.9259 x 10~* | Z (2.0000 & 0.0004) m
sech&lin- (3.0920 + 0.0006) x 1072 | 3.0125 x 1072 | Z(2.0084 + 0.0003) m
lin&cubexp+ | (1.1570 £ 0.0004) x 107* | 1.1575 x 107* | % (1.0071 £ 0.0003) z
cubexp&lin+ | (2.2495 £0.0073) x 107> | 2.2865 x 10~° | Z (—0.9987 = 0.0006) -z
lin&cubexp- | (2.2756 £ 0.0048) x 107° | 2.2865 x 10~° | Z (—1.0001 = 0.0008) -z
cubexp&lin- | (1.1539 £ 0.0009) x 10~* | 1.1575 x 10~ | % (0.9926 = 0.0014) z
lin&quartexp+ | (7.4301 £ 0.0285) x 1076 | 7.4765 x 1076 | 7 (2.0035 = 0.0014) T
quartexp&lin+ | (1.3329 £ 0.0223) x 107% | 9.8456 x 1077 | 7 (2.2527 4 0.0091) m
lin&quartexp- | (1.3514 +0.0217) x 107% | 9.8456 x 10~7 | Z (—0.2125 £ 0.0077) 0
quartexp&lin- | (7.2999 £ 0.0416) x 1075 | 7.4765 x 1075 | Z(0.0104 = 0.0023) 0

Cuadro 5.9: Comparaciéon de coeficientes de reflexion obtenidos mediante las soluciones numéricas de la
ecuacion de la amplitud y los que nos da la ecuacion , bajo la aproximacién SVRI a menor orden no
nulo. En el caso especial de los perfiles discontinuos “step+” y “step -” se usan las ecuaciones de Frsenel
como expresiones analiticas para encontrar 7.
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182n/t — 35n/3 n! g T I ni? 2 — 290, n/3 — 127n4

izq izq
"= 12808 +
2 2
" _3nder (77nder - 10nder izq + nizq) + n:/zq ( nder + 2Gnder izq + 179n;zq)
128n7
nii”er (11n£1er - n{zq> - nilz/q (nder + gnlzq> +7 (nger - ni,zq) ’rlilzl(/]1 — nggr
+o0 - + -
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Por simplicidad, no se involucra mas alla de la cuarta derivada de n(z) en esta secciéon

5.3.3. Comparacion de las soluciones a la ecuaciéon de la amplitud.

Se toman varios ejemplos significativos de entre los perfiles estudiados en la seccion para hacer
las comparaciones. En el caso de aquellos perfiles en los que la luz incide desde el lado homogéneo, desde
donde el indice de refraccion es constante, la solucién a la ecuacion adimensional de la amplitud en esa

regiom es (3.28]), sujeta a la condicién ((3.30]). El cociente A2 = “2}_‘

entre las fases de la onda incidente y reflejada en zy = 0, el plano de unioén, es decir que es la fase del
coeficiente de reflexién complejo, entonces se puede escribir

es el modulo de r y AfS es la diferencia

A,
=g A=

A la derecha del plano de unioén, en la region inhomogénea, en la que el indice de refraccion varia gradual-
mente la solucion a la ecuacién de la amplitud se puede aproximar como A ~ Agygri. Tomando en cuenta
lo anterior se puede reescribir la solucién como

_1 1
A (ng (1 —rr*)) 2 \/1 + rr* + 2 (rr*) 2 cos (2konaz + 5) 2 <0 _ (5.51)
Asvri z20

Cuando la luz incide desde la regién inhomogénea, la solucién también se puede aproximar empleando

Agvrir, como lo sugiere la expresion ([5.22))

_1 1
= ASYRI (1 —rr*) 2 \/1 + 1% 4 2 (r1%) 2 cos (2qgyn + 5) 2 <0 ’ (5.52)

ng > z>0

donde gg 5, = ko fz A2 dz =~ kg fzo n dz.

SVRI

5.3.3.1. Perfil de clase C°

Se toma como ejemplo el perfil de indice de refraccion “tanh&lin” descrito en . En la figura
se grafica nuevamente la soluciéon numérica a la ecuaciéon de la amplitud para dicho perfil, pero ahora
acompanada de soluciones analiticas aproximadas dada por . se muestra la solucién analitica, en
los alrededores de z = 0, con tres grados de aproximacion i) el coeficiente de reflexion y la amplitud
a menor orden: r = nkzo_l y Agyrr ~ Ap, i) con un término més cada uno: r = rlko_l + rgko_2
Asvrr = Ao + Asky 2 ii1) con todos los términos que se puedan adicionar sin ir mas alla de la cuarta
derivada del indice de refraccion: r ~ rik; Iy roky 24 r3ky 34 raky 4 y Asvri &~ Ao + Azky 24 Ayky 1 Ala
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escala de la figura principal, practicamente no se distingue una linea de otra, sin embargo ampliando por
secciones ya se aprecia la diferencia entre soluciones. En el punto de unién, en z = 0, se alcanza a ver un
pequeno “salto” en el caso 7, ésto es porque es una solucién aproximada construida por partes, en los casos
11 e 114 ese salto ya es muy pequeiio para notarlo. De hecho, la gréfica de con mayor aproximacion
es casi idéntica a la solucién numérica.

solucion numérica
1.004 S analitica 7ii
analitica i
1 O W analitica i
0.954
0.81714 %\
] 1 ‘;*;\\
o 08169
~ 1.00791
0.90- N
1007881 081677 AN
1.007851" 0816 o —
0.85- -0.04  -0.02  0.00
1.00782 42,
0.80 N —

z en longitudes de onda

Figura 5.10: Para un perfil clase C°, la solucién numérica a la ecuacién de la amplitud con el perfil
“tanh&lin+” descrito en (5.4)) acompanada de la soluciéon analitica, con los tres grados de aproximacion i,
11 e 411 que se exponen en la seccion [5.3.3.1] Acercamientos a un méximo local y a la region z ~ 0.

5.3.3.2. Perfil de clase C!

La figura [5.11] muestra a la solucion numérica a la ecuacion de la amplitud con el perfil “lin&sech+”
descrito en [5.3| acompanada de la solucién analitica con los tres grados de aproximacion ¢, i e 4 descritos
en la seccion El caso ¢ no presenta oscilaciones en la region z < 0 pues 1 = 0. En el plano de
unién de las soluciones construidas por partes no hay saltos conspicuos, ésto pasa en general para los
perfiles en los que la luz incide desde la regiéon homogénea. Nuevamente el caso i, el de mayor grado de
aproximacion, es el que se acerca méas a la soluciéon numérica.

5.3.3.3. Perfil de clase C?

La figura [5.12] muestra la solucién numérica a la ecuacion de la amplitud con el perfil “cubexp&lin-+”
descrito en [5.4] acompanada de la solucion analitica con los tres grados de aproximacion i, i e iii. Los
casos ¢ y 4 no presentan oscilaciones en la region z < 0 pues 1 = ro = 0. Nuevamente el caso i, es el que
mas se parece a la soluciéon numérica, no solo porque reproduce las oscilaciones, también se acerca mas en
la regién z ~ 0. En esta regiéon los casos i, 41 e 74 no se aproximan de forma monoténica sino de forma
alternada.
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Figura 5.11: Para un perfil clase C!, la solucién numérica a la ecuaciéon de la amplitud con el perfil
“lin&sech+” descrito en [5.3] acompanada de la solucién analitica con los tres grados de aproximacion i, i
e i1 que se exponen en la seccion [5.3.3.1} Acercamiento a la region z ~ 0.

1.00
0.954
~ \\:\'
~
0.90 \
0.81655{
—— soluciéon numérica
R - - - - analitica iii
0.85 - 0.81650 R analitica @i
77777 analitica i
2016 -o.'os\—o'.oo/
0.80 : —— —
-6 4 2 0 2 4

z en longitudes de onda

Figura 5.12: Para un perfil clase C?, la solucién numérica a la ecuacién de la amplitud con el perfil
“cubexp&lin+” descrito en acompanada de la soluciéon analitica con los tres grados de aproximacion
i, @i e iii que se exponen en la seccion [5.3.3.1] Ampliacion de dos regiones, la transicion a un medio
aproximadamente homogéneo en z < 0 y cerca del plano de unién en z ~ 0.
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5.3.3.4. Perfil de clase C?

La figura muestra la soluciéon numeérica a la ecuacion de la amplitud con el perfil “quartexpé&lin+”
descrito en 5.5 acompanada de la solucién analitica con los tres grados de aproximacion i, # e 42i. Los casos
i y i1 no presentan oscilaciones en la region z < 0 pues 1, = ro = 0, (y también r3 = 0). Nuevamente el
caso i, es el que mas se parece a la soluciéon numérica, aunque en la region oscilatoria ya se percibe una
diferencia clara. Esto es porque la reflectividad debida al plano de unién ya es del orden de la reflectividad
de la region inhomogénea del perfil y ambas contribuciones son consideradas en la soluciéon numérica. Como
en el ejemplo de perfil clase C?, se vuelve a ver que en esta region los casos 4, 7 e iii no se aproximan de
forma monotoénica sino de forma alternada.

1.004 --—---
0.99999 1 N
0.95 - v
| 55 5.0 45
{ 0.8165164:
S \‘\
< |
0.90 — m — i4 A
0816507, solu’c%on numérica
RN - - - analitica iii
1 BN N I analitica 7i
0.816498] \ -—-- analitica i
0.85 1 e
02 0.1 0.0
0.80 ; y '

I
-6 4 2 0 2 4
z en longitudes de onda

Figura 5.13: Para un perfil clase C3, la solucién numérica a la ecuacién de la amplitud con el perfil
“quartexp&lin+” descrito en la tabla acompanada de la solucion analitica con los tres grados de
aproximacion i, 4 e 4% que se exponen en la seccién Ampliacién de dos regiones, la transicion a
un medio aproximadamente homogéneo en z < 0 y cerca del plano de unién en z ~ 0.

5.3.4. Conclusiones de la seccién 5.3

Los resultados de los coeficientes de reflexion obtenidos mediante las soluciones numéricas de la ecuacién
de la amplitud y los que nos da la ecuacion , bajo la aproximaciéon SVRI a menor orden no nulo son
muy parecidos. La diferencia comienza a ser significativa cuando el modulo de r se acerca a 1077,

Para que la solucién analitica aproximada a la ecuacién de la amplitud presente las oscilaciones debido
a la reflexién, se debe incluir el menor orden no nulo del coeficiente de reflexién en el calculo de la
reflectividad. Habiendo tomado en cuenta lo anterior, si se quiere que la solucién analitica definida por
partes no presente “saltos” o “quiebres”, para combinar los maximos érdenes involucrados j y m de 7; y Ay,
es conveniente seguir el siguiente criterio: m > j. De esta manera el minimo orden de la derivada del indice
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de refracciéon que se requiere para que la reflectividad no se anule se ve incluida en las expresiones tanto
de de R como de A. Siguiendo el criterio anterior la soluciéon numérica y la analitica son muy parecidas,
hasta que la reflectividad de todo el volumen de la regiéon inhomogénea sea comparable a la del plano de
uniéon, entonces la diferencia comienza a ser significativa. Los resultados de esta secciéon pudieran arrojar
luz en la discusion relacionada con el tema de la convergencia de la serie WKB [69], [71].



Capitulo 6

Comprobaciéon de las relaciones de
reversibilidad.

Hay cierta simetria en los coeficientes de reflexién y transmision de un medio estratificado, sea que la
luz incida desde un lado o del otro. A las relaciones entre dichos coeficientes para uno u otro caso se les
llama relaciones de reversibilidad [62] (63, Capitulo VI], ya que Stokes mostr6 su correspondencia con la
reversion en el tiempo [61, Capitulo III].

Es posible deducir estas relaciones para medios transparentes de manera muy rapida y general usando
la representaciéon de amplitud y fase, en particular empleando el invariante @, lo cual se demuestra en
este capitulo. La forma tradicional de obtener las relaciones de reversibilidad es mediante el método de
las matrices de transferencia. Las expresiones que se proponen deducir en este capitulo son consecuencia
de la simetria de las ecuaciones de Maxwell ante la inversién temporal, sin embargo en dltima instancia
corresponden a las relaciones de reversibilidad espacial en la direcciéon z.

6.1. Una definiciéon méas general para los coeficientes de reflexién y trans-
mision

n, n,

Luz incidente
e e

Luz transmitida
 ——

Luz reflejada
4—

| | >
Z9 Z

Figura 6.1: Medio estratificado en zgp < z < z;. El sombreado indica la regién inhomogénea.

117
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Cuando hay fronteras definidas para una regién inhomogénea como se representa en la figura las
definiciones para los coeficientes de reflexién y transmision que se emplean son las descritas en el método
de las matrices [2.2.6] El coeficiente de reflexion complejo se define como la razén del campo reflejado
entre el incidente justo sobre la frontera izquierda zg, desde donde incide la luz, pero por fuera del medio
estratificado, como se puede ver en las expresiones y que estan escritas en términos de los
elementos de matriz del medio estratificado y los indices de refraccion que lo limitan. En el caso de
polarizacion TE, este coeficiente es el cociente de los campos eléctricos, que son los que estan en la misma
direccién z, en cambio en el caso TM es la razén de los campos magnéticos. El coeficiente de transmision
complejo en el caso TE es la razén del campo eléctrico transmitido, evaluado justo detras de la frontera
z1, entre el campo incidente, evaluado justo a la izquierda de zg . Si es el caso de polarizacion
TM, el coeficiente de transmision es un multiplo del cociente de los campos magnéticos, el transmitido
entre el incidente, sobre las fronteras z; y zg respectivamente . Se trata de un miltiplo y no del
cociente mismo ya que se desea que el coeficiente de transmisiéon coincida con la razén de las magnitudes
vectoriales ( no el moédulo del nimero complejo) de los campos eléctricos. El formalismo de las matrices
de transferencia también permite escribir los coeficientes complejos r y t si la luz incide desde la derecha,
solo se requiere invertir los papeles de (2.64) y (2.65) con (2.66) y (2.67).

Cuando los medios inhomogéneos considerados no tienen fronteras definidas, como el perfil de tangente
hiperbdlica o el de Epstein , las definiciones anteriores de los coeficientes no se pueden
interpretar claramente. Se adoptan a continuaciéon definiciones mas apropiadas para incluir estos casos.
En las figuras (a) y (b) se presenta un ejemplo de un medio inhomogéneo sin fronteras definidas.
Considérese un medio estratificado cuya region significativamente inhomogénea esté relativamente cerca
de z = 0, mientras que en las regiones apartadas |z| > 0 sea aproximadamente homogéneo y transparente.
Considérese también que hay propagacion en esas regiones apartadas.

Y Yy
n, n, n, &
Luz incidente Luz incidente
—a VNS kit
Luz transmitida Luz transmitida
. » R .
Luz reflejada Luz reflejada
— —_—
> z > Z

0 0
(a) (b)

Figura 6.2: Medio estratificado sin fronteras definidas. El sombreado sefiala la regién donde la inhomoge-
neidad es significativa. (a) Con la luz incidiendo desde la izquierda. (b) La luz incide desde la derecha.

6.1.1. Polarizacion TE
6.1.1.1. Luz incidiendo desde la izquierda

El campo eléctrico en la region z < 0 es aproximadamente el de un medio homogéneo con indice de
refracciéon nq
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A ikozy/n?—02 i —ikozy/n2—02
g)izq = Aie 0 1 + ére 0 E 5 (61)
en la region z > 0 también el indice de refraccion es casi constante no y el campo se puede escribir como

Uger = Agefosvra=e?, (6.2

Sean los coeficientes de reflexion y transmision los siguientes

N

- _ A (6.3)

y i "

%t A

T

Su interpretacion es:

El coeficiente 1 | es el cociente de los campos eléctricos, el reflejado sobre el incidente, tal como son
en la region z < 0 pero extrapolados hasta z = 0. De manera similar L | es el cociente de los campos, el
transmitido sobe el incidente, tal como son en las regiones z > 0 y z < 0 respectivamente, extrapolando
su valor en z = 0.

6.1.1.2. Luz incidiendo desde la derecha

El campo eléctrico en la region z < 0 es aproximadamente el de un medio homogéneo con indice de
refraccion ny

i —ikpzy/n2—02
gizq = Ate 0 1=9 s (64)
en la regiéon z > 0 también el indice de refraccién es casi constante ng y el campo se puede escribir como
i —ikozy/n2—02 i ikozy/n2—02
gder = éie 0 2 + ére 0 2 . (65)

Sean los coeficientes de reflexion y transmision los siguientes

T

- _ & (6.6)

Ai y &L

Su interpretacion es similar a la de los coeficientes complejos cuando la luz incide desde la izquierda,
Unicamente se invierten los papeles de las dos regiones homogéneas de los extremos.

T =
<_L

i

T

6.1.2. Polarizacion TM
6.1.2.1. Luz incidiendo desde la izquierda

El campo magnético en la region z < 0 es aproximadamente el de un medio homogéneo con indice de
refracciéon nq

~ ; 2_ ;2 ~ _a 2_ ;2
%izq _ éiezkoz\/nl o +Are ikozy/n5—0 , (6.7)
en la region z > 0 también el indice de refracciéon es casi constante ny y el campo se puede escribir como
~ ; [n2_ +2
%der = étemoz 12T, (68)

Sean los coeficientes de reflexion y transmision los siguientes

A, _ e1np Ay (6.9)

— y t .
=l ean1 A;

rg=
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Su interpretacion es:

El coeficiente I, es el cociente de los campos magnéticos, el reflejado sobre el incidente, tal como
son en la regién z < 0 pero extrapolados hasta z = 0. El coeficiente de transmision i)” es el cociente de
los campos magnéticos H, el transmitido sobe el incidente, tal como son en las regiones z > 0y z < 0
respectivamente, extrapolando su valor en z = 0 y luego multiplicado por el factor % La intencién al
introducir dicho factor, es que el coeficiente se pueda asociar al cociente de las magnitudes vectoriales de

los campos eléctricos.

6.1.2.2. Luz incidiendo desde la derecha
El campo magnético en la region z < 0 es aproximadamente el de un medio homogéneo con indice de
refraccion ny
gizq — Ate—ik(ﬂ\/n%—o—?’ (610)

en la region z > 0 también el indice de refraccion es casi constante no y el campo se puede escribir como

gder = Aie_ikoz v n%_JQ + ATeikoz \ n%—oz' (611)

Sean los coeficientes de reflexion y transmision los siguientes

- y ot _omde (6.12)
& A & e A;

Su interpretacion es similar a la de los coeficientes complejos cuando la luz incide desde la izquierda, pero
se invierten los papeles de las dos regiones homogéneas de los extremos.

6.2. El wronskiano y las relaciones de reversibilidad

6.2.1. Polarizacion TE

Considérense dos soluciones particulares de la ecuacién del campo , con un perfil inhomogéneo
Kk4g (2) dado y con cada una de las soluciones asociada a las dos situaciones, (a) y (b), presentadas en la
figura Una de las soluciones corresponde a que la luz sea incidente por la izquierda l_*; v la otra por la
derecha F', sean pues

E'=rtp(2)E v F"=rtp(x) F,
de modo que
Ep'=E'E.
Sumando a ambos lados E’ E’ e integrando se obtiene
EF'-EF=w, (6.13)

donde w es el llamado wronskiano de esas dos soluciones y es constante. Evaluando a w del lado izquierdo,
para z < 0, empleando (6.1]) y (6.4]) se obtiene

Aiét (-22’7{?0\/71% - 02> = (Z;) w (6.14)
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dado que F' = %U Evaluando a w ahora del lado derecho, z > 0 , empleando lj y li se
obtiene

1, A | —2ikoy/n3 —02> = (Mz) w. 6.15

A (<23 ” 619

vni—o? i (6.16)

t,1 =11
- 2 < p1

Combinando (6.14)) y (6.15))

se obtiene una expresion que relaciona los coeficientes de transmision TE para ambas direcciones de la
luz incidente. Es sorprendente que para llegar a la expresion no fue necesario suponer que el medio
fuera totalmente transparente, es decir que H%E (z) pertenezca a los reales en todo el eje z, atin que haya
absorcién de luz en la regiéon central e inhomogéna sigue siendo valida [72, Seccion 2.9]. Dada
la definicién para la transmitancia presentada en la ecuaciéon y aplicandola a los dos casos en la
direccién de incidencia de la luz, la expresion lleva a concluir que las transmitancias en ambas
direcciones son iguales l; L= g 1.
Dividiendo entre 5;2 v luego integrando a ambos lados queda

d(£/E) ;?02 g F/% 2, (6.17)

dz

El resultado de la integral [ E;zdz que aparece del lado derecho de la expresién anterior, se puede
encontrar facilmente si se supone a todo el medio transparente y se recurre a la representacion de amplitud
y fase. Recordando la propuesta (3.5)) se puede reescribir dicha integral

—21q
_9 . e
/E dz—/ yE dz,

que invocando al invariante en (3.9) queda

! \—2iq —27,q
_ qe
F2dz = d
/ = Q CT 2"

donde C' es una constante que puede ser compleja. Finalmente se obtiene
E*/F
F2dz==2_—2+C
/ S T R

que insertada en (6.17) permite escribir

F*
£ <Z2Q+CF) (6.18)
Evaluando la expresion anterior para z < 0 y agrupando en las exponenciales queda
- )
0= Zé+04~ _é e—ikoz\/@_'_ 4 —|—CA Zkozm
20Q) T W ’

Si bien lo anterior no requiere ser véilido para todos los valores reales de z, si para un subconjunto muy
grande de ellos, por lo que se deben cumplir las siguientes condiciones

Ay
O—lQQ

ﬁt, (6.19)
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0= zé +CA4A; (6.20)

Se evalia ahora a (6.18) en la region z > 0

0= (A_sz%t*

lo que lleva a otras dos ecuaciones mas

I

) oikozy/n3—0? | (A wCil} ) ikozy/ng—o?

0= A - “’2?; (6.21)

= A, —wCA,. (6.22)
Si se despeja @ de (6.20]) y se inserta en ((6.21]) se obtiene

wC = A 4 (6.23)
ATAL

ecuacion que combinada con (6.22) lleva a

o, Adid
o

Tomando en cuenta las definiciones (6.3]) y (6.6 se puede reescribir la ecuacion anterior en términos de
los coeficientes de reflexiéon y transmisiéon

Tt =0 (6.24)

A.h(.)r.a, multiplicando a 1) por su conj.ug’ada se obtiene iiiﬁiiiﬁ + @Liiliil = 0, luego
dividiendo entre los coeficientes de transmisién queda

ror (6.26)

*
rini=r170,

cuya interpretacion fisica es muy importante, la reflectividad de un medio estratificado es la misma en las
dos direcciones @ L= ﬁ 1.

Despejando nuevamente a @ de (6.20)) e insertando en ([6.19) se obtiene 0 = wC [ir — 4:4’/4:} —

éh combinando luego con (6.23)) para eliminar el producto wC' resulta

JA AA A
A F e

Reescribiendo la ecuacion anterior en términos de los coeficientes de reflexiéon y transmision deja

l=riri+th 0. (6.27)
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Empleando ([6.26]) también se puede escribir a (6.27) como

l=gipi+tit,.

Si se utiliza a (6.16)) y (6.26]) para que las flechas en (6.27)) estén todas en la misma direccion se recuperan
las expresiones que representan la conservacion de la energia R + 71| = 1, ya sea que incida la luz por la

(6.28)

izquierda o la derecha
2 2
l=rrg+ t7 t ) ———,
—-— —— Lo /n%_O.Z

L= 7,7 x f2y/nf — o

ri bt
el T e g

Un resumen de las relaciones de reversibilidad para polarizacion TE se muestran en la tabla[6.2] Todas
las expresiones incluidas en la tabla son validas para medios transparentes a todo lo largo del eje z. Incluso,
puede darse el caso de que n (z)? — 0% < 0 en algtn intervalo de la regién inhomogéna (cercana a z = 0),
es decir se puede incluir “reflexién interna frustrada” y no se invalidan dichas relaciones. Para el caso
particular de las ecuaciones I y VI de la tabla[6.2] éstas siguen siendo validas atn habiendo absorcion de
luz en algin intervalo de la regién inhomogéna. No todas las relaciones de esta tabla son independientes
entre si, son so6lo siete el niimero de ecuaciones que se necesitan para resumir toda la informacién, pero se
presentan todas las expresiones que pudieran ser relevantes.

Relaciones de reversibilidad, polarizacion TE
I =
11 Gorit il =0
H finitpali=0
v BinLt b=l
M Loritbiia=1
VI I,.=7
VII R =R,
VI Ri+L,=Ri+T1=1

Cuadro 6.1: Relaciones de reversibilidad para polarizaciéon TE.

6.2.2. Polarizacion TM

Siguiendo un analisis similar al de la seccién [6.2.1] con dos soluciones particulares de la ecuacién del
campo (3.2]), una correspondiendo a que la luz incida por la izquierda y la otra por la derecha, se llega al

resultado
/ /
EF - EF=w, (6.29)
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donde nuevamente w es el wronskiano de esas dos soluciones y es constante. Evaluando a w del lado

izquierdo, para z < 0, empleando y (6.10)) se obtiene

A A (~2ikoy/nd —o?) = () w (6.30)

1 £o

dado que F = /22U Evaluando a w ahora del lado derecho, z > 0 , empleando y 1} se
obtiene

ot . €2

AtAi (—szo n3 — 0’2> = <€0> w. (6.31)
Combinando (6.30)) y (6.31]), escribiendo luego el resultado en términos de los coeficientes de transmision

t||52\/n%—02 e1/nf — o2 (6.32)
2 2 :
n ny

=L

%

se obtiene una expresiéon que relaciona los coeficientes de transmisiéon TM para ambas direcciones de la luz
incidente. Vuelve a sorprender que para llegar no fue necesario suponer que el medio fuera totalmente
transparente, es decir que R%M (z) pertenezca a los reales en todo el eje z, ya que atin permitiendo absorcion
de luz en la regiéon central e inhomogéna sigue siendo valida. Dada la definicién para la transmitancia
presentada en la ecuacion y aplicindola a los dos casos en la direcciéon de incidencia de la luz, la
expresion lleva a concluir que las transmitancias en ambas direcciones son iguales gl\ = £||'

Relaciones de reversibilidad, polarizacion TM

. NG e
AN LIz
Il L+ Zidj =0
I Linj+zikj=0
v AN R NPT
v LI+ it =1
Vi Ly=Z
Vi K=&
VI B+ Iy =+ =1

Cuadro 6.2: Relaciones de reversibilidad para polarizacion TM.

Integrando a , empleando a la representacion de amplitud y fase y suponiendo medios transpa-
rentes a todo lo largo del eje z, se llega a relaciones de reversibilidad equivalentes a (6.24)), (6.25), (6.27) y
. Asi también se pueden demostrar la conservacion de la energia y que las reflectividades son iguales
va sea que la luz incida por la izquierda o la derecha. Un resumen de las relaciones de reversibilidad para
polarizacion TM se muestran en la tabla [6.2 También para la polarizacion TM, todas las expresiones
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incluidas en la tabla son validas para medios transparentes a todo lo largo del eje z y se puede incluir el
caso de la “reflexion interna frustrada”. Para el caso particular de las ecuaciones I y VI de la tabla [6.2]
éstas siguen siendo vélidas atin habiendo absorciéon de luz en algin intervalo de la regién inhomogéna.
Aunque se presentan en la tabla todas las expresiones que pudieran ser relevantes, se pueden reducir el
nimero de ecuaciones independientes.

6.3. Conclusiones

Se pueden obtener las relaciones de reversibilidad para medios estratificados que no estan limitados
por fronteras definidas. El perfil n(z) de estos medios puede ser incluso analiticos a todo lo largo del
eje z, siempre y cuando tienda asintéticamente a ser homogéneo, transparente y permita una solucién
propagatoria en los extremos (|z| > 0). Las definiciones de los coeficientes de transmision y reflexion se
deben replantear de manera mas general, de modo que no involucren las superficies zg y z1que delimitan
el medio inhomogéneo, como en el caso del método de las matrices de transferencia. Una vez definidos
asi los coeficientes, la representaciéon de amplitud y fase permite llevar a cabo las integrales para llegar
rapidamente a las expresiones que se buscan: las relaciones de reversibilidad. Algunas de estas relaciones
son validas aunque haya absorcién de luz en la regién central inhomogénea.



Capitulo 7

La reflectividad de una monocapa

Se estima la reflectividad de una monocapa desordenada, que consiste de particulas esféricas transpa-
rentes, representandola mediante cuatro distintos modelos:

» Medio efectivo homogéneo (pelicula delgada)
» Perfil continuo de indice de refraccion (en la representacion de amplitud y fase)

» Esparcimiento simple (basado en los resultados de Mie sin considerar interacciones entre particulas)
[73, [74]

» Esparcimiento multiple (basado en los resultados de Mie considerando interacciones entre particulas
de manera aproximada) |73, [74]

Se incluyen dos casos, una monocapa aislada y una con substrato, el substrato y el medio circundante
también son medios transparentes. Se obtienen resultados para la reflectividad en incidencia normal y se
analizan éstos variando el radio, la porcién de cubierta y el indice de refracciéon de las esferas. El proposito
es comparar y concluir bajo que condiciones la reflectividad de una monocapa se comporta como la de
un medio estratificado con perfil continuo de indice de refracciéon. La mayor parte del contenido de este
capitulo se publico en el articulo [75].

7.1. Monocapas y sus propiedades 6pticas

Las propiedades 6pticas de las monocapas constituidas por particulas pequenas han sido de interés
por muchos afios ya. En muchos trabajos se ha explorado la manera de extraer informacién sobre la
estructura de estas capas a partir de la medicion de su reflectividad y/o transmitancia [76} [77]. Cuando las
particulas son muy pequenas en comparacion a la longitud de onda y el esparcimiento de luz es muy poco,
tradicionalmente la reflectividad se modela usando un planteamiento de “capa efectiva” [T6H82]. En estos
trabajos se infieren la permitividad y el grosor efectivos para una pelicula delgada ficticia equivalente,
o bien se formula la susceptibilidad superficial del plano equivalente que simula la reflectividad de una
monocapa desordenada. La capa efectiva y/o el plano equivalente son 6pticamente anisotrépicos por lo
que la permitividad y/o la susceptibilidad son representadas por tensores. En este capitulo se propone
algo distinto, se plantea una “capa inhomogénea equivalente” para modelar la reflexiéon de la luz sobre
una monocapa, tratandose el caso particular de la incidencia normal. Se comparan los resultados con dos
modelos de esparcimiento y uno de capa homogénea efectiva.

Para los modelos de esparcimiento se usan la solucién de Mie y la aproximacion Rayleigh-Gans. El
primer modelo de esparcimiento es uno de esparcimiento simple, no se considera interaccién entre las

126
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particulas individuales que esparcen la luz, el segundo modelo es uno de esparcimiento multiple que se ha
desarrollado recientemente que si incluye algo de esa interaccion [83]. El planteamiento de la capa efectiva
sencillamente remplaza las particulas que esparcen la luz con una pelicula homogénea de indice de refrac-
cién constante, un indice promedio para toda la monocapa. En cambio, la capa inhomogénea reemplaza las
particulas con una pelicula estratificada promediando el indice de refraccién sobre las superficies paralelas
a la monocapa, para describir el comportamiento de esta pelicula estratificada se emplea la representacion
de amplitud y fase.

Una monocapa aislada consiste de un ensamble de N particulas embebidas en un medio homogéneo
de indice de refraccién ni, puestas de manera aleatoria en un plano como se muestra en la figura (a).
Por simplicidad aqui se consideran s6lo monocapas de particulas esféricas idénticas de radio p e indice de
refraccién no. Se supone que los centros de las particulas estan sobre el plano, en z = —p. El area total, asi
como el namero de particulas N, de una monocapa de extension infinita tienden también a infinito, pero
el cociente, la llamada densidad superficial de particulas p = N/drea permanece constante. La porcion de
cubierta es © = Np?/4rea, la fraccion del plano que cubren las particulas cuando se le ve en direccion
perpendicular a él. Ademés de una monocapa aislada se considera el caso de una monocapa con substrato,
de indice de refraccion ng, el cual se coloca en z = 0 como se muestra en la figura (b) La luz incidente
consiste de ondas planas, monocromaticas, de longitud de onda A(medida en el vacio) y que llegan desde
el lado negativo del eje z.

nl nz O n1 n2 "Q
\Q n, \Q N,

vV \V V \Linc Q VAVAVAWE: O
! NN\ N\ trans N/\/\trans

ref \/\/\, O. ref \/\/\, O
O O

(a) (b)

Figura 7.1: Monocapas (a) aislada y (b) con substrato. Las flechas onduladas representan la luz incidente,
transmitida y reflejada. No se muestra la luz esparcida en otras direcciones que no sea la normal al plano.

Se espera que el modelo de capa inhomogénea equivalente arroje resultados més exactos para particulas
pequenas y de bajo contraste |ng — ni| ~ 0, por otro lado los modelos de esparcimiento son confiables
para bajas porciones de cubierta. En la tabla se presentan los rangos que se emplean en este trabajo
para las cantidades n1, na, n3, © y p.
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Parametro n1 N9 n3 © a

Rango 1 |dellalb|15|de0.1203|de0alA

Cuadro 7.1: Los rangos que se emplean para el radio, los indices de refraccion y porciéon de cubierta.

7.1.1. Los modelos de esparcimiento
7.1.1.1. Un solo elemento aislado que esparce luz

Cualquiera que sea la aproximaciéon que se escoja, la amplitud del campo esparcido por una particula
es una funcién lineal de la amplitud del campo incidente. La relacion entre el los campos incidente y
esparcido se escribe de forma matricial |73, [74]

S iko(|r|—2 i
BP N _ et (5 85\ (OB (7.1)
EY —iko|r| \ Si St EY

donde E| y E|se refieren a la polarizacion relativa al plano z = —p. El vector r indica la posicion del
punto de observacién en relaciéon al elemento que esparce luz y z su componente a lo largo de la direcciéon
de propagacion de las ondas planas incidentes. Las S; (j =1,2,3,4) son los elementos de la matriz de
la amplitud del esparcimiento que en general son funciones de 6 y ¢, los dngulos axial y azimutal del
vector r. En particular para una esfera los elementos de matriz S y So dependen s6lo de #, mientras que
S3 = 54 = 0. Estos elementos de matriz se pueden calcular usando la solucién de Mie, la aproximaciéon de
Rayleigh o la de Rayleigh-Gans.

Esparcimiento de Mie La solucién de Mie para el esparcimiento de luz por una esfera se obtiene
resolviendo las ecuaciones de Maxwell sujetas a condiciones a la frontera correspondientes a dicha forma
esférica, se expresa en térmicos de series infinitas. Escribir los elementos de matriz S; en términos de
la solucién de Mie no es una tarea sencilla, involucra los polinomios de Legendre, las funciones esféricas
de Bessel y de Henkel. Un reto mucho mas dificil es encontrar las soluciones analiticas para el caso de
particulas de forma arbitraria [84]. La solucion de Mie es valida para esferas de cualquier tamario, sin
embargo el calculo de los campos esparcidos por esferas grandes necesita una gran cantidad de términos
para converger, en cuyo caso suele ser mas conveniente la aproximacion de la difraccién anémala de Van de
Hulst [73] o el uso de la 6ptica geométrica. En el otro caso limite, el de las particulas pequenas comparadas
con la longitud de onda, hay aproximaciones simples como la de Rayleigh o la llamada Rayleigh-Gans.
Actualmente se puede encontrar soffware en la red del Internet para realizar simulaciones basadas en la
solucion de Mie |7 |.

Esparcimiento de Rayleigh La aproximacién de Rayleigh supone que el esparcimiento de luz es pro-
vocado por particulas muy pequenas comparadas con la longitud de onda de la luz incidente. La particula
que esparce luz se considera como una fuente puntual puesta en un campo eléctrico homogéneo y que radia
como un dipolo sencillo.

Esparcimiento de Rayleigh-Gans La aproximacion Rayleigh-Gans incluye un rango mas amplio de
n2 1‘ < 1y 2pko ‘Z—f — 1) < 1 [73, [74]. Se pueden interpretar estas condiciones de

ni

tamanos, tal que
la siguiente manera: la onda incidente no debe sufrir cambios significativos de amplitud o fase cuando
entra en la particula. La base de la aproximacion de Rayleigh-Gans es el esparcimiento de Rayleigh
mismo, cada elemento de volumen de la particula que esparce luz se considera como un esparcidor de
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Rayleigh independiente. Los elementos de volumen son polarizados por la onda incidente que viaja casi
sin perturbarse al atravesar la particula. La interferencia en el campo lejano producida por todos estos
elementos de volumen determina la cantidad de esparcimiento en esa direccién. La aproximacion Rayleigh-
Gans supone que la luz que excita los dipolos de la esfera es la onda plana incidente, es decir, no toma en
cuenta la interaccién entre estos dipolos. Por esta razén sélo es valida la aproximacion si el contraste y el
tamaiio de la esfera son pequenos, si fueran demasiado grandes el rezago de la fase debido a la interaccion
seria significativo, situacién que se muestra en la figura

1 )
1y 18 {Ldery |
n%ﬁﬁﬁ%%ﬂﬁﬂﬂﬂﬂﬂ ﬁ%ﬂﬂﬂﬂmﬁﬂﬁﬁﬂﬂ
Bbis ol Tige THIREL i
it gﬁﬁ% i E%IIEEEEEH ﬁgﬂmgﬁ
I I
W g

(a) (b)

Figura 7.2: Un par de bosquejos mostrando la onda que polariza a los elementos de volumen que confor-
man la esfera, (a) segtin la aproximacion Rayleigh-Gans y (b) segin modelos que si toman en cuanta la
interaccion entre los dipolos, como la solucién de Mie por ejemplo, las bandas verticales que representan
la fase de la onda se estrechan en el interior de la esfera.

Escribir los elementos de matriz S; con la aproximacion de Rayleigh-Gans es sencillo,

B TL2 — n2
S = —ia?, (M) i(0), (7.2)
. TLQ — ’I’L2
Sy = —ixd, <M> () cos @, (7.3)

donde x,,, = n1kop es el parametro de tamano de la particula, f(0) = %(Sil’l u—ucosu) es el factor de forma

y u = 22, sin g. Si el factor de forma se substituye por la unidad, los elementos de matriz corresponden
a los del esparcimiento de Rayleigh. Cuando el contraste es bajo no & ni se suele emplear la siguiente

expresion
2 2
mp—ny 2 (me
n% + 2n% 3 \n

Aun que se trate de particulas con forma arbitraria, esta aproximacion puede conducir a expresiones
convenientemente simples.

7.1.1.2. Fendémenos del colectivo
El esparcimiento de luz por una coleccién de particulas se basa en lo que se sabe sobre el esparcimiento

por una particula.

Aproximacion de esparcimiento simple (SSA) para una monocapa El modelo mas sencillo de
esparcimiento por una colecciéon de particulas es el SSA (por sus siglas del inglés “single scattering ap-
proximation”), se usa con frecuencia para calcular la reflectividad de una monocapa con baja densidad
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de particulas repartidas de forma aleatoria (desordenada). En esta aproximacion se supone que la onda
electromagnética incidente es la que excita a las particulas y se desprecia la interaccion entre ellas. Se debe
de recordar que la reflectividad de una superficie se mide experimentalmente dividiendo la intensidad de
la luz reflejada especularmente E| entre la intensidad de la luz incidente. Desde el punto de vista teodrico,
la reflectividad de una monocapa desordenada se representa muy bien por el cuadrado del moédulo del
coeficiente de reflexion de la onda promedio. El promedio se toma sobre todas las posibles configuraciones
del sistema de particulas, ponderando con la probabilidad de cada configuracién. Se hace referencia a la
potencia de la onda promedio como la componente coherente de la luz esparcida. En el caso de una mono-
capa plana de particulas, la componente coherente de la luz reflejada viaja solo en la direccién especular
[83]. Cuando el tamano de las particulas es comparable a la longitud de onda de la luz, ademas de la
componente coherente hay una componente difusa importante que consta de luz propagandose en todas
direcciones. Si las particulas son pequenas comparadas con A, la mayor parte de la energia corresponde a
la componente coherente y la componente difusa se puede despreciar. Los coeficientes de reflexion y trans-
misioén coherentes se obtienen promediando los campos esparcidos por las particulas en los hemisferios de
reflexion y transmision, estos estan dados por [85]

TCSOS}? = —aSj<7T — 0,), (7.4)
958 =1 — S;(0). (7.5)

Aqui, a = 20/z2, cosf;, donde 6; es el angulo de incidencia. La funcion S;j(0) es el elemento de matriz
para una particula esférica de radio p e indice de refraccién no embebida en un medio homogéneo de
indice de refracciéon n;. En particular, para incidencia normal 6; = 0 y es suficiente con tomar en cuenta
la polarizacion TE, ademaés en el caso de particulas esféricas S3 = S5 = 0, por lo tanto basta con tomar en
cuenta a S7. La principal ventaja de la SSA es su sencillez, sin embargo puede incurrir en errores relativos
demasiado grandes para la transmitancia coherente de una monocapa de baja densidad y de particulas
muy pequenias [83] [85], aunque puede dar resultados mas exactos para la reflectividad coherente. El factor
« contiene a cosf; en el denominador de modo que los coeficientes de las ecuaciones y divergen
cuando 0; — /2, esto significa que la SSA esta limitada a bajos angulos de incidencia.

Esparcimiento miultiple (MSM) para una monocapa Para poder mejorar las limitaciones que
presenta la SSA es necesario incorporar los efectos del esparcimiento miltiple, es decir la interaccién entre
las particulas. Cuando las particulas no son suficientemente pequenas y el esparcimiento producido por
ellas las afecta de manera considerable, una estrategia adecuada es usar modelos de esparcimiento coherente
[83, [86]. Usar un modelo de esparcimiento coherente implica resolver el problema de esparcimiento multiple
y calcular la onda esparcida promedio, pero se debe de incurrir en algtin tipo de aproximacioén para que sea
de uso practico. En la referencia [86] se desarrolla un nuevo modelo que considera algo de esparcimiento
multiple. Sin embargo, la deducciéon del modelo fue hasta cierto punto heuristica, por lo que la validez de
éste puede ser un tanto incierta. Recientemente, un modelo de esparcimiento miltiple (MSM) se derivo
usando un formalismo riguroso [83]. Este MSM provee expresiones de forma cerrada para los coeficientes de
reflexion y transmision de una monocapa de particulas esféricas. Basicamente, una ecuacién integral para el
campo que excita a las particulas de la monocapa se obtiene bajo la aproximacion “cuasi-cristalina” (QCA).
Luego, esta ecuacion se resuelve aproximadamente asumiendo que el campo que excita a las particulas
estd dado por dos ondas planas que viajan en las direcciones incidente y especular. Una vez que se conoce
el campo de excitacion, se calculan las ondas electromagnéticas promedio esparcidas en las direcciones de

La direccion especular es la de propagacion de la luz reflejada, tal que su angulo respecto del eje z sea el mismo que el
angulo de incidencia: cos 6, = cos0;



CAPITULO 7. LA REFLECTIVIDAD DE UNA MONOCAPA 131

la reflexién y la transmision, de su amplitud se obtienen los coeficientes correspondientes

—aS;(m —6;
Tooh " = O;S](ﬂ ) , (7.6)
14 aS;(0) + % [Sj?(o) — 83 (m — 291-)}
2
1— 2 |52(0) — S?(m — 26;)
to ™ = & ’ } (7.7)

1+ aS;(0) + < [S}(O) — S (m — 292-)} .

Se espera que los coeficientes de y sean validos para monocapas con una porcién de cubierta
moderadamente pequena pero, si las S; se basan en las soluciones de Mie, el radio de las particulas, su
indice de refracciéon y angulo de incidencia no tienen restricciéon. En el caso de incidencia normal y de
particulas esféricas el elemento de matriz a considerar para los calculos es Sy.

7.1.2. Reflectividad de una monocapa soportada por una superficie plana

Supoéngase una monocapa de particulas esféricas puestas sobre la superficie de un substrato y una onda
plana incidente a un angulo ;. Al incidir la onda sobre la monocapa parte de la onda coherente promedio
se refleja y parte se transmite. Luego, parte de la onda transmitida se refleja nuevamente sobre la superficie
del substrato y alguna porcién se transmite de regreso atravesando la monocapa. Cada vez que la onda
incide sobre la monocapa o el substrato, parte se refleja y parte se transmite. El resultado es un escenario
de reflexiones multiples. Sumando las ondas reflejadas se obtiene el coeficiente de reflexiéon coherente para
la monocapa sobre el substrato (rsp)

(0t (0:)e"”
1-— Ts(ei)rcoh(gi)eiﬁ’

rsop(ﬂi) = Tcoh(gi) + (78)
donde 7y es el coeficiente de reflexiéon de la superficie del substrato, 8 = 2z, cos 6; es la diferencia de fase
entre reflexiones sucesivas de la onda coherente, rcony teon son los coeficientes de reflexiéon y transmision
coherentes de la monocapa aislada. Se supone que la monocapa actiia como una superficie efectiva puesta
a una distancia p del substrato, por lo que se trata de una aproximacion. La expresion estd basada
en el resultado de Airy [87] para las reflexiones multiples entre dos superficies y se han tomado en cuenta
las relaciones de reversibilidad para un medio simétrico n (z — p) = n (p — z)sin asumir explicitamente la
conservacion de la energia.

7.1.3. Reflectividad de la monocapa como pelicula homogénea efectiva (THF)

El modelo més simple que se puede formular para una monocapa es substituirla con una capa homo-
génea equivalente. Tradicionalmente la ecuacion de Maxwell-Garnett se usa para determinar el indice de
refraccion efectivo de un medio que consiste de inclusiones esféricas de indice no embebidas en una matriz

de indice ny =1 [74]
n3—1
kiGE)
1 g (ni-1\’
1- f (n§+2>

donde f es la fraccion de volumen ocupada por las esferas y se ha hecho la substitucién ¢ = n?. Usando
la ecuacion y desarrollando en serie de Taylor como funcién de ny alrededor de la unidad

Nt =1+ (7.9)

Nete = f(ng — 1) + 1, (7.10)
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que corresponde con el promedio volumétrico del indice de refraccion. Para el rango de porciones de
cubierta e indices de refracciéon considerados en este trabajo , la ecuacion lleva a valores muy
similares a los de , la diferencia nunca excede el 3 %. Por su sencillez, se emplea el promedio del indice
de refraccion de la mezcla nyo = f(ng2 —1) 41 como el efectivo. Se destaca que la relacion entre la fraccion
de volumen y la porcion de cubierta es f = %@.

La misma relacion en la que se basa la expresion ([7.8) conduce a la férmula para la reflectividad de
una capa homogénea [13], Seccion 1.6.4]

(r1aras + 1)% — (r12 + 7r23)?

R=1- - , (7.11)
(r1ora3 + 1)? — 4r19793 sin® (konpro2p)
donde
rig = Npro — N1 v Toz = N3 — Npro
Npro + N1 ¥ n3 + Npro '

Si no hay un substrato ng =nj = 1.

7.1.4. Reflectividad de una pelicula gradual equivalente (EGL)

El proceso de reflexion, transmision y refracciéon son manifestaciones macroscopicas de el esparcimiento
que ocurre a nivel microscopico [61]. Las moléculas que conforman un material sélido transparente se
comportan como dipolos que generan esparcimiento de Rayleigh y que interfieren fuertemente entre ellos,
tan cercanos entre ellos y tan pequenios en comparaciéon con la longitud de onda que los podemos tratar
como un continuo. Considérese una diferencial de volumen lo suficientemente grande para ver a la materia
como un continuo pero suficientemente pequena para poder considerar los cambios en la permitividad en
funcién de z.

Figura 7.3: Una particula esférica y un plano que la intersecta en el rango —2p < z < 0.

Como en el caso THF |7.1.3] se promedia el indice de refraccion n(r), pero esta vez sobre los planos
perpendiculares al eje z. Se toma un plano paralelo al xy en el rango —2p < z < 0, sea ( la porcion
de la superficie de este plano con un indice de refraccion ng. Para dicho rango n(z) = (ng + (1 — () ny.
Considérese una particula como en la figura[7.3] el plano intersecta a la particula en una rebanada circular

de radio d(z), entonces ((z) = wd2p, donde d2 = p>—(z +p)’ y p = 7%. Por lo tanto el indice de refraccion
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como funcién de z queda

ny paraz < —2p
2
n(z) =< ni+O(n2 —nq) [1— (%—Fl) ] para —2p <z <0 . (7.12)
n3 paraz >0
< 1.19- @ :0.6 < 1.5_ @ :0.6 n3
g : g 1.4 -
5 S 4 p=1a
o — p=1 A )
S 1.124 B 2 13l
°§ - p=0.1A &
—
3 P 1.2,
[P}
S 1.051 S 11
3 S L4
E S
T 1.0{n;
4 0 4 6 4 2 0 2 4 6
z enlongitudes de onda z enlongitudes de onda

(a) (b)

Figura 7.4: El perfil n(z) gradado en los dos casos (a) sin y (b) con un substrato. Los ejemplos que muestran
aqui tienen una porcién de cubierta de 0.6, radios de 1 y 0.1 en unidades de longitud de onda en el vacio
de la luz incidente, n; = 1, ne = 1.3 y cuando hay substrato n3z = 1.5.

Sino hay substrato, entonces ng = nj. Algunos ejemplos de perfiles n(z) se muestran en la ﬁgura Se
emplea la representacion de amplitud y fase para evaluar la reflectividad de la pelicula gradual equivalente.
Primero se resuelve la ecuaciéon de la amplitud sujeta a las condiciones iniciales apropiadas, y luego
mediante se encuentra la reflectividad.

7.2. Resultados para la reflectividad en la direccién especular

7.2.1. Comparacion con los modelos de esparcimiento usando la solucién de Mie
7.2.1.1. Monocapa aislada

Se calcula la reflectividad bajo incidencia normal para monocapas con diferentes radios p, indices de
refraccion no y porciones de cubierta ©, empleando los modelos SSA, MSM, EGL y THF.
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Figura 7.5: Reflectividad en funcion del radio para una monocapa aislada y n; = 1: (a) con indice de
refraccion ng = 1.3 y porcion de cubierta © = 0.3, (b) ng = 1.1y © = 0.1, (¢c)ng = 1.5y © = 0.3. La
siglas MSM-M se refieren al modelo de esparcimiento multiple, SSA-M a la aproximacién de esparcimiento
simple, ambos basados en la solucién de Mie. Por otro lado, EGL se refiere a la pelicula gradual equivalente
y THF a la pelicula delgada homogénea.

En esta secciéon, los modelos de esparcimiento se basan en las soluciones de Mie para expresar los
elementos de matriz S;. El indice de refraccién de el medio circundante es siempre n; = 1. Las graficas
de la reflectividad como funcién de el radio son en las que més claramente el rango de coincidencia
entre modelos. En la figura (a) se muestran los predicciones para ng = 1.3 y © = 0.3. Dentro del
intervalo p < 0.1X los cuatro modelos predicen resultados similares. Para p > 0.1\ la solucion THF
tiene un comportamiento distinto, oscila periédicamente entre valores méximos y minimos constantes. La
diferencia entre las abscisas de puntos criticos consecutivos es de Ap = ——\. En cambio, la reflectividad

8Npr
para los modelos de esparcimiento y el EGL aumenta cuando p rebasa el valor 0.1\, alcanzando un maximo
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més alto en p = 0.16\. El valor de este maximo es ligeramente distinto para cada modelo, pero los tres
se comportan de manera muy semejante hasta p = 0.3\, ésto es por més de media longitud de onda de
didmetro. Para radios mayores, todas las soluciones oscilan pero la altura y/o el ancho de estas oscilaciones
varia segin el modelo. E1 SSA-M presenta mayor reflectividad que el MSM-M pero los valores extremos
coinciden el la abscisa (mismo radio), el periodo de las oscilaciones es algo menor en comparacion con el
THF. La reflectividad del EGL es menor atn y en general las abscisas de los puntos criticos no caen en los
mismos valores que los otros modelos, pero el periodo de las oscilaciones se parece al predicho por el THF.
La altura de las oscilaciones del EGL decrece, lo que también sucede para los modelos de esparcimiento,
mientras que para el THF se mantiene constante.

Desde el punto de vista cualitativo, las predicciones para otros valores de no y © muestran un com-
portamiento similar. Para un bajo contraste ns = 1.1 y porcion de cobertura © = 0.1, las graficas de las
predicciones de los SSE-M, MSM-M y EGL se parecen atin mas, como se muestra en la figura (b) Los
resultados para SSA-M y MSM-M son casi indistinguibles, ademas se alejan méas del THF y se acercan al
EGL. Nuevamente la coincidencia entre los cuatro modelos es grande en el intervalo p < 0.1, los SSA-M,
MSM-M y EGL se mantienen cerca por un rango un poco més amplio p < 0.34\. En el caso de contrastes
més altos ny = 1.5, como se muestra en la figura (c), la coincidencia entre los SSA-M, MSM-M y EGL
se mantiene solo hasta p < 0.28\, para mayores valores de a el comportamiento difiere claramente.

7.2.1.2. Monocapa soportada

Se calcula también la reflectividad para monocapas soportadas por un substrato transparente, el indice
de refraccién circundante es n; = 1 mientras que el del substrato es ng = 1.5. Se presentan las predicciones
de los cuatro modelos. En la figura (a) se muestra una grafica tipica de reflectividad contra radio, se
trata de un indice de refraccién ne = 1.3 y una porcién de cubierta © = 0.3, combinacién de valores que
se toma en este trabajo como referencia. Todos los modelos coinciden para valores del radio p < 0.09,
el THF se separa primero de los demaés, el EGL se mantiene cerca de SSA en el rango p < 0.17\ y para
valores mayores del radio todos muestran un comportamiento distinto. En general la reflectividad para
los modelos de esparcimiento disminuye de manera consistente al aumentar p, debido a la extincion (luz
esparcida en otras direcciones), no es asi en el caso de THF y EGL, la reflectividad oscila alrededor de

n3—ni
n3+mni

una superficie aire-substrato, para THF es el determinado por la ecuacion . Cuando son menores las
porciones de cubierta, en el caso que se muestra en la figura (b), ne = 1.1y ©® = 0.1, el rango en que
se mantienen en coincidencia los cuatro modelos es un poco mas grande p < 0.1\, pero SSA-M, MSM-M
y EGL siguen coincidiendo mas alléd p < 0.2\. Los resultados para mayor contraste y porcion de cubierta,
en particular ng = 1.5 y © = 0.3 se ven muy distintos uno del otro cuando p > 0.125\, como se aprecia

en la figura [7.6{c).

2
un valor constante. Ese valor constante es 100 x ( ) para EGL y corresponde a la reflectividad de
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Figura 7.6: Reflectividad en funciéon del radio para una monocapa soportada con n; = 1y ng = 1.5: (a)
con indice de refraccién ng = 1.3 y porcion de cubierta © = 0.3, (b) ng = 1.1y © = 0.1, (c)ny = 1.5
y © = 0.3. La siglas MSM-M se refieren al modelo de esparcimiento multiple, SSA-M a la aproximacion
de esparcimiento simple, ambos basados en la solucién de Mie. Por otro lado, EGL se refiere a la pelicula
gradual equivalente y THF a la pelicula delgada homogénea.

7.2.2. Comparacioén con los modelos de esparcimiento bajo la aproximacion Rayleigh-
Gans

7.2.2.1. Monocapa aislada

Se calcula la reflectividad para monocapas con diferentes radios p, indices de refraccion no y porciones
de cubierta ©, empleando los cuatro modelos, en esta seccién, los modelos de esparcimiento se basan en
la aproximacion de Rayleigh-Gans para expresar los elementos de matriz S;. El indice de refraccion de el
medio circundante es siempre n; = 1. En la figura [7.7] se muestran las graficas de la reflectividad como
funcién de el radio, donde ny = 1.3 y © = 0.3. En este caso el comportamiento del EGL y el de los modelos
de esparcimiento se ven muy parecidos, las graficas de éstos ultimos, SSA-R&G y MSM-R&G son casi
idénticas. Las diferencias entre los modelos de esparcimiento y el EGL son menores bajo la aproximacion
Rayleigh-Gans.
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Figura 7.7: Reflectividad en funcién del radio para una monocapa aislada, con ny =1, no = 1.3y © = 0.3.
La siglas MSM-R&G se refieren al modelo de esparcimiento multiple, SSA-R&G a la aproximacién de
esparcimiento simple, ambos basados en la aproximaciéon de Rayleigh-Gans. EGL se refiere a la pelicula
gradual equivalente y THF a la pelicula delgada homogénea. (a) Se emplea la definicion tradicional del
parametro de tamano x,, = nikop. (b) Se hacen los célculos definiendo al parametro de tamano de forma

distinta z}'"* = nprokop.
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Figura 7.8: Reflectividad en funciéon del radio para una monocapa aislada, con ny = 1, (a) ng = 1.1y
© = 0.1, (b) ng = 1.5 y ® = 0.3. La siglas MSM-R&G se refieren al modelo de esparcimiento multiple,
SSA-R&G a la aproximacion de esparcimiento simple, ambos basados en la aproximacion de Rayleigh-
Gans. EGL se refiere a la pelicula gradual equivalente y THF a la pelicula delgada homogénea. Se emplea
la definicién tradicional del pardmetro de tamano x.,,, = nikgp.

El ancho de las oscilaciones de la reflectividad es mayor para los modelos de esparcimiento que para el
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EGL, pero si se hace un cambio sutil en la definicién del pardmetro de tamano de la particula

nueva —

Ty = nprokop  en vez de  xy, = nikop,

las diferencias se reducen mucho, como se hace evidente en la figura [7.7|(b). Este cambio en la definicion
del parametro de tamafo significa tomar en cuenta, aunque de forma burda, el rezago de fase que muestra
la figura[7.2b) debido a interaccién entre los elementos de volumen de la esfera.

El comportamiento en general de los resultados al cambiar los valores de ng y © (con cualquiera de las
dos definiciones de x,,) es el siguiente: a menores valores de ny y © las predicciones del EGL se parecen
més a las de los modelos de esparcimiento, en cambio, si estos valores aumentan todas las diferencias se
acentian, como se muestra en la figura De cualquier manera, las diferencias entre los dos modelos de
esparcimiento no llegan a ser significativas. Cambiar a z,, por )" hace que coincidan las abscisas de
los puntos criticos de las oscilaciones.

104
9]
8 ]
7]
6]
5]
4]
3]
2]
1

Reflectividad %

00 02 04 06 08 1.0
p en longitudes de onda

(a)

Reflectividad %
B ha B
ot o +

w
x

0.0 02 04 06 0.8 1.0 0.0 02 04 0.6 0.8 1.0
(b) p enlongitudes de onda  (C)

Figura 7.9: Reflectividad en funcion del radio para una monocapa soportada, con n; = 1y ng = 1.5, (a)
ny =11y © =0.1, (b) ng = 1.5y © = 0.3. La siglas MSM-R&G se refieren al modelo de esparcimiento
multiple, SSA-R&G a la aproximacion de esparcimiento simple, ambos basados en la aproximacién de
Rayleigh-Gans. EGL se refiere a la pelicula gradual equivalente y THF a la pelicula delgada homogénea.
Se emplea la definicion tradicional del parametro de tamafio x,, = nikp.
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7.2.2.2. Monocapa suspendida

Se encuentra la reflectividad para monocapas soportadas por un substrato transparente, el indice de
refraccion circundante es ny = 1 mientras que el del substrato es n3 = 1.5. En la figura (a) se presenta
una grafica tipica, con ny = 1.3 y © = 0.3. La reflectividad del SSA-R&G se dispara a aumentar el valor de
p, mientras que MSM-R&G no se separa mucho de EGL, se comportan de manera muy similar pero el ancho
de las oscilaciones es ligeramente menor para EGL. El esparcimiento bajo la aproximaciéon de Rayleigh-
Gans es muy débil, de modo que la extincion es despreciable, consecuentemente la reflectividad no decae
de forma sostenida al aumentar el tamano de las particulas como sucede al considerar la solucién de Mie.
El hecho de que el coeficiente de transmisiéon tfgf de la ecuaciéon conduce a transmitancias mayores
a la unidad, bajo la aproximacién de Rayleigh-Gans, causa que la reflectividad aumente. Nuevamente,
aumentar las cantidades ne y © pronuncia las diferencias entre las predicciones de los modelos como se

deduce de observar las figuras [7.9(b) y (c).

7.3. Discusién y conclusiones

En general todos los modelos tienden a coincidir en resultados para la reflectividad cuando los radios
son pequenos, con o sin substrato. Todos los modelos predicen oscilaciones en la reflectividad como funcion
del radio. En el caso de la pelicula delgada homogénea ésto es por la interferencia entre las ondas reflejadas
en ambas superficies, la amplitud de estas oscilaciones se preserva al variar el radio, pues el coeficiente
de reflexion de las superficies individuales no cambia si se mantiene © y todos los indices de refraccion
constantes. Cuando la pelicula es gradual también se presenta interferencia entre las ondas reflejadas sobre
distintas regiones del perfil n(z), pero la altura de las oscilaciones disminuye al aumentar el radio, pues
con ello se “suaviza’ todo el perfil de indice de refraccién de la monocapa disminuyendo asi la capacidad
de reflejar luz. En los modelos de esparcimiento también se predice interferencia y a las oscilaciones en
el espectro de reflectividad se les llama “resonancias”. La altura de las resonancias disminuye con el radio
debido a la extincién, que es consecuencia del esparcimiento de la luz en todas las otras direcciones que
no son la especular. Cuando se emplea la solucién de Mie con los modelos de esparcimiento, la extinciéon
aumenta de forma muy significativa cuando hay un substrato presente. Es sorprendente como, en términos
generales, las graficas de reflectividad para MSM-M y SSA-M estéan por debajo de todas las otras cuando
la monocapa esté soportada, mientras que en el caso de la monocapa aislada estan por encima de la EGL
y para radios pequenos también sobre la THF.

El modelo de esparcimiento multiple basado en la solucion de Mie (MSM-M), es el que toma en
cuenta méas detalles de la situaciéon fisica real. Sin embargo, las expresiones analiticas estdn dadas en
términos de series infinitas y si el radio es grande se requieren muchos términos para que la serie converja.
Ademas las soluciones del tipo de la de Mie s6lo se conocen para determinadas formas: esferas, elipsoides
y cilindros infinitos. Por otro lado, los modelos de esparcimiento no son apropiados para grandes porciones
de cubierta. Los modelos de pelicula homogénea o estratificada debieran ser mas confiables mientras mayor
sea la porcion de cubierta, dado que el caso hipotético de un 100 % de cobertura corresponde a una pelicula.

Emplear la aproximaciéon de Rayleigh-Gans con los modelos de esparcimiento o recurrir a una pelicula
delgada efectiva, ya sea homogénea o gradual, resulta menos complicado y no se limita sé6lo a ciertas formas
de las particulas. Aqui también, para grandes porciones de cubierta, puede ser mas apropiado modelar
la monocapa con una pelicula delgada, THF o EGL. Dado que en este trabajo las porciones de cubierta
consideradas no son mayores a 0.3\, con el objeto de mantenerse dentro del rango de validez de los modelos
de esparcimiento, el MSM-M se puede tomar como una referencia méas confiable para comparar con él a
los otros modelos. Desde luego hace falta comprobaciéon experimental.
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7.3.1. Modelo de esparcimiento simple con la soluciéon de Mie (SSA-M)

El SSA-M es el modelo que arroja resultados, en general, més parecidos al MSM-M, pero tiende a
predecir reflectividades mas altas cuando la porcién de cubierta es mayor. De hecho, en la figura (c) el
EGL es més cercano al MSM-M que el SSA-M.

7.3.2. Una pelicula gradual equivalente (EGL)

En segundo lugar, después del SSA-M, es el EGL el modelo que difiere menos de la referencia que
marca el MSM-M. Las predicciones del modelo de pelicula gradual son muy cercanas a las de los modelos
de esparcimiento bajo la aproximacion Rayleigh-Gans, pero como toma en cuenta el rezago de fase es mas
exacto, aunque es claro que se trata de un resultado numeérico. Quiza sea posible mejorar el desempeno de
este modelo en presencia de un substrato si se simula la extinciéon agregandole parte imaginaria al perfil
n(z). Mientras que los modelos de esparcimiento estan limitados a una porcion de cubierta pequena, el
modelo de pelicula gradual no.

7.3.3. Modelos de esparcimiento bajo la aproximacién Rayleigh-Gans (SSA-R&G y
MSM-R&G)

Como se mencion6 antes, los resultados de los SSA-R&G, MSM-R&G y EGL son muy similares en
el caso de la monocapa aislada. La aproximacién Rayleigh-Gans supone que cada elemento de volumen
de la particula oscila al ritmo de la onda incidente, que es una onda plana. De manera coincidente la
propagaciéon de la luz en un medio estratificado, bajo incidencia normal, también es en forma de ondas
planas. Lo anterior quiere decir que efectivamente son modelos casi equivalentes, la diferencia principal
estriba en que, para el medio estratificado, el modelo incluye el rezago de fase. Por construccion EGL
garantiza la conservaciéon de la energia mientras que los modelos de esparcimiento no, en particular SSA-
R&G tiende a predecir reflectividades muy altas en el caso de una monocapa soportada. La ventaja de la
aproximacion Rayleigh-Gans es que produce un resultado analitico muy simple.

7.3.4. Una pelicula homogénea efectiva (THF)

Aunque el THF es la formulacion més simple del problema y la reflectividad se expresa mediante una
expresion analitica muy sencilla, es apropiado solo para radios muy pequenos. A juzgar por la comparacion
con el MSM-M, en particular para monocapas de particulas esféricas distribuidas de manera aleatoria e
incidencia normal, el THF es apropiado para radios no mayores que ~ 0.08) si se trata de una capa aislada
o ~ 0.09\ si es soportada por un substrato.



Capitulo 8

Diseno de multicapas y perfiles periédicos
continuos

Las multicapas y/o los perfiles periddicos de indice de refraccion se usan con frecuencia para fabricar
espejos de alta reflectividad o filtros de frecuencias especificas. Resolver numéricamente la ecuacion
de la amplitud permite describir el comportamiento de la luz al atravesar multicapas con perfil n(z)
continuo o discontinuo, aunque las reflectividades sean altas, como suele suceder en el caso de indices de
refraccion peridédicos. En este capitulo se muestra como la solucién numérica de puede representar
satisfactoriamente la intensidad 6ptica en multicapas dieléctricas de varios tipos, bajo incidencia normal.
Las multicapas que se consideran aqui consisten en perfiles periodicos, con discontinuidades en n(z) o en
sus derivadas, se incluyen casos con apodizacién [H Se muestra también que, cuando la variacion del indice
de refraccion es gradual excepto por discontinuidades en sus derivadas, las soluciones analiticas bajo la
aproximacion SVRI pueden resultar tutiles. Una gran parte del contenido de este capitulo se presentd
en el simposio “Optical Interference Coatings”, que tuvo lugar del 16 al 21 de junio de 2013 en Whistler,
B.C., Canada. Se publicaron los resimenes en las memorias [88], [89]. Ademaés, lo relacionado con el perfil
de triangulos se publico recientemente en [90].

8.1. Espejos de Bragg

Esta seccién es una breve introducciéon al tema de los espejos dieléctricos. Se expone de manera sencilla el
funcionamiento de los espejos DBR, dichos dispositivos opticos tienen hoy en dia miltiples aplicaciones,
por ejemplo, se usan con frecuencia como espejos de muy alta reflectividad en la construccién de laseres.
Un espejo de Bragg o DBR, del inglés “Distributed Bragg Reflector”, es una estructura formada por capas
alternadas de materiales homogéneos con diferente indice de refraccién, un ejemplo tipico se muestra en
la figura8.1|(a). Las interfases entre un material y otro funcionan como superficies reflejantes, la distancia
entre estas superficies es tal que produce interferencia entre las ondas reflejadas, constructiva para algunas
frecuencias y destructiva para otras. El grosor 6ptico A4 de las capas suele ser el mismo para todas Ay = )%f,
donde A, es la longitud de onda principal, para la que se quiere reflejar el mayor porcentaje de luz posible.
La reflectividad para el rango de frecuencias en que la interferencia es constructiva puede llegar a ser muy
alta ~ 100 %, mas que la de un espejo de superficie metalica. Un espectro de reflectividad tipico de un
DBR se muestra en la figura (b), para obtener graficas como la de esta figura se empela el método de
las matrices como se explica en la seccién Esta grafica representa el resultado de soluciones exactas

!La palabra “apodizacién” se usa en la jerga de disefio 6ptico cuando se modula una funcién periédica para que en los
extremos se aproxime a cero

141
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a la ecuacion del campo eléctrico (2.10)), sin embargo la expresion algebraica que resulta de escribir a la
reflectividad con base en los elementos de matriz de (2.83)) es extensa y no es facil de interpretar. Otro
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Figura 8.1: (a) Perfil n(z) tipico de un espejo dieléctrico de multicapas, un “DBR”, A, es la longitud de
onda principal, para la que se quiere la maxima reflexion. (b) El correspondiente espectro de reflectividad.

detalle que puede resultar inconveniente de la expresidon algebraica es que se escribe en términos de los
indices de refraccién de los materiales involucrados y no directamente de los coeficientes de reflexion de
las interfases.

A continuacion se presenta otro modelo mucho mas sencillo, uno que se podria calificar como “modelo
de juguete”, aunque es algo burdo permite mayor comprension del fenémeno que resulta de la reflexion de
la luz en las distintas interfases. Una explicacion cualitativa mas clara de la forma que tiene el espectro
de reflectividad (b) se puede dar haciendo un par aproximaciones. La primera es tomar en cuenta
sOlo las primeras reflexiones sobre las interfases, ya que son éstas las mas significativas, despreciando las
reflexiones multiples. La segunda es suponer que la transmitancia de las interfases es muy cercana al 100 %,
de hecho atn para los contrastes mas grandes la transmitancia rara vez es menor al 90 %. En la ﬁgura
se representa la interferencia producida por las primeras reflexiones. Las capas mas delgadas representan
las de indice de refraccién mayor, las mas gruesas representan a las del indice menor.

Si bien los grosores de las capas son distintos, el grosor 6ptico es el mismo Ay = diNmax = doNmin = )%f.
Cuando la interfase marca una transiciéon de un medio de menor a otro de mayor indice de refraccion
(reflexion externa), el cambio de fase ante la reflexion es de 7, si la transicion es contraria (reflexion
interna) no hay cambio de fase, como se deduce de la expresion . En la figura se representa con
detalle lo que ocurre con la fase en los dos casos de reflexion, externa e interna. El rango de longitudes
de onda que se desea reflejar esta centrado en \,, para ella ocurre interferencia constructiva como se
muestra en (a). Para la longitud de onda Ay = )‘7” ocurre interferencia destructiva como se muestra
en (b), esta interferencia no es tan “perfecta” como la constructiva pues las reflexiones se “anulan” por
pares. Si ademaés de despreciar reflexiones multiples y suponer transmitancias muy cercanas a la unidad,
consideramos n; = n; = nmin para simplificar el dlgebra atn mas, el campo reflejado U, sobre la primera
superficie sera la suma de las primeras reflexiones

Ur ~ Ui <’I“21 + 7,1261'70\;,/)\0 + T216i2ﬂ>\p/>\0 + T126i37r)\p/>\0 + ...+ ,r12€i(2m—1)7r>\p/)\0> y (8.1)

donde m es el ntmero de capas con indice de refraccion mayor, 12 es el coeficiente de reflexion asociado a
la interfase que marca la transiciéon del medio de mayor a menor indice de refracciéon y ro1 a la transiciéon
contraria. Las exponenciales incluyen la informacién de la evoluciéon de la fase de la onda en su recorrido.
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Figura 8.2: Representacion grafica de la parte real del campo eléctrico, incidencia normal y polarizacion

lineal. (a) Interferencia constructiva para Ao = A, en una multicapa debido a la primera reflexion sobre

las interfases. (b) La interferencia destructiva para \g = %
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Figura 8.3: Dado que puede resultar un poco confuso interpretar el cambio de fase ante la reflexion
representando al campo eléctrico sobre una grafica estatica y en dos dimensiones, se intenta plasmar algo
de la evoluciéon temporal con una “cauda” que indica como era el campo eléctrico en instantes anteriores
al que representa la linea solida. Asi, las flechas verticales indican la direccion del cambio del campo sobre
las interfases. En el caso de la reflexion externa, el sentido de las flechas verticales es opuesto para las
ondas incidente y reflejada. En el caso de la reflexiéon interna tienen el mismo sentido.
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Tomando en cuenta que el coeficiente de reflexion de toda la multicapa es r = U, /U; y la reflectividad
R = rr*, realizando algunas operaciones se llega a la siguiente expresion para la reflectividad

2m — 1

. i\
RO ~rd [2m+ T (_1)22(2m—j)cos"7;—p : (8.2)
j=1 0
donde se ha incluido que 12 = —r91. La sumatoria que esta dentro del paréntesis cuadrado tiene la forma de

una suma de Fourier en cosenos, cada término va agregando un armoénico més. En la figura se grafican
varios espectros de reflectividad empleando la expresion , en particular para una, dos, tres y cuatro
capas de material de indice alto, con un coeficiente de reflexiéon para las interfases de r19 = —r9; = 0.2.
Como no se esta considerando en este modelo simple que cada reflexion resta energia a la onda transmitida,
la reflectividad maxima supera al 100 % cuando m > 2. Adn asi, la forma de las graficas, sobre todo en
las regiones de baja reflectividad es muy parecida al resultado exacto, como el que se ve en la figura
b). Los llamados “l6bulos laterales”, que aparecen a los lados de los principales maximos de reflexion,
obtenidos aqui con algunos términos de una serie de Fourier , reproducen con bastante exactitud a
los que predice el método de las matrices con los polinomios de Chebysev. Se aprecian claramente cuales
son las longitudes de onda para las que consistentemente hay interferencia constructiva o destructiva, sin
importar el nimero de capas m.
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Figura 8.4: Varios espectros de reflectividad obtenidos mediante la expresiéon . En particular se pre-
sentan los espectros para una, dos, tres y cuatro capas de material de indice alto, con un coeficiente de
reflexién para las interfases derios = —r9; = 0.2 . Se resalta el hecho de que, al no tomar en cuenta la
energia que se resta con cada reflexion, la reflectividad calculada de esta manera puede rebasar el 100 %

Dentro del rango de frecuencias de la figura[8.4]se alcanzan a ver dos de estos méximos que corresponden

a interferencia constructiva % = %, 1 y un minimo que revela interferencia destructiva en % = % Entre
v P
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estos extremos locales persistentes aparecen los 16bulos laterales cuyo niimero y posiciones si dependen del
namero de capas m. Hay m — 1 16bulos entre cada maximo y minimo persistente de reflectividad [62]. Con
este modelo sencillo se entiende a grandes rasgos porqué, entre més capas constituyen al DBR, mayor es
la reflectividad maxima de la “meseta” de interferencia constructiva cercana a \j,, como la que aparece al
centro de la figura (b) A su vez se observa que, con el incremento en el nimero de capas, disminuye el
ancho de la base de la meseta.

Si los coeficientes de reflexiéon no cambiaran de signo para interfases consecutivas, es decir r19 = 721,
como sucederia para un perfil de indice de refraccién en forma de escalera, se tendria un escenario similar,
pero quedarian intercambiados los maximos y los minimos persistentes en el espectro de reflectividad.
Ocurre que, en el espacio de los nimeros de onda kg, se recorreria horizontalmente todo el espectro de

reflectividad en 27
Ry (ko) = Ry (ko — 2), (8.3)

donde R, (ko) representa el espectro de reflectividad cuando no hay cambio de signo en los coeficientes
(ri2 = r91) y R_4 cuando si lo hay (rj2 = —r21). Lo anterior se puede demostrar escribiendo primero
ambos espectros de reflectividad en términos de kg, nuevamente de la expresion (8.1))

2m —1 ' Ak
Ry (ko) =riy [2m+ X 2(2m —j)(—1) cos <j p2 O> , (8.4)
J=1
2m —1 . Aok
Ry (ko) =72y [2m+ 32 2(2m—j) (=1)¥ cos (ijO) . (8.5)
j=1
Tomando en cuenta que (—1) = cos (j7), cos = cos (0 + 27) y la identidad trigonométrica para el
producto de dos cosenos
2m -1
Apk Apk
R_y (ko) =7d [2m+ 3 (2m—j){cos [j( p20—|—7r>]+cos [j <1’20—7r>]} ,
j=1
2m —1
Apk Apk
Roy (ko) =7 [2m+ X (2m—3j) {cos [j (7320>] + cos [j (p20 — 271'):| } ,
J=1

observando estas dos tltimas expresiones queda claro que se cumple (8.3)).

8.1.1. Multiplicacién y potenciacién de matrices

Para modelar la luz propagéndose por estas estructuras de forma exacta usualmente se recurre al
método de las matrices de transferencia, como se explica en la seccién Este formalismo a veces
involucra la multiplicacién de un gran nimero de matrices, si no se maneja con cuidado estos célculos
pueden introducir errores grandes. Resolver la ecuacion de la amplitud presenta una buena alternativa
para los célculos numéricos.

A continuacion se presenta un ejemplo en el que la multiplicacion repetitiva de matrices introduce un
error que puede llegar a ser muy grande. Considérese la siguiente matriz unitaria 2 x 2, definida con base

en nimeros irracionales y complejos
us ie
m — i 1_6/\/5 . (86)
s

V5
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n 16 cifras significati recision
Con 16 cifras significativas de precisio Con 30 cifras significativas de precision
: potencia ]
potencia de m ‘det [m ] ’ potencia de m ’det [mpotenma”
1 1. 14052
0 00000000061405 22 0.9999999999338847
11 1.000000083165758
23 1.000000000070643
12 1.000000767531712
24 1.000000000181445
13 0.9999977529133372
25 1.000000044834839
14 0.9999756667675772
26 0.9999996893062393
15 0.9999127032684054
27 0.9999904369657623
16 1.001601226270662
28 0.9995192462227915
17 0.9833746328468815
29 1.009116203212740
18 1.050093470629110
30 1.122433177734139
19 1.419194632795857
31 0.2151977448817349
20 0.000000000000000
32 2605.600734413129
21 41.47533920871550
33 95.55312440685059
22 0.000000000000000
34 0.000000000000000
23 2424.197108312282
35 0.000000000000000
24 26210.29553031983 36 973234 8007142732
25 0.000000000000000

Cuadro 8.1: Médulo del determinante de las potencias de la matriz unitaria . A la izquierda se
muestran los resultados habiendo introducido las entradas de la matriz con 16 cifras significativas. A la
derecha con 30, aunque se despliegan los resultados finales redondeados hasta 16 cifras. En el primer caso
el error desborda a partir de la potencia 19, en el segundo a partir de la potencia 31.

Esta se introduce en algtn programa capaz de multiplicar matrices numéricamente, aqui se usa Mat-
hematica [22]. Se comienza por escribir cada entrada de m con 16 cifras significativas, en ntmeros
decimales. Siendo una matriz unitaria, tedricamente el modulo del determinante debe ser la unidad,
pero dado a que se introdujo de forma numérica, el moédulo del determinante resulta no ser exacta-
mente uno. De acuerdo al ntmero de cifras significativas que se eligié para trabajar el determinante
resultaldet [m]| = 0.9999999999999999. A continuacion se eleva la matriz m a distintas potencias enteras,
en la tabla [8.1] se muestran algunos resultados para el modulo del determinante. En teoria, el modulo del
determinante del producto de matrices unitarias debiera ser la unidad, si este resultado numérico difiere
demasiado indica que el error es grande. Los resultados de la izquierda en la tabla muestran como el
algoritmo que usa el programa para potenciar va acarreando un error que se vuelve significativo a partir
de la potencia 19. Si se repite el ejercicio, pero introduciendo las entradas de la matriz m con 30 cifras
significativas, el error se desborda a partir de la potencia 31. Se muestran estos resultados también en
la tabla del lado derecho. Aunque las companias que proveen de software comercialmente no suelen
revelar sus algoritmos, con el objeto de proteger sus intereses, Mathematica seguramente emplea los poli-
nomios de Chebyshev en el caso de la potenciacion de matrices, pues los resultados son muy similares a
los que se obtienen si el usuario introduce directamente la ecuacion . Cuando se efectia la potencia-
cion multiplicando explicitamente la matriz por si misma un cierto ntimero de veces, el error desborda a
potencias atin menores.

Esta claro que hay matrices numéricas mas estables ante la potenciaciéon que otras, pero ya que las
multicapas periédicas de recubrimientos épticos pueden estar constituidas de mas de 20 periodos este
desbordamiento del error llega a presentar un problema. En el caso de que se pudieran representar las
matrices de multicapas de manera simbdlica el panorama mejora, pero atn asi existen limitaciones. El
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programa Mathematica también puede manejar operaciones simboélicas. Introduciendo la matriz m de

forma simbodlica, tal cual aparece en la ecuacién al elevarla a potencias mayores a 56 se rebasa el
) )

limite de interno de precisién méxima durante la evaluacion.

8.1.2. Comparacion de soluciones analiticas con numéricas

En esta seccién se comparara la reflectividad obtenida con base en la soluciéon numérica de la ecuacion de
la amplitud y los resultados analiticos conocidos para la reflectividad de un DBR. Se toma como ejemplo
una multicapa con peliculas delgadas alternadas, nueve capas con un indice de refraccién nyax = 2.40
(dioxido de titanio) y ocho con nyin = 1.38 (luoruro de magnesio), como la de la figura[8.1] Los materiales
de la multicapa se suponen transparentes y no magnéticos. El indice de refraccién del medio desde donde
incide la luz es n; = 1 y el del substrato n; = 1.5.

El coeficiente de reflexion se obtiene analiticamente con los elementos de matriz y la ecuacién
para medios no magnéticos e incidencia normal

n; (Mi1 + M) — (g Mag + May)
ni (Mi1 +mMiz) + (neMag + May)

r, = (87)
El resultado analitico para la reflectividad de la multicapa es el producto de este coeficiente de reflexion
por su conjugado. Teéricamente el determinante de la matriz caracteristica siempre debe ser la unidad,
ya que dicha matriz es unitaria, como se explica en la secciéon Sin embargo, al evaluar los elementos
de matriz y asignarles un nimero, ya sea en el sistema decimal, binario o cualquier otro, el redondeo
introduce un pequeno error. El médulo del determinante de la matriz de esta multicapa, al ser evaluada,
es siempre muy cercano a uno ||det M| — 1| < 4.0 x 107, como se puede ver en la figura lo que
asegura resultados confiables.

| 1-|Det M|

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
02 04 06 08 1.0 12 14 16 18 20 22

Longitud de onda A,/%,

Figura 8.5: Grafica de |1 — |det (M)|| como funcién de la longitud de onda. Son graficas de puntos y la
escala del eje vertical es logaritmica. La forma en que se distribuyen los puntos de la grafica, més que estar
relacionada con informacion fisica, es consecuencia del algoritmo que usa el programa Mathematica [22)]
para efectuar las operaciones.
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El resultado numérico se obtiene resolviendo la ecuacion de la amplitud (3.11)), con el perfil representado
en la figura (a) y por la siguiente expresion

;

n;  para z<0
Nmax para ﬁ+ﬁ<4z<%+ﬁ
nPBR(%2) = { Mmin para % + ﬁ <4z < %alx + vi::i ’ (8.8)
Nmax para njax + % <4z < & %
Ny para 4z > njax + njin

donde 5 = 0,1,2,...,7. La ecuacién de la amplitud se resuelve iteradamente mediante el método de las
diferencias finitas para varias longitudes de onda incidentes. Se sujeta a las condiciones a la frontera
adecuadas para representar fisicamente solo una onda transmitida del lado derecho del medio estratificado

_ Qe
A= i A =0 (8.9)

Si, para cada solucion, la ecuacion (3.31) se evaltia del lado donde incide la luz sobre la multicapa, la

2
cantidad (ﬁ—f) corresponde a la reflectividad. Las gréficas de reflectividad contra longitud de onda se

presentan en la figura @ La longitud de onda central )\, es tal que el grosor optico de cada capa
corresponde a un cuarto de esa longitud.
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Figura 8.6: Reflectividad como funcién de la longitud de onda incidente, el resultado numérico (linea
negra solida) y analitico (linea roja y segmentada). Se incluye un acercamiento a la region de mas alta
reflectividad.

En la grafica completa, 0.5 < A < 1.6, los dos resultados se ven muy similares, pareciera una sola
linea. Hay que hacer un acercamiento para poder apreciar las diferencias, que son del orden de milésimas
en la reflectividad dada en unidades de porcentaje. Con niimeros de precisiéon simple la diferencia es de
tan solo 8.361 x 107* % en la longitud de onda central, donde el resultado de la reflectividad segtn
es R = 99.9851276 %, escrito con nueve cifras significativas. Resolver la ecuacién de la amplitud con
diferencias finitas cuando se esperan reflectividades muy altas ~ 100 % requiere un manejo delicado. En el
caso de reflectividades altas, las oscilaciones de A(z) se vuelven muy amplias y el valor de A se aproxima
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Figura 8.7: Una soluciéon numeérica a la ecuacion de la amplitud con el perfil n(z) de la figura b) y la
expresion (8.8]). Se resalta una de las regiones en las que la amplitud A se aproxima a cero, al acercarse a
estos valores minimos, la distancia de discretizacion se debe hacer més pequena.

T .
mucho a cero en algunos puntos. En esos puntos el término 2% de la ecuacion (3.11) toma valores muy

grandes, en regiones cercanas a estos puntos la distancia de doiscretizacién se debe hacer mas pequena.
La distancia de discretizacion A es el valor absoluto de la diferencia entre un valor numérico de z y el
contiguo. Una solucién numeérica a la ecuacion de la amplitud se presenta en la figura [8.7] se resalta una
regién donde A se aproxima a cero. Experimentando con varios valores de A para amplitudes pequenas
(A < 0.2), se puede escribir una “regla de pulgar” para asignar una ¢ adecuada: Si A > 37(m+2) basta con
emplear una distancia de discretizacion de /A = 10~(™%2) donde m es un nimero natural.

El cuadrado de A(z) es proporcional a la intensidad 6ptica dentro de la multicapa por lo que, un
vez obtenidas las soluciones numéricas a la ecuacién de la amplitud , se puede hacer un mapa de
intensidad 6ptica como funcion de la penetracion z y la longitud de onda Ag, como el que se muestra en la
figura El método de las matrices no permite hacer estos mapas de forma tan directa. Para elaborar el
mapa de la figura se tomaron 200 soluciones A(z) para el intervalo 0.5 < A9 < 1.5 y se incluyeron 335
puntos por solucion, ésto implica un total de 67 x 10 pixeles. El procedimiento no toma maés de algunos
minutos con una computadora personal. Si el mapa de intensidad 6ptica ha de tener una interpretacion
clara, es conveniente renormalizar antes las soluciones de tal manera que la intensidad del campo incidente
sea siempre la misma. Esto es porque, experimentalmente, lo que se suele controlar es la intensidad de la
luz incidente. El valor del invariante () en la ecuacién esta relacionado con el flujo total de energia
en la direccion z, segin . Si se usa el mismo valor de () para todas las longitudes de onda, lo que
permaneceria constante para todas las soluciones es el flujo de energia en la direccién z por el nimero de
onda kg, dado que Q = (Al2 — A%) kon; y no la amplitud del campo incidente A;. Si se deja fija A; = 1
para todo el espectro y se toma en cuenta que R = A% se obtiene un valor del invariante Q@ que depende

e
de la longitud de onda incidente Ag. Sea entonces el valor de @ (\g) el siguiente
@ (Ao) = (1 = R (X)) koni, (8.10)

donde R (Ao) es la reflectividad del DBR como funcién de la longitud de onda de la luz incidente.
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Figura 8.8: Mapa de intensidad 6ptica para un DBR como el que describe la figura (b) v la expresion
. Se muestra un bosquejo del perfil n(z) como referencia del lado izquierdo. El mapa esta construido
con los datos de las soluciones numéricas a la ecuacién de la amplitud . La unidad de distancia para
el eje z es la longitud de onda principal A,. Dicha longitud de onda corresponde a cuatro veces el grosor
optico de las capas, es decir, se trata de un espejo de un cuarto de onda. El eje horizontal corresponde a
la longitud de onda de la luz incidente \g/\, . El codigo de color es el siguiente: hacia el rojo y marrén
obscuro corresponde a mayor intensidad, hacia el azul y violeta menor intensidad. La luz incide desde la
region inferior del mapa.

Si bien la reflectividad se supone desconocida inicialmente y para conocerla se debe resolver la ecuacion
de la amplitud antes, se puede comenzar por resolver la ecuacién de la amplitud , a partir de ella
calcular la reflectividad y luego multiplicar la solucion obtenida A(z) por la constante de proporcionalidad
adecuada (se dice que es constante porque no depende de z, pero dependera de \g). A continuacion se
calcula dicho factor de proporcionalidad. Las dos ecuaciones implicadas, la que involucra a Ay y la que
incluye la @ conveniente para una Ag dada son y , que se reescriben a continuacién para
incidencia normal y medios no magnéticos

" k(z) 2.2 " Q2 2.2
_Iz:_kOnAd y A_E:_kOnA
Ambas estdn relacionadas con la misma ecuaciéon (2.10) para el campo U” = —Uk§n2. Sean las dos
soluciones asociadas U(z) = Ae“®) y Uy(z) = Aqe4d®), como solo se trata de una renormalizacion la

diferencia entre ambas U’s es tan solo un factor constante complejo Cy, tal que U(z) = CyUq(z). De

modo que A = ‘CN’d‘ Ag v q = qq+ 6, donde § es la fase compleja de ese factor. Los invariantes 1'
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correspondientes son A%¢; = ko y A%¢’ = Q, pero ¢/, = ¢/, entonces

ke @

yeials
por lo que con (8.10) queda
A= kQAd =V (1 —R ()\0)) niAd.
V ko

En conclusion, si se cuenta con un conjunto de soluciones A, para distintas longitudes de onda Ay y con el
espectro de reflectividad R (o), se pueden obtener las A’s adecuadas para generar el mapa de intensidades
multiplicando las soluciones Ag por /(1 — R (o)) ni.

En el mapa de la figura[8.8|la luz es incidente desde la parte inferior y se han renormalizado las solucio-
nes de tal manera que la intensidad del campo incidente es siempre la misma para todas las longitudes de
onda. En la parte superior solo hay luz transmitida por lo que la intensidad se vuelve constante a lo largo
del eje z, las fluctuaciones de la intensidad se dan por interferencia entre las ondas que se contrapropagan.
Sobre el eje horizontal, en la regién central cercana a Ay, la intensidad es muy baja mas alla de la primera
capa. La alta reflectividad debido a la interferencia constructiva de las ondas reflejadas no deja que la
luz se propague hacia dentro de la multicapa. En algunos textos le llaman a ese rango de frecuencias
“banda prohibida” (band gap). Las frecuencias para las que la reflectividad es minima, si son permitidas
y producen intensidades altas en algunas regiones. En un DBR real, los materiales no son perfectamente
transparentes, esa pequena fracciéon de energia que se absorbe en las regiones de alta intensidad puede
deteriorar la estructura, sobre todo cuando estas coinciden con los planos de interfase. Las fronteras en-
tre materiales son vulnerables pues las caracteristicas distintas, como el coeficiente de expansién térmica,
pueden provocar esfuerzos que dafien irremediablemente el espejo.

8.1.3. Conclusiones de la seccion 8.1

Se ha mostrado que resolver numéricamente la ecuacion de la amplitud para el campo eléctrico es una
buena alternativa para calcular la intensidad 6ptica dentro de una estructura periédica de multicapas y
su reflectividad, atn con reflectividades muy altas. Para cambios abruptos en el indice de refraccion los
resultados numéricos reproducen la prediccion analitica dentro de el 107* % de variacion. Hay que resaltar
el hecho de que, aunque para multicapas perfectamente periddicas se pueden emplear expresiones analiticas
con los polinomios de Chebyshev para predecir su comportamiento, es muy frecuente en recubrimientos
opticos el uso de multicapas més complicadas que no repiten un mismo periodo[91) 02]. Es en estos
casos principalmente en los que resolver numéricamente la ecuaciéon de la amplitud es una alternativa mas
atractiva que el método de las matrices, ya que su multiplicacién consecutiva puede llevar a inestabilidades
debido al desbordamiento del error como se muestra en[8.1.1] No se considera la dispersion en esta seccion,
pero si se conoce la relacién n(\) se puede incorporar facilmente. Los célculos se hicieron para incidencia
normal, pero si el angulo de incidencia esté suficientemente lejos del angulo critico, la generalizacion a
incidencia oblicua es franca tanto para TE como TM.

8.2. Perfiles periédicos con variaciéon gradual del indice de refraccion y
otros “corrugados”
8.2.1. Perfiles n(z) continuos que se aproximan al de un DBR

Describir la propagacion de luz a través de multicapas mediante la ecuacion de la amplitud (3.10)
permite modelar de manera mas realista las interfaces entre capas. En un DBR fabricado en el laboratorio,
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estas interfases no son estrictamente planos bidimensionales, las rugosidades o la adsorciéon de un material
en otro extiende la transicién a un intervalo probablemente pequenio pero finito de z. Escogiendo un perfil
continuo adecuado se puede tomar en cuenta, hasta cierto punto, este fenémeno. Considérese un indice de
refraccion como el siguiente

nj para A< —%
VS 1
nDBRcontinuo(A) = M |:i ’COS (47”\)’50 + 1} + Nmin para _1§3 <A< 1§3 ) (811)
ng para A > %3

donde A es el camino 6ptico en unidades de longitud de onda, este perfil se grafica en la figura a). En
contraste con el caso de un DBR ideal como el que se describe en la figura (b) y en la expresion ,
con el perfil continuo la ecuacion del campo eléctrico ([2.10f) no tiene solucion analitica conocida . Por
lo anterior, el método de las matrices ya no resulta tan conveniente. Sin embargo resolver numéricamente
la ecuacion de la amplitud con dicho perfil para varias longitudes de onda no es mas complicado que
hacerlo para un DBR ideal. La ecuacién se puede reescribir sin dificultad si la variable independiente
es A en vez de z

a\? (Ao - %)2 +nA”? i
<Al> - <Ak0n—|— %)2 —I—nA’Q’ 12

donde la prima indica diferenciacién respecto de A y se ha tomado en cuenta que se trata de incidencia
normal. Sujetando a las condiciones a la frontera adecuadas para representar fisicamente solo una onda
transmitida del lado derecho del medio estratificado, si se evalaa el cociente de la expresion en la
region A < — %3, del lado izquierdo del medio estratificado, éste corresponderé a la reflectividad. El espectro
de reflectividad R (Xg), asf obtenido, se muestra en la figura[8.9(b). Nuevamente la longitud de onda A, es
aquella para la cual el grosor 6ptico de las capas es un cuarto de onda, npyax = 2.40, Ny = 1.38, n; =1
y ny = 1.5. Se ha supuesto incidencia normal, materiales transparentes y no magnéticos. El perfil no tiene
interfaces ideales, debido a ello la reflectividad como funciéon de la longitud de onda R(\) ya no es una
curva tan suave como la de la figura presenta algunas pequenas irregularidades que le confieren un
aspecto més “experimental”, es decir, se parece un poco més a una mediciéon experimental de la reflectancia.
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Figura 8.9: (a) Perfil n(A) de un espejo dieléctrico de multicapas en el que se considera una transicion
gradual entre un indice de refraccion y otro, expresado en la ecuacion (8.11). (b) Reflectividad como
funcién de la longitud de onda incidente del perfil en la figura anterior.
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En la figura se muestran dos ejemplos de tales resultados experimentales. La figura (a) es la
grafica de reflectividad contra longitud de onda de un DBR de silicio poroso (la linea sélida), tomada de
la referencia [93]. Se resalta una indentacion que no predice el modelo abrupto para un DBR, sin embargo
se ve claramente una caracteristica similar en la figura (b) que sf predice el modelo gradual propuesto
en este trabajo. La figura (b) es la reflectividad para un DBR que forma parte de un espejo saturable,
tomada de la referencia [94]. Aqui se aprecian picos méas agudos en los l6bulos secundarios que lo predicho
por el modelo abrupto, muy parecidos a los de (b).

Reflection from DBR

100

M)

i)

A}

Reflectancel % )

Reflectivity, %

. . - I i i i

800 1000 1200 N 150 100 150 ﬂ.\n 550
Wavelength, nm

Wavelength (nm)

(2) (b)

Figura 8.10: Un par de ejemplos de reportes experimentales para las reflectividades de DBR’s, (a) una
estructura de silicio poroso [93] y (b) una multicapa que forma parte de un espejo saturable [94].

No es la intencion original de este trabajo ajustar un perfil para reproducir los espectros experimentales
presentados en la figura[8:10] Solamente se trat6 de incluir en el modelo el hecho de que una interfase ocurre
a lo largo de una distancia finita en un dispositivo DBR real, como consecuencia se logré mayor similitud
con resultados experimentales. Sin embargo se puede seguir investigando en esa direccién, pues hay un
parametro libre que se puede variar siendo éste es la potencia p a la que se eleva la funcion armonica (aqui
se usdé p = 1/50). Mientras mas pequeno sea el exponente del coseno, més abrupta seré la representacion
de las interfases en el modelo. El grosor de la interfase, el parametro D que se define en la seccion [3.2.2

se puede relacionar con p de la siguiente manera D = % arcsin (%)% Incluso se puede cambiar el tipo
de funcién que se us6é aqui para modelar una multicapa con interfases de grosor finito, por ejemplo se
podria recurrir a los primeros términos de la serie de Fourier para una onda cuadrada. De hecho, no se
necesita que el perfil pueda ser expresado con una férmula matematica, puede estar basado en resultados
experimentales de perfilometria, como los que arrojan las técnicas de espectroscopia Auger (AES) [95] y

emision optica por descarga de radiofrecuencia [96] (rf-GD-OES).

8.2.2. Perfil de triAngulos

Dado que las discontinuidades en la derivada ‘é—’; producen reflexiéon de luz como se demuestra en el
capitulo |5} se propone aqui que repitiendo periédicamente estos planos se pueden disenar espejos dieléc-
tricos o filtros. Un perfil de “tridngulos” es el que se escoge como ejemplo [89, 90|, el cual se muestra en la
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figura [8.11] y se puede resumir en la siguiente expresion

Nmin para 2 <0
2 2 V(2. . i =3)x
( ) = 2 (nmax nmll’l) <Ap nmax"l‘nmin) + nmln para Nmax+Mmin <z< Nmax +Mmin (8 13)
nal = 2(n2 _n2) —i—i—L + N ara M<Z<L ’ '
max Tnin Ap Nmax+NMmin min P Nmax +Mmin Nmax+Mmin
10),
ffmin para 2> e

donde j =0, 1, 2,...10. Este perfil na(z) que varia gradualmente, consta de 20 segmentos rectos en los
que las pendientes son +2 (nfnax — n?nin) /Ap, en particular se elije Nmax = 2 y Nmin = 1.5. En ambos
extremos el indice de refracciéon es n; = ny = 1.5. El grosor éptico de cada intervalo, en el que el indice de
refracciéon varfa lineal mente, es %, un cuarto de onda para la longitud de onda principal. En unidades
de esa longitud de onda, los segmentos se extienden a lo largo de un intervalo Az = d = m
A la vista, dicho perfil, parece una secuencia de diez triangulos isoésceles idénticos. Se supone incidencia
normal, materiales transparentes y no magnéticos. Estas estructuras pudieran parecer muy sofisticadas,
pero estan dentro de lo que es posible lograr en un laboratorio especializado para producir materiales

opticos y recubrimientos [97].
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Figura 8.11: Perfil n(z) de “tridngulos” de la expresion (8.13]).

Cada vértice representa un plano de discontinuidad en la primera derivada, el cual produce reflexion.
En la seccion [5.2] se expone como calcular, mediante la aproximacion SVRI, el coeficiente de reflexion a
menor orden no nulo de estos vértices. Hay cuatros tipos de vértices y se resaltan ambos en la figura [8.11]
Aplicando la ecuacion para los cuatro casos se concluye que los coeficientes de reflexiéon son

. 2 . 2
rl:ﬂ 1— Mmin T‘Q:ﬂ 1— Nmax
¢ 27T)\p Nmax ’ ¢ 277')\19 Nmin ’

— iAo 1— Timax 2 — 2% 1— Nmax 2 (8.14)
o 4m A, Nmin T 4y Nmin ' '

Si se evaltian tomando la longitud de onda principal Ao = A,

re1 ~ 0 (0.0696), 7o~ —i(0.1238), 1y~ —i(0.0619) y 7 ~ —i(0.0619), (8.15)

correspondiendo todas ellas a una reflectividad del orden del 1 %. Como una primera aproximacion para
predecir el orden de la reflectividad de esta estructura en la longitud de onda principal se puede emplear
el resultado . Este resultado fue obtenido suponiendo una yuxtaposicién de capas homogéneas, pero
estd escrito en términos de los coeficientes de reflexion de las interfases, lo que lo hace mas versatil.
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Emplearlo implicaria suponer que la reflectividad de la estructura sélo depende de la reflexion en los
vértices mientras que la variacién gradual del indice de refracciéon no influye en absoluto. Haciendo las
substituciones r1; = |71, 112 = |re1|, T21 = — |Te2| ¥ T2t = — |2

1
1—rpa (_1—\@) O | Lt (_1+|rc2|>9

I+ [re L+|ret 1—[rpa] 1—|rea 316
o 10 9" ( . )
1—|rp1] < li\rc1\> 14 |rpe| (_ 1+|Tc2|>

Irer] \ I4real 1—|rp2| 1—[rea|

T'previa

2

orevia = 92 %, resultado que sera

De esta forma la reflectividad en la longitud de onda principal es R = r
interesante comparar mas adelante.

En esta seccion se tratara el perfil de tridngulos de manera minuciosa. Primero, se resuelve la ecuacion
de la amplitud para varias longitudes de onda 0.5 < A < 1.5 con el método de las diferencias finitas,
renormalizando las soluciones se produce un mapa de intensidad 6ptica que se presenta en la figura [8:12]

Posteriormente se encuentra la reflectividad como funcién de la longitud de onda de tres formas distintas:
a) Mediante las soluciones numéricas a la ecuacién de la amplitud ya obtenidas: caso “numérico”.

b) De forma analitica exacta mediante series de Bessel, atendiendo a la propuesta que plantean
Morozov et al. en la referencia [5], al citar uno de los trabajos que present6 la autora de
esta tesis [89] en el simposio “Optical Interference Coatings 2013”. Propuesta que consiste en
emplear la matriz que se describe en las ecuaciones : caso “analitico exacto”.

c) De forma analitica aproximada mediante la aproximacién SVRI de acuerdo al lo visto en el la
seccion lo cual es equivalente a suponer que no hay reflexién sobre las regiones graduales
sino solamente sobre los planos de discontinuidad en la derivada: caso “analitico aproximado
SVRI".

En este mapa de intensidad los contrastes no son tan grandes como en el del DBR ésto se debe
a que la reflectividad de los planos de unién en el perfil de tridngulos no es tan grande como la de las
interfases abruptas entre dos materiales distintos. En el perfil de tridngulos no hay interfases definidas
entre dos materiales con indices de refraccion distintos, que son las mas vulnerables en condiciones de
altas intensidades. Lo anterior explica por que este tipo de estructuras con variacién gradual del indice de
refraccion son maés resistentes al dano por luz laser [98§].

8.2.2.1. Caso numeérico

Se encuentra la reflectividad mediante las soluciones numeéricas a la ecuacion de la amplitud (3.11)), las
Ag para varias longitudes de onda, recurriendo a la ecuacion (3.31)):

2
Ao 2 k% (Adn — Aid> + A&Z
! k2 <Adn - A%) + A2
Sujetando a las condiciones a la frontera adecuadas para representar fisicamente solo una onda transmitida
del lado derecho del medio estratificado, si se evalta el cociente de la expresion (8.17)) en la region del lado

2
izquierdo del medio inhomogéneo, éste correspondera a la reflectividad: Ryumérica = (%) .
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Figura 8.12: Mapa de intensidad optica para un perfil de tridngulos como el que describe la figura [8.11] Se
muestra un bosquejo del perfil n(z) como referencia del lado izquierdo. El mapa esta construido con los
datos de las soluciones numéricas a la ecuacién de la amplitud . La unidad de distancia para el eje z
es la longitud de onda principal A,. Dicha longitud de onda corresponde a cuatro veces el espesor 6ptico
de medio tridngulo. El eje horizontal corresponde a la longitud de onda de la luz incidente, en unidades
de \,. El codigo de color es el siguiente: hacia el rojo y marrén obscuro corresponde a mayor intensidad,
hacia el azul y violeta menor intensidad. La luz incide desde la regién inferior del mapa.

8.2.2.2. Caso analitico exacto

Para encontrar la expresion analitica de la reflectividad como funcién de la longitud de onda, se
multiplican dos matrices como la que se propone en (2.116). En el caso de la primera matriz m, se
substituye n; = npmin = 1.5, N2 = Nmax = 2 ¥y d = 1/ (2 (Mmin + Pmax)) A\p = Ap/7. Esta primera matriz
representa un intervalo creciente del perfil de triangulos en la figura B.11] Para la segunda matriz a
multiplicar my, se emplea el mismo valor de d pero se invierten los valores de ni y no: n1 = Nypax = 2y
N9 = Nmin = 1.5, representando asi un intervalo decreciente del mismo perfil de tridngulos. Un triangulo
queda representado por mg, = m, X my y el perfil completo por Ma = (mab)lo, empleando los polinomios
de Chebyshev como se explica en la seccion

M, — ( (mai1mp11 + mar2mp21) Un—1 (a) — Un_2 (a) (Mma11mp12 + Mai2mp22) Un—1 () )
(Mma21mp11 + Mma22mp21) Un—1 (a) (ma21mp12 + Mma2amipz2) Un—1 (a) = Un_2(a) )’
(8.18)
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donde a = % (Mg11mp11 + Ma12Mp21 + Ma21Mp12 + Ma22Mip22)yUn son los polinomios de Chebyishev de
segundo tipo. Segin la ecuacion (2.68) el coeficiente de reflexion es

. _ i [M11 + n:Mig| — (nMag + May;)
exacta = M1 + n:Mis] + (n:Mag + May)’

donde M;; son las entradas de la matriz (8.18)).

8.2.2.3. Caso analitico aproximado SVRI

La expresion para el campo eléctrico a lo largo de cada segmento del perfil, bajo la aproximacion SVRI
se puede construir con la ecuacién ([5.19)). Se escoge el menor orden posible de la aproximacion tal que no
anule la reflectividad, para Agygr (z) ésto implica llegar a segundo orden

dn\%2 1 7 /d%n
— -n"z2 [ —= 1
(O ) H—

donde i%; = 0, dado que n(z) es una funcion lineal en cualquiera de los 20 segmentos que forman el perfil.

La fase qqyp, () se encuentra con (5.21)

3
Agsvir = Ao + kg2 Ay =n"2 + &} <—16n_

N|©

Z dz
qSVRI(Z) = ko/ A2 :
0 SVRI

Es posible desarrollar el integrando en una serie de potencias de kg 2 pero, a causa del factor kg extra, el
resultado para g, €s una serie de potencias impares en k 1 Si se desea retener todos los términos hasta
segundo orden, el tnico que no se anula para gg,y,es el de primer orden.

Gsvri (2) = ko / ndz = koA(z).
0

El campo eléctrico en cada segmento se puede expresar entonces con

USVRI(Z) = <n% _ ko—z]ingnQ) (CaeikoA(Z) + CbefikoA(z)> 7 (820)

donde C, y C} son constantes complejas, la prima indica la derivada respecto a z. La expresion
representa la solucion general a la ecuacion del campo eléctrico para un segmento del perfil, bajo
la aproximacion SVRI hasta tercer orden, para escribirla se requiere explicitamente de n(z) y su primera
derivada n/(z), no se necesita involucrar derivadas de mayor orden. Con podemos construir facilmente
una matriz de transferencia y luego, mediante la multiplicacion de matrices representar todo el perfil y
calcular la reflectividad.

A continuacion se escriben los elementos de la matriz que representan a los segmentos en que el indice
de refraccion es creciente, es decir, para la primera de las opciones en la ecuacion (8.13). Sujetando a las
condiciones a la frontera prescritas en

1
ko

SVRI

my11 = AsvRI (0) cos koA (d) + A/SVRI (d) sin koA (d) R

1
Agvri (d)

mC%VQRI = *ASVRI (0) ASVRI (d) 7 sin /{ZQA (d) y
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svri _ ¢ [Asyri(d)  Agygrs (0)]

m,; = — — cos koA (d) +
21 ko [ASVRI (0)  Agvri(d) 0 (d)

1

+
Asvri (0) Asvri (d)

11 |
—t [kgA/SVRI (0) Agyr (d) } sin koA (d)
0

cos koA (d) — 1 svrr (0) sin koA (d)] . (8.21)

m§2\/2RI — ASVRI (d) |: k‘o

Agyri (0)

En las expresiones anteriores, los valores de las Agyrr y A’SVRI son especificamente

A N
ASVRI (O) = Npin — k[) E M nin b\ (nmax - nmin) ’
P

, L2 2, (21N 2, 5 T

ASVRI (d) = _§nmax )\7 (nmax - nmin) + kO a5 | Tmax A (nmax - nmin) . (822)
P P

Ahora se escriben los elementos de la matriz que representa a los segmentos en que el indice de
refraccion es decreciente, es decir, para la segunda de las opciones en la ecuacion (8.13). Las Agvrr y
Ay de las ecuaciones (8.22), que son para intervalos crecientes, son muy similares a las de los intervalos
decrecientes, s6lo se necesita hacer el intercambio siguiente Ny, <> Nmax para que sean validas en los
intervalos decrecientes. Lo anterior es equivalente a intercambiar a Agygy (0) <> Asvri (d) y Agyg; (0) <

—AGyg; (d) en las ecuaciones (8.21]), obtenemos entonces los siguientes elementos de matriz

1

mbSHRI = Agyri (d) [ cos koA (d) — k—o svrr (0)sin koA (d) |,

Agvri (0)

mgl\gRI = _ASVRI (0) ASVRI (d) 7 8in k:oA (d) 5

SVRI _ ¢ [A/SVRI (d)  Agyri (0)

m ko cos koA (d) +
- ko [Asvri(0)  Asvrr (d)] oA (d)
. 1 1, .
- ) 0) A d}smkAd7
[Asvm (0) Agvrr (d) k2 svri (0) Agvri () oA (d)
1 1 .
mptt = Agyri (0) [ASVRI(d) cos koA (d) + kT)A/SVRI (d) sin koA (d)] . (8.23)
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Se debe resaltar que las A’s, para los intervalos crecientes y decrecientes, tienen la siguiente propiedad
Acreciente (4) = Adecreciente (d). Esto es por simetria y esta relacionado con el hecho de que la longitud del
camino 6ptico recorrido hacia la derecha, en un intervalo dado, es la misma que si se recorre el camino

en sentido contrario 5.2.1L Multiplicando las matrices (8.21]) y (8.23)) se obtiene a la que representa un

tridngulo completo mslyR = mJVRI x mEVRl que luego al potenciarla produce la que representa a todo
el medio in homogéneo Mfgéfr{fgulos = (mab)lo. El resultado se expresa de manera analoga a 1D El

coeficiente de reflexiéon correspondiente es

i [MEV -4 MEY] — (oM™ 4 MY
[V nMEY] + (M3 MR’

T'SVRI =

8.2.2.4. Comparacion de reflectividades R()\) para el perfil de triAngulos obtenidas con dis-
tintos métodos

En la ﬁgura se muestra la comparacion de los tres resultados para R()), el analitico exacto
el aproximado SVRI y el numérico[8.2.2.1] A la escala de la figura principal no se distinguen entre si
dos de los resultados, el exacto y el numérico. En cambio, aunque sorprende el gran parecido del resultado
aproximado con los otros dos, ya se le nota a éste una clara diferencia, un corrimiento hacia longitudes
de onda menores. Dicho corrimiento aumenta con la longitud de onda, lo que es de esperarse pues la
aproximacion SVRI es mejor mientras més gradual es la variacion del indice de refraccién, comparada con
la longitud de onda. Aunque el perfil es el mismo, independientemente de la longitud de onda de la luz
incidente, para longitudes de onda mayores los cambios en el indice de refracciéon ocurren a lo largo de
una distancia correspondiente a menos ciclos, es decir los cambios son relativamente més abruptos.

Para poder apreciar mejor la diferencia entre los resultados exacto y numérico, se muestra una gréafica
de Rexacta — Ruumérica arriba a la derecha. Se puede interpretar de esta grafica, un ligero corrimiento hacia
la derecha del resultado numérico respecto del analitico, pues el maximo principal “a” antecede al minimo
“b”. También se infiere que el resultado numeérico alcanza una reflectividad méxima un poco menor que la
del resultado exacto dado que el valor absoluto de la diferencia Rexacta — Rnumérica €8 mayor en el maximo
“a” que en el minimo “b”. Las reflectividades obtenidas correspondientes a la longitud de onda principal
Ap son R = 89.9% (escrito con tres cifras significativas) para el caso exacto y el numérico, mientras que
para el SVRI es R = 90.9 %, estos resultados no se alejan mucho de la prediccion simple que se hizo al
principio de la seccion [8:2.2]

Normalmente, los investigadores que trabajan con recubrimientos de interferencia 6ptica suelen presen-
tar graficas de reflectividad contra longitud de onda R(\), en un rango reducido 0.5 > A > 1.5, como el que
se ha usado hasta ahora en éste trabajo. Lo anterior se acostumbra ya sea con resultados experimentales o
tedricos, pues los materiales que se usan para fabricar dichos recubrimientos suelen no ser transparentes en
todo el espectro electromagnético sino sélo en una pequena ventana cercana a la frecuencia de operacion.
Ademaés éstos materiales presentan dispersion, n(\), de tal modo que extender la presentacion de resulta-
dos tedricos a un espectro muy amplio, sin tomar en cuenta la absorcién y la dispersiéon, pierde sentido
fisico. Sin embargo para otros fenémenos relacionados con propagaciéon de ondas en medios inhomogéneos,
por ejemplo los electrones en el bulto del estado sélido, o simplemente desde el punto de vista matematico,
puede tener interés presentar resultados en un espectro mas amplio y como funcién del nimero de onda en
el vacio kg en vez de la longitud de onda. Asi lo hacen Morozov et. al. en la referencia [5], la grafica m
muestra resultados similares a los de la figura [8.13| pero como funcién de kg y en un rango més extendido
de frecuencias. Con este formato, la grafica revela que la aproximacion SVRI se aleja por completo de la
solucion exacta para ko < 2.5, es decir A\g 2 2.5),,. Lo cuél obedece fielmente el criterio . Dado que
no se aprecia claramente la diferencia entre el caso exacto y el numérico a la escala de la figura principal,
se anexa una grafica de Rexacta — Rnumérica también.
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Figura 8.13: Comparacion de los tres resultados para R(A), el analitico exacto [8.2.2.2] el analitico apro-
ximado SVRI [8.2.2.3] y el numérico [8.2.2.1] Se muestra una grafica de Rexacta — Rnumérica arriba a la
derecha.
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Figura 8.14: Comparacion de los tres resultados para R(kg) , el analitico exacto|8.2.2.2] el analitico apro-
ximado SVRI B:2:2.33] y el numérico 8:2.2.1] Se muestra una grafica de Rexacta — Rnumérica arriba a la

derecha.
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En dos de los casos, el “exacto” y el “SVRI”, se recurre al método de las matrices para encontrar la
reflectividad. Un buen indicador de la validez de los resultados, cuando se emplea al método de las matrices,
es el valor absoluto del determinante de la matriz que representa al medio estratificado. Desde el punto
de vista teorico ese determinante deberia ser igual a la unidad , pero como los calculos se basan en
los valores numéricos de las cantidades involucradas, si la situacién es satisfactoria el determinante resulta
tan solo cercano a la unidad. Se presentan en la figura graficas de |1 — |det (M)||como funcién del
ntimero de onda, el grado de confiabilidad disminuye conforme esta cantidad se aleja de cero. La figura
8.15|(b) se presenta con dos escalas distintas en el eje vertical. En la grafica que abarca mayor rango sobre
la vertical, se ve claramente como para valores pequenos del niimero de onda, el médulo del determinante
de la matriz se dispara a valores muy grandes. La otra escala permite apreciar mejor lo que ocurre para
valores de |1 — |det (M)|| < 1. El modulo del determinante de la matriz que describe al medio es mucho
més cercano a la unidad en el caso exacto que bajo la aproximaciéon SVRI.

. Exacto ol o'y SVRI
103 i « - s 0] 7
. R ¢ 3 H : : : ¢ .
EEREEEE R
SRR R R RSN A
RR A M Ve it =
RN EE N R
a * S Hd R oA SR o
o t é% ﬁﬁ i : = 10"
o] ptudaizeidbigtidan — Lo ; h 4'0 @
10
107 1073
0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60
(a) Namero de onda k, =2rhk, /X, (b)

Figura 8.15: Graficas de |1 — |det (M)|| como funcién del ntimero de onda. Son graficas de puntos y la
escala del eje vertical es logaritmica. (a) El determinante de la matriz del medio estratificado que resulta
del tratamiento exacto con series de Bessel y (b) la aproximacion SVRI, con dos escalas distintas en el
eje vertical. La forma en que se distribuyen los puntos de las gréaficas, més que estar relacionada con
informacion fisica, es consecuencia del algoritmo que usa el programa Mathematica [22] para efectuar las
operaciones.

8.2.2.5. Comparaciéon con la reflectividad de un DBR

Si un recubrimiento con perfil n(z) continuo, uno de triangulos, puede funcionar como un espejo
dieléctrico jcomo se compara su desempeinio con el de un DBR? Para poder contestar a esta pregunta,
se construye un perfil discontinuo, como el de [8.1] pero con planos de discontinuidad que tengan una

reflectividad similar a la de los vértices del perfil Este perfil se muestra en la figura [8.16{(a), nmax =
1.821 y nmin = 1.500, de tal forma que el coeficiente de reflexiéon de un plano de discontinuidad es

rDER = fmax ~ Thmin 4§ 0967 (8.24)
Nmax + Mmin

Para el perfil de tridangulos de la figura [8.16(b), los coeficientes de reflexion asociados a las discontinuidades
de la derivada en los vértices, calculados mediante la aproximaciéon SVRI a primer orden no nulo, estdn
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dados por . La magnitud promedio de los dos coeficientes de reflexiéon més relevantes, calculados en
la longitud de onda principal, es (|re1| + |rez|) /2 & 0.0967, coincidiendo con (8.24)).

En la figura [8.16]c) se muestran los resultados para R(A) de ambos perfiles, obtenidos mediante las
soluciones numéricas a la ecuaciéon de la amplitud. En general, ambas curvas se parecen mucho aunque hay
algunas diferencias. La primera diferencia que se aprecia es que, para longitudes de onda mas pequenas,
la reflectividad del perfil de tridngulos es menor comparada con la del DBR. Lo anterior es consecuencia
de que el moédulo de los coeficientes de reflexion es proporcional a la longitud de onda. Ademas, en
Ao = 0.5 hay un pequenio maximo en la reflectividad del perfil de triAngulos que corresponde a un minimo
en el caso del DBR, el cual no es un “lébulo lateral” ya que es persistente, es decir, aparece siempre en el
mismo lugar (A9 = 0.5) aunque el ntimero de tridngulos en la estructura del perfil cambie.

1.8 -
1.7 -
1007
1.6
= ]
jg 1.5 ~ 80
2 0.0 1.0 2.0 3.0 =
‘-0;:4‘ . = 60 -
o Profundidad z/A » ks
S >
< a 2
: (a) 5 o
S 2.0 %
5 A~ 201
1.8
16 7 0 T - |\ - T T T i T
0.6 0.8 1.0 1.2 1.4
0.0 1.0 20 3.0 Longitud de onda 7\,0 /A »

Profundidad z /%,
(b)

Figura 8.16: Dos perfiles de indice de refraccion, (a) un DBR y (b) uno de triangulos . Se compara su
reflectividad en (c)

(©)

8.2.3. Perfil de dientes de sierra

En una publicaciéon muy reciente, Morozov et al. [5] resuelven analiticamente y de forma exacta,
mediante series de Bessel, la ecuacién del campo eléctrico para un perfil de dientes de sierra, como se
explica en la seccion [2.2.8:4] Con el método de las matrices encuentran el espectro de reflectividad de ese
perfil. También emplean tres distintas aproximaciones basandose en la férmula asintotica de Hankel [40],
Capitulo 10] para hacer mas simple la expresion de la reflectividad. En esta seccion se presentan otro par
de alternativas que pueden ser mejor opcién para llegar al espectro de reflectividad de manera simple. Se
considera aqui un perfil con seis dientes

n; para z <0
2.2 , 2 (G+1)X
Neierra(2) = {2 (n2 — nl) (i) +n1 —j(n2 —n1) para 72(n2fn1) <z< 72(n2+nf) , (8.25)
6
g para Q(Tfm) <z
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donde j =0, 1, 2,...5, n; = ny = 1, ny = 1.5 y no = 3. Nuevamente, la longitud 6ptica de los intervalos
es de un cuarto de la longitud de onda principal es decir d = 1/ (2 (n1 + n2)) Ay = kp/ (47 (n1 + n2)). Se
muestra la gréafica de este perfil n(z) en la figura

n2-
£
3
S
S n,-
L 1
=
O
.S
o)
s n,; | n,

-0.2 0 | 0.I2 ' 014 ' 0.I6 ' O!8
Profundidad z/ 7up

Figura 8.17: Perfil n(z) de dientes de sierra, descrito en la expresion ({8.25)).

El coeficiente de reflexion esta dado analiticamente por (2.117)). En esta seccién se comparan los resul-
tados obtenidos con la solucién numérica a la ecuacion de la amplitud y también mediante la aproximacion
SVRI con los exactos basados en las series de Bessel y se muestra que pueden ser una buena alternativa
para obtener la reflectividad de forma mas simple. En la figura se muestra la grafica de R(ky) para
los tres casos, el exacto que se basa en las series de Bessel , el obtenido con las soluciones numéricas
a la ecuacion de la amplitud y el aproximado SVRI. El procedimiento para encontrar a R(kg) bajo la
aproximacion SVRI es similar al expuesto en [8.2.2.3] pero tomando solo los intervalos crecientes.

De los resultados para R(kg) que se ilustran en la figura no se percibe la diferencia entre el exacto
y numérico. En la region ko 2 7.5 el resultado aproximado SVRI presenta diferencias poco significativas en
relacion al exacto, mientras que para nimeros de onda menores su comportamiento ya difiere demasiado.
Nuevamente, lo anterior se apega al criterio . Para poder apreciar mejor las diferencias se presentan
las graficas de la figura las fluctuaciones que parecen exagerar dichas diferencias se deben al corri-
miento horizontal relativo de las gréaficas que se comparan. Si bien la aproximacién SVRI no es buena
para nimeros de onda pequenos, para kg grandes se acerca mas al resultado exacto que el caso numérico.
En general, tanto el caso numérico como el SVRI reproducen las mismas caracteristicas principales del
resultado exacto, que son una secuencia de bandas prohibidas (los maximos mas pronunciados de la re-
flectividad) y sus lobulos laterales. Cabe mencionar que las frecuencias en las que se centran las bandas
prohibidas son persistentes, no dependen del ntimero de dientes, mientras que las de los 16bulos laterales
cambian cuando se agregan o quitan mas dientes al perfil.

En los casos “exacto” y “SVRI” se recurre al método de las matrices para encontrar la reflectividad.
Se presentan en la figura graficas de |1 — |det (M)||como funcion del ntimero de onda, esta cantidad
indica la validez del resultado, el grado de confiabilidad disminuye conforme se aleja de cero.
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Figura 8.18: Comparacion de los tres resultados para R(kg) , el exacto que se basa en las series de Bessel
(2.117), tomado de [5], el obtenido con las soluciones numéricas a la ecuacion de la amplitud y el aproximado
SVRI. En esta figura no se distingue una diferencia clara entre los dos primeros.
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Figura 8.19: Diferencia entre espectros de reflectividad. (a) La reflectividad basada en las soluciones exactas
menos la obtenida con las soluciones numéricas a la ecuacion de la amplitud. (b) La reflectividad basada
en las soluciones exactas menos la que resulta de la usar la aproximacion SVRI.



CAPITULO 8. DISENO DE MULTICAPAS Y PERFILES PERIODICOS CONTINUOS 165

Se ve claramente en (b) como para ko < 2.5, el modulo del determinante de la matriz se dispara
a valores muy grandes. Sin embargo sorprende que para valores mayores del niimero de onda, en el caso
de la aproximacién SVRI el determinante de la matriz esta ligeramente mas cerca de la unidad que en el
caso exacto.
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Figura 8.20: Graficas de |1 — |det (M)|| como funcién del nimero de onda. Son graficas de puntos y la
escala del eje vertical es logaritmica. (a) En relacion al determinante de la matriz del medio estratificado
que resulta del tratamiento exacto con series de Bessel y (b) la que resulta de la aproximacion SVRI. La
forma en que se distribuyen los puntos de las graficas, mas que estar relacionada con informacién fisica,
es consecuencia del algoritmo que usa el programa Mathematica [22] para efectuar las operaciones.

El resolver numéricamente la ecuacién de la amplitud para varias longitudes de onda permite generar
de forma rapida el mapa de intensidad 6ptica. Las figuras (a) y (b) muestran este mapa, graficando
con respecto a la longitud de onda y namero de onda respectivamente. Para el perfil de dientes de sierra se
aprecia mejor el detalle cuando se grafica contra kg, la regién para A pequefia encierra mucha informacion
que se pierde en el pixelado del lado izquierdo de la figura (a). Se observa que ninguna de las bandas
prohibidas esta centrada en la longitud de onda principal A, = 1 (kg = 27). La primera banda esta
centrada en \g = 0.5 (kg = 47), y en general las bandas estan centradas en \g = 1/2j5 (kg = 4jm),
j =1, 2, 3..., asf que la estructura puede funcionar como espejo de media onda. Esto se debe a que los
coeficientes de reflexion asociados a los planos de discontinuidad dentro del perfil de dientes de sierra, que
son las superficies donde se refleja la luz, tienen el mismo signo, es decir, tienen la misma fase.

En contraste, en el caso del DBR la fase del coeficiente se va alternando, con una diferencia de =«
entre plano y plano. Para el perfil de tridngulos el coeficiente de reflexién de los planos de unién es
complejo, pero también hay una diferencia de fase aproximada de 7 entre plano y plano. Por esta razéon
las bandas prohibidas de estas dos estructuras, DBR y de tridngulos, estan centradas en kg = (45 4+ 2) ,
j =0, 1, 2.... Este par de situaciones de interferencia en multicapas se explico al final de la seccion [8]]
con un modelo simplificado y se mostrd que los espectros de reflectividad tienen la misma forma, excepto
por un desplazamiento relativo de Aky = 27, hecho que se expresa en la ecuacion (8.3)).
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Figura 8.21: Mapas de intensidad 6ptica para un perfil de dientes de sierra como el que describe la figura
. Se muestra el bosquejo del perfil n(z) correspondiente a un costado. El mapa esta construido con los
datos de las soluciones numéricas a la ecuaciéon de la amplitud . La unidad de distancia para el eje
z es la longitud de onda principal A\, = 1 . Dicha longitud de onda corresponde a cuatro veces el espesor
optico de un diente. El c6digo de color es el siguiente: hacia el rojo y marrén obscuro corresponde a mayor
intensidad, hacia el azul y violeta menor intensidad. (a) El eje horizontal corresponde a la longitud de
onda de la luz incidente, en unidades de A,. (b) El eje horizontal corresponde al niimero de onda de la luz
incidente. En ambos casos la luz incide desde la region inferior del mapa.



CAPITULO 8. DISENO DE MULTICAPAS Y PERFILES PERIODICOS CONTINUOS 167

8.2.4. Perfiles apodizados

Para muchas aplicaciones se desea que los espejos dieléctricos no reflejen mas que una ventana estrecha
mientras que el resto de las frecuencias se transmitan, asi se pueden usar como filtros. Lo ideal para estas
aplicaciones es que el valor de R(\) sea cero para toda longitud de onda excepto un intervalo estrecho en
el que su valor sea del 100 %, es decir, disminuir sustancialmente la reflectividad de los 16bulos laterales
como los que se ven en las graficas de reflectividad [8:6] y [B:10] Apodizar un perfil periodico disminuye
draméaticamente la aparicion de estos l6bulos laterales [99]. En este caso, apodizar significa modular una
funcion periddica para que en los extremos se aproxime a un valor constante. Al mismo tiempo se busca
que los filtros tengan un alto umbral de dafio ocasionado por luz laser. Se consiguen ambas caracteristicas,
disminucion de lébulos y alto umbral, con perfiles n(z) continuos, llamados “corrugados” (rugate, en inglés
[2]), que suelen ser funciones sinusoidales moduladas para que en los extremos se aproximen a un indice
de refraccion constante. Un ejemplo de un perfil de este tipo se muestra en la figura (a), la expresion
analitica que lo describe es la siguiente

Nmax — Mmin [ ( Nmax T Mmin ) 2] |: (nmax + nmin) Nmax + Mmin
Ncosenoidal(2) = —————e€xp |— | z2————— cos |27z + . (8.26)
2 4\, Ap 2
En esta seccién se demuestra que con un perfil de triangulos apodizado también se consigue esa reduccion
significativa de los l6bulos laterales. Al ser un perfil n(z) continuo debe mantener un alto umbral de dafio.
Con tal proposito se construye un perfil de 17 tridngulos, modulando su altura con una funcién gaussiana,

L. L. . . A
de tal modo que el espesor optico entre dos vértices contiguos sea siempre de

Nmin para z2<0

_(24)?
b [nmin + (Nmax — Mmin) € (%) } - n12nin (z — sz—l) + Nmin  para 21 < 2 < 295

naA(Z) =

2
_(2i)?
X [nmin + (Nmax — Nmin) € (%) ] - n?nin (2 = z2j41) + Nmin para 295 < z < 22541

Nmin para z > 217

donde nmax = 2.21, nyin = 1.50, j = =8, =7, —6,..., 6, 7, 8 y las z; se definen mediante las siguientes
relaciones de recurrencia

V]

Nmax — Nmi (252
Z2j+1222j+)‘p [nmin+ <ma2mn>e (%) :|7

N

22j = 221+ Np [nmin + <nmax ; nmm) 6(8])2:| .

Aunque dicho perfil es engorroso de escribir con expresiones algebraicas, su grafica es muy simple y se
presenta en la figura (b) Tomando ambos perfiles, el cosenoidal que se usa regularmente para la
fabricacion de filtros graduales y el de tridngulos que es la propuesta novedosa de este trabajo, se resuelve
numéricamente la ecuacion de la amplitud para varios valores de A, con ello se calcula la reflectividad y se
grafica el resultado en la figura (c) En ambos casos se reducen draméaticamente los 16bulos laterales
que presentan tanto un DBR comtn como un perfil de tridngulos no apodizado, pero también en ambos
casos se presenta de forma persistente el pequeno méximo de reflectividad en Ag = 0.5, sin embargo para
el perfil de triangulos dicho maximo es un poco menor.
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Figura 8.22: (a) Un perfil corrugado tipico como el de (8.26) con npyin = 1.5 ¥ nmax = 2.1, (b) perfil de
triangulos apodizado con npyiy, = 1.50 y nmax = 2.21, (c) espectro de reflectividad para ambos casos.

Las soluciones numéricas a la ecuacién de la amplitud, renormalizadas como se explica en la seccién
B-1.2] también permiten elaborar mapas de intensidad 6ptica para ambos perfiles. Dichos mapas se presen-
tan en las figuras (a) y (b), se aprecia una gran similitud entre ambos. En estos mapas de intensidad
de perfiles apodizados se percibe menos complejidad en los patrones fuera de la banda central.

8.2.5. Consecuencias de un coeficiente de reflexion complejo asociado a los planos
que reflejan luz dentro de un perfil periédico

Al final de la seccion empleando un modelo “de juguete”, se exponen dos esquemas de reflexién en
multicapas. En particular se consideran multicapas de periodicidad ), /2, es decir que la forma del perfil
n(z) se repite nuevamente después de una distancia 6ptica equivalente a la mitad de la longitud de onda
principal. El primero de los esquemas, “R__ ", consiste en que los coeficientes de reflexion de las interfases,
aunque tienen el mismo moédulo, difieren en su fase, siendo la diferencia de 7 para interfases consecutivas.
El segundo “R44”, asocia el mismo coeficiente, en médulo y fase, a todas las interfases. Si bien el modelo
que se emplea para explicar a grandes rasgos estos esquemas es muy simple, es suficiente para entender
que se intercambian las frecuencias para las que hay interferencia constructiva y destructiva en ambos
casos, dado que hay un corrimiento de Akg = 27, como indica la expresion . Por ejemplo, en un DBR
como el de la figura (a)7 la banda principal de reflexion esta centrada en \,, debido a la interferencia
constructiva, mientras que hay un minimo de reflexion en A,/2 debido a la interferencia destructiva de las
ondas reflejadas en las interfases. El ejemplo anterior corresponde a el esquema R_. En cambio para el
perfil de dientes de sierra, como el de la figura [8:17] el maximo principal de reflectividad esta centrado en
Ap/2 mientras que en A\, hay interferencia destructiva, correspondiendo al esquema R, . En el DBR se
alternan los signos de r (la fase difiere en 7) para cada interfase consecutiva, mientras que en el perfil de
dientes de sierra las r’s son iguales (excepto la del primer plano de reflexion).
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Figura 8.23: Mapas de intensidad 6ptica para perfiles corrugados como los que describen la ecuacion (|8.26])
y las figuras [8.22] (a) y (b). Se muestra el bosquejo del perfil n(z) correspondiente del lado izquierdo. El
mapa estd construido con los datos de las soluciones numéricas a la ecuaciéon de la amplitud . La
unidad de distancia para el eje z es la longitud de onda principal A, . Dicha longitud de onda corresponde a
cuatro veces el grosor 6ptico de un intervalo creciente o decreciente del perfil. El eje horizontal corresponde
a la longitud de onda de la luz incidente, en unidades de \,. El codigo de color es el siguiente: hacia el
rojo y marrén obscuro corresponde a mayor intensidad, hacia el azul y violeta menor intensidad. (a) El
caso del perfil cosenoidal y (b) el de tridngulos, ambos apodizados. En ambos casos la luz incide desde la
regiéon inferior del mapa.
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En el caso del perfil de tridngulos como el de la figura [8.11] los coeficientes complejos .1 y 7 difieren
en su fase, con una diferencia aproximada de 7, por lo que se espera un espectro de reflexiéon muy similar
al del DBR, lo cual se confirma en los resultados plasmados en la figura [8.16] Sin embargo hay varias
diferencias sutiles, una de ellas consiste en que el espectro de reflectividad del perfil de tridngulos presenta
un pequeiio, pero conspicuo, maximo de reflexion en \,/2, dénde se esperaba un minimo en la reflectividad.
Es un méximo persistente, pues su presencia no depende del nimero de tridngulos que componen el perfil.
De hecho, ese maximo aparece también para el perfil de tridngulos apodizado, aunque los otros l6bulos
laterales disminuyen de forma muy significativa, como se mostro en la figura (c) A la aparicion de ese
méximo de reflectividad no esperado en los perfiles graduales y periodicos, Shvartsburg |4, capitulo 2, pg.
31] le llama “filtracion espectral” y su origen no ha sido explicado satisfactoriamente. En general suele ser
una caracteristica no deseada de los filtros “corrugados”.

El modelo de juguete de la seccion que toma en cuenta solo las primeras reflexiones sobre las
superficies y aproxima el coeficiente de transmision de todas ellas a la unidad, nos permite saber que
esperar si la diferencia de fase entre los coeficientes de reflexion contiguos no es exactamente m o cero. A
continuacioén se revisan las dos situaciones conocidas y se exploran las nuevas, en términos de k.

1. Cuando la diferencia en la fase es de 7 entre coeficientes de reflexiéon contiguos, 112 = —r9; (como
en un DBR), el producto de la suma en (8.1] ) por su conjugada es la reflectividad

m—1 ‘ ik
Ros (ko) = [riof” |m+ % (1) 2(m—j)eos 2],

j=1

donde m es el numero de interfases (o superficies que reflejan). La expresion anterior es equivalente a
(8.4) tanto para un nimero par como impar de interfases. Los méximos de reflectividad persistentes
(que no depende su posicion del naumero de capas) o bandas prohibidas se sittan en kg = (25 + 1) 2,
j=0,1, 2...

2. Cuando no hay diferencia de fase entre coeficientes de reflexion contiguos, r12 = 791 (como en el
perfil de dientes de sierra) la reflectividad resulta

m—1
Ry (ko) ~ |raf® [m+ 3 2(m—j)cos >
7=1

La expresion anterior es equivalente a (8.5) tanto para un nimero par como impar de superficies
que reflejan. Los méximos de reflectividad persistentes (que no depende su posicion del namero de
capas) o bandas prohibidas se sitian en kg = (25 +2) 27, j =0, 1, 2....

3. El caso novedoso surge cuando la diferencia de médulo y fase entre coeficientes de reflexion contiguos
es arbitraria, considerando que el coeficiente r es en general complejo. Sean 719 = a+bi y r91 = c+di,
donde a, b, ¢y d son numeros reales de tal manera que el médulo de 719 y 721 no sobrepase la unidad.
Se yuxtaponen m superficies, empezando con la que corresponde al coeficiente 115 y luego alternando
con 1. El producto de la suma en (8.1]) por su conjugada, para un nimero impar de superficies, es
la reflectividad

m+1 ( 2

-1
Rimpar (k'O) ~ T a” + b2) + mT (02 -+ d2) +
m—1

+ g {2(m—2j+1)(ac+bd)cos[<j—;) ko} +

J=1
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+ [(m=2j+1) (a® + %) + (m —2j — 1) (¢* + d*)] cos (jko) } - (8.27)

Mientras que para un ntumero par de superficies la reflectividad resulta

Rpar (ko) =~ % (a® +b%) + % (+d%) +

=, froe- s[5 )]} o5

Si 119 = —7ro1, estos resultados se reducen al esquema R_ y si se supone que ria = ro; se reducen
al Ry . En cambio, por ejemplo, si la diferencia de fase entre los coeficientes es de 7, se presenta un
espectro de reflectividad distinto. Los factores ac 4 bd se anulan, anulandose también los términos
correspondientes a las frecuencias que son multiplos semienteros de kg.

En la figura[8.24]se presentan cinco espectros de reflectividad distintos, en todos los casos |r12| = |ra1| = 0.1
y m = 7. El primer espectro es del tipo R_, es decir con una diferencia de fase entre coeficientes de § = m,
mientras que el dltimo es del tipo R4 con una diferencia de fase entre coeficientes de § = 0. Los intermedios
corresponden a una diferencia de § = %TW’ 5 v - Es sorprendente ver como para valores intermedios de
la diferencia de fase 0 < § < w parece que se da una superposicion de los casos extremos R_, y Ry en
vez de un corrimiento paulatino de todo el espectro, de 0 a 2w, sobre el eje de ky. Cuando se modifica el
espesor Optico de las capas, pero no los coeficientes de reflexion, ocurre ese desplazamiento del espectro de
reflectividad sobre el eje de k. Ingenuamente, uno esperaria un comportamiento similar al ir cambiando la
fase de los coeficientes de reflexién. Ahora se puede entender, mediante el modelo matematico que lleva a
las expresiones y , porqué ocurre ese maximo persistente en \,/2 (“filtracién espectral”) para
el perfil de triangulos, con o sin apodizacion. Si la diferencia de fase entre coeficientes contiguos no es
exactamente 7, pero es cercana, por ejemplo %7‘(‘, el espectro de reflectividad serfa parecido al segundo que
aparece, en la figura[8.24] Aunque es principalmente un espectro de reflectividad tipo R_., ya se aprecian
de forma incipiente las bandas del esquema R, . No obstante que el resultado de la aproximaciéon SVRI
a menor orden no nulo arroja coeficientes de reflexion r.; y reo imaginarios puros, si se aumenta el orden
de la aproximacién eso ya no es estrictamente cierto. En el capitulo [5] se muestra que a mayor orden en
la aproximacion SVRI aparecen més términos, de modo que no se garantiza que 7.1 y 7 tengan una
diferencia de fase exacta de m. De hecho, para obtener el espectro de reflectividad del perfil de tridngulos
mediante la aproximacién SVRI, se emplea el método de las matrices con la solucién a la ecuacién de la
amplitud a segundo orden . Si se introduce esta forma de la amplitud A(z) en la expresion para
encontrar el coeficiente de reflexion , con kg = 2w/, se obtienen valores muy similares de r¢1 y re2
a los que se presentan en , pero ya no son imaginarios puros

re1 ~ —0.0045 + i (0.0668), re ~ —0.0119 — 7 (0.1084) .

La diferencia de fase entre estos dos coeficientes es (0.94)m que es suficientemente distinta de 7 para que
surjan, aunque pequenas, las bandas de R4 ;.
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Figura 8.24: Se presentan cinco espectros de reflectividad distintos, en todos los casos |r12| = |r21] = 0.1

y m = 7. Para cada espectro se tiene una diferencia de fase entre coeficientes de reflexiéon contiguos de

_ 3T ™ w
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En el modelo de juguete no se considera la dependencia en kg de los coeficientes de reflexion de las
superficies. Si bien no se esté considerando dispersion en los materiales, el coeficiente de reflexion asociado
a las discontinuidades en las derivadas de n(z) depende significativamente de kg. De modo que los espectros
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que se obtengan con modelos més refinados no seran tan uniformes como los que aparecen en Para
comprobar todo lo anterior usando ya un modelo mas preciso, se puede comenzar por explorar un caso
concreto, que combine el perfil de tridAngulos con el de dientes de sierra, como el de la figura (a). Este
perfil se describe con la siguiente expresiéon

Nmin para 2z <0
2(n2 —n? ) 2o —J ) 4oy ara — 2% << =3
_ max min )\p Nmax+Mmin min P Mmax+"Mmin Nmax +Mmin
ncombinado(z) = ( -+;))\ A\ ;
N ara _UT3) < z< __JA
min p Nmax+MMmin Nmax +Mmin
10X,
T'min para z > Nmax +Mmin
(8.29)
donde j =0, 1, 2,..., 10. En este caso la diferencia de fase entre los coeficientes de reflexiéon de superficies

reflejantes contiguas es aproximadamente 7/2, en un rango de frecuencias cercano a la principal ky ~
27 /Xp. Mediante las soluciones numéricas a la ecuacion de la amplitud para varios valores de
ko y empleando la expresién se obtiene el espectro de reflectividad mostrado en la figura b).
Efectivamente se perciben el doble de bandas prohibidas, dado un cierto intervalo en kg, que en los casos del
DBR y el perfil de dientes de sierra, también se observan disminuidos los 16bulos laterales en comparacion
con uno u otro perfil. Las bandas impares son las que corresponden al esquema R_ y las pares al Ry .

Los resultados de esta seccion sugieren una forma de mejorar el método de la transformada de Fourier
descrito en g%' A la conocida expresion r = Zi;ﬁ;, que es consecuencia de las relaciones de Fresnel, en
particular (2.2

para incidencia normal, se le suma el término dominante en la aproximaciéon SVRI que
tome en cuenta la reflexion causada por las discontinuidades en la primera derivada, como lo es ([5.37)),
pero incluyendo el caso en que nj # ng

(8.30)

~

ny—ny . nanj —mnink ny — no
i i
ni + ng 2koning (n1 + na) ni + N9

La expresion anterior corresponde a considerar las dos primeras ecuaciones de ([5.28]). A continuacion los
cambios finitos de (8.30)) se transforman en infinitesimales

d dn . dn’
rea —+i—0.
2n 4/60712

y se introducen en la integral de la transformada

7 dn
Q (ko) = / (dn—i-id(dZ))exp[%koA],

on 4kon?

—00

que escrita en términos de la diferencial del camino 6ptico dA queda

X /dn dn )2 d%n
= @) tnaaz ,
Q (ko) = / (;; + z(dA)4k0n2dA2> exp [2ikoA] dA.

—0o0

La expresion anterior es de mayor grado de aproximacion que la transformada de Fourier (2.122)), ya
que toma en cuenta el caracter complejo de los coeficientes de reflexion para las superficies. Por desgra-
cia, con esta modificacién, inferir el perfil a partir del espectro de reflectividad deseado requeriré de un
procedimiento mas elaborado que tan sblo encontrar una transformada inversa.
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Figura 8.25: (a) Perfil periédico que combina caracteristicas del de tridngulos y el de dientes de sierra,
presentado en . Se toma npmax = 2y nmin = 1. La diferencia de fase entre los coeficientes de reflexién
de superficies reflejantes contiguas es aproximadamente /2. Consta de 10 periodos. (b) La reflectividad
como funcién de kg para el perfil .

8.2.6. Conclusiones de la seccién [8.2]

Describir la propagaciéon de luz a través de multicapas mediante la ecuaciéon de la amplitud y
sus soluciones numéricas permite modelar de manera mas realista las interfases entre capas, debido a que
no es més complicado tratar perfiles graduales que abruptos. Estos perfiles continuos predicen mejor el
comportamiento de dispositivos épticos reales.

Dado que las discontinuidades en la derivada de n(z) producen reflexion de luz, repitiendo periodica-
mente estos planos se mostré que es posible disenar espejos dieléctricos o filtros, con el ejemplo del perfil
de triangulos. Tanto las soluciones numéricas a la ecuacion de la amplitud como las soluciones analiticas
aproximadas con SVRI son buenas alternativas para tratar este caso y el de dientes de sierra. Se pueden
construir perfiles apodizados con superficies de discontinuidad en las derivadas de n(z), resultando en las
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caracteristicas 6pticas usuales de un corrugado.
Los méaximos persistentes de reflexion extras que aparecen en en el perfil de tridngulos, la llamada
“filtracién espectral”’, se debe a que los coeficientes de reflexién complejos asociados a superficies conti-

guas presentan una diferencia de fase distinta de cero o 7 entre ellos. El resultado anterior sugiere una
modificacion al método de la transformada de Fourier.



Conclusiones generales y perspectivas

La representacion de amplitud y fase es una metodologia acertada para describir la propagacion de
ondas planas a través de medios estratificados, ya sea que el perfil de indice de refraccion sea continuo o
discontinuo, en incidencia normal u oblicua, ya sea que se trate de polarizacion TE o TM, incluyendo el
caso de la reflexion total interna. Aunque en este trabajo el énfasis se puso en materiales transparentes,
se puede generalizar este tratamiento a medios disipativos. Cuando se buscan soluciones numéricas, la
representacién de amplitud y fase es una opciéon mas eficiente que el tradicional método de las matrices,
pese a que dicha representacion implique resolver una ecuacién diferencial ordinaria no lineal: la ecuacién
de la amplitud.

Se aplico satisfactoriamente la metodologia propuesta de esta tesis a los casos de interfases “suaves”,
peliculas delgadas graduales, esparcimiento de luz por monocapas de particulas pequenas y reflectividad
de multicapas considerando el caracter finito del grosor de las interfases. Se estudiaron nuevos perfiles
periddicos con aplicaciéon potencial en recubrimientos con interferencia 6ptica y en cristales fotonicos. Se
logré una generalizacion para el coeficiente de reflexiéon en incidencia normal que incluye el efecto de las
discontinuidades en las derivadas de n(z). También se obtuvo una comprobacion de las “relaciones de
reversibilidad” de manera simple, gracias al invariante que relaciona a la amplitud y a la fase del campo.
En resumen, junto con una nueva metodologia en este trabajo se reportan resultados originales que en
algunos casos resultan sorprendentes. Cuando es posible, se procura comparar los resultados obtenidos
aqui con los logrados mediante otros métodos y atun si no es factible recurrir a otros métodos, se hace un
esfuerzo para verificar por distintas vias los resultados relevantes. En general todo lo anterior puede ser
de utilidad para las aplicaciones que se exponen en la seccidon

Hasta aqui, todavia quedan implicitas en este trabajo varias ideas que pueden ser la base para cons-
truir propuestas de futuras investigaciones relacionadas con el tema principal y/o topicos asociados. Para
finalizar, vale la pena escribir de manera explicita algunas de estas ideas:

= Probar con otros perfiles, ademas de la tangente hiperbodlica, en el caso de incidencia oblicua. Incluir
perfiles n(z) analiticos o con discontinuidades de distintas clases, ya sea que modelen interfases
sencillas o capas delgadas. La incidencia oblicua es de mucho interés ya que permite el fenémeno de
la reflexiéon total interna y que haya una componente del campo eléctrico en la direccion z.

= Retomar el tema de los “espejismos” considerando explicitamente que la variaciéon de indice de
refracciéon en el aire es gradual.

= Resolver la ecuacion de la amplitud para medios que absorben ([3.15)), con distintos ejemplos.

» Buscar como abordar el problema de la propagacion en medios en los que £(z) y/o u(z) se anulan
para algin valor de z (materiales de indice negativo).

= Explorar bajo que condiciones el tratamiento propuesto en la tesis se puede aplicar a medios aniso-
tropicos.

» Generalizar las relaciones de reversibilidad para incluir medios con absorciéon y/o anisotropicos.
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Incluir el fenémeno de la dispersiéon 6ptica en los materiales, es decir la dependencia del indice de
refraccion en la frecuencia n = n(w).

La “dispersion espacial”, dependencia del indice de refraccién en el nimero de onda k de manera
independiente a w, permite mas de un modo de propagacién para un mismo tipo de polarizaciéon
[100} TOT]. Seria interesante investigar si es posible tratar ese esquema de varios modos de propagacion
con la representacion de amplitud y fase.

Obtener explicitamente también los coeficientes de transmision para todos los casos en que se obtuvo
el de reflexion. Si se obtienen los coeficientes de transmisiéon de primeros principios, empleando
directamente las soluciones a la ecuacion de la amplitud, posteriormente se puede verificar la validez
del modelo mediante las relaciones de reversibilidad.

Tratar detenidamente el tema de la convergencia de la serie WKB o SVRI como una serie asintotica.

Proponer una definicién méas general del camino 6ptico basada en la aproximacion SVRI a ordenes
mayores que el primero.

Explorar el “problema inverso™ prescribir el espectro de reflexion primero y luego hallar el perfil n(z)
correspondiente.

Investigar si hay forma de aprovechar la expresiéon integral de la funcion de reflexion para
generar un método iterativo que pueda ser usado en el disefio de recubrimientos con interferencia
optica, es decir, para poder encontrar el perfil 6ptimo cuando se desea obtener un espectro de
reflectividad dado.

Obtener evidencias experimentales que comprueben o descarten las predicciones hechas en esta tesis,
ya sea que se puedan montar experimentos en los laboratorios de la propia UAMI o colaborando con
otras instituciones. Algunas de la predicciones relevantes son: la reflectividad en incidencia normal
de una monocapal[7] la de un perfil de triangulos [8:2.2] y la fase del coeficiente de reflexion en el caso
de discontinuidades en las derivadas del indice de refraccion [B.1.6

177



(Glosario

Simbolo Significado Seccion
H Campo magnético H.
J Densidad de corriente eléctrica externa.
E Campo Eléctrico.
B Campo magnético B.
D Campo de desplazamiento eléctrico.
p Densidad de carga externa.

z, Y, 2, t Coordenadas cartesianas espaciales y el tiempo,

respectivamente.
i, j, k Vectores unitarios en las direcciones z, y, z
respectivamente.
7 Permeabilidad magnética del medio.
4o Permeabilidad magnética del vacio.
€ Permitividad eléctrica del medio.
€0 Permitividad eléctrica del vacio.
g Conductividad eléctrica.
TE Polarizacion con el campo eléctrico transversal, en la
direccion x.
™ Polarizacion con el campo magnético transversal, en la 2.2.1
direcciéon x.
E Magnitud vectorial del campo eléctrico. 2.2.1
E,; Parte del campo eléctrico que depende del tiempo. 2.2.1
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Simbolo

Significado

Seccion

Eﬂ:? Ey7 EZ

ko

Componentes cartesianas de la parte espacial del campo
eléctrico.

Frecuencia de la onda.

Nimero de onda en el vacio.

Indice de refraccion.

Velocidad de la luz en el vacio.

Parte del campo eléctrico que depende de z.

Parte del campo eléctrico que depende de y.

Constante de separacion entre las partes que dependen de y

y z del campo (eléctrico o magnético).

Constante unitaria que contiene las unidades del campo
eléctrico en el Sistema Internacional de Unidades, (V/m).

Vector de Poynting.

Componentes cartesianas de la parte espacial del campo
magnético H.

Parte del campo magnético H que depende de z.
Parte del campo magnético H que depende de y.

Constante unitaria que contiene las unidades del campo
magnético H en el Sistema Internacional de Unidades,

(A/m).

Constante compleja, se interpreta su moédulo como la
amplitud de la onda incidente que viaja hacia la direcciéon
positiva del eje z.

Constante compleja, se interpreta su médulo como la
amplitud de la onda reflejada que viaja hacia la direccién
negativa del eje z.

Constante compleja, se interpreta su moédulo como la
amplitud de la onda transmitida que viaja hacia la
direccién positiva del eje z.
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Simbolo Significado Seccion

o
o
o

0 Angulo que hace la direccion de propagacion de la onda
plana con el eje z.

t, Coeficiente de transmision complejo, polarizaciéon TE.
1 Coeficiente de reflexién complejo, polarizacion TE. 2.2.5
Ol Fase del coeficiente de reflexion, polarizacion TE. 2.2.5
1 Irradiancia. 2.2.5
R, Reflectividad, polarizacién TE.
T Transmitancia, polarizacion TE.
7| Coeficiente de reflexién complejo, polarizaciéon TM.
g Coeficiente de transmisiéon complejo, polarizacién TM.
e Angulo de Brewster 2.2.5
Or| Fase del coeficiente de reflexion, polarizacion TM. 2.2.5
R Reflectividad, polarizacion TM. 2.2.5
T Transmitancia, polarizacion TM.
V(2) Funcién asociada a U, que junto con esta ultima, permite
escribir al campo con una notacién matricial, polarizacién
TE.
V(z) Funcién asociada a U, que junto con esta dltima, permite 2.2.6
escribir al campo con una notaciéon matricial, polarizacién
TM.
h(z) Funcion relacionada con el cambio de variable que permite
transformar la ecuacién diferencial para U en una ecuacion
de Riccati.
Un Polinomios de Chevyshev de segundo tipo 2.2.6.3
51, Bo Abreviaciones para poder escribir de forma compacta los 2.2.6.3
elementos de matriz de un medio con dos capas.
P1, P2 Abreviaciones para poder escribir de forma compacta los 2.2.6.3

elementos de matriz de un medio con dos capas.
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Simbolo Significado Secciéon

r1(2), 7 (2) Funciones de reflexién para polarizaciéon TE y TM. 2.2.7
A Longitud del camino 6ptico. 2.2.8
Ai(s), Bi(s) Funciones de Airy. 2.2.8
oFy (a,b;¢;€) Series hipergeométricas. 2.2.8
I (a) Funciéon Gamma. 2.2.8
Im, (&) Series de Bessel. 2.2.8
Q(ko) Funcion de Sossi. 2.2.9
F(z) Variable dependiente que resulta de hacer una
transformacion de Louiville sobre la ecuacion diferencial
para U(z).
F(z) Variable dependiente que resulta de hacer una
transformacién de Louiville sobre la ecuacion diferencial
para U(z).
Kog(2) Coeficiente del término de orden cero de la ecuacién que

resulta de llevar a cabo la transformacién de Louiville sobre
la ecuacion diferencial para U(z), que es la parte que
depende de z del campo eléctrico.

ko (2) Coeficiente del término de orden cero de la ecuacién que
resulta de llevar a cabo la transformacién de Louiville sobre
la ecuacion diferencial para U(z), que es la parte que
depende de z del campo magnético H.

A(z), A(z) Modulos de las funciones complejas F(z) y F(2)
respectivamente, son las soluciones de las ecuaciones para
la amplitud en los casos TE y TM .

=
—

I
=

q(2), q(2) Fases de las funciones complejas F'(z) y F(z)
respectivamente.
Q Invariante que relaciona el modulo con la fase de F(z) y
F(z).
Aq(2) Multiplo de A(z) que permite escribir de forma mas simple 3.1.1
la ecuacion de la amplitud.
Ay Modulo de A; multiplicado por la raiz de la permeabilidad 3.2.1

magnética relativa o la permitividad eléctrica relativa,
segin si se trata de polarizaciéon TE o TM respectivamente.
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Simbolo Significado Secciéon
A_ Mobdulo de fTr multiplicado por la raiz de la permeabilidad 3.2.1
magnética relativa o la permitividad eléctrica relativa,
segin si se trata de polarizaciéon TE o TM respectivamente.
04, O— Fases de Z,L y A, respectivamente.
Ad Diferencia entre 1 y 2.
Amax, Amin Valores méximo y minimo locales de A respectivamente.
D “Grosor” de la interfase, distancia a lo largo de la cual
ocurre el 90 % del cambio en el indice de refraccion.
A Longitud de onda en el vacio.
A; Valor de A cuando z < 0 .
A, Valor de A_cuando 2 < 0 .
Ay Valor de A cuando z >0 .
0. Angulo critico. 3.2.3.2
Ry(z2), B(2) Cuadrado del modulo de las funciones de reflexiéon para
polarizaciéon TE y TM respectivamente.
G(2) Cantidad relacionada con el cuadrado del modulo de la
funcién de reflexion, en vez de variar entre 0 y 1, varia
entre —oo y o0o.
Nave Indice de refraccion promedio.
L Distancia entre interfases.
co, ct,c? ...cm Tipos de funcion segin su derivada discontinua de mas
bajo orden.
SVRI Referente a la aproximacion de la variacion suave del indice
de refracciéon
AsvR1 Solucién a la ecuacién de la amplitud en la aproximacion 5.2.1
SVRI.
Ag, Ay, Ao, ... Ap, Coeficientes para la serie de potencias en ko_l que 5.2.1
corresponde a la solucion aproximada Agygy.
Qsyr Fase de U(z) en la aproximacion SVRI. 5.2.3
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Simbolo Significado Seccion
Uizg, Uder U(z) en las regiones z < 0 y z > 0 respectivamente, bajo la 5.2.4
aproximacion SVRI.
Aizg, Ader Soluciones de la ecuaciéon de la amplitud A(z), en las
regiones z < 0 y z > 0 respectivamente, bajo la
aproximacion SVRI.
r Coeficiente de reflexiéon en incidencia normal. 5.2.4
t Coeficiente de transmision en incidencia normal. 5.2.4
70, T1, T2, oo T'm Coeficientes para la serie de potencias en ko_l que 5.2.5
corresponde a r en la aproximacion SVRI.
Nizq, Nder Indice de refraccion en las regiones z < 0y z >0 5.2.5
respectivamente.
ngq, gder U(z) en las regiones z < 0 y z > 0 respectivamente, 6.1.1

Wizq; Uder
ol Lyl
Uszq, Uder
Zib L

F.E

cuando la luz incide desde la izquierda (z < 0).

Cantidades ZZ-, A, y A, evaluadas cuando la luz incide por
la izquierda (z < 0).

Coeficientes r| y ¢, cuando la luz incide por la izquierda
(2 <0).

U(z) en las regiones z < 0 y z > 0 respectivamente,
cuando la luz incide desde la derecha (z > 0).

Cantidades /L, Er y gt evaluadas cuando la luz incide por
la derecha (z > 0).

Coeficientes r| y t| cuando la luz incide por la derecha
(z>0).

U(z) en las regiones z < 0y z > 0 respectivamente,
cuando la luz incide desde la izquierda (z < 0).

Coeficientes r| y ¢ cuando la luz incide por la izquierda
(2 <0).

U(z) en las regiones z < 0y z > 0 respectivamente,
cuando la luz incide desde la la derecha (z > 0).

Coeficientes r| y ¢ cuando la luz incide por la derecha
(z>0).

Solucion F'(z) para los casos en que la luz es incidente
desde el lado izquierdo (z < 0) y derecho (z > 0)
respectivamente.

El wronskiano.
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Simbolo

Significado

Seccion

R, R

By, &y

Ly, L

©

ES

S
0 T

7 7
I EL

S1, S2, S3, S4

Reflectividad para la polarizaciéon TE en los casos en que la
luz es incidente desde el lado izquierdo (z < 0) y derecho
(z > 0) respectivamente.

Transmitancia para la polarizaciéon TE en los casos en que
la luz es incidente desde el lado izquierdo (z < 0) y derecho
(z > 0) respectivamente.

Solucion F(z) para los casos en que la luz es incidente
desde el lado izquierdo (z < 0) y derecho (z > 0)
respectivamente.

Reflectividad para la polarizaciéon TM en los casos en que
la luz es incidente desde el lado izquierdo (z < 0) y derecho
(z > 0) respectivamente.

Transmitancia para la polarizaciéon TM en los casos en que
la luz es incidente desde el lado izquierdo (z < 0) y derecho
(z > 0) respectivamente.

Numero total de particulas en una monocapa.
Densidad superficial de particulas
Fracciéon del plano que cubren las particulas cuando se le ve

en direccién perpendicular a él.

Amplitud del campo eléctrico esparcido, polarizaciones TE
y TM respectivamente.

Amplitud del campo eléctrico incidente, polarizaciones TE
y TM respectivamente.

Elementos de la matriz de la amplitud del esparcimiento.
Parametro de tamano de la particula que esparce luz.
Factor de forma de la particula que esparce luz.
Parametro relacionado con la porcién de cubierta y el

tamano de las particulas que esparcen luz.

Coeficiente de reflexion especular (coherente) para el
modelo de esparcimiento simple.

Coeficiente de reflexion especular (coherente) para el
modelo de esparcimiento simple.

Coeficiente de reflexion especular (coherente) para el
modelo de esparcimiento multiple.
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Simbolo Significado Seccion
MM Coeficiente de transmision especular (coherente) para el 7.1.1
modelo de esparcimiento miltiple.
Tsop Coeficiente de reflexion especular (coherente) cuando la 7.1.2
monocapa esta soportada por un substrato.
15} Diferencia de fase entre reflexiones sucesivas de la onda 7.1.2
coherente cuando hay substrato.
Nefes Mpro Indice de refraccion efectivo y promedio del indice de 7.1.3
refraccion de la mezcla respectivamente.

f Fraccion de volumen ocupada por las esferas. 7.1.3
d(z) Radio de una rebanada circular de la esfera. 7.1.4
THF Referente a el modelo de pelicula homogénea efectiva.
EGL Referente al modelo de pelicula gradual equivalente.

SSA-M Referente al modelo de esparcimiento simple con el
resultado de Mie.
MSM-M Referente al modelo de esparcimiento multiple con el
resultado de Mie.
SSA-R&G Referente al modelo de esparcimiento simple con la
aproximacion de Rayleigh-Gans.
MSM-R&G Referente al modelo de esparcimiento multiple con la
aproximacion de Rayleigh-Gans.
rpeva Parametro de tamano de la particula que esparce luz, 7.2.2.1
empleando el indice de refracciéon promedio.
DBR Referente a un espejo de Bragg (Distributed Bragg
Reflector)

Ap Longitud de onda principal, para la que las capas tienen un

grosor Optico de un cuarto de onda.

Ao Longitud de onda en el vacio.

Ry (ko) Representa el espectro de reflectividad cuando no hay
cambio de signo en los coeficientes contiguos (12 = r21).
R_ (ko) Representa el espectro de reflectividad cuando si hay

cambio de signo en los coeficientes contiguos(rias = —raq).

Nota: En algunas de las secciones de esta tesis se emplean otros simbolos varios, como a, b, ¢, ¢, &, etc.,
cuando se refieren a cantidades circunscritas a una sola seccion y se les involucra brevemente (“comodines”).
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