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Resumen

En este trabajo de tesis se abordan dos problemas: i) Estudiamos numéricamente un modelo
de diagnéstico, basado en conservacién de masa, para recobrar un campo vectorial solenoidad a
partir de datos experimentales incompletos. A partir de una reformulacién del modelo matamatico
como un problema de punto silla, introducimos un algoritmo iterativo de gra—diente conjugado
precondicionado, asociado a una ecuacién operacional de tipo eliptico, para resolver el problema.
Para obtener un algoritmo estable, usamos una aproximacion de elemento finito mixto de segundo
orden para la discretizacion. Mostramos, usando campos vectoriales sintéticos, que este nuevo
enfoque, da soluciones muy precisas a un costo computacional mas bajo que los procedimientos
clésicos. También, exhibimos algunas limitaciones del modelo inviscido tradicional introducido
por Sasaki, mostrando que es incompatible con algunos campos vectoriales solenoidales. ii) A
partir un modelo matematico de ecuaciones diferenciales ordinarias, usamos técnicas de control
para manipular la transicion entre estados de equili-brio estables de las fases de un circuito
de tres juntas de Josephson y para estabilizar las fases del circuito alrededor de un equilibrio
inestable. Para resolver computacionalmente este problema se establece también una relacion
funcional satisfecha por el control, lo que permite utilizar un algoritmo de gradiente conjugado.
Se muestra la aplicacion de la transicién entre estados de equilibrio estables a la definicion de
operadores de Lectura/FEscritura para memoria en computacién cudntica.






Capitulo 1

Introduccion



En esta tesis se abordan dos problemas modelados por ecuaciones diferenciales, en donde para
resolverlos se utiliza el calculo de variaciones, la optimizacién y el control, ademas de técnicas
de discretizacién. Los problemas son: i) El ajuste o recuperacién de campos vectoriales y ii)
El control de un arreglo de memoria de juntas de Josephson (AMJJ). En ambos casos la mejor
solucién, o estado 6ptimo, resuelve un problema de optimizacién en espacios de Hilbert, en donde
la funcién de costo es un funcional cuadratico convexo. Por lo tanto, se utiliza el método de
gradiente conjugado en espacios de Hilbert como herramienta fundamental, ademas de técnicas
de discretizacion, para encontrar soluciones efectivas en forma robusta y estable. A continuacién
se describe cada uno de estos problemas y algunos antecedentes.

1.1 Reconstrucciéon de campos vectoriales solenoidales

Varios problemas y aplicaciones requieren de un buen conocimiento de un campo vectorial sobre
una regién. Como por ejemplo, la prediccién del transporte, difusién y dispersién de contami-
nantes de aire y agua en la atmésfera y en el océano [1, 2, 3]; la realizacién de mapas de viento para
el diseno de diferentes proyectos urbanos y generales [4]. Mas atn, los campos de agua/viento
meteorologicos también son datos iniciales o de entrada que se requieren para alimentar los mode-
los de calidad de aire/agua. Usualmente esta informacion estd incompleta o con errores debidos a
medidas experimentales, y se requiere una reconstruccién del campo vectorial. Se han propuesto
varios modelos y estrategias, con diferentes niveles de complejidad, para resolver este problema.
Una revisién de los modelos més usados (populares) en meteorologia estd disponible en [5]. Dentro
de este contexto, el primer problema que estamos considerando en este trabajo es el de generar,
en un dominio dado, un campo de velocidad u para un fluido incompresible, el cual ajusta a uno
inicial u' obtenido por medidas experimentales, por ejemplo. El campo vectorial ajustado u debe
satisfacer conservacion de masa y una condicién de no-flujo en parte de la frontera. Consideramos
un modelo de masa consistente el cual estd basado en la formulacién original de Sasaki [6]. Este
enfoque ha sido usado para una variedad de problemas meteorolégicos [1, 4, 7, 8].

Los modelos de masa consistente son atractivos por: (i) Su simplicidad; (ii) Su facilidad de
implementarse y su bajo costo de operacién; (iii) Han tenido varios desarrollos y mejoras diversas
durante las ultimas décadas [5, 8, 9, 10, 11, 12]. La reconstruccién de campos vectoriales a partir
de datos experimentales sigue siendo un tépico de investigacién importante [3, 13, 14, 15|, y
las técnicas numeéricas para resolver esos problemas en diferentes contextos son cada vez mas
sofisticadas [16, 17, 18, 19], y serdn mé&s importantes conforme aumenta la complejidad de los
problemas. Un tépico relacionado es la reconstrucciéon de un campo vectorial en cualquier punto
en el espacio, dados sus valores en una vecindad del punto o, mas especificamente, dada la
componente normal en las aristas de la malla computacional. La reconstrucciéon de vectores en
este caso estd mds relacionada a la interpolacién de alto orden y puede utilizarse en diferentes
contextos, como por ejemplo en los métodos de asimilacién de datos, algoritmos de visualizacién,
modelacién atmosférica y costera, o su uso en esquemas semi-Lagrangianos. Se han desarrollado
varios métodos de reconstruccién vectorial para resolver estos problemas para reticulas planas y
C-reticulas esféricas poligonales. Para mas informacién, recomendamos las referencias [20] y [21].

Sea el dominio de interés con frontera I' = I'y UT'p (ver la figura 1.1). El modelo que
usamos es

V-u=0inQ, (1.1)



—
N

N ——— e e e

Figura 1.1: Dominio General.

u-n=0on/Iy, (1.2)

y el problema correspondiente estd definido por

uev,
{ J(u) < J(v), VW eV, (1.3)
donde: (i) El espacio de velocidad V se define como

V={veH(div;Q) : V.-v=0andv-ai=0onTy }, (1.4)

(ii) La funcién de costo J (un funcional de fidelidad, en el contexto de procesamiento de imagenes)
se define como

1

J(v) = 5 /Q S(v— uI) (v —u) dx, (1.5)

En (1.4) y (1.5) (y en lo que sigue) las derivadas son en el sentido de distribuciones. El espacio
H(div; Q) es definido como H(div; Q) = { v € La(Q) : V-v € Ly(f) }, 1 denota el vector normal
unitario exterior en I' y S' es una matriz diagonal con pardmetros de peso S;;, i = 1, 2, 3, llamados
modulos de precision Gaussiana, relacionados con las escalas de las respectivas componentes del
campo de velocidad. Una aplicacién en meteorologia es recuperar un campo de viento a partir
de datos horizontales; en este caso la componente vertical de u! se considera como cero, porque
algunas estaciones meteorolégicas no miden esta componente.

En algunas otras aplicaciones, como dindmica de fluidos experimental, u' puede considerarse
como el resultado de una perturbacion al campo vectorial original. Usando argumentos de con-
vexidad cldsicos (ver, i.e., [22]) se puede probar ficilmente que el problema asociado (1.3) tiene
una tnica solucién. Con el fin de resolver el problema (1.3) numéricamente, asociamos un multi-
plicador de Lagrange (que puede pensarse como un tipo de presién) con la condicién V - u = 0,
como se hace clasicamente en fluidos incompresibles (ver, i.e., [23]), y buscamos un punto silla
sobre el espacio Vy X La(Q2) (con Vy ={ v € H(div;) : v-ii=0 on I'y }) de un funcional
Lagrangiano L definido por



L(v,,u)—J(v)—i—/uV-udx. (1.6)
Q
Si el par (u, A) es ese punto silla, entonces verifica (por definicién)

{ (u, )\) S VN X LQ(Q),
L(u,p) < L(u, A) < L(v, A), Y(v,u) € Vy x La(92),

lo que implica la siguiente caracterizacion:
(u,\) € V x L2(9),

JoSu—u") - vdx+ [(AV -vdx =0, Vv E Vy, (1.7)
V-u=0.

Se sigue de (1.7) que (u, \) satisface (en el sentido de distribuciones):

u=u+5"'V\in Q,

V-u=0in Q,
u-n=0on Iy, (1.8)
)\:OOHFD.

Las relaciones (1.8) implican que A es la tnica solucién del siguiente problema eliptico (del tipo
Neumann-Dirichlet):

~V-57'VA=V . ulin Q,
A=0onTIp, (1.9)
(S7'WA4+ul)-A=0o0nTy,

En [24] se utilizaron dos enfoques numéricos para estudiar cémo las condiciones de frontera para
A pueden afectar la reconstruccion del campo vectorial. El primero consistié en resolver con el
método de los elementos finitos el problema eliptico (1.9), y al algoritmo resultante se le llamé
E-algorithm. Cuando ) es un dominio rectangular, I'p se tomé como la parte superior, y en la
parte restante (vertical) se impuso la condicién de frontera S™'V -1 = 0, la cual es equivalente a
suponer que u-i = u’-f en dichas paredes; al algoritmo resultante se le llamé E2-algorithm. El se-
gundo enfoque estuvo basado en la formulacién de punto silla del problema de optimizacién al cual
uno aplica un algoritmo de gradiente conjugado (CG-algorithm), inspirado en una metodologia
exitosa en dindmica de fluidos computacional [23]. Este nuevo enfoque requiere condiciones
de frontera para el campo vectorial pero no requiere condiciones de frontera explicitas para el
multiplicador y produce mejores resultados. En el presente trabajo introducimos un algoritmo
de gradiente conjugado precondicionado asociado a este segundo enfoque, reduciendo el costo
computacional. También mostramos via experimentos numéricos que es aceptable simplificar el
modelo tomando S = I (la matriz identidad), al menos para los ejemplos numéricos sintéticos en
2—D considerados en esta tesis.

1.2 Control y estabilizacién de un Arreglo de Memoria de Juntas
de Josephson (AMJJ)

El efecto Josephson es el fenémeno de supercorriente —i.e. una corriente que fluye indefinidamente
sin aplicar ningin voltaje— que se obtiene a través de un dispositivo conocido como junta de



Josephson (JJ), la cual consiste de dos superconductores acoplados por un conector débil. El
conector débil puede ser una barrera aislante delgada (conocida como una junta superconductor—
aislante—superconductor, o S-I-S por sus siglas en inglés), una seccién delgada de un metal no-
superconductor (S-N-S), o una constriccién fisica que debilita la superconductividad en el punto
de contacto (S-s-S).

El efecto Josephson es un ejemplo de un fenémeno cuantico macroscépico. Se le did este
nombre después de que el fisico britanico Brian David Josephson estableciera en 1992 la relacion
matematica entre la corriente y el voltaje a través del conector débil. Las ecuaciones béasicas que
gobiernan la dindmica del efecto Josephson son

h dé
2e dt’
I = I.sin(¢),

donde V' (t) e I(t) son el voltaje y la corriente a través de la junta de Josephson, ¢ es la ‘diferencia
de fase’ a través de la junta (i.e., el factor de la diferencia en fase, o equivalentemente, argumento,
entre el pardmetro de orden complejo de Ginzburg-Landau de los dos superconductores que
forman la junta), e I. es una constante, la corriente critica de la junta. Esta corriente critica es
un parametro fenomenolégico importante del dispositivo que puede verse afectado tanto por la
temperatura como por la aplicacion de un campo magnético. La constante fisica % es el flujo
cudntico magnético, el inverso de la constante de Josephson.

El efecto Josephson ha tenido una amplia gama de aplicaciones y podria ser una alternativa
para los dispositivos de memoria. En 2005, el reporte de La Agencia Nacional de Seguridad de Es-
tados Unidos menciona en forma concluyente que los transistores estaban alcanzando rapidamente
sus limites fisicos y que el sucesor mas probable podria estar basado en las Juntas de Josephson
[30]. “Los circuitos de flujo cudntico simple (SFQ en Inglés) producen pulsos de corriente pequetios
que viajan a casi 1/3 la velocidad de la luz, ¢. Las lineas de transmisién pasiva de superconduc-
tividad (PTL por sus siglas en inglés) son también capaces de transmitir los pulsos con pérdidas
extremadamente pequenias” [31]. Estos son los circuitos digitales de ‘switch’ mas rapidos. “Las
juntas de Josephson, dispositivos de conmutacién (‘switching’) en superconductividad, cambian
rapidamente (71 ps), disipan poca energfa en cada cambio (< 107°.J), y comunican informacién
via pulsos de corriente que se propagan sobre las lineas de transmision superconductoras casi sin
pérdida” [32].

Gracias a las investigaciones de Y. Braiman y B. Neschke [33], la modelacién de arreglos
de memoria con Juntas de Josephson (AMJJ) ha progresado significativamente, incluyendo la
identificacion de sus configuraciones de estado estable, permitiendo operaciones de Lectura y
Escritura usando un circuito de tres juntas acopladas inductivamente, modelado por las ecuaciones
adimensionales

djfgl + 7190 4 k1 (¢1 — do) +singy = I,
d;f? +72%2 k1 (g — h1) + Ka(da — B3) +sin g = I, (1.10)
d;{? + 73998 + Ky (3 — ho) + sin g3 = I3,
donde I; = i; + adj, ij es corriente directa y ad; es una energfa adicional, como un pulso. Los
valores tipicos para las distintas cantidades en el modelo son:




Y1 = .7, Y2 = 1.1, Y3 = .7, 11 = 1, 19 = .8, i3 = —1, (1.11)
R1 = IQQ:O.I. (1.12)

Los estados de equilibrio {6;,02,03} son las soluciones de

k1(p1 — ¢2) +sin gy = iy,
K1(g2 — ¢1) + Ka(d2 — @3) +sin gy = o, (1.13)
Kk2(p3 — ¢2) + sin ¢p3 = i3,

Para aquellos regimenes donde las segundas derivadas se pueden despreciar, (1.10) se reduce a

71% + k1(p1 — ¢2) +singy = I,
1222 1 k1 (o — ¢1) + ka2 — ¢3) +sindo = I, (1.14)
13998 4 ko (g3 — ) + sin g3 = Is.

Las operaciones de Lectura/Escritura pueden llevarse a cabo manipulando un par de estados
estables aplicando pulsos Gaussianos apropiados, pero en este trabajo investigamos un enfoque
de controlabilidad de (1.14) para optimizar la transicién de una configuracién estable a otra.
Nuestro enfoque estd muy relacionado con la metodologia desarrollada en [34]. Esto significa que
deseamos resolver el siguiente problema (o sus generalizaciones al variar la junta donde actia el
control o al involucrar mas juntas sobre las cuales actien controles):

{ J(u) SUJ(EUZQ\;I{) € Ung, (1.15)
donde (con k > 0y ||.|| la norma Euclideana canénica) tenemos
T
T =3 [+ ()~ vl (116
0

siendo la funcién vectorial y = {y1,y2,y3} la solucién del siguiente problema de valores iniciales:

71%1 + k1(y1 — y2) +siny; = i1 +v en (0,7),

Vo2 4 k51 (y2 — y1) + Koy — y3) +sinye = iz en (0,7), 1)
73% + ko(ys — y2) +sinys = iz en (0,7).

y(0) = yo.

En (1.16)—(1.17), yo y yr son estados de equilibrio inicial y final, respectivamente, y k es un
parametro de penalizacion. En cuanto al espacio de control U,g, podemos decir que es un sub—
espacio de L2(0, T'). Ademis de lo anterior, trabajaremos sobre la estabilizacién del sistema (1.14)
alrededor de un estado de equilibrio inestable via un proceso de control.

El trabajo de tesis esta organizado en la forma siguiente. En la seccién 2.1 consideramos el
modelo matemaético para ajustar campos de velocidad el cual estd basado en una formulacién de
minimos cuadrados, pero con el funcional de costo en un espacio de Hilbert adecuado donde se
garantiza una solucién unica. En la seccién 2.2 describimos la solucion del problema de ajuste



de campos de velocidad, siguiendo el enfoque de punto silla. En la seccion 2.3, después de refor-
mular el problema, introducimos un algoritmo de gradiente conjugado precondicionado (PCG-
algorithm), donde se usa un método de elementos finitos mixtos para resolver los subproblemas
elipticos en cada iteracion. En la seccién 2.5 presentamos y discutimos los resultados numéricos,
y en la seccién 2.6 damos algunas conclusiones puntualizadas asociadas con el primer problema
que se resuelve en esta tesis.

En los capitulos 3 y 4 tratamos con dos aspectos del control sobre el modelo AMJJ. En el
capitulo 3 nos concentramos en cémo optimizar, via un enfoque de controlabilidad, la transicion
del sistema entre dos configuraciones de equilibrio especificas, permitiendo por ejemplo, opera-
ciones de Lectura/FEscritura. El capitulo 4 trata lo concerniente a la estabilizacién del sistema
alrededor de un equilibrio inestable via un proceso de controlabilidad.






Capitulo 2

Reconstruccion de campos vectoriales
con precondicionamiento 6ptimo



2.1 Formulacién matematica y el problema de punto silla

Sea ) una regién abierta, simplemente conexa y acotada en R? (d = 2 6 3) con frontera Lipschitz
' =T nUI'p, donde I'y es la parte de la frontera donde conocemos (i.e. sabemos cémo establecer)
condiciones de frontera para la velocidad, y I'p = I'\I'y. De hecho, para recuperacién de campos
de viento especificamos para la velocidad las condiciones de frontera u-n = 0 en la superficie del
terreno y u-fi = u' - fi en las fronteras verticales truncadas. Entonces, I'y incluye las fronteras
inferior y verticales y I'p es la frontera superior, como se indica en la figura 2.1.

Figura 2.1: Dominio General.

En este caso, dado un campo vectorial inicial u! en © (el cual puede ser obtenido por interpo-
lacién de datos disponibles, o por otros medios), nuestro objetivo es generar un campo solenoidal
u llamado campo ajustado— tan cercano a u' como sea posible en un sentido que serd clarificado
enseguida.

Tomando en cuenta el trabajo en [24], suponemos por el momento que u-i = 0 en I'y, y
consideramos el espacio V definido por (1.4) y equipado con la norma ||-|| ¢, asociada con el
producto interno ’

(n.v)s = [ (Su) v dx.

d
donde v-w = > v;w; es el producto escalar usual en RY. Definiendo el funcional .J : V — R, por
i=1
1

J(v) = % | v — u! H%‘,Q: Q/QS (v — uI) (v — uI) dx, (2.1)

entonces el problema de generar el campo vectorial ajustado u es el problema (1.3) ya planteado
en la introduccién, a saber

Dado u! € H(div; Q), encontrar u € V tal que J(u) < J(v), Vv € V. (2.2)

Las condiciones de primer y segundo orden para que J tenga un minimo u € V son

/S(u—ul)-vdx:o, Vvev, (2.3)
Q
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/Sv-vdx>07 VveV,v£D0. (2.4)
Q

respectivamente. Dado que S es definida positiva, entonces (2.4) se da y la relacién (2.3) se
convierte en una condicién necesaria y suficiente para que J tenga un minimo global u € V. El
teorema de Lax—Milgram garantiza que (2.3) tiene una tnica solucién. Esta solucién verifica las
relaciones (1.8), las cuales implican que A es la tinica solucién en H'(€2) del problema eliptico (1.9)
(un dual del problema (2.3)). No obstante que el problema (1.9) es bien planteado, el enfoque
para obtener la solucién de (2.3) no siempre es adecuado numéricamente, como se muestra en
[24].

Como se mencioné en la introduccién, una formulacién de punto silla se obtiene a partir del
Lagrangiano

L(v,q):J(v)+/qV-vdx. (2.5)
Q
definido en Vi x Lo(Q2), donde V  es el espacio de funciones vectoriales dado por

Vy={veH(div;) : v.-i=0 on I'y }. (2.6)

Si un par (u, A\) € V x Ly(£2) es un punto estacionario del Lagrangiano (2.5), entonces verifica

/Su-vdx+/)\v'vdx:/5ul-vdx, Vv e Vy, (2.7)
Q Q Q
/qV-udsz, Vq € La(). (2.8)
Q

Nota. El caso donde el campo vectorial recobrado u tiene condiciones de frontera no homogeneas
en I'y puede ser tratado en una forma similar separando u en I'y y en el interior del dominio.

2.2 Un operador para el multiplicador de Lagrange

Hay técnicas numéricas efectivas para resolver problemas de punto silla como el sistema variacional
(2.7)—(2.8). Aqui reformulamos el problema como una ecuacién operacional en L2(2) que tiene
como solucién a A. Asumamos que (u, \) es solucién del problema (2.7)—(2.8) con

u=u+u,, (2.9)

donde la velocidad u' es tangente a I'y y donde uy, es solucién del siguiente problema variacional
lineal

u) € VN,

(2.10)

/(Su,\)-valx:—/)\V-valx7 Vv e Vy.
Q Q

Tomando en cuenta que V -u = 0, se sigue de (2.9) que =V -uy =V - ul; esta ecuacién puede
ser expresada en forma operacional como
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AN=V . u, (2.11)
donde A : Ly(2) — Lo(N2) es el operador definido por

Ap=-V-u,, (2.12)

con u,, la solucién de

u, € Vn,

/(Suu)-vdx:—/,uv-vdx, Vv e Vy. (2.13)
Q Q

Aprovechando las propiedades del operador A (lineal, autoadjunto y fuértemente eliptico),
la ecuacién (2.11) puede ser resuelta por un algoritmo de gradiente conjugado operando en V
(como se muestra por ejemplo en [[23], Capitulos 3 y 4] para problemas variacionales lineales
generales con las mismas propiedades que (2.13). Este algoritmo se puede consultar en la primera
parte del Apéndice A de esta tesis.

2.3 Algoritmo de gradiente conjugado y su precondicionamiento
optimo.

El CG-algorithm de [24] proporciona resultados numéricos excelentes, principalmente en la re-
duccién del promedio de la divergencia discreta, lo cual es el principal objetivo cuando se necesita
un campo vectorial solenoidal. Sin embargo, el nimero de iteraciones requeridas para la conver-
gencia es dependiente de la malla y se pueden requerir varios cientos o incluso mas de mil, en
algunos casos. Afortunadamente, hemos podido derivar un excelente precondicionador (de hecho,
6ptimo), el cual estd basado en las propiedades del operador A. La idea es descrita a continuacién.
Sea B : La(2) — L2(Q) el operador definido por

Bq = ¢q, (2.14)

donde ¢, resuelve el problema
/ (S7'V¢,) - Vpdx = / qydx, Y€ HH(R), (2.15)

Q Q
¢$q=0 onTIp, (2.16)
S7'Ve¢, -2 =0 on Iy, (2.17)
con

HLH(Q) ={c H(Q) : vy =00nTp}. (2.18)

El operador B satisface
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/q’Bq dx:/q’¢>q dx:/S_1 Voy Vo dx, Vq, ¢ € Ly(Q), (2.19)
Q Q Q
/Qqu dxz/QS—1 Vo Véy dx > [ Vogl2 @ ¥ a#0, (2.20)

donde 0 < ¢ < min{S;;}, asi que B es eliptico y autoadjunto (simétrico). Ademds también,
satisface ABq = q para cada ¢ € L?(f2). Esto se muestra formalmente enseguida, sin considerar
condiciones de frontera:

Ag=—-V-u,=-V_ (S7'V¢q), yaque Su,=Vqg in Q, (2.21)
Bqg=¢g=—[V-(S7'V)]"lq, yaque —V-(S7'V¢,)=q en Q. (2.22)

Entonces, de (2.21)—(2.22), se sigue

A(Bq)=A¢y=—V-(S7'V¢,) =q. (2.23)

De hecho, podemos tomar B~! como un precondicionador para A. La propiedad (2.23) nos dice
que este precondicionador es 6ptimo, y que el algoritmo de gradiente conjugado precondicionado
asociado (PCG- algorithm) convergera en pocas iteraciones. No podemos esperar tener conver-
gencia en una iteracién debido a dos razones (al menos): tenemos que introducir condiciones de
frontera para resolver el problema (2.21), las cuales estdn implicitas en la formulacién débil (2.13);
también, tenemos que resolver la versién discreta del problema. A continuacién describimos el
algoritmo PCG-algorithm en forma operacional para resolver (2.7)—(2.8):

1. Inicializacién: \° dado, ¢ = AN’ — V-u!, 5% = B¢, d° = —3°.

2. Descenso: Para m > 0, y asumiendo que conocemos \™, ¢", g™, d™, encontrar A1,
g™t g™t como

A= X"+, ™ donde  ayy, = (g™, §7)/(d™, Ad™).
gm+1 — gm —|—OémAdm,
"t =" + a,, B(Ad™).

3. Prueba de convergencia y nueva direccion conjugada:

Si (g™t g™ < e(g®, §%), tomar A= \"T! y parar.

Si no dm+1 _ _~m+l1 m _ <gm+1’ /g\Ier1>
= G B d™ con B =L T

(g™, g™)
Hacer m=m+1 y regresar a 2.

Usando las ecuaciones (2.12)—(2.13), las cuales definen el operador A, y las ecuaciones (2.14)—
(2.15) que definen el operator B, el algoritmo de gradiente conjugado detallado con precondi-
cionamiento es como sigue:
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Inicializacion
1. Dado \° € Ly(Q), resolver

ug € Vy,

/(Sug)-vdx:—/)\ov-vdx, Vv eVy.
Q Q

2. Sea ¢ = V- u’, donde u° = ug +ul.
3. Resolver
¢° € Hp(Q),

/(S‘1V¢0) SV dx = / ¢y dx, Vi € H5(Q).
Q Q

4. Sea §° = ¢, d° = §°.
Descenso

Para m > 0, suponiendo que \™, ¢, ", d™, u™ son conocidos, calcular \™*1, gm+1

g™t dmtl y wm | usando los pasos siguientes:
5. Resolver
u™ e Vy,
/(Sum)-vdX:—/di-de, Vv eVy.
Q Q
6. Sea gm =V -a".
7. Resolver
o™ € Hp(9),
/(Slwm) -Vip dx = / g™ dx, Vi € H5(Q).
Q Q

8. Sea ay, = fﬂ g dx /fQ grdm™dx.

9. Tomar

AL = X — oy, dT,

utt =u™ — q,, 0",
m—+1 _ m -m
g =g —ang ,
~m+1 _ ~m om
g =g" —amo™.

Prueba de convergencia y nueva direccion de descenso

Si [og™ g™ dx / [,9°G° dx < e, entonces hacer A = X1 u = u™*! y parar.
En otro caso, hacer lo siguiente
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10. Calcular B, = [ g™ g™ dx / [ 9™9™ dx
11. Tomar d™+! = g™+ 4+ 3, d™.

12. Hacer m = m + 1 y retornar a 5.

Notese que en este algoritmo, u y A se calculan simultdneamente. Comparando este algoritmo con
la versiéon no precondicionada, encontramos facilmente que el trabajo adicional estd relacionado
con los pasos 3 y 7. Asi que, el costo adicional de este algoritmo en cada iteracién es la solucién
del problema eliptico en el paso 7. Sin embargo, este costo adicional es compensado con dos
buenas propiedades: a) el precondicionamiento reduce dramaticamente el nimero de iteraciones;
b) hay una reduccién significativa de los grados de libertad en la versién discreta del problema
eliptico en los pasos 3 y 7. Clarificaremos este ultimo punto después de haber discretizado el
algoritmo por medio del método de elementos finitos, lo cual hacemos en seguida.

2.4 Discretizacion por medio de un método de elementos finitos
mixto

Para aproximar las funciones pertenecientes a los espacios Vy y L2(€2), haremos uso de la aprox-
imacién de elementos finitos del tipo Bercovier—Pironneau [25] (ver también [[23], Capitulo 5]).
Este es un método mixto estable donde las funciones vectoriales en V , tales como u(/)\7 u™ yam,
son aproximadas por polinomios continuos lineales por pedazos en una trinagulacién fina 75 de
Q. Las funciones escalares en Ly(2), tales como A\™, g™, g™, g™, d™, son también aproximadas
con polinomios continuos lineales por pedazos, pero esta vez en una triangulacién el doble de
gruesa, Top de €. La triangulacién fina Tj es obtenida de la triangulacién gruesa a través de una
subdivisién regular de cada tridngulo T' € T, como se muestra en la Figura 2.2.

C

2h

Figura 2.2: Elemento en Tgy: tridngulo ABC. Elementos en 7p: tridngulos AQP, PRC, PQR y
QBR.

Entonces, los espacios de funciones V iy y La(2) son aproximados por los siguientes subespacios
de dimension finita

Vyy = { v € CO(Q)2 : Vh|T ePixP,YT €Ty, vipi-n=0onTy }, (2.24)

Lon={an€C°Q) : aqulr € P,VT € Ton }, (2.25)
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respectivamente. Aplicamos el método mixto descrito antes, particularmente en los pasos 1 y
5, asi como en la versiéon débil de los pasos 2 y 6 del PCG-algorithm. En lo que respecta a los
problemas elipticos en los pasos 3 y 7, éstos son aproximados sobre la triangulaciéon gruesa Tap.
Las funciones escalares en H'((2), tales como ¢° y ¢™ son aproximadas por polinomios lineales
continuos por pedazos en cada uno de los tridngulos de To;. Entonces, H!(f2) es approximado
por medio del espacio de dimensién finita

Hy,={aneC’Q) : aulr € P, VT € Tan }, (2.26)

Obsérvese que ya que uy, es obtenida en la malla fina, su resolucion es la misma que la obtenida
con el algoritmo tradicional en 7. También, si la regla trapezoidal es aplicada para calcular las
integrales del lado izquierdo en los pasos 1 y 5, obtenemos un sistema de ecuaciones algebraicas con
matriz diagonal, y el costo de resolverlo es sélamente una multiplicacién de vectores. Entonces,
el costo adicional del PCG-algorithm comparado con el costo del algoritmo CG-Algorihm es la
solucion de los problemas elipticos en los pasos 3 y 7, pero esos problemas son resueltos con
una malla el doble de gruesa. Asi que, para un problema bidimensional, el nimero de grados
de libertad (nimero de incégnitas) en el problema algebraico resultante es cerca de cuatro veces
menos que el nimero de grados de libertad obtenidos cuando se resuelven los problemas elipticos
con el método tradicional descrito en la seccién 1. Para un problema tridimensional el niimero
de grados de libertad es cerca de ocho veces menos. De acuerdo a esto, el PCG-algorithm ahorra
memoria en el almacenamiento matricial, cuando se compara con los algoritmos E-algorithm y
E2-algorithm usados en [24]. La correspondiente matriz puede ser pre-calculada antes de iniciar
las iteraciones ya que permanece constante a lo largo del proceso iterativo.
Para medir la diferencia global entre el campo exacto u y el campo ajustado calculado uy,
tomamos el error relativo
e, = =l (2.27)
[[ul[2
y para medir qué tan cerca estd uj, de un campo vectorial solenoidal, calculamos la norma L?
de la divergencia de uy, la cual denotamos por ndiv. En [24], la divergencia de u en los vértices
interiores x; fue aproximada en un sentido débil via la relacion promediada

V-u(x;) = _m?)“/ﬂuh -V dx, (2.28)

donde en (2.28), ¢; es la funcién base lineal por pedazos asociada con x;, €2; es el interior del
soporte Q; de ¢;, y | €; | = medida(€2;). Como se mencioné antes, en el presente trabajo evaluamos
directamente ||V - up||1,(q), en lugar de usar, como se hizo en [24], la suma pesada (por @) de
los valores en el lado derecho de (2.28) (cantidad denotada por mdiv en [24]).

2.5 Resultados numéricos

Para mostrar el desempeno del PCG-algorithm contra el CG-algorithm escogimos dos cam-
pos vectoriales solenoidales sintéticos. En el ejemplo 1 consideramos el campo vectorial 2-D
u(z,y) = (z,—y) y en los otros ejemplos consideramos un flujo no viscoso alrededor de un cilin-
dro circular. También consideramos dos casos: donde la componente vertical es recuperada de
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datos horizontales (ejemplos 1, 2, 3) y donde el campo vectorial es recuperado de datos perturba-
dos aleatoriamente (ejemplo 4). Todos los célculos numéricos fueron hechos en una PC Toshiba:
Portege R705, Windows 7, 64 Bits, Intel Processor CORE i3, 2.27 GHz, 3GB Ram.

En las tablas mostradas abajo, escribimos S = I cuando la matriz diagonal S sea la matriz

identidad. Cuando S # I, es suficiente dar los valores de Sao, ya que S11 se toma siempre como
1.

Ejemplo 1. Consideramos el campo vectorial solenoidal bidimensional u(z, y) = (x, —y) definido
en Q = (1, 2)x (0, 1). Asumiendo que tenemos u'(z,y) = (x, 0) como un campo vectorial horizon-
tal inicial, deseamos ver que tanto podemos recobrar de la componente vertical de u, aplicando los
algoritmos CG-algorithm y PCG-algorithm. Un resumen de los resultados numéricos se encuen-
tra en la tabla 2.1, donde mostramos el error relativo e,., el promedio de la divergencia mdiv, asi
como el nimero de iteraciones para obtener convergencia, hasta una tolerancia dada (e = 1072,
en los algoritmos CG-algorithm y PCG-algorithm) para diferentes tamanos de malla. Esta tabla
también contiene el tiempo de CPU (seg) en cada experimento numérico, y, en particular, en la
ultima columna se muestra el tiempo de CPU empleado por el E2-algorithm introducido en [24].

S=1 CG-algorithm PCG-algorithm E2-alg
Malla er mdiv iters. | CPUt er mdiv iters. | CPUt CPUt
33x33 | 3.1E-4 | -7.6E-09 | 260 .25 1.9E-3 | -3.4E-6 | 6 .03 .01
65x65 | 1.1E-4 | -5.0E-10 | 498 1.18 6.9E-4 | -4.5E-7 | 7 .085 .06
129x129 | 4.0E-5 | -2.7E-11 | 854 7.24 2.4E-4 | -59E-8 | 7 .26 .73
257x257 | 1.4E-5 | -1.6E-12 | 1688 | 60.69 8.6E-5 | -7.5E-9 | 7 1.96 15.75

Tabla 2.1: Resultados numéricos para el ejemplo 1. € = 10712

Es claro que el PCG-algorithm se desempena mejor que los otros algoritmos. Otro buen
aspecto del desempeno del PCG—algorithm en este ejemplo es que el nimero de iteraciones es
independiente del tamano de malla (7 iteraciones en cada caso). También, el error relativo entre
la solucién calculada y el campo vectorial exacto es del mismo orden para los algoritmos CG-
algorithm y PCG-algorithm, en donde la diferencia mas grande ocurre en la frontera superior, ya
que las condiciones de frontera no fueron impuestas explicitamente alli. En el resto de la frontera
se impusieron condiciones de frontera exactas. Para este ejemplo, observamos una pérdida de
precision en la divergencia media cuando se utiliza el PCG-algorithm. Este fenémeno no ocurre con
otros ejemplos mas complicados y que se muestran adelante.. De cualquier manera, la divergencia
media obtenida con el PCG-algorithm es todavia muy precisa, desde un punto de vista practico,
ya que la mayoria de los algoritmos numéricos tradicionales para forzar conservacion de masa dan
una divergencia promedio del orden de 102 como se muestra en la tabla 2.2, donde incluimos los
resultados numéricos obtenidos en [24] con un tamano de malla de h = 1/80 para la velocidad.
En esos experimentos, el F-algorithm y el E2-algorithm corresponden a la solucién del problema
eliptico (1.9) con dos tipos diferentes de condiciones de frontera para .

En este ejemplo, el criterio usado para parar las iteraciones de gradiente conjugado, a saber,
e = 10712, es muy estricto. Seleccionamos este valor sélamente porque deseabamos hacer com-
paraciones con los resultados numéricos obtenidos en [24]. De hecho, encontramos que el valor
mucho menos restrictivo de e = 10™4 atin proporciona muy buenos resultados, con menos esfuerzo
computacional, por supuesto. La tabla 2.3 muestra los resultados numéricos obtenidos con este
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Algoritmo er mdiv iters. | CPUt
E-algorithm | 1.9 x 1072 | 4.1 x 1072 — 1.78
E2-algorithm | 4 x 10~% 1.8 x 1072 — | 1.78
CG-algorithm | 5.9 x 107* | =5.3 x 10712 [ 1214 | 3.9

Tabla 2.2: Resultados numéricos obtenidos en [24] para el ejemplo 1.

nuevo criterio de paro, para el mismo problema de prueba. Obsérvese que, en lugar de mdiv,
incluimos esta vez la norma Lo de la divergencia. Comparando con los resultados mostrados en
la tabla 2.1, puede observarse que la pérdida de precisién (ya que son necesarias mucho menos
iteraciones) no es muy significativa, especialmente cuando se utiliza el método de gradiente con-
jugado precondicionado. Es obvio que ésta es una forma mas eficiente para recuperar el mismo
campo vectorial. Por esto, decidimos fijar la tolerancia e en 10~ para los siguientes ejemplos en
este capitulo.

S=1 CG-algorithm PCG-algorithm
Malla er ndiv iters. er ndiv iters.
33%x33 1.16E-3 | 1.24E-5 84 1.82E-3 | 6.19E-5 2
65 %65 5.04E-4 | 3.29E-6 170 | 6.40E-4 | 1.09E-5 2
129x129 | 1.88E-4 | 9.04E-7 346 | 2.25E-4 | 1.93E-6 2
257x257 | 9.25E-5 | 2.23E-7 695 | 9.93E-5 | 3.40E-7 2

Tabla 2.3: Resultados numéricos para el ejemplo 1. € = 1074

Ejemplo 2. En este caso consideramos un flujo no viscoso alrededor de un cilindro donde el
campo vectorial, u = (u,w), se define por

2
w=Up+ Vo= (s — a?), (2.29)
a2
w = —2Uy— xy, (2.30)
r? = y* 4 2?, (2.31)

con a = 1, Uy = 0.01. La figura 2.3 (izquierda) muestra este campo vectorial en el dominio
Q2 =(-2,2) x(0,2) \ D, donde D es la mitad superior del disco unitario.

De nuevo hacemos cero la componente vertical de la velocidad para obtener el campo vectorial
inicial u' = (u,0). Las condiciones de frontera son las mismas que en el ejemplo previo, siendo la
unica diferencia la forma de la frontera inferior I'y donde el disco estd localizado. Consideramos
cuatro diferentes mallas para la velocidad, como se indica en la tabla 2.4, la primera (h = 0.21)
se obtiene de una subdivisién regular de aquella mostrada en la figura 2.3 (derecha), y las otras
mallas se obtuvieron por subdivisiones regulares adicionales. En las mallas subdivididas, los
puntos medios entre dos nodos adyacentes en la frontra del disco son siempre trasladados a su
punto mas cercano sobre la frontera del disco.
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Figura 2.3: Izquierda: Campo vectorial. Derecha: Malla gruesa para el multiplicador en el
ejemplo 2.

S=1 CG-algorithm PCG-algorithm
Malla er ndiv iters. e, ndiv iters.
h=0.21 | 8.91E-2 | 4.30E-5 17 8.93E-2 | 4.62E-5 5
(1/2)h 9.84E-2 | 1.17E-5 33 | 9.87TE-2 | 1.54E-5 4
(1/4)h 1.04E-1 | 5.62E-6 68 | 1.04E-1 | 6.66E-6 4
(1/8)h 1.07E-1 | 3.59E-6 367 | 1.07TE-1 | 4.86E-6 4

Tabla 2.4: Resultados numéricos para el Ejemplo 2.

La tabla 2.4 muestra que en todos los casos la norma Lo de la divergencia es muy pequena
como ocurrié en el ejemplo 1. También, el nimero de iteraciones realizadas por el CG—algorithm
para alcanzar la convergencia se incrementa al doble con cada refinamiento de la malla, mientras
que el nimero de iteraciones con el PCG-algorithm es muy pequeno e independiente de la malla.

Por otro lado, los errores relativos e,, que en este caso no son muy pequenos, se deben a que
hay una inconsistencia entre el modelo inviscido y el problema mismo: es decir, si S = I en (1.8)
vy A es suave, entonces % =0y % = w(z,y), lo que es posible si y solo si w(x,y) no depende de
x explicitamente. Esta condicién no se satisface por el campo de velocidad (2.30), a diferencia de
lo que sucede en el ejemplo 1, donde w(z,y) = —y. Por lo tanto, no podemos esperar un error
relativo pequeno en este ejemplo; de hecho, la convergencia a la solucién exacta se pierde. La
figura 2.4 muestra la forma complicada del multiplicador Ap,.

Figura 2.4: Vistas diferentes para el multiplicador A en el ejemplo 2.

La figura 2.5, en la izquierda, muestra el correspondiente campo vectorial recobrado (en una
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region cercana al disco); la misma figura, a la derecha, muestra la diferencia entre el campo exacto
y el campo ajustado. Podemos ver que en este caso la distribucign del error es compleja y la
mayor diferencia ocurre cerca de la frontera del disco. Esas figuras dan una idea del nivel de
dificultad para recobrar el campo vectorial en este ejemplo.

I - - — — T—— = — 2F
12 —n T e - b
fhr—— = - = - 15 Y
0.8 = i —a I ) - - !
20.65 ™~ T - - -1 . ,
: ~a =~ — - — - : !
0.4 ~ *‘ . ~ - i - 05 ! ‘?/,
0.2 -~ T ~ . — | ‘
ok - - - - - s
0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 -2 1 0 1 2

Figura 2.5: Izquierda: campos vectoriales ajustado (azul) y exacto (rojo) cerca del cilindro para el
ejemplo 2. Derecha: diferencia entre los campos vectoriales exacto y ajustado (una amplificacién).

Ejemplo 3. En este ejemplo consideramos los mismos campos vectoriales exacto e inicial como
en el ejemplo 2, pero ahora en el dominio mas simple Q = (1,5) x (0, 2), donde el cilindro no esté
incluido. Consideramos cuatro mallas diferentes para la velocidad, como se indica en la tabla 2.5,
la primera (h = 0.2) se obtiene con 20 subdivisiones horizontales y 10 subdivisiones verticales,
mientras que las otras mallas se obtuvieron por subdivisiones regulares sucesivas de esta malla.
La tabla 2.5 muestra que la norma L? de la divergencia es muy pequefia en todos los casos y se
hace mas pequenia cuando la malla se refina. Sin embargo, el error relativo no se reduce, pero
no podemos esperar convergencia a la solucién exacta debido a la inconsistencia explicada en el
ejemplo previo.

S=1 CG-algorithm PCG-algorithm
Malla er ndiv iters. er ndiv iters.
20x10 5.84E-2 | 1.11E-5 23 | 5.86E-2 | 1.81E-5 4
40%20 6.65E-2 | 1.88E-6 42 | 6.65E-2 | 3.48E-6 3
80x40 7.07E-2 | 3.46E-7 81 | 7.07E-2 | 6.57TE-7 2
160x80 7.29E-2 | 7.08E-8 171 | 7.29E-2 | 1.26E-7 2
Soo = 1K — 2
20%x 10 8.78E-3 | 1.32E-5 42 | 8.96E-3 | 1.37TE-5 8
40%20 2.82E-3 | 1.23E-6 52 | 3.82E-3 | 2.55E-6 7
80x40 4.18E-3 | 2.14E-7 103 | 4.35E-3 | 4.79E-7 4
160x80 4.81E-3 | 4.55E-8 168 | 4.65E-3 | 9.44E-8 3

Tabla 2.5: Resultados numéricos para el ejemplo 3.

Para este ejemplo, hicimos varios experimentos con diferentes valores para Say (recordar que

S11 = 1), considerando potencias negativas y positivas de diez, i.e.

S99 = 10" con n € Z.

Encontramos que el mejor error relativo se dié con Sys = 1072, Valores mas grandes que este

20



incrementan el error relativo y valores mas pequenos que este no mejoran significativamente los
resultados. Por otro lado, la divergencia promedio es casi la misma que se obtuvo con S = I, pero
a costa de mas iteraciones en el PCG-algorithm. Los mismos experimentos con diferentes valores
para Sa2 también se realizaron para el problema del ejemplo 1. En ese caso el error relativo fué
indepen diente de S en todos los casos, porque no hay inconsistencia entre el modelo, el campo
vectorial de prueba y el campo vectorial inicial (esto es, g—; depende s6lamente de y).

Ejemplo 4. En este ejemplo consideramos el mismo campo vectorial y el mismo dominio que en
el ejemplo 3, pero ahora el campo inicial es u' = (u+du, w+dw) donde du y Jw son perturbaciones
aleatorias de u y w de magnitud | du [< 0.3 | u |y | dow |< 0.3 | w |, respectivamente, en cada nodo
de la malla. Esta vez aplicamos condiciones de frontera exactas para la velocidad y consideramos
las mismas mallas que en el ejemplo 3. La tabla 2.6 muestra los resultados numéricos para las
diferentes mallas.

S=1 CG-algorithm PCG-algorithm
Malla, er ndiv iters er ndiv iters.
20x10 | 5.85E-2 | 1.94E-4 11 | 5.89E-2 | 1.95E-4 6
40%x20 | 5.25E-2 | 5.64E-5 19 | 5.25E-2 | 5.66E-5 7
80x40 | 5.37E-2 | 2.47E-5 12 | 5.38E-2 | 2.48E-5 7
160x80 | 5.58E-2 | 1.16E-5 17 | 5.57E-2 | 1.17E-5 8

Tabla 2.6: Resultados numéricos para el Ejemplo 4.

Una vez mas, la norma de la divergencia es pequenia en todos los casos, pero no decrece al
mismo ritmo que en los ejemplos previos. Sin embargo, en este caso el error relativo es similar
al obtenido en los ejemplos 2 y 3; pensamos que este comportamiento estd asociado a la ya
comentada inconsistencia del modelo inviscido, asi como a la ausencia de convergencia debida
a la perturbacién aleatoria no suave. Las figuras 2.6 y 2.7 muestran la forma aleatoria del
multiplicador A, y el correspondiente campo vectorial recuperado.

Figura 2.6: Multiplicador A para el ejemplo 4.

La figura 2.8 muestra la diferencia entre el campo exacto y el campo ajustado, ilustrando que
la distribucién de los errores sigue un comportamiento aleatorio.
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Figura 2.7: Campos vectoriales exacto (rojo) y ajustado (azul) para el ejemplo 4. A la izquierda
se muestra una amplificacion local.

Como en el ejemplo previo, hicimos varios experimentos con diferentes valores de Sag (S11 = 1).
El mejor error relativo fue encontrado con Ses = 5. Con valores mas pequenos de Sao se incrementa
el error relativo y con valores mas grandes de Sos los resultados no se mejoran significativamente.
Otra vez, la divergencia promedio fué casi la misma que la obtenida con S = I, pero a un costo
de mas iteraciones.

Figura 2.8: Diferencia entre el campo exacto y el campo recobrado en el ejemplo 4 (una amplifi-
cacién).
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2.6 Conclusiones

Siguiendo el estudio del modelo inviscido de Sasaki para recobrar campos vectoriales, hemos
introducido un precondicionador 6ptimo para el algoritmo iterativo de gradiente conjugado, para
resolver la ecuacion operacional asociada con la formulacién de punto silla del problema. Los
resultados numéricos muestran que el nuevo algoritmo de gradiente conjugado precondicionado,
y su aproximacién estable por medio de una discretizacion de elementos finitos mixtos, preserva
las buenas propiedades del algoritmo de gradiente conjugado no precondicionado, pero es mucho
mas rapido, y produce mejores resultados que los métodos tradicionales basados en el problema
eliptico (1.8). Algunas buenas propiedades adicionales de este algoritmo son:

e Impone con mucha precisién la conservacion de masa en el campo vectorial calculado, con-
siderando que la aproximacién es de segundo orden. También, encontramos que con S = I
podemos recuperar el campo vectorial con mucha precision para todos los ejemplos. Sin
embargo, cuando el modelo inviscido es inconsistente con el campo vectorial (i.e. w(x,y)
depende de z explicitamente), los resultados dependen de S. Muchos autores dan recomen-
daciones sobre cémo escoger S, [1, 5, 8, 11, 26, 27], pero no toman en cuenta que el modelo
inviscido es inconsistente para recuperar ciertos campos vectoriales.

e El nimero de iteraciones es reducido de varios cientos a menos de diez para todos los ejem-
plos considerados en este trabajo, ain para dominios no triviales y mallas no uniformes.
También, el ntimero de iteraciones del PCG-algorithm es casi independiente con respecto al
refinamiento de la malla, mientras que el niimero de iteraciones en el algoritmo no precondi-
cionado, en muchos casos, aumenta al doble en cada refinamiento de la malla. De hecho,
hay una reduccién sustancial en el tiempo de cémputo en todos los casos. Sin embargo, este
comportamiento debe ser corroborado en problemas 3—D con mallas adaptivas en dominios
complejos, y con millones de grados de libertad, para tener una mejor idea del desempeno
del método con escenarios realistas.

e No es necesario imponer condiciones de frontera al multiplicador, como se hace en los
enfoques tradicionales. Mas aiin, no se requiere un prostproceso para encontrar el campo
de velocidad a partir del multiplicador, dado que el multiplicador y el campo vectorial
recuperado se encuentran simultdneamente dentro del algoritmo.

Por otro lado, hemos encontrado que el modelo inviscido puede tener limitaciones en algunos
casos. Por ejemplo, cuando el campo vectorial inicial u! es suave, el modelo inviscido puede ser
inconsistente con el campo vectorial que queremos recuperar.

Esto se muestra en los ejemplos 2 y 3, donde el campo recuperado no converge al exacto
conforme se refina la malla (ver el error relativo en las tablas 2.4 y 2.5). Es posible reducir el
error relativo escogiendo una matriz diagonal S diferente de la identidad como se muestra en la
tabla 2.5. Sin embargo, esta reduccion no es significativa y depende de cada caso particular. En el
ejemplo 1 (ver tabla 2.1) obtuvimos errores relativos pequenos porque no hay inconsistencia entre
el modelo y el problema, mientras que en el ejemplo 4 no obtuvimos convergencia a la soluciéon
exacta, similar a los ejemplos 2 y 3.

La aplicacién de la metodologia presentada aqui a casos tridimensionales mas realistas es un
tema interesante para trabajo futuro. Otra cuestion interesante es la aplicacién potencial de esas
metodologias a otros campos experimentales tales como dindmica de fluidos y recuperacién de
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imagenes. En particular, recientemente nos hemos enterado acerca de la importancia de la re—
construcciéon de campos vectoriales solenoidales a partir de datos experimentales obtenidos por
medio de la técnica PIV (por sus siglas en inglés: Particle Image Velocimetry) [28] y aplicaciones
potenciales a flujo 6ptimo [29]. A mediano plazo, esperamos estabecer un modelo viscoso donde
forcemos conservacién de momento y conservacién de energia, adicional a la conservacion de masa.
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Capitulo 3

Operadores de Lectura/FEscritura

para el AMJJ: Un enfoque de
controlabilidad
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3.1 Modelacion matematica del AMJJ

Como mencionamos en la introduccién, las ecuaciones adimensionales (¢ es también adimensional)
para tres juntas de Josephson acopladas inductivamente son:

djgl + 7198 + K1 (¢1 — do) +singy = I,

2

TR+ e Hl(@ — ¢1) + k2(¢p2 — ¢3) +singe = I, (3.1)
ddf;?’ + 73998 4 Ky (g3 — d2) + sin g3 = Is.

Los estados de equilibrio {6;,02,05} son soluciones de

k1(p1 — ¢2) +sin gy = iy,
k1(¢2 — ¢1) + Ka(P2 — ¢3) + sin ¢y = ia, (3.2)
k2(p3 — P2) + sin g3 = i3,

donde i1, iz, e i3 son corrientes directas e I; = i; + ad;, con ad; una energia adicional.
Para aquellos regimenes donde las segundas derivadas pueden ser despreciadas, (3.1) se reduce

a
7 dtl + k1(¢1 — ¢2) +singy = I,
%2 4 H1(¢>2 — ¢1) + ka(d2 — ¢3) +sing = Iy, (3.3)
V3% + Ko (g3 — ¢2) + sin @y = Is.
Comenzaremos nuestras investigaciones sobre controlabilidad suponiendo que (3.3) es un modelo
aceptable. De hecho, usar (3.1) en lugar de (3.3) no introduce dificultades conceptuales. Los
valores tipicos para las diferentes cantidades en el modelo son:

Y1 = 0.7, Y2 = 1.1, Y3 = 0.7, 1 = 1, 19 = 0.8, i3 = —1, (3.4)
K1 = K9 = 0.1. (3.5)

3.2 El problema de minimizacion

Cambiando a la notaciéon que se usa cominmente en teoria de control, formulamos como sigue el
problema de minimizacion asociado con la busqueda de una transiciéon éptima desde una confi—
guracion de estado estacionario a otra:

u € Uada
{ J(u) < J(v),Vv € Uya, (3.6)

donde (con k > 0y ||.|| la norma Euclidiana candnica), tenemos que
T
1 2 k 2
J(v) =5 [ vidt+ Slly(T) = yrll%, (3.7)
0

y la funcién vectorial y = {y1,y2,y3} es la solucién del siguiente problema de valores iniciales:

" dl + k1(y1 —y2) +siny; =iy +ven (0,7),

1% + ﬁl(yz — 1) + K2(y2 —y3) +sinys =iz en (0,7), (3.8)
3 dS + ko(ys — y2) +sinys =iz en (0,7).
y(0) = yo.
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En (3.7), (3.8), yr es la funcién objetivo y k es un parametro de penalizacién. Por el momento, no
seremos muy especificos en cuanto al espacio de control U,4; podemos decir que es un subconjunto
del espacio L%(0,T).

3.3 Calculando DJ(v)

Es de interés tedrico y practico calcular el diferencial DJ(v) de la funcién costo J en v. Para
lograrlo usaremos un método de perturbaciones (célculo variacional). Consideremos entonces una
perturbacién dv de la variable de control v. Tenemos asi, con notacién obvia,

dJ(v) = fDJ(U)(SUdt
0 (3.9)

_ f vbvdt + k(y(T) — yr) - Sy(T),

donde en (3.9):

(i) Denotamos por a-b el producto punto de dos vectores a y b.

(ii) La funcién 0y = {dy1,dy2,dys} es la solucién del siguiente problema de valor inicial,
obtenido al perturbar (3.8):

1d(cslgt/l + k1(dy1 — 0y2) + dy1 cosy = dv en (0,T),
’de?% + k1(0y2 — 6y1) + k2(dy2 — dy3) + dy2 cosye = 0 en (0,7, (3.10)
V3293 | o (8ys — dy2) + dys cosyz = 0 en (0,7). '
0y(0) = 0.

En forma matricial (3.10) queda como sigue:

cos Y1 0 0 ov
Doy +Koy+| 0 cosyz 0 Jdy=| 0 | en(0,7), (3.11)
0 0 COs Y3 0
dy(0) = 0.
con
m 0 0 "1 e 0
F _ 0 Yo 0 y K = —K1 K1 + K2 —R2

Introducimos ahora una funcién vectorial p = {p1,p2,p3} la cual suponemos diferenciable sobre
(0,T); multiplicando por p ambos lados de la ecuacién diferencial en (3.11), e integrando sobre
(0,T) obtenemos:

T d ) T [ cosy 0 0
/théy-pdt+/K5y-pdt+/ 0 COoS Yo 0 dy-p dt
0 0 0 0 0 cosys
T

= /plév dt en (0,7). (3.12)
0
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Integrando por partes, y tomando en cuenta la simetria de las matrices I' y K, se sigue de (3.11),
(3.12) que

T
Ip(T) - oy(T) + / —Fip-éydt + /Kp-&y dt
0

dt
T [ cos y1 0
+ / cos yg 0 p-0y dt
0 COS Y3

= /p15v dt en (0,7);
0

asi que
T
I'p +/{ —I— p+Kp+C()}-6ydt:
0
T
= /p1(5U dt en (0,7), (3.13)
0
COos Y1 0 0
con C(y) = 0 COS U2 0 . Supdngase que la funcién p es solucién del sistema
0 0 COoS Y3
(adjunto) siguiente:
CcoS Y1 0 0
_1dp =
r; +Kp + 0 COoS Yo 0 p=0, (3.14)
0 0 COoS 13
Ip(T) =k(y(T) - yr)-
De (3.13), (3.14) se obtiene
T
k(y(T) —yr)-0y(T) = /plév dt. (3.15)
0
Combinando (3.9) y (3.15) obtenemos
T T T
/DJ(v)évdt = /vdvdt + k(y(T) — / v + p1)dvdt, (3.16)
0 0 0
lo cual implica que
DJ(v) =v+pr1. (3.17)
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Nota 4.1. Hasta ahora, hemos supuesto que el control sélo actia en la primera junta. Sin
embargo, el método que hemos usado para calcular DJ también se puede aplicar cuando uno
considera controlar la transicién de yy a yr usando un control actuando en otra junta, o usando
dos o mas controles actuando en dos o mas juntas.

Nota 4.2. Si tomamos U,q = L*(0,T), es improbable que uno pueda contar con un dispositivo
que lleve a cabo la accién del control éptimo asociado u; sin embargo, el conocimiento de este
control 6ptimo puede dar ideas acerca de cémo definir espacios de control mas préacticos. Esto
justifica el hecho de que mas adelante discutamos el clculo de u en (3.6) cuando U,q = L*(0,T),
aprovechando la relacién (3.17).

Nota 4.3. En lugar de (3.7) podemos usar el funcional

T
13
=5 [t Sly@) - vl (3.18)
0

3.4 Sobre la solucién del problema de minimizacién (3.6) cuando
Uug = L*(0,7)

3.4.1 Sinopsis

T
Como el espacio L?(0,T) es un espacio de Hilbert con producto interior {v,w} — [vwdt, tiene

sentido tratar de resolver el problema (3.6) usando uno de los algoritmos de gradiente conjugado
discutidos en el capitulo 3 de [23] y resumidos en la segunda parte del Apéndice A.

En la subseccion 3.4.2 aplicaremos el algoritmo mencionado en A.2 a la solucién por gradiente
conjugado del problema (3.6) cuando U,q = L*(0,T).

La implementacién préactica del algoritmo de gradiente conjugado se discutird en la seccién
3.5.

3.4.2 Aplicacién del algoritmo de gradiente conjugado (A.12)-(A.19) a la solucién
del problema (3.6)

Recordemos que Uyq = L?(0,7T) es un espacio de Hilbert para el producto interno {v,w} —

T T
[ vwdt y la norma asociada v — 4/ [ |v|2 dt, por lo que el problema (3.6) es un caso particular
0 0
del problema (A.9), asi que podemos aplicar el algoritmo de gradiente conjugado (A.12)-(A.19)

a la solucién del problema (3.6). En nuestro caso particular, se sigue de (3.17) que ese algoritmo
toma la forma siguiente:

e Suponer que
u® es dado en L2(0,T) (u’ = 0 por ejemplo). (3.19)
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Resolver para y

sin y? i1 4+ ul
F%yo + Ky + | singd | = 19 en (0,7), (3.20)
sin /9 1 '
3 3
y°(0) = yo.
y entonces para p0
cos y? 0 0
—I‘%p0 dt + Kp® dt + 0 cos 3 0 p’=0, en (0,7), (3.21)
0 0 cos yg )
rp’(T) =k(y*(T) — yr).
Hacer
g% =ul +pl. (3.22)
o2 P
Si [|9°|” dt < tol? max[1, [ |u°|” dt], tomar u = u’; en otro caso, hacer
0 0
w’ = ¢°. (3.23)

Para ¢ > 0, u?, g7 y w? conocidos, los dos tltimos diferentes de 0, calcular u4*! y, si es
necesario wit! como sigue:

Resolver
pq € Rv
{ J(ut = pgwt) < J(ut — puw),¥p € R. (3.24)
Hacer
ul™ = u? — p . (3.25)
Resolver para y9t!
siny?t i 4+ udt!
Fdyitl 4 Kyt + [ singd™ | = i en (0,7), (3.26)
sin y§+1 i3 .
y?t(0) = yo.
y entonces para p?t!
1 ~T4pat! gt + Kpitt at
cosyl™ 0 0
+ 0 cos ng 0 p?™1=0, en (0,7), (3.27)
0 0 cos ng

CpH(T) =k(y*™(T) — yr).
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e Hacer

gttt =+t +p‘%+1‘ (3.28)
o Si
T 2
g™t
0 2
T 7 ) < tol”,
max| [ |¢°|” dt, [ |udt!|" dt]
0 0
tomar u = u9t!; en otro caso, calcular
T 2
g™t dt
0
Bqg = —_ (3.29)
[ g2 dt
0
v hacer
wit = gt 4 gLt (3.30)

e Hacer ¢ +1 — q y regresar a (3.24) .

e Fin del algoritmo.

La implementacién préctica del algoritmo (3.19)-(3.30), via una aproximacién por diferencias
finitas del problema (3.6), serd discutida en la seccién 3.5.

3.5 Sobre la implementacién practica del algoritmo (3.19)-(3.30)
via una aproximacion por diferencias finitas del problema
(3.6)

3.5.1 Aproximacién por diferencias finitas del problema (3.6) cuando U,; =
L*(0,T)
Como se hace en [34] (para otros problemas), aproximamos (3.6) cuando U,y = L*(0,T) por
utt e Us,
{ JAt(uAt) < JAt(V),VV c u{fdt’ (331)

donde:

e At =T/N con N un entero positivo “grande”.

o UAL =RN,

a

e El funcional de costo J2 se define por

Y

al k
2
5 2l Sy =yl

n=1

JAt (V)
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con v = {o" ivzl y {y" 7];7:1 obteniéndose de v y yo via la siguiente variante discreta de
(3.8):
y’ = yo, (3.32)
yparan=1,.... N
n 1 sin y?*l i1+ o™
r% + Ky + | singn ! | = i en (0,7), (3.33)
t sin yg_l i3

Para calcular y™ necesitamos entonces resolver un sistema lineal del tipo siguiente:

(T + AtK)y" = RHS™. (3.34)
La matriz
Y1 0 0 K1 —K1 0
'+ AtK = 0 v O + At —K1 K1+ Ky —Ko9
0 0 ~3 0 —K2 K2
v1 + Atk — Atk 0
= — Atk Yo + At(/ﬂl + HQ) —Atko

0 —Atko v3 + Atko

al ser una matriz 3 x 3 simétrica y definida positiva, permite resolver (3.34) en forma
particularmente fécil.

3.5.2 Calculo de la derivada DJ*!(v)

Si uno desea usar el algoritmo de gradiente conjugado (A.12)-(A.19) para resolver el problema
discreto (3.31), es necesario primero calcular DJ**(v). El método que usaremos para calcular
DJAt(v) imita en mucho al método que usamos para calcular D.J(v) en la seccién 4.3. En
Z/{ﬁf = RY usaremos el producto interior siguiente

N
(V,W)ar = Ath”w”, v ={v" N w={w"}_, e RV,
n=1

Tenemos N
SJA(v) = At Z 60" + k(yN —yr) - oy, (3.35)
n=1
con {dy"}N_, obtenido por perturbacién de (3.32), (3.33), esto es
5y’ =0, (3.36)
yparan=1,....N
n—1
0 0
Svt — § n—1 COS Yy
1Y % | Koy + 0 cosyy 0 sy !
At n—1
0 0 CoS Y3
"
- o |. (3.37)
0
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Introducimos ahora {p” 7]:7:1 € (IR{?’)N . Tomando el producto punto de p"™ con cada lado de la
ecuacién (3.37), obtenemos, después de sumar y multiplicar por At :

At f: Féy” - 5}’"_1 p" + At i Kéy™ - p"
n=1 At n=1
N cos y?il 0 0
+At Z 0 cos y;‘_l 0 sy L. p"
n=1 0 0 cos ygfl
N
= AtY sv"pf. (3.38)
n=1
Aplicando integracién por partes discreta a la relacién (3.38), y considerando que dy’ = 0,
obtenemos:
IpVH . oy™ 4+ At EN: rw SOy" 4+ At i Kp" - oy"
n=1 At n=1
N-1 [ cosy? 0 0
+At Z 0 COS Yy 0 p" L. gy
n=1 0 0 cos Yz
N
= At» piov". (3.39)
n=1

o en froma equivalente

pN — pN+1

rpN*tt.syN 4+ At [F N

N-1 ., el N-1

P —Pp
r—m —— Kp"
nzl At > Kp

n=1

+At

N-1 [ cosyy 0 0
+ Z 0 cos yy 0 p" T - oy™
n=1 0 0 cos Yy

N
= At» piov". (3.40)
n=1

Supdngase que {p"}fy:ll es solucién del siguiente sistema adjunto discreto:

rpV = k(y™ —yr), (3.41)
pV — pN+1

r
At

+ KpY =0, (3.42)
yparan=N—1,...,1

nt1 cos Yyt 0 0
+ Kp" + 0 cos Yl 0 p"l=o0. (3.43)
0 0 cos Y3

n

P —P

s At
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Se sigue de (3.35), (3.40)-(3.43) que

N N N
SJA V) = At Z oo + At Zp’f(Sv” = At Z(v" + pi)ov", (3.44)
n=1 n=1 n=1
esto es
DJA(v) = {o" +pi 3Ly (3.45)

3.5.3 Solucién por gradiente conjugado del problema de control discreto (3.31)

Para describir la variante discreta del algoritmo (3.19)-(3.30), la principal dificultad estd asociada
con la indexacion; usaremos y, = {y% ?:1 para denotar el valor discreto de la funcién vectorial
y al tiempo nAt en la iteracién g; similarmente, ug denotard el valor discreto del control u en el
tiempo nAt y la iteracién ¢q. Usando la notacién anterior, el algoritmo de gradiente conjugado
que usamos para resolver el problema de dimensién finita (3.31) es como sigue:

e Suponer que se tiene un valor de inicio

ug = {ul}_, es dado en U5 =R (ug = 0 por ejemplo). (3.46)

o Calcular {y7}N_ o = {{yn 1 1V v {ppXH = {{p}}o, }2H, resolviendo los siguientes
dos problemas

Yo = Yo,
paran =1,...., N resolver
R sinyy i1+ uf (3.47)
r¥-% 4 Kyt + | sinyj ' | = io ,
sin ygo_l i3
y entonces

'pNtt = k(yN —y7),
re"p™ | kpN —o,
paran =N —1,....,1 resolver (3.48)
- cos yiy 0 0
I‘% + Kpgy + 0 COS Yoy 0 ng =0
0 0 cosyj

e Hacer
go = {90}y = {ug + plo}as- (3.49)

e Si N 2
At anl ’gg| <t 12
N P
max([1,At> " |uil|’]

= up; en otro caso, fijar

tomar u”t

WwWo = £0- (3.50)

Para ¢ > 0, ug, g, y W4 conocidos, los dos ultimos diferentes de 0, calcular ug41 y, de ser
necesario wg41 COmo sigue:

34



Resolver
pa S K 3.51
{ T (uy — pgwy) < JA(u, — pw,),¥p € R. (3:51)
Calcular
Ug+1 = Ug — PgWq- (3.52)
Calcular {Yg+1}7]¥:0 = {{Y'ZZ+1}?=1}7]¥:0 y {PZ+1}¢]:[:11 = {{pznq+1}§:1}g:+11’ resolviendo los
siguientes dos sistemas
Yoi1 = Yo,
paran =1,...., N resolver
. -1 .
yn-~-1*yn+_11 o yqurll n uZ—H (3.33)
n . o .
PEmr = F By | sinvagy | = i :
sin ygqul 13
y entonces
N+1
Tp, ' = k(y) — yr),
I‘ptjzv+1_p¢]1\]++11 K N 0
—Qar T H8P1 =0,
paran =N —1,....,1 resolver
Fpgﬂgtp;ﬂﬂ + Kngrl (3.54)
COS Ylyi1 0 0
+ 0 COS Yy 11 0 pgill = 0.
0 0 COS Ysy 41
Hacer
N N
gq+1 = {92+1}n:1 = {UZH +p?q+1}n:1” (3.55)
Si N )
At |9y < tol?
e )
N 2 N
maX[At Zn:l |gg‘ ) At Zn:l ug—i—l ]
tomar uft = uy41; en otro caso, calcular
N 2
_ Zn:l |gg+1|
anl ‘gq ‘
y fijar
Wotl = 8g+1 1+ BgWq- (3.57)
Hacer ¢ + 1 — q y regresar a (3.51) .

Fin del algoritmo.

No es dificil generalizar este algoritmo para que el control actie sobre otra junta, o para que
dos controles actien sobre alguna combinacién de juntas o para que tres controles actuen sobre
las tres juntas. Aplicaremos estos algoritmos en las siguientes secciones para hacer transitar el
sistema entre dos estados de equilibrio estables especificos, lo cual permitird realizar operaciones
de Lectura/FEscritura, También se hard transitar el sistema desde algunos estados estables a
algunos equilibrios inestables.
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3.6 Operaciones de Memoria

El sistema de ecuaciones diferenciales (3.3) tiene varios conjuntos de desplazamiento de fase en
estado de equilibrio, usando la cantidad de corriente y los pardmetros de acoplamiento menciona-
dos, como se muestra en la tabla 3.1. En muchos casos las fases de estado estable estan cerca
de los minimos 27n; de los términos —cos#y, por lo que las fases en equilibrio se definen por sus
desfases oy, desde esos minimos (Braiman & Neschke):

0y, = 2mn; + op. (358)

L fne ]l ms [[or/2r || o2/2m || ow/2n [ 60 [| 62 [ 65 |

0 0 0(s) | 0.1992 | 0.1187 —0.1552 | 1.2517 | 0.7458 | —0.9752

1 0 O(w) | 0.0908 | 0.3591 —0.4140 | 6.8539 | 2.2566 | —2.6015

1 1 0(s) | 0.1810 | 0.0338 —0.0515 | 7.4207 | 6.4958 | —0.3236

2 0 0

2 1 O(w) | 0.1011 | 0.4539 —0.0125 | 13.2016 | 9.1355 | —0.0786

2 1 0(8) 0.0661 | 0.1164 —0.0437 | 12.9821 | 7.0148 | —0.2746

2 2 O(u) | 0.1576 | —0.1029 | —0.5958 | 13.5568 | 11.9196 | —3.7436

2 2 0(s) | 0.1671 | —0.0443 | 0.0333 13.6161 | 12.2884 | 0.2092

Tabla 3.1: Equilibrios para el sistema AMJJ. Los simbolos (u) y (s) significan que el equilibrio
es inestable y estable, respectivamente.

La tabla 3.1 incluye todos los desfases de estados estables donde n; > ng > ng y n1 < 2,
y tres estados inestables: {ni,ng,n3} = {1,0,0(u)}, {2,1,0(u)}, {2,2,0(u)}. Para los estados
estables, sin pérdida de generalidad, ng se definié como 0 ya que las localizaciones de los minimos
locales son simétricos al cambiar todas las fases por 2w. Para el conjunto de corrientes directas
y los pardametros de acoplamiento mencionados, no existe estado estable cuando la fase de la
primera junta es casi 27 (respectivamente 47) mas grande que las fases en las otras dos juntas.
Ver renglén donde {ni,na,n3} = {1,0,0(u)} (respectivamente {ni,na,n3} = {2,0,0(u)}). La
ausencia de esos estados estables es crucial para el diseno de celdas de memoria, ya que, de
acuerdo a Braiman & Neschke, para la aplicacién en celdas de memoria es suficiente manipular el
sistema para que transite entre dos estados de equilibrio, a saber, los estados estables {0,0,0(s)}
v {1,1,0(s)} .

El circuito de tres Juntas Répidas Simples acopladas (RSJ por sus siglas en inglés) asociadas
con el modelo (3.3) puede operar como una celda de memoria si un conjunto de operadores pueden
provocar la transicién del sistema entre estados estacionarios bien definidos y pueden emitir una
sefial que discrimine estados de la memoria. El valor nj como se presenta en la ecuacién (3.58),
describird la localizacién de la fase de la k-sima junta. Cuando las fases de las tres juntas estén
en el mismo pozo de potencial sinusoidal, se considerard que el sistema estd en el estado ‘0’, o
sea el estado {ni,n2,n3} = {0,0,0(s)}. Cuando las fases de la primera y la segunda junta saltan
al siguiente pozo de potencial (cerca de 27 hacia arriba), la celda estard en el estado ‘17, esto es
{n1,n2,n3} = {1,1,0(s)}. Estos dos estados corresponden a la primera y tercera filas de la tabla
3.1. En la siguiente subseccién mostraremos cémo las operaciones béasicas de memoria pueden
definirse al hacer transitar el sistema entre esos estados como se muestra en la figura 3.1.
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Escribir 1

Estado ‘O’ Estado ‘1’

Escribir O

Figura 3.1: Los dos operadores ‘Escribir 0’ y ‘Escribir 1’ tienen que enviar el sistema al estado
previsto desde cualquier estado inicial ‘0’ o ‘1.

La figura 3.2 muestra las fases de las juntas cuando el sistema inicia con condiciones iguales
a cero. Las fases alcanzan el estado estable ‘0’, es decir, el estado en donde todas las fases
estan cerca del mismo multiplo de 2w. Por conveniencia, varias de las siguientes figuras estan
normalizadas por 2w. En esta seccién se usan los mismos valores para los parametros que en
(3.4), (3.5) y At =1/500, ¢ = 1E — 6, a menos que se diga lo contrario. Las figuras 3.3, 3.4y 3.5
muestran el comportamiento del sistema cuando las condiciones iniciales son aproximaciones de
los equilibrios inestables {ni,ng,n3} = {1,0,0(u)}, {2,1,0(u)}, {2,2,0(u)}, respectivamente.

junta 1
junta 2
junta 3

0af &

fase/(2Pi)

048
0

Figura 3.2: Series de tiempo de las fases escaladas por 27, con condiciones inciales cero.
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jurta 1 |
junta 2
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02r q
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u] =1 10 15 20 25 30 35 40
tiempo

Figura 3.3: Evolucién al estado {1,1,0(s)} desde una aproximacién

248
21 3
18 q
E
@ o 1
a
= junta 1
05F junta 2 i
junta 3
ok P
05 I ! L L L L L
0 3 10 15 20 25 30 35 40
tiempo

248 T T T T T T T
I 4
181 q
junta 1
T Ir jurta 2 B
=3 jurta 3
@
2 st 1
D_ =
05E q
1 L L L L L L L
0 a 10 15 20 24 30 35 40

tiermpo

del equilibrio {1,0,0(u)}.

del equilibrio {2,1,0(u)}.

Figura 3.5: Evolucién al estado {2,2,0(s)} desde una aproximacién del equilibrio {2,2,0(u)}.
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3.6.1 Operacion ‘Escribir 1’

Si un control que se aplica al sistema siempre produce una transicién al estado ‘1’, independiente-
mente de si estaba en el estado ‘1’ o en el estado ‘0’, entonces la operacién puede ser considerada
como escritura en memoria del ‘1’ o ‘Escribir 17; el control es el operador. La configuracion de
equilibrio de las fases en el estado ‘1’ es tal que la primera y segunda fase saltaron al siguiente
pozo de potencial (approximadamente 27 mayor que la fase de la tercera junta). Para que la
transiciéon desde el estado ‘0’ hasta el estado ‘1’ se lleve a cabo exitdsamente, la energia inyectada
en el sistema por el control debe afectar sélamente las fases de la primera y segunda juntas.
Buscaremos un control que actie en la primera junta para llevar a cabo la operacion ‘Escribir 1.
Debido al acoplamiento entre la primera y segunda juntas, este control causard también un salto
en la fase de la segunda junta. La fase de la tercera junta no debe cambiar significativamente.
Las figuras 3.6, 3.7, 3.8 y 3.9 muestran, para varios valores de 7', los controles y las fases de las
juntas que hemos encontrado al aplicar el algoritmo (3.46)-(3.57) con el fin de ir del estado ‘0’ al
estado ‘1.

dt=1/500; eps=1EHE

BOF

40+

contral

T (tiempo final)

Figura 3.6: Controles para varios valores de T'. La transicién es desde el estado ‘0’ hasta el estado
‘1.

fage de junta 1

40 ! ! ! L L L L L L
0

T (tiempo final)

Figura 3.7: Fases de la junta 1 para diferentes valores de T, asociadas con los controles de la
figura 3.6.
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fage de junta 2

T (tiempo final)

Figura 3.8: Fases de la junta 2 para diferentes valores de T, asociadas con los controles de la
figura 3.6.

fase de junta 3

T (tiempo final)

Figura 3.9: Fases de la junta 3 para diferentes valores de T, asociadas con los controles de la
figura 3.6.

dt=1/00; eps=1EH
07 T T T T T T T T T

06F 1

0af

04F

02r

normaly (T)-YTynarma(¥T)

IR0

0 1 .
0 2 4 3] g 10 12 14 16 18 20
T (tiempo final)

Figura 3.10: Norma relativa del estado final aproximado cuando se transita del estado ‘0’ al
estado ‘1’ usando los controles de la figura 3.6.
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La figura 3.10 muestra el comportamiento de ||y — y7||/||y7|| cuando T se incrementa de 1
a 20. Para el caso especifico del control correspondiente a T' = 7, y extendido como u = 0 hasta
T = 14, el cual se muestra en la figura 3.11, podemos ver en la figura 3.12 el comportamiento del
sistema al iniciar en el estado ‘0’ y el control actuando en la primera junta. El comportamiento
de las fases en la figura 3.12 es el esperado ya que el estado ‘1’ es estable, pero cuando el control
es aplicado al sistema estando éste en el estado ‘1, se va al estado {2,1,0(s)} como en la figura
3.13, en lugar de permanecer en el estado ‘1’, una condicién necesaria para que el control sea 1til
como un operador ‘Escribir 1’. Lo mismo sucede para cualquier control en la figura 3.6.

contral

tiempo

Figura 3.11: Control para T'= 7 de la figura 3.6, extendido como u = 0.

fases/{Zg)

tiempo

Figura 3.12: Comportamiento de las fases cuando se inicia en el estado ‘0’ y se aplica en la
primera junta el control de la figura 3.11. El sistema transita al estado ‘1’.
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fases/(2Pi)

L 1 . .
5 10 15 20 25
tiermpo

Figura 3.13: Comportamiento de las fases cuando se inicia en el estado ‘1’ y se aplica en la
primera junta el control de la figura 3.11. El sistema transita al estado {2,2,0(s)}.

Gracias al hecho de que el estado ‘0’ y el estado ‘1’ son estables y a que existe un equilibrio
inestable entre ellos (equilibrio {1,0,0(u)} en la tabla 3.1), podemos tratar de alcanzar algun
estado en la cuenca de atraccién del estado ‘1’, pero suficientemente alejado de éste para garan-
tizar que cuando el mismo control sea aplicado al sistema pero iniciando en el estado ‘1’, éste
permanezca en el mismo estado ‘1’. Por ejemplo, para T = 20, el control 6ptimo que tiene este
efecto se muestra en la figura 3.14 (Y = 27{0.2489,0.5053, —0.1136}). La transicién del estado
‘0’ al estado ‘1’ y la permanencia en el estado ‘1’ se ilustra en la figura 3.15.

contral

1
=1 10 15 20 25 30 35 40
tiempo

Figura 3.14: Control 1til como operador ‘Escribir 1’ cuando 7" = 20.

Asi que el control de la figura 3.14 puede verse como un operador ‘Escribir 1’ (para el caso
T = 20) ya que lleva al sistema al estado ‘1’, independientemente del estado de inicio.
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—==J1 desde E0
———J2 desde ED |7
—J3 desde EO

J1 desde E1 |
—J2 desde E1
J3 desde E1 | |

fases/(2Pi)

s L L L L L L L
0 a 10 15 20 24 30 35 40

Figura 3.15: Transicién del sistema al estado ‘1’ desde los dos estados ‘0’ y ‘1’ usando el control
de la figura 3.14.

3.6.2 Operacion ‘Escribir 0’

La operacion de memoria ‘Escribir 0’ o reset se implementa controlando la energfa en la tercera
junta. En este caso se debe dar la transicion desde el estado ‘1’ de regreso al estado ‘0’, y ademas,
utilizando el mismo control e iniciando en el estado ‘0’ el sistema debe permanecer, después de
un transitorio, en el estado ‘0’. En este caso, el control usado se llama un operador ‘Escribir 0’.

Si el sistema esta en el estado ‘17, una vez que la fase de la tercera junta se mueva al siguiente
pozo de potencial, todas las fases estaran en el mismo nivel. Las fases del nuevo estado estable
son exactamente 27 mas grandes que las alcanzadas después de iniciar con condiciones cero y
sin energia adicional en las juntas. El nuevo estado es {ni,na2,n3} = {1,1,1(s)}, el cual, por
definicién es equivalente al estado {0,0,0(s)}. Las figuras 3.16-3.19 muestran los controles y
las fases de las juntas para varios valores de T. La figura 3.20 muestra el comportamiento de
Ily™ — y7||/|lyr|| cuando T incrementa de 1 a 20. Un control especifico que funciona como
operador de escritura ‘0’ se muestra en la figura 3.21. La figura 3.22 muestra la transiciéon del
estado ‘1’ al estado ‘0’ y cémo el sistema permanece en el estado ‘1’.

8r j
1]
o 1 2 a 4

control
L] w = m [=2] -~

i B
T (tiempo final)

Figura 3.16: Controles para varios valores de 7. Controlando la tercera junta el sistema va del
estado ‘1’ al estado ‘0.
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Figura 3.17: Fases de la junta 1 para diferentes valores de T, asociadas con los controles de la

figura 3.16.

1 2 3 4

5 B 7 8 9 o
T tiempo final)

Figura 3.18: Fases de la junta 2 para diferentes valores de T, asociadas con los controles de la

figura 3.16.

a 1 2 3 1 5 [ 7 [ IR}
T (tiempo final)

fase de junta 3

Figura 3.19: Fases de la junta 3 para diferentes valores de T', asociadas con los controles de la
figura 3.16.
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Figura 3.22: Transicién del estado ‘1’ al estado ‘0’

‘0’ (derecha).
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Figura 3.20: Norma relativa del estado final.
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Figura 3.21: Control actuando como

operador ‘Escribir 0’.
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3.6.3 Operacién Leer

Siguiendo a Y. Braiman y B. Neschke [33], para leer el estado de la memoria, usamos un control
que pueda aplicarse a una de las juntas. Una condicién para tener una operacién de lectura
exitosa es que la aplicacion del control de lectura proporcione diferentes resultados en el circuito,
dependiendo de si el circuito inicialmente estaba en el estado ‘0O’ o en el estado ‘1’. El mismo
control (figura 3.14) que usamos para la operacién ‘Escribir 1’ (figura 3.15), aplicado a la primera
junta, puede servir como nuestro comando de lectura. Los datos de lectura (0 6 1) se tomaran
de la segunda junta. Cuando el estado inicial del circuito es ‘1’; casi no habré respuesta de fase
de la segunda junta al control aplicado. Por el contrario, cuando el estado inicial del circuito de
memoria es ‘0’, el control produce un salto de 27 en la fase de la segunda junta. Consecuentemente,
la segunda junta muestra un correspondiente pico de voltaje. Asi que la respuesta de la segunda
junta depende del estado inicial del circuito. Sin embargo, como es comin para operaciones de
lectura destructivas, después de que se aplique el comando de lectura, el estado del circuito estara
siempre en el estado ‘1°.

3.7 Alcanzando un estado de equilibrio inestable

En las secciones previas estuvimos interesados en alcanzar estados de equilibrio estables del sis-
tema (3.3) iniciando desde otros estados de equilibrio estables. Para ese propésito fué suficiente
controlar sélamente sobre una junta. FEn esta seccién estamos interesados en alcanzar estados
inestables a partir de estados estables. En este caso no es suficiente controlar sélamente sobre
una junta. Ya que podemos controlar sobre 1, 2 o 3 juntas, resumiremos los resultados siguiendo
este orden. Todos los resultados mostrados en esta seccién fueron obenidos usando los valores
At =1/500, e = 1E — 6 y los valores en (3.4)-(3.5). En todas las graficas los colores azul, rojo
y verde estan asociados con las juntas 1, 2 y 3 respectivamente, y se incluyen tres puntos, azul,
rojo y verde, para ilustrar las componentes del equilibrio que estamos tratando de alcanzar.

3.7.1 Controlando con una junta

Aqui el dnico caso exitoso fue aquel en el que se alcanzé el equilibrio inestable {2,1,0(u)} desde
el estado estable cercano {2,1,0(s)} cuyos valores especificos son {12.9821, 7.0148, -0.2746} y
{13.2016, 9.1355,-0.0786} respectivamente. Los resultados para las fases se muestran en la figura
3.23 y el control que se usé, actuando en la primera junta, se muestra en la figura 3.24. El control
se obtuvo con 7" = 10 y fijamos u = 0 una vez que el equilibrio inestable se alcanzé .

En general, cuando se controla sélamente una junta, tinicamente se alcanza la respectiva
componente del vector objetivo, como se muestra en las siguientes figuras. En la figura 3.25 se
muestra el intento de transitar el sistema desde el estado ‘0’ hasta el estado inestable {1,0,0(u)},
aplicando el control en la primera junta. No se alcanza el estado que se busca y al dejar de
controlar, el sistema transita al estado estable {1,1,0(s)} (estado ‘1’). En la figura 3.26 tratamos
otra vez de transitar el sistema desde el estado ‘0’ hasta el estado inestable {1,0,0(u)}, pero
ahora aplicando el control en la tercera junta. Tampoco se pudo alcanzar el valor objetivo para
la primera componente y al dejar de controlar, el sistema evolucioné al estado estable {2,1,0(s)}.

La figura 3.27 muestra los resultados de tratar de alcanzar el estado inestable {1,0,0(u)} pero
ahora desde el estado ‘1’, controlando en la primera junta. Después de un transitorio el sistema
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Figura 3.23: Alcanzando el equilibrio inestable {2,1,0(u)} desde el estable {2,1,0(s)}.
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Figura 3.24: Control aplicado en la primera junta para alcanzar el equilibrio inestable {2,1,0(u)}
desde el estable cercano {2,1,0(s)}.

Figura 3.25: Intento de
trolando en la junta 1.
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transitar el sistema del estado ‘0’ al estado inestable {1,0,0(u)}, con-
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Figura 3.26: Intento de transitar el sistema del estado ‘0’ al estado inestable {1,0,0(u)}, con-
trolando en la junta 3.

permanece en el estado ‘1.
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Figura 3.27: Intento de trasitar el sistema desde el estado ‘1’ hasta el estado inestable {1,0,0(u)}.
Observese que permanece en el estado ‘1’

3.7.2 Controlando con dos juntas

En general, cuando controlamos sobre dos juntas, se alcanzan los respectivos valores del vector
objetivo, pero el que se alcance o no el valor objetivo asociado con la junta sobre la que no hay
control, depende de cudl par de juntas y puntos de equilibrio se seleccionen. Para comparar con
los resultdos de la seccion previa presentamos los resultdos para casos similares. En la figura
3.28 presentamos la transicién del sistema desde el estado estable {0,0,0(s)} al estado inestable
{1,0,0(s)} cuando se controla sobre las juntas 1 y 3. En las figuras 3.29 y 3.30 mostramos
la transicién del sistema desde el estado estable ‘1, {1,1,0(s)}, al estado inestable {1,0,0(u)}
cuando se controlan las juntas 1 y 2, y 2 y 3 respectivamente.
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Figura 3.28: Transicién del sistema del estado estable {0,0,0(s)} al estado inestable {1,0,0(u)}
cuando se controlan las juntas 1y 3.
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Figura 3.29: Transicién del sistema desde el estado estable {1,1,0(s)} tratando de alcanzar el
estado inestable {1,0,0(u)}, controlando las juntas 1y 2.
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Figura 3.30: Transicién del sistema desde el estado estable {1,1,0(s)} tratando de alcanzar el
estado inestable {1,0,0(u)}, controlando las juntas 2 y 3.
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3.7.3 Controlando con tres juntas

Cuando controlamos con las tres juntas alcanzamos cualquier equilibrio inestable con un error
relativo pequeno y en pocas iteraciones. En la figura 3.31 mostramos la transicion del sistema
desde el estado estable {1,1,0(s)} al estado inestable {1,0,0(u)} cuando se controlan las tres
juntas.

25

r

n

t

fases/(2Pi)
e
n

o

05
o

. L L I L L .
5 10 14 20 25 30 35 40
tiempo

Figura 3.31: Transicién del sistema desde el estado estable {1,1,0(s)} al estado inestable
{1,0,0(s)} cuando se controlan las tres juntas.

3.8 Conclusiones

Se ha propuesto una formulacién de control 6ptimo que permite conducir la evolucién de las
fases del modelo AMJJ desde un estado de equilibrio a otro. Las condiciones de optimalidad
se encontraron por medio de cédlculo variacional usando un analisis de perturbacién. Como el
modelo AMJJ es no lineal se utilizé el algoritmo de gradiente conjugado general no cuadratico
para encontrar una aproximacién al control éptimo. En este tipo de problemas es necesario utilizar
técnicas efectivas de busqueda de linea (line search) en cada iteracién debido a que no es posible
encontrar el tamano de paso de forma exacta. Nuestra eleccién fue el método de Newton. Este
enfoque numérico produce excelentes resultados como se muestra en los ejemplos, que incluyen:

e La transicién entre dos estados de equilibrio estables especificos, que a su vez permiten
encontrar controles que sirvan como operadores de memoria de lectura y escritura. Los
resultados numéricos muestran que para lograr esta transicién fue suficiente controlar sobre
una séla junta.

e La transicién desde estados estables a estados inestables. En este caso es necesario controlar
al menos sobre dos juntas y los resultados dependen de cuales estados de equilibrio y cuales
juntas se consideren.
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Capitulo 4

Estabilizaciéon del AMJJ alrededor de
un equilibrio inestable
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4.1 FEl enfoque de controlabilidad

Como se explicod en el capitulo 3, las figuras 3.3, 3.4 y 3.5 muestran el comportamiento del
sistema (3.3) cuando las condiciones iniciales son aproximaciones de los equilibrios inestables
{n1,n2,n3} = {1,0,0(w)},{2,1,0(n)}, {2,2,0(u)}, respectivamente. En este capitulo nuestro
objetivo es estabilizar el sistema modelado por (3.3), alrededor de un equilibrio inestable, con-
trolando por medio de las juntas, i.e., deseamos mantener los valores de las fases de las figuras
3.3, 3.4 y 3.5 casi constantes a través del tiempo. El valor constante debe ser el valor inicial en
cada caso. El enfoque que se considera aqui es el clasico, a saber,

(a) Linealizar el modelo (3.3) en la vecindad de un equilibrio (inestable) del sistema.

(b) Calcular un control 6ptimo para el modelo linealizado.

(c) Aplicar el control anterior al sistema no lineal.

Consideremos un estado inestable 6 de (3.3) y una variacién “pequena” §6 de 6; la perturbacién
d¢ del estado de equilibrio @ satisface aproximadamente el modelo lineal siguiente:

N dil(fl + k1(6¢p1 — dp2) + d¢py cos B = 0,
Qdflcfz + k1(0pa — 6p1) + Ko (0ppa — dp3) + dpg cos B = 0,
- dilfs + Kk2(dp3 — dd2) + dp3 cos b = 0,
dp(0) = 6.

(4.1)

Al menos uno de los valores propios del jacobiano del sistema (4.1) es positivo. Esto significa
que el sistema puede presentar un fenémeno de explosién (en tiempo infinito). Las figuras
4.1, 4.2 y 4.3 muestran la solucién de (4.1) para los tres equilibrios inestables {ni,na,n3} =
{1,0,0(u)},{2,1,0(u)}, {2,2,0(u)} incluidos en la tabla 3.1, respectivamente. Los valores usados
para la perturbacién inicial §6 fueron 60 = [1E — 2,1E — 2, 1E — 2].

G00 &
junta 1
700 = ==junta 2 |4
== junta 3 I

600

500

400

In(normaf(y))

300

perurbacion de fase yi

200

100

tiempo tiempo

Figura 4.1: Solucién y = d¢ de (4.1) para el equilibrio inestable {ni,na,n3} = {1,0,0(u)} y
50 = [1E — 2,1E — 2,1F — 2.

Es claro que el modelo (4.1) ya no es véalido si d6 es muy grande pero la idea detrds de

considerar el modelo linealizado (4.1) es usarlo para calcular un control que prevenga que d¢
se haga demasiado grande (y de ser posible llevarlo a cero), esperando que el control calculado
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Figura 4.2: Solucién y = d¢ de (4.1) para el equilibrio inestable {ni,n2,n3} = {2,1,0(u)} y
50 =[1E —2,1E — 2,1E — 2|.
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Figura 4.3: Solucién y = d¢ de (4.1) para el equilibrio inestable {ni,no,n3} = {2,2,0(u)} y
50 = [1E —2,1E — 2,1E — 2.
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también estabilize el sistema no lineal original:

N 4 k1 (1 — ¢2) +singy = I,

1222 4 k1 (2 — ¢1) + Koo — ¢3) +sindo = I, (4.2)
3% 4 ko3 — ¢2) +singy = I,
(0) = 0 + 56.

Los términos fuente en el lado derecho de (4.2) son de la forma I; = i; + v;, con ¢; corrientes
directas cuyos valores ya fueron definidos en el capitulo 3 y v; podria ser una energia adicional.
En la figura 4.4 se muestra el comportamiento del sistema no lineal (4.2) cuando no se usa control
(vy = 0,1 = 1,2,3) y se considera una pertubacién inicial §¢ = [1E — 2,1F — 2,1E — 2| del
equilibrio inestable {ni,n2,n3} = {1,0,0(u)}. El sistema transita al estado estable {1,1,0(s)}.
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Figura 4.4: Solucién ¢ de (4.2) cuando no se controla y la perturbacién inicial es 00 = [1E —
2,1F — 2,1F — 2] del equilibrio inestable {ni,na,n3} = {1,0,0(u)}.

4.2 FEl problema de control lineal

La variante con control del sistema (4.1) que consideramos (controlando por medio de las tres
juntas) se define por

Ba! dfffl + KJl((M)l — 5¢2) + d¢1 cos b1 = vy,
2% 1 1) (8o — 6p1) + Ko (32 — dd3) + dpa cos g = v,

) (4.3)
73% + Ko (0p3 — d¢p2) + 0¢p3 cos O3 = vs,
dp(0) = 66.
Usando la notacién y = d¢, estabilizaremos (de ser posible)
Y%+ k1 (Y1 — y2) + Y1 cos by = vy,
726%+"01(y2—y1)+/i2(y2—y3)+ygcos92 = vy, (4.4)
V32 + ka(ys — y2) + y3 cos s = g,
y(0) = 6.
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utilizando la formulacién de control siguiente:

ueu,
{ J(u) < J(v),Vv el, (4.5)
donde
1 ’ k . L
J(V) = 2/‘V‘2dt—|—21/|y|2dt+22Hy(T)|2’ (4.6)
0 0

con [y|* = |y1|* + |yo|* + [ys|*-

4.3 Condiciones de optimalidad y solucién de gradiente conju-
gado para el problema (4.5)

4.3.1 Generalidades y Sinopsis

Denotemos por D.J(v) el diferencial de J en v € U = L?(0,T;3) = (L?(0,T))3. Ya que U es un
espacio de Hilbert para el producto escalar definido por

T
(v,wW)y = /V(t) -w(t) dt,
0

la accién (DJ(v),w) de DJ(v) en w € U se puede escribir como

T
(DJ(v),w) = /DJ(V)(t) -w(t) dt, Yv,w e U,
0

con DJ(v)(t) € U. Si u es la solucién del problema (4.5), se caracteriza [usando argumentos de
convexidad (ver, e.g., [37])] por
DJ(u) = 0. (4.7)

Ya que la funcién costo J es cuadratica y el modelo de estado (4.1) es lineal, DJ(v) es de hecho
una funcién afin de v, implicando junto con (4.7) que u es la solucién de una ecuacién lineal en
el espacio de control Y. En forma abstracta, la ecuacién (4.7) se puede escribir como

DJ(u) — DJ(0) = —D.J(0),

y por las propiedades (que se necesitan probar) del operador v.— DJ(v) — DJ(0), el problema
DJ(u) = 0 se podria resolver por un algoritmo de gradiente conjugado (caso cuadratico, ver
Apéndice A) operando en el espacio Y. La implementacién practica de este algoritmo requiere
del conocimiento explicito de DJ(v).
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4.3.2 Calculando DJ(v)

Calculamos el diferencial DJ(v) de la funcién costo J en v suponiendo que U = L*(0,T};3). Para
lograr esa meta emplearemos un andlisis de perturbacién. Consideremos asi una perturbacion dv
de la variable de control v. Tenemos entonces,

T
8J(v)= [DJ(v)-dvdt
T 7’ (4.8)
= [vovdt + ki [y - 0ydt + koy(T) - 0y(T),
0 0

donde en (4.8):

(i) Denotamos por a-b el producto interno de dos vectores a y b.

(ii) La funcién dy = {0y1,0y2,0y3} es la solucién del problema de valores iniciales siguiente,
obtenido por perturbacién de (4.4):

Y1 d§y1 + K1 (5y1 (SyQ) + 01(5?;1 = 6’01 €n (0 T)
yp 2o 4 m(5y2 — 8y1) + r2(Sy2 — 0ys) + Cadys = Sz en (0,T), (4.9)
Y3 dt3 + HQ(éyg — 5y2) + 0363/3 = dvz en (0 T)
donde C = cosfy, Cy = cos by, C3 = cosfs. En forma matricial (4.9) queda como:
(51)1
d =
I' %0y + Kdy + Cdy dvy | en (0,7), (4.10)
5’03
dy(0) = 0.
cCi 0 0 v 0 0
conC=|( 0 Cy 0  I'=1 0 17 0 Y
0 0 Cs 0 0 93
K1 —K1 0
K = —K] K1+ K2 —K2
0 —K2 K2

Introducimos ahora la funcién vectorial p = {p1, p2, p3} que suponemos diferenciable sobre (0,7);
multiplicando por p ambos lados de la ecuacién diferencial en (4.10), e integrando sobre (0,7)
obtenemos:

T T

T
/F 0y - p dt+/ (K+C)y-pdt= /p-év dt in (0,7). (4.11)
0 0 0

Integrando por partes, y tomando en cuenta la simetria de las matrices I' y K, de (4.10), (4.11)
se sigue que

T T T

I'p(T) - 6y(T) +/ Fccth Oy dt + /(K + C)p-dy dt = /p~6v dt en (0,7).

0 0 0
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Asi que

T
'p +/{r p + (K +C)p }-5ydt
0
T
= /p-év dt en (0,7), (4.12)
0

Supéngase que la funcién vectorial p es solucién del siguiente sistema (adjunto):

{ T2 +(K+C)p =hy, (4.13)
I'p(T) =kzy(T).
Se sigue de (4.12), (4.13) que
T T
koy(T) - 0y(T') + k1 /y-éy dt:/p-év dt. (4.14)
0 0
Combinando (4.8) y (4.14) obtenemos
T T
/DJ(V) Sovdt = /v-&vdt + Ky /y dydt + kay (T / v+ p) - ovdt, (4.15)
0 0
lo que implica a su vez que
DJ(v)=v+p. (4.16)

Nota 4.1. Hasta ahora hemos supuesto que en cada junta i estd actuando un control v; pero el
método usado para calcular D.J también puede aplicarse si uno considera controlar la transicién
(desde y(0) = d¢(0) = 6 hasta y(T') = d¢(T) = 0) usando sélamente uno o dos controles.

4.3.3 Condiciones de optimalidad para el problema (4.5)

Sea u la solucién del problema (4.5) y denotemos por y (respectivamente, p) la solucién co—
rrespondiente al sistema de estado (4.3) (respectivamente, del sistema adjunto (4.13)). De acuerdo
a la subseccién 4.3.2 DJ(u) = 0 es equivalente al siguiente sistema de optimalidad:

u = -—p. (4.17)

diyq
71(% +r1(y1r —y2) +Ciyn = wy, en (0,7), (4.18)

dys

72(% +r1(y2 —y1) + ka(y2 —y3) + Caya = ua, en (0,7), (4.19)

dys
73d7yt + ro(ys —y2) + C3yz = wug, en (0,7, (4.20)
y(0) = 40, (4.21)

d

—rd—lt’ +(K+C)p = kiy,en (0,T), (4.22)
I'p(T) = koy(T). (4.23)
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A la inversa, se puede mostrar (ver, e.g., [37]) que el sistema (4.17)—(4.23) caracteriza u como la
solucién (necesariamente tnica en este caso) del problema de control (4.5). Las condiciones de
optimalidad (4.17)—(4.23) juegan un papel crucial en lo que respecta a la solucién iterativa del
problema de control (4.5).

4.3.4 Ecuacion funcional satisfecha por el control éptimo

Nuestra meta en este apartado es mostrar que la condicién de optimalidad D.J(u) = 0 se puede
escribir también como

Au = 3, (4.24)

donde el operador lineal A es un isomorfismo simétrico fuértemente eliptico de U en si mismo (un
automorfismo U) y 5 € U. Un candidato para A es el operador lineal de U en si mismo definido
como

Av=v + p(V),

con p(v) obtenido a partir de v via la solucién sucesiva de los dos problemas siguientes:

U1
V3 '
y(0) = 0.
el cual es un problema hacia adelante en el tiempo, y
{ _I‘%p + (K + C)p =k1y, (426)
I'p(T) =kay(T).

el cual es un problema hacia atras en el tiempo. Para ver que el operador A es un isomorfismo
simétrico y fuértemente eliptico de U en si mismo consideramos v', v2 en U y definimos y?, p°
por
y'=y('), p'=p(v"), i=12%
tenemos entonces

T T T T

/(Av1)~v2 dt—/(vl—kpl)-v2 dt—/v1 -v? dt+/p1~v2 dt. (4.27)
0 0 0 0

Por otro lado, tenemos, empezando con la ecuacion diferencial en (4.25) y usando integracién por
partes, que

T
0 = /(F y? 4 (K + C)y? —V2>-p1dt
0

T
< I— p + (K +C)p > y2dt/v2-p1dt
0

= hkoy'(T ) +

/T
0
T T
/lﬁy y2dt —/ 2. pldt.
0 0
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Esto implica que

vZ.pldt. = koy' (T )+ [ Byt - y2d (4.28)

—
St~

=~ o

Combinando (4.27) con (

T T T
/(Avl) V2 dt = /V v dt + koy (T +/k1y -y2d (4.29)
0 0 0

La relacién (4.29) implica la simetria de A; también tenemos que

.28) obtenemos

T
/Av vdt>/|v| dt, Vv e U,
0

lo cual implica la elipticidad fuerte de A sobre U (también es continuo). El operador lineal A,
al ser continuo y fuértemente eliptico sobre U, es un automorfismo de /. Para identificar el lado
derecho f de la ecuacién (4.24), introducimos Yy y Py definido como la solucién de

d _
thY0+(K+0)Y0 =0en (O,T), (430)
YO(O) - 597
y
I‘Po( ) =koYo(T )
Suponemos ahora que y y p satisface las condiciones de optimalidad. Definimos
y y — YOa
p = p—P,
Restando (4.30) y (4.31) de (4.25) y (4.26) obtenemos
ds -
{ thy—l—(KtC)y—uen (0,7), (4.32)
y(0) =0,
Y d—=
{ ~T5p + (K + C)p=k1y, (4.33)
Fp( ) =k2¥(T).
Por la definicién del operador A se sigue que
Au=u+p=-p+p=—Py; (4.34)

el lado derecho de (4.34) es el vector § que estdbamos buscando.

Por las propiedades de A, se puede resolver el problema (4.34) usando un algoritmo de gra—
diente conjugado operando en un espacio de Hilbert ¢. Este algoritmo se describira en la siguiente
subseccion.
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4.3.5 Solucién por gradiente conjugado del problema de control (4.5)
Generalidades

El problema (4.34) se puede escribir en forma variacional como
u € U(=L*0,T;3)),
T T
/(Au) vdt = — /PO v dt,Vv el. (4.35)
0 0

Por la simetria y U-elipticidad de la foma bilineal

T
{v,w} — /(Av) -w dt,
0

el problema variacional (4.35) es un caso particular de la clase de problemas variacionales lineales
descritos en el Apendice A.

Sobre la solucién del problema de minimizacién (4.5) cuando U = L?(0,T};3)

Recordemos que U = L%(0,T;3) es un espacio de Hilbert para el producto interior {v,w} —

T T
[ v-wdt y la norma asociada v.— [ [ |v|? dt, implicando que el problema(4.5)-(4.35) se puede
0 0

resolver aplicando el algoritmo de gradiente conjugado (A.2)-(A.8). Para nuestro caso ese algo-

ritmo toma la siguiente forma:

e Sea
u’ dado en L?*(0,7;3) (u® = 0 por ejemplo). (4.36)
e Resolver para y
0
Uy
4,0 0 _ 0
rsy’ +(K+Q)y u% en (0,7), (4.37)
u3
y%(0) = 56.

y enseguida resolver para p°

_1d0 0 —ky9
{ Lip’ + (K + C)p’ =kuy®, en (0,7), (4.38)
I'pY(T) =kay*(T).
e Tomar
0 = u® 4 p. (4.39)
T .
. Sif ‘go‘ dt < tol® max|L, I }uo‘ dt], tomar u = u’; en otro caso, hacer
0 0
w0 = g, (4.40)

Para g > 0, u?, g? y w? conocidos, calcular u¢t!, gi*! y si es necesario, calcular w?*! como
b ) ) ) b
sigue:
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e Resolver para y?

Wy
dq 4 — q
P&y + (K +C)y w3 en (0,7), (4.41)
w3
y°(0) = 0.

y entonces resolver para p?

{ ~T4p? + (K +C)p? =k1y?, en (0,7), (4.42)
I'p!(T) =ky*(T).
Tomar
g!=w!+p! (4.43)
y
T
pu =g/ [ gt (1.44)
0
e Hacer
u?tt = u? — p,w. (4.45)
e Tomar
gt =gl — pg. (4.46)
e+ P
e Si - = < tol?, tomar u = u?t!; en otro caso, calcular
max([|g0|dt, [|us+!|dt]
0 0
L 2
[ g™ dt
0
o= (4.47)
J g9 dt
0
v hacer
witl = gt 4y wi, (4.48)

e Hacer ¢ +1 — ¢ y regresar a (4.41) .

e Fin del algoritmo.

La variable de estado y? puede ser actualizada simultdneamente con el control u? ya que para
todo ¢ tenemos

Pyt + (K +C)y? =i, en (0,7),
L y1(0) = 36. (4.49)
Asi que,
Py = y0) + (K + O)(y"* — y9) = il — wd = —p,wi, en (0,7), Lo
(!~ y7)(0) =0, 450
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lo cual, por definicién de y9, implica que

qg+1 q+1

y yi=—py! =y =y?—py’

La implementacién practica del algoritmo (4.36)-(4.48), usando una discretizaciéon por diferencias
finitas del problema (4.5), se discutird en la siguiente seccién.

4.4 TImplementacién practica del algoritmo (4.36)-(4.48) via una
aproximacién de dife-rencias finitas del problema (4.5)

4.4.1 Aproximacién de diferencias finitas del problema (4.5) cuando U =
L*(0,T;3)

Aproximamos (4.5) cuando U = (L?(0,T))? por

{ uAt c L{At7

JAt(uAt) < JAt(V) Vv € Z/{At (451)

donde:

e At =T/N con N un entero positivo “grande”.
° uAt — (RES)N'

El funcional de costo J2 se define por

N
At n k1At n ko
T V)= =D VP + dly !2+§|\YN|!27

n=1 n=1

con v = {v"})_ y {y"})_, obtenido de v y 60 via la siguiente variante discreta de (4.4):
y? =66, (4.52)
yparan=1,....N

yn . ynfl U1
— = 4+ (K+C)y"= | v} | en (0,7), (4.53)

r
At

Para calcular y™ tenemos que resolver un sistema lineal del tipo
(T'+ At(K + C))y™ = RHS". (4.54)

La matriz I' + At(K 4+ C) de 3 x 3 es simétrica y definida positiva, asi que resolver (4.54) es facil.
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4.4.2 Condiciones de Optimalidad y solucién por gradiente conjugado de (4.51)
Célculo de DJA(v)

Puesto que deseamos usar el elgoritmo de gradiente conjugado (A.2)-(A.8) para resolver el pro—
blema discreto (4.51), calculamos primero DJ2t(v). En U2 = (R?)N usaremos el siguiente
producto interior

N
(vow)ar = At S VoW, vy = (v w = {w € (R

n=1
Tenemos que

N N
SJB V) = At Z v? - ov" + kAt Z y" - oy" + kay? - oy, (4.55)

n=1 n=1

donde {dy"}X_, se obtiene por perturbacién de (4.52), (4.53), esto es

oyY =0, (4.56)
yparan=1,..,. N
ov}
SVt — & n—1 1
Y =Y L (k+0)pyr = | e |. (4.57)
At Sun
3

Introducimos {p"}\_; € (R*)". Tomando el producto interior de p” con cada lado de la ecuacién
(4.57), obtenemos, después de hacer la sumatoria y la multiplicacién por At :

1

N SV — Sy N
A T o At (K + C)ey - p”

n=1 At n=1
N
= At Z v’ - p™. (4.58)
n=1

Aplicando sumacién por partes (versién discreta de la integracién por partes) a la primera suma-
toria en la relacién (4.58), y considerando que 6y” = 0, obtenemos:

N n n+1 N
TpV oy L At ST 2P sy ALS (K 4 O)p” - Sy™
p vV + nzl A Y+ nzl( +C)p" - dy
N
= AtZév"'p”. (4.59)
n=1
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0 equivalentemente

N pn _ pn+1
Ip™ . syN + ALY {r + (K + C)p”} - oy"

= At
N
= Atz v’ - p™. (4.60)
n=1
Suponemos ahora que {p”}gjll verifica el siguiente sistema adjunto discreto:
IpVF! = koy™V, (4.61)
yparan=N,...,1
pn _ pn+1
I——m—+ (K + CO)p" = kiy". (4.62)

At
Se sigue de (4.55), (4.60)-(4.62) que

N N N
ST (v) = At Z vVt + k1At Z y" - oy" + koy ™ oy = At Z(V" +p")-ov"h,  (4.63)
n=1

n=1 n=1

esto es
DJA (v) = {v* +p"} . (4.64)

Condiciones de optimalidad para (4.51)

Las condiciones de optimalidad para el problema discreto (4.51) son

un = —pn7 n = ]_,...,N, (465)
yO = 40, (4.66)

yr -yt u
PP — (K + Oy = | wp | en(0.7), n=1,..N. (4.67)

uz
TpV = koy?, (4.68)

p" —p"H!

=0 tE+OP" = ky",n=N, .1 (4.69)

Ecuacién funcional para la solucién discreta del problema de control (4.51)

Siguiendo el esquema del caso continuo podemos mostrar que la versién discreta A2t del operador
A y la versién discreta B2t de f satisface la ecuacién

ARt = A (4.70)

donde u®? es el control discreto satisfaciendo la condicién de optimalidad (4.65). El operador A2
tiene las mismas propiedades que la versién continua: simétrico, fuértemente eliptico y continuo,
permitiéndonos usar un algoritmo de gradiente conjugado como (A.2)-(A.8) para resolver (4.70).

64



Solucién por gradiente conjugado del problema discreto de control (4.51)

Usando y; = {y% ?:1 para denotar el valor discreto de la funcién vector-valuada y en el tiempo
nAt e iteracién g; similarmente, uy denotara el valor discreto del control u en el tiempo nAt
e iteracién ¢. El algoritmo de gradiente conjugado (A.2)-(A.8) para resolver el problema de
dimensién finita (4.51) queda como:

e Suponer que

g = {{u} )}V, se daen UL = (R®)N (ug = 0 por ejemplo). (4.71)

o Calcular {y2}N o = ({yn i 1V, v {pp VA = {{pi 2 1], resolviendo las siguientes
dos ecuaciones en este orden: primero

yo = 96,
paran =1,...., N resolver
N uly (4.72)
P+ (K +CO)yp = | ugy |
(0

y a continuacién
FpN+1 — ]{:2yN,
paran = N,....,1 resolver (4.73)

rPEPT | (K 4 C)pf = kry?
At + (K + C)pg = k1yg-

e Hacer
go = {8 }nz1 = {ug +Pehiis (4.74)
o Si N 2
At |80 2 2 2 2 2
= < tol®, con [gg|” = [g1o|” + [g30|” + 950/,
LAY ] 861° = lofol” + ool + lofo
tomar uft = ug; en otro caso, hacer

Wy = £0- (475)

Para ¢ > 0, uy, g, y W, conocidos, los dos ultimos diferentes de 0, calcular ugy1, g¢+1 Y,
de ser necesario wy41 como sigue:

e Resolver o
y,=0,
paran =1,...., N resolver
vn_yn—1 w?q (476)
MY+ (K+C)yp = | wh, |,

n

wsy,
y entonces

Ip) ™t = kayy,
7pafa+rlz = N,....,1 resolver (4.77)
reePe 4 (K +C)py = kvt
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Hacer

gq = Wq + ﬁq (478)
y
N ) N
pg =AY |gh]” /(ALY gr-wy). (4.79)
n=1 n=1
e Calcular
Uyl = Ug — pgWy. (4.80)
Y N
g1 = {8711 }n=1 = 84 — P&y (4.81)
e Si N )
ALY gt
Zn_l ‘qurl‘ 5 S tOlz,
N 2 N
max[At Y (g™, ALY, ‘UZH) ]
tomar uf? = u,41; en otro caso, calcular
N 2
 Dn=t ‘g«?ﬂ’ 4,82
Y= "N a2 (4.82)
Zn=1 ‘gq ‘
v hacer
W1 = 8g+1 T YgWq- (4.83)

e Hacer ¢ +1 —> q y regresar a (4.76) .

e Fin del algoritmo
Similar al caso continuo, podemos deducir que si y, = y(u,) entonces

Yg+r1 —¥Yq = _pqu — Yq+1 = ¥Yq — quq-

4.5 Resultados Numéricos

En las secciones previas describimos una metodologia y los algoritmos précti-cos respectivos para
encontrar un control actuando en cada junta con el fin de estabilizar la versién lineal pertubada
del modelo AMJJ alrededor de un equilibrio inestable, esperando que estos controles estabilizen
también el modelo no lineal original. Es facil simplificar el procedimiento y obtener los respectivos
algoritmos en el caso cuando deseamos controlar sélamente con dos juntas (cualquier combinacién
de ellas) o bien con solo una junta. En esta seccién resumimos los resultados de acuerdo al nimero
de juntas sobre las que actia un control. Los resultados numéricos nos mostraran que es necesario
llevar a cabo el proceso de control mediante al menos dos juntas para poder estabilizar el sistema
alrededor de un equilibrio inestable. Puesto que el fendémeno que estamos considerando en este
trabajo involucra un intervalo de tiempo largo (por cuestiones practicas de ¢ = 0 a t = 40
aproximadamente) y tomando ideas de la seccién 2.11 de [34], donde se menciona que algunas
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veces el control que estabiliza el modelo lineal podria no ser suficiente para estabilizar el sistema
no lineal, el procedimiento para calcular los controles 6ptimos consiste en dividir el intrervalo de
tiempo en subintervalos de longitud 2 unidades, y calcular iterativamente los controles en cada
subintervalo. Por esa razén presentamos, para el caso cuando se controla sélamente mediante una
o dos juntas, resultados donde se usa el subintervalo [0,2]. En el caso final, cuando se intenta
controlar mediante las tres juntas, se incluyen los resultados de controlar iterativamente el sistema
en cada subintervalo hasta que se cubra el intervalo [0, 20]. Todos los resultados que se muestran
a continuacién se obtuvieron con At = 1F — 2.

4.5.1 Intentando controlar mediante una junta

Cuando controlamos con una sola junta, los resultados numéricos muestran que la funcién de
perturbacién y no se aproxima a cero con el tiempo. Las figuras 4.5, 4.6 y 4.7 muestran el
comportamiento de ||[y2t(:)||, u®t(-) y In|| qutH respectivamente, para varios valores de ki y ks.
Para estas figuras, el equilibrio inestable 6 es {n1,n2,n3} = {1,0,0(u)} y se intenta controlar con
la junta 1.

k1=10; k2=10 k1=10; k2=1000 k1=10; k2=100000
0.2 05 1
a 1] 1]
1] 1 2 0 1 2 a 1 2
1 t 1
k1=1000; k2=10 k1=1000; k2=1000 k1=1000; k2=100000
0.z 0.z 1
01 —// 0.1 —,_-/ 05 /\_—
1] 1] 1]
a 1 2 0 1 2 a 1 2
1 i 1
k1=100000; k2=10 k1=100000; k2=1000 k1=100000; k2=100000
0.2 0.z 0z
0.1 _// 0.1 —/ 0.1 —’-_//
a 1] 1]
a 1 2 0 1 2 a 1 2

Figura 4.5: ||y2!(-)|| para varios valores de k1 y k2. El equilibrio inestable 6 es {n,n2,n3} =
{1,0,0(u)}. Se intenta controlar con la primera junta.

También se realizaron experimentos en donde se intenté controlar tinicamente con la junta 2,
asi como con la junta 3. En ningin caso fue posible estabilizar el sistema alrededor del equilibrio
inestable {1,0,0(u)}.

4.5.2 Intentando controlar con dos juntas

En las figuras 4.8, 4.9 y 4.10 se muestra el comportamiento de [[y2*(-)||, u' y In[|g2*|| respectiva-
mente, para varios valores de k1 y ko. Para estas figuras, el equilibrio inestable 6 que se considera
estd dado por {ni,n2,ng} = {1,0,0(u)} y las juntas a través de las cuales se intenta controlar
son la 1y la 2.

67



K1=10; k2=10 k1=10; k2=1000 k1=10; k2=100000
0.1
e ) —en—— B mm s
01 5 5
0 1 2 0 1 2 o 1 2
t t 1
K1=1000; k2=10 K1=1000; K2=1000 K1=1000; k2=100000
0 01
05 e T P
-~
-1 0.1 5
0 1 20 1 2 o 1 2
t t 1
K1=100000; k2=10 k1=100000; k2=1000 k1=100000; k2=100000
0.1
0 pormmn 0 -~ 0 P p—
2 2 01
0 1 2 o 1 F 1 2

Figura 4.6: u®' para varios valores de ki y ko. El equilibrio inestable 6 es {ni,n9,n3} =

{1,0,0(u)}. Se intenta controlar con la primera junta.

k1=10; k2=10 k1=10; k2=1000 k1=10; k2=100000
-5 0 i}
-A 5 4
0 100 200 0 100 200 0 100 200
k1=1000; k2=10 k1=1000; k2=1000 k1=1000; k2=100000
10 20
e of
-10 3 1}
0 100 200 0 100 200 0 100 200
k1=100000; k2=10 k1=100000; k2=1000 k1=100000; k2=100000
20 XD 14
10 \'\‘\\F\/W 10} 13
1} 0 12
0 20 40 0 100 200 0 100 200
iteraciones iteraciones iteraciones

Figura 4.7: ln||qut|| para varios valores de k1 y k2. El equilibrio inestable 6 es {ni,n2,ng} =

{1,0,0(u)}. Se intenta controlar con la primera junta.

k1=10; k2=10

k1=10; k2=1000

k1=10; k2=100000

0.0&

1}
0

1 2

k1=1000; k2=10

0.05
0
0 1 2

k1=1000; k2=1000

0.0s
1}
0 1 2

k1=1000; k2=100000
01

01
0.05

g

0.1
0.05

0.0s

L

1}

1}

0

1 2

k1=100000; k2=10

0
1

k1=100000; k2=1000

2

0 1 2

k1=100000; k2=100000
01

01
0.05

Figura 4.8: ||y2%(:)|| para varios valores de ki y ko. El equilibrio inestable 6 es {ni,ns,n3} =

01
0.0s

0.05

e —"1

/—\\_/

]

1
t

{1,0,0(u)}. Se controla con las juntas 1y 2.
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K1=10; k2=10 K1=10; k2=1000 K1=10; k2=100000
0.2 — — == —=
- - = =
0 e | -0.02 - 002 -
S ool poal,
i b b
0 1 2 0 1 2 0 1 2
K1=1000; K2=10 K1=1000; K2=1000 K1=1000; k2=100000
0s 0= —
S
e e Ot | 002}~
b o0l
2 a5
0 1 2 77 1 2 0 1 2
K1=100000; k2=10 k1=100000; k2=1000 k1=100000; k2=100000
05
) U e A S R S e
b
5 e -0.5
0 1 2 1 2 7o 1 2

Figura 4.9: u®! para varios valores de k1 y ks. El equilibrio inestable 6 es {nj,no,n3z} =

{1,0,0(u)}. Se controla con las juntas 1 y 2.

k1=10; k2=10 k1=10; k2=1000 k1=10; k2=100000
0 0
-5 L -2 -2
-0 -4 -4
0 100 200 0 100 200 0 100 200
k1=1000; k2=10 k1=1000; k2=1000 k1=1000; k2=100000
10 10 10
0 L\'M 5 8
B
-10 0
0 100 200 0 100 200 0 100 200
k1=100000; k2=10 k1=100000; k2=1000 k1=100000; k2=100000
20 X 20
10 \,\A’NW 10 L"“}Wm 15
1} 0 10
0 20 40 0 100 200 0 100 200
iteraciones iteraciones iteraciones

Figura 4.10: In|| qutH para varios valores de k1 y ko. El equilibrio inestable 6 es {ni,n2,n3} =

{1,0,0(u)}. Se controla con las juntas 1 y 2.
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Esté claro que no fue posible estabilizar el sistema alrededor de este equilibrio inestable. Por
este motivo, se intentd estabilizar el sistema con las juntas 1 y 3, pero de nuevo no fue posible.

Por dltimo, en las figuras 4.11, 4.12 y 4.13 se muestran los respectivos resultados cuando se
controla a través de las juntas 2 y 3. Como se puede observar, en este caso se obtiene el mejor
resultado (para todos los valores de k1 y ka).

k1=10; k2=10 k1=10; k2=1000 k1=10; k2=100000
0.02 0.0

0.02 .02
oo x nm \_\ oo R
1] u] 1)
u] 1 2 o 1 2 u] 1 2
k1=1000; kz2=10 k1=1000; k2=1000 k1=1000; k2=100000
0.0z 0.0z 0.0z
oo K__ oo x . k
o u] o
u] 1 2 o 1 2 u] 1 2
k1=100000; k2=10 k1=100000; k2=1000 k1=100000; k2=100000
0.0z 0.02 0.02
2.1 K__ W k__ o k
1) u] 1]
u] 1 2 1] 1 2 u] 1 2

t t 1

Figura 4.11: ||y2%(-)|| para varios valores de ki y k. El equilibrio inestable 6 es {n,no,n3} =
{1,0,0(u)}. Se controla con las juntas 2 y 3.

k1=10; k2=10 k1=10; k2=1000 k1=10; k2=100000
e 0.1 01
v i
no2r [ o o e [ o e e —
¥
0.04 01 01
0 1 2 0 1 2 0 1 2
k1=1000; k2=10 k1=1000; k2=1000 k1=1000; k2=100000
01 a = =T
=T P
O 002" D01 L
4
01 -0.04 0o
0 1 2 0 1 2 0 1 2
k1=100000; k2=10 k1=100000; k2=1000 k1=100000; k2=100000
01 01 0 e
e
[ e s [ f= mremmimeees] () (1 i
| P
01 01 0.04
0 1 2 o 1 2 0 1 2

1 t t

Figura 4.12: u®! para varios valores de ki y ko. El equilibrio inestable 6 es {ni,ns,n3} =
{1,0,0(u)}. Se controla con las juntas 2 y 3.

4.5.3 Controlando mediante las tres juntas

En las figuras 4.14, 4.15 y 4.16 se muestran los resultados cuando se controla mediante las tres
juntas. Como se puede ver, para todos los valores usados de los pardmetros de penalizacién, se
logra controlar el comportamiento del modelo lineal.
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Figura 4.13: In|| qutH para varios valores de k1 y k2. El equilibrio inestable 6 es {ni,na,n3} =

k1=10; k2=10

k1=10; k2=1000

k1=10; k2=100000

10 1
; \x—-\_l_ ; \u—\_l_
-10 -10
100 200 100 200 0 100 200
k1=1000; k2=10 k1=1000; k2=1000 k1=1000; k2=100000
20 20
\’\—_— 10 10
0 ]
u] =) 10 o 100 200 u] 100 200
k1=100000; k2=10 k1=100000; k2=1000 k1=100000; k2=100000
30 a0
= \.—\__,__ =
10 10
5 il 5 10 0 100 200
iteraciones iteraciones iteraciones

{1,0,0(u)}. Se controla con las juntas 2 y 3.

0.0z
001
1}

0.0z
001
1}

0.0z
0.01

Figura 4.14: ||y2%(-)|| para varios valores de ki y k. El equilibrio inestable 6 es {ny,no,n3} =

k1=10; k2=10 k1=10; k2=1000 k1=10; k2=100000
0.02 0.02
Y 0.01 \_—\__ 0071y
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{1,0,0(u)}. Se controla con las 3 juntas.
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Figura 4.15: u®! para varios valores de ki y ko. El equilibrio inestable 6 es {ni,ns,n3} =

t

{1,0,0(u)}. Se controla con las 3 juntas.
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k1=10; k2=10 k1=10; k2=1000 k1=10; k2=100000

10 u]
] ] i 1]
-10 -10 -10
u] 100 200 o 100 200 u] 100 200
k1=1000; k2=10 k1=1000; k2=1000 k1=1000; k2=100000
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] 0 ]
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Figura 4.16: In|| qutH para varios valores de k1 y ka. El equilibrio inestable 6 es {ni,na,n3} =
{1,0,0(u)}. Se controla con las 3 juntas.

Recordemos que el propésito de utilizar el modelo lineal es calcular controles que sirvan
también para estabilizar el modelo no lineal. Asi que para el caso especifico de los pardametros
de penalizacién k; = 1E 4+ 3 y ks = 1E + 3, en las figuras 4.17, 4.18 y 4.19 se muestran los
controles, la norma de la solucién del sistema lineal y la norma de la solucion del sistema no lineal,
respectivamente, cuando se controla con las tres juntas desde ¢ = 0 hasta t = 2, considerando la
perturbacién inicial 00 = [1E —2,1F —2,1E — 2] al equilibrio inestable 6 dado por {ni,na,n3} =

{1,0,0(u)}.

contrales

006 . L L L L L
0 0z 0.4 0.6 [k} 1 12 14 16 18 2

Figura 4.17: Controles para T = 2 cuando ky = 1E+ 3y ks = 1E + 3 y se controla con las tres

juntas.
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Figura 4.18: Norma euclideana de la solucién y®* del sistema lineal cuando se usan los controles
de la figura 4.17.
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Figura 4.19: Norma euclideana de la solucién ¢** del sistema no lineal cuando se usan los controles
de la figura 4.17.
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En las figuras 4.20 y 4.21 se muestran las componentes de la solucién para los modelos lineal
y no lineal, respectivamente, cuando se aplican los controles de la figura 4.17.

an
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il
T

perturbacion ¥,
— [
m [=]
T T

o
T

m
T

o

Figura 4.20: Componentes yiAt de la solucién del modelo lineal perturbado, cuando se aplican los
controles de la figura 4.17.
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Figura 4.21: Componentes d)iAt de la solucién del modelo no lineal, cuando se aplican los controles
de la figura 4.17.

Para controlar a través de todo el intervalo de tiempo hemos dividido éste en subintervalos
de longitud AT = T/Q, y denotamos gAT por T; para ¢ = 1, ..., Q; entonces procedemos como
sigue:

e Para ¢ = 0, denotamos por yg la diferencia ¢g— 6, y resolvemos el problema lineal de control
en [0,71] ((4.4)-(4.6) para el caso cuando se controla con las tres juntas); denotamos por uy
el control correpondiente. Este control se impone como dato de entrada en el sistema 4.2,
y denotamos por y; la diferencia ¢(77) — 6.

e Para ¢ > 0, denotamos por y, la diferencia ¢(7;)—6; resolvemos el problema lineal de control
asociado en [Ty, Tg41] ((4.4)-(4.6) para el caso cuando se controla con las tres juntas), con
Yo sustituido por y,, y denomtamos por ug1 el control éptimo correspondiente. El control
u,41 se impone en (4.2) y denotamos por y,1 la diferencia ¢(Ty41) — 6.
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e Hacemos ¢ = g + 1 y repetimos el proceso hasta que T =T

Hemos aplicado este método de particionar el tiempo al problema de control discreto asociado
(4.51)-(4.53) que resulta cuando controlamos con las tres juntas, con ¢g = 6 + 660, donde 0 y 6,
al igual que los pardametros k1 y ko, son los que se usaron para obtener las graficas 4.17-4.19, pero
con el intervalo total de tiempo [0,20]; usamos AT = 2.0. Después de ¢t = 20, hemos tomado
u=0en (4.51)-(4.53) y en (4.2) para observar la evolucién del sistema lineal tanto como del no
lineal cuando se dejan de controlar. Los resultados se reportan en las figuras 4.22, 4.23 y 4.24.
Observamos que los sistemas practicamente se estabilizan para 1 < ¢t < 20, pero si se deja de
controlar, los pequenos residuales de perturbacién del sistema al tiempo ¢ = 20, son suficientes
para desestabilizarlo y lo inducen a transitar a un equilibrio estable en un lapso de tiempo finito.

contrales

-0.03

-0.04 F

005

-0.06
0

Figura 4.22: Controles calculados iterativamente cada 2 unidades de tiempo.
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Figura 4.23: Norma euclidiana de la solucién y2* usando los controles de la figura 4.22.
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Figura 4.24: Norma euclidiana de la solucién ¢®* usando los controles de la figura 4.22.

4.6 Conclusiones

Se ha logrado estabilizar las fases del modelo AMJJ alrededor de un equilibrio inestable utilizando
un enfoque clésico, esto es, linealizar el modelo alrededor del punto de equilibrio y controlarlo con
el fin de estabilizarlo alrededor del equilibrio inestable. Una vez calculado el control para la version
lineal, se aplica el control al modelo no lineal, el cual en este caso, también resulta estabilizado
alrededor del equilibrio inestable. Como el intervalo de tiempo en este tipo de fenémenos es
grande, fue necesario dividir el intervalo original en subintervalos y calcular iterativamente el
control lineal en cada subintervalo, obteniendo un control por pedazos que controla tanto el
modelo lineal como el no lineal. Para el calculo eficiente del control fue necesario formular el
problema en forma operacional, donde el operador asociado es autoadjunto y eliptico, lo cual
permite utilizar una versién del algoritmo de gradiente conjugado para funcionales cuadraticos.
Los resultados numéricos muestran que para lograr la estabilizacién del modelo lineal, y por lo
tanto del no lineal, es necesario controlar a través de al menos dos juntas de Josephson.
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En esta tesis se han trabajado dos modelos mateméticos distintos, uno lineal en derivadas
parciales usado para ajustar campos de viento, y el otro no lineal de ecuaciones diferenciales
ordinarias. El primer problema consiste en generar, en un dominio dado, un campo de velocidad u
para un fluido incompresible, el cual ajusta a uno inicial u' obtenido por medidas experimentales,
por ejemplo. El campo vectorial ajustado u debe satisfacer conservacién de masa y una condicién
de no-flujo en parte de la frontera. En el segundo problema se modela un circuito de tres juntas
de Josephson acopladas inductivamente que se utiliza para controlar la transicion del sistema
entre dos estados de equilibrio, ya sea estables o inestables y para estabilizar el sistema fisico
alrededor de un punto de equilibrio inestable.

Aunque los modelos y los objetivos para los que se usan son muy distintos, ambos problemas
se pueden plantear en un marco matematico comun como problemas de control en ecuaciones
diferenciales en donde las soluciones se pueden calcular por medio de cédlculo variacional, técnicas
de optimizacién y métodos de aproximacién numérica. En particular, las soluciones en ambos
problemas satisfacen criterios de optimalidad para funcionales cuadraticos. El problema de ajuste
de campos de viento es un problema bien planteado al cual se le asocia una formulaciéon de multi-
plicadores de Lagrange, mientras que el problema de las juntas de Josephson es un problema mal
planteado al cual se le asocia una formulacién de control usando penalizacién y/o regularizacién.

El enfoque usado para formular los modelos computacionales permite usar algoritmos y
técnicas eficientes de control, optimizacion y calculo numérico como gradiente conjugado, e-
lemento finito, diferencias finitas y el método de Newton. Tanto en el caso de ajuste de campos
de viento como en el de estabilizacién del modelo AMJJ alrededor de un equilibrio inestable, se
establecié una ecuacién funcional satisfecha por el multiplicador y por el control, respectivamente,
lo que permite calcularlos eficientemente; en el caso de ajuste de campos de viento la contribucién
original de este trabajo consistié en la construccién de un precondicionador que resulté ser 6ptimo
(natural) para resolver el problema de punto silla asociado en forma mucho mas eficiente y pre-
cisa que los métodos tradicionales. Por otro lado, hasta donde sabemos, la aplicacién de técnicas
de control para hacer transitar el sistema de las juntas de Josephson entre dos equilibrios, y en
particular para definir operadores de Lectura/FEscritura de memoria en computacién cudntica,
también es una contribucién original de este trabajo. Lo que normalmente han hecho otros au-
tores es utilizar la técnica de intento-error, es decir, probar con diferentes pulsos gaussianos hasta
encontrar los que producen los resultados deseados, lo cual obviamente no es eficiente.

Como posible trabajo futuro se contempla la aplicacién de las juntas de Josephson a la com-
putacion cuantica, es decir, a la definicién de una familia de gbits en términos de las fases de
Josephson. Para el caso de campos de viento se considera trabajar en modelos tridimensionales
ademds de introducir viscosidad (difusién) en el modelo. Estos modelos mateméticos y técnicas
de solucién también se pueden aplicar en otros problemas, como por ejemplo reconstruccién de
imagenes cuando se tiene disponible sélo informacién parcial.
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Apéndice A

Algoritmo de Gradiente Conjugado
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A.1 Algoritmo de gradiente conjugado para funcionales
cuadraticos

Consideremos la clase de problemas variacionales lineales siguiente:

uey,
{ a(u,v) = L(v),Yv € V, (A1)

donde

(i) V es un espacio de Hilbert real para el producto escalar (-,-) y la norma correspondiente
1115

(ii) a: V x V — R es bilineal, continua, simétrica y V-eliptica, i.e., Ja > 0 tal que a(v,v) >
allv)|?, Vv e V;

(iii) L : V — R es lineal y continua.

Si las propiedades mencionadas se dan, entonces el problema (A.1) tiene una tnica solucién
(ver [34]); de hecho, la simetria de a(-, -) no es necesaria para tener una solucion tnica del problema
(A.1); sin embargo, la simetria de a(-,-), combinada con las otras propiedades, permite resolver
el problema (A.1) con el algoritmo de gradiente conjugado siguiente:

e Paso 1. Seda u® e V.

e Paso 2. Resolver

0
g €V,
{ (6°,0) = a(u,v) — L(v), 70 € V, (4.2)
v hacer
w’ = go. (A.3)

e Paso 3. Para ¢ > 0, u9, g9 y w? conocidos, calcular u¢t! | g¢+1 y w9t! como sigue. Calcular

Pt = lg"I? Ja(w?, w) (A.4)
y tomar
u?tt =y — plwl. (A.5)
Resolver "
g e,
| (61910 — (2'0) —san )0 €, (8.6
y calcular
2
v =g g, (A7)
with = g 4 421 (A.8)

e Paso 4. Hacer n=n+1 e ir a (A.4).
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A.2 Algoritmo de gradiente conjugado para funcionales
no cuadraticos en espacios de Hilbert

Consideremos el siguiente problema de minimizacién sin restricciones

ueV,
{ J(u) < J(v),Yv e V. (A.9)

donde
e V es un espacio de Hilbert real para el producto interior (-,-) y la norma asociada ||-||.

e J:V — R es diferenciable sobre V'; denotamos por D.J su diferencial.

Supéngase que el problema (A.9) tiene una solucién; esta solucién verifica
DJ(u) =0, (A.10)

0 equivalentemente
uev,
(DJ(u),v) =0,Yv €V,

donde en (A.11) los simbolos (-, -) denotan el par de dualidad entre V' (el espacio dual de V) y
V. De acuerdo al capitulo 3 de [23], un algoritmo de gradiente conjugado para la solucién del
problema (A.9) es como sigue:

(A.11)

e Suponer que

u® es dado en V' (u® = 0 por ejemplo). (A.12)
e Resolver 0
g ev,
Al
{ (¢°,0) = (DJ(u®), v}, Vo € V. (A-13)
0
o Si lo°ll < tol, tomar u = u°; en otro caso, hacer

max{1,[lu’]}

w’ = ¢°. (A.14)

Para ¢ > 0, u?, ¢g¢ y w? conocidos, los tltimos dos diferentes de 0, calculamos u?t!, y de
ser necesario w?t! como sigue:

e Resolver "
{ J(u? = pgw) Sp(ff(euq - pw?),Vp € R. (A.15)
e Tomar
ul™ = u? — p . (A.16)
e Resolver eV,
{ (g7, v) = <DJ(uq+1’),v> Vo e V. (A.17)
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[lo7*]]

e Si O T T} < tol, tomar u = u4t!; en otro caso, calcular
4112
P P
2
197

wit! = gt 4 gL,
e Hacer ¢ +1 — ¢ y regresar a (A.15) .

e Fin del algoritmo.

(A.18)

(A.19)

Nota 6.1. En muchas aplicaciones, la parte mas delicada del algoritmo (A.12)-(A.19) no es
la solucién de los problemas variacionales lineales (A.13) y (A.17) sino, de hecho, la solucién del
problema unidimensional (A.15) (conocido en optimizacién como busqueda en linea). Suponiendo
que J tiene regularidad C2 sobre V' vamos a discutir enseguida la solucién de (A.15) por un método

de Newton:

Supongamos que p, es solucién del problema de minimizacién (A.15). Se sigue de la regla de

la cadena (después de eliminar los superindices ¢, por simplicidad) que
(DJ(u— psw),w) = 0.

Definamos H : R — R por
H(p) = (DJ(u — pw), w);

tenemos entonces
H(ps) =0,

H'(p) = —(D*J(u — pw)w,w).

Aplicando el método de Newton a la solucién de (A.22) da

e Suponer que

p% es dado en R (po = 0 parece ser un buen candidato en este contexto).

e Para m > 0, p"™*! se calcula por medio de

Una formulacién mas explicita para (A.25) es

m+1l _ o m (DJ(u—pmw),w>
P P (D2J(u — p"w)w, w)

(A.20)

(A.21)

(A.22)

(A.23)

(A.24)

(A.25)

(A.26)

Antes de usar el método de Newton uno puede tratar las siguientes opciones, ordenadas de

acuerdo a su dificultad:
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e Usar como caja negra alguna rutina que no use derivadas para la minimizacién de fun-
ciones en una variable. Tales rutinas estdn disponibles en Matlab (funcién fminbnd.m, por
ejemplo). Algunos métodos que no usan derivadas se presentan en [35].

e Usar un método de extrapolacién cibica con backtracking, como se discute en [36].

e Usar un método de la secante.

En nuestra implementacion nosostros usamos el método de Newton y la funcién fminbnd.m
de MatLab.
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Apéndice B

Método de Newton para resolver los
problemas de biisqueda en linea
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Consideramos aqui los detalles para aplicar el método de Newton para resolver los problemas
de busqueda en linea que aparecen dentro del algoritmo de gradiente conjugado para resolver los
problemas de minimizacién considerados en esta tesis. Se describe tanto el caso continuo como
su versién discreta.

B.1 El problema de minimizacion continuo

El problema de minimizacién en que estamos interesados es

u € Uyg = L*(0,T), (B.1)
J(u) < J(v),Yv € Upg, ’
donde (con k > 0y ||.|| la norma euclideana candnica)
T
1 2 k 2
T) =5 [ WP+ S lly(@) ~ yrlP, (B.2)
0
y la funcién vectorial y = {y1,y2,y3} es la solucién del siguiente problema de valor inicial:
’Yldditl + k1(y1 — y2) +siny; = i3 +v en (0,7),
Vo2 4 k51 (yo — y1) + Ka(y2 — y3) +sinys = iz en (0,7), (B.3)
73%3 + k2(ys — y2) +sinys =iz en (0, 7).
y(0) = yo.
Si p = {p1,p2, p3} se define como la solucién del siguiente problema (sistema adjunto):
cos Y1 0 0
_rde =
ry; +Kp + 0 COS ¥o 0 p=0,en (0,7) (B.4)
0 0 COoS Y3
I'p(T) =k(y(T) — yr).
entonces
DJ(v) =v+ps1. (B.5)

B.2 El problema de bisqueda en linea asociado

Dentro del algoritmo de gradiente conjugado para resolver (B.1) debemos resolver en cada paso
un problema de bisqueda en linea del tipo

p* € R)
{ J(v = psw) < J(v— pw),Vp € R. (B.6)

con v y w fijos en L2(0,T).
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B.3 Resolviendo (B.6) con el método de Newton

Supongamos que p, es solucién de (B.6). Se sigue de la regla de la cadena que

(DJ(v — prw),w) = 0. (B.7)
Definimos H : R — R por
H(p) = (DJ (v — pu), w) (B.3)
tenemos entonces
H(p.) =0, (B.9)
y .
H(p)=— <D2J(v — pw)w,w). (B.10)

Dado p° (p° = 0 parece ser una buena opcién en este contexto) , para m > 0 la solucién por el
método de Newton para (B.9) queda

o0 mas explicitamente

(DI (v = pw),w)
(D2J(v = pw)w,w)
Como estamos trabajando con U,y = L*(0,T), donde los pares de dualidad coinciden con los
productos interiores, podemos escribir

pm+1 — m+

(B.12)

T
H(p) = / DJ(v — pw)w dt; (B.13)
0
con
DJ(v — pw) = v — pw + p1p. (B.14)
donde p1, se obtiene resolviendo el problema
" dfﬁ" + K1(Y1p — Y2p) +siny1, = i1 +v — pw en (0,7),
d . .
Yoo + &(11(92[) —Y1p) + K2(Y2p — Y3p) +sinyz, =iz en (0,7, (B.15)
Y3 Zi’p + ra(y3p — Y2p) +sinys, =iz en (0,7).
¥p(0) = yo.
y luego el problema
CoS Y1, 0 0
—I‘dd% + Kp, + 0 COS Y2p 0 p,=0, en (0,7) (B.16)
0 0 COS Y3, '

I'p,(T) =k(y,(T) = yr)-

Solo falta calcular H (p) = d—g. Esto es casi directo, ya que por la definicién de H (y por la regla
de la cadena) tenemos

. T
1) = [ tw v,
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donde p, , se obtiene resolviendo el problema

" COS Y1p 0 0 —w
v : .
-I'Zf + Ky, + 0 COS Y2, 0 Y= 0 ,en (0,7) (B.17)
0 0 COS Y3p 0
¥5(0) = yo.
y luego el problema
e CoS Y1, 0 0
—I‘% + Kp, + 0 CoS Y2 0 P,=
0 0 COS Y3p
Y1, S0 Y1, 0 0 (B.18)
0 Yop sin Y2p 0 Py, €n (07T)
0 0 Yy sin 3,
Lp,(T) =ky ,(T).
B.4 Discretizacién del problema (B.1)
Aproximamos (B.1) por
At At
u=t el y,
{ JA WA < JA(v), Yy € UL, (B-19)
donde:
e At =T/N con N un entero positivo ”grande”.
o US =RV,
El funcional de costo J2! es definido por
At
1) = B B g
n=1
con v = {v"}N | v {y"}¥_, obtenido de v y yq a traves de la siguiente variante discreta de (B.3):
¥’ = o, (B.20)
ypara n=1,....N
yn _ynfl smy? ' fl + 0"
———+ Ky"+ | sinyy~ L] = fa en (0,7),
At 1
sin y3 f3

Si en Uﬁf = R" consideramos el producto interior

(Vv,W)ar = Ath”w" Vv ={v"}_, w ={w"}, e RV,

n=1
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n1N+1

y definimos {p como la solucién del siguiente problema adjunto:

n=1
rp*t = k(y™ - yr), (B.21)
N N+1
P —P N
I'——+Kp"' =0 B.22
yparan=N—1,...,1:
— cosyf 0 0
P, — +Kp"+ 0 cosydy 0 p"tl =0, (B.23)
0 0 cos Y3
entonces
DJ(v) = {v" + pI}ly. (B.24)

B.5 El problema de bisqueda en linea asociado a (B.19)

Como en el texto de la tesis, usaremos la notacion y; = {yZI ?:1 para denotar el valor discreto de
la funcién vectorial y al tiempo nAt y en la iteracién ¢; similarmente, uy; denota el valor discreto
del control u al tiempo nAt e iteracién ¢. Con esto, los problemas de busqueda en linea asociados
con el algoritmo de gradiente conjugado para resolver el problema finito-dimensional (B.19) son
del tipo

p* € 9
{ JA (v — paw) < JA(v — pw),Vp € R. (B.25)
con vy w fijos en RV,
B.6 Resolviendo (B.25) con el método de Newton
Si p« € R es solucién de (B.25), entonces p, es un cero de la funcién
N
H(p) = At [(v" — pw™) + pf,Ju". (B.26)
n=1
donde {p?p}r]::rll se define calculando la solucién {yg}ﬁ;l = {(y?p,ygp,ygp)}gzl de
¥) = ¥o,
paran =1,...., N resolver
n_on—1 sin y?,fl 11+ 0" — pw™ (B.27)
rYe—Ye Aytp —i—Ky:} + | sin y’gfjl = 0 ,
sin y:?;l 0
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y entonces resolver para {pz}i\:_ll = {(plp’prapgp)}N_ el sistema
( FID]\”rl = k(y, —vyr),
P Pe AR 0,
pp -
para n = N —1,....,1 resolver
[Ph— pZ“ + Kp" (B.28)
P
cos Yy, O 0
+ 0 cos yy, 0 pZ“ 0.
0 0 cos Y5,

Para resolver la ecuaciéon H(ps) = 0 con Newton se requiere el conocimiento de H(p): observando
(B.26) concluimos que

H(p) = At [—w" +p; Ju", (B.29)

n=1
con p?p obtenido al diferenciar (B.27) y (B.28) con respecto a p, esto es, al resolver para yZ

.0
vy, =0,
paran =1,. N resolver
.n .n-—1 COS ylp —wn (BSO)
I‘u + Ky COSyn 1 ol = 0
P 2p Yp )
cos yg”p ! 0
.n
y luego resolver para p,, :
( e N+1 . N
p]eJrl - yp 9
b, —p N
r=—=f/—+ Kp =0,
para n = N —-1,. 1 resolver
.n .n+1
rPePe | Kp
cos yy, () 0 . (B.31)
+ 0 COS Y3, 0 P, =
0 0 Ccos Yz,
.n .
Y1, 8in y?p 0 0
.n . 1
0 Yo, Sinyy, B 0 p;H' .
0 0 Y3p sin ygp

Con esto podemos ya aplicar Newton para resolver (B.25): Dado p® (p° = 0 parece ser una
buena opcién en este contexto), iterar con
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