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2. Ecuaciones de movimiento relativas a la tierra 17
2.1. Ecuaciones en un sistema de referencia fijo a la Tierra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
2.2. Ecuaciones relativas a un plano tangente a la esfera terrestre . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
2.3. Ecuaciones de momentum aproximadas y su región de validez . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
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2.5.1. Flujo isocórico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
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Introducción

Hoy en d́ıa el ser humano se encuentra en el umbral de dos grandes problemas: el primero es el agotamiento
de su mayor fuente de enerǵıa, el petróleo y el segundo es el cambio climático causado por el uso intensivo
de éste.

Casualmente, gran parte de la solución de ambos se encuentra en el entendimiento de la dinámica at-
mosférica. El viento es una fuente de enerǵıa muy importante al grado que algunos páıses escandinavos ya
han empezado a aprovecharlo para satisfacer sus requerimientos de enerǵıa eléctrica. En cuanto a la cuestión
ambiental, es de todos conocido los esfuerzos a nivel mundial por revertir el calentamiento global y reducir
el hoyo en la capa de ozono pues ambos fenómenos son potencialmente mortales para toda forma de vida en
nuestro planeta.

Nuestro páıs no está exento de dichos problemas. Afortunadamente, en la cuestión energética, México
tiene zonas propicias para la generación de electricidad utilizando la enerǵıa eólica y para poderla aprovechar
al máximo es indispensable desarrollar modelos y técnicas capaces de caracterizar el campo de vientos en
cualquier zona de una forma precisa. Por otra parte, México cuenta con una de las ciudades más pobladas del
mundo: en ella se ha implementado un programa de monitoreo y control de emisión de contaminantes. Dicho
programa depende de modelos que estiman la calidad del aire y de ellos depende la salud de los habitantes,
de aqúı la necesidad de contar con modelos confiables. Además, cada año una gran cantidad de huracanes
golpean nuestras costas dejando numerosas v́ıctimas y pérdidas materiales. Es por esto que el desarrollo
de modelos que nos ayuden a comprender la dinámica de estos fenómenos es vital para la planeación de
asentamientos humanos y para diseñar planes de prevención que minimicen los daños.

Los modelos de predicción numérica son la herramienta que usan los meteorólogos para calcular el es-
tado atmosférico a diferentes lapsos de tiempo. Tales modelos realizan la predicción a partir de un estado
atmosférico inicial que es construido a partir de los datos tomados de diversas fuentes como radiosondeos,
radares Doppler, imágenes de satélite, etc. Los datos consisten en variables atmosféricas como la presión,
temperatura, humedad, velocidad del viento, radiación solar, etc. El estado atmosférico inicial construido a
partir de los datos debe cumplir con las leyes f́ısicas que gobiernan la dinámica atmosférica, es por esta razón
que debe realizarse un estudio cuidadoso de estas leyes para calcular lo mejor posible dicho estado.

La presente tesis es una introducción al análisis de datos atmosféricos cuyo principal objetivo es la cons-
trucción, a partir de datos, de un campo de viento que satisfaga la ecuación de continuidad. Sin embargo,
también se hace una revisión de algunos aspectos f́ısicos involucrados en la dinámica atmosférica.

En el Caṕıtulo 1 veremos las ecuaciones básicas que determinan el comportamiento de un fluido ideal
en un sistema de referencia inercial, aśı como la termodinámica básica que relaciona diferentes variables
atmosféricas como la presión, la temperatura y la densidad.

En el Caṕıtulo 2 extenderemos los conceptos del Caṕıtulo 1 a sistemas de referencia no inerciales haciendo
principal énfasis en el modelo esférico terrestre. También se calcula la región de validez de las ecuaciones de
momentum utilizadas en algunos textos recientes de meteoroloǵıa. Además, se hace un breve comentario
acerca de el modelo elipsoidal; haciendo notar al lector que el modelo esférico terrestre es de carácter local,
es decir, el modelo esférico terrestre no puede usarse para desarrollar modelos globales.

Dada la complejidad de las ecuaciones obtenidas en el Caṕıtulo 2, en el Caṕıtulo 3 se discute la sim-
plificación de tales ecuaciones mediante la definición de un estado de referencia atmosférico. También se dan
ejemplos de algunas atmósferas de referencia utilizando los conceptos desarrollados en los caṕıtulos anteriores.

Desgraciadamente, el campo de viento proporcionado por las redes de monitoreo ambiental no cuenta con
los datos suficientes que nos permitan utilizarlo para verificar, de manera confiable, los resultados presentados
en este trabajo. Además, dicho campo tiene el inconveniente de carecer de la componente vertical, es decir,
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las redes de monitoreo sólo reportan la componente horizontal del campo de viento, lo cual dificulta, aún
más, la validación de los resultados obtenidos con los diversos métodos de interpolación. Es por esto que en el
Caṕıtulo 4 se desarrolla un método anaĺıtico para obtener un campo de viento bidimensional que satisface
la ecuación de continuidad. Este campo, además de proveernos de datos sintéticos que nos evitan la penosa
tarea de lidiar con datos obtenidos de las redes de monitoreo, nos proporciona un campo de viento con el
cual podemos verificar de manera precisa la bondad de los esquemas de interpolación.

Una vez obtenidas las caracteŕısticas más importantes de la atmósfera podemos, con toda confianza,
plantear el esquema variacional que se propone para ajustar un campo de viento con divergencia cero a
los datos obtenidos con el método anaĺıtico descrito en el caṕıtulo anterior. En el Caṕıtulo 5 se plantea
teóricamente tal esquema variacional para sistemas cartesianos; además, se utiliza la hipótesis de que la
densidad de la atmósfera es constante y se dan algunos ejemplos numéricos.

En el ambiente meteorológico, los sistemas cartesianos no son los únicos que se utilizan. También son
utilizados sistemas curviĺıneos que no son ortogonales, por ejemplo, las coordenadas σ que son coordenadas
que siguen el terreno, o las coordenadas de presión, entre otros. El Caṕıtulo 6 está dedicado a la extensión
de la teoŕıa del caṕıtulo 5 a este tipo de sistemas.

Para finalizar, en el Caṕıtulo 7 se replantea el esquema desarrollado en el caṕıtulo 5 para una atmósfera
con densidad variable. Se dan algunos ejemplos numéricos que muestran las diferencias que hay entre suponer
la densidad constante y suponerla variable. Además, se da un desarrollo detallado de la solución del problema
eĺıptico asociado al funcional que minimiza la distancia entre los datos y el campo interpolado.
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Caṕıtulo 1

Ecuaciones básicas en un sistema
inercial

El objetivo del presente caṕıtulo es obtener correctamente las ecuaciones de movimiento de una part́ıcula
de fluido respecto a un sistema de referencia inercial aśı como presentar las relaciones termodinámicas que
mantienen las variables de estado de la atmósfera.

1.1. Descripción Lagrangiana y Euleriana

La meteoroloǵıa aprovecha las propiedades hidrodinámicas y termodinámicas que la atmósfera tiene para
el estudio de los fenómenos que en ella se llevan a cabo. La propiedad que sirve de base para el desarrollo
de modelos teóricos es la posición de algún elemento de volumen infinitesimal de fluido, llamado parcela,
respecto de algún sistema cartesiano inercial. Si en un instante t una parcela de aire tiene coordenadas Xi,
su vector de posición está dado por

R (t) = XiX̂i i = 1, 2, 3 (1.1)

donde X̂i son los vectores base del sistema cartesiano inercial. Ya que el fluido está compuesto por muchas
parcelas es necesario etiquetarlas para distinguirlas entre śı con su posición inicial (t = t0). Es por esto que
las coordenadas instantáneas de una parcela en particular dependen tanto de su posición inicial como del
tiempo

Xi = Xi
(
Xj

0 , t
)

. (1.2)

Esta relación entre las coordenadas instantáneas e iniciales es única para cada part́ıcula pues no puede
haber dos parcelas distintas en un mismo lugar al mismo tiempo. Se acostumbra llamar a las coordenadas
instantáneas “coordenadas Eulerianas” y a las coordenadas iniciales “coordenadas Lagrangianas”. Ya que la
relación es única podemos obtener la relación inversa de (1.2), la que nos da la expresión de las coordenadas
Lagrangianas en términos de las Eulerianas

Xi
0 = Xi

0

(
Xj , t

)
. (1.3)

A pesar de que las relaciones (1.2) y (1.3) pueden ser no lineales, podemos asociar localmente una transfor-
mación T tal que

X = X(t,X0) = T (X0) (1.4)

X0 = X0 (t,X) = T−1 (X)

Para calcular la velocidad de una parcela de aire se aprovecha que los vectores base X̂ison constantes.
Aśı que el vector velocidad es

dR (t)
dt

=
dXi

(
Xj

0 , t
)

dt
X̂i = VL

(
Xj

0 , t
)
X̂i. (1.5)
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Las componentes de la velocidad V i
(
Xj

0 , t
)

sólo dependen de las coordenadas Lagrangianas, por lo que se les
conoce por componentes Lagrangianas de la velocidad. Para obtener la expresión Euleriana de la velocidad
se usa la ecuación (1.3) en (1.5)

V i
E

(
Xi, t

)
= V i

L

(
Xj

0

(
Xk, t

)
, t

)
(1.6)

Para calcular la aceleración usamos (1.6)

Ai(X, t) =
dV i

(
Xj , t

)

dt

Usando la regla de la cadena

dV i
(
Xj , t

)

dt
=

(
∂V i

(
Xk, t

)

∂t

)

X=cte.

+
dXj

dt

∂V i
(
Xk, t

)

∂Xj
. (1.7)

Recordemos que dXj

dt puede escribirse tanto en coordenadas Eulerianas como en coordenadas Lagrangianas
dando por resultado expresiones equivalentes para las componentes de la aceleración

dV i
(
Xj , t

)

dt
=

(
∂V i

(
Xk, t

)

∂t

)

X=cte.

+ V j
L

(
Xk

0 , t
) ∂V i

(
Xk, t

)

∂Xj

dV i
(
Xj , t

)

dt
=

(
∂V i

(
Xk, t

)

∂t

)

X=cte.

+ V j
E

(
Xk, t

) ∂V i
(
Xk, t

)

∂Xj
.

Para simplificar la notación se introduce el vector gradiente

∇X = Xi
∂

∂Xi
,

entonces las componentes de la aceleración quedan como sigue

Ai
(
Xk, t

)
=

(
∂V i

(
Xk, t

)

∂t

)

X=cte.

+ VL · ∇XV i (1.8)

Ai
(
Xk, t

)
=

(
∂V i

(
Xk, t

)

∂t

)

X=cte.

+ VE · ∇XV i .

Aparte de conocer la posición, velocidad y aceleración de una parcela, también nos interesa la distribución
espacial y temporal de otras propiedades como la presión o la temperatura. Ya que la posición puede darse
en coordenadas Eulerianas y en coordenadas Lagrangianas, una propiedad Q puede expresarse en términos
de estos dos sistemas

QE ≡ Q (
t,Xi

)
(1.9)

QL ≡ Q (
t,Xi

0

)
. (1.10)

A pesar de que las ecuaciones (1.9) y (1.10) tienen expresiones diferentes el valor de Q debe ser el mismo
tratándose de la misma parcela, por lo que

QL

(
t,Xi

0

)
= QE

(
t, Xj

)
(1.11)

donde X y X0 están relacionados por (1.2). El cambio de la propiedad Q en el tiempo es

dQL

(
t, Xi

0

)

dt
=

dQE

(
t,Xj

)

dt

2



como las componentes del vector X dependen del tiempo, entonces

dQL

(
t, Xi

0

)

dt
=

(
∂QE

∂t

)

X=cte.

+
∂Xj

∂t

∂QE

∂Xj

dQL

(
t, Xi

0

)

dt
=

(
∂QE

∂t

)

X=cte.

+ V · ∇QE (1.12)

Al término del lado izquierdo se le conoce como derivada material y representa el cambio de la propiedad Q
en el interior de la parcela que en t0 estaba en X0. El primer miembro del lado derecho representa el cambio
de Q en un punto fijo y el segundo miembro mide el cambio de Q debido al movimiento de la parcela y a la
distribución espacial de Q.

1.2. Ecuaciones de movimiento en un sistema inercial

Una vez establecida la manera de calcular la variación temporal de alguna propiedad Q dedicaremos la
presente sección al estudio de tres propiedades muy importantes: la masa, el momentum y la enerǵıa de una
parcela de aire encerrada en un volumen arbitrario v. Dicho volumen debe encerrar las mismas part́ıculas
mientras se mueve con el fluido, por lo que éste cambia su forma en cada instante.

1.2.1. Conservación de masa

La cantidad de masa en un volumen constituido por las mismas part́ıculas en coordenadas Eulerianas
(CE) es

M (t) =
∫

v(t)

ρ (X, t) dv (t)

donde ρ (X, t) es la densidad en CE. El cambio temporal de la masa está dado por

dM (t)
dt

=
d

dt

∫

v(t)

ρ (X, t) dv (t) (1.13)

Como la región de integración cambia con el tiempo conviene expresar todo en términos de una integral sobre
una región independiente del tiempo. Esto se puede hacer reemplazando las CE por las CL usando la relación
(1.2). Este cambio de variable transforma la región v (t) por aquella v (t0) que ocupaban las part́ıculas en el
instante t0 y la integral se transforma como sigue

∫

v(t)

ρ (X, t) dv (t) =
∫

v(t0)

ρ (X0, t) J dv (t0)

donde J es el determinante de la matriz Jacobiana asociada a la transformación (1.4). Entonces tenemos

dM (t)
dt

=
∫

v(t0)

d

dt
[ρ (X0, t) J ] dv (t0) =

∫

v(t0)

[
dρ (X0, t)

dt
J + ρ (X0, t)

dJ

dt

]
dv (t0) .

De aqúı en adelante utilizaremos la notación de ı́ndices repetidos

aijbjk = ai1b1k + ai2b2k + ai3b3k

para hacer más compactas las expresiones. Con dicha notación el Jacobiano es

J = εijk
∂X1

∂X0
i

∂X2

∂X0
j

∂X3

∂X0
k

donde εijk es el śımbolo de Levi-Civita cuya definición es la siguiente:

εijk =





1 si ijk es una permutación par
−1 si ijk es una permutación impar

0 si dos ı́ndices se repiten
.
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Derivando el Jacobiano respecto al tiempo obtenemos

dJ

dt
= εijk

d

dt

[
∂X1

∂X0
i

∂X2

∂X0
j

∂X3

∂X0
k

]
= εijk

{
∂Ẋ1

∂X0
i

∂X2

∂X0
j

∂X3

∂X0
k

+
∂X1

∂X0
i

∂Ẋ2

∂X0
j

∂X3

∂X0
k

+
∂X1

∂X0
i

∂X2

∂X0
j

∂Ẋ3

∂X0
k

}

donde hemos supuesto que las derivadas temporal y espacial se pueden intercambiar. Por otra parte, las
velocidades ẋm son funciones de las coordenadas eulerianas xl y éstas, a su vez, son función de las coordenadas
Lagrangianas x0

n, entonces, podemos usar la regla de la cadena para intentar expresar la derivada temporal
de Jacobiano en términos del mismo Jacobiano. Aśı que, por la regla de la cadena

∂Ẋm

∂X0
n

=
∂X l

∂X0
n

∂Ẋm

∂Xl

tenemos que la derivada temporal del Jacobiano en términos del mismo Jacobiano es

dJ

dt
= εijk

{
∂X l

∂X0
i

∂X2

∂X0
j

∂X3

∂X0
k

∂Ẋ1

∂Xl
+

∂X1

∂X0
i

∂X l

∂X0
j

∂X3

∂X0
k

∂Ẋ2

∂Xl
+

∂X1

∂X0
i

∂X2

∂X0
j

∂X l

∂X0
k

∂Ẋ3

∂Xl

}

= δ1lJ
∂Ẋ1

∂Xl
+ δ2lJ

∂Ẋ2

∂Xl
+ δ3lJ

∂Ẋ3

∂Xl

= J ∇ ·V .

Sustituyendo esta última expresión en la integral anterior

dM

dt
=

∫

v(t0)

[
dρ (X0, t)

dt
+ ρ (X0, t)∇ ·V

]
J dv (t0) .

Regresando a las CE, la expresión del cambio temporal de la masa dentro de algún volumen es

dM

dt
=

∫

v(t)

[
dρ (X, t)

dt
+ ρ (X, t) ∇ ·V

]
dv (t) .

Usando (1.12) tenemos
dρ (X, t)

dt
=

∂ρ (X, t)
∂t

+ V · ∇ρ

entonces
dM

dt
=

∫

v(t)

[
∂ρ (X, t)

∂t
+∇ · ρ (X, t)V

]
dv (t) . (1.14)

Este procedimiento puede aplicarse a cualquier función ρA para obtener el Teorema de Transporte de Reynolds

d

dt

∫

v(t)

ρA dΩ(t) =
∫

v(t)

[
∂ρA
∂t

+∇ · (ρA V)
]

dv (t) . (1.15)

Regresando a nuestro caso, recordemos que el volumen que estamos considerando encierra a las mismas
part́ıculas, por lo que el cambio de la masa del volumen en el tiempo es nulo

∫

v(t)

[
∂ρ (X, t)

∂t
+∇ · ρ (X, t)V

]
dv (t) = 0.

Como esta relación debe cumplirse para cualquier volumen, entonces se debe cumplir que

∂ρ (X, t)
∂t

+∇ · ρ (X, t)V = 0 ó
dρ (X, t)

dt
+ ρ (X, t)∇ ·V = 0 . (1.16)

Esta ecuación es conocida como la ecuación de continuidad ó ecuación de conservación de masa.
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1.2.2. Ecuación de momentum

El momentum de un conjunto de part́ıculas encerradas en un volumen v (t) está dado por

p (t) =
∫

v(t)

Vρ dv (t) . (1.17)

La segunda ley de Newton establece que la derivada temporal de (1.17) es igual a la fuerza resultante que
actúa sobre el volumen v (t)

dp (t)
dt

=
d

dt

∫

v(t)

Vρ dv (t) . (1.18)

Las fuerzas que actúan sobre un fluido pueden clasificarse en dos tipos: fuerzas de largo alcance ó volumétricas,
que afectan a todas las part́ıculas dentro del volumen y fuerzas de corto alcance, ó de superficie, que se
producen por la interacción entre las part́ıculas que están en la superficie del volumen y las part́ıculas del
resto del fluido que se localizan en la superficie que encierra al volumen. Las fuerzas de volumen pueden
expresarse como

Fvol =
∫

v(t)

f (X, t) ρ dv (t) (1.19)

donde f (X, t) es la fuerza por unidad de masa. Las fuerzas superficiales se pueden cuantificar con

Fsup =
∮

S(t)

t(n) (X, t) dS (t) (1.20)

donde t(n) es el vector normal del tensor y el supeŕındice n indica que ésta fuerza superficial sólo depende de
la componente normal a la superficie dS (t). Para visualizar la expresión del vector de tensión se han escogido
los tres planos cartesianos para escribir los tres vectores de tensión asociados a la base canónica (ver figura
1.2 y figura 1.3).

t(e1) = t
(e1)
1 ê1 + t

(e1)
2 ê2 + t

(e1)
3 ê3

t(e2) = t
(e2)
1 ê1 + t

(e2)
2 ê2 + t

(e2)
3 ê3

t(e3) = t
(e3)
1 ê1 + t

(e3)
2 ê2 + t

(e3)
3 ê3

o en forma matricial 

t(e1)

t(e2)

t(e3)


 =




t
(e1)
1 t

(e1)
2 t

(e1)
3

t
(e2)
1 t

(e2)
2 t

(e2)
3

t
(e3)
1 t

(e3)
2 t

(e3)
3






ê1

ê2

ê3




donde la matriz 3× 3 se le conoce como el tensor de tensión. Otra forma de escribir dicha matriz es

Σ =




σ11 σ12 σ13

σ21 σ22 σ23

σ31 σ32 σ33


 .

Para obtener la expresión del vector de tensión asociado a un plano arbitrario se realiza un balance de
fuerzas en el interior de un tetraedro elemental de fluido que tiene su vértice en el punto P y su base normal
a la superficie arbitraria, como muestra la figura

Si suponemos que el tetraedro está en equilibrio, el balance de fuerzas está dado por

t(n)dA− t(1)dA1 − t(2)dA2 − t(3)dA3 + ρfdv = 0

Las superficies están relacionadas por proyección

dAi = nidA.

donde ni son las componentes del vector normal a la superficie arbitraria. El volumen del tetraedro está dado
por

dV =
1
3
hdA
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Figura 1.1: Sistema de referencia inercial Xi.
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t
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Figura 1.2: Vectores de tensión asociados a los planos cartesianos
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32
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23
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13

Figura 1.3: Componentes de los vectores de tensión sobre las caras del cubo
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Figura 1.4: Vector de tensión asociado a un plano arbitrario.
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donde h es la altura del tetraedro. Entonces, el balance de fuerzas da
[
t(n) − t(e1)n1 − t(e2)n2 − t(e3)n3 +

ρ

3
fh

]
dA = 0

y por tratarse de una superficie arbitraria

t(n) − t(e1)n1 − t(e2)n2 − t(e3)n3 +
ρ

3
fh = 0

si hacemos tender la altura a cero (h → 0) obtenemos la relación entre el vector de tensión asociado a una
superficie arbitraria en términos de los vectores de tensión cartesianos

t(n) = t(1)n1 + t(2)n2 + t(3)n3.

En forma matricial

[
t
(n)
1 t

(n)
2 t

(n)
3

]
= n1




t
(e1)
1

t
(e1)
2

t
(e1)
3


 + n2




t
(e2)
1

t
(e2)
2

t
(e2)
3


 + n3




t
(e3)
1

t
(e3)
2

t
(e3)
3


 =

[
n1 n2 n3

]



σ11 σ12 σ13

σ21 σ22 σ23

σ31 σ32 σ33




o simplemente
t(n) = nT Σ.

En el caso de fluidos no viscosos, como la atmósfera, la matriz Σ es diagonal y sus elementos no nulos
(Σii = −p) están ocupados por la presión atmosférica y ésta actúa siempre normal a cualquier superficie sin
importar su orientación, lo que quiere decir que

t(n) = −p n̂ (1.21)

donde n̂ es el vector normal unitario a la superficie del volumen Ω (t). Sustituyendo en (1.30) tenemos

Fsup =
∮

S(t)

−p n̂ dS (t) .

Igualando (1.18) con la suma de (1.19) y (1.20)

d

dt

∫

v(t)

Vρ dv (t) =
∮

S(t)

−p n̂ dS (t) +
∫

Ω(t)

f (X, t) ρ dv (t) . (1.22)

Usando (1.15) en el lado izquierdo

d

dt

∫

v(t)

Vρ dv (t) =
∫

v(t)

[
d (Vρ)

dt
+ Vρ ∇ ·V

]
dv (t) .

Desarrollando

∫

v(t)

[
d (Vρ)

dt
+ Vρ ∇ ·V

]
dv (t) =

∫

v(t)


ρ

dV
dt

+ V
(

dρ

dt
+ ρ ∇ ·V

)

︸ ︷︷ ︸
Ec. de continuidad


 dv (t) =

∫

v(t)

ρ
dV
dt

dv (t) .

Donde hemos usado (1.16). Sustituyendo en (1.22)
∫

v(t)

ρ
dV
dt

dv (t) =
∮

S(t)

−p n̂ dS +
∫

v(t)

f (X, t) ρ dv (t) . (1.23)

Por el teorema de la divergencia ∮

S(t)

p n̂ dS =
∫

v(t)

∇p dv (t)
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entonces ∫

v(t)

[
ρ
dV
dt

+∇p− f (X, t) ρ

]
dv (t) = 0,

ecuación válida para un volumen arbitrario, por lo que

dV
dt

+
1
ρ
∇p− f (X, t) = 0. (1.24)

A esta ecuación se le conoce como ecuación de momentum.

1.3. Relaciones termodinámicas, hipótesis de equilibrio local y flu-
jo isoentrópico

La primera ley de la termodinámica establece la conservación de la enerǵıa

dU = dQ + dW (1.25)

para procesos reversibles o irreversibles, donde la enerǵıa interna U es un atributo de cada sistema f́ısico, dQ
es el calor que fluye a través de las fronteras del sistema y dW es el trabajo realizado por el sistema. En el
caso de un gas ideal como la atmósfera tenemos

dW = −p dv

donde suponemos que la presión p es la misma en cada punto del gas. La segunda ley de la termodinámica
establece que para procesos reversibles tiene lugar la relación

dU = TdS − pdv (1.26)

donde S es la entroṕıa del sistema. Esta relación supone que el sistema está cerca del equilibrio termo-
dinámico, por lo que no hay diferencias significativas entre los valores de sus propiedades termodinámicas
en distintos puntos del sistema. Sin embargo, las propiedades de un fluido en movimiento pueden cambiar
significativamente de valor de un punto a otro por lo que, en general, el fluido constituye un sistema fuera de
equilibrio termodinámico y, en consecuencia, la relación termodinámica (1.25) no es válida. Podemos evitar
esta dificultad si consideramos que nuestro (micro) sistema termodinámico es una part́ıcula de fluido y, por
su pequeñez, suponemos que dicho sistema está básicamente en equilibrio termodinámico. Esta hipótesis
recibe el nombre de hipótesis del equilibrio local. De acuerdo con esta hipótesis el valor de las variables
termodinámicas pueden diferir de una part́ıcula a otra por lo que ahora debemos considerarlas funciones de
la posición de cada part́ıcula. Por ejemplo, si usamos el sub́ındice 0 para denotar el valor de una propiedad
como función de las coordenadas lagrangianas de cada part́ıcula, tenemos

U0 = U0 (t,X0) , S0 = S0 (t,X0) , T0 = T0 (t,X0) , etc.,

y la segunda ley (1.14) toma la forma
dU0 = T0dS0 − p0dv0. (1.27)

Si las propiedades termodinámicas son funciones bien comportadas del tiempo t de manera que las derivadas
respecto a t están bien definidas, las diferenciales en (1.27) están dadas por

dU0 =
dU0

dt
dt , dS0 =

dS0

dt
dt , dv0 =

dv0

dt
dt

y la segunda ley en su forma (1.27) equivale a la relación siguiente

dU0

dt
= T0

dS0

dt
− p0

dV0

dt
. (1.28)

Para reescribir lo anterior en forma euleriana basta con sustituir las coordenadas lagrangianas X0 por su
expresión en coordenadas eulerianas (1.4), por ejemplo

U (t,X) ≡ U0 (t,X0 = X0(t,X))
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donde omitimos el sub́ındice 0 para indicar a una propiedad en su forma euleriana. Aśı, la relación termo-
dinámica (1.27) toma la forma

dU = TdS − pdV, (1.29)

donde usamos el hecho de que cada función depende de t y Xi para obtener la expresión de las diferenciales.
Por ejemplo, para la enerǵıa interna tenemos

dU =
∂U

∂t
dt +

∂U

∂Xi
dXi.

De acuerdo con la definición de ∇ y la relación (1.1), podemos escribir

∂U

∂Xi
dXi = ∇U · dR

con lo cual llegamos a la expresión

dU =
∂U

∂t
dt +∇U · dR (1.30)

válida para flujos no estacionarios. Si el flujo es estacionario tenemos

dU = ∇U · dR
Reescribamos (1.29) en términos de la densidad

ρ =
M

v
=

masa
volumen

donde la masa M de cada part́ıcula de fluido se considera constante. Entonces

dv = d
M

ρ
= −M

ρ2
dρ.

Sustituyendo en (1.29) y dividiendo entre M se obtiene

d

(
U

M

)
= Td

(
S

M

)
+

p

ρ
dρ.

Si definimos
u ≡ U

M
s ≡ S

M
la segunda ley (1.29) toma la forma

du = Tds +
p

ρ2
dρ. (1.31)

Reescribamos esta última ecuación en términos de la función de entalṕıa

H ≡ U + pV = U + p
M

ρ
.

Dividiendo entre M ,
H

M
=

U

M
+

p

ρ
,

y definiendo

h ≡ H

M
se obtiene

h = u +
p

ρ
y por tanto

dh = du +
dp

ρ
− p

ρ2
dρ .

Despejando du y sustituyendo el resultado en (1.31) se obtiene la siguiente expresión para la segunda ley de
la termodinámica

dh = Tds +
dp

ρ
. (1.32)

la cual es válida para un flujo estacionario o no estacionario.
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1.3.1. Flujo adiabático ó isoentrópico

Un flujo en el cual la entroṕıa de cada part́ıcula permanece constante, recibe el nombre de flujo iso-
entrópico ó adiabático. En este caso la segunda ley (1.32) se reduce a

dh =
dp

ρ
. (1.33)

Por otro lado si el flujo es estacionario tenemos

dh = dh (R) = ∇h · dR dp = dp (R) = ∇p · dR
Sustituyendo estas relaciones en (1.33) se concluye que tiene lugar la relación

∇h =
1
ρ
∇p . (1.34)

A continuación, recordaremos algunas relaciones entre las propiedades de un gas ideal uniforme. La
relación entre presión y la enerǵıa cinética promedio

〈
mv2/2

〉
de sus moléculas es

p =
2
3

N

V

〈
mv2

2

〉

donde N es el número de part́ıculas en un volumen V . Por otro lado tenemos la ecuación de estado de gas
ideal

pV = NkT

de donde k es la constante de Boltzmann. Comparando lo anterior obtenemos

kT =
1
3

〈
mv2

〉

lo que puede tomarse como la definición de la escala absoluta de temperatura. Reescribiendo la ecuación de
estado

p =
Nm

V

k

m
T

=
M

V

k

m
T

aparece la masa M = Nm del gas contenido en V , la densidad ρ = M/V y la constante

R =
k

m

la cual depende de la masa m de las part́ıculas del gas. Aśı llegamos a la ecuación de estado

p = ρRT.

Podemos reescribir
R =

N0k

N0m
=
R0

M

donde
R0 = N0k = 8,314 J /mol K

es la constante universal de los gases. La atmósfera es una mezcla de gases por lo que el valor de M es un
promedio de las masas de tales gases y aproximadamente tenemos

R = 287 J / kg K.

La primera Ley de la termodinámica
dU = dQ− pdV
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da lugar a la definición de la capacidad caloŕıfica a volumen constante

CV =
(

dQ

dT

)

V

=
(

∂U

∂T

)

V

.

Reescribiendo la primera Ley en términos de la entalṕıa H = U + pV obtenemos

dH = dQ + V dp

con lo cual definimos la capacidad caloŕıfica a presión constante

Cp =
(

dQ

dT

)

p

=
(

∂H

∂T

)

p

.

Para obtener la relación entre Cp y CV derivamos la identidad

H(T, p) = U(T, V ) + p V (T, p)

para obtener

Cp =
(

∂U

∂T

)

p

+ p

(
∂V

∂T

)

p

Para calcular la derivada sobre U usamos la identidad (proporcionada por la regla de la cadena)
(

∂

∂T

)

p

=
(

∂

∂T

)

V

+
(

∂V

∂T

)

p

(
∂

∂V

)

T

,

lo que nos da

Cp = CV +
(

∂V

∂T

)

p

(
∂U

∂V

)

T

+ p

(
∂V

∂T

)

p

.

En el caso de un gas ideal tenemos la aśı llamada Ley de Joule
(

∂U

∂V

)

T

= 0 (1.35)

la cual junto con la ecuación de estado da

Cp = CV + Nk.

Las relaciones anteriores podemos reescribirlas en términos de cantidades por unidad de masa dividiendo con
M , cantidades que denotamos con letras minúsculas como arriba, por ejemplo

cp =
Cp

M
cV =

CV

M
,

con lo cual obtenemos
cp = cV +R. (1.36)

La termodinámica tiene la virtud de proporcionar relaciones entre las variables de estado sin considerar
los procesos moleculares involucrados en las transformaciones de un sistema termodinámico. Por ejemplo,
consideremos que el gas ideal homogéneo sometido a un proceso adiabático, es decir, no intercambia calor
con su entorno. En tal caso la primera Ley se reduce a

du =
p

ρ2
dρ

y si usamos la Ley de Joule (1.35) en la forma

du = cvdT, (1.37)
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obtenemos una ecuación diferencial que sólo involucra variables termodinámicas

cvdT =
p

ρ2
dρ

y que podemos integrar con ayuda de la ecuación de estado p = ρRT como sigue

cv
dT

T
=
R
ρ

dρ → d ln T =
R
cv

d ln ρ → T = ρ
R
cv + cte.

por tanto
T = Cρ

R
cv

donde C es una constante de integración.

1.3.2. Ecuaciones de Poisson

Hasta aqúı hemos considerado un gas ideal con propiedades espacialmente uniformes, pero si invocamos
la hipótesis de equilibrio local la última relación es válida para cada part́ıcula independientemente de la
forma en que T y ρ dependan de sus coordenadas lagrangianas o eulerianas, es decir, en la deducción anterior
hemos trabajado con funciones de la forma T = T (t, xi

0) ó T (t, xi), de manera que para el caso de un flujo
estacionario e isoentrópico podemos escribir

T (r) = Cρ
R
cv (r).

Si denotamos con un sub́ındice 0 al valor de las funciones en r0, tenemos

T0 = Cρ
R
cv
0 .

Dividiendo miembro a miembro las dos últimas relaciones se obtiene

T (r) = T0

(
ρ(r)
ρ0

) R
cv

o, simplemente,

T = T0

(
ρ

ρ0

) R
cv

(1.38)

donde queda impĺıcito que las funciones termodinámicas dependen las coordenadas (lagrangianas o eulerianas)
de cada part́ıcula. Usando la ecuación de estado podemos sustituir a ρ por p en (1.38):

ρ

ρ0
=

T0

p0

p

T
→ T = T0

(
T0

p0

p

T

) R
cv

→ T 1+ R
cv = T

1+ R
cv

0

(
p

p0

) R
cv

.

La relación (1.36) entre capacidades caloŕıficas equivale a 1 + R
cv

= cp

cv
con lo cual se obtiene

T = T0

(
p

p0

) R
cp

. (1.39)

Siguiendo el mismo razonamiento sustituyamos T por ρ en (1.38):

p

ρR =
p0

ρ0R
(

p

p0

) R
cp

→ ρ = ρ0
p

p0

(
p

p0

)− R
cp

= ρ0

(
p

p0

)1− R
cp

y usando 1− R
cp

= cv

cp
se obtiene

ρ = ρ0

(
p

p0

)1/γ

(1.40)
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donde definimos
γ ≡ cp

cv
.

Las ecuaciones (1.38), (1.39), (1.40) reciben el nombre de ecuaciones de Poisson. Para calcular la entalṕıa
integramos (1.37) para obtener

u = cvT

donde, sin perder generalidad, hacemos cero a la constante de integración, entonces

h = u +
p

ρ
= cvT +RT

por tanto
h = cpT. (1.41)

1.4. Ecuaciones de Bernoulli en sistemas inerciales

El propósito de la presente sección es obtener constantes de movimiento a partir de la ecuación de mo-
mentum para flujos ideales. Las expresiones de dichas constantes son las Ecuaciones de Bernoulli, ecuaciones
de gran interés tanto para la hidrodinámica como para la meteoroloǵıa. La idea principal para obtener tales
ecuaciones es escribir los términos de la ecuación de momentum, para un flujo ideal, como el gradiente de
funciones escalares. Recordemos que la ecuación de momentum para un flujo ideal es, en forma Euleriana

∂V
∂t

+ (V · ∇)V +
1
ρ
∇p− f (X, t) = 0. (1.42)

Sustituyendo la siguiente identidad

(V · ∇)V = ∇V 2

2
−V × (∇×V)

en la ecuación anterior obtenemos

∂V
∂t

+∇V 2

2
+

1
ρ
∇p− f (X, t) = V × (∇×V) .

Si suponemos que la función f y el campo V son el gradiente de alguna función escalar, es decir

f = −∇Φg V = ∇Φv

entonces la ecuación de momentum es

∇∂Φv

∂t
+∇V 2

2
+

1
ρ
∇p +∇Φg = 0. (1.43)

Ya que, en general, la densidad es función de la posición, debemos utilizar las relaciones termodinámicas
desarrolladas en la sección anterior par poder factorizar el operador gradiente.

1.4.1. Ecuación de Bernoulli para una atmósfera isotérmica

Si suponemos que la temperatura es constante podemos sustituir la ecuación de estado

1
ρ

=
RT0

p

en la ecuación (1.43) para obtener

∇∂Φv

∂t
+∇V 2

2
+
RT0∇p

p
+∇Φg = 0,

14



de donde podemos factorizar el operador gradiente

∇
[
∂Φv

∂t
+

V 2

2
+RT0 ln p + Φg

]
= 0.

Lo que quiere decir que
∂Φv

∂t
+

V 2

2
+RT0 ln p + Φg = G(t)

es una función, a lo más, del tiempo. Si ahora suponemos que el flujo es estacionario entonces

∇
[
V 2

2
+RT0 ln p + Φg

]
= 0.

lo que quiere decir que la función

E(r) =
V 2(r)

2
+RT0 ln p(r) + Φg(r)

tiene el mismo valor numérico en cualquier punto. Para calcular dicho valor suponemos que conocemos el
valor de el campo, de la presión y de el potencial en algún punto r0

E(r0) =
V 2(r)

2
+RT0 ln p(r0) + Φg(r0) = E0

por lo que la Ecuación de Bernoulli para una flujo isotérmico es

V 2(r)
2

+RT0 ln p(r) + Φg(r) = E0 (1.44)

1.4.2. Ecuación de Bernoulli para una atmósfera adiabática

Sustituyendo la ecuación (1.34) en (1.43) podemos factorizar el gradiente:

∇
[
∂Φv

∂t
+

V 2

2
+ h + Φg

]
= 0.

Nuevamente, para un flujo estacionario tenemos que la constante de movimiento es:

V 2(r)
2

+ h(r) + Φg(r) = E0. (1.45)

De (1.39) y (1.41) vemos que

h(r) = cpT0

(
p(r)
p0

) ∇
cp

entonces la Ecuación de Bernoulli para una atmósfera adiabática tiene la expresión

V 2(r)
2

+ cpT0

(
p(r)
p0

) ∇
cp

+ Φg(r) = E0. (1.46)

Debido al movimiento de rotación de la tierra las ecuaciones desarrolladas hasta el momento no pueden
aplicarse directamente. Es necesario extender las ideas presentadas en este caṕıtulo a sistema de referencia no
inerciales para expresar las ecuaciones en términos de cantidades relativas a un observador que está parado
sobre la superficie terrestre.
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Caṕıtulo 2

Ecuaciones de movimiento relativas a
la tierra

2.1. Ecuaciones en un sistema de referencia fijo a la Tierra

En el caṕıtulo anterior obtuvimos las ecuaciones de balance en un marco inercial X el cual suponemos
colocado en el centro de la tierra. Nuestra tarea ahora es transformar dichas ecuaciones a un sistema Y que
está fijo a la tierra, es decir, que rota a una velocidad angular constante Ω alrededor del eje Y 3.

Para empezar escribimos la base
{
Ŷi

}
en términos de la base

{
X̂j

}
.

Ŷ1 = cos θ X̂1 + sen θ X̂2

Ŷ2 = − sen θ x̂1 + cos θ X̂2

Ŷ3 = X̂3

o en forma matricial


Ŷ1

Ŷ2

Ŷ3


 =




cos θ sen θ 0
− sen θ cos θ 0

0 0 1






X̂1

X̂2

X̂3


 ó Ŷi = RijX̂j . (2.1)

La matriz R tiene las propiedades siguientes

det (R) = 1 RRT = I. (2.2)

Ya que el sistema Y está girando el ángulo entre los ejes X1 y Y 1 está dado por θ = Ωt + θ0. Por lo que la
matriz R depende del tiempo y, en consecuencia, los vectores base

{
Ŷi

}
también. La expresión del vector de

posición, en ambos sistemas es

R = XiX̂i = Y jŶj (2.3)

usando (2.1)
XiX̂i = Y jRjiX̂i (2.4)

comparando componentes obtenemos la ley de transformación entre componentes de vectores en el sistema
X y el sistema Y

Xi = RijY
j , Y j = RjiX

i. (2.5)

Para calcular la relación entre velocidades no debemos olvidar la dependencia temporal de la base
{
Ŷi

}
.

Entonces tenemos que el vector velocidad es

dR
dt

=
dXi

dt
X̂i =

d

dt
Y jŶj = Ẏ jŶj + Y i dŶj

dt
(2.6)
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para calcular dŶj/dt en términos de
{
Ŷi

}
usamos (2.1)

dŶj

dt
=

dRjk

dt
X̂i =

dRjk

dt
RkjŶj . (2.7)

Sustituyendo en (2.6)
dR
dt

=
dXi

dt
X̂i =

[
Ẏ j + Y i dRjk

dt
Rkj

]
Ŷj

donde
dR
dt
RT =




0 Ω 0
−Ω 0 0
0 0 0


 (2.8)

Si aplicamos la matriz anterior a un vector cualquiera tenemos

[
A1 A2 A3

]



0 Ω 0
−Ω 0 0
0 0 0


 =

[−ΩA2 ΩA1 0
]
.

Este mismo resultado lo obtenemos del siguiente modo: sea el vector Ω = Ω(0, 0, 1)T entonces

Ω×A = εijkΩjAk = (−ΩA2, ΩA1, 0) .

Entonces
V = ẊiX̂i =

[
Ẏ j + εjklΩkY l

]
Ŷj . (2.9)

Para la aceleración tenemos

A =
dV
dt

=
d

dt

[
Ẏ j + εjklΩkY l

]
Ŷj

=
{

Ÿ j + 2εjklΩkẎ l + εjklεlmnΩkΩmY n
}

Ŷj (2.10)

= aY + 2Ω× v + Ω× (Ω×Y) .

Para el vector gradiente tenemos que

∇X = X̂i
∂

∂Xi
(2.11)

usando regla de la cadena

∇X = X̂i
∂Y k

∂Xi

∂

∂Y k
(2.12)

de (2.5) vemos que
∂Y k

∂Xi
= Rki (2.13)

sustituyendo (2.13) y (2.1) en (2.12)

∇X = RikŶkRki
∂

∂Y k
= Ŷk

∂

∂Y k
= ∇Y . (2.14)

Con lo anterior podemos transformar las ecuaciones de balance. Para obtener la expresión de la densidad en
CE Y utilizamos (2.5) para reemplazar la expresión de las CE X

ρ (X, t) = ρ [X = X(Y, t)] = ρ (Y, t) (2.15)

por lo que la derivada temporal en ambos sistemas es

dρ (X, t)
dt

=
dρ (Y, t)

dt
. (2.16)
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Para transformar la velocidad usamos (2.9)

V i =
[
vj + εjklΩkY l

]
Rji

usando regla de la cadena y (2.13) tenemos

∂V i

∂Xi
=

∂Y j

∂Xi

∂

∂Y j

[
vj + εjklΩkY l

]
Rji = Rji

[
∂vj

∂Y j
+ εjklΩkδjl

]
Rji = Rji

∂uj

∂Y j
Rji =

∂uj

∂Y j
. (2.17)

Usando (2.14), (2.16) y (2.17)

dρ (Y, t)
dt

+ ρ (Y, t)
∂vj

∂Y j
= 0

dρ (Y, t)
dt

+ ρ (Y, t)∇Y · v (Y, t) = 0

∂ρ (Y, t)
∂t

+∇Y · ρ (Y, t)v (Y, t) = 0. (2.18)

En el sistema X la ecuación de momentum es la siguiente

dV
dt

+
1
ρ
∇X p− f (X, t) = 0.

Usando (2.10) y (2.14) tenemos

aY + 2Ω× v + Ω× {Ω×Y}+
1

ρ (Y, t)
∇Y p (Y, t)− f (Y, t) = 0

La expresión de la velocidad angular de la tierra en el sistema Y es

Ω = ΩŶ3

entonces
a1 (Y, t)− 2ΩY 2 − Ω2Y 1 = − 1

ρ(Y,t)
∂p(Y,t)

∂Y 1 + f1 (Y, t)

a2 (Y, t) + 2ΩY 1 − Ω2Y 2 = − 1
ρ(Y,t)

∂p(Y,t)
∂Y 2 + f2 (Y, t)

a3 (Y, t) = − 1
ρ(Y,t)

∂p(Y,t)
∂Y 3 + f3 (Y, t)

(2.19)

2.2. Ecuaciones relativas a un plano tangente a la esfera terrestre

Consideremos un sistema de referencia cartesiano x1x2x3 con el plano x1x2 tangente a la esfera terrestre
en un punto con longitud λc y latitud φc como se ilustra en la figura 1.5. La matriz que relaciona a la base
asociada al sistema Y con la base asociada al sistema x1x2x3 es

Rc =




− sen λc cos λc 0
− cosλc sen φc − sen λc sen φc cosφc

cos λc cos φc sen λc cosφc sen φc


 , (2.20)

donde el punto ξ = (λf , φf , rf ). La relación de vectores base esta dada por

x̂i = Rcij (ξ) Ŷj . (2.21)

La relación que tienen las componentes de cualquier vector en ambos sistema es la siguiente

Ai (Y) Ŷi = Aj (x) x̂j

utilizando (2.21)
Ai (Y) Ŷi = Aj (x̂)RcjiŶi
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θ

θ

Figura 2.1: Sistemas de referencia inercial Xi y primario Y j .

Figura 2.2: Sistema de referencia primario Y i y coordenadas relativas a un plano tangente.
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comparando componentes obtenemos la relación buscada

Ai (Y) = Aj (x̂)Rcji. (2.22)

El vector de posición está dado por

R = Y iŶi =
(
xj + δ3ja

)
x̂j

donde a es el radio terrestre. Para la transformación del vector velocidad utilizaremos la expresión

V = v + Ω×R.

Donde

v =
dY i

dt
Ŷi

usando regla de la cadena, (2.21) y (2.22)

v = ẋk ∂xjRij

∂xk
Rjix̂j = ẋk ∂xj

∂xk
RijRjix̂j = ẋkδkj x̂j = ẋkx̂k = wkx̂k. (2.23)

La velocidad angular tiene la siguiente expresión en el sistema XP

Ω = Ω {x̂2 cos φ + x̂3 sen φ} (2.24)

entonces

Ω×Y = Ω {x̂2 cosφ + x̂3 sen φ}×(
xj + δ3ja

)
x̂j = Ω

{[(
x3 + a

)
cosφ− x2 sen φ

]
x̂1 + x1 sen φx̂2 − x1 cosφx̂3

}
(2.25)

Usando (2.23) y (2.25) obtenemos la velocidad en términos de cantidades medidas en el sistema x1, x2, x3




V 1

V 2

V 3


 =




w1 + Ω
[(

x3 + a
)
cos φ− x2 sen φ

]
w2 + x1Ωsen φ
w3 − x1Ωcos φ


 . (2.26)

Para la aceleración se hace algo similar, de la expresión

A = a + 2Ω× v + Ω×Ω×R

se transforma la aceleración en el sistema Y utilizando (2.21) y (2.22)

a =
dvi

dt
Ŷi =

dwj

dt
RijRjix̂j =

dwj

dt
x̂j .

Ahora se transforma 2Ω× v utilizando (2.23) y (2.24)

Ω× v = Ω {x̂2 cosφ + x̂3 senφ} × wkx̂k

= Ω
{(

w3 cosφ− w2 sen φ
)
x̂1 + w1 sen φx̂2−w1 cosφx̂3

}
.

Para la aceleración centŕıpeta tenemos

Ω×Ω×R = Ω {x̂2 cos φ + x̂3 sen φ} ×Ω×R

= Ω2
{−x1x̂1 + sen φ

[(
x3 + a

)
cos φ− x2 sen φ

]
x̂2 − cos φ

[(
x3 + a

)
cos φ− x2 sen φ

]
x̂3

}
.

Finalmente tenemos

A =




ẇ1 + 2Ω
(
w3 cosφ− w2 sen φ

)− Ω2x1

ẇ2 + 2w1Ωsen φ + Ω2 sen φ
[(

x3 + a
)
cos φ− x2 senφ

]
ẇ3−2w1Ωcos φ− Ω2 cos φ

[
(x3 + a) cos φ− x2 sen φ

]


 . (2.27)

21



La transformación de gradiente es como sigue

∇ = Ŷi
∂

∂Y i
= Rjix̂j

∂xj

∂Y i

∂

∂xj
= Rjix̂jRji

∂

∂xj
= x̂jRijRji

∂

∂xj
= x̂j

∂

∂xj
(2.28)

Para transformar la ecuación de continuidad

dρ (R, t)
dt

+ ρ (R, t)
∂vi

∂Y i
= 0

utilizamos (2.22) y la regla de la cadena.

∂vi

∂Y i
=

∂wj

∂Y i
Rij =

∂xk

∂Y i

∂wj

∂xk
Rij =

∂wj

∂xk
RijRji =

∂wj

∂xk
δjk =

∂wj

∂xj
.

Entonces la ecuación de continuidad en el sistema x1, x2, x3 queda

dρ (x, t)
dt

+ ρ (x, t)
∂wi

∂xi
= 0 . (2.29)

Para transformar la ecuación de momentum

a + 2Ω× v + Ω× (Ω×R) = − 1
ρ (R, t)

∇Y p + g + f (R, t)

utilizamos (2.27), (2.28) y la regla de la cadena. Por lo que tenemos

ẇ1 + 2Ω
(
w3 cosφ− w2 senφ

)− Ω2x1 = − 1
ρ(x,t)

∂p
∂x1 + g1 + f1 (x, t)

ẇ2 + 2w1Ωsen φ + Ω2 sen φ
[(

x3 + a
)
cos φ− x2 senφ

]
= − 1

ρ(x,t)
∂p
∂x2 + g2 + f2 (x, t)

ẇ3−2w1Ωcos φ− Ω2 cos φ
[(

x3 + a
)
cos φ− x2 senφ

]
= − 1

ρ(x,t)
∂p
∂x3 + g3 + f2 (x, t)

. (2.30)

Que es la ecuación de momentum relativa a un plano tangente a la esfera en el punto ξ = (λf , φf , rf ).
Para simplificar las ecuaciones anteriores despreciamos los términos que contengan Ω2 pues se consideran
pequeños con respecto a los demás. Además consideramos que la única fuerza volumétrica de importancia es
la gravedad, que en este caso tiene la expresión

g = −g
a2

r3
(xi + δi3a) x̂i g =

GMT

a2

donde G es la contante gravitacional, MT es la masa terrestre, a es el radio terrestre y

r =
[(

x1
)2

+
(
x2

)2
+ (x3 + a)2

]3/2

.

Con esto obtenemos la ecuación de momentum

ẇ1 + 2Ω
(
w3 cosφ− w2 senφ

)
= − 1

ρ (x, t)
∂p

∂x1
− ga2r−3x1 (2.31a)

ẇ2 + 2w1Ωsen φ = − 1
ρ (x, t)

∂p

∂x2
− ga2r−3x2 (2.31b)

ẇ3−2w1Ωcos φ = − 1
ρ (x, t)

∂p

∂x2
− ga2r−3

(
x3 + a

)
. (2.31c)

2.3. Ecuaciones de momentum aproximadas y su región de validez

El problema de la validez local de las ecuaciones de momentum fué señalado por McVitte en 1948 [21] y
replanteado por Nuñez [27, 29, 28] en años recientes.

Es necesario hacer notar que en la literatura convencional de meteoroloǵıa, se utiliza la aproximación para
la aceleración de la gravedad

g = −gx̂3.
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con esta aproximación las ecuaciones de momentum quedan

ẇ1 + 2Ω
(
w3 cosφ− w2 sen φ

)
= − 1

ρ (x, t)
∂p

∂x1
(2.32a)

ẇ2 + 2w1Ωsen φ = − 1
ρ (x, t)

∂p

∂x2
(2.32b)

ẇ3−2w1Ωcos φ = − 1
ρ (x, t)

∂p

∂x3
− g. (2.32c)

Para mostrar que los términos que se han omitido en (2.32) son los dominantes, a partir de 100 km, mostramos
la tabla (2.1) con los órdenes de magnitud de los términos de (2.31).

du
dt − 1

ρ
∂p
∂x1 +fv −fw − ga2x1

r3

L U2

L
∆p
ρL fU fHU

L

106 10−4 10−3 10−2 10−5 100

105 10−3 10−2 10−3 10−4 10−1

104 10−2 10−1 10−3 10−3 10−2

Cuadro 2.1: Magnitudes en ms−2 de los términos de las ecuaciones de momentum. Donde L(m) es la escala
horizontal, U =10ms−1, H = 104m , f = 2Ω sen φ, φ = 45◦, g = 10ms−2, x1 = L/2, x2 = x3 = 0,
r =

√
x2

1 + a2, a = 6378km

Para estimar la región de validez se utiliza (2.31) y (2.32) con el fin de obtener la presión de una atmósfera
isotérmica en reposo con respecto a la tierra, con la condición p (zi = 0) = p0. Esto es, resolvemos las
ecuaciones

1
p

dp

dxi
= − ga2

RT

xi

r3
(2.33a)

1
p

dp

dx3
= − g

RT
. (2.33b)

La expresión de la densidad la obtenemos de la ley de gas ideal ρ = p/RT . Las soluciones a las ecuaciones
(2.33a) y (2.33b) son, respectivamente

pE = p0e
−ba(1− a

r ) (2.34)

pA = p0e
−bx3

(2.35)

con b = g/RT . Donde (2.34) es la presión en cualquier parte de la esfera terrestre con superficies esféricas de
presión constante y (2.35) es la presión aproximada, la cual es constante en el plano x3 = cte. Con estas dos
últimas expresiones calculamos la presión sobre la esfera terrestre

pE = p0 pA = p0e
b
“

a−
√

a2−ξ2
”

donde
x3 = −a +

√
a2 − ξ2 ξ2 =

(
x1

)2
+

(
x3

)2
.

Entonces, el error relativo es

∆p =
∣∣∣∣
pA

pE
− 1

∣∣∣∣× 100

∆p = 100
[
e
b
“

a−
√

a2−ξ2
”
− 1

]
. (2.36)

Si usamos los valores g = 9,8 ms−2, T = 300 K, R = 287 J/kgK, a = 6378 km se obtiene b = 0,11382 km−1.
En la figura (2.3) se observa la dependencia de el error relativo con la distancia del origen a un punto sobre
el plano x3 = 0. De aqúı se puede ver que, si el error máximo permitido es de 5 %, entonces la región máxima
es de un radio de 75 km por lo que el dominio horizontal máximo es de 150 km × 150 km .
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2.4. Ecuaciones en coordenadas curviĺıneas ortogonales si defini-
das en el sistema primario Y i

Para obtener las ecuaciones de mometum en coorenadas curvileneas seguimos el formalismo de matrices
de rotacion usado en [27, 28]

Consideremos que las coordenadas Y i dependen de otras coordenadas s1s2s3

Y i = Y i
(
s1, s2, s3

) ≡ Y i (s) (2.37)

donde no aparece expĺıcitamente el tiempo t (ver figura 2.4) de manera que

R = R (s, t) = Y i (s) Ŷi (t) . (2.38)

La base covariante τi se define por

τi =
(

∂R
∂si

)

t

=
∂Y j

∂si
Ŷj (2.39)

y los factores métricos hi por
hi ≡ ‖τi‖ .

Consideremos que el sistema curviĺıneo si es ortogonal, esto es, los vectores unitarios

ŝi =
τi

hi
(sin sumar en i) (2.40)

forman una base ortonormal,
ŝi · ŝj = δij .

Además supondremos que el orden de s1, s2, s3 es tal que los vectores ŝi obedecen la regla de la mano derecha,

ŝi × ŝj = εijk ŝk , (2.41)

de manera que la base ŝi es una rotación ŕıgida de Ŷ1, Ŷ2, Ŷ3. Esto implica que existe una matriz de rotación
R tal que

ŝi = RijŶj , (2.42)

satisface det (R) = 1 y
RRT = I ó RijRkj = δik (2.43)

de donde se obtiene
Ŷj = Rij ŝi. (2.44)

La relación

τi = hiŝi =
∂Y j

∂si
Ŷj (2.45)

nos da

ŝi =
1
hi

∂Y j

∂si
Ŷj (sin sumar en i). (2.46)

Comparando con (2.42) obtenemos las componentes de R:

Rij =
1
hi

∂Y j

∂si
(sin sumar en i). (2.47)

La matriz Jacobiana J de la transformación (2.37) es

Jij =
∂Y j

∂si
, (2.48)
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Figura 2.3: Error relativo vs región de validez

Figura 2.4: Sistema curviĺıneo s1s2s3 .
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y el Jacobiano correspondiente es

J = det(Jij) = τ1 · (τ2 × τ3)
= h1ŝ1 · (h2ŝ2 × h3ŝ3)
= h1h2h3.

Ahora consideremos la transformación de operaciones vectoriales para obtener las ecuaciones de movi-
miento en las coordenadas si:
a) Para la transformación de las componentes de un vector consideremos

b = bj (Y ) Ŷj = bi (s) ŝi.

Sustituyendo (2.44) obtenemos
bi (s) = Rij bj (Y ) , (2.49)

y, usando (2.43),
bj (Y ) = Rij bi (s) . (2.50)

En particular, para el vector de posición

R = [R]is ŝi = Y j (s) Ŷj (t)

tenemos
[R]is = Rij Y j (s) .

Para el producto vectorial
a× b = c

consideremos
a = aiŝi b = bj ŝj c = clŝl ,

entonces
aibj ŝi × ŝj = cl ŝl,

multiplicando por ŝk· y usando (2.41) se obtiene

ck = εijk aibj (2.51)

lo que significa que podemos usar la formula del determinante para calcular a× b,

a× b =

∣∣∣∣∣∣

ŝ1 ŝ2 ŝ3

a1 a2 a3

b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣
. (2.52)

b) Para obtener la expresión de la velocidad

V =
dR
dt

= v + Ω×R

en el sistema sj comenzamos por la transformación de la velocidad v relativa a la Tierra:

v = Ẏ iŶi = Ŷi
d

dt
Y i (s) = Ŷi

∂Y i

∂sj
ṡj (usando regla de la cadena)

donde aparece la definición (2.39), por tanto

v = τj ṡj . (2.53)

Sustituyendo (2.45) obtenemos

v = ŝj vj con vj ≡ hj ṡ
j (sin sumar en j) (2.54)
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siendo vj las componentes f́ısicas de v en la base ŝj y

ṡj =
vj

hj
(sin sumar en j) (2.55)

son las velocidades generalizadas. Para el término Ω×R usamos (2.52)

Ω×R = Ωi ŝi × [R]js ŝj =

∣∣∣∣∣∣

ŝ1 ŝ2 ŝ3

Ω1 Ω2 Ω3

[R]1s [R]2s [R]3s

∣∣∣∣∣∣
(2.56)

donde las componentes Ωi están dadas por



Ω1

Ω2

Ω3




s

= R




0
0
Ω




Y

.

c) Para la aceleración tenemos

A =
dV
dt

= a + 2Ω× v + Ω× (Ω×R) .

(i) Para transformar la aceleración relativa a la Tierra

a = v̇j (Y ) Ŷj

usamos la relación (2.50) entre componentes f́ısicas de v en la bases Ŷj y ŝi, a saber,

vj (Y ) = Rij vi (s) .

Derivando
v̇j (Y ) = Rij

·
v

i
(s) + Ṙij vi (s)

y usando (2.44) se obtiene

a =
(
Rij v̇i + Ṙij vi

)
Rkj ŝk =

(
RijRkj v̇

i + Rkj

·
Rijv

i

)
ŝk =

(
v̇k + Rk jṘi jv

i
)

ŝk

donde identificamos a las componentes f́ısicas ak de a,

a = ak ŝk , (2.57)

a saber,
ak = v̇k + RkjṘijv

i (2.58)

expresión que tiene la forma matricial



a1

a2

a3


 =




v̇1

v̇2

v̇3


 + RṘT




v1

v2

v3


 . (2.59)

(ii) El cálculo de la matriz antisimétrica RṘT se hace con la regla de la cadena

d

dt
R (s) = ṡn ∂R

∂sn

donde ṡn se expresa en términos de las componentes f́ısicas de v [ec. (2.55)], en esta forma

RṘT =
vn

hn
R

∂RT

∂sn
(2.60)
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donde sólo hay que calcular expĺıcitamente las matrices antisimétricas

R
∂RT

∂sn
.

(iii) El término Ω× v se calcula en la forma usual

Ω× v = Ωiŝi × vj ŝj =

∣∣∣∣∣∣

ŝ1 ŝ2 ŝ3

Ω1 Ω2 Ω3

v1 v2 v3

∣∣∣∣∣∣
.

mientras que Ω× (Ω×R) puede calcularse en forma análoga.
d) Para transformar el operador ∇ introducimos la base contravariante

ηi ≡ ∇si = Ŷj ∂si

∂Y j
. (2.61)

El par de bases τk, ηi es rećıproco, es decir, satisface

ηi · τk = δi
k . (2.62)

En efecto, tenemos

ηi · τk = Ŷj ∂si

∂Y j
· Ŷl

∂Y l

∂sk
= δj

l

∂si

∂Y j

∂Y l

∂sk
=

∂si

∂sk
= δi

k .

Usando la reciprocidad es fácil obtener

ηi =
1
hi

ŝi (sin sumar en i) (2.63)

ŝi = hiη
i = hi∇si (sin sumar en i). (2.64)

Aśı, la transformación de ∇ es inmediata

∇ = Ŷj ∂

∂Y j
= Ŷj ∂si

∂Y j

∂

∂si

donde aparece la definición (2.61), por lo tanto

∇ = ηi ∂

∂si
(2.65)

y usando (2.63) obtenemos

∇ = ŝi 1
hi

∂

∂si
. (2.66)

e) Para la transformación del operador ∇· usamos la identidad

ŝi =
1
2

εijk ŝj × ŝk , (2.67)

la cual es fàcil de demostrar, junto con

∇ · f b = ∇f · b + f ∇ · b (2.68)

∇ · (ηj × ηk
)

= ∇ · (∇sj ×∇sk
)

= 0 (2.69)

la ultima identidad se obtiene de ∇ · (a× b) = b · [∇× a]− a · [∇× b] y ∇×∇ f = 0. Si tenemos

b = bi ŝi
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entonces

∇ · b =
1
2
εijk ∇ · (biŝj × ŝk

)
[usando (2.67)]

=
1
2
εijk∇ · (hjhkbi ηj × ηk

)
[usando (2.64)]

=
1
2
εijk

[(∇hjhkbi
) · (ηj × ηk

)
+ 0

]
[usando (2.68), (2.69)]

=
1
2
εijk ∇

(
hjhkbi

) ·
(

ŝj

hj
× ŝk

hk

)
[usando (2.63)]

=
1

hjhk
∇ (

hjhkbi
) · ŝi [usando (2.67)] (sin sumar en j, k)

=
1

hjhkhi

∂

∂si

(
hjhkbi

)
[usando (2.66)] (sin sumar en j, k).

Por lo tanto

∇ · (bi ŝi

)
=

1
hjhkhi

∂

∂si

(
hjhkbi

)
(sin sumar en j, k)

=
1

h1h2h3

[
∂

∂s1
h2h3b

1 +
∂

∂s2
h1h3b

2 +
∂

∂s3
h1h2b

3

]
. (2.70)

La expresión anterior toma una forma compacta si usamos las componentes bi
η de b en la base τi conocidas

como componentes contravariantes,
b = bi

ητi . (2.71)

De acuerdo con
b = bi ŝi = bi

η τi = bi
η hiŝi

la relación entre componentes f́ısicas bi y contravariantes bi
η es

bi = hi bi
η (2.72)

bi
η =

bi

hi
. (2.73)

Usando (2.72) en (2.70) se obtiene

∇ · b=
1

h1h2h3

[
∂

∂s1
h1h2h3b

1
η +

∂

∂s2
h1h2h3b

2
η +

∂

∂s3
h1h2h3b

3
η

]
=

1
J

∂

∂si
J bi

η . (2.74)

Comparando (2.53) con (2.71) concluimos que las velocidades generalizadas ṡj son las componentes contra-
variantes de v, con lo cual (2.74) conduce a

∇ · v =
1
J

∂

∂si
J ṡi. (2.75)

f) Para el operador d
dt solo usamos la regla de la cadena

d

dt
=

(
∂

∂t

)

s

+ ṡj ∂

∂si
. (2.76)

Usando (2.55), (2.54) y (2.66) obtenemos

ṡj ∂

∂si
=

vi

hi

∂

∂si
= vi 1

hi

∂

∂si
= v · ∇

con lo cual (2.76) toma la forma

d

dt
=

(
∂

∂t

)

s

+
vi

hi

∂

∂si
=

(
∂

∂t

)

s

+ v · ∇ . (2.77)
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g) Para la ecuación de continuidad,
dρ

dt
+ ρ∇ · v = 0,

tenemos (2.70) y (2.76) ó (2.77). Con tales expresiones obtenemos la forma flujo de la ecuación de continuidad,
(

∂ρ

∂t

)

s

+∇ · ρv = 0.

Para la ecuación de momentum,

a + 2Ω× v + Ω× (Ω×R) = −1
ρ
∇p + g + f ,

tenemos a = aiŝi con ai dada por (2.58,2.59), la aceleración de Coriolis esta dada por (2.52),

Ω× v =

∣∣∣∣∣∣

ŝ1 ŝ2 ŝ3

Ω1 Ω2 Ω3

v1 v2 v3

∣∣∣∣∣∣

y la aceleración centŕıpeta Ω× (Ω×R) se puede calcular como la de Coriolis. Para ∇p y g tenemos

∇p = ŝi
1
hi

∂p

∂si
, g = ∇φg = ŝi

1
hi

∂φg

∂si
.

2.4.1. Ecuaciones en coordenadas esféricas λ, φ, r

En el sistema de referencia primario Y 1Y 2Y 3 definimos las coordenadas esféricas λ, φ, r como se aprecia
en la figura (2.5). Las ecuaciones de transformación entre las coordenadas de ambos sistemas son

Y 1 = r cos φ cos λ Y 2 = r cos φ sen λ Y 3 = r sen φ, (2.78)

el vector de posición está dado por

R = Y i Ŷi = r
[
cos φ

(
cos λŶ 1 + sen λ Ŷ2

)
+ sen φ Ŷ3

]
. (2.79)

Con la definición siguiente
s1 ≡ λ s2 ≡ φ s3 ≡ r

la base covariante τi (2.39) esta dada por

τλ =
∂R
∂λ

= hλ λ̂, τφ =
∂R
∂φ

= hφ φ̂, τr =
∂R
∂r

= hr r̂ , (2.80)

donde
hλ = r cos φ hφ = r hr = 1.

De (2.40) obtenemos la base ortonormal ŝi,

ŝ1 ≡ λ̂ ŝ2 ≡ φ̂ ŝ3 ≡ r̂

a saber, 


λ̂

φ̂
r̂


 = R (λ, φ)




Ŷ1

Ŷ2

Ŷ3


 (2.81)

donde

R (λ, φ) =




− senλ cos λ 0
− sen φ cos λ − senφ sen λ cos φ
cos φ cos λ cosφ sen λ sen φ


 . (2.82)
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con lo cual el vector de posición (2.81) toma la forma

R = rr̂. (2.83)

Para la velocidad tenemos
V = v + Ω×R

donde la velocidad relativa a la Tierra
v = u λ̂ + v φ̂ + w r̂ (2.84)

tiene componentes f́ısicas (2.54)

u = λ̇hλ = λ̇r cosφ v = φ̇hφ = φ̇r w = ṙ (2.85)

y las componentes contravariantes están dadas por

λ̇ =
u

r cosφ
φ̇ =

v

r
ṙ = w. (2.86)

Para la ecuación de continuidad
dρ

dt
+ ρ∇ · v =0

tenemos las ecuaciones (2.76) y (2.77)

d

dt
≡ ∂

∂t
+ λ̇

∂

∂λ
+ φ̇

∂

∂φ
+ ṙ

∂

∂r
=

∂

∂t
+

u

r cos φ

∂

∂λ
+

v

r

∂

∂φ
+ w

∂

∂r
(2.87)

y la ecuación (2.70)

∇ · v = ∇ ·
(
u λ̂ + v φ̂ + w r̂

)
=

1
r2 cosφ

(
∂

∂λ
r u +

∂

∂φ
r cos φ v +

∂

∂r
r2 cos φ w

)
. (2.88)

De acuerdo con la figura (2.6), la velocidad angular terrestre es

Ω = Ω
(
φ̂ cos φ + r̂ sen φ

)
. (2.89)

Para la aceleración relativa a la Tierra
a = aλλ̂ + aφφ̂ + ar r̂ (2.90)

tenemos (2.57-2.59). Calculando

RṘ
T

= R
d

dt
RT (λ, φ) = R

(
λ̇

∂RT

∂λ
+ φ̇

∂RT

∂φ

)
=




0 −u tan φ

r

u

r
u tan φ

r
0

v

r
−u

r
−v

r
0




se obtiene



aλ

aφ

ar


 =




u̇
v̇
ẇ


 +




0 −u tanφ

r

u

r
u tanφ

r
0

v

r
−u

r
−v

r
0







u
v
w


 (2.91)

o en forma escalar

aλ = u̇− uv
tan φ

r
+

uw

r

aφ = v̇ + u2 tanφ

r
+

vw

r
(2.92)

ar = ẇ − u2 + v2

r
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Figura 2.5: Sistema primario Y iy sistema de coordenadas esféricas λφr.

Figura 2.6: Descomposición de Ω.
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En este sistema de coordenadas, la aceleración de Coriolis tiene la siguiente expresión

Ω× v = Ω
(
φ̂ cosφ + r̂ sen φ

)
×

(
uλ̂ + vφ̂ + wr̂

)

= Ω (−v sen φ + w cosφ) λ̂ + Ωu sen φ φ̂− Ωu cos φr̂,
(2.93)

y la aceleración centŕıpeta Ω× (Ω×R) se puede definirse como el gradiente de el potencial

Φc =
Ω2

2
r2 cos2 φ. (2.94)

Usando la ecuación (2.66)

∇ = λ̂
1

r cos φ

∂

∂λ
+ φ̂

1
r

∂

∂φ
+ r̂

∂

∂r
(2.95)

obtenemos

Ω× (Ω×R) = −∇Φc = −Ω2

2

[
φ̂

1
r

∂

∂φ
+ r̂

∂

∂r

]
r2 cos2 φ = Ω2r cos φ

(
φ̂ senφ− r̂ cosφ

)
. (2.96)

En el caso particular de una Tierra esférica tenemos que el potencial gravitacional es

Φg(R) = g
R2

e

r
, (2.97)

por lo que el vector de aceleración gravitacional es

g(R) = ∇Φg =

(
λ̂

r cos φ

∂

∂λ
+ φ̂

1
r

∂

∂φ
+ r̂

∂

∂r

)
Φg = −g

R2
e

r2
r̂. (2.98)

Entonces las ecuaciones escalares de momentum son

du

dt
− uv

r
tan φ +

uw

r
− 2Ωv senφ + 2Ωw cos φ = − 1

r cos φ

1
ρ

∂p

∂λ

dv

dt
+ u2 tan φ

r
+

vw

r
+ 2Ωu sen φ + Ω2r cos φ sen φ = −1

r

1
ρ

∂p

∂φ
(2.99)

dw

dt
− u2 + v2

r
− 2Ωu cos φ− Ω2r cos2 φ = −1

ρ

∂p

∂r
− g

R2
e

r2
.

Para simplificar la ecuación (2.99) se considera que los términos con Ω2 son pequeños comparados con los
demás. Además, también se considera que la única fuerza de volumen de importancia es la gravedad.

2.4.2. Ecuaciones en coordenadas curviĺıneas esféricas xs ys zs

Las coordenadas curviĺıneas esféricas se definen por

xs = a cos φ (λ− λc) ys = a (φ− φc) zs = r − a. (2.100)

Estas coordenadas constituyen básicamente un reescalamiento de las coordenadas esféricas λφr y miden el
desplazamiento de una part́ıcula a partir de un punto de referencia con coordenadas esféricas (λc, φc, r = a)
como se aprecia en la figura (2.7).

Despejando obtenemos

λ =
xs

a cos
[

ys

a + φc

] + λc φ =
ys

a
+ φc r = zs + a (2.101)

donde
a = radio de una esfera que aproxime a la Tierra.
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Figura 2.7: Coordenadas curviĺıneas esféricas xs, ys, zs.

Los vectores base unitarios coinciden con aquellos en coordenadas esféricas,

x̂s = λ̂ ŷs = φ̂ ẑs = r̂ (2.102)

y los factores métricos correspondientes son

hx =
r cosφ

a cosφc
hy =

r

a
hz = 1 (2.103)

Para obtener expresiones en el sistema xs ys zs basta con usar las expresiones en coordenadas esféricas y las
relaciones

∂

∂λ
=

∂xs

∂λ

∂

∂xs
= a cos φc

∂

∂xs
(2.104)

∂

∂φ
=

∂ys

∂φ

∂

∂ys
= a

∂

∂ys

∂

∂r
=

∂zs

∂r

∂

∂zs
=

∂

∂zs
.

Por ejemplo, para el gradiente

∇ = λ̂
1

r cosφ

∂

∂λ
+ φ̂

1
r

∂

∂φ
+ r̂

∂

∂r
= x̂s

a cos φc

r cos φ

∂

∂xs
+ ŷ

a

r

∂

∂ys
+ ẑs

∂

∂zs
(2.105)

De acuerdo con (2.85) y (2.105) el vector de posición es

R = (zs + a) r̂, (2.106)

y la identidad (2.106) implica que las componentes f́ısicas de la velocidad relativa a la Tierra

v = vsx̂s + vsŷs + vsẑs (2.107)

coinciden con aquellas en coordenadas esféricas

us = ua vs = va ws = wa . (2.108)

Las relaciones entre velocidades generalizadas son

ẋs = a cos φcλ̇ =
a cosφc

r cos φ
us (2.109)

ẏs = a φ̇ =
a

r
vs

żs = ṙ = ws
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En la ecuación de continuidad
dρ

dt
+ ρ∇ · v =0

tenemos
d

dt
=

∂

∂t
+ ẋs

∂

∂xs
+ ẏs

∂

∂ys
+ żs

∂

∂zs

=
∂

∂t
+

a cos φc

r cos φ
us

∂

∂xs
+

a

r
vs

∂

∂ys
+ w

∂

∂zs

(2.110)

y para ∇ · v sustituimos r = zs + a en lo siguiente

∇ · v =
1

r2 cosφ

[
a cosφc

∂

∂xs
rus + a

∂

∂ys
r cos φvs +

∂

∂zs
r2 cosφ ws

]

=
a cosφc

r cosφ

∂us

∂xs
+

a

r cosφ

∂ (vs cosφvs)
∂ys

+
∂ws

∂zs
+

2
r
ws.

En el caso particular de una Tierra esférica tenemos r = zs + a las ecuaciones escalares de momentum son

dus

dt
− usvs

r
tanφ +

usws

r
− 2Ωvs sen φ + 2Ωws cosφ = −a cos φc

r cos φ

1
ρ

∂p

∂xs

dvs

dt
+ u2

s

tan φ

r
+

vsws

r
+ 2Ωus senφ + Ω2r cos φ sen φ = −a

r

∂p

∂ys

dws

dt
− u2

s + v2
s

r
− 2Ωus cos φ− Ω2r cos2 φ = −1

ρ

∂p

∂zs
− g

R2
e

r2
.

(2.111)

2.5. Ecuación de Bernoulli en un sistema fijo a la Tierra

Consideremos los sistemas de referencia inercial X1, X2, X3 y primario X = Y 1, Y = Y 2, Z = Y 3. La
relación entre las velocidades V y v es

V = v + Ω×R

donde v es la velocidad relativa a la Tierra. Para obtener la ecuación de Bernoulli en términos de cantidades
relativas a la Tierra conviene tener presente los resultados siguientes.

Proposición 2.1 El término Ω×R no puede representarse como el gradiente de un campo escalar.

En efecto, en el sistema de referencia primario tenemos Ω = Ω Ẑ y por tanto

Ω×R = Ω Ẑ×
(
XX̂ + Y Ŷ + ZẐ

)
= Ω

(
−Y X̂ + XŶ

)
.

Supongamos que existe un potencial ΦΩ que satisface la relación Ω×R = ∇ΦΩ la cual equivale al par de
ecuaciones

∂ΦΩ

∂X
= −Ω Y

∂ΦΩ

∂Y
= Ω X.

Integrando la primera ecuación
ΦΩ = −ΩY X + f (Y )

y derivando la ecuación resultante con respecto a Y

∂ΦΩ

∂Y
= −ΩX +

df (Y )
dY

se llega a una contradicción
df (Y )
dY

= 2ΩX.

Corolario 2.1 . Los flujos V y v no pueden ser simultáneamente potenciales.
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En efecto si tenemos V = ∇ΦV , v = ∇Φv, entonces V − v = ∇ (ΦV − Φv) = Ω ×R lo que contradice la
proposición anterior.

En ausencia de fuerzas distintas a la presión, la ecuación de movimiento [ec. (1.64)] de una part́ıcula
respecto al sistema x1, x2, x3 es

a + 2Ω× v + Ω× (Ω×R) = −1
ρ
∇p + g .

En términos de los potenciales asociados a la aceleración centŕıpeta y la aceleración gravitacional,

Ω× (Ω×R) = −∇Φc g = ∇Φg ,

podemos escribir

a + 2Ω×R = −1
ρ
∇p +∇Φ

donde definimos
Φ ≡ Φg + Φc.

La aceleración a, relativa a la Tierra, puede reescribirse como sigue

a =
dvi

dt
x̂i =

∂vi

∂t
x̂i + vj ∂vi

∂xj
x̂i =

∂vi

∂t
x̂i + (v · ∇) vix̂i =

∂vi

∂t
x̂i + (v · ∇)v,

donde
∇ = x̂j ∂

∂xj
,

sustituyendo lo anterior en la ecuación de movimiento obtenemos

∂vi

∂t
x̂i + (v · ∇)v + 2Ω× v = −1

ρ
∇p +∇φ. (2.112)

Es fácil ver que tiene lugar la identidad

(v · ∇)v = ∇v2

2
− v × (∇×v)

con la cual (2.112) toma la forma

∂vi

∂t
x̂i +

1
ρ
∇p +∇

[
v2

2
− Φ

]
= v × [2Ω +∇× v] . (2.113)

Si xi son las coordenadas instantáneas (o Eulerianas) de una part́ıcula, las coordenadas xi
0 ≡ xi |t0 en un

instante dado t0 son las correspondientes coordenadas Lagrangianas. Si conocemos las componentes vi ≡ ẋi de
la velocidad v ≡ vix̂i en su forma Euleriana vi(t, xi), podemos recuperar la forma en la que las coordenadas
xi dependen de t y xi

0 resolviendo el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

dxi

dt
= vi(t, xi) con i = 1, 2, 3

sujeto a la condición inicial
xi |t0= xi

0.

Si el tiempo aparece expĺıcitamente en vi(t, xi), entonces, en general, part́ıculas que pasen por un mismo punto
xi

0 en instantes diferentes, tendrán trayectorias diferentes, mientras que en el caso autónomo o estacionario
vi = vi(xi), las trayectorias de part́ıculas que pasan por el mismo punto coincidirán.

Dado que estamos interesados en la descripción respecto a la Tierra diremos que un flujo es estacionario
si las propiedades medidas en un punto fijo respecto a la Tierra, no cambian con el tiempo. Por ejemplo, si
el campo v es estacionario, la forma Euleriana de sus componentes vi no depende expĺıcitamente del tiempo,

∂vi

∂t
= 0,
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de manera que
d

dt
vi =

d

dt
vi(x1, x2, x3) =

dxj

dt

∂vi

∂xj
= v · ∇vi.

Sean Q0(t, xi
0) y Q(t, xi) a las formas Lagrangiana y Euleriana, respectivamente, de una propiedad Q de una

part́ıcula. Tenemos
Q0(t, xi

0) = Q(t, xi)

y derivando obtenemos
d

dt
Q0 =

∂Q
∂t

+ v · ∇Q. (2.114)

Si suponemos que (i) el flujo es estacionario y (ii) el valor de Q dentro de cada part́ıcula de fluido no cambia
con el tiempo, entonces

d

dt
Q0 =

∂Q
∂t

= 0

con lo cual (2.114) se reduce a
v · ∇Q(r) = 0 para cada r. (2.115)

Rećıprocamente, si la ecuación (2.115) se cumple y el flujo es estacionario, entonces la propiedad Q no cambia
en el interior de una part́ıcula mientras ésta se mueve o, equivalentemente, Q tiene un valor constante sobre
la trayectoria de cada part́ıcula,

Q |r0= Q |r .

Consideremos un flujo potencial v = ∇Φv con densidad constante ρ = ρ0. Entonces ∇× v = 0 y

x̂i
∂vi

∂t
= x̂i

∂

∂t

∂Φv

∂xi
= x̂i

∂

∂xi

∂Φv

∂t
= ∇∂Φv

∂t
.

con lo cual la ecuación (2.113) toma la forma

∇
[
∂Φv

∂t
+

p

ρ0
+

v2

2
− Φ

]
= 2v ×Ω. (2.116)

Multiplicando por v· se obtiene

v · ∇
[
∂Φv

∂t
+

p

ρ0
+

v2

2
− Φ

]
= 0. (2.117)

Dado que el flujo puede ser no estacionario la función siguiente

E ≡ ∂Φv

∂t
+

p

ρ0
+

v2

2
− Φ

puede depender expĺıcitamente de t,
E = E (t, r)

con lo cual tenemos
dE

dt
=

∂E

∂t
+ v · ∇E

pero v · ∇E = 0 por (2.117) por tanto
dE

dt
=

∂E

∂t

de donde no podemos inferir que el valor de E es constante sobre la trayectoria de una part́ıcula. Esto parece
contradecir a las ecuaciones de Bernoulli obtenidas en un sistema de referencia inercial, pero la contradicción
sólo es aparente ya que si v es potencial el campo V dado por V = v+Ω×R no es potencial . Si en adición
a las hipótesis iniciales supondremos que el flujo es estacionario podemos concluir que la función

E (r) =
p (r)
ρ0

+
v2 (r)

2
− Φ(r) (2.118)
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es una constante de movimiento para cada part́ıcula, es decir, es constante sobre la trayectoria de cada
part́ıcula.

El ejemplo anterior muestra que la hipótesis de flujo potencial no permite simplificar la ecuación de
movimiento (2.113) ya que sobrevive el término no-inercial Ω× v el cual se anuló multiplicando (2.116) por
v· , pero tal operación también anula al término v×∇×v sin necesidad de suponer que el flujo es potencial
lo que nos lleva a reformular el ejemplo anterior como sigue.

2.5.1. Flujo isocórico

Si el flujo es estacionario en todas sus propiedades y la densidad es constante ρ = ρ0, la ecuación (2.113)
toma la forma

∇
[

p

ρ0
+

v2

2
− Φ

]
= v × [−2Ω× v +∇× v] .

Multiplicando por v· , se obtiene

v · ∇
[

p

ρ0
+

v2

2
− Φ

]
= 0

de donde se concluye que la función E(r) (2.118) es constante sobre la trayectoria de cada part́ıcula (propo-
sición 5).

Para obtener otra formulación de la ecuación de Bernoulli sustituyamos la hipótesis de densidad constante
por la de flujo adiabático o isoentrópico. De acuerdo con la hipótesis de equilibrio local, la segunda Ley de la
Termodinámica en su forma (1.32) es válida, sólo que ahora las funciones termodinámicas son funciones de
las coordenadas xi relativas a la Tierra y del tiempo t. Por ejemplo, para la entalṕıa tenemos h = h(t, xi) y

dh =
∂h

∂t
dt +

∂h

∂xi
dxi.

Usando la expresión de ∇ en la base x̂i y dr ≡ x̂i dxi podemos escribir

dh =
∂h

∂t
dt +∇h · dr.

Si el flujo es estacionario tenemos simplemente dh = ∇h ·dr.

2.5.2. Flujo isoentrópico

Consideremos un flujo estacionario e isoentrópico. Para un flujo estacionario la ecuación (2.113) se reduce
a

1
ρ
∇p +∇

[
v2

2
− Φ

]
= v × [2Ω +∇× v] .

Si el flujo de calor es nulo en cada punto del fluido la segunda ley (2.114) se reduce a dh = dp/ρ que equivale

a ∇h =
1
ρ
∇p con lo cual se obtiene

∇
[
h +

v2

2
− Φ

]
= v × [2Ω +∇× v] .

Multiplicando por v· se concluye que la función

Eh (r) ≡ h (r) +
v2 (r)

2
− Φ(r) (2.119)

tiene una valor constante sobre la trayectoria de cada part́ıcula
[
h +

v2

2
− Φ

]

r0

=
[
h +

v2

2
− Φ

]

r

(2.120)
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2.5.3. Flujo isotérmico

Consideremos un flujo estacionario de gas ideal isotérmico, es decir, con temperatura constante, flujo que
puede ser no-potencial. Usando la ecuación de estado p = RTρ (T = cte.) obtenemos

1
ρ
∇p =

RT

p
∇p = RT ∇ ln p = ∇ RT ln p

y (2.113) toma la forma

∇
[
RT ln p +

v2

2
− Φ

]
= v × [2Ω +∇× v] .

Multiplicando por v· concluimos que la función

E (r) = RT ln p (r) +
v2 (r)

2
− Φ(r) (2.121)

tiene un valor constante sobre la trayectoria de cada part́ıcula,

[
RT ln p +

v2

2
− Φ

]

r1

=
[
RT ln p +

v2

2
− Φ

]

r2

. (2.122)

2.6. El problema primario ∇ · ρ0v = 0

El conjunto de ecuaciones de Poisson (1.39-2.121) junto con la ecuación de Bernoulli (2.120) es importante
ya que permite obtener las funciones termodinámicas de cada part́ıcula de fluido a partir del campo de
velocidad v(r) y dos valores p00 y T00 en un punto arbitrario r00.

Proposición 2.2 Si conocemos el campo de velocidad v(r) de un flujo ideal, estacionario e isoentrópico en
cada punto r del espacio y un par de valores (p00,T00), ó (ρ00,T00) ó (p00,ρ00), entonces podemos calcular
cada variable termodinámica en cada punto del espacio.

Un resultado similar puede enunciarse en el caso de un flujo ideal y estacionario con densidad constante
ó isotérmico. Esto enfatiza el bien conocido hecho en hidrodinámica que el campo de velocidad v es una
de las variables fundamentales. El problema es, entonces, el cálculo de v. En todo este caṕıtulo no hemos
considerado la ecuación de continuidad

dρ

dt
+ ρ∇ · v = 0 ó

∂ρ

∂t
+∇ · ρv = 0.

Si el flujo es estacionario se reduce a

∇ · ρv = 0

y si consideremos que las variaciones de la densidad son pequeñas con respecto a un valor de referencia ρ0(r),
podemos considerar la ecuación

∇ · ρ0v = 0 (2.123)

que debe resolverse con la condición de frontera

v · n = 0 (2.124)

sobre las fronteras sólidas, donde n es un vector normal a dichas fronteras. Afortunadamente podemos obtener
una solución completa de las ecuaciones hidrodinámicas. (2.123,2.124) en regiones con una simetŕıa razonable.
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2.7. Modelo elipsoidal terrestre

Los datos de elevación del terreno (la topograf́ıa) están definidos con respecto a un elipsoide como superficie
de referencia [14]. Consideremos, por ejemplo, el elipsoide de referencia WGS84 (abreviatura de ”World
Geodetic System 1984”) con ejes

a = 6378,137 km b = 6356,753 km,

donde consideramos que el radio ecuatorial del WGS84 coincide con el de la esfera Sa. Aunque la diferencia
relativa entre a y b es muy pequeña,

a− b

a
= 3× 10−3,

la diferencia absoluta
a− b = 21,384 km

tiene el espesor promedio de la troposfera. Es por esta razón que el modelo esférico no es el mejor modelo
para estudiar la dinámica atmosférica a nivel global.

Algunos autores como Belinskii [1] o Holton [13] han señalado que la aceleración centŕıpeta se puede incluir
en la definición de un modelo elipsoidal terrestre para que tal superficie coincida con una superficie de presión
constante, sin dar detalles del cálculo correcto del modelo elipsoidal y su potencial gravitacional. Después de
una discusión sobre el asunto Belinskii y Holton usan las ecuaciones de conservación en coordenadas esféricas
(1.4), que omiten los términos con Ω2, sin estimar su región de validez y como si fueran adecuadas a escala
planetaria.

La verdadera superficie terrestre, conocida como geoide, se define a partir de una superficie de referencia,
la cual a su vez se define a partir de la fuerza que actúa sobre un objeto localizado sobre dicha superficie de
referencia. De acuerdo con la 2a. ley de Newton la aceleración de una part́ıcula con respecto al sistema de
referencia primario Y 1, Y 2, Y 3 fijo a la tierra es

a =
1
m

F− 2Ω× v + g−Ω×(Ω×R)

donde F es la resultante de la fuerzas distintas a la aceleración gravitacional g, las fuerzas inerciales de
Coriolis y centŕıpeta. La aceleración g está dada por

g = ∇GV

donde V el potencial gravitacional

V(R) =
∫

Σ

dM(R′)∥∥R−R′∥∥ .

La aceleración centŕıpeta puede escribirse como el gradiente de una función,

−Ω×(Ω×R) = ∇ 1
2
Ω2(X2 + Y 2),

en esta forma podemos reescribir
g −Ω×(Ω×R) = ∇ W

donde definimos el potencial gravitatorio

W = GV +
1
2
Ω2(X2 + Y 2).

En la definición formal del modelo matemático terrestre se considera que el eje Z del sistema fijo a la tierra
coincide con el eje de rotación terrestre [5], [14].
Definición. El modelo matemático terrestre o superficie de referencia es un elipsoide E con las propiedades
siguientes: (i) cuya velocidad angular coincide con la de la tierra Ω = ΩẐ, (ii) su ecuación cartesiana tiene
la forma

X2

a2
+

Y 2

c2
+

Z2

b2
= 1,
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(iii) contiene una masa M que genera un potencial gravitatorio W, y (iv) los parámetros a, b, c son tales que
la función potencial W es constante en E .
Nota. Durante el siglo XIX se comenzaron a proponer modelos elipsoidales de la tierra y a la fecha hay
numerosos elipsoides de referencia E definidos para aproximar la verdadera superficie terrestre (geoide) en
alguna región de interés. Sin embargo, los satélites artificiales han proporcionado datos suficientes para
definir un modelo elipsoidal global con parámetros a, b, GM y Ω más precisos. Por ejemplo, los parámetros
del WGS84,

a = 6378137 m b = 6356752,31424 m

y los del Geodetic Reference System 80 (GRS80),

a = 6378137 m b = 6356752,31414 m

son los mismos para cualquier aplicación en modelación atmosférica [14]. Por tal razón, al hablar del elipsoide
de referencia E nos referiremos al mejor elipsoide definido con la información disponible en el momento de
leer este reporte.

De acuerdo con el desarrollo multipolar

∥∥R−R′∥∥−1 = r−1
(
1 + ζ2 − 2ζχ

)−1/2
= r−1

∞∑
n=0

Pn(χ)ζn,

donde Pn son los polinomios de Legendre y

ζ =
r′

r
χ =

R ·R′

rr′
,

el potencial V tiene la forma
V(R) = r−1M + O(r−2)

con la cual se obtiene el comportamiento asintótico

ĺım
r→∞

rV(R) = M. (2.125)

Además, V es una función armónica en la región exterior al elipsoide E , es decir, satisface la ecuación de
Laplace

∇2V = 0 para (X, Y, Z) fuera de E . (2.126)

Podemos resumir la definición del elipsoide de referencia E como la superficie (i) en la cualW es una constante
[W]E

W = GV +
1
2
Ω2(X2 + Y 2) = [W]E para (X, Y, Z) en E , (2.127)

(ii) V satisface (2.125) y (2.126). Existe una expresión de V que satisface estas condiciones para un conjunto
dado de parámetros {a, b, c, Ω,M} en términos de integrales eĺıpticas. Por otro lado, la información del campo
gravitacional terrestre sugiere que el geoide puede aproximarse por un elipsoide de revolución E con a = c.

En lo que resta del trabajo consideramos, por simplicidad, que la Tierra es una esfera aunque el plante-
amiento es válido para un modelo elipsoidal.

Una deduccion detallada de las ecuaciones de movimiento considerando el campo gravitacional y la geo-
metŕıa de un modelo elipsoidal terrestre se da en [26].

41



42



Caṕıtulo 3

Simplificación de las ecuaciones
básicas

El objetivo primario de éste caṕıtulo es obtener simplificaciones de las ecuaciones de movimiento para
flujos atmosféricos con escalas espaciales horizontales del orden de 103 km.

3.1. Análisis de escalas

Hasta aqúı se han desarrollado de manera abstracta las ecuaciones que gobiernan el movimiento de las
masas de aire alrededor del globo terráqueo. En teoŕıa, podemos obtener con las ecuaciones (2.111) las
variables atmosféricas en latitudes medias y bajas del planeta sobre alguna región del tamaño que queramos.
Sin embargo la complejidad y el gran tamaño de la atmósfera hacen de estas ecuaciones un modelo poco
práctico para describir la mayoŕıa de los fenómenos atmosféricos. Por ejemplo, no es lo mismo estudiar el
estado atmosférico en una región como la de la Ciudad de México que en otra del tamaño del páıs entero pues
la percepción de los fenómenos atmosféricos en ambas regiones es bastante diferente. En la región de mayor
tamaño puede perderse información que en la pequeña región resulta importante. Es aqúı donde es necesario
el método de análisis de escala. Este análisis nos permite discernir qué términos de las ecuaciones (2.111)
son importantes para describir el estado atmosférico en alguna región de ciertas dimensiones y cuales son
despreciables. El principio es simple, sólo debemos cambiar todas las variables por aquellas adimensionales
multiplicadas por el correspondiente valor caracteŕıstico.

x̄s = xs

L ȳs = ys

L z̄s = zs

H t̄ = t
t0

r̄ = r
a ūs = us

U0
v̄s = vs

U0
w̄s = ws

W0

p̄ = p
pr

ρ̄ = ρ
ρr

(3.1)

también son de utilidad los siguientes parámetros adimensionales

ε = H
L η = W0

U0
δ = L

a

µ = U2
0

gL t0 = L
U0

. (3.2)

Las ecuaciones de momentum adimensionales son

dūs

dt̄
I

+ δη
ūsw̄s

r̄
II

− δ
ūsv̄s

r̄
tan φ

III

+
2ΩL0

U0

(
ηw̄s cosφ

V
− v̄s sin φ

IV

)
= − pr

ρrU2
0

cosφ0

r̄ cos φ

1
ρ̄

∂p̄

∂x̄s
V I

(3.3a)

dv̄s

dt̄
I

+ δη
v̄sw̄s

r̄
II

− δ
ū2

s

r
tan φ

III

+
2ΩL0

U0
ūs sinφ

IV

= − pr

ρrU2
0

1
ρ̄r̄

∂p̄

∂ȳs
V I

(3.3b)

εη
dw̄s

dt̄
I

− δε
ū2

s + w̄2
s

r̄
II

− 2ΩL0

U0
εūs cosφ

III

= − pr

ρrU2
0

1
ρ̄

∂p̄

∂z̄s
IV

− ε

µr̄2

V

(3.3c)
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Ecuaciones Horizontales
I II III IV V V I

100 10−4 10−1 10 10−2 103

Ecuación Vertical
I II III IV V

10−5 10−3 10−1 103 103

Cuadro 3.1: Valores caracteŕısticos de las variables atmosféricas y parámetros adimensionales

donde
d

dt̄
=

∂

∂t̄
+

w̄1 cosφ0

r̄ cosφ

∂

∂x̄
+

w̄2

r̄

∂

∂ȳ
+

η

ε
w̄3

∂

∂z̄
(3.4)

Con las expresiones dadas en (3.3) y (3.4) podemos cuantificar la importancia relativa de los términos y
obtener un modelo adecuado a la escala que queremos. En [10, pág. 6] se muestran los valores caracteŕısticos
de la longitud y el tiempo correspondientes a varios tipos de escalas definidas por varios investigadores a lo
largo de varios años.

Como ejemplo usaremos los siguientes valores caracteŕısticos tomados de [13, pág. 39] para realizar el
análisis de escala de las ecuaciones de movimiento

L = 103km U0 = 10ms−1 W0 = 10−2ms−1

ε = 10−2 η = 10−3 δ = 10−1

µ = 10−5 t0 = L/U = 105s Tr = 300K

pr

ρr
= RTr ' 105m2s−2 R = 287J/kgK

. (3.5)

Sustituyendo los valores anteriores en (3.3) obtenemos las magnitudes de sus términos los cuales se muestran
en la tabla (3.1). Como se puede apreciar los términos de las ecuaciones (3.3) tienen diferentes magnitu-
des, lo que aprovechamos para su simplificación al eliminar los términos más pequeños. Aśı las ecuaciones
simplificadas de momentum son

2ΩL0

U0
v̄s sin φ =

pr

ρrU2
0

cosφ0

r̄ cosφ

1
ρ̄

∂p̄

∂x̄s
(3.6a)

2ΩL0

U0
ūs cosφ = − pr

ρrU2
0

1
r̄ρ̄

∂p̄

∂ȳs
(3.6b)

ε

µr̄2
= −pr

ρr

1
ρ̄

∂p̄

∂z̄s
(3.6c)

A las ecuaciones (3.6a) y (3.6b) se les conoce como la aproximación geostrófica y a la ecuación (3.6c) la
aproximación hidrostática. La ecuación adimensional de continuidad es, con las magnitudes de cada término

U0

L

d log ρ̄

dt̄
10−5s−1

+
U0

L

1
r̄ cos φ

(
cos φ

∂ūs

∂x̄s
+

∂v̄s cos φ

∂ȳs

)

︸ ︷︷ ︸
10−5s−1

+
W0

H

∂w̄s

∂z̄s
10−5s−1

+ 2
W0

a0

w̄s

r̄
10−9s−1

= 0. (3.7)

Por lo que la ecuación simplificada es

d log ρ̄

dt̄
+

1
r̄ cosφ

(
cosφ0

∂ūs

∂x̄s
+

∂v̄s cosφ

∂ȳs

)
+

η

ε

∂w̄s

∂z̄s
= 0 (3.8)

o en forma vectorial
U0

L

dρ̄

dt̄
+ ρ̄∇ ·W = 0

con

∇ = λ̂
cos φ0

Lr̄ cos φ

∂

∂x̄s
+ φ̂

1
Lr̄

∂

∂ȳs
+ r̂

1
H

∂

∂z̄s

d

dt̄
=

∂

∂t̄
+

ūs cos φ0

r̄ cos φ

∂

∂x̄s
+

v̄s

r̄

∂

∂ȳs
+

η

ε
w̄s

∂

∂z̄s
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entonces
U0

L

dρ̄

dt̄
=

U0

L

∂ρ̄

∂t̄
+ W·∇ρ̄

por lo que la ecuación (3.8) se puede escribir de forma equivalente

U0

L

∂ρ̄

∂t̄
10−5

+∇ · ρ̄W
10−5

= 0. (3.9)

Dando por resultado la ecuación de continuidad simplificada. Sin embargo, en las ecuaciones de momentum
simplificadas (3.6) el término con el operador temporal d/dt se ha despreciado por lo que es razonable suponer
que la densidad es independiente del tiempo, por lo que obtenemos la ecuación

∇ · ρ̄W = 0 (3.10)

que es conocida como la ecuación de continuidad profunda.

3.2. Estado de referencia atmosférico

En esta seccion seguimos el procedimineto usado en [23] para probar la existencia de un estado de referencia
atmosferico. Las ecuaciones (3.6) y (3.10) son parte del sistema de ecuaciones a resolver para poder determinar
de manera única el estado de la atmósfera dentro de los ĺımites definidos en (3.5). Sin embargo, un nuevo
problema surge relacionado con la implementación computacional. Resulta que la validez de los incrementos
espaciales y temporales δt, δx, δy y δz son tales que éstos sean mucho mayores que la distancia entre
las moléculas y lo suficientemente pequeñas como para ser considerados constantes [33]. Este criterio nos
obliga a considerar incrementos espaciales del orden de cent́ımetros e incrementos temporales de segundos. Si
revisamos las cantidades caracteŕısticas en (3.5) notaremos que seŕıan necesarios una gran cantidad de datos
para poder resolver numéricamente las ecuaciones. Una forma de sortear esta dificultad es promediando las
variables termodinámicas sobre una región dada. En la siguiente sección se muestra detalladamente la manera
de promediar dichas variables.

3.2.1. Existencia de un estado de referencia atmosférico

Es un hecho que la presión atmosférica es una función de las coordenadas xs, ys, zs y del tiempo t

p = p(xs, ys, zs, t).

Ahora supongamos que se puede encontrar alguna parametrización de las coordenadas de la siguiente forma

xs = f1(ξ), ys = f2(ξ), zs = f(ξ).

Entonces, la derivada de la presión con respecto al parámetro ξ es

dp

dξ
=

∂p

∂xs

df1

dξ
+

∂p

∂ys

df2

dξ
+

∂p

∂zs

df

dξ
.

Lo que nos interesa es encontrar las superficies de presión constante, entonces la derivada de la presión con
respecto al parámetro ξ es cero

∂p

∂xs

df1

dξ
+

∂p

∂ys

df2

dξ
+

∂p

∂zs

df

dξ
= 0.

Si proporcionamos expĺıcitamente alguna parametrización de las coordenadas xs y ys entonces la coordenada
zs = f(ξ) debe satisfacer la ecuación

df

dξ
= −

∂p

∂xs

∂p

∂zs

df1

dξ
−

∂p

∂ys

∂p

∂zs

df2

dξ
(3.11)
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Las derivadas ∂p/∂xs, ∂p/∂ys, ∂p/∂zs pueden obtenerse de las ecuaciones de momentum. A la ecuación
(3.11) le llamaremos la Ecuación de Isobaras. En forma adimensional la ecuación de las isobaras tiene la
forma

df̄

dξ̄
= −ε




∂p̄

∂x̄s

∂p̄

∂z̄s

df̄1

dξ̄
+

∂p̄

∂ȳs

∂p̄

∂z̄s

df̄2

dξ̄


 (3.12)

Introduzcamos la notación siguiente para el lado izquierdo de las ecuaciones horizontales de momentum

px ≡ dūs

dt̄
− δ

ūsv̄s

r̄
tan φ + δη

ūsw̄s

r̄
+

2ΩL

U0
× (ηw̄s cosφ− v̄s sin φ)

py ≡ dv̄s

dt̄
+ δ

ū2
s

r̄
tan φ + δη

v̄sw̄s

r̄
+

2ΩL

U0
ūs sin φ +

Ω2aL

U2
0

r̄ cosφ sin φ

donde usamos los valores caracteŕısticos para estimar el orden de magnitud de cada término. Para el lado
izquierdo de la ecuación de momentum vertical tenemos

εη
dw̄

dt
− δε

ū2 + v̄2

r
− 2ΩL

U0
εū cosφ− Ω2aL

U2
0

εr̄ cos2 φ +
gH

U2
0

r̄−2 = (1 + µ̃pz)
ε

µ̃
r̄−2

donde definimos

pz ≡
(

η
dw̄s

d t̄
− δ

ū2
s + v̄2

s

r
− 2ΩL

U0
ūs cos φ− Ω2aL

U2
0

r̄ cos2 φ

)
r̄22

Entonces las ecuaciones de momentum toman la forma

px = −pr/ρr

U2
0

cos φc

cos φ

1
r̄ ρ

∂p̄

∂x̄

py = −pr/ρr

U2
0

1
r ρ

∂p̄

∂ȳ

(1 + µ̃pz)
ε

µ̃
r−2 = −pr/ρr

U2
0

1
ρ

∂p̄

∂z̄

de la cual obtenemos los cocientes

cos φc

cos φ

1
r

∂p

∂x
∂p

∂z

=
µ̃

ε
r2 px

1 + µ̃pz

1
r

∂p

∂y
∂p

∂z

=
µ̃

ε
r2 py

1 + µ̃pz
(3.13)

y la ecuación de isobaras queda como sigue

dfs

dξs

= − µ̃

ε

[
cos θ

cosφ

cosφc
px + sin θ py

]
r3

1 + µ̃pz
. (3.14)

El parámetro relevante para estimar el orden de magnitud del lado derecho es

µ =
µ̃

ε

y si usamos los valores caracteŕısticos anteriores

µ =
µ̃

ε
=

U2
0

gH
=

102 m−2s−2

10 m−1s−2 × 104 m−2
= 10−3 (3.15)

µ̃ = µε = 10−5 (3.16)
r ∼ 1 (3.17)
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obtenemos
dfs

dξs

= − µ

[
cos θ

cos φ

cosφc
px + sin θ py

]
r3

1 + µε pz

De acuerdo con lo anterior la ecuación (3.14) tiene la forma

dfs

dξs

= µF
(
ξs, fs, t, θs, µ

)
con fs = z0 en ξs = 0.

donde µ = 10−3 es un parámetro pequeño y F ∼ 102 lo que justifica la aplicación del siguiente resultado.

Teorema 3.1 [12, p 213] Sea X = (x1, x2, . . . , xn)t un vector columna con n componentes que dependen
de un parámetro ξ. Si F (X, ξ, µ) es anaĺıtica en x1, x2, . . . , xn, µ, y continua en ξ, entonces el sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias

dX
dξ

= F (X, ξ, µ)

bajo la condición X (ξ = 0, µ) = 0, tiene solución única con la forma

X =
∞∑

k=0

X(k) (ξ) µk.

donde X(k) (ξ) es una función vectorial de ξ.

En nuestro caso el lado derecho de (3.14) es una función anaĺıtica de µ en una vecindad de µ = 0 y podemos
suponer que F

(
ξs, fs, t, θs, µ

)
es anaĺıtica en fs y continua en ξs. Entonces el teorema anterior afirma que

existe una solución de la forma

fs =
∞∑

k=0

f (k)
(
ξs, fs, t, θs

)
µk. (3.18)

Es fácil de ver que los coeficientes f
(k)
s satisfacen las condiciones de frontera

f
(0)

= z0, f
(k)

= 0 para k ≥ 0

Reemplazando la serie (3.18) en (3.15) obtenemos la solución a orden cero.

f (0) (ξs, t, θs) = z0.

Esto significa que a orden cero la isobara que pasa a través de (xs = ys = 0, zs = zs0) depende únicamente
de zs y, en consecuencia, el campo de presión tiene la forma

p (r, t) = p(0) (zs, t) +
∞∑

k=0

p(k) (r, t) µk (3.19)

Este resultado riguroso es sobresaliente ya que es independiente de la distribución de temperatura T (r, t)
y densidad ρ (r, t).

Para la temperatura y la densidad proponemos los desarrollos

T =
∞∑

k=0

T (k)µk ρ =
∞∑

k=0

ρ(k)µk . (3.20)

Sustituyendo los desarrollos (3.19) y (3.20) en la ecuación de estado

p (r, T ) = RT (r, T ) ρ (r, T )

obtenemos
∞∑

k=0

µkp(k) = R

∞∑

k=0

µk

[ ∞∑
m=0

T (m)ρ(k−m)

]
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donde usamos

Tρ =

( ∞∑
m=0

µmT (m)

)( ∞∑

l=0

µlρ(l)

)
=

∑

k=0

µk

(
k∑

m=0

T (m)ρ(k−l)

)
.

Por tanto

p(k) = R
k∑

m=0

T (m)ρ(k−m) para k ≥ 0

A orden cero tenemos
p(0) (zs, t) = RT (0) (r, t) ρ(0) (r, t)

de donde es natural suponer que el lado derecho es sólo función de zs y t,es decir

T (0) = T (0) (zs, t) ρ(0) = ρ(0) (zs, t) .

De acuerdo con lo anterior: Cada variable termodinámica admite un desarrollo en potencias del parámetro
µ con la forma

ψ (r, t) = ψ(0) (zs, t) +
∞∑

k=1

ψ(k) (r, t)µk . (3.21)

Los términos de orden cero p(0) (zs, t) , ρ(0) (zs, t) y T (0) (zs, t) satisfacen la ecuación de estado

p(0) (zs, t) = RT (0) (zs, t) ρ(0) (zs, t)

y definen lo que en lo que podemos llamar estado de referencia termodinámico de la atmósfera o,
simplemente, estado de referencia atmosférico.

Para simplificar la notación podemos expresar cada desarrollo (3.21) como sigue

ψ(0) (zs, t) ≡ ψ0 (zs, t)
∞∑

k=1

ψ(k) (r, t)µk ≡ ψ1 (r, t)

con lo cual tenemos
ψ (r, t) = ψ0 (zs, t) + ψ1 (r, t) . (3.22)

Y para p, ρ y T tenemos

p (r, t) = p0 (zs, t) + p1 (r, t) = p0 + p1

ρ (r, t) = ρ0 (zs, t) + ρ1 (r, t) = ρ0 + ρ1

T (r, t) = T0 (zs, t) + T1 (r, t) = T0 + T1 .

El resultado primario que hemos demostrado es la existencia del desarrollo (3.18) para la presión y hemos
supuesto que existen desarrollos similares (3.19) para ρ y T . Hay dos casos de interés donde los desarrollos
(3.19) son obvios para ρ y T :

1. Atmósfera isotérmica. En este caso es obvio la validez del desarrollo para ρ ya que, de acuerdo con
la ecuación de estado, ρ es una función lineal de la presión y por tanto

ρ =
p (r, t)
RT

=
p(0) (zs, t)
RT

+
∞∑

k=0

p(k) (r, t)
RT

µk . (3.23)

2. Atmósfera isoentrópica. De acuerdo con las fórmulas de Poisson

T = T0

(
p

ρ0

) R

cp ρ = ρ0

(
p

p0

)cv

cp . (3.24)

es obvio que ρ y T tiene desarrollos en µ ya que son funciones anaĺıticas de la presión p (r, t).
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Nota 3.1 . Es interesante observar que el uso de la aproximación hidrostática

−1
ρ

∂p

∂zs
= g

a2

r2
+ Az ∼ g .

constituye una perturbación regular de la ecuación de isobaras.

En efecto, la ecuación de momentum vertical adimensionalizada es

−pr/ρr

U2
0

1
ρ

∂p

∂z
= (1 + µ̃pz)

1
µ

r−2

y al calcular los cocientes (3.13) podemos desarrollar en forma regular el cociente

1
1 + µε pz

= (1 + µε pz)
−1 = 1− µε pz︸ ︷︷ ︸ + O(10−6) ∼ 1

10−3

lo que equivale exactamente a usar la aproximación hidrostática!

−1
ρ

∂p

∂zs
∼ g

por lo que tal aproximación no implica una pérdida significativa de información o precisión en el cálculo de
isobaras y en la definición del estado de referencia atmosférico.

3.2.2. Estimación del valor de referencia ψ(0)(zs, t) con un flujo bidimensional.

En esta sección consideramos el cálculo de ψ(0)(zs, t) en (3.22) por medio de el promedio espacial

ψ̂(zs) =
1
Ls

∫ +Ls/2

−Ls/2

ψ(xs, zs) dxs (3.25)

para el caso de un flujo bidimensional estacionario en el plano xz. El flujo en cuestión v = ui + wk es una
solución anaĺıtica de la ecuación [33] de continuidad somera

∇ · v(r) = 0 (3.26)

con la condición de frontera
v · n = 0 sobre z = h(x) (3.27)

donde h(x) es la elevación del terreno en el punto (x, y = 0, z = 0). En la figura 1 se muestra la región y
algunos puntos donde v es calculado. Los datos usados para calcular h(x) por medio de polinomios cúbicos
provienen de la base de datos GTOPO30 [41]. El campo v = ui + wk es calculado con el dato u = 10 ms−1

y w = 0 en el punto (x = 0, z = 10 km).

3.2.3. Estimación de p(0)(zs, t)

Consideremos el cálculo del término p(0)(zs, t) correspondiente a la descomposición

p(xs, zs) = p(0)(zs) +
∞∑

k=1

p(k)(r) µk , (3.28)

para la presión p, usando el promedio espacial

p̂(zs) =
1
Ls

∫ +Ls/2

−Ls/2

p(xs, zs) dxs (3.29)
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Figura 3.1: Topograf́ıa y campo de velocidad V

Las ecuaciones de Bernoulli son usadas para obtener el campo de presión en el punto r = (x, z),

p(r)
ρ0

= C0 − 1
2
v2(r) + φg(r)

donde v2 = u2 + w2, ρ0 = 1 kg/m3, φg(r) = −ga2/(zs + a) es el potencial gravitacional, a = 6376,98 km es
el radio de la Tierra y C0 = −62428×104 m2/s2 es calculado con p(r) = 324,84 mb, u = 10,0 m/s, w = 0,13
m/s φg(r) = −62460×104 m2/s2 en (x = 0, y = 0, zs = 10 km). El error relativo de p̂(zs) con respecto a el
valor exacto p(x, zs),

∆p̂(zs) =
(

1− p̂(zs)
p(xs, zs)

)
× 100 ,

es una medida correcta de la exactitud de p̂ si ésta es vista como una aproximación de p(xs, zs) y el estado
de referencia p(0)(zs).

El cuadro 3.2 muestra los resultados para la presión. Sorprendentemente, vemos que p̂(zs) tiene un error
relativo |∆p̂(zs)| que es menor a 0,1 % para Ls de 50 a 800 km, aśı que para propósitos prácticos p̂(zs) es
casi igual a p(x, zs) y, en consecuencia, el campo p(r) tiene la descomposición

p(xs, zs) = p̂(zs) + δp̂(xs, zs)

con |δp̂/p| < 10−1 %. En [24] se reportan soluciones anaĺıticas de la ecuación de continuidad profunda
∇ · ρ0(r)U(r) = 0. El uso del campo U nos deja, básicamente, los mismos resultados del cuadro (3.2). Estos
resultados justifican la descomposición (3.28) y la estimación de ψ(0)(zs, t) por medio de un promedio espacial
ψ̂(zs) (3.25).

Ls min{∆p̂} max{∆p̂} p̂
2 km 10 km 2 km 10 km 2 km 10 km

800 km -0.1 0.0 0.1 0.0 1106.64 324.85
400 km -0.1 0.0 0.1 0.0 1106.60 324.85
100 km -0.1 0.0 0.0 0.0 1106.65 324.85
50 km 0.0 0.0 0.0 0.0 1106.67 324.86

Cuadro 3.2: Valores de p̌, min{∆p̌} y max{∆p̌} para la presión (en mb) a z = 2, 10 km. usando la descomposición (3.28)

3.2.4. Región de validez de la descomposición estándar ψ(t, r) = ψ0(z) + ψ̄(t, r)

Consideremos la descomposición usual en mesoescala
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ψ(t, r) = ψ0(z) + ψ̄(t, r) (3.30)

donde los valores de referencia ψ0(z) son estimados por medio del promedio espacial

ψ̆(z) =
1
L

∫ +L/2

−L/2

ψ(x, z) dx. (3.31)

El error relativo de ψ̆(z) con respecto a el valor exacto ψ(x, z),

∆ψ̆(z) =

(
1− ψ̆(z)

ψ(x, z)

)
× 100 ,

es una medida de la exactitud de ψ̆ si es vista como una aproximación de ψ(x, z) y del estado de referencia.
El cuadro (3.3) reporta los resultados para la presión obtenidos del mismo flujo que en el cuadro (3.3) y de
la ecuación de Bernoulli. Ah́ı vemos que el error relativo |∆p̌| es menor que 5 % para L ≤ 100 km. Del uso
de soluciones anaĺıticas de la ecuación de continuidad profunda ∇ · ρ0(r)U(r) = 0 se obtienen, básicamente,
los mismos valores de el cuadro (3.3). Si consideramos que el promedio de p̌(z) es obtenido de un campo
exacto p(x, z) mientras que en situaciones reales p̌(z) es estimado de datos de una red de monitoreo y, por lo
tanto, su precisión con respecto a los valores verdaderos de p̌(z), puede ser pobre por lo que la validez de la
descomposición (3.30) puede ser significativamente menor que 100×100 km2.

Ls min{∆p̂} max{∆p̂} p̂
2 km 10 km 2 km 10 km 2 km 10 km

400 km -20.2 -91.5 10.4 45.8 1102.63 222.82
200 km -4.7 -17.0 2.4 8.5 1080.71 299.28
100 km -2.6 -9.2 1.3 4.6 1092.42 310.44
150 km -1.2 -4.0 0.5 2.0 1100.87 318.42
50 km -0.3 -1.0 0.2 0.5 1105.02 323.20

Cuadro 3.3: Valores de p̌, min{∆p̌} y max{∆p̌} para la presión (en mb) a z = 2, 10 km. usando la descomposición (3.30)

3.2.5. Estimación del orden de magnitud del cociente ψ1 (r, t) /ψ0 (r, t)

El campo de velocidad v alrededor de la esfera y elipsoide pueden usarse para ”corroborar” el análisis de
escalas.
Usando la ecuación de Bernoulli obtenemos una expresión anaĺıtica de la presión a partir de un campo de
velocidad v Por ejemplo, usando

p (r)
ρ0

= c0 − 1
2
v2 (r) + φg (r)

podemos proponer la estimación del término de referencia p(0) (zs) por medio de un promedio espacial como:

p̂ (zs) =
1
S

∫∫

S

ds p (r)

y comparar p̂ (zs) contra p (r) sobre superficies zs = cte. Un método simple para estimar ψ1/ψ0 es usar los
resultados de la sección anterior.

3.2.6. Resultados con el flujo v sobre una topograf́ıa bidimensional

El promedio espacial

p̂0 (zs) =
1
Ls

∫ Ls/2

−Ls/2

p (xs, zs) dxs (3.32)
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tiene un error relativo ∣∣∣∣
δp

p

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
p̂0 (zs)− p (xs, zs)

p (xs, zs)

∣∣∣∣ (3.33)

acotado por 10−3 para zs = 2 y 10 km y
∣∣∣∣
δp

p

∣∣∣∣ ≤ 10−3 con 50 km ≤ Ls ≤ 800 km (3.34)

ó
|δp| ≤ 10−3p con 50 km ≤ Ls ≤ 800 km (3.35)

En esta forma podemos proponer la descomposición

p (r) = p̂0 (zs) + δp (3.36)

donde la corrección δp satisface ∣∣∣∣
δp

p

∣∣∣∣ < 10−3

ó, equivalentemente,

p ∼ p0

δp ∼ 10−3p0 ó δp ∼ 10−3p.

En resumen, la presión p (r, t) admite la descomposición

p = p0 (zs, t) + p1 (r, t) (3.37)

donde
p1 . 10−3p0 para 102 km ≤ Ls ≤ 103 km.

Para ρ (r, t) y T (r, t) proponemos

ρ = ρ0 (zs, t) + ρ1 (r, t) (3.38)
T = T0 (zs, t) + T1 (r, t) (3.39)

donde ρ y T y los términos de referencia ρ0 y T0 satisfacen la ecuación de estado

p0 = RT0ρ0 (3.40)
p = RTρ. (3.41)

Sustituyendo (3.37)-(3.39) en (3.41) y usando (3.40) se obtiene

p0 + p1 = R (T0 + T1) (ρ0 + ρ1) = R (T0ρ0) +R (T1ρ0 + T0ρ1)

que se reduce a
p1 = R (T1ρ0 + T0ρ1)

y dividiendo miembro a miembro con (3.41),

p1

p0
=
R (T1ρ0 + T0ρ1)

R T0ρ0
=

T1

T0
+

ρ1

ρ0
,

se llega a
p1

p0
=

T1

T0
+

ρ1

ρ0
.

De acuerdo con relación ∣∣∣∣
p1

p0

∣∣∣∣ . 10−3
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se obtiene ∣∣∣∣
T1

T0
+

ρ1

ρ0

∣∣∣∣ . 10−3 .

Los valores de referencia T0 y ρ0 son positivos y las perturbaciones T1 y ρ1 pueden cambiar de signo. En el
caso particular de que la temperatura T = T0 + T1 sea ligeramente mayor a T0 tenemos

0 <
T1

T0
+

ρ1

ρ0
. 10−3

por lo tanto

T1 . 10−3T0

ρ1 . 10−3ρ0

lo que podemos extender al caso en que las perturbaciones T1 y ρ1 sean negativas

|T1| . 10−3T0

|ρ1| . 10−3ρ0,

dado que su magnitud es acotada, para una escala horizontal Ls en el rango siguiente

102 km ≤ Ls ≤ 103 km . (3.42)

3.3. Simplificación de la ecuación para ws

En esta sección usaremos las estimaciones del estado de referencia y valores caracteŕısticos con una escala
horizontal aproximada de L ∼ 103km para simplificar las ecuaciones de movimiento vertical. Dicha ecuación
para una Tierra esférica es

dw

dt
− u2 + v2

r
− 2Ωu cosφ − Ω2r cos2 φ = −1

ρ

∂p

∂zs
− g

a2

r2

10−8 10−5 10−3 10−2 10 10
(3.43)

Estimación del orden de magnitud de los términos con los valores caracteŕısticos

U ∼ 10 ms−1 W ∼ 10−2 ms−1 L ∼ 106 m

y la escala de tiempo tc la estimamos a partir de U = L/tc, de donde se obtiene

tc ∼ L

U
ò

1
tc

=
U

L
= 10−5 s−1.

entonces

dws

dt
∼ W/tc = 10−2 ms−1 × 10−5 s−1 = 10−7 ms−2

u2
s + v2

s

r
∼ U2

a
=

102 m2s−2

6,378× 106m
= 1,6× 10−5 ms−2

2Ωus ∼ 2ΩU = 2× 7× 10−5 × 10ms−2 = 1,4× 10−3 ms−2

Ω2r ∼ Ω2a = 49× 10−10 s−2 × 6,3× 106 m = 3,1× 10−2 ms−2

g ∼ = = 10 ms−2

a) El término dominante en el lado izquierdo de (3.43) corresponde a la aceleración centŕıpeta

Ω2ar cos2 φ ∼ 3× 10−2 ms−2 .

b) El término dominante en el lado derecho de (3.43) es

g ∼ 10 ms−2
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por lo tanto, necesariamente debemos tener

−1
ρ

∂p

∂zs
∼ 10 ms−2

Esto es correcto ya que

p0 ∼ 105Pa = 105Nm−2

H ∼ 104m

ρ0 ∼ 1kg m−3

de manera que
−1
ρ

∂p

∂zs
∼ p0

ρ0H
=

105 Nm−2

104 kg m−3m
= 10 ms−2

Por tanto la ecuación de momentum se reduce a la bien conocida aproximación hidrostática

1
ρ

∂p

∂zs
= −g

a2

r2
(3.44)

De acuerdo con (3.37) y (3.38) podemos aproximar ρ y p por los valores de referencia ρ0 y p0, esto es

1
ρ0

∂p0

∂zs
= −g

a2

r2
(3.45)

lo cual es consistente con el hecho de que ρ0 y p0 son funciones de zs

p0 = p0 (zs, t) , ρ0 = ρ0 (zs, t) , (3.46)

y el lado derecho de (3.45) también lo es. Pero debemos señalar lo siguiente: La ecuación (3.45) está en forma
Euleriana

1
ρ0 (zs, t)

∂p0 (zs, t)
∂zs

= −g
a2

(zs + a)2
(3.47)

y dado que el lado derecho no depende expĺıcitamente del tiempo t, entonces el lado izquierdo tampoco lo
hace, por lo que podemos proponer

ρ0 = ρ0 (zs) p0 = p0 (zs)

Esto reduce la ecuación de continuidad
dρ0

dt
+ ρ0∇ · v = 0

a la forma
∇ · ρ0 (zs)v = 0

conocida como ecuación de continuidad profunda.

3.4. Algunos estados de referencia hidrostáticos

En la literatura estándar y en modelos computacionales se acostumbra estimar el estado de referencia
atmosférico con los valores de p, ρ, T correspondientes a una atmósfera hidrostática sobre un modelo esférico
terrestre, despreciando el efecto de la aceleración centŕıpeta, lo que equivale a hacer a = Ω = 0 en la ecuación
de momentum

a + 2Ω× v + Ω× (Ω×R) = −1
ρ
∇p + g.

Si, adicionalmente, consideramos que la atmósfera es barotrópica tenemos ρ = ρ(p) con lo que calculamos la
función

P [p] ≡
∫ p ds

ρ(s)
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en términos de la cual la ecuación de momentum se reduce a

∇ [P − Φg] = 0.

donde sólo aparece el potencial gravitacional de una esfera con radio a

Φg = g
a2

r

De acuerdo con lo anterior las superficies con P = constante coinciden con las superficies equipotenciales del
campo de gravedad,

P (p0)− Φg (zs) = C

donde agregamos el sub́ındice 0 para indicar valores de referencia. La constante de integración C se determina
con los valores de referencia de la presión y la temperatura en la superficie terrestre p00 = 105 Pa, T00 =
300 K,

C = P (p00)− Φg (zs = 0) = P [p00]− ga.

En esta forma obtenemos P (p)− Φg (zs) = P [p00]− ga ó

P [p0]− P [p00] = Φg (zs)− ga = −ga
(
1− a

r

)
(3.48)

donde r = zs + a. Como casos particulares tenemos.

3.4.1. Atmósfera isotérmica

En el caso de una atmósfera isotérmica tenemos

P [p0]− P [p00] = RT ln
p0

p00
= −ga

(
1− a

r

)
,

por lo tanto
p0 (zs) = p00 exp[− a

H

(
1− a

r

)
] (3.49)

donde definimos
H ≡ RT00

g

como la altura caracteŕıstica de una atmósfera isotérmica. Con los valores estándar R = 2875 J/kgK, g = 9,8
ms−2, T00 = 300 K tenemos

H = 8,78 km.

3.4.2. Atmósfera adiabática

Para una atmósfera adiabática tenemos la fórmula de Poisson

ρ−1
0 = ρ−1

∗0

(
p0

p∗0

)−1/γ

donde (p∗0, ρ∗0) son los valores que definen el estado de una part́ıcula atmosférica en cualquier etapa del
proceso adiabático al que se somete la atmósfera. Supongamos que (p∗0, ρ∗0) son los valores al inicio del
proceso. Si la atmósfera está en equilibrio hidrostático en los estados inicial y final del proceso, entonces ρ∗0,
p∗0 dependen de la posición “inicial”zs0 de la part́ıcula y ρ0, p0 de su posición final “zs”, es decir,

ρ−1
0 (zs) = ρ−1

0 (zs0)
[

p0 (zs)
p0 (zs0)

]−1/γ

. (3.50)

Integrando obtenemos

P [p0] = cp T0 (zs0)
(

p0 (zs)
p0 (zs0)

)R/cp
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Pero, de acuerdo con la fórmula de Poisson (1.39), la temperatura de una part́ıcula “al final del proceso
adiabático” está dada por

T0 (zs) = T0 (zs0)
(

p0 (zs)
p0 (zs0)

)R/cp

(3.51)

entonces
P [p0] = cp T0 (zs)

Considerando que las part́ıculas en la superficie terrestre (zs = 0) no se mueven durante todo el proceso y
suponemos que al final del proceso las part́ıculas en la superficie terrestre tienen los valores de referencia p00,
T00, ρ00, tenemos

P [p00] = cp T00

donde suponemos que al final del proceso las part́ıculas en la superficie terrestre tienen los valores de referencia
p00, T00, ρ00. Sustituyendo en (3.48) obtenemos la distribución de temperatura en una atmósfera de referencia
adiabática

T0(zs) = T00 − ga

cp

(
1− a

r

)
.

En términos de la altura caracteŕıstica de una atmósfera adiabática

Hs =
cpT00

g
∼ 104J◦Kkg−1 × 300◦k

9.8ms−1 = 30.735 km.

podemos escribir

T0(zs) = T00

[
1− a

Hs

(
1− a

r

)]
.

Para obtener la distribución de presión usamos (3.51),

T0 (zs0)
(

p0 (zs)
p0 (zs0)

)R/cp

= T00

[
1− a

Hs

(
1− a

r

)]
, (3.52)

de donde se obtiene

p0 (zs) = p0 (zs0)
{

T00

T0 (zs0)

[
1− a

Hs

(
1− a

r

)]}cp/R

. (3.53)

Una aproximación consiste en sustituir T0 (zs0) por el valor de referencia T00, con lo cual se obtiene

p0 (zs) = p00

[
1− a

Hs

(
1− a

r

)]cp/R

(3.54)

La aproximación T0 (zs0) ∼ T00 equivale a decir que inicialmente la atmósfera es isotérmica o que sólo
consideramos en una pequeña capa atmosférica cercana a la superficie (probablemente no mayor a 100 m),
por lo que el uso de (3.54) para definir un estado de referencia en la troposfera puede se una mala aproximación.

3.4.3. Estados de referencia locales

Las expresiones (3.49-3.54) pueden simplificarse si consideramos que la relación |zs| ≤ 20 km << a tiene
lugar en la troposfera. En tal caso tenemos

1− a

r
= 1− a

zs + a
= 1−

(
1 +

zs

a

)−1

∼ 1−
(
1− zs

a

)
=

zs

a

Aśı, para una atmósfera isotérmica tenemos

p0 (zs) = p00 e−zs/H .
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Para el caso adiabático tenemos

p0 (zs) = p00

{
T00

T0 (zs0)

[
1− zs

Hs

]}cp/R

,

p0 (zs) = p00

[
1− zs

Hs

]cp/R

para T0 (zs0) ∼ T00.

Si usamos la fórmula de Poisson (3.51) y (3.54) para obtener la distribución de densidad tenemos

ρ0 (zs) = ρ0 (zs0)
{

T00

T0 (zs0)

[
1− zs

Hs

]}cv

R ,

ρ0 (zs) = ρ00 (zs0)
(

1− zs

Hs

)cv

R
.

para zs0 ∼ 0

Consideremos las expresiones anteriores en un sistema cartesiano asociado a un plano tangente a la esfera
terrestre. Como se ve en la figura. 3.2 tenemos

r =
√

x2 + y2 + (z + a)2

cualquiera que sea la orientación de los ejes x, y. El uso de esta expresión en (3.49-3.54) da los valores de
referencia en un sistema cartesiano. Las expresiones resultantes pueden simplificarse con las consideraciones
geométricas siguientes. Sea L = máx{|x| , |y|} Podemos estimar una cota de L a partir de la intersección
de la Troposfera y el plano xy. Sea H0 la altura media de la troposfera. Como se observa en la figura 3.3
tenemos r2 = (H0 + a)2 = 2L2 + a2 de donde se obtiene

L2 =
(H0 + a)2 − a2

2
= H0

(
a +

H0

2

)
.

Para H0 ∼ 20 km y a ∼ 6378 km tenemos
L = 357,4 km

valor que define el dominio máximo en el plano xy [−L,L]×[−L,L] sobre el cual la troposfera queda arriba de
dicho dominio Con los valores de L y H0 podemos aproximar r. En términos de las variables adimensionales
x̄ = x

L , ȳ = y
L , z̄ = z

L tenemos

r2 =
(
x̄2 + ȳ2

)
L2 + (a + H0z̄)2 = ξ̄

L2

a2
+ a2

(
1 + z̄

zmáx

a

)2

= a2

[
1 + 2z̄

H0

a
+ ξ̄

L2

a2
+ z̄2 H2

0

a2

]

donde definimos
ξ̄2 = x̄2 + ȳ2.

De acuerdo con el orden de magnitud de los cocientes

L

a
=

357,4
6378

= 5,6× 10−2 → L2

a2
= 3,1× 10−3

H0

a
=

20
6378

= 3,1× 10−3 → H2
0

a2
= 9,6× 10−6 ∼ 10−5

podemos usar la aproximación

r2 ∼ a2 [1 + λ] , con λ ≡ 2z̄
H0

a
+ ξ̄2 L2

a2

con la cual obtenemos

1− a

r
∼ 1− (1 + λ)−

1
2 ∼ 1−

[
1− λ

2

]
=

λ

2
=

ξ̄2

2
L2

a2
+

H0

a
z̄ =

1
a2

(
ξ2

2
+ az

)
.
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donde ξ2 = x2 + y2. Sustituyendo en (3.49-3.54) obtenemos las siguientes expresiones válidas para |x|,
|y| ≤ 357.4 km, |z| ≤ H0 = 20 km, zs0 ∼ 0:
(i) Para una atmósfera de referencia isotérmica

p0 (x, y, z) = p00 exp
[
− 1

Ha

(
ξ2

2
+ az

)]
, ρ0 (x, y, z) = ρ00 exp

[
− 1

aH

(
ξ2

2
+ az

)]
,

(ii)Para una atmósfera adiabática

p0 (zs) = p00

[
1− 1

aHs

(
ξ2

2
+ az

)]cp/R

, ρ0 (zs) = ρ00

[
1− 1

aHs

(
ξ2

2
+ az

)]cv /R

.

En particular, para ξ ∼ 0 obtenemos las expresiones reportadas en la literatura para el caso isotérmico

p0 = p00e
−z/H ρ0 (x, y, z) = ρ00e

−z/H ,

y adiabático

p0 (zs) = p00

(
1− z

Hs

)cp/R

, ρ0 (zs) = ρ00

(
1− z

Hs

)cv /R

.
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Caṕıtulo 4

Solución anaĺıtica de la ecuación de
continuidad profunda

El objetivo de este caṕıtulo es construir un campo vectorial sintético que satisfaga

∇ · ρ (r)W = 0 (4.1)

con las condiciones de frontera

W·n = 0 sobre z = h (x)

donde h (x) es la elevación del terreno y n es un vector normal a ésta. Este campo será utilizado en los
caṕıtulos siguientes para dos cosas:

1. La componente horizontal de W será el campo inicial v0, ahorrándonos la penosa y costosa tarea de
obtener los datos reales.

2. Como W es la solución anaĺıtica podremos evaluar de manera confiable la bondad de el método varia-
cional que se discutirá más adelante.

El primer paso es encontrar la solución de la ecuación

∇ · v (r) = 0 (4.2)

con la condición de frontera

v (r) · n = 0 sobre z = h (x) . (4.3)

Una vez conocido el campo v, éste satisface

∇ · ρ (r)
v (r)
ρ (r)

= 0

con la condición de frontera
v (r)
ρ (r)

· n = 0 sobre z = h (x) .

Por lo tanto

W (r) =
v (r)
ρ (r)

(4.4)

es una solución de la ecuación (4.1).
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4.1. Cálculo de v (r) con el método de mapeo conforme

El método consiste en transformar el semiplano superior de un espacio abstracto (ζ ≥ 0) en otra región
del espacio f́ısico con topograf́ıa arbitraria h (x). Sea un punto del espacio f́ısico

α = x + iz (4.5)

y el correspondiente punto en el espacio abstracto

β = χ + iζ (4.6)

tales que
α = G (β) (4.7)

donde G es una función anaĺıtica de β. Como queremos mapear el eje ζ = 0 en la topograf́ıa, entonces, la
transformación es

G (χ) = x + ih (x) .

Si pedimos que x = χ entonces
G (χ) = χ + ih (χ) .

Es claro que la función
G (β) = β + ih (β)

tiene la propiedad de mapear el eje real del espacio abstracto en la topograf́ıa. Si separamos a h (β) en su
componente real e imaginaria tenemos

h (β) = h1 (χ, ζ) + ih2 (χ, ζ) (4.8)

entonces
G (β) = χ− h2 (χ, ζ) + i [ζ + h1 (χ, ζ)] .

Comparando con (4.5) obtenemos el sistema de ecuaciones

x = χ− h2 (χ, ζ) (4.9a)
z = ζ + h1 (χ, ζ) . (4.9b)

con el que definimos la trasformación de las coordenadas del espacio abstracto a las del espacio f́ısico. El
grado de dificultad con la que obtendremos la solución del sistema (4.9) dependerá en gran medida de las
funciones h1 (χ, ζ) y h2 (χ, ζ). Para ilustrar lo anterior, usemos la topograf́ıa

h (x) = sen
(π

a
x
)

.

La transformación correspondiente es

x = χ− cos
(π

a
χ
)

senh
(π

a
ζ
)

z = ζ + sen
(π

a
χ
)

cosh
(π

a
ζ
)

.
(4.10)

La presencia de las funciones hiperbólicas implica que una región en el plano z que puede ser modificada
drásticamente por tal transformación. La figura 4.2 muestra que la imagen del semiplano ζ ≥ 0 bajo la
transformación es una región muy pequeña del espacio f́ısico. Esto quiere decir que no podremos calcular el
campo en una región arbitraria de el espacio f́ısico. Una forma de evitar tal problema es representar a la
topograf́ıa por medio de polinomios de bajo orden. Esto nos proporciona expresiones más simples con las
cuales podremos calcular el campo en regiones arbitrarias.
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Figura 4.1: Transformación de el semiplano superior ζ ≥ 0 en la región z ≥ h(x).

A=-1 C=1 A’=- /2B C’= /2BB B’

.

P

Z

X

G

Figura 4.2: Deformación del espacio abstracto inducido por la transformación (4.10)
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Figura 4.3: Comparación de diferentes factores de suavizamiento de la interpolación de los datos de la topo-
graf́ıa.

4.2. Interpolación Polinomial Cúbica Segmentada (IP3S) Natural

Un método para obtener una representación sencilla de la topograf́ıa es la Interpolación Polinomial Seg-
mentada que consiste en ajustar un polinomio de grado m sólo a un par de datos, por lo que la curva que
ajusta a los N datos está formada de N − 1 polinomios de grado m. En este caso utilizaremos polinomios
cúbicos para obtener la expresión de la topograf́ıa en el espacio f́ısico. Tales polinomios tienen la expresión
siguiente:

hk (x) = ak + bk (x− xk) + ck (x− xk)2 + dk (x− xk)3 (4.11)
x ∈ [xk,xk+1] k = 1, ..., N − 1.

donde el sub́ındice k indica el k-ésimo dato. Adicionalmente se imponen 4 (N − 1) condiciones

hk (xk) = h (xk) k = 1, ..., N − 1 (4.12a)
hN−1 (xN ) = h (xN ) (4.12b)
hk (xk+1) = hk+1 (xk+1) k = 1, ..., N − 2 (4.12c)
h′k (xk+1) = h′k+1 (xk+1) k = 1, ..., N − 2 (4.12d)
h′′k (xk+1) = h′′k+1 (xk+1) k = 1, ..., N − 2. (4.12e)

h′′1 (x1) = h′′N−1 (xN ) = 0 (4.12f)

que son necesarias para determinar los 4 (N − 1) coeficientes. A este tipo de polinomios se les conoce como
polinomios cúbicos naturales y tiene la caracteŕıstica de que los polinomios pasan por los datos, dando a
la curva que ajusta a los datos de la topograf́ıa un aspecto muy parecido a la topograf́ıa real, sin embargo,
el campo de vientos resultante es errático, lo cual hace necesario suavizar la topograf́ıa. A continuación se
describirá cómo construir los polinomios que forman la interpolación. De (4.11) es fácil ver que

hk (xk) = ak.

Entonces de (4.12c), de la ecuación anterior y de la siguiente definición

δk = xk+1 − xk

obtenemos la siguiente ecuación
ak+1 = ak + bkδk + ckδk + dkδ3

k. (4.13)
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Además, de (4.12d) y de (4.12e) obtenemos las siguientes ecuaciones

bk+1 = bk + 2ckδk + 3dkδ2
k (4.14)

ck+1 = ck + 3dkδk. (4.15)

Al eliminar los coeficientes b y d de (4.13), (4.14) y (4.15) obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones para
los coeficientes c

δk−1ck−1 + 2ck (δk−1 + δk) + δkck+1 =
3
δk

(ak+1 − ak)− 3
δk−1

(ak − ak−1) . (4.16)

Los demás coeficientes se calculan con las siguientes ecuaciones

bk =
1
δk

(ak − ak−1)− 1
3
δk (ck+1 + 2ck) (4.17)

dk =
1

3δk
(ck+1 − ck) . (4.18)

Para que las expresiones de las secciones siguientes sean más compactas realizaremos el siguiente cambio de
variable

a′k = ak − bkh (xk) + ckh2 (xk)− dkh3 (xk)

b′k = bk − 2ckh (xk) + 3dkh2 (xk)
c′k = ck − 3dkh (xk) .

Con esto, la expresión de los polinomios cúbicos queda de manera más simple

hk (x) = a′k + b′kx + c′kx2 + d′kx3.

4.3. Interpolación Polinomial Cúbica Segmentada Suavizada

Este tipo de interpolación consiste en encontrar los coeficientes de los N − 1 polinomios cúbicos tales que
minimicen el funcional

p

N∑

i=1

[
yi − h (xi)

σi

]2

+ (1− p)
∫ xN

x1

[h′′ (τ)]2 dτ (4.19)

donde p ∈ [0, 1] , h (x) = {hk (x) |x ∈ [xk, xk+1] ; k = 1, 2, ..., N − 1} y σi es la desviación estándar de el
dato yi. En este funcional están presentes dos aspectos importantes de la interpolación: en el primer término
se exige que h (x) esté lo más cerca posible de los datos, mientras que en el segundo término se pide que
h (x) sea una función suave. La manera en que podemos dar mayor importancia a alguno de los términos es
a través de el parámetro p, por ejemplo, con p = 0 obtendremos una función h (x) suave, aunque es probable
que no pase cerca de los puntos yi. En cambio con p = 1 la función h (x) pasará por los puntos, sin embargo,
no debemos esperar que sea una función suave.

Para resolver el problema discretizamos (4.19). El primer término no representa mayor problema, por lo
que nos dedicaremos a la discretización de la integral. Ya que la segunda derivada de un polinomio cúbico
resulta ser una ĺınea recta l (x) = mx + b la integral puede ser evaluada anaĺıticamente:

∫ x

0

[l (τ)]2 dτ =
1
3
x

[
m2x2 + 3mbx + 3b2

]
.

El lado derecho se puede desarrollar de tal manera que tenemos

∫ x

0

[l (τ)]2 dτ =
1
3
x


m2x2 + 2mbx + b2

︸ ︷︷ ︸
[l(x)]2

+ b (mx + b)︸ ︷︷ ︸
l(0)l(x)

+ b2︸︷︷︸
[l(0)]2




=
1
3
x

[
[l (x)]2 + l (x) l (0) + [l (0)]2

]
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es decir, la integral sólo depende del ancho del intervalo de integración y de el valor de la segunda derivada
en los extremos de cada intervalo (h′′ (xi) = 2ci), por lo que, en general la discretización de (4.19) está dada
por

p

N∑

i=1

[
yi − ai

σi

]2

+
4 (1− p)

3

N−1∑

k=1

δxi

(
c2
i + cici+1 + c2

i+1

)
. (4.20)

Minimizando esta ecuación y con (4.16) podemos obtener el sistema de ecuaciones para los coeficientes ci,
que en forma matricial es [

6 (1− p)QTD2Q+ pR
]
c = 3pQT y. (4.21)

Donde Q(N−2)×N es una matriz tridiagonal cuyo i-ésimo renglón es

1
δxi−1

,− 1
δxi−1

− 1
δxi

,
1

δxi
,

RN−2×N−2 es una matriz simétrica tridiagonal con su i-ésimo renglón

δxi−1, 2 (δxi−1 + δxi) , δxi

y D es una matriz diagonal cuyos elementos son las desviaciones estándar de los datos yi. Los detalles de
como llegar a el sistema (4.21) se encuentran en [3, p235-243]. Una vez obtenidos los coeficientes ci se pueden
calcular los demás coeficientes usando (4.17) y (4.18) con lo que habremos resuelto el problema de encontrar
una representación anaĺıtica de la topograf́ıa.

4.4. Expresión expĺıcita del campo v

De los resultados de las secciones anteriores y de la ecuación (4.9) tenemos que las partes, real e imaginaria,
de la topograf́ıa son

h1k (χ, ζ) = ak + bkχ + ck

(
χ2 − ζ2

)
+ dkχ

(
χ2 − 3ζ2

)
(4.22a)

h2k (χ, ζ) = bkζ + 2ckχζ + dkζ
(
3χ2 − ζ2

)
. (4.22b)

Por lo que la transformación inversa G−1(α) = β puede calcularse al resolver el sistema de ecuaciones no
lineales

x = χ− [
bkζ + 2ckχζ + dkζ

(
3χ2 − ζ2

)]

z = ζ + ak + bkχ + ck

(
χ2 − ζ2

)
+ dkχ

(
χ2 − 3ζ2

) (4.23)

en donde las incógnitas son χ y ζ. Con la transformación ya definida podemos calcular el campo de velocidad.
Sea un potencial complejo en el espacio f́ısico

F (x, z) = φ (x, z) + iψ (x, z)

tal que

u =
∂φ

∂x
=

∂ψ

∂z
w =

∂φ

∂z
= −∂ψ

∂x

donde u y v son las componentes de un campo de velocidad que satisface la ecuación (4.2) y las condiciones
(4.3). Utilizando la regla de la cadena tenemos

u =
∂φ

∂x
=

∂χ

∂x

∂φ

∂χ
+

∂ζ

∂x

∂φ

∂ζ

w =
∂φ

∂z
=

∂χ

∂z

∂φ

∂χ
+

∂ζ

∂z

∂φ

∂ζ

en donde

∂φ

∂χ
= ν

∂φ

∂ζ
= ω
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son las componentes de el campo en el espacio abstracto. En forma matricial tenemos

(
u
w

)
=

(
∂χ
∂x

∂ζ
∂x

∂χ
∂z

∂ζ
∂z

)(
ν
ω

)
=

(
J−1

)T
(

ν
ω

)
=

1
J

(
∂z
∂ζ − ∂z

∂χ

−∂x
∂ζ

∂x
∂χ

)(
ν
ω

)
(4.24)

donde

J =

(
∂x
∂χ

∂x
∂ζ

∂z
∂χ

∂z
∂ζ

)

es la matriz jacobiana calculada con (4.9) y J es el determinante de J. Tomando un campo de velocidad
uniforme en el espacio abstracto tal que

ν = ν0

ω = 0.

obtenemos la expresión del campo v en términos de los coeficientes de los polinomios cúbicos y de la compo-
nente horizontal del campo de velocidad en el espacio abstracto

uk =
ν0

J
[1− 2ζ (ck + 3dkχ)] (4.25a)

wk =
ν0

J

[
bk + 2ckχ + 3dk

(
χ2 − ζ2

)]
. (4.25b)

En donde el determinante de J está dado por

J =
∂x

∂χ

∂z

∂ζ
− ∂x

∂ζ

∂z

∂χ
. (4.26)

Las derivadas parciales involucradas en el cálculo del Jacobiano son

∂x

∂χ
= 1− ∂h2

∂χ
= 1− 2ζ (ck + 3dkχ)

∂z

∂ζ
= 1 +

∂h1

∂ζ
= 1− 2ζ (ck + 3dkχ)

∂x

∂ζ
= −∂h2

∂ζ
= − [

bk + 2ckχ + 3dk

(
χ2 − ζ2

)]

∂z

∂χ
=

∂h1

∂χ
= bk + 2ckχ + 3dk

(
χ2 − ζ2

)
.

Para simplificar la notación sean

J11 = 1− 2ζ (ck + 3dkχ) y J21 = bk + 2ckχ + 3dk

(
χ2 − ζ2

)
, (4.27)

entonces el Jacobiano es
J = J2

11 + J2
21.

De aqúı se puede ver que la transformación está bien definida en [xk, xk+1] pues el jacobiano nuca es cero y
que el campo (uk, wv) es anaĺıtico en cada intervalo.

Por otro lado la divergencia del campo v, generado con mapeo conforme, puede ser calculada de manera
expĺıcita a partir de las expresiones anteriores para verificar que cumple con la condición (4.2). Para calcular
la divergencia sabemos que ésta es

∇ · v =
∂uk

∂x
+

∂wk

∂z
.

Ya que u y w son funciones de χ y ζ usaremos la regla de la cadena para calcular las derivadas parciales en
términos de éstas variables, entonces
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∂uk

∂x
=

∂uk

∂χ

∂χ

∂x
+

∂uk

∂ζ

∂ζ

∂x

∂wk

∂z
=

∂wk

∂χ

∂χ

∂z
+

∂wk

∂ζ

∂ζ

∂z
.

De (4.24) tenemos que

∂χ

∂x
=

1
J

∂z

∂ζ

∂ζ

∂x
=− 1

J

∂z

∂χ

∂χ

∂z
=− 1

J

∂x

∂ζ

∂ζ

∂z
=

1
J

∂x

∂χ

o bien

∂χ

∂x
=

1
J

J11
∂ζ

∂x
=− 1

J
J21

∂χ

∂z
=

1
J

J21
∂ζ

∂z
=

1
J

J11.

Con (4.25) y (4.27) podemos expresar de manera más compacta las componentes del campo v:

uk =
ν0

J
J11 (4.28a)

wk =
ν0

J
J21. (4.28b)

Entonces, las derivadas parciales de las componentes del campo v respecto a las variables χ y ζ son

∂uk

∂χ
= ν0

{
1
J

∂J11

∂χ
− J11

J2

∂J

∂χ

}
=

1
J

{
ν0

∂J11

∂χ
− uk

∂J

∂χ

}

∂uk

∂ζ
= ν0

{
1
J

∂J11

∂ζ
− J11

J2

∂J

∂ζ

}
=

1
J

{
ν0

∂J11

∂ζ
− uk

∂J

∂ζ

}

∂wk

∂χ
= ν0

{
1
J

∂J21

∂χ
− J21

J2

∂J

∂χ

}
=

1
J

{
ν0

∂J21

∂χ
− wk

∂J

∂χ

}

∂wk

∂ζ
= ν0

{
1
J

∂J21

∂ζ
− J21

J2

∂J

∂ζ

}
=

1
J

{
ν0

∂J21

∂ζ
− wk

∂J

∂ζ

}
.

Para finalizar el cálculo de la divergencia del campo tenemos que las derivadas parciales de el Jacobiano
y de las componentes de la matriz Jacobiana son

∂J

∂χ
= 2

(
J11

∂J11

∂χ
+ J21

∂J21

∂χ

)

∂J

∂ζ
= 2

(
J11

∂J11

∂ζ
+ J21

∂J21

∂ζ

)

∂J11

∂χ
= −6dkζ

∂J21

∂χ
= 2(ck + 3dkχ)

∂J21

∂ζ
= −6dkζ

∂J11

∂ζ
= −2(ck + 3dkχ).

Por último, para verificar que el campo v satisface la condición (4.3) sabemos que el vector tangente a la
topograf́ıa es
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t =
(

1
h′k(x)

)
.

Entonces, el vector normal a la topograf́ıa es

n =
(−h′k(x)

1

)
.

Por lo que el producto escalar de el campo v con el vector normal a la topograf́ıa es

v · n = −uh′k(x) + w

donde

h′k(x) = bk + 2ckx + 3dkx2.

4.5. Algoritmo del método de mapeo conforme

De manera breve se presentan los pasos a seguir para calcular el campo v con mapeo conforme:

1. Lectura de los puntos que forman la topograf́ıa.

2. Lectura de los puntos en los que se quiere calcular el campo v.

3. Lectura de los coeficientes de los polinomios cúbicos que interpolan la topograf́ıa.

4. Determinar el intervalo [xk, xk+1] correspondiente a cada punto (x, z) del inciso 2. Con esto se sabe
qué conjunto de coeficientes {ak, bk, ck, dk} utilizar para calcular el campo en dicho punto.

5. Determinación del campo uniforme ν0. Esto puede hacerse de dos maneras. La primera es dar, sim-
plemente, el valor de el campo uniforme y la segunda es dar el valor de la componente horizontal del
campo v medido en algún punto (x, z), resolver el sistema de ecuaciones no lineales (4.23) para obtener
el punto (χ, ζ) correspondiente en el espacio abstracto y, por último, despejar ν0 de (4.25a).

6. Solución del sistema de ecuaciones no lineales (4.23) para obtener el punto (χ, ζ) del espacio abstracto
correspondientes con el punto (x, z) en el espacio f́ısico por medio del método de Newton. De aqúı se
obtienen las componentes de la matriz jacobiana y su determinante utilizados en el cálculo del campo
y de su divergencia.

7. Con la información de el inciso anterior se calculan las componentes del campo v y se verifica que
cumpla con las condiciones (4.2) y (4.3).

8. Cálculo de la densidad la cual puede ser constante o calculada con las relaciones

9. Registro de resultados.

4.6. Efecto de la topograf́ıa en el campo v

Los datos de la topograf́ıa con los que se desarrollaron los ejemplos fueron tomados de [41]. En las figuras
(4.4 - 4.6) puede observarse que entre más suave sea la topograf́ıa, más suave será el campo. Por ejemplo, en
la figura (4.4) se observa el campo interpolado y la topograf́ıa generada con las condiciones naturales (4.12).
Como la topograf́ıa es irregular, el campo tiende a ser errático y es poco probable que este campo se pueda
recuperar con el método variacional. Por otro lado, tenemos las figuras (4.5) y (4.6) en donde la topograf́ıa
se ha generado con condiciones de suavizamiento (4.19). El campo en ambos casos es más suave que en el
caso anterior. Este tipo de campos es más adecuado para ser utilizados en el método variacional pues, como
se verá más adelante, el campo de velocidad recuperado con éste método es suave. Esto pone de manifiesto
el papel que juega el parámetro de suavizamiento p. Con éste parámetro podemos controlar la suavidad del
campo de vientos que utilizaremos como prueba del método variacional y aśı saber de manera precisa que
tan bueno es.
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Figura 4.4: Campo de vientos calculado con mapeo conforme y la topograf́ıa ajustada con polinomios cúbicos
con p=1.0
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Figura 4.5: Campo de vientos calculado con mapeo conforme y la topograf́ıa ajustada con polinomios cúbicos
con p=0.8
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Figura 4.6: Campo de vientos calculado con mapeo conforme y la topograf́ıa ajustada con polinomios cúbicos
con p=0.1
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Caṕıtulo 5

Cálculo aproximado de la solución de
∇ · v = 0 a partir de un conjunto de
datos experimentales

En el presente caṕıtulo se presentas las ideas desarrolladas en [25], [30] y [31], las gráficas y resultados
numéricos se reproducen con el permiso de los autores.

5.1. Planteamiento del problema. Campos inicial v0 y ajustado v

Consideremos un sistema cartesiano xyz con su origen en un punto con coordenadas geográficas (λc, φc)
sobre un modelo esférico terrestre, el plano xy es tangente a la esfera y el eje z es exterior a la esfera (ver la
figura 4.1). En lo que sigue usaremos: (i) en forma indistinta la notación x1 = x, x2 = y, x3 = z y x̂ = x̂1,
ŷ = x̂2, ẑ = x̂3 para las coordenadas y vectores unitarios asociados al sistema xyz, y (ii) la convención de
suma sobre ı́ndices repetidos, de manera que

∑
i vi

realx̂i = vi
realx̂i. En el sistema xyz definimos la región

acotada

D = {xmı́n 6 x 6 xmáx, ymı́n 6 y 6 ymáx, h(x, y) 6 z 6 zmáx}

donde h(x, y) es la elevación del terreno sobre el punto (x, y) en el plano tangente xy.
La velocidad del viento relativa al sistema xyz está dada por

vreal = vi
realx̂i.

Figura 5.1: Sistema de referencia primario XY Z y sistema xyz.

71



Para estimar el campo vreal suponemos (i) tiene lugar la ecuación de conservación de la masa en la forma

∇ · vreal = 0 ,
(
∇ ≡ x̂i

∂

∂xi

)
,

y (ii) el aire resbala en la superficie terrestre. Esta última condición tiene la forma

vreal · n = 0 para z = h(x, y)

donde h(x, y) es la elevación del terreno sobre (x, y) y n es un vector normal a la superficie terrestre,

n = ∇(h− z) = x̂∂xh + ŷ∂yh− ẑ .

Además, (iii) supondremos que tenemos un campo inicial

v0 = vi0 x̂i ,

obtenido por interpolación de datos proporcionados por una red de monitoreo atmosférico. El postprocesa-
miento de datos considera: (i) la validación de datos, donde los valores fuera de lo esperado son eliminados
y (ii) el reemplazamiento de datos incorrectos por medio de un método de interpolación [34]. En un con-
texto meteorológico estos pasos constituyen el llamado análisis objetivo espacial el cual considera el uso de
esquemas de interpolación que, además, actúan como filtros [43], [8]. El resultado es un campo inicial de ve-
locidades v0(x) = vi0(x)x̂i obtenido de un conjunto finito de datos {vtrue(xk)}N

k=1 medido en D. Además de
los esquemas meteorológicos para calcular v0 tenemos el método de correcciones sucesivas y la interpolación
estad́ıstica [43], [8], la última es conocida como interpolación óptima o método de Gauss-Markov en las áreas
de procesamiento de señales e imágenes [6].

Dado que, en general, el campo inicial v0 no satisface ∇ · v0 = 0, el problema es estimar el campo v
más cercano a v0 que satisface ∇ · v = 0. Supongamos que d(u,v) (a lo que nos referiremos como métrica)
proporciona una medida de la proximidad o distancia entre dos campos vectoriales u y w. Entonces el
problema para estimar el campo vreal por medio de un campo v puede enunciarse como sigue: Hallar el
campo v más cercano a v0 con respecto a la métrica d(u,v), que satisfaga la ecuación

∇ · v = 0

y la condición de resbalamiento en la superficie terrestre,

v · n = 0 para z = h(x, y) .

Es claro que el campo estimado v puede no coincidir con el verdadero vreal dado que v se obtiene “ajustando”
al campo inicial v0 por medio de la ecuación de continuidad, la condición de resbalamiento y una noción de
distancia. Por tal motivo, nos referiremos a v como el campo ajustado. Para definir con mayor precisión
el cálculo de v introduciremos algunos conceptos en la secciones siguientes.

5.1.1. Normas vectoriales ‖w‖S

La forma más sencilla para obtener una noción de distancia entre vectores, es a través de una norma
vectorial [32]

‖·‖ : R3 → R ,

la cual asocia a cada vector w un número real no negativo ‖w‖ con las propiedades siguientes:
(i) ‖w‖ > 0 y ‖w‖ = 0 si y sólo si w ≡ 0 ,
(ii) ‖w + u‖ 6 ‖w‖+ ‖u‖ ,
(iii) ‖αw‖ = |α| ‖w‖ para cada escalar α ∈ R . Estas propiedades son una extensión de aquellas

asociadas al valor absoluto |x| de un número real x, si |x− y| mide la distancia entre dos números reales x,
y, para dos vectores u , v definimos

d(u,w) ≡ ‖u−w‖ ,

como la métrica o distancia entre dichos vectores. Usando las propiedades de ‖·‖ es fácil ver que la función
d(u,w) tiene las propiedades siguientes
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(i) d(u,w) = d(w,u) (simetŕıa),
(ii) d(u,w) ≥ 0 y d(u,w) = 0 si y sólo si u = w ,
(iii) d(u,v) 6 d(u,w) + d(v,w) (la desigualdad triangular) .
La norma vectorial más común se obtiene a partir del producto escalar euclidiano

w · u = wix̂i · ujx̂j = wiui ,

y está dada por
‖w‖ =

√
w ·w .

Usando la desigualdad de Schwartz |w · u| 6 ‖w‖ ‖u‖ es fácil ver que ‖·‖ se satisface ‖w + u‖ 6 ‖w‖+ ‖u‖.

Nota 5.1 El espacio R3 puede definirse como el conjunto de vectores columna

w =




w1

w2

w3


 .

En particular, los vectores unitarios x̂i pueden definirse como

x̂1 =




1
0
0


 x̂2 =




0
1
0


 x̂3 =




0
0
1


 .

Con la definición usual de multiplicación por un escalar y suma vectorial,

αu + βw =




αu1

αu2

αu3


 +




βw1

βw2

βw3


 ,

es inmediato que cada vector w tiene la forma

w = wi x̂i

lo que da lugar a la identidad

w =




w1

w2

w3


 = wi x̂i .

La identificación de w como un vector columna permite expresar al producto interior euclidiano como un
producto matricial. En efecto, el vector w es una matriz 3 × 1 (tres renglones y una columna) y el vector
transpuesto wt es el vector renglón o matriz 1× 3

wt =
(

w1 w2 w3
)

.

De acuerdo con la multiplicación de matrices tenemos

wtu =
(

w1 w2 w3
)



u1

u2

u3


 = wiui ;

es decir,
w · u = wtu .

En general, para una matriz S3×3 tenemos la identidad

Sijw
iuj = wt S u

que usaremos para simplificar la notación en el presente trabajo.
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Con el propósito de dar un planteamiento general que nos permita analizar los distintos métodos usados
en la literatura para calcular un campo ajustado v, consideraremos una norma más general definida a partir
de una matriz simétrica S positiva definida. Decimos que S es simétrica positiva definida si tiene las
propiedades siguientes:

(i) es simétrica (S = St) ,
(ii) wtSw ≥ 0 para cada vector w ∈ R3 :,
(iii) wtSw = 0 sólo para w = 0 .

Usando estas propiedades es fácil ver que

〈w | u〉S ≡ Sijw
iuj = wtSu

define un producto interior, es decir, tiene las propiedades siguientes
(i) < w | u >S=< u | w >S (simetŕıa),
(ii) < w |αu + βv >S= α < w | u > +β < w|v > (linealidad) ,
(iii) < w | w >> 0 para cada w,
(iv) < w | w >= 0 sólo para w = 0 .
El número de normas vectoriales es infinito pero hay una relación entre ellas. Decimos que dos normas,

vectoriales ‖·‖a y ‖·‖b con equivalentes si existen constantes K1,K2 > 0 tales que

K1 ‖w‖a 6 ‖w‖b 6 K2 ‖w‖a para cada w ∈ R3 .

Tenemos el resultado siguiente: Dos normas vectoriales cualesquiera ‖·‖a y ‖·‖b en R3 , son equivalentes [15].

5.1.2. Norma ‖w‖DS de campos vectoriales w(x)

Hasta este momento hemos considerado la norma de un vector

w = wi x̂i ,

cuyas componentes wi son números reales, pero en la estimación de un campo de vientos v(x) debemos tratar
con campos vectoriales w(x) cuyas componentes dependen de cada punto en el espacio x ≡ (x1, x2, x3),

w = w(x) = wi(x) x̂i.

Aśı como la norma ‖w‖ de un vector w con componentes constantes wi, se puede considerar como la extensión
del valor absoluto

∣∣wi
∣∣ de sus componentes, la norma de un campo vectorial w(x) se puede considerar como

una extensión de la norma de una función wi(x). El producto interior entre funciones

< f |g >=
∫

D
f(x)g(x)dx .

define la norma para funciones
‖f‖ = < f | f >1/2 .

El conjunto de funciones f(x) cuya norma ‖f(x)‖ es finita se denota con L2(D) y se conoce como el conjunto
de funciones cuadrado integrables sobre la región D,

L2(D) = {f(x) : ‖f‖2 =
∫

D
|f(x)|2 dx < ∞} .

En nuestro caso las componentes wi(x) de un campo vectorial w(x) deben ser cont́ınuas y cuadrado integrables
en el conjunto acotado D ∫

D

∣∣W k(x)
∣∣2 dx < ∞ .

Esto sugiere identificar a w(x) como un elemento del espacio vectorial L2(D), constituido por los campos
vectoriales cuyas componentes son cuadrado integrables,

L2(D) = {w(x) = wi(x) x̂i :
∫

D

∣∣wi(x)
∣∣2 dx < ∞} .
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El producto interior natural entre dos campos vectoriales w(x) y u(x) en L2(D) se define por medio de la
integración del producto interior euclidiano w · u = wtu

< w | u >D=
∫

D
wtudx .

Donde < · | · >D tiene las propiedades de un producto interior

1. < w | u >D= < u | w >D simetŕıa

2. < w | αu+βv >D= α < w | u >D +β < w | v >D linealidad

3. < w | w >D> 0 y < w | w >D= 0 s y sólo śı < w | w >D= 0 .

La norma asociada a < · | · >D es la integración de la norma vectorial ‖·‖,

‖w‖2D = < w | w >D=
∫

D
‖w‖2 dx,

con lo cual obtenemos una medida de la distancia entre dos campos vectoriales

‖w − u‖2D =
∫

D
‖w − u‖2 dx .

Extendamos lo anterior al caso del producto interior vectorial

〈w | w〉S = wtS u ,

definido por una matriz S simétrica positiva definida. Integrando obtenemos un producto interior entre dos
campos vectoriales

〈w | u〉DS ≡
∫

D
〈w | u〉S dx =

∫

D
wt S u dx.

La norma asociada está dada por

‖w‖2DS = 〈w | w〉DS =
∫

D
‖w‖2S dx ,

y la métrica correspondiente es
‖w − u‖DS .

Se puede demostrar que 〈· | ·〉DS satisface las propiedades de un producto interior,

(i) < w | u >DS= < u | w >DS (simetŕıa)
(ii) < w | αu+βv >DS= α < w | u >DS +β < w | v >D (linealidad)
(iii) < w | w >DS> 0 y < w | w >DS= 0 śı y sólo śı w = 0 .

5.2. Cálculo del campo ajustado v minimizando
∥∥w − v0

∥∥
DS

con
∇ · v = 0

En lo que sigue Γ representará a la frontera de la región D y supondremos que tiene la descomposición

Γ = ΓD ∪ ΓN

y n será un vector normal y exterior a la superficie Γ. El significado de los sub́ındices (Dirichlet y Neumann)
quedará claro más adelante.

Sea v0 un campo obtenido a partir del procesamiento de un conjunto de datos {vtrue(xk)}N
k=1. En general

v0 no satisface la ecuación de continuidad para flujos incompresibles por lo que el problema consiste en
estimar un campo ajustado v cercano v0 (en el sentido definido abajo) que satisface

∇ · v = 0 en D, (5.1)
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además, el flujo es ideal y se mueve tangencialmente a la frontera sólida de D (ΓN ) por lo quesatisface la
condición de frontera

v · n = 0 sobre ΓN . (5.2)

Las condiciones (5.1) y (5.2) son suficientes para garantizar la existencia y unicidad de v. Si tenemos en
mente que v es una pequeña modificación de v0 que satisface (5.1) entonces podemos afirmar que v es
una aproximación aceptable aproximación de vtrue en D. Desde luego que la cercańıa entre v y vTrue

está determinada principalmente por la cantidad de datos usados para determinar v0. Si tenemos información
acerca de la capa de frontera f́ısica en ΓN , ésta puede ser usada en la estimación de v0 como en varios Modelos
de Masa Constante (MMC) [19].

El campo ajustado v se puede definir como un campo que minimiza el funcional cuadrático

J(w) =
∥∥w − v0

∥∥2

DS
(5.3)

en el espacio de campos vectoriales w que satisfacen(5.1, 5.2). Para caracterizar tal espacio se utilizan algunos
resultados publicados en [9, 18, 42]. El conjunto

H(div) =
{
w ∈ L2(D̄) : ∇ ·w ∈L2(D̄)

}

es un espacio de Hilbert con el producto interior

〈w | u〉H(div) = 〈w | u〉D + 〈∇ ·w | ∇ · u〉 .

en donde ∇·w se considera en el sentido débil en L2(D). Supondremos de aqúı en adelante que el campo v0,
definido como una interpolación de los datos de viento, pertenece al espacio H(div). También, como parte
de este espacio se encuentra el conjunto

V = {w ∈ H(div) : ∇ ·w = 0 en D, w · n|ΓN
= 0},

el cual es un subespacio de L2(D) [9, 42], como el espacio que contiene a los posibles campos ajustados.

Nota 5.2 Para verificar la validez de la condición de frontera w · n = 0 sobre la frontera ΓN se define a
C∞0 (D̄) = {φ|D : φ ∈ D(R3)} como el conjunto de funciones escalares infinitamente diferenciales con soporte
compacto en D̄ y a C∞0 (D̄)3 como el espacio de los campos vectoriales con componente en C∞0 (D̄). Como
puede verse en [9, p27], C∞0 (D̄)3 es denso en H(div) y el mapeo γh : w → w·n|Γ puede extenderse a un mapeo
lineal y continuo representado aún por γn : H(div) → H1/2(Γ). Esto garantiza que la expresión w · n = 0
está bien definida en ΓN para cada w ∈ V ⊂ H(div).

El conjunto
V = {φ ∈ D3 : ∇ · φ = 0 en D},

es un subespacio de V. Sea HV la cerradura de V con la norma usual de L2(D), y sea H⊥
V el complemento

ortogonal correspondiente. El teorema de proyección afirma que el espacio L2 tiene la descomposición

L2 = HV ⊕H⊥
V . (5.4)

con el producto interior estándar 〈·|·〉D. De acuerdo con el teorema 2,7 de [9]

H⊥ = {∇q : q ∈ H1(D)}
donde H1 es el conjunto de funciones φ(x) con primeras derivadas ∂φ/∂xi en L2(D). Si V̄ es la cerradura de
V, visto como subespacio de L2(D), entonces V̄⊥ = V⊥ y la relación V ⊂ V implica HV = V̄ ⊂ V̄ y V⊥ ⊂ H⊥

V .
Aśı, para cada u ∈ V⊥ existe una q ∈ H1(D) tal que u = ∇q y 〈w|∇q〉D = 0 para cada w ∈ V. La identidad
de Green

〈w|∇q〉D + 〈∇ ·w|q〉D = 〈w · n|q〉Γ (5.5)

se cumple para toda w ∈ H(div) y toda q ∈ H1(D), donde 〈f |g〉Γ =
∫
Γ

f g ds es el producto interior del
espacio de Hilbert. En particular para w ∈ V̄ y ∇q ∈ V⊥ tenemos que 〈w|∇q〉D = 〈∇ ·w|q〉D = 0, entonces

〈w · n|q〉ΓD
= 0.

76



De aqúı se concluye que q debe satisfacer la siguiente condición de frontera:

q = 0 sobre ΓD.

En términos del conjunto
H1
D = {φ ∈ H1(D) : φ = 0 en ΓD}

podemos escribir
V⊥ = {∇q : q ∈ H1

D(D).}
Para demostrar la existencia y unicidad del campo ajustado usando el teorema de proyección, sea VS

la cerradura de V con respecto a la norma || · ||DS . Dado que las normas || · ||D y || · ||DS son equivalentes,
tenemos V̄ = VS . Entonces el conjunto

V⊥S = {S−1∇q : q ∈ H1
D(D)}.

es el complemento ortogonal de VS en L2(D) con el producto interior 〈·|·〉DS . En efecto, sea u ∈ V⊥S y
w ∈ VS , entonces

〈w|u〉DS = 〈w|Su〉D = 〈w|SS−1∇q〉D = 〈w|∇q〉D = 0.

Con esto se ve que, efectivamente, los espacios V y V⊥S son ortogonales en la norma || · ||DS , en consecuencia
se tiene la descomposición

L2(D) = V⊕ V⊥S .

De acuerdo con el Teorema de Proyección, para cada v0 ∈ H(div) ⊂ L2, existe un único v ∈ V tal que

||v − v0||2DS = mı́n
w∈VS

||w − v0||2DS = mı́n
w∈VS

J(w)

y
v0 = v − u

con u ∈ V⊥S . Esto demuetra la existencia y unicidad del campo ajustado v. La caracterización de V⊥S implica
que existe λ ∈ H1

D(D) tal que u = S−1∇λ con lo cual podemos escribir

v = v0 + S−1∇λ. (5.6)

Las primeras derivadas ∂λ/∂xi pertenecen a L2(D) pero el lado derecho de (5.6) no puede ponerse en
(5.1) para obtener una ecuación para λ ya que la ecuación resultante

∇ · v = ∇ · v0 +∇ · S−1∇λ = 0

sólo tiene sentido si λ tiene segundas derivadas ∂2λ/∂xi∂xj en L2(D). Podemos evitar este problema rees-
cribiendo (5.1) en una forma débil.

De acuerdo con (5.5), si v pertenece a V ⊂ H(div), debe satisfacer

〈v | ∇φ〉D = 0 ∀ φ ∈ H1
D(D). (5.7)

Esta es la forma débil deseada de la ecuación (5.1,5.2). La sustitución de (5.6) en (5.7) implica que λ debe
satisfacer la ecuación integral

a(λ, φ) = − 〈
v0 | ∇φ

〉
D ∀ φ ∈ H1

D(D) (5.8)

donde establecemos

a(λ, φ) ≡ 〈
S−1∇λ | ∇φ

〉
D =

〈
S−1

ji

∂λ

∂xi
| ∂φ

∂xj

〉
. (5.9)

Entonces la minimización de J(·) es reemplazada por la solución de (5.8).
Para demostrar la existencia y unicidad de la solución λ de la ecuación (5.8) usemos (5.5) para reescribir

el lado derecho de la ecuación (5.8) y obtenemos el problema

a(λ, φ) =
〈∇ · v0 | φ〉

D +
〈−v0 · n | φ〉

ΓN
(5.10)

para toda φ ∈ H1
D(D). Ahora se toman en cuenta los siguientes hechos:
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El conjunto H1
D(D) es un espacio de Hilbert con el producto interior

〈ψ | φ〉1 = 〈ψ | φ〉+ 〈∇ψ | ∇φ〉 ∀ψ, φ ∈ H1
D(D)

y la correspondiente norma ‖·‖1;
Si S(x) es simétrica y positiva definida en D, su inversa S−1(x) también lo es. Esto implica que la
forma bilineal a(·, ·) es simétrica [a(ψ, φ) = a(φ, ψ)] y coerciva (H1

D−eĺıptica), i.e., existe una contante
positiva cD tal que

a(φ, φ) ≥ cD ‖φ‖21 ∀φ ∈ H1
D(D);

Si cada elemento S−1
ij (x) pertenece a C(0)(D), la forma a(·, ·) es acotada en H1

D(D),

a(φ, ψ) ≤ K ‖φ‖1 ‖ψ‖1 ∀ ψ,φ ∈ H1
D(D).

Estas propiedades junto con v0 ∈ H(div) garantizan, por el teorema de Lax-Milgram que existe una única
solución λ de la ec. (5.10) en H1

D(D), que satisface la CFD

λ = 0 en ΓD. (5.11)

De estos resultados se deriva la siguiente proposición.

Proposición 5.1 Sean S(x) una matriz definida positiva en D̄, v0 ∈ H(div) y S−1
ij (x) ∈ C(0)(D). Entonces

existe una única λ en H1
D(D) que satisface (5.8).

Bajo condiciones generales , λ proporciona un campo ajustado v (5.6) que satisface la ecuación de continuidad
en su forma fuerte (5.1) y la condición de frontera (5.2). Sea H2(D) El espacio de Sobolev de funciones con
segundas derivadas en L2(D), y C(1)(D) las funciones con primeras derivadas continuas en D. Las condiciones
son dadas básicamente por

Teorema 5.1 [36, p.548]. Si ∇ ·v0 ∈ L2(D) y S−1
ij (x) ∈ C(1)(D), la solución λ de (5.8) pertenece a H2(D′)

donde D′ es una región abierta tal que D
′ ⊂ D.

Nota 5.3 La forma más común de S en la literatura meteorológica [35] es Sij = α2
i δij con αi constantes

En este caso S−1
ij ∈ C(∞)(D) (el conjunto de funciones infinitamente diferenciables en D) y los esquemas de

interpolación comunes [35] proporcionan un campo v0 con componentes en C(∞)(D), tal que λ ∈ C(∞)(D) y
v ∈ C(∞)(D)3. Por lo que, en adelante consideraremos que los datos del problema (5.8) son suaves cuando λ
pertenezca a H2(D). Los dominios D usuales tienen esquinas donde λ pierde regularidad y, en consecuencia,
es posible que v no satisfaga ∇ · v = 0 en Γ (ver, e.g., [36, cap.46], [17, p.18]).

Sea v0, S−1
ij definida como en el Teorema 5.1 y sea λ ∈ H2(D). Entonces podemos usar la fórmula de Green

∫

D
u

∂v

∂xj
dx +

∫

D

∂u

∂xj
v dx =

∫

Γ

u v nj ds (5.12)

con u = S−1
ji ∂λ/∂xi y v = φ para integrar a(·, ·) (5.9) y obtener

a(λ, φ) = 〈Lλ | φ〉+ 〈φ | Lλ〉ΓN
∀φ ∈ H1

D(D), (5.13)

donde L es el operador eĺıptico

L = −∇tS−1∇ = − ∂

∂xj
S−1

ji

∂

∂xi
(5.14)

y L es la derivada co-normal

L λ ≡ n · S−1∇λ = njS−1
ji

∂λ

∂xi
. (5.15)

Por lo tanto, la ecuación (5.10) toma la forma

〈Lλ | φ〉 =
〈∇ · v0 | φ〉− 〈

v0 · n+Lλ | φ〉
ΓN

(5.16)
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para toda φ ∈ H1
D(D). En particular para φ ∈ C∞0 (D) ⊂ H1

D(D) tenemos φ |Γ= 0 y

〈Lλ | φ〉 =
〈∇ · v0 | φ〉 ∀ φ ∈ C∞0 (D).

Ya que C∞0 (D) es denso en L2(D), se sigue que λ es una solución fuerte de la ecuación eĺıptica

Lλ = ∇ · v0 en D (5.17)

y (5.16) toma la forma 〈
v0 · n + Lλ | φ〉

ΓN
= 0 ∀ φ ∈ H1

D(D).

Esto significa que λ tiene la propiedad de satisfacer las Condiciones de Frontera Neumann (CFN)

v0 · n + Lλ = 0 sobre ΓN (5.18)

y, En consecuencia, el campo ajustado v (5.6) satisface (5.2).

Proposición 5.2 Sean S, v0, S−1 definidas como en las proposiciones ?? y 5.1 y supongamos que los datos
del problema (5.8) son suaves de tal forma que λ ∈ H2(D). Entonces λ satisface (5.17) y las condiciones de
frontera (5.11,5.18). El campo v = v0 + S−1∇λ satisface (5.1,5.2) y minimiza globalmente a J(·) en V.

5.3. Formulación variacional del problema eĺıptico generalizado
Lyλ = f

En esta sección consideramos la formulación variacional del problema eĺıptico (5.17) en coordenadas arbi-
trarias con el propósito de dar un planteamiento que incluya tanto la formulación en coordenadas cartesianas
xyz como en coordenadas generalizadas y1y2y3. El planteamiento en coordenadas cartesianas se recupera de
lo expuesto en esta sección haciendo M = S , M = S,

√
g = 1 y eliminando el sub́ındice y. La región Dy es la

imagen de D bajo una transformación de coordenadas xi = xi(y1, y2, y3), en forma análoga definimos ΓDy,
ΓNy.

Lyλ = f en Dy (5.19)

con las condiciones de frontera mixtas

λ = 0 en ΓDy , (5.20)
Lyλ = q en ΓNy , (5.21)

donde Γy = ΓDy ∪ ΓNy es la frontera de la región Dy en el espacio y, y Ly, Ly, f , q están dados por

Ly = −∇t√gM−1∇ f =
√

g∇ · v0 Ly = n̂t
yM−1∇ q = −n̂t

yv
0 .

La solución λ es (al menos) de cuadrado integrable por lo que pertenece al espacio

L2(Dy) =

{
v :

∫

Dy

|v|2 dy < ∞
}

dotado con el producto interior

〈v|u〉y ≡
∫

Dy

v u dy ,

y la norma ‖ v ‖y= 〈v|v〉1/2
y . Además, λ debe pertenecer al espacio de funciones que satisfacen la condiciones

de frontera Dirichlet (5.20), espacio que denotamos por Va. En lo que sigue consideramos que Va es completo
con la norma

‖v‖2y1 ≡ ‖v‖2y +
∑

k

∥∥∥∥
∂ v

∂yk

∥∥∥∥
2

y

;
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es decir,
Va =

{
v ∈ H1(Dy) : v = 0 sobre Γy

}
.

Para obtener la formulación variacional (o débil) del problema eĺıptico (5.19-5.21) multiplicamos (5.19) por
una función v en Va e integramos,

〈Ly λ|v〉y = 〈f |v〉y para cada v ∈ Va . (5.22)

El lado izquierdo se integra usando el teorema de Green en el espacio y

∫

Dy

∂ w

∂yk
v dy =

∮

Γy

vwn̂yk dsy −
∫

Dy

w
∂ v

∂yk
dy ,

donde n̂yk son las componentes del vector normal, unitario y exterior a Γy. Haciendo cálculos se obtiene

〈Lyλ|v〉y = −
∑

kl

〈
∂

∂yk

√
gM−1

kl

∂ λ

∂yl
| v

〉

y

= −
∑

kl

{∮

Γy

v
√

gM−1
kl

∂ λ

∂yl
n̂yk dsy −

∫

Dy

√
gM−1

kl

∂ λ

∂yl

∂ v

∂yk
dy

}

= −
∮

Γy

√
g v

(∑

kl

n̂ykM−1
kl

∂

∂yl

)
λ dsy +

∑

kl

〈√
gM−1

kl

∂ λ

∂yl
| ∂ v

∂yk

〉

y

= −
∮

∂Γy

√
gvLyλ dsy + ay(λ, v) ,

donde aparece el operador

Ly =
∑

kl

n̂ykM−1
kl

∂

∂yl
,

y la forma bilineal

ay(u, v) ≡
∑

kl

〈√
gM−1

kl

∂ u

∂yl
,

∂ v

∂yk

〉

y

=
∫

Dy

(∇u)t M−1∇v
√

g dy .

Entonces (5.22) queda como sigue

ay(λ, v) = 〈f |v〉y +
∮

Γy

√
gvLyλ dsy ∀ v ∈ Va .

Dado que v satisface v = 0 en Γy y Lyλ = q tiene lugar en ΓNy, la integral de superficie toma la forma
∮

Γy

√
gvLyλ dsy =

∫

ΓNy

√
gvq dsy .

Aśı, concluimos que si λ existe debe satisfacer la ecuación integral

ay(λ, v) = f̃y(v) ∀ v ∈ Va (5.23)

donde definimos
f̃y(v) ≡ 〈f |v〉y +

∫

ΓNy

√
gvq dsy .

La ecuación (5.23) recibe en nombre de forma débil del problema eĺıptico (5.19-5.21). La existencia y unicidad
de la solución de la ecuación integral (5.23) está garantizada por las propiedades de ay(·, ·) y f̃y(·). Es fácil
ver que ay(·, ·) define un producto interior en el espacio Va dado que es:

1. simétrica, ay(u, v) = ay(v, u) ,
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2. positiva definida, ay(u, u) ≥ 0, y ay(u, u) = 0 sólo para u = 0,

3. bilineal, ay(u, c1v + c2w) = c1ay(u, v) + c2ay(u,w) .

En efecto, usando la simetŕıa de M−1 se obtiene

(∇u)t M−1 ∇v = (∇ut M−1 ∇v)t = (∇v)t (
M−1

)t∇u = (∇v)t M−1 ∇u ,

y por tanto

ay(u, v) =
∫

Dy

(∇u)t M−1 ∇v
√

g dy =
∫

Dy

(∇v)t M−1 ∇u
√

g dy = ay(v, u) .

Si la transformación de coordenadas xi = xi(y) es bien comportada y los coeficientes α2
i (y) no se anulan en

D̄ ≡ D ∪ Γ, entonces M−1 (y) es positiva definida en cada punto de la región D̄, es decir,

ut M−1 u > 0 para u 6= 0 .

En particular para u = ∇u tenemos (∇u)t M−1 ∇u > 0 si u no es una función constante, multiplicando la
última desigualdad por

√
g e integrando se concluye que ay(·, ·) es positiva definida en Va; es decir, ay(·, ·)

satisface
ay(u, u) > 0∀u ∈ Va .

La linealidad de ay(·, ·) es obvia. Finalmente si f(y) y q(y) son funciones continuas a trozos, el funcional f̃y(·)
es acotado. De acuerdo con el teorema de Lax-Milgram [36] estas propiedades garantizan la existencia
y unicidad de la solución λ de la ecuación integral (5.23). La simetŕıa de ay(·, ·) permite identificar a las
soluciones de la ecuación integral (5.23) como las extremales del funcional cuadrático

Jy(v) =
1
2
ay(v, v)− f̃y(v) para v ∈ Va .

Una función u se llama extremal del funcional Jy(v) si satisface la condición de extremo

d

dε
Jy(u + εv)|ε=0 = 0 ∀ v ∈ Va .

De acuerdo con esta definición para mostrar que las soluciones de (5.23) son extremales de Jy(v) basta con
probar que (5.23) coincide con la condición de extremo. Usando la simetŕıa y linealidad de ay(·, ·) y f̃y(·) se
obtiene

Jy(λ + εv) =
1
2
ay(λ + εv, λ + εv)− f̃y(λ + εv)

=
1
2
ay(λ, λ) + εay(λ, v) +

1
2
ε2ay(v, v)− f̃y(λ)− εf̃y(v)

Derivando y evaluando en ε = 0 se obtiene

d

dε
Jy(λ + εv)|ε=0 = ay(λ, v)− f̃y(v) = 0

que es exactamente la ecuación (5.23) y por consiguiente una solución λ de (5.23) es una extremal de Jy(v).
El teorema de Lax-Milgram garantiza que existe una extremal λ y es única.

De acuerdo con lo anterior, en lugar de calcular a λ por medio de la ecuación integral (5.23), podemos
obtenerla como la función que minimiza al funcional J(λ). Este último camino tiene la ventaja de incorporar
la condición de frontera Neumann (5.21) en J(λ) por lo que sólo debemos considerar en forma expĺıcita la
condición de frontera Dirichlet (5.19). Para probar esto mostremos que si λ es una extremal de J(λ), entonces
satisface la condición de frontera Neumann (5.21).

Arriba probamos que si λ minimiza a Jy(λ) satisface (5.23). Consideremos (5.23) con v en C∞0 (Dy). Dado
que cada v se anula en toda la frontera Γy, v pertenece al espacio Va por lo que λ satisface (5.23) para cada
v ∈ C∞0 (Dy),

ay(λ, v) = 〈f |v〉y +
∮

ΓNy

√
g v q dsy ∀ v ∈ C∞0 (Dy),
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pero v = 0 sobre Γy lo que reduce la ecuación anterior a

ay(λ, v) = 〈f |v〉y para v ∈ C∞0 (Dy) .

Por otro lado, si λ tiene derivadas de segundo orden podemos integrar por partes el lado izquierdo para
obtener

ay(λ, v) = 〈Lyλ|v〉y para v ∈ C∞0 (Dy) .

Reemplazando en la ecuación anterior se obtiene

〈Lyλ− f |v〉y = 0 para v ∈ C∞0 (Dy) ,

y por tanto λ satisface la ecuación eĺıptica

Lyλ = f enDy . (5.24)

Si ahora consideramos la ecuación (5.23) en la forma

〈Lyλ|v〉y +
∫

ΓNy

√
gvLyλ dsy = 〈f |v〉y +

∫

ΓNy

√
gvq dsy

y usamos el hecho que λ satisface (5.24), los términos 〈Lλ|v〉y y 〈f |v〉y se cancelan por lo que λ satisface

∫

ΓNy

√
gv Lyλ dsy =

∫

ΓNy

√
gv q dsy ∀ v ∈ Va

y dado que en general v 6= 0 se concluye que λ debe satisfacer

Lyλ = q sobre ΓNy .

En otras palabras, si λ minimiza al funcional Jy(v) entonces satisface la condición de frontera Neumann
(5.21).

5.4. Cálculo de λ con el método del elemento finito

En esta sección consideramos la solución del problema con condiciones de frontera (5.11, 5.17, 5.18)
utilizando el método de Elemento finito (EF). Los MMC usan esquemas de diferencias para calcular λ [35]
pero en este trabajo se usa el EF ya que tiene la ventaja de la forma débil de la ecuación (5.17). De hecho,
vemos que λ es la única solución en H1

D (D) de la ecuación integral (5.8)
∫

D
(S−1∇λ) · ∇φ dx = −

∫

D
v0 · ∇φ dx para φ ∈ H1

D(D). (5.25)

Esta ecuación sólo requiere de las CFD (5.11) por medio de las funciones φ ya que la CFN (5.18) es una
propiedad intŕınseca de λ. El EF introduce una aproximación

λh(x) =
N0∑

k=1

λkφk(x) (5.26)

donde las funciones φi(x) son la base de un espacio de aproximación (definido abajo) de H1
D(D). En lo

que sigue consideramos a la matriz S en su forma más común Sij = δijα
2
i [2], donde los elementos αi son

constantes. En este caso el campo ajustado v (5.6) está dado por

vi = v0,i +
1
α2

i

∂λ

∂xi
. (5.27)
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Sea h el paso de discretización y sea τh un elemento finito de interpolación de D, sea P1 el espacio de
polinomios de dos variables de grado ≤ 1 y sea C0(D) el espacio de funciones continuas en D. Los espacios
H1(D) y H1

D(D) son aproximados por los espacios de dimensión finita

Wh =
{
φh ∈ C0(D) : φh|T ∈ P1 para T ∈ τh

}
,

W0h = {φh ∈ Wh : φh = 0 en ΓD},
respectivamente. La formulación de elemento finito del problema (5.19) es: encontrar λh ∈ W0h tal que

∫

D
(S−1∇λh) · ∇φhdx = −

∫

D
v0

h · ∇φh∀φh ∈ W0h, (5.28)

donde v0
h es la función de interpolación en Wh ×Wh que aproxima v0. Se sabe que la aproximación lineal a

trozos λh es una aproximación de segundo orden [7]. Sea N el número total de vértices xk en la triangulación
τh de D̄, y supongamos una numeración de los vértices mencionados anteriormente. Entonces, una base del
espacio Wk es la colección βh = {φk}1≤k≤N de funciones gorro φk [7] asociadas a aquellos vértices donde φk

es una función lineal a trozos tal que φk (xl) = δkl para l = 1, ...N . El soporte de estas funciones es la unión
de triángulos en τh que contienen xk como vértice. De la misma manera, una base del espacio W0h es

β0h = {φk ∈ βh : φk (xl) = 0 si xl es un vértice en ΓD} = {φk ∈ βh : k = 1, 2, . . . , N0}
donde N0 es el número de vértices que no pertenecen a ΓD. Usando estas funciones base λk (x) tiene la forma
(5.26) donde {xk}N0

k=1 es la colección de vértices en la triangulación que no pertenece a ΓD. Si a λ(xk) la
expresamos como λk el problema (5.28) es equivalente a resolver el problema algebraico

N0∑

l=1

aklλl = fk , k = 1, . . . , N0 , (5.29)

donde akl =
〈
S−1∇φk | ∇φl

〉
D, fk = − 〈

v0
h | ∇φk

〉
D. La matriz akl mantiene las propiedades de S−1, i.e.,

akl es simétrica y positiva definida. El problema algebraico (5.29) es resuelto por una versión del método de
gradiente conjugado para sistemas lineales ralos [16]. En principio λh proporciona la aproximación

vi
h = v0,i

h +
1
α2

i

∂λh

∂xi

de v pero ∇λh no está definida en la frontera de la triangulación τh ya que λh es una función lineal a trozas,
aśı que V i

h puede ser calculada en un sentido débil de la siguiente manera [20]. Supongamos que ∂λh/∂xi

tiene la forma
∂λh

∂xi
=

N0∑

k=1

λ̃ikφk(x)

de (5.29) tenemos
∂λh

∂xi
=

N0∑

k=1

λk
∂φk(x)

∂xi
.

Multiplicando por φl e integrando obtenemos el problema algebraico para las λ̃ik

N0∑

k=1

λ̃ik 〈φk, φl〉 =
N0∑

k=1

λk

〈
∂φk

∂xi
, φl

〉
para l = 1, . . . , N0.

Una forma más simple es calcular ui ≡ V i
h − V 0,i

h . Para i = 1, 3 encontrar ui ∈ Wh tal que
∫

D
uiφk dx =

∫

D

1
α2

i

∂λ

∂xi
φk dx para k = 1, 2, . . . , N .

La integral en el lado derecho puede calcularse exactamente por la regla del trapecio ya que ∂λ/∂xi es
constante en cada triángulo T ∈ τh. Si el lado izquierdo es calculado con la misma regla obtenemos un
sistema de ecuaciones diagonal cuya solución es inmediata.
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Nota 5.4 Un procedimiento común utilizado en modelos atmosféricos para simplificar las condiciones de
frontera impuestas por la topograf́ıa, es el uso de coordenadas que siguen al terreno ó coordenadas σ las
cuales son constantes sobre la topograf́ıa [33], [35].

En este trabajo se usa

σ =
z − h(x)

zmáx − h(x)

para trasformar el dominio D = [0, xmáx] × [h(x), zmáx] en el espacio xz, en el dominio Dσ = [0, xmáx] ×
[0, σmáx = 1] en el espacio xσ. Entonces se define una malla uniforme {x(k), σ(k)}N

k=1, cuya imagen bajo la
trasformación inversa z = h(x) + [zmáx − h(x)] σ proporciona la malla de los elementos finitos {x(k), z(k)}N

k=1

en el espacio xz. Todos los cálculos fueron hechos en una malla de 81 × 81 puntos; el método de elemento
finito se implementó en Fortran 77 utilizando una computadora de 32 bytes.

5.5. Ejemplos numéricos

Consideramos el dominio D = [0, 10] × [h(x), 10] km2. El campo vtrue = utruei + wtruek es obtenido con
el método de mapeo conforme donde V0 viene de (4.25) con utrue = 10 ms−1 a (x = 0, z = 10 km). Para
simplificar la discusión proponemos el campo inicial v0 = utrue(x, y)i donde hacemos w0 = 0 ya que en
situaciones reales la componente vertical wtrue no es medida. Este ejemplo nos permite tener el mejor campo
ajustado que el MMC puede dar. El punto importante es, entonces, si el esquema puede generar el campo
verdadero, en particular, la componente vertical wtrue. Siguiendo [35] el campo ajustado v(α2) es reportado

[xi
mı́n, xi

máx] [σi
mı́n, σi

máx] [I(Γi)mı́n, I(Γi)máx]
[0,02 0,99] [0,4 0,6] [6× 10−4 5× 10−3]
[0,4 0,6] [0,4 0,6] [2× 10−4 10−3]

Cuadro 5.1: Flujo I(Γi) a través de la región Di = [xi
mı́n, xi

máx]× ˆσi
mı́n, σi

máx

˜
con α2 ∈ ˆ10−4, 10+6

˜
.

en términos del parámetro α = α1/α3, donde proponemos α1 = 1 aśı como α2 = α−2
3 . La figura (5.2) muestra

los campos vtrue y v(α2 = 1) sobre la topograf́ıa h(x) = h0 + h1 cosωx estimadas con IP3S s (x) con p = 0,8.
Detalles de la figura (5.2) se muestran en la figura (5.3). donde se puede ver un diferencia significativa entre
vtrue y v(α2 = 1).

Sherman [23] seguida por otros autores [8,23], sugiere que α puede ser proporcional a la magnitud
del cociente wtrue/utrue. Aplicando este criterio calculamos el cociente α

(k)
true ≡

∣∣∣w(k)
true/u

(k)
true

∣∣∣ en la malla

{x(k), z(k)}N=6561
k=1 usada para estimar v(α2) con EF. El resultado es mı́n(α(k)

true) = 0,7, máx(α(k)
true) = 17,5,

〈αtrue〉 = 1
N

∑N
k=1 α

(k)
true = 0,8 con desviación estándar 1,8, de tal forma que

10−1 ≤ 〈αtrue〉2 ≤ 10+2.

El valor 〈αtrue〉2 ∼ 100 proporciona el campo v(α2 = 1) de las figura (5.2) y (5.3). Consideremos los valores
extremos. El campo v(α2 = 10−1) es casi igual a v(α2 = 1). la figura (5.4) muestra que el campo v(10−2)
es peor que el campo v(α2 = 1) mientras la figura (5.5) muestra que v(α2 = 10+2) es más cercano a
vtrue. Siguiendo esta tendencia calculamos v(α2 = 10+6) el cual es dibujado en la figura (5.5). Ah́ı vemos
que v(α2 = 10+6) es casi igual a vtrue. Todos los cálculos fueron hechos con la misma malla, aśı que las
diferencias entre los campos ajustados se deben a los valores de α2.

Como un segundo ejemplo, la figura (5.5) muestra los campos vtrue y v(α2 = 10+6) sobre la topograf́ıa
h(x) definida por datos de elevación del terreno de la base de datos GTOPO [41]. Los detalles de la misma
figura son mostrados en figura (5.5). Observamos que el campo ajustado v(α2 = 10+6) es de hecho una
correcta aproximación de vtrue. Una medida conveniente de la cercańıa entre vtrue y v(α2) es dada por la
distancia en L2(D) entre sus componentes

d(u, α2) =
[∫

D

∣∣utrue − u(α2)
∣∣2 dx

]1/2

. (5.30)
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La figura (5.9) muestra que d(u, α2) y d(w,α2) tienden monótona y asintóticamente al valor mı́nimo, cercano a
0,01, conforme α2 →∞, a su vez, valores pequeños de α2 proporciona malos campos ajustados. Esto confirma
la bondad de v(α2 = 10+6). La misma figura muestra un mejor ajuste para la componente horizontal que
para la componente vertical, como se esperaba, debido a que al principio eliminamos la componente vertical.
La figura (5.10) muestra las gráficas de α2 vs.

∥∥v − v(α2)
∥∥2

D y
∥∥v − v(α2)

∥∥2

DS
, ambas normas tienden a 10−2

mientras α2 → 10+6 pero la norma
∥∥v − v(α2)

∥∥2

DS
decrece más rápidamente ya que su minimización es el

criterio usado para calcular v(α2). Veamos qué tan bien satisface el campo v(α2) la ecuación de conservación
de la masa. De acuerdo a la identidad

∫

Di

∇ · vdx =
∫

Γi

v · nds

es suficiente calcular el flujo

I(Γi) =
∫

Γi

v(α2) · nds

sobre algunas subregiones Di de D sobre el espacio xσ (NOTA 2). Los resultado reportados en el cuadro (5.1)
muestran que I(Γi) va de 2×10−4 a 5×10−3 para α2 = (1/α3)2 ∈ [10−4, 106] aśı que v(α2) casi satisface la
ecuación (5.1).
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Figura 5.3: Detalle de la figura (5.2).
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Figura 5.8: Detalles de Fig. 5.5.
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Caṕıtulo 6

Formulación tensorial

En meteoroloǵıa una forma estándar de simplificar las condiciones de frontera impuestas por el terreno es
introducir un nuevo sistema de coordenadas generalizadas yk las cuales el tienen el nombre de coordenadas
σ ó coordenadas que siguen al terreno. Veamos algunos ejemplos

1. En [22] Moussiopoulus y Flassak (1983) usan

y1 = x y2 = y y3 = σ =
H − z3

H − h(x, y)
con h(x, y) ≤ z ≤ H(x, y)

x = y1 y = y2 z = H + [h(y1, y2)−H]y3

2. En [15] Kitada et. al. (1983) usan

y1 = x y2 = y y3 =
z − h(x, y)

H(x, y)− h(x, y)
con h(x, y) ≤ z ≤ H(x, y)

x = y1 y = y2 z = y3[H(y1, y2)− h(y1, y2)] + h(y1, y2) .

3. En [40] Kitada et.al. (1986) usan

y1 = x y2 = y y3 =
z − h(x, y)

∆H
con h(x, y) ≤ z ≤ ∆H + h(x, y)

x = y1 y = y2 z = y3∆H + h(y1, y2) ,

donde ∆H es la altura de la frontera superior D y a la cual se le asigna un valor de 103 m.

4. Bernard et. al. (1987) consideran [2]

y1 = x y2 = y y3 =
zt − z

zt − zs(x, y)
con zs(x, y) ≤ z ≤ zt

x = y1 y = y2 z = zt − y3
[
zt − zs(y1, y2)

]

donde zt es la altura (constante) de la frontera superior y zs(x, y) es la altura del terreno.

5. El modelo ARPS [44] usa las coordenadas

y1 = x y2 = y y3 = H
z − h(x, y)
H − h(x, y)

+ z0 con h(x, y) ≤ z ≤ H

x = y1 y = y2 z =
H − h(y1, y2)

H
(y3 − z0) + h(y1, y2)
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En cada uno de lo ejemplos anteriores las coordenadas σ tienen la forma

y1 = x y2 = y y3 = y3(x, y, z)

o, equivalentemente,
x = y1 y = y2 z = z(y1, y3, y2) (6.1)

donde la coordenada σ toma un valor constante tanto en la superficie terrestre,

σ[x, y, z = h(x, y)] = cte sobre ΓN ,

como en la frontera superior z = zmax,

σ[x, y, z = zmax] = cte sobre ΓD .

Las coordenadas x, y están acotadas por valores constantes. Aśı, en el espacio f́ısico el dominio D tiene la
forma

D = {(x, y, z) : xmin ≤ x ≤ xmax ymin ≤ y ≤ ymax h(x, y) ≤ z ≤ zmax}
y su imagen bajo la transformación yk = yk(x) es un paraleleṕıpedo

Dy =
{
(y1, y2, y3) : xmin ≤ y1 ≤ xmax ymin ≤ y2 ≤ ymax σmin ≤ y3 ≤ σmax

}
.

6.1. Base covariante τj, contravariante ηj y tensor métrico G
En esta seccion reproducimos el procedimiento usado en [25] para obtener la formulación tensorial de el

problema variacional. Usaremos la convención de suma sobre ı́ndices repetidos. Comencemos con los conceptos
básicos para construir la estructura invariante de la ecuación de continuidad profunda. Sean xi las coordenadas
en el sistema X, de un punto P =

(
x1, x2, x3

)
. Supongamos que las coordenadas yi son las coordenadas, en

el sistema Y , del mismo punto p =
(
y1, y2, y3

)
. Ya que estamos describiendo la posición del mismo punto

con dos conjuntos diferentes de funciones es lógico pensar que existe una relación entre ambos

xi = xi
(
yj

)
. (6.2)

El vector de posición de un punto con coordenadas
(
x1, x2, x3

)
está dado por

r = xi x̂i (t)

en donde los vectores base y las coordenadas dependen impĺıcitamente del tiempo ya que el sistema X es un
sistema fijo a la tierra y por lo tanto no es inercial. Usando (6.2) vemos que el vector de posición es función
de las coordenadas yi

r
(
yj

)
= xi

(
yj

)
x̂i (t) .

La variación de la j-ésima coordenada yj define una curva en R3 que llamaremos curva coordenada. Los
vectores tangentes a las curvas coordenadas que pasan el punto

(
y1, y2, y3

)
están dados por

τj =
∂r
∂yj

=
∂xi

∂yj
x̂i (t) (6.3)

y reciben el nombre de vectores base covariantes. De acuerdo con la definición de matriz jacobiana J

Jij=
∂xi

∂yj

podemos escribir a los vectores base covariantes como combinación lineal de los vectores base x̂i

τj = JT
ji x̂i (t) .
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Si el jacobiano J = det (J) de la transformación (6.2) no es nulo en el punto
(
y1, y2, y3

)
, el conjunto {τj}j=1,2,3

es linealmente independiente, lo que valida el uso del término “base” al referirnos a dicho conjunto. En este
caso el teorema de la función impĺıcita afirma que las coordenadas yj pueden despejarse de (6.2) lo que nos
da las ecuaciones de transformación inversa

yj = yj
(
xi

)
(6.4)

El gradiente de cada función yj da un vector normal a la superficie definida por yj = cte, dichos vectores
forman la base contravariante

ηj = ∇yj =
∂yj

∂xi
x̂i (6.5)

o en forma matricial
ηj = J−1

ji x̂i.

Dado que
{
ηj

}
j=1,2,3

es una base, podemos escribir la base
{
x̂i

}
i=1,2,3

en términos de ésta

x̂i = Jijη
j

sustituyendo en (6.3) obtenemos la relación entre la base covariante y la contravariante

τi =
∂xk

∂yi

∂xk

∂yj
ηj

donde aparecen los elementos

gij =
∂xk

∂yi

∂xk

∂yj

del tensor métrico G = {gij}, con lo que obtenemos

τi = gij ηj . (6.6)

En forma matricial podemos escribir
G = JT J

6.2. Forma covariante y contravariante de un vector

La expresión de un vector A en la base τj

A =
∑

j

Aj(y) τj

recibe el nombre de forma contravariante de A y nos referimos a los coeficientes Aj(y) como las compo-
nentes contravariantes de A en el sistema de coordenadas y. La expresión de A en la base ηj

A =
∑

j

Aj(y) ηj

se llama forma covariante de A y los coeficientes Aj(y) reciben el nombre de componentes covariantes
de A en el sistema de coordenadas y. De acuerdo con lo anterior, las formas covariante y contravariante de
A en el sistema de coordenadas x1, x2, x3 son, respectivamente,

A =
∑

i

Ai(x) x̂i

y
A =

∑

i

Ai(x) x̂i ,
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pero dado que la base x̂i es rećıproca de si misma (x̂i = x̂i) tenemos

Ai(x) = Ai(x) .

Para obtener la relación entre componentes cartesianas, covariantes y contravariantes de A consideremos
su expresión en términos de las tres bases

A = Ai (x) x̂i base canónica (6.7a)

= Aj (y) τj forma contravariante (6.7b)

= Ak (y) ηk forma covariante. (6.7c)

Igualando estas expresiones obtenemos

Ai (x) x̂i = Aj (y) τj (6.8a)

Ai (x) x̂i = Ak (y) ηk (6.8b)

Aj (y) τj = Ak (y) ηk. (6.8c)

Utilicemos las leyes de transformación entre bases para encontrar las leyes de transformación entre compo-
nentes, de (6.3) y de (6.8a) tenemos

Ai (x)
∂yj

∂xi
τj = Aj (y) τj

igualando componentes obtenemos la ley de transformación contravariante

Aj (y) = Ai (x)
∂yj

∂xi
. (6.9)

De (6.5) y de (6.8b) tenemos

Ai (x)
∂xi

∂yk
ηk = Ak (y) ηk

igualando componentes obtenemos la ley de transformación covariante

Ak (y) = Ai (x)
∂xi

∂yk
. (6.10)

De (6.8c) y de (6.6) tenemos
Aj (y) gjkηk = Ak (y) ηk

igualando componentes obtenemos la propiedad del tensor métrico de ”bajar”́ındices

Ak (y) = Aj (y) gjk. (6.11)

Si multiplicamos (6.11) por la inversa del tensor métrico
(
G−1

)
ij

= gij obtenemos la propiedad del tensor
métrico inverso de subir ı́ndices

Aj (y) = Ak (y) gkj . (6.12)

Una propiedad importante de las bases covariante y contravariante es la de reciprocidad. Calculemos el
producto escalar entre un vector base covariante y otro vector base contravariante τi · ηj . Usando la regla de
transformación entre bases tenemos

τi · ηj =
∂xk

∂yi
x̂k · ∂yj

∂xl
x̂l =

∂xk

∂yi

∂yj

∂xl
x̂k · x̂l

como x̂k y x̂l son ortogonales entre śı, la expresión anterior se reduce a

τi · ηj =
∂xk

∂yi

∂yj

∂xl
δk
l =

∂xk

∂yi

∂yj

∂xk
=

∂yj

∂yi
= δj

i
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donde usamos la regla de la cadena. La expresión

τi · ηj = δj
i (6.13)

es la propiedad de reciprocidad. Usemos esta propiedad para calcular el producto escalar de dos vectores
cualquiera. Sean A y B dos vectores, uno en su forma contravariante y el otro en su forma covariante,
entonces el producto escalar es

A ·B = Ai (y) τi ·Bj (y) ηj = Ai (y)Bj (y) τi · ηj = Ai (y)Bj (y) δj
i ;

es decir,
A ·B = Ai (y)Bi (y) (6.14)

que es la regla para el producto escalar generalizado.
La velocidad de una part́ıcula tiene una representación natural en la base τj . Si el vector de posición con

respecto al sistema x1x2x3 está dado por
r = xi(y) x̂i

La velocidad relativa a la Tierra está dada por v = ẋi(y) x̂i (caṕıtulo 1) . Aplicando la regla de la cadena

ẋi =
d

dt
xi(y) = ẏj ∂xi

∂yj

y sustituyendo se obtiene

v = x̂i

(
ẏj ∂xi

∂yj

)
=

(
x̂i

∂xi

∂yj

)
ẏj = τj ẏ

j

por lo que los coeficientes ẏj son las componentes contravariantes de v. En la literatura de mecánica de
Lagrange los coeficientes vj = ẏj reciben el nombre de velocidades generalizadas. Aśı tenemos vj(y) ≡ ẏj

tenemos
v =

∑

j

τj vj .

6.3. Forma tensorial de ∇, ∇·, y ∇ · ρ0v = 0

En el caṕıtulo 1 mostramos que si en un sistema de referencia inercial X definimos el operador gradiente
como

∇ = X̂i ∂

∂Xi

entonces conserva su estructura en cualquier sistema cartesiano xi fijo a la Tierra, esto es,

∇ = x̂i ∂

∂xi

Usando esta expresión junto con la regla de la cadena para calcular el gradiente de una función f que depende
expĺıcitamente de las coordenadas yi se obtiene

∇f = x̂i ∂

∂xi
f [y (x)] = x̂i ∂yj

∂xi

∂f (y)
∂yj

donde aparece la definición de ηj (6.5). Esto da la forma generalizada del vector gradiente

∇f = ηj ∂f (y)
∂yj

o bien
∇ = ηj ∂

∂yj
(6.15)

lo que muestra que la forma natural del vector gradiente es su forma covariante.

99



Para calcular la forma generalizada de la ecuación de continuidad profunda reescribámosla primero de la
siguiente manera

∇ ·A = 0.

En el sistema x ésta expresión se desarrolla de la siguiente manera

∂Ai (x)
∂xi

= 0

nótese que A está escrito en su representación contravariante. Usando la regla de la cadena y la ley de
transformación contravariante obtenemos el desarrollo en las coordenadas del sistema y1, y2, y3

∂yk

∂xi

∂

∂yk

[
∂xi

∂yl
Al (y)

]
= 0

∂yk

∂xi

[
∂2xi

∂yk∂yl
Al (y) +

∂xi

∂yl

∂Al (y)
∂yk

]
= 0

∂2xi

∂yk∂yl

∂yk

∂xi
Al (y) +

∂Al (y)
∂yl

= 0.

donde aparecen los śımbolos de Christoffel los cuales se definen por

Γn
kl ≡

∂2xi

∂yk∂yl

∂yn

∂xi
.

Entonces, la forma generalizada de la ecuación de continuidad profunda es

Γk
klA

l (y) +
∂Al (y)

∂yl
= 0. (6.16)

Para obtener una forma más compacta de la última ecuación consideremos la siguiente relación entre Γk
kl

y el tensor métrico G. El tensor métrico inverso G−1 puede calcularse por cofactores

G−1 =
1
g

[Cof (G)]T

de (6.6) podemos ver que G es simétrico, por lo que podemos escribir

G−1 =
1
g
Cof (G) .

El cofactor del elemento gij de G es el valor del determinante que resulta de G al eliminar el i-ésimo renglón
y la j-ésima columna a la que pertenece gij y multiplicado por (−1)i+j . De este modo tenemos

Cof (G)ij = (−1)i+j det
ij
G ≡ G (i, j)

entonces
gij ≡ (

G−1
)
ij

=
1
g
G (i, j) .

Por otro lado, g = det (G) se puede calcular también por cofactores

g = g11G (1, 1) + g12G (1, 2) + g13G (1, 3) ,

en forma compacta
g =

∑

j

gijG(i, j), (6.17)

esto significa que el determinante es una combinación lineal de los elementos gij y dado que G (i, j) no
contiene al elemento gij entonces

∂g

∂gij
= G (i, j) = ggij .
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Por otra parte, para obtener la relación entre los śımbolos de Christoffel y el tensor métrico G recordemos la
definición

gij =
∂xl

∂yi

∂xl

∂yj

y calculemos la derivada de gij con respecto a la coordenada yk

∂gij

∂yk
=

∂2xl

∂yk∂yi

∂xl

∂yj
+

∂2xl

∂yk∂yj

∂xl

∂yi
.

De la definición de los śımbolos de Christoffel obtenemos

∂gij

∂yk
= Γm

ki

∂xl

∂ym

∂xl

∂yj
+ Γm

kj

∂xl

∂ym

∂xl

∂yi
= gmjΓm

ki + gmiΓm
kj .

Por otro lado, usando (6.17) y la regla de la cadena obtenemos la relación buscada entre los śımbolos de
Christoffel y el tensor métrico

∂g

∂yk
=

∂g

∂gij

∂gij

∂yk
= G (i, j)

[
gmjΓm

ki + gmiΓm
kj

]
= ggij

[
gmjΓm

ki + gmiΓm
kj

]
= g

[
δi
mΓm

ki + δj
mΓm

kj

]
= 2gΓm

mk.

Despejando Γm
mk

Γm
mk =

1
2g

∂g

∂yk
=

1
2

∂ ln g

∂yk
=

∂ ln
√

g

∂yk
=

1√
g

∂
√

g

∂yk
.

llegamos a

Γm
mk =

1√
g

∂
√

g

∂yk
. (6.18)

Sustituyendo en (6.16) obtenemos la forma generalizada de ∇ ·A = 0

1√
g

∂
√

g

∂yl
Al (y) +

∂Al (y)
∂yl

= 0

o bien
1√
g

∂

∂yl

[√
gAl (y)

]
= 0. (6.19)

Para Al (y) = ρ (y) vl (y) obtenemos la forma generalizada de la ecuación de continuidad profunda

1√
g

∂

∂yl

[√
gρ (y) vl (y)

]
= 0.

6.4. Cálculo del campo ajustado v en coordenadas generalizadas

En meteoroloǵıa, el procedimiento seguido para simplificar las condiciones de frontera impuestas por
la topograf́ıa es transformar las ecuaciones a un sistema de coordenadas que ”siguen el terreno” llamado
sistema de coordenadas σ [35]. En esta sección damos las expresiones para calcular el campo ajustado v en
coordenadas arbitrarias y1, y2, y3 definidas por medio de un conjunto de transformaciones

xi = xi(y) i = 1, 2, 3, (6.20)

con matriz Jacobiana Jij = ∂xi/∂yj . Sean Dy, Γy, ΓyD,ΓyN la preimagen de D, Γ, ΓD, ΓN , respectivamente,
bajo (6.20) y sea

√
g = |det(J)|. Considérese la matriz S(x) descrita en el caṕıtulo 4.

Comencemos con la transformación del funcional

J(w) =
∥∥w − v0

∥∥
DS

=
∫

D

∥∥w − v0
∥∥2

S
dx

donde ‖·‖S es la norma asociada al producto escalar 〈w|u〉S = wtSu, y w, u son vectores columna con
componentes cartesianas. Si uη es el vector definido por las componentes contravariantes Ak(y) de u, la ley
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de trasformación contravariante Ai(x) = ∂xi/∂ykAk(y) tiene la forma u = Juη. Entonces wt = (wη)t Jt y
〈w|u〉S tienen la forma

〈w|u〉S = (wη)tM uη (6.21)

donde M ≡ JtSJ conserva las propiedades de S. Entonces 〈w|u〉M ≡ (wη)tMuη es un producto escalar y la
expresión

〈w|u〉DM =
∫

Dy

(wη)tMuη √g dy

define un producto interior en el espacio L2(Dy) =
{
W i=1,2,3(y) ∈ L2

g(Dy)
}

donde L2
g(Dy) tiene el producto

interior 〈f, q〉 =
∫
Dy

fq
√

g dy. Sea ‖·‖DM la norma asociada a 〈·|·〉DM . De acuerdo con la identidad ‖u‖2DS =

‖u‖2DM la forma contravariante de J(·) es

J(w) =
∥∥w − v0

∥∥2

DM
. (6.22)

Sea nτ = (n1, n2, n3)t el vector columna definido por las componentes covariantes de n, entonces w · n = nt
τw

η

y el espacio V toma la forma

Vy =
{
wη : ∇·w = 0 en Dy , nt

τw
η = 0 sobre ΓNy

}

donde
∇ ·w = g−1/2 ∇t

y g1/2 wη (6.23)

y ∇y = (∂y1 , ∂y2 , ∂y3)t. El complemento ortogonal de Vy en L2
g(D) es V⊥y =

{∇yq : q ∈ H1
D(Dy)

}
donde

H1
D(Dy) es el conjunto de funciones en H1(Dy) que satisfacen q |ΓDy

= 0. Entonces la minimización de (6.22)
en Vy nos proporciona a M

(
vη − v0,η

)−∇yλ = 0 con λ ∈ H1
D(Dy) y

vη = v0,η +M−1 ∇yλ . (6.24)

La condición nt
τv

η = 0 en ΓNy es dada en términos de las componentes covariantes nl de n pero existe
c(y) tal que nl = c(y)nyl donde nyl son las componentes del vector normal unitario ny a Γy, por lo que la
condición toma la forma

nt
yv

η = 0 sobre ΓNy . (6.25)

La sustitución de (6.24) en la forma (6.23) da como resultado la ecuación

Lyλ =
√

g ∇·v0 en Dy, (6.26)

donde Ly ≡ −∇t
y
√

g M−1 ∇y, sujeta a
λ = 0 sobre ΓDy. (6.27)

El teorema de Lax-Milgram garantiza la existencia y unicidad de λ. Las ecuaciones (6.20) son suaves y en
consecuencia, λ(y) y vη también. En consecuencia, podemos poner (6.24) en (6.25) para obtener la forma
generalizada de las CFN,

Lyλ = −nt
yv

0 sobre ΓNy (6.28)

donde Ly ≡ nt
y M−1 ∇y. Las ecuaciones (6.24) nos dan la forma contravariante de v, usando v = Jvη

obtenemos la forma cartesiana
v = v0 + S−1

(
Jt

)−1 ∇yλ . (6.29)

La forma usual de las ecuaciones (6.1) mantienen las coordenadas horizontales (y1 = x, y2 = y) e
introducen la coordenada vertical

σ = y3(x, y, z) (6.30)

que es constante sobre la topograf́ıa: σ[x, y, z = h(x, y)] ≡ σh sobre ΓN . De (6.30) tenemos z = z(x, y, σ),
Jij = J−1

ij = δij para i = 1, 2, j = 1, 2, 3,

J3j =
(
zx zy zσ

)
, J−1

3j =
(−zx/zσ −zy/zσ 1/zσ

)
, (6.31)
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donde
√

g ≡ zσ y los sub́ındices significan derivación, e.g. ∂xz ≡ zx. Todo esto, junto con S−1
kl = δklα

−2
k nos

proporcionan a M−1
12 = 0, M−1

ii = α−2
i (i = 1, 2), M−1

13 = −zx/zσα2
1, M−1

23 = −zy/zσα2
2,

M−1
33 =

(
zx

zσα1

)2

+
(

zy

zσα2

)2

+
(

1
zσα3

)2

. (6.32)

Si u0, v0, w0 son las componentes cartesianas de v0, las componentes contravariantes sonV 0,1(y) = u0,
V 0,2(y) = v0,

V 0,3(y) =
−zxu0 − zyv0 + w0

zσ
, (6.33)

relaciones similares se observan para las componentes de v. Para las ecuaciones (6.7) tenemos

Ly = −∂x
1
α2

1

(zσ∂x − zx∂σ)− ∂y
1
α2

2

(zσ∂y − zy∂σ)− ∂σ

{
− zx

α2
1

∂x − zy

α2
2

∂y + zσM−1
33 ∂σ

}
(6.34)

√
g∇ · v0 = ∂xzσu0 + ∂yzσv0 + ∂σzσV 0,3(y). (6.35)

Usando nyk = −δ3k la CFN (6.28) sobre ΓNy =
{
(y1, y2, y3 = σh)

}
toman la forma

zx

zσα2
1

λx +
zy

zσα2
2

λy −M−1
33 λσ = V 3,0(y). (6.36)

6.5. Expresiones con coordenadas σ usadas en la literatura

Los ejemplos de coordenadas σ definidas al principio de este caṕıtulo tienen la forma

y1 = x y2 = y y3 = y3(x, y, z)

y
x = y1 y = y2 z = z(y1, y3, y2) (6.37)

donde la coordenada σ toma un valor constante tanto en la superficie terrestre,

σ[x, y, z = h(x, y)] = cte sobre ΓN ,

como en la frontera superior z = zmax,

σ[x, y, z = zmax] = cte sobre ΓD .

Las coordenadas x, y están acotadas por valores constantes. Aśı, en el espacio f́ısico el dominio D tiene la
forma

D = {(x, y, z) : xmin ≤ x ≤ xmax ymin ≤ y ≤ ymax h(x, y) ≤ z ≤ zmax}
y su imagen bajo la transformación yk = yk(x) es un paraleleṕıpedo

Dy =
{
(y1, y2, y3) : xmin ≤ y1 ≤ xmax ymin ≤ y2 ≤ ymax σmin ≤ y3 ≤ σmax

}

En estos casos la forma expĺıcita de J, J−1, G, G−1, ∇ · v = 0 , Ly y Ly es como sigue.
Las matrices J, J−1, G, G−1 asociadas a la transformación (6.37) están dadas por

J =




1 0 0
0 1 0
z1 z2 z3


 J−1 =




1 0 0
0 1 0

−z1/z3 −z2/z3 1/z3


 (6.38)

G =




1 + z2
1 z1z2 z1z3

z1z2 1 + z2
2 z2z3

z1z3 z2z3 z2
3


 G−1 =




1 0 −z1/z3

0 1 −z2/z3

−z1/z3 −z2/z3

(
z2
1 + z2

2 + 1
)
/z2

3



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donde usamos la notación

zj ≡ ∂ z

∂yj
, J =

√
g = z3 =

∂ z

∂y3
.

2. Tenemos

M =




1 0 z1

0 1 z2

0 0 z3







α2
1 0 0

0 α2
2 0

0 0 α2
3







1 0 0
0 1 0
z1 z2 z3




=




1 0 z1

0 1 z2

0 0 z3







α2
1 0 0

0 α2
2 0

α2
3z1 α2

3z2 α2
3z3




=




α2
1 + z2

1α2
3 z1z2α

2
3 z1z3α

2
3

z1z2α
2
3 α2

2 + z2
2α2

3 z2z3α
2
3

z1z3α
2
3 z2z3α

2
3 z2

3α2
3


 .

Para el cálculo de M−1 =
(
Jtα̃2J

)−1 = J−1
(
Jtα̃2

)−1 = J−1[
(
α̃2J

)−1]t tenemos

α̃2J =




α2
1 0 0

0 α2
2 0

z1α
2
3 z2α

2
3 z3α

2
3


 (

α̃2J
)−1

=




1/α2
1 0 0

0 1/α2
2 0

−z1/z3α
2
1 −z2/z3α

2
2 1/z3α

2
3




y por tanto

M−1 =




1 0 0
0 1 0

−z1

z3
−z2

z3

1
z3







1
α2

1

0 − z1

z3α2
1

0
1
α2

2

− z2

z3α2
2

0 0
1

z3α2
3




=




1
α2

1

0 − z1

z3α2
1

0
1
α2

2

− z2

z3α2
2

− z1

z3α2
1

− z2

z3α2
2

M−1
33




con

M−1
33 =

(
z1

z3α1

)2

+
(

z2

z3α2

)2

+
(

1
z3α3

)2

.

3. La notación estándar para las componentes cartesianas del campo inicial v0 es

v1,0(x) = u0 v2,0(x) = v0 v3,0(x) = w0 ó v0 = x̂iv
i,0(x) = x̂u0 + ŷv0 + ẑw0 .

Las componentes contravariantes de v0 son




v1,0(y)
v2,0(y)
v3,0(y)


 = J−1




u0(x)
v0(x)
w0(x)


 =




u0

v0

−z1u
0 − z2v

0 + w0

z3


 . (6.39)

En forma análoga, las componentes contravariantes del campo ajustado son




v1(y)
v2(y)
v3(y)


 =




u
v

−z1u− z2v + w

z3


 . (6.40)

4. La ecuación de continuidad ∇ · v = 0 tiene la forma

∂

∂y1
z3v

1 +
∂

∂y2
z3v

2 +
∂

∂y3
z3v

3 = 0 . (6.41)
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5. En la ecuación eĺıptica Lyλ =
√

g∇ · v0 tenemos

Ly = −∇t z3M−1 ∇ = −(∂1 ∂2 ∂3)




z3

α2
1

0 − z1

α2
1

0
z3

α2
2

− z2

α2
2

− z1

α2
1

− z2

α2
2

z3M
−1
33







∂1

∂2

∂3




= −(∂1 ∂2 ∂3)




z3

α2
1

∂1 − z1

α2
1

∂3

z3

α2
2

∂2 − z2

α2
2

∂3

− z1

α2
1

∂1 − z2

α2
2

∂2 + z3M
−1
33 ∂3




ó

−Ly = ∂1
1
α2

1

(z3∂1 − z1 ∂3) + ∂2
1
α2

(z3 ∂2 − z2 ∂3) + ∂3

{
− z1

α2
1

∂1 − z2

α2
2

∂2 + z3M
−1
33 ∂3

}
,

donde

z3M
−1
33 =

1
z3

[(
z1

α1

)2

+
(

z2

α2

)2

+
(

1
α3

)2
]

(6.42)

y
√

g∇ · v0 =
∂

∂y1
z3u

0 +
∂

∂y2
z3v

0 +
∂

∂y3

(−z1u
0 − z2v

0 + w0
)

. (6.43)

La condición de frontera Dirichlet λ = 0 en ΓDy equivale las condiciones

λ
(
y1 = xmı́n, y2, y3

)
= 0 ,

λ
(
y1 = xmáx, y

2, y3
)

= 0 ,

λ
(
y1, y2 = ymı́n, y3

)
= 0 , (6.44)

λ
(
y1, y2 = ymáx, y

3
)

= 0 ,

λ
(
y1, y2, y3 = zmáx

)
= 0 .

Para la condición de frontera Neumann Lyλ = −n̂t
yv

0 sobre ΓNy =
{
(y1, y2, y3 = σmin)

}
tenemos n̂y =

ŷln̂yl = −ŷ3 , por tanto

Ly = n̂t
yM−1∇ =

(
0 , 0 , −1

)




1
α2

1

0 − z1

z3α2
1

0
1
α2

2

− z2

z3α2
2

− z1

z3α2
1

− z2

z3α2
2

M−1
33







∂1

∂2

∂3


 (6.45)

=
(

z1

z3α2
1

,
z2

z3α2
2

, −M−1
33

) 


∂1

∂2

∂3




=
z1

z3α2
1

∂1 +
z2

z3α2
2

∂2 −M−1
33 ∂3 (6.46)

y
n̂t

yv
0 = −v3,0 .

Aśı Lyλ = −n̂t
yv

0 queda como sigue

(
z1

z3α2
1

∂1 +
z2

z3α2
2

∂2 −M−1
33 ∂3

)
λ = v3,0(y) sobre D . (6.47)
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6. Las componentes contravariantes del campo ajustado están dadas por




v1(y)
v2(y)
v3(y)


 =




v1,0(y)
v2,0(y)
v3,0(y)


 +




1
α2

1

0 − z1

z3α2
1

0
1
α2

2

− z2

z3α2
2

− z1

z3α2
1

− z2

z3α2
2

M−1
33







∂1λ
∂2λ
∂3λ


 (6.48)

y las componentes cartesianas por




v1(x)
v2(x)
v3(x)


 =




v1,0(x)
v2,0(x)
v3,0(x)


 +




1
α2

1

0 − z1

z3α2
1

0
1
α2

2

− z2

z3α2
2

0 0
1

z3α2
3







∂1λ
∂2λ
∂3λ


 . (6.49)

6.6. Formulación variacional del problema eĺıptico Lyλ = f

En la sección 6.4 consideramos la formulación variacional del problema eĺıptico (6.26), (6.27), (6.28). La
solución λ pertenece al espacio L2(Dy) =

{
v :

∫
Dy
|v|2 dy < ∞

}
con el producto interior

〈v|u〉y ≡
∫

Dy

v u dy ,

y la norma ‖ v ‖y= 〈v|v〉1/2
y . Mas aún, λ pertenece al espacio Va =

{
v ∈ H1(Dy) : v = 0 sobre ΓDy

}
. Para

obtener la formulación variacional (o débil) del problema eĺıptico (6.26-6.28) multiplicamos (6.26) por una
función v en Va e integramos,

〈Ly λ|v〉y = 〈f |v〉y para cada v ∈ Va . (6.50)

El lado izquierdo se integra usando el teorema de Green en el espacio:

〈Lyλ|v〉y = −
∮

Γy

√
gvLyλ dsy + ay(λ, v) ,

donde n̂yk son las componentes del vector normal, unitario y exterior a Γy, y aparece el operador

Ly =
∑

kl

n̂ykM−1
kl

∂

∂yl
,

y la forma bilineal

ay(u, v) ≡
∑

kl

〈√
gM−1

kl

∂ u

∂yl
,

∂ v

∂yk

〉

y

=
∫

Dy

(∇u)t M−1∇v
√

g dy .

Entonces (6.50) queda como sigue

ay(λ, v) = 〈f |v〉y +
∮

Γy

√
gvLyλ dsy para cada v ∈ Va .

Dado que v satisface v = 0 en ΓDy y Lyλ = q tiene lugar en ΓNy, la integral de superficie toma la forma
∮

Γy

√
gvLyλ dsy =

∫

ΓNy

√
gvq dsy .

Aśı, concluimos que si λ existe debe satisfacer la ecuación integral

ay(λ, v) = f̃y(v) para cada v ∈ Va (6.51)
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donde definimos
f̃y(v) ≡ 〈f |v〉y +

∫

ΓNy

√
gvq dsy .

La ecuación (6.51) recibe el nombre de forma débil del problema eĺıptico (6.26-6.28). Si la transformación de
coordenadas xi = xi(y) es bien comportada y los coeficientes α2

i (y) no se anulan en D̄ ≡ D∪Γy, la existencia
y unicidad de la solución de la ecuación integral (6.51) está garantizada por las propiedades de ay(·, ·) y f̃y(·).

La simetŕıa de ay(·, ·) permite identificar a las soluciones de la ecuación integral (6.51) como las extremales
del funcional cuadrático

Jy(v) =
1
2
ay(v, v)− f̃y(v) para v ∈ Va .

En efecto, tenemos
d

dε
Jy(u + εv)|ε=0 = ay(λ, v)− f̃y(v) = 0 para cada v ∈ Va .

que es exactamente la ecuación (6.51) y por consiguiente una solución λ de (6.51) es una extremal de Jy(v).
El teorema de Lax-Milgram garantiza que existe una extremal λ y es única. Por lo tanto, en lugar de calcular
a λ por medio de la ecuación integral (6.51), podemos obtenerla como la función que minimiza al funcional
J(λ). Este último camino tiene la ventaja de incorporar la condición de frontera Neumann (6.28) en J(λ)
por lo que sólo debemos considerar en forma expĺıcita la condición de frontera Dirichlet (6.26). En la sección
6.4 probamos que si λ minimiza a Jy(λ) satisface (6.27) y, bajo condiciones adicionales de regularidad en los
coeficientes de Ly, λ tiene la propiedad inherente de satisfacer

Lyλ = q sobre ΓNy .

6.6.1. La condición de frontera ∂ λ /∂ n = 0 es incorrecta en general

El procedimiento estándar usado en la literatura para calcular el campo ajustado V con el funcional

F (W) =
∫

D

∑

i

α2
i

(
W i − V i,0

)2
dx

y la condición ∇ ·V = 0 consiste en minimizar el funcional

J(W, λ) =
∫

D

[∑

i

α2
i

(
W i − V i,0

)2
+ λ∇ ·W

]
dx

donde λ es un multiplicador de Lagrange. Debe notarse que ninguna de las referencias consultadas [6-14]
considera una definición adecuada del espacio V al que debe pertenecer tanto el campo ajustado V como los
campos de prueba W. Esta ambigüedad se refleja en las condiciones bajo las cuales se satisface la ecuación

λδV · n̂ = 0 sobre ∂D (6.52)

la cual se obtiene al minimizar J(V+εδV, λ). En efecto, (6.52) tiene lugar si λ ó δV · n̂ son cero en ∂D. Dado
que ambas condiciones no pueden imponerse (o el problema esta sobre determinado) la siguiente elección fue
adoptada por Christine Sherman [39] y la mayoŕıa de los autores que han usado el esquema variacional:

1. La condición de frontera tipo Dirichlet
λ = 0 (6.53)

se usa para obtener un campo ajustado V cuando la frontera ∂D es abierta ó permite un flujo. En tal
caso podemos tener δV 6= 0 y por tanto V · n̂ puede diferir de V0 · n̂ sobre ∂D.

2. La condición de frontera Neumann homogénea

∂ λ

∂n
= 0 (6.54)

se usa para “imponer la condición de que el flujo a través de ∂D sea cero” [35]. Se afirma que tal
condición es “apropiada” para una frontera cerrada como el terreno ∂Db y, posiblemente, en la frontera
superior del dominio ∂D. Como veremos enseguida esta interpretación de (6.54) no es correcta.
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Para mostrar que la condición (6.54) es incorrecta en general, consideremos el cálculo del campo ajustado V
con el funcional en coordenadas cartesianas

F (W) =‖ W −V0 ‖2Dα=
∫

D

〈
W −V0|W −V0

〉
α

dx
(〈W|W〉α = Wtα̃2W

)

y la condición de resbalamiento
V · n̂ = 0 sobre ∂Db (6.55)

como la única condición de frontera que debe satisfacer el campo ajustado V. El cálculo de V en el espacio

V = {W : ∇ ·W = 0 en D y W · n̂ = 0 sobre ∂Db}

da
V k = V k,0 +

1
α2

k

∂ λ

∂xk

y la condición (6.55) da la condición de frontera Neumann no homogénea

∑

k

n̂k

α2
k

∂ λ

∂xk
= −V0 · n̂ sobre ∂Db . (6.56)

Para apreciar la diferencia con (6.54) reescribamos esta última en la forma

∂ λ

∂n
= ∇λ · n̂ =

∑

k

n̂k
∂ λ

∂xk
= 0 sobre ∂Db .

Es claro que el único caso en el cual (6.54) coincide con la condición correcta (6.56) es cuando α2
1 = α2

2 =
α2

3 = 1 y V0 · n̂ = 0 sobre ∂Db. Desafortunadamente, en la literatura se considera al menos un coeficiente α2
k

distinto de 1 y la ecuación V0 · n̂ = 0 no se satisface en general.
De acuerdo con lo anterior, el problema eĺıptico que se resuelve en la literatura estándar para calcular el

multiplicador de Lagrange λ tiene la forma
(
−

∑ ∂

∂xk

1
α2

k

∂

∂xk

)
λ = ∇ ·V0 en D

λ = 0 sobre ∂Da

∂ λ

∂ n
= 0 sobre ∂Db

donde se usa (6.54) en lugar de la condición correcta (6.56). Veamos algunos ejemplos.

6.7. Ejemplos reportados en la literatura

En esta seccion reproducimos los calculos reportados en [31]. Un intento de comparar un MMC contra
soluciones exactas de un flujo que pasa sobre topograf́ıa simple, es reportado en [38]. El modelo usa las
coordenadas

x̃ = x, ỹ = y, σ = (zt − z) /π (6.57)

donde zt es la tapa de D, π ≡ zt − zs y zs denota la elevación del terreno. El funcional G(v, λ) es escrito
en términos de x̃ỹσ y las componentes contravariantes ũ, ṽ, w̃ de v, cuya relación con las componentes
cartesianas u, v, w es la ecuación (6.52): ũ = u, ṽ = v y

w̃ = − (w + σuπx + σvπy) /π. (6.58)

La ecuación eĺıptica del multiplicador de Lagrange es (6.26) con λ/2 en lugar de λ, y es resuelta con las
condiciones de frontera λδũ = 0, λδṽ = 0, λδw̃ = 0 sobre las fronteras x, y, σ [38]. Los autores afirman que
las coordenadas x̃ỹσ permiten imponer

w̃0 = 0 (6.59)
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y δw̃ = 0 en σ = 1 (los valores que definen la superficie del terreno z = zs) donde δw̃ ≡ w̃ − w̃0. Entonces
w̃ |σ=1= 0 y usando (6.58) obtenemos la condición de frontera

w + uπx + vπy = 0 en σ = 1. (6.60)

Esta condición es inconsistente en general. La CFN natural en la superficie del terreno es (6.54). De (6.57)
tenemos z = zt − σπ, zσ = −π, zx = −σπx, zy = −σπy y reemplazando en (6.54) con λ/2 en lugar de λ
tenemos

πxλx

2πα2
1

+
πyλy

2πα2
1

− 1
2
M−1

33 λσ = w̃0 en σ = 1 (6.61)

donde hemos usado la notación de [38] para las αi (α1 ≡ α1, α2; α2 ≡ α3) y

M−1
33 |σ=1=

(
πx

πα1

)2

+
(

πy

πα1

)2

+
(

1
πα2

)2

.

Para comparar (6.60) con (6.61)se reescriben las ecuaciones (2.a-c) en [38, 786] en términos de xyσ. El
resultado es

πxλx

2α2
1

+
πyλy

2α2
1

−
(

1
2α2

2π
+

π2
x

2α2
1π

+
π2

y

2α2
1π

)
λσ = πw̃0 (6.62)

en σ = 1 y coincide con (6.61) pero, siguiendo a [38] imponemos w̃0 = 0 [eq. (6.59)], simplificando y definiendo
α2 ≡ α2

1/α2
2, para obtener las CFN reportadas en [27,p787]

λσ = π
πxλx + πyλy

α2 + π2
x + π2

y

en σ = 1 (6.63)

Esta condición es inconsistente. Si, por ejemplo, consideramos un campo v0 = ui, v0 = w0 = 0, usado en [38,
eq 12], las componentes contravariantes de v0 son ũ0 = u0, ṽ0 = 0, w̃0 = −σ u0

π πx y la CFN natural (6.61)
toma la forma

λσ = π
2u0πx + πxλx + πyλy

α2 + π2
x + π2

y

en σ = 1 (6.64)

en lugar de (6.63). El problema en [38] reside en considerar δũ, δṽ, δw̃ como las componentes de v−v0. Estas
variaciones son las componentes contravariantes de un elemento arbitrario de Vy. Tenemos ∇ · (v − v0) =
−∇ ·v0 6= 0 y por lo tanto v − v0 /∈ Vy. Si consideramos δw̃ = w̃− w̃0 en σ = 1 y un w̃0 no necesariamente
cero obtenemos la condición incorrecta (6.63). Los autores de [38] encontraron que, para flujos simples, α
vaŕıa entre 0.1 a 1. Una comparación entre (6.63) y (6.64) muestra que la CFN natural (6.64) tiene un
término adicional 2u0πxπ/

(
α2 + π2

x + π2
y

)
el cual puede ser grande incluso para α2 ∈ [10−2, 1]. Por ejemplo,

en algunos casos reportados en [38] los autores consideran u0 ∼ 1 ms−1, π = 500 m.

Bernard et. al. [2] proponen una técnica de optimización para estimar automáticamente y de forma precisa
los parámetros α en un MMC junto con las CFN

∂λ

∂n
= n · ∇λ = 0 (6.65)

Los autores definen τ = loge α2 y encuentran en sus simulaciones que τ = −0,25 (α2 = 0,8) da por resultado
un campo ajustado cercano a los datos. Podemos justificar, en parte, dicho resultado por la cercańıa entre las
CFN (6.65) y las condiciones de frontera (6.28) para α2 ∼ 1,0 [2]. De hecho, los autores usan las coordenadas
(6.57) y expĺıcitamente señalan [2, pág 677] que sobre superficies sólidas la derivada normal ∂λ/∂n debe ser
cero para que no se ajuste la componente normal, y esta condición de frontera, junto con la condición de que
la componentes del flujo inicial sean paralelas a la superficie , satisfacen la condición de impenetrabilidad
(ver también [22, 251]. En consecuencia, la componente contravariante v0,3(y)de el campo inicial deben ser
cero. En este caso la CFN natural (6.28) es

zx

zσα2
1

λx +
zy

zσα2
2

λy −M−1
33 λσ = 0 (6.66)
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y la forma de (6.65) viene de (6.66) con αi = 1. La diferencia entre (6.65) y (6.66) es significativa cuando α
vaŕıa en el intervalo [10−12,∞) considerado en la literatura [22]. A continuación se presentan unos ejemplos
numéricos

Consideremos la región D = [0, 1]× [h(x), 1 + h(x)] con h = 2− 2x + x2/2. Las coordenadas son y1 = x,
y3 = σ = z− h(x), de ah́ı zx = −2 + x, zσ = 1, Dy = [0, 1]× [0, 1]. El campo v0 es u0 = v0 [z − h(x)], w0 = 0
con v0 = 10 ms−1 y su componente contravariante es

v0,1(y) = v0σ, v0,3(y) = −zxu0

donde V 0,3(y) = 0 en σ = 0 (6.52). El problema eĺıptico (6.26) para λ es

−λxx

α2
1

+ 2
zxλxσ

α2
1

+
λσ

α2
1

−M−1
33 λσσ = u0

x − zxu0
σ (6.67)

con M−1
33 = z2

x/α2
1 + 1/α2

3 (6.32,6.53). La CFN (6.54) es

zx

α2
1

λx −
(

z2
x

α2
1

+
1
α2

3

)
λσ = 0 en σ = 0 (6.68)

y la CFN (6.65) viene de (6.68) con αi = 1,

zxλx −
(
z2
x + 1

)
λσ = 0 . (6.69)

Los cálculos fueron hechos con α1 = 1 y la variable α3. Sean vn(α−2
3 )y va(α−2

3 ) los campos ajustados
obtenidos de las CFN naturales (6.68) y de las CFN “artificiales”(6.69), respectivamente. Estos campos son
estimados resolviendo (6.67) con el mismo esquema de diferencias finitas. Se usa una malla uniforme {xi, σj}
para discretizar (6.68) con un esquema de diferencias de cinco puntos [11]. Sean λij ≡ λ(xi, σj), las ecuaciones
(6.68,6.69) son discretizadas con

∂λ(xi, σj)
∂x

∼ λi−1,j − λi+1,j

2h
∂λ(xi, σj)

∂σ
∼ λi,j+1 − λi,j

h
.

Los campos vn y va coinciden con α2
3 = 1, la gráfica correspondiente en el espacio xz se muestra en la figura

(6.1). Un resultado similar se obtiene con α2
3 = 10+4 cuyos campos coinciden y la gráfica es mostrada en la

figura (6.2). Sin embargo, para α−2
3 = 10+4 los campos vn(10+4) y va(10+4) son bastante diferentes como

se muestra en la figura (6.3). Según la estimación del cociente α = α1/α3 por medio de el cociente esperado
w/u, hemos usado α−2

3 ∈ [10−4, 100]. En este rango vn(α−2
3 ) y va(α−2

3 ) son prácticamente el mismo campo.
Esto puede explicar por qué la inconsistencia de las CFN (6.65) no ha sido reportada en la literatura. Sin
embargo, los ejemplos de [31]-[4] sugieren que α = α1/α3 puede escogerse en el rango [10+4,∞) donde los
campos vn y va son bastante diferentes. Creemos que el número de datos utilizado por autores anteriores no
era suficiente para estimar el campo verdadero, lo cual permitiŕıa poner en evidencia la inconsistencia de las
CFN (6.65). Algunos autores [38] han intentado poner a prueba la confiabilidad de los MMC usando campos
ideales anaĺıticos v, pero estos estudios son parciales ya que λ fue calculada con los parámetros αi = 1 los
cuales no consideran los casos de interés α1/α3 ¿ 1 y α1/α3 À 1.
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Figura 6.1: Campos vn(→) y va(−) con
(
α2 = 1

)
.
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Figura 6.2: Campos vn(→) y va(−) con
(
α2 = 10−4

)
.
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Figura 6.3: Campos vn(→) y va(−) con
(
α2 = 10+4

)
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Caṕıtulo 7

Cálculo de v(r) con la restricción
∇ · ρ0(r)v = 0

Para analizar la importancia de la estratificación vertical en la sección 6.1 planteamos el cálculo de un
campo ajustado v(r) con la restricción ∇ · ρ0v = 0. El cálculo en coordenadas generalizadas como referencia
de futuros trabajos. En la sección 7.1 consideramos un ejemplo sencillo en el cual el cálculo de λ se reduce
a la solución de una familia de problemas de Sturm-Liouville. Los resultados numéricos reportados en la
sección 7.6 muestran que la variación de ρ0(r) puede ignorarse a lo más en una región de análisis con una
altura de 2 km. En un trabajo reciente [37] se han reportado cálculos del campo ajustado en una región con
5 km de altura considerando a ρ0 constante mientras que nuestros resultados demuestran que el error en v(r)
aumenta rápidamente con relación al cálculo de v(r) con ρ0(r) variable, hasta un 20 % .

7.1. Cálculo en coordenadas generalizadas

En esta sección consideramos el cálculo del campo ajustado en coordenadas generalizadas usando como
restricción dinámica la ecuación de continuidad profunda

∇ · ρ0v = 0 (7.1)

donde ρ0 es variable y la condición de resbalamiento

w · n = 0 sobre ΓNy .

con n un vector normal unitario exterior a Γ en el espacio f́ısico x1x2x3. La forma generalizada de estas
restricciones es

w · n = wiτi · njη
j = wi (y)ni (y) (7.2)

∇ · ρ0w =
1√
g

∂

∂yi

√
gρ0w

i (y)

donde nj =componente covariante de n. El espacio al que pertenece v es

Ny ≡
{
w : ∇ · ρ0w = 0 en Dy, n ·w|ΓN

= 0
}

.

y el funcional a minimizar es
Jy(w) =

∥∥w − v0
∥∥2

DM
. (7.3)

donde ‖u‖DM es la norma asociada al producto interior en el espacio L2(Dy) =
{
W i=1,2,3(y) ∈ L2

g(Dy)
}

〈w|u〉DM =
∫

Dy

(wη)tMuη √g dy , (7.4)
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M ≡ JtSJ, y L2
g(Dy) tiene el producto interior 〈f, q〉g =

∫
Dy

fq
√

g dy.
Si v es una extremal de Jy(w) en Ny debe satisfacer

dJy (v + εw)
dε

∣∣∣∣
ε=0

= 0 ∀w ∈ Ny

donde
Jy (v + εw) = ‖∆v + εw‖2DM = ‖∆v‖2DM + 2ε 〈∆v|w〉DM + ε2 ‖w‖2DM

por lo tanto ∫

Dy

wTM∆v
√

g dy = 0 ∀w ∈ Ny . (7.5)

Para introducir la restricción ∇ · ρ0w = 0 consideramos λ∇ · ρ0w = 0 en la forma ∇ · λρ0w −∇λ · ρ0w = 0
e integramos ∫

Dy

[∇ · λρ0w −∇λ · ρ0w]
√

g dy = 0 (7.6)

Usando a w y ∇λ en su forma contravariante y covariante, respectivamente,

w = wi (y) τi ∇λ = ηj ∂λ

∂yi
.,

obtenemos
∇ · λρ0w =

1√
g

∂

∂yi

√
gλρ0w

i ∇λ · ρ0w = ρ0
∂λ

∂yi

√
gwi.

Aplicando el teorema de la divergencia en el espacio y obtenemos
∫

Dy

[∇ · λρ0w]
√

g dy =
∫

Dy

1√
g

(
∂

∂yi

√
gλρ0w

i

)√
g dy =

∫

Dy

∂

∂yi

√
gλρ0w

i dy =
∮

Γy

√
gλρ0w

i n̂i dsy (7.7)

donde n̂i =componente del vector normal unitario exterior a Γy. De acuerdo con la relación ni =
√

gn̂i entre
las componentes covariantes ni del vector normal unitario exterior n a Γ y n̂i tenemos wi√gn̂i = w · n y
reescribimos (7.7) ∫

Dy

[∇ · λρ0w]
√

g dy =
∮

Γy

λρ0w · n dsy .

Por otro lado ∫

Dy

[∇λ · ρ0w]
√

g dy = 〈w|ρ0∇λ〉Dy .

En esta forma (7.6, 7.5) queda como sigue:
∮

Γy

λρ0w · ndsy − 〈w|ρ0∇λ〉Dy = 0.

Pero Γy = ΓDy ∪ ΓNy y w · n|ΓDy
= 0 lo que nos lleva a

∫

ΓNy

λρ0w · ndsy − 〈w|ρ0∇λ〉Dy = 0. (7.8)

Sumando (7.5) con (7.8)

〈w|M∆v − ρ0∇λ〉Dy +
∫

ΓNy

λρ0w · ndsy = 0 ∀w ∈ Ny . (7.9)

En particular, si w (Γy) = 0, queda
〈w|M∆v − ρ0∇λ〉Dy = 0
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de donde se obtiene la ecuación de Euler-Lagrange

v (y) = vi (y) + ρ0M−1∇λ ó vi (y) = v0i (y) + ρ0M−1
ij

∂λ (y)
∂yi

. (7.10)

Dado que (7.10) no depende de w, es válida para toda w en Ny con lo cual (7.9) se reduce a
∫

ΓNy

λρ0w · ndsy = 0 ∀w ∈ Vy

lo que es posible śı y sólo si λ satisface la condición de frontera Dirichlet

λ = 0 sobre ΓDy. (7.11)

Para calcular λ sustituimos (7.10) en la forma generalizada de ∇ · ρ0v = 0 y haciendo algunos cálculos

1√
g

∂

∂yi

√
gρ0v

i = 0

1√
g

∂

∂yi

√
gρ0

[
v0i + ρ0M−1

ij

∂λ

∂yj

]
= 0

− 1√
g

∂

∂yi

√
gρ2

0M
−1
ij

∂λ

∂yj
− ∂

∂yi

√
gρ0v

0i = 0

se llega a la ecuación eĺıptica
Lyλ =

√
g∇ · ρ0v

0 (7.12)

donde

Ly ≡ − 1√
g

∂

∂yi

√
gρ2

0M
−1
ij

∂

∂yj
= −∇T

y

√
gρ2

0M−1∇y.

√
g∇ · ρ0v0 =

∂

∂yi

√
gρ0v0i

La condición v · n = 0 sobre ΓNy toma la forma n · v = nt
[
v0 + ρ0M−1∇λ

]
= 0. Sustituyendo n =

√
gn̂ y

multiplicando por ρ0 obtenemos
Lyλ = −ρ0n̂ · v0

donde aparece la derivada conormal
Ly ≡ n̂tρ2

0M−1∇
asociada al operador Ly y en términos de la cual la condición v · n = 0 sobre ΓNy constituye una condición
de frontera natural para el problema eĺıptico (7.12).

7.1.1. Forma débil del problema eĺıptico asociado a λ

El multiplicador λ pertenece al espacio L2(Dy) =
{

v :
∫
Dy
|v|2 dy < ∞

}
con el producto interior

〈f |g〉y ≡
∫

Dy

f (y) g (y) dy, (7.13)

donde no aparece el jacobiano
√

g, aśı como al espacio

H1
Dy =

{
φ ∈ H1 (Dy) : φ = 0 sobre Γy

}

Para obtener la forma débil del problema eĺıptico (7.12 ), tenemos la identidad

〈φ|Lyλ〉 = −
∮

Γy

φLyλ
√

g dsy + a (φ, λ) válida para φ, λ ∈ H1
Dy
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que se obtiene integrando por partes

〈φ|Lyλ〉 =
∫

Dy

φ

(
− ∂

∂yi

√
gρ2

0M
−1
ij

∂λ

∂yj

)
dy

= −
∫

Dy

φ
∂

∂yi

(√
gρ2

0M
−1
ij

∂λ

∂yj

)
dy

= −
[∮

Γy

φ
√

gρ2
0M

−1
ij

∂λ

∂yj
n̂i dsy −

∫

Dy

ρ2
0

∂φ

∂yi
M−1

ij

∂λ

∂yj

√
g dy

]
(7.14)

= −
∫

ΓDy

φLyλ dsy + a (φ, λ) ,

donde usamos: (i) φ = 0 sobre ΓDy, (ii) la definición de Ly, y (iii) definimos

a (φ, λ) =
∫

ΓNy

ρ2
0

∂φ

∂yi
M−1

ij

∂λ

∂yj

√
g dy =

∫

Dy

∇T φρ2
0M−1∇λ

√
g dy.

Aśı, la ecuación (7.12) toma la forma

a (φ, λ) =
∫

ΓNy

φLyλ
√

g dsy +
〈
φ|√g∇ · ρ0V

0
〉

y
.

Imponiendo la condición Lyλ = −ρ0v0 · n̂ obtenemos la forma débil del problema ( 7.12 ), a saber,

a (φ, λ) =
〈
φ|√g∇ · ρ0v0

〉
y
−

∫

ΓN

φρ0v0 · n̂ √gdsy ∀φ ∈ H1
D (Dy) . (7.15)

El lado derecho de (7.15) puede simplificarse con la identidad ∇ · φρ0v0 = ∇φ · ρ0v0 + φ∇ · ρ0v0 la cual
equivale a

√
g

[
φ∇ · ρ0v0

]
=
√

g
[∇ · φρ0v0 −∇φ · ρ0v0

]
=
√

g

[
1√
g

∂

∂yi

√
gφρ0v

0,i −∇φ · ρ0v0

]
.

Integrando
〈
φ|√g∇ · ρ0v0

〉
y

=
∫

Dy

∂

∂yi

√
gφρ0v

0,i dy −
∫

Dy

∇φ · ρ0v0√g dy ;

y usando la identidad de Green junto con φ = 0 sobre ΓDy,
∫

Dy

∂

∂yi

√
gφρ0v

0,i dy =
∮

Γy

φ
√

gρ0v
0,in̂i dsy =

∫

ΓN

φρ0v0 · n̂ √gdsy ,

se obtiene 〈
φ|√g∇ · ρ0v

0
〉

y
=

∫

ΓNy

φρ0v0 · n̂ √gdsy −
∫

Dy

∇φ · ρ0v0√g dy

y reemplazando en el lado derecho de ( 7.15 ) llegamos a la identidad

〈
φ|√g∇ · ρ0v0

〉
y
−

∫

ΓN

φρ0v0 · n̂ √gdsy =
∫

Dy

∇φ · ρ0v0√g dy ∀φ ∈ H1
D (Dy) . (7.16)

Sustituyendo lo anterior en (7.15) obtenemos

a (φ, λ) = − 〈∇φ|ρ0v
0
〉
Dy

∀φ ∈ H1
D (Dy) (7.17)

con 〈∇φ|ρ0v
0
〉
Dy

=
∫

Dy

∇φ · ρ0v0√g dy =
∫

Dy

ρ0v
0,i ∂φ

∂yi

√
g dy

que es una forma adecuada para el cálculo de λ con el método de elemento finito.
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7.1.2. Problema variacional asociado a λ

Para obtener la formulación variacional del problema débil ( 7.16 ) definamos

fy (φ) ≡ 〈
φ|√g∇ · ρ0v0

〉
y
−

∮

Γny

φ
√

gρ0v
0 · n̂ dsy = − 〈∇φ|ρ0v

0
〉

Dy

con lo cual (7.17) toma la forma

a (φ, λ) = fy (φ) ∀φ ∈ H1
D (Dy) . (7.18)

Las extremales del funcional

J (φ) =
1
2
a (φ, φ)− fy (φ) con φ ∈ H1

D (Dy)

satisfacen (7.18). En efecto la condición de extremo es

d

dε
J (λ + εφ)

∣∣∣∣
ε=0

= 0

con
J (λ + εφ) =

1
2

[
a (λ, λ) + εa (λ, φ) + ε2a (φ, φ)

]− f (φ)− εf (φ)

equivale a a (λ, φ) = fy (φ) que es exactamente (7.18).

7.2. Flujo alrededor de un cilindro circular

Z

X
0 a

b

Figura 7.1: Ĺıneas de corriente del flujo alrededor de un cilindro

El campo de velocidad del flujo alrededor de un cilindro vc = ucx̂ + wcẑ es

uc (x, z) = u0 + u0
r2
c

r4

(
Z2 −X2

)
w (x, z) = −u0

r2
c

r4
XZ

donde
Z = z X = x + rc r2 = X2 + Z2.

El campo vc satisface
∇ · vc = 0 con vc·n̂ |z=0= vc·ẑ |z=0= 0.
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pero esto es irrelevante ya que el propósito inmediato es estudiar la importancia de imponer la restricción

∇ · ρ0 (z)v = 0

en lugar de ∇ · v = 0 para calcular un campo ajustado V̄a a partir de un campo inicial que, en principio, es
arbitrario v0. Un primer campo inicial v0 ≡ u0x̂ + w0ẑ es

u0 (x, z) ≡ u (x, z) = u0 + u0
r2
c

r4

(
Z2 −X2

)

w0 (x, z) ≡ 0.

el cual satisface la condición de resbalamiento

v · n̂ |z=h(x)= v · ẑ |z=0= w0 |z=0= 0 .

Sin embargo, para simplificar los cálculos numéricos consideraremos un campo inicial u0 (x, z) definido por
interpolación lineal del flujo alrededor de un cilindro. Sea

ui (z) = u0 (Ri, z) = u0 + u
r2
c

r4

(
Z2 −X2

)
con X = x + r0 |x=Ri

el valor de campo ”real” a lo largo de dos radiosondeos lanzados en R1 y R2, entonces definimos

u0 (x, z) =
x−R2

R1 −R2
u1 (z) +

x−R1

R2 −R1
u2 (z)

Este campo coincide con los radiosondeos,

u0 (x, z) |x=Ri= ui = u (Ri, z) .

Otra expresión de u0 (x, z) es

u0 (x, z) =
R2u1 −R1u2

R2 −R1
+

(
u2 − u1

R2 −R1

)
x

de la cual obtenemos
∂u0

∂x
=

u2 (z)− u1 (z)
R2 −R1

.

El campo ajustado v es aquel que minimiza al funcional F (w) =
∥∥w − V 0

∥∥2

Ωs
y satisface

∇ · ρ0 (z)v = 0 en Dy

con
v · n̂ = 0 en z = h (x) .

El campo v está dado por
v = v0 + ρ0S

−1∇λ

donde λ es la solución de problema

Lλ = ∇ · ρ0v
0

λ = 0 sobre ΓD

Lλ = −ρ0v
0 · n̂ sobre ΓN = {z = h (x) = 0} .

La ecuación eĺıptica para λ puede reescribirse como
(
α2

1Lx + α−2
3 Lz

)
λ = F (x, z)

donde definimos

Lx ≡ −∂2
x , Lz ≡ − 1

ρ2
0

∂

∂z
ρ2
0

∂

∂z
, F (x, z) ≡ ∇ · ρ2

0v
0

ρ2
0

,

y las condiciones de frontera sobre λ toman la forma

λ = 0 en x = 0, xmáx; z = zmáx

∂λ

∂z
= 0 en z = 0.
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7.3. Problema de Sturm-Liouville asociado a λ

Para calcular λ consideramos la forma

λ =
∞∑

n=1

cn (z)un (x) , F =
∞∑

n=1

Fn (z)un (x)

donde las funciones

un (x) =

√
2
a

sin ωnx con ωn =
nπ

a
, a ≡ xmáx ,

forman un base completa de L2(0, xmáx) que satisface las condiciones de frontera Dirichlet en x = 0, xmáx, y

Fn (z) =
∫ a

0

un (x)F (x, z) dx.

Calculemos en forma más detallada la última integral. Tenemos

Fn (z) =
∫ a

0

√
2
a

sin ωnx
∇ · ρ0v0

ρ2
0 (z)

dx =

√
2
a

1
ρ2
0 (z)

∫ a

0

sin ωnx ∇ · ρ0v0 dx

Para un campo inicial de la forma v0 ≡ u0 ı̂

∇ · ρ0 (z)v0 =
∂

∂x
ρ0 (z) u0 (x, z) = ρ0 (z)

∂

∂x
u0 (x, z) ,

por lo tanto

Fn (z) =

√
2
a

1
ρ0 (z)

∫ a

0

sin ωnx
∂

∂x
u0 (x, z) dx

En el caso particular del campo v0 ≡ u0 ı̂ definido por interpolación lineal de dos radiosondeos, ∂u0

∂x no
depende de x lo que nos permite evaluar inmediatamente la integral anterior

∫ a

0

sin ωnx
∂u0

∂x
dx =

∂u0

∂x

[
−cos ωnx

ωn

]a

0

=
∂u0

∂x

1− cosωn a

ωn

pero ωna = nπ, cos ωna = cos nπ = (−1)n, por lo tanto

Fn (z) =

√
2
a

1
ρ0 (z)

∂u0

∂x

1− (−1)n

ωn
=

{
2

ωn

√
2
a

1
ρ0(z)

∂u0

∂x para n = 1, 3, 5, . . .

0 para n = 2, 4, 6, . . .
.

En esta forma sólo debemos resolver
(
α−2

3 Lz + Enα−2
1

)
cn (z) = Fn(z) para n = 1, 3, 5, . . . (7.19)

con
dcn (0)

dz
= c (b) = 0 , En ≡ ω2

n , Fn (z) =
2

ωn

√
2
a

1
ρ0 (z)

∂u0

∂x
.

Reescribiendo (7.19), [
α−2

3

(
− 1

ρ2
0

d

dz
ρ2
0

d

dz

)
+ Enα−2

1

]
cn (z) = Fn (z) ,

obtenemos
1
ρ2
0

[
− d

dz
ρ2
0

d

dz
+ En

α2
3

α2
1

ρ2
0 (z)

]
cn (z) = α2

3Fn (z)

que es una caso particular del problema de Sturm-Liouville

1
r (z)

[−∂zp (z) ∂z + q (z)] u = f
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con

r (z) = ρ2
0 (z) p (z) = ρ2

0 (z) q (z) = En
α2

3

α2
1

ρ2
0 (z) f (z) = α2

3Fn (z) .

En términos del operador

A ≡ 1
r

[−∂zp∂z + q]

podemos escribir
Au = f.

Para obtener la formulación variacional de este problema consideremos ϕ ∈ C∞0 (0, b), entonces

ϕAu = fϕ

(ϕAu) r = fϕr
∫ b

0

(ϕAu) r dz =
∫ b

0

fϕr dz.

donde aparece el producto interior

〈f | g〉r ≡
∫ b

0

fgr dz.

Integrando por partes

〈ϕ | Au〉r =
∫ b

0

(ϕAu) r dz =
∫ b

0

ϕ [−∂zp∂z + q] u dz

= −
∫ b

0

ϕ∂zp∂zu dz +
∫ b

0

ϕqu dz

= − [ϕp∂zu]b0 +
∫ b

0

pϕ̇u̇ dz +
∫ b

0

ϕqu dz

= a (u, ϕ) ,

donde definimos
a (u, ϕ) ≡ 〈pϕ̇ | u̇〉+ 〈qϕ | u〉 ,

se concluye que u debe satisfacer

a (u, ϕ) ≡ 〈f | g〉r para cada ϕ ∈ C∞0 (0, b) .

Esto nos lleva a buscar a u (z) como la extremal del funcional

J (v) ≡ 1
2
a (v, v)− F (v) , con F (v) ≡ 〈f | v〉r ,

sobre el espacio Vb =
{
v ∈ H1 (0, b) : v (b) = 0

}
. El operador A es simétrico en L2 (0, b, r) con el dominio

D(A) =
{
v ∈ H1 (0, b) : v̇ (0) = v (b) = 0

}
.

y el teorema de Lax-Milgram garantiza que existe una única función u en Vb que minimiza a J (v).

7.4. Solución aproximada del problema de Sturm-Liouville con el
método del elemento finito

Sea {φj (x)}N
j=1 un conjunto linealmente independiente del espacio Vb. Proponemos

uN =
N∑

j=1

ujφj (x)
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y sustituimos en J (uN ),

J (uN ) =
1
2

∑

jk

a (φk, φj) ukuj −
∑

k

F (φk) uk .

Minimizando
∂J

∂ui
=

1
2

∑

jk

a (φk, φj) (δkiuj + ukδij)−
∑

k

F (φk) δik = 0

y usando la simetŕıa de a (·, ·)
1
2


∑

j

aijuj +
∑

k

akiuk


− F (φi) = 0

se llega al sistema de ecuaciones algebraicas
∑

j

aijuj = Fi

donde aij ≡ a (φk, φj) y Fi ≡ F (φi). Sea {xi = (i− 1)h}n−1
i=1 una malla uniforme sobre el intervalo [0, b],

con x1 = 0 y xn = b. El conjunto {φj (x)}N
j=1 que consideraremos son las funciones base gorro

φ1 (x) =
{

x2−x
h x1 ≤ x ≤ x2

0 x ≥ x2

φi (x) =





0 x ≤ xi−1
x−xi−1

h xi−1 ≤ x ≤ xi
xi+1−x

h xi ≤ x ≤ xi+1

0 x ≥ xi+1

para i = 2, ...., n− 1

las cuales tienen la propiedad φj (xk) = δjk, es decir,

φj (xj) = 1 φi (xj) = 0 ,

lo que aprovechamos para calcular los elementos de matriz akj y Fi con la regla del trapecio.

1. Dado que la matriz aij es simétrica, solo calcularemos la parte triangular superior. Para a11 tenemos

a11 =
〈
φ̇1 | φ̇1

〉
p

+ 〈qφ1 | φ1〉p

donde

φ̇1 = − 1
h

〈
pφ̇1 | φ̇1

〉
=

1
h2

∫ h

0

p (x) dx =
1
h2

h

2
[p (0) + p (h)] =

1
2h

[p (0) + p (h)]

〈qφ1 | φ1〉 =
∫ h

0

qφ2
1 (x) dx =

h

2
[(

qφ2
1

)
z=0

+
(
qφ2

1

)
z=h

]
=

h

2
q(0) .

En forma análoga

a12 =
〈
pφ̇1 | φ̇2

〉
+ 〈qφ1 | φ2〉

=
∫ h

0

(
− 1

h

) (
1
h

)
p dx +

∫ h

0

qφ1φ2 dx = − 1
h2

∫ h

0

p dx +
∫ h

0

qφ1φ2p dx

=
(
− 1

h2

)
h

2
[p (0) + p (h)] +

h

2
[0]

= − 1
2h

[p (0) + p (h)]

los elementos a1j con j ≥ 3 son cero.
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2. Para 2 ≤ i ≤ n solo los elementos aii y ai,i+1 son diferentes de 0:

aii =
〈
pφ̇i | φ̇i

〉
+ 〈qφi | φi〉 =

∫ xi+1

xi−1

φ̇2p dx +
∫ xi+1

xi−1

qφ2
i dx

=
∫ xi

xi−1

1
h2

p dx +
∫ xi+1

xi

1
h2

p dx +
∫ xi

xi−1

qφ2
i dx +

∫ xi+1

xi

qφ2
i dx

=
1
h2

[pi + pi−1 + pi + pi+1]
h

2
+

h

2

[(
qφ2

i

)
xi−1

+
(
qφ2

i

)
xi

]
+

h

2

[(
qφ2

i

)
xi

+
(
qφ2

i

)
xi+1

]

=
1
2h

[pi−1 + 2pi − pi+1] + h qi

donde usamos la notación p(xi) ≡ pi, q(xi) ≡ qi, y

ai,i+1 =
〈
φ̇i | φ̇i+1

〉
+ 〈qφi | φi+1〉 =

∫ xi+1

xi

(
− 1

h2

)
p dx +

∫ xi+1

xi

qφiφi+1p dx

= − 1
2h

[pi + pi+1]

3. Para el vector Fi = F (φi) tenemos

Fi = 〈f | φi〉r =
∫ xi+1

xi−1

fφir dx =
∫ xi

xi−1

fφir dx +
∫ xi+1

xi

fφir dx

=
h

2
(fr)xi

+
h

2
(fr)xi

= hfiri

7.5. Cálculo del campo ajustado con elemento finito

De acuerdo con el método del elemento finito la solución aproximada del problema ( 7.19 ) tiene la forma

cNn (z) =
N∑

j=1

cNnjφj (z)

y procedemos calcular las correcciones al campo ajustado

∆V 1 ≡ ua − u0
a =

ρ0 (z)
α2

1

∑
n=1,3,5,...

cNn (z)
dun (x)

dx

∆V 1 ≡ wa − w0
a =

ρ0 (z)
α2

3

∑
n=1,3,5,...

dcNn (z)
dz

un (x) .

El cálculo de la derivada en ∆V 1 es inmediato. El cálculo de d
dz cNn (z) lo hacemos en forma débil como sigue.

Proponemos
dcNn

dz
=

N∑

j=1

ξNnjφj (z)

donde ξNnj es un conjunto de coeficientes indeterminados, multiplicando por φi(z) e integrando

∫ b

0

φi
dcNn

dz
dz =

N∑

j=1

ξNnj

∫ b

0

φiφj dz 1 ≤ i ≤ N. (7.20)

Si definimos

Mij =
∫ b

0

φiφj dz , gi =
∫ b

0

φi
dc

(N)
n

dz
dz ,
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y ξNn es el vector columna con componentes ξNnj , observamos que (7.20) define el sistema de ecuaciones

MξNn = g

para los coeficientes ξNnj . Usemos la regla del trapecio y la relación de ortogonalidad φi (zj) = δij para
calcular Mij . Para i = 1 tenemos

M11 =
∫ b

0

φ2
1 (z) dz =

∫ z2

z1

φ2
1 (z) dz =

h

2
[
φ2

1 (z1) + φ2
1 (z2)

]
=

h

2

M12 =
∫ b

0

φ1φ2 dz =
∫ h

0

φ1φ2 dz =
h

2
[φ1 (0)φ2 (0) + φ1 (h)φ2 (h)] = 0,

y para 2 ≤ i ≤ N

Mii =
∫ b

0

φiφi dz =
∫ zi

zi−1

φ2
i dz +

∫ zi+1

zi

φ2
i dz =

h

2

[(
φ2

i

)zi

zi−1
+

(
φ2

i

)zi+1

zi

]

=
h

2
[
φ2

i (zi−1) + 2φ2
i (zi) + φ2

i (zi+1)
]

= h

Mi,i+1 =
∫ b

0

φiφi+1 dz =
h

2

[
(φiφi+1)zi

+ (φiφi+1)zi+1

]
= 0.

Entonces

M =




h/2 0 . . . 0
0 h 0
...

. . .
...

0 0 . . . h




por lo que los coeficientes ξNnj están dados por

ξ1 =
2
h

g1

ξj =
1
h

gj para j = 2, . . . , N .

Integrando directamente

g1 =
∫ b

0

φ1
dcn

dz
dz =

∫ z2

z1

φ1

N∑

j=1

cj φ̇j dz =
N∑

j=1

cj

∫ z2

z1

φ1 φ̇j dz =
∑

j=1,2

cj

∫ z2

z1

φ1φ̇j dz

=
{

c1
h

2

[
φ1φ̇1 |z1 +φ1φ̇1 |z2

]
+ c2

h

2

[
φ1φ̇2 |z1 +φ1φ̇2 |z2

]}
=

h

2

{
− 1

h
c1 +

1
h

c2

}
,

obtenemos
ξ1 =

c2 − c1

h
y para gj≥2

gj≥2 =
∫ b

0

φj
dcn

dz
dz =

∫ zj+1

zj−1

φj

N∑

k=1

ckφ̇k =
∑

k=j−1,j,j+1

ck

∫ zj+1

zj−1

φj φ̇k dz

=
∑

k=j−1,j,j+1

ck

{∫ zj

zj−1

φj φ̇k dz +
∫ zj+1

zj

φj φ̇k dz

}

= cj−1

∫ zj

zj−1

φj

(−1
h

)
+ cj

∫ zj

zj−1

φj

(
1
h

)
dz + cj

∫ zj+1

zj

φj

(−1
h

)
dz + cj+1

∫ zj+1

zj

φj

(
1
h

)
dz

=
1
h

{
−cj−1

∫ zj

zj−1

φj dz + cj

∫ zj

zj−1

φj dz − cj

∫ zj+1

zj

φj dz + cj+1

∫ zj+1

zj

φj dz

}

=
1
h

h

2
{−cj−1 + cj − cj + cj+1} ,
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tenemos
ξj≥2=

cj+1−cj−1

2h
.

7.6. Resultados numéricos

En la figura (7.2) podemos ver la gran diferencia que hay entre la densidad constante y las densidades
calculadas en (Estados de referencia hidrostáticos). En las figuras (7.3 - 7.4) podemos apreciar la comparación
entre el campo ajustado con densidad constante y los campos ajustados considerando la densidad variable.
En estas gráficas no es claro que exista una diferencia significativa, sin embargo en (7.5) se muestran los
errores relativos de la componente vertical del campo ajustado con densidad constante con respecto a los
campos ajustados con densidad variable y en éstas se puede apreciar que el error relativo puede llegar a ser
mayor al 10 % en tan sólo 2km de altura. Es por esto que señalamos la importancia de resolver ∇ · ρ0v = 0

Densidades (Kg/m )
3

Z
(k

m
)

Figura 7.2: Gráficas de las densidades utilizadas para ajustar el campo de viento
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Figura 7.3: Comparación entre los campos de viento ajustados con densidad constante y variable. (TA = Termodinámica
Adiabática)
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Figura 7.4: Comparación entre los campos de viento ajustados con densidad constante y variable (TI = Termodinámica
Isotérmica)
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Figura 7.5: Errores relativos de la componente vertical del campo de vientos estimado con densidad constante respecto a la
componente vertical del campo de vientos calculado con densidad dependiente de la coordenada vertical z
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Conclusiones y perspectivas

En los dos primeros caṕıtulos se han desarrollado las ecuaciones que gobiernan el movimiento de la
atmósfera sobre la esfera terrestre, visto desde diferentes sistemas de coordenadas. También se ha calculado
que la región de validez de las ecuaciones de momentum aproximadas es aproximadamente de 150km×150km.
Además, se ha demostrado con un argumento puramente geométrico que el modelo elipsoidal terrestre es más
adecuado para estudiar la dinámica atmosférica, relegando al modelo esférico a un modelo de carácter local. Es
por esta razón, que queda pendiente el planteamiento de todo la teoŕıa desarrollada en este trabajo utilizando
el modelo elipsoidal terrestre, con el fin de poder desarrollar modelos que realmente sean adecuados a escala
global.

Se muestra que las variables atmosféricas (temperatura, presión, densidad, etc) pueden separarse en dos
partes:

ψ(r, t) = ψ(0)(zs, t) +
∞∑

k=1

µkψk(r, t).

Donde a ψ(0)(z, t) se le conoce como el estado de referencia atmosférico y a la suma
∑∞

k=1 µkψk(r, t)
se le conoce como la perturbación del estado de referencia. También se demostró, con un ejemplo numérico,
que la definición (3.25) de tal estado de referencia es muy cercana al valor, en cada punto, de las variables
atmosféricas calculadas con la ecuación de Bernoulli. Con dicho estado de referencia se simplificaron las
ecuaciones desarrolladas anteriormente y, como resultado de dicha simplificación se obtuvo la ecuación de
continuidad profunda la cual, es una de las restricciones utilizadas en el esquema variacional desarrollado en
los caṕıtulos 5-7. Con esto se da sentido práctico al presente trabajo pues, con las modificaciones mencionadas
anteriormente, puede implementarse en un sistema de asimilación de datos de alguna institución dedicada a
la meteoroloǵıa. Queda pendiente explorar las implicaciones teóricas y prácticas que tiene la descomposición
de las variables atmosféricas pues los términos µkψ(k) podŕıan ser de ayuda al modelar fenómenos como la
turbulencia, etc.

El método de mapeo conforme para obtener un campo de velocidad anaĺıtico con divergencia cero resulto
ser de gran utilidad. Nos evitó el problema de la obtención de datos reales del campo de viento además de
darnos la oportunidad de verificar de manera confiable la bondad de esquema variacional. Ya que el campo
que obtenemos con este método es bidimensional, queda pendiente su adaptación para obtener campos
tridimensionales. Aunque el flujo alrededor de un cilindro es también útil para obtener datos sintéticos, el
método de mapeo conforme nos da un campo con mayor complejidad y con él, se puede verificar de mejor
manera la bondad del esquema variacional.

En el caṕıtulo 5 se muestra el desarrollo del método variacional en un sistema cartesiano. Con este método
se construye, en [30] y en [31], un campo de velocidad con divergencia cero a partir de los datos tomados del
mapeo conforme desarrollado en el caṕıtulo 4. Se muestra la discusión del efecto que tienen los parámetros
α en el campo ajustado y con esto se demuestra que cualquier interpretación f́ısica o estad́ıstica de estos
parámetros está fuera de lugar. Estos parámetros son sólo funciones de peso que ayudan a calibrar el ajuste
del campo de velocidad. En [30] y en [31] se realizaron experimentos numéricos para poder determinar el
valor óptimo de los parámetros α, queda pendiente la creación de algún método que nos permita calcular
automáticamente dichos parámetros utilizando los datos obtenidos en las redes de monitoreo ambiental.

Ya que el sistema de coordenadas cartesiano no es el más popular en el ambiente meteorológico, se
planteó el método variacional para sistemas de coordenadas que siguen el terreno (coordenadas σ) y se
obtienen las condiciones de frontera generalizadas que debe cumplir el multiplicador de Lagrange λ. También
se analizan ejemplos reportados en la literatura poniendo especial interés en las condiciones de frontera que
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se utilizan. Se demuestra que en general son incorrectas y se dan ejemplos numéricos de ello.
Ante la duda de que la hipótesis de la atmósfera constante era lo mejor, en el último caṕıtulo se desarrolla

el método variacional para una atmósfera con densidad variable. Se comparan los campos obtenidos con
ambas hipótesis y se observa la gran diferencia que hay. Por lo tanto, si se se desea obtener resultados más
precisos, se debe tomar en cuenta la variación de la densidad con la altura.

A pesar de que la teoŕıa aqúı presentada aplica a casos tridimensionales, por simplicidad sólo se han dado
ejemplos bidimensionales, quedando pendiente el desarrollo de los ejemplos tridimensionales.
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