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Introduccion

Hoy en dia el ser humano se encuentra en el umbral de dos grandes problemas: el primero es el agotamiento
de su mayor fuente de energia, el petréleo y el segundo es el cambio climatico causado por el uso intensivo
de éste.

Casualmente, gran parte de la solucién de ambos se encuentra en el entendimiento de la dindmica at-
mosférica. El viento es una fuente de energia muy importante al grado que algunos paises escandinavos ya
han empezado a aprovecharlo para satisfacer sus requerimientos de energia eléctrica. En cuanto a la cuestién
ambiental, es de todos conocido los esfuerzos a nivel mundial por revertir el calentamiento global y reducir
el hoyo en la capa de ozono pues ambos fenémenos son potencialmente mortales para toda forma de vida en
nuestro planeta.

Nuestro pais no estd exento de dichos problemas. Afortunadamente, en la cuestién energética, México
tiene zonas propicias para la generacién de electricidad utilizando la energia edlica y para poderla aprovechar
al maximo es indispensable desarrollar modelos y técnicas capaces de caracterizar el campo de vientos en
cualquier zona de una forma precisa. Por otra parte, México cuenta con una de las ciudades mas pobladas del
mundo: en ella se ha implementado un programa de monitoreo y control de emisién de contaminantes. Dicho
programa depende de modelos que estiman la calidad del aire y de ellos depende la salud de los habitantes,
de aquf la necesidad de contar con modelos confiables. Ademés, cada afio una gran cantidad de huracanes
golpean nuestras costas dejando numerosas victimas y pérdidas materiales. Es por esto que el desarrollo
de modelos que nos ayuden a comprender la dindmica de estos fenémenos es vital para la planeacion de
asentamientos humanos y para disenar planes de prevencién que minimicen los danos.

Los modelos de prediccion numérica son la herramienta que usan los meteordlogos para calcular el es-
tado atmosférico a diferentes lapsos de tiempo. Tales modelos realizan la predicciéon a partir de un estado
atmosférico inicial que es construido a partir de los datos tomados de diversas fuentes como radiosondeos,
radares Doppler, imagenes de satélite, etc. Los datos consisten en variables atmosféricas como la presion,
temperatura, humedad, velocidad del viento, radiacion solar, etc. El estado atmosférico inicial construido a
partir de los datos debe cumplir con las leyes fisicas que gobiernan la dindmica atmosférica, es por esta razén
que debe realizarse un estudio cuidadoso de estas leyes para calcular lo mejor posible dicho estado.

La presente tesis es una introduccién al anélisis de datos atmosféricos cuyo principal objetivo es la cons-
truccion, a partir de datos, de un campo de viento que satisfaga la ecuacion de continuidad. Sin embargo,
también se hace una revisién de algunos aspectos fisicos involucrados en la dindmica atmosférica.

En el Capitulo 1 veremos las ecuaciones bésicas que determinan el comportamiento de un fluido ideal
en un sistema de referencia inercial, asi como la termodinamica bésica que relaciona diferentes variables
atmosféricas como la presién, la temperatura y la densidad.

En el Capitulo 2 extenderemos los conceptos del Capitulo 1 a sistemas de referencia no inerciales haciendo
principal énfasis en el modelo esférico terrestre. También se calcula la regién de validez de las ecuaciones de
momentum utilizadas en algunos textos recientes de meteorologia. Ademds, se hace un breve comentario
acerca de el modelo elipsoidal; haciendo notar al lector que el modelo esférico terrestre es de cardcter local,
es decir, el modelo esférico terrestre no puede usarse para desarrollar modelos globales.

Dada la complejidad de las ecuaciones obtenidas en el Capitulo 2, en el Capitulo 3 se discute la sim-
plificacién de tales ecuaciones mediante la definicion de un estado de referencia atmosférico. También se dan
ejemplos de algunas atmosferas de referencia utilizando los conceptos desarrollados en los capitulos anteriores.

Desgraciadamente, el campo de viento proporcionado por las redes de monitoreo ambiental no cuenta con
los datos suficientes que nos permitan utilizarlo para verificar, de manera confiable, los resultados presentados
en este trabajo. Ademds, dicho campo tiene el inconveniente de carecer de la componente vertical, es decir,
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las redes de monitoreo solo reportan la componente horizontal del campo de viento, lo cual dificulta, ain
mas, la validacion de los resultados obtenidos con los diversos métodos de interpolacion. Es por esto que en el
Capitulo 4 se desarrolla un método analitico para obtener un campo de viento bidimensional que satisface
la ecuacion de continuidad. Este campo, ademas de proveernos de datos sintéticos que nos evitan la penosa
tarea de lidiar con datos obtenidos de las redes de monitoreo, nos proporciona un campo de viento con el
cual podemos verificar de manera precisa la bondad de los esquemas de interpolacién.

Una vez obtenidas las caracteristicas méas importantes de la atmdsfera podemos, con toda confianza,
plantear el esquema variacional que se propone para ajustar un campo de viento con divergencia cero a
los datos obtenidos con el método analitico descrito en el capitulo anterior. En el Capitulo 5 se plantea
tedricamente tal esquema variacional para sistemas cartesianos; ademas, se utiliza la hipétesis de que la
densidad de la atmosfera es constante y se dan algunos ejemplos numéricos.

En el ambiente meteoroldgico, los sistemas cartesianos no son los inicos que se utilizan. También son
utilizados sistemas curvilineos que no son ortogonales, por ejemplo, las coordenadas o que son coordenadas
que siguen el terreno, o las coordenadas de presién, entre otros. El Capitulo 6 esta dedicado a la extensién
de la teoria del capitulo 5 a este tipo de sistemas.

Para finalizar, en el Capitulo 7 se replantea el esquema desarrollado en el capitulo 5 para una atmésfera
con densidad variable. Se dan algunos ejemplos numéricos que muestran las diferencias que hay entre suponer
la densidad constante y suponerla variable. Ademaés, se da un desarrollo detallado de la solucién del problema
eliptico asociado al funcional que minimiza la distancia entre los datos y el campo interpolado.



Capitulo 1

Ecuaciones basicas en un sistema
inercial

El objetivo del presente capitulo es obtener correctamente las ecuaciones de movimiento de una particula
de fluido respecto a un sistema de referencia inercial asi como presentar las relaciones termodindmicas que
mantienen las variables de estado de la atmosfera.

1.1. Descripcién Lagrangiana y Euleriana

La meteorologia aprovecha las propiedades hidrodinamicas y termodindmicas que la atmdsfera tiene para
el estudio de los fenémenos que en ella se llevan a cabo. La propiedad que sirve de base para el desarrollo
de modelos tedricos es la posicién de algiun elemento de volumen infinitesimal de fluido, llamado parcela,
respecto de algtin sistema cartesiano inercial. Si en un instante ¢ una parcela de aire tiene coordenadas X,
su vector de posicién esta dado por

R(t)=X'X, i=1,23 (1.1)

donde X; son los vectores base del sistema cartesiano inercial. Ya que el fluido estd compuesto por muchas
parcelas es necesario etiquetarlas para distinguirlas entre si con su posicién inicial (¢ = tg). Es por esto que
las coordenadas instantdneas de una parcela en particular dependen tanto de su posicién inicial como del
tiempo
i yi (i

X=X (Xt). (1.2)
Esta relaciéon entre las coordenadas instantdneas e iniciales es tnica para cada particula pues no puede
haber dos parcelas distintas en un mismo lugar al mismo tiempo. Se acostumbra llamar a las coordenadas
instantaneas “coordenadas Eulerianas” y a las coordenadas iniciales “coordenadas Lagrangianas”. Ya que la

relacién es tnica podemos obtener la relacién inversa de (1.2), la que nos da la expresién de las coordenadas
Lagrangianas en términos de las Eulerianas

X4 =X§(X7,1). (1.3)
A pesar de que las relaciones (1.2) y (1.3) pueden ser no lineales, podemos asociar localmente una transfor-
macién T tal que
X =X(t,Xo) =T (Xp) (1.4)
Xo = Xo (,X) =T (X)

Para calcular la velocidad de una parcela de aire se aprovecha que los vectores base X’son constantes.
Asi que el vector velocidad es

dfc{u(t) & (C;(37t> R, =V, (Xg’t) X, (1.5)




Las componentes de la velocidad V* (Xg , t) sélo dependen de las coordenadas Lagrangianas, por lo que se les

conoce por componentes Lagrangianas de la velocidad. Para obtener la expresién Euleriana de la velocidad
se usa la ecuacién (1.3) en (1.5)

Vi (X70) = Vi (X3 (X5,1) 1) (1.6)
Para calcular la aceleracién usamos (1.6)

, dvi (X7t
A’(Xj)zi(dt )

Usando la regla de la cadena

avi(X7,t)  [oV'(X*,t) N dX7 OV (X*,t) ()
dt B ot dt oxi '
X=cte.
Recordemos que % puede escribirse tanto en coordenadas Eulerianas como en coordenadas Lagrangianas

dando por resultado expresiones equivalentes para las componentes de la aceleracién

avi(X7,t) oV (XF,t) P ron o OVE(XE )
dt ( ot et +VE (X5t OXJ

ave (Xi,t)  [ovi(X*t) P ron o OVE(XP )
dt _< ot et V() T

Para simplificar la notacién se introduce el vector gradiente

0
=X, ——
vX zaXl )

entonces las componentes de la aceleracién quedan como sigue

, oV (XFE ¢t ,
AT (XE,) = <(8t)> VL VRV (1.8)
X=cte.

. oV (XF t .
AL (X t) = (E?t)> + Vg -VxV'.
X=cte.

Aparte de conocer la posicién, velocidad y aceleraciéon de una parcela, también nos interesa la distribucién
espacial y temporal de otras propiedades como la presién o la temperatura. Ya que la posiciéon puede darse
en coordenadas Eulerianas y en coordenadas Lagrangianas, una propiedad Q puede expresarse en términos
de estos dos sistemas

Qr =9 (t, X" (1.9)
QL =0(tX{). (1.10)

A pesar de que las ecuaciones (1.9) y (1.10) tienen expresiones diferentes el valor de Q debe ser el mismo
tratandose de la misma parcela, por lo que

9y (t,X{) = Qg (t,X7) (1.11)
donde X y X estdn relacionados por (1.2). El cambio de la propiedad @ en el tiempo es

dQy (t, X§)  dQg (t,X7)
dt - dt




como las componentes del vector X dependen del tiempo, entonces

dQy (t, X{) _ (3QE> 0X7 0Qp
X=cte.

dt ot ot 0XJ
dQy (t,X5)  (0Qk
i) tVever (1.12)

Al término del lado izquierdo se le conoce como derivada material y representa el cambio de la propiedad Q
en el interior de la parcela que en ty estaba en X . El primer miembro del lado derecho representa el cambio
de Q en un punto fijo y el segundo miembro mide el cambio de QQ debido al movimiento de la parcela y a la
distribucién espacial de Q.

1.2. Ecuaciones de movimiento en un sistema inercial

Una vez establecida la manera de calcular la variaciéon temporal de alguna propiedad Q dedicaremos la
presente seccion al estudio de tres propiedades muy importantes: la masa, el momentum y la energia de una
parcela de aire encerrada en un volumen arbitrario v. Dicho volumen debe encerrar las mismas particulas
mientras se mueve con el fluido, por lo que éste cambia su forma en cada instante.

1.2.1. Conservacion de masa

La cantidad de masa en un volumen constituido por las mismas particulas en coordenadas Eulerianas
(CE) es

M= [ pX0) ot
v(t)
donde p (X, t) es la densidad en CE. El cambio temporal de la masa estd dado por

dM(t)  d
= dt/v(t)p(X,t) dv (¢) (1.13)

Como la region de integracién cambia con el tiempo conviene expresar todo en términos de una integral sobre
una region independiente del tiempo. Esto se puede hacer reemplazando las CE por las CL usando la relacién
(1.2). Este cambio de variable transforma la regién v (t) por aquella v (t9) que ocupaban las particulas en el
instante tg y la integral se transforma como sigue

/ p(X,t) dv(t) = / p (Xo,t) J dv (to)
v(t) v(to)
donde J es el determinante de la matriz Jacobiana asociada a la transformacién (1.4). Entonces tenemos

dM (t) d _ dp (Xo,1)
- /v(to) p [p (Xo,t) J] dv(to) = A(to) {dto

dJ
J+ p (X()vt)

E dv (to) .

De aqui en adelante utilizaremos la notacion de indices repetidos
aijbjk = ai1big + aiobay + aizbsk

para hacer mas compactas las expresiones. Con dicha notacién el Jacobiano es

0X'oXx?%0Xx3

J =€k ——r ——
I OXD IX0 IXY

donde €, es el stimbolo de Levi-Civita cuya definicién es la siguiente:

1 si ijk es una permutacion par
€ijk =4 —1 si 17k es una permutacién impar
0 si dos indices se repiten

3



Derivando el Jacobiano respecto al tiempo obtenemos

dJ d | 9X' 9X2 9X3 OX'OX20X®  OX!OX2OX®  0X, 0X®0X°
L e
dt "M |9X9ax09x)| M) 0XP 0XD XY " OXD 0X) XY | OXD 0X) OX])

donde hemos supuesto que las derivadas temporal y espacial se pueden intercambiar. Por otra parte, las
velocidades &, son funciones de las coordenadas eulerianas x; y éstas, a su vez, son funcién de las coordenadas
Lagrangianas z¥, entonces, podemos usar la regla de la cadena para intentar expresar la derivada temporal
de Jacobiano en términos del mismo Jacobiano. Asi que, por la regla de la cadena

oX™  9X'ox™
X9 9X9 0X,

tenemos que la derivada temporal del Jacobiano en términos del mismo Jacobiano es

dl [ oxX'9X?9X30X! N oX' ox! 9X3 9X2 N OX! 9X2 oX'! X3

dt ~ "\ 9X9 09X 90XV 0X, | 0X0 9X0 0XY 0X, | 0X? 9X0 0XJ OX,
oX1 X2 X3

= 511J78Xl + 521J78Xl + 531»787&

—JV.V.

Sustituyendo esta 1ltima expresién en la integral anterior

— = _— Xo,t) V-V | J dv(tyg).
Tl et v (to)
Regresando a las CE, la expresién del cambio temporal de la masa dentro de algin volumen es

aM {dp (X, 1)
’U(t) dt

- ——= 4+ p(X,1) V~V] dv ().

Usando (1.12) tenemos
dp(X,t)  9p(X,1)
ot

+V.-Vp

entonces

aM [ap (X,1)
’U(t) 6t

a +V~p(X,t)V} dv (t). (1.14)
Este procedimiento puede aplicarse a cualquier funcién p A para obtener el Teorema de Transporte de Reynolds

a4 pA dQ(t):/ [apA—l—V-(pA V)] dv (t). (1.15)
dt S oty L Ot

Regresando a nuestro caso, recordemos que el volumen que estamos considerando encierra a las mismas
particulas, por lo que el cambio de la masa del volumen en el tiempo es nulo

/v<t> {C{)pgt(’w +Vep(X.1) V] dv (t) = 0.

Como esta relacién debe cumplirse para cualquier volumen, entonces se debe cumplir que

Ip(X,1)
ot

dp (X, t)

(X —
+V-p(X,H) V=06 p

+p(X,)V-V=0. (1.16)

Esta ecuacién es conocida como la ecuacion de continuidad 6 ecuacion de conservacion de masa.



1.2.2. Ecuacion de momentum

El momentum de un conjunto de particulas encerradas en un volumen v (t) estd dado por
p(t) = / Vpdv(t). (1.17)
v(t)

La segunda ley de Newton establece que la derivada temporal de (1.17) es igual a la fuerza resultante que
actta sobre el volumen v (t)

dp(t) d
= VvV . 1.1

Las fuerzas que acttian sobre un fluido pueden clasificarse en dos tipos: fuerzas de largo alcance ¢ volumétricas,
que afectan a todas las particulas dentro del volumen y fuerzas de corto alcance, 6 de superficie, que se
producen por la interaccion entre las particulas que estdn en la superficie del volumen y las particulas del
resto del fluido que se localizan en la superficie que encierra al volumen. Las fuerzas de volumen pueden
expresarse como

Foo = /U(t) f(X,t) pdv(t) (1.19)

donde f (X, t) es la fuerza por unidad de masa. Las fuerzas superficiales se pueden cuantificar con
Fap = f t(™ (X, t) dS (t) (1.20)
5(t)

donde t(™ es el vector normal del tensor y el superindice n indica que ésta fuerza superficial sélo depende de
la componente normal a la superficie dS (¢). Para visualizar la expresién del vector de tensién se han escogido
los tres planos cartesianos para escribir los tres vectores de tension asociados a la base canénica (ver figura
1.2 y figura 1.3).

£ = Ve + t5e, + 15 e
t(e2) = ¢{2)a; 4 15e, + 1§76y
£000) = 18 + t5e, + 15 es

o en forma matricial

t(e1) ) gle) yle)] g,
e e S S el I ™
t(es) tge3) tées) t:(jea) é3

donde la matriz 3 x 3 se le conoce como el tensor de tensién. Otra forma de escribir dicha matriz es

o011 012 013
Y= |0o21 022 023
031 032 033

Para obtener la expresion del vector de tensiéon asociado a un plano arbitrario se realiza un balance de
fuerzas en el interior de un tetraedro elemental de fluido que tiene su vértice en el punto P y su base normal
a la superficie arbitraria, como muestra la figura

Si suponemos que el tetraedro estd en equilibrio, el balance de fuerzas esta dado por

tMdA — tWdA; — tPdA, — tB)dA;s + pfdv =0
Las superficies estan relacionadas por proyeccién
dAZ = n,dA

donde n; son las componentes del vector normal a la superficie arbitraria. El volumen del tetraedro esta dado
por

dV = %hdA
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Figura 1.1: Sistema de referencia inercial X?.
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Figura 1.2: Vectores de tensién asociados a los planos cartesianos
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Figura 1.3: Componentes de los vectores de tensién sobre las caras del cubo

X e

Figura 1.4: Vector de tensién asociado a un plano arbitrario.



donde h es la altura del tetraedro. Entonces, el balance de fuerzas da
[t(") B P C) PR C P gfh} dA =0
y por tratarse de una superficie arbitraria
£ —gle)py — gle2)p, — gles)png 4 gfh =0

si hacemos tender la altura a cero (h — 0) obtenemos la relacién entre el vector de tensién asociado a una
superficie arbitraria en términos de los vectores de tensién cartesianos

£t = tWny +t@ny 4+t ng.

En forma matricial

4e1) 4(e2) ACY
1 1 1 011 012 013
¢ té")}:m ] g 152 | +ng |65 | = [n1 na ng] [om 02 o3
£ () 1) 031 032 033
o simplemente
t =n”3.

En el caso de fluidos no viscosos, como la atmdsfera, la matriz ¥ es diagonal y sus elementos no nulos
(X = —p) estdn ocupados por la presién atmosférica y ésta actiia siempre normal a cualquier superficie sin
importar su orientacion, lo que quiere decir que

t™) = —pn (1.21)

donde 11 es el vector normal unitario a la superficie del volumen €2 (¢). Sustituyendo en (1.30) tenemos
F;up = % *pﬁ ds (t) .
S(t)
Igualando (1.18) con la suma de (1.19) y (1.20)
d
— Vp dv(t) = jlg —ph dS (1) —|—/ f(X,t) pdv(t). (1.22)
dt Jy 5(t) Q(t)

Usando (1.15) en el lado izquierdo

d

— Vp dv(t) = / [d (Vo)
dt Jue o(t)

Desarrollando

d(Vp) dv dp /
_ . = _ —_— . = _— .
[J(t)[ I +VpV V] dv (t) /v(t) P +\/(dt+pv V dv (t) v(t)pdt dv (t)
—_——

Ec. de continuidad

Donde hemos usado (1.16). Sustituyendo en (1.22)

/ pﬂ dv(t):% —pi dS+/ f(X,t) pdv(t). (1.23)
oy dt S(1) v(®)

Por el teorema de la divergencia

7{ ph dS = Vp dv (t)
S(t) v(t)



entonces IV
/ {p+fo(X,t) pl dv(t) =0,
o(t) dt
ecuacién vélida para un volumen arbitrario, por lo que

av 1
VP (X0) =0, (1.24)

dt

A esta ecuacién se le conoce como ecuacion de momentum.

1.3. Relaciones termodinamicas, hipétesis de equilibrio local y flu-
jo isoentropico
La primera ley de la termodindmica establece la conservacion de la energia
dU =dQ + dW (1.25)

para procesos reversibles o irreversibles, donde la energia interna U es un atributo de cada sistema fisico, d@
es el calor que fluye a través de las fronteras del sistema y dW es el trabajo realizado por el sistema. En el
caso de un gas ideal como la atmosfera tenemos

dW = —pdv

donde suponemos que la presién p es la misma en cada punto del gas. La segunda ley de la termodinamica
establece que para procesos reversibles tiene lugar la relacion

dU = TdS — pdv (1.26)

donde S es la entropia del sistema. Esta relacion supone que el sistema estd cerca del equilibrio termo-
dindmico, por lo que no hay diferencias significativas entre los valores de sus propiedades termodindmicas
en distintos puntos del sistema. Sin embargo, las propiedades de un fluido en movimiento pueden cambiar
significativamente de valor de un punto a otro por lo que, en general, el fluido constituye un sistema fuera de
equilibrio termodindmico y, en consecuencia, la relacién termodindmica (1.25) no es vélida. Podemos evitar
esta dificultad si consideramos que nuestro (micro) sistema termodindmico es una particula de fluido y, por
su pequenez, suponemos que dicho sistema estd basicamente en equilibrio termodindmico. Esta hipotesis
recibe el nombre de hipé6tesis del equilibrio local. De acuerdo con esta hipdtesis el valor de las variables
termodinamicas pueden diferir de una particula a otra por lo que ahora debemos considerarlas funciones de
la posicion de cada particula. Por ejemplo, si usamos el subindice ¢ para denotar el valor de una propiedad
como funcién de las coordenadas lagrangianas de cada particula, tenemos

UO = Uo (t,XQ) 5 SO = SO (t,Xo) 5 T() = TO (t,Xo) s etc.,

y la segunda ley (1.14) toma la forma
dUO = TodSO - podvo. (127)

Si las propiedades termodindmicas son funciones bien comportadas del tiempo ¢ de manera que las derivadas
respecto a t estdn bien definidas, las diferenciales en (1.27) estdn dadas por

o dU() - dSo o dvo
dUo = dt dt s dSo = dt dt 5 d’UO = dt dt
y la segunda ley en su forma (1.27) equivale a la relacién siguiente
d d d
o _ g 3% _, % (1.28)

dt dt dt

Para reescribir lo anterior en forma euleriana basta con sustituir las coordenadas lagrangianas Xy por su
expresién en coordenadas eulerianas (1.4), por ejemplo

U (t,X) = Uy (t, Xo = Xo(t, X))

9



donde omitimos el subindice ¢ para indicar a una propiedad en su forma euleriana. Asi, la relaciéon termo-
dindmica (1.27) toma la forma
dU =TdS — pdV, (1.29)

donde usamos el hecho de que cada funcién depende de t y X* para obtener la expresién de las diferenciales.
Por ejemplo, para la energia interna tenemos

oU oU
dU = o dt + 5o

De acuerdo con la definicién de V y la relacién (1.1), podemos escribir

o
—_— Z: .
ox7 X' =VU R

dx?.

con lo cual llegamos a la expresién

U = %—(Z dt +VU -dR (1.30)

valida para flujos no estacionarios. Si el flujo es estacionario tenemos
dU =VU -dR
Reescribamos (1.29) en términos de la densidad
M masa
p=—=———
v volumen
donde la masa M de cada particula de fluido se considera constante. Entonces
M M
dv =d— = ——dp.
P P
Sustituyendo en (1.29) y dividiendo entre M se obtiene

U\ S P
(2 =ra(5) o,

Si definimos

<

I
Si=

»

I

Sk

la segunda ley (1.29) toma la forma
du = Tds + L.dp. (1.31)
p

Reescribamos esta 1ltima ecuacién en términos de la funcién de entalpia
M
H=U+pV =U+p—.
p

Dividiendo entre M,

H U »p
— == 4=,
M M p
y definiendo
H
h=—
M
se obtiene
h=u+ P
p
y por tanto

d,
dh=du+® - Tap.
PP
Despejando du y sustituyendo el resultado en (1.31) se obtiene la siguiente expresién para la segunda ley de
la termodinamica

dh=Tds+ P . (1.32)
p

la cual es véalida para un flujo estacionario o no estacionario.
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1.3.1. Flujo adiabatico 6 isoentrépico
Un flujo en el cual la entropia de cada particula permanece constante, recibe el nombre de flujo iso-

entrépico 6 adiabético. En este caso la segunda ley (1.32) se reduce a
d,
dh =L, (1.33)
P
Por otro lado si el flujo es estacionario tenemos
dh =dh(R) =Vh-dR dp=dp(R)=Vp-dR
Sustituyendo estas relaciones en (1.33) se concluye que tiene lugar la relacién
1
Vh = ;Vp . (1.34)

A continuacién, recordaremos algunas relaciones entre las propiedades de un gas ideal uniforme. La

relacion entre presién y la energia cinética promedio <m112 / 2> de sus moléculas es

2N <m1)2>

P=3y\ 2

donde N es el nimero de particulas en un volumen V. Por otro lado tenemos la ecuacion de estado de gas

ideal
pV = NkT
de donde k es la constante de Boltzmann. Comparando lo anterior obtenemos
1 2
kKT = — <mv >

3
lo que puede tomarse como la definicién de la escala absoluta de temperatura. Reescribiendo la ecuacién de

estado
Nm k
p="Z%7p

V- m
M k
=——T
Vm
aparece la masa M = Nm del gas contenido en V| la densidad p = M/V y la constante

R=—
m

la cual depende de la masa m de las particulas del gas. Asi llegamos a la ecuacién de estado

p=pRT.
Podemos reescribir
_ Mok _ R
- Nom M

donde
Ro = N(]k = 8,314 J /mol K
es la constante universal de los gases. La atmoésfera es una mezcla de gases por lo que el valor de M es un

promedio de las masas de tales gases y aproximadamente tenemos
R=287J kg K.

La primera Ley de la termodinamica
dU = dQ — pdV
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da lugar a la definicién de la capacidad calorifica a volumen constante

_(dQ\ _ [oU
v = <dT>V - (aT)V'

Reescribiendo la primera Ley en términos de la entalpia H = U + pV obtenemos
dH =dQ + Vdp

con lo cual definimos la capacidad calorifica a presiéon constante

_ (4@ _ (o
o= (i),~ (or),

Para obtener la relacién entre C), y Cy derivamos la identidad

H(T,p)=U(T,V)+p V(T,p)

0_67[] + 87‘/
v=\or), P \or),

Para calcular la derivada sobre U usamos la identidad (proporcionada por la regla de la cadena)
(7),~ Gr), + (5r), (5v)
or), ar ), or),\ov ), ’

ov ou oV
ov=cv+(5r), (), + (5r),

En el caso de un gas ideal tenemos la asi llamada Ley de Joule

(gg)TZO (1.35)

CPZCv-l-Nk.

para obtener

lo que nos da

la cual junto con la ecuacién de estado da

Las relaciones anteriores podemos reescribirlas en términos de cantidades por unidad de masa dividiendo con
M, cantidades que denotamos con letras mintdsculas como arriba, por ejemplo

Cp Cy
DEM YT
con lo cual obtenemos
Cp = CV —|— R (136)

La termodinamica tiene la virtud de proporcionar relaciones entre las variables de estado sin considerar
los procesos moleculares involucrados en las transformaciones de un sistema termodindmico. Por ejemplo,
consideremos que el gas ideal homogéneo sometido a un proceso adiabdtico, es decir, no intercambia calor
con su entorno. En tal caso la primera Ley se reduce a

p
du = ?dp
y si usamos la Ley de Joule (1.35) en la forma
du = ¢,dT, (1.37)

12



obtenemos una ecuacién diferencial que sélo involucra variables termodinamicas
p
cdT = =dp
02

y que podemos integrar con ayuda de la ecuacién de estado p = pRT como sigue

dI' R R
Cy—=—dp — dlnT=—dhp — T:p%—kcte.
T P Cy

por tanto
R
T=Cpe

donde C' es una constante de integracién.

1.3.2. Ecuaciones de Poisson

Hasta aqui hemos considerado un gas ideal con propiedades espacialmente uniformes, pero si invocamos
la hipdtesis de equilibrio local la ultima relacién es valida para cada particula independientemente de la
forma en que Ty p dependan de sus coordenadas lagrangianas o eulerianas, es decir, en la deduccién anterior
hemos trabajado con funciones de la forma T = T'(t,z) 6 T(t,z"), de manera que para el caso de un flujo
estacionario e isoentrépico podemos escribir

R
T(r) = Cp= (r).
Si denotamos con un subindice ¢ al valor de las funciones en rg, tenemos
R
Ty = Cpg” .
Dividiendo miembro a miembro las dos ultimas relaciones se obtiene
(r)\*
r)\ o
ﬂ@:n(p)
Po

0, simplemente,

£0

donde queda implicito que las funciones termodindmicas dependen las coordenadas (lagrangianas o eulerianas)
de cada particula. Usando la ecuacién de estado podemos sustituir a p por p en (1.38):

T:%<p>§ (1.38)

R

R R
cy R cy
p_Tor  g_q (Top> LR e (p> .
£o po T po T Po

La relacién (1.36) entre capacidades calorificas equivale a 1 + CE = 22 con lo cual se obtiene

T:%(p)i_ (1.39)

Po

Siguiendo el mismo razonamiento sustituyamos 1" por p en (1.38):

R R

R _R _R
P _ p (p> ot (p) . (p) g
PR poR \ po Po \Po Po

y usando 1 — B = <= ge obtiene
1/
p
o= o (p) (1.40)

Cp Cp
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donde definimos
N =
Cy

Las ecuaciones (1.38), (1.39), (1.40) reciben el nombre de ecuaciones de Poisson. Para calcular la entalpia
integramos (1.37) para obtener
u = ¢, T

donde, sin perder generalidad, hacemos cero a la constante de integracién, entonces
p
h=u+=-=c,T+RT
p

por tanto
h=c,T. (1.41)

1.4. Ecuaciones de Bernoulli en sistemas inerciales

El propésito de la presente seccién es obtener constantes de movimiento a partir de la ecuacién de mo-
mentum para flujos ideales. Las expresiones de dichas constantes son las Fcuaciones de Bernoulli, ecuaciones
de gran interés tanto para la hidrodindmica como para la meteorologia. La idea principal para obtener tales
ecuaciones es escribir los términos de la ecuacién de momentum, para un flujo ideal, como el gradiente de
funciones escalares. Recordemos que la ecuacién de momentum para un flujo ideal es, en forma Euleriana

1
%+(V-V)V+;Vp—f(X,t)=0. (1.42)

Sustituyendo la siguiente identidad

2
(V-V)V:VV?—VX(VXV)

en la ecuacién anterior obtenemos

ov vz o1
E+V7+;Vp—f(X,t)_Vx(VxV).

Si suponemos que la funcién f y el campo V son el gradiente de alguna funcién escalar, es decir
f=-Vo, V=Vo,
entonces la ecuacién de momentum es

0%, _V? 1
A D, = 0. 14
5tV VP VR, =0 (1.43)

Ya que, en general, la densidad es funcién de la posicién, debemos utilizar las relaciones termodinamicas
desarrolladas en la seccién anterior par poder factorizar el operador gradiente.

\Y

1.4.1. Ecuacion de Bernoulli para una atmodsfera isotérmica
Si suponemos que la temperatura es constante podemos sustituir la ecuaciéon de estado
1 RTy
pp
en la ecuacién (1.43) para obtener

09, V2 RT,Vp
g +V7+

+ VD, =0,
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de donde podemos factorizar el operador gradiente

0d, V?
— +RTp1 d,| =0.
V{8t+2+ olnp+ g}
Lo que quiere decir que
oo, V2
a; + 5 + R Inp + @y = G(t)

es una funcion, a lo més, del tiempo. Si ahora suponemos que el flujo es estacionario entonces

V2
\Y [2 —|—RT01np+<I>g] =0.

lo que quiere decir que la funcién

V3(r)

E(r)= 5

+ RTpInp(r) + @4(r)

tiene el mismo valor numérico en cualquier punto. Para calcular dicho valor suponemos que conocemos el
valor de el campo, de la presién y de el potencial en algin punto rg

E(I‘g) = @ + RTQ lnp(ro) + (I)g(ro) = EO

por lo que la Ecuacion de Bernoulli para una flujo isotérmico es

V2(r)
2

+ RIpInp(r) + @4(r) = Ey (1.44)

1.4.2. Ecuacion de Bernoulli para una atmoésfera adiabatica

Sustituyendo la ecuacién (1.34) en (1.43) podemos factorizar el gradiente:

00, V2
Tt h+®,| =0.
o Tz T

\%

Nuevamente, para un flujo estacionario tenemos que la constante de movimiento es:

V(r
2( ) + h(r) + @,4(r) = Ep. (1.45)
De (1.39) y (1.41) vemos que
~
mm:%%<ﬂﬂ>“
Po
entonces la Ecuacion de Bernoulli para una atmosfera adiabatica tiene la expresién
V() (1)
°p
ol (pp) + B, (r) = E. (1.46)
0

Debido al movimiento de rotacién de la tierra las ecuaciones desarrolladas hasta el momento no pueden
aplicarse directamente. Es necesario extender las ideas presentadas en este capitulo a sistema de referencia no
inerciales para expresar las ecuaciones en términos de cantidades relativas a un observador que esta parado
sobre la superficie terrestre.
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Capitulo 2

Ecuaciones de movimiento relativas a
la tierra

2.1. Ecuaciones en un sistema de referencia fijo a la Tierra

En el capitulo anterior obtuvimos las ecuaciones de balance en un marco inercial X el cual suponemos
colocado en el centro de la tierra. Nuestra tarea ahora es transformar dichas ecuaciones a un sistema Y que
est4 fijo a la tierra, es decir, que rota a una velocidad angular constante ) alrededor del eje Y3.

Para empezar escribimos la base {YA}} en términos de la base {Xj}

Y, =cosf X; +send X,
Yy = —senf %1 + cosf X

Vo= Xy
o en forma matricial
Y. cos® send 0] [X; A )
Yy| = |—senf cosf 0| |X, 6 Yi=RyX;. (2.1)
Y3 0 0 1 X3

La matriz R tiene las propiedades siguientes

det (R) = 1 RRT =1. (2.2)
Ya que el sistema Y est4 girando el dngulo entre los ejes X! y Y estd dado por § = Qt + 6. Por lo que la
matriz R depende del tiempo y, en consecuencia, los vectores base {Yl} también. La expresion del vector de

posicién, en ambos sistemas es

~ PN

R=XX; =Y7Y; (2.3)
usando (2.1) ‘ .
X'X; =Y'R;X; (2.4)
comparando componentes obtenemos la ley de transformacién entre componentes de vectores en el sistema
X y el sistema Y

X' =Ry,Y7, Y7 =R X"

(2.5)
Para calcular la relacién entre velocidades no debemos olvidar la dependencia temporal de la base {YA}} .

Entonces tenemos que el vector velocidad es

AR dXiy,  do o o ,
=X, =YY, =YY, 4V

dR _ dX' dY;
dat  dt T dt

- (2.6)
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para calcular dY;/dt en términos de {YZ} usamos (2.1)

dY; dRjig  dRj .
= X; = Ry, Y. 2.7
dt dt e M 27)
Sustituyendo en (2.6)
dR  dX' L ARy .
— = —X;,= |V 4+ YV —=LRy;| ¥;
at — dt { T | Y
donde q
0 0
dR
ERT: -0 0 0 (2.8)
0 0 0

Si aplicamos la matriz anterior a un vector cualquiera tenemos
0

Q 0
[A1 A As] |-Q 0 0| =[-Q4; Q4, 0].
0 0 0

Este mismo resultado lo obtenemos del siguiente modo: sea el vector €2 = Q (0,0, 1)T entonces

Qx A= EiijjAk = (—QAQ, QAl, O) .

Entonces o o R
V= XiX, = [YJ T ejk,Qkyl} v, (2.9)
Para la aceleracién tenemos
dV d T N
A== g 7 e Y,
= {YJ + 26jlele + ejklelankaY"} Yj (210)

=ay +2Qx v+ QA x (2 xY).

Para el vector gradiente tenemos que

5 O
=X, =—— 2.11
Vx X (2.11)
usando regla de la cadena
. Yk 09
=Xi— == 2.12
Vx =Xi g% oy (2.12)
de (2.5) vemos que
oY’k
- = Ry, 2.13
sustituyendo (2.13) y (2.1) en (2.12)
N 0 - 0

Con lo anterior podemos transformar las ecuaciones de balance. Para obtener la expresién de la densidad en
CE Y utilizamos (2.5) para reemplazar la expresién de las CE X

p(X,t) = p[X = X(Y.1)] = p(Y, 1) (2.15)
por lo que la derivada temporal en ambos sistemas es

dp(X,t) dp(Y,t)
. dt

. (2.16)
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Para transformar la velocidad usamos (2.9)
Vi= [’U] + GJMQkY ] Rﬂ

usando regla de la cadena y (2.13) tenemos

oVt gy ; . ov’ ou? ou?
X = OXi 9y [1}] + ijleY ] R;; =Ry |:8Y] + ejklﬂkéjl] ji = Ry; aijq = B2k (217)
Usando (2.14), (2.16) y (2.17)
dp (Y,t) oI
dt P (Y1) gy Y7 =0
dp (Y,t
% F (Y, ) Vy v (Y,t)=0
dp (Y, t
p(a )y p (Y 0V (Y1) = 0. (2.18)

En el sistema X la ecuacion de momentum es la siguiente

av 1
E"‘r -Vxp—-1f(X,t)=0.

Usando (2.10) y (2.14) tenemos

ay + 2 x v+ OAx {xY}+ —Vy p(Y,t) —£(Y,t)=0

1
p(Y,1)

La expresién de la velocidad angular de la tierra en el sistema Y es

Q=073
entonces R
a1 (Y, 1) = 2072 - 21 = -4 &L 4 £y (Y1)
ay (Y1) +20Y" - QY2 = — L 2D | py (Y t) (2.19)

9
a3 (Y1) = — 57y B + f3 (Y1)

2.2. Ecuaciones relativas a un plano tangente a la esfera terrestre

Consideremos un sistema de referencia cartesiano z'x%x3® con el plano z'x? tangente a la esfera terrestre
en un punto con longitud A, y latitud ¢, como se ilustra en la figura 1.5. La matriz que relaciona a la base

asociada al sistema Y con la base asociada al sistema z'z223 es

—sen A, COS A, 0
R, = |—cosA.sen¢. —senA.sen¢o. cos. | , (2.20)
COS A¢ COS ¢ Sen A\, cos .  sen @,

donde el punto £ = (Af, ¢5, 7). La relacién de vectores base esta dada por
% =Reij () Y. (2.21)
La relaciéon que tienen las componentes de cualquier vector en ambos sistema es la siguiente
A (Y)Y = 4; (%)%,

utilizando (2.21) )
Ai(Y)Y; = A4; X)Reji Y,

19



.(X1 ’x2’x3)=(Y1 ,Y2,Y3)

Y2
P LA
X2

/9 (
X’I Y1

Figura 2.1: Sistemas de referencia inercial X* y primario Y7.

Figura 2.2: Sistema de referencia primario Y* y coordenadas relativas a un plano tangente.
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comparando componentes obtenemos la relacién buscada
Ai (Y) = 45 (%) Reji (2.22)
El vector de posicién esta dado por
R =YY, = (27 + 03;a) %,

donde a es el radio terrestre. Para la transformacién del vector velocidad utilizaremos la expresion

V=v+QxR.
Donde oy
=1y,
usando regla de la cadena, (2.21) y (2.22)
v =ik aglﬂf” R;%; = ik%&jﬂaﬁ&j = #46%; = i %), = W%y (2.23)
La velocidad angular tiene la siguiente expresion en el sistema X p
Q = Q{Xycos ¢+ X3 sen ¢} (2.24)

entonces

QXY = Q {%ycos¢p + X3 sen g} x (xj + 53ja) X; =0 { [(.133 + a) cos ¢ — x° senqb] %1 + 2t sen g%y — zt cos ¢5<3}

(2.25)
Usando (2.23) y (2.25) obtenemos la velocidad en términos de cantidades medidas en el sistema !, 2%, 23
vl w! + 9 [(gc?’—f—a) cos ¢ — x2 senqS]
V2| = w? + 21 Qsen ¢ . (2.26)
V3 w? — 21Qcos ¢

Para la aceleracién se hace algo similar, de la expresién
A=a+20xv+O2xQ xR
se transforma la aceleracién en el sistema Y utilizando (2.21) y (2.22)

dv® ~ dw? . -
a = EYl = WRURJEXJ' = 7Xj.

Ahora se transforma 2€Q x v utilizando (2.23) y (2.24)
Q xv=0{X;co8¢+ Xgsen ¢} x whxy
=0Q {(w3 cos ¢ — w? sen <Z)) %1 + w' sen ¢y —w! cos d)f(g} .
Para la aceleracién centripeta tenemos

Qx QxR =Q{%koc0o8¢+Xzsen¢} x A xR
=02 {f:vlfcl + sen ¢ [(ﬁ + a) cos ¢ — z2 sen¢] Ko — COS P [(x‘3 + a) cos ¢ — z2 sen¢] >“<3} .
Finalmente tenemos

W' + 20 (w® cos ¢ — w? sen ¢) — Q%!
A= [W? +2w'Qsen¢ + N?sen ¢ (3 + a) cos ¢ — a?seng] | . (2.27)
W3 2w QL cos ¢ — Q0 cos ¢ [(z3 + a) cos ¢ — x? sen ¢
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La transformacion de gradiente es como sigue

~ 0 . 0x) 0 . 9] . 0 . 0
Para transformar la ecuacion de continuidad
dp (R, t) o'
_— R,t - =0
o TPR1) o
utilizamos (2.22) y la regla de la cadena.
' owl o dxFow Bij“R__ B 8wj5_ _ow?
oYl Oyl T gyigzhk U ggk TN T gk IR T ggi
Entonces la ecuacién de continuidad en el sistema z', 22, 2% queda
dp (x,t) ow'
_— , - =0. 2.29
g Trt) 5 (2.29)
Para transformar la ecuacion de momentum
1
a+20xv+OAx (2 xR)=———Vyp+g+f(R,t
( ) p (R, 1) (R.2)
utilizamos (2.27), (2.28) y la regla de la cadena. Por lo que tenemos
W' + 20 (w® cos ¢ — w? sen ¢) — Q%zt = _p(i,t) % +ag1 + f1(x,1)
Ww? +2w'Qsen ¢ + N2 sen ¢ [(IS + a) cos ¢ — x2 sen¢] = —ﬁ% + g2 + fa (x,1) . (2.30)
W3 —2w'Q cos ¢ — 02 cos ¢ [(x?’ + a) cos ¢ — a2 sen¢] = —ﬁ% + g3+ fo (x,1)

Que es la ecuacién de momentum relativa a un plano tangente a la esfera en el punto & = (Af, df,7¢).
Para simplificar las ecuaciones anteriores despreciamos los términos que contengan 2 pues se consideran
pequenos con respecto a los demds. Ademads consideramos que la tUnica fuerza volumétrica de importancia es
la gravedad, que en este caso tiene la expresion

2
a . GMr
8="93 (zi + diza) X; 9= 7

a
donde G es la contante gravitacional, My es la masa terrestre, a es el radio terrestre y
2 2 3/2
r = [(ml) +(2%)" + (® +a)?
Con esto obtenemos la ecuacién de momentum

1 op 2.-3.1

! 4290 (w3 cos ¢ — w? sen 9) = "o dal ga r—°x (2.31a)
1
W? 4 2w'Qsen ¢ = oD % — ga’r32? (2.31b)
-3 1 1 9p 2,,-3 (.3
W —2w Qcos¢:—p(x t)@—gar (z° +a). (2.31c¢)

2.3. Ecuaciones de momentum aproximadas y su region de validez

El problema de la validez local de las ecuaciones de momentum fué senalado por McVitte en 1948 [21] y
replanteado por Nunez [27, 29, 28] en afios recientes.

Es necesario hacer notar que en la literatura convencional de meteorologia, se utiliza la aproximacién para
la aceleracién de la gravedad

g = —gXs.
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con esta aproximacion las ecuaciones de momentum quedan

. . 1 0
W' + 20 (w3 cos ¢ — w? sen ¢) = T 87;:1 (2.32a)
2 4 2wl Qseng = P 2.32b
w* + 2w senqﬁ——p(x’t)@ (2.32b)
20! Qeos ¢ = ——— 0P 2.32
W’ —2w COSQS__p(x,t)%_g' (2.32¢)

Para mostrar que los términos que se han omitido en (2.32) son los dominantes, a partir de 100 km, mostramos
la tabla (2.1) con los érdenes de magnitud de los términos de (2.31).

du [ _19p o | fap | 9@’z
dt p Ozt +fU ‘ fLU ‘ r3
L o Ap fu U

L pL L_
10 [ 107 1072 1072 10°° 109
105 11073 1072 103 10=* 107!
10* | 1072 107! 107* 103 1072

Cuadro 2.1: Magnitudes en ms=2 de los términos de las ecuaciones de momentum. Donde L(m) es la escala
horizontal, U =10ms~!, H = 10*m , f = 2Qsen¢, ¢ = 45°, g = 10ms™2, 1 = L/2, 2o = 23 = 0,

- \/:W7 a = 6378km

Para estimar la regién de validez se utiliza (2.31) y (2.32) con el fin de obtener la presién de una atmaésfera

isotérmica en reposo con respecto a la tierra, con la condicién p(z; =0) = po. Esto es, resolvemos las
ecuaciones
1 dp ga® '’
—— = 2.33a
p dx? RT r3 ( )
1 dp g
—— = 2.33b
p da3 RT ( )

La expresién de la densidad la obtenemos de la ley de gas ideal p = p/RT . Las soluciones a las ecuaciones
(2.33a) y (2.33b) son, respectivamente

e = poete(17%) (2.34)
pa =poe " (2.35)

con b = g/RT. Donde (2.34) es la presién en cualquier parte de la esfera terrestre con superficies esféricas de
presién constante y (2.35) es la presién aproximada, la cual es constante en el plano 23 = cte. Con estas dos
ultimas expresiones calculamos la presién sobre la esfera terrestre

bla—y/a2—&2
PE =Po pAZp06< 5)
donde ) )
I &= (@) + ().
Entonces, el error relativo es
Ap =24 1] x 100
PE

Ap =100 {eb(“‘\/m) - 1] . (2.36)

Si usamos los valores g = 9,8 ms=2, T = 300 K, R = 287 J/kgK, a = 6378 km se obtiene b = 0,11382 km~1.
En la figura (2.3) se observa la dependencia de el error relativo con la distancia del origen a un punto sobre
el plano 23 = 0. De aqui se puede ver que, si el error maximo permitido es de 5 %, entonces la regién méaxima
es de un radio de 75 km por lo que el dominio horizontal maximo es de 150 km x 150 km .

23



2.4. Ecuaciones en coordenadas curvilineas ortogonales s’ defini-
das en el sistema primario Y

Para obtener las ecuaciones de mometum en coorenadas curvileneas seguimos el formalismo de matrices
de rotacion usado en [27, 28]
Consideremos que las coordenadas Y* dependen de otras coordenadas s's?s®

Y'=Y"(s', s %) =Y (s) (2.37)
donde no aparece explicitamente el tiempo ¢ (ver figura 2.4) de manera que
R=R(s,t)=Y"(s)Y;(t). (2.38)

La base covariante 7; se define por

OR Y 7
L= 2 ) = _Y . 2.39
T <8sz>t ost 7 ( )
y los factores métricos h; por

Consideremos que el sistema curvilineo s es ortogonal, esto es, los vectores unitarios

Si=-— (sin sumar en i) (2.40)
hi
forman una base ortonormal,
S;+8; = 5”

2,83 es tal que los vectores ' obedecen la regla de la mano derecha,

Ademis supondremos que el orden de s!, s
S; X 85 = €k Sk (241)

de manera que la base s; es una rotacién rigida de Y1,Ys, Y3. Esto implica que existe una matriz de rotacién
R tal que

§ =R, Y, (2.42)
satisface det (R) =1y
RRY =1 6 RyRyj = dix (2.43)
de donde se obtiene o )
La relacion )
) N
nens =20y, (245)
nos da )
N 190Y7 5
S, = E@Yj (sin sumar en ). (2.46)

Comparando con (2.42) obtenemos las componentes de R:

1 9Y7
R = D8 (sin sumar en 7). (2.47)

La matriz Jacobiana J de la transformacién (2.37) es

oYy

b = s

(2.48)
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y el Jacobiano correspondiente es
J = det(.,]]ij) =Ty (7’2 X 7'3)
= h151 . (hQSQ X thg)
= hihshs.
Ahora consideremos la transformacién de operaciones vectoriales para obtener las ecuaciones de movi-

miento en las coordenadas s':
a) Para la transformacién de las componentes de un vector consideremos

b=b (Y)Y, = (s)8;.
Sustituyendo (2.44) obtenemos _ _
b (s) = Ryy b (¥). (2.49)

y, usando (2.43), '

En particular, para el vector de posicién
R = [R]\S =Y (5) Y, (¢)
tenemos . .
[R], =Ry; Y7 (s).

Para el producto vectorial
axb=c

consideremos
a:algi b:b]/S\j c:cl§l s

entonces
i1~ ~ I
a't! sy X855 =c' 5,

multiplicando por S+ y usando (2.41) se obtiene
¥ =eijp a't? (2.51)
lo que significa que podemos usar la formula del determinante para calcular a x b,
81 S S3
axb=|a a2 a3z |. (2.52)
b1 by b3
b) Para obtener la expresién de la velocidad

Vz%:v—i—ﬂxR

en el sistema s7 comenzamos por la transformacién de la velocidad v relativa a la Tierra:

v=YiY =Y, %Yi (s) =Y; 88}5/; & (usando regla de la cadena)
donde aparece la definicién (2.39), por tanto
v=r; & (2.53)
Sustituyendo (2.45) obtenemos
v=8; v con v/ =h;§ (sin sumar en j) (2.54)
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siendo v7 las componentes fisicas de v en la base §; y

§ = W (sin sumar en j) (2.55)
J

son las velocidades generalizadas. Para el término 2 x R usamos (2.52)

. s1 82 S3
OQxR=Q8§ xRS =] @8 @ 0 (2.56)
[R]; R [R)
donde las componentes ) estédn dadas por
] 0
Qs =R| O
Q?’ s Q Y
c) Para la aceleracién tenemos
av
A:E:a—kQﬂxv—ka(ﬂxR).
(i) Para transformar la aceleracién relativa a la Tierra
a= o (Y)Y,

usamos la relacién (2.50) entre componentes fisicas de v en la bases ?j y S;, a saber,
v (V) = Ryj v (s).

Derivando ]
. . . .
' (Y) =Ry v (s) + Ri; v* (s)
y usando (2.44) se obtiene

a= (Ri]‘ 1}1 + RU ’Ui) Rkj /S\k = (Rinkjf}i + Rkj Rijvi> /S\k = (Uk + Ry ]Rz j’l}i) /S\k

donde identificamos a las componentes fisicas a* de a,

a=d"s;,, (2.57)
a saber, o
a® = 0% 4+ Ry R0 (2.58)
expresion que tiene la forma matricial
al ol . ol
a> | =1 9 | +RRT | »? |. (2.59)
ad 03 v3

(ii) El calculo de la matriz antisimétrica RRT se hace con la regla de la cadena

d . OR

donde §™ se expresa en términos de las componentes fisicas de v [ec. (2.55)], en esta forma

n aRT
v R

RRT = —
hy,  0Os"

(2.60)
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donde sélo hay que calcular explicitamente las matrices antisimétricas

RT
Ra .
Os™
(iii) El término © x v se calcula en la forma usual
S1 S S

Axv=Q's; xv's; = Q' 0 O

vl w2 3

mientras que € x (2 x R) puede calcularse en forma andloga.
d) Para transformar el operador V introducimos la base contravariante

0 =Vs; =Y/ 38;1] (2.61)
El par de bases 75, 7n" es reciproco, es decir, satisface
N, =0 . (2.62)
En efecto, tenemos . ' 4
Usando la reciprocidad es facil obtener
) 1 . . .
n' = h—isi (sin sumar en ) (2.63)
Si = hin' = h;Vs'  (sin sumar en 7). (2.64)
Asi, la transformacién de V es inmediata
5 0 5 08t 0
V=Y"% = Y ovios
donde aparece la definicién (2.61), por lo tanto
Vzﬁgi (2.65)
y usando (2.63) obtenemos
V=§%£r (2.66)
e) Para la transformacién del operador V- usamos la identidad
1 PO
Si = 5 €ijk 8j X Sk (2.67)
la cual es facil de demostrar, junto con
V- fb=Vf-b+fV-b (2.68)
V(' xn®) =V (Vs xVs*) =0 (2.69)

la ultima identidad se obtiene de V- (axb)=b-[Vxal—a-[V xb]y VxV f=0. Si tenemos
b=10b'%;
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entonces

1 .
V-b= 26k V- (b'S; x Sk) [usando (2.67)]
= LV (b o x do (2.64
= S€isk < (hjhib" 97 x n¥) [usando (2.64)]
1 . .
= ek [(Vhihed) - (7 x n*) +0] [usando (2.68), (2.69)]
L e V) - (xS fusando (2.63)]
= 26”1,3 ik hj hk usando .
1 L
=V (hjhib') -8 [usando (2.67)] (sin sumar en j, k)
e
2 (hjhib’) [usando (2.66)] (sin sumar en j, k)
= hyhyh 05tV OE ' 1
Por lo tanto
V-(b's) = #i (hjhyb") (sin sumar en j, k)
hjhkhi s’ 7 ’
1 0 0 0
= ———— | =< hahsb' + S hihsb® + ——hihob?| . 2.
h1h2h3 881 273 8 2 3 8 32 ( 70)

La expresion anterior toma una forma compacta si usamos las componentes b; de b en la base 7; conocidas

como componentes contravariantes, ‘
b= bﬁ,n— . (2.71)

De acuerdo con

la relacion entre componentes fisicas b" y contravariantes b es

b = h; b, (2.72)
% bi
b, = W (2.73)
Usando (2.72) en (2.70) se obtiene
1 ) 10 :
b=———— | s h1hohsb) + hhhb2 hihahsb bi . 2.74
\% Tiihahs | 91102l 5gz nh2lts 83123 J81J (2.74)

Comparando (2.53) con (2.71) concluimos que las velocidades generalizadas $7 son las componentes contra-
variantes de v, con lo cual (2.74) conduce a

10

S aa (2.75)

Vv=—

f) Para el operador % solo usamos la regla de la cadena
d 0 .0
— = <) + § —. (2.76)

Usando (2.55), (2.54) y (2.66) obtenemos

a v 0 .10
J = — =" — =vVv-
Ost h; Ost v h; Ost VeV
con lo cual (2.76) toma la forma
d %) vt 0 0
dt_<8t>s+ h1881_<6!t>€+vv . (277)



g) Para la ecuacion de continuidad,

dp
%—FpV-V—O,

tenemos (2.70) y (2.76) 6 (2.77). Con tales expresiones obtenemos la forma flujo de la ecuacién de continuidad,

op B
(at>s“v‘V'pV—0.

Para la ecuacion de momentum,
1
a2 xv+OAx (AxR)=—-Vp+g+T{,
p

tenemos a = a’s; con a’ dada por (2.58,2.59), la aceleracién de Coriolis esta dada por (2.52),

S 8 83
Qxv=|Q Q* Q3

vl 0?2 3

y la aceleracion centripeta €2 x (€2 x R) se puede calcular como la de Coriolis. Para Vp y g tenemos

_ _ o 109
g_V(bg _SZE Dsi

2.4.1. Ecuaciones en coordenadas esféricas A\, ¢, r

En el sistema de referencia primario Y!'Y2Y3 definimos las coordenadas esféricas A, ¢, r como se aprecia
en la figura (2.5). Las ecuaciones de transformacién entre las coordenadas de ambos sistemas son

Y! =rcos¢pcos A Y? = rcos¢sen A Y3 = rsen¢, (2.78)

el vector de posicién estd dado por
R=Y? ?l =r {cosaﬁ (cos Y 1 +sen A ?2) + sen ¢ ?3:| . (2.79)

Con la definicién siguiente
st = s?=0¢ $=r

la base covariante 7; (2.39) esta dada por

R ~ JR

= — =~hy A\ :7:h/\ 'r:i:h’r ) 2.
(Sl W C Ll o & Tr= 4 r (2.80)
donde
hy = rcos¢ he =1 h, = 1.
De (2.40) obtenemos la base ortonormal 8,
st=2 $2=4¢ B=r
a saber,
A Y!
é | =RMNo)| Y2 (2.81)
3 Y?
donde
—sen A cos A 0
R(M\¢)=| —sengcosA —sengdsen cos¢ . (2.82)
COS ¢ cos A cos¢sen A sen ¢
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con lo cual el vector de posicién (2.81) toma la forma
R=rT.

Para la velocidad tenemos
V=v+OxR

donde la velocidad relativa a la Tierra
Vv=ult+vo4+wr

tiene componentes fisicas (2.54)
uz).\h,\:)'\rcos¢ v:qﬁhqg:qﬁr w=r

y las componentes contravariantes estan dadas por

u . )
~ rcosd =7 rew
Para la ecuacion de continuidad p
D
ar v =0
gt +pV-v
tenemos las ecuaciones (2.76) y (2.77)
d_0 40 0 0 0 w9 vd 0
dt — Ot O\ 0¢ or Ot rcospON 1O or
y la ecuacién (2.70)
~ ~ o 1 0 0 0
V.-v=V- (u)\—&—U ¢+ w r) = m (a)\r u+ %rcos¢v+7r2(zos¢w
De acuerdo con la figura (2.6), la velocidad angular terrestre es
Q=0 ($COS¢ +?sen¢) .
Para la aceleracion relativa a la Tierra N R
a=a\+agd+a,r
tenemos (2.57-2.59). Calculando
0 _ utan 10) u
T d cORT L ORT t v
RR" =R SRT (A, ¢) =R (A + ¢=— | = | wtané v
7= 00 =% (Mg 650 ; ;
u v
—— — 0
r
se obtiene
0 _utan¢ u
ay U r r
ag _ 0 n utan ¢ 0 v
ar & T v
r r

o en forma escalar

ay = U — uv + —
T r
. tang  vw
a¢:v+u27+f
r r
u? 4+ v?
ay =W —

(2.83)

(2.84)

(2.85)

(2.86)

(2.87)

(2.88)

(2.89)

(2.90)

(2.91)

(2.92)



Figura 2.5: Sistema primario Yy sistema de coordenadas esféricas A¢r.

Y3

Plano Y'Y?

Figura 2.6: Descomposicion de 2.
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En este sistema de coordenadas, la aceleracion de Coriolis tiene la siguiente expresién

Qxv=0Q (ggcosqﬂr?send)) X (uerquSer?)

N R (2.93)
=Q(—vsen¢ + wcos P) A + Qusen ¢ ¢ — Qu cos ¢r,
y la aceleracion centripeta €2x (€2 x R) se puede definirse como el gradiente de el potencial
Q2
b, = 77"2 cos? ¢. (2.94)
Usando la ecuacién (2.66)
~ 1 9 ~190 _0
V=A\—— - — 2.95
rcos¢8A+¢r8¢+r8r ( )
obtenemos
OQx (2 xR)=-Vo. = —9—2 (;Aﬁlg —&—i'\g r? cos® p = V?rcos¢ (gserub —?cos¢) (2.96)
N 2 r O¢ or N ’ '
En el caso particular de una Tierra esférica tenemos que el potencial gravitacional es
R?
@4(R) =g-7, (2.97)
por lo que el vector de aceleracion gravitacional es
X9 19 9 R?
R)=V®, = —— - — | ®, = —g —2T. 2.98
8(R) g <TCOS¢8A+¢T(9¢+r8r> g g T2r ( )
Entonces las ecuaciones escalares de momentum son
du wv UwW 1 10p
— - —t — —2Q 2Q =— -—=
dt r ang + r vsen ¢ + 2w cos ¢ rcos¢ p OX
d t 110
—U—i—uQ an(b+w+29usen¢+(22rcos¢sen¢:—ff—p (2.99)
dt r r r p Op
d 2 2 10 R?
d—ltu _ v —:v — 2Qu cos ¢ — Q%1 cos® ¢ = —;a—f -9 T—; .

Para simplificar la ecuacién (2.99) se considera que los términos con Q2 son pequeiios comparados con los
demds. Ademds, también se considera que la unica fuerza de volumen de importancia es la gravedad.

2.4.2. Ecuaciones en coordenadas curvilineas esféricas x, vy, 2

Las coordenadas curvilineas esféricas se definen por
Ts =acosd (A— A) Ys = a (P — de) Zs =T — a. (2.100)

Estas coordenadas constituyen basicamente un reescalamiento de las coordenadas esféricas A¢r y miden el
desplazamiento de una particula a partir de un punto de referencia con coordenadas esféricas (A., e, = a)
como se aprecia en la figura (2.7).

Despejando obtenemos

Ts

A= acos [% +¢c]

+ A 6=L 44 r=zeta (2.101)

donde
a = radio de una esfera que aproxime a la Tierra.
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Y1
Figura 2.7: Coordenadas curvilineas esféricas xs, ys, 2s-

Los vectores base unitarios coinciden con aquellos en coordenadas esféricas,

~

e = A V=0 Z, =7 (2.102)
y los factores métricos correspondientes son

7 COS @

hy = h, =1 (2.103)

r
a cos ¢ a
Para obtener expresiones en el sistema s ys z; basta con usar las expresiones en coordenadas esféricas y las

relaciones

0 Oxs 0 0
i — — 2.104
N~ ox D, - V% gy, (2.104)
0 9ys 0 a 0
¢ 9¢ dys Ays
0 0z 0 _ 0
or  Or Oz 0z,
Por ejemplo, para el gradiente
~ 1 0 ~10 . d _ acos¢p. O a0 __ O
= il - — =%, = s — 2.105
v rcos¢ O +¢7’8¢ +r8r x 7 COS ¢ 8xs+yr6ys+z 0z ( )
De acuerdo con (2.85) y (2.105) el vector de posicién es
R=(z+a)T, (2.106)
y la identidad (2.106) implica que las componentes fisicas de la velocidad relativa a la Tierra
V = 0sXs + VYo + VsZs (2.107)
coinciden con aquellas en coordenadas esféricas
Ug = Uqg Vs = Uq Wy = Wq . (2.108)
Las relaciones entre velocidades generalizadas son
. : a CcoS @
Ty = aCOS P\ = ——— U, (2.109)
7 COS @
Ys = a (b = - Vs
r
Zs = T = Wy
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En la ecuacion de continuidad

dp
v ev =0
i +pV-v
tenemos
4_9, s 2y n 2452
dat ot * or, | oy, T o, (2.110)
0 n acos ¢, 0 n a 0 n 0 '
= — Ug — g w
ot rcos¢  Oxs r "0y 0z
y para V - v sustituimos r = z; + a en lo siguiente
1 0 0 0
V-v= m a cos gf)ca—xsrus + aa—ysr cos P + a—zsrz COS ¢ Wy
_acos . Oug a 0 (vscos puy) n Ow, n 2ws~
rcos¢ Org 7 COS ¢ Ys Ozs 1

En el caso particular de una Tierra esférica tenemos r = z; + a las ecuaciones escalares de momentum son

d s sUs sWg S c1 6
Us _ Us tanqﬁ—l—ﬂ—QQUSsenqﬁ—i—QQwSCOS¢:—aCObgZS -9
dt T r rcos¢ pOoxg
dug ytang  wvews a Op

uy + + 2Qug sen ¢ + Q?r cos psen p = ——
dt r r r QYs

d s 2 2 10 RQ
v —M—29u3005¢—ﬂ2rc082¢:—7 P g —.
dt r p 0z r?

(2.111)

2.5. Ecuacién de Bernoulli en un sistema fijo a la Tierra

Consideremos los sistemas de referencia inercial X', X2, X2 y primario X =Y Y =Y?2 Z=Y3. La

relacion entre las velocidades V y v es
V=v+QxR

donde v es la velocidad relativa a la Tierra. Para obtener la ecuacién de Bernoulli en términos de cantidades
relativas a la Tierra conviene tener presente los resultados siguientes.

Proposicion 2.1 FEl término 2 x R no puede representarse como el gradiente de un campo escalar.

En efecto, en el sistema de referencia primario tenemos £ = 2 zZ y por tanto
QxR=0Zx (XX+YY+22) =0 (-yX+XY).

Supongamos que existe un potencial ®q que satisface la relacion Q2 x R = V®q la cual equivale al par de

ecuaciones

00 00

Integrando la primera ecuacién

g =—-QYX + f(Y)

y derivando la ecuacion resultante con respecto a Y’

oy dy

0P o (V)

se llega a una contradicciéon

af (Y) _
S = 20X

Corolario 2.1 . Los flujos V y v no pueden ser simultaneamente potenciales.
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En efecto si tenemos V = V@, v = V®,, entonces V—v = V (&y — &,) = Q@ x R lo que contradice la
proposicién anterior.

En ausencia de fuerzas distintas a la presién, la ecuacién de movimiento [ec. (1.64)] de una particula

respecto al sistema ', 22, 23 es

1
a+29xv+QX(QxR):—;Vp+g.

En términos de los potenciales asociados a la aceleracién centripeta y la aceleraciéon gravitacional,
Ox (2 xR)=-Vo, g=Vo,,

podemos escribir
1
a+20xR=—--Vp+Vo
P

donde definimos
=P, + P..

La aceleracion a, relativa a la Tierra, puede reescribirse como sigue

dvt ot Ovt ovt ot

a= E X; = Eﬁi‘FUJ@Xi = Exi—‘r(V'V)Uiﬁi = EXZ‘—"—(V-V)V,
donde 9
* or
sustituyendo lo anterior en la ecuacién de movimiento obtenemos
ovt 1
Exi—l—(v-V)v—&—Qva: ——Vp+ Veo. (2.112)
P

Es facil ver que tiene lugar la identidad

2

(V-V)VZV%—VX(VXV)

con la cual (2.112) toma la forma

ot . 1 v?
—Xi+-Vp+V |——®| =vx[2Q2+V xv]. (2.113)
ot P 2

Si 2 son las coordenadas instanténeas (o Eulerianas) de una particula, las coordenadas = = z |;, en un
instante dado tg son las correspondientes coordenadas Lagrangianas. Si conocemos las componentes v* = &* de
la velocidad v = v'X; en su forma Euleriana v'(¢,z"), podemos recuperar la forma en la que las coordenadas
x' dependen de t y x{, resolviendo el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

dz?
dt

=v'(t, ") coni=1,2,3

sujeto a la condicién inicial
x|y = Th.

Si el tiempo aparece explicitamente en v’ (¢, 2*), entonces, en general, particulas que pasen por un mismo punto
z¥ en instantes diferentes, tendran trayectorias diferentes, mientras que en el caso auténomo o estacionario
v? = vi(a?), las trayectorias de particulas que pasan por el mismo punto coincidirdn.

Dado que estamos interesados en la descripcion respecto a la Tierra diremos que un flujo es estacionario
si las propiedades medidas en un punto fijo respecto a la Tierra, no cambian con el tiempo. Por ejemplo, si
el campo Vv es estacionario, la forma Euleriana de sus componentes v* no depende explicitamente del tiempo,

v’
ot

:0,
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de manera que

Sean Qq(t, z{) y Q(t,z) a las formas Lagrangiana y Euleriana, respectivamente, de una propiedad Q de una
particula. Tenemos

Qo (ta x%)) = Q(t7 xl)

y derivando obtenemos

d_ 99
Q=75 tv- Ve (2.114)

Si suponemos que (i) el flujo es estacionario y (ii) el valor de @ dentro de cada particula de fluido no cambia
con el tiempo, entonces

09
— =0
Qo ot
con lo cual (2.114) se reduce a
v-VQ(r) =0 para cadar. (2.115)

Reciprocamente, si la ecuacién (2.115) se cumple y el flujo es estacionario, entonces la propiedad Q no cambia
en el interior de una particula mientras ésta se mueve o, equivalentemente, Q tiene un valor constante sobre
la trayectoria de cada particula,

Q |r0: Q |r
Consideremos un flujo potencial v = V®,, con densidad constante p = pg. Entonces V.xv =0y
2. ot 8 0, < 0 09, 0,
Yot T Mot oxt T oxi ot ot

con lo cual la ecuacién (2.113) toma la forma

0, 2
v P2 —2v x Q. (2.116)
ot Po 2
Multiplicando por v- se obtiene
0®, p 02
-V — 4+ —=—-®| =0. 2.117
v { a2 ] ( )
Dado que el flujo puede ser no estacionario la funcién siguiente
02
B= 0,
ot Po 2
puede depender explicitamente de t,
E=FE(tr)
con lo cual tenemos IE  OF
—_— = VE
a o Y
pero v - VE = 0 por (2.117) por tanto
dE  OF
dt ot

de donde no podemos inferir que el valor de E es constante sobre la trayectoria de una particula. Esto parece
contradecir a las ecuaciones de Bernoulli obtenidas en un sistema de referencia inercial, pero la contradiccién
sblo es aparente ya que si v es potencial el campo V dado por V = v+ £ x R no es potencial . Si en adicién
a las hipdtesis iniciales supondremos que el flujo es estacionario podemos concluir que la funcién

— 3 (r) (2.118)



es una constante de movimiento para cada particula, es decir, es constante sobre la trayectoria de cada
particula.

El ejemplo anterior muestra que la hipdtesis de flujo potencial no permite simplificar la ecuaciéon de
movimiento (2.113) ya que sobrevive el término no-inercial £ x v el cual se anulé multiplicando (2.116) por
v- , pero tal operacién también anula al término v x V x v sin necesidad de suponer que el flujo es potencial
lo que nos lleva a reformular el ejemplo anterior como sigue.

2.5.1. Flujo isocoérico

Si el flujo es estacionario en todas sus propiedades y la densidad es constante p = py, la ecuacién (2.113)

toma la forma )

V{p—ky—@} =vXx[22xVv+VXxV].
po 2

Multiplicando por v- , se obtiene

2

V~V[p+v—<1>} =0
po 2

de donde se concluye que la funcién E(r) (2.118) es constante sobre la trayectoria de cada particula (propo-

sicién 5).

Para obtener otra formulacién de la ecuacién de Bernoulli sustituyamos la hipétesis de densidad constante
por la de flujo adiabético o isoentrépico. De acuerdo con la hipétesis de equilibrio local, la segunda Ley de la
Termodindmica en su forma (1.32) es valida, sélo que ahora las funciones termodindmicas son funciones de
las coordenadas ! relativas a la Tierra y del tiempo t. Por ejemplo, para la entalpia tenemos h = h(t,z%) y

on oh
dh =" .
ot "t o

dzxt.

Usando la expresién de V en la base X; y dr = X; dz’ podemos escribir

oh
dh = — dt h - dr.
N +V r

Si el flujo es estacionario tenemos simplemente dh = VA -dr.

2.5.2. Flujo isoentroépico
Consideremos un flujo estacionario e isoentrépico. Para un flujo estacionario la ecuacién (2.113) se reduce

1 v?

Si el flujo de calor es nulo en cada punto del fluido la segunda ley (2.114) se reduce a dh = dp/p que equivale

1
a Vh = —Vp con lo cual se obtiene
P

2
V[h+”2—<1>]:v><[2n+V><v].

Multiplicando por v- se concluye que la funcién

2
Ep(x)=h(r)+ 2 Z(r) —®(r) (2.119)
tiene una valor constante sobre la trayectoria de cada particula
2 2
{hﬂ;@} - [h+v2<1>] (2.120)
ro r
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2.5.3. Flujo isotérmico

Consideremos un flujo estacionario de gas ideal isotérmico, es decir, con temperatura constante, flujo que

puede ser no-potencial. Usando la ecuacién de estado p = RTp (T = cte.) obtenemos

1 RT
-Vp=—Vp=RT Vinp=V RT Inp
p p

y (2.113) toma la forma

2

v RTlnp—i—%—@ —vx[20+V xV].

Multiplicando por v- concluimos que la funcién

_ vi(r)
E(r)=RTInp(r)+ ® (r)

tiene un valor constante sobre la trayectoria de cada particula,

v? v?
RT Inp + 5~ @} = {RTlnp—l— 7~ i)
ry

r2

2.6. El problema primario V - pyv =0

(2.121)

(2.122)

El conjunto de ecuaciones de Poisson (1.39-2.121) junto con la ecuacién de Bernoulli (2.120) es importante
ya que permite obtener las funciones termodinamicas de cada particula de fluido a partir del campo de

velocidad v(r) y dos valores pgp y Too en un punto arbitrario rog.

Proposicién 2.2 Si conocemos el campo de velocidad v(r) de un flujo ideal, estacionario e isoentrdpico en
cada punto v del espacio y un par de valores (poo,To0), ¢ (Poo,Too) 6 (Poo,poo), entonces podemos calcular

cada variable termodindmica en cada punto del espacio.

Un resultado similar puede enunciarse en el caso de un flujo ideal y estacionario con densidad constante
6 isotérmico. Esto enfatiza el bien conocido hecho en hidrodindmica que el campo de velocidad v es una
de las variables fundamentales. El problema es, entonces, el calculo de v. En todo este capitulo no hemos

considerado la ecuacion de continuidad

dp _q o« Or _
EerV-v—O 6 E+V~pv—0.

Si el flujo es estacionario se reduce a
V-pv=0

y si consideremos que las variaciones de la densidad son pequetias con respecto a un valor de referencia pg(r),

podemos considerar la ecuacion

V-pov=0
que debe resolverse con la condicién de frontera

v-n=20

(2.123)

(2.124)

sobre las fronteras sélidas, donde n es un vector normal a dichas fronteras. Afortunadamente podemos obtener
una solucién completa de las ecuaciones hidrodindmicas. (2.123,2.124) en regiones con una simetria razonable.
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2.7. Modelo elipsoidal terrestre

Los datos de elevacion del terreno (la topografia) estén definidos con respecto a un elipsoide como superficie
de referencia [14]. Consideremos, por ejemplo, el elipsoide de referencia W(GS84 (abreviatura de ”World
Geodetic System 1984”) con ejes

a = 6378,137 km b = 6356,753 km,

donde consideramos que el radio ecuatorial del W (G.S84 coincide con el de la esfera S,. Aunque la diferencia

relativa entre a y b es muy pequena,
a—b
=3x1073,

la diferencia absoluta
a—b=21,384 km

tiene el espesor promedio de la troposfera. Es por esta razon que el modelo esférico no es el mejor modelo
para estudiar la dindmica atmosférica a nivel global.

Algunos autores como Belinskii [1] o Holton [13] han sefialado que la aceleracién centripeta se puede incluir
en la definicién de un modelo elipsoidal terrestre para que tal superficie coincida con una superficie de presion
constante, sin dar detalles del calculo correcto del modelo elipsoidal y su potencial gravitacional. Después de
una discusion sobre el asunto Belinskii y Holton usan las ecuaciones de conservacién en coordenadas esféricas
(1.4), que omiten los términos con 02, sin estimar su regién de validez y como si fueran adecuadas a escala
planetaria.

La verdadera superficie terrestre, conocida como geoide, se define a partir de una superficie de referencia,
la cual a su vez se define a partir de la fuerza que actia sobre un objeto localizado sobre dicha superficie de
referencia. De acuerdo con la 2a. ley de Newton la aceleraciéon de una particula con respecto al sistema de
referencia primario Y, Y2 Y3 fijo a la tierra es

1
=—F-20xv+g—-Ox(QxR)
m

donde F es la resultante de la fuerzas distintas a la aceleracién gravitacional g, las fuerzas inerciales de
Coriolis y centripeta. La aceleracion g estd dada por

g =VGYV

/ dM(R/)
[’ -R

La aceleracion centripeta puede escribirse como el gradiente de una funcién,

donde V el potencial gravitacional

1
—Ox(QxR)=V 592()(2 +Y?),

en esta forma podemos reescribir
g—Ox(AxR)=VW

donde definimos el potencial gravitatorio
1
W=GV+ 592(X2 +Y?).

En la definicién formal del modelo matematico terrestre se considera que el eje Z del sistema fijo a la tierra
coincide con el eje de rotacién terrestre [5], [14].
Definicién. El modelo matemdtico terrestre o superficie de referencia es un elipsoide £ con las propiedades
siguientes: (i) cuya velocidad angular coincide con la de la tierra Q@ = QZ, (i) su ecuacién cartesiana tiene
la forma

X2z vy Zz?
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(iii) contiene una masa M que genera un potencial gravitatorio W, y (iv) los pardmetros a, b, ¢ son tales que
la funcién potencial W es constante en £.

Nota. Durante el siglo XIX se comenzaron a proponer modelos elipsoidales de la tierra y a la fecha hay
numerosos elipsoides de referencia £ definidos para aproximar la verdadera superficie terrestre (geoide) en
alguna regién de interés. Sin embargo, los satélites artificiales han proporcionado datos suficientes para
definir un modelo elipsoidal global con pardmetros a, b, GM y € més precisos. Por ejemplo, los pardmetros
del WGS84,

a = 6378137 m b = 6356752,31424m

y los del Geodetic Reference System 80 (GRS80),
a = 6378137 m b =6356752,31414m

son los mismos para cualquier aplicacién en modelacién atmosférica [14]. Por tal razdn, al hablar del elipsoide
de referencia £ nos referiremos al mejor elipsoide definido con la informacion disponible en el momento de
leer este reporte.

De acuerdo con el desarrollo multipolar

IR-R| ™ =rt (12 =207 =7 Y Pal0C,
n=0
donde P, son los polinomios de Legendre y
7! R R
C = - X = 7 0
r rr

el potencial V tiene la forma
VR)=r"'M+0(r?)

con la cual se obtiene el comportamiento asintético

lim rV(R) = M. (2.125)
T—00
Ademsds, V es una funcién arménica en la regién exterior al elipsoide &, es decir, satisface la ecuacién de

Laplace
V2V =0 para (X,Y, Z) fuera de £. (2.126)

Podemos resumir la definicién del elipsoide de referencia £ como la superficie (i) en la cual W es una constante

Wle .
WZGV+§QQ(X2+Y2) = W, para (X,Y,Z) en €&, (2.127)

(ii) V satisface (2.125) y (2.126). Existe una expresién de V que satisface estas condiciones para un conjunto
dado de pardmetros {a, b, ¢,Q2, M} en términos de integrales elipticas. Por otro lado, la informacién del campo
gravitacional terrestre sugiere que el geoide puede aproximarse por un elipsoide de revolucién £ con a = c.
En lo que resta del trabajo consideramos, por simplicidad, que la Tierra es una esfera aunque el plante-
amiento es vélido para un modelo elipsoidal.
Una deduccion detallada de las ecuaciones de movimiento considerando el campo gravitacional y la geo-
metria de un modelo elipsoidal terrestre se da en [26].
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Capitulo 3

Simplificacion de las ecuaciones
basicas

El objetivo primario de éste capitulo es obtener simplificaciones de las ecuaciones de movimiento para
flujos atmosféricos con escalas espaciales horizontales del orden de 10® km.

3.1. Analisis de escalas

Hasta aqui se han desarrollado de manera abstracta las ecuaciones que gobiernan el movimiento de las
masas de aire alrededor del globo terrdqueo. En teoria, podemos obtener con las ecuaciones (2.111) las
variables atmosféricas en latitudes medias y bajas del planeta sobre alguna region del tamano que queramos.
Sin embargo la complejidad y el gran tamano de la atmodsfera hacen de estas ecuaciones un modelo poco
practico para describir la mayoria de los fenémenos atmosféricos. Por ejemplo, no es lo mismo estudiar el
estado atmosférico en una regién como la de la Ciudad de México que en otra del tamano del pais entero pues
la percepcion de los fenémenos atmosféricos en ambas regiones es bastante diferente. En la regién de mayor
tamano puede perderse informacion que en la pequena regién resulta importante. Es aqui donde es necesario
el método de anélisis de escala. Este anélisis nos permite discernir qué términos de las ecuaciones (2.111)
son importantes para describir el estado atmosférico en alguna region de ciertas dimensiones y cuales son
despreciables. El principio es simple, s6lo debemos cambiar todas las variables por aquellas adimensionales
multiplicadas por el correspondiente valor caracteristico.

<
B
i
™
B
|
I
‘N

Ts=T Ys=T Z=7F %o

r—T 77— Us 7 o— Us 7 o— Ws

r=7= uS_on Vs %,0 W = 35 (3.1)
D= P= 0

también son de utilidad los siguientes parametros adimensionales

_H _ W _ L
=TI, 170 '=x 3.2
— Uo2 to = L ( . )
H=3L 0= Ty
Las ecuaciones de momentum adimensionales son
du TR, 195
;t_s T uévs (nws cos ¢ — U, sin (Z)) = —%%tafp (3.3a)
T o IIT v v Pro TC\?? Pt
dv 2QL 1 9p
CZ“ + £ tan ¢ + Toﬂssinqb:— p;]ziaf’ (3.3b)
IIr " o v Pr Ovpf Ys
dws w2 +w?  2QLg p- 1 0p €
5 e s _ i =— - - — 3.3
M 7 Uy €ll; cos ¢ prUE pOzs  pr? (3:3¢)
I 11 IIr v Vv
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Ecuaciones Horizontales

I II Irr | IV %4 VI
10° [ 107*]10°t | 10 | 1072 | 10°
Ecuacion Vertical
I II Irr | Iv \%
10> 102107t [ 10%] 103

Cuadro 3.1: Valores caracteristicos de las variables atmosféricas y parametros adimensionales

donde
— == — W3 — 34
dt — 9t ' Fcosg Or T OF 0z (34)
Con las expresiones dadas en (3.3) y (3.4) podemos cuantificar la importancia relativa de los términos y
obtener un modelo adecuado a la escala que queremos. En [10, pdg. 6] se muestran los valores caracteristicos
de la longitud y el tiempo correspondientes a varios tipos de escalas definidas por varios investigadores a lo
largo de varios anos.
Como ejemplo usaremos los siguientes valores caracteristicos tomados de [13, pag. 39] para realizar el
andlisis de escala de las ecuaciones de movimiento

d 0 1D1008¢®A£z, wy O n 0
€

L = 103km Up=10ms™t Wy =10"2ms™*
e=10"2 n=10"3 §=10""
p=10"° to = L/U = 10°s T, = 300K . (3.5)
Br = RT, ~ 10°m?s—2 R = 287J] /kgK

Sustituyendo los valores anteriores en (3.3) obtenemos las magnitudes de sus términos los cuales se muestran
en la tabla (3.1). Como se puede apreciar los términos de las ecuaciones (3.3) tienen diferentes magnitu-
des, lo que aprovechamos para su simplificacién al eliminar los términos mds pequenos. Asi las ecuaciones
simplificadas de momentum son

2QLg _ . pr cos¢g 1 Op
Lsing = - 3.6

Uy U sin ¢ prUg 7 cos ¢ p 0T (3.62)

2Q0L - 1 Op
O cosp = — P 5= ? (3.6b)

0 prUg 7P 0Ys

-1 Op

¢ _ _prilop (3.6¢)

w2 pe p Oz,
A las ecuaciones (3.6a) y (3.6b) se les conoce como la aproximacién geostréfica y a la ecuacién (3.6c) la

aproximacion hidrostética. La ecuacién adimensional de continuidad es, con las magnitudes de cada término

g{g(ilOgli Lh) 1

Oug  OUgcos ¢ Wy Ows Wo 1w,
= — _— — 2——=0. 3.7
L di L rcoso (Cos‘ba;zs o ) H 0z  “ay 7 (3.7)

10-5s—1 10551 10-9s—1

10551
Por lo que la ecuacién simplificada es
dlogp 1 Ougs  OUscos ¢ 1 0w,

= _— = =0 3.8
dt + 7 COoS ¢ (COS %o 0T + JYs + € 0%, (3.8)

o en forma vectorial

Uodp = _
Yo ap W =
Lat PV
con
cos¢pg O 0 1 0

A1
L7 cos ¢ 0T + ¢L7 a7 Tty 0%,

Ug COS Py O vy O n )
€

wS —
07,

V=2
4

0
dt — ot = Fcosp 0Ty T OFs
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entonces
Up dp . Uy Op

Ldt L ot

por lo que la ecuacién (3.8) se puede escribir de forma equivalente

+W-Vp

Uo Op _
——=+V-pW =0. 3.9
Lo + i (3.9)

Dando por resultado la ecuacién de continuidad simplificada. Sin embargo, en las ecuaciones de momentum
simplificadas (3.6) el término con el operador temporal d/dt se ha despreciado por lo que es razonable suponer
que la densidad es independiente del tiempo, por lo que obtenemos la ecuacién

V-pW =0 (3.10)

que es conocida como la ecuacién de continuidad profunda.

3.2. Estado de referencia atmosférico

En esta seccion seguimos el procedimineto usado en [23] para probar la existencia de un estado de referencia
atmosferico. Las ecuaciones (3.6) y (3.10) son parte del sistema de ecuaciones a resolver para poder determinar
de manera tunica el estado de la atmdsfera dentro de los limites definidos en (3.5). Sin embargo, un nuevo
problema surge relacionado con la implementacién computacional. Resulta que la validez de los incrementos
espaciales y temporales 0t, dx, dy y dz son tales que éstos sean mucho mayores que la distancia entre
las moléculas y lo suficientemente pequenas como para ser considerados constantes [33]. Este criterio nos
obliga a considerar incrementos espaciales del orden de centimetros e incrementos temporales de segundos. Si
revisamos las cantidades caracteristicas en (3.5) notaremos que serfan necesarios una gran cantidad de datos
para poder resolver numéricamente las ecuaciones. Una forma de sortear esta dificultad es promediando las
variables termodinamicas sobre una regién dada. En la siguiente secciéon se muestra detalladamente la manera
de promediar dichas variables.

3.2.1. Existencia de un estado de referencia atmosférico

Es un hecho que la presién atmosférica es una funcién de las coordenadas x, ys, 25 y del tiempo ¢
P =Dp(Ts, Ys, 25, 1).
Ahora supongamos que se puede encontrar alguna parametrizacién de las coordenadas de la siguiente forma
zs = f1(§), ys = f2(§), zs = f(§).
Entonces, la derivada de la presiéon con respecto al parametro £ es

dp _ Opdfi  Opdfs Opdf

dé ~ Ozy dé ' Oys d€ ' Oz dE

Lo que nos interesa es encontrar las superficies de presién constante, entonces la derivada de la presién con
respecto al parametro £ es cero
dp d dp d dp d
p ﬁ + b ﬁ + b l =0
Ozs d§  Oys d§ 0z dS§

Si proporcionamos explicitamente alguna parametrizacién de las coordenadas =5 y ys entonces la coordenada
zs = f(&) debe satisfacer la ecuacién

dp Op

df _ dxgdh Oy, dfe

= a0y de (3.11)
0z, 0z
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Las derivadas 9p/0xs, Op/dys, Op/0zs pueden obtenerse de las ecuaciones de momentum. A la ecuacién

(3.11) le llamaremos la Ecuacion de Isobaras. En forma adimensional la ecuacién de las isobaras tiene la
forma

op dp
df oz, df; J, df:
o _ |0z dh , 05, dfy (3.12)
d¢ dp d¢  Op de
0Zs 0Zs
Introduzcamos la notacién siguiente para el lado izquierdo de las ecuaciones horizontales de momentum
diS svYs S S QQL
pwz%—éu tan ¢ + on u:} +TO><(77UJSCOS¢—’USSIH¢)
dvs 2QL _ 0%al
Dy = Y sin ¢ + a ———7cos¢sin ¢
dt Us

donde usamos los valores caracteristicos para estimar el orden de magnitud de cada término. Para el lado
izquierdo de la ecuacion de momentum vertical tenemos

dw a2 +02  2QL 02a L

gH €
=5 _ ansH = —72 1 L) = ——2
en 7 e i EUCOS P — 2 £F cos? QSJr 02 = (1+ ap.) 7 7
donde definimos ) ) )
d g u U 2QL Q%al
D, = (77 dwt; 5l ;rvg — TOUQ cos ¢ — Uco; 7 cos> ¢> 722
Entonces las ecuaciones de momentum toman la forma
 pe/prcosé. 1 9p
Pa = U2 cos¢ T pOx
_ pr/pr 1 ap
Dy = 2
a Tpe 8y
N g __ pr/pr 1 op
1 ,) =T 2=
(1 + fip) aT Uz 59z
de la cual obtenemos los cocientes
cosp. 1 Op 10p
cos ¢ F@x_EF Dz Tayzﬁﬁ Dy (3.13)
9p e 14 pp: p e 1+ap. '
0z 0z
y la ecuacion de isobaras queda como sigue
df, [ cos ¢ . 73
—= 0 0 —_—. 3.14
dg, = %% cose, P TINIPY Tp, (3.14)
El parametro relevante para estimar el orden de magnitud del lado derecho es
_ R
=
y si usamos los valores caracteristicos anteriores
i Ug 102 m—2s2 _3
= gH 10m1s—2 x 104 m—2 (3.15)
fi = pe =107° (3.16)
F

2
—_
—
o
=
-3
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obtenemos

df . cos ¢ . 73
=% = — cosf + siné —_—
dg, K COS @, Pz Py 14+ pe p,
De acuerdo con lo anterior la ecuacién (3.14) tiene la forma
df,

dg :/LF(ES,TS,f,QS,,LL) Con?s:EO engs:()'

donde p = 1072 es un pardmetro pequeiio v F ~ 102 lo que justifica la aplicacién del siguiente resultado.

Teorema 3.1 [12, p 213] Sea X = (x1,22,... ,xn)t un vector columna con n componentes que dependen
de un parametro . Si F (X, &, 1) es analitica en x1,2a,..., T, i, Yy continua en &, entonces el sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias

dX

— =F (X

@ (X, & n)

bajo la condicion X (£ = 0,u) = 0, tiene solucidén unica con la forma

S

=0
donde X ) (&) es una funcidn vectorial de €.

En nuestro caso el lado derecho de (3.14) es una funcién analitica de y en una vecindad de y = 0 y podemos
suponer que F (557 fsst, 0, ,u)es analitica en f, y continua en £,. Entonces el teorema anterior afirma que

existe una solucién de la forma
o0

Fo=D 1" (€0, T8, 6s) ", (3.18)

k=0
Es facil de ver que los coeficientes fs(k) satisfacen las condiciones de frontera

—=(0)  _ —(k
f():Zo, f():

Reemplazando la serie (3.18) en (3.15) obtenemos la solucién a orden cero.

f(O) (€S,t795> = 20-

0 para k >0

Esto significa que a orden cero la isobara que pasa a través de (zs = ys =0, 2z; = 250) depende tUnicamente
de zs y, en consecuencia, el campo de presion tiene la forma

p(r,t) =p (2o, t) + > _p™ (r,1) pF (3.19)
k=0

Este resultado riguroso es sobresaliente ya que es independiente de la distribucidn de temperatura T (r,t)
y densidad p (r,t).
Para la temperatura y la densidad proponemos los desarrollos

T= ZT(k)uk p= Zp(k)uk . (3.20)
k=0 =0
Sustituyendo los desarrollos (3.19) y (3.20) en la ecuacién de estado
p(r,T)=RT (r,T)p(r,T)

obtenemos

oo
PAR p<k—m>]

m=0

oo (o)
> k™ =Ry it
k=0 k=0
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donde usamos i
= (iMmT(m)> (Zul @ ) — Zﬂk (ZT(m)p(kl)> )
m=0 k=0 m=0
Por tanto

k
p(k) — RZT(WL)p(k—m) para k > 0
m=0

A orden cero tenemos
PO (z5,t) = RTO (r, ) p© (r, 1)

de donde es natural suponer que el lado derecho es sélo funcién de zs y t,es decir
7)) — 7(0) (2s,1) pl0 = p (25,1) .

De acuerdo con lo anterior: Cada variable termodindmica admite un desarrollo en potencias del pardmetro
w con la forma

W (r,t) = 1 (2,1 +Zw<’“ (r,t) (3.21)

Los términos de orden cero p(¥ (z4,t), p(0 (25, ) y T (z4,1) satisfacen la ecuacién de estado
p¥ (25,t) = RT® (2s,t) P(O) (2s,1)

y definen lo que en lo que podemos llamar estado de referencia termodinamico de la atmésfera o,
simplemente, estado de referencia atmosférico.
Para simplificar la notacién podemos expresar cada desarrollo (3.21) como sigue

¢(0) (ZS7 t) = ¢0 (ZS, t) Zw(k) (I‘, t) :uk = d)l (I‘, t)
k=1
con lo cual tenemos
'(/} (T, t) = ’(/}0 (Zsa t) + ’(/)1 (1'7 t) . (322)

Y para p, p y T tenemos

p(r,t) = po(2s,t) +p1(r,t) = po + p1
p(r,t) = po(2s,t) + p1(r,t) = po+ p1
T(I‘,t) =Ty (Zs,t)—l-Tl (I‘,t) =T+ 1T .

El resultado primario que hemos demostrado es la existencia del desarrollo (3.18) para la presién y hemos
supuesto que existen desarrollos similares (3.19) para p y T. Hay dos casos de interés donde los desarrollos
(3.19) son obvios para py T

1. Atmoésfera isotérmica. En este caso es obvio la validez del desarrollo para p ya que, de acuerdo con
la ecuacion de estado, p es una funcién lineal de la presiéon y por tanto

p(r,t) ﬂ)zmt ﬂ
p="0r }: T (3.23)

2. Atmésfera isoentrépica. De acuerdo con las férmulas de Poisson
I <
T= T, <p>% p= po <p>%. (3.24)

Po Po

es obvio que p y T tiene desarrollos en u ya que son funciones analiticas de la presidn p(r,t).

48



Nota 3.1 . Es interesante observar que el uso de la aproximacion hidrostdtica

1 dp a?
_Z =9
p 0z r

+AzNg'

constituye una perturbacion regular de la ecuacion de isobaras.
En efecto, la ecuacién de momentum vertical adimensionalizada es

_pr/pr10p 5

U2 7oz

N
= (1+fpz) =7
W

y al calcular los cocientes (3.13) podemos desarrollar en forma regular el cociente

1

~ = (14 ue z_1:1— ep. +0(107% ~1
[ (14 pe p2) e p (107°)

1073
lo que equivale exactamente a usar la aproximacién hidrostatica!

_Lop
p 0z

~

por lo que tal aproximacién no implica una pérdida significativa de informacién o precisién en el célculo de
isobaras y en la definicién del estado de referencia atmosférico.

3.2.2. Estimacién del valor de referencia ¢”)(z,,t) con un flujo bidimensional.

En esta seccién consideramos el calculo de (%) (2, ) en (3.22) por medio de el promedio espacial

. 1 +Ls/2
1/]('28) = I: /—LS/Q ’(/J(J?S,ZS) dz (325)

para el caso de un flujo bidimensional estacionario en el plano xz. El flujo en cuestién v = ui + wk es una
solucién analitica de la ecuacién [33] de continuidad somera

V-v(r)=0 (3.26)

con la condicién de frontera
v.-n=0 sobrez = h(zx) (3.27)

donde h(z) es la elevacién del terreno en el punto (z,y = 0,z = 0). En la figura 1 se muestra la regién y
algunos puntos donde v es calculado. Los datos usados para calcular h(z) por medio de polinomios cibicos
provienen de la base de datos GTOPO30 [41]. El campo v = ui + wk es calculado con el dato u = 10 ms~!
y w =0 en el punto (x = 0,z = 10 km).

3.2.3. [Estimacién de p(¥(z,, 1)

Consideremos el calculo del término p(o)(zs, t) correspondiente a la descomposicién
oo
p(xsv Zs) = p(O) (Zs) + Z p(k)(r) Mk ) (328)
k=1
para la presién p, usando el promedio espacial

1 +Ls/2
p(zs) = L—/L o (s, 25) das (3.29)
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Figura 3.1: Topografia y campo de velocidad V

Las ecuaciones de Bernoulli son usadas para obtener el campo de presién en el punto r = (z, 2),

p(r) Lo
——= =Cp — zv(r) + ¢4(r
) — ¢y 3020 + 4,0
donde v? = u? + w?, py = 1 kg/m?, ¢,(r) = —ga®/(zs + a) es el potencial gravitacional, a = 6376,98 km es
el radio de la Tierra y Cy = —62428x10* m?/s? es calculado con p(r) = 324,84 mb, v = 10,0 m/s, w = 0,13
m/s ¢g(r) = —62460x10* m?/s? en (z = 0, y = 0, z; = 10 km). El error relativo de p(z5) con respecto a el

valor exacto p(z, zs),
) p(2s)
A =(1- === 100
P(zs) < p(:vS,zs)) X ;

es una medida correcta de la exactitud de p si ésta es vista como una aproximacién de p(zs, z5) v el estado
de referencia p(®(z,).

El cuadro 3.2 muestra los resultados para la presién. Sorprendentemente, vemos que p(zs) tiene un error
relativo |Ap(zs)| que es menor a 0,1 % para L de 50 a 800 km, as{ que para propdsitos practicos p(zs) es
casi igual a p(z, z5) y, en consecuencia, el campo p(r) tiene la descomposicién

p(zs, ZS) = p(2s) + 6p(xs, 25)

con |6p/p| < 1071 %. En [24] se reportan soluciones analiticas de la ecuacién de continuidad profunda
V - po(r)U(r) = 0. El uso del campo U nos deja, bdsicamente, los mismos resultados del cuadro (3.2). Estos
resultados justifican la descomposicién (3.28) y la estimacion de 1(°)(z,, ) por medio de un promedio espacial

D(zs) (3.25).

L, min{Ap} max{Ap} P

2km 10km | 2 km 10 km 2 km 10 km
800 km | -0.1 0.0 0.1 0.0 1106.64  324.85
400 km | -0.1 0.0 0.1 0.0 1106.60 324.85
100 km | -0.1 0.0 0.0 0.0 1106.65 324.85
50 km 0.0 0.0 0.0 0.0 1106.67 324.86

Cuadro 3.2: Valores de p, min{Ap} y max{Ap} para la presién (en mb) a z = 2, 10 km. usando la descomposicién (3.28)

3.2.4. Regién de validez de la descomposicién estandar (¢, r) = 1(2) + (¢, 1)

Consideremos la descomposicién usual en mesoescala
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Y(t,r) = o(z) + Y(t,r) (3.30)

donde los valores de referencia 1y (z) son estimados por medio del promedio espacial

. 1 +L/2
P(z) = L/—L/2 P(x, 2) du. (3.31)

El error relativo de 1Z(z) con respecto a el valor exacto ¥(z, z),

o W)
Aw(z)_<1 w(x’z)>><1oo,

es una medida de la exactitud de 1[) si es vista como una aproximacién de 1 (zx, z) y del estado de referencia.
El cuadro (3.3) reporta los resultados para la presién obtenidos del mismo flujo que en el cuadro (3.3) y de
la ecuacién de Bernoulli. Ahi vemos que el error relativo |Ap| es menor que 5% para L < 100 km. Del uso
de soluciones analiticas de la ecuacién de continuidad profunda V - po(r)U(r) = 0 se obtienen, basicamente,
los mismos valores de el cuadro (3.3). Si consideramos que el promedio de p(z) es obtenido de un campo
exacto p(x, z) mientras que en situaciones reales p(z) es estimado de datos de una red de monitoreo y, por lo
tanto, su precisién con respecto a los valores verdaderos de p(z), puede ser pobre por lo que la validez de la
descomposicién (3.30) puede ser significativamente menor que 100x100 km?.

Ly min{Ap} max{Ap} D

2km 10km | 2 km 10 km 2 km 10 km
400 km | -20.2  -91.5 10.4 45.8 1102.63  222.82
200 km | -4.7 -17.0 2.4 8.5 1080.71  299.28
100 km | -2.6 -9.2 1.3 4.6 1092.42 310.44
150 km | -1.2 -4.0 0.5 2.0 1100.87 318.42
50 km -0.3 -1.0 0.2 0.5 1105.02  323.20

Cuadro 3.3: Valores de p, min{Ap} y max{Ap} para la presién (en mb) a z = 2, 10 km. usando la descomposicién (3.30)

3.2.5. Estimacién del orden de magnitud del cociente 1 (r,t) /1o (r, 1)

El campo de velocidad v alrededor de la esfera y elipsoide pueden usarse para ”corroborar” el andlisis de
escalas.

Usando la ecuacién de Bernoulli obtenemos una expresién analitica de la presiéon a partir de un campo de
velocidad v Por ejemplo, usando
p(r)

Po

= co— 507 (1) + 64 (1)

podemos proponer la estimacién del término de referencia p(©) (zs) por medio de un promedio espacial como:

P =g [[dsp0)
S

y comparar D (zs) contra p (r) sobre superficies z, = cte. Un método simple para estimar 11 /1y es usar los
resultados de la seccién anterior.

3.2.6. Resultados con el flujo v sobre una topografia bidimensional

El promedio espacial

1 Le/?
Pt =1 | NICRLE (3.32)
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tiene un error relativo N
Po (Zs) - p (1’37 Zs)

p(x87 ZS)

H
b

acotado por 1073 para z, =2y 10 km y

5
’p <10™® con 50 km < L, < 800 km
p

|6p| <1073p con 50 km < L, < 800 km
En esta forma podemos proponer la descomposicién
p(r) = po (2s) + dp

donde la correccién dp satisface

5
‘p’ <1073
p

0, equivalentemente,

b~ DPo
Sp~1073py 6 op~10"3p.

En resumen, la presién p (r,t) admite la descomposicién
P = Do (Zsa t) +Dm (I‘, t)

donde

p1 <1073py  para 102 km < L, < 10% km.

Para p (r,t) y T (r,t) proponemos

P = Po (ZS’t) +p1 (r’t)
T="1T, (Zs,t) + T (I‘,t)

donde p y T y los términos de referencia pg y Ty satisfacen la ecuacion de estado

po = RTypo
p=RTp.

Sustituyendo (3.37)-(3.39) en (3.41) y usando (3.40) se obtiene

po+p1=R (To+T1) (po+p1) =R (Topo) + R (Tipo + Top1)

que se reduce a
p1 =R (Tipo+ Top1)

y dividiendo miembro a miembro con (3.41),

pi _ R (Tipo+Topr) _T1 | p1

Do R Topo " To po’
se llega a
nm_T p
po To  po
De acuerdo con relacion
Pl <qo-3
DPo
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se obtiene
T

<1072 .
To  po

~

Los valores de referencia Ty y po son positivos y las perturbaciones T7 y p; pueden cambiar de signo. En el

caso particular de que la temperatura T' = Ty + 17 sea ligeramente mayor a T; tenemos

T
0< 24P <yps
To  po

por lo tanto
Ty < 10737,
p1 <1072 pg
lo que podemos extender al caso en que las perturbaciones 77 y p; sean negativas
ITy| < 1073Ty
o1l £ 1072 po,

dado que su magnitud es acotada, para una escala horizontal L en el rango siguiente

10?2 km < Lg < 10% km .

3.3. Simplificacién de la ecuacién para w;

(3.42)

En esta seccion usaremos las estimaciones del estado de referencia y valores caracteristicos con una escala
horizontal aproximada de L ~ 103km para simplificar las ecuaciones de movimiento vertical. Dicha ecuacién

para una Tierra esférica es

d 2 2 19 9
dwo_owAv 2Qucosd — Drcos?op = —-— P ga—
dt T p 0z r?
1078 10-° 1073 1072 10 10
Estimacion del orden de magnitud de los términos con los valores caracteristicos
U~ 10 ms™* W~102ms'  L~10°m
y la escala de tiempo t. la estimamos a partir de U = L/t., de donde se obtiene
L 1 U
te ~ — O —=—=10"°s"1
v % L i
entonces
dws
s ~ W/t, = 1072 ms~ !t x 1075 ¢! = 1077 ms—2
uQC—lﬁUQ U? 10% m?s~2
s s v _ - - = 1,6 x 107° —2
r a 6,378 x 105m ’ e
2Qus  ~ 2QU = 2x7x107% x 10ms 2 = 1,4 x 1073 ms2
02r ~ QPa = 49x10719s2x%x63x10%m = 3,1 x 1072 ms~2
g ~ = = 10 ms—?2

a) El término dominante en el lado izquierdo de (3.43) corresponde a la aceleracién centripeta

D%aFcos’p~3x1072 ms™ 2 .
b) El término dominante en el lado derecho de (3.43) es

g~ 10 ms~?
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por lo tanto, necesariamente debemos tener

—10p
p 0zs

~ 10 ms™2

Esto es correcto ya que
p° ~ 10°Pa = 10°Nm 2
H ~ 10*m
p° ~ 1kg m~>
de manera que
-10 0 10° Nm ™2
— p ~ € = m,3 =10 ms_2
p O0zg p°H  10* kg m °m

Por tanto la ecuacién de momentum se reduce a la bien conocida aproximacién hidrostatica

1 0p a®

De acuerdo con (3.37) y (3.38) podemos aproximar p y p por los valores de referencia pg y po, esto es

1 9pg a?
=g (3.45)

lo cual es consistente con el hecho de que pg y pg son funciones de z;

po =po (2s,t) , po = po (zs,t) (3.46)

y el lado derecho de (3.45) también lo es. Pero debemos sefialar lo siguiente: La ecuacién (3.45) estd en forma

Euleriana
1 Opo (2s,t) a?

p0(Gant) 0z V(i ta)

y dado que el lado derecho no depende explicitamente del tiempo ¢, entonces el lado izquierdo tampoco lo
hace, por lo que podemos proponer

(3.47)

po = po (2s) Po = Po (2s)

Esto reduce la ecuacién de continuidad

dpo
- - = O
It +poV - v

a la forma
V-po(zs)v=0

conocida como ecuacion de continuidad profunda.

3.4. Algunos estados de referencia hidrostaticos

En la literatura estdndar y en modelos computacionales se acostumbra estimar el estado de referencia
atmosférico con los valores de p, p, T correspondientes a una atmdsfera hidrostdtica sobre un modelo esférico
terrestre, despreciando el efecto de la aceleracién centripeta, lo que equivale a hacer a = €2 = 0 en la ecuacion
de momentum

1
a+20xv+OAx (Q2xR)=—-Vp+g.
p

Si, adicionalmente, consideramos que la atmdsfera es barotrépica tenemos p = p(p) con lo que calculamos la
funcién > g
S
Pi= [
p(s)
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en términos de la cual la ecuacion de momentum se reduce a
V[P—-%4=0.

donde sélo aparece el potencial gravitacional de una esfera con radio a
b, =g—
g r

De acuerdo con lo anterior las superficies con P = constante coinciden con las superficies equipotenciales del

campo de gravedad,
P(pO) -9 (Zs) =C

donde agregamos el subindice ¢ para indicar valores de referencia. La constante de integracién C' se determina
con los valores de referencia de la presién y la temperatura en la superficie terrestre pog = 10° Pa, Ty =
300 K,

C=P (pOO) - ‘bg (Zs = 0) =P [pOO} — ga.

En esta forma obtenemos P (p) — ®, (zs) = P [poo] — ga 6

P[po] = P [poo] = @, () —ga = —ga (1~ %) (3.48)

donde r = z5 + a. Como casos particulares tenemos.

3.4.1. Atmésfera isotérmica

En el caso de una atmdsfera isotérmica tenemos

a
P[PO]_P[POO}ZRTlnp—O:_ga<1_;> 7

Poo
por lo tanto
(z5) =D exp[fg (1 - g)} (3.49)
Do (Zs 00 i r .
donde definimos RT
H= 00
g

como la altura caracteristica de una atmésfera isotérmica. Con los valores estdndar R = 2875 J/kgK, g = 9,8

ms~2, Too = 300 K tenemos
H = 8,78 km.

3.4.2. Atmosfera adiabatica

Para una atmoésfera adiabética tenemos la féormula de Poisson

—1
N (p) ”
0 *0 Pso

donde (pxo, pxo) son los valores que definen el estado de una particula atmosférica en cualquier etapa del
proceso adiabdtico al que se somete la atmdsfera. Supongamos que (p.o, p«o) son los valores al inicio del
proceso. Si la atmésfera esta en equilibrio hidrostatico en los estados inicial y final del proceso, entonces p.q,
pso dependen de la posicién “inicial” zyy de la particula y pg, po de su posicién final “z,”, es decir,

S )17
pot (25) = py ' (250) [M] : (3.50)

Integrando obtenemos

P po] = ¢, Ty (250) ( Po (2s) )R/CP

Dbo (Zso)
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Pero, de acuerdo con la férmula de Poisson (1.39), la temperatura de una particula “al final del proceso
adiabatico” estd dada por

P R/cp
To (2s) = To (250) ( ppo 2 ((zsso))) (3.51)

entonces

P[po] =¢p To (25)

Considerando que las particulas en la superficie terrestre (zs = 0) no se mueven durante todo el proceso y
suponemos que al final del proceso las particulas en la superficie terrestre tienen los valores de referencia pqg,
Too, £005 tenemos

P [poo] = ¢p Too

donde suponemos que al final del proceso las particulas en la superficie terrestre tienen los valores de referencia
Doos Too, poo- Sustituyendo en (3.48) obtenemos la distribucién de temperatura en una atmésfera de referencia
adiabatica

ga a

To(2s) = Too — =— (1 - *) :

Cp r
En términos de la altura caracteristica de una atmdsfera adiabatica
cpToo  104J°Kkg ™' x 300°k

g 9.8ms ™

H, = = 30.735 km.

podemos escribir

To(z) = Too [1 - Hi (1 — i)} .

Para obtener la distribucién de presién usamos (3.51),

Ty (250) (po (2) )R/CP = Tho {1 2 (1 - a)] , (3.52)

Po (ZSO)

de donde se obtiene

ep/R
Po (2s) = po (2s0) {Tojgiio) [1 - His (1 - i)]} ! . (3.53)
Una aprozimacion consiste en sustituir T (z40) por el valor de referencia Ty, con lo cual se obtiene
a ay] /B
po (25) = poo [1 A (1 - r)} (3.54)

La aproximacién Ty (zs0) ~ Too equivale a decir que inicialmente la atmésfera es isotérmica o que sélo
consideramos en una pequena capa atmosférica cercana a la superficie (probablemente no mayor a 100 m),
por lo que el uso de (3.54) para definir un estado de referencia en la troposfera puede se una mala aproximacion.

3.4.3. Estados de referencia locales

Las expresiones (3.49-3.54) pueden simplificarse si consideramos que la relacién |z;] < 20 km << a tiene
lugar en la troposfera. En tal caso tenemos

-1
a :1—(1+ﬁ) ~1—(1—ﬁ):é
Zs+a a a a

Asi, para una atmoésfera isotérmica tenemos

L
.

Po (25) = poo € /M.
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Para el caso adiabatico tenemos

cp/R
Too Zs v
)= 1- 2> :
Po (Z ) Poo {To (Zso) { Hs] }

Po (2s) = Poo {1 -

para T (zs0) ~ Too-

Si usamos la férmula de Poisson (3.51) y (3.54) para obtener la distribucién de densidad tenemos

Cy

e =) (e [ -]

po (2s) = poo (#s0) <1 - IZ;S) R

para zg ~ 0

Consideremos las expresiones anteriores en un sistema cartesiano asociado a un plano tangente a la esfera
terrestre. Como se ve en la figura. 3.2 tenemos

r= x2+y2+(z—|—a)2

cualquiera que sea la orientacién de los ejes x,y. El uso de esta expresion en (3.49-3.54) da los valores de
referencia en un sistema cartesiano. Las expresiones resultantes pueden simplificarse con las consideraciones
geométricas siguientes. Sea L = max{|z|, |y|} Podemos estimar una cota de L a partir de la interseccién
de la Troposfera y el plano xy. Sea Hy la altura media de la troposfera. Como se observa en la figura 3.3
tenemos 72 = (Hy + a)® = 2L2 4 a2 de donde se obtiene

H, R H,
LQZ((H—(;)(I:H()(a—F;).

Para Hy ~ 20 km y a ~ 6378 km tenemos
L = 3574 km

valor que define el dominio méximo en el plano xy [—L, L] x [- L, L] sobre el cual la troposfera queda arriba de
dicho dominio Con los valores de L y Hy podemos aproximar r. En términos de las variables adimensionales
T=%,y=4%, Z= % tenemos
2 —2 | 2\ 72 e L 2 _Zmax | ? 2 _Hy  L* LHF
r? = (22 4+7°) L’ + (a+ Ho2)" == +a (1—&—2’—) =a” ([1+22—+&5 +2°—
a a a a a

donde definimos

&=2"+7"
De acuerdo con el orden de magnitud de los cocientes
L 3574 9 L? _3
H, 20 H} 5
=0 = G3g = B % 107° - =2 =96x109~107"
a a
podemos usar la aproximacién
H L?
r? ~a? 1+ ), con )\522—04—52—2
a a

con la cual obtenemos

Nl

1-2 11+ N

r

Al N &1 Hy 1/[€
Nl— 1—— = - = — — _— = — - .
[ 2] 3 2 a @\2 "
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donde ¢2 = 2% + 2. Sustituyendo en (3.49-3.54) obtenemos las siguientes expresiones validas para |z,
ly| < 357.4 km, |z| < Hy = 20 km, z59 ~ O:
(i) Para una atmdsfera de referencia isotérmica

Po (%, Y, 2) = Poo €Xp Ha \ 2 az ||, Po\Z,Y, %) = Poo €XpP oH \ 2 az >

(ii)Para una atmdsfera adiabatica

2 cp/R 2 ¢y /R
<£2 + az)} ) po (25) = poo [1 - ajltl <£2 + az)} .

En particular, para £ ~ 0 obtenemos las expresiones reportadas en la literatura para el caso isotérmico

po (25) = Poo {1 ~ L.

z/H z/H

Po = Poo€ po (w,y,2) = pooe” )

y adiabatico
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Capitulo 4

Solucion analitica de la ecuacion de
continuidad profunda

El objetivo de este capitulo es construir un campo vectorial sintético que satisfaga
V-p(r)W =0 (4.1)

con las condiciones de frontera
Wan=0 sobre z=h(x)

donde h (z) es la elevacién del terreno y n es un vector normal a ésta. Este campo serd utilizado en los
capitulos siguientes para dos cosas:

1. La componente horizontal de W serd el campo inicial v°, ahorrdndonos la penosa y costosa tarea de
obtener los datos reales.

2. Como W es la solucién analitica podremos evaluar de manera confiable la bondad de el método varia-
cional que se discutira mas adelante.

El primer paso es encontrar la solucién de la ecuacién

V-v(r)=0 (4.2)
con la condicién de frontera
v(r)rn=0 sobre z=h(z). (4.3)
Una vez conocido el campo v, éste satisface
v (r)
V-p(r =0
) p(r)

con la condicién de frontera

Por lo tanto

es una solucién de la ecuacién (4.1).



4.1. Cailculo de v (r) con el método de mapeo conforme

El método consiste en transformar el semiplano superior de un espacio abstracto (¢ > 0) en otra regién
del espacio fisico con topografia arbitraria h (z). Sea un punto del espacio fisico

a=x+1iz (4.5)
y el correspondiente punto en el espacio abstracto

B=x+1iC (4.6)

tales que

a=G(B) (4.7)

donde G es una funcién analitica de 5. Como queremos mapear el eje ( = 0 en la topografia, entonces, la
transformacién es

G(x)=z+ih(x).
Si pedimos que x = x entonces

G(x) = x+ih(x).
Es claro que la funcién

G(8)=pB+1ih(B)

tiene la propiedad de mapear el eje real del espacio abstracto en la topograffa. Si separamos a h (/) en su
componente real e imaginaria tenemos

entonces

G(B)=x—h2(x; ) +i[C+hi(x, Q)]

Comparando con (4.5) obtenemos el sistema de ecuaciones

z=x—ha(x,¢) (4.9a)
z=C+h(x Q). (4.9b)

con el que definimos la trasformacién de las coordenadas del espacio abstracto a las del espacio fisico. El
grado de dificultad con la que obtendremos la solucién del sistema (4.9) dependerd en gran medida de las
funciones hy (x,¢) ¥ ha (x, ). Para ilustrar lo anterior, usemos la topografia

h(x) = sen (Egg) .

a

La transformacién correspondiente es

T = X — CoS (gx) senh (§<>

- o (4.10)
z={_+sen <fx) cosh (fC) .
a a
La presencia de las funciones hiperbdlicas implica que una region en el plano z que puede ser modificada
drasticamente por tal transformacion. La figura 4.2 muestra que la imagen del semiplano ¢ > 0 bajo la
transformacién es una region muy pequena del espacio fisico. Esto quiere decir que no podremos calcular el
campo en una region arbitraria de el espacio fisico. Una forma de evitar tal problema es representar a la
topografia por medio de polinomios de bajo orden. Esto nos proporciona expresiones mas simples con las
cuales podremos calcular el campo en regiones arbitrarias.
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Espacio Abstracto Espacio Fisico

Figura 4.1: Transformacioén de el semiplano superior ¢ > 0 en la regién z > h(x).

¢ Z
A A
%—*
- -
A=-1 B c=1 * A=-n/2 |B C=n/2 X

Figura 4.2: Deformacion del espacio abstracto inducido por la transformacién (4.10)
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Topografias calculadas con diferentes splines
T T T T

15
141
—~
£ 13t
X
=
N
1.2
1.1+ p=.10
— p=.50
"""" p=.80
— p=1.0=natural
1 . . . n
0 2 4 6 8 10

X (Km)

Figura 4.3: Comparacion de diferentes factores de suavizamiento de la interpolacion de los datos de la topo-
graffa.

4.2. Interpolacién Polinomial Ciibica Segmentada (IP?S) Natural

Un método para obtener una representacion sencilla de la topografia es la Interpolacion Polinomial Seg-
mentada que consiste en ajustar un polinomio de grado m sélo a un par de datos, por lo que la curva que
ajusta a los N datos estd formada de N — 1 polinomios de grado m. En este caso utilizaremos polinomios
cubicos para obtener la expresion de la topografia en el espacio fisico. Tales polinomios tienen la expresién
siguiente:

hi, () = ag + be (# — x1) + i (2 — 28)° + di (@ — 33)° (4.11)
x € [Tk, Tpt1] k=1.,N—1.

donde el subindice k indica el k-ésimo dato. Adicionalmente se imponen 4 (N — 1) condiciones

hi (z) = h(zy) k=1,.,N—-1 (4.12a)
hy_1(zny) = h(xn) (4.12b)
hi (xk41) = hgg1 (@pr1) k=1, ,N =2 (4.12¢)
v @rs1) = R (@eg1) k=1,..,N =2 (4.12d)

v (@) = Ry (py1) k=1,.,N -2 (4.12¢)
1(z1) = hy_q(an)=0 (4.12f)

que son necesarias para determinar los 4 (N — 1) coeficientes. A este tipo de polinomios se les conoce como
polinomios ciibicos naturales y tiene la caracteristica de que los polinomios pasan por los datos, dando a
la curva que ajusta a los datos de la topografia un aspecto muy parecido a la topografia real, sin embargo,
el campo de vientos resultante es erratico, lo cual hace necesario suavizar la topografia. A continuacién se
describird ¢cémo construir los polinomios que forman la interpolacién. De (4.11) es fécil ver que

hk (il'k) = Q.
Entonces de (4.12¢), de la ecuacién anterior y de la siguiente definicién
Ok = Thy1 — Tk

obtenemos la siguiente ecuacién
Gp+1 = a + brbk + oy + dké,?;. (4.13)
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Ademés, de (4.12d) y de (4.12e) obtenemos las siguientes ecuaciones

bet1 = bi + 2ck0k + 3di 0} (4.14)
Cky+1 = Cr + 3dy 0. (415)

Al eliminar los coeficientes b y d de (4.13), (4.14) y (4.15) obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones para
los coeficientes ¢

3 3
Ok—1Ck—1 + 2¢k (k-1 + k) + OCr1 = a (ak+1 —ag) — 75]@ (ag — ap—1) - (4.16)
-1
Los demas coeficientes se calculan con las siguientes ecuaciones

1 1
b = — (ar — ax—1) — 50k (Cry1 + 2c) (4.17)

Ok 3

1

dy = 5= — k). 4.18
k 35 (Ck41 — k) ( )

Para que las expresiones de las secciones siguientes sean mas compactas realizaremos el siguiente cambio de
variable

CL;c = ag — bkh (Ik) 4+ Ckhz (Ik) — dkh?’ (l‘k-)

to= by — 2cih (x) + 3dih? (x)
C;c = Ck — 3dkh (xk) .

Con esto, la expresién de los polinomios cibicos queda de manera mas simple

hi (z) = a), + blx + ca’® + djx.

4.3. Interpolacién Polinomial Cubica Segmentada Suavizada

Este tipo de interpolacién consiste en encontrar los coeficientes de los N — 1 polinomios ctibicos tales que

minimicen el funcional v ,
TN
pY [ e [T ar (4.19)
i=1 i x

donde p € [0,1] , h(z) = {hi (z) |z € [Tk, Tky1] ; K=1,2,..., N —1} y o0; es la desviacién estdndar de el
dato y;. En este funcional estdan presentes dos aspectos importantes de la interpolacién: en el primer término
se exige que h(z) esté lo mds cerca posible de los datos, mientras que en el segundo término se pide que
h (x) sea una funcién suave. La manera en que podemos dar mayor importancia a alguno de los términos es
a través de el pardmetro p, por ejemplo, con p = 0 obtendremos una funcién h (x) suave, aunque es probable
que no pase cerca de los puntos y;. En cambio con p = 1 la funcién h (x) pasard por los puntos, sin embargo,
no debemos esperar que sea una funcién suave.

Para resolver el problema discretizamos (4.19). El primer término no representa mayor problema, por lo
que nos dedicaremos a la discretizacion de la integral. Ya que la segunda derivada de un polinomio cibico
resulta ser una linea recta [ () = ma + b la integral puede ser evaluada analiticamente:

T

1

/ (L (7)) dr = 3% [m?z* 4 3mbax + 3b°] .
0

El lado derecho se puede desarrollar de tal manera que tenemos

z 1
1(r)? dr = 2o [m®a® 4 2mbx + b2 + b b) + b
/0[(7')} T 33: mx® + 2mbx + b° + b (mx + )+\/
[())? 10)i(z) [L(0)]?

= éx [[l (@) + 1 (2)1(0) + [1 (O)]Q}
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es decir, la integral s6lo depende del ancho del intervalo de integracién y de el valor de la segunda derivada
en los extremos de cada intervalo (h” (x;) = 2¢;), por lo que, en general la discretizacién de (4.19) estd dada
por

Ny —ai]? | 4(L-p) "~
pz { o } + 3 Z 5z (¢ + ciciy1 + cq) - (4.20)
i=1 k=1

Minimizando esta ecuacién y con (4.16) podemos obtener el sistema de ecuaciones para los coeficientes ¢;,
que en forma matricial es

[6(1—p)Q"D*Q+pR] c = 3pQ"y. (4.21)
Donde Q(ny—2)xn €s una matriz tridiagonal cuyo i-ésimo renglén es

1 1 1 1
5l‘i_1 ’ 53%’—1 5.131' ’ 5$i ’

Ry _2xN—2 es una matriz simétrica tridiagonal con su i-ésimo renglén
55131'_1, 2 (5331'_1 + 5,131) 5 (S.Tii

y D es una matriz diagonal cuyos elementos son las desviaciones estandar de los datos y;. Los detalles de
como llegar a el sistema (4.21) se encuentran en [3, p235-243]. Una vez obtenidos los coeficientes ¢; se pueden
calcular los demas coeficientes usando (4.17) y (4.18) con lo que habremos resuelto el problema de encontrar
una representacién analitica de la topografia.

4.4. Expresion explicita del campo v

De los resultados de las secciones anteriores y de la ecuacion (4.9) tenemos que las partes, real e imaginaria,
de la topografia son

hire (X, €) = ar + brx + e (x* — ¢%) + dix (x* — 3¢%) (4.22a)
hai (X, ¢) = brC + 2cxxC + di¢ (3x* — ¢) . (4.22b)
Por lo que la transformacién inversa G~!(a) = 3 puede calcularse al resolver el sistema de ecuaciones no
lineales , ,
x = X — [+ 20x¢ + diC (3X° — 7)) (4.23)
z = CHap+ bx +cx (X2 = ) + dix (X* = 3¢%) )

en donde las incognitas son x y . Con la transformacién ya definida podemos calcular el campo de velocidad.
Sea un potencial complejo en el espacio fisico

F(z,2)=¢(x,2)+ i (x,2)

tal que
_ 09 0y _0p O

"oz 0z N
donde u y v son las componentes de un campo de velocidad que satisface la ecuacién (4.2) y las condiciones
(4.3). Utilizando la regla de la cadena tenemos

_ 09 _0x0¢ 000

YT 9r T 9zxax | oz oc
_5¢_3x3¢+3C3¢

Y8, T z0x T 020C
en donde

99 9 _

w

ox a
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son las componentes de el campo en el espacio abstracto. En forma matricial tenemos

()= D= 0-5(% £
ax o

es la matriz jacobiana calculada con (4.9) y J es el determinante de J. Tomando un campo de velocidad
uniforme en el espacio abstracto tal que

donde

V=1

w=0.

obtenemos la expresion del campo v en términos de los coeficientes de los polinomios cubicos y de la compo-
nente horizontal del campo de velocidad en el espacio abstracto

Up = 1-2¢ (Ck + 3de)] (4.25&)

70 |

wy = — [by + 2cxx + 3di, (X* — ¢?)] .- (4.25b)

=1
En donde el determinante de J esta dado por

_ 0x 0z 0Or 0z

— . 4.2
9xaC o o (426)
Las derivadas parciales involucradas en el célculo del Jacobiano son
630 8}12
= 1—-= = 1-2 3dy,
Bx Bx ¢ (cx + 3dix)
82 8]7,1
e I E il 1-2 3d
ac + ac ¢ (cx + 3dix)
895 8}7,2 2 2
¢ ¢ [k+ kX + k(X C)]
62: 8h1 2 2
o o K+ 20k + 3di (X° — ¢?)
Para simplificar la notacién sean
Ji1 =1—2¢ (¢ + 3dkx) v Jo1 = by + 2ckx + 3dg (X2 — CQ) , (4.27)

entonces el Jacobiano es
J=Jh+ J3.

De aqui se puede ver que la transformacién estd bien definida en [z, zr41] pues el jacobiano nuca es cero y
que el campo (ug,w,) es analitico en cada intervalo.

Por otro lado la divergencia del campo v, generado con mapeo conforme, puede ser calculada de manera
explicita a partir de las expresiones anteriores para verificar que cumple con la condicién (4.2). Para calcular
la divergencia sabemos que ésta es
8uk 8wk
Ox 0z

Ya que u y w son funciones de x y ¢ usaremos la regla de la cadena para calcular las derivadas parciales en
términos de éstas variables, entonces

V-v=
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De (4.24) tenemos que

o bien

Con (4.25) y

Ox _

Oouyp, 8uk 8)( Oouy, 8(

9z Oy 0z OC Oz

6wk _(9’LU;€ 87)( 8wk %

0z Oy 0z O 0z
106z o __ 10
J o¢ or  Joyx
100 o _ Lo
J o¢ 0z J Ox
1 0 1
lel 87343 = - jJ21
1 0 1
jJQl 372 = lel'

o

up = —Jn1
J
o

WE = *ng.
J

(4.27) podemos expresar de manera mds compacta las componentes del campo v:

(4.28a)

(4.28D)

Entonces, las derivadas parciales de las componentes del campo v respecto a las variables x y ¢ son

auk

ox
Ouy,

a¢

Iy,

ox

Owi

¢

.

.

1 8J11
J ox
1 8]11
J 0¢
1 anl
J dx
1 9Ja
J ¢

gt
g¢

Ji1 0J

J? Ox
J11 0J

J? o¢
Jo1 0J

- T 5y
Jo1 0J

J2 8¢

|
}
}
|

o)
J

1 3J11
G
1 8J21
J{vo— o)
1 8J21
J{ ¢ 64}

Para finalizar el calculo de la divergencia del campo tenemos que las derivadas parciales de el Jacobiano
y de las componentes de la matriz Jacobiana son

0J11
ox

0J21

a¢

oJ _ 0J11 0J21
oJ _ 0J11 0J2
a - <J11 ac + Jo1 ac )
0J21
k€ Dx (ck kX)
oJ
= —6diC aél = —2(cx + 3dgX).

Por ltimo, para verificar que el campo v satisface la condicién (4.3) sabemos que el vector tangente a la

topografia es
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Entonces, el vector normal a la topografia es
—hi(2)
= (1),
Por lo que el producto escalar de el campo v con el vector normal a la topografia es

v-n = —uh}(z) +w
donde

i (x) = by, + 2cpx + 3dpa.

4.5. Algoritmo del método de mapeo conforme

De manera breve se presentan los pasos a seguir para calcular el campo v con mapeo conforme:
1. Lectura de los puntos que forman la topografia.
Lectura de los puntos en los que se quiere calcular el campo v.

Lectura de los coeficientes de los polinomios ctibicos que interpolan la topografia.

Ll

Determinar el intervalo [z, xr+1] correspondiente a cada punto (z, z) del inciso 2. Con esto se sabe
qué conjunto de coeficientes {ay, by, ci, di} utilizar para calcular el campo en dicho punto.

5. Determinacién del campo uniforme vy. Esto puede hacerse de dos maneras. La primera es dar, sim-
plemente, el valor de el campo uniforme y la segunda es dar el valor de la componente horizontal del
campo v medido en algin punto (z, z), resolver el sistema de ecuaciones no lineales (4.23) para obtener
el punto (x, ¢) correspondiente en el espacio abstracto y, por ultimo, despejar vy de (4.25a).

6. Solucién del sistema de ecuaciones no lineales (4.23) para obtener el punto (x, ¢) del espacio abstracto
correspondientes con el punto (z, z) en el espacio fisico por medio del método de Newton. De aqui se
obtienen las componentes de la matriz jacobiana y su determinante utilizados en el cdlculo del campo
y de su divergencia.

7. Con la informaciéon de el inciso anterior se calculan las componentes del campo v y se verifica que
cumpla con las condiciones (4.2) y (4.3).

8. Calculo de la densidad la cual puede ser constante o calculada con las relaciones

9. Registro de resultados.

4.6. Efecto de la topografia en el campo v

Los datos de la topografia con los que se desarrollaron los ejemplos fueron tomados de [41]. En las figuras
(4.4 - 4.6) puede observarse que entre més suave sea la topograffa, més suave serd el campo. Por ejemplo, en
la figura (4.4) se observa el campo interpolado y la topografia generada con las condiciones naturales (4.12).
Como la topografia es irregular, el campo tiende a ser erratico y es poco probable que este campo se pueda
recuperar con el método variacional. Por otro lado, tenemos las figuras (4.5) y (4.6) en donde la topografia
se ha generado con condiciones de suavizamiento (4.19). El campo en ambos casos es més suave que en el
caso anterior. Este tipo de campos es més adecuado para ser utilizados en el método variacional pues, como
se vera mas adelante, el campo de velocidad recuperado con éste método es suave. Esto pone de manifiesto
el papel que juega el pardmetro de suavizamiento p. Con éste parametro podemos controlar la suavidad del
campo de vientos que utilizaremos como prueba del método variacional y asi saber de manera precisa que
tan bueno es.
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Figura 4.4: Campo de vientos calculado con mapeo conforme y la topografia ajustada con polinomios cubicos
con p=1.0
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Capitulo 5

Calculo aproximado de la solucion de
V -v =0 a partir de un conjunto de
datos experimentales

En el presente capitulo se presentas las ideas desarrolladas en [25], [30] y [31], las gréficas y resultados
numéricos se reproducen con el permiso de los autores.

5.1. Planteamiento del problema. Campos inicial v’ y ajustado v

Consideremos un sistema cartesiano zyz con su origen en un punto con coordenadas geograficas (A, ¢¢)
sobre un modelo esférico terrestre, el plano zy es tangente a la esfera y el eje z es exterior a la esfera (ver la
figura 4.1). En lo que sigue usaremos: (i) en forma indistinta la notacién o' =z, 22 =y, 2° = 2 y & = &,
¥ = X,, Z = X3 para las coordenadas y vectores unitarios asociados al sistema xyz, y (ii) la convencién de
. . ’ . . . /,/ A~ A r,l ~ . o . . .’
suma sobre indices repetidos, de manera que ) . vl %X = v}, X;. En el sistema xyz definimos la region
acotada

D= {xmfn <z < Tmaxy Ymin < Yy < Ymiax, h(xvy) <z < Zméx}

donde h(x,y) es la elevacion del terreno sobre el punto (x,y) en el plano tangente zy.
La velocidad del viento relativa al sistema xyz esta dada por

i oA
Vrieal = UpealXi-

Figura 5.1: Sistema de referencia primario XY Z y sistema zyz.
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Para estimar el campo vye, suponemos (i) tiene lugar la ecuacién de conservacién de la masa en la forma

v'Vreal:()y (VE)’\(18814>7

y (ii) el aire resbala en la superficie terrestre. Esta dltima condicién tiene la forma
Vieal N =0 para z=h(x,y)

donde h(z,y) es la elevacién del terreno sobre (x,y) y n es un vector normal a la superficie terrestre,
n=V(h—z)=%0h+y0,h—12.

Ademés, (iii) supondremos que tenemos un campo inicial

v0 = i g,

obtenido por interpolacion de datos proporcionados por una red de monitoreo atmosférico. El postprocesa-
miento de datos considera: (i) la validacién de datos, donde los valores fuera de lo esperado son eliminados
y (ii) el reemplazamiento de datos incorrectos por medio de un método de interpolacién [34]. En un con-
texto meteorologico estos pasos constituyen el llamado andlisis objetivo espacial el cual considera el uso de
esquemas de interpolacién que, ademds, actiian como filtros [43], [8]. El resultado es un campo inicial de ve-
locidades vO(z) = v"(2)%; obtenido de un conjunto finito de datos {Viue(zx)}n—; medido en D. Ademas de
los esquemas meteoroldégicos para calcular v¥ tenemos el método de correcciones sucesivas y la interpolacién
estadistica [43], [8], la Ultima es conocida como interpolacién éptima o método de Gauss-Markov en las dreas
de procesamiento de sefales e imégenes [6].

Dado que, en general, el campo inicial v¥ no satisface V - v = 0, el problema es estimar el campo v
més cercano a vV que satisface V - v = 0. Supongamos que d(u,v) (a lo que nos referiremos como métrica)
proporciona una medida de la proximidad o distancia entre dos campos vectoriales u y w. Entonces el
problema para estimar el campo V.., por medio de un campo v puede enunciarse como sigue: Hallar el
campo v més cercano a v¥ con respecto a la métrica d(u, v), que satisfaga la ecuacién

V-v=0
y la condicién de resbalamiento en la superficie terrestre,
v-n=0 para z = h(z,y) .

Es claro que el campo estimado v puede no coincidir con el verdadero v,e, dado que v se obtiene “ajustando”
al campo inicial v¥ por medio de la ecuacién de continuidad, la condicién de resbalamiento y una nocién de
distancia. Por tal motivo, nos referiremos a v como el campo ajustado. Para definir con mayor precisién
el calculo de v introduciremos algunos conceptos en la secciones siguientes.

5.1.1. Normas vectoriales ||w||

La forma mas sencilla para obtener una nocién de distancia entre vectores, es a través de una norma
vectorial [32]

I :R® - R,
la cual asocia a cada vector w un niimero real no negativo ||w|| con las propiedades siguientes:
() [w]|=Z0y|w||=0 siysélosiw=0,
(i) [[w+ull < [|w] + [u],
(1) |Jaw]| = |a| [|w]| para cada escalar & € R . Estas propiedades son una extensién de aquellas

asociadas al valor absoluto |z| de un nidmero real z, si | — y| mide la distancia entre dos nimeros reales x,
y, para dos vectores u , v definimos
dlu,w) = |[[lu—w| ,

como la métrica o distancia entre dichos vectores. Usando las propiedades de ||-|| es facil ver que la funcién
d(u, w) tiene las propiedades siguientes
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(i) d(u,w) =d(w,u) (simetria),
(ii) d(u,w)>0 yd(u,w)=0 siysblosiu=w,
(iii) d(u,v) < d(u,w) + d(v,w) (la desigualdad triangular) .
La norma vectorial mas comun se obtiene a partir del producto escalar euclidiano
w-u=w's, - ujfcj = wiu',
y estd dada por

Iwll = vwvw.
Usando la desigualdad de Schwartz |w - u| < ||w]| ||u]| es facil ver que ||-|| se satisface |[w + u|| < ||w]| + ||u]|.
Nota 5.1 El espacio R? puede definirse como el conjunto de vectores columna
w!
w=| w?
w3

En particular, los vectores unitarios X; pueden definirse como

1 0 0
X1=10 XKoo= 1 X3=1| 0
0 0 1

Con la definiciéon usual de multiplicaciéon por un escalar y suma vectorial,

out Bw!
ou+pw=| au? | +| puw? ,

au’ Buw?
es inmediato que cada vector w tiene la forma

— ot %

w=w" X;

lo que da lugar a la identidad

wl

_ 2 | iy
w=| w =w'X; .
w3

La identificacién de w como un vector columna permite expresar al producto interior euclidiano como un
producto matricial. En efecto, el vector w es una matriz 3 x 1 (tres renglones y una columna) y el vector
transpuesto w! es el vector renglén o matriz 1 x 3

wt:(wl ’U)2 ’LU3).

De acuerdo con la multiplicaciéon de matrices tenemos

es decir,
w-u=wu

En general, para una matriz S3x3 tenemos la identidad
Sijw'u! = w! S u
que usaremos para simplificar la notacion en el presente trabajo.
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Con el propédsito de dar un planteamiento general que nos permita analizar los distintos métodos usados
en la literatura para calcular un campo ajustado v, consideraremos una norma mas general definida a partir
de una matriz simétrica S positiva definida. Decimos que S es simétrica positiva definida si tiene las
propiedades siguientes:

(i) es simétrica (S =S"),

(ii) w!Sw > 0 para cada vector w € R? :,

(iii) w'Sw = 0 sélo para w =0 .

Usando estas propiedades es facil ver que

(w|u)g =Sw'u! =w'Su

define un producto interior, es decir, tiene las propiedades siguientes

(i) <w|u>g=<u|w>g (simetria),
(i) <wlau+ v >s=a<w|u>+8 <wlv > (linealidad) ,
(iii) <w|w >>0 para cada w,

(iv) <w|w>=0 sélo para w =0 .

El ntimero de normas vectoriales es infinito pero hay una relacién entre ellas. Decimos que dos normas,
vectoriales ||-||, ¥ |||, con equivalentes si existen constantes K, Ky > 0 tales que

Ki|wl, < |wll, < Kz ||w]|, para cada w € R® .

Tenemos el resultado siguiente: Dos normas vectoriales cualesquiera ||-||, v |||, en R* , son equivalentes [15].

5.1.2. Norma ||w||,s de campos vectoriales w(z)
Hasta este momento hemos considerado la norma de un vector
w=uw' %,

cuyas componentes w” son nimeros reales, pero en la estimacién de un campo de vientos v(z) debemos tratar

con campos vectoriales w(z) cuyas componentes dependen de cada punto en el espacio z = (2, 22, 23),

w = w(zr) = w'(r) X,

As{ como la norma ||w|| de un vector w con componentes constantes w*, se puede considerar como la extensién
del valor absoluto ‘wl’ de sus componentes, la norma de un campo vectorial w(z) se puede considerar como
una extensién de la norma de una funcién w*(x). El producto interior entre funciones

< flg>= /D f(@)g(x)dz .

define la norma para funciones
Ifll= < fl1f>"?

El conjunto de funciones f(z) cuya norma || f(z)|| es finita se denota con Lo(D) y se conoce como el conjunto
de funciones cuadrado integrables sobre la region D,

La(D) = {£(=) : | {1 =/D\f(w)|2 dx < o0} .

En nuestro caso las componentes w(x) de un campo vectorial w(z) deben ser continuas y cuadrado integrables
en el conjunto acotado D

/ ‘Wk(x)fdx <00 .
D

Esto sugiere identificar a w(z) como un elemento del espacio vectorial Ly (D), constituido por los campos
vectoriales cuyas componentes son cuadrado integrables,



El producto interior natural entre dos campos vectoriales w(z) y u(z) en Ly(D) se define por medio de la

integracién del producto interior euclidiano w - u = wtu

<w|u>D:/Wtudx.

D

Donde < - | - >p tiene las propiedades de un producto interior
l.<w|u>p=<u|w>p simetria
2. <wloutfv>p=a<w|u>p+8<w|v>p linealidad
3. <w|lw>p20 y <w|w>p=0 sysélosi <w|w>p=0.
La norma asociada a < - | - >p es la integracién de la norma vectorial |||,

iy = <wiw>p= [ wiPds

con lo cual obtenemos una medida de la distancia entre dos campos vectoriales

2 2
v =l = [ fw =l ds
D
Extendamos lo anterior al caso del producto interior vectorial
(w|w)g =w'Su,

definido por una matriz S simétrica positiva definida. Integrando obtenemos un producto interior entre dos
campos vectoriales

wluhps = [ (wlwg do= [ w'Suds

La norma asociada esta dada por

2 2
(Wil = (W | W)pg = /D Wil do,

y la métrica correspondiente es
[w—ullpg -

Se puede demostrar que (- | -)¢ satisface las propiedades de un producto interior,

(4) <w|u>ps= <u|w>pg (simetria)
(1) <w|autpv>ps= a<w|u>ps+8<w]|v>p (linealidad)
(4i7) <w|w>psz2 0 y <w|w>ps=0 siysélosi w=0.

5.2. Calculo del campo ajustado v minimizando HW — v ! ’DS con
V.-v=0
En lo que sigue I representara a la frontera de la regién D y supondremos que tiene la descomposiciéon
I'=Tpuly

y n serd un vector normal y exterior a la superficie I'. El significado de los subindices (Dirichlet y Neumann)
quedard claro méas adelante.

Sea v¥ un campo obtenido a partir del procesamiento de un conjunto de datos {vtmc(xk)}gzl. En general
v? no satisface la ecuacién de continuidad para flujos incompresibles por lo que el problema consiste en
estimar un campo ajustado v cercano v° (en el sentido definido abajo) que satisface

V-v=0enD, (5.1)
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ademsds, el flujo es ideal y se mueve tangencialmente a la frontera sélida de D (') por lo quesatisface la
condicion de frontera
v-n =0 sobre I'y . (5.2)

Las condiciones (5.1) y (5.2) son suficientes para garantizar la existencia y unicidad de v. Si tenemos en
mente que v es una pequefia modificacién de v que satisface (5.1) entonces podemos afirmar que v es
una aproximacién aceptable aproximaciéon de vi.,. en D. Desde luego que la cercania entre v y vVipge
estd determinada principalmente por la cantidad de datos usados para determinar v°. Si tenemos informacién
acerca de la capa de frontera fisica en I', ésta puede ser usada en la estimacién de v® como en varios Modelos
de Masa Constante (MMC) [19].
El campo ajustado v se puede definir como un campo que minimiza el funcional cuadrético
2

J(w) = HW—VOHDS (5.3)
en el espacio de campos vectoriales w que satisfacen(5.1, 5.2). Para caracterizar tal espacio se utilizan algunos
resultados publicados en [9, 18, 42]. El conjunto

H(div) = {w € L}(D) : V- w €L*(D)}
es un espacio de Hilbert con el producto interior
<w|u>H(div) =w|u)p+(V-w|[V-u).

en donde V - w se considera en el sentido débil en L?(D). Supondremos de aqui en adelante que el campo v?,
definido como una interpolacién de los datos de viento, pertenece al espacio H (div). También, como parte
de este espacio se encuentra el conjunto

V={we H(div):V-w=0 en D, w-n|p, =0},
el cual es un subespacio de L?(D) [9, 42], como el espacio que contiene a los posibles campos ajustados.

Nota 5.2 Para verificar la validez de la condicion de frontera w -n = 0 sobre la frontera I'y se define a
Cs°(D) = {¢|p : ¢ € D(R?)} como el conjunto de funciones escalares infinitamente diferenciales con soporte
compacto en D y a C§°(D)? como el espacio de los campos vectoriales con componente en C§°(D). Como
puede verse en [9, p27], C5°(D)? es denso en H(div) y el mapeo vy, : w — w-n|r puede extenderse a un mapeo
lineal y continuo representado atin por v, : H(div) — HY?(T). Esto garantiza que la expresion w-n = 0
estd bien definida en T'y para cada w € V C H(div).

El conjunto
V={peD?*:V-¢=0 en D},

es un subespacio de V. Sea Hy la cerradura de V con la norma usual de L?(D), y sea Hy; el complemento
ortogonal correspondiente. El teorema de proyeccién afirma que el espacio L? tiene la descomposicién

L?=Hy ¢ Hy. (5.4)
con el producto interior estandar (-|-)p. De acuerdo con el teorema 2,7 de [9]
H* ={Vq:qec H (D)}

donde H! es el conjunto de funciones ¢(z) con primeras derivadas d¢/d2" en L?(D). Si V es la cerradura de
V, visto como subespacio de L?(D), entonces V+ = V* y la relacién V C V implica Hy =V C Vy V+ C H‘%
Asi, para cada u € V+ existe una ¢ € H'(D) tal que u = Vqy (w|V¢q)p = 0 para cada w € V. La identidad
de Green

(wIVg)p + (V- wlg)p = (w-n[g)r (5.5)
se cumple para toda w € H(div) y toda ¢ € H*(D), donde (f|g)r = [, fgds es el producto interior del
espacio de Hilbert. En particular para w € V y Vg € V+ tenemos que (w|V¢q)p = (V - w|q)p = 0, entonces

<W . n|q>FD =0.
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De aqui se concluye que ¢ debe satisfacer la siguiente condicién de frontera:
q=0 sobre I'p.

En términos del conjunto
Hp={¢pcHD):¢=0 en TIp}

podemos escribir
Vt ={Vq:qe€ H,(D).}

Para demostrar la existencia y unicidad del campo ajustado usando el teorema de proyeccién, sea Vg
la cerradura de V con respecto a la norma || - ||ps. Dado que las normas || - ||p v || - ||ps son equivalentes,
tenemos V = Vg. Entonces el conjunto

V& ={S7'Vq:qe H5(D)}.

es el complemento ortogonal de Vg en L2(D) con el producto interior (-|-)ps. En efecto, sea u € V& y

w € Vg, entonces
(wlu)ps = (W|Su)p = <W|8871Vq>p = (w|V¢)p =0.

Con esto se ve que, efectivamente, los espacios V'y V& son ortogonales en la norma || - ||ps, en consecuencia
se tiene la descomposicién
L*(D)=VaVs.

De acuerdo con el Teorema de Proyeccién, para cada v € H(div) C L2, existe un tinico v € V tal que
v =vllbs = min [[w—v°|fbs = min J(w)

y

VOZV—u

conu € Vg:. Esto demuetra la existencia y unicidad del campo ajustado v. La caracterizacién de Vfg implica
que existe A € H5 (D) tal que u =S~V con lo cual podemos escribir

v=v’+ST'VA. (5.6)

Las primeras derivadas O\/dx® pertenecen a L?(D) pero el lado derecho de (5.6) no puede ponerse en
(5.1) para obtener una ecuacién para A ya que la ecuacién resultante

V.v=V-v'4+V.S7lVvA=0

s6lo tiene sentido si A tiene segundas derivadas 9?\/9x'9z7 en L?(D). Podemos evitar este problema rees-
cribiendo (5.1) en una forma débil.
De acuerdo con (5.5), si v pertenece a V C H(div), debe satisfacer

(V| Vé)p=0 V é€HbD) (5.7)

Esta es la forma débil deseada de la ecuacién (5.1,5.2). La sustitucién de (5.6) en (5.7) implica que A debe
satisfacer la ecuacién integral

a(\§)=—(v*|Ve), ¥ écHhD) (5.8)

donde establecemos

3t 9t ' Qi (5:9)

Entonces la minimizacién de J(-) es reemplazada por la solucién de (5.8).

Para demostrar la existencia y unicidad de la solucién A de la ecuacién (5.8) usemos (5.5) para reescribir
el lado derecho de la ecuacién (5.8) y obtenemos el problema

a(A, @) =(V -V’ | @), + (V" n| o). (5.10)

a(\,¢) = (ST'VA| Vo), = <S—1 oA é)‘i’> .

para toda ¢ € HL (D). Ahora se toman en cuenta los siguientes hechos:
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= El conjunto H} (D) es un espacio de Hilbert con el producto interior

W1y =)+ (V| Ve) Vo,¢€ Hp(D)
y la correspondiente norma ||-||;;

» Si S(z) es simétrica y positiva definida en D, su inversa S™!(z) también lo es. Esto implica que la
forma bilineal a(-,-) es simétrica [a(1, ¢) = a(¢, )] y coerciva (H},—eliptica), i.e., existe una contante
positiva cp tal que

a(#,9) = o |l9ll; V¢ € Hp(D);

= Si cada elemento Si_jl(x) pertenece a C(9) (D), la forma a(-,-) es acotada en H} (D),

a(¢,¥) < K |l¢ll, llvll, V.6 € Hp(D).

Estas propiedades junto con v € H(div) garantizan, por el teorema de Lax-Milgram que existe una tnica
solucién A de la ec. (5.10) en HL (D), que satisface la CFD

A=0enI'p. (5.11)
De estos resultados se deriva la siguiente proposicién.

Proposicién 5.1 Sean S(z) una matriz definida positiva en D, v° € H(div) y S;jl(x) € C(D). Entonces
eziste una unica A\ en H} (D) que satisface (5.8).

Bajo condiciones generales , A proporciona un campo ajustado v (5.6) que satisface la ecuacién de continuidad
en su forma fuerte (5.1) y la condicién de frontera (5.2). Sea H?(D) El espacio de Sobolev de funciones con

segundas derivadas en L?(D), y C(Y (D) las funciones con primeras derivadas continuas en D. Las condiciones
son dadas basicamente por

Teorema 5.1 [36, p.548]. Si V-v" € L?(D) y S;jl(x) c CN(D), la solucién X de (5.8) pertenece a H?(D')
donde D' es una regién abierta tal que D co.

Nota 5.3 La forma mds comin de S en la literatura meteoroldgica [35] es S;; = a2d;j con «; constantes
En este caso Si_jl € C'(OO)(D) (el conjunto de funciones infinitamente diferenciables en D) y los esquemas de

interpolacién comunes [35] proporcionan un campo v° con componentes en C(OO)(D), tal que \ € C(‘X’)(D) Yy
v € C®)(D)3. Por lo que, en adelante consideraremos que los datos del problema (5.8) son suaves cuando \
pertenezca a H?(D). Los dominios D usuales tienen esquinas donde X pierde regularidad y, en consecuencia,
es posible que v no satisfaga V-v =0 en T (ver, e.g., [36, cap.46], [17, p.18]).

Sea v0, S;jl definida como en el Teorema 5.1 y sea A € H?(D). Entonces podemos usar la férmula de Green

ov ou
— d —vdr = i d 12
/Duach :r—i—/DaIJv x /Fuvnj s (5.12)

con u = Sj—fax/axi y v = ¢ para integrar a(-,-) (5.9) y obtener

a(A, @) = (LA | ¢) + (¢ | LN)p, V6 € Hp (D), (5.13)
donde L es el operador eliptico
0 0
[=-—-ViSily—-__~§1 7~ .14
VISV 5 Sj; py (5.14)
y L es la derivada co-normal
_ _1 OA
LA=n-S 1wznj§ji1%. (5.15)
Por lo tanto, la ecuacién (5.10) toma la forma
(LA 6) = (Vv [ ¢) = (v -n+LA | &) (5.16)
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para toda ¢ € HL(D). En particular para ¢ € C§°(D) C Hj (D) tenemos ¢ [r=0y
(LA ¢) = (V-v° | 6) ¥ 6 € C*(D).
Ya que C§°(D) es denso en L?(D), se sigue que A es una solucion fuerte de la ecuacién eliptica
IAN=V-v'en D (5.17)

y (5.16) toma la forma
(v n+LA[d). =0 V¢eHpD).

Esto significa que \ tiene la propiedad de satisfacer las Condiciones de Frontera Neumann (CFN)
v?.n+4 L\ =0 sobre I'y (5.18)
y, En consecuencia, el campo ajustado v (5.6) satisface (5.2).

Proposicién 5.2 Sean S, v0, S™! definidas como en las proposiciones 7?7 y 5.1 y supongamos que los datos
del problema (5.8) son suaves de tal forma que A € H*(D). Entonces \ satisface (5.17) y las condiciones de
frontera (5.11,5.18). El campo v = v® + STV satisface (5.1,5.2) y minimiza globalmente a J(-) en V.

5.3. Formulacion variacional del problema eliptico generalizado
LA=f

En esta seccién consideramos la formulacién variacional del problema eliptico (5.17) en coordenadas arbi-
trarias con el propdsito de dar un planteamiento que incluya tanto la formulacién en coordenadas cartesianas
xyz como en coordenadas generalizadas y'y2y3. El planteamiento en coordenadas cartesianas se recupera de
lo expuesto en esta seccién haciendo M =S, M = 5, ,/g = 1 y eliminando el subindice y. La regiéon D, es la
imagen de D bajo una transformacién de coordenadas z* = z'(y', y?, y*), en forma andloga definimos I'p,,
Civy.

L,x=f en D, (5.19)

con las condiciones de frontera mixtas
A=0 en Ipy, (5.20)
Lyd=q en Iy, (5.21)

donde I'y = I'p, U 'y es la frontera de la regiéon D, en el espacio y, y Ly, Ly, f, g estan dados por

L,=-V'/gM™ 'V f=gv-v° L,=n,M'V  ¢g=-alv’.

La solucién A es (al menos) de cuadrado integrable por lo que pertenece al espacio

Ly(Dy) = {v : /D

(vlu), = /D vudy ,

Y

|fu\2 dy < oo}

Y

dotado con el producto interior

y lanorma || v ||,= (v\v);/ ?. Ademés, X debe pertenecer al espacio de funciones que satisfacen la condiciones
de frontera Dirichlet (5.20), espacio que denotamos por V,. En lo que sigue consideramos que V, es completo

con la norma
2 2
lollyy = lloll; +>
k
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es decir,
V,={veH (D,) : v=_0sobreT,} .

Para obtener la formulacién variacional (o débil) del problema eliptico (5.19-5.21) multiplicamos (5.19) por
una funciéon v en V, e integramos,

(Ly Av)y = (flv), paracadav €V, . (5.22)

El lado izquierdo se integra usando el teorema de Green en el espacio y

ow ov
vd = VWL dS —/ w—-d

donde 7, son las componentes del vector normal, unitario y exterior a I'y. Haciendo calculos se obtiene

3] o\
(LA, = = 3 (Grvatt G 1)
! ki Oy % y
10X 40X Ov
:_Z{j[ klaz”ykdsy / NG kllala kd}
oXN, Ov
=— M1 =2 | =—
?{« gU(Znyk Kkl al>/\d3y+%:<\/§ K 5yl 5y"“>y
=— VauLyAdsy + ay (A, v),
ary,
donde aparece el operador
Znyk kl 5‘ o

y la forma bilineal
718u ov t -1
ay(u,v) = Z VoM, 9 Dt = ; (Vu)” M™Vu /g dy .
Y Y

Entonces (5.22) queda como sigue
ay(A,v) = (flv), —i—j{ VovLyAds, VvelV,.
F'y

Dado que v satisface v=0en Iy y £L,A = ¢ tiene lugar en I'y,, la integral de superficie toma la forma

j{ VavLyhds, :/ Vavgdsy .
r Ty

Y

Asi, concluimos que si \ existe debe satisfacer la ecuacién integral
ay(\v) = f,(v) YoeV, (5.23)

donde definimos

Fy(0) = (flv), + Vgvgdsy .

FNy

La ecuacién (5.23) recibe en nombre de forma débil del problema eliptico (5.19-5.21). La existencia y unicidad
de la solucién de la ecuacién integral (5.23) estd garantizada por las propiedades de ay(-,-) y fy(-). Es facil
ver que ay(-,-) define un producto interior en el espacio V, dado que es:

1. simétrica, a,(u,v) = ay(v,u) ,
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2. positiva definida, ay,(u,u) > 0, y a,(u,u) = 0 s6lo para u = 0,
3. bilineal, a,(u, c1v + cow) = cray(u, v) + caay(u, w) .

En efecto, usando la simetria de M~! se obtiene
(Vu)' M~! Vo = (Vu! M™! Vo)t = (Vo)! (MY Vu = (Vo)) M~ Va,

y por tanto

ay(u,v) = /D (Vu)" M~ Vo /g dy :/ (Vo) M~ Vu /g dy = a,(v,u) .

Yy D Yy

Si la transformacién de coordenadas z' = z*(y) es bien comportada y los coeficientes a?(y) no se anulan en

D =DUT, entonces M~! (y) es positiva definida en cada punto de la regién D, es decir,
WM tu>0parau#0.

En particular para u = Vu tenemos (Vu)t M~! Vu > 0 si u no es una funcién constante, multiplicando la
tltima desigualdad por /g e integrando se concluye que ay(-,-) es positiva definida en V;; es decir, a,(-,-)
satisface

ay(u,u) >0Vu eV, .

La linealidad de a, (-, -) es obvia. Finalmente si f(y) y q(y) son funciones continuas a trozos, el funcional f,(-)
es acotado. De acuerdo con el teorema de Lax-Milgram [36] estas propiedades garantizan la existencia
y unicidad de la solucién A de la ecuacién integral (5.23). La simetria de ay(-,-) permite identificar a las
soluciones de la ecuacién integral (5.23) como las extremales del funcional cuadrético

Jy(v) = %ay(v,v) — f,(v) paraveV,.

Una funcién u se llama extremal del funcional Jy(v) si satisface la condicién de extremo

d

—Jy(u+€v)|e=o =0Vv eV, .

de

De acuerdo con esta definicién para mostrar que las soluciones de (5.23) son extremales de J,(v) basta con

probar que (5.23) coincide con la condicién de extremo. Usando la simetria y linealidad de ay,(-,-) y f, () se
obtiene

1 _
Jy(A+ev) = iay(k +ev, A+ ev) — fy, (A + ev)

1 1
= 5ay()\, A) + eay (A, v) + iezay(v,v) — fy(A) — efy(v)

Derivando y evaluando en € = 0 se obtiene

DI+ e)leo = ay(0 ) ~ ) = 0
que es exactamente la ecuacién (5.23) y por consiguiente una solucién X de (5.23) es una extremal de J,(v).
El teorema de Lax-Milgram garantiza que existe una extremal X\ y es tnica.

De acuerdo con lo anterior, en lugar de calcular a A por medio de la ecuacién integral (5.23), podemos
obtenerla como la funcién que minimiza al funcional J(A). Este tltimo camino tiene la ventaja de incorporar
la condicién de frontera Neumann (5.21) en J(A) por lo que sélo debemos considerar en forma explicita la
condicién de frontera Dirichlet (5.19). Para probar esto mostremos que si A es una extremal de J()), entonces
satisface la condicién de frontera Neumann (5.21).

Arriba probamos que si A minimiza a Jy, () satisface (5.23). Consideremos (5.23) con v en C§°(D,). Dado
que cada v se anula en toda la frontera I'y, v pertenece al espacio V, por lo que A satisface (5.23) para cada
CAS C(c)xa (Dy)7

ay(\ ) = (flo), + f Vi v ads, YveCE(Dy),
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pero v = 0 sobre I'y lo que reduce la ecuacién anterior a
ay(A,v) = (flv), parav e C5°(Dy) .

Por otro lado, si A tiene derivadas de segundo orden podemos integrar por partes el lado izquierdo para
obtener

ay(A,v) = (LyAlv), parav e C5°(Dy) .

Y

Reemplazando en la ecuacién anterior se obtiene
(LyA — flv), =0 parav e C5°(Dy) ,
y por tanto A satisface la ecuacién eliptica
Lyx=f enD,. (5.24)
Si ahora consideramos la ecuacién (5.23) en la forma
L), + [ VaLadsy =), + | Vavads,

y usamos el hecho que A satisface (5.24), los términos (LA|v), v (f|v), se cancelan por lo que A satisface

Vv Lyids, = Vv gdsy Yvel,

Iy Iy

y dado que en general v # 0 se concluye que A debe satisfacer
L,A=gq sobrel'ny .

En otras palabras, si A minimiza al funcional Jy,(v) entonces satisface la condicién de frontera Neumann
(5.21).

5.4. Calculo de )\ con el método del elemento finito

En esta seccién consideramos la solucién del problema con condiciones de frontera (5.11, 5.17, 5.18)
utilizando el método de Elemento finito (EF). Los MMC usan esquemas de diferencias para calcular A [35]
pero en este trabajo se usa el EF ya que tiene la ventaja de la forma débil de la ecuacién (5.17). De hecho,
vemos que A es la tnica solucién en H}, (D) de la ecuacién integral (5.8)

/ (ST'VA) - Vo dx = 7/ v?. V¢ dr para ¢ € Hp(D). (5.25)
D D

Esta ecuacién sélo requiere de las CFD (5.11) por medio de las funciones ¢ ya que la CFN (5.18) es una
propiedad intrinseca de A. El EF introduce una aproximacién

M) = 3 (o) (5.26)
k=1

donde las funciones ¢;(z) son la base de un espacio de aproximacién (definido abajo) de HL (D). En lo
que sigue consideramos a la matriz S en su forma mas comin S;; = 5”-0412 [2], donde los elementos «; son
constantes. En este caso el campo ajustado v (5.6) estd dado por

; ;1 0\
7 O,z+7

v a? 0z’ (5.27)
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Sea h el paso de discretizacion y sea 7, un elemento finito de interpolacién de D, sea P el espacio de
polinomios de dos variables de grado < 1y sea C°(D) el espacio de funciones continuas en D. Los espacios
H'(D) y H}(D) son aproximados por los espacios de dimensién finita

Wy, = {¢n € C°(D) : ¢p|r € PLpara T € 7} ,
Won = {én € Wh: ¢ =0enT'p},

respectivamente. La formulacién de elemento finito del problema (5.19) es: encontrar A, € Wy, tal que
/ (STIV) - Vondr = —/ v - VorVorn € Won, (5.28)
D D

donde v9 es la funcién de interpolacién en Wy, x W}, que aproxima v. Se sabe que la aproximacién lineal a
trozos A es una aproximacién de segundo orden [7]. Sea N el ntimero total de vértices xy, en la triangulacién
1, de D, v supongamos una numeracién de los vértices mencionados anteriormente. Entonces, una base del
espacio Wi, es la coleccién B, = {¢r}, << de funciones gorro ¢y, [7] asociadas a aquellos vértices donde ¢y,
es una funcién lineal a trozos tal que ¢, (z;) = dx; para l = 1,...N. El soporte de estas funciones es la unién
de triangulos en 75, que contienen xj; como vértice. De la misma manera, una base del espacio Wy, es

Bon = {Px € Bn : ¢ (r;) =0 si x; es un vérticeen I'p}t ={¢r € Br : k=1,2,..., Ny}

donde Ny es el ntimero de vértices que no pertenecen a I'p. Usando estas funciones base A (x) tiene la forma
(5.26) donde {x}n°, es la coleccién de vértices en la triangulacién que no pertenece a I'p. Si a A(zx) la
expresamos como A el problema (5.28) es equivalente a resolver el problema algebraico

No
Zakl)\l:kac:l,...,No, (529)
1=1

donde ay; = <S_1V¢k | V¢1>D7 fi=— <v2 | V¢k>D- La matriz aj; mantiene las propiedades de S71, i.e.,

ay; es simétrica y positiva definida. El problema algebraico (5.29) es resuelto por una versién del método de
gradiente conjugado para sistemas lineales ralos [16]. En principio A, proporciona la aproximacién

2 0,2 h
’Ul =v, + —=—
h h O[g 3x1

de v pero V), no esta definida en la frontera de la triangulacién 73, ya que Ay es una funcién lineal a trozas,
asi que V! puede ser calculada en un sentido débil de la siguiente manera [20]. Supongamos que O\, /9x"
tiene la forma

O x <
81:}; = Xixor(x)
k=1

de (5.29) tenemos

O 9du()
gt~ 2N g

Multiplicando por ¢; e integrando obtenemos el problema algebraico para las A

Ny Ny ad)

z k

1 ) = =y :17...,N.
kZ:l/\k<¢k b1) kz_;/\k<8aﬂ ¢>z> para [ 0

Una forma més simple es calcular u; = V,f — V,? " Para i = 1,3 encontrar u; € Wy, tal que

1
/Ui(bkdx:/ af)\.¢kdxparak:1,2,...,]\f.
D D

a? Oz’

La integral en el lado derecho puede calcularse exactamente por la regla del trapecio ya que d\/dx! es
constante en cada tridngulo 7' € 73. Si el lado izquierdo es calculado con la misma regla obtenemos un
sistema de ecuaciones diagonal cuya solucién es inmediata.
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Nota 5.4 Un procedimiento comin utilizado en modelos atmosféricos para simplificar las condiciones de
frontera impuestas por la topografia, es el uso de coordenadas que siguen al terreno ¢ coordenadas o las
cuales son constantes sobre la topografia [33], [35].

En este trabajo se usa
_ z—h(x)
Zmax — h(z)

para trasformar el dominio D = [0, Zmax] X [R(2), 2max] €n el espacio xz, en el dominio D, = [0, Tmax] X
[0,0max = 1] en el espacio zo. Entonces se define una malla uniforme {2, ¢®}N_ cuya imagen bajo la
trasformacién inversa z = h(z) + [zmax — h(2)] o proporciona la malla de los elementos finitos {x(*), z(F 3N
en el espacio xz. Todos los cédlculos fueron hechos en una malla de 81 x 81 puntos; el método de elemento
finito se implement6 en Fortran 77 utilizando una computadora de 32 bytes.

5.5. Ejemplos numéricos

Consideramos el dominio D = [0, 10] x [h(z), 10] km?2. El campo Virue = Utruel + Wiruck s obtenido con
el método de mapeo conforme donde V; viene de (4.25) con ugye = 10 ms™t a (z = 0,z = 10 km). Para
simplificar la discusién proponemos el campo inicial v0 = we(7, )i donde hacemos w® = 0 ya que en
situaciones reales la componente vertical wy,e NO es medida. Este ejemplo nos permite tener el mejor campo
ajustado que el MMC puede dar. El punto importante es, entonces, si el esquema puede generar el campo
verdadero, en particular, la componente vertical wyye. Siguiendo [35] el campo ajustado v(a?) es reportado

‘ [Iinfnvxfnéx} ‘ [Urlnfnagxznéx] ‘ (1) mins L (1) max) ‘
[0,02 0,99 | [0,4 0,6] |[6x107* 5x 1077
[0,4 0,6] (0,4 0,6] [2x 107 1077

Cuadro 5.1: Flujo I(T;) a través de la regién D; = [z7 2! . ] % [o%, ,0?

min’ ““max min’ ~ méx

} con a? € [10747 10*6]

en términos del pardmetro o = o /a3, donde proponemos a; = 1 asf como a? = a;z. La figura (5.2) muestra
los campos Vire ¥ V(a2 = 1) sobre la topografia h(z) = ho + hy coswz estimadas con IP3S s (x) con p = 0,8.
Detalles de la figura (5.2) se muestran en la figura (5.3). donde se puede ver un diferencia significativa entre
Vire y V(a2 =1).

Sherman [23] seguida por otros autores [8,23], sugiere que « puede ser proporcional a la magnitud

. . . . k k k
del cociente Wirye/Utrue- Aplicando este criterio calculamos el cociente P = ‘wt(rge /ugrae

trie = ‘ en la malla

{ak) 2(IN=06561 ysada para estimar v(a?) con EF. El resultado es min(aéf&e) = 0,7, méx(agfze) = 17,5,

(Qtrue) = % Z,If:l aéfl)le = 0,8 con desviacién estandar 1,8, de tal forma que

107! < (age)? < 1072,

El valor (@rue)® ~ 10 proporciona el campo v(a? = 1) de las figura (5.2) y (5.3). Consideremos los valores
extremos. El campo v(a? = 1071) es casi igual a v(a? = 1). la figura (5.4) muestra que el campo v(1072)
es peor que el campo v(a? = 1) mientras la figura (5.5) muestra que v(a? = 1072) es mds cercano a
Virue- Siguiendo esta tendencia calculamos v(a? = 1079) el cual es dibujado en la figura (5.5). Ahf vemos
que v(a2 = 10*6) es casi igual a V. Todos los calculos fueron hechos con la misma malla, asi que las
diferencias entre los campos ajustados se deben a los valores de 2.

Como un segundo ejemplo, la figura (5.5) muestra los campos Ve v v(a? = 10%°) sobre la topografia
h(x) definida por datos de elevacién del terreno de la base de datos GTOPO [41]. Los detalles de la misma
figura son mostrados en figura (5.5). Observamos que el campo ajustado v(a? = 10%°) es de hecho una
correcta aproximacion de viu.. Una medida conveniente de la cercania entre viyue y v(a2) es dada por la
distancia en L?(D) entre sus componentes

d(u, %) = [/D [ 1/2. (5.30)
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La figura (5.9) muestra que d(u, a?) y d(w, o) tienden mondtona y asintéticamente al valor minimo, cercano a
0,01, conforme a? — 00, a su vez, valores pequefios de a? proporciona malos campos ajustados. Esto confirma
la bondad de v(a? = 107%). La misma figura muestra un mejor ajuste para la componente horizontal que
para la componente vertical, como se esperaba, debido a que al principio eliminamos la componente vertical.

) 2 2 . _

La figura (5.10) muestra las gréficas de o® vs. ||[v — v(a?)||}, v ||[v — v(e?)||;, ¢, ambas normas tienden a 10~2

mientras a? — 107¢ pero la norma ||v — v(a? decrece mds rdpidamente ya que su minimizacién es el
DS Y

criterio usado para calcular v(a?). Veamos qué tan bien satisface el campo v(a?) la ecuacién de conservaciéon

de la masa. De acuerdo a la identidad
/ V~vdz:/v~nds
D; I,

es suficiente calcular el flujo
I(r;) = / v(a?) - nds
r;
sobre algunas subregiones D; de D sobre el espacio zo (NOTA 2). Los resultado reportados en el cuadro (5.1)
muestran que I(T;) va de 2x107% a 5x1073 para a? = (1/a3)? € [107%,10%] asf que v(a?) casi satisface la
ecuacién (5.1).
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Capitulo 6

Formulacion tensorial

En meteorologia una forma estandar de simplificar las condiciones de frontera impuestas por el terreno es
introducir un nuevo sistema de coordenadas generalizadas y* las cuales el tienen el nombre de coordenadas
o 6 coordenadas que siguen al terreno. Veamos algunos ejemplos

1. En [22] Moussiopoulus y Flassak (1983) usan

yvr=z y’=y yg’:a:H;Z3 con h(z,y) <z < H(z,y)
: H — h(z,y) =T = ’
z=y' y=1y z=H+[h(y',v*) — H)y’

2. En [15] Kitada et. al. (1983) usan

1 2 3 z—h(z,y)
y =z y =y Yo = con h(z,y) <z< H(z,y
z=y" y=y? 2=y [H(y" v*) — h(y",vP)] + h(y",y?) .
3. En [40] Kitada et.al. (1986) usan
—h
y'=2 yP=y y?’:ZT(;’y) con h(z,y) <z<AH+ h(z,y)
=y y=y° z=y’AH +h(y',y?) ,

donde AH es la altura de la frontera superior D y a la cual se le asigna un valor de 10% m.
4. Bernard et. al. (1987) consideran [2]

1 2 3__ Aft—Z
2t —28(1’7:(/)

r=y" y=y 2=z -y [z — 2 (y" v°)]

con zs(z,y) <z <z

donde z; es la altura (constante) de la frontera superior y zs(z,y) es la altura del terreno.

5. El modelo ARPS [44] usa las coordenadas

—h
ylzx y2:y y3:H;_h(é’Z))+ZO con h((E,y)SZSH
H — h(y*, y?
=y y=vy z= ( )(y3—20)+h(y,y2)



En cada uno de lo ejemplos anteriores las coordenadas o tienen la forma

y' =z Y=y y* =9’ (z,y,2)

0, equivalentemente,

z=y" y =y’ z=z2(y",9°,9%) (6.1)

donde la coordenada ¢ toma un valor constante tanto en la superficie terrestre,
olx,y,z = h(z,y)] = cte sobreTy ,
como en la frontera superior z = zZmnaz,
oz, y, 2 = Zmas) = cte sobre'p .

Las coordenadas z,y estdan acotadas por valores constantes. Asi, en el espacio fisico el dominio D tiene la
forma

D= {(.13, Y, Z) * Tmin S T S Tmax Ymin S ) S Ymax h(x,y) S z S Zmaw}

y su imagen bajo la transformacién y* = y*(x) es un paralelepipedo

Dy = {(y17y27y3) C Tmin S yl S Tmazx Ymin S y2 § Ymax Omin S y3 § Umaz} .

6.1. Base covariante 7;, contravariante )’ y tensor métrico G

En esta seccion reproducimos el procedimiento usado en [25] para obtener la formulacién tensorial de el
problema variacional. Usaremos la convencién de suma sobre indices repetidos. Comencemos con los conceptos
bésicos para construir la estructura invariante de la ecuacién de continuidad profunda. Sean z* las coordenadas
en el sistema X, de un punto P = (xl, z2, xd) Supongamos que las coordenadas 3° son las coordenadas, en
el sistema Y, del mismo punto p = (yl,y2,y3) . Ya que estamos describiendo la posiciéon del mismo punto
con dos conjuntos diferentes de funciones es l6gico pensar que existe una relacién entre ambos

gt =a"(y). (6.2)

El vector de posicién de un punto con coordenadas (xl, 22, x3) esta dado por

en donde los vectores base y las coordenadas dependen implicitamente del tiempo ya que el sistema X es un
sistema fijo a la tierra y por lo tanto no es inercial. Usando (6.2) vemos que el vector de posicién es funcién
de las coordenadas y*

r(y) =a'(y') X ().
La variacién de la j-ésima coordenada y? define una curva en R® que llamaremos curva coordenada. Los
vectores tangentes a las curvas coordenadas que pasan el punto (yl, y2, y3) estan dados por

or oxt i

y reciben el nombre de wvectores base covariantes. De acuerdo con la definicién de matriz jacobiana J

ox’

Jijzayj

podemos escribir a los vectores base covariantes como combinacién lineal de los vectores base X’
_ 7T i
=15 X (t).
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Si el jacobiano J = det (J) de la transformacién (6.2) no es nulo en el punto (y*,y?,y?), el conjunto {7; }ici23
es linealmente independiente, lo que valida el uso del término “base” al referirnos a dicho conjunto. En este
caso el teorema de la funcién implicita afirma que las coordenadas y’ pueden despejarse de (6.2) lo que nos
da las ecuaciones de transformacién inversa

y =y’ (a) (6.4)

El gradiente de cada funcién ¢’ da un vector normal a la superficie definida por 37 = cte, dichos vectores
forman la base contravariante

_ oy
T =Vy = =X’ 6.5
n v =g (6.5)
o en forma matricial
W =T5%
Dado que {nj}j=17273 es una base, podemos escribir la base {ii}izl,z,s en términos de ésta
X' = Jijn’

sustituyendo en (6.3) obtenemos la relacién entre la base covariante y la contravariante

ox* Ox* j
T =
" Oyt Oy g
donde aparecen los elementos
- 0aF 92k
997 0y oyl
del tensor métrico G = {g,;}, con lo que obtenemos
Ti = Gij . (6.6)
En forma matricial podemos escribir
G=1J"J

6.2. Forma covariante y contravariante de un vector

La expresién de un vector A en la base 7;
A= Ay
J

recibe el nombre de forma contravariante de A y nos referimos a los coeficientes A’(y) como las compo-
nentes contravariantes de A en el sistema de coordenadas y. La expresion de A en la base 7’

A= 4w

se llama forma covariante de A y los coeficientes A;(y) reciben el nombre de componentes covariantes

de A en el sistema de coordenadas y. De acuerdo con lo anterior, las formas covariante y contravariante de

A en el sistema de coordenadas z!, 22, 2 son, respectivamente,

A= ZAi(x) %5

A:ZAi(x) %t
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pero dado que la base X; es reciproca de si misma (X; = X") tenemos

Para obtener la relacién entre componentes cartesianas, covariantes y contravariantes de A consideremos
su expresion en términos de las tres bases

A=A4;(z)% base canénica (6.7a)
= A/ (y)r;  forma contravariante (6.7b)
= Ay (y)n* forma covariante. (6.7c)

Igualando estas expresiones obtenemos

A ()% = Ay (y) n* (6.8b)
A (y) Ty = Ay (y) . (6.8¢)

Utilicemos las leyes de transformacién entre bases para encontrar las leyes de transformacién entre compo-
nentes, de (6.3) y de (6.8a) tenemos

Oy’ ,
a0 = A W)

igualando componentes obtenemos la ley de transformaciéon contravariante

Al ()

Oy?
oxt’

A (y) = A" ()
De (6.5) y de (6.8b) tenemos
ox’
ay""

igualando componentes obtenemos la ley de transformacion covariante

Ai (z) F= A ()"

oxt

Ak (y) = A; (2) o (6.10)
De (6.8c) y de (6.6) tenemos

AT (y) gjm® = Ag (y) 0"

igualando componentes obtenemos la propiedad del tensor métrico de ”bajar” indices

Ak (y) = A (y) gji- (6.11)

Si multiplicamos (6.11) por la inversa del tensor métrico (G_l)ij = ¢% obtenemos la propiedad del tensor
métrico inverso de subir indices

A (y) = Ak (y) g*. (6.12)
Una propiedad importante de las bases covariante y contravariante es la de reciprocidad. Calculemos el
producto escalar entre un vector base covariante y otro vector base contravariante 7; - 177. Usando la regla de
transformacién entre bases tenemos
Dk ok oy’ N da* oy’ ok ol

- ayix 9zl T Oy; ozl

7

como %* y %! son ortogonales entre si, la expresién anterior se reduce a

|00y ooy oy
T Oy, 9zt T By, fxkF T Oy,

—§

Ti"I]
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donde usamos la regla de la cadena. La expresién
ol =6 (6.13)

es la propiedad de reciprocidad. Usemos esta propiedad para calcular el producto escalar de dos vectores
cualquiera. Sean A y B dos vectores, uno en su forma contravariante y el otro en su forma covariante,
entonces el producto escalar es

A-B=A(y)m Bj(y)n = A (y)B; (y)ri -’ = A" (y) B (y) 5}

es decir, ‘
A-B=A"(y)Bi(y) (6.14)

que es la regla para el producto escalar generalizado.
La velocidad de una particula tiene una representacién natural en la base 7;. Si el vector de posicién con
respecto al sistema z'a223 estd dado por

b33

r=a'(y)

La velocidad relativa a la Tierra estd dada por v = i(y) %; (capitulo 1) . Aplicando la regla de la cadena

%

od - Ot
i @ g
U

(.. 0z 0zt L »
voE (yﬂ ay-j> N (xiay]) =y

por lo que los coeficientes ¢/ son las componentes contravariantes de v. En la literatura de mecanica de
Lagrange los coeficientes v/ = ¢? reciben el nombre de velocidades generalizadas. Asi tenemos v/ (y) = ¢’

tenemos
_E: .
vV = T U7
J

y sustituyendo se obtiene

6.3. Forma tensorial de V, V., y V. pyv =0

En el capitulo 1 mostramos que si en un sistema de referencia inercial X definimos el operador gradiente
como

5. O
v=X' .
oxX?
entonces conserva su estructura en cualquier sistema cartesiano z* fijo a la Tierra, esto es,
.0
V=%"—
i

Usando esta expresién junto con la regla de la cadena para calcular el gradiente de una funcién f que depende
explicitamente de las coordenadas y* se obtiene

9 _ 9y Of (y)

V=%

donde aparece la definicién de 77 (6.5). Esto da la forma generalizada del vector gradiente

Of (y)
= J L 77
Vi=mn ayi
o bien
_ g
V=n By7 (6.15)

lo que muestra que la forma natural del vector gradiente es su forma covariante.
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Para calcular la forma generalizada de la ecuacién de continuidad profunda reescribamosla primero de la
siguiente manera

V-A=0.
En el sistema x ésta expresion se desarrolla de la siguiente manera
0A" (z) 0
oxt

nétese que A estd escrito en su representacién contravariante. Usando la regla de la cadena y la ley de
transformacién contravariante obtenemos el desarrollo en las coordenadas del sistema 3,32, 3>

ot o [ort . ]
e o )] =0
oyk [ 9%t | ozt 0A! (y)
. A =
0xt | Oykoy! (y)+0yl Ay ] 0
Pt dyt 94! (y)

=0.

dykoyl Ozt ) oyt
donde aparecen los simbolos de Christoffel los cuales se definen por
'y = 752331‘ —ayn.
K= oyk oyt oxi
Entonces, la forma generalizada de la ecuacién de continuidad profunda es

DAl
DA (y) + ay(ly) =0. (6.16)

Para obtener una forma més compacta de la tiltima ecuacién consideremos la siguiente relacién entre T'Y,
y el tensor métrico G. El tensor métrico inverso G~' puede calcularse por cofactores

1
G =~ [Cof (G)]"
g
de (6.6) podemos ver que G es simétrico, por lo que podemos escribir
1
G != ECof (G).

El cofactor del elemento g;; de G es el valor del determinante que resulta de G al eliminar el i-ésimo renglén
y la j-ésima columna a la que pertenece g;; y multiplicado por (—1)”” . De este modo tenemos

Cof (G)ij = (_1)i+j dth =G (i,])

entonces

...

Por otro lado, g = det (G) se puede calcular también por cofactores

g7 = (G

g=9g1uG (1,1) + g12G (1,2) + 913G (1,3),

en forma compacta

g= Zgz‘jG(i,j), (6.17)

esto significa que el determinante es una combinacién lineal de los elementos g;; y dado que G (7,5) no
contiene al elemento g;; entonces

39 o g
=G, ) = g99”.
995 (i, 7)
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Por otra parte, para obtener la relacién entre los simbolos de Christoffel y el tensor métrico G recordemos la
definicién

_ Oz' oa!

- Oyt Oyl

y calculemos la derivada de g;; con respecto a la coordenada yy

9ij

dgij %zt 9zt 0%l oxt

dyt ~ DyRoy ay | aykay oy

De la definicién de los simbolos de Christoffel obtenemos

09ij  m 0! aixl ,, 07! 87#
oyk i oym gy ki gym oy

m m
= Gmjl i + Gmil ;-

Por otro lado, usando (6.17) y la regla de la cadena obtenemos la relacién buscada entre los simbolos de
Christoffel y el tensor métrico

dg g 0gij

B = Dy Oyt~ G (i,5) [gmi T + gmil 1] = 997 [gms TRt + gmil'h5] = g [60,T5 + 65,10 ] = 29T ..

Despejando I'T,
rm 1 99 10lng OJlnyg 1 05

mE T 2g0yk 2 ayk oy \Jg OyF
llegamos a
1 0y/g
= ———. 6.18

Sustituyendo en (6.16) obtenemos la forma generalizada de V- A =0

1 9vg i 0A' (y) _
vaoy W g 0

o bien
1 0

Nk
Para A! (y) = p (y) v (y) obtenemos la forma generalizada de la ecuacién de continuidad profunda

a% [Vap (y)v' (y)] =0.

[VaA! ()] =0. (6.19)

1
V9
6.4. Calculo del campo ajustado v en coordenadas generalizadas

En meteorologia, el procedimiento seguido para simplificar las condiciones de frontera impuestas por
la topografia es transformar las ecuaciones a un sistema de coordenadas que ”siguen el terreno” llamado
sistema de coordenadas o [35]. En esta seccién damos las expresiones para calcular el campo ajustado v en
coordenadas arbitrarias y', y2, y> definidas por medio de un conjunto de transformaciones

' = z'(y) i=1,2,3, (6.20)

con matriz Jacobiana J;; = dx'/dy’. Sean D, I'y, I'yp,['yn la preimagen de D, I, I'p, Ty, respectivamente,
bajo (6.20) y sea /g = |det(J)|. Considérese la matriz S(z) descrita en el capitulo 4.
Comencemos con la transformacién del funcional

To0) = 9 = ¥0pg = [ [l =05 s

donde [|-||g es la norma asociada al producto escalar (wlu)g = w'Su, y w, u son vectores columna con
componentes cartesianas. Si u” es el vector definido por las componentes contravariantes A*(y) de u, la ley
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de trasformacién contravariante A?(z) = dx'/dy* A*(y) tiene la forma u = Ju”. Entonces w' = (w")" J* y
(w|u) 4 tienen la forma
(wlu)g = (w")' M u” (6.21)

donde M = J’SJ conserva las propiedades de S. Entonces (w|u),, = (w")* Mu” es un producto escalar y la
expresion
(Wl = [ (w)' M V5 dy
Yy
define un producto interior en el espacio L?(D,) = {W*=123(y) € LZ(D,)} donde LZ(D,) tiene el producto
interior (f,q) = [ fa./g dy. Sea -] p,, la norma asociada a (-|-),,,. De acuerdo con la identidad Hu||3)s =

||u||%M la forma contravariante de J(-) es

2
J(w) =|w—=v°|5. - (6.22)
Sean, = (n1,n2,n3) el vector columna definido por las componentes covariantes de n, entonces w - n = n‘ w”
y el espacio V toma la forma
Vy,={w":V-w=0en D, , nlw" =0 sobre I'y, }
donde
V-w=g1? VZ g'/? wn (6.23)

y Vy = (9y1,0,2,0,3)". El complemento ortogonal de V,, en LZ(D) es V; = {Vyq:q€ H,(Dy)} donde
H}(D,) es el conjunto de funciones en H'(D,) que satisfacen ¢ |p,,, = 0. Entonces la minimizacién de (6.22)
en V,, nos proporciona a M (v — v®7) =V, A =0 con A\ € H,(D,) y

vli=voT L MV, (6.24)

La condicién ntv" = 0 en I'y, es dada en términos de las componentes covariantes n; de n pero existe
c(y) tal que n; = c(y)n,; donde n,; son las componentes del vector normal unitario n, a Ty, por lo que la
condicién toma la forma
Ly —
n, v’ =0 sobre 'y, . (6.25)

La sustitucién de (6.24) en la forma (6.23) da como resultado la ecuacién
LA=g Vv’ enD,, (6.26)

donde L, = —VZ\/Zi M~! V,, sujeta a
A =0 sobre I'p,,. (6.27)

El teorema de Lax-Milgram garantiza la existencia y unicidad de A. Las ecuaciones (6.20) son suaves y en
consecuencia, A(y) y v7 también. En consecuencia, podemos poner (6.24) en (6.25) para obtener la forma
generalizada de las CFN,

Ly = —nZVO sobre I'ny (6.28)

donde £, = nj M~! V,. Las ecuaciones (6.24) nos dan la forma contravariante de v, usando v = Jv"

obtenemos la forma cartesiana

v=v"4s1 (1) v, (6.29)
La forma usual de las ecuaciones (6.1) mantienen las coordenadas horizontales (y! = z, y?> = y) e
introducen la coordenada vertical
o=1y*(r,y,2) (6.30)
que es constante sobre la topografia: o[z, y,z = h(z,y)] = op sobre I'y. De (6.30) tenemos z = z(z,y,0),
Jij = Ji_jl =0;; parai=1,2,j=1,2,3,
I35 = (22 2y 20), Jgjl = (~2/26 —2y/20 1/2), (6.31)
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donde /g = z, y los subindices significan derivacién, e.g. 9,z = z,. Todo esto, junto con S,;ll = (5kla,;2 nos

proporcionan a M,' =0, M;' = a2 (i =1,2), M3' = —2,./2,03, My3' = —2, /2,03,
z 2 z 2 1 2
M:,;;:( ’”>+( y>+< ) : (6.32)
2o 2o Q2 2o Q3
Si u® 0% w° son las componentes cartesianas de v°, las componentes contravariantes sonV%!(y) = u°,
VO2(y) = o,
0 0 0
—ZgpU — 2V + W
V0’3(y) _ z Y , (6.33)
2o

relaciones similares se observan para las componentes de v. Para las ecuaciones (6.7) tenemos

1 1 2y z _

Ly = —0;—5 (2602 — 2205) — Oy—5 (260y — 2y05) — O {an - %6@ + zaMgglﬁa} (6.34)

g Q3 g a3

VIV V0 = 0, 2,u° + 0, 250° + 052, VP (y). (6.35)
Usando ny, = —63 la CFN (6.28) sobre 'y, = {(yl,y2,y3 = O’h)} toman la forma

2)\:1: + Zy2>\y - M3731 Ao = V370(y)' (636)

Zo0l] 205

6.5. Expresiones con coordenadas o usadas en la literatura

Los ejemplos de coordenadas o definidas al principio de este capitulo tienen la forma

y' =z Y=y y? =9’ (z,y,2)

z=y y =y’ z=2(y",9%,9%) (6.37)

donde la coordenada ¢ toma un valor constante tanto en la superficie terrestre,
olz,y,z = h(z,y)] = cte sobre 'y ,
como en la frontera superior z = znqz,
oz, Y,z = Zmaz) = cte sobre'p .

Las coordenadas z,y estdan acotadas por valores constantes. Asi, en el espacio fisico el dominio D tiene la
forma
D = {(fﬂ,y,Z) - Tmin S x S Tmax Ymin S Yy é Ymax h(m,y) S z S Zmax}

y su imagen bajo la transformacién y* = y*(x) es un paralelepipedo
D, = {(yl7y27y3) P Tmin < yl < Traz  Ymin S y2 < Ymaz  Omin < y3 < O'max}

En estos casos la forma explicita de J, J=!, G, G™}, V-v =0, L, y L, es como sigue.
Las matrices J, J71, G, G~! asociadas a la transformacién (6.37) estdan dadas por

1 0 0 1 0 0
J=10 1 0 7t = 0 1 0 (6.38)
21 2zo 23 —21/z3 —z2/23 1/z3
1427 2120 2123 1 0 —z1/73
G=| 2122 1423 2923 G t'= 0 1 —z2/23
2123 2923 22 —z1/z3 —22/23 (2% + 25 + 1) /23
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donde usamos la notacién

2. Tenemos

Para el calculo de M~ = (Jta2]) " = J-! (J*a%)~

0z
5= oy
0 z1
1 Z92
0 z3
0 z1
1 )
0 z3

zZ1 2:20[%

Al Zg()é%

M2 2,2
a7 +zia3

_a% 0 0 1 0
0 a% 0 0 1
_0 0 a2| |21 2
[ a2 0 0
0 a3 0
_0%2’1 04%22 04523
legag 21230[3
a% + z%a% zgzgag
22230% z%oz%

1

=J! [(072J)71]t tenemos

o 0 1/a3 0
- o —1
T=1| 0 0 (a%1) = 0 0
z104 2303 —z1 /2303 1/2303
y por tanto
1 21 1 z
= 0 - 2 0 - 2
1 0 Ozl 23041 al 2;3041
M—l 0 0 0 i _ 22 _ 0 i 29
o z z 1 2 - 2 )
a2 - a3 2305 a4 Z305
z
23 z3 23 0 0 . _712 __~2 . M?gl
2303 z30] 23005

con

z 2 z 2 12
- 1 2
My = + +
230 2302 z3a3
3. La notacién estandar para las componentes cartesianas del campo inicial v° es
v0(z) =u® 0P0(z) =00 030(z) = w° 6 v0 = %,090(z) = xu® + yo© + 2w’ .

Las componentes contravariantes de v° son

1,0 0 u’
o)\ () v
v y) | =07 @) =] 0 o ol - (6.39)
v370(y) wO(x) Z1u ZoU" +w
Z3

En forma andloga, las componentes contravariantes del campo ajustado son

1 u
wi) = (6.10
3 v = —ziu—zv 4w | )
v°(y) I

4. La ecuacion de continuidad V - v = 0 tiene la forma

0 0
87311231}1 + TyQZBUQ + a—y323v3 =0. (6.41)
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5. En la ecuacion eliptica LyA = /gV - vY tenemos

M 23 21
a2 0T
1 1 o1
1 3 Z
Ly = —Vt ZgM V = —(81 82 83) 0 a2 _OZZ (92
_A % 5. szl 05
" o M
_ Py P _
501~ 505
ay CZH
<3 2
= —(01 02 0) ?82 - ?83
21 2 2 2
— 231 282+23M33 O3
1 2 .
6
z —
7Ly =0 — (2381 — 21 83) + 82— (2’3 Oy — 29 83) + O3 {0;2 oh Oy + 23M331 83} R
1 1
donde
1 zZ1 2 z9 2 1 2
w2 (2) 4 (1) o
zZ3 (e5) (65 Qs
' 0 0 0
AR v0 = 87;123 " @ng + == P ( 2 u’ — 200 + wo) . (6.43)

La condicién de frontera Dirichlet A = 0 en I'p,, equivale las condiciones

A(y —xmlrny y3

(¥' = Tmax, ¥°, ¥

)=0
3) 0
AWy = Ymm,y®) =0, (6.44)
)=0
)=0.

>

>‘<ylvy2:ymém 8
AWy Y% = Zmax

Para la condicién de frontera Neumann £,A = —n!v® sobre I'ny, = {(y*,%%,%® = 0smin)} tenemos n, =
Vit = —¥3 , por tanto
1 z
2 0 B 12
oF ) z30r o
L,=R!M'V=(0, 0, -1)| o0 = 2| (6.45)
@ z3(
z1 ,g 2 83
-— - Mt
2 2 33
z307 23005
0
21 22 -1
= —, —, —M
( zza?’ z3a3’ 33 > 02
O3
21
= 0+ 25 0, — Mt s (6.46)
z30 2’30{2
y
flgt/vO = —¢30
Asi L A = —fléVO queda como sigue
< L0+ —2 0y — My 33> A =020(y) sobre D . (6.47)
z307 z3005



6. Las componentes contravariantes del campo ajustado estan dadas por

1 z1
— 0 -
vl(y) ULO(y) ey 2307 )
vy | = (> | +| 0 L2 o (6.48)
3 3,0 o? z302
v°(y) v (y) 2 2, 2 \0sA
T 0?2 2202 M3,
307 2305
y las componentes cartesianas por
1 0 Z1
2 T2
vl(x) 10 (x) N 1 232051 o1\
) | = 2@ |+ ] 0 = =5[] . (6.49)
3 3,0 a3 z303
v (x) v3(x) 0 o O3
z30%

6.6. Formulacién variacional del problema eliptico L, = f

En la seccién 6.4 consideramos la formulacién variacional del problema eliptico (6.26), (6.27), (6.28). La

solucién A pertenece al espacio Lao(Dy) = {v  p ] dy < oo} con el producto interior
Y

(v|u), = /D vudy ,

Y

y la norma || v ||y= <v|v>;/2. Mas atin, A pertenece al espacio V, = {v € H'(D,) : v =0 sobre I'p,} . Para

obtener la formulacién variacional (o débil) del problema eliptico (6.26-6.28) multiplicamos (6.26) por una
funcién v en V, e integramos,

(Ly Av)y = (flv), paracadav €V, . (6.50)

El lado izquierdo se integra usando el teorema de Green en el espacio:
(LyAlv), = _jé VguLyAdsy +ay(A,v),
Yy

donde 71, son las componentes del vector normal, unitario y exterior a I'y, y aparece el operador
0
_ A -1
Ly = E :"ykMkl ol
ki Y

y la forma bilineal

_10u 0w ,
ay(u’v)zz<\/§M’vllayl’5,yk> :/D (Vu)! M~V /g dy .

kl Yy Yy

Entonces (6.50) queda como sigue
ay(A,v) = (flv), +j{ VagvLyhds, paracadavelV, .
Fy
Dado que v satisface v =0 en I'p, y L,A = ¢ tiene lugar en I'y,, la integral de superficie toma la forma

j{ VavLyds, :/ Vavgdsy, .
Ly Py

Asi, concluimos que si \ existe debe satisfacer la ecuacién integral

ay(A,v) = fy(v) paracadav eV, (6.51)
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donde definimos

fy(0) = {flv), + Vgvadsy .
FN?/
La ecuacién (6.51) recibe el nombre de forma débil del problema eliptico (6.26-6.28). Si la transformacién de
coordenadas x = z%(y) es bien comportada y los coeficientes ?(y) no se anulan en D = DUT,, la existencia
y unicidad de la solucién de la ecuacién integral (6.51) estd garantizada por las propiedades de ay(-,-) y fy()
La simetria de a, (-, ) permite identificar a las soluciones de la ecuacién integral (6.51) como las extremales

del funcional cuadratico

1
Jy(v) = gay(v,v) — fy(v) paraveV,.
En efecto, tenemos

%Jy(u + €v)|e=0 = ay(\,v) — f,(v) = 0 para cada v € V, .

que es exactamente la ecuacién (6.51) y por consiguiente una solucién X de (6.51) es una extremal de Jy(v).
El teorema de Lax-Milgram garantiza que existe una extremal A y es tUnica. Por lo tanto, en lugar de calcular
a A por medio de la ecuacién integral (6.51), podemos obtenerla como la funcién que minimiza al funcional
J(N). Este dltimo camino tiene la ventaja de incorporar la condicién de frontera Neumann (6.28) en J(\)
por lo que s6lo debemos considerar en forma explicita la condicién de frontera Dirichlet (6.26). En la seccién
6.4 probamos que si A minimiza a J,(\) satisface (6.27) y, bajo condiciones adicionales de regularidad en los
coeficientes de Ly, A tiene la propiedad inherente de satisfacer

Ly =gq sobrel'y, .

6.6.1. La condicién de frontera 0\ /0n =0 es incorrecta en general

El procedimiento estandar usado en la literatura para calcular el campo ajustado V con el funcional
F(W) :/ S a2 (Wi Vi) de
Dy

y la condicién V - 'V = 0 consiste en minimizar el funcional

J(W,\) = /D

donde A es un multiplicador de Lagrange. Debe notarse que ninguna de las referencias consultadas [6-14]
considera una definicién adecuada del espacio V al que debe pertenecer tanto el campo ajustado V como los
campos de prueba W. Esta ambigiiedad se refleja en las condiciones bajo las cuales se satisface la ecuacién

S (W Vi) LAV W de

AV -n=0 sobre 9D (6.52)

la cual se obtiene al minimizar J(V +€edV, A). En efecto, (6.52) tiene lugar si A 6 §V -1 son cero en dD. Dado
que ambas condiciones no pueden imponerse (o el problema esta sobre determinado) la siguiente eleccién fue
adoptada por Christine Sherman [39] y la mayoria de los autores que han usado el esquema variacional:

1. La condicion de frontera tipo Dirichlet
A=0 (6.53)
se usa para obtener un campo ajustado V cuando la frontera 9D es abierta 6 permite un flujo. En tal
caso podemos tener 6V # 0 y por tanto V - i1 puede diferir de V° - fa sobre 9D.

2. La condicién de frontera Neumann homogénea
oN
on
se usa para “imponer la condicién de que el flujo a través de 9D sea cero” [35]. Se afirma que tal

condicién es “apropiada”’ para una frontera cerrada como el terreno 0Dy y, posiblemente, en la frontera
superior del dominio dD. Como veremos enseguida esta interpretacién de (6.54) no es correcta.

0 (6.54)
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Para mostrar que la condicién (6.54) es incorrecta en general, consideremos el cdlculo del campo ajustado V
con el funcional en coordenadas cartesianas

F(W)=||W-V° ||%a:/D<W—V0|W—VO>a dx (WIW), = W'a*W)

y la condicién de resbalamiento
V-n=0 sobre 09D, (6.55)

como la tnica condicién de frontera que debe satisfacer el campo ajustado V. El célculo de V en el espacio
V={W:V-W=0 en D y W-n=0 sobre 0D}

da 19X
vE ko L 9A
+a£ Oxk

y la condicién (6.55) da la condicién de frontera Neumann no homogénea

fig, O 0
E —=—=—V". bre 0Dy . 6.56
d o2 Do n sobre b (6.56)

Para apreciar la diferencia con (6.54) reescribamos esta tltima en la forma

g;\ ‘N = Z nk sobre 0Dy .

Es claro que el tnico caso en el cual (6.54) coincide con la condicién correcta (6.56) es cuando of = o =
a? =1y V%1 =0 sobre Dy Desafortunadamente, en la literatura se considera al menos un coeficiente oy
distinto de 1 y la ecuacién VY- f = 0 no se satisface en general.

De acuerdo con lo anterior, el problema eliptico que se resuelve en la literatura estandar para calcular el
multiplicador de Lagrange A tiene la forma

_ 0
( Zaxk 28$k)Av.v en D

A=0 sobre 0D,

a—A =0 sobre 9D,
on

donde se usa (6.54) en lugar de la condicién correcta (6.56). Veamos algunos ejemplos.

6.7. Ejemplos reportados en la literatura

En esta seccion reproducimos los calculos reportados en [31]. Un intento de comparar un MMC contra
soluciones exactas de un flujo que pasa sobre topografia simple, es reportado en [38]. El modelo usa las
coordenadas

=z, Y=y, o=(zn—2)/7 (6.57)

donde z; es la tapa de D, m = z; — zs v 25 denota la elevacién del terreno. El funcional G(v,\) es escrito
en términos de Zyo y las componentes contravariantes u, v, w de v, cuya relacién con las componentes
cartesianas u, v, w es la ecuacién (6.52): 4t =u, v =v y

W = — (W + oury + ovmy) /. (6.58)

La ecuacién eliptica del multiplicador de Lagrange es (6.26) con A/2 en lugar de A, y es resuelta con las
condiciones de frontera A\d@ = 0, A\60 = 0, Adw = 0 sobre las fronteras z, y, o [38]. Los autores afirman que

las coordenadas Zyo permiten imponer
wo =0 (6.59)
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y 0w = 0 en o = 1 (los valores que definen la superficie del terreno z = z5) donde 0 = W — Wy. Entonces
W |s=1= 0y usando (6.58) obtenemos la condicién de frontera

w+umy +vmy, =0 eno =1 (6.60)
Esta condicién es inconsistente en general. La CFN natural en la superficie del terreno es (6.54). De (6.57)
tenemos z = z; — OT, 2o = —T, 2y = —0Tg, 2y = —0m, y reemplazando en (6.54) con A/2 en lugar de A
tenemos

Tede | Tyly

1
— =M A\, = @ =1 6.61
ora? | 2mal 298 wo ene (6.61)

donde hemos usado la notacién de [38] para las o; (1 = a1, 9500 = a3) y

s 2 s 2 1 2
Mgsl lo=1= < - ) + (y ) + ( > .
T oy yes)

Para comparar (6.60) con (6.61)se reescriben las ecuaciones (2.a-c) en [38, 786] en términos de zyo. El

resultado es
2
Tede | Tyly 1 Wg T ~
— Ao = 6.62

202 * 202 202w * 203w * 202w | 77 o (6:62)

en o = 1y coincide con (6.61) pero, siguiendo a [38] imponemos Wy = 0 [eq. (6.59)], simplificando y definiendo
a? = a? /a2, para obtener las CFN reportadas en [27,p787]

Az A
Ao = L i AR (6.63)
a? + 72+ 72

Esta condicién es inconsistente. Si, por ejemplo, consideramos un campo v? = ui, vy = wg = 0, usado en [38,
eq 12], las componentes contravariantes de v0 son @g = ug, 99 =0, Wy = —o%ﬂz y la CFN natural (6.61)

toma la forma 5 \ \
Ay = q 0T ¥ Tede F Tydy g (6.64)
a? + 72+ 7r§

en lugar de (6.63). El problema en [38] reside en considerar &, §9, 61 como las componentes de v —v'. Estas
variaciones son las componentes contravariantes de un elemento arbitrario de V,. Tenemos V - (v — vY) =
~V-v? £ 0y por lo tanto v — v ¢ Vy. Si consideramos 6 = @ —wo en o =1 y un Wo no necesariamente
cero obtenemos la condicién incorrecta (6.63). Los autores de [38] encontraron que, para flujos simples, «
varfa entre 0.1 a 1. Una comparacién entre (6.63) y (6.64) muestra que la CFN natural (6.64) tiene un
término adicional 2ugm, 7/ (a2 + 72+ 71'5) el cual puede ser grande incluso para a? € [1072,1]. Por ejemplo,
en algunos casos reportados en [38] los autores consideran ug ~ 1 ms™!, 7 = 500 m.

Bernard et. al. [2] proponen una técnica de optimizacién para estimar autométicamente y de forma precisa
los parametros o en un MMC junto con las CFN

oA

—=n-VA=0 6.65

on " (6.65)
Los autores definen 7 = log, a? y encuentran en sus simulaciones que 7 = —0,25 (a? = 0,8) da por resultado

un campo ajustado cercano a los datos. Podemos justificar, en parte, dicho resultado por la cercania entre las
CFN (6.65) y las condiciones de frontera (6.28) para o ~ 1,0 [2]. De hecho, los autores usan las coordenadas
(6.57) y explicitamente sefnalan [2, pdg 677] que sobre superficies sélidas la derivada normal O\/9n debe ser
cero para que no se ajuste la componente normal, y esta condicién de frontera, junto con la condicién de que
la componentes del flujo inicial sean paralelas a la superficie , satisfacen la condicién de impenetrabilidad
(ver también [22, 251]. En consecuencia, la componente contravariante v%3(y)de el campo inicial deben ser
cero. En este caso la CFN natural (6.28) es

e+ =LA — Mg A, =0 (6.66)

2o 0] Zo Ot
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y la forma de (6.65) viene de (6.66) con «; = 1. La diferencia entre (6.65) y (6.66) es significativa cuando «
varfa en el intervalo [107!2,00) considerado en la literatura [22]. A continuacién se presentan unos ejemplos
numéricos

Consideremos la regién D = [0,1] x [h(z),1 + h(x)] con h = 2 — 2z + 2%/2. Las coordenadas son y* = z,
y)=0=2z—h(z),deahi z, = —2+2x, 2z, = 1, D, = [0,1] x [0,1]. El campo v° es u® = vy [z — h(z)], w® =0
con vg = 10 ms~! y su componente contravariante es

0

1)0’1(

0,3(

y) = voo, v (y) = —zau

donde V°3(y) =0 en o = 0 (6.52). El problema eliptico (6.26) para \ es
>\‘Ll Z.LA : AU

To -1 0 0
2 +2 o2 + az M35 Aoo = Uy — 25U, (6.67)

con Mz' = 22/a? +1/a2 (6.32,6.53). La CFN (6.54) es
Zg 22 1
a%)\m—<a%+a§>>\g:0 enoc =0 (668)

y la CFN (6.65) viene de (6.68) con a; = 1,
z2da — (22 + 1) A =0 . (6.69)

Los calculos fueron hechos con a; = 1 y la variable ag. Sean v, (a3?)y v,(az?) los campos ajustados
obtenidos de las CFN naturales (6.68) y de las CFN “artificiales” (6.69), respectivamente. Estos campos son
estimados resolviendo (6.67) con el mismo esquema de diferencias finitas. Se usa una malla uniforme {x;,0;}
para discretizar (6.68) con un esquema de diferencias de cinco puntos [11]. Sean A;; = A(z;, 0;), las ecuaciones
(6.68,6.69) son discretizadas con

ON(wi,05)  Aicrj = Ay

oz 2h
8)\(1'“ O'j) N )\i’jJrl — >\i,j
Oo h '

Los campos v,, y v, coinciden con o = 1, la grafica correspondiente en el espacio zz se muestra en la figura
(6.1). Un resultado similar se obtiene con a3 = 10** cuyos campos coinciden y la grafica es mostrada en la
figura (6.2). Sin embargo, para az? = 10** los campos v,,(1014) y v,(107*) son bastante diferentes como
se muestra en la figura (6.3). Segtn la estimacién del cociente o = o /a3 por medio de el cociente esperado
w/u, hemos usado az? € [1074,10°]. En este rango v, (a3 ?) y v4(az?) son préacticamente el mismo campo.
Esto puede explicar por qué la inconsistencia de las CFN (6.65) no ha sido reportada en la literatura. Sin
embargo, los ejemplos de [31]-[4] sugieren que o = a; /a3 puede escogerse en el rango [1074, 00) donde los
campos v, v v, son bastante diferentes. Creemos que el nimero de datos utilizado por autores anteriores no
era suficiente para estimar el campo verdadero, lo cual permitiria poner en evidencia la inconsistencia de las
CFN (6.65). Algunos autores [38] han intentado poner a prueba la confiabilidad de los MMC usando campos
ideales analiticos v, pero estos estudios son parciales ya que A fue calculada con los pardmetros a; = 1 los
cuales no consideran los casos de interés ay/as < 1y ai/asz > 1.
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0.8r = N .
z (Km)

0.6 0.8 1 1.2
X (Km)

Figura 6.1: Campos v, (—) y v,(—) con (a2 = 1).
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Z (Km) -

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X (Km)

Figura 6.2: Campos v,,(—) y va(—) con (a? =107%).
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1.5

z (Km)

0.5

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 6.3: Campos v,,(—) y v4(—) con (a? =1074).
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Capitulo 7

Calculo de v(r) con la restriccion
V- po(r)v=0

Para analizar la importancia de la estratificacién vertical en la seccién 6.1 planteamos el calculo de un
campo ajustado v(r) con la restriccién V - pgv = 0. El célculo en coordenadas generalizadas como referencia
de futuros trabajos. En la secciéon 7.1 consideramos un ejemplo sencillo en el cual el calculo de A se reduce
a la solucién de una familia de problemas de Sturm-Liouville. Los resultados numéricos reportados en la
seccién 7.6 muestran que la variacién de pg(r) puede ignorarse a lo mds en una regién de andlisis con una
altura de 2 km. En un trabajo reciente [37] se han reportado célculos del campo ajustado en una regién con
5 km de altura considerando a py constante mientras que nuestros resultados demuestran que el error en v(r)
aumenta rapidamente con relacién al cdlculo de v(r) con pg(r) variable, hasta un 20 % .

7.1. Calculo en coordenadas generalizadas

En esta seccion consideramos el cédlculo del campo ajustado en coordenadas generalizadas usando como
restriccién dindmica la ecuacion de continuidad profunda

V-pov=0 (7.1)
donde pg es variable y la condicién de resbalamiento
w-n=0 sobre I'ny, .

con n un vector normal unitario exterior a I en el espacio fisico x'z?23. La forma generalizada de estas
restricciones es

wen=uw'r-n;n’ =w' (y)n; (y) (7.2)
1 0
V- pow = ﬁayi Vapow' (y)

donde n; =componente covariante de n. El espacio al que pertenece v es
Ny ={w:V:pyw=0en D, n-wl. =0}.

y el funcional a minimizar es
2
Jy(w) = ||w — VOHDM . (7.3)

donde ||ul|p,, es la norma asociada al producto interior en el espacio L?(D,) = {W=1:23(y) € Lg(Dy)}

(W) s = /D (w")! Mu” /g dy | (7.4)
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M = J'ST, y Lf](D ) tiene el producto interior (f,q) fD fay/g dy.
Si v es una extremal de J,(w) en N, debe satlsfacer

dJy (v +ew)
de

=0 VweN,
e=0

donde
2 2 2
Ty (v + ew) = [AV + ew|% = AV, + 26 (AVIW) pyy + €2 [lwl3
por lo tanto

wiMAv,/gdy =0 VYwcN,. (7.5)
Dy

Para introducir la restriccién V - pow = 0 consideramos AV - pow = 0 en la forma V - Apgw — VA - pow = 0
e integramos

/ [V - Apow — V- pow] /g dy =0 (7.6)
Dy
Usando a w y VA en su forma contravariante y covariante, respectivamente,
, SO\
obtenemos a0
VA = — VA- = - ¢
pow = f By \f pow oW = pog Vgw

Aplicando el teorema de la divergencia en el espacio y obtenemos

1 0 . 0 ; P
| amwlvaan= [ ( Z«mpowl) Vidy= [ St dy= § it s ds, (17)
Dy Dy \/§ ay Dy ay Ty

donde 7; =componente del vector normal unitario exterior a I'y. De acuerdo con la relacién n; = |/gn; entre
las componentes covariantes n; del vector normal unitario exterior n a I' y 7; tenemos w*\/gh; = w-n 'y
reescribimos (7.7)

/ [V - Apow] /g dy = Apow -1 ds,, .
Dy

'y
Por otro lado

19X w1 VG d = (w10 A,

En esta forma (7.6, 7.5) queda como sigue:

j{ Apow - ndsy — (W[poVA)p, =
r

y

PeroT'y, =Tp,UTl'Ny vy W- n|FDy =0 lo que nos lleva a

/ Apow - ndsy — (W|poVA)p, = 0. (7.8)
FNy
Sumando (7.5) con (7.8)
(WIMAV — poVA)p,, + / Apow -nds, =0  VweN, . (7.9)
FNy

En particular, si w (I'y) = 0, queda
(WIMAV — poVA)p, =
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de donde se obtiene la ecuacién de Euler-Lagrange

; _ , i 10X (y
VO =V MIA 6 () = ) + o (7.10)
Dado que (7.10) no depende de w, es valida para toda w en N, con lo cual (7.9) se reduce a
Apow - nds, =0 Yw eV,
FN?/
lo que es posible si y sélo si A satisface la condicién de frontera Dirichlet
A=0 sobre I'py. (7.11)

Para calcular A sustituimos (7.10) en la forma generalizada de V - pgv = 0 y haciendo algunos célculos

f ay
L O

fay N El
et

07 __
VIR G s =0

fay

se llega a la ecuacion eliptica
LyA = /gV - pov° (7.12)

donde

_ 1 9 T 1
Ly=- \[az\fo ? ==V, VIPMV .

NOE pov’ = Ay’ \/EPOVOl

La condicién v - n = 0 sobre I'y,, toma la forma n- v =n’ [v? 4+ ppM~'VA| = 0. Sustituyendo n = /g y
multiplicando por py obtenemos
L\ = —poir-Vv°

donde aparece la derivada conormal
L, =da'piM'V

asociada al operador L, y en términos de la cual la condicién v - n = 0 sobre I' v, constituye una condicién
de frontera natural para el problema eliptico (7.12).
7.1.1. Forma débil del problema eliptico asociado a A
El multiplicador A pertenece al espacio Ly(D,) = {v p |v|2 dy < oo} con el producto interior
Y

(flg), = A fW ) dy, (7.13)

donde no aparece el jacobiano /g, asi como al espacio
Hp, ={¢ € H" (Dy): ¢ =0 sobre T}

Para obtener la forma débil del problema eliptico (7.12 ), tenemos la identidad
(@] Ly f ALAG dsy +a(p,\)  vélida para ¢, \ € H},y
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que se obtiene integrando por partes
8 8)\
('9)\
2n—1
( VaroMi; J) dy

2 061 O
2 1 1
V N 5y ]nz dsy — /Dy P gy M 3 5=\/9 dy (7.14)

=— GLA dsy +a(d,A),

FDy

donde usamos: (i) ¢ = 0 sobre I'p,, (ii) la definicién de £,, y (iii) definimos

0 _
a(d),)\):/F pgad’ 7 3 de —/D VTgpaM ™'V A/g dy.
Ny Y

Asi, la ecuacién (7.12) toma la forma

a(p,\) = : LAY dsy + (dlV/aV - pV?),
Ny
Imponiendo la condicién LyA = —pov? - N obtenemos la forma débil del problema ( 7.12 ), a saber,
a(6,3) = (1VgV - pov®), — [ épov® -8 ads, Vo€ Hb(D,). (7.15)
I'n

El lado derecho de (7.15) puede simplificarse con la identidad V - ¢pov® = V¢ - pov® + ¢V - pov? la cual
equivale a

VIopor®t = Vo - pov°

VI [0V - pov?] = Vg [V - dpov” = Vo pov’] = Vg [\fay

Integrando

0 .
(SIVaV - pov’), :/ 50 V0rou™ dy—/ Vo pov'y/g dy ;
Dy Y Dy

y usando la identidad de Green junto con ¢ = 0 sobre I'p,,

0 , . .
| grvasen® dy= ¢ ovametiicds, = [ opv - vads,
Dy Y r, I'n

se obtiene

VY- i), = [ oo - Vads, - / Vo pov g dy

Ty

y reemplazando en el lado derecho de ( 7.15 ) llegamos a la identidad
(o1\/gV - p0v0>y - / ppov” - fi \/gds, = / Vo -pov'/gdy Vo€ Hp(D,) . (7.16)
‘ I'n Dy

Sustituyendo lo anterior en (7.15) obtenemos

a(¢,A) = —(Vglpor®)p, Vo€ Hp(Dy) (7.17)

con

o,
(Volpor®)p, = / V- pov°®/g dy = / povo’ladz Vg dy
Dy Dy Y

que es una forma adecuada para el cdlculo de A\ con el método de elemento finito.
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7.1.2. Problema variacional asociado a \

Para obtener la formulacién variacional del problema débil ( 7.16 ) definamos

fy (9)

VY pov), = § oo ds, = = (Vo)

con lo cual (7.17) toma la forma
a(p,N)=fy(¢) Vo€ Hp(Dy). (7.18)

Las extremales del funcional
1
J(8)=50(6,0)~ f,(8)  con g€ Hp(D,)

satisfacen (7.18). En efecto la condicién de extremo es

d
—J (A + ) - 0

con

TOte) = 5 [a(0N) + (X, 0) + 2a(6,6)] — F(6) ~ f (9)

equivale a a (A, ¢) = f, (¢) que es exactamente (7.18).

7.2. Flujo alrededor de un cilindro circular

>

Figura 7.1: Lineas de corriente del flujo alrededor de un cilindro

El campo de velocidad del flujo alrededor de un cilindro v, = u.X + w.z es
2, 9 r2
uc(au,z):uo—i—uor—f1 (Z2? - X?) w(x,z):—uoT—ZXZ
donde
Z =z X=z+r. r?= X2+ 7%
El campo v, satisface
V-v.=0 con Vel |,m0= VeZ | ,=0=0.

119



pero esto es irrelevante ya que el propésito inmediato es estudiar la importancia de imponer la restriccién
V-po(z)v=0

en lugar de V - v = 0 para calcular un campo ajustado V, a partir de un campo inicial que, en principio, es
arbitrario v9. Un primer campo inicial v = ©%% 4+ w°% es
2
u’ (2, 2) = u(z,2) = ug —i—uor—z (Z2 - X2)

w’ (z,2) = 0.
el cual satisface la condicién de resbalamiento
~ _ ~ _ 0 _ O
v-n |z:h(:1:)_ V-z |z:0—w |z:0— .

Sin embargo, para simplificar los célculos numéricos consideraremos un campo inicial u° (x, z) definido por
interpolacién lineal del flujo alrededor de un cilindro. Sea

2
u; (2) = g (Ri,z):uo—i—u% (ZQ—XQ) con X =24710|s=r,
r
el valor de campo ”real” a lo largo de dos radiosondeos lanzados en R; y R, entonces definimos
0 o xr — R2 Xr — R1
u’ (z,2) = R R, up (2) + B R. uz (2)

Este campo coincide con los radiosondeos,
0 o
w (2, 2) |p=pr,= u; = u(Ry, 2) .

Otra expresién de u (z, z) es

Roui — Rius U2 — Uz
0 _
w (x,2) = Ry R +(R2—R1)x
de la cual obtenemos
37u0 _up (2) —uy (2)
ox o RQ — R1
El campo ajustado v es aquel que minimiza al funcional F' (w) = Hw — VOH;s y satisface
V-po(z)v=0 en D,
con
v-in=0 en z=nh(z).
El campo v esta dado por
v =2" 4 ppSTIVA
donde A es la solucién de problema
LA =V - po°
A=0 sobre I'p
L\ = —pov? -7 sobre I'vy={z=h(z)=0}.
La ecuacién eliptica para A puede reescribirse como
(afL, +a3?L.) A= F(x,2)

donde definimos

19 ,0 V- pgo°
LIE_aQa LzE_ii o= ’ F ) = - ’
y las condiciones de frontera sobre A toman la forma
A=0 en T =0, Tmix; 2= Zmax
A
% =0 en z=0



7.3. Problema de Sturm-Liouville asociado a \

Para calcular )\ consideramos la forma

A= ch up (2, F =Y F,(2)up(z)

donde las funciones

2 nmw
Up () = \/;smwn:c con Wp=—, a= Tmix ,

a

forman un base completa de L? (0, max) que satisface las condiciones de frontera Dirichlet en = 0, Ziax, ¥
a
Fu() = [ @) F@.2) da.
0
Calculemos en forma maés detallada la tltima integral. Tenemos

2 1 e
/\/7$1nwn P()de_\/72/ sinw,x V- pov® dx
5 (2) apg(2) Jo

Para un campo inicial de la forma v® = «°

a%po ()0 (2,2) = po () e (2, 2),

_J2 1 e, 9 o
F,(2)= \/;po (Z)/o sinwn o—u (x,2) dz

Vopo(z)v) =

por lo tanto

0 — u®

En el caso particular del campo v® = 4% definido por interpolacién lineal de dos radiosondeos, 5, 1O
depende de x lo que nos permite evaluar inmediatamente la integral anterior
/a ) ou? oul [ cos wnx] 1 —cosw, a
sinwp,t — der = — |— ==
0 or ox W, o or Wn
pero wya = nm, coswpa = cosnt = (—1)", por lo tanto
01 _(—1\" 2 /2 1 ou® _
Fn(z):\/§ I ouw’1—(=1)" wn\/gpo(z)aiz para n=1,35,...
apo(z) O Wn 0 para n=2,4,6,...
En esta forma sélo debemos resolver
(a3%L. + Enay®) ¢y (2) = Fp(z) para n=1,3,5,... (7.19)
con
dey, (0) ) 2 \F 1 ou
—c(b) =0 E, = F =/
dz c(b) ’ n=n n(2) wn V apo(2) Ox

Reescribiendo (7.19),
ag? L d o4 + Epai?| e, (2) = F, (2)
3 P% dzpodz nQq n =1tn )
obtenemos 4 a
L 2 a3 2
— E, =a3F,
= AL+ B ()] en () = 3 )

que es una caso particular del problema de Sturm-Liouville

G For (0 +a(u =
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con
@
r(2)=p3(2) P =p(x)  a(z)= Ena%pg () f(2)=a3Fa(2) .
En términos del operador

1
A= ; [*azpaz + Q]

podemos escribir

Au = f.

Para obtener la formulacién variacional de este problema consideremos ¢ € C§° (0,b), entonces

pAu = fo
(pAu)r = for

/Ob (pAu)r dz = /Obfw dz.

b
(g, = / Jor dz.

donde aparece el producto interior

Integrando por partes

b b
(¢ | Au), = / (pAu)r dz = / 0 [—0.p0, +qlu dz
0 0

b b
—/ ©0,p0,u dz —|—/ pqu dz
0 0

b b
— [(ppazu]g + / pou dz + / pqu dz
0 0

a(u, ),

donde definimos
a(u,) = (pp| )+ (g | u) ,

se concluye que u debe satisfacer
a(u,p)=(f|g), paracada e C;°(0,b) .

Esto nos lleva a buscar a u (z) como la extremal del funcional

J(v) = za(v,v)—F(v), con F(v)=(f]v),,

N =

sobre el espacio Vi, = {v € H' (0,b) : v (b) = 0}. El operador A es simétrico en L (0,b,) con el dominio
D(A) = {ve H"(0,b) :9(0) =v (b) =0}.

y el teorema de Lax-Milgram garantiza que existe una unica funcién v en V; que minimiza a J (v).

7.4. Soluciéon aproximada del problema de Sturm-Liouville con el
método del elemento finito

Sea {@; (x)}j\]:l un conjunto linealmente independiente del espacio V;. Proponemos

N
un =Y u;d; (x)
j=1
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y sustituimos en J (uy),
1
I (un) =5 Za(¢ka¢j)ukuj — > F(¢r)ux .
ik k
Minimizando

gj = %Za(éf)k,qﬁj) (Skiu; + ugdij) — Z:F(gg,k)(;“C -0
' k

ik

y usando la simetrfa de a (-, -)
1
5 Zaijuj + Zakiuk —F ((,251) =0
j k
se llega al sistema de ecuaciones algebraicas

E aijuj = Fz
J

donde a;; = a(¢p,¢;) v F; = F(¢;). Sea {x; = (i—1) h}?__ll una malla uniforme sobre el intervalo [0, b],

con z1 =0y z, = b. El conjunto {¢; (x)}jvzl que consideraremos son las funciones base gorro

2t z1 <z <ao

(bl(l‘):{ hO x> T

0 <1
T—T;—1
ToTi—1 2 < < ps .
bi(x) =1 2. s Z<1_<_ ! para i=2,..,n—1
L=t g <o <ain

0 x Z Ti+1
las cuales tienen la propiedad ¢; (zx) = d,x, es decir,
¢j(x;) =1 &i(x;) =0,
lo que aprovechamos para calcular los elementos de matriz ay; y F;j con la regla del trapecio.

1. Dado que la matriz a;; es simétrica, solo calcularemos la parte triangular superior. Para a;; tenemos
an = <¢1 | ¢>1>p + (g1 | ¢1),
donde

. 1
gblz_ﬁ

h
(pir 161) = 3 [ p(@) do = 555 O +p (0] = 55 0 (0) +p(b)

h
(o |00 = [ a0t @) do = 5 [(a6).+ (a0h) _,] = 540)

En forma andloga

a2 = <p¢31 \ ¢2> +(qo1 | ¢2)

b1y /1 h I "
:/ _AY (L pdx+/ @162 dv = —— pda:—i—/ qp1¢2p dx
0 h h 0 h 0 0

—(~5) 5O +pm+ 5 0

= - P () +p(h)

los elementos ay; con j > 3 son cero.
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2. Para 2 < i < n solo los elementos a;; ¥y a;,+1 son diferentes de 0:

ai; = <p¢z | ¢z> +(q¢i | ¢i) = /m+1 ¢*p dx + /jiﬂ q¢; da

Ti— i—1

T 1 Tit1 1 T; 9 Tit1 9
= ﬁp dr + ﬁp dz + qp; dr + q¢; dx
Ti—1 T T T

i—1 i

h h h
O SR ) L 3 [(fﬁbf)wH + (qdﬁ)xi} +5 [(qsb?)wi + (qaﬁ?)xm}

“h 2
1
=5 Pi—1 + 2pi — pit1] +h g

donde usamos la notacién p(z;) = p;, q(x;) = i, y

Qiit1 = <<Z5z | ¢5¢+1> +{(qi | pir1) = /"LT+1 <—hlz) p dr + /:M qbi¢iv1p dx

Zq i

1
=79 [pi + Pit1]

3. Para el vector F; = F (¢;) tenemos

= (1o = [ " for dw = / four dz+ / foir du

Ti—1

h h
=3 (fr)g, + 3 (f1),, = hfiri

7.5. Calculo del campo ajustado con elemento finito

De acuerdo con el método del elemento finito la solucién aproximada del problema ( 7.19 ) tiene la forma

N

cnn (2) =Y enmidy (2)

j=1

y procedemos calcular las correcciones al campo ajustado

AV =, —ul = L(QZ) Z enn (2) duy, ()

a
a1 n=1,3,5,... dx
po (2 denn (2
AV =w, —w® = 004(2) Z Tr;()un(m)
3 n=1,35,...

El calculo de la derivada en AV?! es inmediato. El calculo de d%an (2) lo hacemos en forma débil como sigue.
Proponemos

dCNn ZgNnJQS]

donde {ny,; es un conjunto de coeficientes indeterminados, multiplicando por ¢;(z) e integrando

N b
/ (blchn :Z Nnj/ ¢idjdz  1<i<N. (7.20)
) 0

b b chlN)
M”=/ 6:6; dz | gz:/ 0 e
0 0 z
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y &nn es el vector columna con componentes {nn;, observamos que (7.20) define el sistema de ecuaciones

para los coeficientes &ny;. Usemos la regla del trapecio y la relacién de ortogonalidad ¢; (z;) = d;; para
calcular M;;. Para ¢ = 1 tenemos

b z2
M= [0 de= [7 6t d= B0+ ) = &

Z1

b h
Mia = [ onondz = [ onon dz = 5 (610002 0) + 61 (1) 2 (1) =

ypara2 <i < N

M; —/Obm dz—/ ¢ dz+/:m G dz =2 [( @) + ()]

i

218 (i) 4267 (o) + 6 ()] =

b
h
M1 = /o Gidip1 dz = 5 [(¢i¢i+1)zi + (¢i¢i+1)zi+1] =0.

Entonces
h/2 0 0
0 h 0
M =
0 O h

por lo que los coeficientes {xy,; estdn dados por

2
§1= 591

1 .
gjzﬁgj paraj=2,...,N .

Integrando directamente

g1 = /qsl—dz_/z b1 Zc]qudz—Zc]/z (blqudz—Zc]/z P19 dz

j=1,2

= {Clg [¢1§i>1 |20 161 \zg} +Cz§ [(25191.52 |2, + P16 ZQ:I} = g {—}ILQ + ;02}7

obtenemos
C2—C1

h

&=

Yy para gj>2

dcn Zj41 zZj41
gj>2 = / bi—g, 7/ ®; chQbk = > Ck/ i dr dz
z 1 Zj

i k=j—1,5,j+1

I IARCTe Ay

k=j5—1,5,j+1 7

k2 -1 Zj Zj41 —1 Zj+1 1
= Cjil/, ¢j (h) +Cj/ (bj (> dZ-f—Cj/v ¢j (h) dZ+Cj+1/‘ (bj <h) dz

J J J

Zj+1 Zj+1
=—< —cj_ 1/ b dz—i—c]/ (;dez—cj/ oy dz+cj+1/ @; dz

J J
1h

h2{ cj—1+¢j — ¢+l
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tenemos
£4>270j+1*0j—1
/= 2h

7.6. Resultados numéricos

En la figura (7.2) podemos ver la gran diferencia que hay entre la densidad constante y las densidades
calculadas en (Estados de referencia hidrostéticos). En las figuras (7.3 - 7.4) podemos apreciar la comparacién
entre el campo ajustado con densidad constante y los campos ajustados considerando la densidad variable.
En estas graficas no es claro que exista una diferencia significativa, sin embargo en (7.5) se muestran los
errores relativos de la componente vertical del campo ajustado con densidad constante con respecto a los
campos ajustados con densidad variable y en éstas se puede apreciar que el error relativo puede llegar a ser
mayor al 10 % en tan sélo 2km de altura. Es por esto que senalamos la importancia de resolver V - pgv = 0

7 T T T T T T T
Constante
Isotérmica
—— Adiabatica
6 4
5 i
4+ 4
g
=
N
3r 4
2 4
1 4
0 Il Il Il Il Il Il Il
0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3

Densidades (Kg/m®)

Figura 7.2: Gréficas de las densidades utilizadas para ajustar el campo de viento
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Comparacion entre Campo Exacto y Campos Ajustados

7 T T T T T T T T T
7 e D D i S Sl — Campo Austado TAL
CISSSSSSSS
I T T VT
YT SISSsSs=
DN T i e e e
I e e e e - N
3r S N N
N NN N O N
B ™~ ™S s T s, sy sy s, sy
2F N ~~ N Y e
i ~ ~~ T T T TS T s T s T T >
1r ~ — s T T TS TS T
ol - - - = = _ —
Mo 1 2 3 4 5 & 7 8 9 1
Figura 7.3: Comparacién entre los campos de viento ajustados con densidad constante y variable. (TA = Termodindmica

Adiabdtica)
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Comparacion entre Campo Exacto y Campos Ajustados

—= Campo Ajustado DC
—= Campo Ajustado Tl

g L4
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~
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-1 ! ! ! ! ! ! ! !
0 1 9 10

Figura 7.4: Comparacién entre los campos de viento ajustados con densidad constante y variable (71 = Termodindmica

Isotérmica)

128



Errores relativos de WC respecto a Wa y W‘ en el eje x=1 km
7 T T T T T

z (km)
S
T
i

1 | 7 Il Il Il Il Il Il Il
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
Y%error

Errores relativos de Wc respecto a Wa y W‘ en el eje x=8 km
7 T T T T T

z (km)
S
T
i

1 L s I I I I I I I
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

Y%error

Figura 7.5: Errores relativos de la componente vertical del campo de vientos estimado con densidad constante respecto a la
componente vertical del campo de vientos calculado con densidad dependiente de la coordenada vertical z
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Conclusiones y perspectivas

En los dos primeros capitulos se han desarrollado las ecuaciones que gobiernan el movimiento de la
atmésfera sobre la esfera terrestre, visto desde diferentes sistemas de coordenadas. También se ha calculado
que la region de validez de las ecuaciones de momentum aproximadas es aproximadamente de 150km x 150km.
Ademas, se ha demostrado con un argumento puramente geométrico que el modelo elipsoidal terrestre es mas
adecuado para estudiar la dindmica atmosférica, relegando al modelo esférico a un modelo de caracter local. Es
por esta razén, que queda pendiente el planteamiento de todo la teoria desarrollada en este trabajo utilizando
el modelo elipsoidal terrestre, con el fin de poder desarrollar modelos que realmente sean adecuados a escala
global.

Se muestra que las variables atmosféricas (temperatura, presién, densidad, etc) pueden separarse en dos
partes:

P, t) = O (2, t) + > pFgF(r, ).

k=1

Donde a 1(?)(z,t) se le conoce como el estado de referencia atmosférico y a la suma > o, p*y*(r,t)
se le conoce como la perturbacion del estado de referencia. También se demostrd, con un ejemplo numérico,
que la definicién (3.25) de tal estado de referencia es muy cercana al valor, en cada punto, de las variables
atmosféricas calculadas con la ecuacién de Bernoulli. Con dicho estado de referencia se simplificaron las
ecuaciones desarrolladas anteriormente y, como resultado de dicha simplificacién se obtuvo la ecuacion de
continuidad profunda la cual, es una de las restricciones utilizadas en el esquema variacional desarrollado en
los capitulos 5-7. Con esto se da sentido préctico al presente trabajo pues, con las modificaciones mencionadas
anteriormente, puede implementarse en un sistema de asimilacién de datos de alguna institucién dedicada a
la meteorologia. Queda pendiente explorar las implicaciones tedricas y practicas que tiene la descomposicién
de las variables atmosféricas pues los términos ;*1)*) podrian ser de ayuda al modelar fenémenos como la
turbulencia, etc.

El método de mapeo conforme para obtener un campo de velocidad analitico con divergencia cero resulto
ser de gran utilidad. Nos evit6 el problema de la obtencién de datos reales del campo de viento ademaés de
darnos la oportunidad de verificar de manera confiable la bondad de esquema variacional. Ya que el campo
que obtenemos con este método es bidimensional, queda pendiente su adaptacién para obtener campos
tridimensionales. Aunque el flujo alrededor de un cilindro es también ttil para obtener datos sintéticos, el
método de mapeo conforme nos da un campo con mayor complejidad y con él, se puede verificar de mejor
manera la bondad del esquema variacional.

En el capitulo 5 se muestra el desarrollo del método variacional en un sistema cartesiano. Con este método
se construye, en [30] y en [31], un campo de velocidad con divergencia cero a partir de los datos tomados del
mapeo conforme desarrollado en el capitulo 4. Se muestra la discusién del efecto que tienen los parametros
a en el campo ajustado y con esto se demuestra que cualquier interpretacién fisica o estadistica de estos
parametros estd fuera de lugar. Estos pardmetros son sélo funciones de peso que ayudan a calibrar el ajuste
del campo de velocidad. En [30] y en [31] se realizaron experimentos numéricos para poder determinar el
valor éptimo de los pardmetros «, queda pendiente la creacién de algiin método que nos permita calcular
automaticamente dichos parametros utilizando los datos obtenidos en las redes de monitoreo ambiental.

Ya que el sistema de coordenadas cartesiano no es el mas popular en el ambiente meteorolégico, se
planteé el método variacional para sistemas de coordenadas que siguen el terreno (coordenadas o) y se
obtienen las condiciones de frontera generalizadas que debe cumplir el multiplicador de Lagrange . También
se analizan ejemplos reportados en la literatura poniendo especial interés en las condiciones de frontera que
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se utilizan. Se demuestra que en general son incorrectas y se dan ejemplos numeéricos de ello.

Ante la duda de que la hipétesis de la atmosfera constante era lo mejor, en el tdltimo capitulo se desarrolla
el método variacional para una atmédsfera con densidad variable. Se comparan los campos obtenidos con
ambas hipétesis y se observa la gran diferencia que hay. Por lo tanto, si se se desea obtener resultados mas
precisos, se debe tomar en cuenta la variacién de la densidad con la altura.

A pesar de que la teoria aqui presentada aplica a casos tridimensionales, por simplicidad sélo se han dado
ejemplos bidimensionales, quedando pendiente el desarrollo de los ejemplos tridimensionales.
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