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Introducciéon

La Mecanica Celeste es una rama de las Matematicas que se ocupa del Problema
de los n-cuerpos y de todos los aspectos que de esto se derivan. Lo anterior se aplica
para estudiar el movimiento de los planetas, cometas, asteroides y satélites naturales
y artificiales cntre otros. Estos cuerpos celestes se mueven en el espacio por accion de
las {uerzas gravitacionales, obedeciendo la ley inversa del cuadrado de Isaac Newton.
De esta manera, ¢l movimiento de un cuerpo celeste esta determinado por la atraccion
gravitacional que sobre él ejercen todos los demas cuerpos. En el caso mas sencillo
n = 2, es decir, el problema de 2 cuerpos, se deduce que los planetas siguen 6rbitas
clipticas con el Sol en uno de los focos.

Para n >3 el.problema de los n-cuerpos es un problema abierto, en el sentido que
no se conocen las soluciones explicitas, por esta razon los problemas de 3 6 4 cuerpos
se han estudiado mediante casos particulares, un ejemplo interecsante es el problema
restringido de 3 cuerpos, por medio del cual se puede estudiar el movimiento de ciertos
asteroides bajo la influencia del Sol y Japiter que es el planeta con mayor masa y que
estd mads cerca de los asteroides.

IEn ¢} problema gencral de n-cuerpos sélo se conocen soluciones particulares que se
obtiencn de cicrlas posiciones de las particulas llamadas Configuraciones Centrales,
donde el vector de aceleracion es un multiplo escalar del vector de posicion. Otra carac-
teristica importante cs quc las colisiones totales y los escapes al infinito del sistema de
particulas se dan asint{oticamente por Configuraciones Centrales [7]. Esto hace de las
Configuraciones Centrales, un topico muy interesante en Mecanica Celeste.

Recientemente se ha empezado a analizar una generalizacion del problema de n-
cuerpos donde intervienen fuerzas gravitacionales y electrostaticas, las cuales ticnen la
caracteristica comiin de obedecer la ley inversa del cuadarado. En estos problemas
cargados la presencia de mas parametros hace mas complicado el estudio de los sistemas
de ecuaciones. Lo anterior esta motivado por la inquietud de conocer los cambios que

surgen en los problemas newtonianos, cuando consideramos que las particulas tienen



Un caso fisicamente interesante s ¢l problema del atomo con n-electrones [5], cuyas

ecuaciones Hamiltonianas

(q‘ (1] nA(I,' 3
]Z;e:; lgi — q;f? B lg:}3 (i € IR°, A>0),

describen el movimiento de n electrones cargados negativamente. Los electrones se
mueven bajo su mutua repulsion, y la atraccion de un nicleo infinitamente masivo y

cargado positivamente, con carga nA.

Con cl estudio de los problemas cargados, pretendemos entender en un contexto
mas amplio las Configuraciones Centrales, y la dinamica que se produce para diferentes
valores de los pardmetros. Asi, cuando las masas predominan sobre las cargas, las fuerzas
entre particulas son de atraccion y tendremos un problema newtoniano; si en cambio las
cargas predominan sobre las masas, entonces puede suceder que todas las [uerzas entre
particulas sean de repulsion y entonces tendremos un problema coulombiano. Entonces
los problemas newtonianos y coulombianos son situaciones extremas, y ambos son casos
particulares de los problemas cargados.

Existe muy pocas reflerencias sobre problemas cargados, de hecho sélo se conoce el
problema isésceles cargado de 3 cucrpos [1] y [2] estudiado por Atela P. en 1988, y un caso
particular del problema romboidal cargado de 4 cuerpos [4], estudiado por Casasayas J.
en 1988. Nosotros pretendemos estudiar la dindmica cualitativa de algunos problemas
cargados de 3 y 4 cuerpos, mas especificamente, el problema romboidal cargado de 4
cucrpos y el problema colincal cargado de 3 cuerpos (ambos, el romboidal y ¢l colineal
han sido estudiados en el caso newtoniano, ver [11] y [13]). Este cs un trabajo original,
cn cl sentido de que estos problemas cargados no han sido estudiados con la generalidad

que pretendemos hacer.

Las Configuraciones Centrales (CC) juegan un papel importante en el estudio de los
problemas cargados, dada la relacidn intrinseca que ticnen con las colisiones totales y
los escapes al infinito. Por lo cual, analizaremos el articulo Central Configuration in
the charged three body problem de Pérez E. [17], con el objetivo de entender la manera
como se extienden los resultados conocidos sobre CC en el problema newtoniano de 3
cuerpos (existen 5 CC, dos son no colineales con forma de tridngulo equildtero, y las
otras tres son colincales, una por cada ordenacion de particulas).

En los dltimos dos capitulos analizamos problemas restringidos de 3 y 4 cuerpos

cargados, cuyas ecuaciones de movimiento son sistemas Hamiltonianos con dos grados



de libertad y se estudian de una manera muy similar. El Hamiltoniano ocasiona una
“foliacion” del espacio fase en conjuntos invariantes llamados niveles de energia, donde
mantienc un valor constante . Lo anterior permite reducir el estudio de la dindmica

a cada uno de estos niveles de energia.

En el capitulo 1, hacemos un andlisis de los aspectos basicos del problema de los
n cuerpos, primeramente se deducen las ecuaciones de movimiento y sus 10 integrales
clasicas de movimiento, asi como algunos resultados sobre colisiones totales. Al final se
analiza cl problema de dos cuerpos, haciendo una descripcion cualitativa de todas las
soluciones.

En el capitulo 2, se hace un andlisis de las Configuraciones Centrales en el problema
de n-cuerpos, y se muestran los principales resultados: el Teorema de Moulton, ¢l
Teorema de 45°%, y el Teorema del Biscctor. Como aplicacidn de estos resultados se
obtienen las 5 Configuraciones Centrales que existen para el caso n = 3.

En el capitulo 3 observaremos lo que sucede con las Configuraciones Centrales para
cl caso n =3 cuando se considera que las particulas tienen masas y cargas, las cuales
producen combinaciones muy variadas de fuerzas atractivas y repulsivas. Para esto
analizamos el articulo Central Configuration in the charged three body problem [17] que
muestra algunas diferencias muy interesantes respecto del problema newtoniano, pues
varia tanto el nimero como la forma de las Configuraciones Centrales.

[l estudio de una dinamica cualitativa, lo iniciamos con el capitulo 4 con ¢l problema
romboidal cargado de 4 cuerpos, ¢l cual es una generalizacidn del problema romboidal
de 4 cuerpos [11]. Las ccuaciones de movimiento forman una familia de sistemas Hamil-
tonianos con dos grados de libertad, y 3 parimetros. Aqui estudiamos el flujo global de
este problema para el caso h = 0.

Iinalmente, en cl capitulo 5 nos basamos cn los resultados del capitulo 3 y usamos
técnicas como las utilizadas en ¢l capitulo 4, para describir el flujo global del problema

colineal cargado de 3 cnerpos, también para ¢l caso h =0.



Capitulo 1

Aspectos generales de la Mecanica
Celeste

Il problema de los n-cuerpos consiste en la deseripeion de la dinamica de un sistema
de n masas puntuales, que sc mueven por accion de la fuerza gravitacional. La mecanica
ccleste cs la rama de las matemiticas que estudia este problema, y todos los aspectos que

de esto se deducen.

Ll problema de los n-cuerpos, primeramente formulado por Isaac Newton en el siglo
XVII, ha sido motivado por grandes matemalicos y astréonomos en los dltimos tres siglos.
La complejidad de movimientos aumenta rapidamente con ¢l nimero de masas, de tal

mancra que solo en el caso n =2, se ticnen soluciones explicitas de este problema.

Unicamente el problema de dos cuerpos esta completamente resuclto, por esta razén
cs un problema importante en mecanica celeste, y ademds porque describe con bastante

aproximacion una gran cantidad de movimientos de cuerpos celestes alrededor de otros.

Ion este capitulo describiremos algunos aspectos generales que se conocen del problema

de los n-cuerpos, y mostrarcmos la solucion general del problema de dos cuerpos.



1.1 El problema de los n-cuerpos

El problema de n-cuerpos dice:  dadas las posiciones y velocidades de n masas puntuales
en un momento dado, calcular sus posiciones y velocidades en cualquier otro momento.

La formulacion matematica es desarrollada a continuacion.

Sean n particulas con posiciones r; = (x; y; z)T € IR}, y masas m; € IRT,
con 1=1,2,---,n. Porla Segunda Ley de Newton, el movimiento de cada particula
esta deserito por

mir; = I, t=1,2,---,n,

donde F; cs la fuerza gravitacional resultante que actiia sobre la particula 7. Con-
siderando la Ley de Gravitacion Universal, y sumando todas las fuerzas que influyen sobre

m;, sc obticne que

n
r¢ —— r-
F; = E Gmym; —I———

j=1, i |rj—ri P

donde G es una constante que depende de las unidades de masa, longitud y tiempo.
sscogicndo adecuadamente estas unidades se puede hacer G = 1. Entonces las ecuaciones

del problema de n-cuerpos estan dadas por:

n

. — r] il ¥ . p
mit; = L mim; ————-, 1=1,2,---,n. (1)
=1, i AL

' 7 3 . .. . -,
Sea r=(r;, -~ ,r,)" € IR™ un vector de posicion que Hamaremos conliguracion

del sistema de particulas, y sca X el espacio de configuraciones:
s T 33n : :
X = {(ri, ) €™ r#r;, Vi#j}.

Si —U denota a la encrgia polencial del sistema de particulas, entonces U que

llamaremos funcién poteuncial, esta dada por

U: X - IR, U(r) = Z mim; r—l————-—
r;

1<i<isn = i |



Ll campo vectorial (1) resulta ser el gradiente de la funcién potencial, con lo cual el sistema,

de ecuaciones (1) se puede expresar en las siguientes dos formas:

m,-i",- = V,-U(r), t = 1,2, L) (2)

M¥ = VU(r), (3)

donde
T .
J 2] a M
Vi=(Z, &, &), V=(Vi, -, V)T, y M= diag (my,mi,my, -+ ,my,my,ma).

Aay ¥ Dy Y Oz

Scan p; =mur; y p = Mr, Hlamados momento lincal de la particula @y momento
lineal del sistema de particulas, respectivamente. Entonces el problema de n-cuerpos sc

escribe como un sistema de 6n ccuaciones diferenciales de primer orden:

r=M"'p,
p=VU(r).

Il dominio de definicion de este sistema, es el espacio fase:
TX={(r,p)elR*™: reX, peR™}.

Ahora definimos algunos tériminos que se usardn mds adelante.

a) Una Orbita o trayectoria en TX, es una solucion (r(t), p(t)) del sistema de

ecuaciones (1), definida en su intervalo maximal.

b) Un conjunto K cs invariante si para toda condicidn inicial (re, po) € K, la

solucion por este punto esta enteramente contenida en K .

1.1 Observacion.

Es inmediato que. m; puede cancelarse de las ecuaciones (1), implicando que el movimiento
de la particula z, es el mismo sin importar cual sea el valor de su masa. Esto concuerda con
el experimento de Galileo Galilei:

2 cuerpos que se sueltan a la misma altura, caen con la misma velocidad, independientemente

de que sus masas sean iguales o diferentes.



Integrales primeras del problema de n-cuerpos

Una integral primera del sistema de ecuaciones (4), es una funcién 7: TX — IR

continua, tal que [(r,p) permanece constante a lo largo de cada drbita del espacio fase

TX, pero no es constante en ningiin conjunto abierto de TX . De esta manera, dada /

una integral primera y ¢ € IR, entonces el coujunto

{(e,p)eTX: I(r,p)=c}

.

cs invariante. Si ¢ es un valor regular, entonces por ¢l teorema de la funcién implicita, el

conjunto invariante tiene codimension | en ¢l espacio fase. A continuacion describimos las

10 integrales primeras que se conocen para ¢l problema de los n-cuerpos.

a)

b)

Integrales del momento lineal

Para una solucién cualquicra (r(f), p(t)) del sistema (4), tenemos que
" L " n n i — T
Z}')i = Zmif'i = ZV,-U(r) = Z E mym; ._J____'_} = 0,
=1 =1 =1 i=1 j=I, j#i l r,—r; |

en la tltima sumatoria los términos se anulan por parcjas. Entonces

(—;‘; Y pi(t) =0, implicando que 3" p:i(1) es constante sobre toda solucidn,

> pi(t) = a, a € IR® constante. (5)

1=
Recordaremos esta propicdad, diciendo que la solucién tiene momento lineal a. De

aqui obtenemos 3 integrales primeras, conocidas como  integrales del momento lincal:

n

Lu(p) =) _pi. (6)

i=1

Integrales del centro de masa

La relacién (5) implica que ;;%Zm,-r,-(l,) = a, cn todos los puntos de la solucién

(r(4), p(1)). Entonces

> miri(t) = al + b, a,b e IR’ constantes. (M)

i=1



d)

m Ly

Es decir, ¢, = el centro de masa del sistema de particulas, tiene movimiento

g
rectilineo uniforme. Entonces dada una solucién (r(1),p(¢)) con momento lincal a,
obtenemos la siguiente solucién con momento lincal cero y centro de masa fijo en el

origen,
m;

ym;

B =r() —enld),  Bill) = pill) — = .

Sin pérdida de generalidad podemos cstudiar estas soluciones, para las cuales la si-
guiente funcién vectorial representa 3 nuevas integrales primeras, conocidas como in-

tegrales del centro de masa:

n
Ic,,,(l‘) = Z myr; . ((‘)
=1

Integrales del momento angular

Para una solucion cualguicra (r(4), p(4)), tenemos que

o ) n n r;—r; L n r; X r;
L r;Xmr = Z r; X Z e —L———‘ = L Z M ———'7 =10,
i=1 i=1 J=1, i I —ri| = =1, g ey —ri|

donde los términos de la iltima sumatoria se anulan por parcjas, y ¢l simbolo X

shlien o . . e Ve v e I e A . L — HI .
indica el producto cruz de 2 vectores. BEntonces 4371 X p; = 0, implicando que

Zri X p; = ¢, c € IR? constante. (9)

i=1

Iin este caso decimos que la solucion tiene momento angular ¢. De la relacion ante-
rior, obtenemos otras 3 integrales primeras conocidas como integrales del momento

angular:

Imu(rap):zrixpi' (lO)

=1

Integral de la energia

Definimos la cnergia cinética del sistema de particulas como:



. ) ) | —
T :IR*™ — IR, T(p) = §le_'p

l ° _

L el
=1

Sobre una solucién cualquiera (r(t),p(t)), se cumple que

n n
T = melpi'f)i = Z’nl;f‘i'f‘i = A/]I‘I‘,
=1 i=1

n gg-

U = P r;
1 dr;

VU-F = Mi-F,

cntonces £(T'—U) = 0. Implicando que T — U es constante sobre toda la solucion,

T(p(1)) - U(x(1)) = h, he R, (1)

y decimos que la solucion tiene energia h . Esta relacion nos da otra integral primera

llamada integral de energia:

H(r,p) =T(p)— U(r). (12)

Cualquier integral primera da lugar a conjuntos invariantes en el espacio fase T'X . De
manera que si fijamos cl centro de masa en el origen, y consideramos constantes el momento
angular ¢ y la energia h, obtenemos en el espacio fase un conjunto invariante S,
cuya dimension s 6n— 10 excepto en algnnas situaciones particulares donde las integrales

no son independicntes (como r y p paralelos que implican ¢ = 0), ver [15],

S(C”") = {(l’, p) eTX: l'm.l - 0') Icm. = 07 ]'m.a =q, I = h} .

En el intento por dar una solucién explicita del problema de n-cuerpos, el siglo pasado
se hicieron muchos esfuerzos para encontrar nuevas integrales independientes, hasta que H.
Bruns en 1887 demostré que aparte de las 10 integrales cldsicas, no existen mds integrales que

dependan algebraicamente de la posicién y la velocidad [3].



1.2 Singularidades y Colisiones Totales

Sea r(t) una solucion del problema de los n-cuerpos, y sea [ = (a,f) C IR el

intervalo maximo de definicion de r(t). Existen dos posibilidades:

a) La solucion esta definida sobre todos los reales, entonces [ = IR. En este caso se

dice que la solucion es regular.

b) Algin extremo de [ s finito, es decir, supongamos que B < co. Cuando esto

sucede, decimos que la solucién tiene una singularidad en f.

Para entender lo que sucede fisicamente con las soluciones, cuando estas se acercan a

una singularidad, consideremos ol signicnte resultado de Paul Painlevé de 1895 [16]:

Sea {y € IR con |y |< oo. Entonces la solucidn tiene una singularidad en {, siy sélo si, la
menor de las distancias entre las n particulas, a lo largo de esta solucién tiende a cero, cuando

L—PI,U.

Entonces las singularidades ocurren por colision de dos o més particulas, o por movi-
micntos muy complicados sin colision. El primer ejemplo demostrado, fue obtenido recien-
temente por Jeff Xia en 1988 en un problema de 5 cuerpos [21], donde ocurren escapes al
infinito cn tiempo finito. Este tipo de singularidades sélo ocurren para n > 4, pucs para
n =3, Painlevé demostré hace mds de un siglo que las singularidades sélo ocurren por

colision [16].

Colisiones Totales

Un tipo particular de singularidades son las colisiones totales, csto es, cuando todas
las particulas cstdn en una misma posicién a un cierto tiempo. Definimos ¢l momento de
inercia del sistema de particulas como
l n
; Z'H‘li l »l‘i |2, (13)

=1

o~

IR S RYU{0},  I(r) =

que mide ¢l tamaiio del sistema. Considercmos el momento de inercia sobre una solucién
del problema de n-cuerpos. Derivando T dos veces respecto del tiempo ¢, usando (2) y

la energia cinética, obtenemos

i = Z”'/i(ri . i:i + 1"1- . rt) = ZI‘,‘ . V,U + Z 7",;-"l ” P ”2= I‘TVU + 2T = —-(] + 2T .

=1 =1 i=|

7



En la iltima igualdad se considera que U es homogénea de grado -1, y se aplica el

Teorema de Buler:
Dada f:IR™ — IR homogénea de grado k, entonces r’Vf(r) = kf(r).

La relacién obtenida se conoce como la identidad de Lagrange-Jacobi , la cual por la

integral de energia T — U = h, puede expresarse en cualquiera de las siguientes formas:

[=92T-U,
I=U+2h, : (14)
I=T+h.

Como una. aplicacion de la identidad de L-J tenemos el siguiente resultado:

1.2 Proposicidn.

El problema de n-cuerpos no tiene puntos de equilibrio.

DEMOSTRACION.

Supongamos lo contrario, que ¢l sistema (4) ticne un punto de equilibrio, es decir,
existe una solucion (r(t),p(t)) que se mantiene constante, para toda ¢ donde la solucion
csté definida. Entonces (L) =0, p(t) =0, (por p = Mr),y T =0 (por
T = %p”W"p). Por la identidad de L-J, se sigue [ = =U <0, lo cual implica que [
es decreciente. Esto contradice la igualdad [ =r-p = 0.

A continuacion presentamos una caracterizacion de las colisiones totales, para soluciones

del problema de n-cuerpos con centro de masa fijo en el origen, es decir, cuando Yomyr; = 0.

1.3 Proposicion.
En el problema de n-cuerpos hay colisidn total, si y sélosi [ — 0.
DEMOSTRACION. La conclusion ¢s inmediata, después de probar que

Z man; v, —r; |2 = 2/My,

1<i<j<n



. 1 n n .
donde My cs la masa total (My = ¥m;). Debidoaque > = - Z Y, se obtienc
1<i<3<n 2 =1 3=1
1 n n )
> mam I r [P = o303 smemy(([w P+ e P —2riexg)
1<i<j<n i=1j=1
l n ) ) n 1
= 5 Z m;20 +m; ” r; ”‘2 My — 2m;r; - Z myr;| = 5 [M]2] +2/IMp — 0] = 2IMy.
i=1 1=1 =

En la tercera igualdad se aplicd la condicién de centro de masa en el origen.

1.4 Proposicion.

La colisién total debe ocurrir en tiempo finito.

DEMOSTRACION. La demostracion ¢s un argumento de convexidad. Supongamos que
la colisidn total ocurre en un tiempo infinito, entonces todas las distancias entre particulas
ticnden a cero. Esto implica que U — oo, y por la identidad de L-J I = oo cuando
I — oco. Entonces existe lp finilo, tal que [ > para t > lg. Integrando dos veces,
obtenemos que

[2
I'2 5 4at+b  Vixt

De aqui se sigue que I — 0o cuando { — oo, lo cual implicarfa que no hay colision total.

1.5 Teorema (Sundman).

Colision total implica momento angular ¢ = 0.

DEMOSTRACION. Consideremos una solucién con intervalo maximo de definicion
(a, 1), donde t. cs el tiempo de colision. Por la proposicién anterior, (. es finito.
Entonces I — 0 cuando L — t., esto haceque U - 00 ¢ [ — o0 cuando t — (.. Por

lo tanto, existe un intervalo (s,4.) en el enal 1> 0.

s t & t t,

FIGURA 1.1 Ordenacién de tiempos.

9



Ahora se quicre obtener el signo de I en (s,t:). Sea t* € (s,1.) arbitrario; queremos
desarrollar [(t) para t € (t*,t.) por la formula de Taylor, alrededor de ¢*:
: 1. .
[(8) = 107) + 1)t = ) + 1)t = t7),

donde & € (t*,t). Sesabe que I(t*) >0 y que [(€) > 0. Hacicndo que ¢ — ¢, enla
férmula anterior, obtenemos J(t*) < 0. Como t* € (s,t.) es arbitrario, entonces tenemos

que (1) <0 en todo ¢l intervalo (s,1.).

Probemos ahora que || ¢ |2 < 4/(J — h) (desigualdad de Sundman).
c = lell = I rixpill < Yomllrix|l < omillr |l |5 1],
cutonces

¢ < (v e DG/ i I

Si ahora consideramos la desigualdad de Cauchy [T a;b]? < [ ?][Z 87, se sigue que

¢ < Qo milla IO mu I8P = 22T,

y por la identidad de L-J, obtenemos 2 < AI(1 — 1), Después multiplicamos por

—I17", que es positivo en el intervalo (s,1.), encontrando

0 < —=cil™" < Ahi —4i] cn (s,1c).

lntegrando en ¢l intervalo (s,1) con & € (s,l.), obtenemos ¢c*ln -'1— < Ahl—=21*+a,
donde @ cs ctie. de integracion. Entonces  ¢? ln} <Akl + @, y despejando ¢? tenemos
4hl + a
i
In 3

miembro de esta designaldad tiende a cero. Como ¢ es constante , entonces ¢ = 0.

que ¢* < . Cuando la solucién tiende a colision total, I — 0, y cl scgundo

1.3 El problema de 2 cuerpos

Ll dnico caso que sc pucde resolver completamente del problema de n- cuerpos, cs
cuando n = 2. Es el problema mds sencillo en mecdnica celeste, y por lo mismo, es un

problema muy utilizado.
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Introduciendo s =r; —r; y considerando ¢l centro de masa en el origen, obtenemos
—1My my
rRn = ———s, r, = ———s. (15)
my + ma my + mo

Si aplicamos estas relaciones en ¢l problema de 2-cuerpos y sus respectivas integrales

primeras, obtenemos un problema de fucrza central:

§ = —(my + mg)m , s € IR?\ {0}, (16)

con integrales del momento angular y de energia:

M1y

mny S X% . miyms Ié |2 — _|—r = /’ .
S

- = C ——————
my + ey ! 2(my + my)

Resolviendo ¢l sistema anterior y cousiderando las relaciones (15), queda resuclto ¢l

problema de 2-cuerpos. Bmpezemos por simplificar las integrales primeras:

sXs§ = ¢y, (rn
| s |2 my + my
: —_ = Ny, 18
2 |'s| . (18)
donde
¢ = my + 1My c, y by = my + mq I (19)
myms myms,

Caracterizacion de la solucién s(t), mediante el momento angular ¢

De las propicdades del producto cruz, podemos hacemos algunas observaciones sobre ¢l

momento angular:

a) si ¢ =0, entonces por (19) y (17), los vectores s y § son paralelos. Implicando
que la solucion s(f) tiene lugar en una recta fija que pasa por el origen. Y por las
cenaciones (15), el movimiento de los 2 cuerpos, se da sobre una recta que pasa por

cl origen

b) Si ¢ # 0, entonces por (19) y (17), los vectores s y § estan sobre un plano P
ortogonala ¢, que pasa por el origen. Implicando que la solucién s(t) se cncuentra
siecmpre en . Entonces por las ecuaciones (15), ¢l movimiento de los 2 cuerpos

tiene lugar en el plano P,

11



Soluciones con momento angular diferente de cero c # 0

Sca s(t) una solucién de (16) con momento angular ¢ # 0. Por el Teorema 1.5 (de

Sundman), se sabe que estas soluciones no tienen singularidades por colision.

d s S X ¢y
A continuacién probaremos que — — = 0, a lo largo de cada
dt \|s] my + my

solucion s(t). Derivamos cada término por separado,

d { s (s-s)s — §(s-8)s  (sxs§)xs _ ¢ xs

dt r;_l - FE - |s |3 - Isl:z’

donde en la segunda y tercera igualdad, se aplicaron la f6rmula del triple producto cruz y

la integral del momento angular (17), respectivamente. Y usando (16), obtencmos

d { sx¢ _ 8Xe ¢ Xs
dl (ml + mz) o my s P
Por lo tanto, la expresidn '
S S X Cy
|s| T

es una integral primera, pues permancee constante a lo largo de cada solucion s(2). Hemos
mencionado anteriormente que todas las integrales primeras generan conjuntos invariantes
cuando se ignalan a una constante. Conscenentemente, las soluciones contenidas en ¢l nivel

—e, bicnen la siguiente identidad

S éXC| )
B (

my 1y '

Bl miembro derecho de esta ccuacidu se integra, multiplicando escalarmente por s,
Despuds se aplica la férmula @ - (ay X a3) = (ay X ay) - a3, y finalmente por la integral

de momento angular (17), se obticne

(my +my)~te?
1+ eCosO

S

donde 0 = ang{s,e}, s=[s|, c=|le|, y e =|c;|.De la gcometria analitica, sc

deduce que esta funcion representa la Srhita de una cénica no degencrada, con el origen

12



en uno de los focos. Como e es un vector constante en IR?, lo podemos rotar al eje x
positivo y asi la parcja (s, 0) son las coordenadas polares. Entonces la constante e, es la
exentricidad de la conica, y su valor determina el tipo de trayectoria que genera la solucion

s(t). Con esto queda demostrado lo siguiente:

1.6 Proposicion.
Las soluciones s(f) con momento angular diferente de cero, son planares y tienen forma

conica con el origen en uno de los focos. Son circunferencias, elipses, paribolas o hipérbolas,

dependiendo de que ¢ =0, 0 <e<1l,e=11y e>1 respectivamente.

Haciendo algunos manejos algebraicos con las integrales de energia, de momento angular

y la nueva integral (20), encontramos una relacion entre las constantes escalares by, ¢, ¢,

. 2¢2h
¢ = #— + 1. (22)
(my + my)?

Lntonces es clara la sigutente caracterizacion de las figuras conicas,

hy >0 < e¢>1 <= s(t) es una hipérbola.
hy =0 < e¢=1 &> s(t) es una parabola.

—(m, +m 2 .

—(“'l.z_z—i <h <0 < 0<e<! < s(l) es una clipse.
1

—(m, + my)?

502 = ¢=0 <<= s(l) cs una circunflerencia.
C
{

IL] =

Cc A
0
o
'\‘
)
Q .
\g hiperbolas
circunferencias _— o
- elipses | &
0 h

™ . . . s
FIGURA 1.2  Tipos de soluciones s(t) en el espacio energia-momento.



Soluciones con momento angular cero ¢ =0

Como habiamos mencionado, una solucidn s(t) con momento angular cero, se manticne

sicipre sobre una linea recta que pasa por el origen. Entonces se puede suponer sin pérdida

de generalidad, que s(f) no es un vector, sino un cscalar que denotaremos por s(l).

Definiendo  p = §  podemos escribir las ecuaciones de movimiento (16), como un

sistema de primer orden:

con relacion de energia

$ = p,
. —(my + m.
p = —————————( 12 ma) , s €IRT, (23)
S
2
P my + me
5‘ b ““—l—:——l- = ’Ll. (24)

En el espacio fase (figura 1.3) se indica el comportamiento dc las soluciones del sistema

23). No hay puntos de cquilibrio, y cada orbita Licne un nivel de energia diferente.
1. 8

P 4

\ 2h,

0
- \/2h,

h,<0

Ficura 1.4

B t

14
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s(t) para hy <0 y hy 20, respectivammente.



Sca I = (a, ) el intervalo maximo de definicion de s(t). Del espacio fase observamos
que las 6rbitas con hy < 0, empiezan y terminan cn colision doble s = 0, entonces por
la proposicién 1.4 « y [ son finitos. Para las érbitas con hy 20 y p(t) > 0,
obtenemos que 8 = +00 y « es finito, figura 1.4. De lo anterior podemos concluir que:

En el problema de dos cuerpos sélo existen singularidades por colision.

Regularizacién de colisiones dobles

Eliminaremos las singularidades ocasionadas por colisiones dobles; extendiendo analiti-
camente las orbitas que tienen este tipo de singularidades. Para esto usaremos la regula-
rizacién dc Sundman [19], que cousiste en un cambio de variables w = sp, y una
reparametrizacion del tiempo ;(l—; = s, aplicados al sistema (23) y la relacién de energla

(24). Las ccuaciones de movimiento en las coordenadas (s, u) son

W= my +my+ 2, seRtu{o}, (25)

con relacion de energla
2

% = (my+my)s = hys?, (26)

donde (7) significa derivada respecto del nuevo tiempo 7. Con el sistema ya definido
en s = 0, ahora se puede continuar la descripcidn del movimiento de los dos cucrpos,
después de la colision. El espacio fase regularizado (figura 1.5), se obticne directamente de
la relacion de energia (26). No existen puntos de equilibrio, pues los puntos que anulan el
campo vectorial (25), no satisfacen (26). Finalmente, en el espacio fase puede observarse

lo mencionado sobre conexion analitica de érbitas con singularidades por colisidn.

u n>0
% M h,=0
o M%\\I‘:KO

R

h,>0

FIGURA 1.5  Bspacio fase regularizado.

15



Capitulo 2

Configuraciones Centrales en

el problema de los n-cuerpos

Las soluciones homotdticas ¢ = k(l)re, donde re es una configuracidn fija con
cicrtas caracleristicas Hamada Configuracion Central (CC), son una clase de soluciones

particulares del problema general de n-cucrpos.

Una misma CC puede generar varias soluciones al problema de n-cuerpos, con movi-
mientos muy diferentes. Ademds de las soluciones homotéticas, las CC planares generan
las soluciones en equilibrio relativo ¢ = A(t)ry, que se obtienen por rotacién uniforme
de ry, alrededor del centro de masa. La combinacién de estos movimientos da origen a
tas soluciones homogrificas ¢ = k(L)A(L)ry. Estas soluciones particulares son las inicas
soluciones explicitas que se conocen para el problema de n-cuerpos. Como aplicaciones
importantes tenemos que la expansion del universo y las colisiones totales en ¢l problema
de n-cuerpos ticnen lugar por CC', lo cual hace de las CC un tépico muy importante cn

mecanica ccleste.

FIGURA 2.1 Configuracion Central Euleriana, y

una solucién en equilibrio relativo, del problema de 3 cuerpos.
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Las C'C para el problema de tres cuerpos son las primeras que se obtuvieron. Euler [9]
en 1767, encontro que para cada ordenacion colinecal de 3 masas, existe una Gnica manera
de seleccionar la razon de las distancias. Aplicando ciertas condiciones iniciales a estas
configuraciones eulerianas, sc obtiene una solucién con movimiento periédico (Figura 2.1).
Lagrangc en 1772, observé lo mismo colocando las masas sobre los vértices de un triangulo

equilatero (Figura 2.2) [12].

En este capitulo analizaremos algunos resultados generales sobre CC en ¢l problema
de n-cuerpos, los cuales usamos al final para encontrar todas las CC del problema de tres

cucrpos.

FIGURA 2.2 Coufiguracién Central Lagrangiana, y

una solucién homogrifica del problema de 3 cuerpos.
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2.1 Configuraciones Centrales

Ahora se definen las Configuraciones Centrales de un sistema de n  particulas, y
cncontraran algunas de las caracterizaciones principales.

Sea V =Uj<icj<n {r € IR** : r; =r;} el conjunto de configuraciones en colision.

2.1 Definicién.
Una configuracién rp € IR*\A se llama Configuracién Central (CC), si existe
A € IR, tal que

Ai—IVU(r()) - AI'() = (. (27)

‘ntonces las CC se encuentran resolviendo esta ccuacion, desafortunadamente en ge-
neral esto es un problema algebraico muy complicado. Basta mencionar que para n > 4
ni siquiera sc sabe si el niimero de CC es finito o infinito.  Unicamente en el problema
de tres cuerpos se conocen todas las CCl oy estas son las configuraciones culerianas y las
configuraciones lagrangianas. Ambas s¢ encuentran determinadas en este capitulo por ¢l

Teorema de Moulton (para n = 3), y los Lemas (2.16) y (2.18).

2.2 Definicion.
Una solucién  r(t) € IR®™\A  del sistema (3) es llamada homotética, si existe una

configuracién fija ry y una funcién escalar (1) > 0, tal que r(l) = s()ry.

2.3 Proposicion.
ro € IR*™\A es Configuracién Central, si y sélo si, existe una solucién homotética del

problema general de n- cuerpos, con r, como configuracidn fija.

DEMOSTRACION.

(<) Por hipétesis, existe una solucidn del sistema (3), de la forma (&) = s({) ry. Si
ademas de esto, consideramos que VU es homogéneo de grado -2, tenemos entonces
que

M~YVU(ry) = 3s°rg,
Como  M~'VU(re) 'y ro cstan fijos, cntonces  §s%(1) = p. Por lo tanto,

/W"'VU(I‘(,) = Il,r(), y Iy s (7(7.
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(=) No es dificil probar que () = s(t)ro es una solucion homotética del sistema (3),
donde s(t) > 0 es una [uncién escalar que satisface  3(f) = As7%(1) (X cs la
constante de la definicion de CC).

Interpretacion Variacional de las CC

Consideremos la métrica gencrada por el producto escalar (r,r) = r" Mr en ¢l espacio
IR*, donde M es la matriz diagonal: M = diag (mq, mq, my, =<+ Mg, My, M) .
Dado que no sc pierde generalidad al fijar el tamafio de una CC, podemos analizarlas

restringicndonos a la eslera unitaria:
S={re R"\A: (ro,ro) =1, myry+---+m,r, = 0}.

2.4 Teorema (Smalc).

Respecto del producto escalar (r,r) = r"Mr, se obtiene que
VUls = M™'VU(r) + U(r)r.

Ademas, las Configuraciones Centrales son los puntos criticos de Uls.

DEMOSTRACION. Sea r una configuracidn en S y F'(r) = M~'VU(r) + U(r)r,

cuntonces

(r, F(r))

(e, M~'VU(r)+ U(r)r) = (e, M'VU(r)) + U(r) (r,r)
r'VU() +U(r) = (=1)U(r)+U(r) (por Teorema de Euler)
= 0,

Il

esto muestra que  ['(r) s tangente a S. Por otra parte, desarrollando el producto

(#(r),v), paratoda v € 7.5 obtenemos

(F(r),v) = (M7'VU(r)+U(r)r,v) = (M~'VU(r),v)4+0 pucs (r,v) =0
= (M™'VUE)"Mv = DU(r)v.
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Entonces F(r) esel gradiente de Ulg con respecto de la métrica generada por (, ),
y entonces los puntos criticos de U|s son las configuraciones que resuelven f'(r) = 0.
Ahora veremos que las soluciones de esta ecuacion son precisamente las CC.
Sea ro una CC. Multiplicando (27) por rl M, obtenemos rlVU(re) = A (ro,ro).
Y considerando que el potencial U es homogéneo de grado -1 en el Teorema de Euler,
encontramos que
—U(ro)
A= ———-.
(ro, ro)

Pero (rg,rg) = I pues rg € S, por lo tanto, las CC son las soluciones de 17(r) = 0.

Resumimos las caracterizaciones anteriores de CC con el siguiente lema {14]:

2.5 Lema.

Sea ry € IR®™\A, una Configuracién Central, entonces las siguientes afirmaciones son

equivalentes.

i) Existe una solucién homotética del problema de n-cuerpos, con r, como configuracion

fija.
i) ro es punto de equilibrio del sistema =V U|s.

i) ro es punto critico de Uls.

Clases de equivalencia

Con el fin de conocer los diferentes tipos de CC, dividiremos el conjunto de CC en
clases de equivalencia. La relacion de equivalencia viene del hecho que el potencial U sélo

depende de la distancia entre las particulas, de esta forma tenemos:

2.6 Definiciéon

Dos configuraciones son equivalentes si son semejantes en el sentido de la geometria eu-

clideana, esto es, cuando una rotacidn y/o un cambio en la escala hacen coincidir ambas
configuraciones.

20



De esta manera, cuando hablamos de CC, nos estamos refiriendo a un representante de

cada clase de equivalencia.

Ejemplos de Configuraciones Centrales

a) Sabemos que 3 particulas sobre los vértices de un tridangulo equildtero, forman una
CC independientemente de los valores de las masas (Lagrange 1772) [12]. Mas
adelante, probaremos que las tinicas C'C no colineales en el problema de tres cuerpos

son la que tienen forma de triangulo equildtero.

b) n particulas (n > 4) sobre los vértices de un poligono regular, forman una CC, sélo
en el caso cn que todas las masas son iguales. Este es un resultado de Perko Walter

1985 [18] y de Khmabsout en 1988 [3].

c) n particulas sobre una linea recta, forman una CC, si se ajustan a una cierla
proporcion de distancias, que depende de las masas (Moulton 1910) [15). El analisis

de este resultado lo haremos en la signiente seccion.

d) n masas iguales en los vértices de un poligono regular y otra masa cualquicra en el

centro del poligono, sicmpre forman una CC [15).

2.2 Teoremas sobre existencia de CC

2.7 Teorema.

Dadas n masas cualesquiera, existe siempre al menos una CC.

DEMOSTRACION. La idca es mostrar gne /g tiene un mimimo, y por ¢l Teorema 2.4,
este punto critico debe ser una CC. Sea Aj;={r=(r), -+, )" € IR™: r; =1},
y A=Ui¢;A;j. Sea V unavecindad de A en S, entonces S\ V es compacto. Y
como una funcion continua definida sobre un conjunto compacto necesariamente ticne un
minimo, cutonces el potencial U vestringido a S\ V  tiene un minimo.

Por otra parte, cuando r — A se tiene que U — oo. Entonces, para cualquicr

k>0, V sepuede escoger suficientemente pequena de manera que Uly > k.
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Escogiendo V  suficientemente pequena, se puede asegurar que el minimo de U
restringido a S\ V , es miimo de U restringido a S. Por el Teorema 2.4, este
minimo es una CC.

El Tcorema de Moulton (1910) [l4] proporciona el niimero de CC que se encuentran
sobre una linea recta L. Sobre esta recta, consideremos cl conjunto de configuraciones con

centro de masa en el origen y norma uno:

C = {I‘El[.n\AZ Zn’-irizoa (l‘,l‘):]}-

2.8 Teorema (Moulton).
Existe una unica CC correspondiente a cada ordenacion posible de n particulas que se
. ) n! .
encuentran sobre una linea recta. Por tanto, existen — (CC colineales (que corresponden a
. . . 2 .
las distintas ordenaciones de las particulas sobre la recta), cada una de ellas es un minimo no

C.

degenerado de U

Para la demostracion del Teorema de Moulton, hacemos uso de los siguientes resultados:

2.9 Lema.
C consiste de n! componentes conexas, cada una de ellas homeomorfa a un disco n — 2
dimensional. Esto corresponde a las n! ordenaciones de las particulas.
DEMOSTRACION. Es suficiente con demostrar que
C'={reC: rn<r<--<nrl
cs homeomorfo a un disco de dimension n — 2. Para esto, introducimos
n i
C"={relR"\A: Emiri =0, rm<r<-o<nl}.

Por otra parte, existe un difcomorfismo entre C” y (IRY)*~') dado por ¢(ry,- -, 1) =
(rg =71, -y r— racq). Asi, para un rayo K en (IR*)"=' | la imagen inversa p=!'(K)

cs un rayo cn C”. Pero un rayo en C” sdlo contiene una configuracién con norma uno,
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entonces ¢~ '(K) cortaa C’ en un punto dnico. Y como el conjunto de rayos en (IR*)"~!

es homeomorlo a un disco D de dimension n — 2, entonces C’ es homeomorfa a D.

C' "2 {rayoscn C"} "L {rayosen (IR*)"'} b P

2.10 Lema.

C es un conjunto invariante del sistema r = grad U|s.

DEMOSTRACION. Sca G C S0(3) el grupo de rotaciones alrededor de L (L es la linca
recla que contienc a las configuraciones en ('), es claro que los puntos fijos de G son
precisamente los que estan en L, entonces Gr =r. Y aplicando F(r) = gradU|s tenemos
F(Gr) = F(r), pero F(r) conmuta con el grupo S0(3), entonces G(F(r)) = F(r).
Asi, I(r) cs punto fijo de G'. Por lo tanto, FF(r) cs una configuracion colineal en L.

2.11 Lema.

Las componentes de C son convexas geodésicamente.

DEMOSTRACION. Ya que IR™ con la métrica (r,r) = r"Mr es isométrico a IR™ con
la métrica cuclidcana (la isometria ¢s z; = /mn;r;), tenemos que C es isométrico a la
esfera unitaria estandard del espacio Euclideano IR*™'. Siendo que las componentes de
C pueden ser expresadas como intersecciones de €' con los medios espacios {r; < r;},
cntonces las componentes de C' son convexas geodésicamente, es decir, que dos puntos en
la compounente C’' pueden unirse por un arco de geodésica contenido en 7.

2.12 Lema.

Sea r € (", entonces I*U(r)(v,v) > 0, Vv en el espacio tangente 7,C .

DEMOSTRACION. Calculando las segundas derivadas del potencial, tenemos

2*U(r) 2m;m;

—_—t = —_— = D'iy

Or;0r; JZ;“ r § !

d*U(r) (=2m;my)

G _ L) Dy, k4,
dridr; e k ki
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y sustituyendo en D?*U(r):

izt Dit D v
D*U(r)(v,v) = (v; -+ v,) N
_I)nl Zj#n Dj"- Un,

= Z v§ Z m,\mj—%— — Z U) Z vkm,\mk?T ,
"

X #EA 3 A k£A Uk
m;my , . _ m;my .
— « J ’ p 2 L — € # T 2
= ZZ _;_ T(U’\ —vjvy) = 2 E 3 (v; —vy\)* > 0,
A AN TN JA JA
i# A
y solo es cero en caso de que vy = -+ = v, , pero este vector no pucde ser tangente a ().

Asi que D*U(r)(v, v) > 0.
|

Ahora si estamos en posibilidad de demostrar ¢l Teorema de Moulton:

DEMOSTRACION. Probemos ¢l resultado para la ordenacidn:

C'={r=(1,,m)eC: r<---<n).

Como C” es homecomorfa a un disco (Lema 2.9), entonces U(r) — oo cuando r(l) —
6C" C A (6C" es la [rontera de C), implicando que Ule: tiene un minimo ry. Dado que

las componentes de C son conexas, entonces ro = min U

¢, y por lo tanto, Ul¢ tienc al
menos un minimo local ry en cada una de las componentes de €. Probaremos que 1y
es un punto critico de Ul .

Sea ¢ una solucién del sistema £ = grad U(r)|s, que pasa por ry. Por el Lema 2.10, ¢
cstd completamente contenidaen €. Ademds, el grad U es tangente a S, en particular
sobre (', entonces ro anulacl gradUl|s. Con esto, hemos probado que en cada componente
de C, existe al menos una CC. '

La unicidad se prucba con un argumento de convexidad. Por ¢l Lema 2.1 I, las compo-
nentes de € son convexas geodesicamente, s decir, dados ry y ry en O , existe un arco de
una geodésica que los conecta, y esta contenido en C'. Sca 7(s) una parametrizacién con
velocidad unitaria de este arco. Entonces 7(s) = —v(s). Derivando dos veces U(y(s))

respecto de s, obtencmos

U(v(s)) = DU (s),
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U"(v(s)) = D*U((s)(7s7) + DU(v(s)7" ()
= 02(/(7(5))( 7)) = DU(x(s))v(s),
= DU(v(s)(7,7) +U((s),

en la dltima igualdad se aplico el teorema de Euler.

Por ¢l Lema 2.12, se concluye que U”(v(s)) > 0. Entonces existe a lo mas un punto
critico en cada componente de C, pues si existieran 2 puntos criticos en una misma com-
ponente, se podrian conectar con una geodésica, teniendo U'(y(s)) = 0 en los extremos,
lo que obliga a U"(7(s)) a tener un cero entre ellos, esto es una contradiccion.

De aqui, se siguc que en cada componente de €, existe un inico punto critico que es
minimo no degenerado de Ulg . TFinalmente, ya que al efectuar una rotacién de 130°
estamos cn la misma clase de equivalencia de una CC dada, solo se considera la mitad de
las n! Configuraciones Centrales.

2.3 Otros resultados importantes sobre CC.

o esta seecion analizaremos dos teoremas importantes sobre CC en el problema de

n-cuerpos: El Teorema de 45°

y ¢l Teorema del Bisector. Ambos resultados descartan
configuraciones que no pueden ser CC, para ningina scleccion de masas. Como una apli-
cacion del Teorema del Bisector, tenemos que tres masas cualquiera formando un triangulo

no equilatero, no pueden ser una CC (Lema 2.16).

I'O

Il Teorema de 45° se basa en la funcion 0(r) que mide ¢l grado de aproximacion

colincal de las configuraciones. Dada L una rectaen IR*, y re S, definimos
0,(r) = max ang {rij, L} €]0, 90°],
i)

donde ang{r;;, L} es el angulo entre el vector rij = r; —r; y el vector direccional de
L. VEsta funcién se anula cuando la conliguracion r es colincal y paralela a L.
Ahora definimos la funcion

0: .S —[0,90], O(r) = mlin 0, (r).

Podemos observar que esta funcidn se anula cuando la configuracion r es colincal. Asi,
enbre mas cercano a cero sca 0(r), se ticne que r es mas aproximada a una configuracion

colincal. La principal propicdad de esta funcién, se deseribe en el siguiente resultado:
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2.13 Lema (Moeckel).
La funcién 0(r) es continua. Ademds es estrictamente decreciente sobre las soluciones del

sistema r = VU|s, cuando la configuracidn satisface 0(r) € (0, 45°].

DEMOSTRACION. Continuidad de la funcién 0(r). Sea r(f) una drbita en S, entonces
para 1, j y L fijos, sc tiene que ang{r;;, L} es continuoen S. Ademas, 0; también es
continua, pues es ¢l maximo sobre un conjunto finito de indices. Ahora minimizamos 0,,(r)
sobre todas las rectas L en IR?. Pcro como sélo se considera el vector direccional de L,
es suficiente considerar las rectas que pasan por ¢l origen, las cuales son homeomorlas a la
esfera S? (compacta). Como se estd minimizando sobre un conjunto compacto, entonces

para cada configuracion r existe una recta L* (recta de mejor ajuste), tal que

0(r) = mlin 0,(r) = 01.(r),

4

csto demuesta la continuidad de la [uncion 0.

Monotonia deereciente de 0 (r). Sea r(f) una solucion del sistema r = grad Uls tal
que 0(r(ly)) € (0, 45 en algin instante Ly. Mostraremos que 0(r(f)) os estrictamente
decreciente para toda £ > ty. Pero por la continuidad de 0 es suficiente con probarlo para
[ cercano a lg.

Sca L la recta que mejor sc ajusta a r(ly), cntonces  0(r(lo)) = 0, (r(ly)). Si
logramos probar que

01, (x(1)) < 00 (x{t0)), (28)

para { cercano a lp, tendremos

O(r(1)) < 0p (x(4)) < 01, (r(lo)) = 0(r(lo)) ,

y la.demostracion del teorema estard terminada. Scan ¢, j los indices tales que 0(r(ly)) =

ang {ri;(to), L}. Para t cercana a ly, lambién se cumple que

0, (r(t)) = ang{r;(t), L} =:a(l).

Por hipdtesis a(lo).> 0. Probaremos que @ (ly) < 0, con lo cual la desigualdad (28)

cstard demostrada. Sca u el vector unitario en direccidn de la recta L, que satisface

.. .

ryj . .,
ang {r;;({), u} <90°. Entonces —%-u = cosa(l). Derivando csta expresion, obtenemos
T :
. Iy
—sena(t)a(l) = =L -v, donde
iy
rij \ rij

T 7 r; 7
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r.‘ . .
es la componente de u normal a —~. Demostrar que a(to) <0, es cquivalente a
Ti; (
probar que 1 -v > 0. Como r(t) es solucién de 1 = gradU|s, entonces restando las

componentes Ti, Tj, obtenemos

; Tii 'V TV
r;-Vv= Z MR TR T T3, :
k#i,j ki k3

De ry; = rgj — Tij, S€ sigue que Tgi-V =Tk "V, entonces

. (29)

. 1o
Pov= o milre V) | o~
Tki o Tk

k#i.g
Probaremos que en ¢l tiempo to, algunos términos de esta suma son positivos, y los demas

son nulos.

L
S~
i
'.Or‘ e )
e e
[
‘ plano bisector del segmento M
Por definicion de «(t), tenemos que ang {v;(1), L} = max ang {ru(t), u},

entonces las demis particulas deben estar en los conos A o D, olarecta M queune r;

con r;. Si ry estd sobre M, entonces Ty -V = 0, y cl término de indice & en (29) se

anula. Como por hipdtesis a (lp) os posilivo, entonces existen particulas en los conos A

o D, fucra de la recta M. Sca re la posicion de una de estas particulas en el cono A.

[ls clato que reg-v <0 pues ang(re, v) € 90°, 180° entonces resta probar que
l b b b}

1 . . :
— -5 < 0. Pero csto se sigue de la desigualdad 1 < 7ai, la cual se cumple si el
e T
4ngulo de apertura de los conos es 20 < 90° (lo contrario implicaria la posible existencia de
particulas cn el plano 7 bisector perpendicular del segmento r; a rj, donde r¢j = 14:).
Por lo tanto, ry coutribuye positivamente en la ccuacién (29). Lo mismo succde con las

particulas en el cono B.

27



Una aplicacidn inmediata del Lema de Moeckel, es el Teorema de los 45°.

2.14 Teorema de 45°.
No existen C'C con 0(r) € (0, 45°]

DEMOSTRACION. Por el Teorema 2.5, las CC son los puntos de equilibriode =V U]|s,
entonces para toda ¢ se cumple que 0(r(t)) es constante. Luego por el Lema de Moeckel,
no pueden existir CC con 0(r) € (0, 45°].

||

Otro resultado general sobre CC, es el Teorema del Bisector:

~

e f
i
b
|

e

Consideremos un sistema de n particulas. Sean r;, r; las posiciones de dos de ellas, y
sca B cl plano bisector del segmento Tr;, tal que rir; es su direccion normal.

Sea w un vector unitario cualquicra en ¢l plano 3,y sea P ¢l plano que conticne al
segmento T, y ticne como direccion normal al vector w. Asi, los planos B y P dividen

cl espacio IR? en 4 cuadrantes.

2.15 Teorema del Bisector (Conley).

Sea una configuracién donde las particulas estin contenidas en dos cuadrantes diagonal-
mente opuestos, con al menos una particula en el interior de alguno de ellos. Entonces tal
configuracion no puede ser C'C' para cualquier seleccidn de masas.

DEMOSTRACION. De la ecuacion 1t = gradUls, tenemos que

I",'_,' ‘W = (’n’).i_l Vi U — 77),]-_l V_,- U) ‘w + U(l‘) r;-w
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donde V;U es el miembro derecho del sistema (1). Y como los vectores r;; y w son

ortogonales, resulta que

. Lip W Ui -w
Tij @ = Z i 3. 3 .
k#i,j ki Tk
Usando la relacién ry = ri +rji, y la ortogonalidad entre r;; y w se sigue que
Tk *w = Ijp-w, entonces
. ' 1 1 ;
Fjow = ) my(ri - w) eyl I (30)
k#i,j ki Tk

Sea 1, la posicion de otra particula, dilerente de las dos iniciales. Existen varios casos:
a) Si re € B, entonces ryg = rje y el término € desaparece de la suma.

b) Si r, € P, diferente de r; y rj, entonces ry-w =0 y el término ¢ desaparecc de

la suma.

¢) Sire g Py reg B,y esta en el cuadrante superior derecho, entonces rg; > rg;. De

donde ol 0. Como ang(ri, w) € (90°, 180°) entonces ry-w < 0.
i Ty

d) Sira € Py re & By csta en el cuadrante inferior izquicrdo, siguiendo el mismo

razonamicnto, tenemos que rj-w >0 o bien ryp-w > 0.

Por lo tanto, si existe al menos una particula en el interior de alguno de los cuadrantes
diagonalmente opuestos sc tiene que ¥ -w > 0.

Sca r(t) un punto de equilibrio de r = VU|s, entonces r es una CC. Lucgo 1y =
0, Vk = 1,2,...,n, cn particular, r; = r; = 0, entonces ry;-w = 0. Por lo tanto, la
desigualdad rij-w > 0 implica que r no es CC. Lo inverso no es cierto, es decir, 1w = 0
no implica que r sca CC.

Como una aplicacion inmediata del Teorema del Bisector, tenemos el siguiente resultado.

2.16 Lema.

La dnica posibilidad de que 3 particulas formen una CC no colineal, es de que formen un

triangulo equilatero.

DEMOSTRACION. Scan ry, ry y rz las posicioncs de las tres particulas. Consideremos

ry, ry yscan I3y P como en el teorema del bisector. Cuando la particula restante esta en
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el interior de cualquicra de los 4 cuadrantes, por el Teorema del Bisector se concluye que
la configuracién no puede ser CC. Entonces la tercera particula tiene que estar en el plano
bisector B, formando un tridngulo (isosceles) con las otras dos particulas. Repitiendo el

procedimiento para los segmentos Fi¥3 y Tor3, se sigue el resultado descado.

2.17 Lema.
La dnica opcidén para que 4 particulas no coplanares sea una C'C, es de que formen un

tetrahedro regular.

DEMOSTRACION. Como las 4 particulas son no coplanarcs, colocamos 3 de cllas sobre el
plano I, digamos ry, ry, r3. Sea B el plano bisector del segmento Fir. Bs inmediato
que si ry esta en el iterior de cualquiera de los 4 cuadrantes, entonces no hay CC, luego

ry debe estar en 3.

Sc repite el procedimiento para los demas segmentos del tridngulo Aryryrs, de donde
se concluye que este triangulo debe ser equilatero y similarmente con las demas caras. Por
lo tanto, en caso de existir una C'C con 4 particulas no coplanares, ésta debe formar un
tetrahedro regular.

Completaremos la informacion dada en el Lema 2.14 | probando que las configuraciones
triangulares cquilateras son C'C, usando la caracterizacion de las C'C, como puntos de

cquilibrio de ¥ =V U|s.

2.18 Lema.

Tres particulas con masas cualquiera y colocadas sobre los vértices de un tridngulo equilitero,

forman una CC'.
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DEMOSTRACION. Dado un triangulo equilatero de cualquicer tamano, probaremos que existe
una homotecia que anula el gradiente VU|s. Si consideramos el origen de coordenadas cn
el centro de masas, entounces los vértices correspondientes son s; —r., S —r. y Sz — e,
donde s, =p(—v3, —1,0), s;= w(V3, =1,0), s3=pn(0,2,0), >0

m18q -I" M2Sy + m3S3

my + Mg 4+ Mgy

determina el tamaiio del triangulo,y r. =

ol vector r = (ry, ry, r3) = (8; —r., S, — I, S3—I.) cstard en S si es unitario con
3
la norma dada por (r,r)=r"Mr = }: m;r; - r;, y esto sucede cuando

i=1

my 4 My -+ my
12 (mymy + mymy + mamy)

=
Se puede verficar que | r; — 1 j= /12, paratoda 7, 3, de donde

gty - negney A iy ey -k g A 1y

v = V12 (w2

Entonces
3

Ve = U)si—r) = e (Smlsi—s) = 3 g P

=1,

li

M='VU(r) 4+ U(r) r, cuya componente

Ahora es claro que el vector VU]
i-¢sima cs
3
Hiny Higpnyg : Hiying

Z m LiTh -+
T r;
e R T R R Ll [ r3 — 1y Y

se anula en la configuracion que estamos analizando.
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Capitulo 3

Configuraciones Centrales en el

problema cargado de 3 cuerpos

Una parte fundamental de la tesis es el estudio de las Confliguraciones Centrales en el
problema cargado de 3 cuerpos. Este es un analisis del articulo Central configuration in

the charged three body problem [17] que explicaré a continuacion.

Sn el capitulo anterior mencionamos algunos resultados conocidos, sobre la existencia
de Configuraciones Centrales (CC) en el problema de n-cuerpos. En gencral es muy
complicado siquiera conocer el nimero de CC, para n > 4 no sc sabe si este namero
es finito o infinito. Para n = 3, existen cinco CC, tres son colineales, una por cada
ordenacion. Y las otras dos son no colincales con forma de triangulo cquilatero. ISste
ultimo nimero es debido a que dos tridngulos equilateros, donde uno es reflexion del otro

respecto de uno de los lados, no pertenccen a la misma clase de equivalencia, pues no

pueden ser llevados uno en ¢l otro por rotaciones u homotecias en el plano.

I3s de suponerse que los Teoremas del capitulo 2, no se cumplen cuando se modifican
las hipotesis, cargando clectrostaticamente a las particulas. Ernesto Pérez en 1995 [17],
mucstra lo anterior para ¢l Problema de 3 cuerpos cargados, encontrando que cambian ¢l
conteo, y ¢l tipo de Configuraciones Centrales.

La combinacion de [uerzas atractivas y repulsivas produce diferencias notables respecto
del problema newtoniano. 1lin este capitulo se mucstran los resultados obtenidos, en los

cuales observaremos las diferencias a las que nos referimos.
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3.1 El problema cargado de los n-cuerpos (pcnc)

Generalizaremos el problema de los n-cuerpos, agregando cargas de cualquier signo a las
n masas puntuales. Con lo cual, el movimiento es generado por accién de las fuerzas gravi-

tacionales y electostaticas. Lo llamaremos el problema cargado de los n-cuerpos (penc).

Continuando con la notacién del capitulo 1, la formulacion matematica del penc con-
serva la misma forma del problema original. Las ecuaciones de movimiento estan dadas

por un sistema de 3n ecuaciones diferenciales de segundo orden:

. * ry—r; .
m;r; = Z (mim; — qiq;) -'—17 , r=1,2,---,n, (31)
=1, j#i |r; — il
o bien
My = VU(r), (32)
donde U(r) es la funcidn potencial
U: IR*\A = IR, Ury= Y, DB
1<i<j<n |r; — i

3.2 Configuraciones Centrales en el pcnc

Las Configuraciones Centrales (CC) sc definen de la misma manera que en ¢l problema,

de n-cuerpos.

3.1 Definicidn.

Una configuracién r € IR*\A, se llama Configuracién Central si existe una constante

A e IR\ {0}, tal que

M='VU(r) = Ar = 0. (33)

Una forma cquivalente de esta definicidn, se obtiene cuando expresamos a las CC como
soluciones de la ccuacion VIU?*(r) = 0. Donde I es el momento de incrcia del sistema de

particulas, delinido en (13) scecion 1.2,
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3.2 Proposicion.
La configuracién r € IR*™\A es CC, siysdlosi, VIU*(r)=0 y U(r)#0.

DEMOSTRACION. El resultado es inmediato después de escribir

VIU*(r) = 2IUVU + U*Mr = 21UM(M“VU+;j—Ir).

in ambos problemas, ¢l newtoniano y ¢l cargado, las C'C tienen su centro de masa en
cl origen. Esto es debido a la forma de definir las CC, pues en esencia estas configuraciones
son posiciones muy particulares de un conjunto de particulas, y son independicentes de los

sistemas de referencia.,

3.3 Conteo de Configuraciones Centrales en el pc3c

In lo que resta del capitulo, haremos un conteo de CC en el problema cargado de *

cuerpos, resolviendo la ccuacién VIU?(r) = 0. En cl caso n =3, el potencial U es

As A A
Ay h

12 13 23

U(r) =

3y
donde Ay =mamz—quqz, Xe=mmy—qqs, y Az=mmy—qqs.
Como las C'C tiencn su centro de masa en el origen, cs vilido expresar el momento de

incrcia I, como

21 =

mymy i, + mymg re, 4 mymyri,
my -+ ey 4 ng ’
La ccuacion VIU*(r) = 0 representa un sistema de 6x6 ccuaciones no lincales,
cuya dimension se puede reducir a 2x2, considerando el centro de masa en ol origen, ¢

introduciendo coordenadas de Jacobi, definidas por

8 = I;—1Ip,
My + mely
S, = ry——m
my 4+ my
S3 = myry+mary+msrs; = 0.



Resolviendo este sistema para 1y, ry, y ry, podemos expresar las distancias 7;; en

funcién de las nuevas variables. Iintonces puede verificarse que

"2 = 8,
i3 = \/63 + (1 = p)2s? 4+ 2(1 — p)s152Cos 0,
T3 = \/S% + 25?4+ 2ps15,Cos 0,

my
donde sy =[si|, s2=|sy|, 0=ang{s, sab, H= my + my
. r'l(l
///’ -‘\\\ e
/ -
s, =
(m,. q.) (m:. 4:)

Ficura 3.1 Sistema de coordenadas de Jacobi.

Con las nuevas coordenadas, ¢l momento de inercia adquiere una forma mas simple:
¢ 2 2
21 = g1 sy + 9283,

donde g1y ¢z son nuevos parametros que dependen exclusivamente de las masas,

MLy (g + my)
No= —, g2 = N .
my 4 mo my + mo + my
Ahora la expresién TU? depende sélo de dos variables: el dngulo 0 y cl cociente p = 22 ,
S
- ald o A
20U% = (¢, + gop* 2o 22 , , 34
1+ 927") Riy Ry * Ry (31)
donde It; = 14, y csta dado por
Sy
]?42 - l )
Rz = \/p2 + (P =p)2+2(1 — p)pCos 0, (35)

Ry = \//)2 + yi2 = 2ppCos 0.

Usando la proposicion 3.2, las CC sc encuentran resolviendo el sistema

q . 9
3, U 0) =0, 55 U0, 0) =0,



y considerando que U # 0. Si aplicamos estas derivadas parciales en la ecuacion (34), y

.. g1 . .
definimos B = —, obtenemos el sistema no lineal:
92

A'), /\1 2 /\2 /\1 4 a0
. T B Az | = 1)Cos 0) + 2 (p— uCos0)| =0, (36
s+ et ) = (B+07) | g (p o+ (1 = ) Cos 0) + = (p = pCos 0) (36)
AuppSen 0 Ayp(1 — p)pSen

Ry Ry -

0. (37)

3.4 Configuraciones Centrales no Colineales

Por los Lemas 2.16 y 2.18 sabemos quec 3 particulas sin carga y con masas cualesquicra,
forman una C'C no colineal, si y solo si, esta conliguracion es de triangulo equilatero. 1n
csla scecidn, encontraimos condiciones sobre las masas y cargas en ¢l pe3c para la existencia
de C'C no colincales, mostrando que en este 1iltimo caso los triangulos que determinan las

particulas pueden ser de cualquier forma.

3.3 Teorema.

a) Para cualquier seleccion de masas y cargas, existen 2 (C'(’ no colineales, siempre que

A1, Az, A3 tengan el mismo signo, y

\/;1 l A I + \:/'IH,J‘ | /\J‘ I > \"‘/'III,;c I Ak I, (;8)

donde (7,7,k) permuta ciclicamenteen (1,2,3). Hay 0 CC si lo anterior no sucede.

b) Para cualquier configuracion triangular ro, existen masas y cargas, tales que ry es CC

no colineal.

DEMOSTRACION.

a) Resolviendo la ecuacidn (37), encontramos que

A p _ Al — )
m T

pSenld = 0,



La primera expresién implica que la configuracion es colineal; este es un caso que
consideraremos en la siguiente seccion. Usando la definicion de p, la segunda

expresion es cquivalente a

A1m1 /\27712
3 - 3
R34 Ri;
Llamando a esta expresion comtn = podemos expresar a Rz y Rz en funcion
z

de 2. Después de sustituir en la ecuacion (36), obtenemos que
1
madz = —.
z3

De esta manera, la dnica solucién no colineal del sistema de ecuaciones (36) y (37),

debe satisfacer
miA maAg

3 - 3
Rza Rm

m3A3. (39)

De esta relacidn se sigue que Aq, Az, A3 tienen el mismo signo, y ademas, las distan-

cias relativas R;; dcben ser

My Az

R]g = 1 (40)

mghg’
Iistas distancias Ri; deben cumplir la desigualdad del triangulo:

Ri; + R, > Ry, (4,7, k) ~ (1,2,3) (41)
Como veremos esto no siempre sucede. De hecho, si en el octante positivo del espacio
AA2As, aplicamos el difcomorfismo ¢ (Ay, Az, A3) = (b, b, hy) dado por

Aa

’
mimg

h2 =

pucde obscrvarsc que la superficie S en ¢l octante positivo del espacio hyhzhs, for-

mada por los tres planos h; + h; = hy, divide al octante en dos regiones.

Para los puntos que estan en la region interior, los R;; satisfacen la desigualdad

del triangulo, y por lo tanto, representan CC no colincales. Dado que la clase de
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equivalencia de esta CC, considera rotaciones unicamente en el plano, entonces por

simetria existen en total dos CC no colinecales.

En la superficiec S hay CC colineales, y en la region que esta entre S y las caras del

octeto positivo, no hay CC por no cumplirse la desigualdad del triangulo.

b) Sean 3 particulas con masas y cargas, talcs que

o JU=)A W) ey (e By (™

my | -3 ’ My N Ty M
doude a, b, c € (0, 1) y satislacen la desigualdad del triangulo, entonces

M o= mamac® > 0, Ay = mymal® > 0, Ay = mymea® > 0.

Claramente se cumplen las condiciones del inciso anterior, entonces existe una CC

no colincal, y por (10) la CC es homotdpica a un triangulo con lados «, b, .

3.4 Observacidn.

Es interesante sefialar que en el problema newtoniano de tres cuerpos, la tnica Configuracién
Central no Colineal es la que tiene forma de tridangulo equilitero. Este resultado se extiende
al problema cargado, de tal manera que ahora cualquier configuracién triangular puede ser una
Configuracién Central !.

Otro hecho que vale la pena resaltar es que para poder tener Configuraciones Centrales no

colineales Ay, Ay y A; deben tener el mismo signo.

3.5 Configuraciones Centrales Colineales (CCC)

Para hacer el conteo de CCC, es necesario considerar las diferentes ordenaciones posibles
entre 3 particulas. Cada ordenacidn estd caracterizada por la particula que se encuentra en
la posicion interior, por lo que existen exactamente 3 ordenaciones: 2-1-3, 1-2-3, 1-3-2.
Recordemos que estamos considerando clases de equivalencia bajo rotaciones y homotecias.

Cuando hacemos cl analisis de la ordenacién 1-2-3, estamos considerando todos los

posibles valores de las masas y cargas de las tres particulas. Entonces el estudio para las
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otras dos ordenaciones esta totalmente determinado, \inicamente se necesita renombrar las

masas y cargas, para tener la misma sucesion de indices en los parametros.

(m, q,) (m, q,) (m; g;)

— L -

2 1 3 T2 3 T 3 2

FIGURA 3.2 Tres particulas colineales se pueden ordenar en tres formas posibles, incluyendo rotaciones.

* Para una terna (my, q1), (M2, ¢2), (M3, ¢3) con la ordenacién  2-1-3  definimos
(1, @) = (m2, @2), (M2, @) = (m1, @), (a3, G3) = (M, 03, (42)
lo cual implica que Ay = X3, Aa =X, A3 =A;.
* Y para una terna (ma, @), (m2, 2), (ma, ¢3) con la ordenacidon 1-3-2  definimos
(y, @1) = (m1, 1), (12, G2) = (ma, ga), (ha, 43) = (ma2, q2), (43)

lo cual implica que A\ = ;\1, M=s, A= Az

- — —_ A A A
1 2 3 1 2 3
2 1 3 1 3 2

FIGURA 3.3 Renombramicnto de las particulas, en las ordenaciones 2-1-3 'y 1-3-2.

Ordenacién 1-2-3. Dc la figura 3.1, se puede deducir que la ordenacidn 1-2-3, esta

caracterizada por la suma de distancias

sy + 123 = S2.

Entonces las distancias relativas R;;  como funciones de p y 0 (0 = 0), adquicren

exprestones simples:

Ry = 1, Ry = p — p, Rz =14p— p.
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Con estas observaciones, resolveremos el sistema de ecuaciones (36) y (37). La segunda de
estas ecuaciones se satisface claramente, pues 0 = 0. Definiendo una nueva variable:
T = p—§,

que es siempre positiva en la ordenacién 1-2-3, podemos expresar la ecuacion (36) como

un polinomio en z,
() = bsz® + by’ + b2 + bx® + bz + by = 0, (44)
donde = > 0, y
bs = As,
by = Xs3(p+2),

by = M2u+ 1) + (l-p) = dip,
by, = Mp — Mp M _ A (3—%-”£) ,

mg

™3
by = —Mp (3+21—7—LZ),

ma
()0 = —-/\1/1, (1—}-2-2-) .

My

Dec esta manera, cada solucidn positiva de f(x) = 0, representa una clase de CCC.
IXntonces el niimero de CCC es ol mero de soluciones positivas y diferentes, de 6(:12) =0,
pues soluciones maltiples representan una misma CCC. Haremos el conteo en dos partes:

cuando ningiin  A; es cero, y cuando al menos un A; es cero.

3.5.1 CCC donde ningiin \; se anula

Supongamos que las masas y cargas son tales que todos los A; son diferentes de cero,

. 1 . . my + mgy .
entonces multiplicamos ¢l polinomio £(x) por ———=, obteniendo
: Mg A
p(e) = asx® + g’ + aze® + azx? + a4+ ap = 0, (45)

donde z >0, y
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ay = ﬂ3(1‘+2)s
az = F2u+1) - B + 1,

m m
a; = Pap — ﬂ1(3+'—2') - '—1‘,
m3s ms
@ = —Bi(3+222),
ma
m
w = —fH1+—),
m3
con \ \
mp\ A m,-i—mz) 3 .
_ (MM = (=Pt 46
! (mz) Ag y Pa ( my A2 (46)

Contarcmos las soluciones positivas de p(z) = 0, utilizando la regla de los signos de

Descartes:

Sea f(x) = apx™ + a1a™ ¥ + -+ + ¢,a"* un polinomio con coeficientes reales y no
nulos, donde 0 < k; < --- < k.. Si L(f) es el nimero de cambios de signo en la sucesién
{ay, ay,---, a,}, entonces el nimero de raices positivas de f(z), coincide con L([), o es

menor en un nimero par.

Considerando una sola vez las solucioncs miiltiples, obtenemos el nimero de soluciones
positivas y diferentes. Determinaremos los signos de los coeficientes @;, de acuerdo a los

siguientes casos:

A) A, tiene signo opucsto al de A, y Az. Entonces

Sigll {ﬂla /33} = {"a’*’}a y Sigll {0'5) a4, ag, az, ai, (1'0} - {+7+7+a?>+a+} .

Dependiendo del coeficiente ay, hay 0 6 2 cambios de signo. Entonces existen 0, |
G 2 soluciones positivas y diferentes, el caso donde tenemos una solucién positiva

corresponde a una raiz doble.
B) ), ticne signo opuesto al de Ay y Ay. Entonces
sign {f1, Bz} = {—,-}, y sign{as, ay, a3, az, a1, a0} = {—,—-,7,7,+,+}.

Dependiendo de los coeficientes a3 y ay, cxisten 1 6 3 cambios de signo. Entonces

existen 1, 2 6 3 soluciones positivas y diferentcs.
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C) As tiene signo opuesto al de A; y Az. Entonces
sign {81, B3} = {+,—}, vy sign{as, a4, a3, a3, a1, a0} = {—,—-,7,—,—,-}.

Dependiendo del coeficiente a3, existen 0 6 2 cambios de signo. Entonces existen

0,1 6 2 soluciones positivas diferentes.

D) A, Az y As, ticnen el mismo signo. Entonces

Sign{/ﬁlaﬂ:}} = {+’+}) y sign{a5, a4, a3, a2, ala“O} = {+a+a?a?a—"'—}-

No es dificil probar que a; > 0 y a3 < 0 no pueden suceder simultaneamente. Esto
se siguc de la relacion de dependencia que existe cntre cllos,
m .M.
az = a; + | +-L+ﬁ3(l + 1) + B (2+—2).

ny mya

Por lo tanto, solo existe un cambio de signo, y exactamente una solucion positiva.

Recordemos que por cada solucién de p(x) positiva y diferente, obtenemos una clase
de CC. La siguicnte figura muestra los resultados anteriores, indicando en cada cuadrante

del plano 83, ¢l nimcro posible de CCC.

[>

1,2, 3 0, 1, 2 B

FIGURA 3.4 Nimeros posibles de CCC cn la ordenacion 1-2-3,

donde ningitn A; sc anula.

Conteo Total de CCC donde ningin JA; se anula

Para hacer el contco de CCC en las ordenaciones 2-1-3 'y 1-3-2 | aplicamos los
renombramicntos dados en (42) y (43). Entonces se repite el analisis de la ordenacién 1-
2-3, pero con superindices cn todos los pardmetros. Para csto se definen ji, §;, A3 y

jty B, B3, de manera que



my Mo . my _ my

= = I =

my + Mo moy + my ’ 7ﬁ.1 + Tﬁ,z B my + mg ’
fio= () A o () 5 = ﬁ&_(m)ﬁ
1= 7fi2 /\_2‘ - mi /\1 ’ ! Tﬁg ):2 mg /\3,
3 = (7ﬁ1+7ﬁ2)'§}_ ~ (mz—i—m])ﬁ g = (ki o (mg—i—ml)&
2T Mo Xz - my A]’ 5 Tflz XZ mg /\3 )

Finalmente, se aplica el csquema de la figura 3.4, para tener el nimero posible de CCC en
las ordenaciones 2-1-3 y 1-3-2.
A)  Ap tiene signo opucsto al de Ay y Ay, Entoncees
(B, B3) € 2Q, y existen 0,162 CCC en la ordenacién 1-2-3.
(B1, B3) € 3Q, entonces existen 1,263 CCC en la ordenacién 2-1-3.
(/3.,/?;;) € 20, entonces existen 0, 162 CCC en la ordenacién 1-3-2.

Por lo tanto, en este caso existen 1, 2, 3,4,5,6, 67 CCC.

B) )X, ticne signo opuesto al de A, y A;. Entonces
(F1,53) € 3Q, yexisten 1,263 CCC en la ordenacion 1-2-3.
(B1, 33) € 2Q, entonces existen 0, 162 CCC en la ordenacién 2-1-3.
(B],B;}) € 4-(:), entonces existen 0, 162 CCC en la ordenacion 1-3-2.

Por lo tanto, en este caso existen 1,2,3,4,5,6, 67 CCC.

C) X3 tienc signo opuesto al de Ay y Ay . Entonces
(A1, P3) €4Q, y existen 0, 162 CCC cn la ordenacidn 1-2-3.
(B, B3) € 4Q, cntonces existen 0, 162 CCC en la ordenacién 2-1-3.
(/§1,[§3) € 3@, entonces existen 1, 263 CCC en la ordenacion 1-3-2.

Por lo tanto, en este caso existen 1, 2,3,4,5,6, 67 CCC.

D) A, A2 y As, tienen el mismo signo. Entonces
(B1,Ps) € 1Q, y existe 1 CCC cn la ordenacién 1-2-3.

(B1,B3) € 1Q, entonces existe 1 CCC cn la ordenacion 2-1-3.
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(B1, Bs) € 10, entonces existe 1 CCC en la ordenacién 1-3-2.

Por lo tanto, en este caso existen exactamente 3 CCC.

3.5 Teorema. .
Si todas las A; son diferentes de cero, es posible tener 1,2,3,4, 6 5 Configuraciones

Centrales Colineales.

DEMOSTRACION. Lo inico que se tiene que probar, cs que no existen ejemplos con

667 CCC.

A) A tiene sigho opucsto al de Az y A;.

Supongamos que cxisten 6 6 7 CCC, entonces debe suceder que (f1,0;3) € 2QQ 'y
(A1, Bs) € 2Q estén simultancamente en la regién de 1 6 2 CCC, veremos que esto

es imposible.
Iin cste caso, los coclicicutes  ag, ay, a3, ay, ¢y son positivos, y lo mismo es cierto
para ds, dy, d3, d1, dp. Entonces por la regla dc los signos de Descartes, (£1,03) vy

(BI,B3) estan en laregionde 1 6 2CCC,s1 a; <0 y dy < 0. s decir, si

m m

Pap— 3+ —)—— < 0, y
ms ma

P 11 Pt MMy

Paf — i (34+ —)—— < 0.
my my

Usando las relaciones (43) y (42), podemos eseribir ambas ecuaciones en términos de

B, B3, jt, my, my, y ma, obteniendo

my, My
P~ (3+—)—— < 0,
my my
my (my -+ my) ( mg) (m, + 7712) m
—_— A3t — )| — ) -—F < 0.
Momiy M,y ms my

.y . ., ny
Multiplicando la primera ecuacién por —, la segunda por p y sumandolas tencmos
my

(42 2 () (422)] < o
my/ My mgy My

lo cual ¢s una contradiccion ya que A < 0. El analisis cn los casos restantes s

que

stmilar.
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Es importante seitalar que para tres particulas colineales, sin carga y con masas cual-

quiera, existe una CCC por cada ordenacién posible (Teorema de Moulton). En cambio,

de la demostracion anterior se deduce que en general no existen CCC para todas las

ordenaciones, esto prueba el siguiente resultado.

3.6 Lema.

Si Ay, A2, A3 son diferentes de cero y no tienen el mismo signo, entonces hay ordenaciones

colineales donde no existen Configuraciones Centrales.

3.5.2 Conteo de CCC donde al menos un ); se anula

Suponiendo que al menos un A; se anula, continuaremos aplicando ¢l procedimiento

de la seccion 3.5.1.

i)

iii)

ifi-a)

Los tres A;’s se anulan.

La funcién potencial esta dada por U = 0, y por definicion no existen C'C.

Exactamente dos \;’s se anulan.
La funcidén potencial U, toma la forma de un problema de Kepler repulsivo o atrac-

tivo, dependiendo del signo de la A; que no se anula. Por lo tanto, no existen CC.

Exactamente un ); se anula. Empezarcmos analizando la configuracion 1-2-3.

/\1 =0, /\2#0, /\3#0
Como la nica restriccion para obtener CCC mediante p(z) = 0, es que Ay # 0,
cnlonces para este caso By =0 y A3 #0.
Si 3 > 0, entonces sign {as, a4, a3, a2, a1, @} = {+,+,+,7,0,0}. Porlaregla
de los signos de Descartes, si a; > 0 0 a3 < 0 entonces cxisten 0 6 1 solucioncs
positivas de p(z), respectivamentc.
Si 3 < 0, entonces  sign {as, a4, a3, a2, a1, @} = {-,—,7,—,0,0}. Porlo

tanto, existen 0, 16 2 soluciones de p(x) positivas y diferentes.



iii-b)

iii-c)

A3 =0, A\ #0, A3 #0.
Nucvamente podemos utilizar la ecuacion p(z) = 0, para obtener CCC. Entonces
Pi#0y f3=0.
Si f1 > 0, entonces sign {as, a4, az, as, a1, ag} = {0,0,7,—,—,—}. Porlaregla
de los signos de Descartes, si a3 > 0 o a3 < 0 entonces existen 1 6 0 soluciones

positivas de p(x), respectivamente.
Si i < 0, entonces  sign {as, a4, az, az, a1, ao} = {0,0,4+,?7,4+,+}. Porlo
tanto, existen 0, 16 2 soluciones de p(z) positivas y diferentes.

AZZO, /\1 #0, AJ#O

Podriamos usar la ecuacién ¢(x) = 0, pero tenemos mejor informacion considerando

A2 =0 cn la obtencién de {(z), pues resulta un polinomio de tercer grado,

] . A A m.

3 2 \ ! 2
A4 et —pp—ax—pn— || —2 ) =
R S TK L X r— L /\3 ( + m;,)

Si Ay y Az ticnen el mismo signo, entonces los signos de los coeficicntes son
{+,+,—,—}. Porlo tanto, hay exactamente una solucién positiva.

Si Ay y Az ticnen signos opuestos, entonces los signos de los cocficientes son

{+,+,+,+}. Porlo tanto, no existen soluciones positivas.

l:l 13 ﬂ.z
0,1, 2 0, 1 0 1 ’ 0, 1, 2 0, 1
> 2. D> s > A
0, 1 IQL2 1‘ 0 0, 1 0, 1, 2

Con

Ca=0 > =0

FIGURA 3.5 Ndmeros posibles de CCC cn la ordenacion 1-2-3,

donde exactamente un A; se anula.

teo Total de CCC donde al menos un ); se anula

Ahora haremos el conteo total de CCC donde exactamente un \; se anula.

0)

Si 263 A; sc anulan, entonces existen 0 CCC.
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l.a) Ay =0, Ay y A tiencn signos iguales.
(A2, A3) € 1Q con A; =0, entonces existen 0 6 1 CCC en la ordenacién 1-2-3.
(A1, A3) € 1Q con X, = 0, entonces existe 1 CCC en la ordenacion 2-1-3.
(A2, 33) € 1Q con X, =0, cntonces existen 0 6 1 CCC en la ordenacién 1-3-2.

Por lo tanto, cn este caso existen 1, 2,03 CCC.

I.b) A =0, A2 y Az tiencn signos opuestos.
(A2,A3) € 2Q con A =0, entonces existen 0, 1, 62 CCC en la ordenacién 1-2-3.
(M, A3) €2Q con )z = 0, entonces existen 0 CCC en la ordenacién 2-1-3.
(5\2, 5\3) € 2(:) con A, = 0, cntonces existen 0,1, 02 CCC en la ordenacion 1-3-2.

Por lo tanto, en cste caso existen 0, 1,2,3,64 CCC.

2.a) A =0, Ay, ;' A3 tienen signos iguales.
(M, A3) € 1Q, entonces existe 1 CCC en la ordenacion 1-2-3.
(A2, A1) € 1Q, entonces existen 0 6 1 CCC en la ordenacidn 2-1-3.
(A1, A2) € 10, entonces existen 0 6 1 CCC en la ordenacién 1-3-2.

Por lo tanto, en este caso existen 1, 2,03 CCC.

2b) X =0, A y As \lenen signos opuestos.
(M, A3) € 2Q, entonces existen 0 CCC en la ordenacién 1-2-3.
(A2, M) € 2Q, entonces cxisten 0, 1, 62 CCC en la ordenacidén 2-1-3.
():1, Xz2) € 2Q), entonces cxisten 0, 1, 62 CCC en la ordenacién 1-3-2.

Por lo tanto, en ecste caso existen 0, 1,2, 3,04 CCC.

J.a) A3=0, A, y Ay ticnen signos iguales.
(A1, A2) € 1Q, entonces existen 0 6 1 CCC en la ordenacion 1-2-3.
(A2, A3) € 1Q, entonces existen 0 6 1 CCC cn la ordenacién 2-1-3.
(X1, As) € 10, entonces existe 1 CCC en la ordenacién 1-3-2.

Por lo tanto, en este caso existen 1, 2,03 CCC.
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3.b)

A3 =0, A\ ¥y Ay tienen signos opucstos.
(M, A2) € 2Q, entonces existen 0, 1,02 CCC en la ordenacién 1-2-3.
(A2, A3) € 2Q, entonces existen 0, 1, 62 CCC en la ordenacién 2-1-3.
(X1, X3) € 2Q), entonces existen 0 CCC en la ordenacién 1-3-2.

Por lo tanto, en este caso existen 0, 1,2,3,04 CCC.

3.7 Teorema.

Si exactamente un J); se anula, entonces existen 0, 1, 6 2 Configuraciones Centrales

Colineales.

DEMOSTRACION. Sélo debemos probar que no existen ejemplos con 3, 6 41 CCC.

l.a)

1.h)

Ay =0, Ay y A3 tienen signos iguales.

Mostraremos que no existen ejemplos con 3 CCC'. Supongamos que
(A2,A3) € 1Q con A =0, y ():3,/\}) € IQ con A\ = 0,

estan simultancamente en la region de | CCC. Para que esto suceda, cs necesario

que a3 <0 y a; <0 entonces

m

ﬁ;;[l, - “‘l < 0,
my

AL m

Baft — — < 0.
my

Usando las relaciones (42) y (43) sobre estas desigualdades, obtenemos respectiva-

mcente
Ny + mo
Ps —_—
m3
my -+ my
P —_— .
ma

Esto evidentemente no pucde suceder, y por lo tanto, las ordenaciones 1-2-3 y 1-3-2

no ticnen CCC simultancamente.

A =0, Ay y A3 ticnen signos opucstos.

Mostrarcmos que no existen ejemplos con 3 6 4 CCC. Supongamos que
(Ag,/\;}) € 2Q con /\l p— 0’ y ():2>)::;) c 2(} con ;\l — 0,
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estan simultaneamente en la regién de 1 6 2 CCC. Para que esto suceda, es necesario

que a3 >0 y az > 0, entonces

Bsu+1) +1 > 0,
B (Zi+1) +1 > 0.

Usando las relaciones (42) y (43) sobre estas desigualdades, obtenemos respectiva-

mente
-1
fs > 2p+1 ’
g < —(my 4+ mq)(3my + m3)
3 .

Moy

Pero csto no puede suceder porque

—(my 4+ m2)(3my + m3) < -1
mamsy 200 +1°

Por lo tanto, las ordenaciones 1-2-3 y  1-3-2 no ticnen CCC simullancamente.

in los demds casos sucede lo mismo que en l.a) y 1.b)

Con esta demostracion podemos extender el resultado del Lema 3.6.

3.8 Lema.

Si A1, Az, Az no tienen el mismo signo, y cuando mds, uno de ellos es cero, entonces hay

ordenaciones colineales donde no existen Configuraciones Centrales.

3.6 Numero Total de Configuraciones Centrales

A continuacién presentamos una recopilacién de los resultados obtenidos en cste capi-

tulo.

3.9 Teorema.

Dadas m,m3,m3 € R* y qi,92,95 € IR, construimos los pardmetros );, i = 1,2,3.
Entonces,
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i) si al menos dos ); se anulan, hay 0 CC.
ii) Si exactamente un \; se anula, existen 0, 1, 6 2 CC (todas colineales).

iii) Si todos los A; tienen el mismo signo, y se satisface la relacién (38) tenemos 5 CC, de

las cuales, dos son no colineales y tres son colineales (una por cada posible ordenacién).

Si todos los \; tienen el mismo signo y (38) no se cumple, entonces sélo tenemos las

CC colineales.

iv) Si no todos los ); tienen el mismo signo, entonces podemos tener-1, 2, 3,4, 6 5CC

(todas ellas colineales).

3.7 Conclusiones

En el capitulo 2 mencionamos resultados importantes del problema de n-cuerpos sobre
Configuraciones Centrales (CC), como son el Teorema de Moulton, el Tcorema de 45°,
y ¢l Teorcma del Bisector. Esto sc hizo con el objetivo de entenderlos y observar lo que
sucede cuando ademas de masas, suponemos que las particulas también tienen cargas elec-
trostaticas. Isto implica combinaciones muy diversas de fuerzas atractivas y repulsivas
entre particulas, lo que hace natural que surgan cambios en los diversos resultados del

problema de n-cuerpos, particularmentc los relacionados con las CC.

Con ¢l estudio de CC en ¢l problema cargado de 3 cuerpos, pudimos observar semejanzas
y diferencias con ¢l correspondiente problema newtoniano. Respecto de las CC no colinca-
les, existen dos para cada scleccidn de masas y cargas (igual que en el caso newtoniano),
siecmpre que se satisfaga la condicién (38). Del Teorema 3.3 es importante resaltar que las
CC no colincales pueden tener cualquier forma triangular (en el caso newtoniano, sélo los
triangulos equilateros forman CC no Colincales). In el caso que las masas predominan sobre
las cargas, las CC no colincales ticnen formas muy cercanas a los triangulos cquildteros,
ver (40); y en ¢l caso que las cargas scan las que predominen, las CC no colincales pueden
tener cualquier forma triangular,

L2 conteo de CC colincales (CCC) de este problema cargado, también tiene aspectos in-
teresantes como es la existencia de hasta 3 CCC para una ordenacion colincal de particulas,

pero en obra de las ordenaciones tenemos 0 CCC (en el caso newtoniano, hay exactamente 1
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CCC por cada ordenacidn). En general, el conteo sélo puede ser de 2 formas;uno es cuando
los parametros A;; tienen el mismo signo, existiendo una CCC para cada ordenacidn; la
otra forma posible es cuando los JA;; ticnen signos diferentes, entonces hay 0 CCC en
una ordenacion, 1 6 3 CCC en otra, y 0 6 2 CCC cn la ordenacidn restante. Si las masas
predominan sobre las cargas tenemos 1 CCC por cada ordenacion y cuando las cargas son

las que predominan entonces tenemos cualquiera de las dos situaciones anteriores.

Observemos también, que en los problemas cargados podemos tener CC “casi colineales”;
esto nos permite concluir que teoremas importantes sobre Configuraciones Centrales en el prob-
lema de n-cuerpos, como son el Teorema de Moulton, el Teorema de 45°%, y el Teorema del

Bisector, dejan de cumplirse en los problemas cargados.
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Capitulo 4

El problema romboidal cargado
de 4 cuerpos

En este capitulo describiremos el movimiento de cuatro particulas, cuya dinamica es
producida por dos lipos de fuerzas: gravitacional, y electrostdtica. Las particulas se mueven
con la restriccion de mantener en todo momento una configuracion romboidal. Por lo

mismo, lo llamaremos el Problema Romboidal Cargado.

Si cousideramos nulas todas las cargas, lo anterior se convierte en el Problema Rom-
boidal Newtoniano [11], el cual se puede reducir al estudio de una familia a un parametro
dc sistemas hamiltonianos, donde el parametro « es la razén de masas. IEn cambio, el Pro-
blema Romboidal Cargado que también se reduce a una familia de sistemas hamiltonianos,

tiene 3 parametros, esta es una diferencia escencial respecto al caso newtoniano.

Como en todo sistema hamiltoniano, el hamiltoniano es una integral primera, asi ¢l
espacio fase esta “loliado” por las superficies de energia constante [£), . Aqui, nos limitare-

mos a describir la dindmica global cn el caso h = 0.



4.1 Ecuaciones de movimiento

Consideremos 4 particulas puntuales colocadas en los vértices de un rombo, cada parti-
cula ticne masa positiva m; € IR*, y carga de cualquier signo ¢; € IR. Damos condiciones
iniciales simétricas respecto a las diagonales del rombo en posiciones y velocidades, de tal
forma que las particulas siempre mantengan la configuracion romboidal, cuando se mueven
bajo la accion de las {ucrzas gravitacional y electrostitica. Para mantener esta configuracion
simétrica cs necesario tener m; = my, m3 = My, ¢ = G2, ¢3 = ¢4, salvo en casos
cxcepcionales como veremos despuds. )

Sea \;; = mim; — qiq; el parametro que mide escencialmente la diferencia entre las
fuerzas gravitacional y electrostitica, de manera que X;; > 0 implica que las particulas ¢, j
se atraen, y con A;; < 0 se repelen.

Ahora introducimos coordenadas tipo Jacobi. Sean x la semidistancia entre las par-
ticulas 1 y 2; y la semidistancia entre las particulas 3 y 4;y a = mg/m,.
No se picrde gencralidad al suponer m; = my = 1, entonces m3z = my = a. En estas

coordenadas las ecuaciones que describen el movimiento son:

)\12 2/\13-77
A28 (22 4 y?)

T = -

NN

(17)

(m,. q,)

(m, q,)

FIGURA 4.1 Esquema romboidal de las particulas 1, 2, 3, 4.

4.1 Observacion.

Cuando Aj3 = A3y =0, y a =1, se tiene el equivalente de un problema de dos cuerpos.
Las ecuaciones (47) corresponden a un problema de Kepler atractivo o repulsivo, dependiendo
del signo de A3 [6].



Cuando A2 = A3y = 0, y a # 1, tenemos un problema anisotrépico de Kepler [10].
Aunque las ecuaciones de movimiento son muy parecidas al problema de Kepler, las 6rbitas que
se obtienen son bastante diferentes.

En adelante supondremos que A3 y Az4 son diferentes de cero.

Haciendo r = (x, )T, M =diag{2,2a}, y p= Mr, las ccuaciones (47) forman

un sistema hamiltoniano con 2 grados de libertad,

oH R
= _('X)—’ (48)
o
1 or’
donde el hamiltoniano esta dado por
: = Lorae
H(r,p) = 5p"M™'p - U(r), (49)
y la energia potencial U por
A 4\ A
Ur) = 2+ ==+ o= (50)

2z x4 y2 + 2y

Para cada solucién ¢ () = (r(t), p(t)) del sistema (48), se ticne %(H op) =0,
[«

entonces H(r, p) es constante a lo largo de la solucion ¢(t). Luego, el espacio fasc csta
dividido en conjuntos invariantes con energia constante, llamados
niveles de energia : Ly ={(r,p): H(r,p)=h}. (51)

La proycccion de [, al espacio de configuraciones, recibe el nombre de regién de Hill,

la cual esta dada por

regionde Hill de £, = {(z,y): U(z,y)+h >0}. (52)

Con cl objetivo de que la matriz de masas del hamiltoniano no dependa de «, hacemos

¢l siguiente cambio dc variables

r = =z, . (53)



y escribiendo las ecuaciones (47) en las coordenadas z;,z2, tenemos

3
- A1z 2M13 a2 1
rn = — 1T o o3
doi (e} + 2)2

(54)

A; 23
R Gl = v v

2 N
4.L2 am% + 1;%)2

El parimetro « es cualquier nimero positivo, pero por la simetria del problema es suficiente

estudiar el caso donde o € (0,1]. Parael caso « > 1, basta con invertir los ejes coordenados.

Iixisten dos formas de seleccionar las masas y cargas, para tener un problema romboidal:

Caso A: my=my, My =MmM4, O =q2, G3=G1, ¥

Caso B: my = mg, Mz =myq, q@a=q =0, q,q cualquiera.

Este tltimo caso es explicable, si consideramos que sélo hay interaccion electrostatica
cntre las particulas 1, 2, y su movimiento se mantiene simétrico respecto del centro
geométrico. Para esto, basta analizar un sistema de 2 particulas con masas iguales m, y

cargas arbitrarias. Las ecuaciones que describen su movimiento son:

Tllill = F(I‘],l‘z),

77I.i:2 = ——F’(rl,rz),

donde I es la fuerza resultante que acta entre ambas particulas. Si el centro de masa
esta fijo en el origen de coordenadas, y damos condiciones iniciales simétricas en la posicion

y la velocidad, entonces el movimiento de ambas particulas es simétrico.

Parametros independientes.

En las ecuaciones (54), tenemos una familia de sistemas de ecuaciones con parimetros
independientes: {a, q1, q3} enelcaso A, y {a, qiq2} en el caso B.

Ahora mostraremos la dependencia que existe entre los parametros a, Az, A3, Asq,
cxpresandolos en términos de masas y cargas (aunque son dependientes, en adelante por
comodidad para el manejo de las expresiones algebraicas resultantes, seguiremos trabajando

con los dltimos 4 parametros).

(651§
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Caso A : Az =1 —¢?, das = o — ¢3, M3 =a—qqs, (55)
entonces ( \ )2
Q@ — A13
Ag = | ———7 56
12 o — Mgy (56)

Por lo tanto, los pardmetros «, Azq, A13, son independientes.

Caso B : Mz =1—-qq2, A3q = a?, Az =a. - (57)
Por lo tanto, los pardmetros independientes son a y Apz.
OBSERVACION. Usando (55) y (57) cncontramos en ambos casos, A y B, que
/\]2 >0 y A >0 = Az > 0. (58)

Lo contrario implica un sistema de desigualdades que no tiene solucion. [isicamente,
significa que no puede suceder simultaneamente, la atraccion entre particulas opuestas y

repulsién entre particulas no opuestas (figura 4.2).

FIGURA 4.2 No cxisten masas y cargas para csta combinacién de fuerzas atractivas y repulsivas.

4.2 Coordenadas de McGehee

En el problema romboidal existen dos tipos de colisiones (dos o mds particulas estdn
cn colision, cuando ocupan la misma posicién simultancamente), las colisioncs dobles cntre
particulas opuestas cuando z; =0 6 x, = 0, y las colisiones cuadruples cuando z; =

.712:0.



Cualquier tipo de colision implica una singularidad en el campo vectorial (54), pues
las componentes tienden a infinito en el momento de la colision, y estas son las Gnicas
singularidades del sistema. A continuacion climinaremos la singularidad causada por co-
lisién total, mediante una técnica introducida por McGehee [13], esta técnica viene de la
gecometria algebraica y es lamada explosién del origen. Consiste de una serie de cambios
de coordenadas aunadas con una reparametrizacion del tiempo. En Mecdnica Celeste a
las coordenadas finales de estos cambios les llamarcmos Coordenadas de McGehee, que en

nuestro caso estan definidas por

; T2 1.
r=vV2\/2? + a2, 0 = arctan —, v =712y u=r

Ty

Wi
.
.

(59)

El significado geométrico de estas coordenadas es el siguiente: 7, 0 son coordenadas
de posicion, escencialmente las coordenadas polares en cl plano z;z; , restringidas al espacio
de configuracion (en este caso el primer cuadrante). v s la velocidad radial 7 reescalada

L . . ; L
por 72, y u cs la velocidad tangencial 70 reescalada por »2.

El sistema de ccuaciones (54) en coordenadas (v, v, 0, u), siguc presentando la
singularidad por colision total (r = 0), pero ahora es facilmente removible mediante ¢l
rcescalamiento de tiempo % =75 . BEntonces continuando con la notacién de punto para
derivar, pero ahora significando derivada respecto del nuevo tiempo 7, las ecuaciones de

movimiento toman la forma

ro= v,
- 2 1)2 /0
o= —|—~2——((), (60)
0 = u,
i o= —— 4 UN0),
2
con relacidn de encrgia
u?+v? = 20(0) + 2hr, (61)

donde U(0) estd dada por (62),y U'(0) significa derivada respecto de 0.

Ar: SA A -
U(0) = g— 12 + 13 34 0 — ‘
) 2 |Vacosl  Vacos?0 + senl + senf |’ € (0, 2)' (62)




Con las coordenadas de McGehee, hemos eliminado la singularidad por colisién total
del campo vectorial. Mas atin, hemos extendido el campo vectorial en forma analitica a la

frontera r =0, a la cual llamaremos variedad de colision total:

A= {(rv,0,u): r=0 vi+u?=20(0), 0€ /(0 %)}- (63)

Esta variedad es invariante, ya que r = 0 implica 7 = 0, es de dimension dos, y
generalmente contiene puntos de equilibrio. Desde el punto de vista fisico, A y por tanto
cl flujo sobre A son ficlicios pero dan informacion del comportamicnto cerca de colision
total.

Ademas, dado que A cs independicnte de la energia h, tenemos que la variedad de
colisién es frontera comin de todos los niveles de energia 5, (64). Lo anterior se puede
entender mejor, si pensamos en la variedad de colision como ¢l lomo de un libro, y un

niimero infinito de hojas que son los niveles de energia
E, = {(r,v,0,u): r>0; u®+v?=2U(0)+2hr, 0€ (0, g-)}. (64)

OBSERVACION. Ya que el polencial U(gq) dado por (50) es homogeneo de grado -1, al
escribirlo en términos de coordenadas polares (r, 0) vemos que el potencial depende escen-

cialinente de 0, por lo que abusando de notacion escribimos U(0).

4.3 Graficas de U(0)

En cl apéndice al final de este capitulo, hacemos un andlisis minucioso del potencial
U@) : (0,7) - IR, dado por (62), cncontrandose que la grifica correspondiente tiene
10 formas cualitativamente diferentes, Ul,U2,---,U10 mostradas en la tabla 1. Como
aspectos generales, podemos mencionar que U(0) tiene dos asintotas verticales: 0 =0 y
0 =%, y dependiendo de las masas y cargas, el niinero de puntos criticos varfa entre 0 y
2 (Lema Al del apéndice). Esto explica porque el potencial tienc una gran diversidad dc

formas posibles.

Para el estudio del potencial se encuentra la regién de valores de los pardmetros que
caracterizan a cada forma, donde se hace necesaria la introduccion de los siguientes para-

niclros:



Y Mg

= = = —, k=28y(a-1), 65
e 7= 7(a—1) (65)

]3/2 , g=a-? [ﬂa + (k5 — 1)5/2] '

o =p— (=87 ~1

De cllos, ¢ esta definida tnicamente cuando —8y > 1, y ¢ esta definida solo si

k > 1. La tabla 1 se divide en dos columnas que corresponden a Az >0 y A3q <0,

en el primer caso estan las formas Ul, U4, U6,y U9, y en el segundo estan las formas U2,
U3, Us, U7, U8, y U10. '

Por otra parte, recordemos que las configuraciones de cualquier solucién del sistema

(60) en [Ej,, tnicamente pucden estar en la region de Hill (52), la cual depende de A y

U(0). En el caso que h =0, cstd dada por
regién de Hill = {(w1, z3): U(0) 20 donde § = arctan ?} .
c;l

Como estaremos mencionando constantemente las colisiones dobles entre las particulas
¢, , simplemente escribiremos “la colisién doble i-5”. Con las regiones de Hill podemos
conocer el tipo de colisiones dobles que se obtienen, recordemos que z; = 0 representa la
colision doble 1-2, y z2 = 0 implica la colision doble 3-4. Asi por ejemplo, las soluciones
de (60) con potencial U5 y energia h = 0, sélo tienen la colisién doble 1-2. En cste
caso, Az4 <0 y A2 > 0 queimplican repulsion entre las particulas 3 y 4, y atraccidn
entre las particulas 1 y 2, respectivamente. Para las soluciones de (60) con potencial U3 y
h = 0, no cxisten ningun tipo de colisiones dobles, pues A3y <0 y A2 <0 que implican
repulsion entre particulas opuestas. Ver tabla 1 en el apéndice.

Como veremos posteriormente, los puntos criticos del potencial generan soluciones ho-
moléticas del sistema (60), donde la configuracidn fija es una CC. Entonces queda clara la
importancia de remarcar que el potencial puede tener hasta dos puntos criticos, pues esta s
una diferencia notable respecto del problema romboidal newtoniano (particulas con carga

ccro), donde existe exaclamente un punto critico, y por tanto una unica Configuracién

Central [11].
Casos Genéricos

Considerando que un subconjunto de IR™ tiene medida de Lebesgue positiva, si contiene

un abierto de IR™, entonces:



Las formas U1, U2, hasta U7, de la tabla 1, estdn representadas en el espacio de parametros
por conjuntos de medida positiva, y los llamaremos casos genéricos. Los potenciales U8, U9, y

U10, son los casos degenerados pues tienen medida cero en el espacio de parametros.

4.4 Puntos de equilibrio

Dado que cualquier solucidn del sistema (60) debe satisfacer la relacion de energia (61),
entonces los puntos de equilibrio (7o, vo, O, uo) del sistema (60), ademas de anular el
campo vectorial correspondiente, también deben satisfacer la relacion de energia. Con-

siderando lo anterior, los puntos de equilibrio se obtienen de resolver:

ToUp = O, h?‘() = 0, Ug = 0, U’(OQ) =0 Y vg = :t\/2U(00),

de donde podemos observar que 0y es punto critico del potencial,y U(0y) > 0. Dc csta
mancra: el sistema (60) con un potencial U2, U4, U6, U7, o U9 (ver tabla 1), no ticne
puntos de equilibrio. Parala forma degencrada U8, al final de esta seccion hacemos algunos
comentarios. Finalmente, el sistema (60) con un potencial U1, U3, U5, o U10 (ver tabla 1),
si tiene puntos de equilibrio que se encuentran sobre la variedad de colision, y estan dados

por

{(ro, vo, Oo, uo) : 170=0, wvo=\/2U(0y)#0, 0o p.c. de U(0) y wup =0},

4.4 Definicion.
Sea J': 2 C IR* — IR™ un campo vectorial diferenciable, entonces un punto de equilibrio
xo € §) del sistema #(1) = ['(x), sellama hiperbélico si todos los valores propios de D [(x4)

tienen parte real diferente de cero.

La hiperbolicidad es una propiedad muy importante de los puntos de equilibrio, dado
que en una vecindad de cllos, el flujo no lincal es homeomorfo al flujo lincal (Teorema de
Hartman-Grobman). Entonces lo que haremos es linealizar el campo vectorial dado por
(60), alrcdedor de un punto de equilibrio, y al calcular los valores propios sabremos si este
punto es hiperbélico. Para esto observemos que la coordenada v se obtiene de la relacion

de energia, para cualquier valor de , alrededor de un punto donde v # 0. Esto permite
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linealizar el sistema de ccuaciones (60) en las coordenadas (7, 0, u), alrededor de cada

punto de equilibrio con v #0 :

r Vo 0 0 r
0 |=]0 0 i 0 (66)
u’ 0 U"(6) =* u
con valores propios

/\l = Yo,

—vVo + ?)3 + 16U"(00)
Ay = ,

4

—vp — y/vd + 16U"(0o)

Ay = — 1 .

Ahora se ve que si U"(0g) # 0 entonces el punto de cquilibrio es hiperbdlico, implicando
la existencia de variedades invariantes estables W* o inestables W*, y solo en el caso cn

que U"(0y) = 0 se tienen puntos de equilibrio no hiperbdlicos.

4.5 Lema.
Sea [ € A un punto de equilibrio hiperbélico del sistema (60). Entonces existen variedades

invariantes en [, U A, asociadas a P, con las siguientes dimensiones

L. Si voU"(0y) < 0, setiene dimW* =1, dimW?* = 2. Respecto del fluyjoen A, 1}

es punto silla cuando vy < 0, y es punto atractor cuando vy > 0.

2. 5i voU"(0y) > 0, setiene dimW* =2, dimW?* = 1. Respecto del flujoen A, P

es punto repulsor cuando vy < 0, y es punto silla cuando vy > 0.

DEMOSTRACION. La dimensidn de la varicdad estable W* la da ¢l niimcro de valores pro-
pios con parte real negativa (positiva, si la variedad es inestable). Entonces las dimensiones
de las varicdades son inmediatas. Concluimos la demostracion diciendo que ¢l flujo en A
alrededor de Py esta determinado por los valores propios Ay y Az, lo cual se obtiene de
considerar r =0 en ¢l sistema (66).

Derivando dos veces ¢l potencial, se puede probar que
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—3v/a Az k 1 +sen?0| |,
negy - — 0). 67
vy = V2 sen30 [( & 4 1)5/2 1] + [senO cos 0 v(0) (67)

tan2 ¢

Dado que el secgundo término se anula en los puntos criticos del potencial, podemos

conocer los parametros que hacen U”(0y) = 0. Entonces obtenemos ¢l siguiente resultado.

4.6 Lema.
El sistema (60) sdlo tiene puntos de equilibrio con los potenciales U1, l}3, U5,y U10. En el
caso de las formas genéricas U1, U3, y US, los puntos de equilibrio son hiperbdlicos, y para la

forma degenerada U10 los puntos son no hiperbélicos.

DEMOSTRACION. Al inicio de esta seccidn se encontré que sélo pueden existir puntos de
cquilibrio con los potenciales U1, U3, U5, y U10 (ver tabla 1), por lo que sélo resta analizar
la biperbolicidad. Haciendo U”(0y) = 0 en (67) se tiene £ > 1, 0y = arctan \/:—2-—,—5—__—_;

Esto lo sustituimos en U'(0) = 0 ((78) del Apéndice), resultando Ba + (k*/° —1)5/2 =0,

de donde oblenemos <0, g =0.

OBSERVACION. Consideremos las soluciones del sistema (60) con el potencial degenerado
U8,y energia h = 0. Entonces por (61), se deduce que u, v, y 0 tienen los valores fijos
0, 0, y 0, respectivamente. Lucgo por delinicidn de estas coordenadas, tenemos que
no cxiste movimiento, y que el cociente o os constante. Isto se pucde explicar cuando
vemos en la tabla 1 que A2 <0, A3y <0, y A3 >0, lo cual implica que las particulas
“opuestas” se repelen, y las “no opuestas” se atraen. Esta combinacidn de fuerzas sc anula
cuando 0 = 0y ecn la configuracion romboidal, de manera que la [ucrza actuante sobre

cada particula es ccro.

4.5 Regularizacion de colisiones dobles

Existe una colision binaria entre dos particulas, dnicaniente cuando la luerza entre ellas

s de atraccion. De manera que cuando Ay >0 y 0 — %, se dan las colisiones dobles
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1-2, similarmente cuando A3y >0 y 6 — 0, suceden las colisiones 3-4. Asi, en el caso
que A2 <0 y Azq <0 no existen ningln tipo de colisiones dobles.

Las singularidades causadas en las ecuaciones (60) por este tipo de colisiones las eli-
minaremos mediante un procedimiento lamado regularizacion, donde se extienden anali-
ticamente las drbitas de colision doble mds alld del tiempo de colision. Aqui aplicaremos
Ja regularizacion de Sundman que consiste en una reparametrizacion en el tiempo:

% = f(0), y un cambio dc variables: w = wf(0), donde s es el nuevo tiempo, y
f(0) =sen0cos0 tiene la propiedad de eliminar las singularidades del potencial (62).

Las ecuaciones de movimiento en las coordenadas r, v, 0, w, estdn dadas por

dr

5 = mf0),

do

s -

T = S U+ ) 2/(0)0) - 22 10)+ U0)70),

con relacidn de energia dada por

w? + 02 f2(0) = 2U(0) f2(0) + 2hr f2(0) . (69)

Dado que los productos  f(0)U(0) y f*(0)U’(0) son funciones analiticas en {0, 2],

tenemos que el sistema (68) y la relacion de encrgla (69) son analiticas para 0 € [0, 7]

Después de aplicar la regularizacidn, los puntos de equilibrio del sistema se conservan, ademis
de que la variedad de colisidn y el flujo definido sobre efla alrededor de los puntos de equilibrio, se
mantiene cualitativamente igual. Entonces la informacién sobre la hiperbolicidad y las variedades

invariantes asociadas a ellos, también se conserva.
Simetria
Ll sistema de ecuaciones (68) ticne la siguicnte simetria que denotaremos por L.
]J
(r,v, 0, w, 3) —= (r, —v, 0, ~w, —s),
cntonces para cada érbita en A, existe otra que se obtiene de la anterior, cambiando cl

signo de v, w, s. Cuando csto sucede, se dice que el flujo es reversible.
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Variedad de colisién

La variedad de colision total en las coordenadas r, v, 6, w esta dada por
™
A= (v, 0,0): 1=0, wPtorf(0) =2W(0)/%0), 0€0, ),

y el flujo definido sobre A esta dado por

dv v?

— = [—= 0 0

Lo T uoe),

d0

= = 70
(lS w b ( )
dw VW

Qo (v 200)0) - B0 + U0 50),

2

4.7 Definicidn.
Un campo vectorial [ es casigradiente repecto a una funcién v, si v es creciente a lo

largo de las soluciones de & (¢) = I (z) que no son puntos de equilibrio.

4.8 Proposicidn.

El flujo sobre A es casigradiente respecto de la coordenada v.

DEMOSTRACION. Probaremos que v(s) crece a lo largo de una érbita en A que no es
punto de equilibrio. De la primera ecuacion del sistema (70) y de las propiedades de f(0),
tenemos que ¥ > 0 excepto cuando w =0 y 0 € (0, %), donde & = 0. Este caso
representa un punto de inflexién de v(s), pucs 9 =0y v® £90.

Existen escencialmente 4 variedades de colision A,, Az, A3z, Ay, dadas por las formas
genéricas del potencial Ul, U3, U5, U7 (tabla 1), respectivamente. En la figura 4.3 se
muestran las proyecciones en las coordenadas v, 0, w, de estas variedades, obtenidas por
revolucidn alrededor del eje . El flujo en cualquier variedad de colisidn esta determinado por
el sistema de ecuaciones (70), y tiene dos caracteristicas generales: las lineas de flujo espiralean
a contrareloj y la coordenada v es creciente a lo largo de ellas; las cuales se obtienen de
la tercera ecuacién de (70) y la Proposicién 4.8 respectivamente. Respecto de fos puntos de

equilibrio, existen dos por cada punto critico del potencial.
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Con lo anterior podemos describir ¢l flujo sobre A; y A4. En la variedad de colision
Az (homeomorfa a una esfera) hay dos puntos de equilibrio que son hiperbélicos, atractor
y repulsor por el Lema 4.5. Observémos que en este caso no existen colisiones binarias
pues ambos pardmetros Az y Asq son negativos. Las lineas de flujo giran a contrarelo]
y crecen en la direccién positiva de la coordenada v .

La variedad de colisién A, (homeomorfa a una esfera sin dos puntos) no tiene puntos de
equilibrio, y todas las lineas de flujo son cualitativamente iguales (figura 4.4). Observemos

que aqui no tenemos colisiones entre las particulas 1 y 2, ya que A <0.

Re KIn
I i i o i
S SO o © ®
w 0 ————— N
oash<t =/
A1 A’l A4

FIGURA 4.3 Las varicdades de colisidn.

FI1GURA 4.4 TFlujo en las variedades de colision Az, A4.

En las variedades A; y Az (homeomorfas a una esfera menos 4 puntos y 2 puntos,
respectivamente) cl flujo es mads complejo, debido a la presencia de puntos silla (Lema 4.5).
Con estos puntos de cquilibrio estan asociadas variedades invariantes de dimensién uno,
que son fundamentales para la determinacion del flujo en ambas variedades de colisién. En
¢l caso de A; ambos pardinelros Aj; y Azq son positivos, implicando que se presentan
los dos tipos dc colisiones dobles. Para ¢l caso de Az tenemos Aj2 negativa, y Agy
positiva, y por lo tanto, solo las particulas 3 y 4 presentan colisioncs binaria.

IE’n A3 hay 4 puntos de equilibrio: para vy < 0 hay un repulsor y un punto silla, y



para vp > 0 un atractor y un punto silla. Sea A el punto silla con vy < 0, entonces la
variedad cstable correspondiente, esté constituida por las érbitas Wit y W3~ como se
muestra en la figura 4.5a. Las dos 6rbitas de la variedad inestable Wit W™ originan
que cl flujo que surge de ambas extremidades de Az continue por dos bandas (figura 4.5b).
Por la simetria L,. el flujo para v > 0 se obticne del flujo para v < 0, con lo cual

concluimos que Wit y WP~ determinan cl flujo en la variedad de colisién.

Rl

FIGURA 4.5 Variedad invariante asociada al punto silla A en As.

FIGURA 4.6 Difercntes comportamicntos de la variedad Wi,

Ocasionalmente las érbitas Wi~ o Wit concctan a los puntos silla. Cuando esto
sucede, ¢l signo de w sobre la érbita de conexidn, cerca de A puede ser igual o difcrente del
signo cerca de B. In el primer caso, la simetria L implica que ambas érbitas terminan en el
punto B. Las conexiones con Wit sc encuentran numéricamente fijando dos pardmetros
y haciendo variar al tercero, con cl objctivo de observar sobre Wit que 0 < 0y a partir

de cierto tiempo (figura 4.6a), y 0 > 0y para otro valor del pardmetro libre (figura 4.6b),
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entonces por continuidad existe un valor para el que W3 términa en el punto B (figura
4.6c¢).

En la practica, se observa que existen muchas selecciones de los 3 parametros, tal que
suceden las conexiones anteriores. Las evidencias numéricas muestran que existe una can-
tidad al menos numerable de selecciones de parametros, para los cuales existen conexiones
de las subvariedades invariantes. Un analisis numérico mas detallado a este respecto, esta

fuera de nuestros objetivos, que son basicamente analiticos.

4.6 Variedad del infinito para h=0

Con el objetivo de estudiar el comportamiento de las soluciones de escape del sistema
1

(68), introducimos el cambio de coordenadas p = —. De manera que el infinito para la
”
coordenada radial r, ahora se analiza con p = 0.

Las ecuaciones de movimiento (68) en las coordenadas p, v, 0, w estan dadas por

dp
—_— == e 0
ds pvf(0),

_(l_’li
ds

do

ds

dw vw

- = [:2'”_2 +U(0) + b 2/(0)]'(0) = =1 (0) + U"(0)£%(0),

= [_lf; + U(0) + 2hr)f(0), (71)

= w 3

con relacion de cnergia

% + ’ﬂJFZJ —U0)f2(0)| p=hs0). (72)

El nivel dc energia 5, para h =0 cs
e

Lo = {(p,v,0,w): p>0; w? + v f2(0) = 2U(0)f*(0), 0¢€ (0, ‘2‘)} (73)

Iiste nivel de energia, sc exticnde de mancra analitica a una frontera de dimensién 2,

llamada variedad del infinito:

N = {(pv,0,w): p=0, w+v2f2(0)=2U(0)%(0), 0¢ (0, g)}. (74)
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OBSERVACION. Para h = 0, las variedades de colisién y del infinito son iguales, y también

el flujo definido sobre ellas.

Considerando que v pucde obtenerse de la relacién w? + v2f2(0) = 2U(0)f*(0),
linealizamos el sistema (71) en EoUN en las coordenadas (p, 8, w), alrededor del punto

de equilibrio (0, 0y, 0), obteniendo

P —vg 0 p
0 | = 0 0 1 0
w’ 0 U"(0h) =~ w
con valores propios
/\1 = —1,
—vo + V& + 16U"(0,)
Az = N
4
-V — 'U(2) + IGU”(O())
/\3 = .

4

luego el Lema 4.5 se modifica de la siguiente manera:

4.9 Lema.
Sea P, € N un punto de equilibrio, tal que la coordenada 0, de este punto satisface

U"(0o) # 0. Entonces existen variedades invariantes en [5, U N, asociadas a P, con las

siguientes dimensiones:

1. Sivg <0, y U"(0p) >0,
se tiene dimW"* =2, dimW?* = 1, ademds /% es punto sillaen A .
2. Siv <0, y U"(0) <0,
se tiene dimW" =3 ,dimW* = 0, ademds I’ es punto repulsor en N .
3. Sivp>0, y U'(G) >0,
se tiene dimW* =1 ,dimW?* = 2, ademds I, es punto sillaen N .
4. Si vo>0, y U'(0) <0,

se tiene dimW* = 0,dim W* = 3, ademds P, es punto atractoren N .
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DEMOSTRACION. Andloga a la demostracion del Lema 4.5.

4.7 Flujo global en E

En esta seccidn describiremos el flujo cn el nivel de energia Iy, lo cual mostrara como

es el movimiento de las particulas para soluciones con energia h = 0.+

Excepto por la primera ecuacion del sistema (68), es exactamente lo mismo hacer h = 0
6 r=0 cn (68) y (69). Cuando esto sucede decimos que el flujo en Ly es proyectable
sobre A, es decir, dada una orbita ¢(s) = (r, v, 0, w)(s) de (68) en Ey, se ticne que
#(s) = (0, v, 0, w)(s) es una orbita de (68) en A. La coordenada r(s) se obtienc de la
primera ecuacién de (68), encontrando que 7(s) < 0 cuando v(s) <0 y 7(s) > 0 cuando
v(s) > 0. Dec esta mancra, el llujo en By sc obtienc a partir de su proyeccidn a la variedad

de colision.

Finalmente, para describir ¢l movimiento romboidal de las particulas, proyectamos la

orbita ¢(s) € o al plano de configuraciones (r, 0), y consideramos que

. ()
r=vV2/z? + a2, 0 = arctan —.

L1

La coordenada 0 escencialmente mide la mitad del angulo que hay en el vértice 2 de la
figura romboidal, de tal mancra quesi d;; es la distancia entre las particulas 2, 5, entonces

d34 vy
0 ~ 0 correspondca —— ~0, y 0~ 7 correspondca —— ~0.
12 3q

Soluciones homotéticas

Empcezamos con las érbitas ¢(s) = (r, v, 0, w)(s) en Fo, que se proycctan a A sobre
los puntos de equilibrio (0, vo, 0o, 0). Entonces por la proycctabilidad, debe suceder que
v(s) = vo, 0(s) = 0o, w(s) = 0. De la primera ecuacién de (68), se obliene r(s) =
ce™/®)s  donde ¢ es una constante positiva que depende de las condiciones iniciales, y

[(0o) >0 si 0y € (0, 5). Este tipo de soluciones
{(r,v, 0, w): r(s) = ce™®) y=ny, 0=0,, w=0},
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1

recibe el nombre de soluciones homotéticas, y se llaman asi, porque en todo momento
forman una homotecia de una CC dada. Estas soluciones conectan las variedades de colisién
y del infinito por sus puntos de equilibrio. Para vy > 0, iniciaen A (r =0) y termina

en N (r = o0). Para vp < 0 sucede lo contrario.

Las C'C (definidas en (3.1)) para el problema romboidal (newtoniano o cargado) son aquellas
configuraciones (r, 0), tales que 0 es punto critico del potencial U(0). Esto hace importante
la diferencia que existe entre el problema romboidal donde existe un punto critico, y el problema
romboidal cargado donde puede haber dos, pues cada punto critico del potencial genera una

clase de Configuraciones Centrales que nos dan soluciones explicitas del problema.
Otras soluciones

Aliora describiremos ¢l movimiento romboidal para diferentes tipos de soluciones con
cnergia h = 0. Empezemos denotando con F5; a la fuerza resultante que existe entre las

particulas ¢, .

EJEMPLO 1. Analisis de soluciones donde el potencial tiene la forma US de la tabla 1.

En este caso tenemos Az < 0, Aj3 > 0, A3 > 0, implicando que la fuerza Fi; sea
de repulsion, y [z, i3, sean dc atraccion. Esta combinacion de fuerzas atractivas y
repulsivas, ocasiona que aunque se repelen las particulas 3, 4, éslas son atraidas por las

otras dos, hacicndo que en algunas ocasiones ¢l movimiento termine en colision total.

Lo anterior sucede en las orbitas que estan sobre la variedad estable del punto de
cquilibrio Az (figura 1.7).
Consideremos una orbita ¢ en [9, que se proyecta a Az sobre o;. Probarcmos

*

que ¢ inicia en la variedad del infinito. Invertimos el tiempo con s* = —s, entonces

T p' = pvf(0). De esta ecuacion se sigue que p(s*) es decrcciente para  s*
suficientemente grande, y como p estd acotada inferiormente, entonces p’(s*) — 0 cuando
s* — +o00. Sisuponemos que la cota inferior g cs positiva, tenemos  p' — pwgf(0g) > 0
cuando s* — 400, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, la 6rbita ¢ inicia con
p = 0. Similarmente se prucba que ¢ termina en la variedad de colision, usando la

ccuacion 1 =rvf(0).

Asi, la orbita ¢ en [y, que se proyectaa Aj; sobre oy, inicia en la variedad del infinito

y termina en la variedad de colisién. El movimiento romboidal es “pulsante” alrededor de
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la Configuracion Central 0y, no contiene colisiones dobles, y termina asintéticamente en
colision total por la Configuracion Central 0,. Porla combinacion de fuerzas, las particulas
1 y 2 una vez que se empiezan a acercar ya no pueden alejarse, por lo que debe existir un
momento a partir del cual, ellas siempre se estan acercando hasta llegar a colisién total.

Entonces las particulas 3 y 4 son las que pulsan, pues se repelen entre si y a la vez son

atraidas por las demds particulas (figura 4.8).

v JAN VAN
T, / T, j
A
0
P ,/"\0,
w — L
0 0 z,
-0,
FIGURA 4.7 Orbitas con energia cero que terminan en colision total,
proyectadas a Ay y al plano &) &y, respectivamente.
FIGURA 4.8 Movimicuto en diferentes etapas de ticmpo.
Sin presentar colisiones dobles, las particulas llegan a colisién total,
B,
4 AY
/’ \\ &
,/ \ N
!1 \\\ // \ ? "_”\
// \\ / N : 7 ' \"\
/ Y / ' J’ "
¢ » ® » o « » oG
\\ // ‘\..‘ / H \ 7
\, / " p s
\ / \, / $ B
* 4 SO
N S B
V4
é

FIGURA 4.9 Estc movimicnto cs radicalmente diferente del anterior.
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Las érbitas en Ey que se proyectan sobre o, terminan en la variedad de colisién. El
movimiento inicia con infinitos choques 1-2, y termina asintoticamente en colision total por

Configuraciones Centrales (figura 4.9).

EJEMPLO 2. Anilisis de soluciones donde el potencial tiene la forma U3 de la tabla 1.

De la misma tabla obtenemos Aj2 < 0, Az4 < 0, A;3 > 0, implicando que la fuerza Fy3
sea de atraccion, y Fia, F3;4 sean de repulsion, y por lo tanto, no ocurren las colisioncs

binarias. Todas las soluciones con energia cero son descritas en los cjemplos a y b:

a) Aunque las particulas opuestas se repelen, la solucién homotética con vy < 0 termina

en colisidn total.

b) Cualquicr solucién no homotética en Iy, inicia y termina en la variedad del infinito.
El movimiento es “pulsante” alrededor de la Configuracién Central, no tiene ningiin

tipo de colistones, y se acerca al infinito asintéticamente por la Configuracion Central.

—>

FiaunraA 4.10 Orbitas en [y, proycctadasa Ay y al plano x; 24, respectivamente.

OBSERVACION. Como situaciones extremas en cste problema romboidal donde inte-
ractiian las fuerzas gravitacional y clectrostitica, tencmos ¢l caso donde la fuerza gravita-
cional predomina, dando un problema puramente atractivo y cl potencial respectivo Ul
(ver tabla 1). Cuando la fuerza clectrostitica predomina, el movimiento depende del signo
de las cargas. Pero las particulas opuestas tienen la misma carga y se repelen, luego si las
particulas no opuestas ticnen cargas con signos iguales, entonces ¢l problema romboidal cs
puramente repulsivo donde el potencial es U2; y si los signos son opuestos entonces tenemos

un problema romboidal con potencial U3, donde hay repulsién entre particulas opucstas, y

atraceion cntre particulas no opuestas.
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Apéndice. La funcién U(0)

A continuacién haremos un analisis detallado del potencial U(0), con el objetivo de
caracterizar sus diversas formas. Supondremos que Az y Asq son diferentes de cero, y

por lo tanto, el potencial esta definido en el intervalo (0, %) .

a )\12 8A13 A34 T
= /= 00, =),
U(O) \/; [\/C_YCOSO + Vacos? 0 + sen?( + senf |’ < ( ’ 2)

Derivando U(0) respecto de 0, obtenemos

Aizsenl 8AM3 (o —1)senfcos0  Azqcosl
o) = \/j - 75
U'(0) 2 [\/50052 0 + (acos? 0 + serxzo)% sen?d (75)
Scan ,~ y k, nuevos parametros definidos por
p=dt LB o gy(a). (76)
A Az

Escribiendo U’(0) en terminos de estos parametros, obtenemos

U'(0 \/7/\“[ Bsend + ksenf cos 0 B cos{ , (’77)

. 3
(Y cos? () ((Y cos? 0 + 501]20) 2 sen20

ahora, dcfiniendo la funcion

ﬂ k 1 s
) = —= - — 0 -
9(0) = \/(—Y (a + tan? 0)% tan30’ € (o, 2)

tencmos quc

0
J'(0) \/7An 801120 q(0). (78)

Entonces los puntos criticos de U(0) son precisamente las soluciones de la ecuacion

9(0) =0, lo que hace nccesario analizar las propiedades de g(0):

N
Nk

l. img(0) = —o0, y lim ¢(0) =
0_‘1.]
- 2

0-+0

.. k>1, y
2. Sca 0, un punto critico de g, cutonces
0y = arctan /5=

3. !/(09) = 0—3/2[180 + (k2/5 _ 1)5/2] .
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DEMOSTRACION.
1. Los limites son inmediatos de la definicién de g.

2. Derivando ¢g(0) obtenemos

.y .sec?l
g0) = =3k(a+ tan?0)2 tan 0sec’ 0 + g

entonces ¢'(0) =0 siy sélosi k= (%5 +1)*%, de donde se sigue que

tan? 0
k>1y 0=arctan,/5-

3. Evaluando ¢ en su punto critico obtenemos la expresion descada.

Denotemos por 0y a los puntos criticos de U(0), los cuales son soluciones de g(0) = 0.
Consideremos ¢(0) en una vecindad de 0, si ¢(0) ticne signos opuestos para 0 < 0y, y
para 0 > 0y, entonces por (78) se concluye que 0y es maximo o minimo de U(0). Si por el
contrario ¢(#) no cambia de signo, entonces 0y es un punto de inflexién de U(0).

Obscrvemos que la propicdad 2 de g(0), implica que esta funcién tiene a lo mas un
punto critico.

Cuando f# > 0, se cumplen los siguientes Iimites:
limg(0) = ~co0, y lim ¢(0) > 0.
90 0%

Intonces g(0) debe tener un cero y cambia de signo en una vecindad de g, finalmente
por (78), U(0) tiene exactamente un maximo o minimo.

Cuando f# <0 los limites extremos de ¢ son negativos, entonces la dnica posibilidad
de que ¢ se anule, es que 0, existay que g(0,) > 0. En ¢l caso que ¢(0,) > 0, la {uncién
g sc anula dos veces, implicando dos puntos criticos del potencial.

De todas las consideraciones anteriores, presentamos el siguicnte resultado que carac-

teriza los puntos criticos de U(0).

A1l Lema.
Para Az #0, A4 #0, lafuncién U(0) tiene 0, 1, 62 puntos criticosen (0, Z).
e Si 4> 0, hay un p.c. que puede ser miximo o minimo.
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¢ SiA<0,k>1, g(0) >0, hay2p.c. unoes maximo y el otro es minimo.
¢« Si <0, k>1, g() =0, hayun p.c. deinflexién.

e En cualquier otro caso no hay puntos criticos.

Signo de U(0) evaluada en su punto critico

A continuacién examinaremos el signo de U(0p). Haciendo U’'(0p) = 0 en (75) y

simplificando, resulta

:\_12_ + 8)\13(0 - 1) /\34 _
Vo o (a+ tan? 00)% tan® Oy

(=)

(79)

factorizando cos™' @ en (62) y sustituyendo Ay de (79) en la expresion factorizada, se

obtiene

w1 [ —8\s(a—1 8- A A
vy = \f3 [ wlazl) B Sy 3‘],

cos 0 [ (o + tan? 0y) (o + Lan?0y)z  tan’Oy  tan Oy
simplificando
1 813 As4
U0) = /= - A 80
(0o) 2 cos3 O, [((r + tan?0y)? + tan3 00} (80)

y si a # 1, sustituimos A3 de (79) en (80), resultando

U0,

a—1

) = 1 A310? — Ay tan® 0y
- V2 send0, )

Las relaciones (80) y (81) ayudardn a obtener cl signo de U(0p), para esto retomaremos

cada uno de los casos del Lema Al.

Cuando f# < 0, del Lema Al se obtiene &k > 1, y por la definicidn de & se sigue que
a # 1. De hecho a < 1 por la Observacidn 4.1, entonces se puede utilizar (81), resultando
que

signU(0p) = —signAgq.



Cuando 3 > 0, (80) y (81) no determinan el signo de U(f), por lo que procedemos a

estudiar con detalle la funcion

B 8y 1 i
= — 0e (0, -). 82
#(0) Va + (r + tan? 0)% + tan@’ € 2) (82)

Entonces U(0) puede expresarse como

a Az
U) = /- 0 83
0 = [T 200, (53)
y mediante ©(0y) se determinard cl signo de U(0y) . Para esto se analizan las propicdades

de ¢(0),

>0.

=

L limp(0) = 40, y {}g%w(ﬂ)=

-8y > 1, Y
2. Sea 0, un punto critico de ¢(0), entonces
¢ P (P( ) ’ { 0¢ = a,rctan, /FETY)%/—G

3. 9(0,) = f — [(=89)° = IP2.

DEMOSTRACION.
1. Los limites son inmediatos de la delinicién de ¢.

2. Derivando ¢(0) respecto de 0, se obtiene

Yy
@'(0) = —8vy(a+ tan?0)™/? tanOsec? 0 — L%TP—O ,
entonces ¢'(0) =0 siy sélosi —8y = (%5 + 1)*/?, de donde sc sigue que

-8y >1y 0,=arctan, /z:‘gjy“;%/‘gj.

3. Evaluando ¢ en su punto critico, se obticne ¢l resultado descado.

Ahora procedemos a desglosar el caso > 0.

Si =8y <1, 0, no existe (propicdad 2), y por lo tanto ¢(0) es siempre positiva, entonces

©(0o) > 0 y de (83) sc deduce que

sign U(0o) = signlhgy.
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Si —8y>11y ¢(0,) >0, cntonces p(0) es siempre positiva y la conclusion es la misma.

Si =8y > 1y ¢(6,) =0 entonces U(0y) = 0. Esto se sigue despties de derivar (83)

respecto de 0 y evaluar en 0,, encontrandose que 0y =0, .

Si =8y > 11y ¢(0,) <0 entonces de (83) se sigue que U(0,) tiene el signo opuesto a
Aza. Luego, si consideramos que U(0) tiende al infinito (con el signo de Ag4) en los

extremos de (0, Z), se obticne:

sign U(00) = —Sigll(/\34) .

Resumimos las conclusiones anteriores en el siguiente resultado que complementa al
Lema Al, dando cl signo de U(0,).

A2 Lema.

Dados Aj3 #0 y X34 # 0, el potencial U(0) evaluado en sus puntos criticos, tiene los
siguientes signos:

-8y <1 ¢

entonces signU(0y) = sign As, .
-8y >1, (0,)>0 gnUl) gh Ao

e Si >0 vy {

¢S5 >0, -8y>1, (0, =0, entonces U(ly) =0.
e S5i >0, -8y>1, ¢(0,) <0, entonces signl/(0y) = —sign Aay.

e Si <0, k>1, entonces signl/(0y) = —sign 4.
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Tabla 1

Graficas de la funciéon z = U(0)
parametros Az >0 region de Hill para Az <0 region de Iill para
: h=0 h=0
B8>0 B>0,y>0 (%)
-87 <1 llf o No hay
............... 0 P 0| region de Hill,
>0 y por lo tanto,
-8y >1 no cxiste
>0 U1l U2 i movimiento posible.
por (58) 2
8>0 1o existe ) H %
=87 >1 para -
p<0 Az >0 i
U3 l
AN § A .
g <0 0 it v !
k> 1 .
g>0 0 I,’ 30
uUs
B<0
k<1 .7 /)
............... . 3 B
B <0 0 210
k>1 : P>
9<0 U6 U7 )
A
por (58) zl - y,[%
8>0 no existe ’ 2 0
-8y >1 para
- ; e
p= 0 A-'.M >0 E 0 x,
Uus
: 5
g<0 ;
k>1 | o O
9=
ug - U10
*

simplificacidn debida a (58)
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Capitulo 5

El problema colineal cargado
de 3 cuerpos '

Consideremos 3 particulas con masas m,, mg, my € IR*, y cargas q, q2, g3 € IR,
y dejemos que se muevan bajo sus mutuas interacciones gravitacionales y electrostaticas.
Suponiendo condiciones iniciales que producen un movimiento colincal, obtenemos lo que
llamaremos el problema colineal cargado de 3 cuerpos, el cual es una generalizacion del

problema colineal de 3 cuerpos [13], donde sélo se consideran interacciones gravitacionales.

La fuerza que actta entre las particulas k y [, resultado de las fuerzas gravitacional
y clectrostitica, s atractiva cuando el pardametro Ay = mgmy — quqr ©s positivo, y cs
repulsiva cuando Ay sca negativa. Asi por cjemplo, cuando las masas y cargas implican
Az >0, A3 >0, A3 <0, entonces la particula central atrae a las otras dos, las cuales se
repelen entre si (figura 5.1). Esta combinacion de fucrzas atractivas y repulsivas, da lugar

a movimientos interesantes que terminan en colision total.

Las ccuaciones de movimiento forman una familia de sistemas Hamiltonianos con dos
grados de libertad, y su andlisis es idéntico al hecho para el problema romboidal cargado,

por lo que sélo estarcmos interpretando resultados en el nivel de energia cero.

(m; q,) (m; q;) (m; q,)

FIGURA 5.1 Dircccidn de fuerzas en el caso Az > 0, Agz > 0, \ia<0.
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5.1 Anadlisis de la ordenacion 1-2-3

En el estudio del problema romboidal cargado del capitulo 4, encontramos que las
ccuacioncs de movimiento forman una familia de sistemas Hamiltonianos con dos grados
de libertad, lo cual se vefa traducido en que el andlisis dc la dindmica dependia de la forma
de una funcién U : (0, Z) — IR que llamamos el potencial U(0).

Ahora, en ¢l problema colineal cargado de 3 cuerpos igualmente tenemos un sistema
hamiltoniano con dos grados de libertad, y la dindmica también depende de la forma de
un potencial U(0), donde 0 € (0, ) representa la razén de distancias de la particula
central hacia las otras dos, de manera que 0 = 0 implica colision doble cntre la particula
1 y la particula 2, que representaremos por colision doble 1-2, debido a que las estaremos
mencionando con [recuencia; analogamente 0 = § implica colision doble 2-3.

La grafica del potencial se obtiene conociendo los puntos criticos y los comportamientos
asintéticos en los extremos del intervalo (0, 7). Cada punto critico estd asociado con una
CCQC, las cuales ya fueron estudiadas en el capitulo 3 para los diferentes valores de masas y
cargas, donde encontramos que para una misma ordenacion de 3 particulas pueden existir
hasta 3 CCC, implicando un potencial U(0) con 3 puntos criticos. Por la relacién que tiene
el problema colineal cargado con el capitulo 3, debemos observar que el parametro que aqui
definimos como Ay = mygmy — qxqi, en el capitulo 3 se define como A, = mimy — qqy,
donde (k, I, p) es una permutacion de la terna (1, 2, 3).

Cuando el movimiento tiende a la colision doble 1-2 (0 = 0), ¢l potencial tiende
asintoticamente a +o0o st Aj2 > 0, o —oo si Ajp < 0, Para las colisiones dobles

2-3 (0 = %) sucede lo mismo, pero con cl parémtro Ay (figura 5.2).

o . A . A ‘ o .
U \ 5 U : U /] v i
IR | TS I PO R
0 H R L it A
A>0 / A,<0 A>0 2,,<0 \

FIGURA 5.2 Comportamicnto asintdtico del potencial en colision doble.

Segin cl conteo de CCC del problema de 3 cuerpos cargados hecho en el capitulo

3, podemos tener hasta 3 clases de CCC con una misma ordenacién. Particularmente
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si consideramos masas y cargas con la ordenacion 1-2-3, tales que A3 > 0, Ay3 > 0, y
A3 < 0, podemos estar en el caso mds interesante de 3 CCC (seccidn 3.5.1), cuyo potencial
correspondiente U tiene 3 puntos criticos (figura 5.3a).

No perdamos de vista que el problema colineal cargado es una generalizacion del pro-
blema newtoniano colineal de 3 cuerpos [13], cl cual se obtiene considerando cargas nulas,
con lo cual Az > 0, A3 > 0, A;3 > 0, y de la seccidén 3.5.1 vemos que existe exactamente

1 CCC, correspondiendo un potencial con un punto critico (figura 5.3b).

\

a)

PR Ry

b)

FIGURA 5.3 Un potencial con 3 puntos criticos (M2>0, A3 >0, A3 < 0)

y ¢l potencial newtoniano (Aj2 > 0, Azs > 0, Az > 0), respectivamente.

Consideremos cl potencial U; de 3 puntos crilicos (Mg > 0, Ay3 > 0, A3 < 0); por
los signos de los pardmetros sabemos que la particula interior atrac a las otras dos, dando
lugar a las colisiones dobles 1-2 y 2-3 (figura 5.1). Las particulas 1 y 3 se repelen entre si
(pues A3 < 0), a la vez que son atraidas por la particula 2; esto hace pensar que si la
atraccién es mas fuerte que la repulsién, entonces existe la posibilidad de que colisionen las
particulas 1 y 3. Esto es posible, si consideramos que la masa 2 es suficientemente grande.
Mas adclante probaremos la existencia de estos movimicntos colincales que terminan cn
colisidn total.

Tanto las colisiones dobles como las colisiones totales, representan singularidades en las
ccuaciones de movimiento. La singularidad por colisidn total se elimina introduciendo las
coordenadas de McGehee 7, v, 0, u, usadas anteriormente en el capitulo 4; » y 0 son
las coordenadas de posicion, 12 es ¢l momento de inercia que representa el tamaiio del
sistema, de manera que » = 0 implica colisidn total, v y u son la velocidad radial y
tangencial del sistema, reescaladas por ol factor 72 .

El Hamiltoniano /{ es una integral primera para el sistema, es decir, se manticne
constante a lo largo de cada solucién de las ecuaciones de movimiento. Por esta razén

trabajarcmos sobre un nivel fijo de energia constante 1 = L, al cual llamarcmos relacidn
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de energfa. Cabe sefialar que con la introduccion de las coordenadas de McGehee, las
ccuaciones de movimiento dejan de ser Hamiltonianas, sin embargo la relacion de energfa
sigue conscrvandose y se climina la singularidad por colision total, crcandose una variedad
invariante de dimensién dos, lamada variedad de colision total A, caracterizada por

r =0 y la relacidn de energia,
A={(r,v,0,u)] r=0y H(r,v,0,u)="h}.

Dado que A C IR' y r = 0, considercmos la proyeccion de A al espacio de
coordenadas v, 0, u. Para el caso del potencial U;, la proyeccién de la variedad de
colision correspondiente A; es una superficie que se hace no acotada cuando la coordenada

0 tiende a los extremos del intervalo (0, %), ver figura 5.4.

FIGURA 5.4 Variedad de colision A;, para el potencial U, .

Las singularidades por colision doble del campo vectorial asociado a las ccuaciones de
movimicnto, se climinan haciendo una regularizacién de Sundman de la misma forma que
cn cl estudio del problema romboidal cargado. De manera, que ahora el campo vectorial
es analilico, con lo cual se puede continuar Ja descripcién del movimiento atin después de
las colisiones dobles, lo que no podia suceder antes de regularizar.

Con la regularizacion, la variedad de colision toma la forma de una supetficic homeo-

morfa a una esfera menos cualro puntos (figura 5.5).

Puede observarse que todo esto se ha desarrollado con detalle para el problema romboidal
cargado en el capitulo 4, y como el problema colineal cargado de 3 cuerpos presenta las mis-
mas caracteristicas en las ecuaciones de movimiento (sistema Hamiltoniano con dos grados de

libertad), aqui sélo estamos usando los resultados obtenidos.



El flujo definido sobre A, es casigradiente respecto de la coordenada v, i.e. v crece
con el tiempo sobre cada orbita en A;, la cual ademas gira a contrareloj. Cada punto
critico del potencial, se ve reflejado en A;, en dos puntos de equilibrio hiperbolicos. De
cada minimo local del potencial U; se obtienen dos puntos sillaen A;, los cuales tienen
asociadas variedades estables ¢ inestables de dimensién uno. Y del maximo local de U,

se obtiene un atractor y un repulsor sobre A;.

FIGURA 5.5 Varicdad de colision A; después de regularizar.

Flujo global sobre el nivel de energia /. =0

Es importante seiialar que el flujo en A, es ficticio, pues aqui » = 0 en todo momento.
Hemos explotado la singularidad de colisién total, a la superficie Ay, la colisidn total ahora
tiene lugar en tiempo infinito, el flujo sc extiende a Ay, que cs invariante por el flujo. De
esto y los teoremas de continuidad respecto a condiciones iniciales obtendremos importante
informacion sobre soluciones del flujo global que terminan en colisién triple, y de las que
pasan muy cerca de este tipo de colision.

Particularmente en el nivel de cnergia £, donde h =0, el flujo presenta la propiedad
de proyectabilidad en la variedad de colision, i.c. si () = (r(t), v(t), 0(), u(1)) es una
solucion en Ly, catonces o(t) = (0, v(t), 0(t), w(t)) cs una solucién en la variedad de
colision. Con csto, ahora podemos describir ¢l flujo en £y, a partir del lujoen A, y de
considerar que la coordenada r satisface Z—l% = rvsin20.

Para ejemplificar lo anterior, consideremos las érbitas oy, 03, 03, 04 C A que terminan

todas en los puntos silla con vy <0, para 0 =0, y 0 =05 (figura 5.6).

Scan @1, @2, @3, @4, las 6rbitas en Fy cuyas proyccciones a A; son oy, 03, 03, 04,
respectivamente. Por lo tanto, de las soluciones ¢; sélo nos falta conocer el compor-

tamiento de la coordenada r, y analizando = rusin20 sc puede concluir que r

di
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cs decreciente si v < 0, y cs creciente si v > 0. En particular sobre las 6rbitas
V1, P2, ©3, P4, la coordenada r es decreciente y tiende a cero. I"inalmente, proyectamos
las soluciones ¢; en el plano de configuraciones r, #, obteniendo las curvas mostradas

en la figura 5.7.

I e e =t ——f——
0 00 F 0 0 0, 0,0, £ @ ol o 0690 2 @ o o 0 0 % @
P, - -2 - e P

F1GURA 5.7 Proyccciones de ) 1, @4, al plano de configuraciones r, 0.
Yy P11, P2, P3, P4, )

Para interpretar ¢l movimiento colincal recordemos que r representa el tamaiio de la
conliguracion, 0 = 0 la colisién doble 1-2, y 0 = I la colision doble 2-3. Adeinds por
los signos de los parimetros Az > 0, Ayz > 0, A\j3 < 0, tenemos que la particula central
atrac a las otras dos, y estas se repelen entre si.

Asi, para la solucidn ¢y, las particulas 1 y 2 colisionan un nimero infinito de veces,
mientras ¢l tamaiio de la configuracion decrece hasta producirse la colision total. Este
movimento ¢s realmente interesante, pues despudés de una colision doble 1-2, la particula
central sc mueve hacia la particula 3, pero no choca sino que regresa hasta producirse otra
colisién 1-2, y esto sucede un niimero infinito de veces hasta que sucede una colision total
(figura 5.8). El movimicnto para ¢4 cs semcjante a ¢, .

. dr .
Analizando = = Tvsin 20, sc puede probar que la coordenada r(t) de las soluciones
(

®2 Y 3 cs sicmpre decreciente, inicia con +00 y termina en cero. Implicando que las
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soluciones @3 y 3 concctan la variedad del infinito con la variedad de colision total,
accrcandose a ambas variedades asintéticamente por CC. Observemos de la figura 5.7, que
la coordenada 0 oscila inicialmente alrededor de 0, y termina asintéticamente en 0y o
05. En cualquicra de los dos casos, la coordenada 0 estd acotada por el intervalo (04, 03),
y por lo tanto, no existen colisiones dobles.

Respecto del movimiento colineal de estas soluciones, la oscilacidn puede ser explicada

de la signiente mancra: la particula 2 (denotada por “2”) es atraida por “1”

y se acercain,
a la vez que “3” es atraida por “2”, haciendo que esta sc acerque a “1” hasta que se alejan
por su mutua repulsién, entonces “2” se aleja de “1” acercandose hacia “3”, a la vez que
“1” esta siguiendo a “2” porque se atraen, esto hace quc las particulas extremas sc acerquen
hasta que su fuerza de repulsién las aleja, y este proceso se repite mientras el tamaiio de

la configuracién estd disminuyendo hasta que se produce la colision total.

— —p
& B ® & @ Y & )
— <G
e - 9 B £ ® ~y asi hasta 889

FIGURA 5.8 Ejemplo de movimiento colineal, ¢ .

5.2 Diferentes ordenaciones

Utilizando la informacién del capitulo 3, podemos conocer lo que sucede cuando sc
cambia la ordenacidn dc las particulas. Para csto consideremos nucvamente el caso con 3
CCC en la ordenacion 1-2-3, donde cl potencial es Uy y los parametros son Ajz > 0, Ayz >
0, A\i3 < 0. Permutando las particulas tenemos dos ordenaciones posibles: 2-1-3 y 1-3-2;
cn cada una de cllas el potencial ticne formas diferentes, debido a una disminucion en el
nimero de puntos criticos. Isto sc observa en los resultados de la seccion 3.5.1, en ¢l caso
con 3 CCC para la ordenacion 1-2-3,y 0 6 2 CCC para las otras dos ordenaciones, de las

cuales se probé que al menos una no tiene CCC (Lema 3.6).
Independientemente de la ordenacion, por la seleccion de paramcetros que estamos con-
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siderando: Az > 0, Az3 > 0, Aj3 < 0, sabemos que la particula 2 atrac a “1”7 y “37,y
cstas sc repelen entre si.

Respecto de las colisiones dobles en la ordenacién 2-1-3, las particulas izquierda y central
sc atraen y colisionan, las particulas central y derecha se repelen y no colisionan. Ll
potencial correspondiente U, tiendea 400 en 0 =0 y tiendea —oo en 0=7,
debido a los signos de los pardmctros Ajz y Ajaz.

Para la ordenacién 1-3-2, sélo hay colisién doble entre las particulas central y derecha
(colisién 3-2). El potencial U; en este caso, tiende tiendea —oco en 0 =0y tiende a

400 en 0 =72, debido a los signos de A3 y 23, respectivamente:

Suponiendo que hay 2 CCC para la ordenacidn 2-1-3, y 0 CCC para la ordenacién
1-3-2, tenemos potenciales U, y Uj; con las formas mostradas cn la figura 5.9. Las
correspondicentes variedades de colision total A, y Ay son superlicies de dimension dos,

homemorfas a una csfera menos dos puntos (figura 5.10).

o, T

v,

/

o/(’

1-2-3 2-1-3 1-3-2

¥V
=

g

FIGURA 5.9 Cambios cn el potencial en las diferentes ordenaciones.

in Ay hay cuatro puntos de cquilibrio hiperbdlicos, un punto silla y un repulsor cn la
region v < 0, ademas de un punto silla y un atractor para v > 0. En Aj no hay puntos
de equilibrio.

Para obtener el flujo global en el nivel de energia FEy, usamos la proyectabilidad del
flujo sobre la variedad de colisidn, la cual es una propiedad caracteristica de este nivel de
cnergia. Iintonces de las soluciones en 5y so6lo nos hace falta conocer el comportamiento
de la coordenada r, de la cual sabemos que es decreciente en la region v < 0, y es
creciente cuando v > 0.

Para la ordenacion 2-1-3, scan @5 y ¢ soluciones en [9 cuyas proyecciones a Ag
son las orbitas o5 y og (figura 5.10), y las proyecciones al plano de configuraciones r, 0

estan cn la figura 5.11. Entonces el movimiento colincal para la solucidn g se desarrolla
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con un nimero infinito de colisiones dobles 2-1, mientras la configuracion se reduce hasta
producirse una colisidn total asintoticamente por CCC. Cabe mencionar que después de
cada colisién 2-1, la particula central “1” se dirige hacia la “3” y ambas se repelen pues
A1z < 0, no obstante, el movimiento termina en colision total, asintéticamente por la CCC
0,.

En el movimiento colineal de la solucion g, no existe ningan tipo de colision, la con-
figuracion siempre decrece oscilando alrededor de una CCC y terminando asintéticamente
en la CCC 0, (figura 5.11).

En la ordenacion 1-3-2, sea ¢7 una solucidn en Ey cuya proyeccién a Az sea la 6rbita
o7 de la figura 5.10, y las proyecciones al plano r, § estan en la figura 5.11. Entonces ¢l
movimiento colincal para 7 se desarrolla con un nimero infinito de colisiones dobles 3-2,

mientras la configuracion se reduce y luego crece sin producirse la colision total.

v A

A

GR

8
s
st
[ ST -!—
-
2
R
-

A A AN
I r r -~
S A,
et . — .
0 o 06 I 0 0 0, o, 1 (9 0 0
i =P = -, -

FIGURA 5.11 Proyccciones de 5, ¢g, @7, al plano r, 0.

5.3 Conclusiones

La gencralizacién hecha en este capitulo al problema colineal de 3 cuerpos [13], muestra
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cambios muy interesantes en ¢l movimiento colineal. Estos cambios surgen por la com-
binacién de fuerzas atractivas y repusivas, que hacen variar el nimero de CCC por cada
ordenacién. En el ejemplo que analizamos hay 3 CCC en la ordenacion 1-2-3, y cero CCC
con alguna otra ordenacién. Esto no sucede en el problema newtoniano colincal, donde hay

1 CCC en cada ordenacion.

En la dindmica, lo anterior se refleja en la obtencién de movimientos que no podian
suceder cuando sélo considerabamos la fuerza gravitacional. Como ejemplo, tenemos el
movimiento colineal de una solucién no homotética ¢, que termina en colision total sin

pasar por colisiones dobles.

Queda para un trabajo posterior, analizar el movimiento colineal en los niveles de energia

Iy, para h # 0, lo cual es un problema bastante complicado.



Conclusiones Globales

Con el estudio de los problemas cargados, hemos observado la forma como se ex-
ticnden algunos resultados correspondientes a problemas newtonianos de 3 y 4 cuerpos,
quedando estos dltimos como casos particulares de los problemas cargados; en los cuales
hay combinaciones muy diversas de fuerzas atractivas y repulsivas entre particulas, lo
que hace natural que surgan diferencias respecto a los diversos resultados de problemas

newtonianos, particularmente los relacionados con las Configuraciones Centrales (CC).

En ¢l capitulo 3 estudiamos las CC para ¢l problema cargado de 3 cuerpos, mediante
la revisién del articulo Central Configurations in the Charged Three Body Problem [17],

con lo cual pudimos observar lo siguiente:

lgual que en el caso newtoniano, hay 2 CC no colineales para cada seleccién de masas

y cargas, siempre que Ay = mymg — q2G3, Ay = mumz— q1q3 Y Az = mymg — 1y

tengan signos iguales, y las magnitudes \*’/m] | A ], \3/mj | A1, \3/mk | Ax | cumplan la
desigualdad del tridngulo, en caso contrario hay 0 CC no colineales. La forma triangular de
estas CC puede ser cualquiera escogiendo adecuadamente los valores de las masas y cargas.
Esto implica una diferencia escencial respecto del caso newtoniano donde sélo los triangulos

equildteros forman CC no colineales.

Dada la presencia de las fuerzas gravitacionales y electrostaticas, hay dos situaciones
extremas:

Cuando predominan las fuerzas gravitacionales entonces las CC no colineales tienen for-
mas muy cercanas a los tridngulos equilateros; si en cambio, las cargas son las que predom-

inan, entonces las CC no colineales pueden tener cualquier forma triangular.

Respecto de las Configuraciones Centrales colinecales (CCC), cncontramos que cl
conteo varia con las ordenaciones, representando esto una diferencia respecto del caso
newtoniano donde hay 1 CCC en cualquier ordenacién. Fue intercsante observar que

para una misma ordcnacién podemos tener hasta 3 CCC; esto es importante por la



relacién que tienen las CC con la dindmica de las particulas cerca de colision total, y los

escapes al infinito. El conteo de CCC lo resumimos en dos casos:

1.-Cuando Ay, A2, y A3 tienen el mismo signo, existe 1 CCC para cada ordenacidn.
Aquf csta contenida la situacién que se da cuando las fuerzas gravitacionales predominan
sobre las fuerzas electrostaticas (Mg, Az, y A3z positivos), cuyo conteo total es de 5 CC,
donde 3 CC son colineales (una por cada ordenacién), y 2 CC son no colineales. El mismo
conteo sc presenta cuando las fucrzas entre particulas son repulsivas, correspondiendo a

un problema coulombiano donde Ay, A2, y Az son negativas.

2.-Cuando A, Xy, y A3 tienen signos diferentes, en cuyo caso existen 0 CCC para una
ordenacién, 1 6 3 CCC con otra, y 0 6 2 CCC en la ordenacién restante. Por ¢l Teorema
3.3 sabemos que hay 0 CC no colineales, por lo que ¢l conteo total es de 5 CC como

maximo, y 1 CC como minimo (todas colineales).

Debido a que las CC no colineales del problema cargado de 3 cuerpos pueden tener
cualquier forma triangular, es posible aproximarse a una CCC tanto como se quiera por CC
no colineales. Esto nos permite concluir que teoremas importantes sobre Configuraciones
Centrales en el problema de n-cuerpos, como son el Teorema de Moulton, el Teorema de

45° ) y el Teorema del Bisector, dejan de cumplirse en los problemas cargados.

En el capitulo 4, iniciamos ¢l estudio de la dindmica cualitativa en el problema
romboidal cargado de 4 cuerpos, cuyas ecuaciones de movimiento son sistemas Hamil-
tonianos con dos grados de libertad. Dado que el Hamiltoniano es una integral primera,

es suficiente cstudiar el flujo sobre cada nivel de energia constante.

Sc observé que las ecuaciones de movimiento dependen escencialmente de una funcién
potencial, que depende de 3 parametros independientes, haciendo que el potencial tenga
formas cualitativamente difcrentes segin el nimero de puntos criticos (ver tabla 1, en
cl apéndice del capitulo 4). Encontramos que pueden haber hasta dos puntos criticos, a
diferencia del correspondiente problema newtoniano donde hay exactamente uno. Cabe
resallar la importancia de los puntos criticos, por la relacidn directa que tienen con las
Configuraciones Centrales, pues cstas configuraciones determinan el comportamiento de

las particulas cerca de colision total.



Con cada potencial tenemos dindmicas muy diferentes, que aqui analizamos encon-
trando el flujo global en el nivel de energia cero para cada uno de los potenciales. Resta
sin embargo, conocer el flujo global en los demas niveles de energia, lo cual representa
un problema bastante complicado. Basta mencionar que la region de Hill para el poten-
cial U3 (ver Tabla 1 en el apéndice) con energia negativa es acotada, lo cual implica la

posible existencia de soluciones periddicas, ciclos limites, y soluciones recurrentes.

En cl capitulo 5, analizamos el problema colineal cargado de 3 cuerpos, cuyas ecua-
ciones de movimicento son Hamiltonianas con dos grados de libertad, y cuyo estudio s
el mismo que se hizo para el problema romboidal cargado. Las CCC las obtuvimos en
el capitulo 3, donde encontramos que existen hasta 3 CCC. Como cada CCC implica
un punto critico en la funciéon potencial, entonces las formas del potencial tienen hasta
3 puntos criticos, lo que hace tener un gran nimero de potenciales; que en su mayor
parte tienen la misma forma que los potenciales del problema romboidal cargado. Por
lo cual, sélo consideramos un caso donde el potencial tiene 3 puntos criticos para cierta
ordenacion de particulas. El potencial depende de la ordenacidn, pues si permutamos el
orden de las particulas el potencial cambia de forma, debido a la variacién en ¢l nimero

de CCC; en una de las otras ordenaciones el potencial no tiene puntos criticos.

Respecto de la dinamica, obtuvimos el flujo global en el nivel de encrgfa cero,
quedando atin por encontrar el flujo global en los niveles de energfa positivos y negativos,

que por lo visto en cste trabajo da lugar a dindmicas realmente complicadas.
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