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1ntrodu.cción 

La Mccinica Celeste es una rama de las Matemiticas que se ocupa dcl Problema 

de los rz-cucrpos y clc todos los aspectos que clc csto se derivan. Lo anterior se. aplica 

para estudiar el movimiento de los planetas,  cometas, asteroides y salblites naturales 

y artificiales cntre otros. Estos cuerpos celestes se mueven en el espacio por  acción de 

las Eucrzas gravitacionales, obcdeciendo la  ley inversa del cuadrado de Isaac Newton. 

IIc esta Inanera, cl movimicnto de un cucrpo celestc csti  dctermi~~ado por la atracción 

gravitacional que sobre 61 ejcrcen todos  los de1ni.s cuerpos. En el caso más sencillo 

n = 2 ,  es decir, el problcma dc 2 cwx-pos, se dcducc que los planetas siguen órbitas 

clipticas con el Sol cn uno dc los focos. 

P;rra n >_ 3 el problema de los n-cuerpos es un problema abierto, en el sentido quc 

no se conoccn las soluciones explícitas, por esta razón los problemas de 3 ó 4 cucrpos 

sc han cstudiado lnediante casos particulares, un ejemplo interesante es cl problcma 

rcslrillgiclo cla 3 cucrpos, por mcdio clel cual se puctlc estudiar el ~novin~icnto de cicrtos 

asteroides bajo la iufluencia tiel Sol y Jilpiter q u c  es el planeta con mayor masa y que 

cstá ~nás cerca de los asteroitlcs. 

En el problema. gcncral dc n-cuerpos sólo sc conoccu solucioncs t.,art,icularc!s qr~c sc 

olticncu tlc cicrtas posiciones (IC las partículas 1lalnacla.s Configuraciones Centrales, 

d o ~ d c  el vector clc acelcración cs UII millliplo cscalar C M  vector dc posición. Otra ca,rac- 

tcrística  importantc cs que las colisiotm totales y los escapes al infinito del sistema clc 

partículas se clan asintioticalllcntc por Configuraciones Celltralcs [7]. Esto lmcc dc las 

CollfiguracioIlcs Cktltrdcs, un t6pico nluy i~llcrcsantc cn Mcmhica Cclestc. 

Rccicntcmente  sc ha cmpczatlo a analizar una gcncralización tlcl problcma tlc 11,- 

cucrpos donde intcrvie~~cn fuerzas gravitacion;lles y electrostáticas, las cuales ticncn la, 
característica comlín dc obetleccr la Icy  inversa clcl cuaclsrado. E11 estos problemas 

ca,rgados l a  prescncia dc &S parálnctros I~acc n k  complicatlo el cstudio de los sistemas 

clc ccuaciones. Lo antcrior cstá motivado por la inquietud de conocer los cambios que 

surgen cn los problemas ncwtouianos, cuando  consicleramos  que las  partículas tienen 



describen el movimiento de n elcctrones  cargados  nega,tivamente. Los electrones se 

mueven bajo  su  mutua rcpulsich,  y l a  atraccirirl de un núcleo infinitamente masivo y 

cargado  positivamente, con carga d .  



de libertad y sc estudian de una manera muy similar. El Ilamiltoniano  ocasiona una 

“foliacion” d e l  espacio fase en conjuntos invariautes llatnados niveles cle cnergh, dorlde 
~nantiene un valor’constantc h .  Lo anterior Ixrmite reducir el estudio de la clinánlica 

a cada uno  de estos niveles cle cnergía. 



Capítulo 1 

Aspectos generales de la Mecánica 
Celeste 
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1 .l El  problema  de los n-cuerpos 

El problema de n-cuerpos dice: dadas  las  posiciones y velocidades  de n. masas puntuales 

en un momento  dado, calcular sus posiciones y velocidades  en cualquier otro  momento. 

La formul;lción tnatemitica cs dcsarrollacla a conti~~usció~~.  

2 



El caftnpo vectorial ( 1 )  resulta ser c!l graclieote dc l a .  funcióo potencial, con lo cua l  el sisten-la 

de ccuaciones ( 1 )  se puccle expresar en las siguicntcs dos formas: 

mii:; = V,lJ(r), i = I ,  2 , .  , n ,  

u I' = M-'p, 

1; = Vl/(r )  . 

I'X = { ( r , p )  E IR? : r E X, p E IR?}. 

1 . 1  Observación. 

Es inmediato  que m i  puede  cancelarse  de  las  ecuaciones (l), impli cando  que el m ovimiento 

de la partícula i ,  es el mismo sin importar  cual sea el valor  de su masa. Esto concuerda  con 

el  experimento  de  Galileo  Galilei: 

2 cuerpos  que se sueltan  a la misma  altura,  caen  con  la  misma  velocidad,  independientemente 

de que sus masas  sean  iguales o diferentes. 

3 



Integrales  primeras del problema de n-cuerpos 

{(r, p) E TX : l (r ,  p) = c} 

I I 

11) Integrales del centro dc masa 

4 



c 

( 8 )  

5 



I I 11 

Sobre una solución cualquiera. (r(t), p(i)) , se cumple que 

(12) 

En el intento  por  dar  una solución explícita  del  problema  de  la-cuerpos, el siglo  pasado 

se hicieron  muchos esfuerzos para  encontrar  nuevas  integrales  independientes,  hasta  que H. 
Bruns en 1887 demostró  que  aparte  de  las 10 integrales clásicas, no  existen  más  integrales  que 

dependan  algebraicamente  de  la posición y la velocidad [ 3 ] .  
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Dada .f : -+ IR, homogénea  de  grado k ,  entonces r7'Vj(r) = k . f ( r ) .  

I I 

1.2 Proposición. 

El problema  de  n-cuerpos  no  tiene  puntos  de  equilibrio. 

1.3 Proposición. 

En  el  problema  de  cuerpos hay colisión total, si y sólo si I t O .  

8 
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1.4 Proposición. 

La colisión total debe ocurrir en tiempo  finito. 

1.5 Teorema (Su11cl111an). 

Colisión total  implica  momento angular c = O .  



1.3 El problema de 2 cuerpos 

10 



donde 

( I S )  

Caractcrización de la solución S(!), mediante el monlento angular c 

1 1  



Soluciones con  momento  angular  diferente  de  cero c # O 

(20) 

(21) 

12 



en uno de los focos. Como e es 1111 vector constante cn I R 2 ,  Io podernos rotar a.1 cjc m 

positivo y así l a  parcja ( S ,  O) sol1 las coordena.tlas polwes. lhtonccs la constante e, cs 121 

cxclllricidad de la cónica, y su valor dctern~ina el tipo dc trayectoria clue gcnc:ra, la solrrci611 

s ( l ) .  Con esto queda demostrado lo siguiente: 

1.6 Proposición. 

Las  soluciones s(d) con momento angular  diferente  de  cero, son  planares y tienen  forma 

cónica  con el origen en uno  de los focos.  Son  circunferencias,  elípses,  parábolas o hipérbolas, 

dependiendo  de  que c = O ,  O < c < 1, e = 1 y e > 1 respectivamente. 
b 

hiperbol a s 
circunferencias ”” /; 

el lpses  

(2%) 



Soluciones  con momento angular  cero c = O 

(24 ) 

P 

O 

A 

-F 

S 



Sca I = (N, p )  cl irltcrvalo IrGxiIno de definición dc S(%). Del espacio fase observamos 

quc Iss órbitas COII h l  < O ,  c~llpicza~r y t e r n ~ i ~ ~ a n  cn colisióu doble S = O ,  cr~to~lccs por 

l a .  proposición 1.4 cy y p son h i t o s .  Para las órbilas con hl  2 O y p(S) > O ,  

obte11emos que p = +m y CY cs finito, figura 1.4. De lo anterior podemos concluir que: 

En el problema  de  dos  cuerpos sólo existen  singularidades  por  colisión. 

(25) 

(26) 

U 

O 
"b 

S 



Capítulo 2 

Configuraciones Centrales  en 
el problema de los n-cuerpos 

A'* 
/' 

,,- 

/ 
,," 

I G  
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2.1 Configuraciones Centrales 

2.1 Definición. 
Una  configuración ro E I ~ P \ A  se llama  Configuración  Central (CC), si existe 

X E I R ,  tal  que 

(27) 

2.2 Definición. 

Una  solución r(l) E IR?”\A del  sistema (3) es llamada  homotética, si existe  una 

configuración  fija ro y una función escalar s ( l )  > O ,  tal  que r(l) = .s(l)ro. 

2.3 Proposición. 
ro E llc”’\A es Configuración  Central, si y sólo si,  existe  una  solución  homotética  del 

problema  general  de 7),- cuerpos,  con rO como configuración fija. 

18 



Interpretación  Variacional de Pas CC 

S = { r  E Ut?\A : (ro,  ro) = 1, n?,lrl + - + 7 7 7 , , ~ ~ ~  = O }  . 

2.4 Teorema (SI-nalc). 

Respecto  del  producto escalar (r, r) = rTMr , se obtiene  que 

VUls = M"VU(r) + U(r) r .  

Además, las Configuraciones  Centrales son los puntos  críticos  de ( / I S .  

(F'(r),v) = (A.I-'VU(r) + U(r) r ,v )  = (M"VU(r),v) + O  pues (r ,v)  = O 

= (M"VU(r))"'Mv = Ill/(r) v .  



Entonccs F(r )  cs el gradiente de U1.y con respecto de la Indtrica gellerada por ( , ) , 
y entonccs los puntos críticos de I / l , y  so11 las configuracioncs que resrlelvcu P(r)  = O .  

Ahora veremos que las soluciones de esta ecuación son precisamente las CC. 
Sea ro una CC. Multiplicantlo (27) por r z M ,  obtenemos rrVU(r0) = X (ro,  ro) . 

Y considerando quc el potencinl U cs homogcheo dc grado - 1  cn el Teorcma cle ISulcr, 

cncontranlos que 

m 

2.5 Lema. 
Sea ro E 1113~y\n, una Configuración  Central,  entonces las siguientes  afirmaciones son 

equivalentes. 

i) Existe una solución  homotética del problema de ?).-cuerpos, con  como  configuración 

fija. 

ii) rO es punto  de  equilibrio  del  sistema r = V 01.9. 

iii) ro es punto  crítico de  ill.^.. 

Clases de  equivalencia 

2.6 Definición 

Dos configuraciones son  equivalentes si son semejantes en el  sentido  de la  geometría eu- 

clideana,  esto es, cuando una rotación y/o un  cambio en la  escala hacen  coincidir  ambas 

configuraciones. 

20 



Ejemplos de Configuraciones Centrales 

2.2 Teoremas sobre existencia de CC 

2.7 Teorcma. 
Dadas 11, masas  cualesquiera,  existe  siempre  al  menos  una CC 

21 



C = {r E IR.”\A : miri = O ,  (r, r) = 1 } . 

2.8 Teorema (Moulton). 

Existe una única CC correspondiente  a cada  ordenación  posible  de 71. partículas  que se 

encuentran  sobre una  linea  recta. Por tanto, existen - CC colineales  (que  corresponden a 

las distintas  ordenaciones  de las partículas  sobre la recta), cada  una  de  ellas es un  mínimo  no 

degenerado  de Ulc. 

n !  
2 

2.9 Lema. 

C consiste de I ) , !  componentes conexas, cada una de ellas homeomorfa a un  disco 11 - 2 

dimensional.  Esto  corresponde  a  las I/.! ordenaciones  de  las  partículas. 

22 
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2.10 Lema. 
C es un conjunto  invariante  del  sistema r = graclI/[s. 

2.11 Lema. 

Las componentes  de C son  convexas  geodésicamente. 

2.12 Lema. 

Sea r E C , entonces D211(r) (v,   v) > O ,  Vv  en  el espacio tangente y:.(? 

23 



y sustituyendo en DzU(r): 

1: 

. * < 7'7,.} . 

U'(y(s)) = /N/(y(.s))yt(.s), 

24 



2.3 Otros resultados importantes sobre C C .  

25 



2.13 Lema (Moeckel). 

La función O (r) es continua.  Además es estrictamente  decreciente  sobre las  soluciones  del 

sistema r = VUls, cuando  la  configuración  satisface O (r) E ( O ,  45'1. 

26 



(29) 
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Una aplicacicin iumcdiata del Lcma de Moeckcl, es cl Teorema de los 4 5 O  , 

2.14 Teorema de 45". 
No existen CC con O(r) E (O, 45"j 

entonces para toda 1 se cumple que O ( r ( t ) )  es constantc. Luego por el Lema de Moecl<cl, 

1 1 0  p d c n  cxistir CC con O(r) E (O, $S"] . 
I 

2.15 Teorema del Bisector (COII~C~).  

Sea una configuración  donde  las  partículas  están  contenidas en  dos cuadrantes  diagonal- 

mente  opuestos,  con  al  menos una partícula en el  interior  de  alguno  de  ellos.  Entonces  tal 

configuración  no  puede ser CC para  cualquier selección de masas. 

DEMOSTI~ACION. De la ccuaci6n r = grad Uls, tenctnos que 

28 



( 3 0 )  

2.16 Lema. 

La única posibilidad de que 3 partículas  formen una C7C no colineal, es de  que  formen u n  

triángulo  equilátero. 



2.17 Lema. 
La  única  opción  para  que 4 partículas  no  coplanares sea una GC, es de  que  formen un 

tetrahedro  regular. 

c" ,..-" 

2.18 Lema. 

Tres  partículas  con  masas  cualquiera y colocadas  sobre los vértices  de  un  triángulo  equilátero, 

forman  una CC'. 

3 O 



P 



Capítulo 3 

Configuraciones  Centrales en el 
problema  cargado  de 3 cuerpos 
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3.1 El problema  cargado de los n-cuerpos (pcnc) 

(3 I )  

(32) 

3.2 Configuraciones Centrales en el pcnc 

3.1 Definición. 
Una  configuración 1- E U 7 ' . \ A ,  se l lama  Configuración  Central  si existe  una  constante 

X E I l l \  { O } ,  tal   que 



3.2 Proposición. 

L a  configuración r E iR37L\A es CC, si y sólo si, VIU2(r )  = O y U ( r )  # O .  

3.3 Conteo  de Configuraciones Centrales  en el pc3c 



O y cl coci<:lltc! p = - , S2 

S I 

1 (34 ) 

(35) 



X2 X1 X1 p(X:1 + - + -) - ( p  + /IZ) (/I + (1 - /L)COS O) + - ( p  - /LCOS O)  = o ,  (36) 
1213 n 2 3  R;.J I 

XI~L/ISC!I l  O X,( 1 - p)pScn O -~ - = o .  (37) 
I*& 

3.4 Configuraciones Centrales no Colineales 

3.3 Teorema. 

a )  Para  cualquier selección de m asas rgas,  existen 2 c;(: no  coline ales,  siempre que 

X I ,  XZ, X3 tengan  el  mismo  signo, y 

(:Is) 

donde ( i , j ,  I;) permuta  cíclicamente en ( I ,  2, : I ) .  Hay O CC si lo anterior  no  sucede. 

b) Para  cualquier  configuración  triangular ro, existen  masas y cargas,  tales  que ro es GG 
no  colineal. 



La primera expresión implica que la configuración es colit~eal;  este es un caso que 

considcrarcmos en l a  siguiente sección. Usando la definición de p, la segunda 

expresión es cquivalcnte a 
Xlml X2n22 
” - 
Ri/3  R?3 
1 

23 
Llamando a esta  exprcsih cornún - , podemos  expresar  a R13 y R 2 3  cn funcih 

de 2. Despuds dc sustituir en la ecuación (36), obtenemos  que 

1 
777’333 = - 

23 - 
De esta manera, la única solución no colineal del sistema clc ccuaciones (36) y (37), 
dcbc  satisfacer 

De csta relación se siguc que X,, X2, X3 ticncn el rnis~no signo, y atlemás, las clistan- 

cias relativas R;j clcbcn scr 

d 
Parn los puntos  quc cstárl en la regi6n iuterior, los R;j satisfacen la desigualdacl 

dcl tri¿ingulo, y por lo tallto, ~-c~~rcscntan CC no colincales. Dado que la clase tlc 

37 



equivalencia de  esta CC, consiclcra rotacioncs  unicamente  en el plano,  entonces por 

simetría  existen en total dos CC no colincalcs. 

En la superficie S hay CC colinesles, y en la  región que está cntre S y las  caras del 

octeto positivo, no \lay CC por no cumplirse la desigualdad clcl triiingulo. 

U 

3.4 Observación. 

Es interesante señalar  que en el problema  newtoniano  de  tres  cuerpos, la única  Configuración 

Central  no  Colineal es la  que  tiene  forma  de  triángulo  equilátero.  Este  resultado se extiende 

a l  problema  cargado, de t a l  manera  que  ahora  cualquier  configuración  triangular  puede ser una 

Configuración  Central ! . 
Otro hecho  que  vale la pena resaltar es que  para poder  tener  Configuraciones  Centrales  no 

colineales X, , X2 y X3 deben tener el mismo  signo. 

3.5 Configuraciones Centrales Colineales (CCC) 

38 



2 1 3  1 2 3 1 3 2  

FIGURA 3.2 Tres partículas coIine.sIes se pueden ordenar en tres €ormas posibles, incluyendo rotaciones. 

A 
1 2 3  

A 

4 O- 0-  -0 0- 0- 

2 1 3  1 3 2  



Con estas observacioncs, rcsolvcrenms el sistema de ccuaciones (3G) y (37). La segunda  dc 

estas ecuacioncs se satisface claramc~~te, pues O = O. Definiendo una nueva variable: 

x = p - p ,  

quc cs siclnprc positiva en la ordcnacicin 1-2-3, podemos expresar la  ecuación (36) como 

un polinomio en z , 

donde x > O, y 

3.5.1 CCC donde ningún X i  se  anula 

do11clc x > o,  y 

40 



col1 

(46) 

Colltarcmos las solucioncs positivas de p(z) = O, utilizando Is rcgfa de los signos tlc 

Dcscarles: 

Sea f ( z )  = U ~ X ' ~  + C L ~ : C ' ~ - ~ ~  + + C L , . : C ' ~ - ~ ~  un polinomio  con  coeficientes reales y no 

nulos,  donde O < bl < S -  < br . Si L(f) es el  número  de  cambios  de  signo en la  sucesión 

{ u o ,  al, , u,} , entonces el número  de  raices  positivas  de f ( x ) ,  coincide  con L(J), o es 

menor en  un número  par. 

Considcrando una sola vez las solucioncs múltiples,  obtenemos cl númcro (le solucioncs 

positivas y diferentes. Dctcrminarcmos los  signos dc los coeficicntes u; ,  dc acuerdo a, los 

siguientes casos: 

41 



C) X3 tiene  signo  opuesto al de XI y X 2  . Entonces 

{ P I ,  103) = {+, -} , Y {as, m ,  a3, a2, 511, ao} = {- , - ,‘?, - , - , -}  

Dcpendiendo del  coeficiente u3, existen O ó 2 cambios de signo. Entonccs  cxisten 

O, 1 ó ‘2 soluciones positivas dikrentes. 

No cs  dirícil probar  que u2 > O y u3 < O no puedcu suceder sitnultaneamnente. Esto 
sc siguc dc la rclacidn de clcpcndcrlcia que cxiste cutre cllos, 

1 

Conteo  Total de CCC donde ningún X; se anula 

Pars llaccr cl contco dc CCC c11 las ordcuacio~~cs 2-1-3 y 1-3-2 , aplicamos los 

renolnbramicntos  dados en (42) y (4:3). Entonccs se repite el an¿í,lisis de la ordenación 1- 

2-3, pcro con superíndices cn todos los pnrimctros.  Para  esto se definen , PI , p3 y 
A A  

ji , 8 1  , (13, tlc Illilllcra qllc 

4 2 



I~inalmcntc, se aplica el csqucma de la figura 3.4, para tener el número posible de CCC en 

las ordcnaciones 2-1-3 y 1-3-2. 
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( j l ,B3)  E 10, entonccs existe 1 CCC en la ordenación 1-3-2. 

Por lo tanto, en estc caso existen cxactalnetlte 3 CCC. 

3.5 Teorema. 

Si todas  las X; son diferentes  de  cero, es posible  tener 1, 2, 3, 4, 6 5 Configuraciones 

Centrales Colineales. 

DEMOSTRACION. Lo Único que se tiene quc probar, cs que no cxisteli ejemplos con 

66 .7  CCC. 
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Es importante seiialar que para tres  partículas colinealcs, sin carga y con masas cual- 

quiera,  existe una CCC por cada ordenación posible (Teorema de Moulton).  En  cambio, 

de la demostración anterior se deduce que en general no existen CCC para todas las 

ordenaciones, csto  prueba el siguiente  resultado. 

3.6 Lema. 
Si Al, X2, X3 son diferentes  de  cero y no  tienen  el  mismo  signo,  entonces  hay  ordenaciones 

colineales  donde  no  existen  Configuraciones  Centrales. 

3.5.2 Conteo de CCC donde al menos un Xi  se anula 

i i )  Exactamcute dos Xi's se anulatl. 

La función potencial U ,  toma Is forma tlc un problema  de Kcpler repulsivo o atrac- 

tivo, tlcpcntlicntlo tlcl signo tlc! la X; quc no se rtnula. Por lo tanto, no existen CC. 

i i i )  13xacta.mentc 1111 X; se anula.  Ih1pczaremos  analizando la conliguracicin 1-2-3. 

Si p3 < O ,  cntoltccs sigt1 {us, a l ,  a3, u2, a l ,  u"} = { - , - , ? , - , O  O } .  Por lo 

1 ~ ~ 1 ~ l l t 0 )  CXiS1,Cll o, 1 6 2 solllciollcs (lo ] ( X )  positivas y clifcrcntcs. 
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iii-b) A3 = O ,  X1 # O ,  X 2  # O .  

Nucvamente  podemos  utilizar la ecuación p(x) = O , para  obtencr CCC.  Entonces 

P I Z O  Y P 3 = 0 .  

Si /31 > O ,  entonces sign {as, u.1, a3, a2, (11, uo} = { O  , O , ? , - , - , -} . Por la rcgla 

dc los siguos de Ilescartes, si a3 > O o u3 < O entonces  existen 1 ó O sol~~ciones 

positivas de p(x) , rcspcctivatnente. 

Si < O , cutonccs sign {as, a4, a3, C L ~ ,  al,  a o }  = { O ,  O , + , ? , + , +} . Por lo 

t into,  cxisten O, 1 ó 2 soluciones de y ( z )  positivas y diferentes. 

Si X I  y X3 ticnet1 c:l mismo s i g ~ ~ o ,  cntonces los signos de los coeficicntcs sou 

{ + , + , - , -} . Por lo tanto, hay exactamexlte una soIuci6n positiva. 

Si X1 y X3 ticncn signos opuestos, cntonccs los signos de los cocficicntes son 

{+ , + , + , +) i Por lo tanto, no existen solucioncs positivas. 

Conteo Total de CCC donde al menos un X i  se anula 



1.a) X1 = O, X 2  y X3 tiencn signos iguales. 

(Xz, X,) E 1Q con A1 = O ,  entonces  existcn O ó 1 CCC en la ordenación 1-2-3. 

(x l ,  A3) E 1& con = O ,  entonces  existe I CCC en la ordenación 2-1-3. 

(&, 1 3 )  E 1Q  con i1 = O ,  cntonccs  existen O ó 1 CCC en la ordenación  1-3-2. 

Por lo tanto, cn cste caso existcn 1, 2, 63  CCC. 

1.b) X1 = O ,  A 2  y X3 tienen signos opuestos. 

(X2, As) E 2Q con A1 = O ,  entonccs  existen O ,  1, ó2 CCC en la ordcnación  1-2-3. 

(x l ,  x3) E 29 con x 2  = O ,  entonccs  existen O CCC en  la  ordenacióa 2-1-3. 

( A 2 ,  i3) E 2 0  con il = o ,  Clltonccs CXiStCll o, 1, ó 2  CCC cn l a  ordcIla.ciórl 1-3-2. 

Por lo tanto, cn cstc caso existen O ,  1, 2, 3,  6 4 CCC. 
t 

2.a) X, = O ,  A l ,  y X3 ticnen signos iguales. 

(X, ,  X,) E 18, c~ltonccs  cxistc 1 CCC en la ordcnación  1-2-3. 

(x2, A l )  E 1 0 ,  cntonces  existen O ó 1 CCC en la  ordenación 2-1-3. 

(il, i2) E 10, cntonces  cxistcn O ó 1 CCC cn la ordcnación  1-3-2. 

Por lo tanto, en este caso cxistcn 1, 2, 6 3 CCC. 

2.1)) X 2  = O ,  X I  y X3 ticnen signos opuestos. 

(X,, X,) E 2Q, cr~to~lccs existen O CGC en la ordenación  1-2-3. 

(Xz, XI) E 2 0 ,  C I I ~ O I I C C S  cxistcn O,  I ,  6 2  CCC ~ 1 1  IiL ortlenación 2-1-3. 

(il, i2) E 2Q,  cntonces  cxistcn O ,  1, 6 2  CCC en la ordcnación  1-3-2. 

Por lo tanto, c11 cstc caso cxistcn O, 1 ,  2, 3, ó 4 CCC. 

3.a) X:3 = O ,  XI,  y X2 ticnen signos igr&s. 

(Xi ,  X,) E lQ, cntonccs cxist,cu O ó 1 CGC c11 la ordcnación  1-2-3. 

(X2,X3) E lQ, cntonccs  exisku O 6 1 CCC CII la ordenación 2-1-3. 

(il, is) E lQ, ' entonccs existe 1 CGC en la ordenación 1-3-2. 

Por  lo tanto, cn cste caso cxistcn 1 ,  2, 6 :3 CCC. 
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3.b) X3 = O, X, 'y X2 tienen signos opuestos. 

( X l ,  X,) E 2Q, entonces  existen O ,  1, 6 2  CCC en la ordenación 1-2-3. 

(x2, i3) E 2Q,  entonces  existen O ,  1, 62  CCC en la ordenación 2-1-3. 

(x,, x3) E 2Q, entonces  existen O CCC en l a  ordenación  1-3-2. 

Por lo tanto, en este caso existen O ,  1, 2, 3 ,  ó 4 GCC. 

3.7 Teorema. 

Si exactamente u n  X i  se anula, entonces  existen O ,  1 ,  6 2 Configuraciones  Centrales 

Colineales. 

Mostraremos que no existen  ejemplos con 3 CCC. Supongamos  que 



estan  simultaneamcnte en Is región dc 1 ó 2 CCC. Para que esto  suceda, es necesario 

q11c a3 > o y i t 3  > o ,  elltonc~cs 

Usando las relaciones (42) y (43) sobre estas desigualdades, obtenemos respectiva- 

tncntc 

p:, > - 
211 + 1 

-1 

3.8 Lema. 

Si X,, X2,  X3 no  tienen  el  mismo  signo, y cuando  más,  uno  de  ellos es cero,  entonces hay 

ordenaciones  colineales  donde  no  existen  Configuraciones  Centrales. 

3.6 Número  Total de Configuraciones Centrales 

A continuación presentarnos una recopilacióll clc los rcsultados  obtenidos cn cstc cap'- 

lulo. 

3.9 Teorema. 

Dadas m,I, m 2 ,  m.3 E Ill' y q1, q 2 , q 3  E I l t ,  construimos los parámetros X;, i = 1,2,3. 

Entonces, 
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i )  si a l  menos  dos X; se anulan, hay O CC. 

i i )  Si exactamente  un X i  se anula,  existen O ,  1, 6 2 CC (todas  colineales). 

i i i )  Si todos los X;  tienen  el  mismo  signo, y se satisface la relación  (38)  tenemos 5 C C ,  de 

las cuales,  dos  son no  colineales y tres  son  colineales  (una  por cada posible  ordenación). 

Si todos los X i  tienen  el  mismo  signo y (38) no se cumple,  entonces sólo tenemos las 

CC colineales. 

iv) Si no  todos los X; tienen el mismo signo,  entonces  podemos  tener. 1, 2, 3, 4 ,  6 5 CC 
(todas ellas  colineales). 

3.7 Conclusiones 

En el capitulo 2 ~nenc io~~a~nos  resultados  importantes clel problema  de  n-cuerpos sobre 

Configuracio~~cs  Centrales (CC), como son el Tcorema clc Moulton, el Teorema de 45O, 

y el Tcorcma del I3iscctor. Esto sc hizo con el objetivo de entenderlos y observar lo que 

succdc cuando adctnAs dc masas,  suponemos que las partículas  también tiencn cargas clec- 

trostiticas. Esto iliplica combinaciotles muy diversas de fuerzas atractivas y repulsivas 

clltrc pa.rticulas, lo que hace natural que surgan cambios en los diversos resultados dol 

problema. de ~~,-cucrpos, pa.rt,icul;r.rmclItc los relacionados con las CC. 
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CCC por cada ordenación). En general, e l  contco sólo puede ser de 2 formas;uno cs cuando 

los parámetros Xij tienen el mismo signo, existiendo una CCC para  cada ordenación;  la 

otra forma. posible es cuando los X;j ticnen signos diferentes,  entonces hay O CCC en 

una, ordenación, 1 ó 3 CCC en otra, y O ó 2 CCC cn la ordenación rcstante. Si las masas 

predominan sobre las cargas tcnemos 1 CCC por cada ordenación y cuando las cargas son 

las que predolnina.n entonces tenemos cualquiera  de las dos situaciones  anteriores. 

Observemos  también,  que en los problemas  cargados  podemos  tener CC “casi colineales”; 

esto  nos permite  concluir  que  teoremas  importantes  sobre  Configuraciones  Centrales en el prob- 

lema  de  mcuerpos,  como son  el Teorema  de  Moulton, el Teorema  de 15’, y el Teorema  del 

Bisector,  dejan  de  cumplirse en los problemas  cargados. 
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Capítulo 4 

El problema  romboidal  cargado 
de 4 cuerpos 

Si considerarnos nulas todas las cargas, lo anterior sc convierte  en e l  I’roblclna Itom- 

hoidal Ncwtoniano [I  11, el cual se pucdc reducir a l  cstudio dc una familia a u n  par;llnetro 

de sistemas ha~niltonianos,  dondc cl parámetro cy es l a  razón dc masas. E11 calnbio, el I’ro- 

blems Rotnboidal Cargado que también sc rcduce a una familia cle sistemas I~amiltonianos, 

tienc 3 parimetros, esta cs una difcrer~cia csccncial rcspecto al CASO newtoniano. 
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4.1 Ecuaciones  de movirnient o 

Consideremos 4 partículas  puntuales colocadas en los vertices de un rombo, cada partí- 

cula ticnc masa positiva m; E I R +  , y carga de cualquier signo q; E R. Damos condiciones 

inicialcs sitndtricas respecto  a  las diagonales del rombo en posiciones y velocicladcs, clc tal 

forma, que las partículas  siempre  mantengan  la configuración romboidal,  cuando se mueven 

ba,.jo la acci6u dc las fucrza.s gravilacional y electrostiCica. Para. mnutmcr esta confrguracidn 

simétrica cs neccsario tener m l  = na2 , 7 7 1 , ~  = ni4 , q1 = q 2 ,  qJ = qZl , salvo cn casos 

cxccpcionales C O I ~ O  veremos clespuds. 

Sea X;j = nz; r n j  - q; q j  el parámetro  que  mide  escencialmente  la  diferencia  entre las 

fuerzas gravitacional y electrostática,  de  manera  que X;j > O implica  que las partículas i ,  j 
se atraen, y con X;j < O se repelen. 

Ahora introclucin1os  coorclc:~~aclas t i p o  .Jacobi. Sean :c l a  scmiclistancia crltrc las par- 

tículas 1 y 2 ; y la, seruidistancia cntre l a s  partículas 3 y 4 ; y CY = 7 7 ? , ~ / 7 7 ? , ~  . 
No se picr'clc gcncraliclad al suponer m 1  = m 2  = 1, cntonccs 17z3 = m4 = Q . En estas 

coorclc~~atlas las ecuacioucs ~ I I C  clcscribcm cl movimicllto sou: 

4.1 Observación. 

Cuando X 1 2  = A3,1 = O,  y CY = 1 , se tiene el equivalente  de  un  problema  de dos  cuerpos. 

Las ecuaciones (47) corresponden a un  problema de Kepler  atractivo o repulsivo,  dependiendo 

del signo  de XI:$  [ G I .  
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Cuando XI2 = XJ4 = O,  y cy # 1 , tenemos un problema  anisotrópico  de  Kepler [lo]. 
Aunque  las  ecuaciones  de  movimiento son muy parecidas  ai  problema  de  Kepler, las órbitas  que 

se obtienen son bastante  diferentes. 

En adelante  supondremos  que X12 y A3.4 son diferentes  de  cero. 

dolldc cl l~a~~~i l ton iano  csti  dado por 

I 
2 

Il (r ,  p) = -pTA4"p - U(r) , 

x 1 2  4x13 U(r)  = - + A34 

22  2y 
+ -. 

rliveles dc e11crgía : E/' = {(r, p) : fl(r, p) = / I } .  ( 5  1) 

21 = x ,  (53) 



y escribiendo las ecuaciones (47) en las coordenadas z1,52, tenemos 

El parámetro a es cualquier  número  positivo,  pero  por  la  simetría  del  problema es suficiente 

estudiar el caso donde a E (O, I ] .  Para  el caso a > 1, basta  con  invertir  los  ejes  coordenados. 

Existen dos formas de seleccionar las masas y cargas,  para  tener un  problema rornboidal: 

Este últ,irno caso cs explicable, si considcramos que sólo hay interacción electrostcitica 

cntre las partículas 1 , 2 ,  y su movimiento se mantiene sinldtrico respecto dcl centro 

gcomitrico. Para csto, Imsta analizar 1111 sistema dc 2 partículas con masas igrlalcs 7n , y 

cargas arbitrarias. Las ecuacioncs que describen su movimiento son: 

m r 1  = P(r1, r2) , 
77Cr2 = -F(rll  r2) , 

donde I' es la fuerza  resultante que actúa  entre  ambas  partículas. Si el ccntro clc m¿~sa 

csti fijo e11 el origcn de coordcn~~das, y tlalnos condiciones iniciales simitricas en l a  pos~c~on 

y la vclocitlad, cntonces cl movilniento de ambas p:u"ícula.s es simdtrico. 

. ., 

En las  ecuaciones (54), tenemos una familia  de  sistemas  de  ecuaciones  con  parámetros 

independientes: {a, '11, q3} en  el caso A, y { c y ,  q1q2} en  el caso B. 
Ahora mostraremos la tlcpcuclcucia quc existc entrc los pariimctros CY,  X12, Xl3,  X34 , 

cxprcsAudolos en tdrminos dc masas y cargas (aunque son dependientes, en adelarlte por 

csm)clitl;d para cl manejo de las expresiones algcl>rsicas  resultantes, seguiremos trabajando 

con los últimos 4 parimetros). 



cntonces 
(Q - 
a2 - x34 * 

x12 = 1 - 

Por lo tanto, los parimetros cy ,  X34, X13, son independientes. 

OOSERVACI~N.  Usando (5.5) y (57) cncontranlos en a~nbos casos, A y B, que 

Lo contra.rio irnplica u n  sistcma  dc tlcsigualclatles cpc no tiene solución. Físicamente, 

significa que no puede suceder simultanealnente, la atracción entre  partículas opuestas y 

rcpulsicin cntrc paxtículas no opuestas (figura 4.2).  

4.2 Coordenadas de McGehee 



Cualquicr  tipo de colisión implica uua  singularidad en  el campo vectorial (54), pues 

las componentes  ticnden a illfinito en el momento cle la colisión, y estas son las ÚIlicas 

singularida.des del sistema. A corlt,inllación eliminaremos la singularidad  causada por co- 

lisión total,  mcdiante una tdcnica introducida por McGehee [13], esta tc':cnica viene de la 

gcomctría algebraica y cs llamada explosión del origen. Consiste de una serie de cambios 

dc coorclcnadas aunadas con una  rcparametrizaci6n del tiempo. En MecAnica Celeste a 

las coortlcnad;~~ finales tlc estos ca.rnbios Ics Ilamarcmos Coordenadas de klcGchcc, C ~ I I C  CII 

nuestro caso cstin defirlidas por 
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Con las coordenadas de McGehee, hemos eliminado l a  sirlgulariclad por colisión total 

dcl campo  vectorial. Más aún, hemos extendido el campo vectorial en forma analítica a la 

frontcra 1' = O ,  a la cual llamaremos variedad de colisión total: 

A = { ( T ,  U, O, U )  : 1' = O ,  v2 + u2 = 2U(O), O E (O ,  T)}. It- 
(63)  

Esta variedad es invariante, ya que r = O implica i. = O ,  es de dimensión dos, y 

gcncraltncnte  contienc  puntos de cquilibrio. Destlc el punto de vista físico, A y por tanto 

cl flujo sobrc A son ficticios pero clan i d o r t ~ ~ ~ ~ c i ( h  tlcl comportatnic.nto ccrca clc colisión 

total. 

Aticm~is, daclo quc A cs indepcndicnlc de la  energía 11 , tencmos quc la variedad ( - l e  
colisih cs frontcra  conl~ín de toclos los niveles cle encrgía E!, (64). Lo antcrior sc puede 

nilmero infinito de hojas quc son los niveles de energía 

E/, = { ( f ,  U, O, U )  : 1'> o;  U 2 + U 2  = 2U(O) +2h1', O E ( O ,  i)}. ( W  

O U S E R V A C ~ ~ ~ N .  Ya que el potencial U ( q )  dado por (50) es homogcnco tlt: grado - I ,  al 

escribirlo en términos de coordenadas polares (Y, O) vemos que el potcncial depende escen- 

cialmcnte cIe O , poi lo que abusando t ~ e  notación escribimos U ( O )  . 

4.3 Gráficas de U ( 0 )  

En cl a,p&dicc al final (IC cstc capit,nlo, llaccmos un anilisis millucioso d e l  potencial 

U ( 0 )  : ( O ,  $) --f IR., claclo por (62), cncoutranclosc que  la grcifica correspondientc  tieuc 

10 formas cr~alitativamcate difc:rcnt,es, UI, U2, ,U10 mostradas en la tabla 1 .  Corno 

aspcctos  gcncralcs,  podemos rucncionar que U ( 0 )  ticne dos asintotas verticales: O = O y 

O = 5 ,  y clcpcndicndo dc las masas y cargas, cl nhncro de puntos críticos varia cntre O y 

2 (Lcma A 1 dcl apklldicc). I3sto cxplica porquc el potencial  tienc una gran divcrsidad clc 

formas posiblcs. 

5s 



k = 8 y ( a  - l), (65) 

De cllos, c p  está definida úaicamente  cuando -87 > 1 , y 9 está definida sólo si 

k > 1 . La tabla 1 se divide en dos columnas que corresponden a X34 > O y X34 < O ,  

CII cl primcr caso cstAn las formas U1,  U4,  UG, y U9, y en el segnndo cstcirl las formas U2, 
U3, U5, U7, U8, y U10. 

Por otra partc, recordemos que las configuraciones de cualquier solución del sistema 

(GO) cn E/, , únicamcnte pucden estar cn la región de Hill (52), la cual depende de h y 

U ( 0 )  . En cl caso que It = O ,  c s t i  clacla por 

Casos Gendricos 

Considermdo que un subconjunto de It'& tiene  tncdida cle Lebesgue positiva, si conticne 

un  abierto  de IIY , entonccs: 



Las formas U1,  U2, hasta U7, de la  tabla 1, están  representadas en el espacio de parámetros 

por  conjuntos  de  medida  positiva, y los llamaremos casos genéricos. Los potenciales U8, U9, y 

U10, son los casos degenerados pues tienen  medida  cero en el  espacio de  parámetros. 

4.4 Puntos de equilibrio 

Dado que cualyuicr solución del sistema (GO) debc  satisfacer la rclación de cnergía (Gl), 

entonces los puntos de  equilibrio (ro, vo, Oo, uo) del sistema (GO),  además de anular el 
campo  vectorial  correspondiente, talnbidn deben satisfacer la relación dc energía. Con- 

sidcranclo lo anterior, los puntos <IC equilibrio se obticncll de rcsolver: 

tlc rlondc: podctnos observar clue 0" cs punto crítico del potencial, y U(&) 2 O .  De esta 

nm11cra: e/ sistema (60) COI] u11 polcrxial U2, U4, IJG, U7, o U9 (vcr t a b l a  I ) ,  110 l i c ~ ~ c  

puntos de equilibrio. Para la forma degenerada U8, al final de esta sección hacemos  algunos 

comentarios.  Finalmente, el sistema (60) con un potcncial U1, U3, U5, o U10 (ver tabla I ) ,  

si tiene pmbos de cquilibrio qrre se crlcucntran sohre la variedad cle colisión, y est&] tlados 

110 S 

4.4 Definición. 
Sea F : 0 c IRta -+ Ilt'" un  campo  vectorial  diferenciable,  entonces  un  punto  de  equilibrio 

:EO E R del sistema i ( 1 )  = F( : c )  , se llama  hiperbólico  si  todos los valores propios  de DP(s0) 
tienen  parte  real  diferente  de  cero. 
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linealizar el sistema de ecuaciones (60) en las coordenadas (t', O, u) , alrededor de cada 

punto de equilibrio con v # O : 

con valores  propios 

4.5 Lema. 

Sea I$ E A un  punto  de  equilibrio  hiperbólico  del  sistema (60). Entonces  existen variedades 

invariantes en ElL U A ,  asociadas a Po con  las  siguientes  dimensiones 

1. Si v~U1'(OO) < O , se tiene  dim W" = 1 , dim W" = 2. Respecto del flujo en A , 1'0 

es punto  silla  cuando vo < O ,  y es punto  atractor cuando vo > O .  

2. Si v0U1'(O0) > O ,  se tiene  dim W" = 2,  dim W" = 1 . Respecto  del flujo en A ,  /'o 

es punto repulsor  cuando v0 < O ,  y es punto silla cuando > O .  



Dado quc c l  segundo tdrnlino sc anula e11 los puntos críticos del potencial,  podemos 

conoccr  los pariirnetros que llaccn 1/”(00) = O .  Entonces obtenemos el siguientc  resultado. 

4.6 Lema. 
El sistema (60) sólo tiene  puntos  de  equilibrio  con  los  potenciales U1,  U3,  U5, y U10. En el 

caso de  las  formas  genéricas U1, U3, y U5, los puntos  de  equilibrio son hiperbólicos, y para  la 

forma  degenerada U10 los puntos son  no  hiperbólicos. 

DEMOSTRACION. Al inicio de cstn  secciót~  se  encontró que sólo pueden existir puntos de 

equilibrio con los potenciales Ill, U3, U5, y U10 (ver tabla l), por lo quc sólo rcsta ana1iza.r 

O B S E W A C I ~ N .  Consideremos las soluciones del sistema (60) con el potencial degenerado 

US, y energía h = O .  Entonccs por (cil), se deducc que u ,  u ,  y O tienen los valores fijos 

O ,  O ,  y 00,  rcspectivamcntc. L l q o  por clcfinición d c  estas coorclc1~acI¿q tenemos que 

110 existe movimicllt,o, y quc cl cocicutc LL es constatite. Esto sc pucdc cxplicczr. cuamclo 

vemos e11 la tabla 1 que A l 2  < O ,  As,, < O ,  y X13 > O ,  lo cual implica  que las partículas 

“opuestas” se repelen, y las  “no opuestas" se atraen. Esta combinación dc fucrzas sc anula 

cua,trdo O = O0 cn l a  configura.ci6n  romLoida1, (le 111:~tlcra quc la fucrza actuantc sobrc 

cada. partícula cs ccro. 

2’2 

4.5 Regularización de colisiones dobles 



1-2, similarmente cuando X34 > O y O 3 O ,  sucede11 las colisiones 3-4. Así,  en el caso 

que X 1 2  < O y XJ4 < O 110 existen ningún tipo  de colisiones dobles. 

Las sit~gtllaridades  causadas en las ecuaciones (60) por  este  tipo  de colisiones las eli- 

minaremos  mediante un procedimiento llamado regularización, donde se extienden  analí- 

tica,mente las óhi tas  de colisión doble más allá del tiempo de colisión. Aquí  aplicaremos 

la regularización de  Sundman  que consiste en una  reparametrización  en el tiempo: 

a7 dS = ./(O), y un cambio  dc variablcs: w = u j ( 0 )  , donde S es  el nwvo tiempo, y 
f ( 0 )  = sen O COS O tiene la propiedad cle eliminar las singularidades del potencia] (62). 

Las ecuaciones de movimiento en las coordenadas r, u, O, w ,  estiil dadas por 

dl- 
ds 
- = 7’uf(O),  

con relación de encrgia dada por 

Dado que los productos j(O)U(O) y J2(0)U’(O)  son funciones analíticas en [O, , 
tcnernos que el sistema (68) y l a  relación de energía (69) son analíticas  para O E [O, 51 . 

Después  de  aplicar  la  regularización, los puntos  de  equilibrio  del  sistema se conservan,  además 

de  que  la  variedad  de colisión y el  flujo  definido  sobre ella  alrededor  de  los  puntos  de  equilibrio, se 

mantiene  cualitativamente  igual.  Entonces  la  información  sobre la hiperbolicidad y las  variedades 

invariantes  asociadas a ellos, también se conserva. 

(r, u ,  o, W )  S )  -A (7.)  -21, o,  -211, - S ) ,  

cntonccs para cada  órbita cn A ,  existe otra  que se obtiene dc la anterior, can-lbiando c l  
signo dc u, tu,  s .  Cuando csto succde, se dice que cl flujo cs reversible. 
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Variedad de c o l i s i ó n  

La variedad de colisi6n total en las coordenadas r, u ,  8 ,  w esta dada por 

A = {(r, U, O ,  W) : 1' = O ,  w2 + ~ ~ f ( 0 ) ~  = 2U(U)f2(U), O E [ O ,  511, 7r 

y el flujo definido sobre A esta dado por 

(1 o 
dS 
" - 20 , 

4.7 D e f i n i c i ó n .  

Un  campo  vectorial F es casigradiente  repecto  a  una  función 1 1 ,  si 1 )  es creciente a lo 

largo  de  las  soluciones  de .+ ( t )  = Iz (x) que no  son  puntos  de  equilibrio. 

4.8 P r o p o s i c i ó n .  

El flujo sobre A es casigradiente  respecto de la  coordenada v .  

Existen  escencialmente 4 variedades  de  colisión A I ,  122, A3, A d ,  dadas por las formas 

genéricas  del potencial U1, U3, U5, U7 (tabla l ) ,  respectivamente.  En la  figura 4.3 se 

muestran las proyecciones en las coordenadas V ,  U, u), de estas  variedades, obtenidas  por 

revolución  alrededor  del eje U .  El flujo en cualquier  variedad  de  colisión está determinado  por 

el sistema  de  ecuaciones (70), y  tiene dos características generales: las  lineas  de flujo espiralean 

a contrareloj  y la  coordenada v es creciente a lo largo  de ellas; las cuales se obtienen  de 

la  tercera  ecuación  de (70) y la  Proposición 4.8 respectivamente.  Respecto  de los puntos de 

equilibrio,  existen  dos  por cada punto  crítico del  potencial. 
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Con lo anterior podemos describir el flujo sobrc A2 y A,, . En la variedad clc colisión 

A 2  (homeotnorfa a una esfera) hay dos puntos  de  equilibrio  que son hiperbólicos, atractor 

y repulsor por el Lema 4.5. Observdmos clue e11 este caso no existen colisiones binarias 

pues ambos parámetros X12 y X34 son negativos. Las lineas de flujo giran a contrarcloj 

y crecen en la direccicin positiva de la coordenada TJ . 
La variedad de colisión Azl (homeomorfa a una esfera sin dos puntos) no  tiene puntos de 

equilibrio, y todas las lineas de flujo  son cualitativamcnte igualcs (figura 4.4). Observemos 

q11c aqru' no tenemos colisiones entre las partículas 1 y 2, ya  quc XI2 < O .  

2) 

W J+ o 



para 210 > O u11 atractor y un punto silla. Sea A el punto silla con vo < O ,  entonccs la 

variedad cstable  correspondiente, está constituida  por las órbitas 14’2’ y W2- , como  se 

muestra  en la figura 4.5s. Las dos órbitas  de la variedacl inestabIe W;,+ , origiuan 

quc cl  flujo que surge  de ambas cx!;remidaclcs de 123 continue  por dos bandas (figura 4.5b). 

Por la simetría L ,. cl flujo para II > O se  obticne del  flujo para < O ,  con lo cual 

conclui~nos que y Wit-  determinan cl flujo  en la variedad de colisidn. 

v=o 
V 
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entonces  por  continuidad  existe un valor para el que WI'+ términa en el punto B (figura 

4 . 6 ~ ) .  
En la práctica,  se  observa  que  existen  muchas selecciones de los 3 parámctros,  tal que 

suceden las conexiones anteriores. Las evidencias  numéricas  muestrall  que  existe una can- 

tidad al menos numerable de selcccioncs de  parámetros, para los cuales  existen conexiones 

de las subvariedades  invariantes. Un andisis numérico más  detallado a este respecto, es t i  

fuera de  nuestros objc;tivos, que son básicamente  analíticos. 

4.6 Variedad del infinito  para h = O 

Con el objetivo  dc cstucliar cl co~nportarniento  de las soluciones clc escape dc:l sistema 

(GS), i~~troduci~nos cl cambio tlc coordenadas p = - . De manera clue el i l l h i t o  para la. 
coordcnada radial r , ahora sc analiza con p = O .  

1 
1' 

Las ccuaciones de movimicnto (68) en las coordenadas p, v, O, w est,á,n dadas por 

dU) 
- = [T + (/(O) + h r ]  2f(O)f ' (O) - ?/(O) + U ' ( 0 ) f 2 ( O ) ,  

-O2 

dS 

[;+ ( ) - V(O)~'(O)] p = h f 2 ( 0 ) .  (72) 

E o  = { ( p ,  17,  O, 20) : p > o ;  w2 + V 2 f 2 ( O )  = 2 U ( O ) j 2 ( O ) ,  O E ( O ,  ;)} . ( 7 3 )  

N = { ( p ,  v ,  o,  w) : p = o ,  w2 + v 2 f 2 ( 0 )  = 2U(O)j"O), o E ( O ,  ;)}. (74) 
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O B S E I ~ V A C I ~ N .  Para It = O ,  las  variedades  de  colisión y del infinito son  iguales, y también 

el flujo  definido  sobre ellas. 

Consideraudo  que o pucde obtenerse de la relación w2 + 0 2 f 2 ( 0 )  = 2 U ( 0 ) f 2 ( 0 ) ,  
linealizamos  el sistema (71) en Eo U N en las coordenadas ( p ,  O ,  211) , alrededor del punto 

dc equilibrio ( O ,  O", O ) ,  obteniendo 

con valores propos 

luego el Lcma 4.5 se modifica dc la siguiente ~nanera: 

4.9 Lema. 

Sea Po E N un  punto de  equilibrio,  tal  que la coordenada 0" de  este punto satisface 

U"(0,) # O .  Entonces  existen variedades invariantes en E,, U n/, asociadas  a P o  con las 

siguientes  dimensiones: 

1. si 11" < o,  y U'l(0") > o ,  
se tiene  dim W" = 2, dim W" = 1 , además Po es punto silla en N. 

2. si Vo < o ,  y U"(0") < o ,  
se tiene  dim W" = 3 ,  dim IY" = O ,  además f" es punto repulsor en N .  

3. si vg > o,  y U y O , )  > o ,  
se tiene  dim kv" = 1 ,dim W" = 2, además Po es punto silla en N .  

4. si TJ, > o ,  y U'yO,) < o ,  
se tiene  dim kvu = O ,  dim W" = 3 ,  además f$ es punto  atractor en N .  



DEMOSTRACION. Análoga a la demostración del Lema 4.5. 

4.7 Flujo global en Eo 

En esta sección describircmos el flujo cn el nivel de energía E",  lo cual mostrará como 

cs cl movimiento de las partículas para soluciones con energía h = O : 

Exccpto por la primera ecuación del sistema (68) ,  es cxactatnente lo mismo  hacer h = O 
6 t' = O cn (68) y (69). Cuando  csto  succdc clecimos que el flujo en Eo es proyectable 

sobre A ,  es decir, dada  una  órbita y(.) = (r, 'u, O, w ) ( s )  de (68) cn Eo, se ticne que 

$ ( S )  = ( O ,  v ,  O, zu)(s) es una órbita de (GS) cn A .  La coordenada t ' (s)  se obticnc de la 

primera ccuación dc (tis), cncontrando que +(S) < O cuando 'u(.s) < O y +(S) > O cuando 

.u(.) > O .  De esta l n a w x ,  el lllljo CII l3" sc obticnc a partir c l c  su proyccción a la varieclad 

de colisión. 

Fit~alnlcntc, para clcscribir c l  movimicllto rolnboielal de las partículas, proycctslnos la 

órbita y(.s) E Eo al plano de configuraciones (r, O ) ,  y consideramos que 

La coordenada O cscencia.lmcutc micle la mitad clcl ingulo q u e  hay en el v6rtice 2 de la 

figura ronlboidal, clc tal mancra  quc si cl;j cs l a  clistancis catre las  l>artículas i ,  j , cntonccs 

Soluciones  homotéticas 



rccibc e l  nornbrc de soluciones homotéticas, y se Ilannan así, porquc en todo  momento 

torman una hotnotecia de una CC dada. I3stas soluciones conectan las variedades de colisión 

y del infinito por  sus puntos de equilibrio. Para vo > O ,  inicia en A (r = O )  y termina 

en N (r = 00). Para o. < O sucede lo cont,rario. 

Las CC (definidas en (3.1)) para el problema  romboidal  (newtonians o cargado)son  aquellas 

configuraciones (r, O), tales  que O es punto  crítico del potencial U ( 0 ) .  Esto hace importante 

la diferencia  que  existe  entre el problema  romboidal  donde  existe  un  punto  crítico,  y el problema 

romboidal  cargado  donde  puede  haber  dos, pues cada punto  crítico del potencial genera  una 

clase de Configuraciones  Centrales que nos  dan soluciones  explícitas del problema. 

Otras soluciones 

Así, la órbita ‘p en Eo, que se proyecta a A3 sobre o1 , inicia en la variedad del infinito 

y termina en la variedad de colisión. El Inovimicnto  romboidal es “plllsantc” alrededor de 
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l a  Configuración Central 01 , no contiene colisiones dobles, y termina  asintóticamente en 

colisión total por la Configuración Central 0 2 .  Por la combinación de  fuerzas, las partículas 

1 y 2 una vez que se empiezan a acercar ya no pueden alejarse,  por lo que debe existir un 

momento a partir del cual, ellas siempre se están  acercando hasta llegar a colisión tota.1. 

Entonces las partículas 3 y 4 son las que pulsan, pues se repelen entre si y a Is vez son 

atraídas por las den& partículas (figura 4.8). 

o 

W 

-ut- - U*- 
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Las órbitas en Eo que se proycctan sobre ~2 terminan en la variedad de colisio’n. El 

movimiento inicia con infinitos choques 1-2, y termina  asintóticamente en  colisión total por 

Configuraciones Centrales (figura 4.9). 
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Apéndice. La función U(0)  

A continuación hsrcmos un análisis delsllado del polencial U(0)  , con  el objctivo de 
caracterizar sus diversas formas. Supondremos  que X12 y X34 son diferentes de cero, y 

por lo tanto, el potencial está definido en el intervalo ( O ,  ;) . 

Derivando U ( 0 )  respecto de O , obtenemos 

13scribicndo U'(0)  en tcr~nirlos de estos Ixtrámetros, obtcnemos 

ahora, clcfiniendo l a  funcicin 

P 
fi g ( 0 )  = - 3 

U ' ( 0 )  = J' x:,,t - y(0)  . scllu 

L cos2 o 

k > l ,  Y 

O, = srctan JX 2. Sea O, un punto crítico clc g , cntonccs 
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DEMOSTRACION. 

l .  Los límites son inmediatos de la clefinición de 9.  

2. Dcrivands g(0) obtenemos 

3. Evaluando g en  su punto crítico obtcnemos la expresión deseada. 

lilng(0) = “03, y l i l n  g(0) > O .  
0 4 0  O+ 2 

Al Lema. 

Para X I 2  # O ,  XJCi # O ,  la  función U ( 0 )  tiene O, 1 ,  6 2  puntos  críticos en (O, :). 

o Si /3 > O ,  hay un  p.c.  que  puede ser máximo o minimo. 



o Si p < O ,  k > 1 , g ( 0 0 )  > O ,  hay 2 p.c.  uno es máximo  y el otro es mínimo. 

o Si p < O ,  X: > 1 , ~ ( 0 , )  = O ,  hay  un  p.c.  de  inflexión 

o En  cualquier otro caso no hay  puntos  críticos. 

Signo de U ( 0 )  evaluada en su punto crítico 
A continuación  examinaremos el signo dc U(Oo). I-iaciendo U'(Oo) = O en (75) y 

simplificanclo, rcsulta 

factorizando cos" O en (62) y sust,ituyendo Xlz tlc (79) cn la expresión factorizada, se 

obtiene 

y si a # 1 , sustituimos Al3 dc (79) c11 (SO), rcsultanclo 
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Cuando P > O ,  (80) y (81) no determinan el signo de U ( O 0 )  , por lo que proccdcmos a 

cstudiar con detalle la función 

Entonces U ( 0 )  puede expresarse como 

U(O) = c p ( O ) ,  
2 COSO 

R 

1. liln cp(0) = + m ,  
0-0 

Y lim cp(0) = - > O . tJ 
O-+ = Jcu 

DEMOSTRACION. 

2. Dcrivando cp(0) respecto tlc O ,  se obtienc 

Alwra procdcnlos a desglosar cl caso p > O .  
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Si -87 > 1 y cp(0,) > O ,  cntonces ~ ( 0 )  es sicmpre positiva y la conclusi6n cs l a  misma. 

Si -87 > 1 y ~(0,) = O e~tonces  U(&) = O .  Esto se sigue  dcspúes de dcrivar ( 5 3 )  
respecto de O y evaluar en O,, encontrandose que O. = O,. 

Si -87 > 1 y ~(0,) < O cntonces de (83) se sigue que U(0, )  tiene el signo opuesto a 

X3.1. Lucgo, si consicleramos que U ( 0 )  ticncle al infinito (con cl signo de X3,,) c11 los 

cxtrcmos de (O, 4), se obticne: 

Resu~l~imos las conclusiones anteriores en el siguiente  resultado que complcmcnta al 

Lcma A I ,  dando cl signo de U(&) . 

A2 Lcma. 

Dados X I 2  # O y X34 # O ,  el  potencial U(O) evaluado en sus puntos  críticos,  tiene los 

siguientes signos: 

0 Si @ > O ,  -87 > 1 ,  ~(0,) = O, entonces U(&) = O 

o Si > O ,  -87 > 1 , cp(0,) < O, entonces sign 1/ (00)  = -sign X3,, . 

o Si P < O ,  b > I , entonces sign ( / (Uo)  = -sign X3,, . 
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Tabla 1 

Gráficas de la función x = U(0) 

parálnetros 

P>O 
-sy 5 1 

P>O 

c p > o  

............... 

-87 > 1 

P>O 
-sy > 1 

cp<o 

P<O 
k > l  
s > o  

P C 0  
t 5 1  

P<O 
t > I  

s < o  

............... 

8 > 0  
-sy > 1 

c p = O  

P<O 
t > 1  
g = o  

x34 > 0 región  de I l i l l  para 
Ir = o 

u4 

UG 

por (55) 
no existe 

para 

A34 > 0 

Z f  

O -bp 
UD 

A34 < o 

u2 I 

u3 

u5 

I u7 

u10 

región  de Hill para 
I1 = o 

No hay 

rcgión  de IIiil, 
y por lo tanto, 

no existe 
movimiento  posible. 

A 

4 

Y, f 

7s 



Capítulo 5 

El problema colineal  cargado 
de 3 cuerpos 

Considcrcmos 3 partículas con niasas 77?.1, m z ,  7 n 3  E IR' , y cargas qI , qz, q3 E IR., 
y dcjemos que se mucvan bajo sus mutuas  intcraccio~~es gravitacionales y electrostáticas. 

Suponie~~do  co~~dicioncs iniciales que producen un ~novi~nicnto colincal, obtcmcmos lo que 

llamaremos cl problema colinenl cargado de 3 cuerpos, el cual es una gc~leralizació~~ del 
problcnla colineal de 3 cucrpos [ 131, donde sólo sc consideran interacciones  gravitacionales. 
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5.1 Análisis de la ordenación 1-2-3 

En cl estudio del problema romboidal cargado del capítulo 4, encontramos que las 

ecuacioncs de movimiento forman una familia de sistemas Namiltonianos con dos grados 

de libertad, lo cual se veía traducido en que el análisis dc la dinámica dependía de la forma 

de una  funci6n U : (O, ;) -+ nt que llamamos el potencial U(O) . 
Ahora, en el problema colinca.1 carpdo dc 3 cuerpos igualrncnte tenemos un sistema 

hamiltoniano con dos grados de libertad, y la dinámica tambikn depende de la forma de 

un potencial U ( 0 )  ,’ donde O E ( O ,  :) representa la razón de distancias de la  partícula. 

central  hacia las otras  dos, de ~natlera quc O = O implica colisión doble entre la pa.rtícula 

1 y la partícula 2,  que representaremos por colisión doble 1-2, debido a que las estaremos 

mcncionanclo  con frecuencia; análogamente O = implica colisión doble 2-3. 

La grzlfica del potencial se obtiene conociendo los puntos críticos y los comportamientos 

asintóticos en los extrcrnos dcl intervalo ( O ,  :). Catla punto crítico csti  asociado con  una 

CCC, las cuales ya fueron cstudiadas en el capítulo 3 para los dilkrclltcs valores de masas y 

cargas, dot~tlc cncontramos quc para una misma ordenación de 3 partículas ~~ucdcn  cxistir 

hasta 3 CCC, in~plicando un potencial U(O) con 3 puntos críticos. Por la relación que tienc 

el problema colineal cargado con  el capítulo 3 ,  debemos obscrvar que cl parámctro que aquí 

definimos como Xkl = m k m l  - ( I k q  , en cl ca.pítulo 3 se  define  como X, = n21;771.[ - q k q l  , 
donde (IC, I ,  11) es una ~~crmutacicin de la terna ( 1 ,  2 ,  3). 

Cu;wtlo c l  movirllicllto t i c d o  ÍI l a .  colisitill clol.)lc 1-2 (O = O ) ,  c!l pot,c:llcial ticntlc 

asintóticamcntc a +m si X12 > O ,  o -m si X12 < O ,  P;ml las colisioncs dobles 

2-3 (O = T) sucede lo mismo, pero con cl parkmtro X23 (figura 5.2). 



si consideramos  masas y cargas con la ordenación 1-2-3, tales  que X12 > O, X23 > O ,  y 

X I 3  < O ,  podcntos estar  en el caso mis iuleresante dc 3 CCC (sección 3.5.1),  cuyo  potcncial 

correspondiente Ul tiene 3 puntos críticos  (figura  5.3a). 

No pcrdamos  de.  vista  que el problema colineal cargado es una generalización del pro- 

blema newtoniano colineal de 3  cuerpos  [13], el cual se obtiene  considerando  cargas  nulas, 

con lo cual X12 > O, X23 > O ,  X13 > O , y de la sección 3.5.1 vemos que existc  exactamente 

1 CCC, correspondiendo un potellcia1 con un punto  crítico (figura 5.3b). 
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de energía. Cabe skííalar que con la introducción de las coordenadas  de McGehce, las 

ecuaciones de lnovimicnto dejan de ser Mamiltonianas, sin embargo la relación de energía 

sigue conscrvandose y se clitnina. la singularidacl por colisión total, crcandosc una variedad 

invariante de dimensión dos, llamada variedad de colisión total A , caracterizada por 

r = O y la, relación de cncrgía,, 

Daclo quc A c I R 4  y 7- = O ,  considercrnos la proyecci6n de A al cspacio tlc 

coordenadas v ,  O, u. Pars  cl caso del potencial U1 , la proyección de la variedad de 

colisión correspondicnte A l  es u m  superficie clue se hacc 1 1 0  acotrLcla cu;tntlo la. coordcnada 
O tiende a los extremos dcl intervalo (O, 2) , ver figura 5.4. 

F I G U R A  5.4 Variedad de colisión Al , para el potencial U1 . 

Puede observarse que todo esto se ha  desarrollado  con  detalle  para el problema  romboidal 

cargado  en  el  capítulo 4, y como el problema  colineal  cargado  de 3 cuerpos  presenta  las mis- 

mas  características  en  las  ecuaciones  de  movimiento  (sistema  Hamiltoniano  con  dos  grados  de 

libertad),  aquí sólo estamos  usando los resultados  obtenidos. 
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El flujo definido sobrc A1 es casigradiente  respecto de la coordenada v , i.e. v crccc 

con  cl ticmpo sobre cada  órbita cn A l ,  la cual  además  gira a contrareloj.  Cada  punto 

critico del potencial, se ve reflejado en A1 , en dos  puntos  de  equilibrio hiperbólicos. De 

cada lnínimo local del potencial U1 se obtienen dos puntos  silla en A1 , los cuales  ticncn 

asociadas  variedades  estables c inestahles de dimensión uno. Y del máximo local de U1 , 
sc  obtiene un atractor y un rcpulsor sobre 121 . 

FIGURA 5.5  Varicdatl  dc  colisión Al dcspués de regularizar. 

Flujo  global sobre el nivel de energía h = O 



cs dccrccicnte si v < O ,  y cs crecicnte si v > O .  En particular sobre las Órbitas 

yl ,  y2, y3, y,i, la coordcnada t' es decrccientc y tiendc a cero. l~inalmente, proyectamos 

las so1ucio:~cs 'p, en el plano de configuraciones t', O ,  obteniendo  las  curvas mostradas 

en la  figura 5.7. 

e 
W 

r 

O 

S4 



soluciones (p2 y q3 conectan  la  variedad del infinito con la variedad clc colisión tota.1, 

accrcandose a ambas variedades  asintóticamente por CC. Observemos de la íigura 5.7, que 

la  coordenada O oscila inicialmente  alrededor  de 0 2 ,  y termina  asintóticamente en 01 o 

03. En cualquiera de los dos casos, la, coordenada O es t i  acotada por el intervalo (01, O,) , 
y por lo tanto, no existen colisioncs dobles. 

Rcspccto del movinlicnto colineal dc estas solucioncs, la oscilación puede ser explicada 

de la sigllicnte 1nrZncra: la. partícula 2 (t1coot;tcl;L por “2”) es atraida por “1” y se accrc;Ln, 

a la  vez que “3” es atraida por “2”, haciendo que esta se acerque  a “1” hasta que se alejan 

por su mutua repulsión, entonces “2” se aleja  de “1” accrcandose  hacia “3” ,  a la vez que 

“1” cst& siguicndo a “2” porque se atraen, esto  hace  quc las partículas  extremas sc acerqucn 

hasta que su fucrza clc rcpulsión las aleja, y este proceso se repite  mientras el tamaiio de 

la configurac,ión est6 disminuyendo hasta que se produce la colisión total. 

”-3’ 4“- 
@ @  43 4% y a s í  hasta 

5.2 Diferentes  ordenaciones 



sidcrando: X I 2  > O ,  X23 > O ,  X 1 3  < O , sabemos que la partícula  2  atrae a "1" y "3", y 

estas sc rcpclen entrc si. 

Respecto de  las colisiones dobles en la ordenación 2-1-3, las partículas  izquicrda y ccntral 

sc atraen y colisionan,  las  partículas  central y derecha se repelen y no colisionan. El 

potencial  correspondicnte Vz , ticnde a +o0 en 0 = O y tiende a "o0 en O = :, 
debido a los signos de los parjmctros X12 y X13. 

Para la ordcnación 1-3-2, sólo hay colisión doble cntre las partículas  ccntral y derecha 

(colisión 3-2). El potcncial U3 en este caso, tiende  tiende a "o0 en O = O y tiende a 

+o0 cn O = :, debido  a los signos dc X13 y X 2 3 ,  respcctivamentc: 

Suponiendo quc' hay 2 CCC para. la  orclenación 2-1-3, y O CCC para la ordcnación 

1-3-2, tenemos potenciales U2 y U3 con las formas mostradas en la  figura 5.9. Las 

corrcsl)o~~dicntcs variedades tlc colisión total A z  y A,, son  sup(:rficics de dirncnsión dos, 

11omclnorhs a una esfera menos dos puntos  (figura 5.10). 

6 / :  
1-2-3 

6 / :  
1-2-3 

4 
O 



con un  número infinito de colisiones dobles 2-1, mientras la configuración se reduce hasta 

producirse una colisión total asintóticamente por CCC. Cabe mencionar que despuds de 

cada colisión 2-1, la partícula  central “1” se dirige  hacia la “3” y anlbas se rcpclcn pues 

X13 < O ,  no obstank, el movimiento termina en colisión total,  asintóticamente por la CCC 

01 
En el movimiento colineal clc la  solución ~6 , no existe ningún tipo de colisión, la  con- 

figuración siempre decrece oscilando alrcdedor de  una CCC y terminando  asintóticamentc 

en la  CCC 02 (figura 5.11). 
En la ordenación 1-3-2, sea p7 una solución cn Eo cuya proyecci6n a A3 sea la órbita 

~ 7 7  dc la figura 5.10, y las proyeccio~~cs al plano r, O estrin  en In figura 5.1 I .  Entonces cl 

movimiento colincal para 9 7  se desarrolla.  con  un número infinito clc colisiones dobles 3-2, 
mientras la configuración sc rctluce y lucgo crccc sin producirse la colisión total. 

- t ” D  
h e  2 W J -D A 

5 0  

-v. - -P, - 

5.3 Conclusiones 

La. generalización hccha c11 este  capítulo al problcma colineal de 3 cucrpos [13], mucstra 
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cambios muy interesantes en el rnovimicnto colineal. Estos cambios surgen por la com- 

binación  de fuerzas atractivas y repusivas, que  11acen variar el número de CCC por cada 

ordenación. En el cjemplo que analizamos hay 3 CCC cn la ordenación 1-2-3, y ccro CCC 
con alguna otra ordenación. Esto no sucede en el problema newtoniano colincal, donde hay 

1 CCC en cada ordenación. 

En la dinámica, lo anterior se refleja en la obtención de rnovimicntos  que no podían 

suceder  cuando sólo considerabamos la fuerza gravitacional. Colno ejemplo, tcncmos el 

movimiento colineal de una  solución no holnotética p j ,  que termina en colisión total sin 

pasar por colisiones dobles. 



Conclusiones Globales 

Con el estudio  de los problemas cargados, hemos observado la forma como se ex- 

tienden algunos  resultados correspondientes a problemas  newtonianos de 3 y 4 cuerpos, 

qucdando  estos  últimos co~no casos particulares de los problemas  cargados; en los cuales 

hay combinaciones muy  diversas  de fuerzas atractivas y repulsivas entre  partículas, lo 
quc  hacc natural que surgm diferencias respecto  a los diversos resultados  dc  problemas 

newtonianos, particularmente los relaciomdos con las Configuraciones Centrales (CC). 

Igual  que en el caso newtoniano, hay 2 CC no colineales  para  cada  selección de masas 

y cargas, siempre  que X1 = m 2 n 1 . 3  - qZq3,  X 2  = 7~1.1ntg - q1q:j y X3 = 7nIm2 - qlql 

tengan  signos  iguales,  y  las  magnitudes {m, (/m, cumplan la  

desigualdad del triángulo, en caso contrario hay O CC no colineales. La forma  triangular  de 

estas CC puede ser cualquiera  escogiendo  adecuadamente los valores  de  las masas y cargas. 

Esto  implica una  diferencia  escencial  respecto  del caso newtoniano  donde sólo los triángulos 

equilátcros  forman CC no colineales. 

Dada l a .  prcsencia de las fucrzas gravitacioualcs y clcctrostciticas, hay dos situaciones 

cx t rc~ms:  

Cuando  predominan  las  fuerzas  gravitacionales  entonces las CC no colineales  tienen  for- 

mas muy cercanas a los triángulos  equiláteros;  si en cambio, las  cargas  son  las  que  predom- 

inan,  entonces  las CC no  colineales pueden tener  cualquier  forma  triangular. 

Rcspecto de las Configuracioncs Cc~~trales colincalcs (CCC), cncotltramos que cl 

C O I I ~ C O  varía col1 las ordcnacion(:s, rcprcscntando  csto una clifcrcncia rcspccto del caso 

ncwtoniano dor1de hay 1 CCC cn cualquier ordcnación. Fue interesa~lte observar quc 

para una mislna ordcnación potlcmos tcncr hasta 3 CCC; esto es importante por la. 



relación que  tienen  las CC con la dinámica  de las partículas cerca de colisión total, y los 

escapes al infinito. El conteo de CCC lo resumimos en dos casos: 

1.-Cuando X I ,  X 2 ,  y X3 tienen  el  mismo  signo,  existe 1 CCC para  cada  ordenación. 

Aquí está  contenida  la situación que se da cuando las fuerzas gravitacionales predominan 

sobre las  fuerzas electrostáticas (X I ,  Xz, y X3 positivos), cuyo conteo total es cle 5 CC, 
dondc 3 CC son colineales (una por  cada  ordenación), y 2 CC son 110 colincales. El mismo 

conteo se presenta  cuando las luerzas entre  partículas son repulsivas, correspondiendo a 

un problema coulo~nbiano  donde XI ,  X2, y X3 son negativas. 

2.-Cuando X1 , X2 , y X3 tienen signos diferentes, en cuyo caso existen O CCC para una 

ordenación, 1 ó 3 CCC con  otra, y O ó 2 CCC en la  ordenación  restante. Por el Teorema 

3.3 sabemos que hay O CC no colincales, por lo que el conteo total es de 5 CC como 

máximo, y 1 CC como  mínimo (todas colineales). 

Debido a que  las CC no  colineales  del  problema  cargado  de 3 cuerpos pueden tener 

cualquier forma  triangular, es posible  aproximarse a  una CCC tanto  como se quiera  por CC 
no colineales. Esto nos permite  concluir que  teoremas importantes  sobre  Configuraciones 

Centrales en el  problema  de 71.-cuerpos, como son el Teorema  de Moulton, el Teorema  de 

4 5 O ,  y  el  Teorema  del  Bisector,  dejan  de  cumplirse en los problemas  cargados. 

En el capítulo 4, iniciamos cl cstutlio dc l a  clin&mica cualitativa en cl problcma 

romboidal  cargado cle 4 cuerpos, cuyas ecuaciones de movimiento son sistemas I-Iamil- 

tonianos con dos grados  de  libertad. Dado quc el I-Iamiltoniano es una integral primera,, 

es sufcic!ntc estudiar cl flujo sobre cada nivel tlc cncrgía constante. 

Sc observG que las ecuaciones dc movilnicllto depcndcn csccncizlllncntc de una funci6n 

potencial, que depcndc clc 3 parámetros indcpenclicntcs, haciendo quc el potencia.l tenga 

formas cualitativamente  dilcrcnta scgún  el númcro cle ptultos críticos (ver tabla 1, en 

cl a.pdnclicc  dcl capítulo 4). Encontramos que pucc1r:n haber hasta dos puntos  críticos, a 

diferencia del correspondict~tc problema newtoniano donde hay cxactanlentc uno. Cabe 

rwaltar la importancia tlc los puntos críticos, por la rclación directa  que tienen con las 

Configuraciones Centrales, pues cstas configuraciones dctcrminan el co~nportamic~~to dc 

las partículas cerca, de colisi6n tota,l. 



Con cacla potcncial tenemos dinámicas muy diferentes, que aquí analizamos encon- 

trando el flujo global cn el nivel tlc energía cero para cada uno  de  los potenciales. ltcsta 

sin embargo, conocer el flujo global en los demás  niveles  de cncrgía, lo cual representa 

un problema bastante complicado. Basta lnencionar que la región de Hill para el poten- 

cial U3 (ver Tabla 1 en el  apCnclice)  con energía negativa es acotada, lo cual implica la 

posible cxistencia tlc soluciones perióclicas, ciclos límites, y soluciones recurrentes. 

Rcspecto de la  dinámica, obtuvimos el flujo global en el  nivel de cncrgía cero, 

qucdando aún por encontrar el flujo global en los niveles dc energía positivos y negativos, 

quc por lo visto en este trabajo da lugar a, dinámicas reahncntc  complicatla,~. 
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