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Introducciéon

Esencialmente un codigo es una combinacién de signos que repre-
sentan algo dentro de un sistema establecido. Por ejemplo, las letras
del alfabeto constituyen un cédigo que representa sonidos por medio
de simbolos graficos. El lenguaje es un cédigo que representa objetos e
ideas por medio de palabras. La llamada clave Morse es un codigo que
representa letras y niimeros por medio de pulsaciones largas y cortas.

Son muchos los cédigos que forman parte de la vida cotidiana ain
cuando algunos de ellos pasan desapercibidos. Por ejemplo, es de todos
conocido que practicamente cualquier producto que hay en el mercado
cuenta con un codigo de barras, que no es mas que una manera de repre-
sentar graficamente y de forma que pueda ser leido por una maquina,
el nimero de identificacién de un articulo. Los libros cuentan también
con un codigo de identificacién que consiste en un numero conocido
como ISBN (International Standard Book Number), que identifica de
manera Unica un libro y cuyos digitos, ademas, dan informacién sobre
el idioma en que ésta escrito y a qué editorial pertenece. El servicio
postal estadounidense cre6 una forma de codificar ntimeros postales
que representa digitos como arreglos de barras verticales cuyo fin es
ordenar y enviar el correo en forma mas eficiente. Las tarjetas de crédi-
to y los cheques cuentan también con un ntimero que es un cédigo de
identificacién. Todos estos codigos incluyen un digito de control que es
calculado a partir de los demas y cuyo objetivo es detectar cuando se
estd dando un nimero invalido, lo cual puede ocurrir, por ejemplo, de-
bido a un error de tecleado, o bien, en el caso de los codigos de barras,
por un error de lectura que puede deberse a una impresiéon danada o
borrosa del cédigo correspondiente. En ese sentido, estos codigos son
detectores de errores. Sin embargo, dada la importancia de las comuni-
caciones y de la transmision confiable de informacion se hace necesaria
la construcciéon de codigos capaces no sélo de detectar errores ocurridos
en la transmision, sino también de corregirlos. Es asi que en 1948 nace
la teoria de codigos con el famoso resultado de Claude Shannon que
establece que dado un canal de informacién con cierta capacidad (da-
da en bits por segundo) es posible disenar un esquema de codificacién
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8 INTRODUCCION

cuya probabilidad de dar una decodificacién incorrecta sea arbitraria-
mente pequena. Sin embargo, la demostracién de este resultado dada
por Shannon no es constructiva, sino que usa un enfoque esencialmente
probabilistico. El propdsito de la teoria de codigos es, pues, dar méto-
dos para la construccion de cédigos detectores-correctores de errores de
manera que la transmision de informacion a través de canales ruidosos
sea confiable.

La Figura 1 muestra el esquema general de un canal de informa-
cién, que puede ser por ejemplo, una red de computadoras incluido el
internet, circuitos telefénicos, cintas magnéticas, transmision satelital,
etc. El emisor envia un mensaje que consiste de una sucesién de simbo-
los tomados de un cierto alfabeto, sin embargo, durante la transmision
es comun que el mensaje adquiera errores y el receptor no reciba el
mensaje correcto. Una idea bésica en teoria de cdédigos detectores-
correctores de errores es enviar el mensaje que se quiere transmitir
junto con cierta informacion redundante, es decir, se extiende la suce-
sion de simbolos del mensaje a una sucesiéon mas grande en alguna
forma que permita al receptor detectar y algunas veces corregir los
errores que puedan ocurrir. Esto se hace por medio de un esquema
de codificacion, que consta de un conjunto de palabras llamado cddigo
y una funcién que asigna una palabra del cédigo a cada mensaje. Se
envia entonces la palabra codificada a través del canal. Una vez que
se recibe la informacién, se intenta detectar y corregir los errores que
pudieron ocurrir en la transmision, para después recobrar el mensaje
original a partir de la palabra del codigo corregida. A este proceso se le
llama decodificacion. Finalmente, el receptor obtiene un estimado del
mensaje enviado.

Un problema importante es la construccién de codigos que corrijan
la mayor cantidad de errores posible minimizando la cantidad de infor-
macién redundante y que al mismo tiempo reduzcan la probabilidad
de obtener una decodificacién incorrecta.

Debido a la propia naturaleza de algunos canales de informacién los
cddigos inicialmente fueron construidos a partir del alfabeto binario, sin
embargo, son también de gran importancia y han sido ampliamente es-
tudiados diversos tipos de cddigos cuyo alfabeto es un campo finito.
Ademas, en los ultimos anos han tomado importancia los cédigos so-
bre anillos finitos entre los cuales se encuentran Z,s, Z,,, anillos de
Galois, anillos de cadena, etc. Varios grupos de investigadores se han
dedicado al estudio de estos cédigos debido a que tienen importantes
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| Emisor | Codificador I Canal I I Decodificador

r=2x1...Tk c=cC1...Cp y=c+e &
mensaje palabra del vector mensaje
codigo recibido estimado
e=e€1...e,

error

FicurA 1. Estructura de un canal de informacién

aplicaciones, por ejemplo, en la generacion de sucesiones utilizadas en
telefonia celular.

El primer capitulo de este trabajo estd dedicado a dar una breve
introduccion a los coédigos lineales sobre un campo finito con especial
énfasis en la familia de cédigos llamados ciclicos los cuales tienen una
amplia gama de aplicaciones debido a que pueden implementarse de
manera muy eficiente. Entre los codigos ciclicos se encuentran los cédi-
gos BCH y de Reed-Solomon, estos tltimos son usados en la correccién
de errores de lectura en los discos compactos y DVD.

En el segundo capitulo, se introduce un importante algoritmo que
permite decodificar en forma muy eficiente codigos BCH sobre cam-
pos finitos conocido como el algoritmo de Berlekamp-Massey, el cual,
permitié la aplicacién por primera vez de los codigos de Reed-Solomon.

Finalmente, el tercer capitulo extiende las ideas de los dos primeros
a codigos cuyo alfabeto es el anillo Z,:. El objetivo es dar un algoritmo
para decodificar cédigos BCH sobre este anillo. Para ello se describen
brevemente los anillos de Galois y algunas de sus propiedades. Después
se presentan los cédigos ciclicos, més particularmente los BCH, sobre
Zps usando la construccion presentada por P. Shankar en [22]. Esta
construccion conserva las ideas de la definiciéon de cédigos BCH sobre
campos finitos y por tanto permite dar un algoritmo de decodificacion
con el mismo enfoque. El algoritmo presentado se basa principalmente
en una generalizacion del algoritmo de Berlekamp-Massey sobre anillos
de Galois que utiliza las ideas del algoritmo dado por J.A. Reeds y
N.J.A. Sloane en [19] que originalmente fué pensado para anillos Z,,.
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Todos los algoritmos que se incluyen en el presente trabajo son
ilustrados con ejemplos en los cuales, para llevar a cabo los calculos
correspondientes, se hizo uso del paquete computacional Mathematica
5.1.

Este trabajo supone algunos conceptos basicos de distintas areas,
principalmente campos finitos y algebra conmutativa que pueden con-
sultarse por ejemplo en [13] y en [1] respectivamente.



Capitulo 1

Cddigos ciclicos sobre campos
finitos

1.1. Introduccién a los cédigos lineales

En términos sencillos, un c6digo es un conjunto de cadenas de ele-
mentos en un alfabeto dado. En particular nos interesan los codigos
con entradas en algin campo finito. Mds formalmente, consideremos el
espacio vectorial de todas las n-adas sobre un campo finito I, denota-
do por Fy. Diremos que un codigo de longitud n sobre F, es cualquier
subconjunto de Fy' y a los vectores del codigo los llamaremos palabras.

Con el fin de obtener una estructura algebraica mas rica suele im-
ponerse la condiciéon de linealidad, lo cual lleva a la siguiente definicion.

Definicién 1.1.1. Un cédigo lineal C de longitud n sobre F, es un
subespacio vectorial de . Si C tiene dimension k decimos que es un
[n, k],-codigo lineal.

En vista de que un cédigo lineal C es un espacio vectorial, puede
darse en términos de una matriz cuyos renglones forman una base para

C.

Definicién 1.1.2. Sea C un [n, k|-cédigo lineal sobre F,. Decimos que
G es una matriz generadora del codigo si es una matriz de k X n cuyos
renglones forman una base para C.

Si C es un [n, k|,~cédigo con matriz generadora G entonces sus pa-
labras son las posibles ¢* combinaciones lineales de los renglones de G,
de modo que el codigo esta dado por

_ (= | =~ Tk
C=1{7G|T€F,}
O bien, pensando a la matriz G como una transformacién lineal de
IF’; en Fy,
C =1Im(G)
Un cédigo lineal puede tener muchas matrices generadoras. Para
cada conjunto de k columnas linealmente independientes de la matriz

11



12 1. CODIGOS CICLICOS SOBRE CAMPOS FINITOS

generadora, las correspondientes coordenadas forman lo que se llama
un conjunto de informacion para C. Las restantes n — k coordenadas
forman el llamado conjunto de redundancia de C. Si las primeras k
coordenadas forman un conjunto de informacién, entonces el cédigo
correspondiente tiene una tnica matriz generadora de la forma [I;|A]
donde I es la matriz identidad de k x k. Una matriz generadora tal
se dice que estd en forma estdndar. Cuando un codigo lineal se da por
medio de una matriz generadora en su forma estandar se simplifican los
procesos de codificacién y decodificacién pues en este caso el mensaje
original aparece en las k primeras coordenadas de la palabra codificada.
Dada una matriz generadora G, puede obtenerse una matriz generadora
en forma estandar por medio de operaciones elementales.

Sea C un [n, k],-cédigo lineal con matriz generadora G = [I;|A] y
considérese la matriz H = [—A!|I,,_;] donde A* es la transpuesta de A.
Entonces,

Iy
At

y como H es de rango n — k se tiene que

HG = [~ AY|L,_y] { ] — A+ A =0

ccC siysdlosi He =0
0 equivalentemente,
(1) C={ceF, | H¢ =0}

es decir, pensando a H como transformacion lineal

C = ker(H)

Una matriz H que satisface (1) se conoce como matriz verificadora
de paridad del codigo C.

Para un [n, k|,~cédigo C una matriz generadora es simplemente una
matriz cuyos renglones son linealmente independientes y generan el
cdédigo. Los renglones de una matriz verificadora de paridad H son
también independientes y por tanto H es una matriz generadora de
algiin codigo, el cual, se conoce como codigo dual u ortogonal de C y
es denotado por C*. Obsérvese que C* es un [n,n — k]-cédigo. Puede
definirse el cddigo dual por medio del producto interior pues de (1) se
tiene que

Ct={zeF!|z-c=0 VeeC}
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Un concepto importante de un cédigo lineal y crucial para deter-
minar su capacidad de corregir errores es la llamada distancia minima:
entre més grande es esta distancia, mas errores se pueden corregir (ver
Teorema 1.1.7). Para definirla, damos un par de conceptos previos.

Definicién 1.1.3. El peso de Hamming, p(T), del vector T € Fy es el
numero de sus coordenadas distintas de cero.

Definicién 1.1.4. La distancia de Hamming, d(T,7), entre dos vec-
tores T,y € Ky se define como el nimero de coordenadas en que di-
fieren. Es decir, d(Z,y) = p(T —7)

Es facil ver que la distancia de Hamming determina una métrica
en el espacio vectorial Fy ([9], pag. 8). Esta no es la tGnica forma de
metrizar dicho espacio, sin embargo a lo largo del presente trabajo al
hablar de distancia nos estaremos refiriendo a la distancia de Hamming.

Ahora si definimos la distancia minima de un cédigo.

Definicién 1.1.5. La distancia minima d de un cddigo C es la menor
distancia entre dos palabras distintas. Esto es,

d=min{d(7,y) [T #Y, 7.y €C}

Como d(Z,7) = p(T—7), la distancia minima, d, de un cédigo lineal
coincide con el peso minimo de las palabras no cero del cédigo. Esto
significa que para encontrar la distancia minima de un codigo lineal,
no es necesario comparar todas las parejas de palabras posibles, basta
determinar el peso de cada palabra distinta de cero.

Cuando se conoce la distancia minima d de un [n, k],-cédigo lineal,
nos referimos a ¢él como un [n, k,d|, cédigo. La distancia minima de
un cédigo lineal puede obtenerse a partir de la matriz verificadora de
paridad del codigo como lo muestra el siguiente resultado.

Teorema 1.1.6. Sea C un [n, k|, cddigo lineal con matriz verificadora
de paridad H. Entonces C tiene distancia minima d si y solo si H tiene
d columnas linealmente dependientes pero cualesquier d — 1 columnas
son linealmente independientes.

DEMOSTRACION. Una palabra ¢ € C tiene peso p siy sblo si H¢" =
0 con ¢ un vector de peso p y esto es posible si y solo si existen p
columnas de H que son linealmente dependientes. Por tanto, para que
el coédigo tenga una palabra de peso d deben existir d columnas de H
linealmente dependientes, ademas d sera el peso minimo si no existe un
nimero menor de columnas linealmente dependientes. U
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El siguiente resultado es bien conocido, y da la relacion entre la
distancia minima y la capacidad correctora de un cédigo. Para mayores
detalles el lector puede consultar [9] y [14].

Teorema 1.1.7. Un cddigo lineal sobre el campo F, con distancia mini-
ma d es capaz de corregir hasta |51 errores, donde |z es el mayor

2
entero menor o igual que x.

Daremos ahora una cota superior para la distancia minima que en
general no es muy buena pero lleva a la definicion de la importante
clase de cédigos conocidos como MDS entre los cuales se encuentran
los codigos de Reed-Solomon que veremos mas adelante.

Teorema 1.1.8 (Cota Singleton). Si C es un [n, k,d|,-cddigo lineal,
entoncesd <n —k + 1.

DEMOSTRACION. Una palabra con sélo un simbolo de informacién
distinto de cero tiene peso a lo mas n—k+1, pues tendrd a lo mas n—k
digitos de redundancia distintos de cero més el digito de informacion.

O

Un cédigo cuya distancia minima satisface el teorema anterior con
igualdad se llama Distancia Mdzima Separable (Maximum Distance
Separable, MDS) y satisface que ningin otro cédigo de longitud n y
distancia minima d tiene mas palabras que un cédigo MDS con estos
mismos parametros.

1.1.1. Cbdigos de Hamming

Los codigos de Hamming son probablemente los méas conocidos entre
los cédigos lineales detectores correctores de errores. Fueron descubier-
tos en forma independiente por Marcel Golay en 1949 y por Richard
Hamming en 1950. Estos cédigos corrigen un error y son de fécil co-
dificacién y decodificacién. Para més informacién sobre estos codigos
pueden consultarse [9], [14], y [21].

De acuerdo al Teorema 1.1.6 la distancia minima de un [n, k|, cédi-
go lineal con matriz verificadora de paridad H es el menor entero d
para el cual existen d columnas linealmente dependientes en H. Por
tanto, la matriz verificadora de paridad de un [n, k, 3], lineal cédigo
(cuya capacidad correctora es de un error) tiene la propiedad de que
ningiin par de sus columnas es linealmente dependiente pero existen
tres columnas que si lo son. En el caso de cédigos binarios (¢ = 2) esto
se logra tomando las columnas de H distintas y no nulas.
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Si el nimero de renglones de la matriz verificadora es r se tienen
2" — 1 posibles columnas que satisfacen la condicién anterior, a saber
los 2" — 1 vectores binarios no cero de longitud r (que corresponden a
la representacién binaria de los primeros 2" — 1 enteros). Los c6digos
binarios de Hamming usan todas estas posibles columnas obteniendo
un cédigo de longitud n = 2" — 1.

Definicién 1.1.9. Un cdédigo binario de Hamming, H,, de longitud
n=2"—1(r>2)esun cidigo cuya matriz verificadora de paridad H
tiene por columnas a todos los vectores binarios no cero de longitud r,
cada uno apareciendo una sola vez.

Por construccién H es una matriz de rango r y por tanto la dimen-
sién del cédigo H, es k =n —r = 2" —r — 1. Ademas, de la discusion
previa a la definicion se sigue que H, tiene distancia minima d = 3. Por
tanto un cédigo binario de Hamming H, es un [2" — 1,2" —r — 1, 3]s~
codigo lineal y tiene capacidad correctora de un solo error (ver Teorema
1.1.7).

Obsérvese que la eleccion de la matriz verificadora de un cédigo de
Hamming no es tnica de modo que hay varios cédigos de Hamming
con parametros dados. Sin embargo, cualquier matriz verificadora de
un c6édigo binario de Hamming puede obtenerse de cualquier otra con
los mismos parametros simplemente permutando sus columnas. En este
sentido, los cédigos de Hamming [2" —1,2" —r — 1, 3]s son equivalentes.

Consideremos por ejemplo el cédigo Hs, conocido como el [7,4, 3]o-
cédigo de Hamming, dado por la matriz verificadora cuyas columnas
pensadas como representaciones binarias de los enteros entre 1 y 7
aparecen en orden ascendente. Esto es,

0001111
0110011
1010101

Para el codigo Hs con esta matriz verificadora la decodificacién es
muy sencilla: supéngase que se envia la palabra ¢ € Hg pero que en
la transmisién ocurre un solo error recibiéndose el vector 7 = € + €,

donde € es un vector con sélo una entrada distinta de cero, digamos en
la i-ésima posicion. Entonces,

HT" = H¢ + He' = He'
pues ¢ esté en el cddigo. Pero He' es la i-ésima columna de H escrita

como renglon, el cual visto como digito binario da la representacion de
la posiciéon en que ocurrié el error.

H =
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Por ejemplo, digamos que el error es € = (0,0, 0, 1,0,0,0), entonces

0001111
Hete=|01 10011
1010101

0
0
0
1| =(1,0,0)
0
0
0

y 100 es la representacion binaria del 4.

Los cédigos de Hamming pueden definirse en cualquier campo fini-
to F,. En este caso la matriz verificadora de paridad H es una ma-
triz de m x (¢" — 1)/(¢ — 1) cuyas columnas son linealmente inde-
pendientes por parejas. Una matriz con esta caracteristica define un
(¢"—1)/(¢g —1),(¢" — 1)/(¢g — 1) — r,3], cidigo. Aqui la equivalen-
cia de los codigos con los mismos parametros es en el sentido de que
la matriz verificadora de un codigo puede obtenerse de cualquier otra
(con los mismos pardametros) permutando las columnas y multiplicando
algunas de ellas por escalares no cero.

1.2. Cédigos ciclicos

Los cdédigos ciclicos son un tipo especial de cédigos lineales que
han sido muy estudiados debido a su eficiente y facil implementacion,
lo cual, lleva a importantes aplicaciones practicas. En esta seccion se
presentan este tipo de cédigos y algunas de sus propiedades maés im-
portantes. Entre los cédigos ciclicos se encuentra la importante familia
de cédigos BCH y los codigos de Reed-Solomon.

Definiciéon 1.2.1. Un cddigo lineal C de longitud n sobre F, es lla-
mado ciclico si dado (co,c1,...,¢n_1) € C también su corrimiento
(Cn—1,Coy -+, Cn_2) estd en C.

EJEMPLO 1.2.2. El cédigo lineal C' = {0000,0101, 1010, 1111} es
ciclico.

EJEMPLO 1.2.3. Sea Hj el cédigo binario de Hamming [7, 4, 3], con
matriz verificadora de paridad

H =

oo -
)
=
O =
— = =
[
—_ o o
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Entonces un vector ¢ = (c¢y, ¢9, €3, ¢4, C5, Cg, ¢7) €s una palabra del
cddigo si y solo si satisface la relacion

101 1100
H¢=]10101110|d=0
0010111
es decir,
C1T = C4+Cg+cCy
Co = C4+C5+Cs
C3 = C5+Cg+cCy

Sustituyendo los posibles valores para cy, c5, ¢g y ¢; podemos obte-
ner todas las palabras del codigo que son,

Hs = {0000000, 1010001, 1110010, 0100011,0110100, 1100101,
1000110,0010111, 1101000, 0111001, 0011010, 1001011,
1011100,0001101,0101110, 1111111}

Obsérvese que para cada palabra de Hjz, su corrimiento ciclico tam-
bién es parte del cédigo y por lo tanto Hj es ciclico.

Sea [F, un campo con g = p" elementos (p primo y r entero positivo)
y sea R, = F,[z]/(z" — 1) el anillo cociente de F,[z] mddulo el ideal
(™ — 1) generado por el polinomio =™ — 1. Las operaciones en R,, son
la suma usual de polinomios y la multiplicacién usual seguida de una
reduccion médulo z™ — 1 y sus elementos pueden representarse como
polinomios de grado menor que n. La funcién,

p:F, — Ry
-1
(ag,a1,...,ap-1) — ag+amx+- -+ a,_12"
es un isomorfismo de espacios vectoriales sobre F, por lo que pode-
mos pensar a los elementos de R, como polinomios y también como
vectores. Lo cual se harad indistintamente a lo largo de este trabajo.

Ahora, si multiplicamos ¢(x) = ¢g + c1x + -+ + ¢,_12" ! por x en
R,, obtenemos

rv-c(z) = corted -+ ia”

-1
Cno1+ cox + -+ cpox”
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pues en R, " = 1. Pero este polinomio corresponde al vector (¢,_1,
Cos- - -, Cn—2) asi que la multiplicacién por = corresponde al corrimiento
ciclico.

De lo anterior se desprende que podemos pensar a un codigo ciclico
como un ideal del anillo R,,. Mas formalmente se tiene la siguiente,

Proposicién 1.2.4. Sea ¢ el isomorfismo definido antes. Entonces un
codigo lineal C C Ty es ciclico si y sdlo si p(C) es un ideal de R,.

DEMOSTRACION. Sea C un cédigo ciclico sobre F} y co+ ciz +
<o+ 2™t € ¢(C). Entonces, el correspondiente vector ¢ = (cy,
C1y---,Cq1) esté en el c6digo y por tanto su corrimiento ciclico (¢,_1,
Coy - -+, Cn2) también estd en C de modo que z¢(¢) = ¢,—1 + cor +
ot ep0x™ 1t € p(C). De lo anterior se sigue que ¢(C) es cerrado bajo
multiplicaciones por elementos de R,, ademds ¢(C) es un subgrupo
aditivo de R,, y por lo tanto es un ideal de R,. Reciprocamente, si
©(C) es un ideal de R,,, dada una palabra ¢ = (¢, c1,...,¢,-1) € C se
tiene que z¢(¢) = cp1 + CoT + -+ + cp0z™ ' € p(C) y por tanto el
corrimiento ciclico de ¢ también esta en C. U

A continuacién veremos algunas propiedades importantes de los
codigos ciclicos sobre F,, para ello se usara el siguiente resultado para
anillos conmutativos.

Lema 1.2.5. Sea R un anillo conmutativo con unidad y sea I un ideal
de R. Entonces los ideales de R/I son de la forma J/I con J un ideal
de R tal que J 2O I.

Teorema 1.2.6. Sea C un codigo ciclico de longitud n sobre F,. En-
tonces,

1. Eziste un unico polinomio mdnico g(x) de grado minimo en
C. Este polinomio es un generador de C, es decir, C = (g(x))
y es conocido como el polinomio generador del codigo C.

2. g(z) divide a 2™ — 1 en I [z].

3. Sear el grado de g(x). Todo c(x) € C puede escribirse en forma
inica como c(x) = f(x)g(x) en Fylz], donde f(x) € F,lx] es
de grado menor que n — r. La dimension de C es n —r. Esto
significa que el mensage f(x) se codifica como f(x)g(x).

4. Si g(x) = go+ g1z + - - - + g.x" entonces
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g 91 g2 -+ g 0 -0
0 g g “ e g’f‘— g’f‘ “ e 0
G: : '.0 1 1 ‘ :
0 go P P gT’

es una matriz generadora para C.

DEMOSTRACION. SiC esun ideal de R,, = F [z]/{z" —1), del Lema
1.2.5 existe un ideal J de F[z] tal que J D (z" — 1) y

C=J/{z"-1).

Es sabido que F,[z] es un anillo de ideales principales y que un gene-
rador de J es el tnico polinomio ménico de grado minimo en J ([6]).
Sea g(z) dicho polinomio. Entonces

J=(g(x)) enF,[x].
Es claro que g(z), pensado como elemento de R,,, es también un gene-

rador del ideal C = J/(z" — 1). Ademds, como J 2O (™ — 1) entonces
" —1¢eJ = (g(x))y por tanto

g(x)|z" =1 en F,[z].

Esto prueba (1) y (2). Ahora, como g(z) genera el ideal C, todo ¢(z) €
C,gr(c(x)) < n, puede escribirse como h(z)g(x) en R,,. Luego, pensan-
do a ¢(x) como elemento de F,[z] tenemos

c(x) = h(x)g(z) + k(z)(@" = 1)
= h(x)g(z) + k(z)q(2)g(x)
= f(x)g(x)

donde f(z) = h(z) + k(z)q(z) y gr(f(z)) < n — r. Esto significa que
los elementos del c6digo son miltiplos de g(x) por polinomios de grado
menor que n — r con las operaciones de F,[z]. Ahora, g(x), zg(x),. ..,
""" 1g(x) son n — r polinomios linealmente independientes en F,[x]
que generan al codigo y como su grado no sobrepasa n— 1 siguen siendo
linealmente independientes en R,,, asi que la dimensién de C es n — r
y queda probado (3). Finalmente, los vectores correspondientes a los
polinomios g(z),zg(z),...,2"""tg(z) son los renglones de la matriz
generadora. U

h(z)g(x) + k
h(z)g(x) + k

Sea g(z) el polinomio generador de un cddigo ciclico C. Como g(x)
divide a 2™ — 1 entonces
Cat—1

o) = g(z)
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k
es un polinomio, digamos h(x) = Zhixi de grado k, llamado polinomio
=0
verificador de C. La razén de este nombre es la siguiente. Si ¢(z) =
n—1

Zcixi = f(x)g(z) es cualquier palabra del cédigo C entonces, en R,
i=0

n—1

k
c(x)h(z) = (Zcixi)(zhizi)

=0 =0

= fl@)@"=1)

e}

En particular, deben anularse en este producto los coeficientes co-

rrespondientes a zF, 2Ft1 ... 2" esto es

Cohk + Clhk_l + -+ Ckh(]
cihy + cohg—1+ -+ cpr1thg = 0

Cn—t—1hi + Co—ghp—1 + -+ cuorho = 0

Considérese la siguiente matriz de tamano (n — k) x (n)

he hi1 -+ hg O -+ 0
0O he - hi hna --- 0
2) g=| . F T
0 0 - hg he1 -+ ho

Las ecuaciones anteriores dicen que si ¢(z) estd en el cédigo C en-
tonces el vector correspondiente ¢ satisface que Heé' = 0. Por otro lado,
como k = gr(h(z)) = n —gr(g(x)) = dimC y los renglones de H son
linealmente independientes, la condicién Hé' = 0 es suficiente para que
c(x) € C. Por lo tanto, H es una matriz verificadora de paridad para
el codigo C.

1.2.1. Factorizacion de 2" — 1

Como el polinomio generador de un cédigo ciclico de longitud n
sobre [, es un divisor de 2™ — 1 estamos interesados en encontrar los
factores irreducibles de este polinomio sobre F,.
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Ya que en F,[z], 2™ — 1 = (2™ — 1)9, basta considerar el caso en
que (n,q) = 1.

Definicién 1.2.7. Al menor entero positivo m tal que n divide a g™ —1
se le llama el orden de ¢ mddulo n y se denota por o,(q), es decir,
¢ =1 mod n.

Sea Z,, el anillo de enteros médulo n. Obsérvese que o,(q) es el
orden multiplicativo de ¢ en este anillo.

Si m = 0,(q), entonces 2™ — 1 divide a 29"~ — 1 pero no divide a
771 — 1 para 0 < i < m. Por otro lado, F m es el campo de descom-
posicién de 27" — x = x(2?" "t — 1), es decir, es el menor campo que
contiene a todas sus raices, por tanto F,m es también el menor cam-
po que contiene a las raices de ™ — 1, llamadas raices n-ésimas de la
unidad. Ahora, como n y ¢ son primos relativos, ™ — 1 y su derivada
na™~! son también primos relativos, lo cual implica que 2" — 1 tiene n
raices distintas en Fym.

Sea G = (g) el grupo multiplicativo generado por ¢ en Z, y con-
sidérese la accién de G sobre Z,, dada por:

x:Gx 42, — Z,
(¢"k) — ¢'*xk=dk
Para 0 < i < n denotaremos por C; a la érbita de i bajo la accién
de G. Es decir, C; = {i,1q,iq?, ... ,ig™ '} donde m; es el menor entero
positivo tal que 7¢™ = ¢ mod n. A C; se le conoce como la clase
ciclotomica para ¢ modulo n que contiene al entero i.

Por consiguiente se tiene una particién {C;} de Z, dada por las
clases ciclotomicas. En particular, Z, = UCZ' donde ¢ corre sobre un

conjunto de representantes de las clases ciclotomicas modulo n. Por
ejemplo, paran =9y ¢ = 2 las distintas clases ciclotémicas son:

Co = {0}
C, = {1,2,4,8,7,5}
Cy = {3,6}

En general, la cardinalidad de cada érbita bajo la acciéon de un
grupo GG es un divisor de la cardinalidad de éste. Por tanto, la cardi-
nalidad de cada clase ciclotémica C; divide a m = 0,(q).
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Ahora, F.. es un grupo ciclico de orden ¢™ — 1y como n divide a
q™ — 1 entonces Fy,. tiene un subgrupo ciclico G de orden n formado
por las raices n-ésimas de la unidad. Sea o un generador de este sub-
grupo, G = (a). A « se le llama raiz n-ésima primitiva de la unidad.
Recuérdese que el polinomio minimo (o irreducible) sobre F, de un ele-
mento # € F,m es el polinomio ménico de menor grado en F,[x] que
tiene a # como raiz. Es sabido que el polinomio minimo de o' sobre F,
esta dado por:

irr(@',F,) = [¢—alllx = (a)]fx = ()] [z = ()"

)

1

]

iq"i T

= (z—a)z—a(z—a) - (z—a
(3) = [[G=-o)
JE€C;
donde m; es el menor entero positivo tal que 2¢"™ = ¢ mod n. Para
mayores detalles sobre el polinomio minimo el lector puede consultar
[21], capitulo 7 pp. 297-300 y [13], capitulo 3 pp. 51-54 y 96. De este
modo podemos escribir a ™ — 1 como producto de factores irreducibles
sobre IF, como sigue:
n—1
(4) at—1= Hz’rr(ai,IFq) = H(x —al)
i 5=0
donde 7 corre sobre un conjunto de representantes de las clases ci-
clotémicas médulo n y la aritmética es la de Fym.

EJEMPLO 1.2.8. Paran = 7y g = 2 se tiene que m = 0,(q) = 3
asi que las raices de 27 — 1 estdn todas en Fg y las clases ciclotémicas
para ¢ modulo n son

Co = {0}
¢, = {1,2,4}
Cy = {3,6,5}

Ademis, se tiene que Fg = Fy[z]/(x® + x4+ 1) y si a es una raiz de
23+ x + 1, genera F} y por tanto es también raiz séptima primitiva de
la unidad. Sea m;(z) = irr(a’,Fy), entonces los polinomios irreducibles
sobre Fy son

me(x) = z—1=x+1
mi(z) = (r—a)(z—a®)(z—a)=2>+2+1
ms(z) = (r—a®)(z—a%)(z—a°)=2"+2%+1

Por lo tanto, 27 — 1 = (z + 1)(2® + z + 1)(2® + 2* + 1).
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Esto nos permite describir todos los codigos ciclicos binarios de
longitud 7 con polinomio generador g(x) que se dan en la Tabla 1.

gi(x dim
Co | mo(z)my(z)ms(x) = 2" — 1 0
Ci |my(x)mg(z) =25 +2°+---+1]| 1
Co | mo(x)my(z) =a* + 2+ 22 +1 | 3
Cs | mo(x)ms(z) =2* + 2+ +1 | 3
Co|mi(z) =2 +2+1 4
Cs | ms(x) =2® + 2% +1 4
Co | 1 7

Tabla 1. Cédigos ciclicos binarios de longitud n = 7.

Consideremos en particular el cédigo C generado por g4(z) = 2% +
x + 1. Del Teorema 1.2.6, una matriz generadora para C es

1101000
011
G_001
0 00

Para dar una matriz verificadora de paridad consideramos el poli-
nomio verificador dado por

h(z) = (2" —1)/(2® +2+1)
R N N R |
asi que de (2), una matriz verificadora para C es

1011100
H=]10101110
00101T11

Noétese que las columnas de H son todos los vectores no cero de
3, luego C es un Hs, o bien un [7,4] cédigo de Hamming (ver Seccién
1.1.1).

0100
1 010
1101

En general, puede decirse cuantos codigos ciclicos de longitud n hay
en R, pues de (4) se ve que 2" — 1 tiene tantos factores irreducibles
como clases ciclotémicas moédulo n. Sea k el ntimero de estas clases.
Para construir un cédigo ciclico de longitud n debe darse su polinomio
generador de modo que sea producto de algunos de estos factores irre-
ducibles, por tanto hay 2* formas de elegir el polinomio generador. Es
decir, el nimero de cédigos ciclicos de longitud n es 2¥ donde k es el
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nimero de clases ciclotémicas para ¢ médulo n. Mas atn, la dimension
de estos codigos ciclicos en R,, son las posibles sumas de las cardinali-
dades de estas clases.

1.2.2. Los ceros de un cdédigo ciclico y la
cota BCH

En la seccién anterior se mostré que si m = 0,(q) y o € Fym es
una raiz n-ésima primitiva de la unidad, entonces podemos factorizar
a 2" — 1 sobre Fym como

mas aun,
t—1= Hirr(ozl,Fq)
i
es la factorizaciéon de 2" — 1 como producto de irreducibles sobre [,

donde 7 corre sobre un conjunto de representantes de las clases ci-
clotémicas médulo n.

Consideremos ahora un cédigo ciclico C en R,, con polinomio gene-
rador g(x). Entonces podemos escribir

g(x) = H H (r — o) = Hz’rr(ai,lﬁ‘q)

i jeC;
donde i toma valores en algtin subconjunto de representantes de las
clases ciclotémicas C; médulo n.

Sea T = UCi la unién de estas clases ciclotomicas. A T se le llama
conjunto de definicién de C y a las raices de la unidad Z(C) = {a'|i €

T} se les llama ceros del codigo C. Obsérvese que |T'| = gr(g(x)).

De lo anterior se concluye que ¢(z) € C si y sélo si ¢(a’) = 0 para
cada i € Ty que la dimensién de C es n — |T|.

Por ejemplo para el cédigo binario C de longitud n = 7 con poli-
nomio generador g(z) = z* + 23 + 22 + 1 construido a partir de la
raiz n-ésima primitiva o como se vid en el Ejemplo 1.2.8, el conjun-
to de definicion de C es T' = Co|JC, = {0,1,2,4} y sus ceros son
Z(C) = {a a,a? a'}.
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Obsérvese que en general, T' depende de la raiz n-ésima primiti-
va elegida. Pues para este mismo ejemplo o es también raiz sépti-
ma primitiva y respecto a ella, el conjunto de definicion del cédigo es
T ={0,3,5,6}, porque

g(x) = (z—(a®))(z = (a®)*)(z = (®)*)(z — (*)%)
= (z—a") (2 —a?)(r —a)(r—a?)

Vamos a decir que el conjunto de definicién T' contiene s elementos
consecutivos si existe un conjunto {b,b+ 1,...,b+ s — 1} de enteros
consecutivos médulo n tal que {b,b+1,...,b+s—1} CT.

Para cualquier codigo es esencial el determinar su distancia minima
para conocer su capacidad correctora. A continuacién se presenta un
importante resultado que da una cota inferior para la distancia minima
de cédigos ciclicos con un cierto ntimero de elementos consecutivos en
su conjunto de definicion.

Teorema 1.2.9 (cota BCH). Sea C un cédigo ciclico de longitud n
sobre F, con conjunto de definicion T' tal que contiene 6 — 1 elementos
consecutivos. Entonces, C tiene distancia minima por lo menos J.

DEMOSTRACION. Por hipétesis, los ceros de C incluyen o, o,
..,a"972 Juego si ¢ € C es una palabra no cero de peso w < § se
cumple que c(ab) = c(ab™l) = .. = ¢(a?t972) = 0. Sea

(5) c(x) = Z ¢,z €C.

Si
oib qizb . qiwb
i+ a2+ L (bt
M =
ai1(b+w—1) OziQ(b_HU_l) . aiw(b+w—1)
v u = (¢, Cip, - - -, Ci,, ), entonces Mu! = 0y como u # 0 se tiene que

det(M) = 0. Pero por otro lado, det(M) = (a1®a®...qtb) detV,
donde V es la matriz de Vandermonde:

1 1 1
v B O{Zl azZ “ e aiw
ail(w_l) aiQ(w_l) . aiw(w_l)

y como los i son distintos, det(V') # 0 lo cual contradice el hecho de
que det(M) = 0. Por tanto, el peso de ¢ es por lo menos 0. O
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1.3. Coddigos BCH

Los codigos BCH fueron descubiertos en el caso binario por A.
Hocquenghem en 1959 e independientemente por R.C. Bose y D.K.
Ray Chaudhuri en 1960. Mas adelante en 1961 serian generalizados a
cualquier campo finito por D.C Gorenstein y N. Zierler. Este tipo de
cddigos estan disenados para aprovechar la cota BCH. Para mayores
detalles se puede consultar [3], [9], [14], [21].

Se desea construir cédigos ciclicos de longitud n con distancia mini-
ma y dimensién tan grandes como sea posible. Una gran distancia mini-
ma se logra tomando un conjunto de definicion T' conteniendo un buen
nimero de elementos consecutivos. Y como la dimension del codigo es
n—|T| se busca que |T'| sea lo menor posible. Por tanto, si se quiere que
el codigo tenga distancia minima por lo menos § debe escogerse T tan
pequeno como se pueda y conteniendo & — 1 elementos consecutivos.

Definiciéon 1.3.1. Sean n, b y 6 enteros tales que 2 < 6 <n y b > 0.
Un coédigo BCH C sobre F, de longitud n es un codigo ciclico cuyo
conjunto de definicion es: T = Cy|JCri1 U+ -\ Cris—2, donde C; es
la clase ciclotéomica para ¢ modulo n que contiene al entero 1. Al entero
0 se le conoce como la distancia disenada del codigo C.

Obsérvese que el polinomio generador de un codigo asi definido es
g(x) = LOM (irr(a®, F,),irr(a™™ F,), ... irr(a®™2 F,))

y que por la cota BCH tiene distancia minima por lo menos §. Ademaés,
cualquier codigo ciclico es un codigo BCH con distancia disenada ¢ = 2.

EJEMPLO 1.3.2. Veamos algunos cédigos BCH sobre 3 de longitud
n = 16. Se tiene que 014(3) = 4 de modo que x'% — 1 tiene todas sus
raices en Fg;. Las distintas clases ciclotomicas para 3 modulo 16 son:

Co = {0}

¢, = {1,3,9,11}
C, = {2,6}

C, = {4,12}

Cs = {5,7,13,15}
Cs = {8}

Cio = {10,14}

Ahora, un polinomio primitivo sobre Fy es z* 4 23 4 2, esto significa
que si @ € Fg es una raiz de este polinomio entonces F§, = (a).
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Ademéds 8 = o es una raiz n-ésima primitiva de la unidad pues su
orden es 80/(5,80) = 16.

Si m;(x) = irr(B%, F3), los polinomios irreducibles sobre F3 son

= zz—1=z+2

= (z—B)(=— ) (z—p3")(z -
= (z—)(z—-p°) =2"

= (z=pfY (-0 =2"+1

= (=) (z—0)(x—-6)(x

= -8 =s+1

= (-8 (z—p")=2>+2+2

La Tabla 1.3.2 muestra algunos cédigos BCH tomando b = 1. Re-
cuérdese que codigos asi construidos tienen distancia minima por lo

menos 9.
) dim | T g(x)

C1 2 12 | ¢y z* + 222 + 2

Cs 3,4 10 | C1JC2 28+t +1

Cs 5 8 C1JC2JCs 28 + 227 + 228 + z* + 223
+2 4+ +1

Ca 6,7,8 4 C1UCQUC4UC5 2 +2$11 +2:c9+2m8+x4
+22% 4+ 22 4+ 2

Cs 9,10 3 |ciUcUCiUCsUCs o' 20t 4 2010 4 29 4 228
+ad+ 223+ 222+ +2

Cs 11,...,16 1 C1UCQUC4UC5UCSU010 $15+$14+£C13+~“+£C+1

Tabla 2. Algunos cédigos BCH de longitud n = 16 sobre F3

Teorema 1.3.3. Sea C un codigo BCH sobre F, de longitud n y dis-
tancia disenada 0. Entonces, dim C > n—m(0 — 1), donde m = 0,(q).

DEMOSTRACION. La cardinalidad de cada clase ciclotémica para g
modulo n es un divisor de 0, (q). Por otro lado, el conjunto de definicién
de un cédigo BCH con distancia disenada ¢ es la unién de a lo méas d —1
clases ciclotomicas distintas, cada una de las cuales tiene cardinalidad
a lo més 0,(q), por lo tanto, la dimensién del cédigo es por lo menos

n — o,(q)(0 — 1)

O
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1.4. Cobdigos de Reed-Solomon

En 1960 Irving Reed y Gustave Solomon [20] presentaron un tipo de
c6digos que ahora llevan su nombre el cual puede verse como una clase
particular de cédigos BCH. Los codigos de Reed-Solomon son de gran
importancia tanto tedrica como practica. Son muy utiles en la construc-
cién de otros cédigos y actualmente son usados en telecomunicaciones,
transmision satelital (por ejemplo, la NASA utilizé este tipo de codi-
gos en sus misiones Galileo a Jupiter en 1989, Magallanes a Venus ese
mismo ano y Ulises al Sol en 1990), en discos CD y DVD, etc. Para
una descripcién mas detallada de los codigos de Reed-Solomon pueden
consultarse [9], [14] y [21].

Definicién 1.4.1. Un cddigo de Reed-Solomon (RS) C sobre el campo
finito F, es un cédigo BCH de longitud n = ¢ — 1.

Obsérvese que en este caso 0,(q) = 1 asi que los factores irreducibles
de 2™ — 1 son todos lineales y las clases ciclotomicas modulo n tienen
cardinalidad 1. Adn mas, las raices de ™ — 1 son los elementos no cero
de F, y una raiz n-ésima primitiva es, en este caso, también un elemento
primitivo de IF,. Luego si C tiene distancia disenada 9, el conjunto de
definicién de C tiene § — 1 elementos y 7' = {b,b+1,...,b+J — 2} para
algin entero b > 1. En general, un [n, k, d],-cédigo lineal satisface que
k <n—d+1 (Teorema 1.1.8), luego del Teorema 1.3.3 se tiene que
k>n—0+1>n—d+1>k.Locual implicaqued =0y k=n—d+1.
En conclusion se tiene el siguiente,

Teorema 1.4.2. Sea C un cédigo RS sobre F, de longitudn =qg—1 vy
distancia disenada 6, entonces
1. C tiene conjunto de definicion T = {b,b+1,...,b+—2} para
algun entero b > 1.
2. C tiene distancia minima d = 0 y dimension k =n—d+1. Es
decir, C es un cédigo MDS (ver pagina 14).

Damos ahora una forma alternativa de definir los codigos de Reed-
Solomon que es la forma en que fueron presentados originalmente por
sus autores. Para k > 0, sea B, = F [z]/(z" — 1), el F,-espacio lineal
de los polinomios sobre F, de grado menor que k.

Sea I' = F} y a un elemento primitivo de F,. El mapeo evaluacion,
evr : P, — Fg_l estd dado por evr(f) = (f(1), f(a),..., f(a?7?)).

Teorema 1.4.3. Sea o un elemento primitivo de F, y k un entero con
0<k<n=q-—1. Entonces,

C = Im(eVp) = eVF(Pk)
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es el [n,k,n —k + 1], cddigo de Reed-Solomon con b =1 sobre F,,.

DEMOSTRACION. Claramente C es un cédigo lineal sobre F, pues
Py, es un espacio vectorial sobre F,. Veremos que tiene dimension k,

para ello sea
Qﬂ . Pk — C

el mapeo dado por ¢(f) = (f(1), f(@), f(a?),.... f(@??)). Si fiy fa
son polinomios en Py tales que sus imagenes son iguales, entonces su
diferencia es cero, es decir que f; — fs es un polinomio de grado a lo
mas k— 1 con ¢ — 1 = n > k raices, asi que debe ser f; = f5. Esto
muestra que 1 es uno a uno y por lo tanto como Py es de dimensién k,
también lo es C. Veremos ahora que si D es el [n, k,n—k+1], RS cédigo
con b = 1 sobre F,, entonces C' C D, lo cual completa la prueba. El

c6digo D tiene como conjunto de definicién a T'= {1,2,... , n—k}. Sea
n—1 k—1

c(x) = chxj € C. Por definicién de C existe f(x) = me:cm € Dy tal
=0 m=0

que ¢; = f(a?) para 0 < j < n. Para ver que ¢(z) € D debe mostrarse
que c(x) se anula en los ceros del codigo D. Si i € T entonces

n—1 n—1 k—1
cla’) = Y at = SN fua™al
7=0 7=0 m=0

a(i-i—m)n -1

k-1 -1 kel
= n;)fm ;a(wmb — n;)fm e

pero a™n =1y o™ £ I puestoque 1 <i+m<n—-1=¢—2ya
es una rafz n-ésima primitiva de la unidad. Por tanto, c(a’) = 0 para
1 € T como se queria. O






Capitulo 2

Algoritmos de decodificacion
para codigos BCH sobre I

En este capitulo se presentan dos métodos para decodificar codi-
gos BCH. El primero es conocido como el algoritmo de Peterson, Go-
renstein y Zierler. Fué originalmente desarrollado para cédigos binarios
por W.W Peterson [18] en 1960 y generalizado en 1961 para cédigos
BCH no binarios por D.C. Gorenstein y N. Zierler [8]. El segundo méto-
do, conocido como el algoritmo de Berlekamp-Massey, fué desarrollado
por E.R. Berlekamp [4] en 1967. En 1969, J.L. Massey [17] muestra que
el algoritmo dado por Berlekamp resuelve el problema de encontrar la
menor recurrencia lineal que genera una sucesion finita dada.

2.1. Algoritmo de Peterson, Gorenstein y
Zierler

Sea C un cédigo BCH sobre I, construido a partir de la raiz n-ésima
primitiva o € Fym y cuyo polinomio generador es

g(x) = LOM (irr(a®, F,), irr(a” F,), ... irr(a®™*71 F,))

Por la cota BCH (Teorema 1.2.9), este cédigo tiene distancia mini-
ma por lo menos 2t + 1 asi que es capaz de corregir por lo menos t
errores (Teorema 1.1.7).

Supdngase que se envia la palabra c¢(x) € C pero que se recibe
r(z) = c(z) + e(x), donde e(x) es el polinomio error con a lo més ¢
coeficientes distintos de cero. Supongase ademdas que ocurrieron exac-
tamente v errores, con 0 < v < t en las posiciones 7y, is, . . ., i,. Podemos
escribir entonces e(z) = e,z + €22 + - - + ¢;, ' donde ¢;, € F, es
la magnitud del [-ésimo error.

31
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Para r(x) y 7 =1,2,...,2t se definen los sindromes como:
Sj _ ,r(ab'i‘j—l)
C(ab-i-j—l) + e(ab-i-j—l)
_ e(ab-i-j—l)

Obsérvese que si el polinomio error es nulo, los sindromes son todos
cero. Con el fin de simplificar la notacién hacemos Y, = ¢;,, X; = alt
para | = 1,2,...,v donde 7; es la posicion del [-ésimo error. Las Y]
son las magnitudes de error y las X; son los ntimeros de localizacién
de error que junto con el nimero v de errores ocurridos son valores
desconocidos. Obsérvese ademas que las X; son todas distintas porque
a es un elemento de orden n.

Se tiene pues el siguiente sistema no lineal de 2t ecuaciones en las
v localizaciones y las v magnitudes de error:

S = YiX{ 4.4V, X}
Sy = VX4 4V, XI

(6) Sy = Y XUy X

Obsérvese que en el sistema (6) los tinicos valores conocidos son los
sindromes y para calcular éstos sélo se requiere conocer el polinomio
recibido 7(z) y los ceros del cédigo correspondiente. Ademads, debido a
la forma en que se definieron los sindromes, este sistema tiene por lo
menos una solucion. La idea es encontrar las Y; y las X; a partir de
los sindromes. Para ello, se definen algunas variables intermedias que
pueden calcularse a partir de los sindromes y de las cuales se puedan de-
terminar las localizaciones de error. Considérese el siguiente polinomio
en F [z],

(7) Az)=Ayz” + Ay 4+ A+ 1

llamado polinomio localizador de errores y definido como el polinomio
cuyas raices son las inversas, Xl_l, de las localizaciones de error, para
l=1,2,...,v. Esto es,

Az)=(1—-Xj2)(1 — Xozx) -+ - (1 — Xyx)

Si se conocieran los coeficientes de A(x) podriamos calcular sus
raices para obtener asi las localizaciones de error. Veamos pues la
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relacién entre los coeficientes de A(z) y los sindromes conocidos. Mul-
tiplicando el polinomio localizador dado en (7) por Yleb vl ha
ciendo x = X; ' se obtiene

0=Y. X7 1+ A X 4+ AX 724+ AXTY)
o bien
}/E(le-i-j-‘rv—l + Aleb-i-j-i-v—Q 4t AUle+j_1) -0

la cual es una ecuacion valida para cada [ y para cada j. Sumando
estas ecuaciones para [l =1,...,v, se tiene:

Z }/}le-i-j-i-v—l + Al Z leb'i‘j-H)—Q + . + AU Z }/}le-i-j—l _ 0
=1 =1 =1

Esto es,
Sj+v + A15j+v—1 + -+ AUS]' = 0

Y como v < t, si tomamos 1 < j < v los subindices indican
sindromes conocidos. En conclusion tenemos las siguientes ecuaciones
que relacionan los sindromes con los coeficientes del polinomio locali-
zador de errores A(x):

(8) A1Sjyo1+NoSjipo+ -+ AS; =—Sj4, paraj=1,...,v

En forma matricial,

i Sl S2 S3 T Sv—l Sv 1T Av i [ — v+1 i

52 S3 S4 T Sv Sv—l—l Av—l _Sv+2

9) Sy Sy Ss o0 Supr Sy Ao | = | —Suss
L Sv Sv-l—l Sv+2 e S2v—2 521)—1 4 L Al _ L _S2v _

Asi pues, el problema de encontrar los coeficientes del polinomio
localizador de errores se reduce a resolver un sistema de v ecuaciones
lineales en las v incognitas Ay, Ao, ..., A,. Sin embargo, se tiene la di-
ficultad de que v es un valor desconocido, a ese respecto el siguiente
resultado es de utilidad.
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Teorema 2.1.1. La matriz de sindromes,

Sl 52 e SM
Mu _ 552 53 e S/H—l
Sﬂ SlH‘l T S2,u—1

es tnvertible st i = v donde v es el numero de errores que ocurrieron.
La matriz es singular si pu > v.

DEMOSTRACION. Sea X, = 0 para p > v. De las ecuaciones (6) se
ve que M, = A, B, A, donde,

[ 1 1 1 7
a_| B % X,
| x xge
y
F Y1.X4 0 0 7
B, - 0 Y X 0
0 0 Y, X, |

con las X; y las Y] definidas como antes.

Por tanto, det(M),) = det(A,,) det(B,,) det(A,,). Si pr > v, entonces
det(B,) = 0 y M, es singular. Por otro lado como A, es una matriz
de Vandermonde, tiene determinante distinto de cero siempre y cuando
sus columnas sean distintas y no nulas, lo cual ocurre si p = v. Ademés
cuando p = v también se tiene que det(B,) # 0. Por tanto si u = v,
M,, es invertible. U

El teorema anterior es la base para un algoritmo decodificador
de codigos BCH con las caracteristicas mencionadas anteriormente.
Primero debe encontrarse el valor correcto de v de la siguiente ma-
nera:

Probar con v = t y calcular det(M,). Si es distinto de cero, éste
es el valor correcto de v pero si det(M,) = 0, se debe disminuir el
valor de v a v =t — 1 para probar de nuevo. Mientras se obtenga un
determinante cero se continia reduciendo en uno el valor de v hasta
obtener det(M,) # 0; cuando ésto ocurre se ha encontrado el valor
verdadero de v.
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El siguiente paso es invertir M, y calcular el polinomio localizador
de errores, A(x), resolviendo el sistema (9).

Finalmente deben determinarse los ceros de A(z) para encontrar
las localizaciones de error. Si el cédigo es binario automaticamente se
tienen también las magnitudes de los errores, pues todas ellas son 1 en
las posiciones en que hubo error. Si no, se retoman las ecuaciones que
definen los sindromes dadas en (6). Como en este punto ya se conocen
los valores de X se tienen 2t ecuaciones lineales en v variables. Las
primeras v ecuaciones pueden resolverse si la matriz

Xb Xt - Xt
e X{H—l X§+1 . X3+1
X{H’-v—l X§+v—1 . Xb+v—1
es invertible, es decir si
1 1 e 1
byb b X Xy o Xy
X X

Si hay v errores, los X; son no cero y distintos. Por tanto en este caso
det(A) # 0 y el sistema (6) tiene solucién.

En sintesis el algoritmo de Peterson-Gorenstein-Zierler para deco-
dificar cédigos BCH es el siguiente:

1. Calcular los sindromes S; = r(a®™~1) para j = 1,2,...,2t.

2. Hacer v =t y calcular det(M,). Mientras det(M,) = 0 hacer
v—v—1

3. Calcular la inversa de la matriz M, y resolver (9) para obtener
A(x).

4. Encontrar las raices de A(z). Invertir estos valores para obte-
ner las localizaciones de error Xj.

5. Resolver las primeras v ecuaciones de (6) para determinar las
magnitudes de error Y.

2.1.1. Ejemplos

EJjempLO 2.1.2. Consideremos el [15,7, 5] cédigo binario BCH con
polinomio generador

g(x) = LCM(irr(a,Fy), irr(a2, Fy),... ,irr(aﬁ, Fy))
= 20+t 241
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Donde
irr(o, Fy)
irr(a®, Fy)

irr(a®, Fy)

irr(a?,Fy) = irr(a®, Fo) =2 4+ 2 + 1
irr(a® Fy) =a* + 2 + 2 + o+ 1
Ry |

La aritmética es la de Fos = Foly]/(y* + vy + 1) y « es un elemento
primitivo de Fgs el cual es raiz de y* + y + 1. En este caso t = 3.
Supéngase que se envia la palabra c(z) = 212+ 2 +2°+ 28+ 27+ 22+ 1
y que en su lugar se recibe r(z) = 2! + 23 + 212 + 2t + 2% + 28 + 27 +
2% + 2% 4+ 1. Para decodificar, primero se calculan los sindromes:

S1
S
S3
Sy
Ss
S6

r(a) = ab
r(a?) = a'?
r(a?) = a'?
r(at) =a’
r(@®) =0
r(a®) = o’

A continuacion se busca el niimero de errores ocurridos. En principio
se prueba con v = 3. En este caso se tiene que:

M=

S1
S
S3

S2
S3
Sy

Oé6 a12 a12

= (0% (0% (0%

Entonces det(M) = o® # 0 y por lo tanto ocurrieron v = 3 errores.
Ahora debe invertise la matriz M para resolver el sistema (9) obtenien-

do,
Ag

Ay | = M1

Ay

-5,
— S5
— S

a? a —a
= a ot o? 0
1 o2 ol a0

[ 1

_ o

of

Por lo tanto, el polinomio localizador de errores es:

A(x)

22+ ot +abr + 1
(x —a)(z — oz2)(x — a12)

(1—az)(1 - a2)(1 - o’z)
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Por consiguiente las localizaciones de error son X; = o', X; = o®?

y X; = o lo cual indica que los errores ocurrieron en las posiciones
14, 13 y 3. Como el cédigo es binario el polinomio de error es: e(x) =
2! 4+ 213 + 23 y la palabra enviada es,

clx) = r(r)—e(x)

P4t b T+ 22+ 1

EjEMPLO 2.1.3. Consideremos el cédigo de Reed-Solomon de lon-
gitud n = 10 sobre [Fy; con polinomio generador

8

gl@) = J[z—a)

i=1
= 28+ 72" +102° + 62° + 72" + T2t +32° + 82 + 52 + 9

En este caso a = 2 es un generador de [Fj; y es raiz décima primitiva

de la unidad. Este cédigo corrige por lo menos ¢t = 4 errores y tiene

dimensién 2.
Supongamos que se envia la palabra cero pero en su lugar se recibe

7=(0,0,0,8,0,0,0,5,0,0)
el polinomio correspondiente es r(z) = 82 4+ 527 y los sindromes son:

Si=r(a)=0 Ss;=r(®)=9
So=r@*)=9 Sg=r(® =0
Ss=r@*)=3 S;=r(") =2
S;=r(a)=3 Sg=r(®) =8
Buscamos el niimero de errores v ocurrido para lo cual probamos
primero con v = 4. La matriz M es,

0
M=

W W ©

O© W W o
O© W W

N O O W

0

cuyo determinante es det(M) = 0 en Fy; por lo que ahora tomamos
v = 3 y probamos de nuevo. En este caso M es,

09 3

M=19 3 3
339



38 2. DECODIFICACION DE CODIGOS BCH SOBRE F,

con det(M) = 0. Nuevamente disminuimos el valor de v, quedando

v = 2 y ahora,
09
=[]

con det(M) = 7 lo cual indica que ocurrieron v = 2 errores. A con-
tinuacion se obtiene la inversa de la matriz M para resolver el sistema

e[

De aqui que el polinomio localizador de errores es,
Az) = 2*+Tr+1
= (z—=8)(x—T7)
= (1—="Tx)(1—8x)
y las localizaciones de error son X; =7 = o7 =y X5 = 8 = o3. Asf que

los errores ocurrieron en las posiciones 7 y 3. Finalmente, para hallar
sus magnitudes resolvemos el sistema (6):

S = iXi +Y5X
Sy = VIXP+Y.X3

0] [7 8][W]

91 |59 Yy |

Para resolver invertimos la matriz correspondiente obteniendo:
vi] [9 3][0] [5
Yo| |67 9 |8

En conclusién, el polinomio de error es e(x) = 527+ 8z y por tanto
la palabra enviada es

o bien, matricialmente:

c(x)=r(x)—e(r)=0

OBSERVACION 2.1.4. En los ejemplos anteriores la raiz n-ésima
primitiva con la que se construye el cédigo BCH es también un ele-
mento primitivo del campo correspondiente F,m lo cual simplifica el
trabajo. Esto siempre ocurre en el caso de los codigos Reed-Solomon
(Seccion 1.4) pero en general no es asi (ver Ejemplo 1.3.2). Sin embar-
go, dado un elemento primitivo de Fym, digamos «, pueden obtenerse
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las raices n-ésimas primitivas de la unidad de la siguiente manera. Co-
mo n | ¢™ — 1 podemos escribir ¢" — 1 = nk y entonces el orden de o'

es
i q" —1 nk
ord(a’) = ~ = ,
<qm - 17 7’) (nka Z)
por lo que o' es una raiz n-ésima primitiva de la unidad si y sélo si
(nk,7) = k. Lo cual ocurre solamente si ¢ = ku con u primo relativo
a n. De lo anterior se sigue que las raices n-ésimas primitivas de la

unidad en Fgm son

m
{o[i=1

u,u <mn,(u,n) =1}

q"—1

En particular, o™= es una raiz n-ésima primitiva de la unidad.

2.2. Calculo de las localizaciones de los
errores: el algoritmo de Berlekamp-
Massey

Muchos de los cédlculos requeridos para decodificar cédigos BCH
usando el algoritmo descrito en la secciéon anterior se centran en la
solucién del sistema (9). A continuacién se presentard un algoritmo
que permite resolver este sistema de una forma muy eficiente, el cual
fué presentado por E.R. Berlekamp [4].

Supdngase que se conocen los valores Ay, Ay, ..., A,, entonces el
primer renglén de (9) define a S, 1 en términos de Sy, ..., S,; el segun-
do define a S, ;9 en términos de S, ..., S,.1; y asi sucesivamente. Este
proceso esta dado por la ecuacion:

(10) Sj:—ZAiSj_,- para j=v+1,...,2v

i=1
Para valores de A; fijos, esta ecuacién define una recurrencia lineal
para los sindromes en términos de los v primeros. Expliquemos esto.

Una recurrencia lineal de longitud L consta de coeficientes Ay,
Ao,. .., Ap v valores iniciales Sy, Ss,...,S con los cuales se construyen
Sri1, Spio, -+ por medio de la relacién:

L
(11) Si==> MNSji j=L+1,L+2. ..

i=1
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Tanto los valores iniciales como los coeficientes de la recurrencia se
toman en el mismo campo, ya sea finito o infinito. No existe restriccién
para que el valor Ay sea distinto de cero.

Decimos que una recurrencia lineal genera una sucesion finita S7,
Ss,...,S, cuando sus valores coinciden con las n primeras salidas dadas
por (11) para alguna inicializacién adecuada. Obsérvese que si L > n
la recurrencia siempre genera la sucesion. Y si L < n, la recurrencia
genera la sucesion si y solo si

L
(12) Sj==> NiSji j=L+1,L+2,....n

1=1

Recuérdese que los sindromes satisfacen (10), donde los A; son los
coeficientes del polinomio localizador de errores que es desconocido,
por tanto, el objetivo es encontrar una recurrencia que, con valores
iniciales adecuados, genere la sucesién de sindromes. Para ello, es tutil
considerar el polinomio cuyos coeficientes son los mismos que los de la
recurrencia, es decir

A(ZIZ’) = ALZIZ'L + AL_le—l + o4 All’ + 1

al cual, llamaremos polinomio de conexion. Es importante notar que
como no se pide que Ay # 0 entonces gr(A(z)) < L. De ahora en
adelante denotaremos a una recurrencia lineal de longitud L por la
pareja (L, A(x)), donde A(x) es el polinomio de conexién.

Para encontrar una recurrencia que genere a S, Ss,. . .,S, se efectia
un proceso inductivo. En cada paso r, empezando con r = 1, se constru-
ye una recurrencia lineal (L,, A7) (x)) de longitud minima que genere
los primeros r valores. Al inicio de la iteracién r se tendra una lista de
recurrencias previas:

(Lot AP (2))

La idea principal del algoritmo de Berlekamp-Massey es encon-
trar la manera de calcular una nueva recurrencia de longitud minima
(L., A7) (z)) que genere la sucesiéon Sy, ..., S,_1,S,. La forma de hacer-
lo es usando la recurrencia mas reciente y de ser necesario modificando
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su longitud y polinomio de conexién. Para ello en la iteracién r se
calcula la siguiente salida de la (r — 1)-ésima recurrencia, es decir,

L'rfl
SA'T _ Z Ag—r_l)Sr—j
j=1

y se resta S, al valor deseado, S,., para obtener la cantidad A, conocida
como la r-ésima discrepancia:

A, = S —8,

Ly

—_= ST’ + Z A‘gr_l)Sr_j
j=1

L'rfl

= Y AVYs,

=0
Si A, es cero, no es necesario modificar la recurrencia pues en
este caso a genera S;, So,...,S._1, S, y basta tomar (L., A" (z)) =
(L1, AU=D(z)). Si A, no es cero, se construye el siguiente polinomio
en la forma:
A (z) = AU (2) + Az A (2)

donde A es un elemento del campo en el que se estd trabajando (que
puede ser cualquiera pero en este contexto es Fym), [ es un entero y
A= (x) es uno de los polinomios que se construyeron en las itera-
ciones anteriores. Con este nuevo polinomio recalculamos la discrepan-
cia obteniendo:

Ly
AL = > AVsS,
=0

L771 mel
= Y AT, A ATTYS
=0 §=0

Si elegimos a m como un entero menor que r con A, # 0, =r—m
_ -1
y A= —A_"A,, entonces,

A,

m
asi que la recurrencia correspondiente al nuevo polinomio generara la
sucesiéon Sy, ..., S,_1, S,. Sin embargo, se desea ademas que la recu-

rrencia sea de longitud minima. Vamos a ver que tomando m como la
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mas reciente iteraciéon para la cual L,, > L,,_1, se obtiene una recurren-
cia de longitud minima en cada paso. Para ello usaremos el siguiente
lema:

Lema 2.2.1. Supdngase que (L,_1, A"~V (x)) es una recurrencia lineal

de longitud minima que genera Sy, So, ..., S._1 pero que no genera Sq,
So, ..., Se_1, Sy y que (Lp, A7) (z)) es una recurrencia que genera Sy,
So, ..., Sy_1, S,. Entonces

Lr Z méX{Lr—lu r—= Lr—l}

DEMOSTRACION. Vamos a ver que L, > L,y L, > r — L,_;.
La primera desigualdad es obvia porque si una recurrencia genera una
sucesion, debe generar cualquier porcién inicial de ella. La segunda
desigualdad es clara si L,_; > r. Supongamos pues que L,_; < r y que
la segunda desigualdad no se cumple, es decir

(13) L. <r—1-1L,,

Sea c(xr) = AUCY(x), b(z) = A")(2), L = L,_; y L' = L,. De la
relacién (13), se tiene que r > L+ L'+ 1, L < r, y por las hipdtesis del
lema,

L
(14) Se # =Y S
1=1

L

(15) S; = —ZCiSj_i paraj=L+1,....r—1
i=1

y
L,

(16) Sj=—> bSik paraj=L+1.. r
k=1

donde los ¢;’s son los coeficientes de c(z) y los b).s los de b(z).

Sustituyendo (15) en (16) se obtiene,

% §% L
(17) Sy = — Z beSy—k = Z b Z CiSr_k—i
k=1 k=1 i=1

lo cual es valido porque r — k corre de r — 1 hasta r — L’ que esta en
el rango L+ 1,...,r — 1 por la hip6tesis de que r > L+ L' + 1.
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Por otro lado, de (14)

L L r
(18) Sy # — Z CiSr—i = ZCi biSr—i—k

i=1 i=1 k=1
donde la expansion para S,_; es valida porque r — i corre de r — 1
hasta r — L lo cual estd en el rango L'+ 1,...,r — 1 otra vez porque
r > L+ L'+1. Los sumandos de la derecha en las ecuaciones (17) y (18)
pueden intercambiarse de modo que coincidan, con lo cual se obtiene
que S, # S, y ésto es una contradiccién. O

Como consecuencia inmediata del lema anterior se tiene el siguiente,

Corolario 2.2.2. Bajo las hipdtesis del Lema 2.2.1 si se cumple la
tqualdad,
Lr = méX{LT_l, r— Lr—l}

entonces (L., A")(x)) es de longitud minima.

Debido a este corolario, para que en el r-ésimo paso la longitud L,
sea minima puede tomar los siguientes dos valores, L,_; o bien r—L,._1.
Por otro lado, ya se vié que la forma adecuada de tomar A (z) es

(19) A (z) = AU D(z) — AZIA " A

donde m corresponde a la méas reciente iteraciéon para la cual L,, >
L,,_1. Debido al Lema 2.2.1, si A, # 0, la condicién 2L, ; < r — 1
es necesaria y suficiente para que haya un cambio en la longitud. Esto
permite escribir el proceso en la siguiente forma.

Comenzando con A (z) =1, BO(z) = 1, Ly = 0, en el paso 7,
r=1,...,2t tomese:

Lr = 5r(7’ - Lr—l) + (]_ - 57“)[/7“—1

A (z) ] 1 AN AT (2)
BO(z) | ~ | A7, (1—=6.)z | | BUC-D(x)
1 siA, #0y2L,;<r—1
donde 4, = . 70y =7 .
0 en otro caso
El polinomio B (x) es un auxiliar que permite calcular A (x)
como estd dado en (19) pues al ser m la méas reciente iteracién donde
ocurrié un cambio de longitud, resulta que B (x) = AZTAM=D(z) y
en las iteraciones correspondientes a i = m,...,r —1 se toma BY(z) =
rB (7).
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Es importante notar que en el desarrollo anterior aparece el término
A1 lo cual puede no tener sentido si A, es cero, pero ésto ocurre s6lo
cuando §, = 0 y en este caso el término A6, es considerado igual a
cero.

A continuacion se muestra que el proceso descrito, en efecto, arroja
el resultado deseado. Esta demostracion fué dada por J.L. Massey en
[17] poco después de que E.R. Berlekamp presentara su algoritmo.

Teorema 2.2.3 (Algoritmo de Berlekamp-Massey). Sea F un campo

y Sy, So, ..., S, elementos de F dados. Bajo las condiciones iniciales
AOz) =1, BO2) =1y Ly =0, parar = 1,2, ..., n, tsese el
siquiente conjunto de ecuaciones recursivas para calcular A™ (z) :
erl
LA =Y AVYs
i=0
2. Lr = (Sr(’l" - Lr—l) + (1 - 57’)[/7’—1
5 A () ] 1 AN AT (2)
I BO(@) | T AT (1=6)z | | B (2)

Donde 6, = 1 si A, # 0 y2L,.1 < r—1;,y 9. = 0 en otro
caso. Entonces, (L,, A™(x)) es una recurrencia de longitud minima

que genera la sucesion Sy, Ss, ..., Sy, es decir, A((]") =1y
erl

Sy + ZAE'”)ST—J =0 para r=0L,+1,...,n
j=1

DEMOSTRACION. Si se encuentra una recurrencia que genere la
sucesion deseada y cuya longitud satisfaga la igualdad del Corolario
2.2.2, entonces debe ser de longitud minima. La demostracion sera por
induccion: veremos que la construccion dada por el algoritmo para la
r-ésima recurrencia satisface la igualdad de dicho corolario suponien-
do que se han construido iterativamente del mismo modo recurrencias
tales para todo k < r — 1.

Para k = 1,...,r — 1, sea (L, A®¥)(2)) una recurrencia de longi-
tud minima que genera Si,...,S . Supongamos por la hipdtesis de
induccién que Ly = méx{Ly_1,k — Lj_,} siempre que A®) £ AF=D,
Claramente esto es cierto para k = 1 porque si A®M % A© se tiene que
LO =0 y L1 =1.

Sea m el valor de k en la iteracién mas reciente que requirié un
cambio en la longitud. Es decir, al final de la iteracion r — 1, m es el
entero tal que
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Ly =Ly > Ly
Entonces,

Ly Ly—1

Si+ Y ATVS L = Y AT
i=1 =0

0 ij=L,_1+1,...,r—1
(20) ~ { BT S et
A, sij=r

Si A, =0, la recurrencia (L,_;, AC~Y(z)) también genera los pri-
meros 7 valores y en este caso, L, = L,_; y A (z) = AU~V ().

Si A, # 0, se construye una nueva recurrencia. Recuérdese que el
ultimo cambio en la longitud ocurrié en £ = m. Entonces

21) S, A Yg
(21) j+z ! ! A,#0 sij=m

i=1

L1 {0 Slj:Lm_1+17’m_1

y por la hipdétesis de induccion,

Lr—l = Lm = méX{Lm—lv m — Lm—l}

= m-—- Lm—l
Por construccion, el nuevo polinomio es
A (z) = AU () — AL A LAY ()
Sea L, = gr(A")(z)), entonces como
gr(A" V@) <Ly vy g ™A™ V() <r—m+ Ly,

se cumple que

max{L,_ 1,7 —m+ L1}
méX{LT_l, r— Lr—l}

gr(A) (2))

IA A

Esto significa que A™ (x) es un polinomio vélido para una recurren-
cia de longitud L,., donde

L, =max[L,_1,r — L,_4]



46 2. DECODIFICACION DE CODIGOS BCH SOBRE F,

Veamos que (L,, A7) (x)) genera la sucesiéon deseada. Para ésto, cal-
culamos la discrepancia correspondiente usando (20) y (21),

L, Ly—1
Si— (=3 _AUS; ) = S+ > ArYS
=1 1=1
mel
— A Sjcrim D> Sicremi]
=1
0 sij=L,+1,...,

= r—1

A, —ANAIA, =0 sij=r

Por tanto, la nueva recurrencia (L,, A" (x)) genera Sy, ..., S, y
como L, satisface el Corolario 2.2.2, es de longitud minima. En par-
ticular, se tiene que (L,, A" (x)) genera Si,...,S, v es de longitud
minima. 0

Obsérvese que cuando se aplica el algoritmo a la sucesion de sin-
dromes S7, S, ..., Sy, la actualizacién de la matriz requiere a lo més
2t multiplicaciones por iteracion, y el calculo de A, no sobrepasa las ¢
multiplicaciones por iteracién. Como hay 2t pasos, se tienen a lo més
6t2 multiplicaciones. Por tanto el uso de este algoritmo en la resolucién
del sistema (9) es mejor que usar la inversién matricial que requiere del
orden de t3 operaciones.

2.2.1. Ejemplos

EJEMPLO 2.2.4. Consideremos el [15, 7, 5] cédigo binario BCH dado
en el Ejemplo 2.1.2. Supdéngase que se recibe el polinomio:

rx) =2+ + 2+ + 2%+ 28 + 2"+ 2P + 2+ 1
Usaremos el algoritmo de Berlekamp-Massey para encontrar el poli-
nomio localizador de errores.

Los sindromes son:

Sl = 046, Sg = 0412, 53 = 0412, S4 = Oég, S5 = 0, Sﬁ = Oég

Veamos con detalle los dos primeros pasos del algoritmo siguiendo
el Teorema 2.2.3. Los valores iniciales son:

(22) A9@)=1, B9x)=1 y Ly=0
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En el primer paso se toma r = 1 y se calcula la discrepancia:
Al = Sl = Oé6

Como A; # 0 y ademéas se cumple la condicién 2Ly < r—1 = 0
entonces 0; = 1, por lo que hacemos

(23) le’f’—LQ:]_,

y usando los valores iniciales (22) calculamos

AV(z) = 6AO(z) — AzBY(2)
(24) = 1+a%

y

BOY(z) = AT'AO(2)
— (aﬁ)—l

(25) = o

En el siguiente paso se toma r = 2 y en seguida se calcula la segunda
discrepancia

Ay = Sy+abS;
— Q124 08a8
=0
Como Ay = 0, en este caso d, = 0 y por tanto
(26) Ly=1L, =1
y usando (24) y (25) calculamos

(27) AP () = AD(z) =1+ a2z
y

B¥(z) = 2BW
= o'z
La Tabla 1 muestra los resultados completos para este ejemplo.
Del ultimo renglén de la tabla se desprende que el polinomio localizador
de errores es A(z) = 1+alz+a'*2?+23, el cual coincide con el resultado
obtenido en el Ejemplo 2.1.2.
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r| A, B (z) AT (z) L,
0| — 1 1 0
1] ab o’ 1+ abz 1
21 0 o’z 1+ af2 1
3| al® a® +ally 1+ abz 4+ ota? 2
410 bz + allz? 1+ abz + o*a2? 2
50 at | a'+alz+22 |1+abz+al2?2+23| 3
6| 0 |alz+a?®+23 |1 +alz+a2?+2%] 3

Tabla 1. Resultados para el Ejemplo 2.2.4

EjEMPLO 2.2.5. Consideremos nuevamente el cédigo Reed-Solomon
de longitud n = 10 sobre F;; dado en el Ejemplo 2.1.3, el cual corrige
t = 4 errores. Supongase se envia la palabra cero pero se recibe el vector

r = (07 5’ 07 O, 0, 8, 07 107 37 0)

Que corresponde al polinomio 7(x) = 32® + 1027 + 82° + 5x. Buscamos
el polinomio localizador de errores. Los sindromes son,

Sy =r(a)=14 S5 =r(a’) = 2
52:7’((12):6 S@—’r’( )
Sz =r(a’) =1 r(a’) =
Sy=r(a*) =9 Sg—r( ) =

Con el algoritmo de Berlekamp-Massey se obtienen los resultados
que se muestran en la Tabla 2 cuyo ultimo renglén muestra que el
polinomio localizador de errores esta dado por,

Az) = 1+72%+102° + 22*
= (r—4)(x—8)(x — 10)(x — 6)
(1 —3x)(1 — 72)(1 — 102)(1 — 2z)

Por tanto las localizaciones de error son, X; =3 = a8, Xo =7 =a”,
X3=10=0a"y X, = 2 = q, lo cual dice que los errores ocurrieron en
las posiciones 8, 7, 5 y 1.

El algoritmo de Berlekamp-Massey permite encontrar el polinomio
localizador de errores A(z) pero una vez obtenido éste es necesario fac-
torizarlo para asi determinar las localizaciones de error. La forma usual
de hacer esto es por medio de la llamada busqueda de Chien que con-
siste en verificar uno a uno si o/ es rafz de A(xz). El algoritmo produce
correctamente el polinomio localizador de errores siempre y cuando el
nimero de errores ocurridos no supere la capacidad correctora, t, del
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r| A, B (z) AT () L,
0| — 1 1 0
1| 4 3 1+ 7x 1
211 3z 1+ 4x 1
313 4+ 5x 1+ 4x + 222 2
41 3 4z + ba? 1+ 3z + 922 2
5|/ 5 9 4 bz + 422 1+ 3z + 82 3
6| 6 9z + H5x? + 423 1+4x + 322 +62° | 3
7110 | 10+ 7x + 8z + 523 1+4e+22+42* | 4
8| 7 |10z + 72?2 4+ 823 + 5z* | 1 + 72? + 1023 + 22* | 4

Tabla 2. Resultados para el Ejemplo 2.2.5

cédigo. De no ser asi, el algoritmo podria fallar produciendo un poli-
nomio que no cumpla con los requerimientos de polinomio localizador
de errores o bien produciendo un polinomio localizador legitimo pero
incorrecto (y llevar asi a una decodificaciéon equivocada). El primer caso
puede detectarse cuando el nimero de raices distintas de A(z) en Fym
es diferente de L. Ambas posibilidades se muestran a continuacion.

EJEMPLO 2.2.6. Considérese nuevamente el [15, 7, 5] cdigo binario
BCH de los Ejemplos 2.1.2 y 2.2.4. Supdéngase que se envia la palabra
c(z) = 22 + 2" + 2%+ 2% + 27 + 2% + 1, pero que durante la transmisién
se induce el error e(x) = x'* + 2! 4+ 2 + 2. De modo que se recibe
r(z) =2 + 2% + 22 + 2 + 2% + 28 + 27 + 2% + 1. Obsérvese que el
error cometido excede la capacidad correctora del codigo que es t = 3.
Con el algoritmo de Berlekamp-Massey se obtiene el polinomio

Az) = oM2® +a’r+1
(1—a’z)(1 — a’2)(1 — a®z)
El cual lleva a la conclusién equivocada de que el error es e(z) =

x84+ 28+ 1.

Supéngase ahora que el error ocurrido es e(z) = 21+ 213+ 23+,
es decir, se recibe el polinomio r(z) = 2™ + 21 + 22 + 2™ + 29 + 28 +
27+ 23 + 22 + 2 + 1. En este caso el algoritmo de Berlekamp-Massey
da el polinomio

Az) = aM'2® + o’z + ate 4+ 1

que no tiene raices en 4 lo que indica que ocurrieron mas de 3 errores.
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2.3. Calculo de las magnitudes de los erro-
res: el algoritmo de Forney

El algoritmo de Peterson, Gorenstein y Zierler descrito en la Sec-
cion 2.1 requiere la inversion de dos matrices lo cual representa un
considerable trabajo computacional. La primera de estas inversiones es
usada en la determinacion del polinomio localizador de errores y puede
evitarse usando el algoritmo de Berlekamp-Massey. La segunda es usa-
da para determinar la magnitud de los errores (lo cual es necesario en
c6digos no binarios) y una forma de evitarla es por medio del algoritmo
de Forney, el cual, se describird a continuacion.

Consideremos nuevamente el polinomio localizador de errores
(28) Az) = A2’ + Ay g2 4 Az 1

que se definié como el polinomio cuyos ceros son las localizaciones de
error inversas:

Alz)=(1-X2)(1 — Xox)--- (1 — X,x)

Recuérdese que X; = o y Y, = e;, son las localizaciones y las
magnitudes de error respectivamente, donde 7; es la posicién del [-ésimo
error.

Definimos ahora el polinomio de sindromes,
2t v
(29) S(z) =) S/~ = VX!
j=1 i=1

y el polinomio evaluador de errores )(x), en la forma
Qz) = S(x)A(z) mod z?'

Este polinomio esta relacionado las localizaciones y las magnitudes
de error como sigue

v v

Qz) = [szxfﬂ-lxj—l][ﬂu—Xlx)] mod z%

(2

— [Z VX! Z(Xix)j_l][H(l — Xz)]  mod z*

=1

= anf[u — Xir) Y (X)) [0 - Xiw)  mod 2

j=1 I#£i
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Pero el término entre corchetes es una factorizacién de (1— (X;x)?)
que médulo 2% es 1, por lo que se obtiene

(30) Qz) = > vixP [ - X
i=1 1#i
Esta expresion permite calcular las magnitudes de error de una
forma mas simple que la inversién matricial antes descrita.

Teorema 2.3.1 (Algoritmo de Forney). Las magnitudes de error estdn
dadas por

QX QX

Y, = e S e -
Xzb Hj;él(l - Xle 1) Xzb 1A/(Xz 1)

DEMOSTRACION. Evaluando (30) en X; ' se obtiene

Q(Xl_l) = YlebH(l - Xle_l)
i
y por otro lado, la derivada de A(z) es

Ny ==Y X JJ0 - X;z)
=1 j#l

luego

NXTY ==X JJa-xx7

J#l
de donde se sigue el resultado. O
EjEMPLO 2.3.2. Considérese nuevamente el Ejemplo 2.2.5 donde se
presenta un cédigo sobre ;. Ya se obtuvieron el polinomio localizador
de errores
A(z) =14 72 + 102° + 22*

y las correspondientes localizaciones de error X; = o® =3, Xy = a
7, X3 = o® = 10, X, = a = 2. El polinomio de sindromes estd dado
por

7:

S(x) =4+ 61 + 2> + 92° + 20" 4+ 32° + 42 + 727
por tanto,

Qz) = S(x)A(z) mod 2®
= 446+ 722 +323 + 728+ 72 + 2% + 32! mod 28
= 446z + 722+ 323

ademds, A'(z) = 3x+8x?+8x3. Para encontrar las magnitudes de error
usamos la relacion dada en el Teorema 2.3.1 con b = 1, obteniendo,
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QXTH M) 2

Vo R Ur R
QX Q@E) 1
B oo R U R
oG Qo) 2
YE)’ - /(Xg—l) _A/(lo) - 8 =8
v _ Q( 4_1):_9(@:_3:5

TTUNXYH T N6 10

Estos errores corresponden a las posiciones 8, 7, 5 y 1 respectiva-
mente asi que el polinomio de error es e(z) = 328 + 102" + 8z° + 5.
Por lo tanto, la palabra enviada es c¢(x) = r(z) — e(z) = 0.



Capitulo 3

Codigos BCH sobre Z,s y de-
codificacion

En este capitulo se introducen los cédigos ciclicos sobre el anillo
Zys, €l anillo de enteros médulo p®, donde p es un primo y s un entero
positivo. Para ello, se definen en la Seccién 3.1 los anillos de Galois
que son las extensiones de Z,s utilizadas en la construcciéon de estos
codigos y se dan algunas de sus propiedades mas importantes. La Sec-
cién 3.2 da una construccién de cédigos ciclicos y BHC sobre anillos
Z,s manteniendo las ideas centrales de su definicién en campos finitos.
Finalmente, en la Seccién 3.3 se presenta un algoritmo para decodificar
codigos BCH sobre Z,: basado principalmente en una extensiéon del
algoritmo de Berlekamp-Massey en anillos de Galois.

3.1. Introducciéon a los anillos de Galois

Las ideas presentadas a continuacién pueden verse en forma mas
detallada en [2], [15] y [24].

Sea p un numero primo, s un entero positivo y Z,s el anillo de
enteros modulo p®. Claramente los divisores de cero de este anillo son
los multiplos de p. Ademds Z,- es un anillo local con ideal maximal (p)
y campo residual Z,s/(p) ~ F,.

Considérese el mapeo reduccién dado por

Wiy — T,

(31) m — p(m)=m mod p

El ntcleo de este homomorfismo es el ideal (p). El mapeo reduccién
puede extenderse a un mapeo entre los anillos de polinomios Z,s[z]| y
F,[z] en la forma

p: Lyslz] — Fpla]
(32) ag+arx+ -+ az” — plag) + pla)r + -+ + play)x
53

n
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Es facil ver que esta extensién es un homomorfismo de Z,:[z] sobre
»lx] cuyo nicleo es el ideal (p) que en este contexto estd dado por

F
(p) = DZyps ]

Sea f(x) € Zys[x] un polinomio ménico de grado m > 1. Si su re-
duccién, p(f)(x), es irreducible sobre Fy[z], f(z) es llamado polinomio
basico irreducible en Z,s[x].

Es sabido que para un entero m > 1 existe un polinomio ménico
basico irreducible de grado m sobre Z,s y que divide a 27" ~! — 1 en
Zps[x] (Teorema 13.9, [24]).

Estamos ahora en condiciones de dar la siguiente definicién.

Definicién 3.1.1. Sea h(y) € Zys[y] un polinomio ménico bdsico irre-
ducible de grado m. El anillo de Galois se define como

GR(p*,m) = Zp:[y]/ (h(y))

Obsérvese que GR(p,m) ~ Fym y GR(p*, 1) >~ Zs.

El anillo de Galois GR(p®,m) es un anillo local con ideal maximal
(p) = pGR(p®, m) que nuevamente consta de los divisores de cero y en
este caso el campo residual es GR(p®, m)/(p) >~ Fpm.

Ademds, GR(p®, m) es un anillo de cadena cuyos ideales son
{0} =) cph) c--- ) C(p) ) =GR, m).

EJEMPLO 3.1.2. En Z4[y] el polinomio h(y) = y* +y + 1 es ménico
basico irreducible y por lo tanto el anillo de Galois GR(2?%,2) estd dado
por el anillo de clases residuales Zy[y]/(y* + y + 1). Es decir,

GR(22, 2) = {aly + ag | ai, g € Z4}

donde las operaciones se efectian mdédulo el polinomio y? + y + 1.
Ademas,
|IGR(2%,2)| = (2%)* = 16.

En general, si h(y) es un polinomio ménico bésico irreducible en
Zpsy] de grado m, el anillo de Galois GR(p®, m) esta dado por

GR(pS’m) — {a,m_lym_l + -+ a1y +ag | Gp—1,-..,01,00 € Z;}

con las operaciones médulo h(y) y su cardinalidad es



3.1. INTRODUCCION A LOS ANILLOS DE GALOIS 55

|GR(p*,m)| = (p°)" = p™™.

El siguiente resultado sera de vital importancia en la seccion 3.3.1.

Teorema 3.1.3. Sear € GR(p®, m) distinto de cero. Entonces r puede
escribirse como r = up’ con u unidad y 0 <t < s —1, donde el entero
t es tnico y u es inico médulo (p*~*).

DEMOSTRACION. Sir es unidad, ¢t = 0 satisface el teorema. Supon-
gamos pues que r no es unidad, entonces debe ser divisor de cero y por
tanto un multiplo de p. Sea t la maxima potencia de p que divide a r,
entonces podemos escribir 7 = up’ para una unidad u. Claramente esta
eleccién de t es tnica y satisface 0 < t < s — 1. Ahora, supongamos
que r = u1p" con uy unidad. Tenemos que up’ —uip’ = 0 en Zys[y] pero
esto significa que los coeficientes de up’ — uyp* son todos cero en Z,s de
modo que up’ — u1p’ = q(y)p® para algin polinomio ¢(y) € Zy:[y]. Por
lo tanto,

(33) [uw—uy — q(y)p*']p' =0

Siu—wuy —q(y)p*~t = 0, entonces u y u; son congruentes médulo
(p*~") como se querfa. Si u — u; — q(y)p*~" # 0, definimos k como la
mayor potencia de p que divide a v —u; — q(y)p*~*, entonces podemos
escribir

u—uy — q(y)p*™" = 0p" con 6 unidad.

Asf que de (33), Op*p' = 0 pero como t < s y 6 es unidad, debe

cumplirse que
k>s—t
Sea n =k — s+ t, entonces

s—t s—t+n

u—uy —q(y)p’” " =0p

es decir,
u—wu = [q(y) + 0p"]p""

como se queria.

0

Se tiene el siguiente resultado que describe completamente el grupo
de unidades de GR(p®, m) (Teorema 14.11, [24] ).
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Teorema 3.1.4. Sea R = GR(p®,m) y R* su grupo de unidades. En-
tonces,

R = G1 X G2
donde G es un grupo ciclico de orden p™—1 y Gy es un grupo de orden
pBE=D™ tal que
1. Stp esimpar o sip=21ys <2, entonces Gy es un producto
directo de m grupos ciclicos cada uno de orden p*=1
2. S8ip=2wys >3, entonces Gy es un producto directo de un
grupo ciclico de orden 2, un grupo ciclico de orden 2572 ym—1
grupos ciclicos cada uno de orden 2571,

3.2. Cddigos ciclicos y BCH sobre Z,s

En esta seccion se presenta una forma de construir codigos cicli-
cos y, en particular cédigos BCH, utilizando las ideas centrales de la
construccion de este tipo de cédigos sobre campos finitos.

Definicién 3.2.1. Un Z,s-cddigo lineal de longitud n es un Z,s -submo-
dulo C de Zys. Se dice que C es ciclico si siempre que (Co,C1, - -+, Cr1) €
C también su corrimiento (¢,_1,Co, ..., Cn_2) estd en C.

La distancia de Hamming y la distancia minima para un cédigo
sobre Z,s se definen en la misma forma que para cddigos sobre cam-
pos finitos. Ademas, la demostracion del teorema 1.1.7 se basa en la
linealidad del codigo y por tanto el resultado es extensivo a codigos
sobre Zjs, es decir, un Z,s-codigo lineal con distancia minima d puede

corregir por lo menos |41 | errores.

EjempPLO 3.2.2. En Z4 un cédigo ciclico de longitud n = 3 es

¢ = {(002), (020), (200), (110), (101), (011), (220), (202), (022),
(330), (303), (033), (013), (130), (301), (031), (310), (103),
(112), (121), (211), (332), (323), (233), (123), (231), (312)

(132), (321), (213), (222), (000)}
)

En esta seccién R,, denotara el anillo Z,:[z]|/(z" —1) y sus elementos
serdn representados como polinomios con coeficientes en Z,s de grado
menor que n. Ademas, identificaremos cada polinomio ¢y + cix + - - -+
Cn12"1 € R, con el vector (co,ci,...,Ch 1) € /e Con estas ideas
puede verse, en forma andloga al caso de campos finitos (Proposicién
1.2.4), que los codigos ciclicos de longitud n sobre Z,s corresponden
a los ideales de R,,. El Lema 1.2.5 implica que si g(z) € Z,s[z] es un
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polinomio ménico que divide a ™ — 1, entonces genera un codigo ciclico
C sobre Z,s, g(x) es conocido como el polinomio generador del cédigo
C. Sin embargo, Kanwar y Lopez-Permouth muestran en [12] que, ain
cuando los ideales de R,, son principales, no todos son generados por
divisores de " — 1. En este trabajo se consideran solamente codigos
ciclicos cuyo polinomio generador divide a x™ — 1.

La construccion de codigos ciclicos de longitud n sobre Z,s dada
por P. Shankar en [22] se centra en la factorizaciéon de 2™ — 1 sobre
el grupo de unidades del anillo de Galois GR(p®, m), donde (n,p) =1
y n | p™ — 1. Para ver como se lleva a cabo ésto daremos algunos
resultados que permiten extender las ideas utilizadas en la construccién
de codigos ciclicos sobre campos finitos a este tipo de anillos.

Sea R = GR(p*,m) y R* su grupo de unidades. Como R* es un
grupo multiplicativo conmutativo, puede descomponerse como produc-
to de grupos ciclicos. El subgrupo que nos interesa es un grupo ciclico
cuyos elementos sean todas las raices de ™ — 1, el cual se denotaré por
G,. Una vez identificado este grupo, construir codigos ciclicos se re-
duce a elegir algunos elementos de este grupo para que sean raices del
polinomio generador, g(x), de modo que éste resulte divisor de z" — 1.

El Teorema 3.1.4 garantiza la existencia de un subgrupo ciclico G,
de orden p™ — 1 (este orden es primo relativo con p) del grupo de
unidades R*. Entonces si n | p™ — 1, debe haber un subgrupo ciclico de
orden n de GGy y por lo tanto de R*. Los siguientes resultados, dados
por Shankar en [22], servirdn en la construccién de los codigos ciclicos
antes mencionada. En su demostracion se requerirda un resultado que
es consecuencia directa del Teorema XV.1 dado en [15].

Lema 3.2.3. Sea f(x) un polinomio que no es divisor de cero en R|x]
y supongase que su reduccion u(f) tiene una raiz simple 5 en Fym.
Entonces f tiene una y sdlo una raiz a € R tal que p(a) = .

Teorema 3.2.4. Supdngase que o genera un subgrupo de orden n en
R*, con (n,p) = 1. Entonces el polinomio " — 1 puede factorizarse
como

" —1=(r—a)(lr—a?) - (z—a")
siy solo si pu(a) tiene orden n en ..

DEMOSTRACION. Supdngase que ™ — 1 se factoriza como

" —1=(x—a)(lz—a?) - (z—a")
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entonces se satisface la relacién,

2" =1 = (x—p(a))(z - p(@)?) - (z—p@)") enFym
pero como (n, p) = 1, el polinomio 2" —1 no tiene raices multiples sobre
F,m, lo cual implica que p(a) tiene orden n.

Supéngase ahora que p(«) es de orden n en [}, entonces podemos
escribir

o= 1= (= @)~ ple)?) - (@ = pla)”)

en Fpm.

Sea F' = {u(a),u(a)? ..., u(a)"}. Como 2™ — 1 no tiene raices
multiples en F,m entonces por el Lema 3.2.3, a cada p(«)’ le corres-
ponde un unico elemento, digamos a; € R* tal que

pleq) = p(a)’
y ademas,
(34) m—1l=(—-—m)(r—a) - (r—a,)
en R[z].

Por otro lado, como « es de orden n en R*, entonces los elementos
a,0, -+ .a™ son n raices distintas de 2™ — 1. Pero el conjuntoF =
{a1,ag,...,a,} consta de todas y cada una de las raices de z" — 1
sobre R*. En efecto, si hubiera una raiz de ™ — 1, digamos 3, que no
estd en F' entonces p(f3) seria raiz de 2" — 1 sobre F,m y por tanto
w(B) € F, es decir, se tendrfa que

w(B) = p(a)" para algini € {1,2,...,n}

y como (3 # «; para todo ¢ se contradice la unicidad del Lema 3.2.3.
Por lo tanto, F' = {a,a?,...,a"} y de (34) se obtiene la factorizaciéon
deseada

" —1=(r—a)(r—a®) (v —a").

U

Una consecuencia inmediata del teorema anterior es el siguiente
resultado.

Corolario 3.2.5. Sea a un elemento de orden n en R*, donde (n,p) =
1. Entonces un polinomio k(x) con coeficientes en Zy que divide a
x" — 1 puede factorizarse sobre G, como

kE(z) = (z — a™)(z — a™) - (z — o)
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siy solo si p(k(w)) puede factorizarse sobre Fy.. como

p(k(z)) = (z — ple)") (@ — p(@)?) - (x — p(a)™).

El siguiente resultado es 1til para determinar un generador del sub-
grupo G,.

Lema 3.2.6. Sea o« € R tal que pu(a) genera un subgrupo ciclico de
orden n en F7... Entonces a genera un subgrupo ciclico de orden nd en
R*, donde d es un entero mayor o iqual que 1 y o genera el subgrupo
ciclico G,, en R*

DEMOSTRACION. Es claro que a debe ser una unidad de R. Sea k
el orden de a, entonces af = 1 en R* y por tanto, u(a)® =1 en Fym.
Asi que el orden de p(a), que es n, divide a k lo cual significa que « es
de orden k = nd para algtin entero d > 1. Mdas atn, el orden de a? es
nd/(nd,d) = n y por tanto, a¢ genera G,, como se querfa. O

El siguiente resultado serd ttil més adelante.

Proposicién 3.2.7. Sea a un generador de G,. Entonces el elemento
al' — a2 es una unidad en R si0 < ly,lo <n—1yl #ly

DEMOSTRACION. Supéngase que o't — a'? es un divisor de cero en
R, entonces
ol —al = p- f(y)
donde f(y) € R. Por lo tanto,

ulal — o) =0

Pero esto implica que u(a) = p(a)®, lo cual no es posible cuando
l1 1l y 0<1l,l; <n—1 pues del Teorema 3.2.4, yu(«) es de orden n
en F . Por tanto, o' — a’? es una unidad en R. Il

Los resultados anteriores permiten dar una factorizacién de 2™ — 1
sobre Z,s. Para ver ésto primero damos la siguiente:

Definicién 3.2.8. Sea a un generador de G,,. Al polinomio monico de
menor grado con coeficientes en Zy,s que se anula en o lo llamaremos
el polinomio minimo de o sobre Zys y serd denotado por M;(x).

Este polinomio es el analogo al polinomio minimo o irreducible
m;(x) sobre un campo F, mencionado el la Seccién 1.2.1.

Del Colorario 3.2.5 y de la expresién (3) para el polinomio minimo
m;(z) sobre un campo se sigue que
35)  M(z) = (z — o)z — a®)(z — o) (z — P

-1

)
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donde m; es el menor entero positivo tal que ip™ =i mod n.

Los exponentes que aparecen en las raices del polinomio M;(x) son
los elementos de C;, la clase ciclotomica para p médulo n que contiene
al entero i (ver pagina 21). Es decir,

(36) M(z) = [[ (&= o)
JEC;

De lo anterior se sigue que podemos factorizar a z” — 1 sobre Z,s
en la forma:
ot —1 =[] Mi(z)
J

donde j corre sobre un conjunto de representantes de las clases ci-
clotémicas para p médulo n.

EJEMPLO 3.2.9. Factorizaremos 2% — 1 sobre Zgy. Para ello traba-
jamos en un anillo de Galois adecuado. Como 8 | 3% — 1, entonces el
grupo de unidades del anillo de Galois GR(3%,2) = Zo[y]/{y* + y + 2)
tiene un subgrupo ciclico de orden 8, denotado por Gg. Trabajaremos,
pues, en el anillo R = Zg[z]/{(y* + y + 2). Es necesario obtener un
generador del grupo ciclico Gg, para ello, usamos el Lema 3.2.6.

Sea 3 = y € R. Como el polinomio y? + y + 2 es primitivo sobre
Fs ([21], pag. 463), entonces () = y tiene orden 8 en [, . Por otro
lado, puede verificarse que [ tiene orden 24 en R*, por lo tanto, del
Lema 3.2.6, un generador de Gy es

a=3=8y+2

Ademas, las distintas clases ciclotémicas para 3 médulo 8 son

Co = {0}
C1 = {1,3}
Cy = {2,6}
Cy = {4}
Cs = {57}

y de (36), los polinomios minimos sobre Zg son

My(z) = v—a’=2+38

M(z) = Ms(z) = (z—a)(z—a’)=2"+42+8

My(z) = Mg(z) = (z—a?)(x—af) =2 +1
Myz) = (z—at)y=2+1

Ms(z) = Mz(z) = (z—o°)(z —a") =2® + 50 +8
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Por lo tanto, en Zg[z| se tiene
28— 1= (x4 1)(z+8)(z* + 1)(2* + 4z + 8)(z* + 5z + 8)

El desarrollo anterior muestra que la construccién de un cédigo
ciclico de longitud n sobre Z,:, donde n | p™ — 1, cuyo polinomio
generador es un divisor de 2™ — 1 en Z,:[z] es completamente andloga
a la construccion vista sobre campos finitos por lo que también puede
darse en términos de las raices en G,, de su polinomio generador g(z) €
Zys[x], en la forma siguiente. Sea v un elemento primitivo de G,, y

T={i|g(a")=0}= {ir,ia,... 05}

A T se le llama conjunto de definicion del cédigo ciclico generado por
g(x) y el polinomio generador del cédigo esta dado por

g(l’) = H([L’ - O‘i) = LCM(MH ([L’), Mi2 ([L’), SRR Mij (ZL’))
i€T
donde M;, () es el polinomio minimo de o’ y el cédigo correspondiente
C estd formado por las palabras ¢(z) que satisfacen,
c(x) =q(x)g(x) mod z" —1
donde ¢(z) € Zys[x].

Atn maés, el polinomio

wg(x) = [J(x = nla’)) = LCM(mi, (), may (2), ..., my (x))
€T
genera un codigo ciclico sobre F,,, donde m;, (x) es el polinomio minimo
de pu(a'*) sobre F,,.

EJEMPLO 3.2.10. Daremos algunos codigos ciclicos de longitud n =
8 sobre Zg. En el Ejemplo 3.2.9 se vi6 que a = 8y + 2 genera un
grupo ciclico de orden 8 en el grupo de unidades del anillo de Galois
GR(3%,2) = Zoly]/(y*+y+2) y se obtuvieron los 5 distintos polinomios
minimos sobre Zg.

Por tanto, con la construccién descrita anteriormente pueden darse
2% = 32 cédigos ciclicos de longitud n = 8 sobre Zy. En la Tabla 1
se muestra el polinomio generador g(z) y el conjunto de definicién T
respecto a la raiz octava primitiva « para algunos de estos codigos.
Recuérdese que M;(z) es el polinomio minimo de o' sobre Zg.

Para el caso de cédigos BCH se tiene la siguiente definicion.
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g9(z) T

C1 MQ(,T)Ml(x)M2($)M4($)M5($) =2848 {0,1,2,374,576,7}

Ca | Mo(z) My (x)Ma(x)My(z) = 25 + 425 + 82 + 822
+5x +1 {0,1,2,3,4,6}

C3 | Mo(z) Mo (z)My(z)Ms(z) = 2% + 525 + 8z + 822
+4z +1 {0,2,4,5,6,7}

Cy | Ma(x)My(2)Ms(z) = 2° + 62* + 523 + 52?2 + 4o + 8 | {2,4,5,6,7}

Cs | My(z)Ms(x)My(z) = 25 + 5a* + 423 + 422 + 32 + 8 | {1,2,3,4,6}

Co | My(z)Ms(z) = 2t + 423 + 4z + 8 {1,2,3,6}
Cr | Mi(z)Ms(z) = a* + 1 (1,3,5,7)
Cs | My(z)Ms(x) = 2° + 62 + 4o + 8 {4,5,7}
Co | Ms(x) = 2% + 5z + 8 {5,7}

Cio | My(z) =x+1 {4}

Tabla 1. Algunos codigos ciclicos de longitud n = 8
sobre Zg.

Definicién 3.2.11. Sea o un elemento primitivo de G,. Un codigo
BCH sobre Zy,s con distancia disenada 6 es un codigo ciclico de longitud
n cuyo conjunto de definicion contiene a {b,b+1,...,b+35—2} mddulo
n para algin entero b > 0 y 2 < 0 < n. De modo que su polinomio
generador es

g(x) = LCM(My(x), Myy1(x), ..., My s5_o(x))

donde M;(x) es el polinomio minimo de o sobre Zys.

Obsérvese que todo cédigo ciclico es trivialmente un cédigo BCH
tomando como distancia disenada d = 2.

Los codigos recién definidos satisfacen la cota BCH, como lo mues-
tra el siguiente teorema.

Teorema 3.2.12. Un cédigo BCH sobre Zy,s con distancia disenada o
tiene distancia minima por lo menos 9.
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DEMOSTRACION. Sea C el cédigo BCH sobre Z,s con distancia
disenada ¢ generado por el polinomio g(z) € Z,s[x]. Por el Corolario
3.2.5, u(g(x)) genera un coédigo BCH con distancia disenada 6 sobre
F,, digamos C, el cual por la cota BCH (Teorema 1.2.9) tiene distancia
minima por lo menos §. Supéngase que existe una palabra c¢(x) € C de
peso menor que §, entonces u(c(z)) es una palabra de peso menor que
§ en C lo cual es una contradiccién. Por lo tanto también C debe tener

distancia minima por lo menos 9. O

EJEMPLO 3.2.13. Algunos de los codigos ciclicos de longitud n = 8
sobre Zgy dados en el Ejemplo 3.2.10 son cédigos BCH no triviales. Estos
c6digos se muestran en la Tabla 2 y debido al Teorema 3.2.12 tienen
distancia minima por lo menos 4. Se esta tomando b = 1.

9(x) T
Cl LL’8—|—8 {0123
Cy | 25 + 42° + 82 + 822 + 5x + 1] {0,1,2,3
Cs | 2%+ 52° + 82 + 82% + 42 + 1| {0,2,4,5
Cy | 2° + 621 +52% + 522 + 4o + 8 | {2,4,5,6,
{1,2,3,4
{1,2,3,6
{4,5,7

Cs | 2® + 52t + 423 + 422 + 32 + 8
Co | * + 423 + 40 + 8

Cs | 2% 4+ 622 + 42 +8

Tabla 2. Algunos codigos ciclicos de longitud n = 8
sobre Zg.

Wk Ul s OO

3.3. Decodificacion de cédigos BCH sobre
Loyys

Sea C un codigo BCH sobre Z,s construido a partir del elemento o
primitivo en G,, con polinomio generador

g(x) = LOM (My(x), Moy1 (), - ., Mpyoi1(2))

Por el Teorema 3.2.12, este codigo tiene distancia minima por lo menos
2t + 1 y por lo tanto puede corregir por lo menos t errores. Por simpli-
cidad consideraremos el caso en que b = 1, los ajustes necesarios para
el caso general pueden hacerse de manera similar a la Seccion 2.1.

Supdngase que se envia la palabra c¢(z) € C y que en su lugar se
recibe r(z) = ¢(x) + e(x), donde e(x) € Zys[z] es el polinomio error
con a lo més t coeficientes distintos de cero. Supdéngase ademas que
ocurrieron v errores en las posiciones i1, s, ...,1%,, donde 0 < v < t.
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Podemos escribir entonces e(x) = e,z + ;22 + - - - +¢;, ™ donde e;,
es la magnitud del /-ésimo error.

De igual forma que en el caso de campos, los sindromes estan dados
por,

S; =r(a?)=e(a’) paraj=1,2,...,2t

Siguiendo el proceso visto en la Seccién 2.1 definimos las magnitudes
de error Y; y las localizaciones de error X;, como Y, = ¢;, y X; = alt
respectivamente para [ = 1,2,...,v donde 7; es la posicion del [-ésimo
error. Obsérvese que las magnitudes de error son elementos en Zys.
Nuevamente se tiene el siguiente sistema de ecuaciones que relaciona
los sindromes con las magnitudes y localizaciones de error.

S = ViXi+--+ Y, X,
Sy = X7+ + VX7

(37) Su = VX{ +- o+ VX

Definimos el polinomio localizador de errores como

Alz) = (1—-Xi2)(1 —Xox)--- (1 — X,2)
(38) = A+ A2V 4 A+ 1

que es un polinomio cuyos coeficientes estan en el anillo de Galois

R = GR(p*,m)

De igual manera que en el caso de campos (Seccién 2.1), los coefi-
cientes de A(x) satisfacen las siguientes relaciones

(39) A1Sjrv—1+A2Sjppo+ -+ AS; =—=S;1, paraj=1,...,0v

El algoritmo iterativo visto en la Seccion 2.2 requeria en algunas
actualizaciones el inverso multiplicativo de ciertos elementos, sin em-
bargo, en este caso tanto los coeficientes de A(x) como los sindromes
estan por definicién en el anillo de Galois R = GR(p®, m) donde no
todos los elementos son invertibles. A continuacion se vera una forma
de generalizar el proceso iterativo descrito en la Seccién 2.2 a este tipo
de anillos, utilizando el hecho de que se trata de un anillo local.
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3.3.1. El algoritmo de Berlekamp-Massey
en anillos de Galois

El algoritmo de Berlekamp-Massey resuelve el siguiente problema:
dada una sucesién Sy, S, ..., 5,_1 de elementos en un campo, deter-
minar la recurrencia lineal de menor longitud que la genera. Veremos
una generalizacion de este algoritmo que permite resolver este mismo
problema en anillos de Galois, siguiendo las ideas dadas por J.A. Reeds
y N.J.A Sloane en [17].

Sea R = GR(p®,m) el anillo de Galois Z,:[y]/(h(y)), donde h(y) es
un polinomio moénico bésico irreducible de grado m sobre Z,s y sea R*
su grupo de unidades. Al igual que en la Seccién 2.2 vamos a decir que

la sucesion Sy, St,. .., S,_1 € R es generada por una recurrencia lineal
de longitud L si existen elementos ag = 1,a1,...,ar € R tales que

L
(40) ZaiSj_iZO paraj=1L,...,n—1

i=0

Sean a(z) = ap+a1x+- - -+apaxl y S(x) = So+S1x+- - +S,_12" L,

entonces la condicién (40) es equivalente a
S(z)a(xr) = b(r) mod z"

(41) a(0) = 1

Para algin polinomio b(z) € Rz] de grado < L — 1. La lon-
gitud de la recurrencia satisface L > méax{gr(a(z)),1 + gr(b(z))} v
como se busca una recurrencia de longitud minima puede suponerse
que L = max{gr(a(x)),1+ gr(b(z))}. Sea A = (a(x),b(x)) y L(A) =
max{gr(a(z)), 1+ gr(b(z))}. Por convencién se tomara gr(0) = —oc.

Con la notacién establecida, dados Sy, S1,...,S5,-1 € R lo que se
busca es una recurrencia lineal A = (a(z),b(x)) de longitud minima
L = L(A) que satisfaga (41). La idea principal es considerar no sélo
esta condicion si no que para cadan = 0,1,...,s—1 se buscaran parejas
A, = (a,(x),b,(x)) tales que

S(xz)ay(r) = by(xr) mod z"
(42) an(0) = p"
con L(A,) = L,, minima.

El algoritmo es nuevamente un proceso iterativo cuyo objetivo es

calcular paratodo 0 < k < ny0 <n < sparejas A,(7k) = (a,(f)(x), b,(f)(x))
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que satisfacen

mod 2"

!
—
8
~—
@/‘\
=
—~
8
~—
I
Sy
=
—~
8
~—

(43) a(0) = p
con L(Asik)) minima.

Sea pU* la mayor potencia de p que divide al coeficiente de z* en

el polinomio S (a:)a,(f) (x) — b%k) (x). Si este coeficiente es cero se toma

up, = 5. Més adelante se verd que en el k-ésimo paso se satisface la
siguiente propiedad para todo 0 < r < k,

(P.):V 0< g < e se tiene que L(AY™) = L(AY) o bien existe
un entero h = f(g,r) tal que
gtup, < €
LAV = r 41— L(AY) y
r+1 r
L(AYTY) > L(AM)
Estas condiciones son analogas a las del Lema 2.2.1 y el Corolario

2.2.2 en el algoritmo de Berlekamp-Massey para campos visto en la
Seccién 2.2.

Con esto, el algoritmo calcula A%Hl) y f(n,k) para 0 < n < s

de manera que satisfagan la propiedad (Fy). Las cantidades L(A%k))
también satisfacen que

L(A(k)

n+1

) < L(AW) < LAY

Recuérdese que el objetivo es el siguiente: dados Sy, Sy, ...,S,_1 €
R = GR(p®, m) encontrar una pareja A = (a(z),b(z)) tal que
S(x)a(r) = blx) mod z"
a(0) = 1
cuya longitud L = L(A) = méx{gr(a(z)),1 + gr(b(x))} sea minima.

A continuacion se describe el algoritmo que determina la pareja
A = (a(z),b(x)) con las condiciones deseadas. En el paso inicial se
toma k =0y para cadan=0,1,...,s — 1 se define

(@) = p HO(z) =0,

all(z) = p", b (x)=p"S,,

Af;) = (a,(;) (x), b,(f) (x)) parai=0,1
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Se define también 6,op""° como el término constante en S (:Jc)a,(7 )(l’)—

bg}o) () donde 6,0 € R*. Si dicho término es cero se toma 6,0 = 1y

uno = S. Finalmente se define f(n,0) = 0.

El siguiente paso se realiza para k = 1,2,...,n—1 y produce Asikﬂ).
Para cadan =0,1,...,s—1 se calcula 0,;p""* como el coeficiente de la

potencia x* en S(:)s)a,gk)(x) - b%k) () de manera que 6,;, € R*. En virtud

del Teorema 3.1.3 esto siempre puede hacerse (aunque no de manera
tUnica). Si este coeficiente es cero se toma 0, = 1y u,, = s. El término
0,xp"* corresponde a la discrepancia en el algoritmo para campos. Se
tienen los siguientes casos:

Caso 1: Si u,, = s se toma A%Hl) = A%k)
Caso 2: Si uy, < s, se definen g =s—1—uy v f(n,k) =g. Se
consideran entonces los subcasos:

Caso 2a: Si L(Agk)) = 0 hacer Asikﬂ) = (a%k) (x), b%k) (x) +
Oip ")

Caso 2b: Si L(Agk)) > 0 se toma 0 < r < k tal que
LAY < L(AT™)) = L(AY), es decir, r es la mds re-
ciente iteracién en la que hubo un cambio en la longitud
LAY, LA, . . LAY y h = f(g,r). En este caso se

toma
ayt @) = aP (@) = Oty et (@)
(44) o) = bP () = Ol p ) (@) y
A1(7k+1) — (&%k—i_l),b?(?k—i_l))

Aqui concluye el paso k. Al final del paso n—1 el algoritmo termina
y la pareja deseada A = (a(x),b(x)) estd dada por

ASY = (al” (2), 557 (x))

Obsérvese que tiene sentido escribir p“n*~“ en (44) pues por la
eleccion de r y de la propiedad (P,) se sigue que L(Aék)) = L(Aé”l)) =
r+1—L(A§:)) donde h = f(g,7) y g+up < e. Y como g =e—1—uy,
se concluye que up, < u,,. Asi pues, una potencia anterior de p puede
usarse para eliminar la potencia de p en la discrepancia actual y con la

eleccién de A%Hl) dada en (44) se logra que
S(x)al*V(z) = b (z) mod 2!

at(0) = p"
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Para probar que el algoritmo funciona se requiere, al igual que en
el caso de campos, un lema previo. Denotaremos por Pnk) al conjunto
de parejas (a(x),b(x)) que satisfacen

S(z)a(z) = b(z) mod 2*
a(0) = p"
y por Q,(f) con 0 <7 < s, al conjunto

QP = {(a(w),b(®)) | S(@a(z) = b{a) + 67*  mod 2+
para algin 6 € R*}

Obsérvese que por definicién, la discrepancia en el paso k satisface
(45) S(:)s)a;k)(x) = bgk) (2) + Oppp*z®  mod xFH
y por lo tanto A;k) € P,§’“’ N Qgﬁ

Lema 3.3.1. Si (a(z),b(z)) € P\ y (c(z),d(z)) € Q¥ donde n y
u satisfacen la relacion n+ u < s entonces

L(a(x), b(z)) 4 L(c(z), d( ) =k
DEMOSTRACION. Por definicién de P y Quk Y mod z* se tiene
que:
S(z)a(z) = b(z) modz* y
S(z)e(z) = d(z)+0p“z" mod 2"
para algin # € R*, asi que

S(z)a(z)c(z) = b(z)e(zr) modz® y
S(x)a(x)c(x) = a(x)d(x)+ 0p'z"'a(z) mod z”
Por tanto,

b(x)e(x) — a(x)d(x)

a(x) mod z*

u k 1 (

= Op“s*'a(0) mod zF
— epn—i-uxk 1

# 0 pues n+u<s

b

Esto significa que el grado de b(z)c(z) — a(z)d(z) es por lo menos
k — 1 pero por otro lado,

gr(b(z)e(z) — a(z)b(x)) max{gr(b(z)c(z)), gr(a(z)b(x))}

< ;
< Lla(x),b(x)) + L(c(x), d(z)) =1
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lo cual completa la prueba. O
Diremos que la pareja (a(z), b(z)) € P tiene longitud minima en
P,§’f’ si
L(a(x),b(x)) < Llc(x), d(x)) ¥(e(w), d(x)) € B

El Lema 3.3.1 permite dar condiciones para que una pareja sea de
longitud minima lo cual se establece en el siguiente,

Corolario 3.3.2. Bajo las hipotesis del Lema 3.3.1, si se cumple la

tgualdad
L(a(z),b(x)) + L(c(x),d(z)) =k

entonces (a(x),b(x)) es de longitud minima en Pé’“)

Ahora si estamos en condiciones de demostrar que el algoritmo des-
crito en efecto funciona.

Teorema 3.3.3. Para todo k = 0,1,....nyn =0,1,...,s —1 la
pareja A,(7k) dada por el algoritmo descrito anteriormente tiene longitud
minima en Pé’“)

DEMOSTRACION. La prueba es por induccién sobre k. La hipétesis
de induccién es que, al inicio del paso k se cumplen las propiedades
Py, P1, Po_y v que AV tiene longitud minima en P\ para 0 < r < k
y 0 < g < s. En el k-ésimo paso se lleva a cabo lo necesario para

construir A%kﬂ). Debe probarse pues, que al final del paso k se cumple
la propiedad (Py), es decir,

(P):V 0<n< s se tiene que L(A%kﬂ)) = L(A;k)) o bien existe
un entero g con
nN+ug < S
k+1)y k
LAY = k+1-L(AW) y
L(AKTDY > L(AW)

n

y que A( U tiene longitud minima en P para 0<n<s.

Probar Py y la minimalidad de ASZO) y AS}’ es inmediato. Supongase
pues que se estd en el paso £y que ocurre el caso 1. En estas condiciones
se toma A ) — A;k) con lo cual se satisface P, ademas A ) tiene
longitud minima por hipdtesis de induccién.

Supongamos ahora que ocurre el caso 2a. Veremos primero que se

satisface la propiedad (Fy). Podemos suponer que L( (b +1) ) # L( )
En este caso se tiene que
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LAY =0 y AP =(p7,0)
y por construccién la discrepancia satisface (45), esto es
S(x)p? = Oypora®  mod 2

Esto implica que p*~9 = p*~(=1=uwnk) = pltumr divide a los S, ...,
Sk_1y que S = Op“e+~9 para algin 0 € R*

Sea S; = p'tunS! para i < k. Como 6,,p"r* satisface (45) tenemos
S(:)s)a;k)(x) = bgk) (2) + Opppz®  mod xF

asi

[P (S o+ Syt O ] = 6 )

+0pp" 2" mod 2

Igualando los coeficientes de z* se obtiene que
pltUnk 4 gplor =9t — Oep"™*  para algin v € R
lo cual implica que:

'Vpl—‘ru"k + 9pugk+77—5+1+unk — enkpunk
Como 6, es unidad, p no divide a p“s= 1~ por lo que
N+ug=s—1<s

Ahora, gr(b\) (z)) < k—1y en el caso bajo consideracién la siguiente
pareja es:
AF = (aP)(@), (@) + O
Asi
L(A%Y) = max{gr(al?), k + 1}

y por la suposicién de que L( (k1) ) (A (&) ) se concluye que

L(AYY) = k+1
= k+1—L(AW)

g

y que L(A ) > L(A ) Tenemos pues que n+ug, < sy L(A%Hl)) +
L(A{) = k +1 1o cual junto con el Corolario 3.3.2 implica la minima-
lidad de A% en PFFY.
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Resta ver el caso 2b. Para ver la propiedad (Py), nuevamente pode-
mos suponer que se cumple L(A%Hl)) # L(A%k)) y asi

k—r+ L(AY) > L(AD)

ademas por la elecciéon de r y la hipotesis de induccion,

(46) L(AW) = L(AT)) = r +1 — L(A")
entonces
(47) k+1> LAM) 4+ L(AW)

Considérese el polinomio
g(x) = aP(@)[S(@)al (x) = 0 ()] = af? (2)[S(x)af? () — by ()]
= a® (@) — o ()
De (47) resulta que
gr(q(x)) < méx{gr(ay? ()b} (2)), gr(a) (x)b)" (x))}
< L(AW)+ L(Aé“) 1
< k
Por otro lado, por definicién, el polinomio ¢(x) se expresa como
q(x) = (pn _|_ e )(Hgkpugkxk + . .) — (pg + PP )(enkpuﬂkxk _|_ . .)

que contiene sélo términos de grado mayor o igual que k. De lo anterior
se desprende que g(z) = 0 pero el coeficiente de z* es

Ogrp" o — Oy T = 0
y como 6, y 0,1, son unidades, en virtud del Teorema 3.1.3, debe ser
Ugk +n = Unk +g
= Upp +5—1—upy
= s—1

Por lo tanto, n 4+ ug; < s. Ahora, por la forma en que este caso en
se toma Agkﬂ), de (46) y (47) se tiene que

LA%YY < max{L(AW), k —r + L(A})}
= max{L(AW),k+1— L(AW)}
= k41— L(AD)
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Ademas, como A%Hl) € Pékﬂ), Agk) € QQ(LIZ),C y N4 ug < s se
satisfacen las hipdtesis del Lema 3.3.1 asi que

LAWY + LAWY > k+1

con lo cual se tiene la igualdad:
L(AF) =k +1— L(AW)
y de (46) tiene que L(A;kﬂ)) > L(A;k)).

Finalmente, el Lema 3.3.2 garantiza la minimalidad de L(A,gkﬂ)).
U

A continuacién se daran algunos ejemplos que ilustren el algoritmo
descrito anteriormente.

EJEMPLO 3.3.4. Considérese el anillo de Galois R = GR(22,2) =
Zaly]/{(y* +y + 1). En R se busca la menor recurrencia que genere la
sucesiéon Sop = 2, S1 =y +1, S =2y +2, S3 = 2y, Sy = 3y + 2.
Aquip=2ys=2.

Veamos con detalle los primeros pasos del algoritmo de Berlekamp-
Massey en anillos de Galois como estd dado en la pagina 67. Se tiene
que

S(z) =24 (y+ D+ 2y + 2)z* + (2y)2* + (3y + 2)a*

En el paso inicial se toma k& = 0 y se definen

(48) AY = (1,0, AP =(2,0)
(49) AV =(1,2), AP =(2,0)

Se define entonces 0,0p“" como el término constante en S (x)a,go) —

be”, paran = 0, 1. En este caso resulta
Ooop"®@ =2 =1-2!
Hlopulo =0=1- 22

Por tanto,
(50) 900 = 1, Ugo = 1
(51) 910 = 1, U190 = 2

Finalmente hacemos

(52) f(n,0)=0 para n=0,1
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y con ésto concluye la inicializacion.
Para el siguiente paso tomamos k = 1 y para n = 0,1 se calcula
,1p"" como el coeficiente de z en S ()a) — b obteniendo

Oop" =y +1=(y+1)-2°
Oup" =2y +2=(y+1) 2'

asi que
(53) 901 =y + 1, Upg1 — 0
(54) O =y+1, uy=1

Ahora, como ug; = 0 < 2, estamos en el caso 2 por lo que se define

g=2—-1-un=1y

(55) f(0,1)=1

De (49) se ve que L(Agl)) = L(Agl)) = 0, y de acuerdo al paso 2a se
toma

ag’(x) = ag”(x) y 0 (2) = b (2) + Boapta’
por lo tanto, de (49) y (53), se obtiene

(56) AP = (1,24 (y+ 1))

Por otro lado de (54), u1; = 1 < 2 y nuevamente se estd en el caso
2 de modo que se define

g=2—-1-un =0y

(57) f(1,1)=0

ademads, de (49), L(Agl)) = L(A(()l)) = 1 > 0 por lo que ahora se
considera el caso 2b y se toma r como la méas reciente iteracion para la
cual L(AY)) < L(AS™) = £(AP). Como L(AL) =0y L(AM) = 1
(ver (48) y (49)), entonces r = 0. Ademds, se toma h = f(g,7) =
f(0,0) = 0. Finalmente hacemos

o) = ai'(x) = Ol p™ 0w - o ()
= 2—(y+1)-17p" 1
= 24+ (3y+3)z
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b(x) = 0() — Oub'p 0w b (2)
=0

Por lo tanto,

(58) AP = (24 (3y + 3)z,0)

Estos resultados y los correspondientes a las restantes iteraciones

se muestran en la Tabla 3 que da las parejas (a%k) (x), bgk) (x)) y en la
Tabla 4 que d4 los correspondientes valores de L, Ok, uy, y f(n, k),

donde L = L(a{ (), b\ (x)).

k n=20 n=1

0 (1,0) (2,0)

1 (1,2) (2,0)

2 L2+ (y+1)x) (2+ (3y +3)z,0)

3 (1+2z,2+ (y+1)z) (2, (2y + 2)x)

4 (1422 + 2y +2)2%,2+ (y + 1)z) (2, (2y + 2)x)

5| (1+2x42y2?+ By + 123,24 (y+ Dz) | (24 2y +2)23, (2y + 2))

Tabla 3. (a%k) (x), bszk) x)) para el Ejemplo 3.3.4.

k n= n=1
0 (0,1,1,0) (0,1,2,0)
1| (1,y+1,0,1) | (0,y+1,1,0)
21 (2,y+1,1,0) | (1,3y,0,1)
3 (2ay71>0) (271727_)
41(2,3y+2,0,1) (2,9,1,0
3 (37—7—7_) (37—7—7_)
Tabla 4. (L, 0, un, f(n,k)) para el Ejemplo 3.3.4.

Del tltimo rengléon de la Tabla 3 se obtiene que la recurrencia bus-
cada es:

Sj + 2Sj_1 + 2ij_2 + (3y + 1)Sj_3 =0 para j >3

EJEMPLO 3.3.5. Considérese el anillo de Galois R = GR(3%4) =
Zoly]/(y* + y* + 2). Usaremos el algoritmo de Berlekamp-Massey en
R para encontrar la menor recurrencia lineal que genere la sucesion
So = 4y +5y% + 3y + 2, S; = 3y> + 6y> + 4, So = 5y + 4y* + 6y + 1,
S3=>5. Eneste casop=3y s=2.
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Los resultados obtenidos se muestran en la Tabla 5 donde aparecen
las parejas (a;k) (x), bszk) (x)), y en la Tabla 6, que da los valores de L,
Ok, ey £(n,k), con L = L(ai” (z), by (2)).

n=20
(1,0)
(1, 4y3 + 5y% + 3y + 2)
(1 + (4y® + 5y2 + 3y + 5)x, 4y> + 5y% 4 3y + 2)

(1 + (4y® + 5y% + 3y + 5)x + (3y3 + 6y2)a?, 493 + 5y + 3y + 2)
(1 + (6y3 4 5)z + (5y> + y2 + 3y + 8)x2, (4y® + 5% + 3y + 2) + (53> + y2 + 3y + 8)x)
n=1
(3,0)

(3,3y% + 6y +6)

(3 + (3y® + 6y + 6)x, 3y> + 6y + 6)

(3 + (3y® 4 6y% + 6)x, 3y> + 6y> +6)

(3 + (3y® + 6y% + 6)x, 3y° + 6y 4 6)

Tabla 5. (a%k)(x), b,(f) (x)) para el Ejemplo 3.3.5.

W N O TR WN = O

n=20 n=1
(0,4y3 + 5y% + 3y +2,0,0) | (0,44 + 5y + 3y + 2, 1,0)
(1,3y + 6y% +4,0,1) (1,1,1,0)
(1,2y3 + 9% +2,1,0) (1,1,2,—)
(2,2,1,0) (171727_)
(27_7_7_) (17_7_7_)
Tabla 6. (L, 6,, u, f(n,k)) para el Ejemplo 3.3.5.

=~ W N = O

La recurrencia buscada esta dada por los coeficientes del polinomio

a(()4) (x) que aparece en la Tabla 5:

S; 4+ (6y° +5)S;_1+ (5y* +y* + 3y +8)S; » =0 para j>2

3.3.2. Calculo de las localizaciones de los
errores

Calcular las localizaciones de error cuando se trabaja en anillos Z,s
requiere un paso mas que sobre campos pues en el anillo de Galois R
la solucién del sistema (39) en general no es unica y el polinomio cuyos
coeficientes generan la sucesién de sindromes, obtenido por medio del
algoritmo de Berlekamp-Massey para anillos de Galois puede no ser
el polinomio localizador de errores buscado. Veremos que es posible
determinar las localizaciones de error a partir de las raices del polinomio
encontrado con el algoritmo de Berlekamp-Massey visto en la seccién
anterior. Se siguen las ideas descritas en [11].
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Sea
Ao(z) = Az’ +Apqz’ '+ + Az +1
(1—-Z1z)(1 — Zox)--- (1 = Zyx)

la factorizacion sobre R del polinomio obtenido con el algoritmo de
Berlekamp-Massey. Entonces el polinomio reciproco de Ag(x) dado por

¥+ /A\lx”_l + .-+ A, puede factorizarse como
MNo(z) = (z — Z1)(x — Z2) -+ (x — Zu)

El siguiente resultado es 1til para encontrar las v localizaciones de
error.

Teorema 3.3.6. Sea A(z) € R[z] un polinomio con v raices distintas
sobre R, digamos

Az) = 2"+ Az 4+ Az + A,
= (x—2Z1)(x—Zy) - (x — Zy)
tal que sus coeficientes \; satisfacen la recurrencia (39). Entonces
Y;P, =0

donde P, = /A\(XZ) para 1 < i < v con Y; las magnitudes y X; las
localizaciones de error.

DEMOSTRACION. Multiplicando el polinomio A(z) por Y; X/ se ob-
tiene,

ViX? (2" 4+ Mg’ e Ny x4 A = Y X (o= Z)) (5 —Zs) - - (w—Z)
parai < 7 < w.

Evaluando en X; y sumando para 1 < < w,

Sj—i—v + Klsj-l—v—l +o Kv—lsj-l-l + Kij = Z Y;XZJPZ
i=1
Pero como los A; satisfacen (39), el lado izquierdo de esta ecuacién
se anula para 1 < j < v y por tanto

Z)@XﬁPizo para 1<j3<wv
i=1
Matricialmente se tiene,
Xy Xy oo X, Y1 P, 0
Xz X2 ... X? Yo Py 0

XV Xy - XU LY,P, 0
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el cual es un sistema homogéneo de ecuaciones lineales sobre el anillo R
en las variables Y;P; cuya matriz correspondiente es cuadrada y tiene
por determinante

(59)
1 1 - 1
X X, X,
Xy X,)det | . = (X1 X)) [[(Xi = X))
Xi;fl ngl . X;L})—l i>j

porque esta ultima matriz es de Vandermonde. Ahora, en virtud de la
Proposicién 3.2.7, este valor es una unidad de R pues recuérdese que
los X; son de la forma o para algtin entero [ entre 0 y n — 1, donde
a es un generador de G,, (Seccién 3.2). Por lo tanto, dicha matriz es
invertible (para més detalles consultar [16]) de modo que el sistema
tiene solucién tunica, en este caso, la trivial. Por lo tanto, Y; P; = 0 para
1 <17 < v como se queria. OJ

Obsérvese que el polinomio /A\(m) dado como el reciproco del poli-
nomio Ag(x) obtenido con el algoritmo de Berlekamp-Massey, es ménico
y sus coeficientes satisfacen (39), luego si tiene v raices distintas, cumple
con las condiciones del teorema y puede usarse para encontrar las lo-
calizaciones de error a partir de sus raices en la forma siguiente.

Como las magnitudes de error son distintas de cero, del teorema
anterior se concluye que cada producto P; = (X;— 71 )(X;—Z3) - - - (X —
Z,) es un divisor de cero en R por lo que cada P; tiene por lo menos
un factor (X; — Z;) que es divisor de cero en R. Més aun, si para P;
el factor (X; — Z;,) es divisor de cero y para Py el factor (X — Z},)
es divisor de cero, entonces l; # [, para i # k. Pues de lo contrario, si
[y = [y, se tendria que X; — X} es también divisor de cero lo cual no
es posible para i # k (Proposicién 3.2.7, Seccién 3.2). De lo anterior se
desprende que a cada Z; corresponde una tnica localizacion de error
X, tal que X; — Z; es divisor de cero.

Con estas ideas se tiene el siguiente procedimiento para encontrar
las localizaciones de error:

1. Calcular las raices en R de K(ZL"), el polinomio reciproco del
polinomio Ag(x) que se obtiene por medio del algoritmo de
Berlekamp-Massey. Digamos, Z1, Zs, ..., Z,.

2. De entre las localizaciones de error, Xy = o, X; = a, ...,
X,_1 = o™ ! seleccionar X; tal que

X — Z; € (p)
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Los elementos asi encontrados son las localizaciones de error bus-
cadas.

3.3.3. Calculo de las magnitudes de los
errores

Una vez determinadas las localizaciones de error sélo resta encon-
trar sus magnitudes. Para ello pueden aplicarse las ideas vistas en la

Seccion 2.3, es decir, las magnitudes de error Y7, Y5,... Y, estan dadas
por

XXt QX!
(60) Yi — l ( l ) _ ( l )

Hj;él(l - Xle_l) B _A/<Xz_1)

donde, A(x) = Ayx?+A,_12°" +- - ~+Ajz+1 es el polinomio localizador
de errores, S(z) = Z?tzl Szt y Q(x) = S(x)A(z) mod x?.

El detalle importante es probar que esta division tiene sentido, es
decir, debe probarse que el producto que aparece en el denominador
de la relacion (60) es una unidad de R. En efecto, si algin factor
(1 — X;X; 1) fuera divisor de cero, también lo serfa (X; — X;) que es
de la forma o — % pero de la Proposicién 3.2.7 esta ultima expresién
no puede ser divisor de cero para [ # j.

3.3.4. Ejemplos

En esta seccién se daran algunos ejemplos que ilustren todo el pro-
ceso de decodificacién para cédigos BCH sobre Z,s

EJEMPLO 3.3.7. Sea C un cédigo BCH de longitud n = 8 sobre Zg
con polinomio generador
g(z) = 2° + 5a' + 42® + 42* + 32 + 8

La aritmética es la de R = Zoly|/(y* +y +2) y @ = 8y + 2 es un
elemento primitivo de Gg. Este codigo corresponde al cédigo Cs dado
en el Ejemplo 3.2.13 en donde se ve que:

g(x) = LOCM(M(z), Ma(z), M3, Ma(z))
= (z—a)(z—a?)(z—a?)(z—ab)(z—a)
donde M;(x) es el polinomio minimo de o', de aqui que el codigo es
capaz de corregir por lo menos t = 2 errores. Supéngase que se envia

la palabra cero
¢=(0,0,0,0,0,0,0,0)
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y que se recibe el vector

7= (0,3,0,0,0,0,6,0)
Entonces el vector de error esta dado por,
e=(0,3,0,0,0,0,6,0)

y el polinomio correspondiente al vector recibido es r(z) = 6x° + 3.

Para decodificar primero se calculan los sindromes que son,

S1
S
S3
Sy

r(a)=3
r(a?) = 3y
r(a®) =3
r(a*) =3

A continuacién se busca una recurrencia de longitud minima en R
que genere los elementos Sy = 3,57 = 3y, S, = 3,53 = 3. Para ello
usamos el algoritmo de Berlekamp-Massey para anillos de Galois con
p =3y s =2. Los resultados se muestran en la Tabla 7. Veamos cémo
se obtuvieron algunos de ellos.

Primeramente se toma k = 0 y se definen

(61) AP =(1,0), AP =(3,0)
(62) A = (1,3), AP =(3,0)

En seguida, para n = 0, 1, se define 6,op"" como el término cons-

tante en S (x)ago) — be”. En este caso resulta

900]9“00 =3=1- 31
Hlop“w =0=1- 32

Por tanto,

(63) 900 = 1, Uogo = 1

(64) 910 = ]_, U0 = 2
Finalmente hacemos

(65) f(n,0)=0 para n=0,1

con lo cual termina la inicializacidn.
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En el siguiente paso tomamos k£ = 1 y para n = 0,1 se calcula

,1p"" como el coeficiente de z en S (x)agl) — bgl), obteniendo

Ooip* = By=y-3'

Oup* = 0
asi que
(66) o =y, up =1
(67) 911 = 1, U1 = 2

Puesto que ug; = 1 < 2, estamos en el caso 2 por lo que se define

g:2—1—u01:O y

(68) £(0,1)=0

De (62) se ve que L(Aél)) = L(Aél)) =1 # 0, por lo que se considera
el caso 2b y se toma r como la més reciente iteracién para la cual
LAY < L(AY™Y) = L(AY). Como L(AY)) =0y L(ASY) =1 (ver
(61) y (62)), entonces r = 0. Ademas, se toma h = f(g,7) = f(0,0) =
0. Finalmente hacemos

o () = a (@) = bl p" 0z - 0l (x)
= 1—(y) 17 a1
= 14+ (8y)x
y
b (@) = 0 (@) — Bl p™ 0w - ) ()
3—0=3
Por lo tanto,
(69) AP = (1 + (8y)z,3)

Por otro lado, de (67), u;; = 2 asi que de acuerdo al algoritmo se
esta en el caso 1 por lo que se toma

(70) AP = Al = (3,0)
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k n=20 n=1
0 (1,0) (3,0)
1 (1,3) (3,0)
2 (1+ (8y)x,3) (3,0)
31 (1+ (8y)x+ (8y)z%, 3) | (3,0)
41 (1+ (8y)z + (8y)x2,3) | (3,0)
Tabla 7. (a%k)(x), b,(f) (x)) para el Ejemplo 3.3.7.

Del tltimo renglén de la Tabla 7 se obtiene el polinomio Ag(z) = 1+
(8y)z+ (8y)2? cuyo reciproco y sus raices son: A(x) = 22+ (8y)z+(8y),

De entre los valores o = 1, = 8y+2,0? = 4y+2,0® = y+3,0* =
8,05 =y+ 7,05 =5y +7,a" =8y +6, se tiene que X; =ay X, =af
son tales que X; — 7Z; =0 € (3) y Xy — Zy = 3y € (3). Por lo tanto,
X1 v X5 son las localizaciones de error e indican que ocurrieron dos
errores en las posiciones 1 y 6.

Finalmente, para determinar las magnitudes de los errores usamos
las ecuaciones dadas en (60) con

Az) = (1—ax)(l—-af2) y

Qz) = 3
obteniendo
—Q(a") -3
Y = = =
! A7) 6y+5 3
_ 2 _
Y, — Q(a”) 3

- —6
N(a?)  3y+4

Por lo tanto, el polinomio de error es e(z) = 3x + 62° y la palabra
enviada es, en efecto, c(x) = r(x) —e(z) = 0.

EJEMPLO 3.3.8. Considérese el anillo de Galois R = Zo[y]/(y* +
y3 +2) y sea a = 8y + 2y? + by + 5. Puede verificarse que a es un
generador de las raices décimosextas de la unidad G4 sobre R asi que
podemos usar este elemento para construir codigos ciclicos de longitud
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n = 16 sobre Zg. Los distintos polinomios minimos sobre Zg son:

My(z) = 2—a’=2+38

Ml.ilf

X

SEEE

(1) = (@-a)w—a®)(a—a’)(z —al') =a' + 5a® +8
(r) = (z—a*)(x—a®) =2*+52+38

(r) = (z—aY)(z—-a?)=2"+1

(r) = (z—a°)(z—a)(z—a®)(z—a'®) =2* 4+ 42% + 8
(

r) = r—a®=x+1

My(z) = (z—a')(z—a) =22 +42+8
Sea C el cédigo BCH generado por,
g(z) = LOM(M(z), Ma(x), Mz, My(z))
= M (z)My(z)My(x)
= 2® 4+ 52" +52° +32° + T2t +22% + 40 + 4+ 1

Este cédigo tiene capacidad correctora t = 2. Supdngase que se

envia la palabra cero

¢=(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0)

y que se recibe el vector

7 =(0,0,0,0,2,0,0,0,0,0,6,0,0,0,0,0)

cuyo polinomio correspondiente es,

r(z) = 62'0 + 22*

En el proceso de decodificacion primeramente se calculan los sin-

dromes, obteniendo,
S =
Sy =
Sy =
S, =

r(a) = 4y° + 5y* + 3y + 2
r(a?) =3y* +6y* +4
r(a®) =5y +4y* + 6y + 1
r(a*) =5

El siguiente paso es obtener la recurrencia de longitud minima en R
que los genere para lo cual usamos el algoritmo de Berlekamp-Massey
sobre anillos de Galois. Estos calculos se efectuaron en el Ejemplo 3.3.5,
la Tabla 5 correspondiente muestra el polinomio cuyos coeficientes dan
la recurrencia deseada que es,

Ao(7) = 1+ (6y° + 5)z + (5y* + ¥ + 3y + 8)z?
El correspondiente polinomio reciproco es, entonces

Az) = 2% + (6y° + 5)x + (5y° + y* + 3y + 8)



3.3. DECODIFICACION DE CODIGOS BCH SOBRE Z,s 83

Las raices de K(I) fueron obtenidas por buiisqueda exhaustiva y son
Zi =42 + 82 + 3y +3y Zy =8y +y? + 6y + 1.

De entre los valores

=1 a®=8a%=38
a=8y+ 2y +5y+5 o =P+ Ty + 4y + 4
o? = 2y3 + Ty? + 6y al® = Ty? 4+ 2¢% + 3y

ad =2y% +6y> + 5y + 7 atl = Ty3 + 3y% + 4y + 2
at =8y  +y? +6y+1 a2 =2+ 8y + 3y +8
a® =Ty + 8y + Ty +6 a® =23 + 92 +2y+3
ol =Ty3 +2y% + 3y + 4 a't =293 +Ty? + 6y +5
7

a” =33 + 2% + 6y + 4 al® =6y +Ty> +3y+5
vemos que,
o' — 7, =3y® + 3y + 6 € (3)
y
ot — Zy,=0¢ (3)
por lo tanto las localizaciones de error son X; = o'’ y X, = o*. Se

concluye pues que los errores ocurrieron en las posiciones 10 y 4. Para
determinar sus magnitudes usamos las ecuaciones (60) con,

Az) = (1—a 2)(1—-a'2) y
Q(z) = (20" +7y*+6y+5)x + (4y° + 55> + 3y + 2)
y obtenemos
—Qa®)  —(By*+6y*+3) 6
N(ab) 3 +8y2+3y+1
—Qa'?) -2+ Ty +6y+2) 5
A (at?) 8y® +y* + 6y + 8
De lo anterior se concluye que el polinomio de error es e(x) =
6210 + 22 y por tanto la palabra enviada es c¢(z) = r(z) — e(x) = 0.

Y, =

Y, =

En los dos ejemplos anteriores la solucién del sistema (39) no es
tnica. Los polinomios Ag(z) y el verdadero polinomio localizador de
errores A(x) son tales que sus coeficientes la satisfacen. Veremos ahora
una condicion necesaria y suficiente para que la solucién de dicho sis-
tema sea tnica, en cuyo caso, las localizaciones de error no requieren
del célculo adicional pues el algoritmo de Berlekamp-Massey directa-
mente da el polinomio localizador de errores el cual corresponde a la
Unica solucion.

Proposicién 3.3.9. FEl sistema

ANSjipo1 + NoSjppo 4+ +AS; = =540 paraj=1,...,v
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donde los S; son los sindromes, tiene solucion unica si y solo si las
magnitudes de los errores Yy, 1 <1 < wv son unidades en Z,s.

DEMOSTRACION. Consideremos el sistema en su forma matricial,

Sl 52 e SU Av — P+l
(71> ‘5:12 53 T Sv—l—l Al}:—l _ _S:v+2
Sv Sv—i—l e 521)—1 Al _S2v

Al igual que en la Seccién 2.1 podemos escribir a la matriz del sis-
tema (71) como M = ABA", donde A;; = X;_l y By = X!Y;6;;, con

5. — 1 sii=y
Y10 sii £
La matriz A es la misma que aparece en la ecuacién (59) y ya

se vid que su determinante es una unidad. Por otro lado, la matriz B
tiene determinante

v
det(B) = [[viX
i=1
que es un divisor de cero si y sélo si algin Y; es divisor de cero. Por

lo tanto, det(M) es una unidad si y sélo si todos los Y}, 1 <1 < v son
unidades y en este caso la solucién de (39) es tnica. O



Conclusiones

Este trabajo presenta una construccion de cédigos ciclicos y en par-
ticular cédigos BCH sobre el anillo Z,s que es completamente andloga
a la forma usual de dar este tipo de cédigos sobre campos finitos. La
idea es dar los cddigos ciclicos en términos de las raices de su poli-
nomio generador para lo cual se requiere factorizar el polinomio z" — 1
sobre una extension adecuada de Z,s, que resulta ser el anillo de Galois

GR(p®,m).

Se describe, ademas, un algoritmo para decodificar codigos BCH
sobre Z,s que extiende las ideas de uno de los algoritmos mas im-
portantes y eficientes para la decodificacion de cédigos BCH sobre un
campo finito: el Algoritmo de Berlekamp-Massey. Dicho algoritmo re-
suelve el problema de encontrar la menor recurrencia lineal que genera
una sucesion dada sobre cualquier campo y al ser aplicado a la sucesion
de sindromes permite encontrar el polinomio localizador de errores. El
algoritmo aqui presentado se basa principalmente en las ideas de J. A.
Reeds y N. J. A. Sloane quienes en [19] dan un algoritmo cuyo objetivo
es encontrar la menor recurrencia lineal que genera una sucesién dada
en Z,, en este trabajo se utilizan estas ideas para resolver el mismo
problema pero ahora sobre el anillo de Galois GR(p®, m). Cuando se
aplica este algoritmo a la sucesion de sindromes para un codigo sobre
Zys, se obtiene un polinomio que no necesariamente es el polinomio
localizador de errores, sin embargo, usando la técnica presentada por
J. C. Interlando, R. Palazzo y M. Elia en [11] el polinomio localizador
de errores correcto puede obtenerse a partir de éste.

Cabe mencionar que existen otras generalizaciones del algoritmo de
Berlekamp-Massey tanto para otro tipo de cddigos, como lo es el al-
goritmo de Sudan-Guruswami utilizado en la decodificacién de cédigos
geométrico algebraicos [23], como a otras estructuras, caso del algo-
ritmo modificado de Berlekamp-Massey para anillos conmutativos con
unidad dado en [11]. Existen también generalizaciones del algoritmo
que permiten generar sucesiones multiples [7], lo cual tiene aplicacién
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en decodificacién de codigos ciclicos, ademas, esta idea ha sido exten-
dida en [10] al caso de sucesiones multiples sobre anillos conmutativos
con unidad, lo cual permite decodificar cédigos ciclicos sobre Z,s.

Es importante destacar que en el algoritmo presentado es necesario
llevar a cabo divisiones en el anillo de Galois GR(p®, m) por lo tanto,
para ésta y de igual manera para otras aplicaciones son de especial
interés algoritmos que permitan calcular en forma eficiente los recipro-
cos para las unidades en este tipo de anillos. Sin embargo, a pesar de
que se han disenado muchos algoritmos para el calculo de reciprocos
sobre campos finitos o anillos de enteros, no se ha puesto gran atenciéon
en algoritmos para anillos de Galois. En [5], por ejemplo, se describen
tres diferentes métodos para calcular el reciproco de una unidad en
GR(p®, m), pero atin es mucho el trabajo que hay hacer en estas direc-
ciones.
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