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El presente  trabajo est6 ubicado  dentro  de la Teorfa de 

Representaciones de Orupos. 
E s t a  teorfa se inici6 con los t r a b a j o s  de O. Frobenius 

durante las dos últimas &cadas del siglo M X ,  dl introdujo 

para  grupos finitos conceptos muy importantes como son: 

Representaciones  Irreducibles,  Descomposición de una 

Representacicin,  Caracter de una representación, 

Representaciones  Inducidas y un teorema llamado el Teorema  de 

Reciprocidad de Frobenius e l  cual describe la descomposicicin de 

la representación inducida en  componentes  irreducibles. 

Posteriormente Weyl principalmente,  desarrolló la Teoría 

de Representaciones de Qrupos  Compactos  Infinitos  en sus 

primeros trabajos que  son de los apios 20 del presente  siglo, 

por  eemplo el Teorema de Peter-Weyl el cual trata de la 

descomposición de la representación regular de un grupo 

compacto Q en L*W> C1927>; sus trabajos estuvieron  motivados 

por  necesidades de la Física. 

Muy importante  también f u é  el desarrollo de la Teorfa de 

Representaciones  para  Qrupos  Abelianos  Localmente  Compactos, uno 

de los teoremas centrales  de esta teoría es el Teorema de Stone,  

Naimark, Ambrose,  Qodement que también describe una 
descomposición de una representación unitaria en  componentes 

irreducibles las cuales en este c a s o   s o n  caracteres d e l  grupo; 

se demostró primero  por  Stone  para 02" en 1930-1932, d e s p u b  

Naimark e n  1943, Ambrose e n  1944 y Qodement e n  1944 dieron 

varias  extensiones del Teorema para un grupo abelian0  localmente 

compacto  arbitrario. 

En los apios veintes  el desarrollo de la Teoría de 

Representaciones de Qrupos estuvo  determinado  por la Fisica, los 

f i s i c o s  se interesaron  en las representaciones de grupos no 

compactos y sus resultados  relativos  a grupos de 

transformaciones fisicas, ideas de soluciones generales a estos 

grupos  fueron  desarrolladas  por J. M. Qelfand, O. Mackey, 

Harish-Charrdra y o t r o s .  



INT&ODUCCION 

En la Teoria de Representaciones de Qrupos  exlsten  dos 

problemas principales: 

1) Dado un grupo,  encontrar el conjunto de todas 

representaciones  irreducibles no equivalentes 

mutuamente. 

2) Encontrar una descomposicidn  de una representacidn de 

un grupo dado en sus componentes  irreducibles. 

En e l   c a s o  de un grupo  abeliano  localmente  compacto Las 
representaciones  irreducibles  son caracteres del  grupo, llamado 

el Orupo Dual; la solucirin al problema 2) p a r a  este caso la da 

el Teorema de SNAQ. 

Si el grupo es compacto, la Teoría de Weyl resuelve los 

d o s  problemas  anteriores. 

En el p r e s e n t e   t r a b a j o  se consideran  estos  dos  problemas, 

para grupos que s o n  de la forma producto  semidirecto. 

En el   capitulo 3 se describe la solución al primer 

problema, la cual  pertenece a O. Mackey, donde todas Las 
representaciones unitarias irreducibles se pueden  obtener como 

representaciones  inducidas  por medio de una construcción 

geométrica. El análisis s i s t e m á t i c o  de las propiedades 

generales de has representaciones  inducidas lo realizó O. 

Mackey, di6 una construccibn  general  de  Representaciones 

Inducidas para un grupo  topológico  localmente  compacto 

arbitrario  y con esta construccibn  general  probó el Teorema  de 

lmprimitividad y e l  Teorema de Inducción  en  Etapas. 

En el capítulo 4 le damos solución al problema 2) cuando 

el grupo es el producto  semidirecto NaH donde N es un grupo 

abeliano compacto, H un grupo  f inito y la representación es 

inducida de un subgrupo; el resultado  obtenido determina Las 
componentes que aparecen  en la descomposición y sus 

multiplicidades.  El Teorema 4.11 trata un caso particular  del 

Teorema de la sección 9 del  artículo C91, la demostración 

presentada es d i f e r e n t e  y usa técnicas  m a s  elementales que en 

el artículo. 

ii 



INTRODUCCION 

En el capitulo S se d z a n  las representaciones de 

grupos relacionados  con grupos cristaiogrAficos que son de la 

forma  producto semidirecto y satisfacen las hipritesis del 

capitulo 4, estudiamos también algunos subespacios invariantes 

de la representación  quasiregular para estos grupos; el Teorema 

5.12 tiene un interesante significado fisico. 



En el presente  traba* u s a r e m o s  la simbologia que a 

continuacidn  describimos 

D( 

IR 
IR+ 

6: 

C <Q> 
O 

C+CQ> 
O 

TR 
6 

TL 
6 

LCH>, BCH> 

T-T' 

T* 

* 
K 

< : >  
Aut<N> 

a 

Conjunto de números naturales. 

Campo de números reales. 
Conjunto  de reales positivos.  

Campo de números  complejos. 

Final de una Demostración. 

Espacio de funciones  continuas  sobre Q con 

soporte  compacto. 

Espacio de funciones  continuas no negativas  con 

soporte  compacto. 

Traslación derecha. 

Traslación izquierda. 

Espacio de operadores  lineales  acotados e n  el 

espacio de Hilbert H. 

Equivalencia de representaciones.  

Suma directa. 

Espacio dual del  grupo GI. 

Conjugado  de a E C.  

Operador  adjunto de T. 

Caracter  de la representación T. 

Espacio de funciones cuadrado integrables.  

,Representación  del  grupo O inducida  por la 

representación L. 

Representacich  inducida del grupo K por la 

representacidn L. 

Forma de  multiplicidad. 

Qrupo de automorfismo del grupo N. 

Producto semidirecto. 
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No aH 

T 
N, aH 

X 

uxL 
Representacidn Inducida de N o a H  por la 
representacidn xL . 

H 

O r b C f  > 
X 

arc+ l,...,t > n 

Subgrupo de isotropia de x . 

Orbita de f. 

Latt ice   generada por t I’ ..., t n . 

V 



En el presente  capítulo  desarrollaremos algunos conceptos 

basicos  importantes tales como Medida de Haar, Espacios 

flOmO&neoS, Medida Invariante, Lema  de Schur, grupo  dual, 

Teorema de SNAQ y algunas propiedades  básicas de 

representaciones  de  grupos  compactos; que nos  permitirán 

estudiar los temas de los capítulos  siguientes,  como son 

representaciones  inducidas, sistemas de imprimitividad, 

representaciones  inducidas de productos semidirectos y la 

construccidn  de Mackey. 

Introducimos el concepto  importante de una medida 

invariante. Sean O un grupo  localmente  compacto, Co( O )  y Co( 0) 
el espacio de funciones  continuas y continuas no n e g a t i v a s  

s o b r e  O con  soporte  compacto  respectivamente. 

+ 

U n a  medida de Radon p o s i t i v a  es una funcional  lineal 

posit iva  sobre Co(Q) la cual es no negativa   sobre Go( O) es 

decir p<f 2 0  para f E Go( O). 

+ 
+ 

UM medida de radon  positlva p que es invariante izquierda 

es decir 

p ( T L f )  = p C f >  

donde TLfCx> = f( g-'<x>); x ,  6 E Q se l lama una medida de H a a r  

izquierda. 

g 

S 

D e f i n i m o s  similarmente una medida de Haar derecha A, como 

X ( T R f )  - A < f >  
9 

donde T"fCx> = f Cxg>; x, g E (3. 
g 

1 



TEOREMA % j  

Cada grupo Localmente compacto tiene una medida de Waar 

izquierda p. S i  v es cualquier  otra medida de Haar izquierda 

diferente de cero, entonces v - c p  paro atg"t cd? . + 

Para una prueba  de este Teorema ver C51. 

Veamos que la existencia de UM medída de H a a r  izquierda 

sobre O implica la existencia de una medida  de Haar derecha. 

Sea p una medida d e  Haar izquierda sobre Q, definamos La 
medida A como 

híf > - p( ) donde ?íx> - f7 x-') 

así 

Por lo tanto h es una medida  de Haar derecha. Luego por el 

Teorema anterior cada  grupo  localmente  compacto tiene también 

una medida  de Haar derecha A definida  salvo  multiplicación p o r  

una constante positiva. 

La medida de Haar, que es invariante  izquierda e 

invariante derecha se l lama sredida invariante. 

Sea p< .>  una medida de Haar izquierda y sea 

p <f> := p(T"f). 
9 9 

Tenemos 

así p <f) es una medida  de Haar izquierda, y por el Teorema 

anterior concluimos que 
Y 

pY 
= A<y>p. 

Por corrsiguiente 

It( T n f  1 = A<y>p<f> 
Y 

2 
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Puesto que la funcih O - C <O> 
O 

y - TRf 
Y 

es continua, la funcidn A<y> es tambidn  continua. Además, 

satisface la ecuacidn  funcional 

ACxy>  A<x>A<y> 

En efecto, 

ACxy>p<f > cc( T:yf ) cr( TR[ TRf )) A<x>CI( TRf ) = ACx>ACy>p<f > 
X Y  Y 

La funcidn A<x> se llama la fmcidn modular para el grupo 

O. Si A<x> = 1,  entonces por la fórmula (1.1) las medidas de 

H a a r  derecha e izquierda para el grupo O coinciden. Si este es 

el caso, el grupo se llama unimodular. 

PROPO& 12 
Cada grupo compacto es unimodu2ar. 

DEMOSTRACK~N 

Si O es compacto,  entonces la función  f<x> 1, x E O, 

está en C <O>; por consiguiente  normalizando la medida de Haar 
izquierda p por la condición  p<f> = 1 obtenemos 

+ 
O 

ACy> ACy>-l  ACy>-p<f> = CI(T"f) = p<f> = 1. D 
Y 

DEFMCIÓN 1.1 
Un espacio  topológico ( X,T) es honro66neo si para cualquier 

p a r e j a  x, y E X existe un homeomorfismo f del espacio (X,T)  

sobre sí mismo tal que f<x> = y. 

Cada grupo  topológico O es homogéneo, puesto que 

3 



CAP. 1 CONOCIYI~NTOS PRLLIYINARLS 

cualesquiera dos puntos x, y ce O pueden ser conectados por la 

trsslaci6.n Izquierda 

y - T x = ax, donde a = yx" 

la cual es un homeomorfismo de O en virtud de la continuidad de 

la operacidn del grupo. 

L 
a 

Si H d i ,  es un subgrupo  cerrado de un grupo  topológico 

localmente  compacto O, consideramos  el  congunto 0 4  de clases  

laterales izquierdas 6 H  con S&; O/H con la topología  cociente 

es un espacio  homogéneo bajo el homeomorfismo 

0/H - + O M  

WCH - go6H, toa. I 

TEOREMA 1.3 
Sea Q un grupo  topol&ico Localmente compacto, que actda 

transitivamente sobre un espacio localmente  compacto r y tiene 

tina base numerable para s u  topdogia.  Sea y a  y H el subgrupo 

de isotropia de Q ( H y s { 6 e G  I C Y ' Y  . Entonces 

Y 

x> H es cerrado en O. 

2) La funci¿n O D  - r r 
Y 

LHY ___* 6 - Y  

es un homeomor f r s m o .  

Para una prueba ver  113. 

DEFNCION 1.2 
Una medida posit iva  pCx> sobre X = H\O s e  dice invariante 

si 

S, JX 
f<xg>dpCx> = f Cx)dp<x> 

El siguiente  Teorema  provee un criterio  conveniente  para 

la existencia de una medida invariante sobre el  espacio X= H\Q. 

4 



TEOREMA 1.4 
Existe una medida  invar3ante p sobre e1 espacio homogdneo 

X - H\O sf y sdlo si Ao<h> = AHCh> para todo h E H. Esta medida 

es dnica salvo multiplicacicjn por constante y satssface 

f<g>dg * f, &<e> f, f<hg>dh, 6 Hg 

Para una prueba ver ill. 

Sea O un grupo  topológico &modular, separable, 

localmente  compacto y sea H un espacio  de Hilbert complejo 

separable. 

DEFINICIÓN 1.3 
La función x - de O e n  el conjunto LCH> d e  

operadores  l ineales  acotados  en H se llama una r e p r e s e n t a c i d n  

de O en H si se cumple 

TX 

T = T T  
XY X Y  

Y T e = I  
Una r e p r e s e n t a c i d n  se llama unitaria si cada Tx, x E O, es 

un operador unitario e n  H, y t r i v i a l  si Tx I para  todo x E a. 
A H se le Uama el e s p a c i o  de la r e p r e s e n t a c i d n  T. Siempre 

supondremos  que las representaciones  son  continuas, es decir 

que para  todo f E H la función x - T f es continua,   esto  

significa que para cualquier X ~ E  O 
X 

I T x f  - Tx f II - O cuando X - X 
O 

O 

para todos los v e c t o r e s  f E H. 

DEFINICI~N 1.4 
U n a  representación x - de un grupo  topológico O e n  

un espacio de Hilbert H se dice e q u i v a l e n t e  a una 
=x 



CAI. I COWOCIYIENTOS I ~ f L I Y I N A R E S  

representad6n x __.* TL en H', si existe un isomorfismo 

acotado S de H e n  H' tal que STx = T ' S  para toda x e O. 
X 

Escribimos e n  este caso T * T'. 

DEF& 15 
D o s  representaciones x - T x e n H y x -  TL e n  H' 

son eqrrlvalentes d t a r i a n c n t e  si existe un isomorfismo 

unitario U : H - H' tal que UTx = T'U  para cada x E O. 
X 

PROPOSICIÓN 1.5 
Dos representaciones unitarias  equivalentes son 

unitariamente  equivalentes. 

D E M O S T R A ~ N  

Sean T y T' representaciones unitarias equivalen+es, 

entonces  por la definición 1.4 STx = T i S   p a r a   t o d o  x E Q, por 

t a n t o  T:S' = SST;*, de donde TiaSS = S*T;"así ST; = TxS*  por 

consiguiente SS*T; = S T ~ S *  - T;SS*, así T; conmuta  con el 

operador  hermitfano  positivo SS* y por  tanto  también  con 

A = &?I. El operador A"S es unitario  puesto que 

(A-'S](A-'S)* A-'SS*A" L A"AZA" I I 

además satisface 

( A"S)T = A"T'S = T'A-'S 

por lo t a n t o  T y T' son  unitariamente  equivalentes. D 

Sea x - Tx una representación de m grupo t o p o l ó ~ l c o  O 

e n  un espacio de Hilbert H. Un subespacio H de H se l lama 

invariante <con respecto a T> si f E H implica Txf E Hi para 

cada x E U. 

1 

i 

Cada representación  t iene al menos dos subespacios 

6 



C A I .  i , CONOCIMIENTOS PRELIMINARES 

invariantes: el espacio nulo ( O  y el espacio H. Estos 

subespacios invariantes se llaman triviales. 

Los  subespacios  invariantes no t r i v i a l e s  se Uaman 
propios. 

OEF& 1.6 
Una representación T de un grupo  topológico O con  espacio 

H se dice irreducible sf no tiene  subespacios  invariantes 

propios. 

UM representación que tiene  subespacios  invariantes 

propios se dice reducible. 

Sean H un espacio  de  Hilbert y H un subespacio  invariante 

propio. El complemento  ortogonal H i  de HI, en  general  no es un I 

subespacio  invariante  de H, s i n  embargo, si una representación 

x - Tx en H es unitaria, entonces sí lo es. 

I 

PROPO& 1.6 
Sea x - T una representacidn  unitaria de  un grupo 0 

X 

e n  un espac3o d e  Hilbert H. Sea Hi un subespacio  de H y s e a  P 

el operador  proyecci8n e n  H. c o n  rango H Entonces 
I 

I 
I i 

S' 

x> Et complemento ortogonal H d e  H es invariante si y 

s d l o  si H es invariante. 
i 

2) HI es invariante si y sdlo si P T = T P , para  cada 
I X  X I  

x E o. 

El siguiente  ejemplo ilustra que la suposición de 

unitariedad en la Proposición  anterior es esencial. 

EJEMPLO: 
Sea G = O? y H el   espacio  de Hilbert bidimensional red con 

el  producto escalar Cu,v> = u v + u v Representamos R en H 
i l  2 2' 



CAP. 1 CONOCXYXXNTOS PRlCLXXINARrS 

por lmrs matrfces triangulares no unibarías 

x"------) =x 

es decir 

C1.2) 

se sigue de la ecuación  anterior que el subespacio Hi 

a T, mientras el complemento  ortogonal Ht consistiendo de 

v e c t o r e s  v = [":I no es invariante. 

Un espacio de Hilbert H se dice directa de Sus 

subespacios Hi, Hz, ..., es decir 

H = HseHz@ * = C e H  
i 

i 

si se s a t i s f a c e n  

1) H. I H .  para i%j. 

2) Cada elemento u E H se descompone en La serie 
C 1 

convereente 

u - ui donde  u. E H . .  
i 

DEF~N- 17 
U n a  representación T de Q e n  un espacio de Hilbert H se 

dice suma directa d e  representaciones Ti de O en H si H es un 

subespacio  invariante de H para cada i, tal que H = e Hi y si 

cada Ti es una subrepresentación de T. Escribimos  en este caso 

L L 

i 

i 
U n a  representación T de Q en H se llama completamente 

reducible si puede expresarse como suma directa d e  

subrepresentaciones  irreducibles.  Las  representaciones de 

8 



CAP. S CONOCIYITNTOS PITLIYINARTS 

dimensibn finita que son  reducibles pero no completamente 

reducibles se llaman indesconponibles (ver ejemplo  anterior). 

COROLARK) 1.7 
Una representaci¿n  unitaria d e  dimensidn finita  de 

cualqufer grupo es completamente reducible. 

~ M O S T R A C U ~ N  

Si  H es un subespacio  propio  invariante de H, entonces 
1 

por la Proposición  anterior H es también  invariante y I 
1 

H = Hl tB Ht. 
si H~ o H: contienen un subespacio  propio  invariAnte,  entonces 

usamos nuevamente la Proposición  anterior, hasta obtener una 

descomposición en  subespacios  invariantes  irreducibles de Hl, 

probando que este procedimiento es finito el hecho que La 
representación es de dimensión finita. O 

La  siguiente  Proposición es fundamental  en la teoria de 

representación  de  grupos. 

PROPOS~CI~N 1.8 (LEMA DE SCHVR) 
Sean T y T' representaciones  irreducibles  unitarias de O 

en H y H', respectivamente. Sf S : H - H' es Lineal y 

acotado  tal que STx = T'S para  cada x E O. entonces S es un 

isomorfismo entre Los espacios   de  Hilbert H y H' o S O. 
X 

Para una prueba  ver  referencia 111. 

El Lema anterior  nos  proporciona  el   siguiente  criterfo de 

irreducibilidad. 

9 
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Pl?omsdN 19 
Una representacidn un.itaria T de O e n  X es Srreducible si 

y solamente si los dnicos  operadores que conmutan con todos los 
Tx s o n  mdltiplos de la identidad. 

DEMOSTRACK~N 
<+> si  ST^ - T S, entonces S * T ~  - T~S'. Por  consiguiente, 

los operadores  autoadjuntos Si - ( S  + S * ) A  y S = ( S - S* )Ai 

también  conmutan  con todos los Tx . Por lo tanto, 

X 

2 

S = hiI + XZI - AI 

por La Proposicidn  anterior. 

< O  Si cada .operador S que conmuta  con T t i e n e  la forma 

AI, entonces  el  operador  proyección P que conmuta  con T es I o 

O. Por consiguiente, por la Proposición 1.6, los únicos 

subespacios  invariantes  cerrados  son el espacio nulo o todo 

el espacio H. As1 T es irreducible. O 

Ahora veamos la simple  pero  fundamental propiedad de 

representaciones  irreducibles de grupos abelianos localmente 

compactos. 

PRopoSlaóN 1.10 
Cualquier representacidn unitarsu irreducible T de un 

grupo abelian0 localmente compacto Q e n  un espacio de HiLbert 

complejo H es de dimensidn uno. 

OEMOSTRACI~N 

Para cada x E O y y E O f i j o  tenemos 

T T  = T  - T  = T T  
X Y  XY  YX Y X  

por  consiguiente,  por La Proposicibn 1.9 

T = a<y>I, a<y> E C. 

A s í  cualquier subespacio Hi de dimensión 1 de H es invariante. 
Y 

10 



CAP. 1 CONOCIYlBWTDS PRILIYINARZS 

Pero como T es irreducible; Hi debe  coincidir con H. Por lo 

t a n t o  H es de d l m e n s i h  uno. O 

DEFINIC~J 1.8 

Un caracter de un grupo abeliano localmente  compacto O es 

una función  continua 2 : O - c tal que 

I &x> I - 1, %XiXZ) - 2(x,)G( x*) 

se sigue de (1.3) que 

(1.3) 

2<x>-, 

Por lo t a n t o  un caracter es una representación unitaria 

continua de dimensión uno de O. 

El espacio dual O de un grupo a r b i t r a r i o  U, es el conjunto 

d e  clases de  equivalencia  de  todas las representaciones 

unitarias irreduclbles  continuas  de O. 

h 

Ahora, por la Proposición  anterior  para  grupos  abelianos, 

6 consiste de  todos los caracteres de O. O es un grupo  abellano 

baJo la adicidn, es decir, y, , y, € 6  

h 

(y,  + y2)Cx> * yiCx>y2<x>, X E O 

S e  puede mostrar que si O es un crup0 abeliano localmente 

compacto, O con la topologia de convergencia  uniforme  sobre 

conjuntos  compactos  también es un grupo  abeliano  localmente 

compacto. Ver C173. 

h 

Ahora veamos un Teorema de  descomposición  fundamental  para 

uraa representación unitaria arbitraria de un grupo  abeliano. 

11 



abelian0 Localmente compacto Q e n  un espacio 

Entonces e x t s t e   s o b r e  el grupo dual O una medida 

tal q u e  

h 

de un grupo 
de Hilbert H. 
espectral E< - > 

(1.4) 

DEMOSTRACK~N 
Sea f Q H. Entonces la función x - ( T x f , f )  es definida 

posit iva;  por consiguiente,  por el Teorema de Bochner <ver 

r e f e r e n c i a  Cl71>, existe una medida regular finita no-negativa 

pf ,I 
sobre tal que 

y e n  particular, 

usando la fórmula de polarización 

4(Txf,v) = (Tx(f+v>,Cf+v>) - (Tx{f-v>,Cf-v>) 

+ i (Tx(f+iv>,<f+iv>) - i(Tx(f-iv>,Cf-iv>) 

para  cada f, v E H exíste una medida compleja finita tal que 

Ahora fijemos cualquier conjunto de Bore1  B c O y 

definamos la funcional F.<f,v> - P,,~CB>, La cual es 

hermitiana, ya que como <Tf,v> = (m, tenemos p - 
esto implica que F Cf,v> = F <f , v> y claramente 

h 

I ,v % , f  ' 

B I) 

F.( A i i  f + h,f,.v) AiFE( fi,v) + X2F,(f2,v) 

Veamos que F es acotada, e n  efecto, para  hdR sea 
E 

f, := f + kp <B >v 
V.f 

entonces  

O 5 Pf,,f,cB> = Pf,f CB> + 2h(p CB>lZ + A21pf,, CB> I p, vCB> 
2 

f,v 

12 



lo cual impllca que 

Ipf,,CB> I' - P ~ , ~ C B > P ~ , ~ C B )  I P f .Y CB> I' 5 0 

de donde 

t P I 5 clf,f cB)clv,v CB> 
f.v 

es decir 

} FnCf ,v> I - < C B > ~ ~ , Y ( B >  I wnZnvW2 
f .f 

por lo tanto F. es acotada. 

A s í  podemos aplicar el Teorema de Riesz, para cada 

conjunto de  Borel B c (3 existe un operador ECB> sobre H tal que 

para cualesquiera f , v  E H se t i e n e  

n 

<ECB>f,v> = FB<f,v> - P ~ , ~ < B >  <1.5> 

ahora veamos que E<B> - - ECB>. En e f e c t o  * 
(f,ECB>*v) = CECB>f , v >  = V ~ , ~ C B >  = pv, CB> 

= CE<B>v,f> - Cf,ECB>v> 

un cdlculo muestra que 

( E<B>Txf ,v ) = ;<x>( E(: d; )f ,v ) 
I B  

t a n t o  si para cada conjunto de Borel Bl ponemos 

E(BMl), obtenemos que 

~ C x ~ ( ~ d ~ ) ) f , v )  = k x >  ( N d; )f. v ) [ ECB>Txf ,v ) 

= I, &c)(ECB>[E(d%))f,v) 

de lo cual es fácil concluir que E(BnBi) = ECB>E(Bl). 

Fdcilmente se demuestra que La funcidn B - . ECB> 
satisface las condiciones  de medida espectral .  Por consiguiente 

por la ecuación (1.5) tenemos 

de donde 

1 
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CAP. t CONOCfYI~NIOS  PRLLIYINARES 

La ttoria de r e p r e s e n t a c i h  de grupos compactos forma un 

p u e n t e   e n t r e  la teoría de  representación de grupos finitos y la 

de  grupos  no  compactos. La mayorla  de los teoremas para 

representaciones  de  grupos finitos tienen análogos para grupos 

compactos y estos teoremas a s u  vez son el punto de partida 

para la teoría de  representación  de  grupos  no  compactos. En los 

siguientes tres teoremas Q denota un grupo  topológico  compacto. 

El siguiente  Teorema  muestra  que  en el caso  de 

representaciones de grupos  topológicos  compactos podemos 

restringir el análisis de Las representaciones a 

representaciones unitarias solamente. 

TEOREMA 1.12 
Sea T una representacidn  arbitraria de un grupo compacto Q 

en un espacio de Hilbert H. Entonces e x i s t e  e n  H un nuevo 

producto  escalar q u e  d e f i n e  una norma equivalente a la  inicial, 

relativa a la cual T d e f i n e  una representacidn unitaria de O. 

El próximo  resultado.  importante  para  grupos  compactos 

muestra que cada representación unitaria irreducible es de 

dimensión finita. 

TEOREMA 1.13 
Cada representacidn unitaria irreducible T de Q es de 

dimensidn finita. 



CAI. 1 CONOCIYIENTOS CRELIYINAIES 

TEOREMA l.U 
Cada representacidn unitarga T de O es suma directa de 

subrepresentaciones  unitarias  irreducibles de dimensidn finita. 

Para una prueba de estos riltimos tres Teoremas ver 1201. 

DEIWCIÓN 1.9 
Por el caracter de una representadah de  dimensión finita 

CT,H> de un grupo compacto O entendemos la función 

z T : Q - C  
6 ___.) Tr Tg 

L a s  siguientes propiedades de caracteres son  consecuencia 

directa de la definición de traza: 

+<e> - d i m  H d6-l) ;YCE) 
246"' 1 XTch> yT = xT, si T-T' 

D E F h  1.10 
Sea T una representación que contiene una subrepresentación 

irreducible S. Si existe n E P( tal que  T-nS=Se . - - CbS <n-veces> 

se dice que la representacidn T es factorial de S. 

Así  por el Teorema 1.14 cada representacibn  unitaria de un 

grupo compacto se puede escribir de  manera  única  como suma 

directa de representaciones factoriales. 

Definamos un operador que nos  permite proyectar el espacio 

de Hilbert. H de La representación  unitaria T del grupo O, al 

subespacio de la representación factorial de la representacibn 

irreducible S del  grupo O. 



CAP. 1 CONOCIYI~MOS PRlLfYfNARLS 

I)EFMUÓN in 
Para cada h e H, definimos el operador 

P S : H - H  

de la siguiente manera 

PS<h) = xS(g-' )T<g>hdg 

donde x es el caracter asociado a la representaci6n  irreducible 

S. 

I* 
S 

Ahora veamos un Teorema que nos proporciona la 

descomposicidn de ia representacihn regular de un grupo 

compacto O sobre el espacio L <O>. 
2 

TEOREMA 1.15 (PETER-WEVL) 
Sea O un grupo compacto y [L,L*CO)) s u  representactdn 

regular. Entonces 

L = teAn<f>d y L2CQ> = e,,n<f>Hf 

donde uf es una representacidn  irredudble de O e n  el 

subespacio  invariante Hf d e  L2CU> de dimensidn finita n<f>. 

f € Q  fd3 



CAIITDLO 2 

Veremos algunas propiedades  fundamentales  básicas  de la 
Teoría de Representaciones  Inducidas de Crupos compactos, como 

son el Teorema  de  Inducción  en  Etapas,  el  Teorema  de 

Imprimit.ivi&d y el Teorema de Reciprocidad de Frobenius; para 

ello comenzamos  definiendo el espacio  de una representación 

inducida. 

Sea O un grupo  topoldgico  compacto  separable y K un 
subgrupo cerrado de O, L una representación unitaria de K en un 

espacio  de Hilbert separable H. Sea p la medida invariante  en 

el espacio  homogéneo X * K \ Q  { Kg I g E a }. Ahora definamos 

el siguiente  espacio.  

DEFI*IIC& 2.1 
H~ es el conjunto de todas  la^ funciones f : 0 - H que 

s a t i s f a c e n  

i> <f<g),v> es medible <relativa a d g >  para todo v a .  

Veamos que HL es isomorfo al espacio de Hilbert. LZ<X,p,H>. 



CAP. 2 RLP. INDUCIDAS Y SXSTEYAS DL IYIRXYITIVXDAD 

m 2.1 
El espcrdo HL es isomorfo al espacio de H4Lber-t L'<X,p,H> 

de f u n c i o n e s  de cuadrado  integrable con domin$o X y valores e n  

el espacio de Hilbert H. 

Ahora construyamos una representacidn unitaria de Q e n  el 

espacio de Hilbert HL. 

TEOREMA 2.2 
La funcidn rc" : Q ___+ B( HL) dada por 

C0 )f<6> := f( 66,) 

es una representacidn unitaria de O. Denotaremos 2LLcg 1 taMidn 
o 

DEMOSTRACM~N 
zk es un homomorfismo 

6 

por t a n t o  rc" es unitario. 
6 

U 

DEFINICI~N 2.2 
A la representación 2k dada en el Teorema  anterior se le 

l lama la r e p r e s e n t a c i d n   d e  Q i n d u c i d a  por L. 

El siguiente  Teorema llamado Teorema de inducción e n  

e t a p a s  ser6 muy ú t i l   e n  el Capitulo 4. 

18 



CAP. 2 REP. ZNDUCIDAS Y SXSTLYAS DL IYPRIYITIVIDAD 

TEOREMA 2.3 
Sccln N y K s u b g r u p o s  cerrados de un grupo compacto 

s e p a r a b l e  O, tal q u e  N c K. Sea L u n a   r e p r a s e n t a c $ d n  de N y 

V = zk. E n t o n c e s  - 21 . V 
K O O 

Para una prueba de este resultado vease Il l .  

P R O P O S ~ ~ N  2.4 
Sean K un s u b g r u p o  de Q, T y S dos r e p r e s e n t a c i o n e s  

u n i t a r i a s  de K t a l   q u e  <TJ> .c. <S,S>. E n t o n c e s  

DEMOSTRACK~N 
Como T S ,  existe u' 

Deseamos v e r  que existe 

: J ___+ S isomorfismo tal que 

WCh> = SCh>P. 

S : 4 - fl isomorfismo t.& que 

@?.fT<S> %?<6>% 

~ < p ~ g > > ;  S es isomorfismo puesto que 9 

O 

TEOREMA 2.5 
Sean S un s u b g r u p o  cerrado de un g r u p o   c o m p a c t o  O, ( V , Y )  

una r e p r e s e n t a c i d n   u n i t a r i a  de  S ,  l a   c u a l  se d e s c o m p o n e  en una 

suma directa 

V = ( B V a  Y 
a d  

d o n d e  A es un c o n j u n t o  

a&. E n t o n c e s  

numerable y ?la es S-invariante p a r a   c a d a  

19 



CA?. 2 US?. XNDUCXDAS Y SXITEYAS DX XY?RXYXTXVfDAD 

' a  
E <S>, 2( W f a  <S>, . . . 2 

i 2 I 

U 

COROLLU~O 2.6 
S i  Za r e p r e s e n t a c i d n  zLL d e  O. i n d u c i d a   p o r   u n a  

r e p r e s e n t a c i d n  L de un s u b g r u p o  U es i r r e d u c i b l e ,   e n t o n c e s   l a  

r e p r e s e n t a c i d n  L tambien es i r r e d u c i b l e .  

DEMOSTRACI~N 
Sí L fuese reducible, podría escribirse como una suma 

directa L = L'te Lz, esto implica por el Teorema  anterior que 
I 2 

& = zk e & , io cual contradice que zk es irreducible. n 

El s iguiente  Teorema nos  proporciona la dimensión de la 

representación  inducida zk para una representación L de un 

SubgrUpO K de UII grupo finito <jr. 

20 



CAP. 2 REP. INDUCIDAS Y S I S T E M A S  DS XYPRIYXTIVZDAD 

TEOREMA 2.7 
L a   d i m e n s s d n  de La r c p r e s e n t a c i ¿ n  t? es e2 producto de La 

d i m e n s i t h  del espacio H y el i n d k e  del s u b g r u p o  U e n  O. 

DEMOSTRACU~N 
Sea k el indice de K e n  Q y glr ..., gk los r e p r e s e n t a n t e s  

de las k ciíferentes clases laterales Kgi. Consideremos la 

función 
* L  k 

p : H - 8, V .  conv. = H, dada por 
L L 

i= i 

f _I_* ( f I 6 , ) ~  . - . , f ( C k ) )  

afirmamos que p es un isomorfismo  lineal;  claramente p es un 

homomorfismo lineal, veamos que es isomorfismo.  Sean f ,  h E Ht 
tal que pCf > = pCh>, entonces f( g c )  = h( gL ) para i-1, ..., k y 

como 

flk6.1 = LCk) abi) = LCk) hCti) = h(k.6.) 1 

tenemos que f = h. O 

L a  siguiente  Proposición  describe la estructura del 

espacio de una representación  inducida. 

PROPOSC~N 2.8 
Sean o : Q _I_) H una funcidn continua con soporte 

COmpQCtO y 

(2.1) 

d o n d e  dk es una medida de Hoar i n v a r i a n t e   d e r e c h a   e n  K .  

E n t o n c e s  

x> &> es una  funcidn  continua  con soporte c o m p a c t o   e n  K\G, es 

decir nf s o p  2) es c o m p a c t o   e n  X = K \ O  donde n : G -X es la 

proyecci4n  cancjnica.  

2 3  &CC> p e r t e n e c e  a H". 
3 3  EZ c o n j u n t o  cL = { G<g> : wcg> = ?.<g)V, A < ~ > E  C ~ C Q > ,  VE H } 

O 
f o r m a  un c o n j u n t o  denso e n  H L 
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CA?. 2 REP. INDUCXDAS Y SISTEMAS DL XYPRfYITXVIDAD 

DEIWSTRACI~N 

x> Cada funcih continua wCg> sobre O con soporte compacto D es 

uniformemente  continua, es decir, para cualquier €>O existe una 

vecindad  compacta V de La identidad, tal que 

C;'C,E v implica a d g , )  - 4 9 , )  N < t. 

Sean Q y S E  c,V. Entonces 

Por consiguiente 

¿kg>  - G( go ) I 5 I fl U<&> W( kg,) b dk < E m [ KN)v-'.gO'] 
- 1  - 1  K 

6 ,  

es decir ¿kg> es una función  continua sobre Q. 

2> Para cualquier k, E K tenemos 

Entonces  usando el Teorema 1.4 obtenemos 

22 



Puesto que h es arbltrarlo, esta ecuaci6n implica que 

CfCC>,v> - O excepto  en M conjunto Ny c O de mbdida cero. Sean 

( Y  1 WM sucesldn densa en H y N - y N". Puesto que N es de 

medida cero, para c I N tenemos ( f C ~ > , v , ) ~  m O para cada n. Por 
n n 

t a n t o  f C g >  = o. o 

DEF& 2.3 
Sea X un 0-espacio y U una representación unitaria de O en 

un espacio de Hilbert H. Si ECZ>, 2 c X, es una medida 

espectral con  valores en SCH>,  tal que 

U ECZ>U -S m E( 2g")  
9 B 

entonces E<Z> se l lama un sistema de irpridtividad para U 

basado sobre X. SI la base X es t r a n s l t i v a  bajo O, ECZ> se 

llama M sistema translt5vo de lmprlmltlvldad. una 

representacir5n que tiene al menos un sistema de imprimitlvldad 

st dice mridt iva .  

, Ahora vere- el Teorema de Imprimltlvldad, el cual nos 
afirma que a cada representacibn  inducida se le puede asociar 

un sistema trarrsitlvo de fmpridtividad y que una 
reprssentaci6n unitaria que posee un sistema transitivo de 

lmprimitlvldad es unitariamente equivalente a una 

representación inducida. 

P~oposctch 2.9 
A cada  rcpresentacidn  inducida de un grupo separabk 

compacto G se le puede asociar un sisterno transitivo de 



CmprCmitCvidad. 

DEMOSTRACIóN 
Sea K un subgrupo cerrado del grupo 8, L una 

representacidn unitaria de K e n  un espacio de Hilbert H y zk la 

representaci6n  inducida de Q e n  HL. Sea Z un subconjunto de 

Bore1 de X I K \ Q  y x, la función caracteristica del conjunto 2. 
Para cualquier f E H~ sea 

<E<Z>f><g> X,( $'>f<6>, 6: 
veamos que ECZ>f E €IL. 

En e f e c t o :   E G 3 f  es medible puesto que Z es medible y f 

ambién. Además, para k e K, tenemos 

E<Z>f<k6> X,( $')f<b> Lk( X,( $:)f<6)) LkE<Z>f<6> 

y tambih 

Por consiguiente hemos v i s t o  que ECZ>f satisface las 

condiciones de la Definlción 2.1 y por t a n t o   p e r t e n e c e  a HL. 
Además, se sicue de la definición d e  ECZ> que 

ECX) = I, E<0> - O, E(Z1mz) - HZ1)HZ ), 2 

E(ZlCa2U- 
S )  = E(Zl) + E(Zz) + - 

Así  la función X - nHL) 

2 I-"--* E<Z) 
define sobre el espacio X una medida espectral .  

Ahora 

As i  ZkE<Z>2k-a = E( Zg-'). 

Por lo tanto hemos visto lo deseado. 

9 9 
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CAP. 2 RSP. INDUCIDAS Y SISTEMAS 'DE fMIRIMIT1VfDAD 

TEOREMA 2.X) 
Sea U U ~ Q  reprcsentacidn continua unitaria de Q e n  un 

espacio de HiLbert H, X = K W  y E : Co<X> - LCH> un 

homomorfismo tal que 

U EC*>U -1 E(T%), 6 4 ,  m O < x >  
g g g 

Entonces existe una tinica Chasta equivalencia  unitaria) 

representacidn unitaria continua L de U en un espacio de 

Hilbert H~ tal que La pareja <u,E> es unitariamente equivazente 

a ta pareja ('tlL,~~). es decir e x i s t e  un operador  unitario 

v : H ___* H tal que L 

v u  m z k v ,  
9 g 

Y 
V E C W  = ELW>V, \k E C*CX> 

kFW& 2.4 
Si T y T' son  representaciones unitarias irreducibles  del 

grupo  compacto U, definimos la form d e  &tiplieidad C : > de 

la siguiente manera 

1 si T - T'  

O en  caso  contrario  
(T : T') = 

Por el Teorema 1.14 la definicibn  anterjor se puede 

extender por linealldad a cualquier representación unitaria del 

grupo  compacto O, de esta manera la forma de'  multiplicidad 

< : > es bilineal. 

Consideremos Las operaciones: 

Ind : RepCK> - RepCQ> 

la c m  asocia a cada representación unitaria de K la 

representación  inducida  de U y 

Res : RepCQ> - Rep<K> 

que asocia a cada representación  unitaria de O la misma 

representación  restringida al subgrupo K. 



CA?. 2 RE?. INDUCIDAS Y SfSTrYAS DL IYPRIYI7IVIDAD 

A h o r a  veamos el Teorema de Frobenius, el cual nos 

relaciona las dos operaciones anteriores y la forma de 

multiplicidad. 

TEOREMA 2.n (FROBRJUS) 
Sean Q un grupo compacto, K un subgrupo  cerrado d e  O, T y S 

representaciones  unitarias  irreducibles de K y Q, 

respectivamente.  Entonces  la  operacidn Ind es adjunta a la 

operacidn Res c o n  respecto a la forma de multiplicidad, es decir 

(Ind T : S)o  = [T : Res S)K . 

Para una demostracidn véase Ci91. 

26 
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CAIIFULO 3 

E l  objetivo  principal de este capitulo es desarrollar un 

procedimiento  para mostrar que e n  el caso de representaciones 

inducidas de productos  semidirectos cada representación 

unitaria irreducible de O = NaS es inducida de un subgrupo  no 

t r i v i a l  de (3, a esta construcción se , le l l a m a  la construccción 

de Mackey. 

En este capítulo  suponemos que N es un grupo abelian0 y que 

o y e son l o s  elementos  identidad  en N y S, respectivamente. 

DEFWIC~N 3.1 
Sean N y S subgrupos  localmente  compactos. En el conjunto 

N S  definimos la operacidn  del  grupo  mediante: 

( n l p s l X n p z )  = (ni + T~ (nz),sisz) 

donde 7 : S - Aut<N> es un homomorfismo, a este grupo se le 

denomina el producto seddirecto de N y S, y se denota por NaS. 

I 

Sea T una representación unitaria de U, U y V las 

restricciones de T a N y S respectivamente,   puesto que 

Cn,s>=Cn,e>Co,s>, para  todo  n E N y S E S, tenemos que T = W .  

A s í ,  una representación T de (3 est4  determina& completamente 

por sus restricciones U y V a los subgrupos N y S, 

respectivamenLe.  Ahora la ley de composición  en (3 

implica que las representaciones U y V deben satisfacer. la 

siguiente ecuación 
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CAP. S REPRISENTACIONm I N D U C I D A S  D I  PRODUCTOS SEYXDXRlCTOs 

u " "n"=(n>r  v v  s 
n ~ n +  a 1 2 2  1 1 2  I 2  

la cual se reduce a 

v u v" - u (3.1) 
s n ~  Btn> 

Ahora mostraremos que si T es una representaci6n unitaria 

entonces La ecuaci6n  anterior es equivalente a la existencia  de 

un sistema de  imprimitividad  para T. 

En efecto, por el Teorema de SNAO <l.¶l> 

donde E( 6 )  es una medida e s p e c t r a l  sobre N y por la ecuación 

<3.1>, puesto que &<n> = &( s<n>), obtenemos 

<<n>dE( 6s- ). 

pero a s u   v e z  

Ahora  puesto que los caracteres separan los puntos  de N, la 

ecuacldn  anterior  implica que 

V ECZW -2 = Et 2s") (3.2) 
15 5 

para cada conJunto  de  Bore1 Z c N. Así, ECZ> es un sistema de 
6 

imprimitividad  para una representación V basada sobre el 

espacio dual N. Puesto que 
A 

U EC2)U-I = ECZ) 
n n <3.3> 

d e  las ecuaciones C 3 . 2 )  y C3.3) obtenemos 

TCn,  S >EC23T"Cn,s> = U V ECZ>V-'U-' 
n s  t n  

(3.4) 

lo que significa que ECZ> forma un sistema de imprimitividad 
para la representación T de U = NaS. D 
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HOTACION: 

El conjunto de todos los ñs para un Gezi dado y todo S&. 

Se l lama la drbita del caracter n y es denotada  por O;;. 

Suponemos  que la topologia sobre la &bita 6; fué elegida de 

tal manera que es un espacio  localmente  compacto.  Es  evidente 

que dos drbitas 6; y O;; coinciden o son disjuntas. Por lo 

t a n t o  el espacio dual N se descompone  en conjuntos mutuamente 

ajenos 0- . 

A n 

h 

i n  2 

h 

n 

DEFNCIÓN 3.2 
Decimos que el producto seddirecto U p: NorS es reg- Si , 

6 contiene urs8 familia numerable Zi, Z2,  ... de subconjuntos de 

Borel, cada uno unión de Q-órbitas, tal que cada 6rbita en N^ es 

la intersecci6n de los miembros de una subfamilia Zn ,Zn ,.- 
1 2  

q u e  contienen esta órbita. Sin pérdida de g e n e r d d a d ,  podemos 

suponer  que la intersección de un número finito de Z. es un 

elemento de la familia (.i>, . Esto es equivalente a la 

suposición  de que cada órbita es el limfte de una sucesión 

OD 

La mayoria de los productos semfdirectos i n t e r e s a n t e s  que 

ocurren  en  aplicaciones fisicas son regulares. 
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CAP. 1 RLPRESLNTACSONLS  INDUCIDAS D E  PRODUCTOS S L Y I D f R L C I O S  

C)EMOSTRAC~N 
Puesto que cada conjunto Zi es unibn de 6rbitas,   entonces  

2,s - zi, para todo c; E O. La irreduclblll&d  de T implica por la 

ecuacidn (3.2) y Lema de Schur,  que H Z . )  = O o I. Ahora vemos 

que para cada ó r b i t a  O;; c N, E(0i;) = O o 1. Supongamos que 

E( O ; )  - O para todas las drbltas O;. Puesto que la órbita es el 

límite Z” 6; y la medida E< .> es contablemente sativa 

h * n 

n n 

ni 

obtenemos 

* 

A s í  para cada ó r b i t a  O;; existe 

cero. Entonces  puesto que a 

E[O;) O 

un elemento 2 3 O;; de medida 

A 

n 
n 

h 

L 

N lo podemos cubrir por una 
h 

colección de tales ZE , obtenemos  que E( N )  = O, lo c u d  es una 

contradiccibn. Por consiguiente existe al menos una &-bita 66 
tal que M 6 ” )  = I. Si e x í s t í e s e n  dos ó r b i t a s   s a t i s f a c i e n d o  la 

condlci6n E ( * A ]  On = I, - 1, 2; entonces 

i 

pero E( 6 )  = I. Por 10 tanto la meacta e s p e c t r a l  EC - >  está 

concentrada  solamente  sobre una 6 r b i t a  O;. 
n 

D 

LEMA 3.2 
Lo r e s t r i c c i d n  L de u n a   r e p r e s e n t o c i d n   i r r e d u c i b l e  L de 

NaS; al s u b g r u p o  N es u n o   r e p r e s e n t a c i d n   u n i d i m e n s i o n a l ,  es 

decir. 

N 

LN<n>f = GoCn>f 

d o n d e  f E €4 y Go es un elemento de O c N q u e  t i e n e  el s u b g r u p o  

d e  i s o t r o p i a  NaSA . 

n A 

O 



DEMOSTRAW 
Por el Teorema de Imprimitividad 2.10, la representaci6n 

irreducible U de N a S  es unitariamente  equivalente a una 

representacidn  inducida u", donde L es una representacidn del 

subgrupo N a S ;  y por  el  Corolario 2.6, L es irreducible. La 

accidn de 2(" 1, est& dada e n  HL = LZ(6,p,H) por 

'uLNf(G) = L(snS")f(;;) (3.5) 

donde S = A. 
Por o t r o  lado, por el Teorema S N A Q  C l . l l >  para f , v e  HL tenemos 

O 

(3.6) 

por la Proposición 2.8 podemos  poner 

f[G) = cd;)f, v(G) = Mn^)v, a, 0 E L2(6w), f ,  v E H. 
Entonces las ecuaciones (3.5) y (3.6) implican 

Por lo tanto  L[sns")f = n^<n>f para todo  n E N, f E H y casi 

todo n̂  E 6. Si = n̂  S tal que la fórmula  anterior se cumple y 

recordando que GosCn> n̂  ( ~ n s - ~  ) obtenemos LNCn>f = &oCn>f. 
O 

O 

O 

LEMA 3.3 
Cada representacidn  unitaria  irreducible L d e  N a S A  est¿  

determinada y determina una representacidn unitaria irreducible 
O 

L' de sô  . 

DEMOSTRACI~N 
Sea L' una representaci6n  unitaria de SA. Afirmamos que la 

O 
función 

(n,sO) - ~ ( n , s ~ )  := A <n>L'(so) (3.71 

donde 6 S = n para  todo S E S ;  , es una representación 

unitaria N a S ;  . En efecto 

* O 

O 0  O O 



” 
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CAP. 3 REPREStNTACZONCS INDUCIDAS DL PlODUCTOS SLYXDXRECI‘OS 

TEOREMA 3.4 
Sea O un producto  semidirecto NaS de grupos Locolmente 

compactos  separables N y S. N abeliano. Sea T U R Q  

representación unitaria irreducible de Q. Entonces 

r) Podemos asociar con T una drbita O e n  N. 
2) La representacidn T es unitariamente equivalente a una 

representacidn  inducida UnL, donde L es una representacidn 

unitaria irreducible de  SA e n  un espacio de Hitbert H y E O. 

A A 

n 

A 

o 

DEMOSTRACI~N 
Por La Proposici6n 3.1 la medida e s p e c t r a l  EC S >  asociada 

con la restriccidn  de T a N esta concentrada sobre una 6rbita 

6. Adem& por La ecuacidn C3.4) y el Teorema de  lmprimitividad 

2.30, T es unitariamente  equivalente a uM representación ZP 
n 

inducida  por una representación L del  subgrupo NaS-. Finalmente 

por los Lemas 3.2 y 3.3, L es de la forma GL, donde L es una 

representación unitaria irreducible  del  subgrupo S&. O 

O 
r\ 

La irreducibilidad  de una representación unitaria L no 

garantiza  en  general  la irreducibilidad  de la representación 

32 



CAP. S RSPRESSNIACXONES INDUCIDAS DE PRODUCTOS SrYXDfRLCTOS 

inducida U'. Sin embargo en el caso de grupos. que son productos 

semidirectos, el siguiente Teorema afirma que la 
lrreducibllldad de L implica la irreducfbilidad de La 
representaci6n  inducida d'. 

TEOREMA 3.5 
Sea O un producto  sernidirecto regular NcvS de grupos 

localmente  compactos  separables N y S ,  y s e a  N abetiano. 

Entonces  para  cada  drbita O en N y para  cada  representacidn 

unitaria irreducible del subgrupo NaS6 donde 6 E O Zu 

representacidn  inducida GL del grupo N U S  es irreducible. 

h h 

P. 

Para una demostracidn  ver C13. 

33 
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sabemos de la c o n s t r u c d d n  de Mackey que las 

representaciones unitarias i r r e d u c i b h  de l o s  productos 

semidirectos pueden e s c r i b i r s e   e n  la forma $. donde L es una 
representacidn Irreducible de un swrupo. Por otro la& ek m 
necesariamente es irreducible cuando L lo es y hay muchos 

problemas en Matemáticas y .FísPca”atcmática cuya resolución 

depende de analizar una representacidn de la forma t? en sus 

componentes  irreducibles. Mostrare& que una solución  completa 

al problema de la descomposición de la representacidn 2f puede 

darse e n  el caso e n  que el grupo es un producto  semidirecto 

NaH, donde N es un grupo abeliano y compacto, H un grupo finito 

y T es una representaci¿n de M s-rupo. Cabe decir que la 
demostración  presentada aqui es diferente  de la dada por O. W. 
Mackey e n  I93 para un ea60 más ~eneral, en h cual se usan 
conocimientos  matemdticos más avanzados. 

T 

Durante el presente capftulo N denotaFI un grupo compacto 

abeliano, N, un s-rupo cerrado de N y H un Grupo finito. 

Sea T una representación unitaria irreducible de N o a H .  

En este capitulo describiremos la descomposicldn de la 

representacibn  inducida UT de Q = N a H .  

Por la construcción de Mackey de representaciones 

irreducibles de un producto semidirecto <ver Capítulo 3>, a la 

34 
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- .- 

Sea V el 

definamos I : Cy 

como ICF> - 
demostremos que 

espacio de ~a representacidn inducida U', - { funciones de N en el espacio de L, } 

donde Wn> fCn,l>, y el espacio C y  .* IT, 

Y y T son bomorfos. 

- 

! 

PRoeo!sJaóN 4.1 
La funci¿n I def$nida a n t e s  establece UR tsonaorfismo de 'Y 

a r. 

DEMOSTRAdN 

I es inycctiva: sea f Cy tal que ICF> I O, ent.once 

F<n,l> - O para todo n E N, así 

F h h >  - F ( C 0 M  h%,l)) m Lhm h"n,l) II L,,<O> = O 

6st.o implica que F e O. 

I es sobre por La definicidn del espacio ? y cllrramente es 

homomorfkmno de espacios vcc+orMes. O 

La Propodddn anterior nos permite trasladar la 



Definimos el siguiente operador para cada fen̂  de la 
sicuíente manera 

- 
y el subespacio Cyf := P Y. f 

- 

Mostremos una extensicSn de la Observacidn anterior para el 

subespacio Vf. 
- 

DEMOSTRACUh 

Si e pertenece a PfY, entonces existe 9% en Cy tal que 
- - 

ly = PfYi. Así por la definición d e l  operador Pf +enemos que 



PRoPoscuh 4.4 
El operador Pf : 9' - 9' es proyect<uo. 

- - 

= Mn> u 

Puesto que N es un Grupo compacto y el sub~;rupo de 
irrotcopia H es un subcrupo d e l  crup0 finito li, podenros 

concluir que el crup0 W d y  es compacto; ahora de la Propoaiddn 

1.10 las representaciones unftarias irreducibles d e l  grupo 

*llano N son 10s macteres, el espacio lo podemos 

escribir  como sulpa directa de espacios de representaciones 

irreducibles, es decir 

X 

- 
Y = e ,  Cf 

y por la *fidctdn 1.1t podernos proyectar el espac~o ;i; <dt ~a 

reprcsentacichr inducida v> a cada uno de los subespacios Cf, 
obteniendo entonces 

f EN 

Y = e, P f T  - e,_ CYf 
- - - 

f EN f EN 
Demostraremos que en la suma directa anterior s610 

aparecen los caracteres de N tales que en No coinciden  con el 

caracter x. 
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DEMOSTRACK~N 

Sean f Q Noz y 9 E “Yf; demostremos  que 1. 
- 

Pf9 - O. Por la 

definicih del  operador proyectivo Pf y por el Teorema 1.4, 

38 



LEMA 4.7 

El subespacio Ve definiiio como 

es S-tnvar.iantc, donde S 9 N a H  . 
X 

Si 9 CE Tf, entonces por la Observaci6n 4.3 
- 

y-,) - f( n W€n> para n, ni E N, 1 

! 

es un sp-rupo del sub~rupo de fsotropía H . Como H es finito 

podemos suponer que 
X 

donde hi, hz, ..., hk son representantes en H de Iss cLsses X 

39 



Iatardes da €If rsi 

Observaci6n anberior 
O 

- 
T? - 

Orb(f,,) - to, fob,, ,.., fohk } y por h 

y por la Observacidn 4.3 S.(n+ng) - f . (  L naMi<n> donde f i=fohi p 

aún mBs, por la Observaci6n 4.6 tenemos 

B<O,h>$Xn> = Lh& h”n) 

VGi,i>#n> - Nn+ñ) 
Como Hf es un subgrupo de H X y L una r e p r e s e n t a d 6 n  de I 

podemos considerar su r e s t r i c c i 6 n  L’ .= LI , entonces 
O 

9 Hf 
O 

f o - L ’  es una reprcsentacidn de N a H f  20 *L’ es la 

reprcsentaci6n inducida de N a H r  y 
O 

es Is represcntacidn indudcia ¿e N a H .  

por la P r o p o s i c i h  2.4 basta mostrar que 

donde 

fo -L’  
p1 : NaH B 

X 

: NaW - B 
U X 



FROPOSUÓN 4.8 
Si h es un elemento de 

P v (0,- * 
fo u 

la clase [ hi]. entonces 

DEMOSTRACI~N 
Si h E [ h .  1, entonces existe h' E Hf tal que h h'h,. 

O 

Primero observemos lo siguiente  

k k 
V&<O,h>S<n> = 1 vu<O,h>O  ¿Cn> = LhH&h-'n) 

&O ¿=o 

S i t = i  

f.(h-'n)Lh4,<O> = fi(hi1h"'n)LhOi<O> - f O (hi  h- i 'h"' n)Lhsi<O> = fo<n>LhH,CO> 
- 

e s t o   s i g n i f i c a  que fi( h-'n  )LhSiCO> E Yf 

si t z i  
O 

f h-'n h S , t O >  = fo[ h&'h*"n  )LhGtC0> 

Suporyamos que hjli'h"' = h" c Hf , entonces bpi' E Hf a s i  

h"'h. con h"' ' e Hf , por lo t a n t o  [ ht] = [ hi], lo cual 

es una contradiccibn. Por lo t a n t o  hp;'h'" Q Hf 8 e s t o  

sicnifica que fo .hCh;lh"' es un caracter diferente  de fo, así 

f&h"n)Lh*tCO> e vf . 

O O 

= L 
O 

O 

O 

Por tanto 

P v CO,hW<n> = fi(h-'n]Lh4iCO> = Lhfi(h"n)QiCO> 
fo u 

= LhS . (h- ' n )  - vu<O,h>S,Cn> 

41 
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pRwosdN 4.9 
La representael& Znducfda 

[u ’9 1 fo .L’ Q -L’ 

es equivalente a la  rcpresentaci¿n traducida 

veamos que A4 E #o -L’ 
.J ’‘1 

a> A@ es medible como una funcih en NaH X puesto que 9 es 

medible y H es un conjunto finito. 

b> <AOX( n’,h’))<n,h>) = fo( n’)Lh,A4<n,h>. 

En efecto: / 

X 

<A@~n’+h’n,h’h) = [ Pf [ ve<O,h’h>B] ] (n’+h’n) 
O 

= fo(:n’+h’n) [ P v <O,h’h>B <O> 
f o  e I 

= f,(nD)ro(n) ( Pfo~e<0,h’h>4 3 <O>. 

P h O  quc 
f O (n’)$,At<n,h> = fo( n’ )Lh, ( P v (0 ,h>O (n) 

f o  e 3 

( P v (O,h*h)@ ) <O> = Lh,[ P v (O,h)@ 

= fo(n’)fo(n) Lh, [ Pfove<O,hM 

)<O> = Lh, ( ve<O,h)Bi )<O> 

así debemos mostrar que 

fo e fo  
ahora 

Y 

42 



por lo t a n t o  queda demodrsdo Cb>. 
2) A es inyectiva: 

En efecto: 

CAO>Cn,h>rO implica Pf [ vu<o,hW  ]Cn)rO, & donde 

[ veCO,h>@. L ]Cn)rO así P U (O,hW. L Cn)rLhOi( h"n )-O por cora~iguiente 

i.4 para todo h, por lo tanto #.-O para todo i, de donde 4-0. 

3) A es suprayectiva.  

Por el Teorema 2.7 tenemos que 

O 

L 

Y 
fo -L' 

dim d = c!imc<EspL>- 
O 3 

Y 
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CAP. 4 8 0 D R r  LA L81TRUCTWIA DL CIERTA8 1LP. INDUCIDAS 

fo -L’ 
U (O,S)<AQ>Cn,h> = <A@> (Cn,h3(0s)) = CAQXn,hfi) 

Y 

&SERVA& 4.W 
S.i To, fl cstdn e n  La m i s m a  H -&bita en N0x entonces 

I 
X 

fo f 
w - w .  i 

O 

En resumen 

pero por el Teorema de izxiuccfrjn en etapas 2.3 

P o r  otro lado, sabemos que 

44 

NaH 

T uv 
NaH 

X 

fo .L’ 
u 



NaH 

y por el Teorema 2.0 tenemos que 

N aH NaH 
fo .L' T .\r (b 

H - 6 r b i t a s  T 2 1 ~  N aH 
X en x ,  N x X 

O 

m e w  fO 

H - ó r b l t a s  

e n  N x 
O 

T 
arri hasta este momento la .descomposidbn de 21 queda como slrue 

mbs aún, como L' = LI no necesariamente es Irreducible, 
Llf 

O 

m 
podemos mcribir L' .c e niL; donde L' es irreducible y n. cs la 

a 
F = 1  

L 

nnrltipllcidad de la componente LI. Por lo tanto, por el Teorema 

2.5 

fo -L' m fo *Li' 
Ql .c (b n.U 

L 
i = í  

Y 

A h o r a  resumiremos en el siguiente  Teorema todos los 
resultados a n t e r i o r e s  de este capítulo. 



% el grupo de i s o t r d a  de x L una rcpresentac2cfn 

. irreducible de H , tales q u e  
X 

No aH 

T u  
XL 

T -  
No aH 

X 

f un representante de cada R -¿#-bita de N:* . Hf el grupo de 
O X 

O 

botrop2cr de fo , L’ = L y ni La multfplfcddad de La 

O 

companente Crreducibla L? de L’. Entonces La d e s c o ~ o s i c i &  de 

LQ representad& inducida tfT del p u p 0  N a H  est¿ duda por 
L 

N aH 
m fo .L’ 

T .c e e niW i 

No aH A-6rbi tas i=: 

=n Nox I 

donde las representaciones inducidas 

son irrduc2bles por e1 Tcorasrw 39. 

A h o r a  consideramos un caso particular que por su 

importancia lo llamamos Teorema. 

Sean N un grupo compacto abeuano, €I un crupo finito, 

No=(O 1 el grupo trivial, así N o a H  es isomorfo a H y T una 
reprbssntacic5n irreducible de H. El Teorema nos describe la 

deswnrpojicich de la representaci6n inducida 



TE"A 4.12 
La  representacS¿n  inducida 

NaH 

T UT 
H 

es equivalente O la repesentacidn 

m f *TI 
e niW 

n-brbi tas i = 1 

en ii 

m 
T' -., e niT; 

donde n. es la  multiplicidad de la componente irreducible TI y 

i = i  

L 

wfsT:  es una representad& induc3da de NaH. 

asi L es una representacibn írrdudble de H, pudiendo tomar 

L - T. 
asi por la descripcidn de la descomposicibn de la 
representacidn U* dada en el d e s a r r o ~ o  anterior, tenemos 

NaH 
m f -T' 

i T UT 'w e n. W 
H-brbitas i = S 

L 

H * 

en N 



NOTA 

N a H f  

donde feN es un r e p r e s e n t a n t e  de una H-6rbit.a en y L, una 
rcpresentacich  irreducible del sub~rupo EXf . 
El Teorema dice que las únicas representaciones 2’ que pueden 

aparecer e n  la descomposicicSn son las componentes de la 

representaci6n T restriryidas al subgrupo Hf correspondiente a 

f. 

h 

48 



En el presente  capitulo introducimos el importante 

concepto de Crupo cristdogrdfico de Bloch, el cual e n  forma 
natural aparece  an fisica d e l  estado s6iido. Se anaLiza la 

representacidn quasiregular d e l  crup0 0 = NaH <la que se define 

en la seccidn 5.2) con Grupo c r i s t a l o g r á f i c o  de Bloch s u  

subgrupo r = N aH y se estudian algunos subespacios invariantes 

de esta representacidn, el Teorema 5.12 nos muestra una fdrmula  
para calcular La dimensión de estos. subespacios; y en la 

seccidn 5.3 presentamos el significado f i s i c o  de este 

lY!XSUltadO. 

O 

Deseamos definir el concepto  de Crupo c r i s t a l o ~ r d f i c o ,  

para ello definamos primero lattice cristalografica. 

DEFNIUÓN 5.1 
Sea (el, ..., en 1 una base del espacio Rn. U n a  lattice 

cristalo(rafka de dlrrensldn n es el conjunto de todas las 

combinaciones lineales c o n   c o e f i c i e n t e s   e n t e r o s  de l o s  vectores 

e ,..., e IR", lo cua~  denotaremos por Z<e ,..., e >. 
i n 1 n 

A h o r a  deMnamos el grupo puntual de una lattice. 
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52 
El grupo puntual de unm ktticc M es el s-rupo E del 

crup0 de todas las transformaciones ortoconales OCn>, que 

preserva la lattice, es dccir 

Es fScil observar que el grupo puntual de una lattice es 

un subgrupo ascreto de O<n>, ya que ~a accidn O<n>,dRn - R" 

es continua y el grupo puntual p r e s e r v a  la lattice; y como OCn> 

es compacto, el crup0 puntual es finito. 

ESMPLO: 
Sean v - Ca,O>, vz = CO,a>, a E R y ro la lattice de 

dlmensidn dos, cuadrada, es dedr, To = Z(q,vz>. Entonces el 

Grupo puntual rl de la lattice ro es el Crupo diedro de grado 4 

D4, y =i el grupo cristalole;rdfico es r - Z(q,vZ>aD 

1 

4' 

Recordemos que es D4: Sean 

una r e f l e x i b n   e n  la diagonal 01 

una r e f l e x i 6 n  en la diwonal  HJ 

una ref1exirin  en OX 

una r c f l e x i b n   e n  OY 

una r o t a c i b n  de 90° alrededor de O 

una r o t a c i d n  de 180° alrededor de O 

UM r o t a c i ó n  de 270° alrededor  de  O J I 

Y 

O H 

O X 

r una r o t a c i ó n  de Oo alrededor de O 

Dq = { x- ,..., r con la operaci6n  composicibn 1. 
b 

1 I) 



Mora consideremos los Grupos cristalocrdficos que 

correspmden a h situacibn fidca <m>. 
En fisica se considera un c r i s t a l   i n f i n i t o  como formado 

por blogues finitos igUdcS. E s t o  impone C O n d i C i o ~  de 

periodicidad (de Bloch) para  funciones de e s t a d o  bel electrón 

que se encuentra bajo la accidn del potencial de, la lattice de 

núcleos. Esto da la motivación  para  considerar  en lwar d e l  

grupo infinito de, trasladones N el siguiente  grupo finito 

NO 
= Z<e,, ..., e > M < e A ,  ..., e > n n 

donde M es un número entero  posit ivo.  

Obaervemos que la clase del elemento M e .  es cero. 

Denotemos por A. a =<e,, ..., e >, entonces n 
A. c A = Z<eA, ..., e > es una sublattice. 

n 
Llamzu-emos grupo puntual de Bloch rl al grupo de todas las 

transformaciones ortogonales r1 E OCn> tales que y,t E A para 

cada t CE Ao. 
O 

Es fdcil observar que el grupo puntual de Bloch r, es 

icual al grupo puntual H de la lattice A. 

Ahora describamos la accidn del grupo puntual de Bloch rl 
en WAo:  

Si y, E r, y t E W A o ,  entonces y,( i;) :- [ y,Ct> 1. 
Y definamos el grupo cristalogrAfico de Bloch 

DEFNaóN 5.4 
El Crup0 cristalofrjlfico de %loch es el producto 

semídirecto r = NoaT, donde No = WAo.  

ESMPLO: 
En el t_)emplo a n t e r i o r  consideramos la lattice 

A = sz(vl'vl> asi 

rO 
- A/Ao = Z<vl,v2>/3Z~vl,v2> 

= { Jy, + k*'* I OIk.12, i-13 } 5 z. x z. 

S1 



y el crup0 cristalcyrAfico be Bloch es 

Z<v1,v~>/32<v1,vz> a D4. 

A b r a  deflnlmos el concepto  Importante de lattlce 

reciproca 

[kFNCdN 5.5 
Se a c e  que h lattice Z<tl, ..., t > es rcciproca de n 

lattice +<el ,..., e > si t. * e .  = 2nbij. 
n L J  

Veamos una Proposlclh que nos describe el Crup0 de 

caracteres de un grupo cociente de grupos abellanos. 

P- 5.1 
Seon N y No grupos abelionos tales que N c N. Entonces 

( N A O ) ^  2: N o .  I donde N i  w { f e N 1 f N  - 1 }, N: es un 

subgrupo de N y lo Llamamos el anulador d e  N 

O 
h 

+. O 

O' 
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k - m,tr + ... y { ka, ..., kn 1 es base de IR". Esto 

dcnifica que A" m Z a l ,  ...a > es la lattice redproca de la 

+ mntn 

n 
lattice z<ml, ...m >* n 

Sea A' - Z<K sr...,K > h lattice rcciproca de la lattice n 
+<ti, ..., t > es decir K. t - 2nbii. n L J  

Ahora  ve- algunas observaciones que nos describen 10s 
caracteres de N y No 

OBSERVA& 52 
La Lattice A* es una sublatt$ce de la Lattice A". 

DEMOSTRACK% 

E s  claro puesto que ki I M' I = I, ..., n. 

BMOSTRAC~N 
Veamos que SI f, E N,' cntmnce k d *  y reciprocamente. 

Si fk e No, kd"; entonces fk E N y f 1, = 1, esto impllca que I n 

O 

i i 

el razonamiento 

1 = 1, ..., n, m i d  y csto slcniflca que 

k mlKi + - - + m,K, E A* 

Para demostrar el reciproco basta seguir 
Inverso. 

As í  hemos mostrado que la apllcacibn 

A' - N,' 
k -- f k 

O 

es una biyecdbn, y claramente es un homomorfismo. Ah6lOgamente 

se demuestra que A" es isomorfa  a N. 
P. 

O 



Para una demostracibn  ver referencia 1171. 

OBSERVA& 5.5 
EL grupo de caracteres de la Lattice No es .Lsomorfo a 

A44/A9, es decir No 'c A"/A'. 
A 

DEMOSTRACI~N 

Por LS Proposicidn 5.4, io a k& y a s u   v e z  como N 2 A" y 
n 

I 

N: ~r A' obtenemos  que No 'c- A"/A'. 
n 

Consideremos  el  grupo N = R<el ,..., e n >/MZ<ea ,..., e n >, la 
lattice No - Z<e% ,..., e >/MZ<el ,..., e > y sean O I N a H  r=NoaH. 

Cr es un Crup0  cristalocráfico de Bloch). 
n n 

Notemos que N es  M espacio homogheo bajo la accidn del 

grupo 8. Topolkicamente N es un espacio  compacto homeomorfo a 

un toro n-dimensional. Los grupo O y r s a t i s f a c e n  las hipbtesis  

para e l  desarrollo del Teorema del capitulo 4. 

En la presente  seccidn analizapernos la representacibn 

quasi-regu~ar -1 crup0 O e n   e l   e s p a c i o  L'CN). A q s t a  

r c p r e s e n t d b n  la demotaremos por CR,L%N>) y &finirnos por: 

qii,Q fa-& - f(L + n) 
donde f E L%N> y n, ñ E N, E E H. 
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Emba rspresentacíbn es b -pedal intar& e n  el caso que 

h d i m e r a i b  de la lattice es -3. Las funciones d e l  estado de 
los electrones e n  un cristal con el Crup0 cristaIo~ra4fico r 
Cimpuestss Las condiciones dk periodicidad de Bloch> p e r t t n e c e n  

al espscio L2CN>. A l  final de La seccibn  diremos m& s o b r e  

aplicaciones fisicss. 

Oorreideremos tambíCn La restriccih de la representscidn R 
Crup0 r 

R' T R l r  

Sea T una representacibn irreducible unitaria del crup0 
r=NoaH. Por el Teorema 1.14 la representacich R' se descompone 

en ~a stma d i r e c t a  de representaciones f a c t o r i w ;  sea L ~ C N >  
el subespacio de L%N> tal que R, es una representaci&n 

factorial de T C m  múltiplo de T, aquí generalmente  infiralto>. 

Este s u b ~ p a ~ i ~  es la imagen d e l  operador  proyectivo 

I +N> 

pT : LzCN> - LECN> definido  en La seccih 1.4. 

La r e p r e s e n t a c i h  T como una represcntaci6n irreducible 

del producto  semidirecto r = NoaH est& caracterizada C p o r  la 

construccidn de Mackey> pop un caracter x c N y una 
representacibn irreducible del subcrupo de isotropia  H tal que 

T es equivalente a la representacibn inducida UxL. 

h 

O 

X 

Ahora demostraremos que el subespacio L:CN> se puede 

escribir como una suma directa de subespacios   Pinvariantes.  

Para  ello hagamos primero algunas observaciones: 

Por e l  Teorema de P e t e r  Weyl 1.15 el espacio LzCN> se 

puede escribir como 

L'CN> e,, Cf, 
f k ~ N  

donde fkCx> e y como por la seccidn  anterior ii Ir A**, 

tenemos que k E A" m Z<k i,...,k >. 
i k x  

n 
para cada r d +  definimos xr .L e~ Cf, donde k E A**. 

Veamos que el subespacio Sr es O-invariante: de la deflnicibn 

de la reprmsentacibn quasi-regular es claro que Rr es 

Ik1-r 



LEMA 5.6 
E l  subespacio Rk es O-invarionte y es espacio de una 

O 

componente Irreducible de R. es decir es O-irrcductble. 

DEMOS& 

La O-invarianda de #k es clara de ¡a definidbn de la 
O 

representacidn R. 

 supo^- que v P ( O  ) es un subcspado de #k 
O 

O-invariante.  Entonces V es N-invariante tambidn. V se 

descompone en suma directa de componentes N-irreducibles que 

son de dfmerrribn 1 Cpuesto que N es compacto y abellano> y son 

de ~a forma cf para algún feii. como v cs un subespacio de gtk , 

los caracteres f que pueden  aparecer son de la forma f para 

algún k E q k  ). 

O 

k 

O 

Ahora supon6amos que algún fk con k E O(k, ) pertenece al 

espacio V. Puesto que V es H-invariante todos los caracteres 

f,, , h e H pertenecen a V. Por lo t a n t o  todos los f, , keO( ko ) 
pertenecen a V, lo que significa que V .I Bck . D 

O 



De las observaciones anteriores podemos concluir io 

siguiente: 

L*CN> ax, ~r e cfk 3 e * Cf, - e gcr 
f keN k d  ** x-20 Ik1-r rBO 

y como LtCN> = P7( LzCN>) obtenemos que 

donde =T,r :- Pr(#,> es de dimensicin finita ya que K~ io es y 

es r-invariante puesto que Rr es O-invariante y r es un 
subgrupo de O. 

Ahora en el desarrollo pue sigue d a r e m o s  respuesta al 

problema de calcular la dimensión del espacio X -  . 
T,r  

NOTA 

El subespacio AV, no es r-irreducible en general, como una 

componente de h r e p r e s e n t a c i h  R'. E s t o  lo veremos  en el 

ejemplo  que sigue despds de esta secci6n. 

O 

A h o r a  el subespacio Rr lo podemos escribir como 

#r - Q Cfk - d a, Cf, 
lk1-r H-6rbitas k q k o )  

en 

D (B 

H-6rbi +as o 
en A"-, 

#k 

para i = 1, ..., m. 

La sauma directa es finita, puesto que el subespacio es 

de dimensidn finita. 

Así  el subespacio gP queda como T,p 
j 

x = PToe, 
T,r i=i 'TXk O ,L 

con j 5 m. 

Observemos que las componentes dt PTptko,i son espacios de 
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Cb.2) 

OBSEwAdiN 5.7 
Las  componentes X i  ,i son espacios  de  representaciones 

O 

factorioles  de T Cmdltiplos finttos  de T>. 

Esto es claro ya que XT,, es un subespacio de L:CN> y 

entonces es una r e p r e s e n t a c í h  factorial de T. 

ossEw& 5.8 
La multiplicidad de la  representucidn irreductble T del 

grupo r e n  Ccomo representacidn de r> es S e a l  a lu 

multipltctdud de Xk ,i Ccomo representact¿n d e  a> en la 

reprcscntacidn  inducida UT del g r u p o  0. es decir 

% ,i 
O 

O 

Prímero observemos que . 
- 

ahora por el Teorema de Frobenius 2.11, se t iene la i~ualdad 

por lo tanto 

D 



oesanrM=lbJ 59 
Si Ui ,c es MO d e  los espacios de la descuwsposici¿n dada 

en La f¿rmuLa a.2). entonces La representackha  quasiregular 
O 

del g r u p o  O en 

represcntac<ones el: ( s e d n  La 

f es at& caracter de N tal Q U ~  

=k .i 
O 

irreducible de la representacidn 

equivalente  a una de l a s  

notad& del capitulo 4) donde 

f t N x y LI es una coaponente 

L' = 1 . 1  . 

J. 
O 

Bf 

DEMOSTRACK% 
Por el Lema 5.6 la representadidn  quasi-regular del Crup0 

O e n  OTk es írreducible. . A h o r a ,  si #' es una componente 

d i f e r e n t e  de ( O  1 d e l  espacio xT entonces 
,r c =' ko ,i : T ] + O ; y  

por la Observacldn 5.8 tenemos que la rcpresentacidn 

irreducible # (como representación de O> aparece como 

a si ko Pi 

ko ,i 

LEMA 5.x) 
si OT es uno de Los su&espacios de la  descomposicidn 

ko ,i 

dada en (5.1) . Entonces X' es difer.ente del 

espacio  cero si y solamente si se cumplen las  siguientes 

condidones: 

ka ,i pIzko,i 

f> En la drbfta o(: ko,c ) existe un elemento k tal que f I = x 
No 

if> H es el subgrupo de 3sotropio de . f, y id  Lo 
fk 

representacidn  trivial de H , entonces 
fk 

f : id IH P O 

fk 

59 



LEMA 5.m 
Si k e di’* tot que I k 1-r y f 1 .I x . Entonces se cumplen 

No 
I> X i  .I PTXk aparece coma una componente  diferente del 

T s  espacio  cero  en  la descomposicidn (52) , del  espacio # 

si s¿lo si [ “la ‘ id * o  
*k f k  

DEMOSTRACMjN 

x3 E s  consecuencia inmediata del Lema 5.10. 

33 Puesto que por la Observacidn 5.8 #; es un espacio de una 
reprcsentscidn factorial de T, obtenemos que 

dim X; - dim T [Xi  : T ) r  

por Observacibn 5.8 (Ri : T)r - (UT : R ) y de la demostracidn 

del Lema 5-10 sabemos que La r e p r e s e n t a c i h  #k como 

fk -id 
represent,acidn de Q es equivalente a la representacidn W 

Entonces 

k Q  

(uT : #k>o = 

y por el Teorema 4.12 

[ U T  : W fk *id = [ : i d ]  H 

f k  

asi, resumiendo obtenemos que 

dim #; - dim T [ : id 

f k  f k  
lo cual prueba 2). 
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2) Para rho sean kA, ..., k .  todos Los elementos  de A" tales 
1 

QIIlr 

i> I kL } = r paro i = 1, ..., j 
i i)  Las drbttas O(kl), q k z ) ,  ..., O(kj), son diferentes 

f k .  )N = x para i = 1, ..., j entonces 
t o  

Y 

Cbmerntaremos informalmente el sicnif icado f i s i c o  del 

Temrema anterior, comervando la n o t a d 6 n  d e l  presente  capitulo 

y suponiendo que n = 3. 

En física d e l  estado s6lido se estudia  el siguiente 

problema: 

Determinar el e s p e c t r o  del operador D dado por 

y " - - [ - + - + -  h2 + v *  
2m uxz &YZ b z 2  1 

donde (en el caso de las condiciones de periodicidad de Bloch) 

v y ly son funciones definidas en N = IR<ei,e2,e,>~<el,e2,e3) y 
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la fundbn v (el p o t a n d a >  es i n v a r h t e  con respecto al Sr- 
crrist-rifico & BIOC~ r. 

El dominio del operador D es un subespacio denso de L2CN> 

elesido de t a l  manera que el operador D es auto-adjunto. El 
operador D conmuta con la accicin del Grupo r en el espacio 

L'CN) por ~a representación quasireg-. ~1 e s p e c t r o  d e l  
operador D es el   "espectro  de  energía" de un electrón bajo el 

potencial de la lattice do núcleos de un cristal. 

Sea T una reprtsentacibn  irreducible urultaria de r. 
Podemos considerar como e n  la sección anterior el subespacio 

L ~ C N )  I: P L'CN). Sea D~ la r e s t r i c c i ó n  d e l  operador D a este 
T 

subespacio DT - D . 
- 

AI e s p e c t r o  CM operador D~ en el subespacio L Z < ~  IC 

llamaresnos una "banda" de enercia. 
Se demuestra que el e s p e c t r o  d e l  operador DT es puntual y 

es descrito  completamente por el espectro del operador -A, 
donde A es el operador de Laplace 

*-+-I-+-+- &x2 
629 62y &Y2 a2y UZ2 1 

definido en el mismo espacio Lt<N> <ver L93>. 

Mds exactamente, existe una correspondencia uno a uno de 

los dos espectros que conservan las multipLicidades de los 
valores propios. 

es precisamente la descomposición  del espacio Lf.CN> e n  suma 

directa de subespacios  propios de -A, correspondientes al valor 

propio r . La dimensibn del  espacio es la multiplicidad 

del valor propio r2. Entonces la conclusi6n  del Teorema permite 

determinar las multiplicidades de los valores d e l  espectro de 

2 

glCT,r 

energía de un cristal en términos de la Teoría de 

Representaciones. 
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Ahora ilustraremos el Teorema 5.12 con un ejemplo. 

EJEMPLO: 
los siCuientes  vectores ortotonales en U? Sa- es, e2 

2 

e = (  2 R / 3 , 0 )  1 

2 8 - ( : 0 , 2 n # )  

Considtremos la lattice de Bloch generada por los vectores 

e e .  
1' 2 

No I: Z<el,e2>/3Z<el,e2> 

CObservemos que N 1 Z3x1L3>. Entonces el grupo puntual de esta 

lattice es )I I: D4. 
O 

Sea ro - N o a H  el - grupo cristalografico de Bloch 

La Lattice reciproca de la lattice 32<e2,ez> es 

A** = Z<kl,k2> donde k = C1,0> y kz * CO,l> y a s u  vez la 

lattice reciproca de la lattice Z<el,e2> es A' = Z<KsJs2> donde 

Kl - 3ki y Kt = 3 4  . 

correspondiente y 0 = NaH donde N = R<el,e2>p<es,e2>. 

1 

TencmOs que A** r i, A**/A' - No . 
L o s  siguientes vectores de A** son representantes de todas 

las clases diferentes en A"/A', es decir representan  diferentes 

caracteres de N : 

h 

O 

co,o>, CO,l>, CO,-l>, Cl,O>, C-l,O>, Cl,l>, C-l,-l>, <l,-l>, 

C=l,l> 

Sea T una representación irreducible de r. 
Por la construcción de Mackey le corresponde la Criada 

(2, H , L) don& 2 e fo , H es el subyrupo de isotropic de 2 
X X 

y L es una representación irreducible de H . 
X 

Consideraremos dos representaciones Tl y Tz de r que 

corresponde a x determinado por el vector Cl,O> E A**. 
Entonces H = 4 id, u donde u es la reflexión con 

X 
respedo al eje X. 

1) T corresponde a ( x ,  H , Ll)  donde LICid> = LiCo> - l. 
2) Tz corresponde a (2,  H , L2) donde L2Cid> - 1, L2Ca>-l. 

1 X 

X 

64 



Todos estos elementos forman dos H-drbitas: 
sean kl - <4,3> O(kl) - { <+4,+3>, <+,3,+4> ) 
Y k2 m <-5,o> O(k, ) { <+5>0>, <0,25> ). 

Los vectores kl y k2 s a t i s f a c e n  la condiciiin iii> del 

Teorema 5.12, es decir pertenecen a la clase de Cl,O> en A"/A', 

o en otras palabras f = f  = x '  

1) Calculemos la dimensión de S! 
TI,F 

No a H  

T =  T 1m.1 ( x * ~ )  

No a H  
X 

entonces  por el Teorema 2.7 
dim T = IB\Al d i 4 x . L )  = 4 . 1  = 4 

donde A = No a H  y B = N o a H  . 
X '  



El crup0 de ísotropia H - { id ), como Ll - id, 
*k 1 

entonces 

El Crupo de i s o t r o p í a  H = { id, o } = H , como Ls = id 
'k X 

2 
entonces 

obtenemos dim gCT = 0. 

2) Calculemos la dimensión de RT 
ipr 

2pr 

Be, ,r 
2 [ 12 I FZ I Hf kr] H 'k 2 

dim 

ahora H = { id 1, entonces  L = id por lo t a n t o  
f k  + b y  
i k 

i 

[".i.,k:dJHfk i = l  

H - H  entonces L P Lt # id por lo t a n t o  
fk X ?  

2 'k 2 

y así obtenemos dim XT - 4. 
zpr 
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Anulsdor, 52 

Bloch, grupo cristalogrdfico de, 51 

puntual de, 51 

Brillouin, zona de, 54 

CristaloCrSico,  grupo, 50 

Caracter,  de un grupo, 11 

de una representación, 15 

órbita  de, 29 

Espacio dual de un grupo, 11 

Espacios de Hilbert, suma directa de, 8 

Frobenius,  teorema de, 26 

H a a r ,  m e d i d a  de, derecha, 1 
izquierda, 1 

Homogéneo, espacio, 3 

lmprimitividad, sistema de, 23 

teorema de, 23 

Invariante, medida, 2 
medida sobre  espacios  homogéneos, 4 

subespacio, 6 

L a t t i c e ,  49 

grupo p U d U d  de, 50 

reciproca, 52 

Modular, funcih, 3 

Multiplicidad, forma de, 25 

Peter-Weyl,  teorema  de, 16 

Radon, medida de, 1 
Representacidn, S 

completamente  reducible, 8 

equivalencia de, 5 

unitaria de, 6 

espacio  de una, 5 

factorial, 15 

imprimítiva,  23 

indescomponible, 9 

inducida, 18 

irreducible, 7 

reducible, 7 

suma directa de, 8 

Semidirecto, producto, 27 
regular, 29 

SNAQ, teorema de, 12 
Unimodular, CrUpO, 3 

69 


	Terninologia
	CONOCIMIENTOS PRELIMINARES
	Medida de Haar
	Espacios Homogéneos
	Representaciones de grupos
	compactos
	IMPRIMITIVIDAD
	Representaciones inducidas
	Teorema de imprimitividad
	SEMIDIRECTOS
	INDUCIDAS
	QUASIREOULAR
	Qrupos Cristalográficos
	Representacidn quasiregular del grupo Q
	Significado físico del Teorema

	BibUografia
	Indice Alfabdtico
	Bewitt E and Ross K.A Abstract Harmonic Analysis

