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INTRODUCCION

El presente trabajo esta ubicado dentro de la Teoria de
Representaciones de Grupos.

Esta teoria =se inicié con los trabajos de 6. Frobenius
durante las dos Wultimas dédcadas del siglo XIX, €1 introdujo
para grupos finitos conceptos muy importantes como son:
Representaciones Irreducibles, Descomposicion de una
Representacion, Caracter de una representacion,
Representaciones Inducidas y un teorema llamado el Teorema de
Reciprocidad de Frobenius el cual describe la descomposicién de
la representacién inducida en componentes irreducibles.

Posteriormente Weyl principalmente, desarrollé la Teoria
de Representaciones de Orupos Compactos Infinitos en sus
primeros trabajos que son de los afios 20 del presente s=siglo,
por ejemplo el Teorema de Peter-Weyl el cual trata de la
descomposicién de la representacién regular de un grupo
compacto G en Lz(G) 1927); sus trabajos estuvieron motivados
por necesidades de la Fisica.

Muy importante también fué el desarrollo de la Teoria de
Representaciones para Grupos Abelianos Localmente Compactos, uno
de los teoremas centrales de esta teoria es el Teorema de Stone,
Naimark, Ambrose, Godement que también describe una
descomposicién de una representacién unitaria en componentes
irreducibles las cuales en este caso son caracteres del grupo;
se demostré primero por Stone para R” en 1930-1932, después
Naimark en 1943, Ambrose en 1944 y Godement en 1944 dieron
varias extensiones del Teorema para un grupo abeliano localmente
compacto arbitrario.

En los affios veintes el desarrollo de 1la Teoria de
Representaciones de Orupos estuvo determinado por la Fisica, los
fisicos se interesaron en las representaciones de grupos no
compactos v sus resultados relativos a grupos de
transformaciones fisicas, ideas de soluciones generales a estos
grupos fueron desarrolladas por J. M. Gelfand, G. Mackey,
Harish-Chandra y otros.




INTRODUCCION

En la Teoria de Representaciones de Orupos existen dos
problemas principales:

10 Dado un grupo, encontrar el conjunto de todas las
representaciones irreducibles no equivalentes
mutuamente.

2) Encontrar una descomposicién de una representacién de
un grupo dado en sus componentes irreducibles.

En el caso de un grupo abeliano localmente compacto las
representaciones irreducibles son caracteres del grupo, lamado
el Grupo Dual; la solucién al problema 2> para este caso la da
el Teorema de SNAG.

Si el grupo es compacto, la Teoria de Weyl resuelve los

dos problemas anteriores.

En el presente trabajo se consideran estos dos problemas,
para grupos que son de la forma producto semidirecto.

En el capitulo 3 se describe 1la solucién al primer
problema, la cual pertenece a G. Mackey, donde todas las
representaciones unitarias irreducibles se pueden obtener como
representaciones inducidas por medio de una construccidén
geométrica. El anadlisis sistematico de las propiedades
generales de las representaciones inducidas lo realizé 6.
Mackey, did una construccién general de Representaciones
Inducidas para un grupo topoloégico localmente compact.o
arbitrario y con esta construccién general probé el Teorema de
Imprimitividad y el Teorema de Induccién en Etapas.

En el capitulo 4 le damos solucién al problema 2) cuando
el grupo es el producto semidirecto NoxH donde N es un grupo
abeliano compacto, H un grupo finito y la representacién es
inducida de wun subgrupo; el resultado obtenide determina las
componentes que aparecen en la descomposicién y sus
multiplicidades. El Teorema 411 trata un caso particular del
Teorema de la seccién 9 del articulo [9], la demostracién
presentada es diferente y usa técnicas mas elementales que en

el articulo.
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INTRODUCCION

En el capitulo 5 se analizan las representaciones de
grupos relacionados con grupos cristalograficos que son de la
forma producto semidirecto y satisfacen las hipétesis del
capitulo 4, estudiamos también algunos subespacios invariantes
de la representacion quasiregular para estos grupos; el Teorema

5.12 tiene un interesante significado fisico.
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TERMINOLOGIA

presente trabajo usaremos la simbologia que

continuaciédn describimos
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Conjunto de numeros naturales.

Campo de numeros reales.

Conjunto de reales positivos.

Campo de numeros comple jos.

Final de una Demostracion.

Espacio de funciones continuas sobre G con
soporte compacto.

Espacio de funciones continuas no negativas con
soporte compacto.

Traslacién derecha.

Traslaciéon izquierda.

Espacio de operadores lineales acotados en el
espacio de Hilbert H.

Equivalencia de representaciones.

Suma directa.

Espacic dual del grupo G.

Conjugado de o e C.

Operador adjunto de T.

Caracter de la representacién T.

Espacio de funciones cuadrado integrables.

Representacién del grupo G inducida por la

representacion L.

Representacion inducida del grupo K por la
representacién L.

Forma de multiplicidad.

OGrupo de automorfismo del grupo N

Producto semidirecto.
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Representacién inducida de No xH por la

representacién yL

Subgrupo de isotropia de x .
Orbita de f.

Lattice generada por t’:’ . t

n -




CAPITULO 1

CONOCIMIENIROSEER ECIMINARES

En el presente capitulo desarrollaremos algunos conceptos
basicos importantes tales como Medida de Haar, Espacios
Homogéneos, Medida Invariante, Lema de Schur, grupo dual,
Teorema de SNAG y algunas propiedades basicas de
representaciones de grupos compactos; que nos permitiran
estudiar Jlos temas de los capitulos siguientes, como son
representaciones inducidas, sistemas de imprimitividad,
representaciones inducidas de productos semidirectos y la

construccién de Mackey.
& I MEDIDA DE KAAR.

Introducimos el concept.o importante de una medida
invariante. Sean 6 un grupo localmente compacto, Co( Q) vy C:( G)
el espacio de funciones continuas y continuas no negativas

sobre G con soporte compacto respectivamente.

Una medida de Radon positiva es una funcional lineal

positiva sobre CO(G) la cual es no negativa sobre C:(G) es

decir u{fi>20 para f € C:(G).
Una medida de radon positiva g que es invariante izquierda
es decir
HTEF) = pced>
donde T:f(x) = f‘(g_"(x)); X, gge G se llama una medida de Haar
izquierda.
Definimos similarmente una medida de Haar derecha A, como
x(T;f) = A
donde T;f(x) = f(xg); x, g € G.
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TEOREMA 11
Cada grupo localmente compacto tiene una medida de Haar

izquierda pu. Si v es cualguier otra medida de Haar izquierda

y +
diferente de cero, entonces v = cu para algun ceR .
Para una prueba de este Teorema ver [5).

Veamos que la existencita de una medida de Haar izquierda
sobre G implica la existencia de una medida de Haar derecha.
Sea p una medida de Haar izquierda sobre G, definamos la
medida A como ‘
ACE) = (f) donde (x> = f{x ')

asi
MT:f(x)) = p(fxgd) = p(flg 'x*)) = p(f(x))

= {(fCXD) = ACFCXDD
Por lo tanto A es una medida de Haar derecha. Luego por el
Teorema anterior cada grupo localmente compacto tiene también
una medida de Haar derecha X definida salvo multiplicacion por

una constante positiva.

La medida de Haar, que es invariante izquierda e
invariante derecha se llama medida invariante.

Sea u(.) una medida de Haar izquierda y sea
p (£ = p('l‘;f).
Tenemos
py('r;‘f) = u(T:T'g"f) - u(T;T:f) = p >
asi uy(f ) es una medida de Haar izquierda, y por el Teorema
anterior concluimos que
Ho= Y.

Por consiguiente

p('r:r) = AGYILCE .1




CAP. 13 CONOCIMIENTOS PRELIMINARKES

Puesto que la funcién G ——» C.‘O(G)
y — T:t‘
es continua, la funcién AC(y) es también continua. Ademas,
satisface la ecuacién funcional
| ACXy) AGOACY)
En efecto,
AGIUE) = p(‘l‘:yf) - p('l':(‘l':f) ) = A(x)p('l':f) = AGOACYIUCED

La funcién A(x) se lama la funcidn modular para el grupo
6. Si Ax> = 1, entonces por la férmula 11> las medidas de
Haar derecha e izquierda para el grupo G coinciden. Si este es
el caso, el grupo se llama unimodular.

PrROPOSICION 12
Cada grupo compacto es unimodular.

DEMOSTRACION
Si 6 es compacto, entonces la funcién f(x> = 1, x € G,

esta en C:(G); por consiguiente normalizando la medida de Haar
izquierda . por la condicion u(f) = 1 obtenemos
ACy) = ACyD -1 = ACYyD -u(f> = p('r:f) = ulf) = 1. ]

& 2. ESPACIOS HOMOGENEOS.

DeEFmuicion 1.1
Un espacio topolégico (X,7) es homogéneo si para cualquier
pareja x, y € X existe un homeomorfismo f del espacio (X,7)

sobre si mismo tal que f(x) = vy,

Cada grupo topoldgico a es homogéneo, puesto que
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cualesquiera do= puntos x, y € G pueden ser conectados por la
traslacién izquierda

y--'l‘:xﬂax,c:lom:l«-za-yx—1
la cual es un homeomorfismo de G en virtud de la continuidad de

la operacién del grupo.

Si HcG es un subgrupo cerrado de un grupo topoldgico
localmente compacto G, consideramos el conjunto G/H de clases
laterales izquierdas gH con geG; G/H con la topologia cociente
es un espacio homogéneo bajo el homeomorfismo

G/H - G/H
x=gH — gogH, goeG.

TeOREMA 13
Sea G un grupo topoldgico localmente compacto, gue actua
transitivamente sobre un espacico localmente compacto I' y tiene

una base numerable para su topologia. Sea yel" y H el subgrupo
de isotropia de 6 [ Hy = { g €6 | gr=y } ] Entonces

xr H}’ es cerrado en G.
2) La funcidn G/H?’ —_— T
cﬂ}, — &7

es un homeomor fismo.

Para una prueba ver [1).

DeFmvucion 12
Una medida positiva (x> sobre X = H\G se dice invariante
si |
I fixgddu(xd) = I £OOdux)
X X
El siguiente Teorema provee un criterio conveniente para

la existencia de una medida invariante sobre el espacio X= H\G.

4
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TeoreEMA 14
Existe una medida invariante u sobre el espacio homogéneo

X = H\O si y sdlo si Ao(h) = Aﬂ(h) para todo h € H. Esta medida

es tunica salvo multiplicacion por constante y satisface

I f(gi)dg = I du gD I fchgddh, ¢ = He
o X H ‘

Para una prueba ver [1l
§ 3. REPRESENTACIONES DE GRUPOS.

Sea 1¢] un grupo topologico unimodular, separable,
lJocalmente compacto y sea H un espacio de Hilbert complejo

separable.

DeFmacion 13

La funcién x —— Tx de G en el conjunto LMH> de
operadores lineales acotados en H se llama una representacidn
de G en H si se cumple

'l'xy = 'l‘x'l‘y Yy Te = 1

Una representacidn se lama unitaria si cada Tx’ x € 0, es
un operador unitario en H, y trivial si Tx = I para todo x € G.
A H se le llama el espacio de la representacidn T. Siempre
supondremos que las representaciones son continuas, es decir
que para todo f € H la funcién x —— Txf es continua, esto
significa que para cualquier x € L]

AT FfF~-T £ ——> 0 cuando x — x
X X e
para todos los vectores f € H.

DeEFmvicion 14
Una representacién x ——— Tx de un grupo topolégico G en

un espacio de Hilbert H se dice equivalente a una

5
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representacién x ———— 'l‘”‘ en H, si existe un isomorfismo
acot.adoSdeHenl-l’t.a.lqueSTx-T;‘SparatodaxeG.

Escribimos en este caso T ~ T’.

Dermacion 15
Dos representaciones x ——— Tx en H y x —— T; en H’

son equivalentes unitariamente =i existe un isomorfismo
unitario U : H ——— H’ tal que UTx = T”‘U para cada x € G.

ProPOSICION 15 _
Dos representaciones unitarias eguivalentes son

unitariamente eqguivalentes.

DEMOSTRACION
Sean T y T’ representaciones unitarias equivalentes,
entonces por la definicién 14 STx = T;‘S para todo x € G, por

tanto T°S* = S*T'% de donde T 's® = S*r’asi sT’ = T S* por
x xX x X x x

consiguiente SS‘T;‘ = STXS. = T;SS‘, asi T”( conmuta con el
operador hermitiano positivo SS‘ y por tanto también con

A= SS‘ . El operador A™'S es unitario puesto que
(A7's)A™!S) = A7lsS®A™ = AT'ATAT! = )
ademas satisface
(AT'S)T = A™'I’'s = T°A™'s

por lo tanto T y T’ son unitariamente equivalentes. O

Sea x — Tx una representacién de un grupo topolégico G
en un espacio de Hilbert H. Un subespacio H1 de H se llama
invariante {(con respecto a T)> si f e H’ implica Txf € !«l1 para
cada x € G.

Cada representacién tiene al menos dos subespacios
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invariantes: el espacio nulo {0} y el espacic H Estos
subespacios invariantes se llaman triviales.
Los subespacios invariantes no triviales se laman

propios.

DerFmacion 16

Una representacién T de un grupo topoldgico 6 con espacio
H se dice irreducible si no tiene subespacios invariantes
propios.

Una representacion que tiene subespacios invariantes

propios se dice reducible.

Sean H un espacio de Hilbert y l*l1 un subespacio invariante
propio. El1 complemento ortogonal Hj’ de H’, en general no es un
subespacio invariante de H, sin embargo, si una representacién

X — Tx en H es unitaria, entonces si lo es.

ProPoOsICION 16
Sea x ——» Tx una representacion unitaria de un grupo G

en un espacio de Hilbert H. Sea H‘ un subespacio de H y sea l"1
el operador proyeccidn en H, con rango H:' Entonces
> El complemento ortogonal H':' de Hies invariante si y
sdolo si H es invariante.
2) H es invariante si y sdlo si PT = TP . para cada

x € G.

El siguiente e jemplo ilustra que 1a suposicidén de
unitariedad en la Proposicién anterior es esencial.

EuemPLO:
Sea G = R vy H el espacio de Hilbert bidimensional real con

el producto escalar (u,v) = uiv1 + uzvz. Representamos R en H

7




CAP. 1 CONOCIMIKENTOS PRELIMINARES

por las matrices triangulares no unitarias

1 x
X —— T =
. o 1
es decir
u u + xu |
T 1 = 1 z 1.2>
x}] u u
2 2

se sigue de la ecuacién anterior que el subespacio H‘

u
consistiendo de vectores u = r‘ es invariante con respecto
O
a T, mientras el complemento ortogonal H': consistiendo de
0
vectores v = u no es invariante.

2

Un espacio de Hilbert H se dice suma directa de sus
subespacios H:’ Hz, ..., es decir
H=HeHe --- =Y & H
1 2 R 1

T
si se satisfacen

y B H_L L Hj para i=j.
2> Cada elemento u € H se descompone en la serie
convergente

u= Y} u, donde u e Hi.
i

DeFmaicion 1.7 ‘
Una representaciéon T de G en un espacio de Hilbert H se
dice suma directa de representaciones 'I‘,L de G en H,L si HL es un

subespacio invariante de H para cada i, tal que H = ¥ @& H,L y si
i
cada Tt es una subrepresentacion de T. Escribimos en este caso

T=%Y e 'I‘,1
i
Una representacién T de G en H se llama completamente
reducible si puede expresarse como suma directa de
subrepresentaciones irreducibles. Las representaciones de
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dimensién finita gue son reducibles pero no completamente
reducibles se llaman indescomponibles (ver ejemplo anterior).

CoroLARIO 17
Una representacidn unitaria de dimensidn finita de

cualquier grupo es completamente reducible.

DEMOSTRACION

Si l-l1 es un subespacio propio invariante de H, entonces
por la Proposicién anterior Hi’ es también invariante y

H=H o H .
N 1 'l .

St H‘ o H’ contienen un subespacio propio invariante, entonces
usamos nuevamente la Proposicién anterior, hasta obtener una
descomposicién en subespacios invariantes irreducibles de H:’

probando que este procedimiento es finito el hecho que la

representacién es de dimensién finita. 0

La sigulente Proposicién es fundamental en la teoria de

representacién de grupos.

Prorosicion 18 (LEmMA DE .SCHUR)

Sean T yv T’ representaciones irreducibles wunitarias de G
en H y K, respectivamente. Si S : H ——> H es lineal y
acotado tal gue S'l‘x = T,"S para cada x € G, entonces S es un

isomor fismo entre los espacios de Hiltbert H y H> o S = 0.

Para una prueba ver referencia {1l

El Lema anterior nos proporciona el siguiente criterio de
irreducibilidad.
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ProPOSICION 19
Una representacidn unitaria T de G en H es irreducidble si
y solamente si los unicos operadores que conmutan con todos los

Tx son miiltiplos de la identidad.

DEMOSTRACION
(3> Si STx = sz’ entonces S‘Tx = TXS‘. Por consiguiente,

los operadores autoadjuntos S1 = (S + S.)/Z y Sz = (S - s* )24
también conmutan con todos los Tx . Por lo tanto,
S-?\il-'-)\zls)\l

por la Proposicién anterior.

(&) Si cada operador S que conmuta con T tiene la forma
AlI, entonces el operador proyeccién P gque conmuta con T es 1 o
0. Por consiguiente, por la Proposicién 1.6, los unicos
subespacios invariantes cerrados son el espacio nulo o todo

el espacio H. Asi T es irreducible. O

Ahora veamos la simple pero fundamental propiedad de
representaciones irreducibles de grupos abelianos localmente

compactos.

ProrPosICION 110
Cualgquier representacion unitaria irreducible T de un
grupo abeliano localmente compacto G en un espacio de HMHilbert

complejo H es de dimension uno.

DEMOSTRACION

Para cada x €« G y y € G fijo tenemos
TT =T = T =TT
X Yy Xy yx Y x
por consiguiente, por la Proposicién 1.9
Ty = a(yd], aly) e C.

Asi cualquier subespacio H’ de dimensién 1 de H es invariante.

10
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Pero como T es irreducible; H‘ debe coincidir con H. Por lo

tanto H es de dimensién uno. 0

DeFrmaiciON 18

Un caracter de un grupo abelano localmente compacto G es
una funcién continua X : @ ——— C tal que
| X(x>| = 1, ;E(xlxz) = §(x1)§(xz) €1.3>
se sigue de (1.3 que

xCe> = 1 y x(x 1) = x(x> = %GO}
Por lo tanto un caracter es una representacién unitaria

continua de dimensién uno de G.

~

El espacio dual G de un grupo arbitrario G, es el conjunto
de clases de equivalencia de todas las representaciones

unitarias irreducibles continuas de G.

Ahora, por 1la Proposicién anterior para grupos abelianos,
8 consiste de todos los caracteres de 6. 6 es un grupo abeliano

”~

bajo la adicién, es decir, ¥, ¥, € G
-+
(?’1 v, x> = 7’(x)yz(x), x € G

Se puede mostrar que si G es un grupo abeliano localmente
compacto, (3 con la topologia de convergencia uniforme sobre
conjuntos compactos también es un grupo abeliano localmente

compacto. Ver {171

Ahora veamos un Teorema de descomposicién fundamental para

una representacion unitaria arbitraria de un grupo abeliano.

11
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TeorEMA 111 (STONE. NAMARK. AMBROSE. GODEMENT)

Sea T una representacidn continua unitaria de un grupo
abeliano localmente compacto G en un espacio de Hilbert H.

Entonces existe sobre el grupo dual G una medida espectral EC(-)

tal gue

T = I“ X CxOdE( X ) 1.4
x G

DEMOSTRACION
Sea f € H. Entonces la funcién x ——» (Txf,f) es definida

positiva;, por consiguiente, por el Teorema de Bochner (ver
referencia {171), existe una medida regular finita no-negativa

H sobre é tal que

f,f
(T, f.5) = Jé XGOdy, (%)
y en particular,
Jé e, (%) = (G) = (1,05
usando la férmula de polarizacién
T, v) = (T, (£+v),(0+v>) = (T (£-vD,(f-vD)
+ (T (f+ivI,(f+ivd) = (T (f-iv),(f-ivd)
para cada f, v € H existe una medida compleja finita tal que

(Txf,f) = LS x()«:)n:luf’f (x)

Ahora fijemos cualquier conjunto de Borel B ¢ 6 y
definamos 1a funcional F.(f VD = B, v(B), ia cual es

hermitiana, ya que como (Tf,v) = fov,f i, tenemos He = K

v, {
esto implica que Fn(f V) = F.(f ,VY) y claramente
F (O I, + 21 ,v) = AF(f,v)+ AF(f,v)
Veamos que l-‘B es acotada, en efecto, para A&R sea
f? = £ + )\uv f(B)v
entonces

< 2 2 2
0 < p (B> = p (B> + 2\|u (B>|° + 2% B|% (B

12
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CAPF. 1 CONOCIMIENTOS PRELIMINARKES

io cual implica que
. _ 2 _
'“r.vm)' "‘t.r(B)"'v.v(B) ““m‘m =0
de donde
z <
“"; V(B)l < yf'f(B)pv'v(B)

es decir
z . < 2 2
IP‘(f,v)l < “f,f(B)“v,v(B) < ifi" v

por lo tanto F‘. es acotada.

Asi podemos aplicar el Teorema de Riesz, para cada
conjunto de Borel B < G existe un operador E(B)> sobre H tal que
para cualesquiera f,v € H se tiene

(EC(BOf,v) = F‘B(f,v) = “(.ch) €1.8>

ahora veamos que E(B)" = E(B)>. En efecto
' s ————
(f,E(B) v) = (E(BXf,v) = pf,v(B) = pv'f(B)

= (E(BOv,f)> = (f EBI)

ademas, un cialculo muestra que

(E(B)Txf,v) - IB xGO(E(dx )f,v)
por lo tanto =i para cada conjunto de Borel 81 ponemos
Q(B,) = E(BNB_ ), obtenemos que

I xOO((E(dx ))f,v) = J"‘ x(x> (Q(dx)f,v) = (EMOT f,v)
B e

-I xOGO(ECBY(E(dx ) )f,v)
B
de lo cual es facil concluir que E(BnB‘) = E:(B)E:(B1 ).
Facilmente se demuestra que la funcién B ——  EM
satisface las condiciones de medida espectral. Por consiguiente

por la ecuacidn (1.5) tenemos

(T,f:v) = J& :?(x)duf.v(:?) = Jé X0 (E(ax)f,v)

de donde

T, = I‘ %CxO(E(dx )) D
6
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CAP. ¢ CONOCIMIENTOS PRELIMINARKES

§ 4. PROPIEDADES BASKAS DE [AS REPRESENTACIONES DE GRUPOS
COMPACTOS.

La teoria de representacion de grupos compactos forma un
puente entre la teoria de representaciéon de grupos finitos y la
de grupos no compactos. La mayoria de los teoremas para
representaciones de grupos finitos tienen andlogos para grupos
compactos y estos teoremas a su vez son el punto de part,ida'
para la teoria de representacién de grupos no compactos. En los

siguientes tres teoremas G denota un grupo topolégico compacto.

El siguiente Teorema  muestra que en el caso de
representaciones de grupos topolégicos compactos podemos
restringir el andlisis de las representaciones a

representaciones unitarias solamente.

Teorema 112
Sea T una representacion arbitraria de un grupo compacto G

en un espacio de Hilbert H. Entonces existe en H un nuevo
producto escalar que define una norma equivalente a la inicial,

relativa a la cual T define una representacion unitaria de G.

El préximo resultado, imporﬁante para grupos compactos
muestra que cada representaciéon unitaria irreducible es de

dimensién finita.

Teorema 113
Cada representacion unitariag irreducible T de G es de

dimension finita.

14




CAP. & CONOCIMIENTOS PRELIMINARKS

TeOREMA 114
Cada representacidon unitaria T de G es suma directa de

subrepresentaciones unitarias trreducibles de dimension finita.

Para una prueba de estos ultimos tres Teoremas ver [20]).

Dermucion 1.9

Por el caracter de una representacidn de dimensién finita
(T,H> de un grupo compacto G entendemos la funcidén
Xp ° 6 —— ¢
g — Tr Tg

Las siguientes propiedades de caracteres son consecuencia
directa de la definicidn de traza:
xpCe> = dim H x(g_x) = x(g>
xT(ghg") = xpChd Xp = Xy, St T~T

Dermucion 1.10
Sea T una representaciéon gue contiene una subrepresentacién

irreducible S. Si existe n € N tal que T-nSs=Se ... @S ((n-veces)
se dice que la representacidn T es factorial de S.

Asi por el Teorema 1.14 cada representacién unitaria de un
grupo compacto se puede escribir de manera unica como suma

directa de representaciones factoriales.

Definamos un operador que nos permite proyectar el espacio
de Hilbert H de 1la representacién unitaria T del grupo G, al
subespacio de la representacidon factorial de la representacidn

irreducible S del grupo G.

15
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CAPF. 1 CONOCIMIENTOS PRELIMINARES

Dermacion 111
Para cada h € H, definimos el operador
PS :H —— H
de la siguiente manera

PoChd = I x5(e™ )T<edhde
6

donde Xg es el caracter asociado a la representacién irreducible
S.

Ahora veamos un Teorema que nos proporciona la
descomposicién de la representacién regular de un grixpo

compacto G sobre el espacio L2co>.

Teorema 115 (PETER-WEYLD
Sea G un grupo compacto y (L,LZ(G)) su representacion
regular. Entonces

L=enmoou! y L%@ = e ncon’
b = ¢ feG
donde Uf es wuna representacion irreducible de G en el

subespacio tnvariante Hf de L*(G> de dimensidn finita n(f).

16




CAPITULO 2

REPRESENVACICOES MDUVCIBAS ¥V SISTENAS B2 MEFRIIVIVIDAD

Veremos algunas propiedades fundamentales basicas de la
Teoria de Representaciones Inducidas de grupos compactos, como
son e] Teorema de Induccion en Etapas, el Teorema de
Imprimitividad y el Teorema de Reciprocidad de Frobenius; para
ello comenzamos definiendo el espacio de una representacion

inducida.

& 1. REPRESENTACIONES INDUCTDAS.

Sea O un grupo topolégico compacto separable y K un
subgrupo cerrado de G, L una representacién unitaria de K en un
espacio de Hilbert separable H. Sea u la medida invariante en
el espacioc homogéneo X = K\G = { Kg | ¢ € 6 } Ahora definamos

el siguiente espacio.

DeFmuicion 21

H" es el conjunto de todas las funciones f : 6 —— H que

satisfacen

1> f(g),v) es medible (relativa a dg) para todo veH.

ii> fckgd> = ka(g), para todo k €« K y todo g € G.

iiid I urcngdp(g‘) < w, g = Kg, donde Hif(gd)} es la norma en
X

el espacio H.

Veamos que H" es isomorfo al espacio de Hilbert Lz(x,u,ﬂ).

17




CAP. 2 REP. INDUCIDAS Y SISTEMAS DE IMPRIMITIVIDAD

ProrPoOsICION 2.1
El espacio H' es tsomor fo al espacio de Hilbert chx,p,m
de funciones de cuadrado integrable con dominio X y valores en

el espacio de Hilbert H.

Ahora construyamos una representacién unitaria de G en el
espacio de Hilbert "

TEOREMA 22
La funcidn ¥ : 6 —— B(H") dada por
U'(g )Me> = flgs )
es una representacion unitaria de G. Denotaremos ?.l"'(go) también

o’ul".
Pr‘go

DEMOSTRACION
'Lt; es un homomorfismo

() v =, (0 Joo = (o Yoo

= f(gec,6,) = uz e T<e>
12

El operador ‘L(; es isométrico y posee un inverso [‘ZI; ] - 'u;‘ -1
o
por tanto ‘U: es unitario. 0

DeEFmiciION 2.2
A la representacion %" dada en el Teorema anterior se le

llama la representacidn de G inducida por L.

El siguiente Teorema lamade Teorema de induccién en

etapas sera muy util en el Capitulo 4.

18




CAP. 2 REP. INDUCIDAS Y SISTEMAS DE IMPRIMITIVIDAD

TeEOREMA 2.3
Sean N y K subgrupos cerrados de un grupo compacto
separable G, tal gue N ¢ K. Sea L una representacion de N y

V = 'u" Entonces u“ ~ uv.
X o o

Para una prueba de este resultado véase [1l

ProPoOSICION 2.4
Sean K un subgrupo de G, T y S dos representaciones

unitarias de K tal gque (T,7)> ~ (S5,S). Entonces
U ¥ ~ U ¥
o G
DEMOSTRACION

Como T~S, existe ¥ : 7 ——— S isomorfismo tal que
¥TCh> = SChod.

Deseamos ver que existe ¥ : ‘Vy —_— ‘VS isomorfismo tal que

U = ©oIT

Basta definir ¥Gu)(g) = Wu(g)); ¥ es isomorfismo puesto que ¥
lo es. Ahora
T (enA€) = Fulge) = WidEe)) = (¥op)Ee)
= U Feu)E) = U T F).

TEOREMA 25
Sean S un subgrupo cerrado de un grupo compacto G, (V,7)

una representacion unitaria de S, la cual se descompone en una
suma directa

v=0va y 'Y=Q‘Ya [va=vl‘V]
asA acA o
donde A es un conjunto numerable y ‘Ya es S-invariante para cada

acA. Entonces

19




CAP. 2 REP. INDUCIDAS Y SISTEMAS DE IMPRIMITIVIDAD

DEMOSTRACION
Basta observar que si fe ‘Yv entonces f(sgd)e ¥ para s € S y

geB. Asi

f(sg) = fa (sg>, fa (sg>, ... ]
-~ 1 2
= Va (g)fa (s>, Vct (‘)fa s>, ... ]
N § 1 F 2
.
vcx votz
= lu Tr, =, u e -, ..
1 2
L
y
A v
74 (go)f(g) = U (go)[fal(g), faz(g), A ]
2
= fa (‘go): fa (ggO)’ e ]
~ 1 2
= |v, (e ), <€ V(e ) <&, .. ]
~ 1 1 2 2
[V \
%y %2
= |u (go)fal<c>, U (go)faz(g),...
L
(]
CoroLArRIO 2.6
Si la representacion 'l["' de 0O, inducida por una

representacion L de un subg‘rﬁpo K es irreducible, entonces la

representacion L tambien es irreducible.

DEMOSTRACION

Si L fuese reducible, podria escribirse como una suma

directa L = L'e Lz, esto implica por el Teorema anterior que

1 2
‘UL = ?.(L ® ‘ZIL > lo_ cual contradice que ‘L(L es irreducible. 0

El siguiente Teorema nos proporciona la dimensién de la
representacién inducida o™ para una representacién L de un

subgrupo K de un grupo finito G.

20




CAP. 2 REP. INDUCIDAS Y SISTEMAS DE IMPRIMITIVIDAD

TeOREMA 2.7
La dimensidn de la representacidn U es el producto de la

dimension del espacio H y el indice del subgrupo K en 6.

DEMOSTRACION

Sea k el indice de K en G ¥y €, - gk los representantes
de las k diferentes clases laterales Kg_l. Consideremos la
funcion

- L k
p:H—eo Vi convi = H, dada por

i=1
f —— (f(g,),....f(g, ))
afirmamos que p es un isomorfismo lineal; claramente p es un
homomorfismo lineal, veamos que es isomorfismo. Sean f, h € H-

tal que p(f> = pCh), entonces f(g_t) = h(gi) para i=1, .., k vy

- como

ﬂk‘i) = Lk f(ci) = L<{k> h(s.t) = h(k‘i.)
tenemos que f = h. 0O

La siguiente Proposicion describe la estructura del

espacio de una representacion inducida.

ProPoOsICION 2.8
Sean w : 6 ——— H una funcion continua con soporte

compacto y
ocgd = J L;‘ wlkg >dk 2.1
K

donde dk es una medida de Haar invariante derecha en K.
Entonces

I G(g) es una funcidn continua con soporte compacto en K\G, es
decir n(sop o) es compacto en X = KNG donde 7 : G ——X es la
proyeccion candnica.

22 G(g) pertenece a H.

3) El conjunto C:; = { wlgd : wlgd = A(gdv, A(gde Co(G), ve H }

] L
forma un conjunteo densoc en H.

21
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CAP. 2 REP. INDUCIDAS Y SISTEMAS DE IMPRIMITIVIDAD

DEMOSTRACION
1) Cada funcién continua w(g) sobre O con soporte compacto D es
uniformemente continua, es decir, para cualquier £0 existe una
vecindad compacta V de la identidad, tal que

g;’gze V implica ¥ (g ) - w(g,) ¥ < &
Sean €,< Oy ge gOV. Entonces

oCg> - Blg ) = I (L;‘ wlkgddk - L;‘ wlke ) ] dk
K

= IL;’ (wCkgd>dk - w(ke ) ) dk.

-1 -1
KDV &

Por consiguiente

N B> - e ) M < I B wikgd - wlkg ) dk < £ m [Knbv"g;‘]
-3 -1 ' K

R o

es decir w(gd) es una funcién continua sobre 0.

KDV

2) Para cualquier ko € K tenemos

w(kog) = J'

L: w(kkog)dk = j L:’q w(fc'g) dk = L oCg>
X

K kk o

ademas, se sigue de la ecuacidén 2.1 oque G(g) = 0 si g € KD
Asi, fwi(gd! es una funcién continua de g con soporte ndD). Por
tanto las condiciones de la definicién 21 se satisfacen vy
& e H*.

3> Sea f e H" tal que (f,ﬁS)HL = 0.

Asi tenemos

(f(g),iS(;))H = I (f<g>,L;‘w(k;>)H dk = j (£Ckgd,wlkgd)y dk
K K

sea w(g) = A(gl)v, donde A € CO(G). Entonces

(f(g),&(g))ﬂ = I A (kg fkgd,v)y, dk
K

(f,a)H,. = [ chkp(fckp,v)“ dk } dule)
K\G K

Entonces usando el Teorema 1.4 obtenemos
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CAP. 2 REP. INDUCIDAS Y SISTEMAS DE IMPRIMITIVIDAD

(f,G)al. - J Al fCgd,v) pCgidg = O
o
Puesto que A es arbitrario, esta ecuacién implica que

f(gd,vd) = 0 excepto en un conjunto Nv < GO de medida cero. Sean
{v}unasucesléndensaenﬂyN-va.PuestoqueNesde
n

n
medida cero, para ¢ # N tenemos ( f‘(‘),\v")n = 0 para cada n. Por

tanto f(gd> = O. O

§ 2. TEOREMA DE IMPRIMITIVIDAD.

Dermacion 23

Sea X un G-espacio y U una representacion unitaria de O en
un espacio de Hilbert H Si E(Z), Z <c X, es una medida
espectral con valores en Y(H), tal que

U EU -1 = E(Zg ')
entonces E(Z) se llama un sistema de imprimitividad para U
basado sobre X. Si la base X es transitiva bsjo G, ECZ se
Hama un sistema transitivo de imprimitividad. Una
representacién que tiene al menos un sistema de imprimitividad
se dice imprimitiva.

Ahora veremos e] Teorema de Imprimitividad, el cual nos
afirma que a cada representacién inducida se le puede asociar
un sistema transitivo de imprimitividad y que una
representacién unitaria que posee un sistema transitivo de
imprimitividad es unitariamente equivalente a una

representacion inducida.

ProPoOsIiCION 2.9

A cada representacion inducida de un grupo separable

compacto G se le puede asociar un sistema transitivo de




CAP. 2 REP. INDUCIDAS Y SISTEMAS DE IMPRIMITIVIDAD

itmprimitividad.

DEMOSTRACION
Sea K un subgrupo cerrado del grupo G, L una

representacién unitaria de K en un espacio de Hilbert H y u©" 1a
representacién inducida de G en H". Sea Z un subconjunto de
Borel de X = KNG vy X, la funcién caracteristica del conjunto Z.
Para cualquier f € H" sea
CECZXEX(g) = xz(é)f(g), & = Kg

veamos que E(ZOf € H-.
En efecto: E(Z)f es medible puesto que Z es medible y f
ambién. Ademas, para k € K, tenemos

EC(Z)f(keg) = xz(é)fck@ = L( xz(é)f(g)) = L E(Zf(g)
y también

J Mx ()<’ dule) = J x, () 1£¢ed “aule)
X X

-I Hfcedh? du(g) < .
z

Por consiguiente hemos visto que EC2Z>f satisface las
condiciones de la Definicién 21 y por tanto pertenece a H-.
Ademas, se sigue de la definicidén de E(Z)> que
EOO = I, E(O> = 0O, E(Ziﬂzz) = E(Z‘)E(Zz),
E(ZuZu---) = E(Z) + E(Z)) +

Asi la funcién X —— .'C(HL)

A }——-» EZ>
define sobre el espacio X una medida espectral.

Ahora

[u" Eczm;‘a’r]cp = [E(Z)'“;a,f](“o) =X, [;To) [‘*‘Za,f]‘“o’

g0
-—.—— - _1
=x, [cso]ﬂs) = ngaitc)ﬂs) = E(Zg =~ )<

Asi u;“eczm';-; = E(Zg ™).

Por lo tanto hemos visto lo deseado. a
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CAP. 2 REP. INDUCIDAS Y SISTEMAS DE IMPRIMITIVIDAD

{

TeoreMa 210
Sea U una representacion continua unitaria de @ en un

espacio de Hilbert H, X = KNG y E co<x> —— LD un
homomor fismo tal gque
U EWU -1 = E('r:w), €<6, WeC_OO

Entonces existe una unica Chasta eguivalencia unitariad
representacion unitaria continua L de K en un espacio de
Hilbert H' tal que la pareja (U,E) es unitariamente eqguivalente
a la pareja (‘II" ,E"'). es decir existe wun operador unitario
V:H————-»H"'talque

VU = 2" v, g €0
g g

VECI = EXciv, ¥ e C_OD

Dermvncion 2.4
Si T yv T son representaciones unitarias irreducibles del

grupo compacto G, definimos la forma de multiplicidad ¢ : > de
la =iguiente manera

(T:T’)-{

1 siT-~T

0 en caso contrario

Por el Teorema 114 la definicién anterior se puede
extender por linealidad a cualquier representacién unitaria del
grupo compacto G, de esta manera la forma de multiplicidad
€ : ) es bilineal.

Consideremos las operaciones:

Ind : Rep(K) ——» Rep(®
la cual asocia a cada representacion unitaria de K la
representacién inducida de G y

Res : Rep(@) — RepKD
que asocia a cada representacién unitaria de G la misma

representacién restringida al subgrupo K.
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CAP. 2 REP. INDUCIDAS Y SISTEMAS DI IMPRIMITIVIDAD

Ahora veamos el Teorema de Frobenius, el cual nos
relaciona las dos operaciones anteriores y 1la forma de
multiplicidad.

Teorema 211 (FROBENIUS)

Sean G un grupo compacto, K un subgrupo cerrado de G, T y S
representaciones unitarias irreducibles de K y G,
respectivamente. Entonces la operacion Ind es adjunta a la
operacion Res con respecto a la forma de multiplicidad, es decir

(Ina T : S), = (T : Res S)x .

Para una demostracién veéase {191
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CAPITULO 3

REFRESEUVACGICIESE MRUCIRAS BE FREDUCTEE SEIBIRECYES

El objetivoe principal de este capitulo es desarrollar un
procedimiento para mostrar que en el caso de representaciones
inducidas de productos semidirectos cada representacion
unitaria irreducible de G = NxS es inducida de un subgrupo no
trivial de G, a esta construccidn se le llama la construcccion
de Mackey.

En este capitulo suponemos gque N es un grupo abeliano y que

o y e son los elementos identidad en N y S, respectivamente.

DeFmacion 3.1
Sean N y S subgrupos localmente compactos. En el conjunto

NxS definimos la operacién del grupo mediante:

(n,s Xn,s,) = (n + Tsi(nz),sg'»z)
donde * : S —— Aut(ND es un homomorfismo, a este grupo se le

denomipa el producto semidirecto de N y S, y se denota por N«S.

Sea T una representacién unitaria de G, U y V las
restricciones de T a N y S respectivamente, puesto que
(n,s)=(n,eX{o,s?, para todo n e Ny s € S, tenemos que T = UV
Asi, una representacién T de G esta determinada completamente
por sSus restricciones U y V a lJlos subgrupos N y S,
respectivamente. Ahora la ley de composicién en G

(n‘,si)(nz,sz) = (n1+si(nz),slsz) donde si(nz) =T (nz)
implica que las representaciones U y V¥V deben salt.isf acer. la

siguiente ecuacidén
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CAP. 3 REPRESENTACIONES INDUCIDAS DE PRODUCTOS SEMIDIRECTOS

U vVvuyVv =1Uu
n ] n ] N sh) s 3
1 32 2 2 1 8 2 2 2
la cual se reduce a
Vuv'=wu 3.1
B NS sin}
Ahora mostraremos que si T es una representacién unitaria
entonces la ecuacién anterior es equivalente a la existencia de
un sistema de imprimitividad para T.

En efecto, por el Teorema de SNAG (1.11D
Und = I _ n<(n>dE(n)
N

donde E(n) es una medida espectral sobre ﬁ y por la ecuacién
(3.1), puesto que ns(nd) = n(sdnd), obtenemos

VUV -1=U = J n<snd>>XdE(n) = I nsddE(n )
S N s sin’ ’;\ - P/l\

= j_\ n(n>dE(As ' ).
N

pero a su vez

VUV -1 =V { I NNDAE(R )V -1 = J ﬁ(n)d[v E(n)V -1].
&E N s & N b 3 ~ S S

N ) N
Asi

o

.['* AMYAE(ns ) = ndndd [VsE(r’i )Vs-x]
N .

In
Ahora puesto que los caracteres separan ‘los puntos de N, la
ecuacién anterior implica que

V ECZV -1 = E( zs ) 32>

para cada conjunto de Borel Z c ﬁ Asi, E{(Z) es un sistema de
imprimitividad para una representacién V basada sobre el
espacio dual N. Puesto gue
U E@U Y = E@ 3.3
de las ecuaciones (3.2) y (3.3) obtenemos
T(n,s>ECT *(n,sd = unvssczw;‘u;‘

= U E( zs * )u;‘ = E(Zs !) 3.4 -

lo que s=significa que E@) forma un sistema de imprimitividad

para la representacién T de G = N«xS. D

28




CAP. 3 REPRESENTACIONES INDUCIDAS DE PRODUCTOS SIEMIDIRECTOS

NOTACION: .

El conjunto de todos los ns para un t’ieﬁ dado y todo =seS.
Se llama la Jrbita del caracter n y es Adenotada por 63‘
Suponemos que la topologia sobre la drbita Oa fué elegida de
tal manera gque es un espacio localmente compacto. Es evidente

que dos érbitas 65 y 66 coinciden o son disjuntas. Por 1o
N 2
tanto el espacio dual N se descompone en conjuntos mutuamente

~
ajenos Oﬁ .

DeEFmnicion 3.2
Decimos que el producto semidirecto 6 = NxS es regular si

ﬁ contiene una familia numerable Z‘, Zz, ... de subconjuntos de

Borel, cada uno unién de G-érbitas, tal que cada dérbita en N es

la interseccién de Jlos miembros de una subfamilia Zn ,Zn poer
1 2
gue contienen esta 6rbita Sin pérdida de generalidad, podemos

suponer que la interseccién de un numero finito de Z_l es un
- o

elemento de la familia {Zi}1 . Esto es equivalente a la

suposicién de que cada drbita es el limite de una sucesion

. w
n . n ~
decreciente {Zni} < {Zi}z » es decir, Zn_L N 06.

La mayoria de los productos semidirectos interesantes que

ocurren en aplicaciones fisicas son regulares.

ProPOSICION 3.1

Sea T wuna representacion unitaria de un producto
semidirecto regular @ = NxS, sea E(-) la medidae a wvalores
proyectivos asociada con la restriccidn 'l‘N de la representacion
T a N.AEntonces. .ii T’\e.s* irreducible existe una Jrbita Oa tatl
que E(Oa) m ] y E(N - 06) = 0.
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CAP. 3 REPRESENTACIONES INDUCIDAS DE PRODUCTOS SEMIDIRECTOS

DEMOSTRACION |
Puesto que cada conjunto Zi es unién de dérbitas, entonces
Zg = Zi’ para todo ¢ € G. La {irreducibilidad de T implica por la
1
ecuacién (3.2) y Lema de Schur, que E(Zi) = 0 o 1. Ahora veamos
que para cada d6rbita 6ﬁ < ﬁ, 8(86) = 0 o I Supongamos gue
8(66) = 0 para todas las érbitas 66' Puesto que la 6rbita es el
limite Z: N 66 y la medida E(') es contablemente aditiva
i
n n n
E{n Zn,] = n E[Zn.] = }im E[Zn]
1 8 13 1 r——2> 0 t
obt.enemos
1im E[z“] = E(0~) = 0
. n n
1—=> 00 1

~

Asi para cada drbita 66 existe un elemento Z: > 0{,‘ de medida
i
cero. Entonces puesto que a N 1lo podemos cubrir por una

coleccién de tales Z: » obtenemos que E(;I) = 0, lo cual es una
i

contradiccién. Por consiguiente existe al menos una érbita Oﬁ

tal que E(aﬁ) = ]. Si existiesen dos érbitas satisfaciendo la

condicién 5[66] = ], 1 = 1, 2; entonces

1
E{SA UGA] = E[GA] +E(8A] = 21
n n n n
R 1 2 1 2
pero E(N) = I. Por lo tanto la medida espectral E(-) esta

concentrada solamente sobre una érbita 66. ]

LEma 32 4

Lo restriccidn LN de una representacion irreducible L de
Ncha al subgrupo N es una representacidon unidimensional, es
decir,

L <nf = n ndf
N o]

~

donde £f e H y ﬁo es un elemento de 6 < N que tiene el subgrupc

de isotropia NuSa .
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CAP. 3 REPRESENTACIONES INDUCIDAS DE PRODUCTOS SEMIDIRECTOS ‘90630

DEMOSTRACION ‘
Por e] Teorema de Imprimitividad 2.10, la representacién

irreducible U de NxS es unitariamente equivalente a una
representacion inducida 'u" , donde L es una representacién del

subgrupo NchS y por el Corolario 26, L es {irreducible. La
accién de U [N est3 dada en H" = Lz(ﬁ,p,ﬂ) por
U A(R) = Lsns " )f(R) 3.5>

Bal Fa
donde nos = n.

Por otro lado, por el Teorema SNAG (1.11) para f,ve H" tenemos
[‘l[:f,v] = J _ Atddu (R) = J _ Am [ﬂa),v(ﬁ)]ndp(a) 3.6>
N . o
por la Proposiciéon 2.8 podemos poner

fln) = oln)f, v(R) = B(A)v, o B € LYAOw), £, v € H.
Entonces las ecuaciones (35) vy (3.6> implican

IA NN A)A( AL,V du(h) = L oe(ﬁ)ﬁ(ﬁ)[l..(sns-l)f,v]“dp(ﬁf
(o] o

Por lo tanto L(sns—‘)f = h(n)f para todo n € N, f € H y casi
todo h € 0. Si n = ﬁos tal que la férmula anterior se cumple y

recordando que nos(n) = ﬁo(sns—1) obtenemos LN(n)f = ﬁo(n)f .

O

Lema 33

Cada representacion unitaria irreducible L de No:SS estd
determinada y determina una representacion unitaria irreducible
L’ de S~ .

o

DEMOSTRACION
Sea L’ una representacidn unitaria de SS' Afirmamos que la
funcidén
(n,so) —_— L(n,so) = ﬁo(n)L’(so) €3.7>
donde noso = no para todo so e SS , €S una representacién

unitaria NocSa . En efecto

31
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. CAP. 3 REPRESENTACIONES INDUCIDAS DE PRODUCTOS SEMIDIRECTOS

L [(n,so)(n’,st”)] = L [n-fso(n’),sos;] = ﬁo(n-ﬁso(n’))l.’(sos"))
-y hy ’ ’ » » g 3 - » » '
= no(n)no(so(n D)L (so )L (so) = no(n)L (so)no(so(n >)L (so)

= L(l'x,so L(n’ ,s(’,).

* ~ " ~ - "'1 -1
L (n,so) = no(n) L (so) = no( nL (so) = L (n,so).
Si L’ es irreducible, entonces L es también irreducible.
Inversamente; por la ecuacién (3.7) cada representacién
irreducible L de NocSa define wuna representacién unitaria

irreducibie de SS' 0

TEOREMA 3.4

Sea G un producto semidirecto N«xS de grupos localmente
compactos separables N y S, N abeliano. Sea T una
representacion unitaria irreducible de G. Entonces

1> Podemos asoctiar con T una drbita O en N.

2) La representacion T es unitariamente equivalente a una

-~
R _ , nL .
representacion inducida U , donde L es una representacidn
~

unitaria irreducible de Sa en un espacio de Hilbert H y n e O.

DEMOSTRACION
Por la Proposicién 31 la medida espectral E(') asociada

con la restriccién de T a N esta concentrada sobre una 6rbita
6. AdemAs por la ecuacién <(3.4) y el Teorema de Imprimitividad

”~

210, T es unitariamente equivalente a una representacioén QIL

inducida por una representacién l: del subgrupo Ncrss. Finalmente

por los Lemas 32 y 33, l: es de la forma nL, donde L es una

representacién unitaria irreducible del subgrupo SS‘ 0

La irreducibilidad de wuna representacion unitaria L no

garantiza en general 1la irreducibilidad de 1la representacién
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CAP. 3 REPRESENTACIONES INDUCIDAS DE PRODUCTOS SEMIDIRECTOS

inducida 'UL . Sin embargo en el caso de grupos que son productos
semidirectos, el siguiente Teorema afirma que 1a
irreductibilidad de L implica la irreducibilidad de la
representacién inducida ?IL .

Teorema 35
Sea G un producto semidirecto regular NxS de grupos

localmente compactos separables N y S, v sea N abeliano.
Entonces para cada orbita O en N Yy para cada representacion

unitaria irreducible nL del subgrupo NocSa donde n € 6 la

el

representacion inducida 'u“‘“ del grupo NxS es irreducible.

Para una demostracién ver [1].
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CAPITULO 4

SCERE LA EETRUCTURA BE GIERTAS REPRESEITACICIRES IDUCIBAS

Sabemos de la construccién de Mackey que ias
representaciones unitarias irreducibles de los productos
semidirectos pueden escribirse en la forma ?.l"‘ donde L es una
representacién irreducible de un subgrupo. Por otro lado ‘Z["' no
necesariamente es irreducible cuando L lo es y hay muchos
problemas en Matematicas y  Fisica-Matemidtica cuya resolucion
depende de analizar una representacién de la forma ‘UL en sus
componentes irreducibles. Mostraremos que una solucién completa
al problema de la descomposicién de la representacién uT puede
darse en el caso en que el grupo es un producto semidirecto
NxH, donde N es un grupo abeliano y compacto, H un grupo finito
y T es una representaciéon de un subgrupo. Cabe decir que la
demostracion presentada aqui es diferente de la dada por G W.
Mackey en [9] para un caso mas general, en la cual se usan

conocimientos matematicos mas avanzados.

Durante el presente capitulo N denotara un grupo compacto
abeliano, No un subgrupo cerrado de N y H un grupo finito.

Sea T una representacién unitaria irreducible de No ocH.

En este capitulo describiremos la descomposicién de la

representacién inducida %' de G = NoH.

Por la construccion de Mackey de representaciones
irreducibles de un producto semidirecto (ver CGCapitulo 3), a la
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CAP. ¢ SOPRE LA ESTRUCTURA DE CIERTAS REP. INDUCIDAS

representacién irreducible T de Noudl la podemos realizar como
una representacién inducida, de la siguiente manera:
Le asociamos un caracter xeﬁo, el grupo de isotropia lix y
una representacién irreducible L de llz tal que
No oH
xL
1~ ]
N oH
o ¥ 4
. Sea ¥ el espacio de la representacién inducida 'uT,

definamos I : ¥ —— { funciones de N en el espacio de L }
como ICF) s ¥ donde ¥n) = Fd(n,>, y el espacio ¥ = 17,

demostremos que 7 y ¥ son isomorfos.

ProPOSICION 4.1
La funcidn 1 de finida antes establece un isomorfismo de ¥

a 7.

DEMOSTRACION _
I es inyectiva: sea f € ¥ tal que IKF) = 0, entonces
F(n,1> = 0 para todo n € N, asi
Fn,h) = F(On(h'n,1)) = L A(h™'n,1) = L 0> = 0
esto implica que F = 0.

1 es =mobre por la definicién del espacio ‘? y claramente es
homomorfismo de espacios vectoriales. 2

La Propoxicién anterior nos permite trasladar 1a
representacién

a una representacién V definida en el espacio 7 tal que
Van,hd nd = van,hd Fn,»

s




CAP. 4 SOBRE LA ESTRUCTURA DE CIERTAE REP. INDUCIDAS

OBSERVACION 42

Si ¥ es un elemento del espacio ;!_'. entonces
Wn+n’) = Y’ )¥nd

para n’ & No.

DEMOSTRACION
¥n+n’> = F(n+n’,1d> = F((n’,1>(n,1>)
= y(n”F(n,1) = y(n’)¥nd. .0

Definimos el =siguiente operador para cada feﬁ de la

siguiente manera

P!.Z;————-b;

P_¥(n> -j. Hn+n ) f(n )dn
f N 1 1 1

y el subespacio ‘7f - Pf‘V.

Mostremos una extensién de la Observacién anterior para el

subespacio ;‘..

OBSERVACION 43
Si ¥ es un elementc del subespacio ‘-;f - Pf‘-;, entonces

~I‘(n+n2) = f(nz)\l'(n)
para n, € N

DEMOSTRACION

Si ¥ pertenece a P ‘7, entonces existe ‘l" en ‘? tal que

f
Vo= Pfq’z' Asi por la definicién del operador Pf tenemos que

Wn + nz) = I 'l'l(n-kn’) ﬂn’-—nzi ’

N 'P‘(n*n’mz) ﬂn1 idn‘ = J

N
-f(n)[
2

¥ ntnHfn’ddn’ = f{in WP _ ¥ (n)
In 1 2 £ 1

= f1{ n, . 0

WA
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ProrPOSICION 4.4

El operador Pt : Y —— > ¥ es proyectivo.

DEMOSTRACION

Sea \Il! un elemento del espacio ‘7, entonces Pf\l" = ¥ con \l'e‘;

Demostremos que Pr(Pf'l") - Pf'lﬂ‘. En efecto

Pllell")(n) - Pf‘l'(n) - L! ‘l‘(n"'n‘) £ n idn‘

) r
= L' W‘( n+n‘4'n2) £ n, idnz] £ n, idn‘
IN M

- L IN ll’ifn'*n;) £ n fdn;] f(nil f( n, idni

Puesto que N es un grupo compacto y el subgrupo de
isotropia Hx es un subgrupo del grupo finito H, podemos
concluir que el grupo Nad!t es compacto; ahora de la Proposicién
110 las representaciones unitarias irreductbles del grupo

abeliano N =on los caracteres, asi el espacio ¥ 1o podemos
escribir como suma directa de espacios de representaciones
irreducibies, es decir

Y = e Cf
feN

y por la definicién 1.11 podemos proyectar el espacic ¥ (de la
representacién inducida V> a cada uno de los subespacios Cf,
obteniendo entonces

Y = € PY = o ¥
fen T ren T

Demostraremos que en la suma directa anterior sdélo
aparecen los caracteres de N tales que en No coinciden con el

caracter x.

Sl S




CAP. 6 SORRE LA ESTRUCTURA DE CIERTAS REP. INDUCIDAS
LEma 45
Si N:x = { f € ﬁ | le - ¥ }. entonces el espacio ¥ es
o

igual a la suma directa de los subespacios ;f con f € N:x. es
decir

¥ o= e 7
4
feNox
DEMOSTRACION
Sean f & N:x y ¥ € ‘;f; demostremos que Pf\l' = 0. Por la

definicién del operador proyectivo Pf y por el Teorema 14,

tenemos

Pf\l‘(n) - I\l(nﬂ\ )y f{n ) dn
N 1 1 1

= I dn‘ j \I(n+n1+no I n1+no idno
N/No No

= .[N/N o:*lz—u1 JN x(no)\l(n-'-nt)fi n‘i £ n_ idno = 0 D
o

OBSERVACION 4.6
La representacion (V,‘; ) del grupo Nod!x cumple con

V(n,h
y

> = Lo W(h ‘(ntn))
€ H

-]

para todo n, n € N x -

DEMOSTRACION

St ¥ e ‘7, entonces para todo n, n e Ny h € H tenemos que
V(n,h)¥n> = V(n,h)Fn,1> = F((n,1Xn,h)) = F(nin,h)
= F((0,AXh *(n*n),1)) = L F(R {m¥n)1)
—Pi —
= Ly Wh (nm)). D




CAP. 4 SOBRE LA ESTRUCTURA DE CICRTAS REF. INDUCIDAS

Para cada fo e N:x definamos la Bz-érbita de !‘o en N:z
4
como Orb(fo) - {c € Nox | ¢= foh para h & Hz } y demostremos

el siguiente Lema

LeEmA 47

El subespacio ;’ de finido como

¥, = ® 7,
feOrb(fo)

es S-invariante, donde S = No:ﬂx .
DEMOSTRACION
St We P entonces por la Observacién 4.3
!l(n+n )= f(n J¥<(n)> para n, n € N,

ademas f e Nt oX - Por la observacién anterior
¥(n) = V(n,h)¥nd> = Ly W R Y(n*n))
asi
=1 — =1 — =1
¥(nn ) = Lg Wh (nn m)) = Ly ¥h (n+n) + h 'n )
= Ly Wh (n*m)) f(h 'n ) = f(h n g ¥h (nin))
———y -
| = f(h n‘)lllt(n) - (f-hxni)'l“(n)

esto significa que y, € ‘_Y-f. donde f-h e Orb(fo) ya que h € Hz
Yy feOrb(fo). 0

4!

Notemos que =i fo € N:x » entonces el subgrupo de
isotropia

Hfon{heﬂlfoh-fo}
es un subgrupo del subgrupo de isotropia llx . Como H es finito
podemos suponer gue

i \ By = { [hg=e). [m) - (] }

donde h’, hz, ..y h‘c son representantes en H de las clases
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CAP. ¢ SOBRE LA ESTRUCTURA DE CIKERTAS REP. INDUCIDAS

laterales de Hro, asi orp(f ) = {fo’ £h, - fh } y por la
Observacién anterior

v, =7, o*rfoh o - oY,

Luego =i # € ‘7’ »

k -
= E !i con & e ‘Vfoh‘;
y por la Observacién 43 i_‘(n*n‘) = f_l(n1)§i(n) donde fi-fohi,
aln mas, por la Observacién 4.6 tenemos

Vo,m¢nd> = L, o h *n)
Vn,15¢<n> = ¢(n+n)

Como H’. es un subgrupo de HX y L una representacidén de
o

Hx, podemos considerar su restriccién L’ = LlH » entonces
f

8]

. »
b 3 ° ‘L’ es una representacién de No:Hf R ‘uf o L es 1a
o

representacién inducida de Nodlx y

f fo el
wv° = ‘Ztu
es la representacién inducida de NoH.
f vV

Deseamosmostrarquewo ~ % 7 donde _V-c:-VI;;,paraeno
4

por la Proposicién 2.4 basta mostrar que

f 'L f_ L v =

donde
fo-L’
F = { F : No:Hx ——— Espacio de L | cumplen i, 1ii, iii de

la Definicién 2.4 } én 21 }

A f L
Y, : Nol, —— B | & °

V : NoH ———-»B[?]
& x o
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9

Demostremos primero la siguiente

ProPOSICION 4.8
Si h es un elemento de la clase [h,l ]. entonces

rfovcco,m - v"(o,h)ii para ¥ e ¥ _

DEMOSTRACION

Si h e [hi], entonces existe h’> € H. tal que h = h’h..
o
Primero observemos lo sigutente

K , K

= o -1

V_0,n#mn> = z V_co,h># ,(n> = £ L, 8(h7'n)
=0 =0

X
=Y £ (n " n)L, 8,0
=0

Sil= 1}
1

- -1, ,—1
£ (h "n)L, 8@ = f(h'h nl & @0

-1, ,-1 -
=f (h h ‘n"'n)L <O = CnOL & €O

..1 -—
esto significa que f,t(h n)Lhii(D) e frfo

St ¢rm i
-1 -t ,—1
ft(h n)Lth(O) - fo(htht h n)thl(D)
: -1, -1 - -1
Supongamos que hthi h = h"” &« Hfo, entonces htht € llfo asi

h, = h"h con h™ e H por lo tanto [h[] - [hi], lo cual

f Id
(2]

es una contradiccién. Por lo tanto h th:‘h"_1 « H esto

f >
°
significa que fo-hth:’h’_1 es un caracter diferente de fo’ asi

- .
fﬂh n)LhQJ(O) - Vfo.

Por tanto

PfOV’(O,h»(n) =f (h

| -1
n)L & €0 =L f(h 'n) 0

—1 ——
- Lhﬁ,‘(h n) = Va(o,h)il(n)
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PrOPOSICION 4.9
La representacidn inducida

£ L £ -L
u K

es equivalente a la representacidn tnducida

DEMOSTRACION

— . »
s B Definamos A : qu —_— Ifo L como
AB>(n,h) = Pf [Vg((),h)& ](n); neN, hdlx

. -,
veamosqueAQe!foL %
ad A¥® es medible como una funcién en Nodlx puesto que ¢ es
medible y !l;r es un conjunto finito.

b>  <ARX((n’h’))(n,hd) = f (n’)L, ,A%(n,h).
En efecto: -
(AZX(n’+h’n,h’h) = [ Pfo[ vV ,h'h3] ] (n’+h’n)

= f (n’+h’n) [ Pfo\—I’(O,h’h)i ] >

£, (n’ ) _(h’n) [ Pfov’(o,h’tﬂ! ] >

= f (n* ) (n) [ Pfovoco,h’h)! ] <0>.
puesto que

£ ()L A%(,h) = £ (n*)L, , [ Pfovaco,hn ](n)

= £ (0) (n) L, [Pfoi—la(o,h){» ](0)
asi debemos mostrar que

[ Pfovo(o,h’h)i ] 0 = Lh,[ Pfovc(o,h)!» ] 0D
ahora

Lh’ [ Pfov’(o,h)i ](0) - Lh’[ V’(O,h)i,‘ ](0)
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- , ;
[ PfOV’(O,h h)# ](0) - [ rfovcco.h'w"(o,m;] >
= [V’(o,h’)v’(o,h)!t ](0)
o -1
- l..h,[ V Co,ho8, ](h 0)
= Lh,[ V’co,hx,‘ ](0)
por lo tanto queda demostrado (b).
2> A e= inyectiva:

En efecto:
(A%)>(n,hd>=0 implica P £ [ V’(o,h)i ](n)-o , de donde
o

— J— -1
[\Ia((),h)i,l Jin>=0  asi V’(O,h)i_‘(n)-l.h!i(h n)=0 por consiguiente
!,‘-O para todo h, por lo tanto !_t-O para todo i, de donde ¥=0D.

3 A es suprayectiva.

Por el Teorema 2.7 tenemos que

dimV_ = dim (EspL)'[ B ;B )

<
y
fo .L’
dim > - dimc(EspL)-[ Bx : Hfo ]
4> ad A es un operador de enlace para N, es decir
£ L’
© ®  (RAXABXNW = A [V (0,108 ]n,hd
En efecto:
fo ‘L _ _
U (n,1)AEX(n,h) = AR ((n,hX(n,1)) = CAZX(n+hn,h)
— — —— — -‘ —
= Pro[ V’(O,h)i J(nthn) = V’(O,h)!i(rrﬂm) = "‘h’i(h (n+thn))
-1 -— -
= L #(h nmn)
y.

AV (n1)R]nhd = P [V 0,0V (n,1)8)]n>
4]

= V On[V (h1)8] x> = L[V (51)](h"n)

= L, [#(h7'n+n)] = L & (h7'n*n)

b> A es un un operador de enlace para H , es decir
£ L’
¥ ®  (0,R)CAZ>n,h> = A [V (0,R)F }n,h>

En efecto:
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CAP. 4 SOBRE LA ESTRUCTURA DE CIERTAS REP. INDUCIDAS

£ L’ )
¥ °® (0,h)XAEXnh) = (AB) ((n,hX0,h)) = CA®X(n,hh)

= P fo[ V_co,hh>% Jan

A [V (0,h)]nh> = P [V c0,nX(V (0,h)F) ]
[»]

= Pfo[ V (0,hbh)2 Jan. (]

OBSERVACION 410

Si fo’ £ estdn en la misma Hx-drbita en N:x , entonces ;
£, £

W oo~ W j
DEMOSTRACION

Basta observar gque Vc no depende de f'o, g8ino de la 6rbita.

f‘-l..’ _ f‘-l..’ . fo-l..’
Asi U ~ V’ » esto implica que YU ~ U y por la

f  §

Propos=icién 2.4 concluimos que W ° ~wi O

En resumen

NocH
xL
ut ~ u¥
N oH
o
pero por el Teorema de induccién en etapas 2.3
NoH NocH NxH NxH
xL xL xL
I oY~ T u o~ I Y = T o’
N oH NoH
Noodl o X Ncn:llx X
Por otro lado, sabemos que
_ _ fo.L’
v ~ v = ® vc ~ o U
H -érbitas H -érbitas
x x
en N x en N x
o o

luego entonces
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y por el Teorema 23 tenemos gue

NxH NoH
fo-l..’ fo
I uv ~ e I uu = e v
H ~érbitas H -6rbitas
NoH x NocH x
x en N‘Lz en N'Lx
o o
T
asi hasta este momento la descomposicién de U4 queda como sigue
NoH
fo
T - o w
H -6rbitas
N ocH X
o BN
en Nox

mas ain, como L’ = l..lu no necesariamente es irreducible,
f
o

m
podemos es=cribir L’ ~ @ n,tL; donde L: es irreducible y n es la
i=g

multiplicidad de la componente L:. Por lo tanto, por el Teorema
28

Ahora resumiremos en el siguiente Teorema todos los

resultados anteriores de este capitulo.
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TeEOREMA 411

Sean N un grupo abeliano compacto, No un subgrupo cerrado
de N, H un grupo finito, T una representacidn unitaria
irreductble de No xH, ¥ un caracter de ﬁo ’

-L "~

Nox-{feN } f|N°-x}
llx el grupo de isotropta de xy , L una representacion
irreducible de Hz » tales que

Nocdl
xL
r o~ ] u
N oH
o X
fo un representante de cada le—drbita de N:x s l-lf el grupo de

o
isotropia de fo y L’ = ""H y n  la multiplicidad de la
f

o
componente irreducible L; de L’. Entonces la descomposicidn de

la representacidn inducida uT del grupo NxH estd dada por
NxH " fo L
I oT ~ ® ® nW v
Noodl H-6rbitas i=2

4
en N ox
donde las representaciones inducidas

£ L’ ‘L’
wv° - u'ufo i
son irreducibles por el Teorema 385.

Ahora consideramos un caso particular que por su
importancia lo llamamos Teorema.

Sean N un grupo compacto abeliano, H un grupo finito,
Nou{o} el grupo trivial, asi N o es isomorfo a H y T una
representacién irreducible de H. El1 Teorema nos describe 1la
descomposicién de la representacién inducida
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Teorema 412
La representacion inducida

NouxH

H
es equivalente a la representacidn

] ® nW
H-érbitas iz=1a

en N

donde  es5 un elemento de wuna H-érbita en ﬁ, T = T H
f

m

T ~®& nT’
. T i
i1=1

donde n es la multiplicidad de la componente trreducible T; y

. »
Wf Ti es una representacidn inducida de NxH.

DEMOSTRACION

Si y & No = {1}, entonces el subgrupo de isotropia llx-ll,
as{ L es una representacién irreducible de H, pudiendo tomar
L=T, )

”~

4 4 -
AhoraNox-No-{feNIf'No-x}-N

asi por la descripcién de la descompos=icién de 1a

representacién ‘UT dada en el desarrollo anterior, tenemos

‘UT ~ ® ® nWw
H-6rbitas i=1 '

~

en N

NxH m £
I i
H

47
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NOTA

El significado de este Teorema es el siguiente:
La representacion uT como una representacién unitaria del grupo
compacto NxH =me descompone en suma directa de componentes
irreducibles. Las representaciones irreducibles de NxH son de
la forma

NocH

A L
donde feN es un representante de una H-6rbita en N y L una
representacién irreducible del subgrupo H £
El Teorema dice que las unicas representaciones ‘L’ que pueden
aparecer en la descomposicidon son las componentes de la
representacién T restringidas al subgrupo H

f.

T correspondiente a

48
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CAPITULO §

LGB GREFCE CRIBTALOGRAFCEE V A REFRERGELVACIED
QUASIREGILAR

En el presente capitulo introducimos el importante
concepto de grupo cristalografico de Bloch, el cual en forma
natural aparece en fisica del estado sélido. Se analiza la
representacién quasiregular del grupo 06 = NxH (la gque se define
en la seccién 5.2) con grupo cristalogrifico de Bloch su
subgrupo I' = No xH y se estudian algunos subespacios’ invariantes
de esta representacién, el Teorema 5.12 nos muestra una férmula
para calcular la dimensién de estos subespacios; y en 1la
seccién 5.3 presentamos el significado b $ isiéo de este
resultado.

§ 1. GRUPOS CRISTALOGRAFIOS.

Deseamos definir el concepto de grupo cristalografico,
para ello definamos primero lattice cristalografica.

DerFmacion 5.1
Sea {e‘, ...,en} una base del espacio R"”. Una lattice

cristalogrifica de dimensidn n es el conjunto de todas las
combinaciones lineales con coeficientes enteros de los vectores

€ rr® de IRn, lo cual denot.aremos por Z(ei....,en>.

Ahora definamos el grupo puntual de una lattice.
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Dermacion 52
El grupo puntual de una lattice N es el subgrupo H del
grupo de todas las transformaciones ortogonales O(n), que

preserva la lattice, es decir

H-{rGO(n)IyteNparacadateN}

'Es facil observar que el grupo puntual de una lattice es
un subgrupo discreto de 0(n), ya que la accidén otn»m»R" ——» R"
es continua y el grupo puntual preserva la lattice; y como O(nd
es compacto, el grupo puntual es finito.

Dermacion 5.3
Un grupo cristalogrifico G es el producto semidirecto de

una lattice N y de su grupo puntual H, asi 06 = NxN es un
subgrupo discreto del grupo euclidiano Rno(O(n).

EserMPLO:

Sean v, = <a,0, v, = 0,a), a € R y l"o 1a lattice de
dimensién dos, cuadrada, es decir, l"o = Z<v1,vz>. Entonces el
grupo puntual l"‘ de la lattice ro es el grupo diedro de grado 4
D 4 Y asi el grupo cristalogréfico es I'' = Z<v‘,v2>aD 4
Recordemos que es D 4 Sean

reflexién en la diagonal Gl

[

reflexién en la diagonal H]
reflexién en OX
reflexién en 0OY

[N

rotacién de 90° alrededor de O
rotacién de 180° alrededor de O

o u

rotacién de 270° alrededor de O J

rotacién de 0° alrededor de O

L]

ST

L- I B B B B B B B |

r’,...,r’ con la operacién composicién }
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Ahora consideremos los grupos cristalograficos que
corresponden a la situacién fisica (n=3).

En fisica se considera un cristal infinito como formado
por bloques finitos iguales. Esto impone condiciones de
periodicidad (de Bloch) para funciones de estado del electrén
que se encuentra bajo la accién del potencial de la lattice de
nucleos. Esto da la motivacién para considerar en lugar del
grupo infinito de traslaciones N el siguiente grupo finito

No = Z<e1, . eﬂ)/MZ(e‘, s en>
donde M es un nimero entero positivo.

Observemos que la clase del elemento Nle_t es cero.

Denotemos por Ao a MZ(e’, ves en>, entonces
Ao c A= Z(e‘, vy eh> es una sublattice.

Llamaremos grupo puntual de Bloch l'“ al grupo de todas las
transformaciones ortogonales v, € O0(nd> tales que y‘t, € Ao para
cada t € Ao.

Es facil observar que el grupo puntual de Bloch l"1 es
igual al grupo puntual H de la lattice A. .

Ahora describamos la accién del grupo puntual de Bloch T"
en A/Ao:

Siy el vy t e AZA, entonces y‘(f) - [;v‘(t.)].
Y definamos el grupo cristalografico de Bloch

Dermucion 5.4
El grupo cristalogrifico de Bloch es el producto
semidirecto I' = Nood"‘ donde No = A/Ao.

EvemPLo:
En el e jemplo anterior consideramos la lattice
A = 32<v1,v‘) asi
!"o - A/Ao = Z(v’,vz>/32<v’,vz>
= { kv + kv | 0<k <2, jm1,2 } =~ Z’ x za
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y el grupo cristalografico de Bloch es
Z(v‘,vz>/32<v‘,vz> x D 4

Ahora definimos el concept.o importante de lattice

reciproca

Dermacidn 55

Se dice gue la lattice Z“’x""’tn) es reciproca de 1la

lattice £2€e ,...,e > & t ‘e = 2rn5 .
1 n i J vl

Veamos una Proposicién que nos describe el grupo de

caracteres de un grupo cociente de grupos abelianos.

ProrPosiIcion 5.1
Sean N y No grupos abelianos tales gue No < N. Entonces

~

'L.dondeN‘L:-{feNIf -1}.N*esun
o No o

'(N/No) o~ No

subgrupo de N y lo llamamos el anulador de No.

DEMOSTRACION
1 ~ ~ .
Sea feN o’ entonces feN y f£| Notl, definamos f ( n+N° )-f' n),

asi f(N)) = f(e> = 1 por lo tanto f e (NN, )"
Reciprocamente, sea f'e(N/No )A, entonces definamos f(n)=f ( n-l-No )

~ 4
asi f(no) = f(No) = 1, es decir leo-i, por lo tanto feNo. D

Consideremos el grupo N = R(t’,...,t.n)/ZM«.‘,...,tn) y la
lattice No = Z(t‘,...,t.n>/ZM<t,l,...,tn>. Sea fk un carafter de
N, sabemos, de la Proposicién anterior que f I‘(:u:) = e donde
den, xeN y tal que f k()\)-i para AeZM(t‘,...,t.r?, esto es

equivalente a que kt-M t,j = 2 n 6,”, 1 <= i, 3 = n donde
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n
Kk = m‘t‘ * . +»mnt.h y { k‘,...,kn } es base de R. Esto

significa que A" = Z(k‘,...,kh> es la lattice reciproca de Ila
lattice Z(Mt’,...,Mt.'?.
Sea A’ = Z(K‘,...,Kn> la lattice reciproca de 1la lattice
Z(t.’,...,t.n) es decir Kt-tj = 2n6,‘j.
Ahora veamos algunas observaciones que nos describen los

caracteres de N y No

OBSERVACION 52

La lattice A’ es una sublattice de la lattice A”.

DEMOSTRACION
K

Es claro puesto gue k,t - ﬁl i=1, ., n 0O

OBSerRVACION 53

La lattice A’ es itsomorfa a N:.

DeErMOSTRACION
Veamos que si f, € N: entonce k€A’ y reciprocamente.

Si fk € N:, keA”; entonces fk (3 ﬁ y fIN = 1, esto implica que
o

ikx
£ = e y f(t) = 1 para i = 1, ., n, de donde kt =2mm

i=1, ., n m_teZ y esto significa que
ks mK 4+ --- + mK €A’
1 1 nn
Para demostrar el reciproco basta seguir el razonamiento
inverso. »
Asi hemos mostrado que la aplicacidén
4
A — N
o
Kk —— 1 X
es una biyeccidén, y claramente es un homomorfismo. Analogamente

-~

s8e demuestra que A” es isomorfa a N. O

A bR ik ot wtrceine s oo
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ProrosiCION 5.4

El grupo cociente ﬁ/ﬂ: es isomor fo al grupo dual ﬁo’
Para una demostracién ver referencia [17).

OBservACION 55

El grupo de caracteres de la lattice No es 1isomorfo a
A"/N, es decir N =~ A"/N.

DEMOSTRACION

Por la Proposicién 5.4, No ~ N/N; y a su vez como N =~ A" y
N: =~ A’ obtenemos gue ﬁo > A"/A.
Dermncion 5.6

Al cociente A”/A’ le llamaremos la zona de Brillouin.
& 2. REPRESENTACION QUASI-REGULAR DEL GRUPO 6.

Consideremos el grupo N = R(e‘ - ,en> /NZ(e’ poue ,en> , la
lattice No - Z(ei,...,en)ﬁiz<e1,...,en> y sean O=NoH !"-No ocH.
(' es un grupo cristalografico de Bloch).

Notemos que N es un espacio homogéneo bajo la accién del
grupo O. Topoldégicamente N es un espacio compacto homeomorfo a
un toro n-dimensional. Los grupo G y I' satisfacen las hipétesis
para el desarrollo del Teorema del capitulo 4.

En 1la presente seccién analizaremos la representacién
quasi-regular del grupo G en el espacio LI, A esta
representacién la denotaremos por (R,LZ(N)) y la definimos por:

R(n,h) fn> = f(hn + n)
donde f €« L(N> yn,neN, h e H
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Esta representacién es de especial interés en el caso que
ia dimensién de la lattice es 3. Las funciones del estado de
los electrones en un cristal con el grupo cristalograifico TI'
(impuestas las condiciones de periodicidad de Bloch) pertenecen
al espacio L%N>. Al final de la seccién diremos mas sobre
aplicaciones fisicas.

Con=ideremos también la restriccién de la representacién R
al cruﬁo r

R’ = R 'I‘

Sea T una representacién irreducible unitaria del grupo
!"-'No xH. Por el Teorema 114 la representacién R’ se descompone
en la suma directa de representaciones factoriales; sea L:(N)
el subespacio de LI tal que R’ 2 es una répresentacién

l"-r(")
factorial de T (un multiplo de T, agqui generalmente infinito).
Este subespacio es la imagen del operador proyectivo
P_: L’QD — LICN> definido en la seccién 14.

La representacién T como una representacién irreducible
del producto semidirecto ' = No xH esta caract.erizaia (por la
construccién de Mackey) por un caracter y € No y una
representacién irreducible del subgrupo de isotropia l-lx tal que

T es equivalente a la representacién inducida u’-"‘.

Ahora demostraremos que el subespacio L:(N) se puede
escribir como una suma directa de subespacios ['invariantes.
Para ello hagamos primero algunas observaciones:

Por el Teorema de Peter-VWeyl 115 el espacio LZN> se
puede escribir como

L’ = e cf
fkeN

y como por la seccién anterior N =~ A",

k
donde fk(x> - eth
tenemos que k € A" = Z(ki,...,kn>.

Para cada reR' definimos % = © Cf donde k € A"
|k |=r

Veamos que el subespacio ﬂtr es O-invariante: de la deflMcién
de la representacién guasi-regular es claro que xr es
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N-invariante; demostremos que es H-invariante,
R(O,h) f,(n> = £ (hn) = £ 0>

y como h € H y H es un subgrupo de O(n).

tenemos |kh| = |k|, asi % es H-invariante.

También observemos que Xr es un espacio de dimensién
finita ya que la interseccién de la lattice A” = Z(k‘,...,kn) y
la esfera en R" de radio r es finita.

Sea O(k_) una H-6rbita del elemento k_eA”

o o
O(ko) = { keA” | k-koh, heH }
Definamos el siguiente subespacio de LZaw
4 - Ccr

@
o keo(k_) *

Lema 56

El subespacio xk es O-invariante y es espacio de una
°
componente irreducible de R, es decir es G-trreducible.

4

DEMOSTRACION

La O-invariancia de Rk es clara de la definicién de 1la
')
representacién R.

Supongamos que V » {0} es un subespacio de %€,
o
G-invariante. Entonces v es N~invariante también. v se
descompone en suma directa de componentes N-irreducibles que
son de dimensién 1 (puesto que N es compacto y abeliano) y son

de la forma Cf para algin feN. Como V es un subespacio de &, ,

[»]
los caracteres f que pueden aparecer son de la forma fk para

algtn k € O(ko )
Ahora supongamos que algun f N con k € o(ko) pertenece al

espacio V. Puesto que V es H-invariante todos los caracteres

th » h € H pertenecen a V. Por lo tanto todos los fk » keo(ko)
pertenecen a V, lo que significa que V = Stk . O

[+
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De las observaciones anteriores podemos concluir Ilo

siguiente:
Lo = e Cf xe Cf, =~ © o Cf = ® %
fkeN keA” rz0 |}k |ex r20 .

y como L:(N) - PT(Lz(N)) obtenemos que

2

L3> = e P( )= o X

T >0 TF r>0 T,r
donde x‘!‘,r - Pr(xr) es de dimensién finita ya que % o es y

es [~invariante puesto que tr es O-invariante y I' es un
subgrupo de 6.

problema de calcular la dimension del espacio 2.1'. r -
»

1

i

Ahora en el desarrollo que sigue daremos respuesta al ’
NOTA

El subespacio srk no es ['-irreducible en general, como una
(]

componente de la representacién R’. Esto lo veremos en el

e jemplo que sigue después de esta seccidn.

Ahora el subespacio %r lo podemos escribir como

xr = @& ka - ® ® ka
|k | =x H-érbitas keO(ko)
en A'NS
r
= ® lk
H-érbitas "o
en A'rS
T
= xko.x ® xko'z ® --- xko"“ tal que lko,tlsr 3.1

para i = 1, .., m.

La suma directa es finita, puesto que el subespacio tr es
de dimension finita.
Asi el subespacio %, queda como

T,»
]
<
a',r,r = P'r’er - i?‘ P'rxko,i con j < m.
Observemos que las componentes de P.rxk , Son espacios de

o’
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representaciones factoriales de T, ya que &, r @5 Uun subespacio
»
de L:(N) y entonces es una representacién factorial de T.
Asi el subespacio *T r gqueda como

3 J
- » .
x‘l‘,r = Pra’r - .o P_rxk i .Q tk i 3.2>
iz2a (o] t=41 o
donde <m, &’ 2= P ¥ =y escogemos el orden de los
ko,t T ko,l
espacios Stk . de tal manera que xl'c . s diferente de {0} para
o’ o’

1 =<1=<)

OBSERVACION 5.7

Las componentes xl’c . son espacios de representaciones
»
()

factoriales de T (miltiplos finitos de T).

Esto es claro ya que x,r p S un subespacio de L:(N) y
»

entonces es una representacién factorial de T.

OBSERVACION 5.8

La multiplicidad de la representacion irreducible T del

grupo I' en 9% . (como representacion de I') es igual a la
o’
multiplictdad de xk . C(como representacidn de G) en la
o’

representacion inducida ‘UT del grupo G, es decir
T
» . -
[xk,t'T]I" - [?‘ 'xk,a]e
] o

DEMOSTRACION
Primero observemos que
> . ) T .
[xko,t Ty = [u | xko,i ]r
ahora por el Teorema de Frobenius 2.11, se tiene la igualdad
) T
[xk,t’TJl" = [u '*ko,-L]e

)
por lo tanto

y T
® T ut . e
[ k_»i jr = [ ks ]e
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OBseERVACION 5.9

Si xl" , @ uno de los espacios de la descomposicidn dada
o’
en la formula (3.2), entonces la representacidn guasiregular

del grupo G en Rk . oS egquivalente a wuna de las
, ©

representaciones W i (segiun la notacidn del capitulo ¢> donde

f es alguin caracter de N tal gue f & N:x » L; es una componente

irreducible de la representacion L’ = L'H .

b
DEMOSTRACION

Por el Lema 5.6 la representacién quasi-regular del grupo
G en tk ., S irreducible. ‘Ahora, =i x;c . ©S una componente

o’ o’

Hd . .
diferente de {0} del espacio x’f,r entonces [ tk i T ] » 0, y
por la Observacién 58 tenemos que la representacién
irreducible xk . (como representacién de @) aparece como
o’

componente de %(T. Entonces esta representacién es equivalente a

-L’
una de las representaciones Wr i. 0o
Lema 510
S1i srk , 5 uno de los subespacios de la descomposicion
o’
dada en (51> . Entonces 96"( . " P'rxk . es diferente del
o’ o’

espacto cero si y solamente si se cumplen las siguientes
condiciones:

i En la orbita 0(k°.t) existe un elemento k tal gque f k'No- x
i H es el subgrupo de isotropia de £,y id le
k
representacion trivial de H £’ entonces
k

[Llnr : id )Hf = 0
x x
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09
Lema 51
St k € A” tal gue (kisr y 'fklN = y . Entonces se cumplen
: °
xd a:; - Pka aparece como una componente diferente del

espacio cero en la descomposicion (32> , del espacio x,r’r

si sdlo =i L'll : id > 0
b g H
k fk

2D dim Xk = dim T L'll : id
b ¢ H
X fk

DEMOSTRACION
xrd Es consecuencia inmediata del Lema 5.10.

2) Puest.o que por la Observacién 5.8 R"( es un espacio de una

representacién factorial de T, obtenemos que
dimx"c-dim'l‘(a"’::‘l‘)r

| T
por Observacién 5.8 (!C;‘ : 'l‘)r = (U %, )G y de la demostracién

del Lema 5.10 sabemos gue la representacién xk como
' fk -id
representacion de G es equivalente a la representacién W
Ent.onces
£ -id
T T k
(u - %, )G - [ U W ]
<]
y por el Teorema 4.12
£ -id
?.IT cw K - L'H : id
€] fk Hr

k

asi, resumiendo obtenemos que

dimt;-dim'l'[l..‘“ :id}ﬂ
flc rk

lo cual prueba 2). O
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Todos los resultados de esta seccién los resumiremos en el
siguiente Teorema.

TeoreMma 512

2
x> L’(N) = o x‘l‘,r .

2D Para r20 sean kz’ ey k,’ todos los elementos de A” tales
Que
1 B/ 'kt' =y para 1 = 1, .., J

i1) Las drbitas O(k ), (k) - O(kj), son diferentes
it fk 'N = y para i = 1, .., }j entonces '
i o

§ 3SINFICADO FISKO DEL TEOREMA.

Comentaremos informalmente el significado fisico del
Teorema anterior, conservando la notacién del presente capitulo
y suponiendo que n = 3,

En fisica del estado sélido se estudia el s=sigulente
problema:

Determinar el espectro del operador D dado por

2 2 2 T al
¥ _p__[ow+aw+ow]+vw

Zm | ax®? 8y 827

donde (en el caso de las condiciones de periodicidad de Blochd
v y ¥ son funciones definidas en N = R(e‘,ez,e’)/MZ(e‘,ez,e3> y
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la funcién v (el potenciald es invariante con respecto al grupo
cristalografico de Bloch TI'.

El dominio del operador D es un subespacio denso de Lz
elegido de tal manera que el operador D es auto~adjunto. El
operador D conmuta con la accién del grupo I' en el espacio
LZN> dada por la representaciéon quasiregular. El1 espectro del
operador D es el “"espectro de energia” de un electrén bajo el
potencial de la lattice de nucleos de un cristal

Sea T una representacién irreducible  unitaria de TI.
Podemos considerar como en la seccidon anterior el subespacio
Li(N) = PTLZ(N). Sea DT la restriccion del operador D a este
subespacio DT = D L: am

Al espectro del operador l)T en el subespacio L:(N) le
llamaremos una “banda” de energia.

Se demuestra que el espectro del operador D, es puntual y

T
es descrito completamente por el espectitro del operador -A,

donde A es el operador de Laplace

2 2 2
0\l‘+0‘l'+0\lf]

ax* 0yz 2z

definido en el mismo espacio L:(N) Cver I9D.

Mis exactamente, existe una correspondencia uno a uno de

|

los dos espectros gque conservan las multiplicidades de los
valores propios.
Asi la descomposicién de Li(ﬂ) dada en la seccién anterior

L:(N) - o x
r>0 -

es precisamente la descomposicion del espacio L:(N) en suma
directa de subespacios propios de =-A, correspondientes al wvalor
propio r?. La dimensién del espacio XT r &S 1la multiplicidad
del wvalor propio r’. Entonces la conclusié;r del Teorema permite
determinar las multiplicidades de los valores del espectro de
energia de un cristal en términos de la Teoria de

Representaciones.
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Ahora ilustraremos el Teorema 3.12 con un ejemplo.

EsempeLo: ,
Sean e, o, los siguientes vectores ortogonales en R

e =(2r3,0)
e, = (0, 2rn73 )
Consideremos la lattice de Bloch generada por los vectores
e, e, .
N = Z(e‘,e2>/32<e1,ez>
(Observemos que No ~ ZaxZa). Entonces el grupo puntual de esta
lattice es H = Dq.

Sea l"o = No ocH el grupo cristalografico de Bloch
correspondiente y @ = NxH donde N = R(e‘,ez)ﬁz'(el,ez).

La lattice reciproca de 1a lattice 3Z<e1,ez> es
A" = Z(k‘,kz') donde k‘ = 1,00 y kz = (0,1 y a su vez la
lattice reciproca de la lattice Z(e‘,ez> es AN = Z<K1K2> donde
Kt-ak‘ykznakz. R )

Tenemos que A” =~ N, A/A’ = No .

Los siguientes vectores de A” son representantes de todas
las clases diferentes en A”/A’, es decir representan diferentes
caracteres de No :

0,02, 0,1, €0,~-1), (1,0, <-1,0, 1,1>, -1,-1), 1,-1>,
1,1

Sea T una representacién irreducible de T

Por la construcciéon de Mackey le corresponde la triada
(x Hx » L) donde x € ﬁo R HX es el subgrupo de isotropia de x

y L es una representacién irreducible de Hx

Consideraremos dos representaciones '.l‘1 y 'l'z de T que
corresponde a y determinado por el vector (1,0> € A”.
Entonces Hz = { id, o } donde o es la reflexién con

respecto al eje X
1D T, corresponde a (x> llx . L’) donde L Gd) = L (o> = 1.

2> 'l‘z corresponde a (x, Hx , Lz) donde Lz(1d> = 1, Lz(a)-l.
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4

consideremos Jlos espacios L: D, L: (N> y sus subespacios

1 2
x’l“,r > x‘!‘z,r para r = 3§,
Para calcular dim X 4 = 1, 2> primero buscamos los

T ,r

i
elementos de k € A” tales que (k|»5, éstos son los sigulentes:
(+4,+3), (+3,%4), (+5,0), €0,+8).

(-8,4) (8,4
. ‘L(e,8)
(-4,9)
-4,-3) . L(4,-
: ‘(3,-4)
(-3,-4)

Todos estos elementos forman dos H-érbitas:

Sean kn = (4,3 O(k‘) = { (24,23), (23,*4) }
y k, = ¢-5,0> O(k, ) = { (5,05, €0,+5> }

Los vectores k‘ Y kz satisfacen la condicién 1i1> del
Teorema 85.12, es decir pertenecen a la clase de (1,00 en A/A’,
oenotraspalabrasfk'N = k|N = x .
1l o 2' o

1D Calculemos la dimensiéon de XT

T
dim XT‘ = dim T L"I"f 4id Hf + |L Inf Ad Hf

k k k k
1 1 2 2

N oH

T = ] Ind (x-L)
N oH
o x

entonces por el Teorema 2.7
/ dim T = |B\A| dim(x'L) = 4-1 = 4
donde A = N xHy B=N xH .
o o x
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El grupo de isotropia H, = { id }, como L = id,
k

ent.onces

L""f +4d Hf = 1
k k
1 1
El grupo de isotropia H, = { id, o } = Hx » como L = id
k

entonces

obtenemos dim 2 = 8,
‘l",r

2> Cailculemos la dimensién de €

Tz 5o

dim 9¢ = dim T Lz‘llf :dd + L |y d]y

T ,r H
2 K y Ty Ty
1 1 2 2
ahora H, = { id }, entonces Lz'ﬂf = jid por lo tanto

ka k

1

L :id = 1
[ z'!lf !-lf

k k

1 1

H, = Hx entonces Lzlnf = L, # id por lo tanto

2 k
2
L :id = 0
zlllf Hf
k k
2 2
y asi obtenemos dim SCT = 4,
»
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Peter-Weyl, teorema de, 16
Radon, medida de, 1
Representacién, 5
completamente reducible, 8
equivalencia de, 5
unitaria de, 6
espacio de una, 5
factorial, 15
imprimitiva, 23
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