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RESUMEN

El presente trabajo es un estudio tedrico sobre el efecto de la discontinuidad del flux en las
variables macroscopicas de un sistema multifasico por medio de un modelado, es un analisis
de un sistema no tradicional. El modelo consiste en una fase fluida perfectamente mezclada
con particulas porosas suspendidas donde se lleva a cabo el proceso de adsorciéon y reaccion de
primer orden. Las ecuaciones a resolver describen el comportamiento de un tanque agitado
con entrada y salida continua de fluido (Tanque Agitado Continuo) o por lotes (Reactor tipo
Batch). Esto es posible porque la soluciéon obtenida del conjunto de ecuaciones permite el
modelado de ambos al modificar el valor de los parametros relacionados con el fluido y las
condiciones de entrada. Las variables macroscépicas sobre las que se medira el efecto de la
discontinuidad de flux es la concentracién de la particula en la superficie y la concentracién
del fluido.

Comunmente son utilizados los sistemas tradicionales que consisten en una ecuacion que
describe el transporte de masa en el fluido, una ecuaciéon que describe el transporte en la
particula porosa y una ecuacién que describe la continuidad del flux en la frontera entre el

fluido y la particula.

Se analiza un modelo de sistema no tradicional que considera la discontinuidad de flux en
la condicion de frontera entre el fluido y la particula. Se evalta el efecto de la discontinuidad
del flux al analizar el perfil de la concentracion de la particula en su superficie para conocer los
efectos que son producidos por la adsorciéon y la reaccion interfaciales; dicho efecto también se
puede conocer al evaluar la concentracion de salida, los resultados obtenidos son un indicativo
para determinar la viabilidad de llevar el modelo a nivel laboratorio con la finalidad de

determinar el valor de los coeficientes de salto.

El conjunto de ecuaciones que describe el modelo del sistema no tradicional fue resuelto

utilizando el Método de Expansién en Series de Fourier con un problema asociado de Sturm-
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Liouville y la identidad de Green; ademas se demuestra que el resultado obtenido es idéntico
al que se encuentra utilizando el Método de la Transformada de Laplace, solucion reportada
en el articulo por Marroquin y col., 2002. La ecuacion obtenida describe la concentracion de
salida permite considerar cualquier condicién de alimentacion al tanque en funciéon del tiempo
y condiciones iniciales diferentes a cero. En el trabajo se reportan perfiles de concentracion
de salida del sistema utilizando las funciones escalén, pulso y oscilatorio, sin embargo, para

el andlisis del coeficiente de adsorcion y los coeficientes de salto se utiliza la funcién escalén.

La contribucion del trabajo consiste basicamente en conocer y evaluar el impacto del
efecto de los coeficientes de salto sobre la concentracion de salida de un sistema multifasico,
ademas este resultado es un indicativo para considerar la viabilidad de evaluar el valor de
los coeficientes a nivel laboratorio lo que permitira mejorar las aproximaciones a los modelos

ya existentes.

El analisis requirio la reproduccion de los resultados reportados por Marroquin y col.,
2002, modificando los valores del Nimero de Biot y el Médulo de Thiele utilizando una
condicion de frontera tradicional; posteriormente se trabaja con el coeficiente de adsorcién,
a vy los coeficientes de salto que son: coeficiente de reaccion, ¢; y el coeficiente de adsorcion,
¢9, de forma tal que es posible conocer los efectos de cada uno sobre ambas concentraciones

comparando y evaluando ambos perfiles de comportamiento en el tiempo.

Los resultados obtenidos para el sistema de Tanque Agitado Continuo muestran un efecto
muy poco significativo sobre la concentracion de salida al modificar el coeficiente de ad-
sorcion, y se presenta el mismo efecto al modificar los coeficientes de salto, sin embargo,
si fue posible observar cambios importantes en los valores del perfil de concentracién en la

particula.

Los resultados obtenidos para el Reactor tipo Batch muestran efectos significativos al
modificar el coeficiente de adsorcion y ambos coeficientes de salto sobre la concentracion del
fluido y la particula, en este caso si se recomienda llevar este sistema a nivel laboratorio,

esto con la finalidad de determinar el valor de los coeficientes de salto.

Finalmente se reporta la solucién aproximada para la concentracion de salida de ambos
sistemas multifasicos en la que se considera que gran parte de la adsorcién y la reaccién
de primer orden se llevan a cabo en la superficie de la particula, este tipo de casos son

caracteristicos en las investigaciones que se realizan en catalisis heterogénea, ademas se
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realiza una comparacién con la concentracién de salida obtenida por la Serie de Fourier.
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Capitulo 1

INTRODUCCION

Se ha elegido realizar el modelado de un sistema multifasico por ser considerados el corazon de
los procesos industriales, ya que toda la planta se organiza alrededor de ellos. Estos sistemas
son utilizados en todos los procesos donde existe una transformacion quimica, su impacto
es tanto a nivel industrial como de laboratorio. Es posible encontrar estudios como los
mostrados en la Figura (1.1) que cominmente son utilizados para investigar los mecanismos

de reaccion, determinar la velocidad de adsorcién y de reaccion, ademas de sus constantes.

Existe informacién de modelos que describen de manera general sistemas isotérmicos
en estado dindmico que no consideran la resistencia a la transferencia de masa interna ni
externa, también es posible encontrar estudios que evaltian la solucién de forma numérica
o resuelven las ecuaciones obteniendo su solucién analitica, ambas formas de evaluacion
son realizadas a diferentes velocidades de reaccion y se consideran fenémenos de adsorcion-
reaccion en particulas esféricas porosas, los resultados muestran los efectos que se producen
en la concentracion de la particula y en la concentracién del fluido al manipular diferentes

condiciones de entrada.

Hasta el momento se han realizado estudios sobre las condiciones de salto de calor por
Ochoa y Withaker, 1995 y sobre las condiciones de salto de momentum por Ochoa y Witha-
ker, 1997. El estudio de las condiciones de salto de masa han sido desarrolladas por Valdés
Parada, 2007.

El sistema multifasico a estudiar es posible modelarlo como Tanque Agitado Continuo que
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Up (&.7)
Particulas
porosas

Figura 1.1: Sistema Multifasico integrado por un tanque agitado que contiene particulas
solidas porosas donde la concentracion se encuentra en funcion de la posicion y del tiempo,
U,(&,7) y un fluido perfectamente mezclado cuya concentracion es funcién del tiempo, Uy (7).
El sistema es alimentado por una concentracién de entrada en funcién del tiempo, Uy, (7).

consiste en un tanque con alimentacion y salida, presenta agitacion vigorosa para obtener
una composiciéon uniforme en la salida del tanque como en el interior o por lotes cémo
un Reactor tipo Batch, un sistema cerrado donde los reactivos se cargan inicialmente, la
concentracion en el tanque en cada instante es uniforme en todos los puntos y se monitorea
la reacciéon en funcion del tiempo. El andlisis de estos dos sistemas ofrece informacién sobre
el efecto que producen los coeficientes de salto para comprender los fenémenos de reacciéon
y adsorcién interfaciales y sera posible cuantificar parametros cinéticos con mayor precisién
lo que permitird también mejorar los modelos de sistemas existentes que consideran una

continuidad de flux y mejorar la prediccion de su comportamiento.
El estudio se encuentra estructurado de la siguiente manera:

El Capitulo 2, explica brevemente los trabajos relacionados que anteceden al problema
propuesto. El Capitulo 3, detalla el problema a estudiar y lo describe en forma adimen-
sional utilizando la condicién de frontera tradicional y utilizando la condicién de frontera
no tradicional. El Capitulo 4 describe los objetivos del trabajo. El Capitulo 5 desarrolla

el Método de Expansion en Series de Fourier. El Capitulo 6 corresponde al Capitulo de



Resultados donde se presentan los efectos en la concentracion de salida de ambos sistemas
multifasicos al modificar el coeficiente de adsorcion y los coeficientes de salto, ademéas se
incluye una soluciéon aproximada para la concentracién de salida. El Capitulo 7 consiste en
una discusion de los resultados obtenidos, mas adelante se presentan las conclusiones del

trabajo.
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Capitulo 2

ANTECEDENTES

Los trabajos vinculados con el proyecto constan de tres areas de interés, la primera consiste
en el estudio de los fendmenos en las particulas porosas, la segunda es referente a los sistemas

multifasicos y la tercera a los fenémenos interfaciales.
Particulas porosas

Es de vital importancia conocer los procesos que se llevan a cabo en la particula para
comprender el comportamiento del sistema multifasico. En la superficie de la particula como
en el interior es comtn encontrar fenémenos de difusion, adsorcion tipo Langmuir, adsorcién
multicapa, desorcion y diferentes tipos de reaccion, algunos de estos procesos se presentan
simultaneamente segtin sea el caso. Existen estudios de particulas porosas considerando los
efectos de difusiéon, adsorcion y reaccion de forma individual, utilizando en el modelo una
fase gaseosa. Sin embargo tratar de modelar el comportamiento real presenta dificultades
por tratarse de una particula que puede ser no uniforme en su interior y debido a que la

adsorcién puede estar acompanada de la desorcién simultanea.

Sarang vy James, 2002, desarrollan una solucién analitica para una particula porosa de
forma esférica en un modelo que considera difusién de un gas intra-particula y adsorcion lineal
en la superficie simultaneamente, se considera el término de acumulacion en las condiciones
de frontera tipo Dirichlet. El modelo desarrollado es valido para procesos de adsorcién no

lineales cémo Langumuir, BET o Freundlich.
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Alvarez y col., 2005, realizan un andlisis cinético de un proceso de adsorciéon lineal de un
gas en una particula esférica uniformemente porosa, estudian un modelo de adsorcién directo
acompanado de la desorcién. El modelo describe la dindmica real del proceso de adsorciéon y
difusién simultaneas. El articulo contiene un analisis comparativo con el modelo de difusién
de Fick, ademas debido a la desorcion, se considera ciclicamente la difusién y la adsorcién

hasta encontrar un estado estacionario.
Sistemas multifasicos

La solucion del conjunto de ecuaciones que describen el comportamiento de un sistema
puede encontrarse de forma numérica y/o analitica, pero se sabe que la solucién analitica
ofrece la ventaja de encontrar valores muy especificos y estudiar lo que sucede de forma mas
puntual que la soluciéon numérica. Los articulos consultados que resuelven de forma numérica

un modelo particular son los siguientes:

Towler y Rice, 1974, analizaron un reactor continuo de tanque agitado en un modelo
dindmico e isotérmico con resistencia a trasferencia de masa interna.

Data y Rinker, 1983, reportan soluciones para un reactor tanque agitado donde se lleva
a cabo una reaccién irreversible de primer orden, la solucion es general y no se especifica la
forma de la particula, el modelo incluye efectos de las resistencias a la transferencia de masa

en el interior de la particula y en la interfase.

Bidabehere y Serdan, 2005, Realizan un analisis tedrico de un sistema multifasico, se con-
sideran particulas sélidas cataliticas donde se realiza una reaccién de primer orden, difusién
y adsorcién simultaneas. Analizaron los factores que modifican la constante de adsorciéon y
modificaron el radio de la particula, el estudio sirve como una aproximacion en la evaluacién

de la cinética y el equilibrio para la adsorcion.
Interfase

Whitaker, 1999, desarrolla un método que permite suavizar superficies eliminando las
complejidades en una regiéon por medio de las restricciones de escala, como el medio poroso o
una region de interfase. El método de promedio volumétrico consiste en un promedio de una
region representativa donde se evaltia una variable macroscépica como la concentracion y la

temperatura, variables en funcién de la posicién y el tiempo. El método elimina el problema



de evaluar ecuaciones puntuales para la regiéon debido a que hace uso de la condicién de
periodicidad.

Wood y col., 2000, obtienen una condicién de salto para superficies cataliticas no uni-
formes donde se realiza el proceso de difusién y una reaccién de primer orden irreversible.
Parten de una condicién de salto puntual para obtener una ecuacion de salto que no se mo-
difica abruptamente con la posicién, es decir, utilizando el suavizado espacial y obteniendo

coeficientes efectivos que contienen propiedades de la superficie catalitica.

Valencia y col., 2003, desarrollan una condiciéon de salto entre una particula porosa y
un fluido homogéneo basados en una forma de equilibrio no local. Desarrollaron con el
método del promedio volumétrico una ecuaciéon para la particula y una ecuacion para el
fluido. El resultado es una condicién de salto con términos de conveccion, difusion, adsorcion,
un término de exceso de acumulacién de superficie y un término més que representa el

intercambio propio de las dos regiones.

Valdés y col., 2009, obtienen la condicion de salto y sus coeficientes utilizando el método
del promedio volumétrico; el método modificé la condicién de frontera tradicional al con-
siderar efectos producidos por la adsorcion y la reaccién, por lo tanto, se agregaron dos
coeficientes a la condicion de frontera obteniendo una condicion de salto con un coeficiente

referente al fenémeno de adsorcién y otro para una reaccién de primer orden.
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Capitulo 3

PLANTEAMIENTO DEL
PROBLEMA

Con la revision de los antecedentes, es posible afirmar que existe gran cantidad de procesos
en ingenieria quimica que se realizan en sistemas multifasicos como el mostrado en la Figura
3.1 que son de amplio interés para el area industrial y de investigaciéon. La mayoria de la
informacién publicada sobre este tipo de equipos es obtenida por medio de anélisis sobre
modelos que utilizan ecuaciones promedio, es decir, no consideran los efectos interfaciales.
Por tal motivo, valorizando todos los puntos anteriores, la contribuciéon del proyecto es

perfeccionar los modelos que consideran una continuidad de flux.

En el presente trabajo se realiza un anélisis por medio de un modelado de un sistema
multifasico considerando efectos interfaciales por medio de los coeficientes de salto que fueron
previamente obtenidos por Valdés y col.,2009 utilizando el Método del Promedio Volumétrico,
ademas considera la resistencia externa e interna a la transferencia de masa y los fenémenos
de adsorcion y reacciéon de primer orden. Con la finalidad de analizar el modelo bajo cir-
cunstancias frecuentes y préacticas en la industria o laboratorio, el analisis se detalla para

diferentes funciones de entrada.

Para el analisis del sistema multifasico se toman en cuenta las siguientes consideraciones:

e El fluido se encuentra perfectamente mezclado.
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U (9

Figura 3.1: Tanque Agitado Continuo con particula porosa. Este sistema estd integrado por
un tanque agitado con una concentracion inicial de entrada en funcién del tiempo Uy, (7)
y una concentraciéon de salida en funcién del tiempo Uy(7). En el interior del tanque exis-
ten particulas esféricas porosas con una concentracién en funcién del tiempo y la posicién
U,(&,7), en la superficie como en el interior de la particula se lleva a cabo el proceso de
difusién, adsorcion y una reaccion de primer orden.

e Existe difusion en el interior de la particula.
e La adsorcion es irreversible.

e A lo largo de toda la particula, los sitios activos ofrecen la misma posibilidad de
adsorcién al adsorbato, es decir, la quimica de superficie es uniforme en toda la particula

y no se consideran efectos debido a la desactivacion de la particula.

e Las particulas suspendidas son esféricas y uniformes en tamafio y homogéneas en su

interior.
e La velocidad de las particulas es la misma que la velocidad del liquido.

e Se considera un sistema isotérmico.
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3.1 Descripcién del problema

El presente trabajo reporta un andlisis de un sistema multifasico que contiene un fluido
perfectamente mezclado y particulas porosas suspendidas donde se lleva a cabo el proceso
de adsorcién y reaccion de primer orden. El analisis se realiza por medio de un modelado
que utiliza ecuaciones obtenidas por el Método del Promedio Volumétrico que describen el
transporte de masa en cada fase del sistema, ademaés el andalisis puede realizarse a diferentes
sistemas modificando los parametros que describen el comportamiento de un Tanque Agitado

Continuo o un Reactor tipo Batch.

Se analizan los dos modelos con la finalidad de conocer los efectos interfaciales que se
llevan a cabo entre el fluido y las particulas considerando ambos procesos. El método del
promedio volumétrico aplicado en los sistemas multifiasicos propuestos modifica la condicién
de frontera tradicional al obtener dos coeficientes interfaciales conocidos cémo coeficientes de
salto, la condicion de frontera obtenida considera la discontinuidad del flux por el coeficiente

de salto de reaccion y el coeficiente de salto de adsorcion.

El modelo formado por las ecuaciones promedio obtenidas, permite medir el impacto de
los coeficientes de salto sobre el comportamiento del perfil de las concentraciones del fluido
y de la particula en comparacién con el comportamiento de los perfiles de concentracién

obtenidos utilizando una condicién de frontera tradicional.

3.1.1 Problema utilizando la condicién de frontera con salto

El sistema multifasico a analizar contiene una fase solida dispersa v que corresponde a las
particulas porosas y una fase fluida pu, las ecuaciones que describen el problema se citan a

continuacion.

A través del desarrollo del suavizado espacial y utilizando las condiciones de escala del
método de promedio volumétrico se obtiene la ecuacién de la concentracion en la particula
que describe el fenémeno de adsorcion y reaccion de primer orden. La Ecuacion (3.1) es
desarrollada en coordenadas esféricas tal como se observa en la Figura 3.1 que describe el
fenémeno de estudio, ademas se considera que la concentraciéon promedio intrinseca de la
fase sélida tiene solo dependencia radial, es decir, (C,)"(r,©, ®,t) = (C,)"(r,t) :
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aerq 8<C’y>ﬂy _ ig 2 a<C’Y>FY _ ol
Ex <1+ - ) % g \" evDey o a,k(Cy) (3.1)

En donde: (C,)” es la concentraciéon promedio intrinseca de la fase sélida, ., corresponde
a la fraccion hueca de la particula o la fraccion que ocupa el fluido dentro de la particula,
el término a, corresponde a la razén entre el area superficial por unidad de volumen de la
particula, K., es la constante de adsorcion, su valor se relaciona directamente con los sitios
ocupados, D.s corresponde a la difusividad efectiva, representativo del medio en el que se
difunde por considerar la tortuosidad de la trayectoria de difusién y la fraccion real del area
disponible a la difusién, k es la constante de reaccién de primer orden, el término a,k es
la constante efectiva de la reacciéon de primer orden. Por lo tanto el primer término de
la ecuacion es el término acumulativo de la concentracién en el tiempo que se ve afectado
por la adsorcién, dicho término esta igualado a la diferencia entre el segundo término que
representa la difusion en el interior de la particula y el tercer término que hace referencia a

la reaccion de primer orden.

La ecuacion que describe el comportamiento en el tanque agitado considerando la re-

sistencia de transferencia de masa externa, es:

d(C’,)“ _ 1 Iz h
5u dt - T_T(Cm(t) - <CM> )+ V

kp((C3) r=rp = (C)") (3-2)

Donde: (C.,)” corresponde a la concentracion promedio intrinseca de la fase liquida, V es
el volumen ocupado por las particulas y el fluido, €, es la fraccién del volumen del tanque
(V) ocupada por el fluido, 7, corresponde al tiempo de residencia del tanque agitado, es
decir, el tiempo que el fluido permanece dentro del tanque, Ay, es el area interfacial del
fluido-sélido, ky es el coeficiente de transferencia de masa, un pardmetro que agrupa todos
los efectos convectivos y difusivos y directamente relacionado con la velocidad de transporte.
El término Cj, se refiere a la concentracién de entrada de los reactantes al tanque, la cual

puede ser una funcién arbitraria del tiempo.

La ecuacién en el fluido representa el termino acumulativo de la concentracién en el

tiempo igualado a la suma de intercambio de la concentracion de entrada y la concentracion
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del tanque y el intercambio de la concentracién en el fluido con la concentraciéon de la

particula en su superficie.

La condiciéon de frontera permite acoplar la ecuacién de la particula y la ecuacion del
tanque, se encuentra en la interfase entre el fluido y la superficie de la particula, se obtiene
para la concentracién promedio intrinseca de la particula (C.)"(r,©, ®,t) = (C,)"(r,t), en

r =1, donde r, es el radio de la particula esférica.

Enr=r,
o(C,)Y . ads 00C5)Y
_EvDef <87:/> = kf(<cv>v|r:rp - <CM>M) - eff<07>v|r=rp - ke;”lf <8Z> r=rp (3'3)
En la Ecuacién (3.3), la discontinuidad del flux se describe con los términos:
rT adas 8<C’ >’Y
KO ey — B &Z =D (3.4)

Donde el término D corresponde a la discontinuidad. La Ecuacién (3.3) es la condicién
de frontera que considera la ecuacion de salto por incluir los términos que consideran la
discontinuidad del flux. El término k77, es el coeficiente de velocidad de reaccion efectiva en
la inter-regiéon, de forma analoga, el término kgjfj} es el coeficiente de velocidad de adsorcion
efectiva en la inter-region, estos coeficientes consideran las propiedades de cada sistema
multifasico de forma particular por tomar en cuenta las propiedades de la fase que lo integran.
La ecuacion en la frontera describe lo que ocurre en la interfase y sus efectos son la finalidad
de nuestro estudio. La Ecuacién (3.3) describe que la concentracién que llega a la superficie
de la particula y después entrarda a la misma por difusion, corresponde al resultado del
intercambio que se lleva a cabo entre la concentracion del fluido y la particula menos el
consumo del reactivo por la reaccién de primer orden que se lleva a cabo en la interfase y la

adsorciéon interfacial.

En el centro de la particula la concentraciéon se encuentra restringida por la fisica, es

decir, no hay existencia de flux de masa:
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(C,)" = finito (3.5)

Condiciones iniciales, t = 0 :
<CM>M - CMO (36)
(Cy)"=Cy para 0<r <rp (3.7)

El término C)p es la concentracion inicial en el fluido y Co es la concentracion inicial
en toda la particula, es decir, desde el centro donde r = 0 hasta la superficie donde r = 7,

ambos términos no homogéneos pueden adquirir valores diferentes de cero.

3.1.2 Problema adimensional para la condiciéon de frontera con

salto

El desarrollo de la adimensionalizacién de cada una de las ecuaciones puede consultarse con

detalle en el Apéndice A.

Comportamiento en la particula porosa:

heg) OUp _ 1 0 (20Up) _ 4o
(1+ - >8T _52%( o€ o°U, (3.8)

Con el fin de facilitar el manejo de términos, se define:

a= (1 + a”—Keq> (3.9)

Ey

Por lo tanto, la Ecuacién (3.8)toma la forma:
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ou, 10 (00,
or  £20¢

a_§> S (3.10)

Ecuaciéon en el fluido:

dU;

F = @bm(Um - Uf) + Qz’p(Up|€=l - Uf) (3-11)

Condicién de frontera que considera la discontinuidad del flux de masa en la superficie
de la particula donde & = 1:

oy, . o,
_8—; = Bl(Up|§:1 — Uf) — ¢1Up — ¢28—Tp (312)

Condiciones iniciales para 7 = 0:

Uy = Upy (3.13)

U, = Uy para 0<¢<1 (3.14)

El término Uy es la concentracion inicial en el fluido y Uy es la concentraciéon inicial
en toda la particula, es decir, desde el centro donde £ = 0 hasta la superficie donde £ = 1,

ambos términos que pueden adquirir valores diferentes de cero.
Problema utilizando la condicién de frontera tradicional

El problema a resolver utilizando la condiciéon de frontera tradicional sobre la concen-
tracion de salida del tanque es muy similar al problema anterior, el sistema de ecuaciones es
el mismo a utilizar excepto por la condicién de frontera que se obtiene por la condicién de
salto al igualar cero los términos referentes a la adsorcion y reaccion, es decir los coeficientes
de salto, obteniendo:

Condicién de frontera tradicional para r = r,:
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d(Cy)

—EyDes dr

=kt ({C3) lr=r, — (CW)") (3.15)
La ecuacién indica que toda la concentracion que llega a la superficie de la particula se

difunde en su interior, es decir, existe una continuidad en el flux.

Considerando el caso de las variables adimensionales aplicando a la condicién de frontera

tradicional dada se obtiene para & = 1:

_4U,

i Bi(Uple=1 — Uy) (3.16)

3.2 Justificacion

En el proyecto se genera una ampliacién del conocimiento en la comprension de los fendémenos
interfaciales al evaluar el error producido por la carencia del uso de los coeficientes de salto
resaltando la importancia del uso de la condicién de frontera no tradicional en un sistema

multifasico.

3.3 Hipobtesis

El uso de condiciones de salto en el modelado de transferencia de masa entre un medio poroso

y un fluido homogéneo puede cambiar el valor de los coeficientes efectivos.



Capitulo 4

OBJETIVOS

4.1 Objetivo General

Evaluar el efecto de los coeficientes de salto sobre la concentracién de la particula en la
superficie y la concentraciéon de salida de un sistema multifasico que contenga particulas
solidas porosas dispersas en un fluido perfectamente mezclado. En las particulas se considera
el fenomeno de adsorcion y reaccion de primer orden, ademds se considera las resistencias
a la transferencia de masa tanto interna como externa utilizando diferentes funciones de

concentracion de entrada en estado dinamico.

4.2 Objetivos Particulares

e Obtener una solucion por el Método de Expansion en Series de Fourier de las ecuaciones
que describen el sistema multifasico considerando el efecto de adsorciéon y la condicién
de salto. En la solucién se debe obtener una expresion para la concentracion del fluido
en funcion del tiempo y para la concentracién de la particula en funcion del tiempo
y la posicién, identificando en cada una de las expresiones los efectos producidos por
la concentracion de entrada, las condiciones de entrada y el efecto por la condicion de

frontera.

17
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e Utilizando las expresiones obtenidas para ambas concentraciones, elaborar un pro-
grama que permita modelar el sistema multifasico al incorporar los valores para los
diferentes parametros considerando el coeficiente de adsorcion y los coeficientes de

salto y utilizando diferentes funciones de entrada.

e Utilizando el mismo programa, realizar un comparativo de la soluciéon obtenida por el
Método de Expansion en Series de Fourier y la solucién analitica aproximada para la

concentracion del fluido y la particula.



Capitulo 5

SOLUCION

En el presente capitulo se presenta el desarrollo matematico para la solucién de las ecuaciones
adimensionales, debido a su extension, el desarrollo detallado de la solucion se encuentra en el
Apéndice B. El resultado obtenido por el Método de Separacion de Variables es el mismo
al utilizar el Método de la Transformada de Laplace, dicho desarrollo se encuentra en el
Apéndice C, posteriormente se comenta la comprobacion de que ambos métodos ofrecen
la misma solucién, y se realiza una comparacion algebraica de los coeficientes, demostrando
que para un problema lineal existe una sola soluciéon, la demostracién de la igualdad de

soluciones se encuentra desarrollada en el Apéndice D.

Se resolverd la Ecuacion (5.1) y la Ecuacién (5.2)por el método de separacion de variables,
y se aplicaran la condicion de frontera y las condiciones iniciales dadas por las Ecuaciones
(5.3)-(5.5).

La Ecuacién (5.1) y la Ecuacién (5.2) describen el comportamiento de la concentracién

en la particula y la concentracion del fluido respectivamente:

oy, 10 oy,
du
— = U (Uin(7) = Up) + typ(Ugle=r = Uy) (5.2)

19
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Aplicando la condicién de salto, se obtiene una condiciéon de frontera no tradicional en

la superficie de la particula donde & = 1:

ou, , oy,
——= = Bi(Uple=1 = Uy) = d1Uple=r — ‘b?&—Tp (53)

Las condiciones iniciales para la concentracion del fluido y la particula en 7 = 0 son:

U; = Up (5.4)

U, =TUpo para 0<¢<1 (5.5)

Los términos no homogéneos son identificados con negritas: el primer término no ho-
mogéneo es Uy, (7) v se refiere a la funcion de entrada del sistema, el segundo y el tercer
término son Uy y U,y que se refieren a la condicion inicial del fluido y la particula respecti-

vamente.

5.1 Meétodo de Solucion

La siguiente solucion se obtiene utilizando el Método de Separacion de Variables, este método
es conocido también como Método de Soluciones Estacionarias, la finalidad es obtener sufi-
cientes condiciones de frontera homogéneas, posteriormente se obtiene un problema asociado
de Sturm - Liouville cuya solucién tiene un ntimero infinito de soluciones asociados a los val-
ores propios, y se aplica el Método de Expansion en Series de Fourier para encontrar A que

multiplican a funciones periddicas.
Problema I: Problema completo
El problema completo se conforma de las Ecuaciones antes vistas (5.1) a (5.5).

El Problema Homogéneo asociado al Problema Completo es:
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Para el transporte en la particula porosa:

U, _ 10 (00, g
O‘W‘g2ag<€ ag) %, (5.6)

Ecuacién en el fluido donde Uy, (1) = 0:

U,

o = YnlUp Yp(Uple=1 — Uy) (5.7)

Condicién interfacial considerando el salto del flux, en £ =1

oU. oU.
——=2 = Bi(Uple=1 — Uy) = ¢1U, — ¢28—’7‘p (5.8)

En base a la homogeneidad de las ecuaciones diferenciales y la condicién de frontera, se

considera el Método de Separacién de Variables:
Up(§, 7) = F(§)G(7) (5.9)

Us(t) = H(T) (5.10)

La substitucién de las Ecuaciones (5.9) y (5.10) en la Ecuacién (5.6) a la Ecuacion (5.8)

permite obtener:

En la particula porosa:

aF—T =G = (52—> — ®*FG (5.11)

En el fluido:
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dH
= = Vi +Uy(Flem — H) (5.12)

Para la condicién interfacial considerando el salto del flux, en & = 1

——7 = Bi(F|e=1 — H) — ¢ F — ¢2aa—f (5.13)

Por tratarse de un problema de separacion de variables donde los términos son funciones
de diferente variable independiente, la igualdad sélo se puede satisfacer si los dos términos
son igual a la misma constante, en este caso la constante esta definida como —\2, por lo

tanto, se puede encontrar para la Ecuacién (5.11):

1dG 11 d [ dF
1dG | o1 1d [(LdF\ 14
“Gar T F§2d§<£ d§> (5.14)

La constante —\? ha sido definida negativa para no obtener valores de \ negativos. Para

la funcién F', separando las contribuciones y despejando «, se obtiene para &:

11d df,,
el CE) = o

Para la contribucién temporal de la Ecuacién (5.11):

e A 92

Donde se obtiene para G(7):

G(r) = Goeap[( — Z520)]

En la expresion anterior se han utilizando las igualdades:



5.1 Método de Solucion 23

)\2
b= 517
fn = (5.17)
(I)2
2= — 5.18
¢ =— (5.18)

Para la ecuacion del fluido se desarrolla la Ecuacién (5.12) y se sustituye la contribucién

temporal de la Ecuacién (5.16), obteniendo la expresién:

(8" + 1) = [Vl + Vp(fule=1 — )] (5.19)

1
hin

Para la Ecuacion (5.13) que hace referencia a la condicién interfacial considerando el
salto del flux, se obtiene agrupando términos por su factor comun f, y sustituyendo la

contribuciéon temporal de la Ecuacion (5.16), la siguiente expresion:

Ofn

%" Fule—1(Bi — S,) — Bihy, (5.20)

Donde se ha introducido la siguiente expresion:

Sp = ¢1 — 2(¢” + 1) (5.21)

Las Ecuaciones (5.15), (5.19) y (5.20) definen un problema de Sturm Liouville, la solucién
para la Ecuacion (5.11) sujeta a la condiciéon de continuidad en el centro de la particula es:

fule) = # (5.22)

La relacion de h(7) con f(&,7) se obtiene al substituir la Ecuacién (5.22) en £ = 1y la

contribucién del tiempo, obteniendo para la ecuacién en el fluido:
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_ Hfu(l)
hn, = m (5.23)
Donde A,, es:
= (¢ + pp) — Yin (5.24)

Los valores propios, es decir los valores para A, se obtienen al sustituir las Ecuaciones

(5.22) y (5.23) en la ecuacion de frontera, obteniendo:

tan\, Y, — A,
Ao AuBi+ (¥, — A) (14 S,)

paran=1,2,3,...00 (5.25)
La ecuacion para obtener los valores propios se satisface si:

A = nll para n=1,2,3...00 (5.26)

Existen n valores propios para A, donde el valor n = 0 es también un valor propio que

da lugar a la solucién trivial.

La condicién de ortogonalidad es:

/ E fofmdé + —h Iy — Gofn(1) frn(1) =0 para n # m (5.27)

De acuerdo a la propuesta hecha para las Ecuaciones (5.9) y (5.10) se obtiene para la
solucién de las Ecuaciones (5.6) a (5.8), donde la solucién general es la suma de todas las
soluciones particulares:

= ¥ CuD©) (5.29
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- 2 Co () (5.29)

Haciendo uso de la Identidad de Green:

) e
/£<fm§20§< o€ Pe2qe : dg§ = e=1

Utilizando las Ecuaciones (5.6) y (5.15) y sustituyendo en la Ecuacién (5.30):

fm(l) - UP

[ [m( O au, ) + U fm] de =0 =0 fal) (B3
e=1
Sacando « de la integral:
o[ @52 4 o0) +Upin|ie =T p-U) pun) 63
£=1 £=1

Usando las Ecuaciones (5.8) y (5.20) para la expresién anterior y agrupado términos, se

obtiene:

o [ (24 6+ 0 ) a6 = Glecs-5081) = Bi) (539

U,

or 5:11

- fm(l)l BlUf—¢1U |§ 1—¢28

Despejando de la Ecuacién (5.2) se puede obtener la siguiente expresion:
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aUu
UpUple=1 = d—7_f + VpUs — in(Uin(7) — Uy) (5.34)

Es importante senialar que en este paso se ha introducido el término no homogéneo: Uy, (7)
proveniente de la Ecuacion (5.7), que expresa el transporte de masa en el tanque agitado.

Sustituyendo el término U,|¢—; proveniente del despeje de la ecuacion anterior:

.

U — n(Uin(7) — Uf>] (5.35)

ou,

MD = —=Sp fin(1)Uple=1 — BihnUple=1 + fin(1) lBiUf + $1Up|e=1 + P2 =

- mfm(l)Up|§=1 -

Bih,, %
Y, | OT
ou,

+ fm(l) lBiUf + ¢1Up|§:1 + ¢20—p

T 5:1]

Trabajando sélo con algunos términos de la Ecuacion (5.35), utilizando la Ecuacién (5.22)

en ¢ = 1 y agrupando términos, es posible escribir la ecuacién anterior de la siguiente forma:

Bih,,
MD = +1—mem(7‘) e + (¢ + ,ufn)Uf] (5.36)
P

b Y
ou, 1
£=1

- S a0l + (D) | o105t + 625
Utilizando nuevamente la Ecuacién (5.21), eliminando términos, y agrupando por el factor

Bih, l@

or

comun: ¢9fm(1), la ecuacién anterior se reduce a la siguiente expresion:

MD

_ B Bl dUy s s
= i VYinUin(T) i [dT + (¢ “ﬂun)Uf]
ou ]

(5.37)
a1 G2lect + (6 + 1)
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Por tal motivo, la Ecuacién (B.29) se puede escribir como:

1 ouU, Bih,,
04/0 'S [fm (8—: + (9" + Mi)Upﬂdg = ;—pmem(T)
_ B;hm [% + (8 —i—ui)Uf] (5.38)
ou,

+¢2fm( )l(‘% ‘|
€=1

Usando las representaciones de U,({, 7) y Us(7) dadas por las Ecuaciones (5.28) y (5.29):

+ (¢2 + Ni)Up
e=1

O R o | L
n=1

> B1h hy [ dCy
-2 [ i (¢2+Mi)Cn]
n=1

-0 ; 0|52 + (6 421G

Ordenando en forma tal que pueda tomarse ventaja de la condicién de ortogonalidad y

utilizando la condicién de ortogonalidad dada por la Ecuacién (5.27):

Blh2
Up

hy, dc,
;—pwinUin(T) = ( dr (¢2 + ,Un ) < / §2f2d§ + —

- cbzfi(l)) (5.30)

La solucién de esta ecuacion diferencial para C,(7) es:

by

Cutr) = e | = (6 + 2| (U0 P2, [0 o067 + i)l ) (50



28 SOLUCION

Donde se ha utilizado la siguiente igualdad:

hn
Ky, =— - B2 5 (5.41)
La condicién inicial C,(0) se obtiene de las condiciones iniciales de U, y Uy.
- O4[]100 f(]1 €2fn(€)d§ + %Upohn - Up0¢2fn(1) (5 42>

a fy E2f2(E)dE + PHh2 — da f2(1)

En el Apéndice D se observa que la Ecuacién (5.40) puede ser escrita de la siguiente

forma:

Cu(7) = %exp—(gbz + p2)T <Uf0Bi)\i — aUpoAnBi>
2
bt cap=(? + )7 (alialvy, — A5, + 6u] ) (543

2 T
+ D:ﬁfnexp—((bz +ui>T<BiwmA3 /0 U (<)expl(6? + Mg)g]dg>

La ecuacion anterior podemos simplificarla de la siguiente forma:

Cy(r) = ;@D;; exp[—(¢* + p*)7] [Bi(Ufo)\fL — aUpAn) (5.44)
Uy~ A2} = 000 + 2Bt ()

Esto es posible debido a la siguiente relacion:
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S, + oo\ = agy — do(a®? + apd) + G2 = apy — P ®? (5.45)

Redefiniendo para la Ecuacién (5.21):

P2 + N2
Sp = ¢1 — qbz( ) (5.46)
Ademas para la Ecuacién (5.24) se obtiene:
P? + )2
A, = < - n) — i (5.47)

También se introdujo para la condicién de entrada:

Lin(7) = exp[ - (@2 il Ai)r} /OT Um(g)exp[+ <¢2 il A%H de (5.48)

(07 (0%

La concentracion en el liquido que esta dada por la Ecuacion (5.29) e identificando las

contribuciones en la ecuacién:
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o . e (UfO)‘?L — OéUpoAn) (I>2 + )\EL
Us(r) = prBlngl D, exp| — (T)T

Efecto de las condiciones iniciales

— 2, U i (agr — ¢2(§)(wp —4) expl _ <(1>2 l’ Ai)ﬁ
n=1 n

(5.49)

Efecto de la condicién de frontera
o] )\2

n=1 n

Efecto de la condicién de entrada

Ahora es posible obtener la concentraciéon para la particula a partir de las Ecuaciones
(5.28), (5.45) y (5.48). Identificando las mismas contribuciones que en la Ecuacién (5.49):

Uer) = 2mi 3 (Uroda = aUgAnwp A SEZSKOW[ B <# H

n=1

Efecto de las condiciones iniciales

gy $ = PN w0 [ ($11)

(5.50)

n=1

Efecto de la condicién de frontera

00 2 — A
2Big, 3 2 (‘bfb : n) Sgl(i;f)lm(ﬂ

n=1

Efecto de la condicién de entrada

El sistema esquematizado en la Figura 3.1 es representado por las Ecuaciones (5.49) y
(5.50) que describen el comportamiento de la concentracién del fluido Uy(7) y la concen-
tracién en la particula U,(&, ) respectivamente, para la concentracion en la particula es
posible elegir una posicion en el radio, al ser los parametros adimensionales, se considera
0 < ¢ <1 donde € es la posicion en el radio de la particula para su estudio en un intervalo
de tiempo. Es posible también estudiar el comportamiento de la concentraciéon dentro de la

particula eligiendo un valor en el tiempo.
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RESULTADOS

En el capitulo anterior, se obtuvo como resultado final una expresion para la concentracion
del fluido a la salida del sistema multifasico, Uy y la concentraciéon de la particula, U,. El
resultado obtenido nos permite considerar una funciéon de entrada, U;,, v ademéds manejar
una condicién inicial para la particula y el fluido donde: Uy, # 0y Uy # 0; es decir, el
resultado obtenido considera tres términos no homogéneos de gran importancia que permiten

definir el sistema multifasico.

En el presente capitulo se comprueba que al hacer la simplificacién del problema obtenido
para un caso particular como el reportado en el articulo de Marroquin y col., 2002 realizado
por el Método de la Transformada de Laplace se obtienen los mismos resultados por Sepa-
raciéon de Variables. En el Capitulo de Resultados primeramente se logra la reproduccion de
los resultados reportados en el articulo Marroquin y col., 2002, posteriormente se evalua el
efecto del coeficiente de adsorcién y después se analiza de forma individual el efecto de los

coeficientes de salto; finalmente se estudia el perfil de una concentracion aproximada para el
fluido.

En los resultados, solo es de interés analizar el comportamiento denotado en la expresion
para Uy, concentracion en el fluido en el sistema multifasico, debido a que es la concentracion
que presenta mayor facilidad para su mediciéon en un laboratorio, sin embargo, se reportan
los resultados obtenidos para la concentraciéon en la particula, U, debido a que es de nuestro

interés conocer como afectan los coeficientes de salto a nuestro sistema y los cambios que se
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producen en el perfil de U, ofrecen informaciéon relevante.

6.1 Evaluacion de la solucion

La expresion completa para la concentracion del fluido, Uy obtenida por la solucién analitica

con el Método de Series de Fourier es la siguiente:

Us(1) = 2¢,Bi i Ufo)\% — a4nUpo exp [— MT] (6.1)
— D, «
20U i (Vp — Ap) g1 — $297 exp l_ (®* + )\3‘)7]
n=1 D" o

EpY
n=1

n

Concentraciéon en la particula:

Uy(&,7) = 2Bi Z

R R

n=1 D, Eseny,
>, (apy — pa®?) (v, — An)? sen(A,€) B2 + N2
’ 2Up0nz=:1 D, Esen, e:)sp[ a <T>T]
&N (Y, — Ay) sen(A\n€)
+ 2B1,¢zn n;l Dn gsen)\n IZH(T)

En el capitulo anterior, en las Ecuaciones (5.49) y (5.50) que hacen referencia a Uy y U,
respectivamente, se identificaron contribuciones de las condiciones iniciales, de la condicién
de frontera y de la condicién de entrada, ahora es necesario entender los diferentes parametros

que modifican el perfil de ambas concentraciones.

Los parametros que estan asociados directamente con el fluido son:
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) :Afpkfrz% Yin = i
P DoV = e DosT

Parametros asociados con el fenémeno en la particula:

kr ay K.
@2 — Ay RTp o = 1 vileq
eyDeyg’ + £y

Parametros asociados con la condicién de salto:

kyr kepsre kefi
Bi = p = < = <
Des ¢1 evDor’ ¢2 S

6.2 Solucion utilizando la condicion de frontera tradi-

cional

Para reproducir los resultados reportados en el articulo de Marroquin y col., 2002, donde
se utiliza una condiciéon de frontera tradicional para el analisis del sistema multifasico, es
necesario simplificar la solucion completa obtenida por Expansién en Series de Fourier con-

siderando los siguientes puntos:

e Despreciar la existencia de adsorcion debido a que en el articulo de Marroquin y col.,

2002 no es considerada, es decir, a = 1.

e Utilizar una condicion de frontera tradicional, es decir, el valor de los coeficientes de
salto es: ¢ = ¢ = 0.

En las siguientes expresiones es posible observar una equivalencia entre ambos trabajos:

e La expresion simplificada para Uy obtenida es:

2(Upo); — UpoAr) ox

n

= ¢, Bi Z

|~ i Y B 1) (63

n
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e La expresion simplificada para U, obtenida es:

%@ﬂ:%ny&—%ﬁM%—MMM%QWP«Q%ﬁ%kM)

o1 D, Esen,
N (g — An) sen(Mif)
+ 2Biy nzzjl D, Esen, (7)

e La expresion simplificada para obtener los valores propios mostrada en el articulo de
Marroquin y col., 2002, es M (s):

M(s) = (= A2 = @ + 1 + 1) cos(\y)

sen 6.5
(=22 = 8% 4 45 (Bi — 1) — gy A (6.5)

An

e La expresion simplificada para el coeficiente D, presente en la soluciéon de Uy.

D, = [A,(Bi — 1) + 4,][2A2 + A, Bi] + A\2(A, — ¥,)[A, — ¥, —2(Bi—1)]  (6.6)

Donde se ha utilizado la siguiente expresion:

(6.7)

2 2
Sn:¢1—¢2<q> “)

Una forma de verificar que los resultados que el programa proporciona para modelar
el tanque agitado son correctos, es reproducir los resultados graficos que se reportan en el
articulo de Marroquin y col., 2002 al modificar el Médulo de Thiele y el Numero de Biot para
diferentes condiciones de entrada, ademaés los resultados deben satisfacer las consideraciones
a las soluciones planteadas para tiempos cortos, largos y la féormula analitica del estado

estacionario para la concentracién del fluido.

El programa realizado para el modelaje del sistema multifasico se encuentra en el Apéndice
H.
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Obtencién de los valores propios:

La expresién que permite encontrar los valores propios es M (s) descrita en la Ecuacién
(6.5), la cual tiene un comportamiento periédico que define miltiples raices identificadas
con A,. El valor de tales raices depende de los valores de: Bi, v, ¥, y ®. En el segundo
término de la Ecuacién (6.5), aparece la funcion Sen(X)/A de comportamiento conocido y se
sabe presenta una sola raiz imaginaria. Es de nuestro interés analizar como afecta el factor
—I—[( — A2 — 92+ @Dm) (Bi - 1) - @bp} a dicha funcién y la condicién que existe para que

aparezca la raiz imaginaria.

La raiz imaginaria para la funcién Sen(\)/\, aparece cuando: A, — 0. Haciendo uso
del Teorema de L “Hopital:

lim sen(0)  cos(0)

= =1
An—0 0 1

El resultado anterior permite hacer el desarrollo para la Ecuacién (6.5) cuando A, — 0

encontrar el valor de M(s) cuando existe una raiz imaginaria.

M(s) = (=@ 4 tin + ) (1) + [~ + (=P + 93 (Bi — 1)] (1)
= 9, Bi — ®*Bi
= (Yin — ®*)Bi

Por lo tanto; existe una raiz imaginaria bajo la siguiente condicion: ®2 > 1);,.

La raiz imaginaria se identifica con la letra . Para su obtencién, se utiliza una ecuaciéon

equivalente de M (s).

senh(p)
i

M(s) = (4* = D% + tin + tp) cosh(p) + [ty + (4* — @*)(Bi — 1)] (6.8)
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La expresion final de U, para la raiz imaginaria p es:

(Usor® = UpoAn) (¥ — An) senh(ué) p’ — @2

. ,U2 ('l/)p - An) Senh(,uf)
+ 2B ; D,  Esenh(u)

Iln(T)

La expresion final de Uy para la raiz imaginaria p es:

. > (] 2_U An 2_(1)2 ) 0022
Us(r) = BigyUpe 3 2 1o Ugo >exp[<ﬂ - H + Bithnty - 7~ Lin(706.10)

Donde I;,,(7) es la condicién de entrada, en particular para la funcién escalén:

)
)

La expresion para Uy en funcion de A, es la antes mostrada en la Ecuacion (6.3) donde

1 —ex
Im(T) = P K(

la condicion de entrada I;,(7) para la funcién escalén es la siguiente:

1 —exp [ — (#)(T — 7'0)}

A2 432
«

Las expresiones de I;;,,(7) para las raices u y A, para las diferentes condiciones de entrada

Izn(T> =

pueden consultarse a detalle en las tablas del Apéndice F.
Perfil de la concentraciéon del fluido y la particula

Se ha verificado la equivalencia de los términos para las ecuaciones de la concentracién en
el fluido Uy y para la concentraciéon en la particula U, para el coeficiente D,, y la expresion

para obtener los valores propios M (s) descritas en las Ecuaciones (6.3) a (6.6) con el trabajo
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de Marroquin y col., 2002, por lo tanto, con dichas ecuaciones equivalentes, es posible obtener
los valores propios y con ellos obtener las graficas que se reportan en el articulo de Marroquin
y col., 2002, donde se modela un Tanque Agitado y se describe el comportamiento de Uy(7) y
de U,(&,7) en el tiempo para diferentes condiciones de entrada utilizando distintos Ntumeros
de Biot y dos variaciones en el valor del Médulo de Thiele, ademés de un anélisis para la
concentracion del fluido en el tiempo. Los cuatro siguientes casos elegidos para analizar

contienen el valor para las siguientes variables de forma permanente:
Y, = 0.1, ;= 10.0, 79 = 0.0, Up =0.0, Uy = 0.0

Por modelar un Tanque Agitado, se considera el valor de Uy, = 0.0, que es valor del
fluido para 7 = 0.0 y ¢, = 0.1, ¥,,= 10.0 para los pardmetros de intercambio con el fluido.
Las variables a modificar en dichos casos son el Numero de Biot y el Mddulo de Thiele
debido a que se considera el andlisis de los dos primeros casos incluidos en la Figura 2 del
articulo de Marroquin y col., 2002, dichas graficas contienen el caso donde se obtiene una raiz
imaginaria, por la condicién antes mencionada: ®* > 1);,. Los dos casos restantes elegidos
utilizan un Biot = 100.0. Por lo tanto, se analizan los casos donde existe un transporte
pobre de masa, o resistencia externa a la transferencia de masa, es decir Biot = 1.0. y dos

casos donde no existe resistencia a la transferencia de masa con Biot = 100.0.
Experimentos a analizar para valores de Biot = 1.0:
Caso 01 : & = 2.0
Caso 02 : & = 5.0

La Tabla 6.1 muestra una comparacion de raices reportadas en el articulo de Marroquin
y col., 2002 y las encontradas utilizando las ecuaciones de Uy, D,,, M(s) obtenidas por el
Método de Series de Fourier para un valor de Biot = 1.0. La tabla se realiza con la finalidad
de comparar el valor de las raices y conocer la viabilidad de la obtencién de los resultados

reportados para el perfil de concentracién del fluido y la particula.

Una vez que se ha comprobado que las primeras raices poseen gran similitud debido a
una diferencia aproximadamente menor a 0.001, es posible obtener las gréaficas que describen
el comportamiento de Us(7) y U,(, ), para observar el comportamiento de los perfiles de

concentracion de ambos casos, véase la Figura 6.1.
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Figura 6.1: Comportamiento de la concentracién en el fluido y en la particula en £ = 1 en
el tiempo (1) para el Caso 01 y Caso 02 con los pardmetros: 1, = 0.1, ¢, = 10.0, 79 = 0.0,
Uy = 0.0, Uyo = 0.0, Biot = 1.0 para la funcién escalon.
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Figura 6.2: Comportamiento de la concentracién en el fluido y en la particula en £ = 1 en
el tiempo (1) para el Caso 03 y Caso 04 con los pardmetros: 1, = 0.1, ¢, = 10.0, 75 = 0.0,
Uy = 0.0, Uyo = 0.0, Biot = 100.0 para la funcién escalon.
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Tabla 6.1: Comparativo de los primeros diez valores propios encontrados utilizando Biot =
1.0, ¥, = 0.1, ¥, = 10.0, 79 = 0.0, Uyy =0.0, Upg = 0.0.

Marroquin Presente trabajo
®=2.0 | &=5.0 | &=2.0 | ¢=5.0
A 1.5533 | 3.8720i | 1.5533 | 3.8634i
A2 24762 | 1.5712 | 2.4762 | 1.5745
A3 4.7137 | 4.7124 | 4.7137 | 4.7130
A4 7.8542 | 7.8540 | 7.8542 | 7.8541
A5 10.9960 | 10.9960 | 10.9957 | 10.9956
A6 14.1370 | 14.1370 | 14.1372 | 14.1372
A7 17.2790 | 17.2790 | 17.2788 | 17.2788
As 20.4200 | 20.4200 | 20.4204 | 20.4204
A9 23.5620 | 23.5620 | 23.5620 | 23.5620
Ao | 26.7040 | 26.7040 | 26.7035 | 26.7035

Raices

Los casos donde existe resistencia a la transferencia de masa pueden consultarse en la
Figura 6.1, es posible observar un comportamiento muy semejante en el perfil para la con-
centracion en el fluido, ambas curvas comienzan a incrementar la concentracién en puntos
cercanos a valores de en 7 = 0.001 y alcanzan su valor maximo en tiempos cercanos a
7 = 1.0, a partir de dicho punto, se observa un comportamiento constante en el tiempo,
ambos casos presentan su valor maximo en concentracion muy cercano a 1.0. Para conocer
con mayor profundidad el comportamiento de la concentracion del fluido se hace un anélisis

en el tiempo.

La concentracién en la particula muestra mayores diferencias donde se distingue clara-
mente que la concentracion en la particula para un Moédulo de Thiele = 5.0 es menor en
comparacion con la que presenta un Modulo de Thiele = 2.0 y esto es debido a que existe
un consumo de reactante mayor por tratarse de una reaccion mas rapida. Ambos perfiles
reportan con gran similitud en sus valores hasta 7 = 0.05, el perfil de la particula para Thiele
= 5.0 alcanza su maximo valor en 7 = (0.7, més rapidamente en comparacion con el Caso
01 que lo alcanza en 7 = 1.0, a partir de dichos valores en el tiempo, la concentracién en
la particula es constante para ambos casos. El valor maximo de concentraciéon en el Caso
01 es aproximadamente de 0.48 y para el caso Caso 02 es de 0.2, la diferencia entre ambas

concentraciones es alrededor de 0.28 se debe al valor del Mdodulo de Thiele.
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En general, para la Figura 6.1 se observa una diferencia notoria entre la concentracion
en el fluido y la concentracion en la particula, y se debe al Ntumero de Biot = 1.0, para
dicho valor se presenta una resistencia interfacial, es decir, conforme llega el reactante a la
superficie de la particula va reaccionando debido a que la limitante es el transporte de masa
que llega a la particula, por lo tanto, existe muy poco transporte de masa intraparticula y

posiblemente no existe acumulacién de reactante en la superficie de la particula.
Evaluacién en el tiempo

El perfil de concentracion de salida del fluido puede analizarse a diferentes tiempos bajo
las mismas condiciones al tomar la condicién de entrada escalén: UF, = H (1 — 75) = H(T).

La funcién escalén % (t — a), se define:

U(t—a)=

0, 0<t<a
1, t>a

La tabla que contiene a detalle las funciones de entrada y su valores, se encuentran en el
Apéndice F.

Para la concentracion de la particula se utiliza la ecuacion encontrada de forma analitica
para el estado estacionario.

Analisis a diferentes tiempos para la concentracién del fluido:

(a) Cuando 7 << 1 la ecuacién U (7) se reduce a:

00 2)\2
Ur(r << 1)—>1:Bi¢pZD—" (6.11)
n=1 n
(b) Cuando 7 >> 1y U, = US? (1) = 1, la ecuacién Us(7) se reduce a:
escalén ss : - 2)\i
Us (1>>1) = U =Bithinthp Y (6.12)

A2 +P2
o1 Dn (nfa)
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(¢)La solucién analitica encontrada para U3* en estado estacionario es:

o _ i [P cosh(P) + (Bi — 1)senh(P)]
5 i [® cosh(®) + (Bi — 1)senh(®)] + 1, [® cosh(®) — senh(P)]

(6.13)

Analisis para la concentracion de la particula:

La solucién analitica encontrada para U;*(§) en estado estacionario es:

¢inBisonhé¢§)
Upe) = Yin [P cosh(®) 4 (Bi — 1)senh(®)] 4 1), [P cosh(P) — senh(P)] (6.14)

La solucién de las concentraciones en estado estacionario, U7 y U*(§), se encuentra en
el Apéndice G; es importante destacar que la concentracion en la particula puede calcularse
en cualquier punto del radio y que su principal diferencia con la concentraciéon en el fluido
es que su valor depende directamente del Ntumero de Biot, es decir, esta afectada por el

transporte de masa.

Los resultados obtenidos para Uy utilizando los criterios antes mencionados para ambos
casos, se muestran en la Tabla 6.2. Los resultados para la concentracién en la particula se
muestran mas adelante.

Tabla 6.2: Evaluacion de la concentracion en el fluido para el Caso 01 y el Caso 02 en el
tiempo, 7.

o Biot = 1.0
Criterios $=50 T d=F0
Us(r << 1) 0.9999 | 0.9951
Uﬁscalén(T >>1) | 0.9948 | 0.9872
Uy 0.9948 | 0.9921

Resolviendo para los casos restantes mostrados en la Figura 3 del articulo de Marroquin

y col., 2002, respetando el valor de las variables mencionadas para Biot =100.0:

Caso 03: & = 2.0
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Caso 04: & =5.0

Por la condicién antes mencionada: ®? > ;,, en Caso 04, aparece una raiz imaginaria,

las gréaficas obtenidas para ambos casos se presentan en la Figura 6.2.

Los casos donde no existe resistencia a la transferencia de masa pueden consultarse en
la Figura 6.2 donde se observa un comportamiento en el perfil muy semejante a los casos
anteriores, los valores para la concentracion en el fluido y la particula son muy similares,
esto se debe a que no existe resistencia externa a la transferencia de masa debido al valor
del Nimero de Biot.

El perfil de concentracion del fluido para ambos casos es muy similar, no es posible distin-
guir claramente una diferencia en los valores entre los casos. El perfil de concentraciéon en la
particula ofrece una minima diferencia en su valor maximo. Los cuatro perfiles reportados,
elevan sus valores de concentracion en 7 = 0.001 y alcanzan su valor maximo en 7 = 0.7. La
diferencia en el valor maximo para el perfil de la concentraciéon en la particula entre ambos

casos es alrededor de 0.3.

Hasta el momento se cuenta con cuatro perfiles de comportamiento de la concentracion
del fluido y de la particula en la superficie, es decir en & = 1.0. Los dos primeros casos para
valores de Biot = 1.0, donde existe una resistencia al transporte interfacial y para los dos
casos restantes donde el valor de Biot = 100.0 que implica un buen transporte en el sistema
y una minima resistencia al transporte interfacial, el efecto ocasionado por el transporte
interfacial se ve reflejado en la diferencia de valores entre la concentracion del fluido y la
particula. La diferencia de valores entre las concentraciones en la particula para los casos

con un mismo valor de Biot, se debe al Mddulo de Thiele.

El Modulo de Thiele es una relacion de la constante k de reaccién y el coeficiente de
difusiéon Dy, de tal forma que para el Caso 02 y Caso 04 se presenta una reaccién mas rapida
en comparacion con el Caso 01 y Caso 03 por tal motivo se espera que las concentraciones

de salida y de la particula sean menores en comparacion con los casos donde & = 2.0.

Para conocer el comportamiento de los cuatro perfiles de concentracion en el fluido para
la funcién de entrada tipo escalon se muestran en la Figura 6.3. Para observar con mayor
detalle las variaciones del perfil de concentracion del fluido a valores de alta concentracion,

se presenta la Figura 6.4.
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Los perfiles para la concentracién en la particula para los cuatro casos estudiados se
observan en la Figura 6.5. Los valores del perfil de la concentracion en la particula a diferentes

tiempos y para la concentracion en estado estacionario, Uj*®, se presentan en la Tabla 6.4.

De acuerdo a las graficas del articulo que presenta Marroquin y col., 2002, es posible
observar un comportamiento caracteristico para cada caso, los cambios en el perfil son mas
notorios en la concentracion en la particula de acuerdo a los parametros del Nimero de Biot
y el Moédulo de Thiele utilizados, para la concentracién en el fluido dicho comportamiento
no es tan perceptible a simple vista, por tal motivo se presenta la Tabla 6.3 de criterios
de analisis en el tiempo de los cuatro casos presentados para la concentracion en el fluido

utilizando la funcién escaldn.

Tabla 6.3: Evaluacion de la concentracién en el fluido en el tiempo para la funciéon escalon.

Biot = 1.0 Biot = 100.0
Criterios Caso 01 | Caso 02 | Caso 03 | Caso 04
®=2.0 | $=5.0 | ®=2.0 | ®=5.0
Us(r << 1) 0.9999 | 0.9951 | 0.9999 | 0.9992
Uﬁscalén(T >>1)| 0.9948 | 0.9872 | 0.9998 | 0.9989
Ug 0.9948 | 0.9921 | 0.9998 | 0.9996

La Tabla 6.3 muestra los resultados esperados, es posible diferenciar para ambos casos
cuando existe una mayor velocidad de reaccién debido a la diferencia en los valores de la
concentracion, valores mas bajos. Para el Caso 02 y Caso 04 es posible notar una pequena
disminucién en la concentracion del fluido en Ufscalén(f >> 1) y Uf* en comparacién con sus
respectivos pares y los valores encontrados para los Caso 01 y Caso 03 son mas cercanos
entre si. Sin embargo, no es posible decir que existe una diferencia notoria para los casos con
resistencia a la transferencia de masa, Caso 01 y Caso 02 en comparacién con los casos que
no presentan dicha resistencia, Caso 03 y Caso 04. De acuerdo a la Figura 6.4, los cuatro

perfiles alcanzan su valor maximo en un valor aproximado de 7 = 0.7.

En la Figura 6.5 es posible observar diferencias en el perfil de la particula para todos
los casos en comparacién con los perfiles de concentracion del fluido. Para la particula es
posible distinguir los casos donde no existe resistencia a la transferencia de masa, casos con
el valor de la concentracion mas altos y los casos donde no existe dicha resistencia, ademas,
para ambos pares de casos, es posible distinguir claramente las diferencias en los valores de
la concentracién en la particula por modificar el valor del Médulo de Thiele, para ® = 2.0, se
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Figura 6.3: Comparativo de la concentracion en el fluido en el tiempo (7) para diferentes
valores del Ntumero de Biot y el Médulo de Thiele con los parametros: v, = 0.1, 15, = 10.0,
70 = 0.0, Upo = 0.0, Upp = 0.0 para la funcién escalén.
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Figura 6.4: Zoom de comportamiento de la concentracion en el fluido para valores de alta
concentracién en el tiempo (7) para diferentes valores del Nuimero de Biot y el M6dulo de
Thiele con los pardmetros: 1, = 0.1, 9;, = 10.0, 79 = 0.0, Upo = 0.0, Upp = 0.0 para la
funcién escalon.
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Figura 6.5: Comportamiento de la concentraciéon de la particula, U, en £ = 1.0, en el tiempo
(1) para diferentes valores del Médulo de Thiele y Nimero Biot para los pardmetros: 1, =
0.1, ¥y, = 10.0, 79 = 0.0, Uso= 0.0, Upp = 0.0.

presentan valores mas altos de concentracién. Los cuatro perfiles alcanzan su maximo valor

en la concentracion en valores cercanos a 7 = 0.5.

La Tabla 6.4 presenta los valores del perfil de la concentracion de la particula en el tiempo
para los cuatro casos estudiados. En la tabla se agrega la concentracion de la particula en
estado estacionario, U;?, es posible ver que los valores son los mismos en los Caso 01 'y Caso
03 para U;* y 7 = 10.0. Para los valores de concentracion donde ® = 5.0, casos Caso 02y
Caso 0/ se observa que los valores no son tan similares para dichos puntos, posiblemente se

debe a la existencia de una raiz imaginaria.

Los perfiles de concentraciéon para los mismos casos modificando la funcién de entrada
para observar el comportamiento tipo oscilatorio donde UF = 1 + BH(1 — 79)Sin(wr) =
1+ H(7)Sin(bnT) se observan en las Figuras 6.6(a) a 6.6(d).

En el perfil de la concentracion en el fluido para la funcién oscilatoria se observa nueva-

mente un comportamiento muy semejante para los cuatro casos. Es posible distinguir una
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Tabla 6.4: Comparativo de para la concentracion en la particula en & = 1 a diferentes
tiempos para los cuatro casos estudiados para la funcién de entrada escalén utilizando los
parametros: ¢, = 0.1, ¥y, = 10.0, 79 = 0.0, Uyy =0.0, Upy = 0.0.

Biot = 1.0 Biot = 100.0

Criterios | Caso 01 | Caso 02 | Caso 03 | Caso 04

®=2.0 | ®=5.0 | =2.0 | ®=5.0
7=10.001 | 0.00024 | 0.00022 | 0.00728 | 0.00727
7=0.01 | 0.00717 | 0.00676 | 0.08612 | 0.08548
7=0.1 0.15102 | 0.10671 | 0.61624 | 0.60346
7=1.0 0.47816 | 0.19712 | 0.98922 | 0.96045
7=10.0 | 0.47953 | 0.19713 | 0.98927 | 0.96049
Uy’ 0.47953 | 0.19839 | 0.98926 | 0.96116

mayor amplitud para los casos cuando el Modulo de Thiele =5.0, posiblemente se deba a los
cambios bruscos de concentracion por el consumo de reactivo por tratarse de una reaccion
mas rapida, sin embargo los cuatro casos tiene un valor medio aproximado de Uy = 1.0. Para
la concentracion en la particula es més notorio observar diferencias, es posible distinguir val-
ores bajos de concentracién cuando existe resistencia al transporte de masa, para los casos
donde el Ntimero de Biot = 100.0, el valor del perfil de la particula es muy similar al del
fluido. Para el Caso 02 y Caso 0/ se observa valores menores en el perfil de concentracion,
esto se debe a que existe una reaccion que es mas rapida, los cambios en la concentracion
son mas notorios, que para los casos donde ® = 2. El analisis en diferentes tiempos para la

concentracion del fluido utilizando la funcién oscilatoria es mostrado en la Tabla 6.5.

Tabla 6.5: Evaluacion de la concentracion del fluido en el tiempo para la funcién oscilatoria.

Biot = 1.0 Biot = 100.0
Criterios Caso 01 | Caso 02 | Caso 03 | Caso 04
®=2.0 | =50 | ®=2.0 | P=5.0
Up(t << 1) | 0.9999 | 0.9951 | 0.9999 | 0.9992
Uz 0.9948 | 0.9921 | 0.9998 | 0.9996

La Tabla 6.5, muestra dos criterios en el tiempo para la funcién oscilatoria, como puede
observarse, para Uy(T << 1) y U$*, los valores mds cercanos para la concentracién del fluido

se encuentra para el Caso 03, los demas casos presentan valores muy similares.
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Figura 6.6: Comportamiento de la concentracion en el fluido en el tiempo (7) para la funciéon
de entrada oscilatoria donde UF, = 1+ SH(T — 79)Sin(wt) = 1 + H(7)Sin(577) utilizando
los parametros: ¢, = 0.1, ¥, = 10.0, 79 = 0.0, Uy = 0.0, U, = 0.0.

Los perfiles de concentracién del fluido y la particula para los cuatro casos estudiados
utilizando la funcién pulso: UF, = 1.0+6(7 —10) = 1.0+6(7 — 1.0) se presenta en las Figuras
6.7(a) a 6.7(d).

El perfil de concentracion del fluido y la concentracion en la particula para la funcion
pulso mostradas en la Figura 6.7 presenta comportamientos muy similares en comparacion
con las otras funciones. Para la concentracion del fluido se alcanza un valor maximo aproxi-
madamente de Uy = 11.0 en 7 = 1.0, posteriormente cerca de valores de 7 = 2.0, se vuelven
constantes los valores de la concentraciéon donde el valor de la concentraciéon se encuentra

muy proximo a 1.0. Para la concentracion en la particula, nuevamente se observa una difer-
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Figura 6.7: Comportamiento de la concentracion en el fluido en el tiempo (7) para la funciéon
de entrada pulso utilizando los parametros: v, = 0.1, ¥y, = 10.0, 79 = 0.0, Uyy = 0.0,
Uy = 0.0.

encia en los valores cuando existe resistencia a la transferencia de masa, los valores de la
concentracién para la particula son muy diferentes a los del fluido. Para el Caso 01 se alcanza
un valor méaximo aproximado de 2.2, para el Caso 02, un valor aproximado de 1.6. Los casos
donde existe un buen transporte de masa, se observa una concentracion de la particula muy
similar a la concentracién del fluido, para el Caso 03, el valor maximo en la concentracién
de la particula se observa aproximadamente de 9.8, para el Caso 04 un valor aproximado de
9.6, ambos en 7 = 1.0. Es posible distinguir también los dos casos donde ocurre una reaccién

mas rapida, por que se logra observar notablemente una diferencia de valores mas bajos en

la concentracién.
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El andlisis en el tiempo para la concentraciéon del fluido utilizando la funcién pulso se
observa en la Tabla 6.6.

Tabla 6.6: Evaluacion de la concentracion del fluido en el tiempo para la funcién pulso.
Biot = 1.0 Biot = 100.0

Criterios Caso 01 | Caso 02 | Caso 03 | Caso 04
®=2.0 | &=5.0 | &=2.0 | »=5.0
Ur(r << 1) | 0.9999 | 0.9951 | 0.9999 | 0.9992
Us® 0.9948 | 0.9921 | 0.9998 | 0.9996

La Tabla 6.6 ofrece informacién muy similar del comportamiento de la concentracion del
fluido con otras funciones de entrada. En la funcién pulso el perfil de la concentraciéon tiene
su maximo en 7 = 1.0 y posteriormente, en 7 = 1.2, la concentracion se vuelve constante en

valores cercanos a 1.0, en los cuatro casos estudiados.

De acuerdo a los experimentos realizados, fue posible observar las variaciones en los
perfiles al modificar el Ntimero de Biot y el Médulo de Thiele. El Nimero de Biot es un
numero adimensional relacionado con el transporte de masa, cuanto mayor sea el Ntumero
de Biot, mejor sera el transporte en el sistema, en el caso del Tanque Agitado, el efecto del
Numero de Biot se vio reflejado en el comportamiento del perfil de la concentracion de la
particula, cuando el transporte es malo, Biot = 1.0 la concentracion del fluido no llega a la
particula y se observa una diferencia en los valores de concentracion, conforme el Modulo de
Thiele aumenta, esa diferencia se incrementa. Para los casos donde el transporte de masa
es bueno, es decir, a partir de un Biot = 10.0 el transporte interfacial se incrementa y la
diferencia de valores entre la concentracion del fluido y la particula es menor, el Modulo
de Thiele también para estos casos también incrementa la diferencia. El Médulo de Thiele

presenta mayor efecto a medida que el Numero de Biot disminuye.

Una vez que se ha comprobado que los experimentos realizados son validos, porque se ha
logrado obtener los valores propios que reporta Marroquin y col., 2002 y las graficas para
las diferentes funciones, se propone una serie de experimentos que muestren el efecto de la

adsorcion « y posteriormente se evaluaran los efectos de los coeficientes de salto ¢; y ¢s.
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6.3 Efecto del Coeficiente de Adsorcion

Para estudiar el efecto de la adsorcion, se utilizan las ecuaciones obtenidas por el Método
Expansion en Series de Fourier desarrolladas en el Capitulo 5, las ecuaciones consideran la
existencia del efecto de adsorcion y las condiciones de salto. Las ecuaciones que Marroquin
y col., 2002 publican ya no pueden ser utilizadas porque no consideran dichos efectos. Para
estudiar el efecto del coeficiente de adsorcion, se requiere que « # 1, los coeficientes de salto
en el presente andalisis no son considerados, por lo tanto ¢; = ¢ = 0.0. La funcién de entrada
que se utiliza en el estudio del efecto del coeficiente de adsorcion es la funcién escalén, esto
se debe a que se facilita el andlisis por el comportamiento del perfil de concentraciones del

fluido y la particula.

El término « es un parametro adimensional que representa el Coeficiente de Adsorcion,
se encuentra relacionado con el area de la particula disponible para la adsorcion, a,, la
constante de adsorcion en el equilibrio, k., y la porosidad de la particula, . El coeficiente

de adsorcion esta definido de la siguiente forma:

Apkeq

o (1 N —) (6.15)

€

Los valores que reporta la literatura para los parametros que afectan el valor del coefi-

ciente de adsorcién son los siguientes:

e El drea volumétrica de la particula, a, con unidades: 75, éste pardmetro se maneja
con un valor aproximado de dﬁ. El valor de d, que es el diametro de la particula se
P

encuentra en un intervalo de [0.1 — 0.5] cm.

e La constante de adsorcion, k., adquiere valores menores a 100. Los valores cercanos
a 100 para la constante representa una alta adsorcion, es decir, un ntimero grande de

sitios disponibles para la adsorcion se encuentra ocupado por reactante.

e La porosidad de la particula ¢, se encuentra entre los valores de [0.25 — 0.35].

El coeficiente de adsorcion es un término que aparece en el sistema de ecuaciones, en la

ecuacion que describe el transporte en la particula, aparece multiplicando el cambio de la
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concentracion de la particula en el tiempo adimensional, por tal motivo, se espera que los
valores obtenidos en la concentracién del fluido y la particula para o = 1.0 en valores de

tiempo grandes sean valores muy semejantes a los valores a obtener para a # 1.0.

Es importante senalar que al modificarse el valor del coeficiente de adsorcién, es decir,
cuando « # 1.0, se modifica la ecuacién para encontrar las raices de A, al modificarse el
factor que afecta a la funcién Sen(A)/A, por lo tanto, es necesario analizar la condicion
para encontrar una raiz imaginaria cuando o # 1. Desarrollando la Ecuacién (6.5) cuando

. e . . /. . . 2
A — 0, se encuentra la condiciéon bajo la cual existe la raiz imaginaria: % > Vi,

Para conocer el efecto de la adsorcién sobre la concentracion del fluido en un sistema
Tanque Agitado, se proponen los experimentos para los casos en que no existe resistencia a
la transferencia de masa, es decir para valores de Biot = 10.0 con dos valores en el Médulo de

Thiele: 2.0 y 5.0 para una reaccion moderada y para una reaccion rapida respectivamente.

Se ha seleccionado un valor de o = 1,000.0 debido a que no se presentaron varia-
ciones apreciables para la concentracién del fluido con valores menores, incluso se estudié
la variacion de los valores propios al modificar los valores de a y del coeficiente D,,. Si fue
posible observar que existen diferencias en ambos al modificar el coeficiente de adsorcion,
sin embargo no fue posible apreciarlo en los perfiles de concentraciéon de salida obtenidos a
pesar de que el valor de a y A, se encuentran afectados por la exponencial en las ecuaciones
para obtener U (1) y U,(§, 7).

Experimentos a analizar para valores del Modulo de Thiele = 2.0
Caso A01 : o= 1.0

Caso A02 : o = 1,000.0

Experimentos a analizar para valores del Modulo de Thiele = 5.0
Caso A03 : o = 1.0

Caso A04 : o = 1,000.0

Los pardametros que permanecen constantes en el experimento son los siguientes:

Py =01 iy =100 70=00 Us=00 Up=00 ¢ =00 ¢ =00
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Los perfiles de concentracién del fluido y de la particula pueden apreciarse en las Figuras

6.8 v 6.9 para los Casos A01 y A02 y para los Casos A0S y A0/, respectivamente.

La Figura 6.8 ilustra el comportamiento de la concentracion del fluido y la particula
corresponde al Caso A01 y Caso A02. Para el perfil de concentracién en el fluido los dos
comportamientos se observan con valores muy similares, detenidamente es posible distinguir
una ligera variacién a concentraciones altas tomando el valor mayor para el Caso A01 donde
a = 1.0, comportamiento esperado aunque con expectativa de observar diferencias mas

notorias en los valores de la concentracion respecto al tiempo.

Para el perfil de la particula, la diferencia de valores es la esperada debido a que la
concentracion de la particula para o = 1,000.0 disminuye notablemente en el tiempo en

comparacion con el valor para o = 1.0.

Finalmente a tiempos grandes los perfiles de concentracion del fluido alcanzan el mismo
valor en 7 = 0.7, a partir de ese tiempo, el valor de las concentraciones es constante. Para el
perfil de concentracion de la particula, se observa un diferencia en el tiempo para alcanzar
el valor maximo de concentracion, para el Caso A01, el perfil alcanza su maximo valor en
7 = 0.5, para el Caso A02, en 7 = 200.0, a partir de dicho tiempo, ambas concentraciones

permanecen constantes con un valor aproximado de 0.9.

En la Figura 6.9 que correspondiente al Caso A03 y Caso A04, ilustra el comportamiento
de la concentracion en el fluido y la particula, nuevamente, los perfiles de la concentracién en
el fluido son muy similares, ambos perfiles alcanzan su maximo en 7 = 0.5 con un valor muy

cercano a 1.0 en la concentracion, valor que permanece constante a partir de dicho punto.

El perfil de concentracién en la particula si muestra una diferencia en los valores de con-
centracion al modificar el coeficiente de adsorcién. El perfil del Caso A03, presenta un valor
maximo en la concentracion en 7 = 0.5, para el Caso A04, el valor maximo de concentracién
se presenta en 7 = 70.0, a partir de dicho valor en el tiempo, ambos perfiles mantienen
constante el valor de concentracion méaximo alcanzado con un valor aproximadamente de

0.72.

La diferencia en los perfiles de concentracion en la particula entre ambas figuras se debe
a la variacion en el Mdédulo de Thiele, directamente relacionado con k de reaccién, provoca

que los valores de la concentracion en la particula para ambos casos sean menores cuando el
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valor del Moédulo de Thiele es mayor.

Tabla 6.7: Comparativo de para la concentracion del fluido a diferentes tiempos (7), para
los cuatro casos estudiados utilizando los pardmetros: Biot = 10.0, v, = 0.1, ¢, = 10.0, 7
= 0.0, Upo = 0.0, Upp = 0.0.

d =20 d =150
Criterios | Caso A01 | Caso A02 | Caso A03 | Caso A04
a=1.0 a=1,000.0 a=1.0 a=1,000.0
7 =0.001 | 0.00995 0.00995 0.00991 0.00995
7=0.01 0.09513 0.09512 0.09471 0.09512
7=0.1 0.63140 0.62965 0.62837 0.62965
7=1.0 0.99898 0.99259 0.99266 0.99257
7=10.0 0.99903 0.99597 0.99270 0.99570
Uy 0.99903 0.99903 0.99715 0.99715

Tabla 6.8: Comparativo para la concentracion en la particula en & = 1 a diferentes tiempos
(1), para los cuatro casos estudiados utilizando los parametros: Biot = 10.0, ¢, = 0.1, 1y,
= 10.0, 70 = 0.0, Uyo = 0.0, U,y = 0.0.

d =20 d =5.0
Criterios | Caso A0l | Caso A02 | Caso A03 | Caso A04
a=1.0 a=1,000.0 a=1.0 a=1,000.0
7=0.001 | 0.00199 0.00995 0.00194 0.00023
7 =0.010 | 0.04416 0.09512 0.04257 0.00291
7=0.100 | 0.49504 0.62965 0.42662 0.04966
7 =1.000 | 0.90202 0.99259 0.70874 0.26793
7 =10.00 | 0.90209 0.99597 0.70877 0.56795
Uy’ 0.99209 0.99209 0.71223 0.71223

En la Tabla 6.7 es posible consultar los valores de la concentracion del fluido para valores
especificos de tiempo. Para los Casos 01 y 02, es posible observar una gran similitud para los
valores de concentracién en el tiempo. Para los Casos 03 y 04, se presentan también valores
muy similares de concentracion en el tiempo, incluso para el Caso 04 donde Uj* muestra un

valor de 0.99715, valor se alcanzado a 7 = 150.0.

En la Tabla 6.8 es posible consultar los valores para la concentracion de la particula
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en el tiempo. Se observan diferentes valores en la concentraciéon para U,, los valores de
concentracion son mayores en el tiempo para los casos donde el valor de o = 1.0 y se observa
que el valor para U;*, es muy parecido al que se encuentra a 7 = 10.0. Analizando el Caso
A04 que presenta el valor de 0.71223 en la concentraciéon en Uj*, se alcanza un valor muy

cercano en la concentracion de 0.71308 en 7 = 270.0.

Para el sistema de Tanque Agitado, el efecto del coeficiente de adsorciéon no fue posible
observarlo en la concentracion del fluido, los valores de concentracion en el tiempo son muy
similares. Los valores de concentracion del fluido para los tiempos reportados en la Tabla
6.7 promedian una diferencia en los valores de concentracion de 0.0028 cuando el Modulo
de Thiele = 2.0, Casos A01 y A02. La diferencia en valores en la concentraciéon cuando el
Moédulo de Thiele = 5.0, Casos A03 y A0/ promedia un valor de 0.0001.

El efecto del coeficiente de adsorcién en la concentracion de la particula, produjo un
desplazamiento en el tiempo para alcanzar el valor maximo para tiempos grandes. Para los
casos reportados, a partir de 7 = 200.0 se obtiene el mismo valor de concentracién. A medida
que los valores de concentracién en la particula se incrementan, aumenta la diferencia en el
tiempo. La diferencia de valores en la concentracion de la particula en los tiempos reportados
en la Tabla 6.8 cuando ® = 2.0 tiene un promedio de 0.0756, para los Casos A03 y A0/, se
obtiene una diferencia promedio en la concentracion de 0.2000

6.4 Evaluacion de los Coeficientes de Salto

Los coeficientes de salto de reaccion y de adsorcion son representados en términos de coefi-
cientes efectivos, K g;!f, kif, respectivamente, estos coeficientes toman en cuenta las propiedades
de cada sistema multifasico de forma particular por considerar las propiedades de las fases
que lo integran. Los coeficientes estan definidos en funcién de las propiedades fisicoquimicas
de la microestructura de la particula porosa que contiene en su interior una fracciéon de
liquido o vacio y la microestructura de la inter-region. La inter-region es el lugar de tran-
sicion entre el fluido y la particula porosa, es un area importante porque ocurren cambios
abruptos en las propiedades de las fases del sistema.

En el sistema de ecuaciones, los coeficientes de salto se encuentran en la condicién de
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frontera en & = 1.0. El coeficiente de salto de reaccion, ¢, multiplica a la concentracion de la
particula. El coeficiente de salto de adsorcién ¢o, multiplica le cambio de la concentraciéon de
la particula respecto al tiempo. En la expresion de la concentracion del fluido que corresponde
a la Ecuaciéon 5.49 y la expresion de la concentracion en la particula que corresponde a la

Ecuaciéon 5.50, se han senalado las contribuciones de los coeficientes para ambas soluciones.
Es posible escribir los coeficientes de salto adimensionales de la siguiente forma:

Coeficiente de Salto de reaccion: l

¢ = P2 (6.16)
Tp
Coeficiente de Salto de adsorcién:
lp
¢ = (a—1)— (6.17)
Tp

Para el andlisis de los coeficientes de salto, se procede a estudiarlos de forma individual
con el fin de conocer el efecto particular de cada coeficiente, los experimentos se realizan
suponiendo que no existe resistencia al transporte de masa del fluido a la particula. Se
trabaja con un Numero de Biot = 10.0, con la finalidad de no tener limitaciones en el

transporte interfacial.

Los parametros que son considerados para evaluar numéricamente el efecto de los coefi-

cientes son:

e Ll drea volumétrica relacionada con el didmetro de la particula porosa a,, : [, L

e Las restricciones asociadas con la ecuacién de transporte efectivo en el didmetro de la

particula r, = 1031,

Para estudiar el efecto de los coeficientes de salto, se consideran los siguientes valores
¢ = 1.0 para el coeficiente de reaccién y ¢ = 1073(ac — 1) = 1.0 para el coeficiente de

adsorcion.
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6.4.1 Coeficiente de Salto de Reaccion

El coeficiente de reaccion que aparece en la condicién de salto es identificado como ¢,. Esta

definido por la siguiente ecuacion:

rT r
¢y = <LLP (6.18)
€yDey

Para conocer el impacto sobre Uf(7) y U,(&, T) es necesario considerar que no existe una
limitante por el transporte de masa, por lo tanto el Numero de Biot es: Biot = 10.0 y
también se considera el Modulo de Thiele = 2.0 para una velocidad de reaccién moderada
y Médulo de Thiele = 5.0 para una reaccion veloz, con estos valores serd posible conocer
si existe una dependencia del efecto del coeficiente de salto de reacciéon en funcion de la

velocidad de reaccion al no existir una limitante en el transporte de masa.

Los experimentos propuestos modificando el valor del Coeficiente de Adsorcion con Médulo
de Thiele = 2.0 son:

Experimentos con un valor de a = 1.0:
Caso CRO1: ¢1 = 0.0

Caso CR02: ¢1 = 1.0

Experimentos con un valor de o = 1, 000.0:
Caso CRO3: ¢, = 0.0

Caso CRO4: ¢, = 1.0

Los experimentos propuestos modificando el valor del Coeficiente de Adsorciéon con Médulo
de Thiele = 5.0 son:

Experimentos con un valor de o = 1.0:
Caso CR0O5: ¢1 = 0.0

Caso CRO6: ¢; = 1.0
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Experimentos con un valor de a = 1,000.0:
Caso CRO7: ¢1 = 0.0
Caso CROS: ¢1 = 1.0

Los experimentos propuestos para el andlisis seran de utilidad para el estudio de ambos

sistemas multifasicos, el Tanque Agitado y el Reactor tipo Batch.
Efecto en el Tanque Agitado

Para el Tanque Agitado, los parametros que permanecen constantes para los casos a

estudiar son:

Yy, = 0.1, 4, = 10.0, 7 =0.0, Usp = 0.0, Uy = 0.0, Biot=10.0

El perfil de concentracion obtenido en el fluido y la particula para los Casos CR0OI y
CR02, se muestra Figura 6.10 y el perfil de concentracion para los Casos CR03 y CR0/
donde o = 1,000.0 se muestran en la Figura 6.11.

Es posible observar en la Figura 6.10 que el efecto del Coeficiente de Salto de Reaccion
no es perceptible en el perfil de la concentracién en el fluido. Estudiando con mayor detalle
los valores propios y los valores del coeficiente D,, para casos especificos, como se presenta en
la Tabla 6.25, se observa que las variaciones son minimas al modificar el Coeficiente de Salto
de Reaccién, por tal motivo las variaciones que se presentan en el perfil mostrado no son
perceptible a la escala de la Figura 6.10, se requiere de un andlisis mas riguroso a tiempos

grandes, cercanos a 7 = 100.0 y valores de concentracién muy cercano a 1.0.

El comportamiento del perfil de la concentraciéon del fluido para los Casos CR01 y CR02
es muy semejante, ambos perfiles de concentracion incrementan el valor rapidamente en un
valor muy cercano a 7 = 0.001. El valor de Uf(7) se incrementa hasta observar un valor
maximo cercano a 1.0 en 7 = 0.6, a partir de ese valor en el tiempo, la concentracion se

mantiene constante para ambos perfiles.

Para la concentracién de la particula, el comportamiento en el perfil presenta mayor
variacion en comparacién con el perfil de concentracion del fluido. En la Figura 6.10, se

observa una diferencia de valores para el perfil de concentracion de la particula en el tiempo,
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Figura 6.10: Para el Tanque Agitado, comparativo de la concentracion en el fluido y en la
particula en & = 1.0 en el tiempo (7) para diferentes valores del Coeficiente de Salto de
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Figura 6.11: Para el Tanque Agitado, comparativo de la concentracion en el fluido y en la
particula en & = 1.0 en el tiempo (7) para diferentes valores del Coeficiente de Salto de
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particula en & = 1.0 en el tiempo (7) para diferentes valores del Coeficiente de Salto de
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Figura 6.13: Para el Tanque Agitado, comparativo de la concentracion en el fluido y en la
particula en & = 1.0 en el tiempo (7) para diferentes valores del Coeficiente de Salto de
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en ambas concentraciones se observa un valor en la concentracién mayor a 0.0 en un 7 =
0.002, ambas concentraciones crecen casi paralelamente hasta que la concentracion del Caso
CR02 donde se considera el coeficiente de salto de reaccién, presenta valores mayores en
la concentracién respecto al tiempo. Ambos perfiles de concentracion presentan el valor
maximo en 7 = 0.8. El valor maximo de concentracion alcanzado corresponde al Caso CR02
donde ¢; = 1.0, con un valor muy cercano a 1.0, para el Caso CR01 el valor maximo de
concentracion es 0.9. La diferencia en el valor de concentraciéon maxima que existe entre

ambos perfiles es alrededor de 0.1.

En la Figura 6.11, se observa el mismo comportamiento del perfil del fluido en com-
paracion con la figura anterior. El comportamiento de la particula presenta diferencias
considerables. Ambas concentraciones crecen en valores cercanos a 7 = 0.02 y crecen parale-
lamente hasta 7 = 2.0, el perfil de concentracion del Caso CR04 alcanza valores de concen-
tracién mas altos respecto al tiempo en comparacién con el Caso CR03, donde ¢, = 0.0. El
valor maximo es alcanzado en valores cercanos a 7 = 500.0, la diferencia entre ambas con-
centraciones es nuevamente de 0.1, dato que se esperaba observar. El efecto del coeficiente
de adsorcion nuevamente es observado por el desplazamiento en los perfiles de la concen-
tracion de la particula para alcanzar su valor maximo debido a que la adsorcién es mayor,

sin embargo, el valor de las concentraciones alcanzadas en su valor maximo es el mismo.

En la Figura 6.12 se presentan los Casos CR05 y CR06 donde o« = 1.0 y en la Figura
6.13 los Casos CR0O7 y CROS8 donde o = 1,000.0, los cuatro casos presentan un valor en el
Moédulo de Thiele para & = 5.0.

En las Figuras 6.12 y 6.13, los perfiles de la concentracién de la particula, si presentan
diferencias en los valores de concentracion respecto al tiempo, se observa una diferencia con
valores mayores para la concentracion que si considera el Coeficiente de Salto, Casos CR06
y CRO0S, la concentracion donde ¢y = 1.0, tiene un valor maximo muy cercano a 0.77 y para
los Casos CR05 vy CR0O7 donde ¢; = 0.0, se observa un valor maximo aproximadamente de
0.71, es decir, existe una diferencia entre ambas concentraciones aproximadamente de 0.06

para el valor maximo de concentracion a partir de un valor de 7 = 1.0.

El efecto del coeficiente de salto de reaccion en el modelo del Tanque Agitado fue posible
apreciarlo en la concentracién de la particula debido a las diferencia en los valores de con-

centracién. La diferencia mayor en el valor de la concentracién de la particula se observd
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para los casos donde el Médulo de Thiele = 2.0, con un valor aproximadamente de 0.1, para
los casos donde el Médulo de Thiele = 5.0, se obtuvo una diferencia aproximada de 0.06 de

concentracion.

En la Tabla 6.9 se presentan valores de concentracién del fluido a diferentes valores
de tiempo para los cuatro primeros casos. La tabla muestra valores muy semejantes en
todos los casos presentados cuando ® = 2.0. Se observa un ligero desplazamiento en los
valores para los Casos CR03 y CR0/, esto se debe al valor del Coeficiente de Adsorcién.
Para los Casos CR01 y CR02, el valor de la concentraciéon en 7 = 10.0, es muy similar
al obtenido por la solucién en estado estacionario, sin embargo, para los Casos CR0S y
CR04, la diferencia de concentracién entre dichos valores en el tiempo es mayor. El Caso
CR03 alcanza el valor obtenido presentado por U;® en un 7 = 470.0, y para el Caso CR0/
alcanza el valor obtenido presentado por U* en 7 = 740.0, es decir, la solucién obtenida
en estado estacionario, permite predecir los valores de concentracion en el tiempo de forma
muy acertada, es necesario considerar el efecto producido por el Coeficiente de Adsorciéon
que desplaza en el tiempo el valor maximo de concentracion a obtener para obtener una

buena aproximacion.

Se obtuvo una diferencia promedio en los valores de concentracion del fluido entre los
Casos CRO1 y CR02 de 0.00057, para los Casos CR03 y CR04 la diferencia promedio
obtenida es 0.00022.

Tabla 6.9: Para el Tanque Agitado Continuo, comparativo de la concentracion del fluido

a diferentes valores de tiempo para los cuatro casos estudiados utilizando los parametros:
Biot = 10.0, ® = 2.0, v, = 0.1, ¥y, = 10.0, 79 = 0.0, Uyo = 0.0, Uy = 0.0.

a=1.0 o = 1,000.0
Criterios | Caso CR01 | Caso CR02 | Caso CR03 | Caso CR04
¢1 = 0.0 ¢ = 1.0 ¢1 = 0.0 ¢1 = 1.0
7 =0.001 0.00995 0.00995 0.00995 0.00995
7=0.010 0.09513 0.09514 0.09512 0.09512
7 =0.100 0.63140 0.63155 0.62965 0.62965
7 = 1.000 0.99898 0.99988 0.99259 0.99264
7 =10.00 0.99903 0.99993 0.99527 0.99630
Us 0.99903 0.99993 0.99903 0.99993
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En la Tabla 6.10 se presentan valores de concentracion de la particula para valores es-
pecificos de tiempo para los casos donde el Médulo de Thiele = 2.0. Se observan valores
mayores en la concentracion para los casos donde se considera el Coeficiente de Salto de

Reaccion en comparacion con los casos donde ¢ = 0.0.

Se observa que los valores de concentracion para 7 = 10.0 y U;* para los Casos CR01 y
CR02 son iguales, sin embargo, se observan diferencias considerables para los Casos CR03 y
CR04, se reportan valores mayores de concentracion en U,*. Para el Caso CR03, en 7 = 670.0
se alcanza el valor de 0.90209, valor obtenido para la concentracion de la particula en estado
estacionario y para el Caso CR04 en 7 = 450.0, se obtiene el valor de 0.99252, el mismo
valor para U;*. El desplazamiento del valor alcanzado para la concentracion de la particula

en el estado estacionario se debe al efecto del Coeficiente de Adsorcién.

La diferencia promedio obtenida entre los Casos CR0I y CR02 es de 0.04486, para los
Casos CR03 y CR04 la diferencia promedio obtenida es 0.00681.

Tabla 6.10: Para el Tanque Agitado Continuo, comparativo para la concentraciéon en la
particula en ¢ = 1 a diferentes tiempos para los cuatro primeros casos estudiados utilizando
los parametros: Biot = 10.0, ® = 2.0, ¢, = 0.1, ¥, = 10.0, 79 = 0.0, Ugo = 0.0, Upp = 0.0.

a=1.0 a = 1,000.0
Criterios | Caso CRO0O1 | Caso CR02 | Caso CR03 | Caso CR04
pr=00 | ¢1=10 | ¢ =00 | ¢ =10
7 =0.001 0.00199 0.00202 0.00023 0.00023
7 =0.010 0.04416 0.04618 0.00291 0.00291
7 =0.100 0.49504 0.53643 0.04969 0.05002
7 = 1.000 0.90202 0.99243 0.26943 0.27565
7 =10.00 0.90209 0.99252 0.59494 0.62899
U, 0.90209 0.99252 0.90209 0.99252

En la Tabla 6.11 se observan los valores de la concentracion en el fluido para & = 5.0,
los valores reportados en la tabla son menores en comparacion con los valores de la Tabla
6.9 donde ® = 2.0, esto se debe al consumo de reactante por tratarse de una reaccién mas
rapida. Los valores de concentracion reportados para los cuatro casos con diferentes valores
de o son muy similares. Los valores obtenidos para la concentracién en estado estacionario,

son muy semejantes para 7 = 10.0. La diferencia promedio obtenida entre los Casos CR05
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y CRO6 es de 0.00382, para los Casos CR0O7 yv CROS la diferencia promedio obtenida es
0.0004.

Tabla 6.11: Para el Tanque Agitado Continuo, comparativo para la concentracion del fluido
a diferentes tiempos para los cuatro casos estudiados utilizando los parametros: Biot = 10.0,
® =5.0, ¢, = 0.1, ¢y, = 10.0, 79 = 0.0, Uso = 0.0, Upp = 0.0.

a=1.0 o = 1,000.0
Criterios | Caso CR05 | Caso CR06 | Caso CRO7 | Caso CROS8
o1 = 0.0 ¢ = 1.0 o1 = 0.0 ¢ = 1.0
7 =0.001 0.00991 0.00990 0.00995 0.00995
7 =0.010 0.09471 0.09464 0.09512 0.09512
7 =0.100 0.62837 0.62800 0.62965 0.62965
7 = 1.000 0.99266 0.99243 0.99257 0.99257
7 =10.00 0.99270 0.99247 0.99570 0.99570
Us 0.99715 0.99770 0.99715 0.99770

La Tabla 6.12 muestra los valores de la concentracion de la particula en valores de tiempo
especificos cuando ® = 5.0. Para los Casos CR07 y CR0S8 se presentan valores menores de
concentraciéon con respecto a los Casos CR05 y CR06 debido al Coeficiente de Adsorcién.
Los valores de concentracién mayores en los diferentes tiempos se observan en los Casos
CRO6 y CR0O8 que son los casos donde el Coeficiente de Salto de Reaccién es considerado,
es decir, ¢; = 1.0

La diferencia promedio obtenida entre los Casos CR05 y CR06 es de 0.02818, para los
Casos CR0O7 y CR0OS la diferencia promedio obtenida es 0.000006.

La diferencia promedio entre los valores de los casos reportados para la concentracion
del fluido y la particula en el tiempo, fue mayor en los casos donde v = 1.0, la diferencia
promedio para los casos donde o = 1, 000.0 es muy poco significativa. La diferencia promedio
mayor obtenida fue mayor cuando el valor de el Médulo de Thiele es = 2.0. Es decir, en el
modelo de Tanque Agitado se logré ver mayor efecto en el Coeficiente de Salto de Reaccion

cuando no se considera el efecto de adsorcion y cuando se tiene una reaccion moderada.
Efecto en el Reactor tipo Batch

Para el analisis en el Reactor tipo Batch, es necesario modificar los valores de los
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Tabla 6.12: Para el Tanque Agitado Continuo, comparativo para la concentraciéon en la
particula en & = 1 a diferentes tiempos para los cuatro casos estudiados utilizando los
parametros: Biot = 10.0, ® = 5.0, v, = 0.1, vy, = 10.0, 70 = 0.0, Uso = 0.0, U,y = 0.0.

a=1.0 a = 1,000.0
Criterios | Caso CR05 | Caso CR06 | Caso CRO7 | Caso CROS8
pr=00 | ¢1=10 | ¢ =00 | ¢ =10
7 =0.001 0.00194 0.00197 0.00023 0.00023
7 =0.010 0.04257 0.04440 0.00290 0.00290
7 =0.100 0.42662 0.45714 0.04969 0.04966
7 =1.000 0.70874 0.76300 0.26792 0.26792
7 =10.00 0.70877 0.76303 0.56795 0.56795
U, 0.71223 0.76743 0.71223 0.76743

pardametros que estdn relacionados con el intercambio en el fluido, v, y i, vy la concen-
tracion inicial del fluido, Uy. Los pardmetros que permanecen constantes para realizar los

experimentos simulando un Reactor tipo Batch son los siguientes:

Uy =09, Py, =0.001, 7 =00, Us =10, Uyp=00, Biot=10.0

Los perfiles de concentracién obtenidos para la concentracién del fluido y la particula para
el Reactor tipo Batch utilizando un Mdodulo de Thiele, ® = 2.0 se muestran Figura 6.14,
para los primeros dos casos con la funciéon de entrada tipo escalén y el perfil de concentracion

para los casos donde o = 1,000.0 se muestran en la Figura 6.15.

Es importante recordar que en este tipo de reactor se tiene una concentracién inicial en
el fluido, es decir Uy = 1.0, por tal motivo, las concentraciones en el fluido a diferencia
del tanque agitado comienzan en un tiempo inicial con un valor de 1.0. Una diferencia
importante en los pardmetros es ¥, = 0.9 que indica que existe mayor intercambio de masa
entre el fluido y la particula. El v;, = 0.001 corresponde al tiempo de residencia para un

Reactor tipo Batch.

En la Figura 6.14 se presenta el modelado de los Casos CR0O1 y CR02. Se observa que el
Reactor tipo Batch posee un comportamiento muy diferente en comparacion con el Tanque

Agitado. Los perfiles de concentracion del fluido inician en valores cercanos a 0.96 debido
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Figura 6.14: Para el Reactor tipo Batch, comparativo de la concentracion en el fluido y
en la particula en £ = 1.0 en el tiempo (7) para diferentes valores del Coeficiente de Salto
de Reaccion para a = 1.0, Médulo de Thiele = 2.0, Biot = 10.0, ¥, = 0.9, ¢y, = 0.001,
To = OO, Ufo = 10, Upo =0.0 y ¢2 =0.0.
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Figura 6.15: Para el Reactor tipo Batch, comparativo de la concentracion en el fluido y
en la particula en £ = 1.0 en el tiempo (7) para el Coeficiente de Salto de Reaccién para:
a = 1,000.0, Médulo de Thiele = 2.0, Biot = 10.0, ¥, = 0.9, ¥, = 0.001, 7 = 0.0,
Ufo = 1.0, Up(] =0.0 y ¢2 =0.0
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Figura 6.16: Para el Reactor tipo Batch, comparativo de la concentracion en el fluido y
en la particula en £ = 1.0 en el tiempo (7) para diferentes valores del Coeficiente de Salto
de Reaccion para a = 1.0, Médulo de Thiele = 5.0, Biot = 10.0, ¥, = 0.9, vy, = 0.001,
To = OO, Ufo = 10, Upo =0.0 y ¢2 =0.0.
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Figura 6.17: Para el Reactor tipo Batch, comparativo de la concentracion en el fluido y
en la particula en £ = 1.0 en el tiempo (7) para el Coeficiente de Salto de Reaccién para:
a = 1,000.0, Médulo de Thiele = 5.0, Biot = 10.0, v, = 0.9, ¥, = 0.001, 7 = 0.0,
Ufo = 1.0, Up(] =0.0 y ¢2 =0.0
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a que Upy = 1.0. En la figura se observan diferencias en el comportamiento para ambos
perfiles, para la concentracion en el fluido y la particula. Para el perfil de concentraciéon del
fluido, se observa que los valores del perfil para la concentracién respecto al tiempo cuando
¢1 = 0.0 son menores en comparacion con el perfil de concentracion cuando se considera el
Coeficiente de Reaccién. En la figura se observa que ambos perfiles de concentracion en el
fluido se comportan de forma muy similar, el comportamiento es casi paralelo hasta 7 = 0.2
donde los perfiles se separan, en la concentracién del fluido del Caso CR01 disminuyen los
valores de la concentracion respecto al tiempo, mientras que la concentracion del fluido del
Caso CR02 comienza a disminuir los valores de concentracion en valores muy cercanos a
7 =10.0.

El comportamiento de los perfiles de la particula también muestran diferencias notorias
conforme se incrementa el valor del tiempo. Ambos perfiles tienen un comportamiento
muy similar a la figura de una campana, ambos se comportan casi de forma paralela hasta
7 = 0.01, a partir de ese tiempo, los perfiles se modifican, para el Caso CR01, se alcanza
un valor maximo de concentracién cercano a 0.84 en 7 = 0.3 aproximadamente, el perfil de
concentracion del Caso CR02 alcanza su valor maximo de concentracion de 0.92, también

en un valor aproximado a 7 = 0.3.

Los valores finales en 7 = 1,000.0 para el perfil de concentracion del fluido y la particula
del Caso CROI1 tienden a un valor cercano a 0.0. El valor del para 7 = 1,000.0 para la

concentracion del fluido y la particula del Caso CR02 es aproximadamente de 0.12.

En la Figura 6.15 se presenta el modelado de los Casos CR03 y CR04. A diferencia de
la figura anterior, se observa que los comportamientos en el perfil de la concentracion del
fluido y la particula muy similares, para estos dos casos, el valor del Coeficiente de Adsorcién,
a = 1,000.0. Los perfiles de concentracion del fluido se comportan casi paralelamente, ambos
descienden los valores en el tiempo drasticamente en 7 = 0.1, en 7 = 1.0, llegan a un valor
de concentracion de 0.5. Es posible observar una tendencia de la concentracién a un valor
cercano a 0.2, valor que permanece constante a partir de 7 = 100.0. Es posible apreciar que

el perfil para el Caso CR03 presenta valores ligeramente mayores de concentracion.

El comportamiento del perfil de concentracién de la particula conserva la forma de cam-
pana pero es mucho mas pequena, alcanza un valor maximo de concentraciéon aproximada-

mente de 0.16 en 7 = 1.0, a partir de dicho punto, el valor de la concentraciéon desciende con
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una tendencia a 0.0 en 7 = 1,000.0. Es posible distinguir que existe una diferencia en los

valores de concentracion, donde elCaso C'R03, presenta los valores ligeramente mayores.

Los perfiles de concentracién obtenidos para la concentracion del fluido y la particula para
el Reactor tipo Batch utilizando un Moédulo de Thiele, ® = 5.0 se muestran Figura 6.16,
para los primeros dos casos con la funcién de entrada tipo escalén y el perfil de concentracién

para los casos donde o = 1,000.0 se muestran en la Figura 6.17.

Para los cuatro siguientes casos a observar donde el Modulo de Thiele tiene un valor de
5.0, los valores en los perfiles de concentracion del fluido y la particula, son muy similares.
En la Figura 6.16 se muestran los Casos CR05 y CR06. Los perfiles de concentracion lucen
casi paralelos en sus valores respecto al tiempo, inicialmente el valor de concentracion para
el Caso CROS es ligeramente mayor en comparacion con el Caso CR06 hasta que el valor de
concentracion desciende en un tiempo aproximado de 7 = 0.1, a partir de dicho valor en el
tiempo, el valor de la concentracién para el Caso CR06 es ligeramente mayor, ambos casos

tienden a un valor final de 0.0 en un 7 = 12.0.

La Figura 6.17 se presentan los Casos CR07 y CR08 es muy similar a la Figura 6.15,
ambas tienen un valor del Coeficiente de Adsorcién, a = 1,000.0. El comportamiento de los
perfiles de concentracion en el fluido y la particula con casi los mismos. El perfil de concen-
tracién del fluido no muestra diferencias notorias en la imagen. El perfil de concentracién
del fluido en tiempos pequenos comienza en 0.98 y permanece casi constante hasta aproxi-
madamente 7 = 0.01, a partir de dicho valor en el tiempo, los valores para la concentracion

descienden con una tendencia a 0.0, dicho valor se alcanza en 7 = 100.0.

El perfil de concentracion de la particula es casi el mismo, es posible distinguir una
pequena diferencia en el tiempo inicial, el perfil de concentracién para el Caso CRO7 se
observa con valores ligeramente menores que el Caso CR0S8 en tiempos pequenios, ambos
perfiles inician con un valor muy cercano a cero, permanecen constantes hasta 7 = 0.007
y a partir de dicho valor en el tiempo, los valores de concentracion de ambos perfiles se
incrementan hasta a llegar a un maximo valor en 7 = 1.0 de 0.15, desciende rdpidamente el

valor de la concentracién con tendencia a 0.0, valor que alcanza en 7 = 100.0.

En la Tabla 6.13 se observan los valores de concentracion del fluido respecto al tiempo
para los Casos CR01 a CRO0/. La tabla sirve como un complemento y una confirmacién del

comportamiento de los perfiles de concentracion del fluido de la Figuras 6.14 y 6.15 . Para
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los Casos CRO1 y CR02, existe muy poca diferencia en los valores de concentracién hasta
7 = 10.0 donde los perfiles se separan y se observa un valor menor de concentracion para el
Caso CRO1. Para los Casos CR03 y CR0/, los valores de concentracion de los perfiles son

practicamente los mismos.

Los casos que presentaron menores diferencias para los valores de concentracién para el
estado estacionario, Uf* y 7 = 100.00 fueron los Casos CR0O1 y CRO3

La diferencia promedio obtenida entre los valores del perfil de concentraciéon del fluido
para los valores de tiempo reportados en la tabla, Casos CR01 y CR02 es de 0.16899, para
los Casos CR03 y CR0/ la diferencia promedio obtenida es 0.01052.

Tabla 6.13: Para el Reactor tipo Batch, comparativo de para la concentracién del fluido a
diferentes tiempos para los cuatro casos estudiados utilizando los parametros: Biot = 10.0,
¢ = 2.0, ¢, = 0.9, ¥, = 0.001, 9 = 0.0, Upo = 0.0, Upp = 0.0.

a=1.0 o = 1,000.0
Criterios Caso CRO1 | Caso CR0O2 | Caso CR03 | Caso CR04
o1 = 0.0 ¢1 = 1.0 o1 = 0.0 ¢ = 1.0
7 =10.001 0.96130 0.95395 0.98257 0.96679
7 =0.010 0.95721 0.95002 0.97476 0.95897
7 =0.100 0.94085 0.93858 0.90342 0.88766
7 = 1.000 0.86804 0.92933 0.48283 0.46896
7 =10.00 0.40294 0.87666 0.06560 0.06107
7 = 100.00 0.01104 0.50676 0.01742 0.02004
Uz 0.01132 0.13043 0.01132 0.13043

En la Tabla 6.14 se observan los valores de concentracion del fluido respecto al tiempo
para los Casos CR01 a CR04. El Caso CR0OI presenté valores de concentraciéon menores en
comparacion con el Caso CR02. Los Casos CR03 y CR04 presentaron valores més similares

de concentracion en el tiempo.

Los casos que presentaron menores diferencias para los valores de concentracién para el
estado estacionario, U;* y 7 = 100.00 fueron los Casos CR01 y CR03. El Caso CR02 fue el
caso que presentd mayores diferencias.

La diferencia promedio obtenida entre los valores del perfil de concentracion para la
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particula para los valores de tiempo reportados en la tabla Casos CR01 y CR02 es de
0.20482, para los Casos CR03 y CR04 la diferencia promedio obtenida es 0.00045.

Tabla 6.14: Para el Reactor tipo Batch, comparativo de para la concentracion en la particula
en £ = 1 a diferentes tiempos para los cuatro casos estudiados utilizando los parametros:
Biot = 10.0, ® = 2.0, v, = 0.9, vy, = 0.001, 79 = 0.0, Uy = 0.0, Uy = 0.0.

a=1.0 o = 1,000.0
Criterios | Caso CR01 | Caso CR02 | Caso CR03 | Caso CR04
¢1 = 0.0 ¢ = 1.0 ¢1 = 0.0 ¢1 = 1.0
7 =10.001 0.24815 0.24433 0.00674 -0.00911
7=0.010 0.56164 0.58717 0.02045 0.00468
7 =0.100 0.80731 0.87813 0.08221 0.06718
7 = 1.000 0.78516 0.92257 0.15756 0.14669
7 =10.00 0.36446 0.87029 0.05946 0.05526
7 =100.0 0.00997 0.50306 0.01625 0.01894
U;s 0.01022 0.12946 0.01022 0.12946

En la Tabla 6.15 se observan los valores de concentracion del fluido respecto al tiempo
para los Casos CR05 a CROS.

Para los Casos CR05 y CR06, se observan valores de concentraciéon menores para el
Caso CR0S5 en todos los tiempos reportados. Para los Casos CR0O7 y CR0S, los valores de

concentracion de los perfiles son practicamente los mismos.

Los cuatro casos que presentados reportan valores de concentracién de muy poca difer-

encia ente el valor en tiempo para el estado estacionario, U3* y 7 = 100.00.

La diferencia promedio obtenida entre los valores del perfil de concentracion del fluido
para los valores de tiempo reportados en la tabla Casos CR05 y CR06 es de 0.01142, para
los Casos CRO7 y CROS la diferencia promedio obtenida es 0.01139.

En la Tabla 6.16 se observan los valores de concentracion del fluido respecto al tiempo
para los Casos CR05 a CROS.

Los Casos CR05 y CR06 presentaron diferencias en los valores de concentracion respecto
al tiempo, para los Casos CR0O7 y CRO0S, la diferencia es ligeramente menor en los valores

de concentracion. También para estos casos se observan valores muy bajos de concentracion,
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Tabla 6.15: Para el Reactor tipo Batch, comparativo de para la concentracién del fluido a
diferentes tiempos para los cuatro casos estudiados utilizando los parametros: Biot = 10.0,
® = 5.0, ¢, = 0.9, ¥y, = 0.001, 79 = 0.0, Uso = 0.0, Upp = 0.0.

a=1.0 a = 1,000.0
Criterios | Caso CR05 | Caso CR06 | Caso CRO7 | Caso CROS8
pr=00 | ¢1=10 | ¢ =00 | ¢ =10
7 =0.001 0.96409 0.95876 0.97797 0.96124
7 =0.010 0.95994 0.95478 0.97016 0.95343
7 =0.100 0.93598 0.93470 0.89885 0.88218
7 =1.000 0.74344 0.77613 0.47823 0.46371
7 =10.00 0.07695 0.12369 0.05520 0.05119
7 =100.0 0.00374 0.00460 0.00469 0.00502
Us® 0.00387 0.00479 0.00387 0.00479

aunque los datos son parecidos a los Casos CR03 y CR04, se observan valores menores
debido a que el Médulo de Thiele = 5.0. En el Caso CR04, se registran dos valores negativos
para los tiempos 7 = 0.001 y 7 = 0.010.

Los casos que presentaron menores diferencias para los valores de concentracién para el
estado estacionario, U;* y 7 = 100.00 fueron los Casos CR0O1 y CR04. El Caso CR0Z2 fue el

caso que presentd mayores diferencias.

La diferencia promedio obtenida entre los valores del perfil de concentracion para la
particula para los valores de tiempo reportados en la Tabla 6.16 fueron: Para los Casos
CR05 y CR0O6 de 0.03051, para los Casos CR07 y CR0S la diferencia promedio obtenida es
0.01048.

En el sistema multifasico modelando al Reactor tipo Batch se observd que para un valor
del Coeficiente de Adsorciéon grande, o = 1,000.0, no fue posible observar el efecto del

Coeficiente de Salto de Reaccién, ¢; en el perfil de concentracién del fluido ni de la particula.

El efecto mayor del Coeficiente de Salto de Reaccion, ¢, sobre el perfil de concentracion
del fluido y la particula fue posible observarlo en la Figura ?? que corresponde a los Casos
CRO1 y CR02 donde a« = 1.0 y & = 2.0, el efecto se observa también aunque en menor
medida en la Figura 6.16 para los Casos CR05 y CR06 donde a« =1.0y ® = 5.0
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Tabla 6.16: Para el Reactor tipo Batch, comparativo de para la concentracion en la particula
en ¢ = 1 a diferentes tiempos para los cuatro casos estudiados utilizando los pardmetros:

Biot = 10.0, ® = 5.0, ¥, = 0.9, ¢, = 0.001, 79 = 0.0, Usy = 0.0, U,o = 0.0.

a=1.0 a = 1,000.0
Criterios | Caso CR05 | Caso CR06 | Caso CRO7 | Caso CROS8
pr=00 | ¢1=10 | ¢ =00 | ¢ =10
7 =0.001 0.25559 0.25632 0.00262 -0.01383
7 =0.010 0.54357 0.56912 0.01633 -0.00003
7 =0.100 0.66766 0.71755 0.07806 0.06247
7 =1.000 0.53199 0.59795 0.15251 0.14129
7 =10.00 0.05506 0.09529 0.04861 0.04500
7 =100.0 0.00267 0.00335 0.00355 0.00390
Uy 0.00277 0.00369 0.00277 0.00369

Para los Casos CR01 y CR02, el efecto del Coeficiente de Salto de Reaccion se observé
en el perfil de la concentracién del fluido y la particula, los datos de menor valor en la
concentracién respecto al tiempo fueron para el Caso CR0OI. En 7 = 1,000.0 para el perfil
de concentracién del fluido se encontré una diferencia importante en los valores de concen-
tracion, 0.11396, es decir, al despreciar el Coeficiente de Salto de Reaccion el porcentaje
del valor de concentracién que se estd considerando es de 91.28%, ¢, La diferencia de val-
ores para la particula es 0.11501 y el porcentaje de valor en la concentracion que se esta
considerando es de: 91.13%.

6.4.2 Coeficiente de Salto de Adsorcion

El coeficiente de adsorcién contenido en la condicién de frontera se identifica: ¢o, al igual
que en la evaluacion de ¢q, se trabaja con valor de Biot = 10.0 donde no existe resistencia
a la transferencia de masa. El Mdédulo de Thiele continua con los dos valores propuestos: ®
=20y ® = 5.0. Se desea conocer si existe algiin tipo de relacion entre entre el Modulo de
Thiele y el Coeficiente de Adsorcion en el efecto del Coeficiente de Salto de Adsorcién para

los casos donde no existe resistencia a la transferencia de masa.

Los experimentos propuestos modificando el valor del Coeficiente de Adsorcién con Médulo
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de Thiele = 2.0 son:
Experimentos con un valor de a = 1.0:
Caso CA01: ¢ = 0.0
Caso CA02: ¢ = 1.0
Experimentos con un valor de o = 1,000.0:
Caso CA03: ¢ = 0.0
Caso CA04: ¢ = 1.0

Los experimentos propuestos modificando el valor del Coeficiente de Adsorcion con Médulo
de Thiele = 5.0 son:

Experimentos con un valor de o = 1.0:

Caso CA05: ¢ = 0.0

Caso CA06: ¢ = 1.0

Experimentos con un valor de o = 1,000.0:

Caso CAO7: ¢ = 0.0

Caso CA08: ¢ = 1.0

Dichos experimentos son para ambos sistemas multifasicos.
Efecto en el Tanque Agitado

Para el Tanque Agitado se fijan los siguientes parametros:

=01, Uip=10.0, 7=0.0, Up=0.0, U,=0.0, Biot=10.0, ® =20

En los siguientes experimentos para el Tanque Agitado, es posible esperar un compor-
tamiento del perfil de la concentracion del fluido muy similar al obtenido al modificar el

Coeficiente de Salto de Reaccién, con muy pocas variaciones, sin embargo, si se esperan
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cambios en el comportamiento del perfil de la concentracion de la particula.

Los perfiles de concentracién obtenidos con un valor del Médulo de Thiele = 2.0 para los
Casos CA01 y CA02 se muestran en la Figura 6.18, posteriormente la Figura 6.19 muestra
el comportamiento para los Casos CA03 y CA04, donde v = 1,000.0.

En la Figura 6.18, se observan los perfiles de concentracién del fluido y la particula
respecto al tiempo. Los perfiles de concentracién del fluido muestran un comportamiento
muy similar, comportamiento esperado. Ambos perfiles alcanzan su valor maximo de con-
centraciéon en 7 = (0.7, un valor muy cercano a 1.0, no existe diferencia notable entre los
valores maximos de los perfiles. En la concentracién de particula, la diferencia de valores es
notoria, nuevamente, para valores donde el Coeficiente de Salto de Adsorciéon es considerado
se observa un efecto en la concentracién disminuyendo sus valores al adsorber el reactante,
es decir, si existe un efecto al considerar el fenémeno interfacial en la particula aunque no
sea reflejado en la concentraciéon de salida del Tanque Agitado. El valor de concentracién
maximo para el Caso CA01 es aproximadamente de 0.9 que tiene lugar en 7 = 0.7, para el
Caso CA02 se observa un valor aproximado de 0.53 alcanzado en un valor aproximado de
T=0.7.

En la Figura 6.19 es posible observar que el efecto de los coeficientes de salto no es
significativo sobre la concentracién del fluido para los Casos CA01 y CA02. Tampoco es
posible observar un efecto significativo para la concentracién en la particula como en la figura
anterior, esto posiblemente se debe al valor de a = 1,000.0, donde la K., de adsorcién es
grande, lo que indica que rapidamente se adsorbe el reactante en el area disponible en la
particula, por lo que el efecto producido por la adsorciéon es mayor que el efecto producido

por el coeficiente de salto de adsorcién, o adsorcion interfacial.

En la 6.20, se presentan los perfiles de concentracion del fluido y la particula para los
Casos CA05 y CA06. El comportamiento del perfil de concentracién del fluido es muy similar
y no es posible observar una diferencia. El comportamiento del perfil de concentracién de
la particula muestra diferencias significativas como en la Figura 6.18. En ambos perfiles se
observa que inician con valores muy cercanos a 0.0 y que elevan su valor lentamente, en 7 =
0.01 comienzan las diferencias en los perfiles. Para el Caso CA05 los valores de concentracion
del perfil son mayores en comparacién con el Caso CA06, en un valor aproximadamente de

7 = 0.05, se alcanza el valor maximo de concentracién, un valor de 0.71, a partir de ese
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Figura 6.18: Para el Tanque Agitado, comparativo de la concentracién en el fluido y en
la particula en £ = 1.0 en el tiempo (7) para diferentes valores del Coeficiente de Salto
de Adsorcién para :o = 1.0, Médulo de Thiele = 2.0, Biot = 10.0, ¢, = 0.1, ¥, = 10.0,
To = OO, Ufo = OO, Upo =0.0 y §Z51 =0.0.
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Figura 6.19: Para el Tanque Agitado, comparativo de la concentracion en el fluido y en la
particula en & = 1.0 en el tiempo (7) para diferentes valores del Coeficiente de Salto de
Adsorcién para: o = 1,000.0, Médulo de Thiele = 2.0, Biot = 10.0, ¢, = 0.1, v, = 10.0,
70 = 0.0, Upo = 0.0, Upg = 0.0 y ¢1 = 0.0.
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Figura 6.20: Para el Tanque Agitado, comparativo de la concentracion en el fluido y en la
particula en & = 1.0 en el tiempo (7) para diferentes valores del Coeficiente de Salto de
Adsorcién para: o = 1.0, Médulo de Thiele = 5.0, Biot = 10.0, v, = 0.1, ¥, = 10.0,

To = OO, Ufo = OO, Upo =0.0 y §Z51 =0.0.
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Figura 6.21: Para el Tanque Agitado, comparativo de la concentracion en el fluido y en la
particula en & = 1.0 en el tiempo (7) para diferentes valores del Coeficiente de Salto de
Adsorcién para: o = 1,000.0, Médulo de Thiele = 5.0, Biot = 10.0, ¢, = 0.1, v, = 10.0,

T0 — OO, Uf(] = OO, Up(] =0.0 y ¢1 = 0.0.
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tiempo, el valor de la concentracion permanece constante. En el Caso CA06, se presenta un
valor maximo de concentracion en 7 = 0.05 con un valor aproximadamente cercano a 0.43,

el valor de concentracion a partir de 7 = 0.05, permanece constante.

En la Figura 6.21 se presentan los perfiles de concentracion del fluido y la particula para
los Casos CA07 y CAO0S8. Nuevamente, el comportamiento del perfil de concentraciéon del
fluido es muy similar y no es posible observar una diferencia. El comportamiento de ambos
perfiles es muy similar al de la Figura 6.19. El perfil de concentraciéon de la particula presenta
un comportamiento similar para ambos casos. Ambos perfiles alcanzan un valor maximo que
se mantiene constante en 7 = 70.0 con un valor aproximado de 0.71. La diferencia de valores

de la concentracion de la particula en comparacion con la Figura 6.19, se debe al Médulo de
Thiele.

En la Tabla 6.17 se presentan valores de concentracion del fluido a diferentes tiempos, se
comprueba que los valores de concentracion son muy parecidos en todos los casos presentados,
los valores ligeramente mayores se presentan en los Casos CR02 y CR04, donde o = 1, 000.0,
informacién que no es posible obtener de la Figuras 6.18 y 6.19 debido a que los perfiles
lucen muy semejantes en sus valores. Se obtuvo una diferencia promedio en los valores de
concentracion del fluido entre los Casos CR01 y CR02 es de 0.00045, para los Casos CR03
y CR04 la diferencia promedio obtenida es 0.00002.

Tabla 6.17: Para el Tanque Agitado Continuo, comparativo para la concentracion del fluido
a diferentes tiempos para los cuatro primeros casos estudiados utilizando los parametros:
Biot = 10.0, ® = 2.0, ¢, = 0.1, ¢y, = 10.0, 79 = 0.0, Uso = 0.0, Upp = 0.0.

a=1.0 a = 1,000.0
Criterios | Caso CAO01 | Caso CA02 | Caso CA03 | Caso CA04
by =00 | =10 | da=00 | ¢ =10
7 =0.001 0.00995 0.00997 0.00995 0.00995
7 =0.010 0.09513 0.09534 0.09512 0.09512
7 =0.100 0.63140 0.63216 0.62965 0.62968
7 = 1.000 0.99898 0.99737 0.99259 0.99264
7 =10.00 0.99903 0.99741 0.99597 0.99598

En la Tabla 6.18 se presentan valores de concentraciéon en la particula para diferentes

valores de tiempo. En los perfiles de concentracion de los Casos CA01 y CA02, es posible
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observar una diferencia en los valores que aumenta conforme se incrementa el valor del
tiempo a partir de 7 = 0.10, por los valores de concentracion mostrados en 7 = 1.0 y
7 = 10.0, se deduce que el perfil ha llegado a un valor méximo que es constante con variaciones
despreciables. El comportamiento de la concentracién de la particula en los Casos CA03
y CA04, presenta muy ligeras variaciones en el valor de concentracién para los diferentes
tiempos, para estos casos, no es posible afirmar que ha llegado a su maximo valor, ademas se
ha utilizado un valor de o = 1,000.0 lo que indica que desplaza el perfil de concentracion en
el tiempo, es decir se requiere de mayor cantidad de tiempo para alcanzar su valor maximo
de concentracién. Se obtuvo una diferencia promedio en los valores de concentracion de la
particula entre los Casos CR0O1 y CR02 es de 0.18325, para los Casos CR03 vy CR04 la
diferencia promedio obtenida es 0.00267.

Tabla 6.18: Para el Tanque Agitado Continuo, comparativo para la concentraciéon en la
particula en ¢ = 1 a diferentes tiempos para los cuatro primeros casos estudiados utilizando
los parametros: Biot = 10.0, ® = 2.0, ¢, = 0.1, ¥, = 10.0, 79 = 0.0, Ugo = 0.0, Upy = 0.0.

a=1.0 a = 1,000.0
Criterios | Caso CAO01 | Caso CA02 | Caso CA03 | Caso CA04
by =00 | =10 | da=00 | ¢ =10
7 =0.001 0.00199 0.00489 0.00023 0.00034
7 =0.010 0.04416 0.04717 0.00291 0.00390
7 =0.100 0.49504 0.32424 0.04969 0.05526
7 = 1.000 0.90202 0.52687 0.26943 0.27470
7 =10.00 0.90209 0.52689 0.59494 0.59635

En la Tabla 6.19 se presentan valores de concentraciéon del fluido a diferentes tiempos para
los Casos CR05 al CROS, se comprueba que los valores de concentracion son muy parecidos
en todos los casos. Los valores ligeramente mayores se presentan en los Casos CR06 y CR0S,
donde v = 1,000.0. La diferencia de valores de concentracién mayor se aprecia en los Casos
CR05 y CR06. Se obtuvo una diferencia promedio en los valores de concentraciéon del fluido
entre los Casos CR05 v CR06 es de 0.00136, para los Casos CR07 y CR0S8 la diferencia
promedio obtenida es 0.00002.

En la Tabla 6.20 se presentan valores de concentraciéon en la particula para diferentes
valores de tiempo de los Casos CA05 al CA0S. En los valores de los perfiles de concentracién

de los Casos CA01 y CA02, es posible observar una diferencia significativa, los valores son
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Tabla 6.19: Para el Tanque Agitado Continuo, comparativo para la concentracion del fluido
a diferentes tiempos utilizando los parametros: Biot = 10.0, ® = 5.0, ¥, = 0.1, 1;, = 10.0,
T0 = 00, Uf(] == 00, Upo = 0.0.

a=1.0 a = 1,000.0
Criterios | Caso CA05 | Caso CA06 | Caso CA07 | Caso CA0S8
by =00 | =10 | da=00 | ¢ =10
7 =0.001 0.00991 0.00995 0.00995 0.00995
7 =0.010 0.09471 0.09516 0.09512 0.09512
7 =0.100 0.62837 0.63080 0.62965 0.62968
7 = 1.000 0.99266 0.99460 0.99257 0.99263
7 =10.00 0.99270 0.99464 0.99570 0.99571

mayores para el Caso CA05 en todos los valores de tiempo. Por los valores presentados en
7 =10y 7 = 10.0, se deduce que el perfil ha llegado a un valor maximo que es constante
con variaciones despreciables. El valor maximo alcanzado corresponde al Caso CA05, la

diferencia entre los valores maximos de ambos casos para 7 = 10.0 es de 0.27666.

El comportamiento del perfil de concentraciéon de la particula para los Casos CA07 y
CAO08, presenta muy ligeras variaciones en el valor de concentracion para los diferentes
tiempos, para estos casos, no es posible afirmar que ha llegado a su maximo valor porque
posiblemente a tiempos mayores se presenten valores de concentraciéon mas altos, ademas se
ha utilizado un valor de o = 1,000.0 lo que indica que desplaza perfil de concentracién para

alcanzar el maximo nivel de concentracién en el tiempo.

La diferencia promedio obtenida para los valores de concentracion de la particula entre
los Casos CR05 y CRO6 es de 0.14118, para los Casos CR07 y CR0S la diferencia promedio
obtenida es 0.00258.

El efecto del Coeficiente de Salto de Adsorcién en el sistema multifasico para Tanque
Agitado no fue posible observarlo en la concentracion del fluido para los ocho casos estudi-
ados. El efecto del Coeficiente de Salto de Adsorciéon para la concentracion de la particula
fue posible observarlo para un valor de @ = 1.0, no se presenté el efecto para un valor de
a = 1,000.0. Para los casos estudiados cuando o = 1.0, es decir, los Casos CA01 y CA02
donde el Mdédulo de Thiele = 2.0 y para los Casos CA05 y CA06 donde & = 5.0, se obser-

van valores menores de concentracién para los casos donde ¢, = 1.0, la diferencia es mayor
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Tabla 6.20: Para el Tanque Agitado Continuo, comparativo para la concentraciéon en la
particula en £ = 1 a diferentes tiempos utilizando los parametros: Biot = 10.0, ® = 5.0, 9,
= 01, wm = 100, To — 00, Uf() = 00, Up(] = 0.0.

a=1.0 a = 1,000.0
Criterios | Caso CA05 | Caso CA06 | Caso CA07 | Caso CA0S8
by =00 | =10 | da=00 | ¢ =10
7 =0.001 0.00194 0.00425 0.00023 0.00034
7 =0.010 0.04257 0.04086 0.00291 0.00390
7 =0.100 0.42662 0.27344 0.04966 0.05523
7 = 1.000 0.70874 0.43209 0.26792 0.27308
7 =10.00 0.70877 0.43211 0.56795 0.56903

cuando ® = 2.0.

Para los Casos CA01 y CA02, en el valor de concentracién en tiempos grandes, se
considera 41.7% extra en la concentracién de la particula por despreciar el Coeficiente de
Salto de Adsorcién. La diferencia promedio obtenida para los valores de concentracién en la

particula en los valores de tiempo reportados en la Tabla 6.18 es de 0.18325.

Para Casos CA05 y CA06 donde ® = 5.0 la diferencia promedio obtenida para los valores
de concentracion en la particula en los valores de tiempo reportados en la Tabla 6.20 es de
0.14118. Para estos casos se considera un 39.0% extra de valor en la concentracién por

despreciar el Coeficiente de Salto de Adsorcion.

El efecto de ¢, sobre la concentracion de la particula, disminuye al aumentar la rapidez

de reaccion, el Modulo de Thiele y es despreciable para valores de adsorcién grandes.
Efecto en el Reactor tipo Batch

Para el analisis en el Reactor tipo Batch los pardmetros fijo para estudiar los cuatro casos

SOOI

Py, =09, hyu=0001, 75=00, Usp=10, Up=00, Biot=10.0, &=2.0

El perfil de concentracién obtenido para el fluido y la particula para los primeros dos casos
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Figura 6.22: Para el Reactor tipo Batch, comparativo de la concentraciéon en el fluido y en
la particula en £ = 1.0 en el tiempo (7) para diferentes valores del Coeficiente de Salto de
Adsorcién para: a = 1.0, Médulo de Thiele = 2.0, Biot = 10.0, ¢, = 0.9, v, = 0.001,
To = OO, Ufo = 10, Upo =0.0 y ¢1 =0.0.
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Figura 6.23: Para el Reactor tipo Batch, comparativo de la concentraciéon en el fluido y en
la particula en £ = 1.0 en el tiempo (7) para diferentes valores del coeficiente de Salto de
Adsorcién para: a = 1,000.0, Médulo de Thiele = 2.0, Biot = 10.0, v, = 0.9, 1, = 0.001,
70 = 0.0, Upop = 1.0, Upg = 0.0 y ¢ = 0.0.
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Figura 6.24: Para el Reactor tipo Batch, comparativo de la concentraciéon en el fluido y en
la particula en £ = 1.0 en el tiempo (7) para diferentes valores del Coeficiente de Salto de
Adsorcién para: a = 1.0, Médulo de Thiele = 5.0, Biot = 10.0, ¢, = 0.9, v, = 0.001,
To = OO, Ufo = 10, Upo =0.0 y §Z51 =0.0.
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Figura 6.25: Para el Reactor tipo Batch, comparativo de la concentraciéon en el fluido y en
la particula en £ = 1.0 en el tiempo (7) para diferentes valores del coeficiente de Salto de
Adsorcién para: a = 1,000.0, Médulo de Thiele = 5.0, Biot = 10.0, v, = 0.9, 1, = 0.001,
70 = 0.0, Uso = 1.0, Upyo = 0.0 y ¢y = 0.0.
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con la funcion de entrada tipo escalén se muestra Figura 6.22 y el perfil de concentracion

para los casos donde av = 1,000.0 se muestran en la Figura 6.23.

En la Figura 6.22, se observa una diferencia en ambos perfiles de concentraciéon, tanto
para el fluido como para la particula. Para el fluido se observa un mismo perfil de compor-
tamiento aunque una diferencia de valores de concentracion, para el caso donde se considera
el coeficiente de salto, el intercambio con la particula se incrementa, lo que explica una dis-
minucién de concentracion, se presenta un aumento en la concentracion de reactante en la

particula.

En la Figura 6.23, se observa que la diferencia en las los valores de la concentraciéon para
la particula y el fluido no son tan notorias como la observada en la Figura 6.22, para el fluido
se presenta el mismo perfil, para la particula continua el mismo comportamiento que en el
caso anterior solo que a valores mucho menores debido al valor de «, donde existe una rapida

adsorciéon y disminuye rapidamente la concentracion del reactante en la particula.

En la Tabla 6.21 se observan los valores de concentracion del fluido respecto al tiempo
para los Casos CA01 a CA0/.

La diferencia promedio obtenida entre los valores del perfil de concentraciéon del fluido
para los valores de tiempo reportados en la Tabla 6.21 para los Casos CA01 y CA02 es de
0.04076, para los Casos CA03 y CA0/4 la diferencia promedio obtenida es 0.00065.

Tabla 6.21: Para el Reactor tipo Batch, comparativo para la concentracion del fluido a
diferentes tiempos para los cuatro primeros casos estudiados utilizando los parametros:
Biot = 10.0, ® = 2.0, ¢, = 0.9, ¢, = 0.001, 79 = 0.0, Uyy =1.0, Upp = 0.0.

a=1.0 a = 1,000.0
Criterios | Caso CA01 | Caso CA02 | Caso CA03 | Caso CA04
¢o = 0.0 ¢o = 1.0 ¢o = 0.0 ¢o = 1.0
7 =0.001 0.96130 1.01852 0.98257 0.98260
7 =10.010 0.95721 1.01739 0.97476 0.97487
7 =10.100 0.94085 1.00760 0.90342 0.90420
7 = 1.000 0.86804 0.92653 0.48283 0.48556
7 =10.00 0.40294 0.40506 0.06560 0.06584
7 = 100.0 0.01104 0.01094 0.01744 0.01744
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En la Tabla 6.22 se observan los valores de concentraciéon de la particula respecto al
tiempo para los Casos CA01 a CA04.

La diferencia promedio obtenida entre los valores del perfil de concentracion del fluido
para los valores de tiempo reportados en la Tabla 6.22 son: para los Casos CA01 y CA02
es de 0.17988, para los Casos CA03 y CA04 la diferencia promedio obtenida es 0.00536.

En la Tabla 6.23 se observan los valores de concentracion del fluido respecto al tiempo
para los Casos CA05 a CAO0S.

La diferencia promedio obtenida entre los valores del perfil de concentraciéon del fluido
para los valores de tiempo reportados en la Tabla 6.23 para los Casos CA05 y CA06 es de
0.01142, para los Casos CA07 y CA0S la diferencia promedio obtenida es 0.07176.

En la Tabla 6.23 se observan los valores de concentracion de la particula respecto al
tiempo para los Casos CA05 a CAOS.

La diferencia promedio obtenida entre los valores del perfil de concentracion de la particula
para los valores de tiempo reportados en la Tabla 6.23 para los Casos CA05 y CA06 es de
0.03054, para los Casos CA07 y CAO0S la diferencia promedio obtenida es 0.00556.

El efecto del Coeficiente de Salto de Adsorcién, ¢, sobre el perfil de concentracion del

fluido y la particula en un Reactor tipo Batch se observo de la siguiente manera:

Para los casos estudiados con valores del Coeficiente de Adsorcién grandes, no se observo
efecto del Coeficiente de Salto de Adsorcion sobre el perfil de concentracién del fluido ni de

la particula a los diferentes valores del Médulo de Thiele.

El efecto del Coeficiente de Salto de Adsorcion, se observo para los casos donde el Co-
eficiente de Salto es a = 1.0, es decir, para los casos donde no se considera el efecto de
adsorcion. Para los Casos CA01 y CA02, donde el Médulo de Thiele es ® = 2.0, se observd
un mayor efecto del coeficiente, ¢, en el perfil de concentraciéon del fluido y la particula por
la diferencia de valores de concentracién respecto al tiempo, sin embargo en 7 = 100.0 se
observa un estado estacionario donde se observan los mismos valores para los perfiles que
consideran el coeficiente de salto, ¢ = 1.0 como para los perfiles que no consideran el coefi-
ciente de salto ¢ = 0.0. En el perfil de fluido se observaron pocas diferencias, para el perfil

de concentracion de la particula, se observa una diferencia importante en el valor maximo
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Tabla 6.22: Para el Reactor tipo Batch, comparativo para la concentracion en la particula
en ¢ = 1 a diferentes tiempos para los cuatro casos estudiados utilizando los pardmetros:
Biot = 10.0, ® = 2.0, ¢, = 0.9, ¢, = 0.001, 79 = 0.0, Uyy = 1.0, U,o = 0.0.

a=1.0 a = 1,000.0
Criterios | Caso CA01 | Caso CA02 | Caso CA03 | Caso CA04
7 =10.001 0.24815 0.87469 0.00674 0.01773
7 =0.010 0.56164 0.88094 0.02045 0.03078
7 =10.100 0.80713 0.89573 0.08221 0.09000
7 = 1.000 0.78516 0.83115 0.15756 0.16042
7 =10.00 0.36446 0.36337 0.05946 0.05966
7 = 100.0 0.00997 0.00981 0.01625 0.01628

Tabla 6.23: Para el Reactor tipo Batch, comparativo para la concentracion del fluido a
diferentes tiempos para los cuatro casos estudiados utilizando los parametros: Biot = 10.0,
¢ =5.0,1, = 0.9, ¥, = 0.001, 79 = 0.0, Ugy = 1.0, Upp = 0.0.

a=1.0 a = 1,000.0

Criterios | Caso CA05 | Caso CA06 | Caso CA07 | Caso CA0S8

¢o = 0.0 ¢ = 1.0 do = 0.0 ¢o = 1.0
7 =0.001 0.96409 0.95877 0.97797 0.97830
7 =0.010 0.95994 0.95478 0.97016 0.97058
7 =0.100 0.93599 0.93469 0.89885 0.89994
7 = 1.000 0.74344 0.77613 0.47823 0.48122
7 = 10.00 0.07695 0.12369 0.05520 0.05551
7 =100.0 0.00374 0.00460 0.00469 0.00470

Tabla 6.24: Para el Reactor tipo Batch, comparativo para la concentracion en la particula
en £ = 1 a diferentes tiempos para los cuatro casos estudiados utilizando los pardmetros:
Biot = 10.0, ® = 5.0, v, = 0.9, ¢y, = 0.001, 79 = 0.0, Ugy =1.0, U,o = 0.0.

a=10 a = 1,000.0

Criterios | Caso CA05 | Caso CA06 | Caso CA07 | Caso CAOS

by =00 | =10 | da=00 | ¢ =10
7 =0.001 0.25559 0.25632 0.00262 0.01391
7 =0.010 0.54357 0.56912 0.01633 0.02696
7 =0.100 0.66766 0.71755 0.07806 0.08614
7 =1.000 0.53199 0.59795 0.15251 0.15557
7 =10.00 0.05506 0.09529 0.04861 0.04887
7 =100.0 0.00267 0.00354 0.00355 0.00356
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de concentracion obtenido en 7 = 0.1 de 0.0886, es decir la cantidad de concentracién que

no es cuantificada por no considerar el Coeficiente de Salto de Adsorcién es de 9.89%.

6.5 Concentracion aproximada en el fluido

Una forma entender los fendmenos que se llevan a cabo en nuestro sistema es suponer que
la mayor parte de la reaccién y la adsorcién se realizan en la superficie de la particula, a la
solucién para la concentracion en el fluido que se obtiene de dicha suposiciéon, le llamaremos
solucién aproximada y se representa Uy,, la solucién obtenida para la soluciéon aproximada en
la particula, se representa de la forma: Uy,. El desarrollo detallado para obtener la expresion

de Uy, y Upg, se puede consultar en el Apéndice E.

Para estudiar las diferencias en el perfil de la concentraciéon del fluido obtenida por el
Método de Expansion en Series de Fourier y la concentraciéon aproximada del fluido en el
Sistema Multifasico, se modela el Tanque Agitado y el Reactor tipo Batch. Para el modelado,

se consideran los siguientes puntos.

e El valor de a = 1.0, considera el caso en el que no existe el fendmeno de adsorcién y

a = 1,000.0 donde existe una fuerte adsorcién.

e FEl valor del Ntimero de Biot = 10.0, que corresponde a un caso en el que la resistencia

a la transferencia de masa es despreciable.

e El Mdédulo de Thiele & = 2.0, donde existe una velocidad de reacciéon moderada y

Moédulo de Thiele & = 5.0 para una reaccién mas rapida.
e Pardametro de tiempo de residencia 1);,, = 10~2 para un Reactor Batch.

e [n el Reactor tipo Batch se considera que la porosidad de las particulas es de €,,, = 0.57

que corresponde a un 5% de particulas porosas del total de la mezcla, es decir: ¢, = 0.9.

Efecto del Coeficiente de Adsorcion

Los experimentos modificando el Médulo de Thiele para los sistemas multifasicos son:
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Experimentos propuestos modificando el valor del Médulo de Thiele = 2.0 :
Caso SA01: a = 1.0:

Caso SA02: o = 1,000.0:

Experimentos propuestos modificando el valor del Médulo de Thiele = 5.0:
Caso SA03: a = 1.0:

Caso SA04: o= 1,000.0:

Tanque Agitado

Para el Tanque Agitado, los parametros que permanecen constantes para los casos a

estudiar son:

¢, =01, 5, =100, 1=00, Up=00, Uyg=00, Biot=10.0

En la Figura 6.26 se presentan los Casos SA01 a SA04 para el sistema Tanque Agitado.
Se muestran los perfiles de la concentraciéon del fluido y la particula, soluciéon obtenida
por el Método Expansion en Series de Fourier, Us(7) v U,(&,7) v la solucién aproximada
del fluido y la particula, Us(7) v Upe(7). La figura muestra para los cuatro casos que el
comportamiento del perfil de la concentracion en el fluido para Us(7) y Uys.(7), es muy

cercano, el comportamiento es muy semejante.

El perfil de concentracién de la particula para U,(§,7) y Up(7) muestra diferencias
particulares para cada caso. En el Caso SA0I, se observa un comportamiento en ambos
perfiles casi paralelo y con una diferencia en el méaximo valor, comportamiento muy similar
para el Caso SA03, con una diferencia mucho mas notoria para el valor maximo. En el
Caso SA02, el comportamiento de los perfiles no es tan similar en comparacién con los
dos casos mencionados anteriormente, los perfiles no transcurren en el tiempo de forma
paralela, se observan que los valores de concentraciéon son menores para Uy, (7) en el tiempo,
sin embargo, en 7 = 1,000.0, los valores muestran una pequena diferencia en el valor de la
concentracion, para U, (&, 7) el valor aproximado es de 0.9, para Uy, (7), se observa un con un
valor menor, aproximadamente de 0.87. Para el Caso SA0/, el comportamiento es semejante

al Caso SA02, sin embargo, es posible observar valores de concentracion para Uy, (7) en el
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Figura 6.26: Para el Tanque Agitado, comparativo de la concentracion del fluido para la
solucion analitica Uy y la solucién aproximada del fluido Uy,, la concentracién analitica de la
particula U, y la solucién aproximada de la particula U,, en el tiempo (7) para los siguientes
parametros: Biot = 10.0, ¥, = 0.1, ¥y, = 10.0, 79 = 0.0, Uyy = 0.0, Upy = 0.0, ¢; = 0.0y
0o = 0.0.

tiempo de menor valor, es decir, la diferencia de los valores de concentraciéon entre U,(§, 7) y
Upa(T) es mayor en comparacion con el Caso SA02; la diferencia de los valores entre ambas
concentraciones de la particula se debe valor del Coeficiente de Adsorcién, a medida que
el valor de « se incrementa, la diferencia entre los valores de ambos perfiles es mayor. La
diferencia producida en los perfiles en el valor maximo es muy semejante al Caso SA03,

efecto antes analizado, dicha diferencia depende del valor del Médulo de Thiele.

Reactor Batch
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Por lo tanto, los valores de los pardametros que permanecen constantes en el andlisis para
el Reactor tipo Batch al modificar los valores del Coeficiente de Adsorcion y los Coeficientes

de Salto son:

Uy =0.9, by =0001, 75=00, Up=10, Uyg=00, Biot=10.0, &=2.0

En la Figura 6.27 se presentan los Casos SA01 a SA(0/ para el sistema Reactor tipo Batch.
Se muestran los perfiles de la concentracién del fluido y la particula, solucién obtenida por
el Método Expansién en Series de Fourier se representan: Us(7) y U,(&, T) respectivamente

y la soluciéon aproximada del fluido y la particula, Uz, (7) y Upa(T).

Los perfiles de concentracion del fluido en los cuatro casos son muy semejantes, los valores
mas cercanos entre ambos perfiles se observan en el Caso SA01, para los Casos SA02 y SA0S3,
donde el valor del coeficiente de adsorcion, a = 1,000.0, se observa una diferencia entre los
perfiles para valores de 7 = 1.0 a 7 = 20.0, debido a una curva mas pronunciada con valores
menores en los perfiles de Uy, (7) con respecto a los perfiles obtenidos de Uy (7). En los cuatro
casos, es posible observar que el perfil de Uy,(7) presenta valores ligeramente mayores en
comparacién con el perfil Uf(7) para tiempos pequenios, hasta que las curvas comienzan a
descender los valores de concentracion.

Para el comportamiento de los perfiles de concentracién de la particula se observa en los
cuatro casos estudiados que el perfil para U,(7) y Uy, (7) no son tan parecidos. El perfil para
Up,a(T) en general, presenta valores mas pequefios de concentracién en el tiempo. Para el
Caso SA01, la diferencia ente ambos perfiles de concentracién de la particula decrece consi-
derablemente en 7 = 1.0. Para el Caso SA01 las mayores diferencias en el comportamiento
de los perfiles de concentracién se encuentran aproximadamente en 7 = 0.7. Para el perfil
de Uy (T), se registran valores muy bajos de concentracién, el perfil registra valores muy
cercanos a 0.0 y su valor maximo es aproximadamente de 0.04 en 7 = 10.0. El Caso SA03,
es el caso donde se los perfiles presentan diferencias en mayor tiempo. En 7 = 10.0 los
perfiles alcanzan valores muy préximos a 0.0. El Caso SA0/ es muy parecido al Caso SA02,
el comportamiento del perfil de concentracion de U,,(7) es muy similar, el valor maximo de

concentracion es aproximadamente de 0.03 en 7 = 10.0.

Efecto de los Coeficientes de Salto
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Figura 6.27: Para el Tanque Agitado, comparativo de la concentracion del fluido para la
solucion analitica Uy y la solucién aproximada del fluido Uy,, la concentracién analitica de la
particula U, y la solucién aproximada de la particula U,, en el tiempo (7) para los siguientes
parametros: Biot = 10.0, ¥, = 0.9, ¢, = 0.001, 70 = 0.0, Uso = 1.0, Upgp = 0.0, ¢, = 0.0y
0o = 0.0.

Una forma de analizar el efecto de los coeficientes de salto a partir de la ecuaciéon que
describe la concentracién del fluido, es analizar los términos donde aparecen los coeficientes

de salto y las condiciones iniciales tal como aparecen en la sumatoria.

Para los coeficientes de salto se obtiene la siguiente igualdad:

L, 1 l
(apy — pp®?) = adP* L — 2(q — 1)P* = > 2

' Tp Tp
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Analizando los términos de la sumatoria:

Upo (a1 — o D2 —An)?
I mloh B — _ Up(agr = 22%) (¢, — An)
n Bi(Ufo)\%—a[épOAn)(wp_A”l) o BZ(U]"O)\% - aUpOAn)

Si se considera que no existe concentraciéon de reactante en el fluido en las condiciones

iniciales, es decir, si Ugy = 0.0, se obtiene:

M= (apr — 022%) (Y — An)  (apy — 02D%)ar(th, — Ay)
" —BiaA, n —aBiaA,

Donde se ha utilizado la siguiente igualdad:

ad, = &+ N2 — ay,

(P, — An) = (Y + Yin) — P* — )‘i

Nuevamente, para U0, se obtiene:

(a61 = 620ty + i) = 2 = 2] _ £y + v) — 22— X]]
—Bia[D? + A2 — atyy,) © —Bia[®2 4+ A2 — agy,)

M, =

Por lo tanto para la obtencion del Error:

i—i@z[a(@bp + Yin) — D% = N7]
—Bia[®? + A2 — ad;y,]

> Error

Despejando:
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CID2 N2 b
l_;,,q)2 > _Error Bia[®* + X2 — agy,]

Tp [ty + thin) — @2 = AJ]

Los experimentos propuestos modificando el valor de los Coeficientes de Salto para un

valor del Mdodulo de Thiele = 2.0 constante en todos los casos son:

Experimentos propuestos modificando el valor del Coeficientes de Adsorciéon, a = 1.0

son:
Caso SA05: ¢1 =1.0
Caso SA06: ¢po = 1.0:

Experimentos propuestos modificando el valor del Coeficientes de Adsorcién, o = 1, 000.0

son:
Caso SA07: ¢ = 1.0:
Caso SA08: ¢o = 1.0:
Tanque Agitado

Los experimentos para el Tanque Agitado se presentan en la Figura 6.28 para los Casos
SA05 al SA0S. El comportamiento de los perfiles de concentracion en el fluido tienen el
mismo comportamiento para la concentracion Us(7) v U,(T), a excepcion del Caso SA06
que no presenta el comportamiento esperado. La concentracion aproximada para el fluido,
Uso(7) en el sistema de Tanque Agitado, resulta ser una alternativa rapida viable para

conocer el comportamiento del Tanque Agitado al considerar los coeficientes de salto.

En los perfiles de concentracion de la particula, analizando los casos propuestos a ex-
cepcion delCaso SA06, es posible observar valores mucho menores de concentracién para
Us(7) en comparacion con los valores obtenidos para Uy, (7). Para el Caso 05 se presenta
la menor diferencia de valores de concentracién entre ambas. Para los Casos SA07 y SA08
se observa una diferencia muy parecida entre ambos perfiles de concentracién. La diferencia
de valores Us(7) y Ugy(T), donde la concentracién aproximada paseé los valores menores, se
incrementa la diferencia al incrementarse los valores de tiempo hasta modificar el compor-

tamiento en 7 = 100.0, a partir de dicho punto, la diferencia de valores de concentraciéon es
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menor. Se observa una diferencia menor aproximadamente de 0.02 en el valor de concen-

traciéon maximo alcanzado en 7 = 1,000.0

En el sistema Tanque Agitado, la concentracion Uy, (7) resulta ser muy buena aproxi-
macion para Us(7) en todos los casos estudiados. En la concentraciéon de la particula, se
observé que la Uy, (T), posé una mejor aproximacion a U, (€, 7) para los casos donde el Médulo

de Thiele es & = 2.0, la diferencia mayor entre ambas concentraciones se observo a valores
donde ® = 5.0.

Para los casos donde se estudia los Coeficientes de Salto, en ambos coeficientes se observo
una buena aproximacion entre ambas concentraciones a a partir de 7 = 100.0. Para ¢y, se
encontr6 una buena aproximacion de ambas concentraciones para el Caso SA05, para el Caso

SA07, la diferencia ente ambas es mayor en tiempos menores de 7 = 100.0.

Para el Coeficiente de Salto de Adsorcién, ¢s, no fue posible evaluar el efecto donde
a = 1.0 para el Caso SA0S se observo una muy buena aproximacion en los valores de ambas

concentraciones.
Reactor Batch

Los casos estudiados para el sistema multifasico Reactor tipo Batch donde se estudia
el efecto de los Coeficientes de Salto se presentan en la Figura 6.29. El comportamiento
encontrado para el perfil de concentracion del fluido para Us(7) y Us,(T) presenta pocas
diferencias en sus valores de concentracién. Para los Casos SA05 y SA06 se observa que
ambos perfiles presentan el mismo comportamiento, la diferencia de valores entre ambos
se presenta en dos etapas. Para tiempos menores de 7 = 5.0, los valores de Uf(7) son
menores en comparacion con Uy, (7). Para tiempos mayores de 7 = 5.0, los valores menores
de concentracién en el tiempo se presentan para Uy, (7). Para el tiempo 7 = 1,000.0, la

diferencia del valor de concentracién entre ambos perfiles es aproximadamente de 0.1.

Para los Casos SA07 y SA08 donde se estudia el efecto producido por el Coeficiente de
Salto de Adsorcion se encontrd una mejor aproximacion para estos casos en comparacion con
el Caso SA05. Nuevamente se observan diferencias en dos etapas. Para tiempos menores de
7 = 0.5 se presentan valores de concentracion ligeramente menores para Uy(7), para valores
mayores de 7 = (.5, se presentan valores ligeramente mayores para U(7). Los valores de

concentracion para 7 = 1,000.0 presentan una diferencia menor de 0.01.
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Figura 6.28: Para el Tanque Agitado, comparativo de la concentracion del fluido para la
solucion analitica Uy y la solucién aproximada del fluido Uy,, la concentracién analitica de la
particula U, y la solucién aproximada de la particula U,, en el tiempo (7) para los siguientes
pardametros: Biot = 10.0, ® = 2.0, ¢, = 0.1, ¢, = 10.0, 70 = 0.0, Uy = 0.0, U, = 0.0.

Para el comportamiento de la concentracion en la particula se observa para el Caso SA05
que existen diferencias entre los perfiles, donde los valores para U,,(7) son menores, estas
diferencian dependen de la forma del perfil, similar a una campana. Para 7 = 1,000.0 se

observa que la diferencia en los valores de concentraciéon es aproximadamente de 0.1.

Para el sistema Reactor tipo Batch, se encontré que la solucién aproximada para la
concentraciéon del fluido presenta un comportamiento muy similar para la concentracién
Us(7), el caso donde los perfiles son mas préximos en sus valores es el Caso SA01, las

diferencian en los valores de concentracién para ambos perfiles se incrementan al aumentar
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Figura 6.29: Para el Reactor Batch, comparativo de la concentracion del fluido para la
solucion analitica Uy y la solucién aproximada del fluido Uy,, la concentracién analitica de la
particula U, y la solucién aproximada de la particula U,, en el tiempo (7) para los siguientes
pardametros: Biot = 10.0, ® = 2.0, v, = 0.9, 9y, = 0.001, 79 = 0.0, Uso = 1.0, Uy = 0.0.

la adsorciéon, es decir cuando oo = 1, 000.0.

El comportamiento de los perfiles en la particula al modificar los Coeficientes de Salto,
presenté mayores diferencias al modificar el Coeficiente de Salto de Reaccion. Se encontrd
que el comportamiento para el Coeficiente de Salto de Adsorciéon es el mismo al modificar
el valor a. Los valores para los perfiles de concentracion del fluido son més cercanos para
a = 1,000.0.

Para el comportamiento del perfil de la particula se observa en los cuatro primeros casos

que los valores de concentracion de la solucién aproximada son menores en comparacion con
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U, (&, 7). Los perfiles de concentracion de valores mas cercanos se presentan en el Caso SA0I.

Los Casos SA02 y SA0/ donde oo = 1,000.0, presentan casi el mismo comportamiento.

Para el efecto producido por los Coeficientes de Salto en los perfiles de concentracion
en la particula se encontré que para el Coeficiente de Salto de Reaccién, el valor de Up,(T)
son menores. El efecto producido para el Coeficiente de Salto de Adsorcién presenta ligeras

variaciones al modificar el Coeficiente de Adsorcién.
Anilisis de la Concentracion Aproximada

La Tabla 6.25 contiene los experimentos realizados, la finalidad es conocer las variaciones
de los valores propios y como se presentan los cambios en el valor para D;, es posible observar
para algunos casos que existen variaciones minimas al modificar el valor de «, ¢1, y ¢, por
lo que no se generan cambios considerables en las graficas reportadas principalmente para la

concentracion en el fluido.



Bi=10 ®=2 ¢,=09 6m,=10

a=1 ¢3=0 a =103
5 =00 &1 = 0.0004 31 =00, ¢ = 0.0 31 =00. 0y =10 | &, = 0.0004, ¢y = 1.0
1| 1.9782i | -0.7159E4-02 | 1.9782i | -0.7160E+02 | 0.3125i | -0.5350E+402 | 0.2936i | -0.4741E+02 | 0.3130i | -0.5381E+02
2| 28578 | 0.1461E+05 | 2.8577 | 0.1460E+05 | 4.4360 | 0.1575E+05 | 4.4411 | 0.1579E+05 | 4.4402 | 0.1579E~+05
3| 5.7287 | 0.1653E406 | 5.7285 | 0.1651E406 | 7.6310 | 0.4291E+405 | 7.6388 | 0.4296E+05 | 7.6383 | 0.4296E+05
4| 8.6647 | 0.1024E+407 | 8.6645 | 0.1023E+407 | 10.7654 | 0.7514E+05 | 10.7760 | 0.7510E+405 | 10.7756 | 0.7511E+05
5| 11.6568 | 0.4389E+07 | 11.6563 | 0.4387E407 | 13.8716 | 0.1042E+06 | 13.8846 | 0.1039E+06 | 13.8843 | 0.1039E-+06
6 | 14.6890 | 0.1469E+08 | 14.6887 | 0.1468E408 | 16.9511 | 0.1222E+06 | 16.9662 | 0.1213E+406 | 16.9660 | 0.1213E-+06
71 17.7493 | 0.4105E+08 | 17.7491 | 0.4104E+08 | 19.9933 | 0.1243E+06 | 20.0095 | 0.1227E406 | 20.0093 | 0.1228E+06
81 20.8291 | 0.1001E409 | 20.8289 | 0.1001E409 | 22.9722 | 0.1116E4-06 | 22.9873 | 0.1095E406 | 22.9872 | 0.1095E4-06
9 | 23.9224 | 0.2194E+09 | 23.9222 | 0.2193E4-09 | 25.8397 | 0.9365E+05 | 25.8495 | 0.9159E405 | 25.8495 | 0.9160E+05
10 | 27.0254 | 0.4415E+09 | 27.0253 | 0.4414E4-09 | 28.5501 | 0.8774E+05 | 28.5519 | 0.8666E405 | 28.5519 | 0.8666E+05

Bi=10 ®=2 ¢, =09 ¢m=1073

a=1 ¢2=0 a =103
5 =00 &1 = 0.0004 31 =00 ¢y =00 31 =00 0 =10 | &, = 0.0004, ¢y = 1.0
)\i Di >\i Di )\i Di )\i Di /\i Di
1| 23551 | 0.1244E403 | 2.3550 | 0.1244E+03 | 2.8104 | 0.9825E407 | 2.8108 | 0.9852E+07 | 2.8107 | 0.9844E408
2| 29376 | 0.8272E+03 | 2.9376 | 0.8267E+403 | 5.6761 | 0.1265E+08 | 5.6780 | 0.1273E+408 | 5.6778 | 0.1272E+08
3| 57330 | 0.8796E+05 | 5.7328 | 0.8789E+05 | 8.6129 | 0.1746E+08 | 8.6174 | 0.1765E+408 | 8.6172 | 0.1764E+08
4| 8.6656 | 0.7808E+406 | 8.6654 | 0.7803E+06 | 11.6085 | 0.2427E408 | 11.6161 | 0.2460E+08 | 11.6159 | 0.2459E4-08
5 | 11.6568 | 0.3782E+07 | 11.6566 | 0.3781E407 | 14.6454 | 0.3300E+08 | 14.6564 | 0.3352E+08 | 14.6562 | 0.3351E+08
6 | 14.6890 | 0.1338E+08 | 14.6888 | 0.1337E408 | 17.7100 | 0.4348E+08 | 17.7244 | 0.4423E+408 | 17.7243 | 0.4422E+08
71177493 | 0.3852E+08 | 17.7492 | 0.3851E+08 | 20.7935 | 0.5549E408 | 20.8113 | 0.5651E408 | 20.8111 | 0.5650E4-08
8| 20.8291 | 0.9557E408 | 20.8289 | 0.9555E408 | 23.8899 | 0.6877E408 | 23.9111 | 0.7008E408 | 23.9109 | 0.7007E408
9| 23.9224 | 0.2118E409 | 23.9222 | 0.2118E409 | 26.9955 | 0.8299E408 | 27.0200 | 0.8462E408 | 27.0199 | 0.8461E4-08
10 | 27.0254 | 0.4295E4-09 | 27.0253 | 0.4295E4-09 | 30.1079 | 0.9783E+08 | 30.1357 | 0.9979E+08 | 30.1356 | 0.9978E+08
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Capitulo 7

DISCUSION

Se logré reproducir los resultados obtenidos reportados por Marroquin y col., 2002, es decir,
el programa proporciona los valores propios correctos y necesarios para lograr reproducir
los comportamientos reportados para la concentracion de la particula en la superficie y la
concentracion del fluido utilizando la funcién escalén, pulso y oscilatorio en la condicién de

entrada para los casos seleccionados.

Se logré obtener resultados para conocer el efecto del Coeficiente de Adsorcion en el
Tanque Agitado en la concentracion de la particula y el fluido. Los resultados obtenidos
muestran efecto sélo en la concentracién de la superficie de la particula, al existir adsorcién
es posible observar como disminuye mas rapidamente su concentracion. La concentracion
alcanzada en estado estacionario tiene el mismo valor en comparaciéon con los casos donde
no existe adsorcion. El estado estacionario para los perfiles de concentraciéon donde o =
1,000.0 se alcanza méas rapidamente para el Modulo de Thiele de mayor, es decir & = 5.0 en

comparacion con ¢ = 2.0, a partir de 7 = 90.0 y 7 = 250.0 respectivamente.

Para los resultados obtenidos utilizando los Coeficientes de Salto, se espera observar un
efecto en ambas concentraciones de los sistemas multifasicos modelados, sistemas altamente
solicitados dentro de la industria quimica y se espera que dicho efecto tenga un impacto
cientifico e industrial al mostrar que el uso del Promedio Volumétrico posee informacién
valiosa que ofrece mas detalles sobre el transporte de masa, sin embargo los efectos de

ambos coeficientes son mas notorios en la concentracién de la particula, se observo efecto en
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la concentracion de salida para un caso particular.

El comportamiento de los perfiles de las concentraciones obtenidos para los Coeficientes
de Salto para el modelado del Tanque Agitado y el Reactor tipo Batch muestran diferencias
entre ambos sistemas y se debe principalmente a los parametros de intercambio elegidos en
el fluido para el tiempo de residencia, 1);, y el intercambio fluido - particula, 1, los valores

elegidos para ambos sistemas son apegados a valores reales.

Los resultados obtenidos utilizando el Coeficiente de Salto de Reaccion para el modelado
del Tanque Agitado muestran que no se encontrd variacién para la concentracién en el
fluido, los efectos encontrados se pueden observar solo en la concentraciéon en la superficie
de la particula. No se encontrd relacién en el efecto en la concentracion de la particula al
modificar el Coeficiente de Adsorcion, el efecto encontrado al modificar el Coeficiente de Salto
de Reaccion se relaciona con el valor del Médulo de Thiele. Se observa que al no considerar
el Coeficiente de Salto de Reaccion, la concentracién disminuye, aproximadamente 0.096 y

0.055 para ® = 2.0 y ® = 5.0 respectivamente.

Los resultados obtenidos para el Reactor tipo Batch presentan variaciones en la concen-
tracién del fluido y la concentracion de la particula. Al igual que en el Tanque Agitado, no
se encontraron variaciones al modificar el valor del Coeficiente de Adsorcion. Al modificar el
valor del Mdédulo de Thiele, sélo se observo variaciones en los ambos perfiles cuando ® = 2.0,
la concentracion de ambos disminuye al no considerar el Coeficiente de Salto de Reaccion,
aproximadamente 0.12 en cada uno de los perfiles. No se observaron mayores variaciones
en los casos restantes y los valores de concentracion para el fluido y la particula son muy

similares a tiempos grandes, para estos casos a valores mayores de 7 = 50.0.

Los resultados al modificar el Coeficiente de Salto de Adsorcién al modelar el Tanque
Agitado muestran variaciones solamente en el perfil de la particula, su comportamiento revela
que no es posible observar un efecto a valores donde el Coeficiente de Adsorcién es alto, es
decir, donde o = 1,000.0. Para los casos restantes se observa que existe una disminuciéon de
la concentracion de la particula al considerar el Coeficiente de Salto de Adsorcion, el efecto
mayor se observa para el valor de Modulo de Thiele, ® = 2.0, con una diferencia aproximada
de 0.37 y para ® = 5.0, se reporta una diferencia aproximada de 0.28, ambos para tiempos

mayores a 7 = 1.0.

Los resultados obtenidos para el Reactor tipo Batch al estudiar el Coeficiente de Salto de
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Adsorcién muestran mayor efecto en el comportamiento de la concentracién de la particula.
Para valores altos del Coeficiente de Adsorcién se observan variaciones minimas, pero es
posible observar efecto en ambas concentraciones para los casos donde v = 1.0, las variaciones
mayores en los valores del ambos perfiles de concentracién se observan a valores de tiempo
previos al estado estacionario cuando ® = 2.0. En todos los casos para valores de tiempo a
partir de 7 = 20.0, los valores de la concentracién en ambos perfiles son aproximadamente

iguales

Los resultados obtenidos al comparar los perfiles de la concentracion aproximada y la
concentraciéon exacta, es decir, la soluciéon obtenida por el Método de Expansion de Series
de Fourier en el modelado del Tanque Agitado para los casos donde se utiliza una condicién
de frontera tradicional, muestran un perfil de concentracion del fluido con valores altamente
similares en todos los valores de tiempo, en los valores de los perfiles de concentraciéon en la
particula se observa una muy buena aproximacion para todos los valores de tiempo para el
caso particular donde el Médulo de Thiele 2.0 y o = 1.0, para el caso donde el Coeficiente
de Adsorcién es alto, se observa buena aproximacion sblo para tiempo grandes. Los casos
restantes presentaron mayor variacion en el comportamiento de los perfiles de la particula
cuando el valor de & = 5.0, las variaciones de valor en la concentracion son aproximadamente

de 0.15 a partir del estado estacionario.

Los resultados encontrados para el Reactor tipo Batch son muy similares a los obtenidos
en el Tanque Agitado, la concentracion en el fluido no muestra diferencias considerables en
su comportamiento. El caso que mostré una mejor aproximacion es para Modulo de Thiele
con valor de 2.0 y a = 1.0, sin embargo se observa que es todavia una mejor aproximacion

en comparacién con el Tanque Agitado en todos los casos para el estado estacionario.

Los resultados obtenidos al estudiar los efectos producidos en los perfiles de concentracion
en el Tanque Agitado por los coeficientes de salto, en particular para el Coeficiente de Salto
de Reaccion, muestran que la concentracién aproximada es muy similar a la concentracion
obtenida para la concentracion del fluido, es posible observar una diferencia mayor de valores
en el perfil de concentracién de la particula cuando a = 1,000.0, sin embargo el compor-
tamiento del perfil es el esperado. Para todos los casos, los valores de la concentracion en el
fluido son muy similares y para la concentracién de la particula se observa menor diferencia
en valores cuando el Coeficiente de Reaccién es considerado. Los valores para el estado

estacionario en ambas concentraciones para estos casos son muy similares. Se observd una
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inconsistencia para el caso donde o = 4.0 y el Coeficiente de Salto de Adsorcién es consid-
erado en el comportamiento de los perfiles al observar que el perfil de concentracién de la

particula para la soluciéon aproximada es mayor cuando ¢o = 1.0

Los resultados para el modelado del Reactor tipo Batch muestran una respuesta favorable
para los perfiles de la solucion aproximada a tiempos grandes, se observa una mayor diferencia
en los valores del perfil de la concentracion de la particula para valores del Coeficiente de
Adsorcién altos. La mayor variacién de valores se observa en la concentracion de la particula,
sin embargo para el caso donde es considerado el Coeficiente de Reaccién para a = 1.0, se
observa una diferencia significativa en ambos perfiles de ambas concentraciones en el estado
estacionario. De manera general, los perfiles de la concentracion aproximada en el fluido son

muy cercanos en comparacion con la solucion exacta.



CONCLUSIONES

El trabajo alcanza el Objetivo General planteado, se logré obtener una solucién de un sistema
de ecuaciones diferenciales parciales con tres términos no homogéneos, por lo que no se trata
de un problema particular si no de un problema general que describe un sistema multifdsico
que por sus parametros es posible modelar como un Tanque Agitado ¢ un Reactor tipo
Batch. El modelado considera una reaccion de primer orden y un proceso de adsorcion que
permite manejar un flujo de entrada al tanque y condiciones iniciales tanto en la particula

como en el fluido con valores diferentes a cero.

La solucion es una expresion algebraica para la concentracion en el fluido y la particula
en cualquier punto de la misma, para fines de estudio, se eligié solo estudiar el perfil de
concentracion en la superficie de la particula. Las expresiones involucran la contribucion de
las condiciones iniciales, la contribucion de frontera y la contribucién de entrada. La solucién
se obtuvo por el Método de Separacion de Variables y por el Método Expansion en Series de

Fourier.

Para alcanzar los objetivos particulares fue necesario crear un programa utilizando la
soluciéon exacta encontrada del fluido y la particula que permitan simular el comportamiento
del sistema multifasico completo para las diferentes condiciones de entrada y la solucién
aproximada. El programa calculé satisfactoriamente los resultados de los casos de estudio,
esto permitio realizar un analisis comparativo mostrando el efecto de los diferentes coefi-

cientes.

En el estudio fue posible observar el comportamiento del Coeficiente de Adsorcién para
ambos perfiles de concentracién en el modelado del Tanque Agitado, el comportamiento del

perfil de la concentracion era el esperado. En el modelaje del Tanque Agitado y el Reactor
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tipo Batch para el estudio del Coeficiente de Salto de Reaccién se observd en los perfiles
de concentracion en la particula un comportamiento diferente al esperado, es decir, debido
a la existencia de una reaccion interfacial se esperaba observar menor concentracion en la
superficie de la particula tal como lo indica la condicién de frontera, sin embargo se observé
mayor cantidad de concentracion en comparacién con el perfil donde ¢; = 1.0, Para estos
casos de estudio, los perfiles de concentracion del fluido no sufrieron efecto alguno a excepcién
del caso particular donde se considera el Reactor tipo Batch para los parametros & = 2.0,
a = 1.0y ¢3 = 0.0, los perfiles de concentraciéon mostraron una diferencia aproximada de
0.12, el perfil de mayor valor corresponde al caso donde se considera el Coeficiente de Salto
de Reaccion. Al comparar este comportamiento con la solucién aproximada, se observa que

no existe un incremento en el valor de la concentracion.

En el estudio del efecto del Coeficiente de Salto de Adsorcién, para ambos modelos, no
se observé efecto en el perfil de concentracion del fluido, fue posible observar efecto en el
perfil de concentracion de la particula, el efecto observado fue el esperado, al considerar
el Coeficiente de Salto de Adsorcién, disminuyé la concentracion en la particula debido a
la adsorcion interfacial, tal como lo indica la condicion de frontera; para los valores del
perfil el estado estacionario, se observa el mismo valor en la concentracién de la particula en

comparacién con el perfil donde ¢o = 0.0.

En el estudio del efecto de los Coeficientes de Salto, no se encontré una dependencia
del Coeficiente de Adsorcion, sin embargo, se encontré una dependencia con el Mddulo de
Thiele, la diferencia en los valores del perfil de concentracion de la particula disminuye al
incrementar el valor de ®, es decir al existir una reaccién rapida y considerar alguno de
los Coeficientes de Salto se obtiene un comportamiento cercano al que se obtiene cuando
d1 = ¢ = 0.0, esto significa que siguen siendo mucho mayores los efectos que ocurren en la

particula que en la interfase al existir un buen transporte de masa interfacial.

Se encontrd que la solucién aproximada es muy similar a la solucion exacta para ambos
sistemas principalmente para tiempos grandes y las mejores aproximaciones se obtienen

cuando existe una reacciéon moderad con ® = 2.0 y no se considera el efecto de la adsorcién.

Los resultados muestran que es dificil estimar los Coeficientes de Salto en situaciones
donde el transporte interfacial es efectivo y la zona interfacial es pequena debido al espe-

sor de la capa limite, sin embargo, los experimentos para determinar dichos coeficientes se
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enfocarian para reacciones de primer orden lentas donde se carezca de adsorcion. Trabajar
con una capa limite de mayor espesor careceria del interés préactico por su poca eficiencia
en el tranporte, principalmente a nivel industrial pero brindaria informacién valiosa sobre la
actividad interfacial.
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NOMENCLATURA

-1

(U Area volumétrica de la particula, % =m
Ay Area interfacial particula-fluido, m?
Bi = ';f—g’ Numero de Biot
Cin Concentracion de entrada de los reactantes al tanque, "%—%l
O Concentracién caracteristica asociada con el fluido, "%—%l
(C)7 Concentracién promedio intrinseca fase sélida, ™9
(C)" Concentracion promedio intrinseca fase liquida, 7;—31
D,y Difusividad efectiva ™~
k Constante de reaccién de primer orden, =
k¢ Coeficiente de transferencia de masa, ™
K, Constante de adsorcién, m
off Coeficiente de velocidad de reaccion efectiva en la inter-regién, ™
kods Coeficiente de velocidad de adsorcion efectiva en la inter-region, m
T'p Radio de particula, m
Ur = <%*3 © Concentracién adimensional de la fase fluida
Uiy, Concentraciéon de entrada adimensional en la fase fluida
U, = <chj Concentracién adimensional en la fase sélida
V Volumen ocupado por las particulas y el fluido, m3

Letras griegas

K . . . .
a= (1 + %) Coeficiente adimensional de adsorcién
v

&y
8” T
gb _ keffrp
1 €qDef
kads
g = LI
2 ExTp
2 ayvkrp
a—yDef
T
TT‘
2
Yin = 5t
m EHDefTT
d’ _ Afpkfr
p EMDer

Porosidad fase sdlida (fraccién hueca de la particula)
Fraccién del volumen del tanque ocupado por el fluido

Coeficiente de salto para la reaccion

Coeficiente de salto para la adsorcion
Moédulo de Thiele

Tiempo adimensional

Tiempo de residencia del tanque agitado, s

Pardametro adimensional de intercambio de fluido

Parametro adimensional de intercambio fluido - particula
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Subindices

Fluido
p Particula
0 Inicial

in Entrada



Apéndice A

ADIMENSIONALIZACION DEL
SISTEMA DE ECUACIONES

Para trabajar con el sistema de ecuaciones, es recomendable hacer una adimensionalizacién
con la que se obtienen pardametros ya conocidos, hacer esto permitird comparar los resultados

obtenidos con otros publicados y facilita la discusion de resultados.

A.1 Parametros adimensionales

Propuestas para la adimensionalizacion:

Concentracion adimensional para el fluido:

{C)"
Ur = ” (A.1)
&
Concentracién adimensional para la particula:
(Cy)”
Up=-F.— (A.2)
p C—y
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Concentracién adimensional de entrada:

Upn = (A.3)

El término C7 representa a la concentracion caracterfstica asociada con el fluido.

Posicion adimensional en la particula:

r
= _ A4
(=~ (A1)
Tiempo adimensional:
D,
T=t—2 (A.5)
Tp
Parametro de intercambio del fluido:
2
r
in — - A6
w De fE uwTR ( )
Parametro de intercambio fluido-particula:
b DefE MV .
Numero de Biot:
k f’/’
Bi = 2 (A.8)
€7De f

Modulo de Thiele:
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aykr? 2
o = P
EfyDef

Coeficiente de salto para la reaccion:

oy = 21T
ayDef

Coeficiente de salto para la adsorcion:

ads

¢ _ veff
g = ——
EqTp

A.2 Desarrollo adimensional de las ecuaciones

Ecuacién en la particula:

ayKeg\ 0(C)Y 10
= <1+ Ex ) ot = &y Des r2 Or

Para obtener la ecuacién adimensional es necesario:

Despejar (C,)” de la Ecuacién (A.2):

(€7 =,

Despejar r de la Ecuacién (A.4):

r =1y

Despejar t de la Ecuacion (A.5):

)| - ey

(A.10)

(A.11)

(A.12)

(A.13)

(A.14)
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t=-Lr1 (A.15)
Dividiendo la Ecuacién (A.12) por ¢, :

0k \ OO 10 (LoC\] ak,
<1+ £y ) ot = Dey r2or r or £y (G

Sustituyendo (C,)? de la Ecuacién (A.13) en el término de la reaccién:

(1 N aerq> 2(Cy)T D., Fg <T28(C,Y>’Y>] B avk(C;Up)

Exy ot r2or or Exy

Obteniendo la derivada a<§_z>v de las Ecuaciones (A.13) y (A.15) y sustituyendo para el

término acumulativo:

Cx gl
<1 + aerQ> T2’Y 8Up — Def llg <T28<C'Y> >‘| - agvk (C*Up>

Ex or 2 Or or 5
Dey

Sustituyendo r de la Ecuacién (A.14) y obteniendo la derivada 2 65 ~ de las Ecuaciones
(A.13) y (A.14):

a, K, Cx oU, 1 0 CxoU. ayk
1+ v eq) 2’y p :De [__( r 2_“/_10)] v C*U
< £, [:_:f or T (er,)? rp0¢ (&ry) r, O¢ 57< 7U)

Al ser r, y C7 constantes y conocidos se obtiene:

L aky\ 10U, 1 [1d (,0U, Lagk
S G oy e

Def

Dividiendo por C7 :
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WK LU, 1 (10 (a00] ek
(H o )iaf _rgDeflgzag< o -, U

Dy

Dividiendo por D,y y multiplicando por 7:

1K\ Uy _[1 0 (20Uy\] _ avkr,
(H £, ) or [g?@g( o€ svDerp

Por ultimo utilizando la Ecuacién (A.9) que define el Médulo de Thiele, se obtiene la

ecuacion adimensional para la particula:

o) Wy _ (10 (0] g
(1re22) 5 - [ (%) - oo

Ecuacién en el tanque agitado

Despejando (C),)" de la Ecuacién (A.1)

(€)= Uy
Sustituyendo (C.,)” de la Ecuacién (A.13) para § = 1:

d{Cy)" 1 w o A
o a %(Cm(t)_ <Cu> )+ Vv

ky((C)Uple=1 = (C)*)
Sustituyendo (C),)* de la Ecuacién (A.18):

doy 1

eu O = 2 (Cult) — (CU) + Ry — (C0))

dt TR

(A.16)

(A.17)

(A.18)
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Obteniendo la derivada % de la Ecuaciéon (A.18) y (A.15):

ug_%? =~ (Cult) = (CU) + TP RA(C)pler = (C3U))

Obteniendo U;, de la Ecuacién (A.3):

Cau; _ 1

2
B dr g
Def

(CoUin(T) = (C3Uy)) + %kf((ci)Uplgzl — (C7Uy))

Factorizando y eliminando C7 y despejando:

1 dU 1 A
5ur—2d—f = —(Uin(m) = Uy) + %kf(Upk:l —Uy)
_pr_aT TR
Def
Dividiendo por ¢€,:
1 dau; 1 Ay,
= U; -U — ke (Upyle=1 — U
= 0 %TR( (1) f)JrEHV 1 (Uple=1 — Uy)
Dcf
Dividiendo por Dy y multiplicando por r2:
de 7"12, TgAfp
_ (1) — ke (U leey —
o Defg,uTR(U (1) Uf)JrDefeuV 1 (Uple=1 = Uy)

Utilizando los pardmetros de la Ecuacion (A.6) y (A.7) para obtener la ecuacién adimen-

sional para el tanque:

oU;

5 = Vin(Uin(1) — Uy) + ¢p(Uple=1 — Uy) (A.19)

Condicion de frontera en £ = 1:
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9(Cy)" - s DO
e Do L (0 — (C) — KO ey — R 2
Sustituyendo (C),)* de la Ecuacién (A.18):
a<0 >,\/ * rr a Sa<0 >PY
57Def (9; = kf(<Cv>v|r=T’p - (ny)Uf) - eff<C > |T’ =rp kej”lf ot lr=rp
Sustituyendo (C,)? de la Ecuacién (A.13):
d(C,) . ) . ads 9C)”
&y Deg =21 = ks (CH)Uplemr — (C)Uy) = kG (CUplemr — k=51 |
Obteniendo la derivada % de la Ecuacién (A.13) y (A.14):
C: aU, 0{C,)”
—&yDey— =7 = ky((C)Uple=1 — (C3)Uy) = k¢j,(C)U,| e
Y ry O F\ &y )Y ple=1 A ff =17 Pefy ot ’5:1
(A.13) y (A.15)
_E’YD ag =k ((Cw)Up|§=1 - (ny)Uf) eff(C )U |§ 1= e?fr_;a—: e=1
Dey
Dividiendo por C7:
1 00 - wis 1 OU
_5vDef_pa—£p = ks (Uple=1 = Uy) = k25 Uple=r = K= 55| |

Def
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Dividiendo por ey D,y:

10U, kg kZ% k:g;f; 1 ou,
T Y (Ueey — Uy) — Uple—
e~ oby Urlest U = p 2Ublest = e=1

Multiplicando por 7,:

oU,  ryky okl rpkgjf; 1 oU,
- = Uyleey —Us) — —=2Up|e=
o EfyDef( ple=1 — Uy) - Des Ple=1 — S
Eliminando términos:
U,  rpky okl g?;a U,

p
(Uple=1 — Uy) ngerp‘S:l

06 e,Dyy eyrp OT ‘ =1
Haciendo uso del Nuimero de Biot descrito en la Ecuacién (A.8) y de los coeficientes de

salto descritos en las Ecuaciones (A.10) y (A.11) se obtiene:

oy,

v,
A = Bip(Uple=1 — Uy) — o1U, — ¢2§ (A.20)



Apéndice B

SOLUCION POR EXPANSION EN
SERIES DE FOURIER

La siguiente solucién se obtiene utilizando el Método de Separacion de Variables, posteri-
ormente se obtiene un problema asociado de Sturm - Liouville y se aplica el Método de

Expansién en Series de Fourier.
Problema I: Problema completo
El problema completo se conforma de las Ecuaciones antes vistas (5.1) a (5.5).
El Problema Homogéneo asociado al Problema Completo es:

Para el transporte en la particula porosa:

ou, 1 0 (_,0U, )
P _ — Z [2Z22) B.1
“or gmg( ag) Uy (B1)
Ecuacion en el fluido donde Uy, (1) = 0:
aUu
d—Tf = —YinUs + ¢p(Uple=1 — Uy) (B.2)
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Condicién interfacial considerando el salto del flux, en £ =1

oy, . oy,
——7 = BilUple=1 = Uy) = 91U, — ¢28—Tp (B.3)

En base a la homogeneidad de las ecuaciones diferenciales y la condicién de frontera, se

propone:

Up(ga 7_) = F(f, 7_) (B4)

Uy(r) = H(7) (B.5)

La substitucién de las Ecuaciones (B.4) y (B.5) en la Ecuacion (B.1) a la Ecuacién (B.3)

permite obtener:

En la particula porosa:

OF 1 0 (_,0F )
“or w&( 85) v (0
En el fluido:
dH

Para la condicién interfacial considerando el salto del flux, en ¢ = 1

——= = Bi(F|e=1 — H) — 1 F — ¢2aa—]: (B.8)

Por tratarse de un problema de separacién de variables se puede encontrar para la
Ecuacién (B.6):
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OF g2 L1 O (00
a87+q)_F§28§< 8§>_ A (B.9)

Despejando « se obtiene:

OF , 1110 /(,0F\ X
o T _aF§28§< ag)‘ (B.10)

«

Por la naturaleza del problema se tiene n raices para la funcion F', separando las con-

tribuciones se obtiene para &:

Ofa\ _ A0 _
Eﬁ?a_§<€28—§> = (B.11)

En donde se ha utilizado la siguiente igualdad:

)\2
2_"n B.12
o = (B.12)
Para la contribucién temporal de la Ecuaciéon (B.6):
OF A2 5 o 9 o
—_n T 22— B.1
5 T = e = 9= (e, + ¢) (B.13)
Donde se ha utilizando la igualdad:
(I)2
¢ = — (B.14)
a

Para la ecuacién del fluido se desarrolla la Ecuacion (B.7) y se sustituye la contribucién

temporal de la Ecuacion (B.13), obteniendo la expresion:

(8 1) = [+t Faler — )] (B.15)



122 SOLUCION POR EXPANSION EN SERIES DE FOURIER

Para la Ecuacién (B.8) que hace referencia a la condicion interfacial considerando el salto
del flux, se obtiene agrupando términos por su factor comun f,, y sustituyendo la contribucién

temporal de la Ecuaciéon (B.13), la siguiente expresion:

0

%]~ Fule—1(Bi — S,) — Bih,, (B.16)

Donde se ha introducido la siguiente expresion:

Sp = ¢1 — 2(¢” + 1) (B.17)

Las Ecuaciones (B.11), (B.15) y (B.16) definen un problema de Sturm Liouville, la
solucion para la Ecuacion (B.6) sujeta a la condicién de continuidad en el centro de la

particula es:

fal(§) = % (B.18)

La relacién de h(7) con f(&, 7) se obtiene al substituir la Ecuacién (B.18) en ¢ =1y la

contribucién del tiempo, obteniendo para la ecuaciéon en el fluido:

_ Upfa(1)
hy, = m (B.19)
Donde A,, es:
Ay = (6" + p17) — Yin (B.20)

Los valores propios, es decir los valores para A, se obtienen al sustituir las Ecuaciones

(B.18) y (B.19) en la ecuacién de frontera, obteniendo:

tan, Py — A,
Ao ABI+ (Y, — A+ S,)

paran =1,2,3,...00 (B.21)
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La condicién de ortogonalidad es:

/ E fofmdé + —h hy, — ¢ fn(1) frn(1) =0 para n # m (B.22)

De acuerdo a la propuesta hecha para las Ecuaciones (B.4) y (B.5) se obtiene para la

solucién de las Ecuaciones (B.1) a (B.3):

- f: Colm)fa(6) (B.23)
Up(r) = il Co(7) by, (B.24)

Haciendo uso de la Identidad de Green:

1 R AN
/5<fm§285< 5) Up»szdg(g d£>>d5 5:1

Utilizando las Ecuaciones (B.1) y (B.11) y sustituyendo en la Ecuacién (B.25):

fm(l)  (B.25)

fm(l) - U

[ eln(o%r ron) vl = 0 -v Fao e
e=1 e=1
Sacando « de la integral:
oo Uy 2 2 _ oy, B ‘
of (G ) sttt i = B n0-0] paw oo

Usando las Ecuaciones (B.3) y (B.16) para la expresién anterior, se obtiene:
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a /01 e [ IS (% + ¢2Up> U2, fm] A& = Uyles [(Bi — o) fn(1) — Bihm]

— fm(1) [Bi(Upk:l - Uy) (B.28)
oU.
_ Up I a4
P1Uple=1 — ¢o o g:j

Agrupando términos y al simplificar, se obtiene:

o [ @G + @ 41200, )| d€ = Uhleasl=Snal1) = Bi] (B.29)

o, ]
=1

— fm(1) l — BiUs — $1Uple=1 — ¢2§

Despejando de la Ecuacién (B.2) se puede obtener la siguiente expresién:

U,

¢pUp‘5=1 = ar + wpr - ¢m(Um(7') — Uf) (B.BO)

Al sustituir la igualdad de la ecuacién anterior en el desarrollo, se obtiene:

MD = — m.fm(l)Up|€=1 - Bithp|§=1 + fm(l) [BlUf + ¢1Up|§=1 + ¢2% ]
£=1
Bih,, | OU
— S (D)Up|e=1 — ;p [—(%f + VpUp — Yin (Ui (T) — Uf)l (B.31)

oy,

T 5:1]

+ fin(1) lBiUf + 1 Uple=1 + ¢2a—p

Trabajando sélo con algunos términos de la Ecuacién (B.31):
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— B;hm [% + ¢pr - wm(Um(T) - Uf)] + BiUffm(l) <B'32)
= — wp [? - 7vbm((jm( ) Uf)] +B Uf (fm(l) hm)

Utilizando la Ecuacién (B.18) en & = 1 se obtiene la siguiente igualdad:
A,
f(1) = =y, (B.33)

Haciendo uso de la Ecuacién (B.33) y agrupando términos se obtiene:

Bih,, |dUy . A,
- b P WYin (Ui (T) — Uf)‘| + B1Uf< — w—p)hm (B.34)
By o B [dUy
= +w—p¢2nUm(7) wp [ dr + (¢2n + Am)Uf]
— % T7. _ Bifi, % 2 2
=+ () - B 42y

Por lo tanto, la Ecuacién (B.31) se puede escribir de la siguiente forma:

MD = By gy - B [ B (2] (B.35)
T 5:1]

oy,
— S fm(D)Uple=1 + fm(1) l¢1UP|§:1 + ¢28—p

Bih,, @
dr

Utilizando nuevamente la Ecuacién (B.17), se obtiene:
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MD

Bih,, Bih,, [dU
= i Ui (7) — — l—f + (¢ + ui)Uf] (B.36)
ou,

Yy Y, | dt
- <¢1 — da(¢” + Mi))fm(l)Upk:l + fm(1) l¢1Up’gz1 + - gJ

Eliminando términos, y agrupando por el factor comtn: ¢, fm(1), la ecuacién anterior

se reduce a la siguiente expresion:

_ Bty Bl dUy s s
= 0, VYinUin(T) m [dT + (¢ “',Un)Uf]

ou,
a8 2t + 0+ )0

MD
(B.37)

Por tal motivo, la Ecuacién (?77) se puede escribir como:

= U ()

 Bihy [V
Uy dr
ou,

+ @2 fm (1) [?

o @l (52w i, )

(6 +u%;>Uf] (B.33)

.

Usando las representaciones de U,(§, 7) y Us(7) dadas por las Ecuaciones (B.23) y (5.29):

+ (¢2 + Ni)Up
e=1
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= Bih, T
Sa [ €] fuia( 52 + @ 4216 |6 = B2
>, Bih,,h, [an

_z:l dr
+@meﬂ1

+ (¢2 + Ui)Cn]
) [dC’

(@4 i2C)

Ordenando en forma tal que pueda tomarse ventaja de la condicion de ortogonalidad:

hm > dc,
;—pwinUin(T) = ngl [(? + (¢2 + Ni)0n>

. Bih A (B.39)
2 1 Ny,
(a [ € fmtude + = —qszfm(l)fn(l)ﬂ
Utilizando la condicién de ortogonalidad dada por la Ecuacion (B.22):
Bih,, _(dC, 9 Bih?2 9
w—pwinUin(T) = ( I + (¢ + ) )( / &2 frdé + o ¢2fn(1)> (B.40)
Despejando para C,(7) se obtiene:
dcC, Bihn wzn n (7_)
- C, B.41
(8" + ) fog2f2d€+Bl" ") (B.41)

La solucién de esta ecuacion diferencial para C,,(7) es:
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B

Wi i [ U)ol (67 + uik]d@) (B.42)

Colr) = exp | - (67 4207 (€202

Donde se ha utilizado la siguiente igualdad:

hn
Ky, =— B2 (B.43)
o fo & frd€ + o P2 fa(1)
La condicién inicial C,(0) se obtiene de las condiciones iniciales de U, y Uy.
aUpo Jy € fn(€)dE + FUpohn — Upotra fu(1
0): p0 Jo () by~ PO p0%2 () (B.44)

C, .
( o IEEAEE + B — 6, f2(1)

En el Apéndice D se observa que la Ecuacién (B.42) puede ser escrita de la siguiente

forma:

Cn(T) = DQw;: 6Ip—<¢2 + ,U%)T <Uf0B1)\i — OéUpoAnBi>
b potcap=(6 4 )7 (ool = A0S, + 025 (B.45)
+ 20y exp—(¢* + p2)7 | Bigyi, A2 / Uin(s)exp|(¢* + 1i2)s)ds
Dnhn D o, in\p 0 in ¥4 Mo,

La ecuacion anterior podemos simplificarla de la siguiente forma:
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Cp(1) = =2 exp[—(¢* + p*)7] [Bi(Ufo)\fL — aUpAn)

2% By N2 1 (7)

Uty — An)lasn - 6.0 + 52

Esto es posible debido a la siguiente relacion:

S, + oAl = agy — do(a®? + ap?) + G2 = ady — ¢ ®?

Redefiniendo para la Ecuacién (B.17):

2 2
Snzqsl—@(q) ;A>

Ademaés para la Ecuacion (B.20) se obtiene:

2 2
(6%

También se introdujo para la condicién de entrada:

[m(T):e:L'p[—<q)2+>\2> ]/ Uin(s ea?p[ <¢2H2Hd§

La concentracion en el liquido que esta dada por la Ecuacién (B.24), es

(B.46)

(B.47)

(B.48)

(B.49)

(B.50)
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= i exp| = (6° + 12)7] (243, BilUjoN] — alpoA,))
- Z exp| — (6% + 12)7] (20(8p — An)Unolady — $207)) (B.51)

+Ze:cp[—(¢2+ )}w/ Unn(s)exp| + (&° + p2)s|ds
n=1

Finalmente se identifican las contribuciones en la ecuacién:

Ufo)\ ozUpoAn) 61’p[ B ((j[)2 + A%)T]
«

Uy(r) = 20,51 3

Efecto de las condiciones iniciales

Oégbl ¢2®2)(w — An> (I)2 + )\EL
24U ] (B.52)
Efecto de la condicién de frontera
00 )\2
+ 2B1wm1ppz D, — Lin(T)

n=1

Efecto de la condicién de entrada

Ahora es posible obtener la concentracién para el sélido a partir de las Ecuaciones (5.28),
(7?) y (B.50):

(UpoA2 — aUyAy) (v, — Ay) sen(A\,€) P? + N2
Up(§,7) = 2Bi Z D, Esen, p[—( « )T]
(a1 — $22%)(1h, — An)? sen(Anf) ? + A7
2050 nz::l D, Esen), pl B <T>T] (B.53)
) 2 N2 (1h, — A,) sen(A n§)
+ 2Bigin nz::l D, Esen, Lin(7)

En esta se puede identificar el mismo tipo de contribuciones que en la Ecuacién (B.52).
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X (UpgA2 — alUyAn) (¥, — Ap) sen()\né)exp[ B <<1>2 + A%)T]

Up<£77—) = QBlngl Dn gsen)\n

«

Efecto de las condiciones iniciales

— (a¢1 - ¢2(I)2)(¢p - AN)z Sen()‘ng) 61’]9[ o <

2U,
280 nz::l D, Esen),

D* + N2
a )T] (B.54)

Efecto de la condicién de frontera

< \2(4h, — An) sen(n
+ 9By, S (w’b : )Sggémi)lm(ﬂ

n=1

Efecto de la condiciéon de entrada
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Apéndice C

SOLUCION ANALITICA DE LA
TRANSFORMADA DE LAPLACE

Antes de entrar a la soluciéon del problema de interés por el método de Transformada de
Laplace, por la complejidad del problema debido a sus términos no homogéneos, se propone

para la obtencion de la solucién utilizar una superposicion:
Problema I: Problema Completo

Ecuacién en las particulas:

Oy _ 10 (20U _ oo
oz87_ _528§<£ 85) o<U, (C.1)
La ecuacion en el fluido:

oU

a—Tf = Yin(Uin(T) = Us) + ¥p(Uple=1 — Uy) (C.2)

La condicién interfacial considerando el salto del flux:

En ¢ =1

133
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_ 9,

. v,
% Bi(Uple=1 — Uy) — ¢1U, — ¢28—7_p

Condiciones iniciales en 7 = 0:

Ur =Uy

Uy, =Up para 0<¢&<1

La superposicion propuesta para la concentracion en la particula es:

Up(gv T) = Wp(gv T) + up(gv T)

Superposicién propuesta para la concentracion en el fluido:

Up(r) = Wi(7) +uy(7)

(C.3)

(C.4)

(C.7)

Se plantea la solucién del sistema de ecuaciones, de tal manera que la Wy y la W,

contengan los efectos de la alimentacién no homogénea, es decir, U;,(7) y para el problema

de la us y la u, la condicién inicial del fluido donde Usy # 0, obteniendo los siguientes

sistemas de ecuaciones.
Problema I1

Ecuacion en la particula:

- 5

oW, 10 [,0W,
“or _5285<5

)~ o,

Ecuaciéon en el fluido:

(C.8)
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oW,

5 = Vin(Uin(T) = Wi) + p(Wple=1 — W)

Condicién interfacial considerando el salto del flux, en £ =1

ow,
23

ow,
or

= Bi(Wp|€=l - Wf) - ¢1Wp - ¢2

Condiciones iniciales en 7 = 0

W,=0 para 0<¢<1

Problema III

Ecuacion en la particula

Ecuacién en el fluido:

ou
8—: = —tinus + Yp(uple=1 — uy)

Condicién interfacial considerando el salto del flux, en £ =1

ou,,

0 .
P — Bi(uplemr — ug) — druy, — @W

5=

Condiciones iniciales en 7 = 0

(C.9)

(C.10)

(C.11)

(C.12)

(C.13)

(C.14)

(C.15)
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Uf =0 (C16)

u, = Upo para 0<¢<1 (C.17)

Para encontrar la solucion del Problema II se requiere de la Transformada de Laplace
para las Ecs. (C.8) a (C.10).

Particulas:
10 (W0
_ - Y ) 1
asW, coc <§ 0 ) W, (C.18)
En el fluido:
sWi = Uso = in(Uin(5) = Wy) + 0p(Wple=1 — W) (C.19)

Condicién interfacial (salto de flux) en & = 1:

oW,
¢

= Bi(Wles — W7) — 6117, — 6usT7, (C.20)

Para la solucion se proponen las siguientes superposiciones:

Wy(&,5) =W, (&, 5) + B(s)W, (&, 5) (C.21)

Wi(s) = wr(s) + B(s)wy(s) (C.22)

Las ecuaciones anteriores estan en términos de w, (€, s) y Wy (s) que son las soluciones del
problema siguiente:
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Problema ITA

Ecuacion en la particula:

10 (20 e
asw, = £ (5 o ) oW, (C.23)
En el fluido:
swy — Uro = —inW05) + ¢p(Wple=1 — Wy) (C.24)

Condicién interfacial (salto de flux) en & = 1:

—— = Bi(@le=1 — w5) — 0110, — 250, (C.25)
En donde ((s) se encontrara para que las Ecs. (C.21) y (C.22) satisfagan el problema
dado por las Ecs. (C.23) y (C.25).

La substitucién de la Ecuacion (C.21) en la Ecuacién (C.23) da como resultado y por

ella esta ultima es satisfecha.

sy + BT = ¢ 50 (ggi@) — oy + ﬂ(s)%(%(é&a—?) —etm (C26)

De forma analoga la substitucién de las Ecs. (C.21) y (C.22) en (C.25) da como resultado:

_gﬁgp — 5(3)% = Bi(W, |e=1 — Wy) — 01w, — 25w, + () Bi(Wy|em1 — Wy) — 01, — P50,

(C.27)

Lo cual indica que la Ecuacion (C.21) y la Ecuacién (C.22) la satisfacen indénticamente.
Ademas la substitucién de la Ecuacion (C.21) y (C.22) en la Ecuacién (C.19) da como

resultado.
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swy + B(s)wy — Upo = Vin(Uin(s) — Wy — B(8)Ws) + Up(Wyle=1 + B(8)Wple=1 — Wy — B(s)wy)
(C.28)

sWr—Ugo+5(s)sw5 = —=inWi—hin(Uin(s) =B (8)W05) +1p (Wyle=1 ——W5) +5(8)p(Wple=1 — wy)

(C.29)
Este tltimo resultado debido a la Ec. (C.24) se reduce a:
B(s)sw5 = Yin(Uin(s) — B(s)wy) + B(s)ihp(Wple=1 — WF) (C.30)
Al manipular la ecuacién anterior, se obtiene:
B(5)swf — Yinlin(s) = =y B(s)W7 + B(8)¢p (Wple=1 — W) (C.31)

Que podra ser satisfecha si toma la forma de la Ec. (C.24) y para ello se requiere de la

siguiente igualdad:

s) = me—m(s)
B(s) = B (C32)

Con este resultados es posible escribir las Ecs. (C.24) y (C.24) de la siguiente forma:

(e,s) = w6, )506) + 22 e (C.33)
W;(s) = w7(s)B(s) + %}’;’;(S’w—m (C.30)

Por ello al tomar la transformada inversa y usando el teorema de la convolucion se obtiene
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para la Ecuacion (C.21):

Wi(Em) = wp(6) + 22 [ Uil = (6, )05

Uso
y para la Ecuacién (C.22)
wzn
W) = ws(r) 37 [ Uinlr = ()05

(C.35)

(C.36)

Una vez que se obtienen las expresiones para W, y Wy en términos de w, y w; dadas

por las ecuaciones es necesario encontrar las soluciones de u, y us sujetas a las Ecs. (C.13)

a (C.17) que definen el Problema III. La solucién de w, y wy son la solucion del problema

original en donde U;,, y Uy se hacen iguales a cero, es decir:

La ecuacion en la particula:

Jw, _

10 [ 0w, 9
= (€)oo

Ecuaciéon en el fluido:

8wf

o7 —YinWys + Yp(Wple=1 — wy)

Condicién interfacial considerando el salto del flux, en £ =1

ow ] ow
—- = Bi(wy|e=1 — wy) — drw, — 2—p

9¢

Condiciones iniciales

wf = Uf()

(C.37)

(C.38)

(C.39)

(C.40)
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wy, = Uy para 0 <¢<1 (C.41)

Debido a la linealidad del problema inicial, debe ser claro que w,,wy y u,, uy estan
contenidos en la solucién del problema para V), y V. Esto porque son la solucién del problema
original en donde Uy, se hace cero y tanto U,y como Uy, son diferentes de cero. De esta forma,

la solucién del problema dado por las Ecuaciones. (C.6) y (C.7) se pueden escribir:

U6.7) = uy(€7) + 6. ) + 52 [ Untr = e, 5)0s (C.42)

y
Uy(r) = us() 0y (r) 2 [ U = )06 (€43

Es decir:

Up(€7 T) = V;J(ga T, Uf0> ) + Vi (5 T, O UpO g—j:; / Uzn - 67 Sy Uan O)8§ (044)

y
Uf(T) = Vf(T, Uf0,0)+Vf(T 0 Upo ;ﬁm / Um ()Vf(§, Uf0,0)0< (045)

f0

En donde V), y V son la solucién del problema dado por:

La ecuacién en la particula:
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ov, 10 (. .0V, 9
r s%(&%) MiC
Ecuaciéon en el fluido:
oV
8—: = Vi Vi + Vp(Vple=1 — Vy)

Condicién interfacial considerando el salto del flux, en £ =1

v, v,

e Bi(Vyle=1 — V) — 1V, — ¢26—7p
Condiciones iniciales
Vi =Uyo
Vo = Upo para 0<¢<1

SOLUCION ANALITICA POR TRANSFORMADA DE LAPLACE

(C.46)

(C.47)

(C.48)

(C.49)

(C.50)

Obtencién de la solucion analitica del problema utilizando el Método de la Transformada

de Laplace.

Ecuacion en la particula:

Oy 10 [L0Vh) oo
a&—e%6%>®%

Ecuaciéon en el fluido:

(C.51)
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dv,
L= —UnVy + 4 (Vylem = V) (C.52)

Condicion interfacial (salto del flux) en & = 1:

aVv, ) aVv,
_8—; =Bi(Vple=1 = V) — 01V, — ¢2a—7p (C.53)

Condiciones iniciales para el fluido y la particula en 7 = 0:

Vi = Vio (C.54)

V, = Uy para 0<¢<1 (C.55)

En el dominio de Laplace, cuando U;, = 0 se encuentran las siguientes ecuaciones:

En las particulas:

(05 + B)T,(6,5) — 0l = &2 (52 aVP) (C.56)
En el fluido:

SVf — Ufo = —wian + ¢p(vp‘5:1 — Vf)

Agrupando para V', se obtiene para el fluido:

Vf(s + Yin + %) = wpvp‘szl + Ufo (C.57)

Para la condicién de frontera interfacial en £ = 1 se obtiene la ecuacion:
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v,

G Bi(Vplez1 — Vi) — 01V ple=1 — ¢a(sVplem1 — Upo)

Agrupando términos para V,|¢—1, se obtiene

v,

_d—€ — (Bl - ¢1 - ¢2$)Vp|§:1 - BlVf + ¢2Up0 (058)

Las condiciones iniciales para el fluido y la particula han sido incorporadas en las Ecs.
(C.56) a (C.58). La solucién para la Ec. (C.56) es:

senh(5¢) Upo

V(& s) = C—p—t+agy (C.59)
B =Vas+ 2 (C.60)

La derivada de la Ecuacién (C.59) es:

Ay e o= 8 cosh(B%— senh(f¢) (C.61)

Utilizando las Ecs. (C.59 ) y (C.61) en la Ec. (C.58) se obtiene en £ = 1:

—C4[Beosh(B) — senh(B)] = (Bi — ¢1 — ¢as) <Clsenh(ﬁ) + a%) — BiV; + Uy

Bi— ¢1 — ¢35

g U

—C4[Bcosh(B) — senh(B) + (Bi — ¢ — ¢as)senh(B)] = —BiV; + ¢aUyo +

Despejando para (' se obtiene:
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BiV; — ¢2Upo — a%%)%o
= Beosh(fB) + (Bi — 1 — ¢y — ¢as)senh(p) (C.62)

Al escribir la ecuacion anterior en (C.57) junto con (C.59) se obtiene:

BiVj — ¢ollyg — o Bt f2slln senh(/3)

V(s + Vi +1p) wpﬁcosh(ﬁ)—i‘(Bi_1_¢1_¢2S)% g

+ oapp > 0+ Uy (C.63)

Ordenando la ecuacién para agrupar los términos con el factor comun de V:

Vf (8 -+ wm + ¢p - ¢p Bisenh(ﬂ) ¢ S) )

cosh(8) + (Bi—1— ¢ —
G2 + 7& 01~ 020) senh(ﬁ)
osh(B) + (Bi—1— ¢1 — ¢25)% p

= _wpU:nOC + Oﬂpf” 52 _'_ Ufo

Vy <(s + Vi + ) [cosh(B) + (Bi — 1 — ¢y — ¢2$)Seng(5)] 4 Bisegh(ﬂ))

4 a(Bi=g1-¢25)
03 - B ( qpp 2 0 + Uyo)[cosh(B) + (Bi — 1 — ¢y — bys) seng(ﬁ)

= ¢p UpO ]

Despejando para Vs se obtiene la siguiente expresion:
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_ Ugolcosh(B) + (Bi— 1 — ¢y — ¢25)%]

T M(s)
o Unoby + a(Bi—gé—@S) Seng(ﬁ)
- M(s)
U_pzo h Bi—1— . senh(B)
| (o) leosh(B) + <Ml(8) G1 — $25)5 (C.64)
Donde M(s) es:
M(s) = (54 tin + ) [cosh(@) (3= 1 61— )20
_ ¢pBisenh(6) (C.65)
s
Por lo tanto, la Ecuacién (C.64) se puede reescribir como:
v _ Ugolcosh(B) + (Bi— 1 — ¢y — @s)%]
I M(s)
U5 g Upa(Bi— 1= 61 — 6s)
M(s) p2M(s)

atpUpolcosh(B) + (Bi — 1 — ¢y — ¢ps) 202
' )
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_ Ugolcosh(B) + (Bi— 1 — ¢y — ¢28)%]

T M(s)
athpUpo {(Bi — 1 — ¢28)% +cosh(f)+ (Bi—1— ¢y — ¢25)%}
i p2M(s)
¢pUp0¢2%?(ﬁ)
M(s)

Uo [Cosh(ﬂ) +Bi—1—¢ — ¢28)&g(5)
V=

M(s)

at,Upo [ cosh(3) SenE(B ) P Upoa Seng(ﬁ)
B2M (s) - M(s)

(C.66)

La ecuacion anterior es una presentacion muy importante, pues debe notarse que en el
polo cuando § = 0 la expresion es cero y por lo tanto solo es necesario preocuparse de los

polos resultantes cuando M (s) = 0, es decir:

@+wm+wﬂwmwwwﬁ—1—@—wﬁfwgm]—%&f%¥3=0 (C.67)
La Ecuacién (C.67) se puede expresar de la siguiente forma:
) senh(/3) B Q/’pBiSCng(ﬁ)
lcosh(ﬁ) + (Bi—1—¢1 — ¢95) 5 ] RCETT (C.68)

También se puede representar como:

_senh(B)  ¥pBi- (5 + in + 1) (Bi — ¢ — ¢23)%12(5)
g (s + Yin + 1p)

cosh(f) (C.69)
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Utilizando la Ecuacién (E.23) en la Ecuacion (C.66), se obtiene:

_ U o, Bi 222
T (5 + G + 1) M(5)
) At Upo[pB1 — (s + thin + 1) (Bl — ¢y — ¢hps) =52

(5 + Yin + 1) B2 M (s)

senh
_ VpUpogs %

M(s)

Upottp B3
(s + Vin + V) M(s)
o OoUpolthyBi = Bils + vin & vy + (3 + Yin + 1) (91 + Bos)| =20
(S + in + 1) B2 M (s)

V=

senh
_ VpUpog, 5(6)

M(s)

Ufo@DpBi%
(5 4 Vin +1p) M(s)
oty Upo[tyBi — Bils + thin + 1) 2252
(5 + thin + 1) B2M (s)
0, Upol(s - in + 0,) (91 + Ga5) D, U, 20)
(5 + tin + 1) B2 M (s) - M(s)

V=
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Uso3? — alUyo(s + 1in) senh(f)

(s + Yin +1p)32M(s) B
apUpo[(8 + Yin + 1p) (o1 + ¢25)]%}§(5)
(8 + Yin + 1) 52M (s)

VpUpogs %

V; =1,Bi

Al conocer la derivada de M (s), donde su obtencién se muestra a detalle mas adelante,

en el presente apéndice:

dmM D sen(\)

= C.71
ds 22— A) A ( )
Utilizando las siguientes igualdades:
D2 4 \2
A, = < i n) — (C.72)
o)
P2+ N2
Sp =1 — ¢2< ) (C.73)
Donde conocemos que: 32 = —\? y por lo tanto:
A2+ 2
s =— i (C.74)
o

Se obtiene la inversa de la Ecuacién (C.70) es:
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o 2 2 2
V() =2¢,Bi > Uro DaUpoA"] exp[— <(I> i A”)T]
n=1 n Q

- 2003 o= llotr = 7] ewl ) <®2 ; A%H o)
n=1 n

En donde se utilizaron las siguientes igualdades:

D, sen(B) D sen())
N, — A B 2 A

(54 i+ U)o =~y — AN

Con lo anterior, queda demostrado que la Ecuacion (C.75) es idéntica a la Ecuacién
(5.42) que describe la solucién para Us(7) encontrada por el Método de expansion en series

de Fourier si la alimentaciéon U;, = 0.
Obtencién de los polos y la derivada de M(s).

Para encontrar las raices de M(s), expresada en la Ecuacion (C.67), es conveniente

escribirla utilizando la siguiente igualdad:

B =vVas+ ®?

Y considerando que: 8 =i\ = —\2 = as + P = 5 = — L2

a

Sustituyendo s para la Ecuacion (C.67), se obtiene el siguiente resultado:

0=

2 | 2
<— A +¢m+1/)p>cos()\)

2 )2 2 )2 2, )2
+ lBi(éD 2)\ +¢m>—<1+¢1—¢2® 2 )(—q) ;_)\ +¢in+¢p>]w

« A
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La ecuacién anterior puede representarse en términos de la tan(\), obteniendo:

tan(\) _ —(Yin + by — %)
A Bi(tin — ) — (i + 1 — T (14 ¢y — T

(C.76)

Para obtener la inversa de la Ecucacién (C.70), que corresponde a la expresiéon para

V' ;(&s), es necesario obtener la derivada del denominador dado por la Ec. (C.65) :

M(s) = (5 + i + 1) [cosh(ﬁ) +(Bi—1—¢ — ¢28)Sen2(5)
B %Biseng(ﬁ)
La derivada en detalle es:
dM d
v cosh(B) + (s + ¥in + wp)senh(ﬁ)d—f
+ [Bi — ¢a(s + Yin + ) — (1 + @1 + ¢a5)] 56”2(6)
+ [Bi(s + ¥in) — (1 + ¢1 + ¢28)(s + ¢in, + ¢P)]MCOSh(B)B; senh () %
Donde:
w_d _l o _la
PR N Y
P? 4 N2

f=Vas+P2=pF=iA=>-N=as+ P> =>s5=—

«



151

dM 1 ' senh(()

ds COSh(ﬂ) + 204(3 + Yin + ¢p) 3
+ [Bi — (5 + Pin + ) — (14 61 + @s)] Se“gw)

h __ senh(B)
+ 50 [Bi(s i) — (L 1+ 695)(5 + on + wp)] w (B)52 :
dM 1 ' sen(A)
Ie = cosh(\) + §oz(s + Yin + %,)7)\
2 | \2 2 2
" [Bi—@@mwp— L ) - <1+¢1—¢2¢ o )]8”;“)
2 2 2 2 2 2\ 7 sen®® _
" 3a[Bi<¢m— reA ) - <1+¢1—¢2® i )(wmwp— v )] =G
2 Q@ o) Q@ A2
Rearreglando con el uso de: A, = q>2j\”\2 — Y;n, es posible obtener para la derivada:
dM 1 _ysen(d)
I cos(A) + 5@(1/11, A) 3
2 2
" [Bi — ol — A) (1 Yo - )] e
sen(\)
+ la[— ABi — <1 NP k. A2> (@, - Aﬂ - — cosY
2 Q A2

Desarrollando:



152 SOLUCION ANALITICA DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE

M os(n) (1 _ 13[_ ABi — <1 ré1— g +A2>(% — A)D

ds 2 \2 o
2 )\2
+ <Boz(wp—A)+Bi—¢2(¢p—A)— (1+¢1+¢2¢ Z )]
1 2 )\2 A
+ 5%[/1131— (1+61— 62 Z )(wp—A)DsenA( :
Considerando:
2 2
S=¢1—¢2(q) )
o
dM

= cos()\)<1 - %%l—ABi— (1+S)(¢p—A)D

([t a4t~ - (14.9)]

1«

+§EPB“*1+$W@‘MD

sen(\)
A

Usando:

«

(1, — A)cos(\) + l — BiA — (1 b b1 — b P2 + )\2> (0, A)] sen(A) —0
De donde:

_[FBiAd— (1+89)(1, — A))25
o= Wy — A)
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(¢im_;nA)il—Aj = —[Bi(~A) — (1 + 8)(¢), — A)] <1 - %%[ ABi = (1+5)(4p — Aﬂ)
+ ((% —4) (%%ﬂp — A)+Bi— 6(vp — A) = (1+5))
n %Aﬁ[ ABi — (1+S)(¢p—A)D

5| — ABi— (14 8)(t, — A)D

N =
>/|Q

W%A) % — —[Bi(—4) - (1 + 5)(¢, — A)] (1 -

+ ((wp ~ A) (%a(% — A) + Bi — (1), — A) = 5)

_ 1+%%[ ABi—(HS)(wp—A)D

5| = ABi — (14 8)(t, — A)D

>/|Q

(¢, — A)ydM [ .
gy [Bid — (14 S)(¢), — A)] <1_§

n (wp—A)(% (¢ — A) + Bi — 6,(th, — A) - 5)

_(qpp_A)(%Aﬁ[ ABi — (1+S)(¢p_A)}>

5| = ABi— (14 5)(t, — A)])

N —
>/|Q

(wMA) djj [B A+ S, — A)] (1 _

+ (¢p - A) (%0&(% —A)+Bi—¢s(¢p — A4) - S)
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W ST a0~ ) (24— o~ 4B~ 1+ 5105 4]

2)\?

+ (¢ — A) (Vo — A) + Bi — ¢,(th, — A) - ) (C.77)
La Ec. (C.77) puede escribirse como:

dM D sen(\)

ds  2X2(¢, — A) A (C.78)
Donde D es:
D = [Bid+ S(4, — A)] <2)\2 —a| = ABi— (1+ 5)(¢, — A)D
+ (4 = A) (Vo — 4) + Bi— 6(vj — 4) - ) (C.79)
Otra forma de escribir a D es la siguiente:
D = a[BiA(2)\* + (¢, — A) + ABi)
+ N[(1, — A)| (¥ — A) + 2Bila(+ S(1+ )(1h, — A)* + 24BiS(¢, — A))
+ 2X2Bity, (1 — @) — 2X\%¢o(1h, — A)? (C.80)

Para el caso donde a =1y ¢1 = ¢ =0 = 5 = 0, la ecuacion anterior se reduce a:

2)2 (ﬁi;f) % = [A(Bi — 1) + ¢, | (2)* + 4Bi)
T

+ MN(thy — A) (A=, — 2(Bi— 1)) (C.81)
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La ecuacién anterior corresponde a la publicada en el articulo de Marroquin et al (2002);
en dicho articulo existe un pequeno error debido a que en esta tltima expresién aparece
2[A\% + ABi] en lugar de [2)\? + ABil.

Notas de la reduccién de la Ecuacién (C.77):

Sta=1y ¢ =¢2=0= 5 =0, la Ecuaciéon (C.77) se reduce a:

oW — AV IM_ ABi[2)* — [—ABi — (¢, — A)]| + (1, — A) [\*(¢, — A) + 2)7Bi

2>\2%2—]\j = ABi|2X* + ABi — (¢, — A)| + M (¢, — A) [, — A + 2Bi
2)\2%% = ABi[2\* + ABi — (A — )| — 2X°(A — ) + N*(A — 4,)[A — ), — 2(Bi — 1)]
2)\2%% = 2\2ABi + (ABi)? — ABi(A — 1) — 2)*(A — ) + A(A — ) [A — v, — 2(Bi — 1)]
2 2%% = 2\2[ABi — (A — ¢,)] + ABi[ABi — (A — 1,)] + A3 (A — ¥) [A — 1), — 2(Bi — 1)]
2 2(Yp — A) M _ 2A2[A(Bi — 1) + v,] + ABi[A(Bi — 1) + 1,] + A2 (A — ¥,) [A — 1, — 2(Bi — 1)}

sen(A) K
A
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%% = [A(Bi — 1) + ¢, [2A% + ABi] + A(A — ¢,)[A — 4, — 2(Bi — 1)]
A

2)\?

Si ¢1 = ¢ = 0, se obtiene:

senh (1)

D(s) = (s 4+ ¢in + 1) cosh(p) + {Bi(s + Yin) — (8 + Yin + wp)]

senh ()

D(s) = (s + i + 1) cosh(p1) + [(s + i) (Bi — 1) — 15|

La expresion obtenida para D(s) es el mismo denominador de la ecuacion M(s) en la

Ecuacion (19) del articulo de Marroquin y y col., 2002.



Apéndice D

DEMOSTRACION DE LA
IGUALDAD DE SOLUCIONES

El siguiente desarrollo demuestra la igualdad de las soluciones obtenidas por el Método de

Expansion en Series de Fourier y por el Método de la Transformada de Laplace.

Upo Jo € fin(€)dE + Ugogthom — Upod2fin (1)

C, = :
Jo E2£2(8)d + oh = daf2(1)

Evaluando el segundo término del numerador:

Bi Bisen(A,)
Upp—hy = Upp—————=
10 ¢p e wp —An

Por la expresiéon de h,, encontrada:

B Ppsen(A,)
" wp - An
Donde: A, = ®? + X2 — 1y,

Parte del primer término del numerador es:

157
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1 _sen(AE)  Ecos(An8) 1_sen()\n) cos(\y,)
/ fsen(Anodf—[ R W ik e e

Tomando la ecuaciéon encontrada para los valores propios:

tan(\,) Yy, — A,

Ao ABi+ (¥, — A)(1+S) (D-1)

Puede ser escrita de la siguiente forma:

tan()\n) . wp - ATL
A ABIF (Y, — A+ S,)

Con su equivalente:

sen(A,) A,Bi+ (¢, — A,)(1+ 5,)
)\n 'l/)p - An

cos(A\,) =

Donde: S, = ¢; — ¢o(P? + \2)

Por lo tanto, al sustituir cos()\,) se obtiene:

1 . -
[ esenng)as = HA(M ~ A<A> _ DA(M ll  ABi+ %,; _iz)(l + s,g}
_ sen(\,) lz/)p — A, — ABi— (v, — A,) (1 + Sn)‘|
)\% Q/)p - An
_sen(A) [AnBi + Sl — Anw
)‘% @Dp - A,

Trabajando con el tercer término del numerador es de la expresion para C,,:

- p0¢2fn(1) - - p0¢2sen()‘n)
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Es decir, el numerador puede expresarse:

sen(\,) [ A,Bi+ S, (¢, — A,)

U [ €5€)E + Uy o — Voo u(1) = ~Uyo

'l/)p )\721 'l/)p - An
Bisen(\,,)
+ Uf()m — UPOQSQSGH()\H)

De tal forma que el numerador de los coeficientes C,, expresados en la Ec. (D):

— UpO/ Efalé d£+Uf0¢ — Upo P2 fn(1)

sen(A,) {UfoBl)\n — UpoAnBi + Sn(vp — An)] = Upo(¢p — An)ﬁbz)\ﬂ
)‘% (% - An)

Al trabajar con parte del denominador:

Bith,sen?(\,,)

1
/gfz d§+—h2 /Osen2()\n£)d§—|— O

Up

Se desarrolla por formula la expresion para fol sen?(\,€)d€, obteniendo:

13 sen(2)\n§)11 1 sen(2),) 1
0

/01 sen®(\,€)d¢ = [5— e 2 "3 {senz()\n)—i-cosz()\n)—

sen(\,) cos()\n)}
2 4\,

An

Al utilizar nuevamente la expresion obtenida de los valores propios, la ecuacién puede

escribirse de la siguiente forma:

sen?(\,) o [AnBi+ (¢ = AL+ S0)]*  AuBi+ (1 — Ay)(1 + S,)
D Wy~ AP s

/01 Sen2()‘n€)d§ =
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Como consecuencia es posible obtener:

~sen?(\,) [A,Bi+ (¢, — Ap)(1 + 5,)]?
;i@ pt = =g+ (0y = A,
@Dp — An (wp - A )
Es decir:
o sen®’(\,)
R R Ty

Para simplificar la expresion, se utiliza una nueva definicion:

T= )‘i(wp_An)z“' [AnBi+(wp_An)(1+Sn)]2_ (wp_An) [AnBi+(wp_An)(1+Sn)] +Biwp2)‘2n

T= )‘i(wp_An)Z“' [AnBH’ (@Dp _An)(1+5n)] [AnBH' (wp_An) (1+Sn) - (wp_An)] +Biwp2)‘2n

T =22, — An)* + [ABi + (¥, — A) (1 + Sp)][AxBi + S, (v, — A,)] + Bigy,2X*n

Por tal motivo el denominador de la Ec.(D) puede escribirse:

sen?(\,)
205 (¥p — An)?

[ € 2ae+ 20— 0up21) = T usen’(A,)

Up

Desarrollando la expresion:
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2
/ §2f2d§+—h2 Gaf2(1) = 2;22 () ™ ST = 20222 (0, — 4,7
sen?(\,)
/ €f2d€+—h2 02120 = gy

Utilizando otra simplificacion:

D, =T —2¢,)\2 (1, — A,,)?

Por lo tanto, se puede escribir para C,, :

S(CIZI(AZX UsoBiN;, — Upo[AnBi + S, (1 — An)] = Upo (1 — An)@)\i}

sen2(\p)
I (0 AnE

C, =

o drsen(n) o sendn [1750BIN2 — Upo[AnBi + (1 — An)] — Upo (1 — An)$2)2]

sen?(\p)
2X7 (Yp—An)? D

20, [UoBIN2 — Upo[AnBi + S, (¥, — An)] = Upo (1 — An)$2)2]
D,

Cnhn -

Al trabajar con D, y T, se obtiene:

Dy, = A2 (y—A,) 2+ A Bi+ (v, — A, (148,)][AnBi+ S, (¥, — Ap) [ +Bi, 202 =29 A2 (1, — A, )

T = N2 (¢, — A)* + [ABi+ (¢, — A,) (1 + S,)][AxBi + Sp (1, — Ay)] + Bitg, 22
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Simplificando el producto:

0= (¢, — An)[A,Bi+ S, (¥, — An)] + [A,Bi+ S, (v, — A,)]
= AnBi(wp - An) + Sn(wp - An>2 + (¢p - An>2 + Sn(wp - An)2 + 2AnBiSn(wp - A">

Eliminando términos:

0 = (6 — A [ABi + Sn(thy — An)] + [ABi + Sy (th, — A

Por lo tanto, el desarrollo para T es el siguiente:

T = N2 (= A, +A,Bi(1,— A+, (145,,) (1 — Ay ) 2 4-( A, Bi) 2424, BiS,, (¢, — A, ) +Birh, 202

T = N2 (b, — A% + A,Bi(v, — A,) + (A,Bi)? + Bigy,2)\2 + S, (1 + S,) (¢, — A,)?
+2A,BiS, (¢, — A,)
= A,Bi[A.Bi + (¢ — A)] + A (¥ — An) (¥ — Ay) + 2Bi]
+2BiA2 A, + S (14 S,) (Y, — A,)* + 24, BiS, (v, — A,)
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T = A,Bi[2)\2 + A,Bi+ (¢, — A,)] + A2 (¥, — A)[(Wp — Ap) + 2Bi] + S, (1 + S,) (¢, — A,)?
+ 2A4,BiS, (¥, — A,)

Se obtiene para D,,:

D, = AnBi[Q)‘i + A,Bi+ (%ﬂ - An)] + /\i(% - An)[(¢p - An) + QBi]
+ Sn(1+ Sn)(@bp - An)2 + QANBiSn(@Dp —Ay) — qug)\i(@bp — An)2

Si los coeficientes de salto no son considerados, es decir, su valor es igual a cero, el
resultado obtenido es el mismo al reportado por Marroquin y col., 2002 para el problema de

tanque agitado.
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Apéndice E

SOLUCION PARA LA
CONCENTRACION APROXIMADA

El desarrollo para encontrar la concentracion aproximada se realiza utilizando la Transfor-
mada de Laplace, el desarrollo considera que la mayor parte de la adsorcion y la reaccion de
primer orden se llevan a cabo en la superficie de la particula, por tal motivo, la ecuaciéon en

la particula considera dichos efectos sélo en £ = 1.

La ecuacion que describe el transporte en todo el radio de la particula:

o, _ 10 (200, .
a _528§< 8§> U, (E.1)
Ecuaciéon en el fluido:

oU

o = Yin(Uin(7) = Up) + Up(Uplemr = U) (E:2)

Condicion interfacial considerando el salto del flux en la superficie de la particula, es
decir en: £ =1
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8U oU
D€ = Bi(Uple=1 — Uy) — 01U, — ¢28—7p (E.3)
Condiciones iniciales
Ur =Uy (E.4)
U, =Uy para 0<¢<1 (E.5)

Utilizando la siguiente igualdad:

Upe(r) =3 [ U6, m)E%de (E.6)

Utilizando la condicién de frontera expresada en la Ecuacion (E.3) y haciendo uso de la

aproximacién: Uple—1 = Upq, la Ecuacién (E.6) toma la siguiente forma:

Uy a{U}p

52 = =3Bi({U}, —U — ) +36:{U}, + 32> 2% — 9*{U}, (E7)

Las Ecuaciones (E.7) y (E.2) deben ser resueltas sujetas a las condiciones iniciales, re-
solviendo las ecuaciones para la particula y el fluido respectivamente utilizando @, para
indicar que es la transformada de Laplace de U, se obtiene:

Desarrollando para la ecuacién en la Particula:

(o — 3¢p9) (50, — Uy) = —(3Bi + ®* — 3¢,)w, + 3BiU (E.8)

Ecuaciéon en el fluido:
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(S + %n + 'pr)Uf - UfO - wpwp + 'Qmem(S)

La ecuacion en la particula se puede escribir:

(S—l—ﬂ)ﬁp = Upo +

3BiU

g

Donde se han utilizado las igualdades:

ay=a— 3¢

b=

(3Bi + 9% — 3¢y)

g

Despejando de la Ec. (E.10), se obtiene para @

Wy =

U,0 3Bi

S

5 G pas !

(E.10)

(E.11)

(E.12)

(E.13)

Utilizando la ecuacion anterior para sustituirla en la ecuacion del fluido se obtiene:

[(5 4+ Wi + ) (s + B) —

3Bith,
«

[T = Upols + B) + 0Upo + $inTin(5) (s + )
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Obteniendo para U ;:

ol (s +5) Up
S Py ey R Ll | Er L

Yin(s + )

)G — ) )

Donde p; y o son las dos raices de la funciéon cuadratica:

. | 3B
§"+ 8(Vin + p + ) + B(in + ¥p) (s+5)aJ_0

(Wi Uy + ) & { (Win + 0+ B2 = A[B(Wn + 1) — 222
2

Hi,2 =

—(Vin + Uy + B) £ [ (Win + 0 + B = 4B(in + 1) + 22
2

Hi2 =

— (thin + Py + B) £ Wn U2+ B2+ 20ty + 28(Gin + 1) — AB(in + 1) — 2E2]

Hi2 = 2

—(thim + Uy + B) £ \/wfn + P2+ B2 + 20ty — 28(Yin + 1) — %}
2

Hi2 =
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- zn_l' p+ + zn+ P 2+%
g = Lt ¥ ) w;b Yy — B)? + 2 (.10

Las raices ;2 a obtener son reales, una de ellas siempre sera negativa y la segunda raiz

serd negativa si se cumple la siguiente condicion:

3B,
Qg

(E.15)

La condicion mencionada en la ecuacion anterior, se obtiene de desarrollar la siguiente

expresion:

12Bi,

g

(Vin + Up + B) > \/(wm+wp+6)2+

3Biy,
g }

(wm + wp + 5)2 > (¢m + ¢p + 6)2 - 45 [B(wm + %) -

0> —4[B(tim + ) — 3?’7}
B+ 1) 2 O
J

Por lo tanto, la expresion para W, y para U ; respectivamente:



170 SOLUCION PARA LA CONCENTRACION APROXIMADA

3Bity .
s — pr)(s — p2) + =+ Bi U inUin
B G R n

T O G R G ) s (G m)G ) G ) — )

(s+5) b a(s+8) o

U= ot G e =) " =)l — )

Por lo tanto, se requiere de la obtencion de la transformada inversa de Laplace, desarro-

llando para w, :

_1{($—M1)(5—M2)+%} _ (5+M1)(5+M2)+%8X — 7]
(s+ B)(s — ) (s — p2) Brm)Brpm) 7
T8 =) P
T Gt 9) G — o Pl

-1 L = ! ex T| —ex T
o {@—mﬂ&#@}_Ou—mﬁ plt] — expluarl)

‘XA{@—Zﬁglug}:uﬂiug[rﬁﬂﬂmﬁ—fﬂ—@mmxf—onmaowc

Desarrollando para U :

- sth = L explu ] — exp| st
Z {(S_Ul)(s_u2)}_(,Ul—,u2){(lul+ﬁ) plpat] — (pe + B) explpe7]}
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f (5+8Uu(s) | _ ! ’ ex T—C)] - ex T — ;
2 { OO L [+ 8) et — O - (s + 8) explus(r — QU]

Para los casos en los cuales U;, = Uy es una constante, se obtiene:

1 Um S 1 T
% {< . }: >/o {expln(r = Q)] = explya(r — O1}Uin(€)|dC

s — p1) (s — piz) (1 — po
1 ex T| — [ €X T
_ le L o expliT] = mexplp ]]
[11 442 prapa(pn — fia)

o (5+8)Uinl(s) _ Uio T ox N ox o '
Z {(8 — ) (s — qu)} = (i — j2) /0 {{(Nl + B) exp|pua ( Q)] = (2 + B) explpa( C)]}Um(C)}dC

o4 n {
a2 (NI_N2>/~L1/~L2

— Uy [ pia(pn 4 B) explpnT] — pa(pa + ) eXP[MzT]}]

Para obtener la ecuacién anterior, se realizo el siguiente desarrollo:

[ {0+ 8y explia(r = 1Yeic = P22 gl [ expl ]

—H1
(111 + B) [
—H

1 — exp(p )]

o (s+B)Un(s Uio 1+ 5 2+ 8
< {(( JUin(s) }:(m {(M )[1—exp[/~t17]}—M[l—exp[ﬂﬂﬂ}

s — p1)(s — p2) —p2) | —m — o
Uio 1+ 8 (e + )
= = ) { (w m ) lexplimr] —1] + & s - exp[uﬂﬂ}

_ U {(uﬁﬁ) _mtB) [(ul ) e ] - (p2 +

_ - - 5 exp [Mﬂ” }

(,Ul - ,uz) 241 K2
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L (s+B)Uml(s) | U T ox Y o -
=3 {(S—M)(s—uz)}_(ul—uz)/o [{(uﬁﬁ) Plpn (7= Q)] = (2 + ) explpa( C)]}]

gt h o L o] - {1 - ewlul)]

s — p1)(s — p2) — p2) —p2

Por lo tanto se obtiene la siguiente expresién para Uy, (7):

Upa(r) = T2 ) exolnr] = -+ ) explar]} (E.16)
+ %{GXP[MT] — expuaT]}
3 1
+ YinUio [Ml/@ + (1 — )i {M2(/~L1 + B) explpt] — pa(p2 + B) eXP[,uzT]}]

Para la concentracion promediada se obtiene:

(B m) (B ) e
{U},(1) = Uy CETRICETS exp|f7] (E.17)
i 1 1
i e RO e R
3Bi
+ Ufom{ explu ] — eXp[ugT]}
N UZ-O?’BW""{ 1| paexplit] = m eXp[uzf]}
Qg M2 papia(pn — po)

Donde la obtencién de pq y po se utiliza la Ec. (E.14) previamente desarrollada.

Estado Estacionario
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El sistema de ecuaciones que describe el estado estacionario donde no existe acumulacion

es el siguiente:

La ecuacion en la particula es:

¢in(Ui0 - Uf) + wp({U}p - Uf) =0

Ecuacién en el fluido:

—3Bi({U}, — Uy) + 30:1{U}, — @*{U}, = 0

De las dos ecuaciones anteriores es posible obtener:

_ Yinlio + 4 {U},

U

U 3BiU;
P4 3Bi + ®2 — 3¢,

Utilizando la ecuacién obtenida para U,, en Us

YinUio Yy ( 3BiU; )

Us = + :
L i+ 1y Ui+ 1y \3Bi + 2 — 3¢,

Up[(¥in + ¥p)(3Bi + ©* — 3¢1)] = ¥ Uin(3Bi + ®* — 3¢1) + 3BiUst,

(E.18)

(E.19)

(E.20)

(E.21)
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U, — VinUio(3Bi + ®* — 3¢)
T (i +10,)(3Bi + ®2 — 3¢1) — 3Bit),

(E.22)

Finalmente para obtener la expresién para Up,, se introduce la Ec. (E.22) en (E.21):

(thin + 1,)(3Bi + ®2 — 3¢ ) — 3Bith,

Upa =

De la Ec. (E.17) se obtiene :

Donde la definicién de ( se encuentra en la Ec. (E.12), y para la obtencién de raices fi o,
se utiliza la Ec. (E.14), al desarrollar dicha ecuacion:

—(Yin +4p + 0) £ \/(@bm + 1, + )2 — 4[5(% ) — M}

ay
Hi2 = 5

iy 0 = [(¢m + ¢p + 5)2 - {(wm + w;ﬂ - 5)2 + 12%”

Qg

= [+ B = {4y B A1 ) — )

J

p2 = B(in +1p) —

3B,
(6%
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Por lo tanto, para la expresién de Uy, de la Ec. (E.23) se obtiene:

B (3Bi + ®* — 3¢)
1) = O = Ve BB 8 300 (G + ) 3B, )
Para la expresién de U,, de acuerdo a la Ec. (E.18) se obtiene:
Upa(>>1):3 ’Lw UO[ ]: » _ 3 ’Lw U(] »
Qg Mo (3Bi + @2 — 3¢1)(Yin + 1) — 3Bith,
Finalmente para U, se obtiene:
3Bi,U;
Uy = Winlio (E.25)

(thin + 1) (3Bi + ®2 — 3phiy) — 3Bith,

Diferencia relativa con la condicion de salto en la concentracién del fluido. Donde se ha

utilizado la siguiente abreviacion: £ = Error y NJ = NoJump

3Bi+ ®* — 3¢, > E{U;} ((8Bi + &%) (thin + 1) — 3Bity] + E{Uf}ﬁJW

ss 1
N ,lvbzn UiO

NG — (3Bi + 3?)
inYi0

3¢ > E(3Bi+ ®*) + E{U;}%;

3¢1{1 - E{Uﬁﬁ,%} > E(3Bi + ®*) — (3Bi + ®?)
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(3Bi + 2)(E — 1)

L— B{U}s, S

301 >




Apéndice F

FUNCIONALIDAD DE TIEMPO DE
LA CONCENTRACION DE
ENTRADA

A continuacién se presentan las tablas de las funciones de entrada para pu y A,. Cada una
de las expresiones de las condiciones de entrada en las tablas fue obtenida del desarrollo de

I;, (1) al sustituir Uy, para gy A,:

lin(r) = exp [ = (02 + 22)7] [ U, o2+ \2)(<)|d
() = exp | = (®%+ X2)7] | Usn(<) exp [(#% + A7) (<) ds
Donde Uy, puede ser la funcién escalén, pulso u oscilatorio, por lo tanto, cada funcién

permite sustituir directamente las expresiones de la funcién de entrada I;,(7), en la solucién

para la concentracion de salida del tanque Uy.
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Funcién de
Entrada

Restricciones

Escalon

a; = 0, para 7 < 19
a; =1, para 7 > 719

Pulso

14+6(r —70)

a; = 0, para 7 < T
a; =1, para 7 > 19

Oscilatorio

) sen(wt) — w cos(wT)
1+ BH (T — 79)sen(wT)

A+ @2
) (s
+Oél
+

2 2
<Aﬂ—ot—¢)) sen(wTp) — w cos(wp)

a; = 0, para 7 < 1
a1 =, para T > 1

()"
8L1

RPRINUD oD SouomUNy sojuaIofip ered (L)“r ojuarpuadop uoRIULOWITR op 10308 T B[R],

7

HdHA NOIDVHILNHONOD VT HAd OdINHILIL HAd AVAITVNOIONNA

VAVYULNH



Funcién de Uj,(7) IX(7) Restricciones
Entrada
2 (I>2
l—epru i >(T—TO)]
Escalén H(t — ) oy 2a 5 a; = 0, para 7 < 79
_(E —5@) a; =1, para 1> 1
1 —exp T 2, g2
Pulso 1+6(r —70) e} 5 O; + aq exp [(u Z )(7‘ — 7’0)} ay = 0, para 7 < 79
_<H gcb) ap =1, para 7 > 79
2 @2 2 2
1 —exp KH il )7’} (” Jar o )sen(wT) — wcos(wT)
Oscilatorio 1+ BH(T — 79)sen(wt) « 5 O; - o 5 7 a; = 0, para 7 < 79
(gg—é—é@) wz_(ﬂ +(I)) ap =, para T > T
a

2+®2

colfesyeal

<,ﬁ+q>2>2
w- —
«

sen(wTp) — w cos(wp)

. .L)W[]

RPRINUD oD SouomUNy sojuaIofip ered (L)“r ojuatpuadop uoRIULOWITR op 10308 7' B[R]

6L1
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Apéndice G

SOLUCION EN ESTADO
ESTACIONARIO

Para el andlisis de la concentracion de la particula y la concentracion del fluido en el tiempo

se utilizé también la solucion del estado estacionario que se presenta a continuacion.
Sistema de Ecuaciones utilizando la condiciéon de frontera no tradicional

Ecuaciéon que describe el comportamiento de la concentracion en la particula:

d dU,
e ()~ =0 o

Ecuacién que describe el comportamiento de la concentracion del fluido en el tanque:
Vin(Uin(T) = Us) + ¢p(Uple=1 — Uy) = 0 (G.2)
Condicién de frontera en & = 0:

dUP _
¢
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Condicién de frontera en £ = 1:

- = Bi(Up‘5:1 - Uf) - ¢1Up (G'4)

Solucién para la Ecuacion (G.1):

Por superposiciéon de variables, se propone:

Sustituyendo la Ecuacion (G.5) en (G.1) y desarrollando se obtiene:

&2V,

%2—&%20 (G.6)

La solucion para V), de la Ecuacién (G.6) es:

V(&) = Asenh(®¢) + B cosh(PE) (G.7)

Sustituyendo la Ecuaciéon (G.7) en (G.5):

senh(PE) N Bcosh(q)g)

U, =A G.8
Utilizando la Ecuacién de frontera (G.3), se concluye que B = 0, por lo tanto:
senh(PE)
%@ZA—?f— (G.9)

Para encontrar el valor de la constante A, se utiliza la Ecuacién de frontera (G.4), desa-

rrollando la derivada de la Ecuacion (G.9):
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dU,(§) — AEPcosh(PE) Aggsenh(®€)  AD cosh (D) ~ Asenh(®¢) (@.10)
g & & - 3 & ’

Haciendo uso de la Ecuacién (G.10) y de la Ecuacién (G.9) en & = 1 para sustituirlas en
la Ecuacion (G.4):

du, .
_d—; = Bi(Uple=1 — Uy)

| Asenh(®§) AP cosh(P)
& §

= Bi[Asenh(®¢)] — BiUy — ¢1[Asenh(PE)] (G.11)

Desarrollando la ecuacion anterior y agrupando términos, se obtiene para la constante A

la siguiente expresion:

BiUy
A= G.12
® cosh(P) + senh(P)(Bi— 1 — ¢y) ( )
Sustituyendo la expresién de A en la Ecuacién (G.9), se obtiene:
U(€) = BiU; senh(PE)
PRS2 | @ cosh(®) + senh(®)(Bi — 1 — ¢) £
B'senh(cbf) (G].g)
e

Uf(ID cosh(®) + senh(®)(Bi — 1 — ¢1)

Para encontrar el valor de Uy se utiliza la ecuacién en el fluido expresada en la Ecuacion

(G.2), utilizando para U;,(7) — 1 que es para tiempos grandes su tendencia.
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Vin(Uin(T) — Uf) + ¢p(Up|§:1 — Uf) =0

@Dz’n - ¢inUf + ¢pUp|§:1 - ’(/)pr =0

Sustituyendo la expresion para U, en { = 1, se obtiene:

Bisenh(®)
h(®) + senh(®)(Bi — 1 — ¢1)

7pin - mef + ¢p qu)COS - ¢pr =0

Desarrollando la ecuacién anterior y agrupando términos, se obtiene para la concentracion

en el fluido:

o in [P cosh(P) + senh(P)(Bi — 1 — ¢4)]
7 )i [® cosh(®) + senh(P)(Bi — 1 — ¢)] + 1, [® cosh(®) — senh(®)(1 + ¢1)]

(G.14)

Sustituyendo la Ecuacién (G.13), se obtiene para la concentracién en la particula en

estado estacionario, U;*:

,l/)inBisonhg(d)g)
T Yin [P cosh(P) + senh(P)(Bi — 1 — ¢1)] + [P cosh(P) — senh(P)(1 + ¢1)] (G.15)

Esta misma solucién para las expresiones de la concentraciéon del fluido y la particula
en estado estacionario pueden aplicarse al sistema de ecuaciones utilizando la condicién de

frontera tradicional, donde ¢ = 0.0, es decir, las expresiones que se obtienen son:

Para la concentraciéon del fluido:
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ss Yin|® cosh(®) + senh(P)(Bi — 1)]

T in[® cosh (@) + senh(®)(Bi — 1)] + 1,[® cosh(®) — senh(®)] (G.16)

Sustituyendo la Ecuacién (G.13), se obtiene para la concentracién en la particula en

estado estacionario, U}*:

¢2nB1%
U = Yin [P cosh(P) + senh(P)(Bi — 1)] + 1,[P cosh(P) — senh(P)] (G.17)
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Apéndice H

PROGRAMA COMPUTACIONAL
CODIFICADO EN “Fortran 90”

El programa usado para calcular los datos reportados en el capitulo de resultados fue es-
crito en el lenguaje Fortran 90, usando el compilador gfortran 4.3 en una distribucién
GNU/Linux SuSE 11.4. El objetivo de este apéndice es explicar brevemente cada uno de los

moédulos y listar los archivos fuentes que se usaron.

H.1 Estructura del Programa

Con el objetivo de escribir un programa eficiente, escalable, facil de entender y depurar; la

codificacion se dividié en cinco partes las cuales se listan a continuacién:

Programa Principal

Constantes

e Funciones

e Numéricos

Rutinas

187
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Cuya dependencia puede visualizarse en la siguiente figura.

Programa Principal

Rutinas
Médulo Mdadulo Mdédulo
Numeéricos Arreglos Funciones
Médulo
Constantes

Figura H.1: Programa

La idea principal es usar un par de funciones para producir todas las gréaficas

Programa Principal

Hace un llamado a los médulos y las funciones de forma organizada para que el programa
tenga la secuencia requerida para la obtencion del resultado final que es una tabla que
presenta el valor de la concentracién del fluido y la concentracién en la superficie en el
tiempo para cada una de las funciones de entrada.

!
I File: lucyV40. 90

I Author: shikary&tunbolom
|

5 | Created on 5 de Enero de 2011, 19:15 Hrs
|
PROGRAM Principal
9
USE Constantes
11 USE Arreglos
USE Funciones
13 USE Rutinas
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IMPLICIT NONE

INTEGER NoRaices, Imagina

CALL Grafica(g, 7g.d”, am, bm, 1000, Imagina)
CALL Grafica(f, 7f.d”, a, b, No, NoRaices)

PRINT %, 'Total de raices encontradas =
ATLOCATE ( lambda (0: NoRaices), AA(0:NoRaices), BB(0: NoRaices), DD(0:

NoRaices), DDA(0: NoRaices) )

ATLOCATE ( ppmaa(0:NoRaices), sen (0:NoRaices),

NoRaices) )
ALLOCATE ( T(0:NoRaices)

, R(0:NoRaices) )

PRINT %, ’arreglos creados’

CALL CalCoef(”comparativa.d”, f, g, NoRaices)

CALL gexp(NoRaices)

contribuciones de la

! dado que rapidamente tiende a cero las

! Funcion usada para observar las

exponencial en las sumatorias

hacen no significativas

CALL U_F(

CALL U_F(

CALL U_F( ”OscilaUF.d”,
CALL U_P(

CALL U_P( "PulseUP.d”, p

CALL U_P( ”OscilaUP .d”,

CALL U_fa( ”StepAP.d” )

CALL U_fo( ”StepOP.d” )

CALL U_po( ”StepUPO.d” )
END PROGRAM Principal

Moédulo constantes

e Module constantes

e Module arreglos

"StepUF .d”, stepR, stepl, NoRaices )
"PulseUF.d”, pulseR, pulsel , NoRaices )

oscilaR , oscilal , NoRaices )

"StepUP.d”, stepR, stepl, NoRaices )

ulseR, pulsel , NoRaices )
oscilaR, oscilal , NoRaices )

looV50SuSE /lucy V50.F90

", Imagina 4+ NoRaices

L(0:NoRaices) ,

contribuciones de alpha
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El médulo constantes contiene a todas las constantes que se usan a lo largo del programa,

facilitando la manipulacion del valor de las constantes en este iinico médulo.

El médulo arreglos debe su nombre a los arreglos que requiere el programa para funcionar,
los arreglos son aquellas variables que cambian de valor en funcién de A, es decir, aquellas
variables que toman n numero de valores como valores propios existan incluyendo A. Los
arreglos se inicializan desde cero por el Programa Principal, y suponiendo que existe una raiz
imaginaria, ésta toma la posicion cero del arreglo, todos los arreglos son del tipo dindmico y

el tamano del arreglo se realiza en funcién de los cambios de signo.

I File: constantes. 90
I Author: shikary&tunbolom

I Created on 26 de julio de 2009, 00:41 Hrs
! Revised on 7 de Enero de 2011, 21:57 Hrs

! Definicion de las constates que se usaran durante todo el programa.

! Basta modificar sus valores desde este modulo para establer las
condiciones de

! cada uno de los experimentos para trabajar con las tres funciones de
entrada .

!
MODULE Constantes

IMPLICIT NONE

REAL (KIND=8), PARAMETER :: Biot = 1.0 ! Numero de Biot.

REAL (KIND=8), PARAMETER :: fi = 2.0 ! Phi, Numero de Thiele

REAL (KIND=8), PARAMETER :: alpha = 1.0 I Coeficiente de
Adsorcion.

REAL (KIND=8), PARAMETER :: bet = 0.0 ! Constante para la
oscilatoria

REAL (KIND=8), PARAMETER :: pp = 0.1 ! Psi_p, Parametro de

intercambio fluido—particula.
REAL (KIND=8), PARAMETER :: pin

de intercambio del fluido.

10.00 I Psi_{in}, Parametro
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36
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REAL (KIND=8), PARAMETER :: fimenorl =
salto para la reaccion.

REAL (KIND=8), PARAMETER :: fimenor2 =
salto para la adsorcion.

REAL (KIND=8), PARAMETER :: tao0 =
adimensional

REAL (KIND=8), PARAMETER :: Uf0 =
adimensional en tiempo cero para el

REAL (KIND=38) . Ui =
solucion promedio

REAL (KIND=8), PARAMETER :: Up0 =
en la Particula

REAL (KIND=8), PARAMETER :: w =
funcion oscilatoria .

REAL (KIND=8), PARAMETER :: a =

0.0 !

0.0 !

0.0 !

0.0 !

fluido .

0.997 !

0.0 !

31.4 !

0.0 !

la funcion f(x) para el calculo de lambda.n.

REAL (KIND=8), PARAMETER :: b =

300.0 !

funcion f(x) para el calculo de lambda_n.

REAL (KIND=8), PARAMETER :: am =

0.0 !

phi_1, Coeficiente de

phi_2, Coeficiente de

Tiempo cero

Concentracion

Constante de la

Concentracion Inicial

Coeficiente para la

Intervalo inicial en

Intervalo final en la

Intervalo inicial en

la funcion g(x) para el calculo de lambda imaginaria .

REAL (KIND=8), PARAMETER :: bm =

5.0 !

Intervalo final en la

funcion g(x) para el calculo de lambda imaginaria .

REAL (KIND=38) troxid =

particula

1.0 !

!

!

INTEGER, PARAMETER :: No = 3000
distancia para crear intervalos a evaluar.
INTEGER, PARAMETER, :: Ntao = 640
tiempo

END MODULE Constantes

! Creando los arreglos auxiliares que se usaran

para el

Posicion en la

Discretizacion en la

Discretizacion en el

calculo de Uf

! todos los arreglos son de tipo dinamico y se asigna su tamanio despues

de

! la deteccion de los cambios de signo en los

MODULE Arreglos

IMPLICIT NONE

subintervalos
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! En el programa principal los arreglos se inicializan desde cero; en el

cado de que exista

52 ! una raiz imaginaria, se almacenara en la localidad cero del arreglo.
54 REAL (KIND=8), DIMENSION(:), ALLOCATABLE :: lambda ! Raices de la
funcion
REAL (KIND=8), DIMENSION(:), ALLOCATABLE :: AA I coeficiente a_n
necesario para d.n
56 REAL (KIND=8), DIMENSION(:), ALLOCATABLE :: BB ! coeficiente b._n
necesario para d.n
REAL (KIND=8), DIMENSION(:) , ALLOCATABLE :: DD I coeficiente d.n
necesario para Wf en la sumatoria
58 REAL (KIND=8), DIMENSION(:) , ALLOCATABLE :: DDA ! usado en una
comparativa algebraica
REAL (KIND=8), DIMENSION(:) , ALLOCATABLE :: L I arreglo auxiliar
para W_f y U_f lambda cuadrada
60 REAL (KIND=8), DIMENSION(:), ALLOCATABLE :: S I arreglo auxiliar
para W_f y U_f
REAL (KIND=8), DIMENSION(:), ALLOCATABLE :: T ! arreglo auxiliar
para W_f y U_f
62 REAL (KIND=8), DIMENSION(:), ALLOCATABLE :: R I arreglo auxiliar

para V_f y U_f

I Se agrega V_f en la nueva solucion

64 REAL (KIND=8), DIMENSION(:) , ALLOCATABLE :: sen ! arreglos auxiliar
para U_p
REAL (KIND=8), DIMENSION(:) , ALLOCATABLE :: ppmAA I vease la rutina
correspondiente
66 ! Los dos ultimos arreglos ayudan a simplificar los calculos de W_f y U_f

yva que L y S
! se calculan para cada una de las iteraciones del tiempo con cada uno de
los valores propios.
68

END MODULE Arreglos

looV50SuSE/constantes.F'90

Moédulo funciones

El médulo esta integrado de la siguiente forma:
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Function f(x)

e Function g(x)

e Function stepR
e Function stepl

e Function pulseR
e Function pulsel
e Function oscilaR

e [Function oscilal

En este médulo estén incluidas las ecuaciones para calcular los valores propios tanto reales

( f (x)) como imaginarios (g(m)), la funcion estd escrita en términos de senos y cosenos. Los

cambios de signo de la funcién se detectan con la funcién Grafica, (incluido en el mddulo

subrutina) y el valor preciso de la raiz se calcula con el Método Regula falsi (incluido en el

modulo numéricos).

El médulo incluye cada una de las funciones de entrada, escalon, pulso y oscilatoria en

cada funcion, la real y la imaginaria.

|

File: funciones . 90
Author: shikary&tunbolom

Created on 26 de julio de 2009, 01:08 Hrs
Revised on 7 de Enero de 2011, 21:59 Hrs

MODULE funciones

CONTAINS

!

F: Funcion con la que se calculan las raices REALES del problema, los

cambios de signo se
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! detectan con la funcion GRAFICA, esta idea ayuda a detecar el numero
de raices que se

16 ! presentan en el intervalo [a,b] en funcion del valor de las constantes

! Posteriormente , la precision de los calculos para encontrar las raices
se incrementa
18 ! con el uso del metodo numerico: REGULA_FALSI (un hibrido de biseccion
con regula falsi).
!
20 REAL (KIND=8) FUNCTION f (x)

22 USE constantes
24 IMPLICIT NONE

26 REAL (KIND=8), INTENT(IN) :: x
REAL (KIND=8) s
28
s = ( x*x*2 + fi*x2 )/alpha
30 f = (Sin(x)/x)* (Biot*(—s + pin) — (1 + fimenorl — fimenor2 * s) * (—s +
pin + pp)) + (Cos(x)*(—s + pin + pp))

32 RETURN
32 END FUNCTION f

36 '
! G: Funcion con la que se calculan las raices IMAGINARIAS del problema, de
igual manera,
38 | los cambios de signo se detectan con la funcion GRAFICAG, esta idea
ayuda a detecar
! el numero de raices que se presentan en el intervalo [am,bm] en
funcion del valor de
10 ! las constantes, posteriormente, la precision de los calculos para
encontrar la raAz
! imaginaria, se incrementa con el uso del metodo numerico: REGULA_FALSI
(un hibrido
a2 | de biseccion con regula falsi).
I

1+ REAL (KIND=8) FUNCTION g (x)
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46 USE constantes
48 IMPLICIT NONE
50 REAL (KIND=8), INTENT(IN) :: x

REAL (KIND=8) s
s = ( x*xx2 — fix%2 )/alpha
54 g = (s+pintpp)*cosh(x) + (Biotx(s+pin) — ( 1 + fimenorl + fimenor2x*s)x(s

+ pin + pp))*(sinh(x)/x)

56 RETURN

ot

s END FUNCTION ¢

60 !
! Funcion de salto en sus variantes real y compleja. Son invocadas por U_f al
evaluar un descriminante
62 '
REAL (KIND=8) FUNCTION stepR( tiempo, si )
64
USE constantes
66
IMPLICIT NONE

68

REAL (KIND=8), INTENT(IN) :: tiempo I "tao” en el contexto del
reporte de Tesis
70 REAL (KIND=8), INTENT(IN) :: si ! Este valor es calculado

por anticipado dado que es usado
! con frecuencia en las funciones a evaluar
REAL (KIND=8) al I alfa_l de acuerdo a
la Tabla de Funciones

~
N

74 IF ( tiempo .le. tao0 ) THEN

al =0
76 ELSE

al =1
78 END IF

80 stepR = al % (1 — exp(—(si)* ( tiempo — tao0 ))) / si
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s2 END FUNCTION stepR
s1 REAL (KIND=8) FUNCTION stepI( tiempo, si )
86 USE constantes

88 IMPLICIT NONE

90 REAL (KIND=8), INTENT(IN) :: tiempo ! "tao” en el contexto del
reporte de Tesis
REAL (KIND=8), INTENT(IN) :: si ! Este valor es calculado
por anticipado dado que es usado
92 ! con frecuencia en las funciones a evaluar
REAL (KIND=8) al I alfa_l de acuerdo a

la Tabla de Funciones
94

IF ( tiempo .le. tao0 ) THEN

96 al - 0.0
ELSE
98 al = 1.0
END IF
100
stepl = —al % (1 — exp( si * ( tiempo — tao0 ))) / si
102

END FUNCTION stepl
104
!
106 | Funcion pulso en sus variantes real y compleja. Son invocadas por U_f al
evaluar un descriminante
|

10s REAL (KIND=8) FUNCTION pulseR( tiempo, si )

110 USE constantes

112 IMPLICIT NONE

114 REAL (KIND=8), INTENT(IN) :: tiempo ! "tao” en el contexto del
reporte de Tesis
REAL (KIND=8), INTENT(IN) :: si ! Este valor es calculado

por anticipado dado que es usado

116 ! con frecuencia en las funciones a evaluar
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REAL (KIND=8) al I alfa_1 de acuerdo a
la Tabla de Funciones
118

IF ( tiempo .le. tao0 ) THEN

120 al - 0.0
ELSE
122 al = 1.0
END IF
124
pulseR = ((1 — exp(—sixtiempo)) / si) + al % exp( —si * ( tiempo — tao0 ))

126
END FUNCTION pulseR
128
REAL (KIND=8) FUNCTION pulsel( tiempo, si )
130
USE constantes
132

IMPLICIT NONE

134
REAL (KIND=8), INTENT(IN) :: tiempo ! "tao” en el contexto del
reporte de Tesis
136 REAL (KIND=8), INTENT(IN) :: si I Este valor es calculado

por anticipado dado que es usado
! con frecuencia en las funciones a evaluar
138 REAL (KIND=8) al ! alfa_l de acuerdo a
la Tabla de Funciones

140 IF ( tiempo .le. tao0 ) THEN
al = 0.0

142 ELSE
al = 1.0

144 END IF

146 pulsel = ((1 — exp(sixtiempo)) / (—si)) + al * exp( si * ( tiempo — tao0 ))
' —(1 — exp(si % tiempo)) / si + exp( si * ( tiempo — tao0) )
148 ! forma original en la primera version del programa

END FUNCTION pulsel

!
152 | Funcion oscilatoria en sus variantes real y compleja. Son invocadas por U_f

al evaluar un descriminante
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!
154 REAL (KIND=8) FUNCTION oscilaR ( tiempo, si )

156 USE constantes

158 IMPLICIT NONE

160 REAL (KIND=8), INTENT(IN) :: tiempo I "tao” en el contexto del
reporte de Tesis
REAL (KIND=8), INTENT(IN) :: si ! Este valor es calculado
por anticipado dado que es usado
162 ! con frecuencia en las funciones a evaluar
REAL (KIND=8) al I alfa_l de acuerdo a
la Tabla de Funciones
164
IF ( tiempo .le. tao0 ) THEN
166 al = 0.0
ELSE
168 al = bet
END IF
170
oscilaR = ((1 — exp(—sixtiempo))/si) + al % ((si*sin(wxtiempo) — wkcos (w
tiempo)) /(w*x2 + si*x2)) &
172 & — al x exp(—si*(tiempo—tao0))*((si*sin(wxtao0) — wxcos(wxtao0)) /(wxx2 +
sixx2))

172 END FUNCTION oscilaR
176 REAL (KIND=8) FUNCTION oscilal( tiempo, si )
178 USE constantes

180 IMPLICIT NONE

182 REAL (KIND=8), INTENT(IN) :: tiempo I "tao” en el contexto del
reporte de Tesis
REAL (KIND=8), INTENT(IN) :: si ! Este valor es calculado
por anticipado dado que es usado
184 ! con frecuencia en las funciones a evaluar
REAL (KIND=8) al I alfa_l de acuerdo a

la Tabla de Funciones
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186

IF ( tiempo .le. tao0 ) THEN

188 al = 0.0
ELSE
190 al = bet
END IF
192
oscilal = ((1 — exp(sixtiempo))/(—si)) — al * ((sixsin(wxtiempo) + wxcos (wx
tiempo) ) /(wxx2 — sixx2)) &
194 & + al % exp(six*(tiempo—tao0))*((si*sin(wxtao0) — wxcos(wxtao0))/(wkx2 — si
*%2))

196 END FUNCTION oscilal

19s END MODULE funciones
looV50SuSE /funciones.F90

Moédulo Numéricos

e Function Regula falsi.

e FFunction Muller.

El moédulo numéricos contiene al método regula falsi, basicamente es un hibrido entre el
método de la biseccién y el regula falsi, se utiliza para calcular el valor de las raices de u
v A\n. El médulo incluye el método de Muller, se agregd en el programa como una medida
de comprobacion de los resultados obtenidos por el regula falsi, pero debido a la naturaleza
del programa y de las funciones g(z) y f(z), no pudo ser utilizado, sin embargo se decidié
incluirlo en el programa con la finalidad de reutilizar del codigo.

!
> | File: numericos . 90

I Author: shikary&tunbolom

! Created on 26 de julio de 2009, 01:16 Hrs

s !  Escencialmente el modulo contiene la funcion REGULA_FALSI que calcula la

raiz de una funcion.
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! Se propone un segundo metodo para la verificacion de la raiz , MULLER.
Sin embargo,

10 ! el metodo presento problemas por el calculo con numeros complejos.

12 ! La idea del modulo es completar una biblioteca de funciones para calcular
las racices de

! una funcion por diversos metodos. Habra que revizar las caracteristicas
de cada metodo

11 ! en un libro especializado en el tema.
16 | Revised on 7 de Enero de 2011, 21:26 Hrs (Sin cambios)
1s MODULE numericos

20 CONTAINS

22 '
! FUNCION regula_falsi.
24 | Esta funcion trabaja con el metodo de la posicion falsa estandar para
detectar las raices
! de f(x) de forma local. Recibe de hibridof rp0 y rpl que es donde se
detecta un cambio de
2 | signo, el valor de la raiz se almacena en el arreglo lambda en la
posicion correspondiente .
I
2s REAL (KIND=8) FUNCTION regula_falsi (funcion, rp0,rpl)

30 IMPLICIT NONE
32 REAL (KIND=8), EXTERNAL :: funcion ! Apuntador a la funcion que se
utiliza .
REAL (KIND=8), INTENT(IN) :: rp0, rpl I Inicio y final del intervalo a
evaluar .
34 REAL (KIND=8) p0, pl ! Para modifocar los valores de
rp0 y rpl.
REAL (KIND=8) q0, ql ! Evaluacion de la funcion en
los extremos.
36 REAL (KIND=8) p, q ! RAIZ y su evaluacion.
REAL (KIND=8), PARAMETER :: tol = 10E-9 I Tolerancia .
38 INTEGER, PARAMETER :: No = 1000 ! Numero de particiones.

INTEGER i
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p0 = rp0
pl = rpl

q0 = funcion (p0)

punto inicial

ql = funcion (pl)

punto final del

DO i=2, No
p=pl —ql
IF (ABS
q = funcion (p)
IF (ql * q.1t.0
pO pl
q0 = ql
END IF
pl =p
ql = q
END DO
regula_falsi = p
RETURN

del

intervalo.

intervalo.

!

!

Calculo de la funcion en el

Calculo de la funcion en el

( (pl—=p0 )/ (ql —q0))
( p—pl ).le.tol) EXIT

END FUNCTION regula_falsi

|
|

Metodo de Muller.

REAL (KIND=8) FUNCTION muller (funcion, rp0,rpl,rp2)

IMPLICIT NONE

REAL (KIND=8), EXTERNAL ::

analizar .

REAL (KIND=8), INTENT (IN)

REAL (KIND=8) p0, pl, p2

puntos

REAL (KIND=8) deltal, delta2, d, h

iniciales

REAL (KIND=8) b, De, E

REAL (KIND

8) p

funcion

rp0,

rpl,

rp2

! Puntero a la funcion a

! Tres puntos consecutivos.

I Copia los valores de los

I RAIZ
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REAL (KIND=8), PARAMETER :: tol = 10E-9 I Tolerancia
INTEGER, PARAMETER :: No = 1000

INTEGER i

p0 = rp0

pl = rpl

p2 = rp2

deltal = (funcion(pl) — funcion(p0)) / (p0 — pl)

delta2 = (funcion (p2) — funcion(pl)) / (p2 — pl)

d = (deltal — delta2) / (p2 — p0)

DO i = 3, No

o
I

delta2 + (p2 — pl)=xd
De = bxx2 — 4xd«funcion (p2)
PRINT x, De
De = SQRT(De)

F(ABS( b — De ).l1t.ABS( b + De )) THEN

E =b + De
ELSE

E =Db — De
END IF

h = -2 % funcion(p2) / E
p=p2+h

F(ABS(h).1t.tol) EXIT

p0 = pl
pl = p2
p2 =p
deltal = (funcion(pl) — funcion (p0)) (pl — p0)

/
delta2 = (funcion (p2) — funcion(pl)) / (p2 — pl)
d = (deltal — delta2) / (p2 — pl)

END DO

muller = p
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118
END FUNCTION muller
120

END MODULE numericos
looV50SuSE /numericos.F90

Moédulo Rutinas

En el presente modulo estan contenidos las rutinas y funciones con las que trabaja el

programa principal.

e Subroutine grafica.la funcién grafica calcula los cambios de signo en la funcién para

el calculo de valores propios.

e Subroutine hibrido.Subrutina hibrido, sirve para hacer una aproximacién de la raiz,

manda el intervalo donde se encuentra el cambio de signo a Regula Falsi.

e Subroutine CalCoef.Subrutina Calcoef, calcula los coeficientes que se utilizan en la

sumatoria para el calculo de la concentracion en la particula y la concentracion en el
fluido.

1! File: rutinas. 90
I Author: shikary&tunbolom

! Created on 26 de julio de 2009, 00:01 Hrs
5 | Revised on 7 de Enero de 2011, 22:11 Hrs
I Revised on 25 de Enero de 2011, 22:09 Hrs

! El presente modulo contiene las funciones y subrutinas con las que trabaja
el programa principal.
9 | El funcionamiento de cada una de ellas se describe brevemente en el
comentario superior a la de—
! claracion de las funciones y procedimientos.
11 '
MODULE rutinas
13

CONTAINS
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!

|
|

GRAFICA: Subrutina para graficar la funcion f(x) o g(x). El intervalo [a,b
| es discretizado por

medio del Numero de Particiones NO. Se evalua la funcion en cada
uno de los puntos lo

que permite detectar los cambios de signo y por tanto la
existencia de raices. El nume—

ro de raices queda almacenado en la variable NORAICES, de forma
similar , los puntos (X,

funcion (X)) quedan almacenados por parejas en el archivo NOMBRE
para su posterior grafi—

cacion con otro programa.

SUBROUTINE Grafica (funcion , nombre, a, b, No, NoRaices)

IMPLICIT NONE

REAL (KIND=8), EXTERNAL :: funcion ! Funcion a graficar.

CHARACTER (len=%), INTENT(IN) :: nombre ! Nombre del archivo a crear.

REAL (KIND=8), INTENT(IN) :: a, b ! Inicio y final del intervalo a
evaluar .

INTEGER, INTENT(IN) :: No ! Numero de particiones.

INTEGER, INTENT(OUT) :: NoRaices I Deteccion de los cambios de
signo (raices).

REAL (KIND=8) p0, pl ! Pivotes de la discretizacion.

REAL (KIND=8) q0, ql ! f(p0) y f(pl) respectivamente.

REAL (KIND=8) dx ! Tamanio del subintervalo.

INTEGER i, ierror
dx = ( b —-a ) / No
p0 = a + dx
NoRaices = 0

OPEN(UNIT = 15, FILE=nombre, STATUS = ’REPLACE’, ACTION = '"WRITE’ ,
POSITION = 'REWIND’, IOSTAT = ierror)

DO i=1, No

pl = p0 + dx
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49 q0 = funcion (p0)
ql = funcion (pl)

! Deteccion de las raices por cambio de signo.
IF( ( q0.eq.0.0 ).OR.( (g0 % ql).1t.0 ) ) NoRaices = NoRaices + 1

WRITE(15, *) p0, q0

57 p0 = pl

59 END DO

61 CLOSE(15, IOSTAT = ierror)

63 PRINT %, ’'Numero de raices detectadas en la grafica =)’, NoRaices, nombre
65 RETURN

o7 END SUBROUTINE Grafica

69 !
! HIBRIDO: Subrutina para la aproximacion de las raices de una funcion. El
intervalo [a, b]
71| es discretizado en No subintervalos por medio de dos puntos que
se desplazan en
! dx para detectar la raiz. La deteccion de la raiz se realiza en
el intervalo [p0,
73 | pl] y se aproxima por el motodo regula_falsi contenido en el
MODULO NUMERICOS.
! Las raices son almacenadas en el archivo NOMBRE que pasa a modo
de parametro.
75 |

SUBROUTINE Hibrido (funcion , nombre, a, b, No, NoRaiz )

~
~

USE numericos

79 USE arreglos

81 REAL (KIND=8), EXTERNAL :: funcion ! Funcion a evaluar.
CHARACTER (len=%), INTENT(IN) :: nombre ! Nombre del archivo a crear.

83 REAL (KIND=8), INTENT(IN) :: a, b ! Valores inicial y final del

intervalo.
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INTEGER, INTENT(IN) :: No ! Numero de particiones.
INTEGER, INTENT (INOUT) :: NoRaiz I Deteccion de las raices.
REAL (KIND=8) p0, pl ! Pivotes de evaluacion.
REAL (KIND=8) q0, ql ! Evaluaciones.
REAL (KIND=8) dx
INTEGER i
10 FORMAT(14, F12.4) ! Formato de despliegue.
dx = ( b —a ) / No

p0 =

a + dx

OPEN(UNIT = 17, FILE=nombre, STATUS = 'REPLACE’, ACTION = 'WRITE’,

POSITION = 'REWIND’, IOSTAT = ierror)

DO i=4, No

!

pl = p0 + dx
q0 = funcion (p0)
ql = funcion (pl)

Se detectan los cambios de signo y se llama a REGULA_FALSI para

encontrar la raiz.

IF( (q0 % gl).1t.0 ) THEN

lambda ( NoRaiz ) = regula_falsi( funcion, p0, pl )
WRITE(17, 10) NoRaiz, lambda( NoRaiz )
NoRaiz = NoRaiz + 1

END IF
p0 = pl
END DO

CLOSE(17, IOSTAT = ierror)

)

PRINT %, 'Raices almacenadas en: , nombre

122 END SUBROUTINE Hibrido
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I CALCOEF: Subrutina que calcula los coeficientes utlizados en las sumatorias

y W_f. Se recibe

del comportamiento

5 | NOMBRE que sera un archivo en donde se almacenaron algunos datos

! de los coeficientes asi como de las raices. Tambien el numero de

raices , NORAICES

! que ayuda a la asignacion de memoria para los arreglos dinamicos

RE e IM son las fun—

! ciones para calcular las raices reales e imaginarias
respectivamente .

I

SUBROUTINE CalCoef(nombre, re, im, NoRaices)

USE constantes

USE arreglos
IMPLICIT NONE
20 FORMAT(FS.4, ” 7, E12.4)
CHARACTER (len=x), INTENT(IN) :: nombre ! Nombre del archivo a crear.

REAL (KIND=8), EXTERNAL :: re ! Para raices reales.
REAL (KIND=8), EXTERNAL :: im ! Para raices imaginarias.
INTEGER, INTENT(IN) :: NoRaices

INTEGER :: i, NoRaiz ,ierror

REAL (KIND=8) :: 12, AAmpp

OPEN(UNIT = 19, FILE=nombre, STATUS = ’REPLACE’, ACTION = '"WRITE’ ,
POSITION = 'REWIND’, IOSTAT = ierror)

IOPEN(UNIT = 50, FILE="test.txt”, STATUS = 'REPLACE’, ACTION = 'WRITE’

POSITION = ’REWIND’, IOSTAT = ierror)
NoRaiz = 0
IF ((pin — (fi*%2/ alpha)).le.0.0) THEN
CALL hibrido (im, "raicesg.d”, am, bm, 1000, NoRaiz )

12 lambda (0) *%2
S(0) = (12 — fixx2 ) / alpha
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I'WRITE (50, %) lambda(0), > ’, S(0)
AA(0) = — (S(0) + pin)
BB(0) = fimenorl + fimenor2 * S(0)

AAmpp = AA(0) — pp
ppmAA(0) = pp — AA(0)
sen (0) = sinh (lambda (0)xxi)/(xi*sinh (lambda (0)))

DDA(0) = (AA(0)%(Biot —1) +4pp) * ( 2%12 + AA(0)*Biot ) + 12*AAmpp*(
AAmpp — 2x(Biot —1))
DD(0) = (AA(0)*Biot + BB(0)*ppmAA(0)) * ( 2x12 — alpha * ( —AA(0) =x
Biot — (1 + BB(0))+ppmAA(0))) &
+ ppmAA(0) x (12x alphaxppmAA(0) 4+ 2x 12x(Biot—fimenor2 x ppmAA
(0) — BB(0)) )

L(0) = 2+12/DD(0)
T(0) = 2xalphaxUp0xAA(0)/DD(0)
R(0) = ppmAA(0) * ( alpha * fimenorl — fimenor2 x fixx2 ) / DD(0)

WRITE (19, %) lambda (0), (Biot*pp*pin*2slambda(0)=*%2)/(DD(0)* (—=S(0)))

119 => comparativa
END IF

NoRaiz =1
CALL hibrido(re, 7raicesf.d”, a, b, No, NoRaiz )

DO i=1, NoRaices

12 = lambda (i) *x*2
S(i) = (fi**2 + 12 ) / alpha
I'WRITE (50, %) lambda(i), > 7, S(i)
AA(i) = S(i) — pin
BB(i) = fimenorl — fimenor2 x S(1i)

AAmpp = AA(i) — pp
ppmAA(i) = pp — AA(i)
sen(i) = sin(lambda(i)*xi)/(xi*sin (lambda(i)))

DDA(i) = (AA(i)*(Biot —1) +pp) * ( 2%12 + AA(i)*Biot ) + 12xAAmpp*(
AAmpp — 2x(Biot—1))

DD(i) = (AA(i)*Biot + BB(i)*ppmAA(i)) * ( 2x12 — alpha * ( —AA(i) =
Biot — (1 + BB(1i))*ppmAA(i))) &
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193

195

199

201

203

205

207

209

+ ppmAA(i) * (12x alphaxppmAA(i) 4+ 2x 12« (Biot—fimenor2 x ppmAA
(i) = BB(i)) )

L(i) = 2%12/DD(i)
T(i) = 2xalphaxUp0xAA(i)/DD(1)
R(i) = ppmAA(i) % ( alpha * fimenorl — fimenor2 x fi*x2 ) / DD(i)
WRITE (19, 20) lambda(i), DD(i) ! = Comparativa

I Las siguientes lineas de codigo fueron agregadas para depuracion
del programa
! pueden llegar a ser de utilidad
'"MF(i.lt. 10) THEN
I'WRITE (% ,%) lambda (i), (Biotsppxpin*2xlambda (i)=*x2)/DDA(1)
'END IF

END DO

CLOSE(19, IOSTAT = ierror)

END SUBROUTINE CalCoef

211
|

213 '

Calculo de U_f de acuerdo a la solucion analitica encontrada en el Capitulo
de Metodos Teoricos

de la tesis.

215 SUBROUTINE U_f (graph, re, im, NoRaices)

217

219

N
N
-

USE constantes
USE arreglos

IMPLICIT NONE

10 FORMAT(5F14.7)

223

¥
0

N
N
3

CHARACTER (len=x), INTENT(IN) :: graph ! Almacena los puntos de Uf.

REAL (KIND=8), EXTERNAL :: re ! Funcion de entrada para raices
reales.

REAL (KIND=8), EXTERNAL :: im ! Funcion de entrada para raices

imaginarias.

INTEGER, INTENT(IN) :: NoRaices
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INTEGER ierror , i, j
REAL (KIND=8) ex, I.in
REAL (KIND=8) Wf, dtao, Uf, tiempo, Vf, lim
REAL (KIND=8) Suma, Sumal, Suma2, Suma3, Sumali
REAL (KIND=8) Uss, ficos, bimlcos, numera, bimls
OPEN(UNIT = 21, FILE=graph, STATUS = 'REPLACE’, ACTION = "WRITE’ ,
POSITION = 'REWIND’, IOSTAT = ierror)
dtao = 0.00001 I Intervalo de evalucaion, Ntao esta
definida en el modulo CONSTANTES
lim = dtao x 100
tiempo = dtao ! Evitamos la evaluacion en cero
DO j = 1, Ntao ! Desplazando en el tiempo
Suma =0 ! Inicializando las variables
Sumal = 0
Suma2 = 0
Suma3 = 0
Sumalii = 0
IF ((pin — (fi*x2/alpha)).le.0.0) THEN | detecta la existencia de las
raices complejas y suma su comtribucion
ex = exp(S(0) * tiempo)
I.in = im( tiempo, S(0))
Suma = Suma + ( Uf0 % L(0) — T(0) ) * ex
Sumal = Sumal + R(0) * ex
Suma2 = Suma2 + (L(0) * I_in)
Suma3 = Suma3 — L(0)/S(0)
SumalLi = Sumali + L(0)
END IF
DO i =1, NoRaices I Evaluacion de la funcion en las demas
raices
ex = exp(—S(i) * tiempo)
I.in = re( tiempo, S(i) )

Suma = Suma + ( Uf0 % L(i) — T(i) ) * ex
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Wi

Sumal = Sumal + R(i) * ex

Suma2 = Suma2 + L(i) * I_

Suma3 = Suma3 + L(i)/S(i )
L(i)

i
SumalLi = Sumali + L(

END DO

IF (j .EQ. Ntao) THEN
WRITE (#, %) ’'Datos de ’, graph
WRITE (#, %) ’Criterios de Evaluacion de U_f en el tiempo ’
WRITE (%, %) ’ tao <<< 1:’ | Biotspp*Sumali
WRITE (%, *) ~’ tao >>> 1:’ | Biot*xpp*pin*Suma?2
WRITE (%, %) ’(Step) tao >>> 1:’ , Biot*pp*pin*Suma3
ficos = fi*(Cosh(fi))
bimls = (Biot—1)*Sinh(fi)
numera = ficos + bimls
Uss = (pinsnumera)/ (pin*(ficos+ bimls) + ppx*(ficos — Sinh(fi))

)
PRINT %, ’Para Uss el valor es:’, Uss !20
END IF

= Biot % pp * Suma
A% = 2 % pp * Up0 % Sumal
Uf = Wf — Vf + (pin * pp * Biot % Suma2)

I Dado que al evaluar tao en funcion de tao0 puede producir valores no
definidos es importante
I detectar estos valores antes de enviarlos al archico de graficacion
I Se agrega el siguiente condicional para evitar errores al invocar el
archivo desde GNUPIlot
IF (.NOT.(ISNAN(UF))) THEN
WRITE (21,10) tiempo, Uf I Aqui se esta tabulando cada una
de las graficas de la funcion U_f para cada una de las
funciones de entrada
ENDIF

IF( tiempo .EQ. lim ) THEN
lim = lim * 10
dtao = dtao x 10
tiempo = tiempo + dtao
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301 ELSE
tiempo = tiempo + dtao
303 END IF
305 END DO ! termina el desplazamiento en el
tiempo
307 CLOSE(21, IOSTAT = ierror)

300 END SUBROUTINE U _f

311 !
! Subrutina gexp, se creo solo para estudiar el comportamiento del termino
exponencial en el calculo de U_f. En la carpeta
313 | correspondiente a ALPHAl se guardo uno de sus resultados. Como se espera, la
contribucion del termino EX tiende rapidamente
! a cero.
315 | Se opto por graficar directamente la funcion e¢"—Ct en los resultados de la
Tesis por que expresa mejor las variaciones de
! de la funcion y muestra adecuadamente la forma en que el factor decrece
exponencialmente
317 |
I Created on 7 de Enero de 2011, 22:11 Hrs
319

SUBROUTINE gexp (NoRaices)

321
USE constantes
323 USE arreglos
325 IMPLICIT NONE
327 INTEGER, INTENT(IN) :: NoRaices
INTEGER ierror , i, j
329 REAL (KIND=8) dtao, tiempo
331 OPEN(UNIT = 21, FILE="exponencial.d”, STATUS = 'REPLACE’, ACTION = "WRITE
’, POSITION = "REWIND’ , IOSTAT = ierror)
333 dtao = 0.0001 ! Intervalo de evalucaion, Ntao

esta definida en el modulo CONSTANTES

tiempo = dtao ! Evitamos la evaluacion en cero
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335

IF ((pin — (fi*x2/alpha)).le.0.0) THEN | detecta la existencia de las
raices complejas y suma su comtribucion
337 WRITE (21, %) S(0), exp(S(0) x tiempo), exp(S(0) * tiempo =* 100),

exp(S(0) * tiempo * 200), &
& exp(S(0) * tiempo * 300), exp(S(0) x tiempo x 400 ), exp(S(0) =
tiempo * 500 ), exp(S(0) * tiempo x 600 ), &
339 & exp(S(0) * tiempo * 700 ), exp(S(0) * tiempo * 800), exp(S(0) =
tiempo * 9000), exp(S(0) * tiempo * 1000 )
I Se almacenan en el archivo EXPONENCIAL.D los valores calculados

del termino exponencial para diferentes valores

341 I de tao (tiempo)
END IF
343
DO i =1, NoRaices ! Evaluacion de la funcion en las demas
raices
345 WRITE (21, =) S(i), exp(—=S(i) = tiempo), exp(—S(i) * tiempo =* 100)

, exp(—=S(i) = tiempo x 200), &
& exp(—S(i) * tiempo * 300 ), exp(—S(i) * tiempo x 400 ), exp(—S(i
) * tiempo * 500 ), exp(—S(i) * tiempo x 600 ), &
347 & exp(—S(i) * tiempo * 700 ), exp(—S(i) * tiempo * 800 ), exp(—S(i
) * tiempo * 9000), exp(—S(i) = tiempo * 1000 )
I Se almacenan en el archivo EXPONENCIAL.D los valores calculados
del termino exponencial para diferentes valores
349 I de tao (tiempo)
END DO

CLOSE(21, IOSTAT = ierror)
END SUBROUTINE gexp

I Calculo de Up de acuerdo a la solucion analitica encontrada en el Capitulo
de Metodos Teoricos
357 | de la tesis.
I Se agrego el arreglo ppmAA para facilitar la extension de este modulo. Se
modifican las sumatorias.
359
SUBROUTINE U_p(graph, re, im, NoRaices)
361
USE constantes
363 USE arreglos
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IMPLICIT NONE

10 FORMAT(5F14.7)

CHARACTER (len=x), INTENT(IN) :: graph ! Almacena los puntos de Uf.

REAL (KIND=8), EXTERNAL :: re I Funcion de entrada para raices
reales.

REAL (KIND=8), EXTERNAL :: im ! Funcion de entrada para raices
imaginarias.

INTEGER, INTENT(IN) :: NoRaices

INTEGER ierror , i, j

REAL (KIND=8) ex, I_in

REAL (KIND=8) Wp, dtao, Up, tiempo, Vp, lim
REAL (KIND=8) Suma, Sumal, Suma2

OPEN(UNIT = 21, FILE=graph, STATUS = 'REPLACE’, ACTION = "WRITE’ ,
POSITION = 'REWIND’, IOSTAT = ierror)

dtao = 0.00001 ! Intervalo de evalucaion, Ntao
esta definida en el modulo CONSTANTES
lim = dtao * 100

tiempo = dtao ! Evitamos la evaluacion en cero
DO j = 1, Ntao ! Desplazando en el tiempo

Suma =0 ! Inicializando las variables
Sumal = 0

Suma2 = 0
IF ((pin — (fixx2/alpha)).le.0.0) THEN | detecta la existencia de las

raices complejas y suma su comtribucion

ex = exp(S(0) x tiempo)

I.in = im( tiempo, S(0))

Suma = Suma + ( Uf0 % L(0) — T(0) ) * ppmAA(0) * sen(0) = ex
Sumal = Sumal + R(0) * ppmAA(0) % sen(0) x ex

Suma?2 Suma2 + (L(0) * ppmAA(0) % sen(0) * I_in)

END IF
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DO i =1, NoRaices ! Evaluacion de la funcion en las demas
raices
401
ex = exp(—S(i) * tiempo)
403 I_in = re( tiempo, S(i) )
Suma = Suma + ( Uf0 % L(i) — T(i) ) * ppmAA(i) % sen(i) #* ex
105 Sumal = Sumal 4+ R(i) * ppmAA(i) * sen(i) x ex

Suma2 = Suma2 + (L(i) * ppmAA(i) * sen(i) x I_in)

407

END DO
409
Wp = Biot % Suma
a1 Vp = 2 % Up0 % Sumal
Up = Wp + Vp + (pin x Biot % Suma2)
413
! Dado que al evaluar tao en funcion de tao0 puede producir valores no
definidos es importante
415 I detectar estos valores antes de enviarlos al archico de graficacion
I Se agrega el siguiente condicional para evitar errores al invocar el
archivo desde GNUPIlot
417 I Aunque se puede decir explicitamente a este que las ignore
IF (.NOT. (ISNAN(Up))) THEN
419 WRITE (21,10) tiempo, Up ! Aqui se esta tabulando cada una
de las graficas de la funcion U_f para cada una de las
funciones de entrada
ENDIF
421
IF( tiempo .EQ. lim ) THEN
423 lim = lim % 10
dtao = dtao x 10
425 tiempo = tiempo + dtao
ELSE
427 tiempo = tiempo + dtao
END IF
429
END DO ! termina el desplazamiento en el
tiempo

431

CLOSE(21, IOSTAT = ierror)

END SUBROUTINE U_p
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435

137 | Calculo de U_f aproximada. En la tercera version del problema de sugiere el
uso de una solucion promedio
! esta funcion calcula tal solucion con la de la propuesta original
439 '
! Created on 25 de Enero de 2011, 22:09 Hrs
441 '
SUBROUTINE U_fo( graph )
443
USE constantes
445 USE arreglos

447 IMPLICIT NONE

44

o 10 FORMAT(F10.5, E15.5E4)

451 CHARACTER (len=x), INTENT(IN) :: graph ! Almacena los puntos de Uf.
INTEGER ierror , j
453 REAL (KIND=8) dtao, tiempo, lim I desplazamiento en el
tiempo
REAL (KIND=8) alphaj, beta, mul, mu2 ! constantes del problems
455 REAL (KIND=8) ca, cb, cl, ¢2, Ufa, mmm, mpm I constantes auxiliares
REAL (KIND=8) piUi ! mas constantes auxiliares
i OPEN(UNIT = 21, FILE=graph, STATUS = 'REPLACE’, ACTION = 'WRITE’

POSITION = 'REWIND’, IOSTAT = ierror)

459 dtao = 0.00001 ! Intervalo de evalucaion, Ntao
esta definida en el modulo CONSTANTES
lim = dtao % 100
461 tiempo = dtao ! Evitamos la evaluacion en cero
463 alphaj = alpha — 3 % fimenor2
beta = ( 3 % ( Biot — fimenorl ) 4+ fix*2 ) / alphaj
165 ca = —( pin + pp + beta )
ch = ( pin + pp — beta ) *x 2
467 alphaj = 12 * Biot % pp / alphaj I el valor de alphaj original no
vuelve a usarse
I entonces se usa para expresar el factor completo
169 mul = ( ca + sqrt( cb 4+ alphaj ) ) / 2 ! en el calculo de las dos

raices mul y mu2
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mu2 = ( ca — sqrt( cb + alphaj ) ) / 2 !
PRINT *7 beta , b2 b2 , mu17 » b2 , mu2
DO j = 0, Ntao ! Desplazando en el tiempo
ca = exp( mul * tiempo )
cb = exp( mu2 x tiempo )
cl = ( mul + beta ) x ca
¢2 = ( mu2 + beta ) x ¢b
mpm = mul % mu?2
mm = mul — mu?2

piUi = pin x Uil

Ufa = ( ¢l * mu2 * ( Uf0 % mul + piUi ) — ¢2 % mul % ( Uf0 * mu2 +
pilUi ) &
+ pp * Up0 * mpm x ( ca — cb ) 4+ piUi * beta * mmm ) / ( mpm x mmm

)

! Dado que al evaluar tao en funcion de tao0 puede producir valores no
definidos es importante
I detectar estos valores antes de enviarlos al archico de graficacion
I Se agrega el siguiente condicional para evitar errores al invocar el
archivo desde GNUPIlot
IF (.NOT. (ISNAN(Ufa))) THEN
WRITE (21,10) tiempo, Ufa I Aqui se esta tabulando cada una
de las graficas de la funcion U_f para cada una de las
funciones de entrada
ENDIF

IF( tiempo .EQ. lim ) THEN
lim = lim * 10
dtao = dtao * 10
tiempo = tiempo + dtao

ELSE
tiempo = tiempo + dtao

END IF

END DO ! termina el desplazamiento en el

tiempo
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CLOSE(

21, IOSTAT = ierror)

END SUBROUTINE U _fo

SUBROUTINE U_po( graph )

USE constantes
USE arreglos

IMPLICIT NONE

10 FORMAT(F10.5, E15.5E4)
CHARACTER (len=x), INTENT(IN) :: graph ! Almacena los puntos de Uf.
INTEGER ierror , j
REAL (KIND=8) dtao, tiempo, lim ! desplazamiento en el

tiempo

REAL (KIND=8) alphaj, beta, mul, mu2 I constantes del problems
REAL (KIND=8) ca, cb, cl, ¢2, Upo, mmm, mpm ! constantes auxiliares
REAL (KIND=8) piUi, tres, ¢3, c4, cuatro ! mas constantes auxiliares

OPEN(UNIT = 21, FILE=graph, STATUS = 'REPLACE’, ACTION = "WRITE’ ,
POSITION = 'REWIND’, IOSTAT = ierror)

dtao =

0.00001 ! Intervalo de evalucaion, Ntao

esta definida en el modulo CONSTANTES

lim =

tiempo

alphaj
beta
tres
cuatro
ca

cb
alphaj

dtao * 100

= dtao | Evitamos la evaluacion en cero

= alpha — 3 * fimenor2

( 3 % ( Biot — fimenorl ) + fi*x2 ) / alphaj
= (3 % Biot * pp )/ alpha]j

= (3 % Biot )/ alphaj

= —( pin + pp + beta )

= ( pin + pp — beta ) *x 2

= 12 % Biot * pp / alpha]j I el valor de alphaj original no

vuelve a usarse

! entonces se usa para expresar el factor completo

mul

= ( ca + sqrt( cb 4+ alphaj ) ) / 2 ! en el calculo de las dos

raices mul y mu2

mu?2

= ( ca — sqrt( cb + alphaj ) ) / 2 !
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PRINT %, beta, ” 7, mul,” 7, mu2
= 0, Ntao ! Desplazando en el tiempo
ca = exp( mul * tiempo )
cb = exp( mu2 * tiempo )
cl = ( mul + beta )
c2 = ( mu2 + beta )
mpm = mul % mu?2
mm = mul — mu?2

piUi = pin x Uil

Upo = Up0 * ((cl % ¢2 + tres)/(cl * ¢2))* exp(—beta*xtiempo) + UpO x*(
tres /mum)*(ca/cl — cb/c2 ) &
+ (Uf0 % cuatro / mmm) % (ca — cb) + Uil * cuatrospin * ( (1/
mpm) + ((mu2«ca —mulxcb) /(mpmsmmm )) )

I Dado que al evaluar tao en funcion de tao0 puede producir valores no
definidos es importante
I detectar estos valores antes de enviarlos al archico de graficacion
I Se agrega el siguiente condicional para evitar errores al invocar el
archivo desde GNUPIlot
IF (.NOT. (ISNAN(Upo))) THEN
WRITE (21,10) tiempo, Upo ! Aqui se esta tabulando cada una
de las graficas de la funcion U_f para cada una de las
funciones de entrada

ENDIF

IF( tiempo .EQ. lim ) THEN

lim = lim * 10

dtao = dtao x 10

tiempo = tiempo + dtao
ELSE

tiempo = tiempo + dtao
END IF

END DO ! termina el desplazamiento en el

tiempo

CLOSE(21, IOSTAT = ierror)
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575 END SUBROUTINE U_po

577 END MODULE rutinas
looV50SuSE /rutinas.fo0



