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Introducci ón

El concepto de ideal surgió de forma paralela en la teorı́a de los números y la geometrı́a
algebraica. En el primer caso, el objetivo de usar ideales era recuperar la factorización única
cuando un anillo no la tiene. El concepto actual de ideal, quefue definido por Dedekind,
está basado en los números ideales de Kummer, los cuales surgieron en el estudio de los
campos ciclotómicos. Consideremos el anilloZ +

√
10Z = {a1 + a2

√
10 : a1, a2 ∈ Z}.

Este anillo no es de factorización única, pues

10 = (2)(5) =
√
10

2
(1)

tiene dos factorizaciones que son esencialmente distintas, es decir,2 y 5 no son asociados
de

√
10. Si ahora consideramos el monoide(Z+

√
10Z) ∪ (

√
2Z+

√
5Z), tenemos que

2 = (
√
2)2, 5 = (

√
5)2 y

√
10 =

√
2
√
5.

Ası́, las dos factorizaciones en (1) se convierten en:

10 = (
√
2)2(

√
5)2 = (

√
2
√
5)2.

Lo que hicimos fue agregar los elementos ideales o necesarios al anillo original para que,
en la nueva estructura haya factorización única.

El objetivo de los ideales en la teorı́a de los números algebraicos es el mismo que
tenı́an en un principio los números ideales que se agregaban a una estructura algebraica
para procurar la factorización única. Ahora ya no es necesario buscar qué elementos nos
servirán como números ideales, pues en este caso, los ideales son subconjuntos del mismo
anillo que estamos estudiando. Consideremos el mismo ejemplo, pero ahora tomando la
factorización de ideales:

〈10〉 = 〈2〉 〈5〉 =
〈√

10
〉2

.

EnZ+
√
10Z tenemos

〈2〉 =
〈

2,
√
10
〉2

, 〈5〉 =
〈

5,
√
10
〉2

y
〈√

10
〉

=
〈

2,
√
10
〉〈

5,
√
10
〉

.

Ası́ que:

〈10〉 =
〈

2,
√
10
〉2 〈

5,
√
10
〉2

=
(〈

2,
√
10
〉〈

5,
√
10
〉)2

.

De nueva cuenta, volvemos a convertir dos factorizaciones distintas de ideales principales
en una misma factorización de ideales que no necesariamente son principales, de esta for-
ma podemos ver que los ideales no principales están tomandoel mismo papel que tenı́an
originalmente los números ideales. En lugar de agregar lascombinaciones de los elementos√
2 y

√
5 agregamos los ideales no principales.

Muchos conceptos que nos proporcionan herramientas para estudiar la factorización
de ideales han surgido desde entonces. Uno de los más importantes es el grupo de clases
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6 INTRODUCCIÓN

de ideales, que, entre otras cosas, facilita el trabajo de identificar cuándo un producto de
ideales es principal y cuándo no lo es. Una herramienta fundamental para estudiar este gru-
po es el comportamiento de la ramificación de los ideales primos. Un primer objetivo de
este trabajo es estudiar el2-subgupo de Sylow del grupo de clases de ideales de un campo
cuadrático, concentrando nuestra atención en el caso en que el exponente del grupo es2.
Como aplicación de los resultados obtenidos encontramos un criterio para distinguir idea-
les principales de los no principales, dando como consecuencia la clasificación de primos
e irreducibles en una familia de anillos de enteros cuadráticos que no es de factorización
única. Para continuar con nuestra lı́nea de investigación, es decir, el estudio del2-grupo de
clases en extensiones de grado mayor que2, un elemento fundamental es la ramificación
del primo2. Mostramos que en extensiones de la formaK = Q( 4

√
p) conp ≡ 7 (mód 16)

primo racional, el número de claseshK es par. De esta forma tenemos una familia de anillos
de enteros que no son de factorización única en los cuales toma sentido nuestra investiga-
ción. La ramificación de2 en campos de números suele ser un problema complicado. Se
conoce la ramificación de2 en algunas extensiones de grado4 (ver [27]). Por tal motivo,
nosotros nos interesamos en extensiones cuadráticas deK y logramos distinguir el com-
portamiento de la ramificación de2 en esta clase de extensiones. Finalizamos demostrando
que el2-grupo de clases de ideales deK tiene orden2.

En el primer capı́tulo proporcionamos los fundamentos básicos para el desarrollo de
este trabajo. En el segundo capı́tulo estudiamos el2-subgrupo de Sylow del grupo de clases
de ideales de campos cuadráticos. Proporcionamos dos métodos que nos ayudan a decidir
si un ideal es o no principal. El primer método es una aplicación de los resultados que
obtuvimos en el estudio del2-subgupo de Sylow del grupo de clases de ideales. En el
segundo método estudiamos ecuaciones diofantinas de la forma:

d1 b
2
1 − d2 b

2
2 = ±NF/Q (I)

dondeI es un ideal no trivial del anillo de enteros de una extensióncuadráticaF de la
formaQ(

√
d) y d = d1 d2. Dependiendo de la solubilidad o no solubilidad de ésta se puede

decidir siI es principal o no lo es. Finalizamos este capı́tulo proporcionando un criterio
para clasificar elementos primos, irreducibles o compuestos en un anillo de enteros de una
extensión cuadrática deQ que no es de factorización única. Comenzamos el tercer capı́tu-
lo estudiando al grupo de unidades deQ(

√
p) y los elementos de norma par conp ≡ 7

(mód 16). Aprovechamos lo anterior para describir ahora al grupo de unidadesUK, donde
K = Q( 4

√
p). Al estudiar los elementos de norma par en el anillo de enterosK observa-

mos que la ecuaciónNK/Q (α) = ±2 no es soluble, esto nos permite concluir que2 se
ramifica totalmente enK, pero el único ideal con norma2 no es principal. En la parte final
de este capı́tulo, siα ∈ K y L = K(

√
α), dondeα es libre de cuadrados en todas sus

factorizaciones, clasificamos las extensionesL en las cuales2 se ramifica totalmente o no.
Por supuesto que esto va a depender de la elección deα. En algunos casos será funda-
mental encontrar una base entera deL para justificar que2 no se ramifica. Usaremos las
herramientas desarrolladas en el tercer capı́tulo para demostrar que el2-grupo de clases de
ideales es isomorfo aZ/2Z, para esto, demostramos que solamente existe una extensión
cuadrática no ramificada deK y que el subgrupo cı́clico deClK generado por la única clase
de orden2 deClK es maximal en el conjunto de los subgrupos cı́clicos deClK.



Caṕıtulo 1

Antecedentes
En este capı́tulo expondremos sin demostración la teorı́anecesaria que soportará los

siguientes capı́tulos. Principalmente utilizaremos el libro de Ribenboim [26] debido a que
ahı́ podemos encontrar la mayorı́a de los enunciados que presentamos a continuación. El
libro de Ireland y Rosen [18] incluye una breve pero muy buena introducción a la teorı́a
de los números algebraicos en el capı́tulo 12. También vale la pena mencionar el texto de
Stewart y Tall [31].

A través de este trabajo usaremos las siguientes notaciones:N = {1, 2, 3, . . .}, N0 =
{0, 1, 2, 3, . . .},Z denota al anillo de los enteros yQ,R,C a los campos de los números ra-

cionales, reales y complejos respectivamente.

(

a

p

)

es el sı́mbolo de Legendre dea módulo

p, donde

(

a

p

)

= 0 si p | a. Escribiremosan || b para indicar quean | b y an+1 ∤ b. También

ordb (a) = n indicará quean || b.

1.1. Campos de ńumeros
Un elementoα ∈ C es un número algebraico siα es raı́z de algúnf(x) ∈ Z[x] y

gr(f(x)) ≥ 1, dondegr(f(x)) indica el grado def(x). Si f(x) es mónico, diremos que
α es un entero algebraico. Si un campoF ⊆ C es tal que[F : Q] = n < ∞, entonces
diremos queF es un campo de números. En particular, siα ∈ F, entoncesα es un número
algebraico. Es fácil probar que el conjuntoΩ = {α ∈ C : α es un entero algebraico} es un
anillo. Al anillo OF = F ∩ Ω lo llamaremos el anillo de enteros deF.

F

OF

}}}}}}}}

Q

n

Z

}}}}}}}}

Si
a

b
∈ Q y f(x) = bx − a, entoncesf

(a

b

)

= 0 y ası́ todo racional es un ńumero

algebraico, pero no todo racional es un entero algebraico. Los racionales que son raı́z de
un polinomio mónico con coeficientes enZ son precisamente los elementos deZ: el anillo
de enteros deQ esZ. En general, el anillo de enteros de un campo de números juega un
papel parecido al que tieneZ enQ. Estudiaremos enOF problemas similares a los que

7



8 1. ANTECEDENTES

tenemos enZ: factorización, ideales principales y no principales, unidades y en general, la
aritmética del anilloOF. Para distinguir a los enteros ordinarios de los enteros algebraicos,
usaremos la frase “entero racional” para referirnos a los elementos deZ. De la misma
forma, un “primo racional” es un elemento primo deZ.

SeanF un campo de números tal que[F : Q] = n y O unZ-submódulo deOF. Diremos
queO es un módulo completo si el rango deO esn. Un módulo completoO ⊆ OF es un
orden deF si además1 ∈ O.

Si [F : Q] = 2 diremos queF es un campo cuadrático. Todo campo cuadrático es de
la formaF = Q(

√
d), donded es un entero racional libre de cuadrados. Sid > 0, diremos

queF es un campo cuadrático real y sid < 0, diremos queF es un campo cuadrático
imaginario.

Proposición 1.1. SeanF = Q(
√
d) con d ∈ Z libre de cuadrados yOF su anillo de

enteros. Entonces

OF =







Z+
√
dZ si d ≡ 2, 3 (mód 4)

Z+
1 +

√
d

2
Z si d ≡ 1 (mód 4).

DEMOSTRACIÓN. Ver [26], pag. 97,V. �

La proposición anterior nos indica que, sid ≡ 2, 3 (mód 4), entonces los elementos de
OF son de la formaa1 + a2

√
d cona1, a2 ∈ Z. Por ejemplo, sid = 3, entonces4− 5

√
3 ∈

OF, pero
3 +

√
3

2
no es un entero algebraico. Por otro lado, sid ≡ 1 (mód 4), los enteros

algebraicos son los elementos de la forma
a1 + a2

√
d

2
, tales quea1, a2 ∈ Z tienen la misma

paridad. Observemos que sia1, a2 son pares, tenemos los elementos de la formaa1+a2
√
d

con a1, a2 ∈ Z. Como ejemplos,
3 + 7

√
−5

2
y 2 + 3

√
−5 son enteros algebraicos, pero

1 +
√
−5

3
y
1 + 2

√
−5

2
no son enteros algebraicos.

Cuandod ≡ 1 (mód 4), tenemos queZ+
√
dZ  OF. De esta formaZ+

√
dZ es un

orden deF = Q(
√
d) pero no es el anillo de enteros. Observemos también queZ y

√
dZ

no son órdenes deF pues sonZ-módulos de rango1.
El siguiente resultado resume las principales propiedadesde un campo de números y

su anillo de enteros:

Proposición 1.2. SeaF un campo de ńumeros yOF su anillo de enteros.

1. F es el campo de cocientes deOF.
2. OF es un anillo Noetheriano.
3. OF es un anillóıntegramente cerrado.
4. OF es un dominio Dedekind.
5. Todo ideal distinto de〈0〉 deOF contiene una base deF comoQ espacio vectorial.
6. Para cualquier idealI 6= 〈0〉 deOF, el anilloOF/I es finito.
7. Todo ideal primop 6= 〈0〉 deOF es maximal.
8. Todo ideal deOF distinto de〈0〉 se factoriza de formáunica como producto de

ideales primos.



1.2. BASES ENTERAS 9

9. SiI, J y J′ son ideales6= 〈0〉 deOF, entoncesI J = I J′ implicaJ = J′.
10. SiI, J son dos ideales deOF, entoncesJ ⊇ I si y śolo si existe un ideald tal que

I = J d.

DEMOSTRACIÓN. Ver Capı́tulo 12 de [18]. �

La afirmación 8 de la proposición anterior es una herramienta fundamental en nuestra
investigación. Es posible queOF no sea un anillo de factorización única, por ejemplo, si
F = Q(

√
10), OF = Z+

√
10Z. EnOF, 10 se puede factorizar como

10 = (2)(5) =
(√

10
)2

, (2)

en donde2, 5,
√
10 son irreducibles no asociados. Esto muestra queOF no es un dominio de

factorización única. Sin embargo, si en lugar de factorizar los elementos, factorizamos los
ideales generados por esos números, siempre obtendremos la misma factorización. Con-
sideremos el ideal〈10〉 y los ideales primosp2 =

〈

2,
√
10
〉

y p5 =
〈

5,
√
10
〉

. Tenemos
que

〈10〉 = p22 p
2
5, 〈2〉 = p22, 〈5〉 = p25,

〈√
10
〉

= p2p5.

Podemos ver que al considerar los elementos como ideales, las dos factorizaciones de (2)
se vuelven una misma:

〈10〉 = p22 p
2
5 = (p2 p5)

2.

Ésta es una buena razón por la que los ideales son muy importantes para trabajar problemas
de factorización en anillos de enteros.

La noción de divisibilidad enZ la extendemos a ideales de la siguiente forma. SiI, J
son ideales deOF, diremos queJ divide aI si existe un ideald tal queI = J d. El inciso
10 de la Proposición 1.2 nos afirma que dividir y contener es lo mismo, es decir,J | I si y
sólo siJ ⊇ I. El inciso 9 de la Proposición 1.2 es la ley de la cancelación para el producto
de ideales.

1.2. Bases enteras
SeaB = {B1, . . . , Bn} una base deF comoQ-espacio vectorial. De acuerdo a la

Proposición 1.2, todo idealI 6= 〈0〉 deOF contiene una base deF/Q, en particular, si
I = OF. Por lo anterior, podemos suponer queB ⊆ OF. Consideremos la matrizM =
(t(Bi Bj)), donde

t(A) =
n
∑

i=1

σi(A)

y σi son las distintas inmersiones deF enC. Definimos el discriminante de una base como
∆(B) = det(M). Si B ⊆ OF, entonces∆(B) ∈ Z. Si B es una base tal que|∆(B)| es
mı́nimo, diremos queB es un a base entera deF. La propiedad más importante de una base
entera es la siguiente:

Teorema 1.3.SiB = {B1, . . . , Bn} es una base entera deF, entonces

OF = B1 Z+ · · ·+Bn Z.



10 1. ANTECEDENTES

DEMOSTRACIÓN. Ver [18], Proposition 12.2.2, pp. 175. �

En el caso de los campos cuadráticos, por la Proposición 1.1 tenemos:

Corolario 1.4. SeaF = Q(
√
d).

1. Sid ≡ 1 (mód 4), entonces

{

1,
1 +

√
d

2

}

es una base entera deF.

2. Sid ≡ 2, 3 (mód 4), entonces{1,
√
d} es una base entera deF. �

El siguiente resultado nos ayudará a trabajar con bases enteras. La demostración es
elemental.

Proposición 1.5. SeanM un Z-módulo libre,M1, M2 dosZ-subḿodulos deM con
basesB1 = {B1, . . . , Bn−1, C1} yB2 = {B1, . . . , Bn−1, C2} respectivamente. SiC1−C2 ∈
M1 ∩M2, entoncesM1 = M2. �

Lo anterior nos dice que podemos cambiar un generadorC1 de la baseB1 por otro de

la formaC2 = C1 +

n−1
∑

i=1

bi Bi, conbi ∈ Z para todoi. Otro cambio que se puede hacer sin

afectar alZ-módulo es cambiarle el signo a un generador.

Ejemplo 1.6. ConsideremosM = Z+ 3
√
5Z+ 3

√
25Z,

M1 = (6 + 6
3
√
5 + 4

3
√
25)Z+ (4 + 9

3
√
5 + 8

3
√
25)Z+ (8 + 12

3
√
5 + 10

3
√
25)Z,

M2 = (6 + 6
3
√
5 + 4

3
√
25)Z+ (4 + 9

3
√
5 + 8

3
√
25)Z+ (8− 3

3
√
5− 6

3
√
25)Z.

En este ejemplo,C1 = 8 + 12 3
√
5 + 10 3

√
25, C2 = 8− 3 3

√
5− 6 3

√
25 y aśı tenemos

C1 − C2 = 15
3
√
5 + 16

3
√
25 = 3(4 + 9

3
√
5 + 8

3
√
25)− 2(6 + 6

3
√
5 + 4

3
√
25) ∈ M1 ∩M2.

Por lo anterior,M1 = M2.
Continuando con el mismo ejemplo, simplificaremos la representacíon delZ-módulo

M1 = M2. Para esto, usaremos la notación (a1, a2, a3) para representar al elemento
a1 + a2

3
√
5 + a3

3
√
25. En el lado derecho de cada renglón vamos a indicar (con ńumeros

romanos) qúe generador estamos cambiando y por cuál:

M1 = (6, 6, 4)Z+ (4, 9, 8)Z+ (8, 12, 10)Z
= (6, 6, 4)Z+ (4, 9, 8)Z+ (0,−6,−6)Z III → III− 2II
= (2,−3,−4)Z+ (4, 9, 8)Z+ (0, 6, 6)Z III → −III, I → I− II
= (2,−3,−4)Z+ (0, 15, 16)Z+ (0, 6, 6)Z II → II− 2I
= (2,−3,−4)Z+ (0, 3, 4)Z+ (0, 6, 6)Z II → II− 2III
= (2,−3,−4)Z+ (0, 3, 4)Z+ (0, 0,−2)Z III → III− 2II
= (2,−3,−4)Z+ (0, 3, 0)Z+ (0, 0,−2)Z II → II + 2III
= (2, 0, 0)Z+ (0, 3, 0)Z+ (0, 0,−2)Z I → I + III− 2III
= (2, 0, 0)Z+ (0, 3, 0)Z+ (0, 0, 2)Z III → −III,

Aśı queM1 = M2 = 2Z+ (3 3
√
5)Z+ (2 3

√
25)Z.
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Los campos de la formaQ( n
√
d) se conocen como campos puros de gradon. De forma

más general, las extensionesK/F tales queK = F( n1

√
D1, . . . , ng

√

Dg) conD1, . . . , Dg ∈
OF se llaman extensiones radicales, en particular, los campospuros sobreQ son extensio-
nes radicales. De particular interés para nosotros son extensiones de la formaQ( 4

√
d)/Q.

Proposición 1.7. Seand un entero libre de cuadrados yK = Q( 4
√
d).

1. Sid ≡ 1 (mód 8), entonces

{

1,
4
√
d,

1 +
√
d

2
,
1 + 4

√
d+

√
d+

4
√
d3

4

}

es una base

entera deK.

2. Sid ≡ 5 (mód 8), entonces

{

1, 4
√
d,

1 +
√
d

2
,

4
√
d+

4
√
d3

2

}

es una base entera de

K.
3. Sid ≡ 2, 3 (mód 4), entonces una base entera deK es

{

1,
4
√
d,
√
d,

4
√
d3
}

.

DEMOSTRACIÓN. [10] Theorem 1, pp. 28. �

1.3. Ideales y ramificacíon
Los ideales6= 〈0〉 de un anillo de enteros tienen propiedades importantes, porejem-

plo la factorización única como producto de ideales primos. Con respecto al número de
generadores tenemos que, siI es ideal deOF y {B1, . . . , Bn} ⊆ I es tal queI =
B1 Z + · · · + Bn Z, entoncesI = 〈B1, . . . , Bn〉. Sin embargo,n no necesariamente es
el número óptimo de generadores deI. Ası́, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 1.8.SeaI 6= 〈0〉 ideal deOF yB ∈ I− {0}. ExisteA ∈ I tal queI = 〈A,B〉.
DEMOSTRACIÓN. Ver [31], Theorem 5.20 pp. 121 �

El análogo a la Proposición 1.5 para ideales es el siguiente: siA1, A2, C ∈ OF, enton-
ces:

〈A1, A2〉 = 〈A1, A2 + C A1〉 .
SeaK/F una extensión de campos de números. SiIF es un ideal deOF, denotaremos

〈IF〉K al idealIFOK deOK. Si A1, A2 ∈ OF, el ideal deOF generado porA1 y A2 lo
escribiremos como〈A1, A2〉F, mientras que〈A1, A2〉K representa al ideal deOK generado
por los mismos elementos. Al ideal〈IF〉K le llamaremos la extensión deIF aOK y al ideal
IK ∩ OF le llamaremos la restricción deIK aOF. Como es usual, en una extensión de la
formaF/Q, escribiremos〈A1, A2〉 sin hacer referencia al campoF.

Proposición 1.9. SeaF ⊆ K una extensíon de campos de números. SiIF es un ideal de
OF, entonces〈IF〉K ∩ OF = IF.

DEMOSTRACIÓN. Ver [26], pp. 189,A. �

Inversamente, siIK es un ideal deOK, entonces no necesariamente〈IK ∩ OF〉K = IK,
por ejemplo, siK = Q(

√
2) y F = Q, el idealIK =

〈√
2
〉

K
satisfaceIF = IK∩OF = 〈2〉F

y 〈IF〉K = 〈2〉K 6= IK.
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Proposición 1.10. SeanF ⊆ K dos campos de números,OF,OK sus anillos de enteros y
IF = 〈A1, A2〉F un ideal deOF conA1, A2 ∈ OF. Entonces〈IF〉K = 〈A1, A2〉K.

DEMOSTRACIÓN. Tomemosα ∈ 〈IF〉K. Entonces,

α =

k
∑

i=1

(A1β1i + A2β2i)γi = A1

(

k
∑

i=1

β1iγi

)

+ A2

(

k
∑

i=1

β2iγi

)

∈ 〈A1, A2〉K .

Ası́ 〈IK〉K ⊆ 〈A1, A2〉K. La otra contención se sigue de queA1, A2 ∈ 〈IF〉K. �

Corolario 1.11. SeanF ⊆ K dos campos de números,OF,OK sus anillos de enteros yIK
un ideal deOK conIK = 〈A1, A2〉K, dondeA1, A2 ∈ OF. EntoncesIK ∩OF = 〈A1, A2〉F.
DEMOSTRACIÓN. SeaIF = 〈A1, A2〉F. Por la proposición anterior,〈IF〉K = IK y como
〈IF〉K ∩ OF = IF, entonces el resultado es cierto. �

1.3.1. Grupo de clases de ideales
SeaF un campo de números yOF su anillo de enteros. Consideremos el conjunto

{I ⊆ OF : I es ideal deOF, I 6= 〈0〉}.
Los ideales0 6= I, J ⊆ OF están relacionados (∼) si existenA,B ∈ OF − {0} tales
queA I = B J. Esta relación es de equivalencia. Denotaremos comoClF al conjunto de
las clases de equivalencia de ideales6= 〈0〉 deOF. El conjuntoI = {J : J ∼ I} es la
clase equivalencia deI. Si I, J son dos clases, definimos el producto de forma natural:
IJ = I J. Esta operación está bien definida yClF es un grupo abeliano finito conocido
como el grupo de clases de ideales deF. El neutro del grupoClF esOF = {I ⊆ OF :
I es un ideal principal}. La cardinalidad deClF se conoce como el número de clases deF
y lo denotaremos comohF.

Teorema 1.12.SeaF un campo de ńumeros. El anilloOF es de factorización única si y
sólo sihF = 1.

DEMOSTRACIÓN. Ver [31], pp. 153, Theorem 9.1. �

Ejemplo 1.13. SeaF = Q(
√
10). EntoncesOF = Z+

√
10Z. Consideremos el ideal

〈30〉 = p22 p
2
5 p3 p

′
3,

dondep2 =
〈

2,
√
10
〉

, p5 =
〈

5,
√
10
〉

, p3 =
〈

3, 1 +
√
10
〉

y p′3 =
〈

3, 1−
√
10
〉

. El gru-
po de clases de ideales deF esClF = {OF, p2} ∼= Z/2Z, dondeOF = {I ⊆ OF :
I es un ideal principal6= 〈0〉} y p2 = {I ⊆ OF : I es un ideal no principal}. Lo anterior
nos indica que el producto de dos ideales no principales es unideal principal. Usaremos
esta informacíon para encontrar todas las posibles factorizaciones de30. El ideal 〈30〉
tiene seis divisores primos, todos ellos son no principales. Aśı, para encontrar todas las
factorizaciones de30 debemos separar los factores en parejas. En la siguiente tabla pro-
porcionamos todas las posibilidades. Las primeras tres columnas muestran las parejas y
lasúltimas tres columnas contienen un generador de cada uno de los ideales de las prime-
ras columnas, tal que al multiplicarlos dan las seis factorizaciones distintas en irreducibles
de30.
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p22 p25 p3 p
′
3 2 5 3

p22 p5 p3 p5 p
′
3 2 −5 +

√
10 −5−

√
10

p2 p5 p2 p5 p3 p
′
3

√
10

√
10 3

p2 p5 p2 p3 p5 p
′
3

√
10 2−

√
10 −5−

√
10

p2 p5 p2 p
′
3 p5 p3

√
10 −2 −

√
10 −5 +

√
10

p2 p3 p2 p
′
3 p25 2−

√
10 −2 −

√
10 5

Por ejemplo, del primer renglón tenemos(p22)(p
2
5)(p3 p

′
3) = 〈2〉 〈5〉 〈3〉. Aśı que:

30 = (2)(5)(3)

= (2)(−5 +
√
10)(−5 −

√
10)

= (
√
10)2(3)

= (
√
10)(2−

√
10)(−5 −

√
10)

= (
√
10)(−2 −

√
10)(−5 +

√
10)

= (2−
√
10)(−2−

√
10)(5)

1.3.2. Ramificacíon
SeaK/F una extensión de campos de números. Sip es un ideal primo deOF, el ideal

〈p〉K se factoriza como producto de ideales primos deOK, digamos:

〈p〉K =

g
∏

i=1

qeii , (3)

donde cadaqi es un ideal primo deOK y ei ∈ N. Un ideal primoq ⊆ OK cumpleq∩OF = p

si y sólo siq = qi para algún1 ≤ i ≤ g. El valor ei se llama el ı́ndice de ramificación
deqi enK/F, o bien, el ı́ndice de ramificación deqi sobrep. Sabemos queOK/qi y OF/p
son campos finitos, de hecho, existe un monomorfismo de camposOF/p →֒ OK/qi y el
númerofi = [OK/qi : OF/p] lo llamaremos el grado de inercia deqi sobrep. Al númerog
le llamaremos el grado de descomposición dep enK/F.

Si n = [K : F], entoncesn =

g
∑

i=1

eifi ([26], pp. 193,G). SiK/F es Galois, entonces

e = e1 = · · · = eg, f = f1 = · · · = fg y n = efg ([26], pp. 192,F).
Consideremos la factorización dada en (3). Un idealp ⊆ OF se ramifica siei 6= 1 para

algún1 ≤ i ≤ g y p es no ramificado sie1 = · · · = eg = 1. Si g = 1 y e1 = n diremos que
el primop se ramifica totalmente, sig > 1 entoncesp se descompone. Sig = n diremos
quep se descompone totalmente y sig = 1 y e1 = 1 entonces diremos quep es inerte, . En
este último caso el primop sigue siendo primo al extenderlo aOK.

Ejemplo 1.14. SeaK = Q(
√
3,
√
7). Para los siguientes primos racionales, los ideales

〈p〉K deOK se factorizan de la forma en que se indica a continuación.
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p Factorizacíon Tipo de ramificacíon

2 p2 Se ramifica

3 p21p
2
2 Se ramifica y se descompone

5 p1p2 Se descompone

7 p2 Se ramifica

37 p1p2p3p4 Se descompone totalmente

Notemos que ninguno de estos primos se ramifica totalmente.

Ejemplo 1.15. Ahora consideremosK = Q( 4
√
3), en este caso:

p Factorizacíon Tipo de ramificacíon

2 p4 Se ramifica totalmente

3 p4 Se ramifica totalmente

5 p Es inerte

7 p1p2 Se descompone

11 p1p2p3 Se descompone

13 p1p2p3p4 Se descompone totalmente

Más adelante regresaremos a los dos ejemplos anteriores.

Proposición 1.16.SeanF = Q(
√
d), d libre de cuadrados yp ∈ Z un primo impar.

1. Sip | d, entonces〈p〉 =
〈

p,
√
d
〉2

, con
〈

p,
√
d
〉

un ideal primo.

2. Sip ∤ d y existea ∈ Z tal quea2 ≡ d (mód p), entonces

〈p〉 =
〈

p, a+
√
10
〉〈

p, a−
√
10
〉

.

Los ideales
〈

p, a+
√
10
〉

y
〈

p, a−
√
10
〉

son primos.
3. Si p ∤ d y no existea ∈ Z tal quea2 ≡ d (mód p), entoncesp es inerte y〈p〉 es

primo.

DEMOSTRACIÓN. Ver [26], 199,K . �

Resumiendo, sip es un primo impar, entonces:p se ramifica (totalmente) si y sólo si

p | d, p se descompone (totalmente) si

(

d

p

)

= 1 y p es inerte si

(

d

p

)

= −1.

Proposición 1.17.SeanF = Q(
√
d), d libre de cuadrados.

1. 〈2〉 =
〈

2,
√
d
〉2

si d ≡ 2 (mód 4).
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2. 〈2〉 =
〈

2, 1 +
√
d
〉2

si d ≡ 3 (mód 4).

3. 〈2〉 es primo sid ≡ 5 (mód 8).

4. 〈2〉 =
〈

2, 1 +
√
d
〉〈

2, 1−
√
d
〉

si d ≡ 1 (mód 8).

DEMOSTRACIÓN. Ver [26], pp. 200,L . �

El resultado anterior nos indica que2 se ramifica (totalmente) sid ≡ 2, 3 (mód 4), 2
es inerte sid ≡ 5 (mód 8) y 2 se descompone (totalmente) sid ≡ 1 (mód 8).

Proposición 1.18.SeanL/F, K1/F yK2/F extensiones de Galois de campos de números
tales queK1 ∩ K2 = F y K1K2 = L. SeanpF, p1, p2, pL ideales primos en los anillos
de enteros deF,K1,K2,L respectivamente, tales quepF = pL ∩ F = p1 ∩ F = p2 ∩ F,
p1 = pL∩K1 yp2 = pL∩K2. Seanq1, q2 ∈ {pF, p1, p2, pL} tales queq1 ⊇ q2. Denotaremos
por: e(q1/q2) al ı́ndice de ramificacíon deq1 sobreq2, f(q1/q2) al grado de inercia deq1
sobreq2 y gK1

(pF), gK2
(pF), gL(pF) los ı́ndices de descomposición de los ideales indicados

en el campo dado.
L = K1K2

LLLLLLLLLLL

rrrrrrrrrrr

K1 K2

F = K1 ∩K2

rrrrrrrrrrr

LLLLLLLLLLL

Entonces:
1. gL(pF) = gK1

(pF)gK2
(pF).

2. f(pL/pF) = f(pK1
/pF)f(pK2

/pF).
3. e(pL/pF) = e(pK1

/pF)e(pK2
/pF).

DEMOSTRACIÓN. Para las afirmaciones 1 y 2, ver [26], pp. 263,E. La afirmación 3 se
sigue de las afirmaciones 1 y 2 y Teorı́a de Galois. �

La Teorı́a de Galois nos enseña que dada una extensión de campos de númerosK/F de
gradon, existenn inmersiones distintasσ1, . . . , σn,

σi : K →֒ C

tales queσi

∣

∣

F
= idF. Convenimos queσ1 = idK. Si σ(K) ⊆ R, diremos queσ es una

inmersión real. Siσ(K) 6⊆ R, diremos queσ es una inmersión imaginaria. Paraα ∈ K,
definimos los conjugados deα comoσ1(α) = α, σ2(α), . . . , σn(α). En particular, siK es
un campo cuadrático yF = Q, entoncesσ2(a1 + a2

√
d) = a1 − a2

√
d. En este caso, si

α = a1+a2
√
d ∈ K, los conjugados deα sonα y a1−a2

√
d y escribiremosα = a1−a2

√
d.

SiK/F una extensión de campos de números de gradon, a cada inmersión realσ deK
que fija aF le asociamos un objeto llamado primo al infinito el cual denotaremos comopσ.
Si σ es una inmersión imaginaria, entonces aσ le corresponde una inmersión conjugada
σ. Al par (σ, σ) le asociamos el primo al infinitopσ. Recordemos que por cada inmersión
σ : F →֒ C, existenn inmersionesσ1, . . . , σn : K →֒ C que extienden aσ. Diremos que
pσ se ramifica enK/F si pσ es un primo al infinito real y, para al menos un1 ≤ i ≤ n, pσi

es un primo al infinito imaginario. En cualquier otro caso,pσ es un primo no ramificado.
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Cuando ningún primo, finito o infinito, se ramifica enK/F, diremos queK/F es una
extensión no ramificada. Si algún primo, finito o infinito, se ramifica, diremos queK/F es
una extensión ramificada. SiF es un campo de números, definimos el campo de clases de
Hilbert deF como la máxima extensión abeliana no ramificada deF y la denotaremosHF.

Teorema 1.19.SeaF un campo de ńumeros yHF su campo de clases de Hilbert. SiG es
el grupo de Galois deHF/F, entoncesG ∼= ClF y hF = [HF : F].

DEMOSTRACIÓN. Ver [7], pp. 61, 135, Isomorphism Theorem. Otra opción es [19], pp.
228, Theorem 12.1. �

Una de las propiedades más importantes del campo de clases de Hilbert es que cual-
quier idealIF ⊆ OF al ser extendido al anillo de enteros deHF, 〈IF〉HF

es principal. A esto
se le conoce como capitulación.

Ejemplo 1.20. SeaF = Q(
√
17,

√
−1). EntoncesHF = F(

√

4 +
√
17). Se tiene que

[F : Q] = 4 y [HF : Q] = 8, por lo quehF = 2. Sabemos que todo ideal deOF extendido a
OHF

es principal. El ideal

IF =

〈

2,
2−

√
−17−

√
−1

2

〉

F

no es principal, pero

〈IF〉HF
=

〈

−3−
√
17− 5

√
−1
√

4 +
√
17 +

√
−17

√

4 +
√
17

4

〉

HF

.

1.4. Norma y traza
Dada una extensión de campos de númerosK/F de gradon y α ∈ K, la traza relativa

deα enK/F la definimos como

tK/F(α) =

n
∑

i=1

σi(α)

dondeσi son lasn inmersiones deK →֒ C que fijan aF y la norma relativa deα enK/F
es

NK/F (α) =
n
∏

i=1

σi(α).

Cuando la extensión en la que estemos trabajando sea clara,usaremos los sı́mbolost(α)
y N(α). Si F = Q, entonces las funciones anteriores se llaman traza absoluta deα en
K y norma absoluta deα enK. La siguiente proposición muestra algunas propiedades
importantes de la norma y la traza.

Proposición 1.21.SeanF ⊆ K ⊆ L una torre de campos de números,n = [K : F], α ∈ L,
β, β1, β2 ∈ K yA ∈ F.

1. NK/F (β), tK/F(β) ∈ F.
2. Siβ ∈ OK, NK/F (β), tK/F(β) ∈ OF.
3. NK/F (A) = An.
4. tK/F(A) = nA.
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5. NK/F (β1 β2) = NK/F (β1)NK/F (β2).
6. tK/F(β1 + β2) = tK/F(β1) + tK/F(β2).
7. NL/F(α) = NK/F

(

NL/K (α)
)

= NK/F ◦NL/K (α).
8. tL/F(α) = tK/F(tL/K(α)) = tK/F ◦ tL/K(α).

DEMOSTRACIÓN. Ver [26], pp. 20 y [25], pp. 48, Proposition 2.4. �

Si F es un campo cuadrático yA = a1 + a2
√
d ∈ F, entonces

NF/Q (A) = (a1 + a2
√
d)(a1 − a2

√
d) = a21 − d a22,

tF/QA = (a1 + a2
√
d) + (a1 − a2

√
d) = 2 a1.

De hecho,f(x) = x2 − t(A)x + N(A) es un polinomio tal quef(A) = 0 y, si a2 6= 0,
entoncesf(x) = Irr(A,Q) es el polinomio irreducible deA con coeficientes enQ, más
aún, por serA un entero algebraico, los coeficientes def(x) están enZ. Por ejemplo, si
A = 4 + 5

√
17 ∈ Q(

√
17), entonces

NF/Q (A) = 42 − 17(5)2 = −409, tF/Q(A) = 2(4) = 8, Irr(A,Q) = x2 − 8 x− 409.

De acuerdo a la afirmación 6 de la Proposición 1.2, para cualquier idealI de OF,
|OF/I| = m < ∞. Definimos la norma deI comoNF/Q (I) = m. La afirmación 4 de
la siguiente proposición es la razón por la que es práctico usar la misma notación para
la norma de un número y para la norma de un ideal. La norma de unideal será útil para
estudiar propiedades de divisibilidad.

Proposición 1.22.SeanF un campo de ńumeros,A,A1, A2 ∈ OF y I, J ⊆ OF ideales:
1. NF/Q (OF) = 1.
2. NF/Q (〈0〉) = 0.
3. NF/Q (I J) = NF/Q (I)NF/Q (J).
4. SiI | J, entoncesNF/Q (I) | NF/Q (J).
5. NF/Q (〈A〉) = |NF/Q (A)|.
6. SiA ∈ I, entoncesNF/Q (I) | NF/Q (A).
7. SiI = 〈A1, A2〉, entoncesNF/Q (I) | m.c.d.

(

NF/Q (A1), NF/Q (A2)
)

.

DEMOSTRACIÓN. Las afirmaciones 1 y 2 son consecuencia directa de las definiciones.
Para la afirmación 3, ver [26], pp. 142,D. La afirmación 4 es consecuencia directa de 3.
Para la afirmación 5 ver [31], pp. 116, Corollary 5.10. La afirmación 6 es consecuencia
directa de 5. La afirmación 7 se sigue de las afirmaciones 4, 5 y6. �

SeanK/F una extensión de campos de números,q un ideal primo deOK y p = q∩OF.
Si f = [OK/q : OF/p] es el grado de inercia deq sobrep, definimos el ideal

NK/F (q) = pf .

Si IK =

k
∏

i=1

qeii , entoncesNK/F (IK) =

k
∏

i=1

NK/F (qi)
ei es un ideal enOF al cual llamare-

mos la norma relativa deIK enK/F. En particular, siF = Q, lo anterior coincide con la
definición de norma de un ideal.

Proposición 1.23.SeanF ⊆ K ⊆ L campos de ńumeros con[K : F] = n, OF,OK,OL sus
anillos de enteros.
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1. SiIF es un ideal deOF, entoncesNK/F (〈IF〉K) = IF
n.

2. SiIL es un ideal deOL, entoncesNL/F(IL) = NK/F

(

NL/K(IL)
)

.
3. NK/F (〈α〉K) =

〈

NK/F (α)
〉

F
.

DEMOSTRACIÓN. Ver [26], pp. 235-236,C, D y F. �

1.5. Unidades
SeaF un campo de números. EscribiremosUF para denotar al grupo de unidades del

anillo de enterosOF. El Teorema de las Unidades de Dirichlet describe la estructura deUF.
Teorema 1.24.(Teorema de las Unidades de Dirichlet)SeaF un campo de ńumeros con
[F : Q] = n = s + 2t, dondes denota el ńumero de inmersiones reales deF enR y 2t es
el número de inmersiones imaginarias deF enC. Entonces

UF ∼= W × Z× · · · × Z,
dondeW el grupo de las ráıcesk-ésimas de la unidad para algúnk ∈ N y en la descom-
posicíon hays+ t− 1 copias deZ.

DEMOSTRACIÓN. Ver [31], pp. 300, Theorem B.6. �

En particular, siF es un campo cuadrático real, entoncess = 2 y t = 0. En este
casoUF ∼= {1,−1} × Z. Si F es un campo cuadrático imaginario,s = 0, t = 1 y UF =
{1,−1} a menos qued = −1, en cuyo casoUF = {1,−1, i,−i} y si d = −3, entonces

UF =

{

1,−1,
1 +

√
−3

2
,
1−

√
−3

2
,
−1 +

√
−3

2
,
−1−

√
−3

2

}

. Si F = Q( 4
√
d) cond >

0, entoncess = 2, t = 1 y UF = {1,−1} × Z2.
En el caso cuadrático real,UF contiene una elemento de interés particular para nosotros,

conocido como la unidad fundamental deF. El siguiente resultado describe algunas de sus
propiedades.

Proposición 1.25. SeaF = Q(
√
d) cond > 0 libre de cuadrados. ExisteUF ∈ UF tal que

siU ∈ UF, entoncesU = ±Uk
F , para alǵunk ∈ Z. �

Recordemos que si〈A〉 = 〈B〉 son dos ideales principales de un anillo de enterosOF,
entoncesA = uB para algúnu ∈ UF y que, para cualquieru ∈ UF, 〈A〉 = 〈uA〉.

1.6. Discriminante
SeaF un campo de números,OF su anillo de enteros yB ⊆ OF una base deF/Q.

Sabemos queB es una base entera deF si |∆(B)| es mı́nimo. Definimos el discriminante
deF como el valorδF = ∆(B), dondeB es una base entera.

SeaK/F una extensión de campos de números yB una base deK comoF-espacio
vectorial. Definimos el discriminante relativoδK/F deK/F como el ideal

δK/F = 〈∆(B) : B ⊆ OK es una base deK comoF-espacio vectorial〉F .
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Proposición 1.26.SeanF ⊆ K ⊆ L campos de ńumeros. Entonces

δL/F = (δK/F)
[L:K] ·NK/F(δL/K).

DEMOSTRACIÓN. Ver [26], pp. 249,Q. �

Observemos que en la igualdad de la proposición anterior todos los factores son ideales
deOF, en particular,NK/F(δL/K) ⊆ OF pues la normaNK/F de un ideal deOK está enOF.

El discriminante es un concepto importante que, entre otrascosas, nos indica cuáles
son los ideales que se ramifican en una extensión.

Proposición 1.27. SeaK/F una extensíon de campos de números con anillos de enteros
OF yOK respectivamente. Entonces:

1. SiB ⊆ OK es una base deK/F, B es una base deOK comoOF-módulo si y śolo
si δK/F = 〈∆(B)〉F.

2. Un ideal primop ⊆ OF se ramifica enK/F si y śolo sip | δK/F.
DEMOSTRACIÓN. Ver [26], pp. 237,G y Theorem 1. �

La siguiente proposición nos da el discriminante de una base de potencias, es decir, una
base de la formaB = {1, B, B2, . . . , Bn−1}.

Proposición 1.28. SeanF un campo de ńumeros,f(x) ∈ F[x] mónico irreducible con
gr(f(x)) = n. SiB ∈ OF es tal quef(B) = 0, entonces

∆(1, B, . . . , Bn−1) = (−1)n(n−1)/2NF(B)/F(f
′(B)).

DEMOSTRACIÓN. Ver [26], pp. 22. �

1.7. Primos e irreducibles
Uno de los problemas que estudiaremos en el Capı́tulo 2 seráclasificar primos e irre-

ducibles en ciertas familias de campos cuadráticos. SeaF un campo de números yOF su
anillo de enteros. Un elementoP enOF es primo si: siempre queP | AB, entoncesP | A
ó P | B. Diremos queP ∈ OF es irreducible siP = AB implicaA ∈ UF ó B ∈ UF. Si
OF es un dominio de factorización única (es decir,hF = 1), entonces el concepto de primo
e irreducible coinciden. SihF > 1, entonces todo elemento primo es irreducible y existen
irreducibles que no son primos. Por ejemplo, consideremos el número70 en el anillo de
enteros deF = Q(

√
10). Observemos que

70 = 2 · 5 · 7 = 7(
√
10)2

son sus dos posibles factorizaciones. El elemento7 es primo enOF mientras que2, 5,
√
10

son irreducibles pero no primos. El7 aparece en todas las factorizaciones, los irreducibles
solamente en una de las dos. Esta es una propiedad que tienen todos los primos: siA ∈ OF,
y P es primo tal queP | A, entoncesP aparece en todas las posibles factorizaciones deA
en elementos irreducibles.

El resultado siguiente nos ayuda a clasificar los elementos primos e irreducibles de
acuerdo a su factorización en ideales primos.
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Proposición 1.29.SeanF un campo de ńumeros,OF su anillo de enteros yP ∈ OF−{0}.
Entonces:

1. P es un elemento irreducible si y sólo si el ideal〈P 〉 es maximal en el conjunto de
los ideales propios principales deOF.

2. P es un elemento primo si y sólo si 〈P 〉 es un ideal primo.

DEMOSTRACIÓN. Probaremos la afirmación 1. Supongamos queP es irreducible y sea
〈A〉 tal que〈A〉 ⊇ 〈P 〉. Entonces, existeI tal que〈P 〉 = 〈A〉 I. Observemos queI debe
ser principal porqueI ∼ OF. SeaI = 〈B〉. Por lo anterior,AB es un asociado deP , por
lo queAB es un irreducible enOF. Por definición se cumple una de las dos afirmaciones
siguientes:A ∈ UF ó B ∈ UF. En el primer caso〈A〉 = OF. Si B ∈ UF, entonces
〈P 〉 = 〈A〉 〈B〉 = 〈A〉.

Inversamente, supongamos que〈P 〉 es un ideal maximal en el conjunto de los ideales
principales propios deOF. SeanA,B tales queP = AB. Entonces〈P 〉 = 〈A〉 〈B〉 y
〈A〉 ⊇ 〈P 〉. Como〈P 〉 es maximal en el conjunto de los ideales principales no triviales,
entonces〈A〉 = OF o bien〈A〉 = 〈P 〉. En el primer caso,A es una unidad; en el segundo,

〈A〉 = 〈P 〉 = 〈A〉 〈B〉 ,
y por la ley de la cancelaciónOF = 〈B〉, por lo queB es una unidad. Esto implica queP
es un irreducible.

La justificación de la afirmación 2 es similar. �



Caṕıtulo 2

El 2-grupo de clases en campos cuadráti-
cos y aplicaciones

Encontrar el grupo de clases de un campo de números es un problema complicado,
incluso la tarea de encontrar elp-subgrupo de Sylow no es sencilla. Algunos algoritmos se
han implementado en programas computacionales tales como KANT/KASH o PARI/GP.
En el caso de un campo cuadrático, el célebre Teorema de Gauss sobre el2-rango (Teore-
ma 2.4) da con precisión el rango del2-subgrupo de Sylow deClF en términos del número
de divisores del discriminante del campo. En [5], [6], [17] y [28] se dan algoritmos que
usan la teorı́a de las formas cuadráticas para encontrarCl2. Dada una claseI ∈ Cl2, ellos
encuentran diferentes métodos para obtener, de ser posible, otra claseJ tal queJ

2
= I.

Es fácil encontrar representantes de cada clase ambigua (i.e. clases de orden2) y podemos
usar cualquiera de los métodos anteriores para construirCl2. En este capı́tulo vamos a dar
otro procedimiento para obtenerCl2, pero en lugar de comenzar con las clases ambiguas,
vamos a hallar idealesI ⊆ OF tales que〈I〉 es maximal en el conjunto de subgrupos cı́cli-
cos deCl2. Si el exponente deClF es2, vamos a usar la misma técnica para dar un criterio
para decidir si un ideal deOF es principal o no. Después relacionaremos este problema
con la solubilidad de ciertas ecuaciones diofantinas. Finalmente, usaremos el criterio para
distinguir ideales principales y no principales para clasificar los elementos primos, irredu-
cibles y compuestos en algunos anillos de enteros de ciertoscampos cuadráticos. Con la
ayuda de los programas computacionales KASH3 [9] y Sage [30] resolveremos algunos
ejemplos explı́citos.

2.1. Algunas propiedades de los grupos abelianos finitos
Denotaremos conCn al grupo cı́clico de ordenn y paraa ∈ Z escribiremosa para

representar la clase dea enCn, donde asumimos queCn = Z/nZ. SeaG = 〈g1, . . . , gr〉
un grupo abeliano finito. Estamos interesados en encontrar generadoresh1, . . . , hk ∈ G
tales que

G = 〈h1, . . . , hk〉 ∼= 〈h1〉 ⊕ · · · ⊕ 〈hk〉.
SeaCG = {〈a〉 : a ∈ G}. Entonces

Proposición 2.1. SeaG = G1 ⊕ · · ·⊕Gk unp-grupo abeliano finito donde cadaGj es un
p-grupo ćıclico. Si(a1, . . . , ak) ∈ G, entonces〈(a1, . . . , ak)〉 es un elemento maximal de
CG si y śolo sim.c.d. (ai, p) = 1 para alǵun i.

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que〈(a1, . . . , ak)〉 es maximal enCG y que, para todoi,
m.c.d. (ai, p) = p. Si bi = ai/p tenemos

〈(a1, . . . , ak)〉 = 〈(pb1, . . . , pbk)〉 = 〈p(b1, . . . , bk)〉.
21
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Como

o(〈(a1, . . . , ak)〉) =
o(〈(b1, . . . , bk)〉)

p
,

entonces
〈(a1, . . . , ak)〉  〈(b1, . . . , bk)〉,

ası́ que〈(a1, . . . , ak)〉 no es un elemento maximal enCG.
Inversamente, podemos asumir, sin pérdida de generalidad, quem.c.d. (a1, p) = 1.

Consideremos〈(c1, . . . , ck)〉 ∈ CG tal que〈(a1, . . . , ak)〉 ⊆ 〈(c1, . . . , ck)〉. Sean ∈ Z
tal que〈(a1, . . . , ak)〉 = 〈n(c1, . . . , ck)〉. Tomemos la proyecciónφ : G → G1. Como
m.c.d. (a1, p) = 1, entoncesφ(〈(a1, . . . , ak)〉) = G1. De la igualdad

o((a1, . . . , ak)) =
o((c1, . . . , ck))

m.c.d. (n, o((c1, . . . , ck)))

se sigue que, sim.c.d. (n, o((c1, . . . , ck))) > 1, entoncesp | n y φ(〈n(c1, . . . , ck)〉) 6=
G1, lo que es imposible. Por tantom.c.d. (n, o((c1 . . . ck))) = 1 y de esto se sigue que
〈(a1, . . . , ak)〉 es un elemento maximal enCG. �

El siguiente resultado es similar al Teorema Fundamental delos Grupos Abelianos
Finitos.

Proposición 2.2. SeaG un p-grupo abeliano finito,H un subgrupo deG, g ∈ G tal que
G = 〈H, g〉, g 6∈ H y o(g) ≤ o(〈h〉) para todo〈h〉 maximal enCH . Entonces existeg′ ∈ G
tal queG = 〈H, g′〉 ∼= H ⊕ 〈g′〉.
DEMOSTRACIÓN. Seaµ = spm el mı́nimo entero positivo tal quem.c.d. (s, p) = 1 y
µg ∈ H. Como〈g〉 = 〈sg〉, podemos suponer queµ = pm. Ahora consideremosh ∈ H
con 〈h〉 maximal enCH , pmg ∈ 〈h〉 y seaν = tpn el menor entero positivo tal que
m.c.d. (t, p) = 1 y pmg = νh. Como antes, podemos reemplazarh por th y suponer que
ν = pn. Es claro que sio(g) = pm+r entonceso(h) = pn+r. Sie es el neutro deG entonces:

e = pm+rg = pmprg = pr(pmg) = (pr − 1)(pmg) + (pmg)
= (pr − 1)(pnh) + (pmg) = pm((pr − 1)pn−mh+ g).

Seag′ = (pr−1)pn−mh+g. Es claro queg′ 6= e y o(g′) ≤ pm. Supongamos queo(g′) = pj

y 1 ≤ j < m. Entonces

e = pjg′ = pj((pr − 1)pn−mh + g) = pj((pr − 1)pn−mh) + pjg ∈ 〈h〉.
Se sigue quepjg ∈ 〈h〉 lo que es imposible. Por lo tantoj = m.

Por lo anteriorg′ = (pr−1)pn−mh+g y G = 〈H, g′〉. La afirmación〈H, g′〉 ∼= H⊕〈g′〉
es consecuencia deH ∩ 〈g′〉 = 〈e〉. �

A continuación describiremos un algoritmo que nos ayudar´a a modificar el conjunto de
generadores de un grupo abeliano finitoG de tal forma que el nuevo conjunto de genera-
dores descompone aG como una suma directa.

Algoritmo. SeaG = 〈g1, . . . , gr〉 un grupo abeliano finito y supongamos que conocemos
los valores deo(gi) para i = 1, . . . , r. Primero estudiaremos el caso dondeG es unp-
grupo. En el proceso que describimos a continuación, cuando cambiemos un generador
(en caso de ser necesario), indexamos los nuevos elementos de tal forma que

o(g1) ≥ o(g2) ≥ · · · ≥ o(gr).
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SeaG′ = 〈g1, g2〉,H ′ = 〈g1〉 y g = g2 como en laProposición 2.2. Sig2 ∈ H ′, entonces
G = 〈g1, g3, . . . , gr〉. Aśı que podemos suponer queg2 6∈ H ′. Usando laProposición 2.2,
existeg′2 ∈ G′ tal que

G′ = 〈H ′, g′2〉 ∼= H ′ ⊕ 〈g′2〉 y 〈g1, g2, . . . , gr〉 = 〈g1, g′2, . . . , gr〉.
Es posible queo(g′2) < o(g3). Si esto ocurre, indexamos y repetimos el proceso hasta que
g′2 = g2. Por tantoG′ ∼= 〈g1〉⊕〈g2〉. Para el siguiente paso consideramosG′ = 〈g1, g2, g3〉,
H ′ = 〈g1, g2〉 ∼= 〈g1〉 ⊕ 〈g2〉 y g = g3 como en laProposición 2.2. Podemos suponerg3 6∈
H ′. Puesto queo(g1) ≥ o(g2) ≥ o(g3), entonces el orden de cualquier subgrupo cı́clico
maximal deH ′ es mayor o igual ao(g3) por lo que satisface la hiṕotesis de laProposición
2.2. Seag′3 ∈ G′ conG′ = 〈g1〉⊕ 〈g2〉⊕ 〈g′3〉. Sio(g′3) < o(g4), repetimos el proceso hasta
obtenerg′3 = g3 y G′ = 〈g1〉 ⊕ 〈g2〉 ⊕ 〈g3〉. Continuamos con este procedimiento para
construir expĺıcitamente una base{g1, . . . , gt} deG tal queG ∼= 〈g1〉 ⊕ · · · ⊕ 〈gt〉.

En el caso general, siG es un grupo abeliano finito arbitrario, aplicamos el algoritmo
a cadap-subgrupo de Sylow deG.

En este capı́tulo llamaremos elAlgoritmoal procedimiento que acabamos de describir.

Ejemplo 2.3. SeaG = C16⊕C8⊕C8⊕C4 yH = 〈g1, g2, g3, g4, g5〉 dondeg1 = (1, 1, 1, 1),
g2 = (3, 1, 1, 1), g3 = (7, 3, 0, 2), g4 = (3, 0, 1, 1), g5 = (12, 6, 3, 1) ∈ G. Usaremos el
Algoritmo para encontrar una representación deH como la suma directa de subgrupos
ćıclicos deH. Notemos que

o(g1) = o(g2) = o(g3) = o(g4) = 16, o(g5) = 8,

entonces los elementos están acomodados correctamente para utilizar el Algoritmo. Apli-
camos la Proposición 2.2 a G′ = 〈g1, g2〉, H ′ = 〈g1〉 y g = g2. Los menores enteros
positivosµ y ν tales queµg1 = νg2 sonµ = 12 y ν = 4. Como12 = 3 · 4, reemplaza-
mosg1 por 3g1, y una vez ḿas llamamosg1 al nuevo elemento. Con esta notación tenemos
g1 = (3, 3, 3, 3). Sih = g1 tenemos4g ∈ 〈h〉 y los menores enteros positivosµ y ν tales
queµg = νh sonµ = ν = 22. Observemos que22+2g = 22+2h = e. Entonces, los valores
que necesitamos para construir ag′ como en la Proposición2.2sonr = m = n = 2 y

g′ = (22 − 1)(22−2)h+ g = 3h+ g = 3(3, 3, 3, 3) + (3, 1, 1, 1) = (12, 2, 2, 2).

Comoo(g′) = 4, reemplazamosg2 por g′ y acomodamos los generadores de tal forma que
o(g1) ≥ · · · ≥ o(g5). Tenemos

g1 = (1, 1, 1, 1),
g2 = (7, 3, 0, 2),
g3 = (3, 0, 1, 1),
g4 = (12, 6, 3, 1),
g5 = (12, 2, 2, 2).

Repetimos el proceso cong = g2, h = g1, 8g = 8h, 16g = 16h = e, m = n = 3, r = 1 y

g′ = (21 − 1)(20)h+ g = (1, 1, 1, 1) + (7, 3, 0, 2) = (8, 4, 1, 3).

Reemplazamosg2 por g′ y reordenamos. Ası́, hemos obtenido una nueva lista de genera-
dores deH:
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g1 = (1, 1, 1, 1),
g2 = (3, 0, 1, 1),
g3 = (12, 6, 3, 1),
g4 = (8, 4, 1, 3),
g5 = (12, 2, 2, 2).

Repetimos el proceso con los nuevosg2 = g, H ′ = 〈g1〉, h = g1, 8g = 8h, 16g =
16h = e, m = n = 3, r = 1. Aśı

g′ = (21 − 1)(20)h+ g = (1, 1, 1, 1) + (3, 0, 1, 1) = (4, 1, 2, 2).

Por tanto, tenemos un nuevo conjunto de generadores deH:

g1 = (1, 1, 1, 1),
g2 = (4, 1, 2, 2),
g3 = (12, 6, 3, 1),
g4 = (8, 4, 1, 3),
g5 = (12, 2, 2, 2).

Notemos que si aplicamos nuevamente el procedimiento no habrá cambios ya que
16g1 = 8g2 = e y r = 0. Continuando cong = g3, H

′ = 〈g1, g2〉 y h = g1 observa-
mos que8g = 16h = e y r = 0. Por tanto, no es necesario modificarg3.

En el siguiente paso aplicamos el Algoritmo cong = g4, H ′ = 〈g1, g2, g3〉. En este
casog4 = 12g1 + 6g2 + 3g3 ∈ H ′. Entonces:

g1 = (1, 1, 1, 1), g2 = (4, 1, 2, 2), g3 = (12, 6, 3, 1), g4 = (12, 2, 2, 2).

Como en el paso anteriorg = g4 ∈ H ′ = 〈g1, g2, g3〉. Aśı, los generadores que estamos
buscando song1, g2, g3 y

H = 〈(1, 1, 1, 1), (4, 1, 2, 2), (12, 6, 3, 1)〉 ∼= C16 ⊕ C8 ⊕ C8,

dondeo(g1) = 16, o(g2) = o(g3) = 8.

2.2. El 2-grupo de clases de campos cuadráticos reales
Como una aplicación del Algoritmo, vamos a construir un conjunto de generadores

del 2-subgrupo de Sylow del grupo de clases de ideales de un campo cuadrático real. El
siguiente teorema es conocido ([21], Theorem 3.70).

Teorema 2.4. (Teorema de Gauss sobre el2-rango deClF) SeaF = Q(
√
d) un campo

cuadŕatico y t el número de factores primos distintos deδF. Si existe un primop ≡ 3
(mód 4) tal quep | δF y d > 0, entonces el rango deCl2 est− 2. En cualquier otro caso,
el rango est− 1. �

Seaa, b ∈ Z, b > 1. Usaremos la siguiente notación:
[a

b

]

=

{

1 si x2 ≡ a (mód b) es soluble,
−1 si x2 ≡ a (mód b) no es soluble.

Si b es un primo racional ym.c.d. (a, b) = 1, entonces
[a

b

]

es el sı́mbolo de Legendre
(a

b

)

. Como consecuencia del Teorema Chino del Residuo tenemos:
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Lema 2.5. Seana, b = b1 · · · bt > 1 enteros tales quem.c.d. (bi, bj) = 1 para i 6= j.

Entonces,
[a

b

]

= 1 si y śolo si

[

a

bi

]

= 1 para i = 1, . . . , t. �

Lema 2.6. Seanb1, . . . , bt ∈ {−1, 1}, a, n, p1, . . . , pt ∈ N cona < 2n un ńumero impar y
dondepi es un primo racional impar parai = 1, . . . , t. Entonces existe un primo racional
q tal que

q ≡ a (mód 2n),

(

q

p1

)

= b1, . . . ,

(

q

pt

)

= bt.

DEMOSTRACIÓN. Seanc1, . . . , ct ∈ Z tales que

(

ci
pi

)

= bi. Usando el Teorema Chino

del Residuo, existec ∈ Z tal que

c ≡ a (mód 2n)
c ≡ c1 (mód p1)

...
c ≡ ct (mód pt).

Comopi ∤ ci entoncesm.c.d. (c, 2np1 · · · pt) = 1 y por el Teorema de Dirichlet existe una
infinidad de primosq ≡ c (mód 2np1 · · · pt). �

Lema 2.7. Sead = p0p1 · · ·pg un entero positivo libre de cuadrados,pi ≡ 1 (mód 4)
para0 ≤ i ≤ g. Entonces existen primos racionalesq1, . . . , qg tales que

(

d

qi

)

= 1 y
[qi
d

]

=

[−qi
d

]

= −1.

DEMOSTRACIÓN. Se sigue del Lema 2.6, la Ley de Reciprocidad Cuadrática y el Lema
2.5. �

De la primera afirmación del Lema 2.6, los primosq1, . . . , qg pueden ser elegidos de
tal forma queqi ≡ 1 (mód 4). Elegir los primos con esta propiedad será relevante en el
siguiente lema.

Lema 2.8. Sead = 2 p1 · · · pg un entero libre de cuadrados conpi ≡ 1 (mód 4) para
1 ≤ i ≤ g. Existenq1, . . . , qg primos que satisfacen

(

4d

qi

)

= 1 y
[qi
d

]

=

[−qi
d

]

= −1.

DEMOSTRACIÓN. Por el Lema 2.6 y la Ley de Reciprocidad Cuadrática, escogemosq1 ≡
5 (mód 8) tales que

(

p1
q1

)

= −1 y

(

pj
q1

)

= 1, 2 ≤ j ≤ g.

Entonces
(

d

q1

)

=

(

2

q1

)(

p1
q1

)(

p2
q1

)

· · ·
(

pg
q1

)

= (−1)(−1)(1) · · · (1) = 1.
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Finalmente

(

4d

q1

)

=

(

d

q1

)

. Como en la prueba del lema anterior se sigue

[q1
d

]

=

[−q1
d

]

= −1.

Los primosq2, . . . , qg se obtienen como en el Lema 2.7 con la condición adicionalqi ≡ 1
(mód 8). �

Lema 2.9. Sead = p0p1 · · · pg ≡ 1 (mód 4) un entero positivo libre de cuadrados con
g ≥ 1 tal que para alǵun t ∈ {−1, 0, 1, . . . , g − 2}

p0, . . . , pt ≡ 1 (mód 4), pt+1, . . . , pg ≡ 3 (mód 4).

Existen primos racionalesq1, . . . , qg−1 tales que

(

d

qi

)

= 1 y
[qi
d

]

=

[−qi
d

]

= −1.

DEMOSTRACIÓN. Los primeros primosq1, . . . , qt se obtienen como en el Lema 2.7 de tal
forma queqi ≡ 1 (mód 4). Parat+ 1 ≤ i ≤ g − 1, escogemos los primosqi tales que

(

pi−1

qi

)

=

(

pi
qi

)

= −1,

(

pj
qi

)

= 1, j 6= i− 1, i.

Ası́

(

d

qi

)

= −1,
[qi
d

]

= −1. Finalmente, como

(

qi
pg

)

= 1, obtenemos

(−qi
pg

)

= −1 y
[−qi
pg

]

=

[−qi
d

]

= −1. �

Lema 2.10. Sead = p0p1 · · · pg ≡ 3 (mód 4) un entero positivo libre de cuadrados, tal
que para alǵun t ∈ {−1, 0, 1, . . . , g − 1}

p0, . . . , pt ≡ 1 (mód 4), pt+1, . . . , pg ≡ 3 (mód 4).

Existen primosq1, . . . , qg con

(

4d

qi

)

= 1 y
[qi
d

]

=

[−qi
d

]

= −1.

DEMOSTRACIÓN. Los primosq1, . . . , qt se obtienen como en el Lema 2.7. Comod ≡ 3
(mód 4), tenemos un número impar de primos≡ 3 (mód 4). Primero supongamos que
pg es el único primo tal quepg ≡ 3 (mód 4). En este caso elegimos un primoqg ≡ 1
(mód 4) que satisfaga

(

pg−1

qg

)

=

(

qg
pg−1

)

=

(

qg
pg

)

= −1.

Por lo anterior,

[−qg
d

]

= −1. Finalmente, si más de un primo es≡ 3 (mód 4), entonces,

en lugar de usarpg como en el Lema 2.9, usamos cualquiera de los primospj ≡ 3 (mód 4)

tales que

(

qi
pj

)

= 1. La prueba se sigue como en los lemas anteriores. �

Lema 2.11. Sead = 2 p1 · · · pg un entero positivo libre de cuadrados conp1, . . . , pt ≡ 1
(mód 4) y pt+1, . . . , pg ≡ 3 (mód 4) para 0 ≤ t ≤ g − 1. Existen primosq1, . . . , qg−1

tales que

(

4d

qi

)

= 1 y
[qi
d

]

=

[−qi
d

]

= −1.
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DEMOSTRACIÓN. Si t > 0, entoncesq1, . . . , qt se obtienen como en el Lema 2.8 y los
otros primosqt+1, . . . , qg−1 como en el Lema 2.9. Sit = 0, entoncespi ≡ 3 (mód 4) para
i = 1, . . . , g y g ≥ 2. En este caso elegimosq1 ≡ 5 (mód 8) de tal forma que

(

p1
q1

)

= −1,

(

pi
q1

)

= 1, i > 1.

De lo anterior y

(

2

q1

)

= −1 tenemos

(

4d

q1

)

= 1,
[q1
d

]

=

[−q1
d

]

= −1.

Los primosq2, . . . , qg−1 se obtienen como en el Lema 2.9. �

SeaP = {q1, . . . , qt} obtenido como en los Lemas 2.7, 2.8, 2.9, 2.10 ó 2.11. Observe-
mos que existe una infinidad deai ∈ N tales quea2i ≡ d (mód qi). Fijamos uno de estos
y definimos los idealesqi = 〈qi, ai +

√
d〉. Claramente,qi es un ideal primo,N(qi) = qi y

〈qi〉 = qiqi
′ dondeqi′ = 〈qi, ai −

√
d〉. DadoP como antes, definimosIP = {q1, . . . , qt}.

EscribiremosordI (J) para indicar queIordI(J) | J y IordI(J)+1 ∤ J.
Observemos queN(a1 + a2

√
d) = a21 − da22, ası́ que, siI = 〈a1 + a2

√
d〉, entonces

N(I) ≡ a21 (mód d) ó−N(I) ≡ a21 (mód d). Por tanto, si

[±N(I)

d

]

= −1 tenemos que

I es un ideal no principal.

Teorema 2.12.Sead = p0p1 · · ·pg un entero positivo libre de cuadrados yF = Q(
√
d).

SiI =
∏

q∈IP

qordq(I) y ordq (I) es impar para alǵunq ∈ IP , entonces

1.

[±N(I)

d

]

= −1 y por tantoI es no principal.

2. SiI ∈ ClF es la clase del idealI, entonceso(I) es par.

3. SeaJ =
∏

q∈IP

qordq(J) tal que para alǵun q ∈ IP , ordq (J) impar y ordq (I) 6≡

ordq (J) (mód 2). EntoncesI 6= J.

DEMOSTRACIÓN. Para la primera afirmación necesitamos que

[

N(I)

p′1

]

=

[−N(I)

p′2

]

=

−1 para ciertos divisores primosp′1, p
′
2 ded. Seaj = máx {i : ordqi (I) es impar}. Ob-

servemos quej > 0 y pj es impar. Sabemos que

(

qj
pj

)

=





q
ordqj (I)

j

pj



 = −1, ası́, para

cualquierqi ∈ IP se tiene quei < j ó ordqi (I) es par. Por construcción,

(

q
ordqi (I)

i

pj

)

= 1

si qi | N(I), qi 6= qj . Por lo tanto

(

N(I)

pj

)

=

[

N(I)

d

]

= −1. Si algún divisor primop de

d, p ≡ 1 (mód 4), satisface

(

N(I)

p

)

= −1, entonces

(−N(I)

p

)

=

[−N(I)

d

]

= −1.
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Ahora consideremos el caso

(

N(I)

p

)

= 1, p ≡ 1 (mód 4), p | d. Si d ≡ 1, 2 (mód 4),

aplicando los Lemas 2.9 y 2.11 obtenemos,

(

N(I)

pg

)

= 1. Por tanto

(−N(I)

pg

)

=

[−N(I)

pg

]

=

[−N(I)

d

]

= −1.

Ahora estudiemos el casod ≡ 3 (mód 4),

(

N(I)

p

)

= 1, p ≡ 1 (mód 4). Al prin-

cipio de la prueba vimos que existe un primopj | d tal que

(

N(I)

pj

)

= −1. Si k =

mı́n {i : ordqi (I) es impar}, entonces

(

N(I)

pk−1

)

= −1. Comod ≡ 3 (mód 4), d debe

tener un número impar de divisores primos de la forma4x + 3 y puesto quepj, pk−1 ≡ 3
(mód 4), entonces debe haber al menos tres de estos primos. Seaqi ∈ P tal queordqi (I)
es impar. Cada uno de estos tiene asociados dos divisores primospi−1, pi ded tales que
(

qi
pi−1

)

=

(

qi
pi

)

= −1. Por la anterior, existe un número par de parejas(pl, qm) que

satisfacen

(

qm
pl

)

= −1. Ası́, entre los sı́mbolos

(

N(I)

p0

)

, . . . ,

(

N(I)

pg

)

, un número par

de ellos toman el valor−1 para ciertos primospi ≡ 3 (mód 4). Por tanto, existe un primo

p ≡ 3 (mód 4) tal que

(

N(I)

p

)

= 1. Como en el casod ≡ 1, 2 (mód 4) obtenemos
(−N(I)

p

)

=

[−N(I)

d

]

= −1. Notemos queo(I) es par puesIa es no-principal para

algúna ∈ N impar.
Finalmente, la claseI

−1
tiene un representante

I′ =
∏

q∈IP

qo(q)−ordq(I),

dondeordq (I′) ≡ ordq (I) (mód 2). Ası́ ordq (JI
′) es impar yJI′ es no principal. Por

tantoJ 6= I′
−1

y I 6= J. �

Lema 2.13. SeaF como siempre,I, J ideales deOF tales que

[±N(I)

d

]

= −1, o(I) es

par y de forma que para cualquier primo ramificadop, p ∤ N(I) y p ∤ N(J). Si J ∈ I

entonces

[±N(J)

d

]

= −1.

DEMOSTRACIÓN. SeaJ ∈ I tal que

[

N(J)

d

]

= 1 ó

[−N(J)

d

]

= 1. ComoI tiene

orden par, tenemos

[

N(Io(I))

d

]

= 1. Por la multiplicatividad del Sı́mbolo de Legendre y

el Lema 2.5, tenemos

[

±N(Io(I)−1)

d

]

= −1. Como

[

N(J)

d

]

= 1 ó

[−N(J)

d

]

= 1, en
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ambos casos tenemos
[

N(Io(I)−1J)

d

]

=

[

−N(Io(I)−1J)

d

]

= −1.

DeIo(I)−1 = I
−1

= J
−1

, se sigue queIo(I)−1J es un ideal principal, lo que es imposible.

Por tanto

[±N(J)

d

]

= −1. �

Si qi ∈ IP , entonceso(qi) = 2kiti para algúnki, ti ∈ N, ti impar. Paraqi ∈ IP

definimos
Ji = qtii y JP = {J1, . . . , J|P|}. (4)

Observemos que, comoqi 6= qj parai 6= j, entoncesJi 6= Jj.

Lema 2.14.SeanF un campo cuadŕatico real yJi como antes. Entonces:

1.

[±N(Ji)

d

]

= −1 para1 ≤ i ≤ |P|.
2. SiJi ∈ JP , entoncesJi /∈ 〈J1, . . . , Ji−1, Ji+1, . . . , J|P|〉.
3. Podemos modificar los elementos deJP de tal forma que

〈J1, . . . , J|P|〉 ∼= 〈J1〉 × · · · × 〈J|P|〉.
DEMOSTRACIÓN. Los ideales que vamos a usar son tales que sus normas yd son primos
relativos entre sı́, ası́ que podemos usar el Lema 2.13. La afirmación 1 se sigue del Lema 2.5
ya queti es impar. Para la afirmación 2 supongamos queJi ∈ 〈J1, . . . , Ji−1, Ji+1, . . . , J|P|〉.
SeaI =

∏

Jl∈JP

J
el
l con ei = 0 y ej enteros no negativos parai 6= j. Es claro queI ∈

〈J1, . . . , Ji−1, Ji+1, . . . , J|P|〉. Si I ∈ Ji, entonces

[±N(I)

d

]

= −1, pues

[±N(Ji)

d

]

=

−1. Por lo tanto algúnel es impar. Puesto queei = 0, entonces, por el Teorema 2.12 in-
ciso 3, tenemosJi = qtii 6∈ I. Para la afirmación 3, observamos primero que el rango de
〈J1, . . . , J|P|〉 es|P|. Ahora usamos el Algoritmo. �

Teorema 2.15.SiF es un campo cuadrático real, entoncesCl2 = 〈J1, . . . , J|P|〉.
DEMOSTRACIÓN. Por el Lema 2.14 y el Teorema 2.4, sabemos queGJ = 〈J1, . . . , J|P|〉
es un2-grupo con rango igual al rango deCl2. Supongamos que existe un idealI ⊆ OF

tal queo(I) = 2k conk ∈ N y m.c.d. (N(I), δF) = 1. Como el2-rango deClF es igual al
2-rango deGJ , existent, e1, . . . , e|P| ∈ N tal que

It =
∏

Ji∈JP

Jei
i ,

conIt 6= OF. Elegimos el menor enterot que satisface esta condición. Notemos quet es

par, si no fuera ası́I ∈ GJ . Ası́

[

N(It)

d

]

= 1. Por otra parte, al menos unei es impar,

pues de lo contrariot no serı́a mı́nimo. Del Teorema 2.12 tenemos

[

N(It)

d

]

= −1. Esto

muestra que cualquier idealI ⊆ OF conm.c.d. (N(I), δF) = 1 satisfaceI ∈ GJ . Seap
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un primo ramificado yp un ideal primo tal queN(p) = p. Sabemos que el rango deCl2
es igual al rango deGJ , ası́〈GJ , p〉 debe de tener el mismo rango queGJ . Esto implica
quep ∈ GJ o existe un ideal maximalH ∈ CGJ

tal queH ⊆ 〈p〉. Si sucede lo segundo,
1 < o(H) ≤ o(p) ≤ 2, ası́ queH = 〈p〉, p ∈ GJ y GJ = 〈GJ , p〉. Aplicamos este
argumento a cada primo ramificado y ası́ obtenemosCl2 = GJ . �

Lema 2.16. SeaF un campo cuadŕatico real. Cada clase deClF tiene un representanteI
tal quem.c.d. (N(I), δF) = 1.

DEMOSTRACIÓN. SeaJ ∈ ClF tal queJ = p1 · · · pkq1 · · · qr dondepi es un ideal primo
ramificado para1 ≤ i ≤ k y qi es un ideal primo no ramificado para1 ≤ i ≤ r. Es
suficiente probar que cadapi tiene un representante que satisface la afirmación.

Primero, probaremos la afirmación parad ≡ 1, 2 (mód 4). En este caso, un primop
se ramifica si y sólo sip | d, y el ideal con normapi espi = 〈pi,

√
d〉 = 〈pi, pi +

√
d〉.

Ası́ tenemos

〈pi −
√
d〉pi = 〈pi(pi −

√
d), p2i − d〉 = 〈pi〉〈pi −

√
d, pi − d/pi〉,

y pi está relacionado conp′i = 〈pi −
√
d, pi − d/pi〉. Notemos quep′i no necesariamente

es un ideal primo. Observemos quem.c.d. (p, pi − d/pi) = 1 para todo primop tal que
p | d. Entoncesp ∤ pi − d/pi y p ∤ N(pi − d/pi). El hecho de quep′i | 〈pi − d/pi〉 implica
p ∤ N(p′i). Por tantom.c.d. (d,N(p′i)) = 1. Si cambiamospi por p′i, obtenemos un nuevo
idealI relacionado conJ sin factores primos ramificados.

Ahora supongamosd ≡ 3 (mód 4). Procedemos de forma similar al caso anterior,
obteniendo ası́ un idealI ∈ J tal quem.c.d. (N(I), d) = 1. En este caso,2 es ramificado,
pero2 ∤ d, ası́ que es posible quep = 〈2, 1 +

√
d〉 | I. En este caso, tenemos

p〈1−
√
d〉 = 〈2(1−

√
d), 1− d〉 = 〈2〉〈1−

√
d, (1− d)/2〉,

dondep′ = 〈1 −
√
d, (1 − d)/2〉 ∼ p y

1− d

2
∈ Z es impar. En particular2 ∤ N(p′).

Comom.c.d. (1− d, d) = 1 tenemosm.c.d. (N(p′), d) = 1, ası́m.c.d. (N(p′), δF) = 1.
Reemplazandop porp′ obtenemos el ideal que querı́amos. �

Proposición 2.17. SeaF un campo cuadŕatico real tal que|ClF| = 2k para alǵun k ∈
N y I ∈ ClF conm.c.d. (N(I), δF) = 1. Entonces〈I〉 es maximal enCClF si y śolo si
[±N(I)

d

]

= −1.

DEMOSTRACIÓN. Sabemos queClF = GJ
∼= 〈J1〉 × · · · 〈J|P|〉. Si 〈I〉 es maximal en

CClF , entoncesI está relacionado con algún ideal de la forma

J =
∏

Ji∈JP

J
ordJi

(J)

i

donde algúnordJi (J) es impar. El Teorema 2.12 implica que

[±N(I)

d

]

= −1. Inversa-

mente, supongamos que〈I〉 no es maximal. Entonces〈I〉  〈J〉 para una claseJ. Podemos
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elegirJ de tal forma quem.c.d. (N(J), δF) = 1. Ası́,I = J
t
para algúnt ∈ N. Como con-

secuencia deI 6= J tenemos quet es par. Por lo tanto,

[

N(I)

d

]

=

[

N(Jt)

d

]

= 1. �

Ejemplo 2.18. SeaF = Q(
√
322), donde322 = 2 · 7 · 23. Del Teorema 2.4 tenemos que el

rango deCl2 es1. Aplicamos el Lema 2.11 cont = 0, g = 2. Encontraremos un ideal no
principal q1 cuya clase generaCl2. Para esto, necesitamos un primoq1 tal que

(

4 · 322
q1

)

= 1 y

[±q1
322

]

= −1.

Siguiendo la prueba del Lema 2.11, es suficiente con queq1 satisfaga

q1 ≡ 5 (mód 8),
(q1
7

)

=

(

7

q1

)

= −1,
( q1
23

)

=

(

23

q1

)

= 1. (5)

Del Lema 2.6, tenemos que325 satisface(5), pero no es primo. Del Teorema de Dirichlet
sabemos que existe un primoq1 ≡ 325 (mód 322), en este casoq1 = 325 + 1288 = 1613

〈1613〉 = 〈1613, 100 +
√
322〉〈1613, 100−

√
322〉.

Por lo tantoq1 = 〈1613, 100 +
√
322〉 generaCl2 y o(q1) = 4.

Ejemplo 2.19. Sead = 272490 = 2 · 5 · 293 · 3 · 31 y F = Q(
√
d). Para encontrar

generadores apropiados deCl2, usamos el Lema 2.11 cong = 4, t = 2. Observemos que
el rango deCl2 es3. De acuerdo al Lema 2.8, necesitamos un primo racionalq1 tal que

q1 ≡ 5 (mód 8),
(q1
5

)

= −1,
( q1
293

)

=
(q1
3

)

=
( q1
31

)

= 1.

Es suficiente queq1 satisfaga

q1 ≡ 5 (mód 8)
q1 ≡ 3 (mód 5)
q1 ≡ 1 (mód 27249)

(6)

El primo q1 = 762973 resuelve(6) y

q1 = 〈762973, 349636+
√
272490〉

es un ideal primo tal queN(q1) = q1 y o(q1) = 8. De la misma forma encontramos
q2 = 1895713 y el ideal primoq2 = 〈1895713, 507828 +

√
272490〉 que satisfacen

N(q2) = q2, o(q2) = 8. El primoq3 = 5674241 y el ideal primoq3 = 〈5674241, 1813618+√
272490〉 satisfacenN(q3) = q3, o(q3) = 8. Por tanto,Cl2 = 〈q1, q2, q3〉.

Las relaciones ḿınimas entreq1, q2, q3 que aparecen en la Proposición 2.2 son

q1
4 = q2

4, q1
2 = q3

2, q1
8 = q2

8 = q3
8 = OF.

Reemplazamosq2 por q1
(21−1)(20)q2 = q1 q2 y q3 por q1

(22−1)(20)q3 = q1
3 q3. Ahora

tenemosCl2 = 〈q1, q1 q2, q1 3 q3〉, cono(q1) = 8, o(q1 q2) = 4 y o(q1
3 q3) = 2. Con-

tinuando con el Algoritmo, verificamos que el conjunto de generadores deCl2 ya no se
puede simplificar ḿas. Por tanto

Cl2 = 〈q1, q1 q2, q1 3 q3〉 ∼= 〈q1〉 × 〈q1 q2〉 × 〈q1 3 q3〉 ∼= C8 × C4 × C2.



32 2. EL2-GRUPO DE CLASES EN CAMPOS CUADŔATICOS Y APLICACIONES

2.3. Otros casos
Se pueden obtener resultados similares siF = Q(

√
−d), cond entero positivo libre

de cuadrados. En este caso, la norma de un elemento enF es positiva y por tanto usa-

remos

[

N(I)

d

]

en lugar de

[±N(I)

d

]

. Para construirP, IP ,JP necesitaremos encontrar

números primos como se indica a continuación:
1. Sid = p0 · · · pg es como en el Lema 2.7, podemos encontrarg+1 primosq0, . . . , qg

tales que

(

pi
qi

)

= −1,

(

pj
qi

)

= 1 parai 6= j y qi ≡ 3 (mód 4). En este caso
(−1

d

)

= −1 y

(

qi
pi

)

= −1.

2. Si d = 2 p1 · · ·pg es como en el Lema 2.8 ód = p0p1 · · · pg ≡ 3 (mód 4) como

en el Lema 2.10, podemos encontrarg números primos tales que

(

δF
qi

)

= 1 y
[qi
d

]

= −1. De hecho, podemos usar los mismosqi’s que encontramos en el caso

real.
3. Si d = p0p1 · · ·pg ≡ 1 (mód 4) es como en el Lema 2.9, entonces−d ≡ 3

(mód 4) y δF = −4d. En este caso, podemos encontrarg + 1 primosq0, . . . , qg

tales que

(

pi
qi

)

= −1,

(

pj
qi

)

= 1 parai 6= j y qi ≡ 3 (mód 4). Comog ≥ 1,

siempre tendremos un primopj tal que

(

pj
qi

)

= 1 y

(

qi
pj

)

= −1. Por tanto
[qi
d

]

= −1.

4. Si d = 2 p1 · · · pg ≡ 1 (mód 4) es como en el Lema 2.11, existeng primos

q1, . . . , qg tales que

(

pi
qi

)

= −1,

(

pj
qi

)

= 1 parai 6= j y qi ≡ 5 (mód 8).

Con estos números primos definimosP, IP y JP como en el caso real. Los Lemas
2.13, 2.14 y 2.16, Proposición 2.17 y los Teoremas 2.12 y 2.15 pueden ser generalizados

quitando el signo menos de

[±N(I)

d

]

. En particular:

Proposición 2.20. SeaF un campo cuadŕatico imaginario tal que|ClF| = 2k para alǵun
k ∈ N y I ∈ ClF conm.c.d. (N(I), δF) = 1. Entonces〈I〉 es maximal enCClF si y śolo si
[

N(I)

d

]

= −1. �

Un caso particular de lo que hemos estudiado se da cuando el exponente deClF es2.
El siguiente resultado se sigue del Teorema 2.15 y de su versión en campos imaginarios:

Corolario 2.21. SeaF un campo cuadŕatico tal queClF tiene exponente2. EntoncesClF =

〈JP〉 conJP como en(4) y cada clase tiene un ideal de la forma
∏

J∈A

J, para alǵunA ⊆

JP , donde
∏

J∈∅

J = OF cuandoA = ∅. �
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El siguiente resultado es muy importante, pues nos permite determinar si un ideal es o
no principal en el anillo de enteros de un campo cuadrático real, que es uno de los objetivos
principales de este capı́tulo. Además de la importancia que tiene por si sólo, utilizaremos
esta afirmación más adelante para clasificar elementos primos e irreducibles cuando el
número de clases es2.

Teorema 2.22.SeanF un campo cuadŕatico real tal queClF tiene exponente2 y I ⊆ OF

un ideal tal quem.c.d. (N(I), δF) = 1. EntoncesI no es principal si y śolo si

[±N(I)

d

]

=

−1.

DEMOSTRACIÓN. Toda clase tiene un representante de la formaIA =
∏

J∈A

J, para algún

∅ 6= A ⊆ JP . Por la afirmación 1 del Teorema 2.12 tenemos

[±N(IA)

d

]

= −1. Si un

idealI satisface

[±N(I)

d

]

= −1, entonces por el Lema 2.13 todo idealJ contenido enI

tal quem.c.d. (N(J), δF) = 1 satisface

[±N(J)

d

]

= −1. Por tanto, todo ideal no principal

cumple

[±N(I)

d

]

= −1. La afirmación inversa es válida en cualquier campo cuadr´atico

real. �

La condiciónm.c.d. (N(I), δF) = 1 es necesaria. Sim.c.d. (N(I), δF) > 1, entonces

puede existir un ideal no principalI tal que

[

N(I)

d

]

= 1 ó

[−N(I)

d

]

= 1. Por ejemplo,

si F = Q(
√
10), entonces

[±5

10

]

= 1 pero〈5,
√
10〉 no es principal. Algo similar sucede

en el caso imaginario.

Ejemplo 2.23. SeaF = Q(
√
−665). Vamos a determinarCl2 de F. Como−665 =

−(5)(7)(19) ≡ 3 (mód 4), entoncesδF = −2660, p0 = 5, p1 = 7 y p2 = 19. La siguiente

tabla muestra los primeros primosq ≡ 3 (mód 4) tales que

(

δF
q

)

= 1. Enésta podemos

observar queq0 = 3, q1 = 71 y q2 = 131 satisfacen las condiciones que necesitamos.
En este casop1 = 〈3, 4 +

√
−665〉, p2 = 〈71, 20 +

√
−665〉 y p3 = 〈131, 11 +

√
−665〉,

o(p1) = o(p2) = o(p3) = 6, IP = {p31, p32, p33}. Si aplicamos el Algoritmo, encontramos
queIP = JP yCl2 ∼= C2 × C2 × C2.
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q

(

δF

q

) (

5

q

) (

7

q

) (

19

q

)

[ q

665

]

3 1 −1 1 1 −1

23 1 −1 −1 −1 −1

43 1 −1 −1 −1 −1

71 1 1 −1 1 −1

79 1 1 −1 1 −1

103 1 −1 1 1 −1

131 1 1 1 −1 −1

139 1 1 1 −1 −1

151 1 1 −1 1 −1

Ejemplo 2.24.SiF = Q(
√
−21), entoncesClF ∼= C2×C2; aśı, un idealI es principal si y

sólo si

[

N(I)

21

]

= 1. Por ejemplo,〈5, 2 +
√
−21〉 no es un ideal principal puesN(I) = 5

y

[

5

21

]

= −1. El ideal 〈37, 41 +
√
−21〉 es principal ya queN(I) = 37 y 42 ≡ 37

(mód 21).

2.4. El campo de clases de Hilbert de algunos campos
cuadráticos

En esta sección vamos a encontrar el campo de clases de Hilbert de campos cuadráticos
cuyo grupo de clases de ideales tiene exponente2. En [8] Proposition 1.2, H. Cohen y X.
Roblot afirman que siF = Q(

√
d) cond > 0 y hF = 2, entonces existe un divisord2 de

δF con1 < d2 < δF y d2 ≡ 0, 1 (mód 4) tal queHF = F(
√
d2). El problema es encontrar

d2. Ellos afirman que, usando teorı́a de géneros o teorı́a de Kummer, se puede encontrar
d2 en un número finito de pasos. Nosotros daremos una prueba de este resultado en la que
hallamos explı́citamented2. Terminaremos la sección generalizando este resultado cuando
el grupo de clases tiene exponente2 incluyendo el caso imaginario.

Como consecuencia inmediata del Teorema de Gauss sobre el2-rango deClF (Teorema
2.4) tenemos:

Proposición 2.25. Sea F = Q(
√
d) conhF = 2. Entonces, para algunosp, q, r primos

racionales positivos impares,d es de alguna de las siguientes formas:

1. d = 2 p conp ≡ 1 (mód 4).
2. d = p q conp ≡ q ≡ 1 (mód 4).
3. d = p q conp ≡ 1 (mód 4), q ≡ 3 (mód 4).
4. d = 2 p q conp ≡ q ≡ 3 (mód 4).
5. d = 2 p q conp ≡ 1 (mód 4), q ≡ 3 (mód 4).
6. d = p q r conp ≡ 1 (mód 4), q ≡ r ≡ 3 (mód 4).
7. d = −p conp ≡ 1 (mód 4).
8. d = −2 p.
9. d = −p q conp ≡ 1 (mód 4), q ≡ 3 (mód 4). �
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En cada uno de los casos que describe la proposición anterior, sólo hay una manera de
factorizard = d1 d2 de tal forma qued1, d2 6= 1, d2 ≡ 1 (mód 4) y donde al menos uno
de los factores es positivo:

1. d1 = 2, d2 = p.
2. d1 = p, d2 = q.
3. d1 = q, d2 = p.
4. d1 = 2, d2 = p q.
5. d1 = 2 q, d2 = p.
6. d1 = p, d2 = q r.
7. d1 = −1, d2 = p.
8. d1 = −2, d2 = p si p ≡ 1 (mód 4) y d1 = 2, d2 = −p si p ≡ 3 (mód 4).
9. d1 = −q, d2 = p.

Teorema 2.26.Seand = d1 d2, d2 ≡ 1 (mód 4), d1, d2 6= 1 y d1 > 0 ó d2 > 0. Si
F = Q(

√
d) conhF = 2, entoncesHF = Q(

√
d1,

√
d2).

DEMOSTRACIÓN. SeaK = Q(
√
d1,

√
d2). Notemos que

{

1,
1 +

√
d2

2

}

y {1,
√
d1} son

bases deK/F formadas por enteros algebraicos. Sabemos que∆({1,√d1}) = 4d1 y

∆

({

1,
1 +

√
d2

2

})

= d2, más aúnm.c.d. (4d1, d2) = m.c.d. (d1, d2) = 1. Entonces,

δK/F = OF y K/F es una extensión no ramificada, incluyendo los primos al infinito. Por
tantoHF = K. �

Teorema 2.27.Seand = p0 · · · pg un entero racional libre de cuadrados,pi > 0 primo
para todoi y F = Q(

√
d) tal queClF tiene exponente2.

1. Sipi ≡ 1, 2 (mód 4) para todoi, entoncesHF = Q(
√
p0, . . . ,

√
pg).

2. Si p0 = 2, p1 ≡ 3 (mód 4) y pi ≡ 1 (mód 4) para i ≥ 2, entonces
HF = Q(

√
2 p1,

√
p2, . . . ,

√
pg).

3. Si d ≡ 1, 2 (mód 4) y para alǵun 0 ≤ t < g tenemos quep0, . . . , pt−1 ≡ 1, 2
(mód 4), pt, . . . , pg ≡ 3 (mód 4), entonces el campo de clases de Hilbert deF es
HF = Q(

√
p0, . . . ,

√
pt−1,

√
pgpt,

√
pgpt+1, . . . ,

√
pgpg−1). Observemos que debe

haber al menos dos primos congruentes con3 módulo4 y el casot = 0 significa
quepi ≡ 3 (mód 4) para i = 0, . . . , g.

4. Sid ≡ 3 (mód 4), entoncesHF = Q(
√
p0, . . . ,

√
pg).

DEMOSTRACIÓN. Solamente probaremos la primera afirmación. Parai = 1, . . . , g con-
sideremos los camposLi = F(

√
pi). Usando las ideas de la prueba del Teorema 2.26, es

fácil mostrar queLi/F es una extensión no ramificada. ComoLi/F son no ramificadas y
Li ∩ Lj = F parai 6= j, entoncesL1 · · ·Lg/F es no ramificada como consecuencia de la
proposición 1.18. Finalmente, por el Teorema de Gauss del2-rango de un campo cuadráti-
co, [L1 · · ·Lg : F] = 2g−1 = o(ClF). Por lo tanto,HF = L1 · · ·Lg. Las otras afirmaciones
se prueban de forma análoga. �

El siguiente resultado es la versión imaginaria del teorema anterior. La prueba es simi-
lar a la del caso real.
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Teorema 2.28.Seand = −p0 · · · pg un entero libre de cuadrados conpi primos racionales
positivos yF = Q(

√
d) tal que el exponente deClF es2:

1. Si d ≡ 1 (mód 4), dondep0, . . . , pt−1 ≡ 1 (mód 4), pt, . . . , pg ≡ 3 (mód 4)
para alǵun0 ≤ t ≤ g+ 1, entoncesHF = Q(

√
p0, . . . ,

√
pt−1,

√−pt, . . . ,
√−pg).

El casot = g + 1 significa que no hay primos congruentes con3 módulo4.
2. Si d ≡ 2 (mód 4), dondep0 = 2, p1, . . . , pt−1 ≡ 1 (mód 4), pt, . . . , pg ≡ 3

(mód 4) para alǵun1 ≤ t ≤ g + 1, entonces

HF = Q(
√
±2,

√
p1, . . . ,

√
pt−1,

√−pt, . . . ,
√

−pg),

donde el signo de2 es+ si d/2 ≡ 1 (mód 4) y− si d/2 ≡ 3 (mód 4).
3. Sid ≡ 3 (mód 4), entoncesHF = Q(

√
−1,

√
p0, . . . ,

√
pg). �

2.5. Ideales principales y ecuaciones diofantinas
A partir de esta sección vamos a demostrar de forma distintaalgunos resultados que

estudiamos anteriormente. Aunque este método solamente funciona para un número res-
tringido de casos, es interesante pues vamos a obtener relaciones entre la clase de ideales
I y la ecuación diofantinad1 b21 − d2 b

2
2 = ±s2NF/Q (I), donde las variables sonb1 y b2.

En este trabajo, cuando digamos que una ecuación diofantina de la formaf(b1, b2) = ±c,
es soluble nos referiremos a que tiene solución para al menos uno de los dos signos, en
algunos casos la ecuación será soluble para los dos signosy en otras ocasiones solamente
para uno de los dos.

SeaF = Q(
√
d) un campo cuadrático conhF = 2. Como vimos en la sección anterior,

existend1, d2 ∈ Z cond2 ≡ 1 (mód 4) tales qued = d1 d2 y al menos uno es positivo.
Como todos los primos que dividen ad1 ó d2 se ramifican enF, entonces existend1, d2
ideales tales queNF/Q (d1) = |d1| y NF/Q (d1) = |d2|. Es claro qued1, d2 son únicos. Como

d1d2 =
〈√

d
〉

F
, entonces ambos ideales son principales o ambos son no principales. De

la igualdad anterior se ve qued2 = d1
−1 y comod21 = 〈d1〉F, entoncesd1 = d1

−1, por lo
tantod1 = d2.

Primero trabajaremos el casod = 2 p, 0 < p ≡ 5 (mód 8) un primo racional, donde
se tiene un criterio muy sencillo para identificar ideales principales y no principales. Sean
F = Q(

√
2 p),K = Q(

√
2,
√
p) el campo de clases de Hilbert deF y OF,OK los anillos de

enteros respectivamente. Es claro queOF = Z+
√
2 pZ.

K = Q(
√
2,
√
p)

qqqqqqqqqqqq

OK F = Q(
√
2 p)

OF

pppppppppppp

Q

Z

ooooooooooooooo
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Como2 | δF, entonces〈2〉F se ramifica y sip2 =
〈

2,
√
2 p
〉

F
, entonces〈2〉F = p22. Tenemos

p ≡ 5 (mód 8) ası́ que

(

2

p

)

=

[

2

p

]

=

[

2

2 p

]

= −1, de estop2 es un ideal no principal y,

comop22 es principal, entonceshF es par. A partir de ahora estudiaremos el casohF = 2.

Lema 2.29.SeanF = Q(
√
2 p) con0 < p ≡ 5 (mód 8), hF = 2 y p2 =

〈

2,
√
2 p
〉

F
.

1. 〈p2〉K =
〈√

2
〉

K
.

2. SiJF es un ideal no principal deOF, entonces existeB = b1
√
2 + b2

√
p ∈ OK tal

queb1, b2 ∈ Z y 〈JF〉K = 〈B〉K.

DEMOSTRACIÓN. Claramente〈p2〉K =
〈

2,
√
2 p
〉

K
. EnOK,

√
2 | 2 y

√
2 | √2 p, por lo

que
〈√

2
〉

K
| 〈p2〉K. Por un lado, como consecuencia de la Proposición 1.21 tenemos

NK/Q

(√
2
)

= NF/Q

(

NK/F

(√
2
))

= NF/Q (−2) = 4, (7)

mientras que

NK/Q (〈p2〉K) = NF/Q

(

NK/F (〈p2〉K)
)

= NF/Q

(

p2
2
)

= NF/Q (p2)
2 = 4 (8)

por la Proposición 1.23. Ahora, la afirmación 1 se sigue de (7) y (8).
ComohF = 2, entoncesp2 = JF y el productop2JF es principal, digamosp2JF = 〈A〉F.

Si consideramos la igualdad enK obtenemos

〈A〉K = 〈p2〉K 〈JF〉K =
〈√

2
〉

K
〈JF〉K .

El campoK es el campo de clases de Hilbert deF, entonces〈JF〉K debe de ser un ideal
principal, digamos〈JF〉K = 〈β〉K. Por lo anterior

〈√
2
〉

K
〈β〉K =

〈√
2β
〉

K
= 〈A〉K ,

lo que nos indica
√
2 β µ = A para alguna unidadµ ∈ OK y A = a1 + a2

√
2 p. Ya que

〈β〉K = 〈µ β〉K podemos suponer
√
2 β = A = a1 + a2

√

2 p.

De la igualdad anterior tenemos
√
2 | A y, como

√
2 | a2

√
2 p, entonces

√
2 | a1, donde

a1 ∈ Z y ası́a1 debe ser par. Entonces
√
2β = 2

a1
2

+ a2
√
p
√
2 =

√
2
(a1
2

√
2 + a2

√
p
)

,

donde
a1
2
, a2 ∈ Z. Ası́, para cada ideal no principalJF ⊆ OF existe un elemento de la

formab1
√
2+ b2

√
p ∈ OK dondeb1, b2 ∈ Z tal que〈JF〉K =

〈

b1
√
2 + b2

√
p
〉

K
. Lo anterior

prueba 2. �

Observemos que siβ = b1
√
2 + b2

√
p y JF es un ideal deOF tal que〈JF〉K = 〈β〉K,

entonces

NK/Q (β) = (b1
√
2 + b2

√
p)(b1

√
2− b2

√
p)(−b1

√
2 + b2

√
p)(−b1

√
2− b2

√
p)

= (2b21 − pb22)
2.
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Por otro lado,NK/Q (〈JF〉K) = (NF/Q (JF))
2 y ası́ |2 b21 − p b22| = NF/Q (JF). De esto,

podemos ver que siJF es un ideal no principal, entonces,2 b21 − p b22 = ±NF(JF) tiene so-
lución entera en las variablesb1, b2 para al menos uno de los signos. Además, en cualquier
campo cuadrático realF = Q(

√
d), si JF es un ideal principal deOF, entonces una de las

ecuacionesb21 − d b22 = ±N(JF) debe de tener solución entera.

Proposición 2.30. Seand ≡ 5 (mód 8) un entero racional,c ∈ N impar y b1, b2, b3, b4
variables. Consideremos las ecuaciones:

1. b21 − 2 d b22 = ±c.
2. 2 b23 − d b24 = ±c.

No es posible que tanto1 como2 sean solubles simultáneamente.

DEMOSTRACIÓN. Comod ≡ 5 (mód 8), −2 d ≡ 6 (mód 8). Los cuadrados módulo
8 son0, 1, 4, estos valores multiplicados por6 son0, 6, 0 módulo8. Con esto en mente,
los posibles valores impares deb21 − 2 d b22 ≡ b21 + 6 b22 (mód 8) son±1. Haciendo un
procedimiento similar, los únicos valores impares que puede tomar2 b23−d b24 ≡ 2 b23+3 b24
(mód 8) módulo8 son±3. Por tanto, la proposición es cierta. �

De la prueba anterior se puede concluir que:

Teorema 2.31.SeanF = Q(
√
2 p) un campo cuadŕatico real con ńumero de clases2 con

p ≡ 5 (mód 8) un primo racional yOF su anillo de enteros. SiIF es un ideal deOF con
N(IF) impar, entonces:

1. IF es principal si y śolo si al menos una de las ecuacionesb21 − 2 p b22 = ±N(IF)
tiene solucíon conb1, b2 ∈ Z.

2. IF es un ideal no principal si y śolo si existe una solución de2 b21−p b22 = ±N(IF)
conb1, b2,∈ Z.

3. IF es un ideal principal si y śolo siN(IF) ≡ ±1 (mód 8). �

Si un idealIF tiene norma par, lo podemos factorizar comoIF = pk2IF
′, dondeIF

′ tiene
norma impar yp2 es el único ideal deOF con norma2. Si k es par, el ideal es principal
si y sólo siIF

′ es principal. Sik es impar, entoncesIF es principal si y sólo siIF
′ no es

principal.

Teorema 2.32.SeaF = Q(
√
2 p) un campo cuadŕatico real conhF = 2, p ≡ 5 (mód 8),

OF su anillo de enteros yIF un ideal deOF conN(IF) par. SiIF = pk2IF
′ como antes,

entoncesIF es principal si y śolo si una de los siguientes afirmaciones es cierta:

1. k es par yN(IF
′) ≡ ±1 (mód 8).

2. k es impar yN(IF
′) ≡ ±3 (mód 8). �

Resumiendo lo anterior, cuandod = 2 p > 0 conp ≡ 5 (mód 8) y hF = 2, si IF un
ideal deOF es principal con norma impar, entonces〈IF〉K tiene un generador de la forma
a1 + a2

√
d, y si el ideal no es principal, éste seraa1

√
d1 + a2

√
d2. Nos referiremos a los

elementos de la formaa1 + a2
√
d como elementos tipo 1 y los elementos tipo 2 serán

los que tengan la formaa1
√
d1 + a2

√
d2. A continuación vamos a ver cuándo se puede
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generalizar este resultado y qué sucede en el resto de los casos, para esto es importante ver
lo que sucede cuando se multiplican elementos de esta forma,en particular, sid = d1 d2:

(a1 + a2
√
d)(a3

√

d1 + a4
√

d2) = (a1 a3 + a2 a4 d2)
√

d1 + (a1 a4 + a2 a3 d1)
√

d2,

(a1
√

d1 + a2
√

d2)(a3
√

d1 + a4
√

d2) = (a1 a3 d1 + a2 a4 d2) + (a1 a4 + a2 a3)
√
d,

estos productos son congruentes con el hecho de que el producto de un ideal principal por
uno no principal es no principal, mientras que el producto dedos ideales no principales da
como resultado uno que sı́ es principal. También observemos qued21 = 〈d1〉F y

〈√
d1
〉2

K
=

〈d1〉K, lo que implica que〈d1〉2K =
〈√

d1
〉2

K
, por la factorización única de ideales,〈d1〉K =

〈√
d1
〉

K
. Análogamente,〈d2〉K =

〈√
d2
〉

K
. Observemos que en algunos casos es posible

quea1, a2 6∈ Z, peroa1+a2
√
d ó a1

√
d1+a2

√
d2 sı́ sean enteros algebraicos, por ejemplo,

si d ≡ 1 (mód 4), entonces
1 +

√
d

2
es un entero algebraico.

Proposición 2.33. SeanF = Q(
√
d) con d = d1 d2 libre de cuadrados,d1, d2 ∈ Z y

K = Q(
√
d1,

√
d2). SiIF, JF son ideales deOF tales que〈IF〉K = 〈α〉K y 〈JF〉K = 〈β〉K

conα, β ∈ OK elementos del tipo 2, entoncesIF = JF enClF.

DEMOSTRACIÓN. Seand1, d2 los únicos ideales deOF con normas|d1|, |d2| respecti-
vamente. Multipliquemos〈IF〉K = 〈α〉K y 〈JF〉K = 〈β〉K por

√
d1. Comoα, β y

√
d1

son elementos del tipo2, entoncesα
√
d1 y β

√
d2 son elementos del tipo1, es decir,

〈IFd1〉K y 〈JFd1〉K tienen generadores del tipo 1, lo que indica queIFd1 y JFd1 son prin-
cipales enOF, es decir, están relacionados. Por lo anterior, existenA,B ∈ OF tales que
A IF d1 = B JF d1. Por la ley de la cancelación,A IF = B JF y IF = JF. �

Proposición 2.34. SeanF = Q(
√
d) con d = d1 d2 libre de cuadrados,d1, d2 ∈ Z y

K = Q(
√
d1,

√
d2). SiIF, JF son dos ideales deOF tales queIF = JF enClF y 〈IF〉K =

〈α〉K con α ∈ OK un elementos del tipo 2, entonces existeβ ∈ OK del tipo 2 tal que
〈JF〉K = 〈β〉K.

DEMOSTRACIÓN. ComoIF y JF están relacionados, entonces existenA,B ∈ OF tales
queAIF = BJF. Ası́, 〈AIF〉K = 〈Aα〉K = 〈BJF〉K. De la igualdad anterior,〈JF〉K debe
de ser un ideal principal, digamos〈JF〉K = 〈β〉K para algúnβ ∈ OK. Por lo anterior,
existeµ ∈ OK unidad tal queAα = B β µ. Podemos suponer queβ = βµ y Aα = B β.
Despejando,

β =
A

B
α,

donde
A

B
∈ K es del tipo 1 yα del tipo 2. Aunque uno de los elementos no necesariamente

es un entero algebraico, se sigue cumpliendo que el productode ellos es del tipo 2 yβ es
el valor que buscamos. �

Como〈d1〉K =
〈√

d1
〉

K
, entonces siempre existe una clase deClF con un ideal que

al extenderlo aOK tiene un generador del tipo 2. Por los resultados anteriores, para cada
factorizaciónd = d1 d2 tenemos una clase relacionada a los elementos del tipo 2 que
surgen con estos números. Sin embargo, estas clases no necesariamente son distintas, es
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posible que una misma clase de ideales corresponda a los elementos del tipo 2 de dos
factorizaciones distintas ded, como de hecho se puede ver en el Corolario 2.36. El siguiente
resultado nos muestra que este criterio es más fuerte, no s´olo nos ayuda a identificar ideales
deOF que están relacionados cond1 y d2, sino que además sirve para clasificar los ideales
deOK que al bajarlos aOF están relacionados con esta pareja de ideales.

Proposición 2.35. SeanF = Q(
√
d) con d = d1 d2 libre de cuadrados,d1, d2 ∈ Z,

K = Q(
√
d1,

√
d2) y d1, d2 los únicos ideales deOF con normas|d1|, |d2| respectivamente.

SiIK = 〈α〉K es un ideal deOK conα = a1
√
d1+a2

√
d2, a1, a2 ∈ Q, entoncesIF = IK∩F

es un ideal tal queIF = d1 = d2.

DEMOSTRACIÓN. Seanβ1 = α
√
d1, β2 = α

√
d2 ∈ OF. Consideremos el idealJK =

〈β1, β2〉K. Sabemos queNK/Q (JK) | m.c.d.
(

NK/Q (β1), NK/Q (β2)
)

. Comod1 y d2 son
primos relativos, entoncesNK/Q

(√
d1
)

y NK/Q

(√
d2
)

también lo son, por las definicio-
nes deβ1 y β2. Lo anterior implica quem.c.d.

(

NK/Q (β1), NK/Q (β2)
)

= |NK/Q (α)| y
consecuentementeNK/Q (JK) | NK/Q (α). Como ademásα | JK, entoncesIK = JK,
es decir〈α〉K = 〈β1, β2〉K. Sabemos queβ1, β2 ∈ OF, ası́ que, por el Corolario 1.11,
IF = IK ∩ F = 〈β1, β2〉F, que al subirlo aOK esIK = 〈α〉K, ası́ que, por la Proposición
2.33,IF está relacionado cond1 y d2. �

Los siguientes corolarios generalizan lo que hallamos parael casod = 2 p. Observemos

que sid ≡ 1 (mód 4), entonces una base entera deOF es

{

1,
1 +

√
d

2

}

y como cualquier

entero algebraico del tipo 2 multiplicado por
√
d1 y por

√
d2 debe de estar enOF, entonces

en este caso puede haber elementos de la forma
a1
√
d1 + a2

√
d2

2
cona1, a2 ∈ Z impares.

Por lo anterior, en este caso es necesario incluir un4 en el lado derecho de las ecuaciones
diofantinas que usaremos a continuación.

Corolario 2.36. SeanF = Q(
√
d) con d = d1 d2 libre de cuadrados,hF = 2, HF =

Q(
√
d1,

√
d2), d1, d2 los únicos ideales deOF conNF/Q (d1) = |d1| y NF/Q (d2) = |d2| y

IF ⊆ OF un ideal. Sid1, d2 son principales, entoncesIF es un ideal principal si y śolo si
existe una solución ded1 b21 − d2 b

2
2 = ±s2N(IF) conb1, b2 ∈ Z dondes = 1 si d ≡ 2, 3

(mód 4) ó s = 2 si d ≡ 1 (mód 4). �

Corolario 2.37. SeanF = Q(
√
d) con d = d1 d2 libre de cuadrados,hF = 2, HF =

Q(
√
d1,

√
d2), d1, d2 los únicos ideales deOF conNF/Q (d1) = |d1| y NF/Q (d2) = |d2|,

IF ⊆ OF un ideal ys = 1 si d ≡ 2, 3 (mód 4) ó s = 2 si d ≡ 1 (mód 4). Sid1, d2 son no
principales, entonces:

1. IF es principal si y śolo si al menos una de las ecuacionesb21 − d b22 = ±s2N(IF)
tiene solucíon conb1, b2 ∈ Z.

2. IF es un ideal no principal si y śolo si existe una solución ded1 b21 − d2 b
2
2 =

±s2 N(IF) conb1, b2,∈ Z. �

Ejemplo 2.38. Sead = 2 · 3 · 5 · 7 y F = Q(
√
d). Tenemos las siguientes posibles factori-

zaciones ded cond1, d2 positivos.
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d1 d2
1 210
2 105
3 70
5 42
6 35
7 30
10 21
14 15

Seanp2, p3, p5, p7 losúnicos ideales deOF con norma2, 3, 5, 7 respectivamente. Como
d tiene cuatro factores primos y entre ellos hay algunos congruentes con3 módulo 4,
entonces el2-rango deClF es2, de hechoClF ∼= Z/2Z × Z/2Z, dondep2p7 y p3p5 son
ideales principales,p2, p7, p3p5p7, p2p3p5 est́an en la misma clase,p3, p5, p2p5p7, p2p3p7
est́an en una segunda clase de ideales no principales yp2p3, p2p5, p5p7, p3p7 est́an en la
última clase. En este caso, un idealI ⊆ OF es principal si y śolo si

b21 − 210 b22 = ±NF/Q (I) y 14b21 − 15 b22 = ±NF/Q (I)

son solubles;I ∈ p2 si y śolo si

2 b21 − 105 b22 = ±NF/Q (I) y 7b21 − 30 b22 = ±NF/Q (I)

son solubles;I ∈ p3 si y śolo si

3 b21 − 70 b22 = ±NF/Q (I) y 5b21 − 42 b22 = ±NF/Q (I)

son solubles;I ∈ p2p3 si y śolo si

6 b21 − 35 b22 = ±NF/Q (I) y 10 b21 − 21 b22 = ±NF/Q (I)

son solubles.

En el casod = 2 p > 0 con p ≡ 5 (mód 8) ya vimos qued1, d2 son ideales no
principales. Vamos a terminar esta sección demostrando que sip ≡ 1 (mód 8) los ideales
mencionados sı́ son principales. El siguiente ejemplo nos servirá de guı́a.

Ejemplo 2.39. Seand = d1 d2 cond1 = 2 y d2 = 17, d1, d2 los únicos ideales deOF tales
queNF/Q (d1) = d1 y NF/Q (d2) = d2. En este casod1, d2 son principales. En efecto, el
primo3 se descompone enF, ya que34 ≡ 1 (mód 3) y

(

δF
3

)

=

(

4 · 34
3

)

=

(

34

3

)

=

(

1

3

)

= 1.

De hecho,

〈3〉F =
〈

3, 1 +
√
34
〉

F

〈

3, 1−
√
34
〉

F
.

Ninguno de estos ideales es principal, pues de lo contrario,existiŕıa α = a1 + a2
√
34

conNF/Q (α) = 3. Vamos a probar queα no existe. Sia21 − 34a22 es impar, entoncesa1
debe ser impar, ası́ a21 ≡ 1 (mód 8). Si a2 es par, entonces34a22 ≡ 0 (mód 8) y si a2
es impar, entonces34a22 ≡ 2 (mód 8). Por tantoa21 − 34a22 ≡ ±1 (mód 8). Esto prueba
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que no existen elementos con norma±3 modulo8, aśı,
〈

3, 1 +
√
34
〉

F
y
〈

3, 1−
√
34
〉

F
son

ideales no principales.
Ahora vamos a probar que17b21− 2b22 = ±3 no tiene soluciones enteras. Una vez más,

vamos a considerar la ecuación como una congruencia ḿodulo8. Puesto que17b21 ≡ 1
(mód 8) y 2b22 ≡ 0, 2 (mód 8), entonces17b21−2b22 ≡ ±1 (mód 8). Por tanto, ninguna de
las cuatro ecuaciones tiene soluciones enteras. Por la contrapositiva delCorolario 2.37,
los idealesd1 y d2 deben de ser principales.

El ejemplo anterior se puede generalizar cuandod = 2 p conp ≡ 1 (mód 8).

Proposición 2.40. SeaF = Q(
√
2 p) con p > 0 un primo racional yp ≡ 1 (mód 8).

Entonces, existe un ideal no principalIF deOF tal quep b21 − 2 b22 = ±N(IF) no tiene
soluciones enteras.

DEMOSTRACIÓN. En general, sip ≡ 1 (mód 8), entoncesp b21 − 2 b22 ≡ ±1 (mód 8),
ası́, basta con encontrar un ideal no principal cuya norma sea±3 (mód 8).

Seaa ∈ Z tal que

(

a

p

)

= −1. Comom.c.d. (p, 8) = 1, existeb ∈ Z tal queb ≡ a

(mód p) y b ≡ 3 (mód 8). Usando el Teorema de Dirichlet sobre primos en sucesiones
aritméticas, existe una infinidad de primos congruentes con b modulo8 p. Seaq uno de
estos primos. Comoq ≡ 3 (mód 8) y q ≡ a (mód p) tenemos

(

2

q

)

= −1,

(

q

p

)

=

(

p

q

)

= −1,

[

q

2 p

]

= −1,

(

δF
q

)

= 1.

De lo anterior, existe un idealq conNF/Q (q) = q tal queq no es principal.
Ahora observemos quep b21 − 2 b22 ≡ ±3 (mód 8) no tiene soluciones enteras puesto

queq ≡ 3 (mód 8). �

Corolario 2.41. SeanF = Q(
√
2 p) conp > 0 un primo racional,p ≡ 1 (mód 8), hF = 2

y d1, d2 los únicos ideales deOF tales queNF/Q (d1) = 2 y NF/Q (d2) = p. Entonces,d1 y
d2 son ideales principales.

DEMOSTRACIÓN. ComohF = 2, solamente hay dos clases de ideales enOF, la de los
ideales principales y la de los que no lo son. Por la Proposición 2.40, existe un ideal no
principalIF que no satisface la ecuaciónp b21 − 2 b22 = ±N(IF). Por la Proposición 2.34,
ninguno de los ideales no principales resuelve dicha ecuación, ası́ que la clase que debe de
resolver la ecuación es la de los ideales principales. El resultado se sigue de la contraposi-
tiva del Corolario 2.37. �

En el caso imaginario, el siguiente resultado nos afirma qued1, d2 nunca van a ser
principales a menos que|d1| = 1 ó |d2| = 1. Si esto sucede, debemos de utilizar el Teorema
2.20 para saber si un ideal es principal.

Proposición 2.42. Seand = d1 d2 < 0 un entero racional libre de cuadrados con|d1| 6=
1 6= |d2|, F = Q(

√
d) y d1, d2 los únicos ideales deOF con norma|d1|, |d2| respectivamen-

te. Los idealesd1, d2 no son principales.

DEMOSTRACIÓN. SeaA = a1 + a2
√
d conNF/Q (A) = a21 − d a22 = a21 + |d| a22 libre

de cuadrados. Por la condición anterior,a2 6= 0, ası́ queNF/Q (A) ≥ |d|. Comod1, d2 son
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libres de cuadrados y|d1| < |d|, |d2| < |d|, entonces no existe ningún elemento con norma
|d1| ó |d2|, por lo qued1, d2 no son principales. �

Corolario 2.43. SeanF = Q(
√
d) con d = d1 d2 < 0, hF = 2, HF = Q(

√
d1,

√
d2),

|d1| 6= 1 6= |d2|, IF un ideal deOF y s = 1 si d ≡ 2, 3 (mód 4), s = 2 si d ≡ 1 (mód 4).
Entonces:

1. IF es principal si y śolo si al menos una de las ecuacionesb21 − d b22 = s2N(IF)
tiene solucíon conb1, b2 ∈ Z.

2. IF es un ideal no principal si y śolo si existe una solución ded1 b21 − d2 b
2
2 =

±s2 N(IF) conb1, b2,∈ Z. �

En [29], H. Stark clasificó los campos cuadráticos imaginarios conhF = 2:

Teorema 2.44.SiF = Q(
√
d) es un campo cuadrático imaginario, entonceshF = 2 si y

sólo sid = −5,−6,−10,−13,−15,−22,−35,−37,−51,−58,−91,−115,−123,−187,
−235, −267, −403, −427. �

De estos 18 números, podemos aplicar el corolario en todos menos end = −5, −13,
−37, que son los que no cumplen la condición|d1| 6= 1 6= |d2|.

2.6. Clasificacíon de primos e irreducibles en campos
cuadráticos conhF = 2

Ahora vamos a estudiar una aplicación del Teorema 2.22, el cual nos proporciona un
criterio para saber si un ideal deOF es o no principal. Usaremos esta información para cla-
sificar los elementos primos, irreducibles y compuestos delanillo de enteros de un campo
cuadrático conhF = 2.

Si hF = 2, entonces el producto de dos ideales no principales es principal. De la pro-
posición 1.29 se sigue queP es irreducible si y sólo si〈P 〉 = pq dondep, q son ideales
primos no principales.

SeaI un ideal tal quem.c.d. (N(I), δF) > 1. Si queremos saber siI es principal,
factorizamosI = I1I2 tal quem.c.d. (N(I1), δF) = 1 y cada ideal primo que divide a
I2 se ramifica. EntoncesI es principal si y sólo siI1 = I2

−1
. Si hF = 2, entoncesI es

principal si y sólo siI1, I2 son ambos principales o ninguno lo es.

Teorema 2.45.SeanF = Q(
√
d) un campo cuadŕatico real,hF = 2 y P ∈ OF tal que

m.c.d. (N(P ), δF) = 1. EntoncesP es primo si y śolo si una de las siguientes afirmaciones
se cumple:

1. |N(P )| = q es un primo racional tal que

(

δF
q

)

= 1 y
[q

d

]

= 1 ó

[−q

d

]

= 1.

2. N(P ) = q2 dondeq es un primo racional tal que

(

δF
q

)

= −1.

DEMOSTRACIÓN. Es suficiente probar que|N(P )| = q es primo si y sólo si se cumple1.
Recordemos queN(I) es primo si y sólo siI se ramifica o se descompone. Por hipótesis,

m.c.d. (N(P ), δF) = 1, ası́ que

(

δF
q

)

= 1. Del Teorema 2.22, se sigue queI es principal
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si y sólo si
[q

d

]

= 1 ó

[−q

d

]

= 1, en particular, siI = 〈P 〉 se sigue 1. El caso de la

afirmación 2 se obtiene cuando el primoq es inerte. �

Teorema 2.46.SeanF = Q(
√
d) un campo cuadŕatico real, hF = 2 y P ∈ OF tal

quem.c.d. (N(P ), δF) = 1. EntoncesP es irreducible si y śolo si una de las siguientes
afirmaciones se cumple:

1. P es primo.

2. |N(P )| = pq, p, q primos racionales tales que

(

δF
p

)

=

(

δF
q

)

= 1 y

[±p

d

]

=
[±q

d

]

= −1, para al menos uno de los signos, donde los signos de±p y ±q

pueden ser distintos o iguales.

DEMOSTRACIÓN. Si P es un elemento irreducible no primo, entonces〈P 〉 = pq, donde
p, q son ideales primos no principales. La norma de cada uno de estos ideales debe ser un
primo, pues de lo contrariop y q serı́an ambos principales. SeanN(p) = p, N(q) = q.

Ası́

(

δF
p

)

=

(

δF
q

)

= 1. La condición

[±p

d

]

=

[±q

d

]

= −1 es necesaria para que los

ideales sean no principales. �

El caso en queF es un campo cuadrático imaginario es similar:

Teorema 2.47.SeanF = Q(
√
−d) un campo cuadŕatico imaginario,hF = 2 y P ∈ OF

tal quem.c.d. (N(P ), δF) = 1. EntoncesP es primo si y śolo si una de las siguientes
afirmaciones se cumple:

1. N(P ) = q es un primo racional tal que

(

δF
q

)

= 1 y
[q

d

]

= 1.

2. N(P ) = q2 dondeq es un primo racional tal que

(

δF
q

)

= −1. �

Teorema 2.48.SeanF = Q(
√
−d) un campo cuadŕatico imaginario,hF = 2 y P ∈ OF

tal quem.c.d. (N(P ), δF) = 1. EntoncesP es irreducible si y śolo si una de las siguientes
afirmaciones se cumple:

1. P es primo.

2. N(P ) = pq, p, q primos racionales tales que

(

δF
p

)

=

(

δF
q

)

= 1 y
[p

d

]

=
[q

d

]

= −1. �

Ejemplo 2.49. SeaF = Q(
√
10). En este ejemplo,ClF = {1,

〈

2,
√
10
〉

}, aśı quehF = 2.
Los primos ramificados son2 y 5 y los ideales〈2,

√
10〉 y 〈5,

√
10〉 son no principa-

les. Un primop se descompone si

(

δF
p

)

= 1, es decir, sip ≡ 1, 3, 9, 13, 27, 31, 37, 39
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(mód 40). Por otro lado,

[±a

10

]

= 1 si y śolo si a ≡ 0, 1, 4, 5, 6, 9 (mód 10). Si p ≡
7, 11, 17, 19, 21, 23, 29, 33 (mód 40), entoncesp es inerte. Aśı, obtenemos:

1. P ∈ OF es primo si y śolo si una de las siguientes afirmaciones es cierta:
a) |N(P )| = p para un primop ≡ 1, 9, 31, 39 (mód 40).
b) |N(P )| = p2, conp ≡ 7, 11, 17, 19, 21, 23, 29, 33 (mód 40).

2. P ∈ OF es irreducible pero no primo si|N(P )| = pq conp ≡ 2, 3, 5, 13, 27, 37
(mód 40) y q ≡ 2, 3, 5, 13, 27, 37 (mód 40).

Los resultados del ejemplo anterior están escritos utilizando el Teorema 2.22, debido
a esto se utiliza como módulo el número40. También podemos clasificar irreducibles en
Q(

√
10) utilizando el Teorema 2.31: observemos que1 ≡ 9 ≡ 1 (mód 8), 31 ≡ 39 ≡ −1

(mód 8), 3 ≡ 27 ≡ 3 (mód 8) y 13 ≡ 37 ≡ −3 (mód 8), ası́ que en el inciso 1 a)
consideramosp ≡ ±1 (mód 8) y en el inciso 2,p ≡ ±3 (mód 8) ó p = 2.

Ejemplo 2.50. SeaF = Q(
√
34). Puesto queClF = {OF, p3}, dondep3 =

〈

3, 1 +
√
34
〉

,
entonceshF = 2. De acuerdo al Teorema 2.26, en este caso,d1 = 2, d2 = 17 ≡ 1 (mód 8)
y por lo tantod1 =

〈

6 +
√
34
〉

es principal. Lo anterior significa que no es posible dar
las soluciones ḿodulo8 como lo hicimos en el caso deQ(

√
10), aśı que debemos dar los

resultados ḿodulo(34)(4).
1. P ∈ OF es primo si y śolo si una de las siguientes afirmaciones es cierta:

a) |N(P )| = p para un primo racionalp ≡ 1, 2, 9, 15, 17, 25, 33, 47, 49, 55, 81,
87, 89, 103, 111, 121, 127, 135 (mód 136).

b) |N(P )| = p2 para un primop ≡ 7, 13, 19, 21, 23, 31, 35, 39, 41, 43, 53, 57,
59, 63, 65, 67, 69, 71, 73, 77, 79, 83, 93, 95, 97, 101, 105, 113, 115, 117, 123, 129
(mód 136).

2. P ∈ OF es irreducible pero no primo si|N(P )| = pq conp ≡ 3, 5, 11, 27, 29, 37,
45, 61, 75, 91, 99, 107, 109, 125, 131, 133 (mód 136) y q ≡ 3, 5, 11, 27, 29, 37, 45,
61, 75, 91, 99, 107, 109, 125, 131, 133 (mód 136).

Ejemplo 2.51. Si F = Q(
√
−5), entonceshF = 2, ClF = {OF,

〈

2, 1 +
√
−5
〉

F
} y δF =

−20. De acuerdo al Teorema 2.22, un idealIF ⊆ OF con gcd(NF/Q (IF), δF) = 1 es

principal si y śolo si

[

NF/Q (IF)

5

]

= 1. Es claro que
〈

2, 1 +
√
−5
〉

no es principal ya que

b21 + 5 b22 = 2 no tiene solucionesb1, b2 ∈ Z y el único ideal con norma5 es
〈√

−5
〉

F
.

Entonces:
1. P ∈ OF es un elemento primo si se cumple una de las siguientes afirmaciones:

a) |NF/Q (P )| = p para alǵun primop ≡ 0, 1, 4 (mód 5). Esto sucede cuando
p ≡ 1, 5, 9 (mód 20).

b) |NF/Q (P )| = p2, conp ≡ 11, 13, 17, 19 (mód 136) un primo racional.
2. P ∈ OF es irreducible pero no primo si|NF/Q (P )| = pq conp ≡ 2, 3, 7 (mód 20)

y q ≡ 2, 3, 7 (mód 20).





Caṕıtulo 3

Una familia de campos cuárticos con 2-
grupo de clases de orden2

SeaK/F una extensión de campos de números. Un problema interesante es estudiar
si existe alguna relación entre la aritmética deK y la deF. En particular, uno de nuestros
objetivos es hallar algún vı́nculo no conocido entreClK y ClF. Es posible quehF > hK,
como por ejemplo, siF = Q(

√
10) y K = Q(

√
2,
√
5), entonceshF = 2 y hK = 1.

También es posible quehF = hK, por ejemplo siF = Q(
√
10) y K = Q( 4

√
10), entonces

hF = hK = 2; incluso es posible quehF < hK que es parte de lo que estudiaremos a lo
largo de este capı́tulo. Un caso interesante se da cuandoK/F es una extensión Galois en la
que existe un ideal primo enOF que se ramifica totalmente.

L = KHF

uuuuuuuuuu

K HF

F

ttttttttttt

IIIIIIIIIII

Si L = KHF, entonces como consecuencia de la afirmación 3 de la Proposición 1.18, la
extensiónL/K es no ramificada, ası́ que:

Teorema 3.1.SeaK/F una extensíon Galois tal que existe un ideal primo deOF totalmente
ramificado enK/F. SiHF es el campo de clases de Hilbert deF y L = KHF, entonces
L ⊆ HK. �

El teorema anterior nos indica que existe un monomorfismoClF →֒ ClK y además,
hF | hK. En particular, siF = Q(

√
d) con d ∈ Z libre de cuadrados yK = Q(

4
√
d),

cualquier primop que divide ad se ramifica totalmente enK/F, de hecho, también se

ramifica totalmente enK/Q, tomando en cuenta que claramente〈p〉K =
〈

p, 4
√
d
〉4

K
. Lo

anterior nos implica que el2-rango deClF es menor o igual que el2-rango deClK. De esta
forma, el Teorema de Gauss del2-rango de un campo cuadrático nos da una cota inferior
del2-rango deClK.

En este capı́tulo estudiaremos la familia de extensionesK/F dondeK = Q( 4
√
p) y

F = Q(
√
p) con 0 < p ≡ 7 (mód 16) un primo racional, dondehF es impar yhK es

par, es decir, mostraremos que el2-rango deClK es estrictamente mayor que el2-rango
deClF. En particular, sihK = 2, el campo de clases de Hilbert deK esHK = K(

√
UF),

dondeUF es la unidad fundamental deF. Continuaremos estudiando la ramificación de2

47
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en extensiones similares aHK, es decir, en campos de la formaL = K(
√
α) dondeα es

libre de cuadrados en todas sus factorizaciones. Usaremos lo anterior para demostrar que
el 2-grupo de clases de ideales deK es isomorfo aZ/2Z.

3.1. Elementos deOF
Comenzaremos estudiando algunas propiedades de los elementos deF = Q(

√
p). Da-

remos un criterio para decidir si la raı́z cuadrada de un elemento deOF también está en
OF, esto nos ayudará a describir la unidad fundamental deF.

Lema 3.2. Seana, b, d ∈ Z tales quea2 | d b2, donded es libre de cuadrados. Entonces
a | b.
DEMOSTRACIÓN. Si a2 ∤ b2, entonces existep ∈ Z un divisor primo dea tal que
ordp (a

2) > ordp (b
2). Comoa2 | d b2, entonces

ordp

(

a2
)

≤ ordp

(

d b2
)

≤ ordp

(

b2
)

+ 1 < ordp

(

a2
)

+ 1.

Por esta desigualdad,ordp (a2) = ordp (b
2) + 1, lo cual no es posible puesordp (a

2) y
ordp (b

2) son ambos pares. Por lo tantoa2 | b2 y a | b. �

Proposición 3.3. SeanF = Q(
√
p) con p ≡ 3 (mód 4) primo racional yM = m1 +

m2
√
p ∈ OF tal quem1 es impar yNF/Q (M) = 1. Entonces, existeA ∈ OF tal que

A2 = M .

DEMOSTRACIÓN. SiA = a1 + a2
√
p ∈ OF es tal queA2 = M , entonces

M = m1 +m2
√
p = a21 + p a22 + 2 a1 a2

√
p.

Para encontrarA debemos de resolver el sistema de ecuaciones diofantinas:
{

m1 = a21 + p a22
m2 = 2 a1 a2

(9)

Si a1 = 0 entoncesNF/Q (M) 6= 1, ası́ quea2 =
m2

2a1
y tenemos el sistema equivalente:











m1 = a21 + p

(

m2

2 a1

)2

a2 =
m2

2 a1
Primero vamos a ver que la primera ecuación tiene al menos una solucióna1 ∈ Z. Multi-
plicamos ambos lados de la igualdad por4 a21 y obtenemos la ecuación:

0 = 4 a41 − 4 a21m1 + pm2
2. (10)

Por lo tanto:

a21 =
4m1 ±

√

16m2
1 − 16 pm2

2

8
=

m1 ±
√

m2
1 − pm2

2

2
.

Comom2
1 − pm2

2 = NF/Q

(

m1 +m2
√
p
)

= 1, entonces las cuatro soluciones de (10) son:

a1 = ±
√

m1 ± 1

2
. (11)
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Vamos a mostrar que una de éstas cumplea1 ∈ Z. En efecto, como(m1+1)−(m1−1) = 2

y m1 es impar, entoncesm.c.d. (m1 + 1, m1 − 1) = 2, ası́m.c.d.

(

m1 + 1

2
,
m1 − 1

2

)

=

1. Sabemos que

p
(m2

2

)2

=
pm2

2

4
=

m2
1 − 1

4
=

(

m1 + 1

2

)(

m1 − 1

2

)

.

Por lo anterior, podemos suponer

(

m1 ± 1

2

)

= c21 y

(

m1 ∓ 1

2

)

= p c22, además para

algunosc1, c2 ∈ Z, por lo que una solución de (11) esa1 = c1 ∈ Z.

Ahora vamos a demostrar quea2 =
m2

2 a1
∈ Z. Dependiendo del signo de la solución de

(11) cona1 ∈ Z, tenemos quea21 |
m1 + 1

2
ó a21 |

m1 − 1

2
. En cualquiera de los dos casos,

a21 |
m2

1 − 1

4
=

pm2
2

4
ya queNF/Q (M) = 1 y (2 a1)

2 | pm2
2. Usando el Lema 3.2, tenemos

que2 a1 | m2. Por lo anterior,A = a1 + a2
√
p ∈ OF satisfaceA2 = M . �

Los dos resultados siguientes describen el grupo de unidades deOF.

Lema 3.4. Seand ≡ 3 (mód 4) y F = Q(
√
d). Entonces, toda unidad deOF tiene norma

1.

DEMOSTRACIÓN. SiU = u1+u2

√
d es una unidad, entoncesNF/Q (U) = u2

1−d u2
2 = ±1.

Si u1 es par, entoncesNF/Q (U) ≡ 0− 3(1) ≡ 1 (mód 4) por seru2 impar. Siu1 es impar,
NF/Q (U) ≡ 1− 3(0) ≡ 1 (mód 4) por seru2 par. �

Proposición 3.5. SeanF = Q(
√
p) conp un primo racional positivo yUF = u1 + u2

√
p

la unidad fundamental deF. Si p ≡ 3 (mód 4), entoncesu1 es par. Ḿas áun, sip ≡ 3
(mód 8), entoncesu1 ≡ 2 (mód 4) y sip ≡ 7 (mód 8), entonces4 | u1.

DEMOSTRACIÓN. Por el Lema 3.4, la unidad fundamental tiene norma1. El coeficienteu1

debe de ser par, pues de lo contrario, por la Proposición 3.3, UF tendrı́a una raı́z cuadrada
enOF, por lo que no serı́a la unidad fundamental. Si4 | u1 y p ≡ 3 (mód 8), entonces
u2
1 − 3 u2

2 ≡ 8 − 3(1) ≡ 5 (mód 8). Si u1 ≡ 2 (mód 4) y p ≡ 7 (mód 8), entonces
u2
1 − 7 u2

2 ≡ 4− 7(1) ≡ 5 (mód 8). En ninguno de los dos casos la norma es1. �

Proposición 3.6. Si 0 < p ≡ 3 (mód 4) es un primo racional yF = Q(
√
p), entonces

existe un elemento enOF con norma2 cuandop ≡ 7 (mód 8) ó un elemento con norma
−2 cuandop ≡ 3 (mód 8).

DEMOSTRACIÓN. Comop ≡ 3 (mód 4), entonces〈2〉 = p2. Además,p es primo, ası́ que
por el Teorema 2.4 el número de clases deF es impar. Lo anterior implica quep debe de
ser principal, pues de lo contrario el orden dep es2, lo que no es posible. Por lo tanto,
existe un elemento con norma2 ó −2.

SeaA = a1 + a2
√
p ∈ OF tal que|NF/Q (A)| = |a21 − p a22| = 2. Si a1, a2 son pares,

entoncesNF/Q (A) = a21 − pa22 ≡ 0 − 3(0) ≡ 0 (mód 4), lo cual es imposible. Sia1, a2
tienen paridad distinta, entoncesNF/Q (A) es impar. Por lo tanto,a1, a2 son impares. Si
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p ≡ 3 (mód 8), entoncesNF/Q (A) = a21 − p a22 ≡ 1 − 3(1) ≡ −2 (mód 8), ası́ que
NF/Q (A) = −2. Si p ≡ 7 (mód 8), entoncesNF/Q (A) ≡ 1 − (7)(1) ≡ 2 (mód 8) y
NF/Q (A) = 2. �

Como2 se ramifica totalmente enOF, dondeF = Q(
√
p), entonces existe un único

ideal con norma2, por lo que siA,B ∈ OF son tales que|NF/Q (A)| = |NF/Q (B)| = 2
entonces〈A〉F = 〈B〉F.
Corolario 3.7. SeaF = Q(

√
p) con 0 < p ≡ 3 (mód 4) un primo racional. Existe un

elementoL2 ∈ OF tal queL2
2 UF = 2.

DEMOSTRACIÓN. Sabemos que existe un idealp2 ⊆ OF tal quep22 = 〈2〉F y quep2 es
un ideal principal, digamosp2 = 〈L2〉F. Debe existir una unidadU tal queL2

2 U = 2,
U = ±Uk

F para algúnk ∈ Z. ComoL2
2 > 0 y 2 > 0, entoncesU = Uk

F . Escribamos
k = 2 k1 + k2 con k2 ∈ {0, 1}. Puesto que〈L2〉F =

〈

L2 U
k1
F

〉

F
, podemos suponer que

k1 = 0. En el caso en quek2 = 0, L2
2 = 2 conL2 = l1 + l2

√
p. De esto se sigue

2 = (l1 + l2
√
p)2 = l21 + p l22 + 2 l1 l2

√
p.

Por lo anterior,l1 = 0 ó l2 = 0. En el primer casol22 p = 2 y en el segundo casol21 = 2,
ambos casos son imposibles. Por lo tanto,L2

2 UF = 2. �

El elementoL2 que aparece en la demostración del corolario anterior ser´a importante
para estudiar los enteros algebraicos con norma par en algunas extensiones deF.

3.2. Generadores deUK y NK/Q (α) = ±2

SeaK = Q( 4
√
p) con p un primo racional. En esta sección vamos a describir, en al-

gunos casos, el grupo de unidades deOK, ası́ como la ramificación de2 enK. Primero
encontraremos una familia de camposK en los que2 se ramifica totalmente pero en los
que el único ideal con norma2 deOK no es principal.

Seaα = a1 + a2 d
1/4 + a3 d

1/2 + a4 d
3/4 ∈ OK. La norma deα es:

NK/Q (α) = NF/Q

(

NK/F (α)
)

= NF/Q

(

(α)(a1 − a2 d
1/4 + a3 d

1/2 − a4 d
3/4)
)

= NF/Q

(

a21 + a23 d− 2 a2 a4 d+
√
d(−a22 + 2 a1 a3 − a24 d)

)

= (a21 + a23 d− 2 a2 a4 d)
2 − d(−a22 + 2 a1 a3 − a24 d)

2

= a41 − a42 d+ 4 a1 a
2
2 a3 d− 2 a21 a

2
3 d− 4 a21 a2 a4 d+ a43 d

2

−4 a2 a
2
3 a4 d

2 + 2 a22 a
2
4 d

2 + 4 a1 a3 a
2
4 d

2 − a44 d
3.

Proposición 3.8. Sean0 < p ≡ 3 (mód 4) un primo racional yK = Q( 4
√
p). El primo2

se ramifica totalmente enK.

DEMOSTRACIÓN. SeaF = Q(
√
p). Comop ≡ 3 (mód 4), entonces2 se ramifica enOF,

〈2〉F = p22, dondep2 es el único ideal deOF con norma2. Por la Proposición 3.6,p2 es
principal. Escribimosp2 = 〈L2〉F.

Consideremos el idealIK =
〈

2, 1 + 4
√
p
〉

K
. Por la Proposición 1.22,NK/Q (IK) |

NK/Q (2) = 24 y NK/Q (IK) | NK/Q

(

1 + 4
√
p
)

= 1 − p. Comop ≡ 3 (mód 4), en-
tonces1 − p ≡ 2 (mód 4). Por lo tanto existeJK ideal deOK con NK/Q (JK) = 2 y
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JK ⊇
〈

1 + 4
√
p
〉

K
. Por lo anterior,2 ∈ JK y ası́JK | 〈2〉K. Puesto queJK divide a los

generadores deIK, entoncesJK | IK. Además,NK/Q (IK) ≤ m.c.d. (24, 1− p) = 2, por
lo queJK = IK y NK/Q (IK) = 2.

Notemos queNK/Q

(

IK
2
)

= NK/Q

(〈

4, 2 + 2 4
√
p, (1 + 4

√
p)2
〉

K

)

= 4. Vamos a demos-
trar queIK

2 = 〈L2〉K. Como|NF/Q (L2)| = 2, entoncesL2 | 2 enOF y enOK. Por esto,
L2 divide a los dos primeros generadores deIK

2. Veamos queL2 | (1 + 4
√
p)2. En efecto,

notamos

(1 + 4
√
p)2 = 1 +

√
p+ 2 4

√
p y NF/Q (1 +

√
p) = 1− p ≡ 2 (mód 4),

por lo que el único ideal con norma2 deOF divide a1+
√
p. EntoncesL2 | 1+√

p enOF

y enOK. Como ademásL2 | 2 4
√
p, tenemosL2 | 1 +√

p+ 2 4
√
p. Por lo tanto

L2 | 4, L2 | 2 + 2
√
p, L2 | (1 + 4

√
p)2

y ası́〈L2〉K | IK2. Para la otra contención, observemos

NK/Q (〈L2〉K) = NK/Q (L2) = NF/Q

(

L2
2

)

= NF/Q (L2)
2 = 22 = 4

y por tantoIK
2 = 〈L2〉K. Finalmente,IK

4 = 〈L2〉2K = 〈p2〉2K = 〈p22〉K = 〈2〉K, ası́ que2 se
ramifica totalmente enK y IK es el único ideal enOK de norma2. �

Seaa ∈ Z. Observemos que:

1. Sia ≡ 0 (mód 4), entoncesa2 ≡ 0 (mód 16).
2. Sia ≡ 2 (mód 4), entoncesa2 ≡ 4 (mód 16).
3. Sia ≡ ±1 (mód 8), entoncesa2 ≡ 1 (mód 16).
4. Sia ≡ ±3 (mód 8), entoncesa2 ≡ 9 (mód 16).

Proposición 3.9. Seand ≡ 7 (mód 16) libre de cuadrados,K = Q(
4
√
d) y el idealIK =

〈

2, 1 + 4
√
d
〉

K
. Entonces,IK no es principal.

DEMOSTRACIÓN. Seaα = a1 + a2
4
√
d + a3

√
d + a4

4
√
d3 ∈ OK. Vamos a mostrar que

NK/Q (α) 6= ±2. Un cálculo elemental nos muestra

NK/Q (α) ≡ a41 + a42 + a43 + a44 + 2 a21 a
2
3 + 2 a22 a

2
4

≡ (a21 + a23)
2 + (a22 + a24)

2 (mód 4),
(12)

y en general, para queNK/Q (α) sea par, es necesario queα tenga un número par de coefi-
cientes pares y, por lo mismo, un número par de coeficientes impares. Si todos losai’s son
pares, entoncesNK/Q (α) ≡ 0 (mód 4), ası́ que en este casoNK/Q (α) 6= ±2. Si todos los
ai’s son impares, entoncesNK/Q (α) ≡ 0 (mód 4) y NK/Q (α) 6= ±2. Entonces, dosai’s
son pares y dos impares.

Si a1 y a3 tienen la misma paridad, entoncesa2 y a4 tienen la misma paridad con lo cual
NK/Q (α) ≡ 0 (mód 4) y NK/Q (α) 6= ±2. Por lo anterior,a1 6≡ a3 (mód 2) y a2 6≡ a4
(mód 2). Nuevamente observemos que

NK/Q (α) ≡ a41 + 9 a42 + a43 + 9 a44 + 2 a21 a
2
3 + 2 a22 a

2
4

+12 a1 a
2
2 a3 + 4 a21 a2 a4 + 12 a2 a

2
3 a4 + 4 a1 a3 a

2
4

≡ (a21 + a23)
2 + 9(a22 + a24)

2

+4 a1 a3(3 a
2
2 + a24) + 4 a2 a4(a

2
1 + 3a23) (mód 16).

(13)
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Supongamosa1 ≡ 0 (mód 4). En este casoa21 ≡ 0 (mód 16) y comoa3 es impar, en-
toncesa23 ≡ 1, 9 (mód 16). En cualquiera de los dos casos(a21 + a23)

2 ≡ 1 (mód 16).
Además,4 a1 ≡ 0 (mód 16), por lo que(a21 + a23)

2 + 4 a1 a3(3 a
2
2 + a24) ≡ 1 (mód 16).

Ahora supongamosa1 ≡ 2 (mód 4). Comoa21 ≡ 4 (mód 16), entonces(a21 + a23)
2 ≡ 9

(mód 16). Comoa3 y (3a22 + a24) son impares, entonces4 a1 a3(3 a22 + a24) ≡ 8 (mód 16),
por lo que en este caso también(a21 + a23)

2 + 4 a1 a3(3 a
2
2 + a24) ≡ 1 (mód 16). Si a1 es

impar y a3 es par, sucede algo similar, ası́ que para todas las posibilidades dea1 y a3,
(a21 + a23)

2 + 4 a1 a3(3 a
2
2 + a24) ≡ 1 (mód 16).

De manera análoga, tenemos9(a22 + a24)
2 + 4 a2 a4(a

2
1 + 3a23) ≡ 9 (mód 16), por lo

queNK/Q (α) ≡ 10 (mód 16) ó NK/Q (α) ≡ 0 (mód 4). En cualquiera de los dos casos
NK/Q (α) 6= ±2. �

SeaK = Q( 4
√
d) para un valord libre de cuadrados yF = Q(

√
d). A continuación,

daremos condiciones para decidir si la raı́z cuadrada de un elemento deOK está enOK.
Este resultado nos servirá para estudiar al grupoUK.

Notemos que el polinomio irreducible deα enOF[x] es:

f(x) = x2 − 2(a1 + a3
√
d)x+NK/F (α).

Proposición 3.10. Seand ∈ Z impar libre de cuadrados,K = Q( 4
√
d), F = Q(

√
d),

f(x) = x2 + A1x + A0 ∈ OF[x], α ∈ C con f(α) = 0 y ∆f = A2
1 − 4A0. Entonces

α ∈ OK si y śolo si existeC ∈ OF tal que∆f = C2 ó ∆f = C2
√
d. En el primer caso

α ∈ OF, en el segundoα ∈ OK −OF.

DEMOSTRACIÓN. Comof es mónico y sus coeficientes son enteros algebraicos, entonces
las raı́ces def deben ser enteros algebraicos.Ésta es la razón por la que sif(α) = 0 y
α ∈ K, entoncesα ∈ OK. En particular, siα ∈ OF tenemos

f(x) = (x− α)(x− β) = x2 − (α + β)x+ αβ

para algúnβ ∈ OF. Ası́

∆f = (α + β)2 − 4αβ = α2 + 2αβ + β2 − 4αβ
= α2 − 2αβ + β2 = (α− β)2.

Si α ∈ OK −OF, existenA1, A2 ∈ F tales queα = A1 + A2
4
√
d. De lo anterior

f(x) = x2 − tK/F(α)x+NK/F (α) = x2 − 2A1x+ A2
1 −

√
dA2

2,

y por tanto

∆f = (−2A1)
2 − 4(A2

1 −
√
dA2

2) = 4A2
1 − 4A2

1 +
√
d 4A2

2 =
√
d 4A2

2.

SeaC = 2A2 ∈ F. Vamos a mostrar queC ∈ OF.

Por la Proposición 1.7, sid ≡ 1 (mód 8), A2 =
a1 + a2

√
d

4
para algunosa1, a2 ∈ Z

cona1 ≡ a2 (mód 2). Ası́,C = 2A2 ∈ OF. En cualquier otro caso,2A2 ∈ Z[
√
d], por lo

que claramenteC ∈ OF. La demostración de la suficiencia es directa. �

Seaf(x) = x2 − Ax + B2 un polinomio con coeficientes enOF cuyas raı́ces están
enOK. El resultado anterior nos indica que existeC ∈ OF tal que∆f = A2 − 4B2 =

(A+ 2B)(A− 2B) = C2
√
d.
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Proposición 3.11. Seanα > 0 un elemento deOK − OF tal queNK/Q (α) = B2 para
algúnB ∈ OF y f(x) = Irr(α,OF) = x2−Ax+B2. ExisteC ∈ OF tal queC2 = A±2B
para alguno de los dos signos si y sólo si

√
α ∈ OK.

DEMOSTRACIÓN. Seag(x) = x2 +Cx∓B y h(x) = x2 −Cx∓B, donde el signo es el
contrario al que aparece enC2 = A± 2B.

g(x)h(x) = (x2 + Cx∓ B)(x2 − Cx∓B) = x4 − (C2 ± 2B)x2 +B2

= x4 −Ax2 +B2.

Observemos queg(x)h(x) = f(x2) y f(
√
α
2
) = g(

√
α)h(

√
α) = f(α) = 0. Por lo

anterior,g(
√
α) = 0 ó h(

√
α) = 0. Esto quiere decir que

√
α está en una extensión de

grado1 ó 2 sobreF y además, por cerradura,
√
α
2
= α ∈ F(√α). Por otra parte, sabemos

queF(α) = K es una extensión de grado2 sobreF, dondeF(α) ⊆ F(
√
α). Entonces,

K = F(
√
α) y por lo tanto

√
α ∈ K.

Ahora supongamos que
√
α ∈ OK. Comof(α) = 0, entonces

√
α es una raı́z def(x2).

El polinomio irreducible de
√
α debe dividir af(x2) y comoα es un elemento deOK−OF,

entonces el grado de dicho polinomio debe ser2. Supongamos quex4 − Ax2 + B2 =
(x2 + C1x+ C2)(x

2 +D1x+D2) para algunosC1, C2, D1, D2 ∈ OF.

f(x2) = x4 + (C1 +D1)x
3 + (C1D1 +D2 + C2)x

2 + (C1D2 + C2D1)x+ C2D2.

Por esto,C1 + D1 = 0, lo que implica queD1 = −C1. Si C1 = 0, entoncesD1 = 0 y
f(x2) = (x2 +C2)(x

2 +D2), de dondef(x) = (x+C2)(x+D2) 6= Irr(α,OF). Entonces
C1 6= 0. Por lo anterior,C1D2 + C2D1 = 0 y ası́D2 = C2. Ahora

x4 −Ax2 +B2 = (x2 + C1x+ C2)(x
2 − C1x+ C2)

= x4 − (C2
1 − 2C2)x

2 + C2
2 .

De esta igualdad se observa queC2 = ±B y por tantoC = C1 satisface la proposición.�

Usaremos el resultado anterior para mostrar:

Proposición 3.12. Seanp ≡ 3 (mód 4) un primo racional positivo,F = Q(
√
p) y K =

Q( 4
√
p). Siα ∈ OK, entoncesNK/F (α) 6= −1.

DEMOSTRACIÓN. ComoNF/Q

(√
p
)

= −p, entoncesOF/
〈√

p
〉

F
∼= Z/pZ. Adicional-

mentea1 + a2
√
p ≡ a1 (mód

〈√
p
〉

F
), ası́ que toda clase enOF/

〈√
p
〉

F
tiene un repre-

sentante enZ. La funciónφ : OF/
〈√

p
〉

F
→ Z/pZ definida comoφ(1+

〈√
p
〉

F
) = 1+pZ

es un isomorfismo de campos. Puesto quep ≡ 3 (mód 4) y

(−1

p

)

= −1, no existea ∈ Z
tal quea2 ≡ −1 (mód

〈√
p
〉

F
).

Si α = A1 + A2
4
√
p conA1, A2 ∈ OF, entoncesNK/F (α) = A2

1 − A2
2

√
p. Ası́ que

NK/F (α) es un cuadrado enOF módulo
〈√

p
〉

F
, por lo queNK/F (α) 6≡ −1 (mód

〈√
p
〉

F
).

Por lo tanto,NK/F (α) 6= −1. �

Seaa1 + a2
√
d ∈ OF cond ≡ 3 (mód 4) y (a1 + a2

√
d)2 = a21 + d a22 +2 a1 a2

√
d. Si

a1 y a2 son pares, entonces(a1 + a2
√
d)2 ≡ 0 (mód 4). Si ambos son impares, entonces

(a1 + a2
√
d)2 ≡ 1 + 3 + 2

√
d ≡ 2

√
d (mód 4). Si a1 es par ya2 impar, tenemos(a1 +
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a2
√
d)2 ≡ 4 + 3 + 4

√
d ≡ 3 (mód 4). Finalmente, sia1 es impar ya2 par, entonces

(a1 + a2
√
d)2 ≡ 1 (mód 4). Ası́ que los cuadrados enZ[

√
d] módulo4 son0, 1, 3 y 2

√
d.

Por la Proposición 1.7,OK = Z[ 4
√
d], ası́ que un elementoα ∈ OK es de la forma

A1 + A2
4
√
d, dondeA1, A2 ∈ OF y NK/F (α) = A2

1 −
√
dA2

2. De la observación anterior,
sólo hay dos posibilidades para queNK/F (α) = 1: A2

1 ≡ 1 (mód 4) y A2
2 ≡ 0 (mód 4), o

bien,A2
1 ≡ 3 (mód 4) y A2

2 ≡ 2
√
d (mód 4). SiA1 = a1 + a2

√
d y A2 = a3 + a4

√
d con

a1, a2, a3, a4 ∈ Z, entoncesa1 es impar ya2, a3, a4 son pares o biena1 es par ya2, a3, a4
son impares.

La parte importante del siguiente resultado es la afirmación 4, las tres primeras son el
antecedente para demostrarlo.

Proposición 3.13. Seap ≡ 7 (mód 8) un primo racional positivo. Siµ ∈ UK es tal que
µ = m1 +m2

4
√
p+m3

√
p+m4

4

√

p3 y NK/F (µ) = 1 conm1 par, entonces:

1. Si L2 ∈ OF es tal queL2
2 UF = 2, entonces, para ambos signos,L2 | m1 ± 1 +

m3
√
p pero2 ∤ m1 ± 1 +m3

√
p enOF.

2.

〈

m1 + 1 +m3
√
p

L2

〉

+

〈

m1 − 1 +m3
√
p

L2

〉

= OF.

3. ExisteB ∈ OF tal que
m1 ± 1 +m3

√
p

L2
= B2 U para uno de los dos signos y

U = 1 óU = UF.
4. Existeα ∈ OK tal que|NK/Q (α)| = 2.

DEMOSTRACIÓN. Comom1 ± 1 es impar ym3 es impar, entonces(m1 + 1)2 − pm2
3 ≡

1− 3(1) ≡ 2 (mód 4). Por la Proposición 3.6,〈L2〉F es el único ideal deOF con norma2
y 〈2〉F = 〈L2〉2F, entoncesL2 | m1 ± 1 +m3

√
p enOF y 2 ∤ m1 ± 1 +m3

√
p.

Notemos que(m1 + 1 +m3
√
p)− (m1 − 1 +m3

√
p) = 2, es decir

〈m1 + 1 +m3
√
p〉F + 〈m1 − 1 +m3

√
p〉F ⊇ 〈2〉F ,

por lo que las opciones para la suma sonOF, 〈L2〉F y 〈2〉F. Usando 1

〈m1 + 1 +m3
√
p〉F + 〈m1 − 1 +m3

√
p〉F = 〈L2〉F ,

y por lo tanto la afirmación 2 es válida.
El polinomio irreducible deµ con coeficientes enOF es

f(x) = Irr(µ,OF) = x2 − 2(m1 +m3
√
p) x+ 1.

Como las raı́ces def están enOK, entonces, por la Proposición 3.10 tenemos

∆f = 4(m1 +m3
√
p)2 − 4 = 4(m1 + 1 +m3

√
p)(m1 − 1 +m3

√
p) = C2√p.

Usando lo anterior,

〈2L2〉2F
〈

m1 + 1 +m3
√
p

L2

〉

F

〈

m1 − 1 +m3
√
p

L2

〉

F

= 〈C〉2F 〈
√
p〉F . (14)

Por la factorización única en el conjunto de ideales6= 〈0〉F deOF y por la afirmación 2
tenemos

〈√p〉F ⊇
〈

m1 + 1 +m3
√
p

L2

〉

F

ó 〈√p〉F ⊇
〈

m1 − 1 +m3
√
p

L2

〉

F

,
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pero no ambas. Denotemos porIF, I
′
F a los ideales de la discusión previa tal que

〈√
p
〉

F
∤

IF y
〈√

p
〉

F
| I′

F. Podemos dividir entre〈2L2〉2F
〈√

p
〉

F
en (14) para obtener

IF

(

I′
F

〈√
p
〉

F

)

=

( 〈C〉F
〈2L2〉F

)2

,

donde todos los ideales que aparecen en esta igualdad son ideales enteros. Por 2,IF +
(

I′
F

〈√
p
〉

F

)

= OF, ası́IF = JF
2, para algún idealJF. ComohF es impar yIF es principal,

entoncesJF es principal. SeaJF = 〈B〉F. Esto quiere decir que para uno de los dos signos
y una unidadU tenemos:

m1 ± 1 +m3
√
p

L2
= B2U. (15)

Podemos suponer queU = 1 óU = UF la unidad fundamental deOF, pues siU = U2k1+k2
F

con k2 ∈ {0, 1}, entonces
〈

BUk1
F

〉

F
= 〈B〉F, ası́ que en lugar de tomar el generadorB

tomamosBUk1
F . Con esto hemos demostrado la afirmación 3.

Para la afirmación 4, dividimos la prueba en dos casos. SiU = UF, multiplicamos (15)
por2L2

2. Ası́ tenemos

2L2 (m1 ± 1 +m3
√
p) = 2B2UF L

2
2.

ComoL2
2 UF = 2 tenemos

(2B)2 = 2L2 (m1 +m3
√
p)± 2L2. (16)

Puesto que las raı́ces del polinomiof(x) = x2 − 2(m1 + m3
√
p) x + 1 tienen norma en

K/F igual a1, entonces

g(x) = L2
2 f

(

x

L2

)

= L2
2

(

(

x

L2

)2

− 2(m1 +m3
√
p)

(

x

L2

)

+ 1

)

= x2 − 2L2 (m1 +m3
√
p) x+ L2

2 ∈ OF[x].

Seaβ = µL2 ∈ OK. Claramenteg(β) = 0 y

NK/Q (β) = NK/Q (µ)NK/Q (L2) = 4.

Por la Proposición 3.11, la definición deg(x) y la ecuación (16), tenemos que
√
β ∈ OK y

NK/Q

(√
β
)

= ±2.
Si U = 1, multiplicamos (15) por2L2

2 UF y obtenemos

2L2 UF (m1 ± 1 +m3
√
p) = 2B2UF L

2
2.

Si g(x) = (L2 UF)
2 f

(

x

L2 UF

)

y β = µL2UF, entoncesg(β) = 0, NK/Q (β) = 4. Por

tanto,
√
β ∈ OK y NK/Q

(√
β
)

= ±2. �
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Corolario 3.14. Seanp ≡ 7 (mód 16) un primo racional positivo,K = Q( 4
√
p) y µ =

m1 + m2
4
√
p + m3

√
p + m4

4

√

p3 ∈ OK una unidad conNK/F (µ) = 1. Entonces,m1 es
impar ym2, m3, m4 son pares.

DEMOSTRACIÓN. Es consecuencia de la Proposición 3.9 y de la contrapositiva de la
afirmación 4 de la Proposición 3.13. �

SeanUK y UF los grupos de unidades deK y F respectivamente. Siµ ∈ UK, entonces
NK/F (µ) ∈ UF, pues|NF/Q

(

NK/F (µ)
)

| = 1. Por el Teorema de las Unidades de Dirichlet,
UK ∼= Z/2Z×Z2. Ası́ queUK se puede describir con tres generadores, uno de ellos es−1.
SeaUK = 〈−1, µ1, µ2〉. SiUF es la unidad fundamental deF, NK/F (UF) = U2

F . Esto, junto
con el hecho de que la norma relativa es una función multiplicativa, nos muestra que no
es posible queNK/F (µ1) = NK/F (µ2) = 1, pues en este caso todos los elementos deUK
tendrı́an norma relativa1.

Supongamos queNK/F (µ1) = Uk1
F y NK/F (µ2) = Uk2

F conk1 y k2 distintos de cero.
Puesto que〈−1, µ1, µ2〉 =

〈

−1, µ−1
1 , µ2

〉

, entonces podemos suponer que0 < k1 ≤ k2.
Otra igualdad de grupos que es cierta es

〈−1, µ1, µ2〉 =
〈

−1, µ1, µ2µ
k
1

〉

. (17)

para cualquierk ∈ Z. Consideremos los únicos enterosq, r tales quek2 = k1q + r con
0 ≤ r < k1. Usandok = −q en (17) obtenemos una nueva representación deUK. En este
caso,

NK/F

(

µ2µ
k
1

)

= NK/F (µ2)NK/F (µ1)
k = Uk2

F (Uk1
F )−q = Uk2−k1q

F = U r
F.

De esta forma, el nuevo valor dek2 es más pequeño que el que tenı́amos anteriormente,
pero sigue siendo mayor o igual a cero. Si continuamos con este procedimiento, lo que
estamos haciendo es seguir el algoritmo de Euclides para encontrar el máximo común
divisor dek1 y k2, ası́ que en algún momentor = 0 y tendremos un conjunto de generadores
en el queNK/F (µ1) = U0

F = 1 ó NK/F (µ2) = 1. Por lo anterior, podemos encontrar un
conjunto de generadores de

UK = 〈−1, µ1, µ2〉
conNK/F (µ1) = 1 y NK/F (µ2) 6= 1. SiNK/F (µ2) = Uk2

F , k2 debe de ser el mı́nimo entero
positivo tal queUk2

F es una norma relativa. ComoNK/F (UF) = U2
F , entoncesk2 ∈ {1, 2}.

Proposición 3.15. Seanp ≡ 7 (mód 16) un primo positivo,F = Q(
√
p), K = Q( 4

√
p),

UF la unidad fundamental deF y UK = 〈−1, µ1, µ2〉 el grupo de unidades deOK con
NK/F (µ1) = 1. Entonces,

√
µ1 UF ∈ OK.

DEMOSTRACIÓN. Comoµ1 = m1+m2
4
√
p+m3

√
p+m4

4

√

p3 genera todas las unidades
con norma relativa1, entoncesµ1 no puede tener raı́z cuadrada enOK. Seaf(x) = x2 −
2(m1+m3

√
p)x+1 el polinomio irreducible deµ1 con coeficientes enOF. La Proposición

3.11 nos indica que no existeC ∈ OF tal queC2 = 2(m1 ± 1 +m3
√
p) para ninguno de

los dos signos.
Por otro lado, comoµ1 ∈ OK, entonces, por la Proposición 3.10 debe existirD ∈ OF

tal que:
∆f = 4(m1 +m2

√
p)2 − 4

= 4(m1 + 1 +m2
√
p)(m1 − 1 +m2

√
p)

= D2√p
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Usando las mismas ideas de la demostración de la Proposici´on 3.13, la igualdad anterior
implica que para uno de los dos signos

2(m1 ± 1 +m2
√
p) = B2 U, (18)

dondeU = 1 ó U = UF. Por lo anterior,U 6= 1 porque
√
µ 6∈ OK. Multiplicando (18) por

UF en ambos lados de la igualdad tenemos:

2(m1 ± 1 +m2
√
p)UF = (B UF)

2. (19)

Seag(x) = U2
F f

(

x

UF

)

= x2 − 2(m1 +m3
√
p)UF x+ U2

F . Claramenteg(µ1UF) = 0.

Por la Proposicioń 3.11, si
√
µ1UF ∈ OK, entonces

2(m1 +m3
√
p)UF ± 2UF = 2(m1 ± 1 +m3

√
p)UF

debe ser un cuadrado para alguno de los dos signos. Esta condición se cumple por la ecua-
ción (19). Ası́ que

√
µ1 UF ∈ OK. �

ComoNK/F

(√
µ1 UF

)2
= NK/F (µ1 UF) = U2

F , entoncesNK/F

(√
µ1 UF

)

= ±UF. Por
lo tanto

UK = 〈−1, µ1, µ2〉 ,
dondeNK/F (µ1) = 1 y NK/F (µ2) = ±UF. Con esto concluimos el objetivo de esta sección.

3.3. Bases enteras
Consideremos los camposK = Q( 4

√
p) y L = K(

√
α) para algúnα enOK libre de

cuadrados en todas sus factorizaciones. Vamos a encontrar bases enteras de algunos campos
L; para esto, será necesario estudiar propiedades generales de las mismas. Como vimos en
el Capı́tulo 1, las bases enteras nos ayudan a calcular discriminantes y éstos, a su vez, nos
sirven para estudiar la ramificación enL/K.

3.3.1. Generalidades
SeaF un campo de números yA = {α1, . . . , αn}, B = {β1, . . . , βn} dos bases deF

comoQ-espacio vectorial conαi, βi ∈ OF para todoi. SeaM la matriz cambio de base
entreA y B. Es conocido que∆(A) = (detM)2∆(B), sin embargo,detM nos da más
información sobre la relación que hay entreA y B.

Seaδ ∈ OF. Sabemos queδ =
a1
b1
α1+ . . .+

an
bn

αn. Tomemosm = m.c.m. (b1, . . . , bn).

Entoncesδ =
mδ

m
, dondemδ ∈ α1Z + · · · + αnZ y m ∈ N. Supongamos queα1 =

β1

a
para algúna ∈ Z y αi = βi parai > 1. La matriz cambio de base entreA y B es la matriz
diagonal:

M =





















a 0 0
0 1 0
0 0 1

· · · 0

...
. . .

...

0 . . .
1 0 0
0 1 0
0 0 1





















.
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Puesto que(detM)2 = a2, entonces∆(A) y ∆(B) difieren pora2.
Supongamos quedetM = p un primo yZ[A] ⊆ Z[B]. Encontremosγi ∈ Z[A] y

ci ∈ Z tales queβi =
γi
ci

.

Lema 3.16. SeaF un campo de ńumeros,OF su anillo de enteros,M = 〈β1, β2〉 el Z-
módulo generado porβ1, β2 ∈ OF y γ1 = b1 β1 + b2 β2 ∈ M conm.c.d. (b1, b2) = 1.
Entonces, existeγ2 ∈ M tal queM = 〈γ1, γ2〉.
DEMOSTRACIÓN. Seanc1, c2 ∈ Z tales queb1 c1 + b2 c2 = 1, γ2 = c2 β1 − c1 β2 y
N = 〈γ1, γ2〉. ClaramenteN ⊆ M. Por otra parte,

c1 γ1 + b2 γ2 = c1(b1 β1 + b2 β2) + b2(c2 β1 − c1 β2)
= c1 b1 β1 + c1 b2 β2 + b2 c2 β1 − b2 c1 β2

= (b1 c1 + b2 c2)β1 = β1.

c2 γ1 − b1 γ2 = c2(b1 β1 + b2 β2)− b1(c2 β1 − c1 β2)
= c2 b1 β1 + c2 b2 β2 − b1 c2 β1 + b1 c1 β2

= (b1 c1 + b2 c2)β2 = β2.

Por lo tantoM = N . �

Proposición 3.17.SeanF un campo de ńumeros,OF su anillo de enteros y una baseA =
{α1, . . . , αn} deF comoQ-espacio vectorial conA ⊆ OF yα = a1 α1+ · · ·+an αn ∈ OF,
cona1, . . . , an ∈ Z. Sim.c.d. (a1, . . . , an) = 1, entonces existe una base deZ[A] como
Z-módulo en la queα es uno de los generadores.

DEMOSTRACIÓN. Supongamos queA está ordenado de tal forma que para un entero
1 ≤ t ≤ n, ai 6= 0 cuandoi ≤ t y ai = 0 parai > t. Usaremos inducción sobret.

Si t = 1, entoncesa1 6= 0 y a2 = · · · = an = 0. En este caso tenemos que
m.c.d. (a1, . . . , an) = a1 = 1. Por lo tanto,α = α1 y A es la base que buscamos.

Supongamos que el resultado es cierto parat = r. Si t = r+ 1, consideremosb1 = a1,

b2 = m.c.d. (a2, . . . , an), β1 = α1, β2 =
α− a1 α1

b2
y

γ1 = α = b1 β1 + b2 β2 ∈ 〈β1, β2〉 .
El Lema 3.16 nos dice que existeγ2 tal que〈β1, β2〉 = 〈γ1, γ2〉, dondeβ2 tiene a lo más
r coeficientesai’s distintos de0. Por lo anterior y la hipótesis de inducción, existe una
base de〈α2, . . . , αn〉 en la queβ2 es un generador. Si ésta es{β2, β3, . . . , βn}, entonces
〈β1, . . . , βn〉 = 〈α1, . . . , αn〉. Como〈β1, β2〉 = 〈γ1, γ2〉, entonces{γ1, γ2, β3, . . . , βn} es
una base deZ[A] que tiene aγ1 = α en el conjunto de generadores. �

Proposición 3.18. SeanF un campo de ńumeros,OF su anillo de enteros yO1  O2 dos
órdenes deOF, conO1 = α1Z+ · · ·+αnZ yO2 = β1Z+ · · ·+βnZ. Sip2∆(α1, . . . , αn) =

∆(β1, . . . , βn), entonces existe una base deO1, γ1, . . . , γn, tal queO2 =
γ1
p
Z + γ2Z +

· · ·+ γnZ.
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DEMOSTRACIÓN. Como la contención de los órdenes es estricta, entonces existe un entero

algebraicoκ ∈ O2 − O1. Si κ =
k1 κ1

k2
con k1, k2 ∈ Z primos relativos yκ1 ∈ O1,

entoncesk1 | k2 κ y puesto que〈k1〉 , 〈k2〉 son ideales primos relativos, entoncesk1 | κ.

Por lo anterior, podemos suponer queκ =
κ1

k
conκ1 ∈ O1, k ∈ Z y no existe ningún

entero racional que divida aκ. Esto implica que siκ1 = a1 α1 + · · · + an αn, entonces
m.c.d. (a1, . . . , an) = 1. Por la Proposición 3.17, existe una base deO1 en la queκ1 es uno
de los generadores, digamos queO1 = κ1Z+ γ2Z+ · · ·+ γnZ. Ası́,

O1 ⊆
κ1

k
Z+ γ2Z+ · · ·+ γnZ ⊆ O2.

El discriminante de la base
κ1

k
, γ2, . . . , γn satisface:

p2∆(O2) ≤ k2∆(
κ1

k
, γ2, . . . , γn) = ∆(κ1, γ2, . . . , γn) = ∆(O1),

por lo quek = p y
γ1
p

=
κ1

p
. �

3.3.2. Caso particular
SeanK = Q( 4

√
p) conp ≡ 7 (mód 16) y L = K(

√
α) para algúnα = a1 + a2 4

√
p +

a3
√
p+ a4

4

√

p3 ∈ OK tal que
√
α 6∈ K. Una base deL comoQ-espacio vectorial es:

B = {1, 4
√
p,
√
p, 4

√

p3,
√
α, 4

√
p
√
α,

√
p
√
α, 4

√

p3
√
α}. (20)

A cada uno de estos elementos lo llamaremosβ1, . . . , β8 respectivamente. Vamos a calcular
∆(B), para lo cual, necesitamos encontrar las inmersiones deL enC. Sabemos que deben
existir ocho de éstas, y para describirlas, basta con decira dónde manda cada inmersión
a los elementos4

√
p y

√
α. En la siguiente tabla vemos la imagen de estos dos elementos

y del resto de los generadores deL bajo cada una de las ocho inmersiones y en el último
renglón obtenemos la suma de éstos, que es la traza deβi:

1 4
√
p

√
p 4

√

p3
√
α 4

√
p
√
α

√
p
√
α 4

√

p3
√
α

σ1 1 4
√
p

√
p 4

√

p3
√
α 4

√
p
√
α

√
p
√
α 4

√

p3
√
α

σ2 1 i 4
√
p −√

p −i 4

√

p3
√
α i 4

√
p
√
α −√

p
√
α −i 4

√

p3
√
α

σ3 1 − 4
√
p

√
p − 4

√

p3
√
α − 4

√
p
√
α

√
p
√
α − 4

√

p3
√
α

σ4 1 −i 4
√
p −√

p i 4

√

p3
√
α −i 4

√
p
√
α −√

p
√
α i 4

√

p3
√
α

σ5 1 4
√
p

√
p 4

√

p3 −√
α − 4

√
p
√
α −√

p
√
α − 4

√

p3
√
α

σ6 1 i 4
√
p −√

p −i 4

√

p3 −√
α −i 4

√
p
√
α

√
p
√
α i 4

√

p3
√
α

σ7 1 − 4
√
p

√
p − 4

√

p3 −√
α 4

√
p
√
α −√

p
√
α 4

√

p3
√
α

σ8 1 −i 4
√
p −√

p i 4

√

p3 −√
α i 4

√
p
√
α

√
p
√
α −i 4

√

p3
√
α

t 8 0 0 0 0 0 0 0

En esta tabla observamos que el único sumando importante para calcular la traza de un
elemento deL es el que está enQ. Para calcular el discriminante tenemos que encontrar el
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determinante de la matrizM = (t(βiβj)), dondet es la traza en la extensiónL/Q:

M =























8 0 0 0
0 0 0 8p
0 0 8p 0
0 8p 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

M1























dondeM1 es la matriz:

M1 =









t(α) t(α 4
√
p) t(α

√
p) t(α 4

√

p3)

t(α 4
√
p) t(α

√
p) t(α 4

√

p3) t(α p)

t(α
√
p) t(α 4

√

p3) t(α p) t(α p 4
√
p)

t(α 4

√

p3) t(α p) t(α p 4
√
p) t(α p

√
p)









=









8 a1 8 a4 p 8 a3 p 8 a2 p
8 a4 p 8 a3 p 8 a2 p 8 a1 p
8 a3 p 8 a2 p 8 a1 p 8 a4 p

2

8 a2 p 8 a1 p 8 a4 p
2 8 a3 p

2









.

Por tanto∆(B) = 212 p3 det(M1), donde:

det(M1) = 212 p3 det









a1 a4 p a3 p a2 p
a4 a3 a2 a1
a3 a2 a1 a4 p
a2 a1 a4 p a3 p









= −212 p3NK/Q (α).

De esta forma
∆(B) = detM = −224 p6NK/Q (α). (21)

Por lo anterior−224 p6NK/Q (α) ∈ δL/Q, y ası́〈224 p6NK/Q (α)〉 ⊆ δL/Q.
Por otra parte,δK/Q = 28 p3 y por la Proposición 1.26 tenemos

〈224 p6NK/Q (α)〉 ⊆ δL/Q = δ2K/QNK/Q

(

δL/K
)

= 〈216 p6NK/Q

(

δL/K
)

〉.
Usando la factorización única en ideales tenemos

〈28NK/Q (α)〉 ⊆ 〈NK/Q

(

δL/K
)

〉. (22)

3.3.3. El casoα unidad y el campo de clases de Hilbert de
K = Q( 4

√
p) conhK = 2

El objetivo de esta sección es encontrar el campo de clases de Hilbert deK = Q( 4
√
p)

conp ≡ 7 (mód 16) y hK = 2. Para esto, primero será necesario encontrar una base entera
deL = K(

√
α) en el caso en queα es unidad. Como

〈28〉 ⊆ 〈NK/Q

(

δL/K
)

〉, (23)
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entonces es posible que existan unidadesα para las cualesB no es base entera deL. En
caso de que la base entera no sea de esta forma, la Proposición 3.18 nos indica que debe
existir un elemento de la forma

α =
a1 + a2 4

√
p+ a3

√
p+ a4

4

√

p3 +
√
α(a5 + a6 4

√
p+ a7

√
p+ a8

4

√

p3)

2
, (24)

dondeai ∈ Z. Si a1 es par, digamosa1 = 2 b1, entoncesα − b1 también es un entero
algebraico. Este es el mismo elemento pero intercambiandoa1 por 0. Si a1 = 2 b1 + 1,
volvemos a tomarα− b1 y en este caso tendremos el mismo elemento pero con1 en lugar
de a1. Este procedimiento se puede volver a aplicar para cada uno de losai’s, ası́ que
podemos suponer queai ∈ {0, 1} para1 ≤ i ≤ 8.

Proposición 3.19.SeanK = Q( 4
√
p) conp ≡ 3 (mód 4) un primo racional,L = K(

√
α)

conα ∈ UK tal queL 6= K yB como en(20). SiB no es una base entera deL entonces

1 + 4
√
p+

√
p+ 4

√

p3

2
(1 +

√
α)

es un entero algebraico.

DEMOSTRACIÓN. Primero nos concentraremos en los valores dea1, a2, a3, a4 en (24).
Vamos a representar estos valores con el vector(a1, a2, a3, a4) y diremos que un elemento
es de la forma(b1, b2, b3, b4) si ai = bi parai = 1, 2, 3, 4, sin importar los valores de
a5, a6, a7, a8. Si existe un entero algebraico de la forma(1, 0, 0, 0) y lo multiplicamos por
4
√
p obtenemos un entero algebraico de la forma(0, 1, 0, 0). Si multiplicamos este entero

por 4
√
p obtenemos uno de la forma(0, 0, 1, 0) y multiplicando de nuevo por4

√
p obtenemos

un elemento de la forma(0, 0, 0, 1). Finalmente, si multiplicamos un elemento de la forma
(0, 0, 0, 1) por 4

√
p obtenemos(p, 0, 0, 0) y comop es impar, entonces tenemos un elemento

de la forma(1, 0, 0, 0). Si en lugar de tener un1 en el vector tenemos dos o tres1’s, se
presenta un comportamiento similar.

Supongamos que tenemos un entero algebraico de la forma(1, 0, 0, 0). Como ya vi-
mos, también existen enteros algebraicos de las formas(0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0) y (0, 0, 0, 1).
Sumando estos cuatro elementos queda uno de la forma(1, 1, 1, 1). Si hay un elemento
de la forma(1, 1, 0, 0), (0, 1, 1, 0), (0, 0, 1, 1) ó (1, 0, 0, 1), entonces los tenemos todos.
Sumando el primero más el tercero obtenemos un entero de la forma (1, 1, 1, 1). Aho-
ra, si existe un entero algebraico de una de las siguientes formas:(1, 1, 1, 0), (1, 1, 0, 1),
(1, 0, 1, 1), (0, 1, 1, 1), entonces hay elementos de las cuatro formas. Este caso se reduce al
anterior pues(1, 1, 1, 0) + (1, 1, 0, 1) = (0, 0, 1, 1). Finalmente, supongamos que se tiene
un entero algebraico de la forma(1, 0, 1, 0) ó (0, 1, 0, 1). Notemos que la existencia de uno
garantiza la existencia del otro y la suma de ellos es de la forma (1, 1, 1, 1). Por todo lo
anterior, siB no es base entera deL, entonces existe un elemento como en (24) donde
a1 = a2 = a3 = a4 = 0 ó un elemento cona1 = a2 = a3 = a4 = 1.

Usando las mismas ideas, vamos a estudiar el comportamientodea5, a6, a7, a8. Escri-
biremos(a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7, a8) para representar a los elementos de la forma (24).

Si (1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0) ∈ OL, multiplicamos por4
√
p varias veces para obtener los ele-

mentos

(1, 1, 1, 1, 0, 1, 0, 0), (1, 1, 1, 1, 0, 0, 1, 0) y (1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 1).
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Sumando estos cuatro, tenemos que(0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1) es un entero algebraico. Si tene-
mos los elementos

(1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0), (1, 1, 1, 1, 0, 1, 1, 0),

(1, 1, 1, 1, 0, 0, 1, 1), (1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 1),

entonces sumando los de la izquierda o los de la derecha tenemos que(0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1)
es entero algebraico. Si los elementos(1, 1, 1, 1, 1, 0, 1, 0) y (1, 1, 1, 1, 1, 0, 1, 0) son enteros
algebraicos, entonces(0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1) también lo es.

Si (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0) ∈ OL, entonces(1, 1, 1, 1, 0, 1, 1, 1) es entero algebraico y
(0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 1) ∈ OL, ası́ que este caso implica que hay un elemento de la for-
ma (0, 0, 0, 0) que vamos a comentar ahora. Cuando estudiamos el comportamiento de
a1, a2, a3, a4 observamos que siempre existe un elemento de la forma(0, 0, 0, 0) o de la
forma (1, 1, 1, 1). Usando un análisis similar al anterior, sia1 = a2 = a3 = a4 = 0,
entonces(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) ∈ OL, y por tantoα = 0, o bien,(0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1) ∈ OL.

En todos los casos anteriores, el elemento(0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1) es entero algebraico. El
elemento(1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1) es el único que no cae en los casos anteriores. Resumiendo,
siB no es base entera deL, entonces

1 + 4
√
p+

√
p+ 4

√

p3

2

√
α ó

1 + 4
√
p+

√
p+ 4

√

p3

2
(1 +

√
α)

es elemento deOL. Mostraremos que
1 + 4

√
p +

√
p+ 4

√

p3

2

√
α 6∈ OL. Puesto que

1 + 4
√
p+

√
p + 4

√

p3 = (1 +
√
p)(1 + 4

√
p), tenemos:

NK/Q

(

(1 +
√
p)(1 + 4

√
p)
)

= NK/Q

(

1 +
√
p
)

NK/Q

(

1 + 4
√
p
)

= (1− p)2(1− p) = (1− p)3

y como p ≡ 7 (mód 16), entonces1 − p ≡ 2 (mód 4), con lo cual obtenemos
ord2 ((1− p)3) = 3. Como consecuencia de esto,

ord2

(

NL/Q

(

1 + 4
√
p+

√
p + 4

√

p3
))

= 6, NL/Q

(√
α
)

= 1, NL/Q (2) = 28,

por lo que siα es unidad,
1 + 4

√
p+

√
p + 4

√

p3

2

√
α no es un entero algebraico. Por lo tanto

1 + 4
√
p+

√
p+ 4

√

p3

2
(1 +

√
α) ∈ OL.

�

Proposición 3.20. SeanF = Q(
√
p), K = Q( 4

√
p) conp ≡ 7 (mód 16) un primo racio-

nal positivo,L = K(
√
α) conα ∈ OK libre de cuadrados en todas sus factorizaciones,

NK/F (α) = ±UF yB como en(20). Entonces,B es base entera deL.

DEMOSTRACIÓN. De acuerdo a la Proposición 3.19, basta con demostrar que el elemen-

to
1 + 4

√
p+

√
p+ 4

√

p3

2
(1 +

√
α) no es un entero algebraico. Primero observemos que

NL/Q (1 +
√
α) = NK/Q (1− α), y comoNK/F (α) = ±UF, el polinomio irreducible deα

con coeficientes enOF es

f(x) = x2 − 2(a1 + a3
√
p) x± UF,



3.3. BASES ENTERAS 63

dondeα = a1+a2 4
√
p+a3

√
p+a4

4

√

p3. El polinomio irreducible de1−α con coeficientes
enOF es

g(x) = f(−x+ 1) = (−x+ 1)2 − 2(a1 + a3
√
p)(−x+ 1)± UF

= x2 − 2x+ 2(a1 + a3
√
p) x+ 1− 2(a1 + a3

√
p)± UF,

de dondeNK/F (1− α) = 1 − 2(a1 + a3
√
p) ± UF. Si UF = u1 + u2

√
p, entonces1 ±

UF = 1 ± u1 ± u2
√
p y, por la Proposición 3.5,1 ± u1 y u2 son impares. Por lo anterior,

(1±u1)
2−p u2

2 ≡ 1−3(1) ≡ 2 (mód 4), ası́ queL2 | 1±UF y 2 ∤ 1±UF. Por lo anterior,
L2 | NK/F (1− α) y 2 ∤ NK/F (1− α), de donde

NL/Q

(

1 +
√
α
)

= NK/Q (1− α) ≡ 2 (mód 4).

ComoNK/Q

(

1− 4
√
p
)

= NF/Q

(

1−√
p
)

= 1 − p ≡ 2 (mód 4) y p ≡ 7 (mód 16),
entonces22||NL/Q

(

1− 4
√
p
)

y 24||NL/Q

(

1−√
p
)

. Ahora es fácil observar que el número
1 + 4

√
p+

√
p + 4

√

p3

2
(1 +

√
α) no es entero algebraico pues

NL/Q

(

(1 + 4
√
p+

√
p+ 4

√

p3)(1 +
√
α)
)

≡ 27 (mód 28) y NL/Q (2) = 28.

�

Proposición 3.21. SeanF = Q(
√
p), K = Q( 4

√
p) conp ≡ 7 (mód 8) un primo racional

positivo,UF = u1 + u2
√
p la unidad fundamental deOF yL = K(

√
UF).

1. Siu2 ≡ 1 (mód 4), definimosβ =
1 +

√
UF

4

√

p3

2
.

2. Siu2 ≡ 3 (mód 4), definimosβ =
1 +

√
UF 4

√
p

2
.

Entonces, una base entera deL es:

B1 = {1, 4
√
p,
√
p, 4

√

p3, β, β 4
√
p, β

√
p, β 4

√

p3}.
DEMOSTRACIÓN. Primero vamos a demostrar queβ es un entero algebraico y con esto
podemos concluir que todos los elementos deB1 lo son.

El polinomio irreducible de
√
UF

4

√

pk enOF[x] esf(x) = x2−UF
√

pk, dondek = 1, 3
dependiendo del caso. Sea

g(x) =
f(2x− 1)

4
=

(2x− 1)2 − UF
√

pk

4
= x2 − x+

1− UF
√

pk

4
.

Entoncesg(x) es irreducible enOF[x] y g(β) = 0. Para queβ sea un entero algebraico,
basta con que4 | 1− UF

√

pk enOF. Notemos que

1− UF
√

pk = 1− u1

√

pk − u2 p
(k+1)/2.

Por la Proposición 3.5,4 | u1. Por otra parte, siu2 ≡ 1 (mód 4) y k = 3, entonces
1− u2p

2 ≡ 1− 1(32) ≡ 0 (mód 4). Si u2 ≡ 3 (mód 4) y k = 1, tenemos que1− u2p ≡
1 − 3(3) ≡ 0 (mód 4). Cualquiera que sea el caso,4 | 1 − u2 p

(k+1)/2. Por lo tanto,
4 | 1− UF

√

pk y β es un entero algebraico.
Si B es como en (20), entonces∆(B) = −224 p6NK/Q (UF) = −224 p6. Claramente,

B1 lo obtuvimos sustituyendo cuatro elementos deB por elementos con denominador2.
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Entonces∆(B1) =
224 p6

(22)4
= 216 p6. ComoδK = 28 p3, por la fórmula de la Proposición

1.26 el discriminante deL no puede ser menor. Por lo tanto,B1 es una base entera de
L. �

Usando los resultados anteriores podemos calcular discriminantes de extensionesL/K,
dondeL = K(

√
α) conα ∈ UK. Con esto y la Proposición 1.26 tenemos:

Teorema 3.22.SeanF = Q(
√
p), K = Q( 4

√
p) conp ≡ 7 (mód 16) un primo racional

positivo yL = K(
√
α), conα ∈ K. SiNK/Q (α) = UF, entoncesK/F es una extensión

ramificada. Siα = UF, entoncesL/K no se ramifica en ninǵun primo. �

Corolario 3.23. SeaK = Q( 4
√
p) con p ≡ 7 (mód 16) un primo racional positivo.

EntonceshK es par. En particular, sihK = 2, el campo de clases de Hilbert deK es
HK = K(

√
UF). �

3.4. Ramificacíon de 2 en extensiones cuadŕaticas sobre
K = Q( 4

√
p)

La Proposición 1.17 describe con detalle la ramificación de2 en campos cuadráticos. La
ramificación de2 en extensiones cuárticas ha sido estudiada por S. RobersonAshford [27]
en extensiones cuárticas en términos de los coeficientes de un polinomio de la formad +
b x2 + x4. En esta sección vamos a estudiar la ramificación de2 en extensiones cuadráticas
sobreK = Q( 4

√
p) conp ≡ 7 (mód 16).

Seaq un primo racional yF un campo de números con una base entera de potencias. La
factorización como producto de ideales primos de〈q〉F está dada por el célebre Teorema
de Dedekind:

Teorema 3.24.SeanK = Q(θ) un campo de ńumeros de gradon conθ ∈ OK, f(x) =
Irr(θ,Z) y q un primo racional yind(θ) el número natural tal que

ind(θ)2δK = ∆(1, θ, . . . , θn−1).

Sif(x) ∈ Z[x], entoncesf(x) es la proyeccíon natural def(x) enZ/qZ[x]. Si

f(x) = g1(x)
e1 · · · gr(x)er ,

con gi(x) ∈ Z/qZ[x] irreducibles yei ∈ Z para todoi, definamosfi como cualquier
polinomio enZ[x] tal quefi(x) = gi(x) y qi = 〈q, fi(θ)〉 para todoi. Si ind(θ) 6≡ 0
(mód q), entonces

〈q〉 = qe11 · · · qerr ,

dondeqi es un ideal primo para todoi.

DEMOSTRACIÓN. Ver [4], pp. 257, Theorem 10.5.1. �

Los casos interesantes o difı́ciles se dan para primosq que dividen a∆(1, . . . , θ). En
particular, si el grado de la extensión es par, es común queel discriminante sea par, por
esta razón, la ramificación del primo2 suele complicarse.
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Lema 3.25.Seanp ≡ 7 (mód 16) un primo racional positivo,K = Q( 4
√
p), L = K(

√
α)

para alǵunα ∈ OK tal queL 6= K y IL = 〈2, β〉L conβ ∈ OL, NL/Q (β) ≡ 2 (mód 4).

1. NL/Q (IL) = 2.
2. Siβ = γ1+ γ2

√
α conγ1, γ2 ∈ K, tomemosβ ′ = γ1−γ2

√
α. Si〈2, β〉L = 〈2, β ′〉L

entonces2 se ramifica totalmente enL.

DEMOSTRACIÓN. ComoNL/Q (β) ≡ 2 (mód 4), entonces existe un ideal primoqL ⊆ OL

con NL/Q (qL) = 2. Puesto queqL | 2, entoncesqL ⊇ 〈2, β〉L = IL. Por otra parte,
NL/Q (IL) | NL/Q (2) y NL/Q (IL) | NL/Q (β), ası́ que

NL/Q (IL) | m.c.d.
(

NL/Q (2), NL/Q (β)
)

= 2.

Por lo anterior,
2 = NL/Q (qL) | NL/Q (IL) | 2,

y NL/Q (IL) = 2.
De acuerdo a la Proposición 3.8, el primo2 se ramifica totalmente enK. Considerando

queIL = 〈2, β〉L = 〈2, β ′〉L, entoncesIL
2 = 〈4, 2 β, 2 β ′, β β ′〉L ⊇ 〈4, ββ ′〉L. Como

NL/K (β) = ββ ′, entoncesNK/Q (ββ
′) ≡ 2 (mód 4). De forma análoga a la demostración

de la afirmación 1, se tiene queNK/Q (〈4, ββ ′〉K) = 2 y NL/Q (〈4, ββ ′〉L) = 22 = 4. Por
lo anterior yNL/Q

(

IL
2
)

= 4, obtenemosIL
2 = 〈4, ββ ′〉L. Además,〈4, ββ ′〉K es el único

ideal deOK con norma2 y 〈4, ββ ′〉4K = 〈2〉K, con lo que concluimosIL
8 = 〈2〉L. �

3.4.1. NK/Q (α) ≡ 2 (mód 4) y 8 | NK/Q (α).
Como consecuencia del Lema 3.25 obtenemos de forma inmediata:

Proposición 3.26.SeanK = Q( 4
√
p) con0 < p ≡ 7 (mód 16) un primo racional,α ∈ K

libre de cuadrados en todas sus factorizaciones tal queNK/Q (α) ≡ 2 (mód 4) y L =
K(

√
α). Entonces2 se ramifica totalmente enL.

DEMOSTRACIÓN. Seanβ =
√
α y IL = 〈2, β〉L. Puesto que

NL/Q (β) = NK/Q

(

NL/K (β)
)

= NK/Q (α) ≡ 2 (mód 4),

entonces, por el Lema 3.25,NL/Q (IL) = 2 y comoβ ′ = −β, tenemos〈2, β〉L = 〈2, β ′〉L,
lo que implica que2 se ramifica totalmente. �

Para el caso en el que8 | NK/Q (α), podemos suponer que de hechoNK/Q (α) ≡ 8

(mód 16) ya que si16 | NK/Q (α), entonces2 = UF L
2
2 | α y K(

√
α) = K

(√
α

L2

)

=

K

(
√

α

L2
2

)

, dondeNK/Q

(

α

L2
2

)

=
NK/Q (α)

16
. SeapK =

〈

2, 1 + 4
√
p
〉

K
el único ideal

deOK con norma2 tal como lo construimos en la Proposición 3.8. Veamos cómoes la
ramificación depK enL.

Proposición 3.27. SeanK = Q( 4
√
p), donde0 < p ≡ 7 (mód 16) es un primo racional,

α ∈ K libre de cuadrados en todas sus factorizaciones tal queNK/Q (α) ≡ 8 (mód 16) y
L = K(

√
α). Si〈2〉K = p4K, entoncespK se ramifica enL.
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DEMOSTRACIÓN. Supongamos quepK es inerte. Comop3K || 〈α〉K, entonces〈pK〉3L ||
〈α〉L. Lo anterior implica que〈α〉L no puede ser un cuadrado, pues de ser ası́ cada ideal
primo que divide a〈α〉L deberı́a dividir a〈α〉L un número par de veces. Esto es una con-
tradicción pues〈√α〉2L = 〈α〉L.

Si pK se descompone, entonces〈pK〉L = qL q
′
L, dondeq3L || 〈α〉L. De la misma forma

que en el caso anterior,〈α〉L no es un cuadrado lo cual es absurdo ypK se ramifica en
L. �

Corolario 3.28. SeanK = Q( 4
√
p), dondep ≡ 7 (mód 16) es un primo racional positivo,

α ∈ K libre de cuadrados en todas sus factorizaciones,NK/Q (α) ≡ 8 (mód 16) y L =
K(

√
α). Entonces2 se ramifica totalmente enL. �

3.4.2. NK/Q (α) ≡ 4 (mód 8)

Ahora supongamos queα = L2 ϕ = a1 + a2 4
√
p + a3

√
p + a4

4

√

p3 conL2 el único
elemento deOF conNF/Q (L2) = 2 y algúnϕ = f1 + f2 4

√
p+ f3

√
p+ f4

4

√

p3 ∈ OK con
NK/Q (ϕ) impar. Un cálculo elemental nos muestra

NK/Q (α) ≡ a41 + a42 + a43 + a44 + 2 a21 a
2
3 + 2 a22 a

2
4

+4 a1 a
2
2 a3 + 4 a21 a2 a4 + 4 a2 a

2
3 a4 + 4 a1 a3 a

2
4

≡ (a21 + a23)
2 + (a22 + a24)

2

+4 a1 a3(a
2
2 + a24) + 4 a2 a4(a

2
1 + a23) (mód 8).

(25)

Puesto queNK/Q (α) = NF/Q (L2)
2NK/Q (ϕ) = 4NK/Q (ϕ), debe existir un número par

deai’s pares y un número par deai’s impares. Si todos son pares,NK/Q (α) ≡ 0 (mód 8)
y si todos losai’s son impares tendremos

NK/Q (α) ≡ (1 + 1)2 + (1 + 1)2 + 4 (1 + 1) + 4 (1 + 1) ≡ 0 (mód 8).

Esto nos muestra que debe haber dosai’s pares y dos impares. Puesto que los coeficientes
deL2 ∈ OF son enteros impares, podemos escribirL2 = (2 l1 + 1) + (2 l2 + 1)

√
p. Ası́

α = L2 ϕ = ((2 l1 + 1) + (2 l2 + 1)
√
p)(f1 + f2 4

√
p + f3

√
p+ f4

4

√

p3),

donde:
a1 = f1 + 2 f1 l1 + f3 p+ 2 f3 l2 p ≡ f1 + f3 (mód 2)
a2 = f2 + 2 f2 l1 + f4 p+ 2 f4 l2 p ≡ f2 + f4 (mód 2)
a3 = f1 + f3 + 2 f3 l1 + 2 f1 l2 ≡ f1 + f3 (mód 2)
a4 = f2 + f4 + 2 f4 l1 + 2 f2 l2. ≡ f2 + f4 (mód 2).

Lo anterior nos muestra que tenemos dos posibilidades:a1, a3 son impares ya2, a4 pares o
a1, a3 pares ya2, a4 impares.

Lema 3.29.SeaK = Q( 4
√
p) conp ≡ 7 (mód 16) primo racional positivo yL = K(

√
α),

dondeα = a1+a2 4
√
p+a3

√
p+a4

4

√

p3 es libre de cuadrados en todas sus factorizaciones
yNK/Q (α) ≡ 4 (mód 8). Entonces

β =
(1 + 4

√
p+

√
p + 4

√

p3)
√
α

2
∈ OL

yNK/Q (β) es impar.
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DEMOSTRACIÓN. Comoβ2 ∈ K, entoncesIrr(β,K) = x2 − β2. Para demostrar que
β ∈ OL basta probar que

β2 =
(1 +

√
p)2(1 + 4

√
p)2 α

4
∈ OK.

Como2 se ramifica totalmente enOK, 1− p ≡ 2 (mód 4) y

NK/Q (1 +
√
p) = (1− p)2, NK/Q (1 + 4

√
p) = (1− p), NK/Q (α) ≡ 4 (mód 8),

entonces44 = 28 | NK/Q (4 β
2) y por lo tantoβ2 es un entero algebraico. La segunda

afirmación es consecuencia de que29 ∤ NK/Q (4 β
2). �

Para continuar con el estudio de la ramificación del idealpK, primero vamos a trabajar
con el casoa1 par.

Proposición 3.30. SeanK = Q( 4
√
p), p ≡ 7 (mód 16) un primo racional positivo,L =

K(
√
α) dondeα = a1 + a2 4

√
p + a3

√
p + a4

4

√

p3 es libre de cuadrados en todas sus
factorizaciones,NK/Q (α) ≡ 4 (mód 8) y β como en el Lema 3.29. Sia1 es par, entonces
NL/Q (1 + β) = NK/Q (1− β2) ≡ 2 (mód 4).

DEMOSTRACIÓN. ConsideremosNL/K (1 + β) =
b1 + b2 4

√
p+ b3

√
p+ b4

4

√

p3

4
. Como

NL/K (1 + β) = 1− β2, entonces

NL/K (1 + β) =
4− (1 +

√
p)2(1 + 4

√
p)2(a1 + a2 4

√
p+ a3

√
p+ a4

4

√

p3)

4
.

Puesto quep ≡ 7 (mód 16) tenemos

b1 ≡ 4 + 2 a1 + 4 a2 + 2 a3 (mód 8)
b2 ≡ 2 a2 + 4 a3 + 2 a4 (mód 8)
b3 ≡ 6 a1 + 2 a3 + 4 a4 (mód 8)
b4 ≡ 4 a1 + 6 a2 + 2 a4 (mód 8)

y sumando
b1 + b3 ≡ 4 + 4 a2 + 4 a3 + 4 a4 (mód 8)
b2 + b4 ≡ 4 a1 + 4 a3 + 4 a4 (mód 8).

Comoa2 y a4 son impares, entonces4 a2 + 4 a4 ≡ 0 (mód 8) y comoa3 es par, se sigue

queb1+ b3 ≡ 4 (mód 8) y
b1 + b3

4
es impar. Comoa1 y a3 son pares, entonces

b1
4
,
b3
4

∈ Z
y por lo anterior tienen distinta paridad. Por otra parte, como a1 y a3 son pares ya4 es

impar, entoncesb2 + b4 ≡ 4 (mód 8), por lo que
b2
4

y
b4
4

también son enteros con distinta

paridad. De (12) tenemos

NK/Q

(

NL/K (1 + β)
)

≡ (b21 + b23)
2 + (b22 + b24)

2 ≡ 1 + 1 ≡ 2 (mód 4).

�

Proposición 3.31. SeanK = Q( 4
√
p), p ≡ 7 (mód 16) un primo racional positivo,L =

K(
√
α) dondeα = a1 + a2 4

√
p + a3

√
p + a4

4

√

p3 es libre de cuadrados en todas sus
factorizaciones,NK/Q (α) ≡ 4 (mód 8), a1 es par yβ como en el Lema 3.29. Entonces2
se ramifica totalmente enL.
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DEMOSTRACIÓN. Consideremos el ideal

IL = 〈2, 1 + β〉L = 〈2, 1− β〉L .
ComoNL/Q (IL) | NL/Q (1− β) ≡ 2 (mód 4), entonces existe un idealJL conJL | 1−β2

y NL/Q (JL) = 2. Además,JL | 2, ası́ quem.c.d.
(

28, NL/Q (1− β2)
)

= 2, lo que implica
IL = JL y NL/Q (IL) = 2. Notemos que

IL
2 = 〈2, 1 + β〉L 〈2, 1− β〉L

= 〈4, 2(1 + β), 2(1− β), 1− β2〉L ⊇ 〈4, 1− β2〉L .
Consideremos el idealIK = 〈4, 1− β2〉K. SeapK el único ideal deOK conNK/Q (pK) = 2.
Por la Proposición 3.30,NK/Q (1− β2) ≡ 2 (mód 4), entoncespK | 1 − β2 y clara-
mentepK | 2. Como2 | NK/Q (IK) | m.c.d.

(

NK/Q (2), NK/Q (1− β2)
)

= 2 entonces
NK/Q (IK) = 2, es decir,IK = pK. Si extendemosIK aOL, tenemos

IL
2 ⊇ 〈IK〉L =

〈

4, 1− β2
〉

L

y como
NL/Q

(

IL
2
)

= 4, NL/Q

(〈

4, 1− β2
〉

L

)

= NK/Q (IK)
2 = 4,

entoncesIL
2 = 〈IK〉L y por lo tantoIL

8 =
〈

IK
4
〉

L
= 〈2〉L. �

Ahora estudiaremos el casoa1 impar, el cuál es más complicado y requiere que lo
estudiemos en varios subcasos.

Proposición 3.32. SeanK = Q( 4
√
p) con p ≡ 7 (mód 16) un primo racional positivo,

α = a1 + a2 4
√
p+ a3

√
p+ a4

4

√

p3 ∈ OK libre de cuadrados en todas sus factorizaciones
cona1 impar,NK/Q (α) ≡ 4 (mód 8),

β1 =
1 + 4

√
p+

√
p+ 4

√

p3 +
√
α (1 +

√
p)

2
=

(1 +
√
p)(1 + 4

√
p+

√
α)

2
(26)

yL = K(
√
α). Entonces,β1 ∈ OL.

DEMOSTRACIÓN. Irr(β1,K) = x2 − tL/K(β1) x + NL/K (β1). ClaramentetL/K(β1) =

1+ 4
√
p+

√
p+ 4

√

p3 es un entero algebraico. Para queβ1 ∈ OL, es suficiente mostrar que
NL/K (β1) ∈ OK, donde

NL/K (β1) =
(1 +

√
p)2((1 + 4

√
p)2 − α)

4
. (27)

Como 2 se ramifica totalmente enK, entonces debemos mostrar queNK/Q (4) = 28 |
NK/Q

(

4NL/K (β1)
)

. Por un lado,

NK/Q

(

(1 +
√
p)2
)

= (1− p)4 ≡ 24 (mód 25) (28)

y
(1 + 4

√
p)2 − α = 1 + 2 4

√
p +

√
p− a1 − a2 4

√
p− a3

√
p− a4

4

√

p3.

Como1−a1, 2−a2, 1−a3 y −a4 son pares, entonces2 | (1+ 4
√
p)2−α enOK. Lo anterior

implica que24 | NK/Q

(

(1 + 4
√
p)2 − α

)

y ası́28 | NK/Q

(

(1 +
√
p)2((1 + 4

√
p)2 − α)

)

. Por
lo tantoNL/K (β1) ∈ OK y β1 ∈ OL. �
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√
p) 69

Proposición 3.33. SeanK = Q( 4
√
p) con p ≡ 7 (mód 16) un primo racional positivo,

α = a1 + a2 4
√
p+ a3

√
p+ a4

4

√

p3 ∈ OK libre de cuadrados en todas sus factorizaciones
cona1 impar yNK/Q (α) ≡ 4 (mód 8) y β1 como en (26). Las paridades deNL/Q (β1) y
NL/Q (1 + β1) son distintas.

DEMOSTRACIÓN. Es suficiente demostrar que las paridades deNK/Q

(

NL/K (β1)
)

y
NK/Q

(

NL/K (1 + β1)
)

son distintas. SeapK el único ideal deOK con norma2, es decir,
|OK/pK| = 2. Lo anterior significa que las normas de dos elementos enOK tienen parida-
des distintas si y sólo si la diferencia de las normas es impar.

NL/K (β1)−NL/K (1 + β1) =
(1 + 4

√
p+

√
p + 4

√

p3)2 − α(1 +
√
p)2

4

−(3 + 4
√
p+

√
p+ 4

√

p3)2 − α(1 +
√
p)2

4

= −2− 4
√
p−√

p− 4

√

p3

ComoNK/Q

(

−2− 4
√
p−√

p− 4

√

p3
)

= 16− 17 p+7 p2− p3 y p es impar, entonces las

paridades deNL/Q (β) y NL/Q (1 + β) son distintas. �

Proposición 3.34. Seaβ1 como en(26). Si a1 es impar ya2 ≡ a4 (mód 4), entonces
NL/Q (β1) ≡ 2 (mód 4) ó NL/Q (1 + β1) ≡ 2 (mód 4).

DEMOSTRACIÓN. Primero calculemosNL/K (β1) y NL/K (1 + β1). Sean

γ1 = 4NL/K (β1) = (1 + 4
√
p+

√
p+ 4

√

p3)2 − α(1 +
√
p)2

γ2 = 4NL/K (1 + β1) = (3 + 4
√
p+

√
p+ 4

√

p3)2 − α(1 +
√
p)2.

Escribimosγ1 = b1 + b2 4
√
p+ b3

√
p+ b4

4

√

p3, γ2 = c1 + c2 4
√
p+ c3

√
p+ c4

4

√

p3 donde
los coeficientes están dados por:

b1 = 1 + 3 p− 2 a3 p− a1 (1 + p) c1 = 9 + 3 p− 2 a3 p− a1 (1 + p)
b2 = 2 + 2 p− 2 a4 p− a2 (1 + p) c2 = 6 + 2 p− 2 a4 p− a2 (1 + p)
b3 = 3 + p− 2 a1 − a3 (1 + p) c3 = 7 + p− 2 a1 − a3 (1 + p)
b4 = 4− 2 a2 − a4 (1 + p) c4 = 8− 2 a2 − a4 (1 + p)

Es importante notar quebi/4, ci/4 ∈ Z parai = 1, 2, 3, 4. En la demostración de la Pro-
posición 3.9 vimos que siǫ = e1 + e2 4

√
p + e3

√
p+ e4

4

√

p3 y NK/Q (ǫ) ≡ 2 (mód 4), es
necesario quee1 6≡ e3 (mód 2) y e2 6≡ e4 (mód 2). Para ver queNL/Q (β1) ≡ 2 (mód 4)
ó NL/Q (1 + β1) ≡ 2 (mód 4) necesitamos que se cumpla alguna de las siguientes condi-
ciones:

b1 + b3
4

≡ b2 + b4
4

≡ 1 (mód 2),
c1 + c3

4
≡ c2 + c4

4
≡ 1 (mód 2).

Sabemos que:
b2 + b4 ≡ c2 + c4 ≡ 4 + 6 a2 + 2 a4 (mód 8).

Comoa2 ≡ a4 (mód 4), entoncesb2 + b4 ≡ c2 + c4 ≡ 4 (mód 8). Por lo anterior,b2/4
y b4/4 tienen distinta paridad yc2/4, c4/4 también tienen distinta paridad. SiNL/Q (β1) es
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par, entoncesbi/4 es par para dos valores dei ∈ {1, 2, 3, 4} y para los otros dos valores es
impar. Por lo tantoNL/Q (β1) ≡ 2 (mód 4). SiNL/Q (1 + β1) es par, la argumentación es
la misma. �

Proposición 3.35. SeanK = Q( 4
√
p) con p ≡ 7 (mód 16) un primo racional positivo,

α = a1 + a2 4
√
p+ a3

√
p+ a4

4

√

p3 ∈ OK libre de cuadrados en todas sus factorizaciones
cona1 impar,a2 ≡ a4 (mód 4), NK/Q (α) ≡ 4 (mód 8), L = K(

√
α) y β1 como en (26).

Entonces2 se ramifica totalmente enL.

DEMOSTRACIÓN. Denotemos porβ al elementoβ1 ó 1 + β1 tal queNL/Q (β) es par. Sea
IL = 〈2, β〉L. ComoNL/Q (β) ≡ 2 (mód 4), entoncesNL/Q (IL) = 2. Si pK es el único
ideal deOK con norma2, entoncesIL ⊇ IL ∩ K = pK. Seaβ ′ el conjugado deβ enL/K
como se definió en el Lema 3.25. Ası́

β1 + β ′
1 = 1 + 4

√
p+

√
p+ 4

√

p3 = (1 + 4
√
p)(1 +

√
p).

Además,β1+β ′
1 ∈ OK, conNK/Q (β1 + β ′

1) = (1−p)3 ∈ 2Z. Entoncesβ1+β ′
1 ∈ 〈pK〉L ⊆

IL. Por lo anteriorβ1 ≡ −β ′
1 (mód IL), es decir,IL = 〈2, β〉L = 〈2,−β ′〉L = 〈2, β ′〉L.

Por el Lema 3.25,2 se ramifica totalmente enL. �

Proposición 3.36. SeanK = Q( 4
√
p) con p ≡ 7 (mód 16) un primo racional positivo,

α = a1 + a2 4
√
p+ a3

√
p+ a4

4

√

p3 ∈ OK libre de cuadrados en todas sus factorizaciones,
a1, a3 impares,a2 ≡ 2 (mód 4), a4 ≡ 0 (mód 4) y L = K(

√
α). Consideremos los

siguientes datos:

Condicíon β NL/K (β)−NL/K (1 + β)

a1 6≡ a3 (mód 4)
4
√
p+ 4

√

p3 +
√
α (1 + 4

√
p)

2
−1− 4

√
p− 4

√

p3

a1 ≡ a3 ≡ 1 (mód 4)
1 + 4

√
p+

√
α

2
−2 − 4

√
p

a1 ≡ a3 ≡ 3 (mód 4)
1 + 4

√
p+

√
p α

2
−2 − 4

√
p

donde adeḿas, sia1 ≡ a3 (mód 4) agregamos la condicióna1 ≡ a3+4 (mód 8). En los
tres casos:

1. β ∈ OL.
2. Las paridades deNL/Q (β) yNL/Q (1 + β) son distintas.
3. NL/Q (β) ≡ 2 (mód 4) óNL/Q (1 + β) ≡ 2 (mód 4).
4. 2 se ramifica totalmente enL.

DEMOSTRACIÓN. Consideremos el casoa1 6≡ a3 (mód 4). Observemos que:

tL/K(β) = 4
√
p+ 4

√

p3 y NL/K (β) =
( 4
√
p+ 4

√

p3)2 − α(1 + 4
√
p)2

4
.
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De lo anterior,

4NL/K (β) = ( 4
√
p+ 4

√

p3)2 − α (1 + 4
√
p)2

=
√
p + 2 p+ p

√
p− α(1 + 2 4

√
p+

√
p)

= (−a1 + 2 p− a3 p− 2 p a4) + (−2 a1 − a2 − a4 p) 4
√
p

+(1 + p− a1 − 2 a2 − a3)
√
p+ (−a2 − 2 a3 − a4)

4

√

p3.

Dadas las condiciones de la proposición,

−a1 + 2 p− a3 p− 2 p a4 ≡ −2 a1 − a2 − a4 p ≡ 0 (mód 4)

1 + p− a1 − 2 a2 − a3 ≡ −a2 − 2 a3 − a4 ≡ 0 (mód 4),

lo que implicaNL/K (β) ∈ OK. ClaramentetL/K(β) ∈ OK, por lo queβ ∈ OL. Los otros
dos casos se demuestran de la misma forma.

Las pruebas de 2, 3 y 4 son idénticas a las que usamos paraβ1 en las Proposiciones 3.33,
3.34 y 3.35, tomando en cuenta los valores deNL/K (β)−NL/K (1 + β) de la tabla. �

Proposición 3.37. SeanK = Q( 4
√
p) con p ≡ 7 (mód 16) un primo racional positivo,

α = a1 + a2 4
√
p+ a3

√
p+ a4

4

√

p3 ∈ OK libre de cuadrados en todas sus factorizaciones,
a1, a3 impares,a2 ≡ 0 (mód 4), a4 ≡ 2 (mód 4) y L = K(

√
α). Consideremos los

siguientes datos:

a1 a3 β NL/K (β)−NL/K (1 + β)

a1 ≡ a3 (mód 4)
1 +

√
p+

√
α(1 + 4

√
p)

2
−2 −√

p

≡ 1 (mód 4) ≡ 3 (mód 4)
1 + 4

√
p+

√
α( 4

√
p)

2
−2− 4

√
p

≡ 3 (mód 4) ≡ 1 (mód 4)
1 + 4

√
p+

√
α( 4

√

p3)

2
−2− 4

√
p

donde adeḿas, sia1 ≡ a3 (mód 4) agregamos la condicióna1 + a3 ≡ 4 (mód 8). En los
tres casos:

1. β ∈ OL.
2. Las paridades deNL/Q (β) yNL/Q (1 + β) son distintas.
3. NL/Q (β) ≡ 2 (mód 4) óNL/Q (1 + β) ≡ 2 (mód 4).
4. 2 se ramifica totalmente enL. �

Proposición 3.38. SeanK = Q( 4
√
p) con p ≡ 7 (mód 16) un primo racional positivo,

α = a1 + a2 4
√
p+ a3

√
p+ a4

4

√

p3 ∈ OK libre de cuadrados en todas sus factorizaciones,
a1 ≡ a3 (mód 8) impares,a2 ≡ 2 (mód 4), a4 ≡ 0 (mód 4), L = K(

√
α) y pK el único

ideal deOK conNK/Q (pK) = 2. Entonces,pK no se ramifica enL/K.
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DEMOSTRACIÓN. La idea de la demostración consiste en encontrar una base deL como
Q-espacio vectorial que confirme queδL/K es un ideal con norma impar.

En la Proposición 3.36 vimos que sia1 ≡ 1 (mód 4), γ1 =
1 + 4

√
p+

√
α

2
∈ OL y si

a1 ≡ 3 (mód 4), entoncesγ2 =
1 + 4

√
p +

√
p α

2
∈ OL.

Comoa1 ≡ a3 (mód 4), entoncesa1+a3 ≡ 2 (mód 4), ası́ quea1+a2+a3+a4 ≡ 0
(mód 4).

Supongamosa1 ≡ a3 ≡ 1 (mód 4) y a1 + a2 + a3 + a4 ≡ 0 (mód 8). Mostraremos

queγ3 =
2 +

√
α(1 + 4

√
p+

√
p+ 4

√

p3)

4
∈ OL. Es claro quetL/K(γ3) = 1 ∈ OK y

NL/K (γ3) =
4− α(1 + 4

√
p+

√
p+ 4

√

p3)2

16
=

b1 + b2 4
√
p+ b3

√
p+ b4

4

√

p3

16
,

donde
b1 = 4− a1 − 3 p a1 − 4 p a2 − 3 p a3 − p2 a3 − 2 p a4 − 2 p2 a4
b2 = −2 a1 − 2 p a1 − a2 − 3 p a2 − 4 p a3 − 3 p a4 − p2 a4
b3 = −3 a1 − p a1 − 2 a2 − 2 p a2 − a3 − 3 p a3 − 4 p a4
b4 = −4 a1 − 3 a2 − p a2 − 2 a3 − 2 p a3 − a4 − 3 p a4

b1 ≡ 4 + 10 a1 + 4 a2 + 10 a3 ≡ 4 + 10(a1 + a3) + 4 a2 (mód 16)
b2 ≡ 10 a2 + 4 a3 + 10 a4 ≡ 10(a2 + a4) + 4 a3 (mód 16)
b3 ≡ 6 a1 + 10 a3 + 4 a4 (mód 16)
b4 ≡ 12 a1 + 6 a2 + 10 a4 ≡ 12 a1 + 10(a2 + a4)− 4 a2 (mód 16)

El único valor posible dea1 + a3 módulo8 es2, ası́ que10(a1 + a3) ≡ 4 (mód 16),
y comoa2 ≡ 2 (mód 4), entoncesb1 ≡ 0 (mód 16). Comoa1 ≡ a3 ≡ 1, 5 (mód 8),
entoncesa1+a3 ≡ 2 (mód 8) y a2+a4 ≡ 6 (mód 8), esto implica que10(a2+a4) ≡ 12
(mód 16). Además,4 a3 ≡ 4 (mód 16) para cualquiera3 ≡ 1 (mód 4). Por lo tanto,b2 ≡
0 (mód 16). Comoa1 y a3 son congruentes módulo8, entonces3 a1+5 a3 ≡ 3 a1+5 a1 ≡
0 (mód 8) y dado que4 | a4, entonces4 a4 ≡ 0 (mód 16). Por esto,b3 ≡ 0 (mód 16).
Para cualquiera1 ≡ 1 (mód 4) se tiene12 a1 ≡ 12 (mód 16), 4 a2 ≡ 8 (mód 16) y
comoa2 + a4 ≡ 6 (mód 8), entonces10(a2 + a4) ≡ 12 (mód 16), por lo anteriorb4 ≡ 0
(mód 16). Esto implica queNL/K (γ3) ∈ OK.

Ahora consideremos los siguientes casos: sia1 ≡ a3 ≡ 1 (mód 4) y a1+a2+a3+a4 ≡
4 (mód 8), entonces

γ4 =
2( 4
√
p+

√
p+ 4

√

p3) +
√
α(1 + 4

√
p+

√
p+ 4

√

p3)

4
∈ OK;

si a1 ≡ a3 ≡ 3 (mód 4) y a1 + a2 + a3 + a4 ≡ 0 (mód 8), entonces

γ5 =
2 +

√
p α(1 + 4

√
p+

√
p+ 4

√

p3)

4
∈ OK;

finalmente, sia1 ≡ a3 ≡ 3 (mód 4) y a1 + a2 + a3 + a4 ≡ 4 (mód 8), entonces

γ6 =
2( 4
√
p+

√
p+ 4

√

p3) +
√
p α(1 + 4

√
p+

√
p+ 4

√

p3)

4
∈ OK.

La demostración de queγ4, γ5, γ6 ∈ OK es idéntica a la que usamos paraγ3.
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Como ya vimos en (21), el discriminante de la base (20) es∆(B) = −224p6NK/Q (α)
y sabemos queδK = 28 p3. ComoNK/Q (α) ≡ 4 (mód 8), entonces226 || ∆(B).

Si a1 ≡ a3 ≡ 1 (mód 4) y a1 + a2 + a3 + a4 ≡ 0 (mód 8), entonces

B1 = {1, 4
√
p,
√
p, 4

√

p3, γ1, γ1 4
√
p, γ1

√
p, γ3}

es una base deL comoQ-espacio vectorial con|∆(B1)| = 216p6NK/Q (α), ya que el
denominador deγ1 es2 y el deγ3 es4. Usando la Proposición 1.26,pK no se ramifica en
L. La demostración para los demás casos es análoga usando las siguientes bases:

B2 = {1, 4
√
p,
√
p, 4

√

p3, γ1, γ1 4
√
p, γ1

√
p, γ4}

cuandoa1 ≡ a3 ≡ 1 (mód 4) y a1 + a2 + a3 + a4 ≡ 4 (mód 8);

B3 = {1, 4
√
p,
√
p, 4

√

p3, γ2, γ2 4
√
p, γ2

√
p, γ5}

si a1 ≡ a3 ≡ 3 (mód 4) y a1 + a2 + a3 + a4 ≡ 0 (mód 8) y

B4 = {1, 4
√
p,
√
p, 4

√

p3, γ2, γ2 4
√
p, γ2

√
p, γ6}

si a1 ≡ a3 ≡ 3 (mód 4) y a1 + a2 + a3 + a4 ≡ 4 (mód 8). �

Proposición 3.39. SeanK = Q( 4
√
p) con p ≡ 7 (mód 16) un primo racional positivo,

α = a1 + a2 4
√
p+ a3

√
p+ a4

4

√

p3 ∈ OK libre de cuadrados en todas sus factorizaciones,
a1+a3 ≡ 0 (mód 8) impares (lo que implicaa1 6≡ a3 (mód 4)), a2 ≡ 0 (mód 4), a4 ≡ 2
(mód 4), L = K(

√
α) y pK el único ideal deOK conNK/Q (pK) = 2. Entonces,pK no se

ramifica enL/K.

DEMOSTRACIÓN. Sean

γ1 =
1 + 4

√
p+ 4

√
p
√
α

2
,

γ2 =
1 + 4

√
p+ 4

√

p3
√
α

2
,

γ3 =
2 4
√
p+

√
α(7 + 7 4

√
p+

√
p+ 4

√

p3)

4
,

γ4 =
2(1 +

√
p+ 4

√

p3) +
√
α(7 + 7 4

√
p+

√
p+ 4

√

p3)

4
,

γ5 =
2 4
√
p+

√
α(1 + 4

√
p+

√
p + 4

√

p3)

4
,

γ6 =
2(1 +

√
p+ 4

√

p3) +
√
α(1 + 4

√
p+

√
p+ 4

√

p3)

4
,

y B1, B2, B3 y B4 como en la Proposición 3.38, pero con las nuevas definiciones de
γ1, . . . , γ6. La demostración de queδL/K es impar es análoga a la que hicimos en la Propo-
sición 3.38 usandoB1 si a1 ≡ 1 (mód 4), a3 ≡ 3 (mód 4) y a2 + a4 ≡ 2 (mód 4); B2

cuandoa1 ≡ 1 (mód 4), a3 ≡ 3 (mód 4) y a2 + a4 ≡ 6 (mód 4); B3 si a1 ≡ 3 (mód 4),
a3 ≡ 1 (mód 4) y a2+a4 ≡ 6 (mód 4) y usaremos la baseB4 si a1 ≡ 3 (mód 4), a3 ≡ 1
(mód 4) y a2 + a4 ≡ 2 (mód 4). �
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El siguiente teorema agrupa las últimas proposiciones.

Teorema 3.40.SeanK = Q( 4
√
p) conp ≡ 7 (mód 16) un primo racional positivo,α =

a1 + a2 4
√
p+ a3

√
p+ a4

4

√

p3 ∈ OK libre de cuadrados en todas sus factorizaciones, con
NK/Q (α) ≡ 4 (mód 8) y L = K(

√
α). Entonces,2 se ramifica totalmente enL si y śolo

si se cumple alguna de las siguientes condiciones:

1. a1, a3 son pares ya2, a4 son impares.
2. a1, a3 son impares ya2 ≡ a4 (mód 4) son pares.
3. a1 6≡ a3 (mód 4) impares,a2 ≡ 2 (mód 4) y a4 ≡ 0 (mód 4).
4. a1 ≡ a3 + 4 (mód 8) impares,a2 ≡ 2 (mód 4) y a4 ≡ 0 (mód 4).
5. a1 ≡ a3 (mód 4) impares,a2 ≡ 0 (mód 4) y a4 ≡ 2 (mód 4).
6. a1 + a3 ≡ 4 (mód 8) impares,a2 ≡ 0 (mód 4) y a4 ≡ 2 (mód 4).

Equivalentemente,2 no se ramifica totalmente enL si y śolo si se cumple alguna de las
siguientes condiciones:

1. a1 ≡ a3 (mód 8) impares,a2 ≡ 2 (mód 4) y a4 ≡ 0 (mód 4).
2. a1 6≡ a3 (mód 4), a1 + a3 ≡ 0 (mód 8), a2 ≡ 0 (mód 4) y a4 ≡ 2 (mód 4). �

3.4.3. NK/Q (α) impar
Vamos a estudiar la ramificación de2 enL = K(

√
α) cuandoNK/Q (α) es impar yα

libre de cuadrados en todas sus factorizaciones. Seaα = a1 + a2 4
√
p + a3

√
p + a4

4

√

p3.
Para queNL/Q (α) sea impar, es necesario que haya un número impar deai’s pares y, como
consecuencia, una cantidad impar de coeficientes impares. Cuando esto sucede, existen tres
coeficientes con la misma paridad y uno con paridad distinta ala de los demás. Primero
estudiaremos el caso en quea1 es el coeficiente con paridad distinta a los demás y después
el caso en quea2 es el que tiene paridad distinta. Los otros dos casos se reducen a alguno
de estos dos multiplicandoα por

√
p, ya que

K(
√
α) = K(

√
α 4
√
p) = K

(

√

α
√
p

)

.

Proposición 3.41. SeaK = Q( 4
√
p) con p ≡ 7 (mód 16) un primo racional positivo,

α = a1 + a2 4
√
p+ a3

√
p+ a4

4

√

p3 ∈ OK libre de cuadrados en todas sus factorizaciones
cona1 par ya2, a3, a4 impares yL = K(

√
α). Entonces,2 se ramifica totalmente enL.

DEMOSTRACIÓN. Sea

β =
(1 + 4

√
p)(1 +

√
p)(1 +

√
α)

2
.

Es fácil ver que22 || NL/Q

(

1 + 4
√
p
)

y 24 || NL/Q

(

1 +
√
p
)

. Además,NL/K (1 +
√
α) =

1− α y por (13),NK/Q (1− α) ≡ 8 (mód 16). Por lo tanto,

NL/Q

(

(1 + 4
√
p)(1 +

√
p)(1 +

√
α)

2

)

≡ 2 (mód 4).

El idealIL = 〈2, β〉L cumpleNL/Q (IL) = 2, y comoNK/Q

(

(1 + 4
√
p)(1 +

√
p)
)

es par,
entonces(1 + 4

√
p)(1 +

√
p) ∈ pK, dondepK es el único ideal deOK con norma2. Como
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IL ∩ K = pK, entonces(1 + 4
√
p)(1 +

√
p) ∈ IL, por lo que el conjugadoβ ′ ∈ IL. Por el

Lema 3.25,2 se ramifica totalmente enL. �

Proposición 3.42. SeaK = Q( 4
√
p) con p ≡ 7 (mód 16) un primo racional positivo,

α = a1 + a2 4
√
p+ a3

√
p+ a4

4

√

p3 ∈ OK libre de cuadrados en todas sus factorizaciones
cona1 impar,a2, a3, a4 pares yL = K(

√
α). Entonces,2 se ramifica totalmente enL si y

sólo si se cumple una de las siguientes condiciones:

1. a2 6≡ a4 (mód 4).
2. a3 ≡ 2 (mód 4) y a2 ≡ a4 (mód 4).

Equivalentemente,2 no se ramifica totalmente enL si y śolo sia3 ≡ 0 (mód 4) y a2 ≡ a4
(mód 4).

DEMOSTRACIÓN. La demostración de que bajo las primeras condiciones2 se ramifica
totalmente es similar a la que hemos usado a lo largo del capı́tulo considerando los valores
deβ siguientes:

Condiciones β

a2 6≡ a4 (mód 4)
(1 +

√
p)(1 +

√
α)

2

a1 ≡ 3 (mód 4) y a2 ≡ a3 ≡ a4 ≡ 2 (mód 4)
(1 + 4

√
p)(1 +

√
α)

2

a1 ≡ 1 (mód 4) y a2 ≡ a3 ≡ a4 ≡ 2 (mód 4)
(1 + 4

√
p)(1 +

√
p α)

2

a3 ≡ 2 (mód 4) y a2 ≡ a4 ≡ 0 (mód 4)
(1 +

√
p)(1 +

√
α)

2

Para comprobar los casos en los que no hay ramificación debemos utilizar los siguientes
elementos con las bases que se describirán posteriormente:

γ1 =
1 +

√
α

2
, γ2 =

1 +
√
p α

2
,

γ3 =
1 +

√
α(1 + 4

√
p+ 4

√

p3)

2
, γ4 =

1 +
√
p α(1 + 4

√
p+ 4

√

p3)

2
.

Las bases que usaremos son las siguientes: sia1 ≡ 1 (mód 4), a2 ≡ a3 ≡ a4 ≡ 0
(mód 4),

B1 =
{

1, 4
√
p,
√
p, 4

√

p3, γ1, γ1 4
√
p, γ1

√
p, γ1

4

√

p3
}

;

si a1 ≡ 3 (mód 4), a2 ≡ a3 ≡ a4 ≡ 0 (mód 4),

B2 =
{

1, 4
√
p,
√
p, 4

√

p3, γ2, γ2 4
√
p, γ2

√
p, γ2

4

√

p3
}

;

si a1 ≡ 3 (mód 4), a3 ≡ 0 (mód 4) y a2 ≡ a4 ≡ 2 (mód 4),

B3 =
{

1, 4
√
p,
√
p, 4

√

p3, γ3, γ3 4
√
p, γ3

√
p, γ3

4

√

p3
}

;
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si a1 ≡ 1 (mód 4), a3 ≡ 0 (mód 4) y a2 ≡ a4 ≡ 2 (mód 4),

B4 =
{

1, 4
√
p,
√
p, 4

√

p3, γ4, γ4 4
√
p, γ4

√
p, γ4

4

√

p3
}

.

�

Ahora estudiaremos el caso en quea2 es el coeficiente que tiene paridad distinta a la
de los demás:

Proposición 3.43. SeaK = Q( 4
√
p) con p ≡ 7 (mód 16) un primo racional positivo,

α = a1 + a2 4
√
p+ a3

√
p+ a4

4

√

p3 ∈ OK libre de cuadrados en todas sus factorizaciones
con a1 ≡ a3 ≡ a4 (mód 2), a1 6≡ a2 (mód 2) y L = K(

√
α). Entonces,2 se ramifica

totalmente.

DEMOSTRACIÓN. SeaB como en (20). De acuerdo a (22) tenemos la contención

〈28NK/Q (α)〉 ⊆ 〈NK/Q

(

δL/K
)

〉.
Aplicando la Proposición 3.18, podemos inferir de la contención anterior que es posible
dividir entre2 a lo más a cuatro elementos deB. Vamos a probar que ninguno es divisible
entre2.

En la Proposición 3.19, vimos que cuandoα ∈ UK y B no es una base entera, entonces

γ =
1 + 4

√
p +

√
p+ 4

√

p3

2
(1 +

√
α) ∈ OL.

En el casoNK/Q (α) impar, lo que podemos garantizar, siguiendo la misma demostración,
es que si se divide entre2 algún elemento deB, entoncesγ ∈ OL. Nuevamente tenemos

ord2

(

NL/Q

(

1 + 4
√
p+

√
p+ 4

√

p3
))

= 6, ord2
(

NL/Q (2)
)

= 8.

Además,NL/K (1 +
√
α) = 1 − α = 1 − a1 − a2 4

√
p − a3

√
p − a4

4

√

p3, donde1 −
a1 ≡ −a2 (mód 2) tienen distinta paridad que−a3 ≡ −a4 (mód 2). Por esto y (12),
NL/Q (1 +

√
α) ≡ 2 (mód 4). Ası́, NL/Q (γ) 6∈ Z y esto implica queγ 6∈ OL. Por lo

tanto, no podemos dividir entre2 a ninguno de los elementos deB, lo que significa que
〈28〉 |

〈

NK/Q

(

δL/K
)〉

y 2 se ramifica totalmente enL. �

3.5. El 2-grupo de clases deK
SeaK un campo de números yHK su campo de clases de Hilbert. La ramificación

en extensiones cuadráticas está estrechamente relacionada con el2-rango deClK. Como
ClK ∼= Cn1

×· · ·×Cnk
dondeni = peii para algúnpi primo racional positivo, entonces existe

Cr
2
∼= H ⊆ ClK, donder ∈ N es el2-rango deClK. Además,r es el máximo entero que

cumple esta condición. El grupo de Galois del campo de clases de Hilbert sobre el campo
base es isomorfo aClK, ası́ que existeH1 ⊆ Gal(HK/K) tal queH1

∼= ClK/H. El grupo
de Galois del campo fijoHH1

K sobreK es isomorfo aCr
2 . De esta forma, si encontramos

la máxima extensión no ramificada sobreK con grupo de GaloisCr
2 , entonces el2-rango

deClK esr. En esta sección usaremos esta idea para demostrar que sip ≡ 7 (mód 16) es
un primo racional,K = Q( 4

√
p) y F = Q(

√
p), entoncesCl2, el 2-grupo de clases deK,

cumpleCl2 ∼= Z/2Z. Para esto, necesitamos probar que cualquier extensión dela forma
L = K(

√
α) es ramificada para cualquierα tal queL 6= K(UF).
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Con lo realizado anteriormente, observamos que2 se ramifica totalmente enL =
K(

√
α) para cualquierα salvo en los siguientes tres casos descritos en el Teorema 3.40

y la Proposición 3.42:

1. a1 ≡ a3 (mód 8) impares,a2 ≡ 2 (mód 4) y a4 ≡ 0 (mód 4) conNK/Q (α) ≡ 4
(mód 8).

2. a1 6≡ a3 (mód 4), a1 + a3 ≡ 0 (mód 8), a2 ≡ 0 (mód 4) y a4 ≡ 2 (mód 4) con
NK/Q (α) ≡ 4 (mód 8).

3. a1 impar,a2 ≡ a4 (mód 4) pares ya3 ≡ 0 (mód 4). conNK/Q (α) impar.

Primero vamos a estudiar lo que sucede cuando no existe ning´un idealIK ⊆ OK tal que
IK

2 = 〈α〉K.

Proposición 3.44. SeaK = Q( 4
√
p) conp un primo racional positivo yα ∈ OK libre de

cuadrados en todas sus factorizaciones. Supongamos que existe un idealp ⊆ OK tal que
ordp (〈α〉K) es impar. Entoncesp se ramifica totalmente enL/K.

DEMOSTRACIÓN. Sea〈p,√α〉L. Comoordp (〈α〉K), es impar, entonces existet ∈ N

impar tal que〈p〉tK || 〈α〉K. El ideal〈α〉L es un cuadrado porque
√
α ∈ L, lo que implica

que cada ideal primo que divide a〈α〉L debe estar elevada a una potencia par. Comot es
impar, para queq2tL || 〈α〉L, necesariamente〈p〉L = q2L. Entoncesp se ramifica totalmente
enL/K. �

La proposición anterior nos muestra que si〈α〉K no es un cuadrado, entonces la exten-
siónL/K es ramificada. De esta forma nos falta considerar los casos enque〈α〉K = IK

2 pa-
ra algún idealIK ⊆ OK. Notemos que, por el Teorema del 2-rango de Gauss, siF = Q(

√
p)

conp un primo racional, entonceshF es impar.

Lema 3.45. SeanK = Q( 4
√
p) y F = Q(

√
p) con p ≡ 7 (mód 16) un primo racional

positivo. Siα ∈ K es tal que〈α〉K = IK
2 para alǵun idealIK ⊆ OK, entonces existe

β ∈ OK tal que〈β〉K = 〈α〉K yNK/F (β) = B2 para alǵunB ∈ OF.

DEMOSTRACIÓN. Como la norma de ideales es multiplicativa y〈α〉K = IK
2, entonces

NK/F (〈α〉K) = IF
2, para algúnIF ⊆ OF. Además, para ciertoB ∈ OF, IF = 〈B〉F

ya quehF es impar. Ası́NK/F (〈α〉K) =
〈

NK/F (α)
〉

F
= 〈B2〉F. De la igualdad anterior,

NK/F (α) = B2 U conU ∈ UF. Podemos suponerU = ±1 ó U = ±UF. Si U = ±UF,
entoncesNK/F (α/µ2) = ±B2, dondeµ2 es el generador deUK conNK/F (µ2) = UF. Sea
β = α ó β = α/µ2 tal queNK/F (β) = ±B2.

EnOF, (a1 + a2
√
p)2 = a21 + p a22 + 2 a1 a2

√
p, ası́, los cuadrados módulo

〈√
p
〉

F
son

los mismos cuadrados deZmódulop. Sia ∈ Z, entonces

(

a

p

)

= 1 implica

(−a

p

)

= −1,

ası́ que, siA ∈ OF es un cuadrado módulo
〈√

p
〉

F
entonces−A no es un cuadrado módulo

〈√
p
〉

F
. Por otra parte, siβ = b1 + b2 4

√
p+ b3

√
p+ b4

4

√

p3, tenemos:

NK/F (β) = (b1 + b3
√
p)2 −√

p(b2 + b4
√
p)2

= (b21 + b23 p− 2 p b2 a4) +
√
p(2 b1 b3 − b22 − p b24).

Lo anterior nos muestra queNK/F (β) ≡ b21 (mód
〈√

p
〉

F
) es un cuadrado módulo

〈√
p
〉

F
,

por lo queNK/F (β) = B2. �
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La parte importante de la siguiente proposición es la afirmación 7, los primeros seis
incisos sirven como guı́a para justificar queIK es un ideal principal.

Proposición 3.46.SeanK = Q( 4
√
p), F = Q(

√
p) conp ≡ 7 (mód 16) un primo racional

positivoA1 = a1 + a3
√
p, A2 = a2 + a4

√
p y α = A1 + A2

4
√
p ∈ OK − OF tal que

〈α〉K = IK
2, NK/F (α) = B2 y α cumple las condiciones de los casos1, 2 ó 3 descritos al

principio de esta sección. Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

1. Si B = b1 + b2
√
p, entoncesb1, b2 tienen la misma paridad en los casos1 y 2,

mientras que en el caso3, b1 es impar yb2 ≡ 0 (mód 4).
2. 〈L2〉2F || 〈A1 +B〉F + 〈A1 − B〉F.
3. En los casos1 y 2, 〈A1 +B〉F + 〈A1 − B〉F = 〈L2〉F (〈A1〉F + 〈B〉F). En el caso

3, 〈A1 +B〉F + 〈A1 − B〉F = 〈2〉F (〈A1〉F + 〈B〉F).
4. SeapF un ideal deOF tal quepF | 〈A1〉F y pF | 〈B〉F. Si pF es inerte enK/F y

pkF || 〈A1〉F + 〈B〉F, entoncesk es par.
5. SeapF un ideal deOF tal quepF | 〈A1〉F y pF | 〈B〉F. SipF se descompone enK/F

y pkF || 〈A1〉F + 〈B〉F, entoncesk es par.
6. 〈A1 +B〉F + 〈A1 − B〉F =

〈

2
√
p t
〉

F
JF

2 para alǵun t ∈ N0 y JF un ideal deOF

tal queJF +
〈

2
√
p
〉

F
= OF.

7. IK es principal.

DEMOSTRACIÓN. Primero observemos que

B2 = (a1 + a3
√
p)2 −√

p(a2 + a4
√
p)2 y B2 = b21 + p b22 + 2 b1 b2

√
p,

ası́:

(a21 + a23 p− 2 p a2 a4) +
√
p(2 a1 a3 − a22 − p a24) = b21 + p b22 + 2 b1 b2

√
p. (29)

En los primeros dos casos, comoa1, a3 son impares ya2, a4 son pares, tenemos

(a21 + a23 p− 2 p a2 a4) = b21 + p b22 ≡ 0 (mód 4),

ası́,b1, b2 deben tener la misma paridad. Con esto demostramos la afirmación 1 en los
primeros dos casos, pero podemos decir más acerca deb1 y b2. Primero notemos que
NK/Q (α) = NF/Q (B

2) ≡ 4 (mód 8), entoncesNF/Q (B) ≡ 2 (mód 4), de dondeb1, b2
son impares. En el caso 1,a1 a3 ≡ 1 (mód 4), ası́:

2 a1 a3 − a22 − p a24 ≡ 2− 4− 0 ≡ 6 (mód 8),

lo que implicab1 6≡ b2 (mód 4). En el caso 2,a1 a3 ≡ 3 (mód 4) y

2 a1 a3 − a22 − p a24 ≡ 6− 0− 4 ≡ 2 (mód 8),

por tanto,b1 ≡ b2 (mód 4).
Ahora estudiemos el tercer caso. Aquı́ tenemosa1 impar ya3 ≡ 0 (mód 4). Por otra

parte,
b21 + p b22 = (a21 + a23 p− 2 p a2 a4) ≡ 1 + 0− 0 (mód 8),

y debido a quep ≡ 7 (mód 8), entoncesb1 es impar yb2 es par, más aún,b2 ≡ 0 (mód 4).
Seaf(x) = x2 − 2(a1 + a3

√
p)x + B2 ∈ OF[x]. Observemos quef(α) = 0 y como

α ∈ OK −OF, por la Proposición 3.10 existeC ∈ OF tal que

4A2
1 − 4B2 = 4 (A1 +B) (A1 − B) = C2√p, (30)

dondeA1 = a1 + a3
√
p y B = b1 + b2

√
p.
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En el caso 1,a1 ≡ a3 (mód 4) y b1 6≡ b2 (mód 4), ası́ quea1 + b1 6≡ a3 + b2 (mód 4)
y a1−b1 6≡ a3−b2 (mód 4). Consecuentemente, siA1+B = c1+c2

√
p, entoncesc1 6≡ c2

(mód 4) y ambos son pares. Es claro que2 | A1 + B. Por otra parte
c1 + c2

√
p

2
tiene un

coeficiente par y uno impar, entoncesNF/Q

(

c1 + c2
√
p

2

)

es impar y2L2 ∤ A1 +B. De la

misma forma2 | A1 − B pero2L2 ∤ A1 − B. En el caso 2,a1 6≡ a3 (mód 4) y b1 ≡ b2
(mód 4), por lo que, de nuevoa1+ b1 6≡ a3+ b2 (mód 4). También en este caso se cumple
la afirmación 2. Para el caso 3, tenemos dos posibilidades, si a1 ≡ b1 (mód 4), entonces
A1 + B ≡ 2 + 0

√
p (mód 4) y A1 − B ≡ 0 + 0

√
p (mód 4). Por otra parte, sia1 6≡ b1

(mód 4), entoncesA1 +B ≡ 0 + 0
√
p (mód 4) y A1 − B ≡ 2 + 0

√
p (mód 4). Ası́ que

L2
2 || A1±B y L4

2 | A1∓B donde los signos son elegidos dependiendo de quea1 y b1 sean
iguales o distintos módulo4. Por lo tanto〈L2〉2F || 〈A1 +B〉F + 〈A1 −B〉F, concluyendo
la demostración de la afirmación 2.

Para la afirmación 3, observemos primero que2A1, 2B ∈ 〈A1 +B〉F + 〈A1 − B〉F y
A1 +B,A1 −B ∈ 〈A1〉F + 〈B〉F, ası́

2(〈A1〉F + 〈B〉) ⊆ 〈A1 +B〉F + 〈A1 − B〉F ⊆ 〈A1〉F + 〈B〉 .
Esto nos muestra que〈A1 +B〉F + 〈A1 − B〉F = Lr

2(〈A1〉F + 〈B〉) con0 ≤ r ≤ 2. En
los casos 1 y 2, comoNF/Q (B) ≡ 2 (mód 4), entoncesr > 0. Además,a1 y a3 tienen la
misma paridad, por lo queNF/Q (A1) es par, ası́〈L2〉F || 〈A1〉F + 〈B〉F y r = 1. En el caso
3,NK/Q (α) = NF/Q (B

2) es impar y por tantor = 2.
Ahora vamos a demostrar la afirmación 4. ComopF es inerte, entoncespK = 〈pF〉K es

un ideal primo enOK. Supongamos quepkF || 〈A1〉F + 〈B〉F y ptK || 〈α〉K. ComoB2 =
A2

1−
√
pA2

2, p
2k
F | B2 y p2kF | A2

1, entoncespkF | A2. Por lo anterior,pkK |
〈

A1 + 4
√
pA2

〉

K
=

〈α〉K y k ≤ t. Por otra parte,p2tK || NK/Q (α) = A2
1 − √

pA2
2 = B2 y ptK || 〈B〉K.

Como el polinomio irreducible deα enF[x] esf(x) = x2 − 2A1 x + B2, entoncesp2tK |
α2 − 2A1 α + B2 = 0. Lo anterior,p2tK | B2 y p2tK | α2, implicanp2tK | 2A1 α. Puesto que
ptK || α y 〈2〉K + pK = OK, entoncesptK | 〈A1〉K. ComopK = 〈pF〉K, entoncest ≤ k y
ası́t = k. De la igualdad〈α〉K = IK

2, tenemos quet debe ser par y por lo tantok es par.
Para demostrar la afirmación 5, sipF se descompone, entonces〈pF〉K = q1q2, con

q1, q2 ideales primos deOK. Supongamos queq2t1 || 〈α〉K y q2r2 || 〈α〉K. Entonces〈α〉K =
q2t1 q

2r
2 JK para algúnJK tal que〈pF〉K + JK = OK. ComoNK/F (q1) = NK/F (q2) = pF,

entonces
NK/F (〈α〉K) = p

2(t+r)
F NK/F (JK) =

〈

B2
〉

F
,

por lo quep2(t+r)
F || B2. Sin pérdida de generalidad, supongamosr > t. Entoncesr = t+s

para algúns ∈ N y

q4t1 ||
〈

α2
〉

K
, q4t+2s

1 || B2, q4t+4s
2 || α2, q4t+2s

2 || B2.

Usando esto en la igualdadα2−2A1 α+B2 = 0, tenemos queq4t1 | 2A1 α y q4t+2s
2 | 2A1 α.

Comoq2t1 || 〈α〉K y q2t+2s
2 || 〈α〉K, entonces(q1q2)2t = 〈pF〉2tK | 〈A1〉K. Mostraremos

que〈pF〉2tK || 〈A1〉K. Supongamos queq2t+1
1 | 〈A1〉K. Comoq2t+1

1 | B, entoncesq4t+2
1 |

B2 = A2
1 − √

pA2
2, lo que implicaq2t+1

1 | A2. De esto se sigue queq2t+1
1 | 〈α〉K, lo

cual no es posible. Por lo tantoq2t1 || 〈A1〉K. Por otra parte, comoA1 ∈ OF, entonces
por cadaq1 que divide aA1 debe existir unq2 que divide aA1, por lo queq2t2 || 〈A1〉K,



80 3. UNA FAMILIA DE CAMPOS CUAŔTICOS CON2-GRUPO DE CLASES DE ORDEN2

de esta formap2tF || 〈A1〉F. Por otro lado,p2t+s
F || 〈B〉F, ası́ quep2tF | 〈B〉F. Por lo tanto,

p2tF || 〈A1〉F + 〈B〉F, dondek = 2t como se querı́a para la afirmación 5.
De acuerdo a las afirmaciones 4 y 5, los únicos ideales primosque pueden aparecer un

número impar de veces en la factorización de〈A1〉F+ 〈B〉F son los ideales ramificados. En
este caso, estos ideales son

〈√
p
〉

F
y 〈L2〉F. Usando la igualdad de la afirmación 3, podemos

decir lo mismo sobre el ideal〈A1 +B〉F + 〈A1 − B〉F. Por la afirmación2, sabemos que
〈L2〉2F || 〈A1 +B〉F + 〈A1 − B〉F. Con esto queda demostrada la afirmación 6.

Finalmente, por 6,
〈

A1 +B

2
√
p k JF

2

〉

F

+

〈

A1 − B

2
√
p k JF

2

〉

F

= OF. (31)

Si escribimos la ecuación (30) como una igualdad de ideales, entonces

〈4 (A1 +B) (A1 − B)〉F =
〈

4
√
pkJF

2
〉2

F

〈

A1 +B

2
√
p k JF

2

〉

F

〈

A1 − B

2
√
p k JF

2

〉

F

= 〈C〉2F 〈
√
p〉F ,

que podemos reescribir como:
〈

A1 +B

2
√
p k JF

2

〉

F

〈

A1 −B

2
√
p k JF

2

〉

F

=

〈

C

4
√
p kJF

2

〉2

F

〈√p〉F ,

donde todos los ideales que aparecen en la igualdad anteriorson enteros. Por (31), los
ideales del lado izquierdo son primos relativos, ası́ que uno de ellos debe de ser un cuadrado
y el otro es un cuadrado por

〈√
p
〉

F
. Supongamos que:

〈

A1 ± B

2
√
p k JF

2

〉

F

= J2
1, 〈2A1 ± 2B〉F =

〈

22
√
p k
〉

F
JF

2J2
1.

De esta forma, sik es par, entonces〈2A1 ± 2B〉F = J2
2, dondeJ2

2 es el ideal del lado
derecho de la igualdad y sik es impar, entonces, existeJ2 ⊆ OF tal que〈2A1 ∓ 2B〉F =
J2
2. En ambos casos,J2

2 es un ideal principal y, como el número de clases deQ(
√
p) es

impar, entoncesJ2 debe de ser principal, digamosJ2 = 〈D〉F. Si A = 2A1, entonces
A± 2B = D2 U para algunaU ∈ UK, donde podemos suponer queU = ±1 ó U = ±UF.
Si U = 1, por la Proposición 3.11,

√
α ∈ OK. SiU = −1, tenemos queNK/F (−α) = B2

y tK/F(−α) = −2A1 = −A, con−A ∓ 2B = D2, por lo que
√−α ∈ OK. SiU = ±UF,

entoncesNK/F (αUF) = (B UF)
2 y tK/F(αUF) = 2A1UF y ası́A1 UF+BUF = ±(DUF)

2.
Ahora procedemos como en los casos anteriores. Por lo tanto,existeµ ∈ UK tal que

√
αµ ∈

OK y es un generador deIK. �

El resultado anterior nos pideα 6∈ OF. Si esta condición no se cumple, podemos mul-
tiplicar α por µ2

1 dondeNK/F (µ1) = 1, de esta forma la norma se mantiene,K(
√
α) =

K(
√

αµ2
1) y αµ2

1 6∈ OF. Observemos que la condiciónp ≡ 7 (mód 16) es indispensable
pues la descripción deUK depende de esta cualidad dep.

Corolario 3.47. SeanK = Q( 4
√
p), F = Q(

√
p) conp ≡ 7 (mód 16) un primo racional

positivo,α = a1 + a2 4
√
p + a3

√
p + a4

4

√

p3 ∈ OK − OF tal que〈α〉K = IK
2, α cumple

las condiciones de los casos1, 2 ó 3 descritos al principio de la sección yL = K(
√
α)
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con L 6= K. Entonces,L/K es una extensión ramificadaó L = K(
√
µ) para alguna

µ ∈ UK. �

Finalmente, usando todo lo que hemos hecho en este capı́tulotenemos:

Teorema 3.48.SeanK = Q( 4
√
p), F = Q(

√
p) conp ≡ 7 (mód 16) un primo racional

positivo yCl2 ⊆ ClK el 2-grupo de clases de ideales deK. EntoncesCl2 ∼= Z/2Z.

DEMOSTRACIÓN. SeaL = K(
√
α) paraα ∈ K libre de cuadrados en todas sus factoriza-

ciones. Siα no es una unidad, hemos demostrado que2 se ramifica totalmente enL para
cualquierα salvo en los casos 1, 2 y 3, en donde siempre se ramifica algún otro ideal. En
el casoα unidad, todas las extensionesL/K son ramificadas salvoK(

√
UF). Esta última es

la única extensión cuadrática deK no ramificada, por lo que el2-rango deClK es 1.
Ahora vamos a demostrar que el orden del grupo es2. Seap2 el único ideal deOK

conNK/Q (p2) = 2. Sabemos quep2 no es principal perop22 = 〈L2〉K, ası́ quep2 es la

única clase de orden2 deCl2. Supongamos que existeIK ⊆ OK tal queIK
2
= p2. Puesto

quep2 es su propio inverso, tenemosIK
2
p2 = OF, por lo queI2

K p2 es un ideal principal.
Podemos suponer queNK/Q (IK) es impar, pues, si fuera par,p2 | IK, es decir,IK = p2 JK.
Entonces,I2

K p2 = p22 J
2
K p2 = 〈L2〉K J2

K p2, por lo queJ2
Kp2 está relacionado conI2

Kp2 y

NK/Q (JK) =
NK/Q (IK)

2
. SiNK/Q (IK) es impar, entoncesNK/Q (IK)

2 ≡ 1, 9 (mód 16),

por lo queNK/Q

(

IK
2 p2
)

≡ 2 (mód 16). Por esto, debe existir un elemento enOK con
norma±2, lo que ya vimos que no es posible en la demostración de la Proposición 3.9.
Entonces no existeIK tal queIK

2
= p2 y por lo tantoCl2 ∼= Z/2Z. �

Ejemplo 3.49. SeaK = Q( 4
√
7) yF = Q(

√
7). Podemos aplicar el Teorema 3.48, que nos

afirma queCl2 ⊆ ClK tiene orden2. De hecho, en este casoClK ∼= Z/2Z.

En la siguiente tabla damos los primeros primos racionales positivosp ≡ 7 (mód 16)
y el valor correspondiente dehK.

p hK p hK p hK p hK
7 2 503 2 1063 2 1831 6
23 2 599 2 1223 42 1847 6
71 2 631 2 1303 6 1879 6
103 2 647 2 1319 2 2039 2
151 2 727 330 1367 6 2087 2
167 2 743 2 1399 2 2311 2
199 2 823 2 1447 2 2423 6
263 2 839 18 1511 2 2503 2
311 2 919 2 1543 154 2551 2
359 6 967 2 1559 2 2647 2
439 50 983 2 1607 6 2663 2
487 2 1031 2 1783 2 2711 6





Conclusiones y expectativas

A lo largo de este trabajo hemos presentado algunos resultados relacionados con el
2-grupo de clases de algunas extensiones de grado2 ó 4. En el segundo capı́tulo encon-
tramos un método para construir elCl2 para cualquier campo cuadrático ası́ como algunas
propiedades que se pueden utilizar suponiendo que conocemosCl2. Una pregunta natural
es si podemos realizar algo similar para algún primo distinto de2. Los ejemplos que hemos
realizado parecen indicar que un estudio similar para el resto de los primos no es posible, al
menos no lo es si usamos el sı́mbolo de Legendre. Sin embargo,resulta interesante buscar
alguna herramienta alternativa que pueda servir de alguna forma similar para estudiar el
resto de losp-grupos.

La intención que tenı́amos cuando comenzamos a estudiar los temas del tercer capı́tulo
era encontrar resultados similares a los que estudiamos en los campos cuadráticos pero en
otras extensiones. Un resultado que fue importante en el estudio de los campos cuadráticos
fue el Teorema de Gauss del2-rango del grupo de clases de ideales (Teorema 2.4). En [20],
los autores encuentran una fórmula para encontrar el2-rango del grupo de clases de ideales
de una extensión bicı́clica bicuadrática imaginaria, esdecir, una de la formaQ(

√
d1,

√
d2).

En [24], se afirma que existe una infinidad de campos purosQ( n
√
d) en los que el2-grupo

de clases tiene ciertas cualidades. Sin embargo, no conocemos en la literatura un resultado
que dé explı́citamente el2-rango del grupo de clases de ideales deQ( 4

√
d). En el tercer

capı́tulo estudiamos un resultado parcial de esto, por lo que uno de nuestros objetivos a
mediano plazo es terminar esta clasificación y utilizar este resultado para poder llevar, lo
más que sea posible, los resultados del segundo capı́tulo aextensiones de grado 4.

En el Capı́tulo 3 nos concentramos en el casop ≡ 7 (mód 16) debido a que nues-
tro principal objetivo era el Teorema 3.48. Sin embargo, resultará interesante resolver los
mismos problemas para el resto de los casos. Por ejemplo, un problema particularmente
importante es dar condiciones necesarias y suficientes paraque enOK exista una unidad
µ2 tal queNK/Q (µ2) = ±UF, dondeUF es la unidad fundamental deQ(

√
d). En algunas

ocasiones, para demostrar que2 no se ramifica, fue necesario encontrar una baseB tal que
∆(B) = 216p6. Lo que en realidad encontramos fue una2-base entera (ver [3]). Hallar las
2-bases enteras o, en general, las bases enteras del resto de las extensionesL = K(

√
α) es

otro de los problemas que queda por resolver y que, como vimosen el trabajo, está rela-
cionado con el estudio de la ramificación de los ideales primos deK.

La razón por la que decidimos continuar con los campos cuárticos fue por su similitud
con las extensiones cuadráticas. Una posible lı́nea de investigación es estudiar elp-grupo
de clases de ideales en extensiones de gradop. Hay trabajos realizados al respecto, por
ejemplo, en [11], [12], [13], [14], [15] y [16], F. Gerth estudia el3-grupo de clases de
ideales en extensiones cúbicas. Wittman estudia elp-grupo de algunas extensiones de grado

83
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p en [32]. Estudiar elp-grupo de clases de ideales en una extensión con grado primorelativo
ap es más complicado, pero también ha sido estudiado, por ejemplo en [23] y [33].
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totalmente ramificado, 13
ramificado, 13
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Irreducible, 19

Ley de la cancelación, 9
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completo, 8
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Norma de un elemento
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