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Introducci on

El concepto de ideal surgio de forma paralela en la te@lagsinUmeros y la geometria
algebraica. En el primer caso, el objetivo de usar ideabeseeuperar la factorizacion Gnica
cuando un anillo no la tiene. El concepto actual de ideal,fgealefinido por Dedekind,
esta basado en los nUumeros ideales de Kummer, los cuatgersn en el estudio de los
campos ciclotomicos. Consideremos el anille- v/10Z = {a; + a2\/10 : a;,ay € Z}.
Este anillo no es de factorizacion Unica, pues

10 = (2)(5) = V10 (1)

tiene dos factorizaciones que son esencialmente distegatecir2 y 5 no son asociados
de+/10. Si ahora consideramos el monoide+ /10 Z) U (v/2Z + /5 Z), tenemos que

2=(v2)? 5=(5? y V10=V2V5
Asi, las dos factorizaciones en (1) se convierten en:
10 = (V2)%(v5)? = (V2V5)2

Lo que hicimos fue agregar los elementos ideales o necesdramillo original para que,
en la nueva estructura haya factorizacion Gnica.

El objetivo de los ideales en la teoria de los niUmeros adgets es el mismo que
tenian en un principio los nUmeros ideales que se agragalma estructura algebraica
para procurar la factorizacion Gnica. Ahora ya no es ra@@buscar qué elementos nos
serviran como numeros ideales, pues en este caso, ldsgdem subconjuntos del mismo
anillo que estamos estudiando. Consideremos el mismo &epgro ahora tomando la
factorizacion de ideales:

(10) = (2) (3) = (VIO) .
EnZ + /10 Z tenemos
@)= (2.VI0) . (5)=(5.vI0) y (VI0)=(2vI0)(5VI0).
Asi que:
(10) = (2, mf (5, \/ﬁ>2 = ((2.v10) (5. \/ﬁ>>2

De nueva cuenta, volvemos a convertir dos factorizaciorstsths de ideales principales
en una misma factorizacion de ideales que no necesariarsentprincipales, de esta for-
ma podemos ver que los ideales no principales estan tonmeimdismo papel que tenian
originalmente los nimeros ideales. En lugar de agregaplabkinaciones de los elementos
v2'y v/5 agregamos los ideales no principales.

Muchos conceptos que nos proporcionan herramientas padiagsia factorizacion
de ideales han surgido desde entonces. Uno de los mas anfestes el grupo de clases
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6 INTRODUCCION

de ideales, que, entre otras cosas, facilita el trabajoeatgifetar cuando un producto de
ideales es principal y cuando no lo es. Una herramientzefmedtal para estudiar este gru-

po es el comportamiento de la ramificacion de los idealesqwi Un primer objetivo de
este trabajo es estudiar2bubgupo de Sylow del grupo de clases de ideales de un campo
cuadratico, concentrando nuestra atencion en el casaeplgxponente del grupo s
Como aplicacion de los resultados obtenidos encontramasiterio para distinguir idea-

les principales de los no principales, dando como conse@uénclasificacion de primos

e irreducibles en una familia de anillos de enteros cuedsagjue no es de factorizacion
Gnica. Para continuar con nuestra linea de investigae#®decir, el estudio detgrupo de
clases en extensiones de grado mayorZjuem elemento fundamental es la ramificacion
del primo2. Mostramos que en extensiones de la foifha Q(y/p) conp = 7 (mdd 16)

primo racional, el nUmero de clases es par. De esta forma tenemos una familia de anillos
de enteros que no son de factorizacion Unica en los cuaies $sentido nuestra investiga-
cion. La ramificacion d& en campos de nUmeros suele ser un problema complicado. Se
conoce la ramificacion d2 en algunas extensiones de gradgver [27]). Por tal motivo,
nosotros nos interesamos en extensiones cuadratiddsydegramos distinguir el com-
portamiento de la ramificacion @een esta clase de extensiones. Finalizamos demostrando
gue el2-grupo de clases de idealesdaiene order.

En el primer capitulo proporcionamos los fundamentoscbagara el desarrollo de
este trabajo. En el segundo capitulo estudiam®ssaebgrupo de Sylow del grupo de clases
de ideales de campos cuadraticos. Proporcionamos daslos&jue nos ayudan a decidir
si un ideal es o no principal. El primer método es una aplicade los resultados que
obtuvimos en el estudio désubgupo de Sylow del grupo de clases de ideales. En el
segundo método estudiamos ecuaciones diofantinas dera:fo

dy b — dy b2 = +Ng g (3)

dondeJ es un ideal no trivial del anillo de enteros de una extensitadraticaF de la
formaQ(v/d) y d = d, d,. Dependiendo de la solubilidad o no solubilidad de éstaisd@
decidir siJ es principal o no lo es. Finalizamos este capitulo propaamdo un criterio
para clasificar elementos primos, irreducibles o compsestain anillo de enteros de una
extension cuadratica d@ que no es de factorizacion Gnica. Comenzamos el tercéiueap
lo estudiando al grupo de unidades@g,/p) y los elementos de norma par cpn= 7
(méd 16). Aprovechamos lo anterior para describir ahora al gruponidauled /., donde

K = Q(y/p). Al estudiar los elementos de norma par en el anillo de esférobserva-
mos que la ecuacioiVg g (o) = £2 no es soluble, esto nos permite concluir Quse
ramifica totalmente eK, pero el Unico ideal con nornano es principal. En la parte final
de este capitulo, si € Ky L = K(y/«), donde« es libre de cuadrados en todas sus
factorizaciones, clasificamos las extensiohes las cualeg se ramifica totalmente o no.
Por supuesto que esto va a depender de la elecci@n Ba algunos casos sera funda-
mental encontrar una base enteraldpara justificar qu€ no se ramifica. Usaremos las
herramientas desarrolladas en el tercer capitulo parastesin que e2-grupo de clases de
ideales es isomorfo 4/27Z, para esto, demostramos que solamente existe una extensio
cuadratica no ramificada dey que el subgrupo ciclico délx generado por la Gnica clase
de order2 de Clx es maximal en el conjunto de los subgrupos ciclico§'tde



Capitulo 1
Antecedentes

En este capitulo expondremos sin demostracion la te@dasaria que soportara los
siguientes capitulos. Principalmente utilizaremosleblide RibenboimZ6] debido a que
ahi podemos encontrar la mayoria de los enunciados gsergeenos a continuacion. El
libro de Ireland y Rosenlfg] incluye una breve pero muy buena introduccion a la teoria
de los nUmeros algebraicos en el capitulo 12. Tambiénlagbena mencionar el texto de
Stewart y Tall B1].

A través de este trabajo usaremos las siguientes notaciine {1,2,3,...}, Ny =
{0,1,2,3,...}, Z denota al anillo de los enterog}, R, C a los campos de los nUmeros ra-

. . . a . .
cionales, reales y complejos respectlvameéte) es el simbolo de Legendre den6dulo
p

p, donde ) Sip | a. Escribiremog™ || b paraindicar que™ | by a™™! { b. También
p

ord, (a) = n indicara quer™ || b.

1.1. Campos de ameros

Un elementax € C es un numero algebraico sies raiz de algurf(z) € Zz] y
gr(f(z)) > 1, dondegr(f(z)) indica el grado def (). Si f(z) es monico, diremos que
« es un entero algebraico. Si un canipaC C es tal quelF : Q] = n < oo, entonces
diremos quéf es un campo de numeros. En particulary & [F, entoncesy es un numero
algebraico. Es facil probar que el conjuiito= {« € C : a es un entero algebrai¢@s un
anillo. Al anillo Or = F N € lo llamaremos el anillo de enteros He

Z

a

Si % € Qy f(zr) = br — a, entoncesf (b) = 0y asi todo racional es un Aumero

algebraico, pero no todo racional es un entero algebram® récionales que son raiz de
un polinomio monico con coeficientes Erson precisamente los elementosZdel anillo
de enteros d& esZ. En general, el anillo de enteros de un campo de numeroa jueg
papel parecido al que tierié en Q. Estudiaremos e problemas similares a los que

7



8 1. ANTECEDENTES

tenemos ei.: factorizacion, ideales principales y no principalesgades y en general, la
aritmética del anilladdy. Para distinguir a los enteros ordinarios de los enterabadicos,
usaremos la frase “entero racional” para referirnos a lemehtos deZ. De la misma
forma, un “primo racional” es un elemento primode

SearlF un campo de nimeros tal gli¢: Q] = ny O unZ-submoédulo d&y. Diremos
queO es un modulo completo si el rango @eesn. Un mddulo completd® C Op es un
orden deF siademad € O.

Si [F : Q] = 2 diremos quéF es un campo cuadratico. Todo campo cuadratico es de
la formaF = Q(+/d), donded es un entero racional libre de cuadradosi Si 0, diremos
gueF es un campo cuadratico real y&i< 0, diremos quéF es un campo cuadratico
imaginario.

Proposicibn 1.1. SeanF = Q(v/d) cond € Z libre de cuadrados YOr su anillo de
enteros. Entonces

Z+VdZ sid=2,3 (méd 4)

O:
F Z+1+\/E

Z sid=1 (méd 4).
DEMOSTRACION. Ver [26], pag. 97 V. O

La proposicion anterior nos indica quedsE 2,3 (mdéd 4), entonces los elementos de
Or son de la forma, + a»v/d conay, as € Z. Por ejemplo, sil = 3, entonced — 5v/3 €

3 3 : .
Or, pero V3 no es un entero algebraico. Por otro lada] si 1 (mdd 4), los enteros

i ar + asV/d . .
algebraicos son los elementos de la forﬁa;j, tales quer,, ay € Ztienen la misma

paridad. Observemos quessi a, son pares, tenemos los elementos de la faraa, v/d
. 3+ 7V/-H .

conay,ay € Z. Como ejemplos% y 2 + 34/—5 son enteros algebraicos, pero
1+v=5 1+2V-5

3 YT

Cuandad = 1 (méd 4), tenemos qué + vdZ ¢ O. De esta form& + v/d Z es un
orden deF = Q(+/d) pero no es el anillo de enteros. Observemos tambiérZque/d Z
no son ordenes de pues sorZ-modulos de rango.

El siguiente resultado resume las principales propiedddaesy campo de nUmeros y
su anillo de enteros:

no son enteros algebraicos.

Proposicion 1.2. SealF un campo de tiimeros yOr su anillo de enteros.

. IF es el campo de cocientes ég.

. Or es un anillo Noetheriano.

. Or es un anillointegramente cerrado.

. Or es un dominio Dedekind.

. Todo ideal distinto d€0) de O contiene una base décomoQ espacio vectorial.

. Para cualquier ideal # (0) de Op, el anillo Or/7 es finito.

. Todo ideal primg # (0) de Or es maximal.

. Todo ideal deOy distinto de(0) se factoriza de form@nica como producto de
ideales primos.

O~NO O~ WN PP



1.2. BASES ENTERAS 9

9. SiJ, JyJ sonideales# (0) de O, entonces J = JJ implicay = J'.
10. S J,J son dos ideales d@y, entoncesy O J siy Dlo si existe un idead tal que

=Jo.
DEMOSTRACION. Ver Capitulo 12 del§]. O

La afirmacion 8 de la proposicion anterior es una herrataiemdamental en nuestra
investigacion. Es posible qu8r no sea un anillo de factorizacion Gnica, por ejemplo, si
F =Q(v10), Or = Z + V10 Z. EnOp, 10 se puede factorizar como

10 = )5 = (VI0) @)

en donde, 5, /10 son irreducibles no asociados. Esto muestra@ueo es un dominio de
factorizacion Gnica. Sin embargo, si en lugar de factwrias elementos, factorizamos los
ideales generados por esos nUmeros, siempre obtendramosrha factorizacion. Con-
sideremos el ideal10) y los ideales primog, = (2,v/10) y p; = (5,/10). Tenemos
que

(10) =p3pd (@2 =p} (5)=p (VI0) = pops.

Podemos ver que al considerar los elementos como ideadedpsafactorizaciones de (2)
se vuelven una misma:

(10) = p3p3 = (p2ps)™.
Esta es una buena razon por la que los ideales son muy imfEsfzara trabajar problemas
de factorizacion en anillos de enteros.

La nocion de divisibilidad et la extendemos a ideales de la siguiente formd., Si
son ideales d®y, diremos que€y divide aJ si existe un idead tal queJ = J 0. El inciso
10 de la Proposicion 1.2 nos afirma que dividir y conteneoesismo, es decifj | I siy
sblo siy D J. El inciso 9 de la Proposicion 1.2 es la ley de la cancetap#ra el producto
de ideales.

1.2. Bases enteras

SeaB = {By,...,B,} una base d& como Q-espacio vectorial. De acuerdo a la
Proposicion 1.2, todo ided@ # (0) de O contiene una base d&/Q, en particular, si
J = Og. Por lo anterior, podemos suponer gsieC Or. Consideremos la matriz/ =
(t(B; B;)), donde
HA) =) 0i(A)
i=1
y o, son las distintas inmersiones BenC. Definimos el discriminante de una base como
A(B) = det(M). Si B C Op, entoncesA(B) € Z. Si B es una base tal qUé\(B)| es
minimo, diremos qu# es un a base entera BelLa propiedad mas importante de una base
entera es la siguiente:

Teorema 1.3.SiB = {By,..., B,} es una base entera d& entonces
Or=B\Z+---+ B, Z.



10 1. ANTECEDENTES

DEMOSTRACION. Ver [18], Proposition 12.2.2, pp. 175. U

En el caso de los campos cuadraticos, por la Proposiciotedemos:

Corolario 1.4. SeaF = Q(v/d).

. 1 d
1. Sid=1 (mdéd 4), entonceﬁ{l, +2\F} es una base entera de

2. Sid = 2,3 (mdéd 4), entonceq1, v/d} es una base entera de O

El siguiente resultado nos ayudara a trabajar con basessnt.a demostracion es
elemental.

Proposicion 1.5. SeanM un Z-mbdulo libre, M, M, dos Z-subnbdulos deM con
base®3; = {B1,...,By1,C1}yBy = {By, ..., B,_1,Cs} respectivamente. &, —C; €
M N M,, entoncesM; = Ms. O

Lo anterior nos dice que podemos cambiar un generé@daie la bases3; por otro de

n—1

la formaC, = C4 + Z b; B;, conb; € Z para toda. Otro cambio que se puede hacer sin

afectar alZ-moédulo é:sl cambiarle el signo a un generador.
Ejemplo 1.6. Consideremod = Z + v/5Z + /25 Z,
M = (6465 +4V25) Z + (44 9V5 + 8V25) Z + (8 + 125 + 10v/25) Z,
My = (64 6V5+4V25) Z + (4 4+ 9V5 + 8V25) Z + (8 — 3v/5 — 6v/25) Z.
En este ejempld;; = 8 + 12v/5 + 10v/25, Cy, = 8 — 3v/5 — 6v/25 y ad tenemos
Cy — Cy = 15V/5 4+ 16v/25 = 3(4 + 9V/5 + 8V/25) — 2(6 + 6vV/5 + 4v/25) € My N Ma.

Por lo anterior, M; = M,.

Continuando con el mismo ejemplo, simplificaremos la reprecbdn del Z-modulo
M; = M,. Para esto, usaremos la not@ci (ay, as, a3) para representar al elemento
a1 + a5 + azv/25. En el lado derecho de cada retagl vamos a indicar (coninmeros
romanos) gé generador estamos cambiando y poélcu

M, =
= (6,6,4)Z + (4,9,8)Z + (0,—6,—6)Z  III — III — 211

(
(

= (2,-3,-4)Z+ (4,9,8)Z+(0,6,6)Z I — —IIL,T =111
(2,-3,-4)Z + (0,15,16) Z + (0,6,6) Z 11 — II — 21
(2,-3,-4)Z+ (0,3,4)Z +(0,6,6)Z 11— II — 2111

= (2,-3,-4)Z+(0,3,4)Z+ (0,0,—2)Z 1II — IIT — 2II
(2,-3,-4)Z + (0,3,0) Z + (0,0,—2) Z 11 — I+ 2111

= (2,0,0)Z+(0,3,0)Z + (0,0, -2) Z [ — I+ 111 — 2111

= (2,0,0)Z 4+ (0,3,0)Z +(0,0,2) Z 111 — —II1,

Ad queM; = My =27+ (3v/5)Z + (2v/25) Z
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Los campos de la form@( {/d) se conocen como campos puros de gradde forma
mas general, las extensioriégF tales queK = F( /Dy, ..., ¢/D,) conD;, ..., D, €
Or se llaman extensiones radicales, en partlcular los campms sobrd) son extensio-
nes radicales. De particular interés para nosotros semsixines de la form@(v/d) /Q.

Proposicion 1.7. Seand un entero libre de cuadradosk = Q(v/d).

1+f 1+ Vd+Vd+ Vd?
4

1+f Vd+ V&
2

1. Sid=1 (méd 8), entonce{l Vd, } es unabase
entera dek.

2. Sid=5 (méd 8), entonce{l Vd,

} es una base entera de

3. Sid = 2,3 (méd 4), entonces una base enteralﬁees{l, Vd,Vd, \‘Vd_?’} .

DEMOSTRACION. [10] Theorem 1, pp. 28. O

1.3. Idealesy ramificacbn

Los ideales# (0) de un anillo de enteros tienen propiedades importantesgjpor-
plo la factorizacion Gnica como producto de ideales pant@on respecto al nUmero de
generadores tenemos que,Jses ideal deOr y {B;,...,B,} C J es tal queJ =
BiZ+ ---+ B, Z, entoncesy = (By,..., B,). Sin embargon no necesariamente es
el nUmero 6ptimo de generadoresdeé\si, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 1.8.Sead # (0) ideal deOr y B € 3 — {0}. ExisteA € J tal queJ = (A, B).
DEMOSTRACION. Ver [31], Theorem 5.20 pp. 121 0

El analogo a la Proposicion 1.5 para ideales es el sigelisntl;, A,, C' € O, enton-
ces:

(A1, Ag) = (A1, Ay + C Ay) .

SeakK/F una extension de campos de numerosizS@s un ideal d&y, denotaremos
(Jr)x al ideal JpOk de Ok. Si Ay, A, € O, el ideal deOr generado pord; y A, lo
escribiremos comoA,, A,), mientras quéA;, A,), representa al ideal d@x generado
por los mismos elementos. Al idediy),, le llamaremos la extension dg a O y al ideal
Jx N OF le llamaremos la restriccion de: a Or. Como es usual, en una extension de la
formalF/Q, escribiremos A;, A,) sin hacer referencia al camfo

Proposicion 1.9. SealF C K una extengin de campos delimeros. Sy es un ideal de
OF, entoncesJr), N Op = Jp.

DEMOSTRACION. Ver [26], pp. 189 ,A. O
Inversamente, Six es un ideal d&x, entonces no necesariameffie N Or), = Jk,

por ejemplo, sK = Q(v2) yF = Q, el idealJx = (v/2), satisfacely = JxNOp = (2)y
y <3F>K = <2>K # Jk.
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Proposicion 1.10. SeanF C K dos campos deimimeros Oy, Ok sus anillos de enteros y
Jr = <A1, A2> un ideal deO]F ConAl, A2 € OF. EntonceijﬁﬁK = <A1, A2>K

DEMOSTRACION. Tomemosy € (Jr),. Entonces,
k

o= Z(Alﬁlz + A2foi)vi = A <Z ﬁlz%> + Ay <Z 5%%) (A1, A2)g -
1=1
Asi (Jk )i C (Aq, Ag)y. La otra contencion se sigue de qdig A; € (Jp)y. O

Corolario 1.11. SeanF C K dos campos deiimeros O, Ok sus anillos de enterosyi
un ideal deOx conJg = (A4, As)g, dondeA;, A; € Op. Entoncesix N O = (A4, Ag)p.

DEMOSTRACION. Sealr = (A, As)y. Por la proposicion anteriotJy), = Jx y como
(Jr)x N O = T, entonces el resultado es cierto. O

1.3.1. Grupo de clases de ideales

SealF un campo de niumeros@r su anillo de enteros. Consideremos el conjunto
{3 C Op :Jesideal d&y, T # (0)}.

Los ideales) # 7,3 C O estan relacionados+ si existenA, B € Op — {0} tales
que AJ = BJ. Esta relacion es de equivalencia. Denotaremos oc0a@l conjunto de
las clases de equivalencia de idealesg0) de Or. El conjuntod = {J : J ~ J} esla
clase equivalencia dg. SiJ 3,3 son dos clases, definimos el producto de forma natural:
J3 = J3. Esta operacion esta bien definid&y es un grupo abeliano finito conocido
como el grupo de clases de idealesRIeEl neutro del grup@lyz esOr = {J C Oy :

J es un ideal principal La cardinalidad d€’lr se conoce como el nimero de clase&de
y lo denotaremos comis.

Teorema 1.12.SealF un campo de iimeros. El anilloOr es de factorizaén Gnica si y
sblo si hr = 1.

DEMOSTRACION. Ver [31], pp. 153, Theorem 9.1. U

Ejemplo 1.13. SeaF = Q(1/10). Entonce€)r = Z + /10 Z. Consideremos el ideal
(30) = p3 p3 s b5,

dondep, = (2,v10), p5 = (5,V10), p3 = (3,1 +V10) y py = (3,1 — +/10). El gru-
po de clases de ideales deesCly = {Or,p2} = Z/27, dondeOr = {J C O :

J es unideal principal~ (0)} yp2 = {J C Or : J es un ideal no principgl Lo anterior
nos indica que el producto de dos ideales no principales edem principal. Usaremos
esta informadn para encontrar todas las posibles factorizaciones3deEl ideal (30)
tiene seis divisores primos, todos ellos son no principadss para encontrar todas las
factorizaciones d80 debemos separar los factores en parejas. En la siguienta fab-
porcionamos todas las posibilidades. Las primeras tresiroolas muestran las parejas y
las Gltimas tres columnas contienen un generador de cada unosddéales de las prime-
ras columnas, tal que al multiplicarlos dan las seis factadiones distintas en irreducibles
de 30.
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ps | P |paps| 2 5 3
p3 | ps P3| P55 2 —54+10 | =5 —+/10
p2ps | p2bs | Psps| V10 V10 3
Pabs | Paps | Pspy| VIO | 2—V10 | —5— 10
PaPs | paps I pshs| V10 | —2—+10| =5++/10
paps | paps| P2 |2—+10| -2 —+/10 5

Por ejemplo, del primer rengh tenemosp3) (p2)(p3 p5) = (2) (5) (3). Ad que:
30 =

O‘l/—\
_|._

10)(=5 — V10)

52 VIO (—5— VIO
(22— VIO(5+ VIO
2 = VI10)(—2 — V10)(5)

PR
ﬁ
NSNS

1.3.2. Ramificacon

SeaK/F una extension de campos de nUmeros & un ideal primo d€y, el ideal
(p)x se factoriza como producto de ideales primogxge digamos:

P =[], 3)
=1

donde cadg; es unideal primo d&x y e; € N. Unideal primaj C Ok cumplegNOf = p
si y sblo sig = g; para algunl < i < g. El valore; se llama el indice de ramificacion
deq; enK/F, o bien, el indice de ramificacion desobrep. Sabemos qué&x /q; y Or/p
son campos finitos, de hecho, existe un monomorfismo de ca@pags— Oxk/q; Y el
numerof; = [Ox/q; : Or/p] lo llamaremos el grado de inercia gesobrep. Al nimerog
le llamaremos el grado de descomposiciopéaK/F.

g

Sin = [K : F], entonces = Zeifi ([2€], pp. 193,G). SiK/F es Galois, entonces

i=1
e=ae€ :‘”:eg!f:fl ::fgynzefg([ZGL pp. 192!F)
Consideremos la factorizacion dada en (3). Un igeal Oy se ramifica se; # 1 para
alginl <7 < gypesnoramificadosi, =---=¢, =1.Sig = 1y e; = n diremos que

el primoyp se ramifica totalmente, gi > 1 entonceg se descompone. gi= n diremos
guep se descompone totalmente ysi 1y e; = 1 entonces diremos guyees inerte, . En
este Gltimo caso el primp sigue siendo primo al extenderlad.

Ejemplo 1.14. SeaK = Q(+/3,+/7). Para los siguientes primos racionales, los ideales
(p)x de Ok se factorizan de la forma en que se indica a contin@aci
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p Factorizacbn Tipo de ramificadin

2 p? Se ramifica

3 pip3 Se ramifica y se descompone
5 p1p2 Se descompone

7 p? Se ramifica

37 P1P2Pspy Se descompone totalmente

Notemos que ninguno de estos primos se ramifica totalmente.

Ejemplo 1.15. Ahora consideremd& = Q(+v/3), en este caso:

p Factorizacbn Tipo de ramificad@n

2 pt Se ramifica totalmente
3 p? Se ramifica totalmente
5 p Es inerte

7 p1p2 Se descompone

11 P1pap3 Se descompone

13 pipopspy Se descompone totalmente

Mas adelante regresaremos a los dos ejemplos anteriores.
Proposicibn 1.16. SearlF = Q(v/d), d libre de cuadrados y € Z un primo impar.

2
1. Sip | d, entoncesp) = <p, \/E> , con<p, \/E> un ideal primo.
2. Siptdy existen € Z tal quea® = d (mdd p), entonces

(p) = <p,a+\/ﬁ> <p,a— \/ﬁ>
Los idealesp, a + v/10) y {p, a — +/10) son primos.

3. Sipt dynoexister € Z tal quea® = d (méd p), entonce es inerte y(p) es
primo.
DEMOSTRACION. Ver [26], 199,K. O

Resumiendo, sh es un primo impar, entonces:se ramifica (totalmente) si y soélo si

d . [d
p | d, p se descompone (totalmente)(s+) =1y pesinerte s(—) = —1.
p p

Proposicion 1.17. SeanF = Q(v/d), d libre de cuadrados.
2
L (2) = (2,Vd) sid=2 (méd 4).
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2. (2) = <2, 14 \/E>2 sid =3 (méd 4).
3. (2) esprimo sid =5 (mdd 8).
4.(2) = (214 V) (2,1~ Vd)sid=1 (mdd 8).

DEMOSTRACION. Ver [26], pp. 200,L. O

El resultado anterior nos indica gaese ramifica (totalmente) gi= 2,3 (mdd 4), 2
esinerte sii =5 (mdd 8) y 2 se descompone (totalmente)isE 1 (mdéd 8).

Proposicion 1.18. SeanlL /F, K, /F y K, /F extensiones de Galois de campos deneros
tales queK; N K, = FyK; Ky = L. Seanpy, p1, po, pr. ideales primos en los anillos
de enteros d& K, K,, L respectivamente, tales que = pp "F = p; NF = p, N F,
p1 = pLNK; yps = ppNKy. Seany, q2 € {pr, p1, P2, pL} tales quey; 2 q.. Denotaremos
por: e(q1/q2) al indice de ramificadn deq; sobreq,, f(q:/q2) al grado de inercia de;
sobreqs Y gk, (pr), gk, (Pr), 91.(pr) losindices de descomposici de los ideales indicados
en el campo dado.

L =K/ K,

T,
S~

F=K; NKy
Entonces:

1. gL(pr) = gx, (Pr) gk, (PF).
2. f(pr/pr) = f(px,/Pr)f (P, /Pr)-
e(pL/pr) = e(pk, /pr)e(Px,/Pr).

DEMOSTRACION. Para las afirmaciones 1y 2, vé€], pp. 263,E. La afirmacion 3 se

sigue de las afirmaciones 1y 2 y Teoria de Galois. O

La Teoria de Galois nos ensefa que dada una extensiomgp@sae nUmerdk /F de
gradon, existenn inmersiones distintas, , . . . , o,
o : K—C

tales quem}F = idp. Convenimos que; = idg. Sio(K) C R, diremos quer es una

inmersion real. So(K) ¢ R, diremos quer es una inmersion imaginaria. Parac K,

definimos los conjugados decomoo; () = «, o3(«), ..., 0,(a). En particular, sK es

un campo cuadratico ¥ = Q, entoncesr(a; + CLQ\/E) = a; — asV/d. En este caso, si

a = a1 +axV/d € K, los conjugados de sona y a; —as\/d y escribiremost = a; —as/d.
SiK/F una extension de campos de numeros de gradacada inmersion realde K

gue fija aF le asociamos un objeto llamado primo al infinito el cual dareyhos come,,.

Si o es una inmersion imaginaria, entonces ke corresponde una inmersion conjugada

@. Al par (0,7) le asociamos el primo al infinitp,. Recordemos que por cada inmersion

o : F — C, existenn inmersionesr, ...,o0, : K — C que extienden a. Diremos que

p, se ramifica efk/IF sip, es un primo al infinito real y, para al menosur i < n, p,,

es un primo al infinito imaginario. En cualquier otro cagoes un primo no ramificado.
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Cuando ningdn primo, finito o infinito, se ramifica Bn'[F, diremos quekK/F es una
extension no ramificada. Si algn primo, finito o infinite,ramifica, diremos quE /IF es
una extension ramificada. Bies un campo de niUmeros, definimos el campo de clases de
Hilbert de[F como la maxima extension abeliana no ramificad& gida denotaremogly.

Teorema 1.19.SealF un campo de iimeros yHyr su campo de clases de Hilbert. Sies
el grupo de Galois délr/F, entoncess = Clp y hy = [Hp : F].

DEMOSTRACION. Ver [7], pp. 61, 135, Isomorphism Theorem. Otra opcion E3, [pp.
228, Theorem 12.1. O

Una de las propiedades mas importantes del campo de claddidbert es que cual-
quier idealdr C Oy al ser extendido al anillo de enteroslde, (JF>HF es principal. A esto
se le conoce como capitulacion.

Ejemplo 1.20. SeaF = Q(v/17,v/—1). Entoncestly = F(v/4 + /17). Se tiene que
[F: Q] =4y[Hp: Q] =8, por lo quehr = 2. Sabemos que todo ideal d& extendido a
Opy, es principal. El ideal

Jr =

5 2—+/—17—+/—1
) 2 ]F
no es principal, pero

<—3— VT — 5/ —IV4 + V1T + V=174 + ¢1_7>
A

<j]F>]HI3~ =
Hy

1.4. Normay traza

Dada una extension de campos de nUm&tdB de gradan y o € K, la traza relativa
dea enK/F la definimos como

txr(a) = Z oi(a)

dondeo; son lasn inmersiones d& — C que fijan aF y la norma relativa dee enK/F
es

Ngjp (@) = H oi(a).

Cuando la extension en la que estemos trabajando seawdaramos los simbolasa)

y N(a). SiF = Q, entonces las funciones anteriores se llaman traza absibdut en

K y norma absoluta de en K. La siguiente proposicibn muestra algunas propiedades
importantes de la normay la traza.

Proposicion 1.21.SeanF C K C L unatorre de campos dé&imerosp = [K : F|, « € L,
B,B1,0 € Ky Ae€F.

1. Nxsr (B), txr(B) € F.

2. Slﬁ € Ok, N]K/IF (5),tK/F(ﬁ) € O.
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5. Nx/r (81 B2) = Nryr (81) Nk sk (B2)-

6. tx/r(B1 + B2) = txp(B1) + tryp(B2).

7. NL/F(OK) = Ng/r (N]L/K (Oé)) = Ng/r o Nk ().
8. tryw(a) = txyp(tk (o)) = tryr otk ().

DEMOSTRACION. Ver [26], pp. 20 y R5], pp. 48, Proposition 2.4. O

SiF es un campo cuadraticod = a; + a,v/d € F, entonces
Nrjg (A) = (ay + agVd)(ay — apVd) = a? — d a2,

t]F/QA = (CL1 + ag\/g) + (a1 — CLQ\/a) = 20,1.
De hechof(x) = 2? — t(A)z + N(A) es un polinomio tal qug(A4) = 0y, siay # 0,
entoncesf(z) = Irr(A, Q) es el polinomio irreducible del con coeficientes ef), mas
aln, por serd un entero algebraico, los coeficientes fle) estan erZ. Por ejemplo, si
A =4+ 517 € Q(+/17), entonces

Nijg (A) =42 — 17(5)* = —409, tp/p(A) =2(4) =8, Trr(A4,Q) = 2 — 8z — 409.

De acuerdo a la afirmacion 6 de la Proposicion 1.2, paraquieal idealJ de Op,
|Or/3| = m < oo. Definimos la norma d& como Ny g (J) = m. La afirmacion 4 de
la siguiente proposicion es la razon por la que es pr@ctgar la misma notacion para
la norma de un nimero y para la norma de un ideal. La norma degeahsera Gtil para
estudiar propiedades de divisibilidad.

Proposicion 1.22. SeanF un campo de iimeros A, A;, A; € Or y 73,3 C Or ideales:
NF/Q (OF) = ]_

Nejg ((0))=0.

Nejg (33) = Nijg (3)Neje (3):

SiJ | J, entoncesVi g (J) | Nijg (J).

Nrjg ((A)) = [Nejg (A)].

SiA € 7, entoncesVr/q (J) | Nrjg (A).

7.SiJ = <A1, A2>, entoncegv]}r/(@ (j) ‘ m.c.d. (NF/Q (Al), NF/Q (Ag))

DEMOSTRACION. Las afirmaciones 1y 2 son consecuencia directa de las defiag
Para la afirmacion 3, veRf], pp. 142,D. La afirmacion 4 es consecuencia directa de 3.
Para la afirmacion 5 ve[], pp. 116, Corollary 5.10. La afirmaciébn 6 es consecuencia
directa de 5. La afirmacion 7 se sigue de las afirmaciones 4,5y O

oukwbhpE

SeanK /I una extension de campos de numedgasy ideal primo d&x y p = qN Op.
Si f =[Ok/q: Or/p] es el grado de inercia desobrep, definimos el ideal

Nir (q) = p’.
k k
SiJx = H q¢*, entoncesVir (Jx) = HNK/F (4:)° es un ideal ey al cual llamare-
i=1 i=1
mos la norma relativa d&x enK/F. En particular, sF = Q, lo anterior coincide con la
definicion de norma de un ideal.

Proposicion 1.23.SeanF C K C L. campos de iimeros corK : F| = n, O, Ok, OL, Sus
anillos de enteros.
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1. SiJf es un ideal d&y, entoncesVi r ((Jr)y) = Tr".
2. SiJy es un ideal d&);, entoncesVyr(J) = Nigsr (Nojx(Tn)).

3. Nxsr ({a)g) = (Nisr (@)
DEMOSTRACION. Ver [26], pp. 235-236C, Dy F. O

1.5. Unidades

SealF un campo de numeros. Escribirenids para denotar al grupo de unidades del
anillo de entero®)r. El Teorema de las Unidades de Dirichlet describe la estraictel /.

Teorema 1.24.(Teorema de las Unidades de Dirichl8galF un campo de iaimeros con
[F : Q] = n = s+ 2t, dondes denota el amero de inmersiones reales BeenR y 2t es
el nimero de inmersiones imaginarias BenC. Entonces

Up ZW X Z X -+ X1,

dondelV el grupo de las r&cesk-ésimas de la unidad para dlg k£ € Ny en la descom-
posicbn hays + t — 1 copias déeZ.

DEMOSTRACION. Ver [31], pp. 300, Theorem B.6. O

En particular, siF es un campo cuadratico real, entonees- 2 y t = 0. En este
casoUy = {1,—1} x Z. SiF es un campo cuadratico imaginario= 0,t = 1y U =
{1,—1} a menos qué = —1, en cuyo caséfr = {1,—1,i,—i} y Sid = —3, entonces

1+4v-31—-+v-3 -14++v—-3 —1—-+-3 :
Up = {1,—1, +2 — +2 , 5 }.SlF:Q(\‘VE) cond >
0, entonces = 2.t = 1y Uy = {1, -1} x Z2,

En el caso cuadratico redy contiene una elemento de interés particular para nosotros
conocido como la unidad fundamentallfleE| siguiente resultado describe algunas de sus
propiedades.

Proposicibn 1.25. SeaF = Q(+/d) cond > 0 libre de cuadrados. Existey € Uy tal que
siU € U, entonced/ = +UF, para algink € Z. O

Recordemos que $4) = (B) son dos ideales principales de un anillo de entélgs
entoncesA = u B para algln: € Ur y que, para cualquier € Ur, (A) = (u A).

1.6. Discriminante

SealF un campo de numero€}r su anillo de enteros ¥ C O una base d&/Q.
Sabemos qu# es una base entera Besi |A(B)| es minimo. Definimos el discriminante
deF como el valorir = A(B), dondeB es una base entera.

SeaK/F una extension de campos de nimera8 yna base d& como F-espacio
vectorial. Definimos el discriminante relativ@, » de K/ como el ideal

dx/r = (A(B) : B C Ok es una base d& comoF-espacio vectoria), .



1.7. PRIMOS E IRREDUCIBLES 19

Proposicion 1.26. SeanfF C K C IL. campos de iimeros. Entonces
oyr = (Oxym) ™ - Ny (6 /%)
DEMOSTRACION. Ver [26], pp. 249,Q. O

Observemos que en laigualdad de la proposicion antedostios factores son ideales
de Oy, en particularNg /r (é1/x) € Or pues la normaVy » de un ideal d&x esta erOy.

El discriminante es un concepto importante que, entre atraas, nos indica cuales
son los ideales que se ramifican en una extension.

Proposicion 1.27. SeaK /F una extengin de campos deimeros con anillos de enteros
Or y Ok respectivamente. Entonces:

1. SiB C Ok es una base dK/F, B es una base d&x comoOr-mbdulo si y $lo
si Og/r = <A(B)>IF'
2. Un ideal primop C Or se ramifica erK/F siy lo sip | dg/r.

DEMOSTRACION. Ver [26], pp. 237,G y Theorem 1. O

La siguiente proposicion nos da el discriminante de una bagotencias, es decir, una
base de la form# = {1, B, B%,..., B"'}.

Proposicion 1.28. SeanF un campo de @imeros,f(z) € Flzx] monico irreducible con
gr(f(z)) =n. SiB € Oy es tal quef(B) = 0, entonces

A(1,B,...,B") = (=1)"""V2 Ny e (f/(B)).
DEMOSTRACION. Ver [26], pp. 22. O

1.7. Primos e irreducibles

Uno de los problemas que estudiaremos en el Capitulo Zkeificar primos e irre-
ducibles en ciertas familias de campos cuadraticosFSgacampo de nimeros@r su
anillo de enteros. Un elementden Oy es primo si: siempre qué | A B, entoncesd’ | A
0 P | B. Diremos queP € Oy es irreducible sP = A B implicaA € Uy 6 B € Uy. Si
Or es un dominio de factorizacion Unica (es dekir—= 1), entonces el concepto de primo
e irreducible coinciden. Sir > 1, entonces todo elemento primo es irreducible y existen
irreducibles que no son primos. Por ejemplo, considererhngraero70 en el anillo de
enteros d& = Q(1/10). Observemos que

70=2-5-7="17(v/10)?

son sus dos posibles factorizaciones. El elemgm®®primo erOy mientras que, 5, /10
son irreducibles pero no primos. Ehparece en todas las factorizaciones, los irreducibles
solamente en una de las dos. Esta es una propiedad que teonends primos: st € O,
y P es primo tal que® | A, entonces” aparece en todas las posibles factorizacione$ de
en elementos irreducibles.

El resultado siguiente nos ayuda a clasificar los elemenio®op e irreducibles de
acuerdo a su factorizacion en ideales primos.
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Proposicion 1.29. SeanF un campo de iimerosOr su anillo de enteros ¥ € Oy — {0}.
Entonces:
1. P es un elemento irreducible si 9ls si el ideal(P) es maximal en el conjunto de
los ideales propios principales dey.
2. P es un elemento primo si 9I® si (P) es un ideal primo.

DEMOSTRACION. Probaremos la afirmacion 1. Supongamos Fues irreducible y sea
(A) tal que(A) D (P). Entonces, existé tal que(P) = (A) J. Observemos qug debe
ser principal porqué ~ Or. SeaJ = (B). Por lo anteriorA B es un asociado dg, por
lo que A B es un irreducible e®r. Por definicibn se cumple una de las dos afirmaciones
siguientes:A € Ur 6 B € Uy. En el primer casqA) = Op. Si B € U, entonces
(P) = (A) (B) = (A).

Inversamente, supongamos qu# es un ideal maximal en el conjunto de los ideales
principales propios d€y. SeanA, B tales queP = A B. Entonces(P) = (A) (B) y
(A) 2 (P). Como(P) es maximal en el conjunto de los ideales principales ncatggi
entonces A) = Or 0 bien(A) = (P). En el primer casa4 es una unidad; en el segundo,

(4) =(P) ={A)(B),
y por la ley de la cancelacié@r = (B), por lo queB es una unidad. Esto implica que

es un irreducible.
La justificacion de la afirmacion 2 es similar. O



Capitulo 2

El 2-grupo de clases en campos cuadti-
cos Yy aplicaciones

Encontrar el grupo de clases de un campo de numeros es ulemebomplicado,
incluso la tarea de encontrarebubgrupo de Sylow no es sencilla. Algunos algoritmos se
han implementado en programas computacionales tales c&hNI KASH o PARI/GP.

En el caso de un campo cuadratico, el célebre Teorema des@ahbre e2-rango (Teore-
ma 2.4) da con precision el rango @esubgrupo de Sylow d€'lr en términos del nUmero
de divisores del discriminante del campo. Bh [6], [17] y [28] se dan algoritmos que
usan la teoria de las formas cuadraticas para encaitsaDada una clasg e Cl2, ellos

encuentran diferentes métodos para obtener, de ser @ositd clasé tal queJ = 7.

Es facil encontrar representantes de cada clase ambigueléises de orded) y podemos
usar cualquiera de los métodos anteriores para conétiuiEn este capitulo vamos a dar
otro procedimiento para obten€t,, pero en lugar de comenzar con las clases ambiguas,
vamos a hallar ideal€s C Oy tales queJ) es maximal en el conjunto de subgrupos cicli-
cos deC'l,. Si el exponente d€'lr es2, vamos a usar la misma técnica para dar un criterio
para decidir si un ideal d& es principal o no. Después relacionaremos este problema
con la solubilidad de ciertas ecuaciones diofantinas.|liFi@ate, usaremos el criterio para
distinguir ideales principales y no principales para €ieesi los elementos primos, irredu-
cibles y compuestos en algunos anillos de enteros de ciemtopos cuadraticos. Con la
ayuda de los programas computacionales KAS®3/[Sage BQ] resolveremos algunos
ejemplos explicitos.

2.1. Algunas propiedades de los grupos abelianos finitos

Denotaremos con,, al grupo ciclico de orden y paraa € Z escribiremos: para
representar la clase deenC,,, donde asumimos qu&, = Z/nZ. SeaG = (¢1, ..., 9,
un grupo abeliano finito. Estamos interesados en encorgreergdore, ..., h, € G
tales que

SeaC; = {(a) : a € G}. Entonces

Proposicion 2.1. SeaG = G; & - - - @ G, unp-grupo abeliano finito donde cadal; es un
p-grupo dclico. Si(ay, ...,a;) € G, entonceg(ay, ..., ax)) €s un elemento maximal de
Cg siy Dlo sim.c.d. (a;,p) = 1 para algini.

DEMOSTRACION. Supongamos quéar, ..., ax)) €s maximal erf; y que, para tode,
m.c.d. (a;, p) = p. Sib; = a;/p tenemos

(@, a)) = ((pbrs- .., pby)) = (p(br, .- ., bi)).
21
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Como - .
o{(@r....ax)) = Al
entonces B B
<<a_17 s 7a—k)> & <<b17 R bk»?
asi que((ay, . .., ax)) no es un elemento maximal €p.

Inversamente, podemos asumir, sin pérdida de generaligesdn.c.d. (a;,p) = 1.
Consideremosg(cy, ..., c)) € Cq tal que((a,...,az)) C {((c1,...,c)). Sean € Z
tal que((ay,...,az)) = (n(c,...,c)). Tomemos la proyeccion : G — G;. Como
m.c.d. (a1, p) = 1, entonces(((ay, ..., ax))) = G,. De laigualdad
o((e1, -, Tx))

m.c.d. (n,o((¢,...,¢x)))
se sigue que, sin.c.d. (n,o((cq,...,))) > 1, entoncep | ny o((n(c, ..., %)) #
G1, lo que es imposible. Por tanta.c.d. (n,o((¢7...¢))) = 1y de esto se sigue que
(@i, ...,az)) es un elemento maximal ekh;. O

o((ar,...,a)) =

El siguiente resultado es similar al Teorema Fundamentadbsi&rupos Abelianos
Finitos.

Proposicion 2.2. SeaG un p-grupo abeliano finito 4 un subgrupo de&7, ¢ € G tal que
G=(H,g),9¢ Hyo(g) <o((h)) paratodo(h) maximal erCy. Entonces exist¢ € G
tal queG = (H,¢') = H @ (¢).

DEMOSTRACION. Seay = sp™ el minimo entero positivo tal quev.c.d. (s,p) = 1y
ug € H. Como(g) = (sg), podemos suponer que= p™. Ahora consideremos ¢ H
con (h) maximal enCy, p"g € (h) y sear = tp" el menor entero positivo tal que
m.c.d. (¢,p) = 1y p™g = vh. Como antes, podemos reemplazgsor th y suponer que
v = p". Esclaro que si(g) = p™*" entonces(h) = p"*". Sie es el neutro dé& entonces:
e = p"g=p"pg=p"(p"g) = (p" - ("9) + ("9
= (0" =D "h) + (p"g) =p"((p" = )p""h + g).

Seay’ = (p"—1)p" "h+g.Esclaroque’ # ey o(g’) < p™. Supongamos qu&g’) = p’
y 1 <3 < m. Entonces

e=pg =p((p —1p""h+g)=p((p" — Dp""h) +p'g € (h).
Se sigue que’g € (h) lo que es imposible. Por lo tanfo= m.
Por lo anterioy’ = (p" —1)p" "h+9y G = (H,¢'). Laafirmacion H, ¢') = H® (¢')
es consecuencia dé N (¢’) = (e). O

A continuacion describiremos un algoritmo que nos ayadariodificar el conjunto de
generadores de un grupo abeliano firtitale tal forma que el nuevo conjunto de genera-
dores descompone(@acomo una suma directa.

Algoritmo. SeaG = (g1, ..., g,) un grupo abeliano finito y supongamos que conocemos
los valores den(g;) parai = 1,...,r. Primero estudiaremos el caso don@ees unp-
grupo. En el proceso que describimos a contindagicuando cambiemos un generador
(en caso de ser necesario), indexamos los nuevos elementaisfdrma que

o(g1) > o(g2) = --- = o(g,).
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SeaZ’ = (g1,¢92), H = (g1) Y g = g como en |&Proposicion 2.2Sig, € H', entonces
G = {(g1,93,--.,9-). Ad que podemos suponer qye ¢ H’'. Usando laProposicion 2.2
existeg), € G' tal que

G,:<Hlagé>gH,@<gé> y <glag27--'7gr>:<glvgév"'7gr>~

Es posible que(g}) < o(gs). Si esto ocurre, indexamos y repetimos el proceso hasta que
g5 = go. PortantoG’ = (g,) @ (g»). Para el siguiente paso consideran@s= (g1, g2, g3),
H' = {(g1,92) = (g1) ® (92) Y g = g3 como en laProposicion 2.2Podemos supones ¢
H'. Puesto que(g;) > o(g2) > o(gs3), entonces el orden de cualquier subgrupdico
maximal deH’ es mayor o igual @(gs) por lo que satisface la higesis de I&Proposicion
2.2 Seag; € G' conG’ = (g1) ® (g2) ® (g}). Sio(g}) < o(g4), repetimos el proceso hasta
obtenerg; = g3 Y G' = (91) @ (g92) ® (g3). Continuamos con este procedimiento para
construir expicitamente una basfy, . .., g;} deG tal queG = (g,) ® - - - B {gy).

En el caso general, $i es un grupo abeliano finito arbitrario, aplicamos el algoni
a cadap-subgrupo de Sylow dg.

En este capitulo llamaremosAlgoritmoal procedimiento que acabamos de describir.

Ejemplo 2.3. Seal = Cis@Cs©Cs®Cuy H = (g1, 92, g3, g4, g5) dondeg, = (1,1, 1, 1),
g = (3,1,1,1), 93 = (7,3,0,2), g4 = (3,0,1,1), g5 = (12,6,3,1) € G. Usaremos el
Algoritmo para encontrar una representéai de H como la suma directa de subgrupos

ciclicos deH. Notemos que

0(g1) = o(g2) = o(gs) = 0(ga) = 16, o(gs) =8,

entonces los elementos @stacomodados correctamente para utilizar el Algoritmali-Ap
camos la Proposi@n2.2a G' = (g1,92), H = {(g1) Y g = g». LOS menores enteros
positivosy y v tales queug, = vg, sonp = 12y v = 4. Comol2 = 3 - 4, reemplaza-
mMosSg; por 3¢, Y una vez @s llamamog; al nuevo elemento. Con esta not@ttenemos
g1 = (3,3,3,3). Sih = g, tenemoslg € (h) y los menores enteros positivos/ v tales
queug = vh sonu = v = 22, Observemos qu&2g = 22*2h = e. Entonces, los valores
gue necesitamos para construigacomo en la Proposién2.2sonr =m =n =2y

2,2).

g =212 )h+g=3h+g=333373)+ @B LLI) =12,

2,
Comoo(g') = 4, reemplazamosg, por ¢ y acomodamos los generadores de tal forma que
o(g1) > -+ > o(gs). Tenemos

g = (1,1,1,1),
g2 = (77 g) 67 5)7
gs = (g> 67 Ta T),
g4 = (Ev 67 gv T)»
g = (12,2,2,2).

Repetimos el proceso cgn= go, h = g1, 8¢ = 8h, 16g =16h=e, m=n=3,r=1Yy

g=02"-D2Y%+g=(111,1)+(7.3,0,2) = (8413).

Reemplazamog, por ¢’ y reordenamos. Ashemos obtenido una nueva lista de genera-
dores deH:
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g = (Tv Tv Ta T),
gs = (g, 6, T, T),
gs = (l_,__,_g,_i),
g4 = (8, 4, 1, 3),
g5 = (_ 2

Repetimos el proceso con los nueyes= g, H
16h:e,m:n:3 r=1.Ad

=2 =)@ +g=(T,

R
N
—
|
N—
—
w
=l
=
|
S~—
I
Yy
|
—|
Nl
(]
N—

Por tanto, tenemos un nuevo conjunto d generadords.de
g1 = (Tv T) Ta T)v
9 = (4,1,2,2),
95 = (12,6,3.1),
g4 = (87 47 17 3)7

g5 = (12,2,2,2).

Notemos que si aplicamos nuevamente el procedimiento ndtambios ya que
16g; = 8go = ey r = 0. Continuando cory = g3, H = (g1,92) Y h = g1 observa-
mos quelg = 16h = e yr = 0. Por tanto, no es necesario modificgy.

En el siguiente paso aplicamos el Algoritmo apr= g4, H' = (g1, g2, 93). En este
casog, = 12¢g; + 6g» + 393 € H'. Entonces:

g1 = (T7T7T7T)7 g2 = (17T7§7§)7 g3 = (12
Como en el paso anterigr= g, € H' = (g1, g2, 93
buscando sog, g2, 93 Y

H = <(T7T T T) (Z T7§7§)7 (12767§ T)> Clﬁ ) CS ¥ 087
dondeo(g,) = 16, o(gz2) = o(g3) =

2.2. El2-grupo de clases de campos cuadticos reales

Como una aplicacion del Algoritmo, vamos a construir unjaoto de generadores
del 2-subgrupo de Sylow del grupo de clases de ideales de un camaploatico real. El
siguiente teorema es conocid@1], Theorem 3.70).

1), g1 = (12,2,3,2).

6, 3,
). A4, los generadores que estamos

Teorema 2.4.(Teorema de Gauss sobretango deCly) SeaF = Q(+/d) un campo
cuadratico y ¢ el nimero de factores primos distintos de Si existe un primgp = 3
(méd 4) tal quep | or y d > 0, entonces el rango d€l, est — 2. En cualquier otro caso,
el rango es — 1. O

Seaa, b € Z, b > 1. Usaremos la siguiente notacion:

[g] B 1 sm =a (méd b) es soluble
bl — | =1 siz?=a (mdd b) no es soluble
Si b es un primo racional yn.c.d. (a,b) = 1, entonces[%} es el simbolo de Legendre

<%) . Como consecuencia del Teorema Chino del Residuo tenemos:
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Lema 2.5. Seana, b = b, ---b, > 1 enteros tales quen.c.d. (b;,b;) = 1 parai # j.

Entonces,[%] =1siy Dlosi {bg] =lparai=1,...,t. O
Lema 2.6.Searby, ..., b, € {—1,1}, a,n,p1,...,ps € Ncona < 2" un nimero impary
dondep; es un primo racional impar para= 1, ..., t. Entonces existe un primo racional
g tal que

g=a (méd 2", <i> — by ... <2) — b,
D1 Dt

G

i

DEMOSTRACION. Seanc,...,c € Z tales que( ) = b;. Usando el Teorema Chino

del Residuo, existe € Z tal que

a (méd 2")
C1 (Hl()d pl)

[P
(o

c=¢  (méd py).
Comop; 1 ¢; entoncesn.c.d. (¢, 2"p; - - -p;) = 1y por el Teorema de Dirichlet existe una
infinidad de primog = ¢ (méd 2"p; - - - py). O

Lema 2.7. Sead = pop; - - - p, Un entero positivo libre de cuadradgs, = 1 (mdd 4)
para0 <i < g. Entonces existen primos racionalgs. . . , ¢, tales que

@)y B[]

DEMOSTRACION. Se sigue del Lema 2.6, la Ley de Reciprocidad Cuadratidd_grea
2.5. [

De la primera afirmacion del Lema 2.6, los primgs. . ., ¢, pueden ser elegidos de
tal forma quey; = 1 (mdéd 4). Elegir los primos con esta propiedad sera relevante en el
siguiente lema.

Lema 2.8. Sead = 2p; - - - p, un entero libre de cuadrados cqp = 1 (mdéd 4) para
1 <i < g.Existeng, ..., q, primos que satisfacen

()1 [

DEMOSTRACION. Por el Lema 2.6y la Ley de Reciprocidad Cuadratica, esnoge, =

5 (méd 8) tales que
(ﬂ) =1y (&) ~1, 2<j<g
q1 a1

(- Q) ()-cnomn-s

Entonces
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: 4d d . .
Fmalmente(—) = (—) . Como en la prueba del lema anterior se sigue

q1 q1
CJ1] —0
—l=|—|=-1
5= 1
Los primosgs, . . ., ¢, Se obtienen como en el Lema 2.7 con la condicion adicigradl 1
(méd ). O

Lema 2.9. Sead = pop; ---p, = 1 (méd 4) un entero positivo libre de cuadrados con
g > ltalque paraalgint € {—1,0,1,...,9 — 2}

Pos--- s =1 (méd4), per,....,pg =3 (méd 4).

. . . d ; —qi
Existen primos racionaleg, . . ., ¢,—; tales que(—) =1y [%] = [ dq } =—1.

DEMOSTRACION. Los primeros primos, .. ., ¢, Se obtienen como en el Lema 2.7 de tal
forma quey; =1 (méd 4). Parat + 1 <i < g — 1, escogemos los primagtales que

(pi—l) _ (&) " (&) =1, j#i—1,i
qi qi i
. (d i : ‘ 7
Asi (-) = —1, [q—] = —1. Finalmente, comc<q—) =1, obtenem05< : ) =1y
4q; d Py Po

- m

Lema 2.10. Sead = pop; - - -p, = 3 (mdd 4) un entero positivo libre de cuadrados, tal
que para algint € {—1,0,1,...,g — 1}

po,...,ptEl (méd 4), pt+1,...7pg53 (méd 4)
Existen primos, . . ., ¢, con 1d =1y [@} S ()
i d d

DEMOSTRACION. Los primosy, ..., ¢ se obtienen como en el Lema 2.7. Cothes 3
(méd 4), tenemos un namero impar de primas3 (mdéd 4). Primero supongamos que
p, €s el Gnico primo tal que, = 3 (mdd 4). En este caso elegimos un primp = 1
(méd 4) que satisfaga

() (2)- ()

Por lo anterior,{_—qg} = —1. Finalmente, si méas de un primoes3 (mdéd 4), entonces,

d
en lugar de usas, como en el Lema 2.9, usamos cualquiera de los prignes3 (méd 4)
tales qu %) —1.La prueba se sigue como en los lemas anteriores. O
j
Lema 2.11.Sead = 2p; - - - p, un entero positivo libre de cuadrados cpn...,p, = 1
(méd 4) Y pey,...,pg = 3 (mdd 4) para0 < t < g — 1. Existen primosy, ..., g,—1

4d\ G _ | —a|
talesque(a)_ly[d}_{d]_ 1.
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DEMOSTRACION. Sit > 0, entoncesy, ..., q Se obtienen como en el Lema 2.8 y los
otros primosy.. 1, . . ., g,—1 como en el Lema 2.9. $i= 0, entonce®; = 3 (mdéd 4) para
i=1,...,9y g > 2. Eneste caso elegimgs = 5 (mdd 8) de tal forma que

(]ﬂ> =1, <&> =1, i>1
q1 q1

. 2
De lo anterior y<—) = —1 tenemos
q1
4d —
) [@] S DO
7 d d
Los primosgs,, . . ., ¢,—1 Se obtienen como en el Lema 2.9. O

SeaP = {q,...,q} obtenido como en los Lemas 2.7, 2.8, 2.9, 2.10 6 2.11. Observ
mos que existe una infinidad de € N tales que? = d (mdéd ¢;). Fijamos uno de estos
y definimos los idealeg; = (g;, a; + v/d). Claramenteg, es un ideal primoN (q;) = ¢; y
(¢;) = 9,9,/ dondeq,’ = (q;, a; — \/_> DadoP como antes, definimdgr = {q1,...,q:}-
Escribiremosrd; (J) para indicar quéordﬂ | 3y Jorda@+1 4 3,

Observemos qué&/(a; + agxf) = a3 — da3, asi que, s =

N(J) =a? (méd d) 6 —N(J) = a? (méd d). Por tanto, SI[
J es un ideal no principal.

+ agV/d), entonces

(a1
N(J)
} —1 tenemos que

Teorema 2.12.Sead = pyp; - - - p, un entero positivo libre de cuadradosty= Q(Vd).

SiJ = H 04 yord, (J) es impar para algnq € Zp, entonces
q9€lp
+N(3J)
1.
=
2.SiJ € Clpesla clase del idedl, entonces(J) es par.

3. Seaj = H q°4) tal que para algin q € Zp, ordg (J) impar yord, (J) #

} = —1y por tantoJ es no principal.

9€p

ord, (J) (méd 2). Entonces # J.

, . : . , N(T)] —N(J)
DEMOSTRACION. Para la primera afirmacion necesitamos (ue;— | = =
Dy P
—1 para ciertos divisores primgg, p), ded. Seaj = max {i : ord,, (J) esimpa}. Ob-
ordy; (J)
servemos qug > 0y p; es impar. Sabemos qL<eq—J> _ % = —1, asi, para
j pj

ordql )
CuaIQLHGqu € Ipse tiene que < j 0 Ol"d ( ) es par. Por construccio ) =1
Dj
N (3)) N(T)
Pi d

d,p=1 (méd 4), satisface(w) = —1, entonces(i(j)) = [ﬂ} = —1.

D D d

Sig; | N(3), ¢; # ¢;. Por lo tanto = —1. Si algln divisor primg de
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. N(J .
Ahora consideremos el ca{o%) =1, p=1(méd4),p|d. Sid=1,2 (mdd 4),

aplicando los Lemas 2.9y 2.11 obtenemésw) = 1. Por tanto
Dy
(32)- (32 ()
Dy Dy d '
. ) N(3J) ) .
Ahora estudiemos el casb= 3 (méd 4), | —= | = 1, p = 1 (mdéd 4). Al prin-
p
- . . . N(J) .
cipio de la prueba vimos que existe un prigo | d tal que p = —1.Sik =
j
o o e N(J) ,
min {7 : ord,, (J) esimpag, entonce = —1. Comod = 3 (mdd 4), d debe
DPr—1

tener un nimero impar de divisores primos de la fodma- 3 y puesto que;, py_1 = 3
(méd 4), entonces debe haber al menos tres de estos primosg; 8eA tal queord,, (J)
es impar. Cada uno de estos tiene asociados dos divisonesspri_,, p; de d tales que

( & ) = (@) = —1. Por la anterior, existe un numero par de paré¢jas;,,) que
Pi— Di
: m . . N(J N(J
satisfacer| I | = 1. Asi, entre los smboloéﬁ),..., (L
D Dy
de ellos toman el valor1 para ciertos primog; = 3 (mdéd 4). Por tanto, existe un primo

), un namero par
Po
N(J)

p

p = 3 (mdéd 4) tal que( = 1. Como en el casd = 1,2 (mdd 4) obtenemos

<7_N<J)) = {7_]2(")} = —1. Notemos que(J) es par pue§® es no-principal para
p

algina € N impar.
Finalmente, la clasg ! tiene un representante
5 — H qo(ﬁ)—ordq(j)’
q€lp
dondeord, (J') = ord, (J) (méd 2). Asiord, (JJ') es impar yJJ’ es no principal. Por
tanto3 £3 yJ £ 3. O

. . +N(J —
Lema 2.13. SealF como siemprej, J ideales deDr tales quel d(J)] = —1,0(7) es

par y de forma que para cualquier primo ramificagdpp t N(J) yp 1 N(J). Sig €3

entonces{ i]\;(d) } = —1.

, — N(J , [—N(J —
DEMOSTRACION. SeaJ € 7J tal que [%} =10 [ d(d)] = 1. Como7J tiene

N(j@(ﬁ))

d
%UH)] — _1.Como {@] — 106 [%@)] —1,en

orden par, tenemo = 1. Por la multiplicatividad del Simbolo de Legendre y

[ I T

Q

el Lema 2.5, tenemo%
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ambos casos tenemos

o). [

DeJe®-1=7 =73 ,sesigue qud’®-1J es un ideal principal, lo que es imposible.
+N(J
Por tanto[%} = —1. [

Si q; € Ip, entonces(q;) = 2"it; para alglink;,t; € N, t; impar. Paray; € Zp
definimos
Ji=ai Yy Jp={31-... 3} 4)
Observemos que, comp # q; para: # j, entoncesj; # J;.

Lema 2.14. SeanF un campo cuadatico real yJ; como antes. Entonces:

1. {%(‘m} =—1lparal <i <|P|.

2. S|32 S j’P, entonceg_i ¢ <3_1, SN 73@'—1737}{-17 SN 73"P|>
3. Podemos modificar los elementos @e de tal forma que

G-I = Q) X x G-

DEMOSTRACION. Los ideales que vamos a usar son tales que sus norehasryprimos
relativos entre si, asi que podemos usar el Lema 2.13.1oaeatfion 1 se sigue del Lema 2.5

ya que/; es impar. Para la afirmacion 2 supongamos3ue (31, . . ., Ji—1, Jit1, - - -» I|P|)-

Sead = H Ji cone; = 0y e; enteros no negativos paia# j. Es claro quel €
JE€ITP

. . — +N(J +N(J;

(J1s - Jimt, Jigts - -5 Jp))- SIT € Ji entonces{%} = -1, pues[%

—1. Por lo tanto alglr; es impar. Puesto que = 0, entonces, por el Teorema 2.12 in-
ciso 3, tenemog; = g/ ¢ 7. Para la afirmacion 3, observamos primero que el rango de
(J1,---,Jp)) €s|P|. Ahora usamos el Algoritmo. O

Teorema 2.15.SiF es un campo cuadtico real, entonce€'ls = (31, ..., Jjp|)-

DEMOSTRACION. Por el Lema 2.14 y el Teorema 2.4, sabemos@ye= (J1, ..., Jp))

es un2-grupo con rango igual al rango d¢d,. Supongamos que existe un idgat Op

taI queo(J) = 2*¥ conk € Ny m.c.d. (N(J),6r) = 1. Como el2-rango deC'y es igual al
2-rango deG 7, existent, ey, ..., ep) € Ntal que

Jt = H 3?7
Ji€Ip

conJt # Og. Elegimos el menor enteroque satisface esta condicion. Notemos tjes
N(T)

par, si no fuera asi € G ;. Asi { } = 1. Por otra parte, al menos upnes impar,

N (T

pues de lo contrarié no seria minimo. Del Teorema 2.12 tene esd—} = —1. Esto

muestra que cualquier idealC Oy conm.c.d. (N(J),dr) = 1 satisfacel € G ;. Seap
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un primo ramificado yp un ideal primo tal quéV(p) = p. Sabemos que el rango d&,
es igual al rango dé& 7, asi{(G 7, p) debe de tener el mismo rango gde. Esto implica
quep € G5 o existe un ideal maximall € C¢, tal queH C (p). Si sucede lo segundo,
1 <o(H) <o(p) <2 asiqued = (p),p € Gy Gy = (Gg,p). Aplicamos este
argumento a cada primo ramificado y asi obtene@gs= G ;. O

Lema 2.16. SealF un campo cuadatico real. Cada clase d€'lr tiene un representante
tal quem.c.d. (N(J), o) = 1.

DEMOSTRACION. SeaJ € Cly tal queJ = p; - - - piq; - - - q, dondep; es un ideal primo
ramificado para < i < ky g; s un ideal primo no ramificado pata< ¢ < r. Es
suficiente probar que ca@atiene un representante que satisface la afirmacion.

Primero, probaremos la afirmacion paras 1,2 (mdd 4). En este caso, un primo
se ramifica si y solo g | d, y el ideal con normay; esp; = (p;, Vd) = (pi, pi + Vd).
Asi tenemos

(pi — Vd)p; = (pi(pi — V), p} — d) = (p;)(pi — Vd, p; — d/pi),

y p; esta relacionado casf = (p; — Vd, p; — d/p;). Notemos que’; no necesariamente
es un ideal primo. Observemos quec.d. (p, p; — d/p;) = 1 para todo primg tal que
p | d.- Entonce® { p; — d/p; ¥ pt N(pi — d/p;). El hecho de que; | (p; — d/p;) implica
p 1 N(p}). Por tantom.c.d. (d, N(p;)) = 1. Si cambiamog, por p;, obtenemos un nuevo
idealJ relacionado cof§ sin factores primos ramificados.

Ahora supongamosg = 3 (mdd 4). Procedemos de forma similar al caso anterior,
obteniendo asi un idedl € J tal quem.c.d. (N(J), d) = 1. En este cas@ es ramificado,
pero2 t d, asi que es posible qpe= (2,1 + v/d) | 3. En este caso, tenemos

p(l—Vd) = (21 = Vd),1 = d) = (2)(1 = Vd, (1 - d)/2),

dondep’ = (1 —Vd, (1 —d)/2) ~py %Z € Z es impar. En particula2 t N(p').

Comom.c.d. (1 —d,d) = 1tenemosan.c.d. (N(p),d) = 1, asim.c.d. (N(p’),0p) = 1
Reemplazandp porp’ obtenemos el ideal que queriamos. O

Proposicion 2.17. SeaFF un campo cuaditico real tal que|Cly| = 2% para algin k €

NyJ € Clp conm.c.d. (N(J),dr) = 1. Entonces/J) es maximal er€¢;, Si y Dlo si
+N@Q)] _q

=

DEMOSTRACION. Sabemos qué€ly = G; = (J1) x -+ (Jp)- Si (J) es maximal en
Ccip, €ntoncey esta relacionado con algin ideal de la forma

3= I o

JLEJP
. N : o +N(J)
donde algurordy, (J) es impar. El Teorema 2.12 implica q e\ = —1. Inversa-

mente, supongamos q{&) no es maximal. Entonceés) ¢ (J) para una clasg. Podemos
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elegirJ de tal forma quen.c.d. (N (J),dr) = 1. Asi,J = 3 para algurt € N. Como con-
N(ﬁ)} _ {mt)} L L

d d

Ejemplo 2.18. SealF = Q(v/322), donde322 = 2-7-23. Del Teorema 2.4 tenemos que el
rango deC'l, es1. Aplicamos el Lema 2.11 can= 0, g = 2. Encontraremos un ideal no
principal q; cuya clase generé&'l,. Para esto, necesitamos un primotal que

482 [Ea)
1 322

Siguiendo la prueba del Lema 2.11, es suficiente comygaatisfaga

n=s os. (2)= (D)= (B)-(Z)-1  ®

Del Lema 2.6, tenemos qae5 satisfacg5), pero no es primo. Del Teorema de Dirichlet
sabemos que existe un primo= 325 (mdd 322), en este casg, = 325 + 1288 = 1613

(1613) = (1613, 100 + v/322)(1613, 100 — /322).

secuencia dd # J tenemos que es par. Por lo tanto[

Por lo tantoq; = (1613, 100 + v/322) generaCl, y o(q;y) = 4.

Ejemplo 2.19. Sead = 272490 = 2 -5-293-3-31yF = Q(v/d). Para encontrar
generadores apropiados del,, usamos el Lema 2.11 cgn= 4,¢t = 2. Observemos que
el rango deCl, es3. De acuerdo al Lema 2.8, necesitamos un primo racign&hl que

wes et (2)= o1 ()= ()= () -1

Es suficiente que, satisfaga

¢ =3  (méd b) (6)
¢ =1 (mod 27249)

El primo¢; = 762973 resuelvg6) y
q1 = (762973, 349636 + v/272490)

es un ideal primo tal quéV(q:) = ¢; Y o(q1) = 8. De la misma forma encontramos
¢ = 1895713 y el ideal primogq, = (1895713,507828 + /272490) que satisfacen
N(q2) = ¢2,0(q2) = 8. El primogs = 5674241y el ideal primogs = (5674241, 1813618+

V/272490) satisfacenV(qs) = g3, 0o(g3) = 8. Por tanto,Cly = (41, 9z, §3)-
Las relaciones iimimas entreyy, 42, gz que aparecen en la Propositi 2.2 son

Ti=®R, W= @ =Gk = =0
Reemplazamog; por g7 @ V@ q, = 1z ¥y @ por g1 & Vg = q1 % g3. Ahora
tenemosCly = (1,1 G2, d1 ° @3), COno(@1) = 8,0(q d2) = 4y o(@r * ) = 2. Con-
tinuando con el Algoritmo, verificamos que el conjunto deegadores deC'l, ya no se
puede simplificar @s. Por tanto

Cly = (91,91 92,91 ° T3) = (T1) X (1 G2) x (G1 > G3) = Cs x Cy x Cs.
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2.3. Otros casos

Se pueden obtener resultados similareB st Q(v/—d), cond entero positivo libre
de cuadrados. En este caso, la norma de un elemenfoesnpositiva y por tanto usa-

N(3) £N(3)

remos{T} en lugar de[ . Para construiP, Zp, Jp necesitaremos encontrar

nameros primos como se indica a continuacion:
1. Sid =p, - --p, €s como en el Lema 2.7, podemos encontrat primosgy, - . . , ¢,

tales que(&) = —1, <&> = lparai # jy ¢ = 3 (mdd 4). En este caso

-1 qi
— | =—-1y (2] =-1.
( d ) Y (pz)
2. Sid = 2p,---p, es como en el Lema 2.8 = pop; - - - p;, = 3 (méd 4) como

en el Lema 2.10, podemos encontganUmeros primos tales quéa—F> =1y

i

[%] = —1. De hecho, podemos usar los mismgs que encontramos en el caso
real.

3.Sid = pop1---p; = 1 (méd 4) es como en el Lema 2.9, entonced = 3
(moéd 4) y op = —4d. En este caso, podemos enconyar 1 primosgqy, . .., ¢,

tales que(ﬁ) = -1, (ﬁ) =1lparai # jy¢ = 3 (méd 4). Comog > 1,
4qi qi

siempre tendremos un primg tal que <&) =1y <@) = —1. Por tanto

‘ i Pj
i
4. Sid = 2p;---p, = 1 (mdéd 4) es como en el Lema 2.11, existgnprimos

¢, ..., q, tales que(&) = —1, <&> =1lparai #jyq =5 (mdd 8).
4q; i

Con estos niUmeros primos definimBsZ, y J» como en el caso real. Los Lemas

2.13,2.14 y 2.16, Proposicion 2.17 y los Teoremas 2.12 § gukeden ser generalizados

)

. . +N(J .
quitando el signo menos eT . En particular:

Proposicion 2.20. SealF un campo cuaditico imaginario tal queCly| = 2F para algin
ke NyJ e Clp conm.c.d. (N(J),dr) = 1. EntoncegT) es maximal el€¢;, Siy Dlo si

- :

Un caso patrticular de lo que hemos estudiado se da cuandpaienxte de'ly es?2.
El siguiente resultado se sigue del Teorema 2.15 y de slwbwegsi campos imaginarios:

Corolario 2.21. SeaF un campo cuadatico tal queC'ly tiene exponente. Entonces [y =

(Jp) con Jp como en(4) y cada clase tiene un ideal de la fornH J, paraalgin A C
JeA

TIp, dondeH3 = O cuandoA = . n

Jeo
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El siguiente resultado es muy importante, pues nos perreieggrinar si un ideal es o
no principal en el anillo de enteros de un campo cuadragiab que es uno de los objetivos
principales de este capitulo. Ademas de la importanogatigme por si sélo, utilizaremos
esta afirmacion mas adelante para clasificar elementosgre irreducibles cuando el
numero de clases €s

Teorema 2.22.SeanF un campo cuaditico real tal queC'ly tiene exponent2y J C O

unideal tal quen.c.d. (N(J), ér) = 1. Entonced no es principal si y8lo si { d<J)] =
—1.
DEMOSTRACION. Toda clase tiene un representante de la folima= H J, para algun
JeA
, . +N(TJ4) .
h # A C Jp. Por la afirmacion 1 del Teorema 2.12 tene esT = —1. Siun
. . N3 . . -
idealJ satlsface[ d(J)} = —1, entonces por el Lema 2.13 todo id§atontenido ery
N . +N(J) : o

tal quem.c.d. (N(J), dr) = 1 satisfac — | = —1. Por tanto, todo ideal no principal

+N(3J) , I - . o
cumple 7 = —1. La afirmacion inversa es valida en cualquier campo @iswr
real. O

La condicibnm.c.d. (N(J), ér) = 1 es necesaria. Si.c.d. (N(J),0r) > 1, entonces
)

puede existir un ideal no principaltal que {N(J)} =10 { N@

pi y } = 1. Por ejemplo,

siF = Q(v/10), entoncesﬁ—ﬂ = 1 pero(5,+/10) no es principal. Algo similar sucede

en el caso imaginario.

Ejemplo 2.23. SeaF = Q(1/—665). Vamos a determina€l, de F. Como—665 =
—(5)(7)(19) = 3 (mdd 4), entoncesr = —2660, py = 5, p1 = 7Y p» = 19. La siguiente

. . 0 ,
tabla muestra los primeros primgs= 3 (mdéd 4) tales que =) = 1. Eneésta podemos

observar queyy, = 3, ¢1 = 71y ¢ = 131 satisfacen las condiciones que necesitamos.
En este casp, = (3,4 4+ /—665), po = (71,20 + v/—665) y ps = (131,11 4+ +/—665),
o(p1) = o(p2) = o(p3) = 6, Zp = {p3,p3,p3}. Si aplicamos el Algoritmo, encontramos
queIp = jp yClg = Cg X CQ X Cg.
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(G|
1 q q q q 665
3 1 -1 1 1 -1
23 1 -1 | -1 -1 -1
43 1 -1 | -1 -1 -1
71 1 1 -1 1 -1
79 1 1 -1 1 -1
103 1 -1 1 1 -1
131 1 1 1 -1 -1
139 1 1 -1 -1
151 1 -1 1 -1

Ejemplo 2.24. SiF = Q(1/—21), entonceg’'lr = C, x Cy; asi, un idealJ es principal siy

I N(T . . ..
solo si [ 2({’)} = 1. Por ejemplo(5, 2 + v/—21) no es un ideal principal pue¥ (J) =5

y {2_51} — —1. El ideal (37,41 + +/—21) es principal ya queN(J) = 37y 4> = 37

(méd 21).

2.4. Elcampo de clases de Hilbert de algunos campos
cuadraticos

En esta seccion vamos a encontrar el campo de clases detldélmmpos cuadraticos
cuyo grupo de clases de ideales tiene exponerin [8] Proposition 1.2, H. Cohen y X.
Roblot afirman que sF = Q(v/d) cond > 0y hy = 2, entonces existe un divisds de
dpconl < dy < dpyds =0,1 (méd 4) tal queHy = F(/d5). El problema es encontrar
d,. Ellos afirman que, usando teoria de géneros o teoria dentéun, se puede encontrar
d> en un namero finito de pasos. Nosotros daremos una pruelstedessultado en la que
hallamos explicitameni&. Terminaremos la seccion generalizando este resultaatalou
el grupo de clases tiene exponediacluyendo el caso imaginario.

Como consecuencia inmediata del Teorema de Gauss sabrarejo delr (Teorema
2.4) tenemos:

Proposicion 2.25.SeaF = Q(v/d) conhy = 2. Entonces, para algungs g, primos
racionales positivos impared,es de alguna de las siguientes formas:

1.d=2pconp =1 (mdd 4).

2.d=pgconp=qg=1 (mdd 4).

3.d=pgconp=1 (méd 4), ¢ =3 (mdd 4).

4.d=2pgconp =g =3 (mbd 4).

5.d=2pgconp=1 (mbd 4),q =3 (méd 4).

6. d=pgrconp=1 (méd 4),q=r =3 (mdd 4).

7.d=—pconp=1 (mdd 4)

8.d=—-2p.

9.d=—pgconp=1 (méd 4),q =3 (mdd 4). O
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En cada uno de los casos que describe la proposicion ans#io hay una manera de
factorizard = d, d, de tal forma quel;,ds # 1, ds = 1 (méd 4) y donde al menos uno
de los factores es positivo:

1. d1:2,d2 = DP.
2. d1 :p,dgzq.
3. dlzq,dg = DP.
4, d1 :2,d2 =pq.
5. d1:2q,d2 = p.
6. dy =p,dy=qr.
7. dl :—]_,dgzp.
9. d1 = —q, d2 = DP.

Teorema 2.26.Seand = didy, dy = 1 (méd 4), di,dy # 1ydi > 00dy > 0. Si
F = Q(Vd) conhy = 2, entoncedly = Q(v/dy, V).

DEMOSTRACION. SeaK = Q(+/d;, /d). Notemos qua[l, L +2\/d72

by L.y} son
bases de&K/F formadas por enteros algebraicos. Sabemos&Ued, v/d,}) = 4d; y
A ({1, ! +2\/d72}) = dy, mas alnu.c.d. (4dy,ds) = m.c.d. (dy,dy) = 1. Entonces,

dxr = Or Y K/IF es una extension no ramificada, incluyendo los primos alitofi Por
tantoHy = K. O]

Teorema 2.27.Seand = py - - - p, un entero racional libre de cuadradog; > 0 primo
paratodoi y F = Q(v/d) tal queCly tiene exponente.

1. Sip; = 1,2 (méd 4) para todoi, entoncedlly = Q(,/po; - - -, \/Pg)-

2.Sipy = 2, pp = 3 (méd4) yp;, = 1 (méd4) parai > 2, entonces
H]F:Q<\/2—pla\/2727"'7\/]79)'

3.Sid = 1,2 (méd 4) y para algin0 < t < g tenemos quey,...,pi—1 = 1,2
(méd 4), pt,...,p, =3 (méd 4), entonces el campo de clases de Hilberfdes
Hr = Q(\/Po; - - - s /Pi—15/PgDt> \/PgPit1; - - - /PgPg—1).- ObServemos que debe
haber al menos dos primos congruentes 8aonddulo4 y el casot = 0 significa
quep; = 3 (mdéd 4) parai =0, ...,g.

4. Sid =3 (méd 4), entoncesly = Q(,/po, - - -, /Dg)-

DEMOSTRACION. Solamente probaremos la primera afirmacion. Pasal, . .., g con-
sideremos los campds, = FF(,/p;). Usando las ideas de la prueba del Teorema 2.26, es
facil mostrar quéel; /F es una extension no ramificada. CofagF son no ramificadas y

L; NL; = F para:i # j, entonced,, - - - L, /F es no ramificada como consecuencia de la
proposicion 1.18. Finalmente, por el Teorema de Gausz-teigo de un campo cuadrati-
co,[Ly---L, : F] = 297! = o(Cly). Por lo tantoHy = L, - - - L,. Las otras afirmaciones

se prueban de forma analoga. O

El siguiente resultado es la version imaginaria del tearanterior. La prueba es simi-
lar a la del caso real.
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Teorema 2.28.Seand = —p; - - - p, un entero libre de cuadrados conprimos racionales
positivos yF = Q(+/d) tal que el exponente d&ly es2:
1. Sid = 1 (mdd 4), dondepy, ...,pr—1 = 1 (méd 4), ps,...,p; = 3 (méd 4)
paraalgin0 <t < g+ 1, entoncedlly = Q(\/Po, - - -, \/Pi—1, V=Pt - - -/~ Dg)-
El casot = g + 1 significa que no hay primos congruentes éamddulo4.
2.Sid = 2 (méd 4), dondepy = 2, p1,...,pi-1 = 1 (méd 4), pt,...,py, = 3
(méd 4) paraalginl <t < g + 1, entonces

HF :Q(V j:27\/p_17"'7 \/pt—l» V= DPty .-y \/ _pg)v
donde el signode es+sid/2=1 (méd 4)y —sid/2 =3 (méd 4).
3. Sid =3 (méd 4), entoncesly = Q(v/—1, /Do, - - -, /Dyg)- O

2.5. ldeales principales y ecuaciones diofantinas

A partir de esta seccion vamos a demostrar de forma distigtanos resultados que
estudiamos anteriormente. Aunque este método solamamteha para un niamero res-
tringido de casos, es interesante pues vamos a obtendéongla@ntre la clase de ideales
7y la ecuacion diofantind; b7 — dy b3 = £s? Ny (J), donde las variables sdn y b,.

En este trabajo, cuando digamos que una ecuacion dicdesditte. formaf (b1, by) = +c,

es soluble nos referiremos a que tiene solucion para al snemo de los dos signos, en
algunos casos la ecuacion sera soluble para los dos siggrostras ocasiones solamente
para uno de los dos.

SeaF = Q(+/d) un campo cuadratico cdn: = 2. Como vimos en la seccibn anterior,
existend;,d, € Z condy, = 1 (méd 4) tales quel = d; d, y al menos uno es positivo.
Como todos los primos que dividenda 6 d, se ramifican e, entonces existety, 0,
ideales tales qU&r /g (91) = |di| Y Nr/q (01) = |ds|. Es claro que,, 9, son Gnicos. Como
0105 = <\/E>F, entonces ambos ideales son principales o ambos son nappiex De
la igualdad anterior se ve q@e = 0_1_1 y comod} = (d;)y, entonced; = 0_1_1, por lo
tantod; = 0s.

Primero trabajaremos el cado= 2p, 0 < p = 5 (mdéd 8) un primo racional, donde
se tiene un criterio muy sencillo para identificar idealesgypales y no principales. Sean
F =Q(v2p), K = Q(v2, /p) el campo de clases de Hilbert By Og, O los anillos de
enteros respectivamente. Es claro qie=Z + /2 p Z.

K =Q(v2,/p)
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Como? | g, entonces?2);, se ramificay sp, = (2, /2 p>]F, entonces2), = p3. Tenemos

, . 2 2 2 . o
p=>5 (mbd 8) asi que(;) = L—J = {2—29] = —1, de est, es un ideal no principal y,
comop2 es principal, entoncéds: es par. A partir de ahora estudiaremos el dase- 2.

Lema 2.29.SearlF = Q(/2p) con0 < p =5 (mdd 8), hy = 2y ps = (2,v/2p),.

1. <p2>K - <\/§>K
2. SiJr es un ideal no principal d®y, entonces exist8 = b;v/2 + ba/D € Ok tal
queby, by € ZY (Jr)i = (B)k-

DEMOSTRACION. Claramentgps), = (2,v/2p),. EnOx, v2 | 2y v2 | \/2p, por lo
que<\/§>K | (p2)g. Por un lado, como consecuencia de la Proposicion 1.2inese

Nk/o (\/5) = Nrjo (NK/F (\@)) = Nrjg (—2) =4, (7
mientras que

Nijg ((p2)x) = Nijo (Nesr ((p2)g)) = Nejg (p2®) = Nejg (p2)? =4 (8)

por la Proposicion 1.23. Ahora, la afirmacion 1 se siguerily (8).
Comohr = 2, entonce$, = Jr Y el producta,Jr es principal, digamog,Jr = (A) .
Si consideramos la igualdad &obtenemos

(A = (pa) @od = (V2)_(3ec.

El campoK es el campo de clases de HilbertlHeentoncesJr), debe de ser un ideal
principal, digamosJr), = (). Por lo anterior

(V2)_(B) = (V28)_ = (A,

lo que nos indica/2 31 = A para alguna unidagd € Ox y A = a; + a2/2Zp. Ya que
(B)g = (1 B)x podemos suponer

V2B =A=a+as/2p.
De la igualdad anterior tenem@& | Ay, comov/2 | a»\/2p, entonces,/2 | a;, donde
a, € 7.y asia, debe ser par. Entonces

V2 =2+ pV2I=v2 (2V3+ap),

a . . . . .
dondeé,aQ € Z. Asi, para cada ideal no principgt C Oy existe un elemento de la

formab, 2+ by/p € Ok dondeby, by € Z tal que(Jr)y = (b1v2 + ba(/D),. LO anterior
prueba 2. O

Observemos que 8l = b2 + bay/P Y Jr €S un ideal d&®y tal que(Jr)x = (B)k.
entonces

Nk/o (B) = Egzﬁ +622)%/@(b1\/§ - 52\/279)(—51\/5 + bz\/]_?)(—bl\/§ - 52\/]_?)
= 1~ Poy)".
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Por otro lado,Nx g ((Jr)x) = (Nrjo (Jr))? y asi|2b] — pb3| = Ny (Jr). De esto,
podemos ver que $ir es un ideal no principal, entonc@dy? — p b3 = +Np(Jr) tiene so-
lucion entera en las variablés b, para al menos uno de los signos. Ademas, en cualquier
campo cuadratico redl = Q(v/d), si Jr es un ideal principal d®y, entonces una de las
ecuacione$? — d b2 = +N(Jr) debe de tener solucion entera.

Proposicion 2.30.Seand = 5 (mdéd 8) un entero racionale € N impar y by, b, b, by
variables. Consideremos las ecuaciones:

1. b2 —2db% = +c.

2.202 —dbi = *c.

No es posible que tantbcomo2 sean solubles sim@heamente.

DEMOSTRACION. Comod = 5 (méd 8), —2d = 6 (mdéd 8). Los cuadrados modulo
8 son0, 1, 4, estos valores multiplicados p6rson0, 6,0 modulo8. Con esto en mente,
los posibles valores impares g — 2d b2 = b2 + 603 (méd 8) son=+1. Haciendo un
procedimiento similar, los Gnicos valores impares quelpuemar b3 — d b = 2 b2+ 3 b?
(mé6d 8) modulo8 son+3. Por tanto, la proposicion es cierta. O

De la prueba anterior se puede concluir que:

Teorema 2.31.SeanF = Q(+/2 p) un campo cuadatico real con fumero de clase2 con
p =5 (méd 8) un primo racional yOr su anillo de enteros. Sir es un ideal d&)y con
N(Jr) impar, entonces:

1. Jy es principal si y 6lo si al menos una de las ecuaciorgs- 2p b2 = +N(Jy)
tiene soluaddbn conby, by € Z.

2. Jr es un ideal no principal si y&o si existe una solueh de2 b? —p b2 = +=N(Jy)
conby, by, € Z.

3. Jr es unideal principal si y&@o si N(Jr) = +1 (mdd 8). O

Si un idealy tiene norma par, lo podemos factorizar cobpo= p5Jy’, dondedy’ tiene
norma impar yp, es el Gnico ideal d&®r con norma2. Si k es par, el ideal es principal
si y solo siJy’ es principal. Sk es impar, entonces; es principal si y solo siz’ no es
principal.

Teorema 2.32.SeaF = Q(4/2 p) un campo cuaditico real conhyr = 2, p =5 (mdd 8),
Or su anillo de enteros §r un ideal deOr con N (Jr) par. SiJr = p~Jr’ como antes,
entoncegir es principal si y 6lo si una de los siguientes afirmaciones es cierta:

1. kesparyN(Jr') = +£1 (mdd 8).

2. kesimparyN(Jg') = +3 (mdd 8). O

Resumiendo lo anterior, cuando= 2p > 0 conp = 5 (méd 8) y hy = 2, Si Jp uUn
ideal deOr es principal con norma impar, entonggs ), tiene un generador de la forma
a1 + a»V/d, y si el ideal no es principal, éste sera/d; + as\/d,. Nos referiremos a los
elementos de la forma; + a,v/d como elementos tipo 1 y los elementos tipo 2 seran
los que tengan la forma,\/d; + asv/d,. A continuacion vamos a ver cuando se puede
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generalizar este resultado y qué sucede en el resto deslos, gara esto es importante ver
lo que sucede cuando se multiplican elementos de esta femparticular, sil = d; ds:

(a1 + &2\/&)(&3\/?1 + a4\/£) = (a1 a3+ azay dz)\/dT + (a1 ag + as ag dl)\/dZ,
(&1\/@“‘ &2\/?2)(&3\/?1 + a4@) = (0,1 as dl + as ay dg) + (0,1 a4 + a9 ag)\/a,

estos productos son congruentes con el hecho de que el pyathuan ideal principal por
uno no principal es no principal, mientras que el productdakeideales no principales da
como resultado uno que si es principal. También obserseued? = (d;); ¥ <\/I>§< =
(dy)g, 10 que implica qued, ) = <\/d71>§< por la factorizacion Unica de idealds; ), =
(Vdy),. Analogamente(d,), = (V/d,),. Observemos que en algunos casos es posible
queas, as &€ Z, Peroa; + as\/d 6 ai+/dy + azn/ds Si sean enteros algebraicos, por ejemplo,

. 1 d _
sid=1 (méd 4), entonces%f es un entero algebraico.

Proposicibn 2.33. SeanF = Q(v/d) cond = d, d, libre de cuadradosd,,d, € Zy
K = Q(Vdi, Vdy). SiJr, Jr son ideales d&y tales que(Tr); = () Y (Jr)x = (B)k
cona, B € Ok elementos del tipo 2, entonc@s = Jr enCly.

DEMOSTRACION. Seand;, 0, los Unicos ideales d&y con normagd, |, |d,| respecti-
vamente. MultipliquemogJir), = (a)x Y Jr)x = (B)x Por+/di. Comoa, 8y \/d;
son elementos del tipd, entoncesw+v/d; y 3+/d> son elementos del tipd, es decir,
(Jp01)x Y (Jr01) tienen generadores del tipo 1, lo que indica @ y Jr0; Son prin-
cipales enOy, es decir, estan relacionados. Por lo anterior, exigdteB € Oy tales que
AJg 0, = BJr0,. Porlaley de la cancelacion,Jr = BJr Y Ir = Jr. O

Proposicibn 2.34. SeanF = Q(v/d) cond = d, d, libre de cuadradosd;,d> € Z'y
K = Q(v/d1, Vdy). SiJx, Jr son dos ideales d€y tales quedy = Jp enCly y (Jp), =
(a)g cona € Ok un elementos del tipo 2, entonces existee Ok del tipo 2 tal que

<3]F>K = <6>K

DEMOSTRACION. ComoJr y Jr estan relacionados, entonces existerB € O tales
que AJr = BJp. Asi, (AJp), = (Aa)x = (BJr)g. De la igualdad anteriofJr), debe
de ser un ideal principal, digamd3r), = (5), para algind € Ok. Por lo anterior,
existey € Ok unidad tal qued a = B u. Podemos suponer que= Suy Aa = B 3.

Despejando,

A
525057

A . . :
dondeE € Kes deltipo 1 yx del tipo 2. Aunque uno de los elementos no necesariamente

es un entero algebraico, se sigue cumpliendo que el prodeattios es del tipo 2 ¥ es
el valor que buscamos. O

Como (01)y = <M>K entonces siempre existe una claseCdg con un ideal que
al extenderlo & tiene un generador del tipo 2. Por los resultados anteripega cada
factorizaciond = d; d; tenemos una clase relacionada a los elementos del tipo 2 que
surgen con estos nUmeros. Sin embargo, estas clases rsamacente son distintas, es
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posible que una misma clase de ideales corresponda a losretesrdel tipo 2 de dos
factorizaciones distintas diecomo de hecho se puede ver en el Corolario 2.36. El siguiente
resultado nos muestra que este criterio es mas fuerte)maas ayuda a identificar ideales
de Or que estan relacionados cony 0., Sino que ademas sirve para clasificar los ideales
de Ok que al bajarlos &y estan relacionados con esta pareja de ideales.

Proposicibn 2.35. SeanF = Q(+/d) cond = d, d, libre de cuadradosd,,d, € Z,
K = Q(v/d1,v/d3) y 01,0 losUnicos ideales d&®y con normasd, |, |d.| respectivamente.
SiJg = (o) esunideal d®x cona = a;/di+az/da, a1, a2 € Q, entoncedy = JxNF
es un ideal tal quér = 0; = 0.

DEMOSTRACION. SeanB; = av/di, s = ay/ds € Op. Consideremos el idedly =
<51, /82>K Sabemos qu@JK/Q (J]K) | m.c.d. (NK/Q (61), NK/Q (52)) ComOdl Yy dg son
primos relativos, entonceSy  (v/d1) Y Nk/g (v/d2) también lo son, por las definicio-
nes des; y .. Lo anterior implica quen.c.d. (Nkq (51), Nksg (B2)) = |Nkjo ()] y
consecuentement®y o (Jx) | Nk/g (). Como ademas: | Jk, entoncesix = Jk,
es decir(o), = (b1, f2)i. Sabemos qué,, S, € Op, asi que, por el Corolario 1.11,
Jr = Jx NF = (B4, Ba2)p, que al subirlo 8Dk esTx = (), asi que, por la Proposicion
2.33,Jr esta relacionado con y 0,. O

Los siguientes corolarios generalizan lo que hallamosgla@sal = 2 p. Observemos

1++d
9

entero algebraico del tipo 2 multiplicado pgtl; y por +/d, debe de estar efr, entonces

ar/di + axy/dy

en este caso puede haber elementos de la ferma conay,ay € Z impares.

Por lo anterior, en este caso es necesario incluif en el lado derecho de las ecuaciones
diofantinas que usaremos a continuacion.

que sid =1 (mdd 4), entonces una base entera@tees{l, } y como cualquier

Corolario 2.36. SeanF = @(\/E) cond = d; d, libre de cuadradoshy = 2, Hy =
Q(v/d1,/ds), 01,0, los Unicos ideales d€y con Ny /g (01) = |di| Y N (02) = |da| Yy
Jr C Op un ideal. Sioq, 95 son principales, entonces: es un ideal principal si y@o si
existe una soluéin ded; b? — d, b3 = +s* N(Jp) conb;, b, € Z dondes = 1sid = 2,3
(moéd 4) 6s=2sid=1 (méd 4). O

Corolario 2.37. SeanF = Q(\/E) cond = d; d, libre de cuadradoshy = 2, Hy =
Q(v/dy,/d5), 91,0, los Gnicos ideales d&r con Ny /g (01) = |di| Y Nijg (02) = |dal,
Jr COrpunidealys =1sid=2,3 (méd 4) 6s=2sid=1 (méd 4). Sivy, 0, SON NO
principales, entonces:

1. Jr es principal siy 8lo si al menos una de las ecuaciorés- d b3 = +s? N(Jr)
tiene soludbn conby, by € Z.

2. Jr es un ideal no principal si y&o si existe una solueh ded; b? — dy b3 =
+s% N(Jg) conby, by, € Z. O

Ejemplo 2.38.Sead = 2-3 -5 - 7yF = Q(v/d). Tenemos las siguientes posibles factori-
zaciones dé cond;, d, positivos.



2.5. IDEALES PRINCIPALES Y ECUACIONES DIOFANTINAS 41

dy
210
105
70
42
35
30
21
15

— =
CTENo own &

Seamnps, p3, p5, pr losUnicos ideales d®r con norma2, 3, 5, 7 respectivamente. Como
d tiene cuatro factores primos y entre ellos hay algunos coegtes cor3 modulo 4,
entonces e?-rango deCly es2, de hechdly = Z/27 x 7. /27, dondepsyp; Y psps Son

ideales principalespa, pz, pspsp7, p2psps €s@in en la misma clase, ps, P2pspr, papspr
estin en una segunda clase de ideales no principalpspy, p2ps, psp7, pspr €stin en la

Ultima clase. En este caso, un idéai_ O es principal siy élo si

b — 21003 = £Npjg (J) Yy 1467 — 1565 = £Npsg (J)
son solublesy € p; siy Dlo si

207 — 10503 = £Npjp (J) Yy 707 — 3005 = £ Ny /g (J)
son solublesy € p3 siy Dlo si

307 — 7005 = £Npjg(J) Yy 5b] — 4203 = £Npjg (J)
son solublesy € pyp; siy Dlo si

607 — 3503 = £Nrjp(J) 'y 1007 —21b; = £Ng/g (J)
son solubles.

En el casod = 2p > 0 conp = 5 (mdd 8) ya vimos qued, d, son ideales no
principales. Vamos a terminar esta seccion demostranesigu= 1 (mdéd 8) los ideales
mencionados si son principales. El siguiente ejemplo ensra de guia.

Ejemplo 2.39. Seard = d; d, cond; = 2y d, = 17,01, 05 los Gnicos ideales d&r tales
que Ng/g (01) = di Y Nrjg (92) = do. En este caso,, 0, son principales. En efecto, el
primo 3 se descompone &) ya que34d =1 (méd 3)y

BREIRERCS
(3= (3,1+ \/3_4>F (3,1- ¢?T4>F.

Ninguno de estos ideales es principal, pues de lo contrasistifia o« = a; + ayv/34
con Ng/g (o) = 3. Vamos a probar que: no existe. Sif — 34a3 es impar, entonces,
debe ser impar, 417 = 1 (méd 8). Siay es par, entonced4a; = 0 (méd 8) y Siay
es impar, entonceta? = 2 (mdéd 8). Por tantoa? — 34a3 = +1 (mdéd 8). Esto prueba

De hecho,
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que no existen elementos con norramodulos, ad, (3,1 + v/34),y (3,1 — v/34) son
ideales no principales.

Ahora vamos a probar quEry? — 2b2 = +3 no tiene soluciones enteras. Una vezsn
vamos a considerar la ecud@ei como una congruenciaddulo 8. Puesto que7y? = 1
(méd 8) y2b2 = 0,2 (méd 8), entonced 7b7 —2b2 = +1 (mdd 8). Por tanto, ninguna de
las cuatro ecuaciones tiene soluciones enteras. Por larapositiva delCorolario 2.37
los ideales; y 0, deben de ser principales.

El ejemplo anterior se puede generalizar cuahdo2 p conp =1 (mdéd 8).

Proposicion 2.40. SeaF = Q(v/2p) conp > 0 un primo racional yp = 1 (mdéd 8).
Entonces, existe un ideal no principgg} de Of tal quepb? — 203 = +£N(Jr) no tiene
soluciones enteras.

DEMOSTRACION. En general, sh = 1 (méd 8), entoncep b? — 263 = 41 (mdd 8),
asi, basta con encontrar un ideal no principal cuya norma-8e(maéd 8).

Seaa € Z tal que 2) = ~1. comom.c.d. (p,8) = 1, existeb € Z tal queb = a

p
(méd p) y b = 3 (mdéd 8). Usando el Teorema de Dirichlet sobre primos en sucesiones
aritméticas, existe una infinidad de primos congruentesbamodulo8 p. Seaq uno de
estos primos. Comg=3 (méd 8)y ¢ = a (mdd p) tenemos

0= ()-0)-- [5)- ()

De lo anterior, existe un ideglcon Ny (q) = ¢ tal queq no es principal.
Ahora observemos queb? — 203 = +3 (mdéd 8) no tiene soluciones enteras puesto
queg = 3 (mdd 8). O

Corolario 2.41. SeanF = Q(1/2p) conp > 0 un primo racionalp = 1 (méd 8), hy = 2
y 01,0, los nicos ideales d&y tales queNy g (01) = 2y Ni/g (92) = p. Entoncesp, y
0, son ideales principales.

DEMOSTRACION. Comohy = 2, solamente hay dos clases de ideale€gnla de los
ideales principales y la de los que no lo son. Por la Propgwsi2i40, existe un ideal no
principal Jr que no satisface la ecuacipn? — 2b3 = +N(Jr). Por la Proposicion 2.34,
ninguno de los ideales no principales resuelve dicha etnaasi que la clase que debe de
resolver la ecuacion es la de los ideales principales.dtltado se sigue de la contraposi-
tiva del Corolario 2.37. O

En el caso imaginario, el siguiente resultado nos afirmaogu@, nunca van a ser
principales a menos qué;| = 10 |ds| = 1. Si esto sucede, debemos de utilizar el Teorema
2.20 para saber si un ideal es principal.

Proposicion 2.42. Seand = d; dy < 0 un entero racional libre de cuadrados coh | #
1 # |do|, F = Q(V/d) y 01,9, los(nicos ideales d&®; con normald, |, |d,| respectivamen-
te. Los ideale®,, 0, no son principales.

DEMOSTRACION. Sead = a; + asVd con Ngjq (A) = a? — da? = a} + |d| a2 libre
de cuadrados. Por la condicion anterigr# 0, asi queNg,g (A) > |d|. Comod,, d son
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libres de cuadrados|y;| < |d
|di] 6d2

, |[ds| < |d|, entonces no existe ninglin elemento con norma
, por lo qued,, 9, no son principales. O

Corolario 2.43. SeanF = Q(v/d) cond = dydy < 0, hg = 2, Hy = Q(v/dy, Vd3),
|di| # 1 # |ds|, Jrp unideal deOp y s = 1sid = 2,3 (mdéd 4), s =2sid =1 (mdd 4).
Entonces:
1. Jy es principal siy 6lo si al menos una de las ecuaciorigs- d b3 = s*> N(Jy)
tiene soluddbn conby, by € Z.
2. Jr es un ideal no principal si y&do si existe una solugh ded; b? — dy b3 =
+52 N(jﬁ?) con bl, bg, € 7. O

En [29], H. Stark clasificd los campos cuadraticos imaginarms/g: = 2:

Teorema 2.44.SiF = Q(v/d) es un campo cuadtico imaginario, entoncesy = 2 si'y
solosid = -5, -6, —10, —13, —15, —22, —35, =37, —51, —58, —91, —115, —123, —187,
—235, —267, —403, —427. 0

De estos 18 numeros, podemos aplicar el corolario en toéo®snen! = —5, —13,
—37, que son los que no cumplen la condician # 1 # |ds|.

2.6. Clasificacon de primos e irreducibles en campos
cuadraticos conhp = 2

Ahora vamos a estudiar una aplicacion del Teorema 2.22jalnos proporciona un
criterio para saber si un ideal d& es o no principal. Usaremos esta informacion para cla-
sificar los elementos primos, irreducibles y compuestosiélb de enteros de un campo
cuadratico corhy = 2.

Si hp = 2, entonces el producto de dos ideales no principales esgain®e la pro-
posicion 1.29 se sigue que es irreducible si y sblo SiP) = pq dondep, q son ideales
primos no principales.

SeaJ un ideal tal quem.c.d. (N(J),dr) > 1. Si queremos saber §i es principal,
factorizamosi = 7,7, tal quem.c.d. (N(J;),dr) = 1y cada ideal primo que divide a
J, se ramifica. Entonces es principal siy solo s, = J, s hr = 2, entonces es
principal siy solo sii;, J, son ambos principales o ninguno lo es.

Teorema 2.45.SeanF = Q(+/d) un campo cuaditico real,hy = 2y P € O tal que
m.c.d. (N(P),dr) = 1. Entonces” es primo siy 8lo si una de las siguientes afirmaciones
se cumple:

1. [N(P)| = q es un primo racional tal qu{a—F) =1y [%} =106 [_Fq} = 1.
q

2. N(P) = ¢* dondeq es un primo racional tal qu<@) =—1.
q

DEMOSTRACION. Es suficiente probar qué&V(P)| = ¢ es primo si y solo si se cumple
Recordemos qué&/(J) es primo si y solo si se ramifica o se descompone. Por hipotesis,

) 4} . o
m.c.d. (N(P),dr) = 1, asi que(f) = 1. Del Teorema 2.22, se sigue qies principal
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si y sOlo si [%] =16 _7 = 1, en particular, sb = (P) se sigue 1. El caso de la
afirmacion 2 se obtiene cuando el primes inerte. O

Teorema 2.46.SeanF = Q(+/d) un campo cuaditico real, hy = 2y P € O tal
quem.c.d. (N(P),d0r) = 1. EntoncesP es irreducible si y &lo si una de las siguientes
afirmaciones se cumple:

1. P es primo.
. . ) ) +
2. IN(P)| = pq, p,q primos racionales tales qué—F) = (—F) =1y [Fp] =
p q
+ . .
Fq = —1, para al menos uno de los signos, donde los signos-ge/ +¢
pueden ser distintos o iguales.

DEMOSTRACION. Si P es un elemento irreducible no primo, enton¢B$ = pq, donde
p, q son ideales primos no principales. La norma de cada uno ds ieislales debe ser un
primo, pues de lo contrarip y q serian ambos principales. Seatp) = p, N(q) = q.

Asi (%) = (%F) =1.La condicién[%] = {%} = —1 es necesaria para que los

ideales sean no principales.

El caso en qué& es un campo cuadratico imaginario es similar:

Teorema 2.47.SeanF = Q(v/—d) un campo cuaditico imaginario,hy = 2y P € Op
tal quem.c.d. (N(P),dr) = 1. EntoncesP es primo si y 8lo si una de las siguientes
afirmaciones se cumple:

1. N(P) = g es un primo racional tal que{%) =1y [%} =1.

2. N(P) = ¢* dondeq es un primo racional tal qu{a—F) =—1. O
q

Teorema 2.48.SeanF = Q(v/—d) un campo cuaditico imaginario,hy = 2y P € Op
tal quem.c.d. (N(P), dr) = 1. EntoncesP es irreducible si y 8lo si una de las siguientes
afirmaciones se cumple:

1. P es primo.

2. N(P) = pq, p,q primos racionales tales qu{é—F) = (ﬁ) =1y [8} =
P q

g D

Ejemplo 2.49. SeaF = Q(v/10). En este ejempld;lr = {1, (2,/10)}, ad quehy = 2.
Los primos ramificados soR y 5 y los ideales(2,/10) y (5,4/10) son no principa-

. ) o
les. Un primop se descompone Q—F) = 1, es decir, sip = 1,3,9,13,27,31,37,39
p
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+ ., . , :
(méd 40). Por otro lado, [1—3} = 1siy®losia = 0,1,4,5,6,9 (méd 10). Sip

7,11,17,19,21,23,29,33 (mdd 40), entonce® es inerte. As obtenemos:

1. P € Op es primo siy 6lo si una de las siguientes afirmaciones es cierta:
a) |[N(P)| = p para un primop = 1,9, 31,39 (mdéd 40).
b) |[N(P)| = p? conp = 7,11,17,19,21,23,29,33 (mdbd 40).

2. P € O es irreducible pero no primo $iV(P)| = pqg conp = 2,3,5,13,27,37
(méd 40)y g = 2,3,5,13,27,37 (mdéd 40).

Los resultados del ejemplo anterior estan escritos atitio el Teorema 2.22, debido
a esto se utiliza como modulo el numel@ También podemos clasificar irreducibles en
Q(+/10) utilizando el Teorema 2.31: observemos que 9 = 1 (méd 8),31 =39 = —1
(méd 8), 3 = 27 = 3 (mdd 8) y 13 = 37 = —3 (mdéd 8), asi que en el inciso 1 a)
consideramog = £1 (mdéd 8) yenelinciso 2p = £3 (mdéd 8) 6p = 2.

Ejemplo 2.50. SeaF = Q(v/34). Puesto qu&'ly = {Or, P53}, dondep; = (3,1 + v/34),
entoncedir = 2. De acuerdo al Teorema 2.26, en este ca@ses 2, d; = 17 =1 (mdéd 8)
y por lo tantod; = (6 + \/?4> es principal. Lo anterior significa que no es posible dar

las soluciones @dulo8 como lo hicimos en el caso d&+/10), as que debemos dar los
resultados radulo(34)(4).

1. P € Op es primo si y 6lo si una de las siguientes afirmaciones es cierta:
a) |[N(P)| = p para un primo racionab = 1,2,9,15,17,25,33,47,49, 55, 81,
87,89,103,111,121,127,135 (méd 136).
b) |[N(P)| = p? para un primop = 7,13,19,21,23,31,35,39,41,43,53, 57,
59,63, 65, 67,69, 71,73, 77,79, 83,93,95,97,101, 105,113, 115, 117, 123,129
(méd 136).
2. P € Oy es irreducible pero no primo $iV(P)| = pg conp = 3,5, 11,27, 29, 37,
45,61,75,91,99,107,109, 125,131,133 (mdéd 136) y ¢ = 3,5,11,27,29, 37,45,
61,75,91,99,107,109, 125,131,133 (mdd 136).

Ejemplo 2.51. SiF = Q(v/=5), entoncesiz = 2, Cly = {Op, (2,1 4+v—=5),} Y b =
—20. De acuerdo al Teorema 2.22, un idgal C Or con ged(Ng)g (Jr),0r) = 1 €S

. . [ Nrp (T .
principal siy $lo si {F/Q%(F)} = 1. Es claro que(2,1 + +/=5) no es principal ya que

b} + 5b3 = 2 no tiene soluciones;, b, € Z y el Gnico ideal con normé& es(v/—5)..
Entonces:
1. P € Or es un elemento primo si se cumple una de las siguientes afonesc
a) |Nw/q (P)| = p para algun primop = 0,1,4 (mdéd 5). Esto sucede cuando
p=1,59 (mdd 20).
b) |Nrsq (P)| = p?, conp =11,13,17,19 (méd 136) un primo racional.
2. P € O esirreducible pero no primo $NVg g (P)| = pg conp = 2,3,7 (méd 20)
yq=2,3,7 (méd 20).






Capitulo 3

Una familia de campos cudticos con 2-
grupo de clases de orden

SeaK/F una extension de campos de numeros. Un problema intéeesarestudiar
si existe alguna relacion entre la aritméticallg la delF. En particular, uno de nuestros
objetivos es hallar algtn vinculo no conocido erflg y Cly. Es posible quéyr > hy,
como por ejemplo, sF = Q(v10) y K = Q(v/2,v/5), entonceshy = 2y hg = 1.
También es posible que: = hg, por ejemplo siF = Q(1/10) y K = Q(+/10), entonces
hr = hx = 2; incluso es posible quer < hx que es parte de lo que estudiaremos a lo
largo de este capitulo. Un caso interesante se da cl@fifles una extension Galois en la
que existe un ideal primo &flr que se ramifica totalmente.

L = KHp

e

K Hp

.,

F

Si L. = KHy, entonces como consecuencia de la afirmacion 3 de la Poijno4i.18, la
extensiorL/K es no ramificada, asi que:

Teorema 3.1.SeaK /F una extengin Galois tal que existe un ideal primo @ totalmente
ramificado enK/FF. SiHy es el campo de clases de Hilbert Bey L. = KHy, entonces
L C Hg. O

El teorema anterior nos indica que existe un monomorfi§tho— Clx y ademas,
he | hg. En particular, sit = Q(v/d) cond € Z libre de cuadrados K = Q(v/d),
cualquier primop que divide ad se ramifica totalmente el /F, de hecho, también se

4
ramifica totalmente eiX/Q, tomando en cuenta que claramefjg, = <p, {4/3> . Lo
K

anterior nos implica que €trango deC'lr es menor o igual que elrango deC'lk. De esta
forma, el Teorema de Gauss @etango de un campo cuadratico nos da una cota inferior
del2-rango deC'lk.

En este capitulo estudiaremos la familia de extensi@fés dondeK = Q(y/p) ¥
F = Q(y/p) con0 < p = 7 (méd 16) un primo racional, dondér es impar yhg es
par, es decir, mostraremos que2elango deC'lk es estrictamente mayor que2tango
de Clg. En particular, shx = 2, el campo de clases de Hilbert BleesHy = K(+/TUg),
dondeUr es la unidad fundamental d& Continuaremos estudiando la ramificacibr2de

a7
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en extensiones similarest, es decir, en campos de la forha= K(,/a) dondea es
libre de cuadrados en todas sus factorizaciones. Usarenamgdrior para demostrar que
el 2-grupo de clases de idealesldess isomorfo & /27Z.

3.1. Elementos d&)y

Comenzaremos estudiando algunas propiedades de los ébsndefi = Q(,/p). Da-
remos un criterio para decidir si la raiz cuadrada de un @¢ondeOr también esta en
O, esto nos ayudara a describir la unidad fundamental de

Lema 3.2. Seana, b,d € Z tales qued?® | db?, donded es libre de cuadrados. Entonces
a|b.

DEMOSTRACION. Si a? { b?, entonces existe € Z un divisor primo dea tal que
ord, (a?) > ord, (b*). Comoa? | db*, entonces
ord, (a*) < ord, (db*) < ord, (b*) + 1 < ord, (a®) + 1.

Por esta desigualdadyd, (a*) = ord, (b*) + 1, lo cual no es posible puesd, (a?) y
ord,, (b*) son ambos pares. Por lo tanto| b* y a | b. O

Proposicion 3.3. SeanF = Q(,/p) conp = 3 (mdd 4) primo racional yM = m; +
me/p € Op tal quem, es impar yNy/,g (M) = 1. Entonces, existel € O tal que
A% = M.

DEMOSTRACION. SiA = ay + az\/p € OF es tal qued? = M, entonces
M:m1+m2\/g_):al +pa2+2a1a2\/}3.
Para encontral debemos de resolver el sistema de ecuaciones diofantinas:

{ mlza%%—pa% (9)

m2:2a1a2

Sia; = 0 entoncesVy g (M) # 1, asi quer, = ;n—z y tenemos el sistema equivalente:
a1

2
my =ai+p <%)
— m2
Ay = 2—a1
Primero vamos a ver que la primera ecuacion tiene al mermsaiaciona; € Z. Multi-
plicamos ambos lados de la igualdad paf y obtenemos la ecuacion:
0=4ai —4a3m; +pma. (10)

Por lo tanto:

o Amy£\/16mI —16pm3  my £ \/m? — pm3
2 _ - .

8 2
Comom? — pm3 = Nr/g (m1 + m2\f) = 1, entonces las cuatro soluciones de (10) son:

a

m1:|:1

CL1::|: 5

(11)
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Vamos a mostrar que una de éstas cumple Z. En efecto, com@m; +1) —(m;—1) = 2
mi + 1 my — ].) .

y m; es impar, entonces.c.d. (m; + 1,m; — 1) = 2, asim.c.d. ( 5 T3

1. Sabemos que

(m2>2_pm§_m%—1_ m; +1 m; — 1
P\97) =4 =74 T2 A
mi F 1

2
algunoscy, ¢, € Z, por lo que una solucion de (11) es= ¢; € Z.

Ahora vamos a demostrar que = 2m—2 € Z. Dependiendo del signo de la solucion de
ai

. ma :l: 1 2 2 ,
Por lo anterior, podemos supo erT =y = pc;, ademas para

1, —1
(11) cona, € Z, tenemos que? | ml; 0a? | m

. En cualquiera de los dos casos,

m?—1 pm3
a? | TR & queNg,g (M) =1y (2a;)? | pm3. Usando el Lema 3.2, tenemos

que2a; | mo. Porlo anteriorA = a; + ay/p € O satisfaced® = M. O

Los dos resultados siguientes describen el grupo de ursadbet@;.

Lema 3.4. Seand = 3 (méd 4) yF = Q(+/d). Entonces, toda unidad d@; tiene norma
1.

DEMOSTRACION. SiU = u;+uzV/d €s una unidad, entoncég q (U) = ul—du3 = £1.
Siu, es par, entonceSy,q (U) =0—-3(1) =1 (mdbd 4) por seru, impar. Siu, es impar,
Nijg (U) =1—-3(0) =1 (mdd 4) por seru, par. O

Proposicion 3.5. SeanF = Q(,/p) conp un primo racional positivo Y/r = u; + uz,/p
la unidad fundamental d&. Sip = 3 (mdd 4), entonces:; es par. Mas &in, sip = 3
(méd 8), entonces; =2 (méd 4) y sip =7 (méd 8), entonced | u;.

DEMOSTRACION. Por el Lema 3.4, la unidad fundamental tiene not coeficientes,
debe de ser par, pues de lo contrario, por la Proposiciqri/3.@ndria una raiz cuadrada
en Oy, por lo que no seria la unidad fundamental4Siu; y p = 3 (mdéd 8), entonces
u? —3u2 =8 —3(1) =5 (m6d 8). Siuy = 2 (méd 4) y p = 7 (méd 8), entonces
u? —7Tud=4—"7(1) =5 (mdbd 8). En ninguno de los dos casos la normd es O

Proposicion 3.6. Si0 < p = 3 (méd 4) es un primo racional ¥ = Q(,/p), entonces
existe un elemento &y con norma2 cuandop = 7 (mdéd 8) 6 un elemento con norma
—2 cuandop = 3 (mdd 8).

DEMOSTRACION. Comop = 3 (méd 4), entonceg2) = p2. Ademasp es primo, asi que
por el Teorema 2.4 el nUmero de clasedfdes impar. Lo anterior implica quedebe de
ser principal, pues de lo contrario el ordenjdes2, lo que no es posible. Por lo tanto,
existe un elemento con norrda —2.

Sead = a; + ax/p € Or tal que|Ng/g (A)| = |af — pa3| = 2. Siay, ay Son pares,
entoncesVy /g (4) = af — pa3 = 0 — 3(0) = 0 (mdd 4), lo cual es imposible. Si;, a
tienen paridad distinta, entoncé& g (A) es impar. Por lo tantas,, a; son impares. Si
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p = 3 (méd 8), entoncesVz/q (A) = a? —pa3s =1 —3(1) = —2 (mdéd 8), asi que
Nijg(A) = =2. Sip = 7 (méd 8), entoncesVg,p (A) = 1 — (7)(1) = 2 (mdd 8) y
Nr/g (4) = 2. O

Como2 se ramifica totalmente e@, dondeF = Q(,/p), entonces existe un unico
ideal con norm&, por lo que sid, B € Op son tales qu¢Ng/q (A)| = |Nrjg (B)| = 2
entoncesA), = (B)g.

Corolario 3.7. SeaF = Q(,/p) con0 < p = 3 (mdd 4) un primo racional. Existe un
elementd., € O tal queL3 Uy = 2.

DEMOSTRACION. Sabemos que existe un idgal C Oy tal quep3 = (2), y quep, es
un ideal principal, digamop, = (L,),. Debe existir una unidad/ tal que L3 U = 2,

U = +Uf para algink € Z. ComoL2 > 0y 2 > 0, entonced/ = UE. Escribamos
k = 2k + ks conky, € {0,1}. Puesto qu&L,), = (Lz UI§1>F, podemos suponer que
ki =0.Enelcasoenque, =0, L2 =2conl, =1, + loy/p. De esto se sigue

2= (I +1lo/D)2 = +pls+ 211y /p.

Por lo anterior]; = 0 61, = 0. En el primer cas@ p = 2 y en el segundo casé = 2,
ambos casos son imposibles. Por lo tahf/r = 2. O

El elementol, que aparece en la demostracion del corolario anteriarisgrortante
para estudiar los enteros algebraicos con norma par enaa@xitensiones dé

3.2. Generadores défx y Nk g () = 2

SeaK = Q(y/p) conp un primo racional. En esta seccion vamos a describir, en al-
gunos casos, el grupo de unidadesCle asi como la ramificacion deen K. Primero
encontraremos una familia de cam@<sn los que2 se ramifica totalmente pero en los
que el Unico ideal con normade Ok no es principal.

Sean = ay + ay dY* + a3 d'/? + a, d*/* € Og. Lanorma dex es:

Ngjg (@) = Nrjg (Nisr (@)
= Npjg ((@)(a1 — ag d'/* + az d*/? — ay d¥/*))
= NF/Q<a%+a§d—2a2a4d—|—\/E(—a§+2a1a3_aid))
= (a?+a3d—2asasd)? —d(—a3+2aya3 —a?d)?
= Cfll—a§d+4a1a§a3d—2a%a§d—4a%a2a4d+a§d2
—4dagadayd® +2addald® +4ayazald® — aj di.

Proposicion 3.8. Sean0 < p = 3 (méd 4) un primo racional yK = Q(/p). El primo2
se ramifica totalmente €K.

DEMOSTRACION. SeaF = Q(,/p). Comop = 3 (mdd 4), entonce2 se ramifica erOr,
(2)p = p2, dondep, es el Unico ideal d&y con norma2. Por la Proposicion 3.6, es
principal. Escribimog, = (Ls) .

Consideremos el idedlx = (2,1+ p),. Por la Proposicion 1.22\kq (Jx) |
Nkjg(2) = 2'y Nijg (Tx) | Nijo (14 @/p) = 1 — p. Comop = 3 (mdéd 4), en-
toncesl — p = 2 (mdéd 4). Por lo tanto existgjx ideal deOx con Nk /g (Jx) = 2y
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Jx 2 (1+ ¢/p),. Porlo anterior2 € Jx y asiJk | (2)x. Puesto qugk divide a los
generadores d&, entoncesix | Jx. Ademas Nk, (Jx) < m.c.d. (24,1 —p) = 2, por
lo queij = Jk Yy NK/Q (jK) = 2.

Notemos queV o (Jx”) = Ni/g ({4, 2 +2¢/p, (1 + V/P)?)g) = 4. Vamos a demos-
trar quedg? = (La). Como|Nr/q (L2)| = 2, entonced., | 2 enOr y en Ok. Por esto,
L, divide a los dos primeros generadoresigé. Veamos qué., | (1 + /p)?. En efecto,
notamos

(1+/p)P=1+p+2p Y Nrg(l+p)=1-p=2 (méd4),

por lo que el Gnico ideal con normade Or divide al + /p. Entonced., | 1+ ,/p enOf
y enOk. Como ademas, | 2/p, tenemod., | 1 + \/p + 2/p. Por lo tanto

Ly |4, Lo|2+2yp, Lo | (1+¢/p)
y asi(Ly), | Jx°. Para la otra contencion, observemos

Nx/g ({L2)x) = Nijo (L2) = Nejg (L3) = Nijg (L2)* =22 =4

y por tantoJx? = (L),. FinalmenteJx! = (L)% = (pa)e = (p3)x = (2)x, asi que2 se
ramifica totalmente eK y Jx es el Unico ideal ek de normaR. O

Seaa € 7. Observemos que:
1. Sia =0 (méd 4), entonces® =0 (méd 16).
2. Sia =2 (mdd 4), entonces? = 4 (méd 16).
3. Sia = +1 (mdd 8), entonces? =1 (mdéd 16).
4. Sia = +3 (mdd 8), entonces? =9 (mdd 16).

Proposicibn 3.9. Seand = 7 (méd 16) libre de cuadradosk = Q(v/d) y el idealJx =
<2, 1+ \‘78>K. Entoncesjk no es principal.

DEMOSTRACION. Seaw = a; + as vVd + ag Vd + a4 Vd® € Og. Vamos a mostrar que
Nk /g () # £2. Un calculo elemental nos muestra

Nx/g () aj +aj+a3+aj+2a?a3 +2adial

(af +a3)* + (a3 4+ a3)* (mdd 4),

y en general, para qu¥x o () sea par, es necesario quéenga un namero par de coefi-
cientes paresy, por lo mismo, un nUmero par de coeficiemteares. Si todos lag’s son
pares, entonceSk g (o) = 0 (mdéd 4), asi que en este cad g (o) # +2. Si todos los
a;'s son impares, entoncegy o (o) = 0 (méd 4) y Nk /g (a) # £2. Entonces, dos;’s
son pares y dos impares.

Siay Yy as tienen la misma paridad, entonegsy a4 tienen la misma paridad con lo cual
Nig/g () =0 (mdd 4) y Ngjg (o) # 2. Por lo anteriorg; # az (méd 2) y ay # aq
(mdéd 2). Nuevamente observemos que

(12)

Nijg(a) = at+9a3+a5+9ai+2ai a3 +2a3a]

+12ay a3 az +4 a3 agas + 12 az a3 ay + 4 a1 az a?
(af 4+ a3)* + 9(a3 + a3)?

+4dayaz(3a3 + a?) +4asaq(a? +3a2) (mdd 16).

(13)



52 3. UNA FAMILIA DE CAMPOS CUARTICOS CON2-GRUPO DE CLASES DE ORDEN

Supongamog; = 0 (méd 4). En este casa? = 0 (mdd 16) y comoas es impar, en-
toncesa? = 1,9 (mdd 16). En cualquiera de los dos cas@§ + a3)? = 1 (mdd 16).
Ademéasda; = 0 (mdd 16), por lo que(ai + a3)? + 4a1 az(3a3 + aF) = 1 (mdd 16).
Ahora supongamog; = 2 (méd 4). Comoa? = 4 (méd 16), entoncega? + a2)? = 9
(méd 16). Comoas Y (3a3 + a?) son impares, entonces:; az(3 a3 + a?3) = 8 (mdéd 16),
por lo que en este caso tambi@r} + a2)? + 4 a1 az(3 a3 + a3) = 1 (mdd 16). Sia; es
impar y az es par, sucede algo similar, asi que para todas las pdaitéls dei; y as,
(a3 +a3)?*+4a1a3(3a3+ai) =1 (mdd 16).

De manera analoga, tenem®@3 + a3)? + 4 az as(a3 + 3a3) = 9 (méd 16), por lo
que Nk /g (a) = 10 (méd 16) 6 Nk g (o) = 0 (mdd 4). En cualquiera de los dos casos

SeaK = Q(+v/d) para un valox libre de cuadrados ¥ = Q(v/d). A continuacioén,
daremos condiciones para decidir si la raiz cuadrada déeumeato deOy esta enOy.
Este resultado nos servira para estudiar al gtdpo

Notemos que el polinomio irreducible deen O[] es:

f(l’) = 1’2 — 2(&1 + as \/8)[12’ + NK/IF (a)

Proposicion 3.10. Seand € Z impar libre de cuadradosk = Q(vd), F = Q(Vd),
flz) = 2 + Ajz + Ay € Oplz], « € Ccon f(a) =0y Ay = A} — 4A,. Entonces
o € O siy Dlo si existeC € O tal queA; = C2 6 Ay = C?+V/d. En el primer caso
a € O, en el segundea € Ok — Op.

DEMOSTRACION. Comof es monico y sus coeficientes son enteros algebraicos,caston
las raices d¢ deben ser enteros algebraic&sta es la razon por la que i) = 0y
a € K, entoncesy € Ok. En particular, siv € O tenemos

fla)=(z-a)(z—p) =2~ (a+ Pz +ap
para algug € Og. Asi

Ay = (a+pB)P—4afB=a*+2aB+ 5 —4ap
= o> —2af+ (%= (a—P)>

Sia € Ok — O, existend,, A, € F tales quex = A, + A, v/d. De lo anterior
f(x) = a® —tgp(a)r + Ngjp (o) = 2> — 2 Ajz + A} — Vd A2,
y por tanto
Ap=(=24,)% —4(A2 — VA A2) =4 A2 — 4 A + VA4 A2 = Vd4 AL
SeaC = 2A, € F. Vamos a mostrar qué € Oy.

., d
Por la Proposicion 1.7, i = 1 (mdéd 8), Ay = % para algunos,a; € Z
cona; = as (méd 2). Asi,C' = 2 A, € Op. En cualquier otro cas@, A, € Z[\/E], por lo
gue claramenté’ € Or. La demostracion de la suficiencia es directa. O

Seaf(x) = z* — Az + B? un polinomio con coeficientes &fir cuyas raices estan
en Ok. El resultado anterior nos indica que existec Oy tal queA; = A? — 4B* =

(A+2B)(A—2B) = C*/d.
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Proposicion 3.11. Seano > 0 un elemento d®x — O tal que Nk g (o) = B* para
algnB € Opy f(x) = Irr(a, Op) = 22 — Az + B2, ExisteC € O tal queC? = A+2B
para alguno de los dos signos si§is si/a € Ok.

DEMOSTRACION. Seag(z) = 22 + Cx F By h(x) = 2> — Cz ¥ B, donde el signo es el
contrario al que aparece €¥ = A £+ 2B.
g(x)h(z) = (2*+CxF B)(2? —Cz ¥ B)=2'— (C*+2B)2? + B?
= z*— A2? + B2

Observemos que(z)h(z) = f(z%)y f(va') = g(va)h(va) = f(a) = 0. Por lo

anterior,g(y/a) = 0 6 h(y/a) = 0. Esto quiere decir qu¢/a esta en una extension de

gradol 6 2 sobrelF y ademas, por cerradura/a2 = a € F(y/«a). Por otra parte, sabemos
queF(a) = K es una extension de gradosobrelF, dondeF(«) C F(y/a). Entonces,
K =F(y/a) y por lo tanto,/a € K.

Ahora supongamos quga € Ox. Comof(a) = 0, entonces/a es unaraiz dé(z?).
El polinomio irreducible de/a debe dividir af (z?) y comoa es un elemento d€x — O,
entonces el grado de dicho polinomio debe ZeBupongamos que* — Ax? + B? =
(22 + Ciz + Cy) (2% + Dix + D) para algunog’;, Cy, Dy, Dy € Op.

f($2) = $4 + (Cl + D1)$3 + (C1D1 + D2 + 02)1’2 + (ClDz + CQD1)SL’ + CQDQ.
Por esto(; + D; = 0, lo que implica queD, = —C;. SiC; = 0, entoncesD; = 0y

f(x?) = (22 + Cy) (2 + Dy), de dondef (z) = (x + Cy)(x + Dy) # Irr(a, Or). Entonces
Cy # 0. Por lo anterior(Cy Dy + Co D1 = 0y asiDy = Cy. Ahora

JJ4 — AJI2 + BZ = (1’2 + Cll’ + CQ)(.TZ - Cl.l’ + CQ)
= 2t — (C? — 2Cy)x? + C2.
De esta igualdad se observa @ue= + By por tantoC' = (' satisface la proposicion.[]

Usaremos el resultado anterior para mostrar:

Proposicion 3.12. Seanp = 3 (méd 4) un primo racional positivof = Q(,/p) YK =
Q(¢/p). Sia € Ok, entoncesVy jr () # —1.

DEMOSTRACION.  Como Ny/q (1/p) = —p, entoncex/ (\/p), = Z/pZ. Adicional-

mentea; + as\/p = a; (méd (y/p),), asi que toda clase &/ (,/p), tiene un repre-
sentante ef. La funciong : Og/ (\/p), — Z/pZ definida comas(1+ (/p),) = 1+ pZ

. , —1 .
es un isomorfismo de campos. Puestogee3 (méd 4)y <—) = —1, no existen € Z
p

tal quea® = —1 (méd (\/p)y)-

Sia = A + Ayypcondy, Ay € Op, entoncesVgr (o) = A7 — A3 \/p. Asi que
Ngr () es un cuadrado &fz modulo(,/p),., por lo queNgr (a) # —1 (méd (/p)y)-
Por lo tanto, Nk (o) # —1. O

Seau; + ayvd € Op cond = 3 (méd 4)y (aq +a2\/8)2 =a?+da3+2a;as Vd. Si
a; Y ay SON pares, entonces,; + axv/d)? = 0 (méd 4). Si ambos son impares, entonces
(a1 + asVd)? = 1 + 3 +2vd = 2v/d (méd 4). Sia, es par ya, impar, tenemosa, +
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asvVd)? = 4 + 3+ 4v/d = 3 (méd 4). Finalmente, sk, es impar ya, par, entonces
(a1 + av/d)?> =1 (méd 4). Asi que los cuadrados &fv/d] modulo4 son0, 1, 3y 2v/d.

Por la Proposicion 1.70x = Z[\‘VE], asi que un elemente € Ok es de la forma
Ay + AyV/d, dondeA;, Ay € Op Y Ngjr (a) = A2 — V/d A2. De la observacion anterior,
so6lo hay dos posibilidades para giig (o) = 1: A} =1 (mé6d 4) y A3 =0 (méd 4), 0
bien,A? =3 (méd 4) y A3 = 2v/d (méd 4). Si Ay = ay + axV/dy Ay = as + ag\/d con
ay,as, az, ay € 7, entonces; s impar Yyao, az, a, SON pares o bien, es par yas, as, ay
son impares.

La parte importante del siguiente resultado es la afirnmagjdas tres primeras son el
antecedente para demostrarlo.

Proposicibn 3.13.Seap = 7 (mdéd 8) un primo racional positivo. Sic € Uk es tal que
p=my 4+ maoy/p + ms\/D+ my/p* Y Ngjr (1) = 1 cOnm, par, entonces:

1. Si L, € Oy es tal queL Ur = 2, entonces, para ambos signds, | m; + 1 +
ms \/p Pero2 { my; £ 1+ ms/p enOk.

m;+14+m m;—1+m

5 1 34/D L™ sVP\ _ Or.
L2 L2

. +1+ .

3. Existe B € O tal que m 7 M3/ = B?U para uno de los dos signos y
2

U=10U = Uy.
4. Existea € Ok tal que|Nk g (a)| = 2.

DEMOSTRACION. Comom; + 1 es impar ym; es impar, entoncesn,; + 1)? — pm? =
1 —3(1) =2 (mod 4). Por la Proposicion 3.6.L.) es el inico ideal d&y con norme2
Y (2)g = (La)z, entonced.y | my + 1+ my/penOpy 2{my + 1+ my/p.
Notemos quém; + 1+ ms./p) — (m1 — 1 4+ mg,/p) = 2, €s decir
(m1 + 1+ may/D)p + (M1 — 1+ may/p)p 2 (2),
por lo que las opciones para la suma b (L2) Y (2)z. Usando 1
(m1 + 1+ may/D)p + (M1 — 1+ ma/p)p = (La)g,

y por lo tanto la afirmacion 2 es valida.
El polinomio irreducible deg: con coeficientes e@r es

f(x) = Trr(p, Op) = 2% — 2(my + mz/p) x + 1.
Como las raices d¢ estan er0x, entonces, por la Proposicion 3.10 tenemos
Ay =4(my +myy/p)? — 4 = 4(my + 1 +may/p)(m1 — 1 +may/p) = C*\/p.
Usando lo anterior,

(L} (I (TR (0 (R, (14

Por la factorizacion Gnica en el conjunto de ideates0), de O y por la afirmacion 2

tenemos
my + 1+ msy/p

(Wi 2 (M) e (i, 2 (M)
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pero no ambas. Denotemos [, J;; a los ideales de la discusion previa tal c{q@)F 1
Jr Y (/D) | Tk Podemos dividir entré L,): (1/p), en (14) para obtener

. (d@) - <<§2§F)2’

donde todos los ideales que aparecen en esta igualdad sbesidmteros. Por 2y +

(VP
entoncegjr es principal. Sedr = (B);. Esto quiere decir que para uno de los dos signos
y una unidad’/ tenemos:

T} . L . o
< r ) = O, asiJy = Jr?, para algin idedly. Comohy es impar yJg es principal,

myq +1+ mg\/ﬁ
L,
Podemos suponer qié= 1 6 U = Uy la unidad fundamental d8r, pues stV = Uﬁ’“l*’”
conk, € {0,1}, entonces(BUI’;1>IF = (B)y, asi que en lugar de tomar el generador

tomamosBU;*. Con esto hemos demostrado la afirmacion 3.
Para la afirmacion 4, dividimos la prueba en dos casds. SiUr, multiplicamos (15)
por2L2. Asi tenemos

= BU. (15)

ComoL3 Uy = 2 tenemos

Puesto que las raices del polinonfitr) = 2? — 2(my + ms3,/p) « + 1 tienen norma en
K/F igual al, entonces

g(@) = L%f(%)

= z2— 2L, (ml + mg\/i?)l' + L% € OF[ZE]
Seas = u Ly € Ok. Claramentg(5) =0y
N/q (8) = Nxjo (1) Nk /g (L) = 4.

Por la Proposicion 3.11, la definicion gér) y la ecuacion (16), tenemos qy&s € Ok y

Nisq (VB) = £2.
Si U = 1, multiplicamos (15) pog L3 Ur y obtenemos

2 Ly Up (my £ 1+ mg+/p) = 2 B*Ur Lj.

Sig(z) = (LyUp)? f (L;UF> y B8 = 1Ly Ug, entoncegy(3) = 0, Nk () = 4. Por

tanto,\/ € Ox Y Nx /o (vVB) = £2. O
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Corolario 3.14. Seanp = 7 (mdéd 16) un primo racional positivoK = Q(y/p) y p =

my + ma /D + may/p + myy/p* € Ok una unidad conVg r (1) = 1. Entoncesm, es
impar yms,, ms, m4 SON pares.

DEMOSTRACION. Es consecuencia de la Proposicion 3.9 y de la contrapasit la
afirmacion 4 de la Proposicion 3.13. O

Seanlx Yy Ur los grupos de unidades dey F respectivamente. $i € Uy, entonces
Nisr (1) € Ur, pues|Niq (Nk,r (1)) | = 1. Por el Teorema de las Unidades de Dirichlet,
Uy = 7./27 x 72. Asi queldy se puede describir con tres generadores, uno de elles.es
Seallg = (—1, ju1, 12). SiUp es la unidad fundamental & Nk » (Ur) = Ug. Esto, junto
con el hecho de que la norma relativa es una funcibn muéifilia, nos muestra que no
es posible queVk r (111) = N /r (12) = 1, pues en este caso todos los elementddide
tendrian norma relativa

Supongamos qu&i r (111) = Ug' Y Nir (112) = Up? conk, y k, distintos de cero.
Puesto qué—1, yu, 12) = (—1,p7", p2), entonces podemos suponer que k; < k.
Otra igualdad de grupos que es cierta es

(=1, i, o) = (=1, pua, proptf) - (17)
para cualquiek € Z. Consideremos los Unicos enterps tales quek, = kg + r con

0 <r < k;. Usandok = —q en (17) obtenemos una nueva representacidmdé&n este
caso,

Niyr (pop}) = Nxse (112) Ny ()" = U (UgH) ™" = U™ = Uy,
De esta forma, el nuevo valor dg es mas pequefo que el que teniamos anteriormente,
pero sigue siendo mayor o igual a cero. Si continuamos ce@npestedimiento, lo que
estamos haciendo es seguir el algoritmo de Euclides pa@ng&ac el maximo comin
divisor dek; y k,, asi que en algin momente= 0 y tendremos un conjunto de generadores
en el queNg,r (1) = UY = 1 6 Ng/r (u2) = 1. Por lo anterior, podemos encontrar un
conjunto de generadores de

Ug = (—1, i1, pi2)

ConNK/F (ul) =1 Yy NK/F (IUQ) 7é 1. Si NK/F (IUQ) = UH]:2, ]{52 debe de ser el minimo entero
positivo tal queUﬁ’2 es una norma relativa. Comi¥ r (Ur) = Uz, entonces:; € {1, 2}.

Proposicion 3.15. Seanp = 7 (md6d 16) un primo positivoF = Q(,/p), K = Q(/p),
Ur la unidad fundamental d& y Ux = (—1, u1, o) €l grupo de unidades d&x con
NK/IF (,ul) = 1. Entoncesy/u, Uy € Ok.

DEMOSTRACION. COMOpu; = my -+ my/p +ms\/p + ma+/p® genera todas las unidades
con norma relativd, entonces$:; no puede tener raiz cuadrada®p. Seaf(z) = 2? —
2(my +ms,/p)x+ 1 el polinomio irreducible de, con coeficientes e@r. La Proposicion
3.11 nos indica que no existe € Oy tal queC? = 2(m; =1 + ms+/p) para ninguno de
los dos signos.
Por otro lado, com@; € Ok, entonces, por la Proposicion 3.10 debe exiBtie O
tal que:
Af = 4(m1 + mg\/ﬁ)z —4
= 4(m1 + 1+ mg\/]_))(ml -1+ mg\/]_))
= D2\/I_?
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Usando las mismas ideas de la demostracion de la Propo<sicl3, la igualdad anterior
implica que para uno de los dos signos

2(my £ 1+ may/p) = B*U, (18)

dondeU = 106U = Ug. Por lo anterior[J # 1 porque,/iz ¢ Ok. Multiplicando (18) por
Ur en ambos lados de la igualdad tenemos:

Seag(z) = U f (in) = 2 — 2(my + my,/p)Ur x + UZ. Claramentegy (i Uy) = 0.

Por la Proposicion 3.11, s/ Ur € Ok, entonces
2(m1 -+ m3\/ﬁ)UF + 2 U]F = 2(m1 +1+ mg\/]B)U]F

debe ser un cuadrado para alguno de los dos signos. Estaiéorsk cumple por la ecua-
cion (19). Asi que/u; Uy € Ok. O

Como N (V111 UIF)2 = Niyr (11 Ur) = U, entoncesVi jr (/111 Ur) = +Ug. Por
lo tanto
Z/{K - <_17ﬂlvﬂ2> 3
dondeNk r (111) = 1y Nk/r (112) = £Ur. Con esto concluimos el objetivo de esta seccion.

3.3. Bases enteras

Consideremos los campd@s = Q(/p) y L. = K(\/«a) para algun en Ok libre de
cuadrados en todas sus factorizaciones. Vamos a encoases énteras de algunos campos
IL; para esto, sera necesario estudiar propiedades gendediEs mismas. Como vimos en
el Capitulo 1, las bases enteras nos ayudan a calculaindiisantes y éstos, a su vez, nos
sirven para estudiar la ramificacion BaK.

3.3.1. Generalidades

SealF un campo de nimerosp = {a,...,an}, B = {f1,..., 5,} dos bases dE
como@Q-espacio vectorial con;, 5; € Oy para todoi. SeaM la matriz cambio de base
entre A y B. Es conocido qué\(A) = (det M)?>A(B), sin embargogdet M nos da mas
informacion sobre la relacion que hay entte 5.

Sea) € Op. Sabemos qué = %aﬁ—. ) .+%an. Tomemosn = m.c.m. (by,...,b,).
1 n
P

)
Entonces) = m—, dondemé € ayZ + - - - + a,,Z 'y m € N. Supongamos que; = —

m a
para alglr € Zy «; = 3; parai > 1. La matriz cambio de base entrey 5 es la matriz
diagonal:

o O R
- O = O
_ o O

(@]

o
oo
[ RS s R
— o o
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Puesto quédet M)? = a?, entonces\(.A) y A(B) difieren pora?.

Supongamos quéet M = p un primo yZ[A] C Z[B]. Encontremosy;, € Z[A] y
¢; € Z tales ques; = %
Lema 3.16. SealF un campo de iimeros,Or su anillo de enterosM = (31, 55) el Z-
modulo generado popP;, B2 € Or Y 71 = b1 B1 + b2 B2 € M conm.c.d. (b1, b)) = 1.
Entonces, existe, € M tal que M = (1, 72).

DEMOSTRACION. Seanc;,c; € Z tales queb,c; + bycy = 1,7 = 231 —c1 5 Y
N = (71,72). Claramente\V' C M. Por otra parte,

1y +baya = c1(by Br+ be Ba) 4+ ba(ca b1 — 1 Ba)
= b Bi+cibyfBa+bacy By —bacy Bo
= (bici +baco)Br = P,

o1 —biva = ca(by B1 + b2 ) — bi(ca fr — ¢1 Ba)
caby By + caby B — by ca Bi + by ey Bo
= (bic1 +byca)fy = Pa.

Por lo tantoM = N/ O

Proposicion 3.17. SeanF un campo de iimeros Or su anillo de enteros y una bask=
{aq,...,a,} deF comoQ-espacio vectorial coll C Orya = ay ay +- - - +a, o, € Op,
conay,...,a, € Z. Sim.cd. (a,...,a,) = 1, entonces existe una base Ag4] como
Z-mbdulo en la quex es uno de los generadores.

DEMOSTRACION. Supongamos qugl esta ordenado de tal forma que para un entero
1<t <mn,a; #0cuanda < tya; =0 para: > t. Usaremos induccion sobte

Sit = 1, entoncesa; # 0y ay = --- = a, = 0. En este caso tenemos que
m.c.d. (ay,...,a,) = a; = 1. Porlo tantop = a; y A es la base que buscamos.
Supongamos que el resultado es cierto patar. Sit = r + 1, consideremog; = ay,
a — ap
bg = m.c.d. (ag, .. .,an), 61 =, 62 = 67
2

N=a=>bB1+bP2 € (51, 02).

El Lema 3.16 nos dice que existe tal que (s, 32) = (71,72), dondeps, tiene a lo mas
r coeficientesy;’s distintos de0. Por lo anterior y la hipbtesis de induccion, existe una
base dgas, ..., a,) en la ques, es un generador. Si ésta €5, fs, . . ., 5.}, entonces

(B1,...,0n) = {aq,..., ). COMO(fy, B2) = (711,72), entonces v, 72, B3, .- ., On} €S
una base d&[.A] que tiene &, = « en el conjunto de generadores. O

Proposicion 3.18. SeanF un campo de iimeros,Of su anillo de enteros ¢; & O, dos
ordenes d&®y, conO; = ayZ+- -+, ZY Oy = 12+ -+ B, Z. Sip? Ay, . . ., a) =

A(By, ..., B,), entonces existe una base @, v, . .., V., tal queOy = Ny, + YoZ +
p
e _|_ r}/nZ
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DEMOSTRACION. Como la contencion de los 6rdenes es estricta, entorise an entero

algebraicok € 0y — O,. Sik = Py

con ki, ky € 7 primos relativos yk; € Oy,

2
entonces:; | ko k y puesto quek;), (k) son ideales primos relativos, entonégs| «.
Por lo anterior, podemos suponer gue-= % conky; € O1, k € Z y no existe ningun

entero racional que dividaa Esto implica que sk, = a; a7 + - - - + a, ,, €NtONCES
m.c.d. (ay,...,a,) = 1. Porla Proposicion 3.17, existe una bas&den la ques; es uno
de los generadores, digamos qde= x1Z + V2Z + - - - + v, Z. ASi,

K
O, C ?12+722+~-~+an§ O,.
El discriminante de la bas%, Yo, ...,V Satisface:

pzA(O2> < k2A(%7 Y25 - 77”) = A(Hla Y25 - - - 7fyn) = A(Ol)7

porloquek;:pyﬂ:ﬂ. O
p

p

3.3.2. Caso particular

SeanK = Q(y/p) conp = 7 (mdd 16) y L. = K(y/a) para algline = a; + az/p +
az./p + aﬁ/ﬁ € Ok tal quey/a ¢ K. Una base dé& comoQ-espacio vectorial es:

BZ{l?W? \/]_77 Wa ﬂ?é/ﬁ\/aa\/ﬁ\/aaé/ﬁ\/a}' (20)

A cada uno de estos elementos lo llamaremos. . , 55 respectivamente. Vamos a calcular
A(B), para lo cual, necesitamos encontrar las inmersionéseteC. Sabemos que deben
existir ocho de éstas, y para describirlas, basta con daedinde manda cada inmersion

a los elementog/p y /o En la siguiente tabla vemos la imagen de estos dos elementos
y del resto de los generadoresldéajo cada una de las ocho inmersiones y en el Gltimo
renglon obtenemos la suma de éstos, que es la traza de

Ll Wb | Vb | VP | Vo | pva | ypVa | Vriva
o| 1] b | VP | VP | Va | WpVa | Ve | VP Ve
oo | 1| iyp | =B | —ivPP| Va | iypva | —ypya | —iy/pPVa
o3 | 1| B | VB | VPP | Va | —yBva | vBva | VP Va
ou| 1| =iyB | —B | iV/P° | Va |—iypva|—ypva| i va
o || WP | VB | VP |V —vbva | —ypVa | —Vptva
o6 | 1| iy/p | =B | —iv/PP | —Va | —iypva | Jpyva | iYpva
or || =P | VB | —VPP | —Va| ybva | —yBVa | Vrva
os | 1| —iyp| =B | VPP | —Va| iypva | Jpa | —ivpPVa
t (8] 0 0 0 0 0 0 0

En esta tabla observamos que el Gnico sumando importardecaizular la traza de un
elemento dé. es el que esta eQ. Para calcular el discriminante tenemos que encontrar el



60 3. UNA FAMILIA DE CAMPOS CUARTICOS CON2-GRUPO DE CLASES DE ORDEN

determinante de la matri/ = (¢(;3;)), dondet es la traza en la extensid Q:
8 0 0 0

o O
[a)

o OO
@OO
(0]

s

cog
OO OO
OO OO

0 0
0 0
0 0

M,

o O OO
o O OO
OO OO
o O OO

dondel/; es la matriz:

tla)  tayp) tayp) tHa/p?)
) tlayp) tlav/p?)  tap)

) tavp?)  tlap) tlapp)

M1 -
t
tla/p?)  tlap) tlapyp) tlapy/p)

8a; 8asp 8azp 8asp
8asp Bazp 8azp Barp
8asp 8azp 8aip Sasp’
8ayp 8aip Sasp® Sazp’

Por tantaA(B) = 22 p3 det(M; ), donde:

a; aq4p azp azp

det(M;) = 22p3det | ¥ % @ @
as Gz ap a4p

Qz a1  a4p agp
= —2"2p% Ngjg ().
De esta forma
A(B) = det M = —2** p® Ny g (). (21)
Por lo anterior—2! pb N o () € 01,0, Y asi(22! p® Ngq (a)) C 610
Por otra partejx g = 2° p* y por la Proposicion 1.26 tenemos
(2% p° Ngyg (@) C 0rjg = 0x 9 Niyo (du/x) = (2'°p° Nijg (d/x))-

Usando la factorizacion Unica en ideales tenemos
(2° Ngjq (@) € (Ngjo (0L/x))- (22)

3.3.3. Elcasay unidady el campo de clases de Hilbert de
K= Q(¥p) conhg = 2

El objetivo de esta seccion es encontrar el campo de clasedluert deK = Q(/p)
conp =7 (mdd 16) y hx = 2. Para esto, primero sera necesario encontrar una base ente
dellL = K(y/a) en el caso en que es unidad. Como

(2°) € (Mo (0u/k)), (23)
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entonces es posible que existan unidademra las cuale$ no es base entera de En
caso de que la base entera no sea de esta forma, la Prop@&it#bnos indica que debe
existir un elemento de la forma

a1+ /P + azy/p + asy/pP + Valas + ag/p + ary/p + agy/p?)
2

: (24)

dondea; € Z. Sia; es par, digamos; = 2b;, entoncesy — b; también es un entero
algebraico. Este es el mismo elemento pero intercambiangor 0. Sia; = 2b; + 1,
volvemos a tomatr — b; y en este caso tendremos el mismo elemento pera eorlugar
de a;. Este procedimiento se puede volver a aplicar para cada @dosd;’s, asi que
podemos suponer que € {0,1} paral <i < 8.

Proposicion 3.19. SeanK = Q(/p) conp = 3 (mdd 4) un primo racional . = K(/«)
cona € Uk tal quell # Ky B como en20). SiB no es una base entera @leentonces

1+ ¢p+ P+ VP
5 (1++va)

es un entero algebraico.

DEMOSTRACION. Primero nos concentraremos en los valoresides,, as, a, en (24).
Vamos a representar estos valores con el véaton., as, a4) y diremos que un elemento
es de la formaby, b, b3, by) Si a; = b; parai = 1,2, 3,4, sin importar los valores de
as, ag, ar, ag. Si existe un entero algebraico de la forfa0, 0, 0) y lo multiplicamos por
\/p obtenemos un entero algebraico de la foritd., 0, 0). Si multiplicamos este entero
por /p obtenemos uno de la forni@, 0, 1, 0) y multiplicando de nuevo pag/p obtenemos
un elemento de la form@, 0, 0, 1). Finalmente, si multiplicamos un elemento de la forma
(0,0,0, 1) por \/p obtenemosp, 0, 0, 0) y comop es impar, entonces tenemos un elemento
de la forma(1,0,0,0). Si en lugar de tener uhen el vector tenemos dos o tré's, se
presenta un comportamiento similar.

Supongamos que tenemos un entero algebraico de la fdrrg), 0). Como ya vi-
mos, también existen enteros algebraicos de las fofaso, 0), (0,0,1,0) y (0,0,0, 1).
Sumando estos cuatro elementos queda uno de la formal, 1). Si hay un elemento
de la forma(1,1,0,0), (0,1,1,0), (0,0,1,1) 6 (1,0,0, 1), entonces los tenemos todos.
Sumando el primero mas el tercero obtenemos un entero dentefl,1,1,1). Aho-
ra, si existe un entero algebraico de una de las siguientes$o(1, 1,1,0), (1,1,0,1),
(1,0,1,1),(0,1,1, 1), entonces hay elementos de las cuatro formas. Este casiuse i
anterior pueg1,1,1,0) + (1,1,0,1) = (0,0, 1, 1). Finalmente, supongamos que se tiene
un entero algebraico de la formig 0,1,0) 6 (0, 1,0, 1). Notemos que la existencia de uno
garantiza la existencia del otro y la suma de ellos es de faddt, 1,1, 1). Por todo lo
anterior, siB no es base entera dg entonces existe un elemento como en (24) donde
a1 = ay =az = as = 006 uUNn elementocon, = ay, = az = a4 = 1.

Usando las mismas ideas, vamos a estudiar el comportangientoasg, ar, ag. EScri-
biremos(a, as, as, a4, as, ag, az, ag) para representar a los elementos de la forma (24).

Si(1,1,1,1,1,0,0,0) € O, multiplicamos pory/p varias veces para obtener los ele-
mentos

(1,1,1,1,0,1,0,0), (1,1,1,1,0,0,1,0) y (1,1,1,1,0,0,0,1).
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Sumando estos cuatro, tenemos que), 0,0, 1,1,1,1) es un entero algebraico. Si tene-
mos los elementos

(1,1,1,1,1,1,0,0), (1,1,1,1,0,1,1,0),

(1,1,1,1,0,0,1,1), (1,1,1,1,1,0,0,1),
entonces sumando los de la izquierda o los de la derechadsrggre(0,0,0,0,1,1,1, 1)
es entero algebraico. Silos elementhd, 1,1,1,0,1,0)y (1,1,1,1,1,0,1,0) son enteros
algebraicos, entoncés, 0,0,0,1,1,1, 1) también lo es.

Si(1,1,1,1,1,1,1,0) € O, entonces(1,1,1,1,0,1,1,1) es entero algebraico y
(0,0,0,0,1,0,0,1) € Oy, asi que este caso implica que hay un elemento de la for-
ma (0,0,0,0) que vamos a comentar ahora. Cuando estudiamos el compemntantie
a1, az, as, a, observamos que siempre existe un elemento de la foonta0,0) o de la
forma(1,1,1,1). Usando un analisis similar al anterior,&i = ay = a3 = a4 = 0,
entonceg0,0,0,0,0,0,0,0) € O, y por tantooe = 0, 0 bien,(0,0,0,0,1,1,1,1) € OL.

En todos los casos anteriores, el eleméntd,0,0,1,1,1, 1) es entero algebraico. El
elemento1,1,1,1,1,1,1, 1) es el tnico que no cae en los casos anteriores. Resumiendo,
si B no es base entera @g entonces

1+¢/g‘a+2\/g‘o+¢/ﬁ\/a 5 1+(4/z3+\/z3+(*/]?(1+\/a)

+P+ /PP
es elemento d&);. Mostraremos qu\, TP \f Va ¢ Op. Puesto que

L+ yp+ P+ v/ =1+ D)1+ b, tenemos

Nejg (L+ D)1+ ¢p)) = Niso (1+ /) Nejo (1+ ¢/p)
= (1-pP(1—p =(1-p)p?

y comop = 7 (méd 16), entoncesl — p = 2 (méd 4), con lo cual obtenemos
ord, ((1 — p)3) = 3. Como consecuencia de esto,

ordy (NL/@ <1+\‘72_?+\/Z_?+ W)) =6, Nyg(Va) =1, Nyg(2)=2%
+\[+\[+\/7

por lo que sk es unidad;

\/a no es un entero algebraico. Por lo tanto

O

Proposicion 3.20. SeanF = Q(,/p), K = Q(y/p) conp = 7 (méd 16) un primo racio-
nal positivo,L. = K(y/a) cona € Ok libre de cuadrados en todas sus factorizaciones,
Ng/r (o) = £Ur y B como en(20). Entonces)3 es base entera de.

DEMOSTRACION. De acuerdo a la Proposicion 3.19, basta con demostrarl gleneen-

o L VPP P
2

Nijg (1 +/a) = Ngjg (1 — a),y comoNgr (o) = £Uy, el polinomio irreducible dex
con coeficientes e@®r es

f(x) = 2* — 2(ay + az/p) © & Uy,

(1 + /a) no es un entero algebraico. Primero observemos que
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dondex = a; +ay\/p+as\/p+as+/p*. El polinomio irreducible deé — o con coeficientes
enOr es

g(x) = fl—x+1)=(—2+1)*—2(a1+ az/p)(—x+ 1) £ Ur

= 1‘2 —2r + 2(@1 + 0,3\/]79)1‘ +1-— 2(0,1 + 0,3\/]_)) + UF,

de dondeNg r (1 — ) = 1 — 2(ay + asy/p) & Up. Si Ur = u; + uz\/p, €ntonced =+
Ur = 1 £ u; £ uy,/p Y, por la Proposicion 3.5, & u; y u; son impares. Por lo anterior,
(1+wu)*—pui=1-3(1) =2 (méd 4), asi quel, | 1+ Ury 2 1 1+ Ug. Por lo anterior,
Ly | Ngr (1 —a)y21Ngsr(l—«),dedonde

Nijg (14+vVa) =Ngjg(l—a)=2 (méd 4).

Como Nkjg (1 — ¢p) = Nejg(1—/p) =1—p =2 (méd4)yp = 7 (méd 16),
entonce2?||Ny g (1 — ¢/p) ¥y 2*||Nisg (1 — /p). Ahora es facil observar que el nimero

1+<yg3+\/g’o+§*/g?(
2

1+ y/a) no es entero algebraico pues

Ni (1 95+ VB+ VP (1 +Va)) =27 (méd %)y Nig(2) =2
0

Proposicion 3.21. SeanF = Q(/p), K = Q(y/p) conp = 7 (méd 8) un primo racional
positivo,Ur = u; + ug./p la unidad fundamental d€r y L. = K(v/U).

/ 1/.3
1. Sius = 1 (méd 4), definimos? = w.
1+ vUr
2. Siuy = 3 (méd 4), definimos3 = %Mﬁ.

Entonces, una base enterallees:

Bi = {1,3/D, /D, /9%, B B3/, B/, 5/}
DEMOSTRACION. Primero vamos a demostrar gdees un entero algebraico y con esto
podemos concluir que todos los elementogdéo son.

El polinomio irreducible d&/Tr +/p* enOg[z] esf(x) = 2*—Up+/p*, dondek = 1,3

dependiendo del caso. Sea

21 — 1 2r —1)% — k 1- k

g(l’):f<x ):(Z’ ) UF\/;:.TZ—JJ—F UF\/;
4 4 4

Entoncesy(z) es irreducible erOr[x] y ¢g(8) = 0. Para quel sea un entero algebraico,

basta con qué | 1 — Uy y/p* enOp. Notemos que

1= U VP =1 =y v/pF — up p* /2,
Por la Proposicion 3.5} | u;. Por otra parte, si, = 1 (méd 4) y k = 3, entonces
1—up?=1-1(3%) =0 (mbd 4). Siuy =3 (méd 4) y k = 1, tenemos que — uyp =
1 —3(3) = 0 (mdd 4). Cualquiera que sea el casb,| 1 — uy, p**+Y/2, Por lo tanto,
411 —Ur+/p"y B es un entero algebraico.
Si B es como en (20), entonces(B) = —22* pS N g (Ur) = —22*pS. Claramente,
B, lo obtuvimos sustituyendo cuatro elementosiipor elementos con denominadar
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924 )6 ‘ ; i
EntoncesA(B,) = QTle = 2196, Comodx = 28 p?, por la formula de la Proposicion
1.26 el discriminante dé& no puede ser menor. Por lo tani®, es una base entera de
L. U

Usando los resultados anteriores podemos calcular disenittes de extension&gk,
dondell = K(y/«) cona € Ugk. Con esto y la Proposicion 1.26 tenemos:

Teorema 3.22.SeanfF = Q(,/p), K = Q(y/p) conp = 7 (méd 16) un primo racional
positivo yL. = K(y/a), cona € K. SiNg/q (o) = Ur, entonceK/IF es una extendi
ramificada. Siv = Uy, entonced./K no se ramifica en nirign primo. O

Corolario 3.23. SeaK = Q(y/p) conp = 7 (méd 16) un primo racional positivo.
Entonceshi es par. En particular, shx = 2, el campo de clases de Hilbert d€ es
Hg = K(v/Up). O

3.4. Ramificacbn de 2 en extensiones cuaditicas sobre

K =Q(y/p)

La Proposicion 1.17 describe con detalle la ramificac®&eh campos cuadraticos. La
ramificacion de en extensiones cuarticas ha sido estudiada por S. Rob&ssdord [27)
en extensiones cuarticas en términos de los coeficiertes golinomio de la formd +
ba? + . En esta seccion vamos a estudiar la ramificacio? e extensiones cuadraticas
sobreK = Q(y/p) conp =7 (méd 16).

Seag un primo racional Y un campo de nUmeros con una base entera de potencias. La
factorizacion como producto de ideales primos(gle. esta dada por el célebre Teorema
de Dedekind:

Teorema 3.24.SeanK = Q(¢) un campo de iameros de grada cond € Ok, f(x) =
Irr(0,7Z) y g un primo racional yind(6) el numero natural tal que

ind(0)*6x = A(1,0,...,0™1).
Si f(z) € Z[x], entonces (z) es la proyecdn natural def (z) enZ/qZ[z]. Si

f(x) = (@)™ - go(2),
cong;(z) € Z/qZlx] irreducibles ye; € Z para todo:, definamosf; como cualquier
polinomio enZ[z] tal que fi(z) = gi(x) Yy q; = (g, fi()) para todoi. Siind(f) # 0
(méd ¢), entonces
(@ =ai' a7,
dondeq; es un ideal primo para todo

DEMOSTRACION. Ver [4], pp. 257, Theorem 10.5.1. 0
Los casos interesantes o dificiles se dan para primtpge dividen aA(1,...,0). En

particular, si el grado de la extension es par, es comuretjdescriminante sea par, por
esta razon, la ramificacion del prilsuele complicarse.
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Lema 3.25.Searp = 7 (méd 16) un primo racional positivoK = Q(/p), L = K(y/«)
paraalgina € Ok tal quel # Ky 3y = (2, 5), conf € O, Nyjg (8) =2 (mdd 4).
1. Npjg (3n) = 2.

2. Sif =y +72¢/acony, v, € K, tomemog’ = v, — 2/ Si(2,8);, = (2, 5"),
entonce se ramifica totalmente dh.

DEMOSTRACION. ComoNy g (8) =2 (mdd 4), entonces existe un ideal primp C Oy,
con Npg (qu) = 2. Puesto quey. | 2, entoncesy, 2 (2,5), = J.. Por otra parte,
Nijg (Iu) | Ny (2) Y Nujg (u) | Nujg (8), asique

N]L/Q (j]L) ‘ m.c.d. (N]L/Q (2), NL/Q (5)) = 2.
Por lo anterior,
2= Nrg(qw) | Moo (IL) | 2,

Y Nijg (J) = 2.

De acuerdo a la Proposicion 3.8, el prilee ramifica totalmente éf. Considerando
qued, = (2,8), = (2,8, entoncess,® = (4,25,23, 88, 2 (4,88'),.. Como
Nijk (8) = B, entoncesVg g (85') = 2 (mdd 4). De forma analoga a la demostracion
de la afirmacion 1, se tiene qué,q ((4, 38)x) = 2y Nujg ((4,88"),) = 2% = 4. Por
lo anterior yNy g (J.°) = 4, obtenemo$,.* = (4, 33), . Ademas,(4, 33')x es el Unico

S~

ideal deOx con norma2 y (4, 3')x = (2)x, con lo que concluimod,® = (2), . O

3.4.1. Ngjg(a)=2 (méd 4)y 8| Ngjg(a).
Como consecuencia del Lema 3.25 obtenemos de forma inraediat

Proposicion 3.26. SeanK = Q(/p) con0 < p =7 (mdéd 16) un primo racionala € K
liore de cuadrados en todas sus factorizaciones tal ffgy (o) = 2 (méd 4) yL =
K(y/a). Entonceg se ramifica totalmente dn.

DEMOSTRACION. Seans = /a'y Ji, = (2, 8), . Puesto que

Nisg (B8) = Nijo (N (8)) = Ngjg (@) =2 (méd 4),

entonces, por el Lema 3.28; /¢ (J.) = 2y comoj’ = —f3, tenemos2, 5); = (2,5'),.,
lo que implica que se ramifica totalmente. O

Para el caso en el que| Nk/q (o), podemos suponer que de hechig/q (a) = 8

(méd 16) ya que sil6 | Nk (), entonce = Ur L | a y K(y/a) = K (?) =
2

N .
K (, /%) donde Nk q (%) = K/ii%@. Seapx = (2,14 /p), el Unico ideal
2 2
de Ok con norma2 tal como lo construimos en la Proposicion 3.8. Veamos céema
ramificacion depk enlL.

Proposicion 3.27. SeanK = Q(/p), donde0 < p = 7 (mdd 16) es un primo racional,
o € K libre de cuadrados en todas sus factorizaciones tal §ug, (o) = 8 (méd 16) y
L = K(y/a). Si(2)x = pi, entoncepi se ramifica erL_.
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DEMOSTRACION. Supongamos qugx es inerte. Come3 || (a),, entoncespx); ||
(a); . Lo anterior implica quéa); no puede ser un cuadrado, pues de ser asi cada ideal
primo que divide &«); deberia dividir &«); un numero par de veces. Esto es una con-
tradiccion puegy/a): = (), .

Si px se descompone, entonc@s ), = qu q;,, dondeg? || («), . De la misma forma
que en el caso anteriofer); no es un cuadrado lo cual es absurdpgyse ramifica en
L. U

Corolario 3.28. SeanK = Q(y/p), dondep = 7 (mdéd 16) es un primo racional positivo,
a € K libre de cuadrados en todas sus factorizacion€g,q (o) = 8 (méd 16) yLL =
K(y/«). Entonceg se ramifica totalmente €h. O

3.4.2. Ngg(a)=4 (méd 8)

Ahora supongamos que = L; ¢ = a; + az {/p + a3 /P + a4 v/p> con Ly el nico
elemento d&y conNg/q (L) = 2y alging = f1 + fo /P + f3 /P + f1 /P> € Ok con
Nk /g () impar. Un calculo elemental nos muestra

Nijg (o) = at+a3+aj+aj+2a}al+2a3a]
+dayasaz+4aiasas +4axalay+4arazal
(af + a3)? + (a3 + ai)?
+4ayaz(al +a3) +4azaq(a? +a3) (méd 8).

(25)

Puesto queVk g (o) = Nrjg (LZ)QNK/Q (¢) = 4 Ng/q (¢), debe existir un namero par

deaq,’s pares y un nimero par dg's impares. Si todos son pare¥x g (o) = 0 (mdd 8)

y si todos losz;’'s son impares tendremos
Nigjg(@)=(1+1)2+(1+1)?+4(1+1)+4(1+1)=0 (mdd 8).

Esto nos muestra que debe haber @éspares y dos impares. Puesto que los coeficientes

deL, € O son enteros impares, podemos esctibie= (21, + 1) + (21, + 1) /p. Asi

a=Lyp= (2L +1)+ 2L+ 1)VD)(fi + o /B + fs/D+ f1 VDP),

donde:

ar = fi+2fili+fsp+2fskbp = fi+fz (méd 2)
ay = fa+2feli+ fap+2filbp = fo+ fi (méd 2)
a3z = fi+fs+2fL+2f1 = fi+fs (mdd 2)
as = fotfa+t2fali+2flb. = fot fi (mdd 2).

Lo anterior nos muestra que tenemos dos posibilidades; son impares yi,, a4 pares o

ay, az pares yus, ay impares.

Lema 3.29.SeaK = Q(y/p) conp = 7 (mdéd 16) primo racional positivo YL = K( /),
dondex = a;+ag /p+as \/p+ay v/ p? €S libre de cuadrados en todas sus factorizaciones
Y Nkjg (o) = 4 (mdd 8). Entonces

(1+¢/g‘a+\/z‘a+<‘/ﬁ)\/aeo
2 L

B =
Y Nk /g () es impar.
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DEMOSTRACION. Comof? € K, entoncedrr(3,K) = 22 — 32, Para demostrar que
B € Oy, basta probar que
P = (1+/p)*(1+ ¥/p)
4
Comoz2 se ramifica totalmente eflx, 1 —p =2 (mdd 4) y

Nijg(1+p) =1 =p)*, Ngo(l+¢p)=(1-p), Negpgla)=4 (méd8),
entoncest! = 2° | Ng/q(46%) y por lo tanto* es un entero algebraico. La segunda
afirmacion es consecuencia de @te N q (4 3%). O

2
«
€ Ok.

Para continuar con el estudio de la ramificacion del ideaprimero vamos a trabajar
con el casa,; par.

Proposicion 3.30. SeanK = Q(/p), p = 7 (mdd 16) un primo racional positivol. =
K(y/a) dondea = a; + as ¢/p + a3 /p + a4 v/p? es libre de cuadrados en todas sus

factorizaciones)Ny g () = 4 (méd 8) y 3 como en el Lema 3.29. &j es par, entonces
Npjg (14 8) = Nk (1 — %) =2 (méd 4).

by + by /P + b3 /P + ba /PP

. Como
4

DEMOSTRACION. ConsideremosVy i (1 + ) =
Ny (14 3) =1— 2, entonces

4—(1+ )21+ /p)* (a1 + az /P + az /D + as v/1P)
. .

Ny (1+8) =

Puesto que = 7 (méd 16) tenemos

bl = 4+2a1+4a2+2a3 (médS)
bg = 2&2 + 4&3 + 2CL4 (Hl()d 8)
by = 6a;+2a3+4ay (méd 8)
b4 = 4(1,1 + 6(1,2 + 2(1,4 (méd 8)
y sumando
b1—|—b3 = 4+4a2+4a3+4a4 (H’léd8)
b2—|—b4 = 4CL1—|—4CL3+4CL4 (Hl()d 8)

Comoas Y a4 SON impares, entoncesi; + 4a4, = 0 (méd 8) y comoag es par, se sigue
by + b3

, by b
queb; +b3 =4 (méd 8)y es impar. Coma, Yy a3 Son pares, entoncg‘%, Zg ez
y por lo anterior tienen distinta paridad. Por otra partenca,; y as son pares yi, €s
: , by by ., -
impar, entonces, + b, = 4 (mdd 8), por lo quey también son enteros con distinta
paridad. De (12) tenemos
Nijo (Nuw (14 8)) = (07 +03)* + (b3 +01)°=1+1=2 (mdd 4).
O

Proposicion 3.31. SeanK = Q(/p), p = 7 (mdd 16) un primo racional positivol. =
K(y/a) dondea = a; + az ¢/p + a3 /p + a4 /p? es libre de cuadrados en todas sus
factorizacionesNk g (o) = 4 (méd 8), a; es par y3 como en el Lema 3.29. Entonces
se ramifica totalmente €n.
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DEMOSTRACION. Consideremos el ideal

J=021+48)L=(21-0)..
ComoN g (J1) | Nijg (1 — ) =2 (méd 4), entonces existe un ide@l congy, | 1— 5
y Nijg (Ju) = 2. AdemasJy. | 2, asi quem.c.d. (2%, Ny (1 — 5?)) = 2, lo que implica
JL =3JLY Nrjg (I) = 2. Notemos que
P o= (2,14 8)(2,1—8),
= <472(1 + 5)72(1 - 5)7 11— B2>]L 2 <47 I— B2>]L :
Consideremos el ided@k = (4,1 — ). Seapk el (nico ideal d&x con Nk g (px) = 2.
Por la Proposicion 3.3QVk/q (1 — %) = 2 (mdéd 4), entoncegx | 1 — 5 y clara-
mentepx | 2. Como2 | Nkjg (Jx) | m.c.d. (Nk/g (2), Nkjg (1 — 8?)) = 2 entonces
Nk /g (Jk) = 2, es decirJg = px. Si extendemoSk a Oy, tenemos

I D (Ox)y, = (4,1—-6%),
y COMo
Nijg (3L%) =4, Nug((4,1-5%),) = Nejg (Fx)” =4,
entonces.? = (Jx), y por lo tantod.® = (Jx*), = (2);. O

Ahora estudiaremos el casg impar, el cual es mas complicado y requiere que lo
estudiemos en varios subcasos.

Proposicion 3.32. SeanK = Q(y/p) conp = 7 (méd 16) un primo racional positivo,
a = ay +ay /p+as./p+as\/p? € Ok libre de cuadrados en todas sus factorizaciones
cona; impar, Nk g () = 4 (mdd 8),

g LTV VP VA4 VD) (VDAL YPEVA) (g
1= 2 - 2

yL = K(y/«). Entoncesp; € Oy.

DEMOSTRACION. Irr(81,K) = 2% — ¢k (61) z + Nyjk (81). Claramente jx(51) =

1+ /p+/p+ +/p* es un entero algebraico. Para gyec Oy, es suficiente mostrar que
Nijk (61) € Ok, donde

N () = VDAL E PP 2 0) @)

Como?2 se ramifica totalmente ek, entonces debemos mostrar qiig g (4) = 2° |
NK/Q (4 N]L/K (51)) Por un lado,

Ngjo (1+p)?) =1 -p)*=2" (mod 2°) (28)

y
(1+\‘7]_))2—a: 14+2¢p+ D — a1 —as /P — az /P — as /P>
Comol —ay, 2—ay, 1 —as y —ay son pares, entoncey (1+ /p)* —« enOk. Lo anterior

implica que2* | Nk g ((1 + ¢/p)? — o) yasi2® | Ng,q ((1+ /p)*((1 + ¢/p)? — ). Por
lo tantoNL/K (ﬁl) € Ok Yy B € OL. O
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Proposicion 3.33. SeanK = Q(y/p) conp = 7 (méd 16) un primo racional positivo,
a=ay+ayyptaz/p+as {‘/ﬁ € Ok libre de cuadrados en todas sus factorizaciones
cona; impar y Ng /g (o) = 4 (mdd 8) y 51 como en (26). Las paridades @& g (51) Y

N g (14 p1) son distintas.

DEMOSTRACION.  Es suficiente demostrar que las paridadesNgdeg (Nojx (61)) Y
Nxsg (Nux (1+ 1)) son distintas. Sepk el (nico ideal deDx con norma2, es decir,
|Ok/px| = 2. Lo anterior significa que las normas de dos element@3;etienen parida-
des distintas si y solo si la diferencia de las normas esfimpa

(+ Jp+ o+ PP —all + i)
4

Nojk (B1) = Nk (14 61) =

B P yP P — ol + )
4

- - - i P

ComoNk g <—2 —P—P— {*/ﬁ) =16—17p+7p*—p’y p es impar, entonces las
paridades déVy g (3) Yy Mo (1 4 ) son distintas. O

Proposicion 3.34. Sea5; como en(26). Sia; es impar ya; = a4 (méd 4), entonces
Nijg (81) =2 (m6d 4) 0 Nyjg (14 51) =2 (méd 4).

DEMOSTRACION. Primero calculemos/y jx (51) Y Nk (1+ 31). Sean

M o= ANk (B) = I+ ¢Yp+D+ VP —a(l+ /D)
Yo = 4Nk (1+5) = B+ b+ o+ v/p?)?—a(l+ p)

ESCI’ibimOS}/l =b; + by {‘/]_) + b3 \/]3 + by \4/ p3, Yo = C1 + C2 \‘y]? +c3 \/]_? + ¢y \4/ p3 donde
los coeficientes estan dados por:

by=1+3p—2a3p—a;,(1+Dp) c1=9+3p—2a3p—ai(1+p)
by=2+2p—2a4p—as(1+p) ca=6+2p—2asp—as(l+p)
bs=3+p—2a; —asz(1+p) c3=T+p—2a; —a3z(1+p)
b4:4—2a2—a4(1—|—p) 0428—2a2—a4(1+p)

Es importante notar que/4, c;/4 € Z parai = 1,2, 3,4. En la demostracion de la Pro-
posicion 3.9 vimos que 8i= e, + ey W/p + €3 /b + es VPP Y Nijg (€) = 2 (méd 4), es
necesario que; # ez (mod 2)y e; # e4 (méd 2). Para ver quéVy g (f1) = 2 (mdéd 4)
0 Npjg (1+B1) =2 (méd 4) necesitamos que se cumpla alguna de las siguientes condi-
ciones:

b1—|—b3 b2+b4 c1 +C3 Co+ ¢4

i = 1 = 1 (mdd 2), 1 =1 = 1 (mdd 2).

Sabemos que:

bo+by=cot+cy=4+6ay+2a, (mdd 8).
Comoay = a4 (mdd 4), entonced, + by = co + ¢4 = 4 (méd 8). Por lo anteriorp, /4
y bs/4 tienen distinta paridad g /4, ¢, /4 también tienen distinta paridad. Si g (5:) es
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par, entonces; /4 es par para dos valores tle {1,2,3,4} y para los otros dos valores es
impar. Por lo tantaVy ;o (51) = 2 (mdd 4). Si N g (1 + £1) es par, la argumentacion es
la misma. O

Proposicion 3.35. SeanK = Q(y/p) conp = 7 (méd 16) un primo racional positivo,
a=ay+ayypt+az\/p+as {‘/F € Ok libre de cuadrados en todas sus factorizaciones
cona; impar,a; = as (méd 4), Ngjg (o) =4 (méd 8), L = K(y/«v) y 51 como en (26).
Entonce se ramifica totalmente €n.

DEMOSTRACION. Denotemos pof al elementas; 61 + f; tal queNy,q (5) es par. Sea
JL = (2,8),- ComoNL g (8) = 2 (méd 4), entoncesVy g (J.) = 2. Sipx es el Unico
ideal deOk con norma2, entonced, 2 Jp N K = pk. Seas’ el conjugado d& enlL/K
como se definié en el Lema 3.25. Asi

Bt Bl =1+ Yp+ o+ Vo= 1+ Vp)(1+Vp).
Ademasf; + 3 € Ok, conNk g (61 + ;) = (1—p)® € 2Z. Entonces}; + 3 € (pk);, C
J.. Por lo anterior3; = —f] (méd J), es decirJy, = (2,8), = (2,—0") = (2,6),.
Por el Lema 3.252 se ramifica totalmente €. O

Proposicion 3.36. SeanK = Q(y/p) conp = 7 (méd 16) un primo racional positivo,
a=ay+ax/p+az\/p+ay {*/F € O libre de cuadrados en todas sus factorizaciones,
ai,az impares,a; = 2 (méd 4), ay = 0 (méd 4) y L = K(y/«). Consideremos los
siguientes datos:

Condicbn 5 Npk (8) — Nk (1+ 8)
a1 Zaz  (méd 4) WJFWZ\@(H\%) —1—wp—Yp?
ap=az=1 (mbd 4) w —2—-p
a;=a3=3 (méd 4) 1+\4/ﬁ2+\/p_a —2—Yp

donde adef&s, Sia; = a3 (mdd 4) agregamos la condibna; = az+4 (méd 8). En los
tres casos:

1. 6 OL.

2. Las paridades déVy /g (5) y Ni/g (1 4+ §) son distintas.

3. Niyjg(B) =2 (méd 4) 0 Nyjg (1 +8) =2 (mdd 4).

4. 2 se ramifica totalmente €eh.

DEMOSTRACION. Consideremos el casq # a3 (méd 4). Observemos que:

W+ V)~ o1+ )
. .

tLx(B) = /p + VY Nisk (B)
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De lo anterior,

AN (B) = (yp+ VP —a(l+ ¥p)?
= VP+2p+pp—a(l+2yp+ /D)
= (a1 +2p—azp—2pay) +(—2a; —ay — asp)V/p
+(1+p—a1—2a2—a3)\/ﬁ+(—a2—2a3—a4)4p3.
Dadas las condiciones de la proposicion,
—a1+2p—azp—2pas = —2a; —az —ayp=0 (méd 4)

l+p—a1—2ay—a3=—ags —2a3—as =0 (mdd 4),

lo que implicaNy k (3) € Ok. Claramente; x(5) € Ok, por lo ques € Or. Los otros
dos casos se demuestran de la misma forma.

Las pruebas de 2, 3y 4 son idénticas a las que usamog pamdas Proposiciones 3.33,
3.34y 3.35, tomando en cuenta los valores\dex (5) — Nojx (1 + 3) de latabla. [

Proposicion 3.37. SeanK = Q(y/p) conp = 7 (méd 16) un primo racional positivo,
a=ay+ay/p+az/p+ay (‘/ﬁ € Ok libre de cuadrados en todas sus factorizaciones,
ai,az impares,a; = 0 (méd 4), ay = 2 (méd 4) y L = K(y/«). Consideremos los
siguientes datos:

ay as B Nisk (8) = Nik (1+ B)
a1 =as (méd 4) Hﬁ*é/&(l*%’) 2 b

— 1 (méd4)|=3 (mod 4) H\%zﬁ(@ 2 P

=3 (méd4) =1 (mod4) 1”/“2\/&(%) 2 Wp

donde adef&s, sia; = a3 (mdd 4) agregamos la condibna; + a3 = 4 (mdéd 8). En los
tres casos:

1. 8e€OL.

2. Las paridades d&Vyq () y Nijg (1 + ) son distintas.

4. 2 se ramifica totalmente €eh. O

Proposicion 3.38. SeanK = Q(y/p) conp = 7 (mdd 16) un primo racional positivo,
a=ay+ay/p+az\/p+ay {*/ﬁ € Ok libre de cuadrados en todas sus factorizaciones,
a; = az (mdd 8) impares,a; =2 (méd 4), ay =0 (mdd 4), L = K(y/a) y px el tnico
ideal deOk con Nk g (px) = 2. Entoncespk no se ramifica el /K.
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DEMOSTRACION. La idea de la demostracion consiste en encontrar una ledseamo
Q-espacio vectorial que confirme qéigx es un ideal con norma impar.

., . . 14+ ¢p+
En la Proposicion 3.36 vimos quesi = 1 (méd 4), v = # N,
1+ P+ /pa
a; =3 (méd 4), entonces, = \/]_)2 pa € OL.
Comoa; = ag (mdd 4), entonces; +az = 2 (méd 4), asiquer; +as+az+ay =0
(mdd 4).
Supongamos; = a3 =1 (méd 4) y a; + as + a3 + a4 = 0 (méd 8). Mostraremos

LY Si

2+ Va(l+ yp+p+ /3
queys = vl \/i_? VP p)eOL.EscIaroqueL/K(vg)zleOKy
4—&(14—{‘/]_?4'\/]_34'\4/]33)2 bl+b2\‘y]3+b3\/]3+b4\4/p3
Nojee (v3) = 16 - 16 ’
donde
by = 4—a;—3pa;—4pay—3pas—p as—2pas—2p°ay
by = —2a;—2pa;—ay—3pas—4paz—3pas—pay
by = —3a1—pa —2ay—2pay—az —3pag—4pay
by = —4ay—3ay—pay—2a3—2paz—ays—3pay
by = 4+10a;+4ay+10a3 =4+ 10(a; +a3) +4as (mdd 16)
by = 10ay+4az+10ay =10(as + a4) +4az (mdd 16)
by = 6a;+10a3+4a, (méd 16)
by = 12a;+6ay+10ay =12a1 + 10(as + a4) —4ay  (méd 16)

m
c
=
o
o
<
L
o
Q

posible de;; + a; mbédulo8 es2, asi quell(a; + az) = 4 (mdd 16),

y comoay, = 2 (méd 4), entonced; = 0 (méd 16). Comoa; = az = 1,5 (mdd 8),
entonces; + a3 =2 (méd 8)y az+ a4 = 6 (mdd 8), esto implicaquél(ay +ay) =1
(mé6d 16). Ademéasd a; = 4 (mdd 16) para cualquiess = 1 (mdd 4). Por lo tantop, =
0 (méd 16). Comoa, y a3 son congruentes modutpentonces a; +5a3 =3 a;+5a; =
0 (méd 8) y dado quet | a4, entoncesta, = 0 (méd 16). Por estops = 0 (mod 16).
Para cualquiern; = 1 (méd 4) se tienel2a; = 12 (mdd 16), 4a; = 8 (mdd 16) y
COmoas + a4 = 6 (mdd 8), entonced0(ay + a4) = 12 (méd 16), por lo anterion, = 0
(mdd 16). Esto implica queVy k (v3) € Ok.

Ahora consideremos los siguientes casog; st az = 1 (mdd 4)y a1 +as+az+ay =
4 (mdd 8), entonces

= 2P VDY) VA VB P
L 1

€ OK;

Sia; =a3 =3 (méd 4)y a; + as + a3 + a4, = 0 (méd 8), entonces

2+ pa(l+ b+ B+ VPP _
- 4 EOK7

V5
finalmente, sty = a3 =3 (mdd 4) y a; + as + a3 + a4 = 4 (mdéd 8), entonces

. _ 2B VP VP + VBl B VR
6 — 4 K-

La demostracion de qug, 75, 76 € Ok €s idéntica a la que usamos pasa
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Como ya vimos en (21), el discriminante de la base (2Q)@3) = —22*p° N ()
y sabemos quéx = 2% p*. ComoNk q (o) =4 (méd 8), entonceg?® || A(B).
Siay =a3=1 (méd 4)y a; + as + a3 + a4, = 0 (mdéd 8), entonces

B, = {17 \‘7@ \/ﬁ \/4 P2, 7,M \4/]37 4! \/]37 73}
es una base db como Q-espacio vectorial COfA(B;)| = 2'p°Nk g (@), ya que el
denominador de; es2 y el devys es4. Usando la Proposicion 1.2 no se ramifica en
L. La demostracion para los demas casos es analoga usanslguientes bases:

BZ - {17 \4/2797 \/237 4\/ pga Y1, 71 \A/]_% 4! \/]_)7 74}

cuandou; = a3 =1 (mdd 4)y ay + az + az + ay = 4 (méd 8);

83 = {17 \4/2797 \/237 4\/ pga Y2, 72 \A/]_% Y2 \/]_)7 75}

Sia; =a3 =3 (méd 4)ya; +ax+az+ a4 =0 (méd 8) y

84 = {17 \4/2797 \/237 4\/ pga Y2, 72 \A/]_% Y2 \/]_)7 ’}/6}

Sia; = a3 =3 (méd 4) y a1 + ax + a3 + a4 =4 (mdd 8). O

Proposicion 3.39. SeanK = Q(y/p) conp = 7 (méd 16) un primo racional positivo,
a=ay+axYp+az/p+ay (‘/ﬁ € Ok libre de cuadrados en todas sus factorizaciones,
a;+az =0 (mdd 8) impares (lo que implica; # as (mdd 4)),as =0 (mdd 4), ag = 2
(mdd 4), L = K(v/«) y px el tnico ideal deOx con Nk g (px) = 2. Entoncespk no se
ramifica enlL /K.

DEMOSTRACION. Sean

Lt ypya
"= 5 ,
_ LV Va
Yo = 5 ,
by = 29p+Va(T+T YD+ P+ V1)
3 — 1 ’
o 2(1+ P+ V/1%) + Va(T+ 75+ D+ /1%
4 = 1 ’
Ny = 2P+ va(l+ yp+ P+ V/1D?)
5 — A 7
o = 2L VPP Vel P VP V)
6 = . ’

y By, By, B3 y B, como en la Proposicion 3.38, pero con las nuevas definisioee
T, -- -, La demostracion de gueg x es impar es analoga a la que hicimos en la Propo-
sicion 3.38 usand®; sia; = 1 (méd 4), a3 =3 (m6d 4) y as + a4 = 2 (méd 4); By
cuanday; =1 (méd 4), a3 =3 (mdéd 4) y as + a4 =6 (mdd 4); By Sia; =3 (méd 4),
a3 =1 (méd 4)y as+aq =6 (mdd 4) y usaremos la bad®, sia; =3 (méd 4),a3 =1
(méd 4) y as + ay =2 (mdd 4). O
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El siguiente teorema agrupa las Gltimas proposiciones.

Teorema 3.40.SeanK = Q(y/p) conp = 7 (mdéd 16) un primo racional positivog =
a; +az Yp+az/p+ay \4/1? € O libre de cuadrados en todas sus factorizaciones, con
Ng /g (a) = 4 (méd 8) y L. = K(y/a). Entonces? se ramifica totalmente eh si y $lo
si se cumple alguna de las siguientes condiciones:

1. a1, a3 Son pares Yo, a, SON impares.

2. a1, a3 Son impares yi, = a4 (méd 4) son pares.

3. a1 #Z az (méd 4) imparesa; =2 (méd 4) yays =0 (mdd 4).

4. a1 = a3+ 4 (méd 8) impares,as =2 (mdd 4) yay, =0 (méd 4).

5. a; = a3 (méd 4) imparesa; =0 (méd 4) yay =2 (mdd 4).

6. a; + a3 =4 (méd 8) imparesa; =0 (mdd 4) yay, =2 (mdéd 4).

Equivalentement@, no se ramifica totalmente dnsi y 9lo si se cumple alguna de las

siguientes condiciones:

1. a; = a3z (mdd 8) imparesay; =2 (méd 4)yay =0 (mébd 4).

2. a1 Zaz (méd 4), a1 +a3 =0 (mdd 8),a2 =0 (mdéd 4)yay, =2 (méd 4). O

3.4.3. Ng/q (a) impar

Vamos a estudiar la ramificacion deenl. = K(y/a) cuandoNk g («) es impar ya

libre de cuadrados en todas sus factorizacionesaSeaa; + a2 /p + az\/p + asy/p?.

Para queVy g (o) seaimpar, es necesario que haya un nimero impaisieares y, como
consecuencia, una cantidad impar de coeficientes imparaads esto sucede, existen tres
coeficientes con la misma paridad y uno con paridad distitdada los demas. Primero
estudiaremos el caso en quees el coeficiente con paridad distinta a los demas y después
el caso en que, es el que tiene paridad distinta. Los otros dos casos seaedualguno

de estos dos multiplicandepor ,/p, ya que

K(va) = K(va v7) = X (y/avp).

Proposicion 3.41. SeaK = Q(y/p) conp = 7 (méd 16) un primo racional positivo,
a = a; + az /p+ a3 /p+ as /p* € Ok libre de cuadrados en todas sus factorizaciones
cona, paryas, as, as impares y. = K(y/«). Entonces? se ramifica totalmente dh.

DEMOSTRACION. Sea
8=

Es facil ver que2? || Npjq (1+ ¢/p) ¥ 2* || Nujg (1+ /p). Ademas Ny jx (1 + a) =
1 —aypor(13),Ng/g (1 —a) =8 (mdd 16). Por lo tanto,

Nrq ((1 v +2\/@(1 il \/&)) =2 (mod 4).

Elideal I, = (2, 8);, cumpleNy /g (Ju) = 2,y comoNkq ((1+ ¢/p)(1+ /D)) es par,
entonces1 + /p)(1 + ,/p) € pk, dondepx es el Gnico ideal d&®x con norma2. Como

1+ vp) (1 +yvp)(1+Va)
5 .




3.4. RAMIFICACION DE 2 EN EXTENSIONES CUADRTICAS SOBREK = Q(¥/p) 75

JLNK = pg, entoncesl + /p)(1 + /p) € T, por lo que el conjugadd’ € J. Por el
Lema 3.252 se ramifica totalmente €n. O

Proposicion 3.42. SeaK = Q(y/p) conp = 7 (méd 16) un primo racional positivo,
a = a;+ax P+ az /b +as v/p? € O libre de cuadrados en todas sus factorizaciones
cona; impar, as, as, a, pares yL. = K(y/a). Entonces? se ramifica totalmente €n si y
sblo si se cumple una de las siguientes condiciones:

1. (05} 7_é ay (Hl()d 4)

2. a3 =2 (méd 4) yas = ay (méd 4).
Equivalentement&, no se ramifica totalmente dnsiy 9lo Sia; =0 (mdéd 4) y as = ay
(mdd 4).

DEMOSTRACION. La demostracion de que bajo las primeras condiciangs ramifica
totalmente es similar a la que hemos usado a lo largo delubapgbnsiderando los valores
def siguientes:

Condiciones 16

(1+ yP)(1+ va)
2

1L+ )1+ Vo)
2

1+ yp)(1+pa)

2

(1+p)(1+Va)

2

a9 ;7é Qg (méd 4)

ap=3 (méd4) y aw=a3=as=2 (mdd 4)

ap=1 (méd4) y aw=a3=as=2 (mdd 4)

az3=2 (mé6d4) y ay=a;=0 (mdd4)

Para comprobar los casos en los que no hay ramificacion aehgitizar los siguientes
elementos con las bases que se describiran posteriormente

1+ o 1+ /pa
N=—5— N2= 0
2 2
L+Va(l+ ¢p+ v/p?) L+ pa(l+ ¢p+ /p?)
V3 = V4= .
2 2

Las bases que usaremos son las siguientes; st 1 (méd 4), azs = a3 = a4 = 0
(méd 4),

Bl = {17 \A/]_?y \/2_97 Wﬁl’% \4/2797 4! \/237 4! W} )
Sia; =3 (m6d 4), ay = a3 =ay =0 (mdd 4),
= {176/2_)7 \/2_97 W)fy%’y? \4/279772\/279772 W}7
Siag =3 (méd 4),a3 =0 (méd 4)y ay = ay =2 (méd 4),

= {17 \A/Z_% \/2_97 \/4 p3773773 \4/2797 V3 \/237 V3 4\/ p3}7
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Siag =1 (méd 4),a3 =0 (méd 4)y ay = ay =2 (méd 4),

B4 = {17 \4/]37 \/ﬁu 4\/ p3774774 \Ayﬁa V4 \/ﬁa V4 4\/ p3} .
]

Ahora estudiaremos el caso en quees el coeficiente que tiene paridad distinta a la
de los demas:
Proposicion 3.43. SeaK = Q(y/p) conp = 7 (méd 16) un primo racional positivo,
a=ay+ayyptaz/p+as {‘/ﬁ € Ok libre de cuadrados en todas sus factorizaciones
cona; = ag = a4 (méd 2), a; # ay (méd 2) y L = K(y/a). Entonces? se ramifica
totalmente.

DEMOSTRACION. SeaBB como en (20). De acuerdo a (22) tenemos la contencion

(2° Ngjg (@) € (Nijo (0L/x))-
Aplicando la Proposicion 3.18, podemos inferir de la cooi@n anterior que es posible
dividir entre2 a lo mas a cuatro elementos BeVamos a probar que ninguno es divisible
entre2.
En la Proposicion 3.19, vimos que cuande Uk Y B no es una base entera, entonces

1+ yp+ D+ /P

En el casaVk g (o) impar, lo que podemos garantizar, siguiendo la misma deawish,
es que si se divide entgealglin elemento d8, entoncesy € Oy,. Nuevamente tenemos

ords <N]L/Q <1 + p++/p+ {‘/ﬁ)) =6, ordy (Nyg(2)) =8.

Ademas,Nx (1+/a) = 1 —a = 1 —a; — a2 y/p — az\/p — asy/p?, dondel —
a; = —ay (mdéd 2) tienen distinta paridad quea; = —ay (mdéd 2). Por esto y (12),
Nijg (14 +va) = 2 (méd 4). Asi, Nijg (7) € Z y esto implica quey ¢ Op. Por lo
tanto, no podemos dividir entiza ninguno de los elementos & lo que significa que
(2%) | (Ngsg (61/x)) Yy 2 se ramifica totalmente el O

3.5. El2-grupo de clases d&K

SeaK un campo de numeros §ix su campo de clases de Hilbert. La ramificacion
en extensiones cuadraticas esta estrechamente redaiaon eR-rango deClx. Como
Clg = C,, x---xC,, donden; = p;* para algum, primo racional positivo, entonces existe
CY = H C Clg, donder € N es el2-rango deClkx. Ademasy es el maximo entero que
cumple esta condicion. El grupo de Galois del campo de €ldsdHilbert sobre el campo
base es isomorfo @Ik, asi que existé/; C GalHg /K) tal queH; = Clx/H. El grupo
de Galois del campo fijél;* sobreK es isomorfo &. De esta forma, si encontramos
la maxima extension no ramificada soli&econ grupo de Galoi§’,, entonces e2-rango
deClx esr. En esta seccidbn usaremos esta idea para demostrargeesi(méd 16) es
un primo racionalK = Q(y/p) y F = Q(,/p), entonces’l,, el 2-grupo de clases d&,
cumpleCl, = 7/27. Para esto, necesitamos probar que cualquier extensifanfdena
L = K(y/«) es ramificada para cualquiertal quel # K(Uy).
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Con lo realizado anteriormente, observamos guse ramifica totalmente eh =
K(y/«) para cualquiery salvo en los siguientes tres casos descritos en el Teoref@a 3.
y la Proposicion 3.42:

1. a; = a3 (méd 8) imparespa; =2 (mdd 4) y ay =0 (mdd 4) con Nk g () = 4
(mod 8).
2. a1 # a3 (mod 4), a1 +a3 =0 (mdd 8),a; =0 (mdéd 4) Yy ay =2 (mdd 4) con
Ngjg (o) =4 (mod 8).
3. a; impar,a; = ay (méd 4) pares yuz = 0 (mdd 4). conNg /g («) impar.
Primero vamos a estudiar o que sucede cuando no existamidgalJx C Ok tal que
Tk’ = (@)

Proposicion 3.44. SeaK = Q(y/p) conp un primo racional positivo yv € Ok libre de
cuadrados en todas sus factorizaciones. Supongamos cgie ariideab C Ok tal que
ord, ({(a)) es impar. Entonces se ramifica totalmente en/K.

DEMOSTRACION. Sea(p, \/a),. Comoord, ((a)y), €s impar, entonces existec N
impar tal que(p);. || (o). Elideal(a), es un cuadrado porqugn € L, lo que implica
que cada ideal primo que divide{a); debe estar elevada a una potencia par. Coe®
impar, para qug || («),, necesariament@), = q7. Entonces se ramifica totalmente
enL/K. O

La proposicion anterior nos muestra quécei, no es un cuadrado, entonces la exten-
sionlL/K es ramificada. De esta forma nos falta considerar los caspséa), = Ji* pa-
raalginidealx C Ox. Notemos que, por el Teorema del 2-rango de GauBs=sQ(,/p)
conp un primo racional, entoncés: es impar.

Lema 3.45.SeanK = Q(y/p) YF = Q(\/p) conp = 7 (méd 16) un primo racional
positivo. Siae € K es tal que(o), = Jx? para algun idealJx € Ok, entonces existe
B € Ok tal que(B), = ()i Y Nk/r (8) = B* paraalgin B € Oy.

DEMOSTRACION. Como la norma de ideales es multiplicativdy), = Jx”, entonces
Nsr ({a)g) = Jg% para algurds C Op. Ademas, para cient® € Op, Jr = (B);
ya quehy es impar. AsiNgr ((a)y) = (Ng/r (a)), = (B?)y. De la igualdad anterior,
Ngsr (o) = B*U conU € Up. Podemos suponéf = +1 06 U = +Uy. SiU = £Uy,
entoncesVi r (ov/p2) = £B?, dondey, es el generador déx con N p (112) = Ur. Sea
B=a06p8=a/utal queNg (8) = £B>.

ENn Ok, (a1 + a2/p)* = ai + pa3 + 2 a1 az \/p, asi, los cuadrados modu{q/p), son
los mismos cuadrados demodulop. Sia € Z, entonces(%) = 1 implica (%a) = -1,

asi que, sk € Oy es un cuadrado mbdu(q/ﬁ)F entonces-A no es un cuadrado modulo
<\/3’9>F. Por otra parte, ¥ = by + by /p + bs/p + bsr/p?, tenemos:

N]K/IF (6) = (bl + bg\/ﬁ)2 - \/]_?(bg + b4\/]_))2
= (b5 +03p—2pbyas) + /D(2b1bs — b3 — pb3).

Lo anterior nos muestra qué x (5) = b7 (méd (,/p),) es un cuadrado modulq/p),.
por lo queNr (8) = B>. O
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La parte importante de la siguiente proposicion es la afitoma7, los primeros seis
incisos sirven como guia para justificar quees un ideal principal.

Proposicion 3.46.SearkK = Q(y/p), F = Q(,/p) conp = 7 (mdd 16) un primo racional
pOSitiVOAl = a; + ag\/7, Ay = ay + &4\/]3 Ya = A + A2\4/]79 € Ok — O tal que
(a)y = Jx*, Ngsr (o) = B?y a cumple las condiciones de los caso® 6 3 descritos al
principio de esta secon. Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:
1. Si B = by + by/p, €ntonces,, b, tienen la misma paridad en los casby 2,
mientras que en el casd) b; es impar yb, = 0 (mdéd 4).
2. (Lo)g || (A1 + B)g + (A1 — By
3. Enloscasody?2, (A + B)p + (A1 — B)p = (L2)r ((A1)r + (B)g). En el caso
3, (A1 + B)IF + (41 — B)IF = <2>IF (<A1>IE‘ + <B>IE‘)'
4. Seapy un ideal deOy tal quepr | (A1) Y pr | (B)p. Sipr es inerte erkK/F y
p¥ || (A1)g + (B)y, entonces: es par.
5. Seapy un ideal deOy tal quepr | (A1)p Y pr | (B)g. Sipr S€ descompone &b/F
ypE || (A1)g + (B)g, entonces: es par.
6. (A1 + B)y + (A1 — B)p = <2\/ﬁt>FJF2 para algint € Ny y Jr un ideal deOg
tal queJr + (24/P); = Ok.
7. Jx es principal.

DEMOSTRACION. Primero observemos que
B? = (a; + a3\/p)* — /plag + asy/p)®> Yy B> =b] +pbs+ 2b, byy/p,
asi:
(a3 +a3p—2pagay) + /p(2a1 a3 — a5 — paj) = b + pbs + 2by by\/D. (29)
En los primeros dos casos, comg az SOn impares Yi,, a;, SOn pares, tenemos
(a3 +a3p—2pagas) =b] +pb3 =0 (méd 4),
asi, b, by deben tener la misma paridad. Con esto demostramos la afimmacen los
primeros dos casos, pero podemos decir mas aceréa yé,. Primero notemos que
Nk/g () = Ngsg (B?) = 4 (mdéd 8), entoncesVy/q (B) = 2 (méd 4), de dondé, b,
son impares. En el casod,,a; = 1 (mdéd 4), asi:
2a1a3 —a3 —pa; =2—-4—-0=6 (méd 8),
lo que implicab; # by (mdd 4). En el caso 2¢; a3 =3 (méd 4) y
2a1a3 — a5 —pa; =6—0—4=2 (mdd 8),

por tantop; = by (méd 4).

Ahora estudiemos el tercer caso. Aqui tenemosnpar ya; = 0 (méd 4). Por otra
parte,

b +pbs=(aj+a3p—2paza;) =1+0—-0 (méd 8),

y debidoaque = 7 (mdd 8), entonce$, es impar yb, es par, mas alh; = 0 (mdd 4).

Seaf(z) = 2® — 2(a1 + a3\/p)xz + B* € Op[z]. Observemos qug(a) = 0y como
a € Og — O, por la Proposicion 3.10 existé € Oy tal que

4A7 —4B* =4 (A, + B) (A, — B) = C*\/p, (30)

dondeA1 =a; + ag\/ﬁy B=b + bQ\/ﬁ
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En el caso 1¢; = a3 (méd 4)y by # by (méd 4), asi quer; + by # az + by (méd 4)
ya; —b; # az—by (méd 4). Consecuentemente,4{ + B = ¢, +02\f, entonce&l Z ¢y

C2:/D

(méd 4) y ambos son pares. Es claro qué A; + B. Por otra parte2— tiene un

<01 + CQ\/ﬁ
2

misma forma2 | A; — B pero2 L, 1 Ay — B. En el caso 2¢; # ag (méd 4) y by = by
(méd 4), por lo que, de nueve, +b; # asz+by (mdd 4). También en este caso se cumple
la afirmacion 2. Para el caso 3, tenemos dos posibilidades,= b; (mdéd 4), entonces
Al +B=2+0,/p (méd 4)y Ay — B =0+ 0,/p (mbd 4). Por otra parte, si; # b,
(mdd 4), entoncesd; + B =0+ 0,/p (méd 4)y Ay — B=2+0,/p (méd 4). Asi que
L%|| Ay £ By L3 | A, ¥ B donde los signos son elegidos dependiendo de:gué, sean
iguales o distintos modulé. Por lo tanto(L,)> || (A, + B)y + (A, — B)y, concluyendo
la demostracion de la afirmacion 2.

Para la afirmacion 3, observemos primero qu,2 B € (A + B)p + (A1 — B)p Yy
A+ B, A — B¢ <A1>]F + <B>]F’ asi

2((A1)p +(B)) € (A1 + B)p + (A1 — B)p C (A1) + (B).

Esto nos muestra quel; + B)y + (41 — B)y = L5((A1)p + (B)) con0 < r < 2. En
los casos 1y 2, comdy g (B) = 2 (mdéd 4), entonces > 0. Ademasg, y as tienen la
misma paridad, por o Qu&s g (A;) es par, as{Ly)y || (A1)p+ (B)p Y r = 1. Enel caso
3, Nk/g (@) = Nr/q (B?) es impary por tanto = 2.

Ahora vamos a demostrar la afirmacion 4. Cames inerte, entoncgs = (pr)y €S
un ideal primo erDx. Supongamos qug || (A)x + (B)p Y pk || (@)g. ComoB? =

— /P A3, pE | B2y pit | A7, entoncess; | A,. Porlo anteriorpf; | (Ay + ¢/p As), =
() y k < t. Por otra partep || Niq (o) = Af — /pA; = By pi || (B
Como el polinomio irreducible de enIF[ ] esf( ) = 2% — 2A1x + B2, entoncegp?
a? —2A;a+ B? = 0. Lo anterior,p? | By pZ | o?, implicanp? | 2 A; o. Puesto que
pk |l ay 2)g +px = Ok, entoncesp]K | (A1)g. Comopg = (pr)g, entonces < ky
asit = k. De laigualdada), = Jx*, tenemos quedebe ser pary por lo tantoes par.

Para demostrar la afirmacion 5,si se descompone, entoncgs); = qiqz, CON
q1, g2 ideales primos d€x. Supongamos qug’ || (o), Y 43" || (a)x. Entoncega), =
qi'q3" Jx para algirfx tal que(pg)y + Jx = Ox. COMoNk/r (41) = Ni/r (42) = Pr,
entonces

coeficiente par y uno impar, entoncEs,q ) esimpary2 L, { A; + B. Dela

Nigsr ((@)) = P27 Nicyr (3x) = (B,

por lo quepm“ || B%. Sin pérdida de generalidad, supongamost. Entonces =t + s
para algurs € Ny

4t || <a2>K’ q411t+2s H B2 q421t+4s || a2 4t+2s H B2

Usando esto en laigualdad—2 A, a+B? = 0, tenemos qug’’ | 2 A; ay ;"% | 2 A; .
Comog || (a)y ¥ 3" || (0, entoncesiaqe)* = (ps)% | {41}y Mostraremos
que(p@K || (A1)g. Supongamos queg't! | (A;),. Comogi™! | B, entoncesh“r2 |
— /P A3, lo que implicaq;"*! | A,. De esto se sigue qug™ | (), lo
cual no es posible. Por lo tantg’ || (A;)g. Por otra parte, comel; € Oy, entonces
por cadag; que divide a4, debe existir unj, que divide aA;, por lo queq3’ || (A;)g,
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de esta forma || (A;)g. Por otro ladopz'** || (B)y, asi quep | (B)g. Por lo tanto,
p2 || (A1)g + (B)y, dondek = 2¢ como se queria para la afirmacion 5.

De acuerdo a las afirmaciones 4 y 5, los Unicos ideales pguegueden aparecer un
numero impar de veces en la factorizacion de), + (B); son los ideales ramificados. En
este caso, estos ideales §W>F Yy (L2)p. Usando laigualdad de la afirmacion 3, podemos
decir lo mismo sobre el idedld; + B), + (A; — B);. Por la afirmacior2, sabemos que
(Ly)2 || (A; + B)y + (A; — B),. Con esto queda demostrada la afirmacion 6.

Finalmente, por 6,

A+ B A —B
<71 k~2> +<71 k~2> = Op. (31)
2\/]_7 JF F 2\/@ JF F

Si escribimos la ecuacion (30) como una igualdad de ideafgsnces

(4(A; + B) (A — B))y = <4\/;3k31p2>; < 2’3;;5?2> < 2%}§2> = (O)g (VD)g »

gue podemos reescribir como:

2
A, +B A, — B C
~ . ={——=) (VP>
<2\/ﬁk‘m2>w <2\/23de2>11? <4\/'5de2>117 '

donde todos los ideales que aparecen en la igualdad argernioenteros. Por (31), los
ideales del lado izquierdo son primos relativos, asi quedarellos debe de ser un cuadrado
y el otro es un cuadrado pQy/p),.. Supongamos que:

A+ B > o 2 ~k\ ~ 2~2
%~ 3 =J7, <2A1:|:2B>]F: 2 \/]3 JFJT-
<2\/]3 IF /[ & < >IF
De esta forma, sk es par, entonce® A, £2 B), = J3, dondeJ; es el ideal del lado
derecho de la igualdad y Bies impar, entonces, exisie C O tal que(2 A; F 2 B), =
J3. En ambos casog; es un ideal principal y, como el nimero de clasedg/p) es
impar, entonce§, debe de ser principal, digam@s = (D). Si A = 2 A,, entonces
A+ 2B = D*U para algund/ € Uy, donde podemos suponer gue= 1 6 U = +Uy.
SiU = 1, por la Proposicion 3.14/a € Ok. SiU = —1, tenemos quéVk z (—a) = B?
Yy tgp(—a) = —2A; = —A, con—A F 2B = D? porlo quey/—a € Ox. SiU = +Uy,
entonceg\fK/F (a U]F) = (B U]F)2 Yy tK/F(Oé UF) =2 Al Ur Yy aSiAl Up+BUy = :|:(D UF)z
Ahora procedemos como en los casos anteriores. Por lo eigte;: € U tal que, /a1 €
Ok Yy es un generador de;. O

El resultado anterior nos pide¢ Og. Si esta condicion no se cumple, podemos mul-
tiplicar o por pi dondeNk r (1) = 1, de esta forma la norma se mantieli&,/o) =

K(y/au?)y au? ¢ Op. Observemos que la condicipn= 7 (mdéd 16) es indispensable
pues la descripcion déx depende de esta cualidadgle
Corolario 3.47. SeanK = Q(y/p), F = Q(y/p) conp = 7 (méd 16) un primo racional

positivo,ac = a; + azy/p + as\/p + as/p* € Ox — OF tal que (o), = Tk, a cumple
las condiciones de los casds?2 6 3 descritos al principio de la sedmn yL = K(y/«)
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conL # K. Entonces]L/K es una extensh ramificadad L. = K(,/xz) para alguna
RS Z/{K U

Finalmente, usando todo lo que hemos hecho en este cajgihgimos:

Teorema 3.48.SeanK = Q(/p), F = Q(,/p) conp = 7 (méd 16) un primo racional
positivo yCl, C Clk el 2-grupo de clases de ideales e Entonces"l, =~ Z/27.

DEMOSTRACION. Seal = K(/a) paraa € K libre de cuadrados en todas sus factoriza-
ciones. Siv no es una unidad, hemos demostrado Zj8e ramifica totalmente €n para
cualquiera salvo en los casos 1, 2 y 3, en donde siempre se ramifica atgiiideal. En
el casor unidad, todas las extensiorlegK son ramificadas salVi(/Uy). Esta Gltima es
la Gnica extension cuadratica Beno ramificada, por lo que élrango deC'k es 1.
Ahora vamos a demostrar que el orden del grup@.e&Seap, el Unico ideal de0x
con Nk g (p2) = 2. Sabemos que, no es principal per@; = (L), asi quep, es la
Unica clase de ordehde Cl,. Supongamos que exisig C Ok tal queﬂ2 = p,. Puesto
quep; es Su propio inverso, tenemdg. p; = O, por lo quedZ p, es un ideal principal.
Podemos suponer qué q (Jx) es impar, pues, si fuera pas, | Jx, es decirJx = p; Jk.
EntoncesJz p2 = p3 3% p2 = (La)y J& b2, Por lo queJzip, esta relacionado cabtp, y

N J . .
Nk /g (k) = K/Q%(K). Si Ni /o (Jx) es impar, entoncedx o (Jx)* = 1,9 (méd 16),

por lo queNk g (szpg) = 2 (mdéd 16). Por esto, debe existir un elemento@®p con
norma=2, lo que ya vimos que no es posible en la demostracion de [@oBi@mon 3.9.

Entonces no existdy tal quedy. = ps y por lo tantoCl, = Z,/27Z. O

Ejemplo 3.49. SeaK = Q(v/7) yF = Q(+/7). Podemos aplicar el Teorema 3.48, que nos
afirma queCl, C Clk tiene order2. De hecho, en este casty = Z/27.

En la siguiente tabla damos los primeros primos racionasgiposp = 7 (méd 16)
y el valor correspondiente dg.

L p [ e | » [ e | » | ke | » | hx |

7 2 503 | 2 | 1063] 2 | 1831 6
23 2 599 | 2 | 1223| 42 | 1847| 6
71 2 631 | 2 | 1303| 6 | 1879 6
103 | 2 647 | 2 | 1319| 2 | 2039 2
151 | 2 727 | 330 | 1367 | 6 | 2087 | 2
167 | 2 743 | 2 | 1399 2 | 2811| 2
199 | 2 823 | 2 | 1447| 2 | 2423| 6
263 | 2 839 | 18 | 1511| 2 | 2503 | 2
31 | 2 919 | 2 | 1543 | 154 | 2551 | 2
39 | 6 967 | 2 | 1559 | 2 | 2647 2
439 | 50 | 983 | 2 | 1607 | 6 | 2663| 2
487 | 2 | 1031| 2 | 1783| 2 | 27ii| 6







Conclusiones y expectativas

A lo largo de este trabajo hemos presentado algunos ressltathcionados con el
2-grupo de clases de algunas extensiones de gradé. En el segundo capitulo encon-
tramos un método para construir(él, para cualquier campo cuadratico asi como algunas
propiedades que se pueden utilizar suponiendo que conseémdJna pregunta natural
es si podemos realizar algo similar para algin primo distie2. Los ejemplos que hemos
realizado parecen indicar que un estudio similar para & teslos primos no es posible, al
menos no lo es si usamos el simbolo de Legendre. Sin emlrasydta interesante buscar
alguna herramienta alternativa que pueda servir de algamaafsimilar para estudiar el
resto de log-grupos.

La intencibn que teniamos cuando comenzamos a estudigaras del tercer capitulo
era encontrar resultados similares a los que estudiamas eampos cuadraticos pero en
otras extensiones. Un resultado que fue importante enuglieste los campos cuadraticos
fue el Teorema de Gauss detango del grupo de clases de ideales (Teorema 2.4REn [
los autores encuentran una formula para enconttarahgo del grupo de clases de ideales
de una extension biciclica bicuadratica imaginarialessr, una de la form®@(+\/d;, v/ds).

En [24], se afirma que existe una infinidad de campos p@©E&d) en los que ek-grupo
de clases tiene ciertas cualidades. Sin embargo, no coonsaamia literatura un resultado
que dé explicitamente etrango del grupo de clases de idealesQe/d). En el tercer
capitulo estudiamos un resultado parcial de esto, por éoumo de nuestros objetivos a
mediano plazo es terminar esta clasificacion y utilizae essultado para poder llevar, lo
mas gue sea posible, los resultados del segundo capiteasiones de grado 4.

En el Capitulo 3 nos concentramos en el casa 7 (méd 16) debido a que nues-
tro principal objetivo era el Teorema 3.48. Sin embargajltasg interesante resolver los
mismos problemas para el resto de los casos. Por ejemplapblema particularmente
importante es dar condiciones necesarias y suficienteggparanOy exista una unidad
w2 tal que Ny g (p2) = +Ur, dondeUy es la unidad fundamental @(\/E). En algunas
ocasiones, para demostrar queo se ramifica, fue necesario encontrar una ifse que
A(B) = 25, Lo que en realidad encontramos fue @Aaase entera (veB]). Hallar las
2-bases enteras 0, en general, las bases enteras del remscedtehsiones = K(/«) es
otro de los problemas que queda por resolver y que, como \éma$ trabajo, esta rela-
cionado con el estudio de la ramificacion de los idealesgsideK.

La razon por la que decidimos continuar con los campodgicoarfue por su similitud
con las extensiones cuadraticas. Una posible linea @stigacion es estudiar gigrupo
de clases de ideales en extensiones de gpadtay trabajos realizados al respecto, por
ejemplo, en 11}, [12], [13], [14], [15] y [16], F. Gerth estudia e3-grupo de clases de
ideales en extensiones clbicas. Wittman estudiayelipo de algunas extensiones de grado
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p en [32]. Estudiar ep-grupo de clases de ideales en una extension con grado yaiativo
ap es mas complicado, pero también ha sido estudiado, popégeen R3]y [33].
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