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Introducci ón

Tomemos una gráfica G, una subgŕafica T es unárbol deG si T es
conexa y no tiene ciclos; ḿas áun, si adeḿas de estas dos condiciones, todos
los vértices deG tambíen son v́ertices deT , entonces diremos queT es un
árbol generador deG. El que una gŕafica tenga uńarbol generador es una
condicíon equivalente a quéesta sea conexa.

Dadok un entero mayor o igual a 2, diremos queT es unk-árbol gene-
rador deG si T es unárbol generador y su grado máximo es menor o igual
quek.

En esta tesis estudiaremos algunas condiciones suficientespara que una
gráfica G tenga unk-árbol generadorT que contenga cierta subgráfica
aćıclica deG.

El casok = 2 ha sido estudiado ampliamente en la literatura, desde
Kirkman y Hamilton, quienes plantearon de manera independiente el pro-
blema de encontrar el ciclo generador de cierta gráficaG; esto es, encontrar
un ciclo que pase por cada uno de los vértices de la gŕaficaG.

DadoC un ciclo generador deG, podemos obtener uńarbol generador
T quitándole aC una arista. Si quisiéramos que un v́ertice fijo v tuviera
grado 1, basta con elegir una de las dos aristas incidentes av del cicloC.
Aśı, T seŕa un 2-́arbol generador deG en el quev tiene grado 1.

Algunas definiciones importantes que se presentan en estas condiciones
son lan-conexidad y el ńumero de independencia. A continuación definire-
mos ŕapidamente estos conceptos, que más adelante serán tratados de forma
más amplia.

La n-conexidad es una generalización de la conexidad. Diremos queG
esn-conexa si para todo par de vértices deG, digamosu y v, existenn
trayectorias que van deu av tales que cualquier vértice de la gŕaficaG, que
no sean niu ni v, pase a lo ḿas por una de estas trayectorias.

Un subconjuntoU de los v́ertices deG se dice que es independiente si
no existe una arista enG que sea incidente a dos vértices deU . El número
de independencia deG es el ḿaximo de las cardinalidades de todos los
conjuntos independientes deG.

En el Caṕıtulo 1 presentamos algunos antecedentes sobre condiciones
suficientes para que una gráfica contenga uńarbol generador con grados
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6 INTRODUCCIÓN

acotados, y en el Capı́tulo 2 encontraremos condiciones suficientes para
que una gŕaficaG contenga unk-árbol en el que, adeḿas, ciertos v́ertices
v1, v2, . . . , vs tengan grados acotados pord1, d2, . . . , ds respectivamente.

Finalmente, en el Capı́tulo 3, resolveremos el problema principal de este
trabajo, que es encontrar unk-árbol generador que extienda una subgráfica
aćıclica deG. Primero encontraremos una condición que dependéunica-
mente de la conexidad; y posteriormente, utilizaremos los resultados del
Caṕıtulo 2 para dar otra solución en t́erminos del ńumero de independencia.



Caṕıtulo 1

Antecedentes
A lo largo de este trabajo, la palabra gráfica denotaŕa una gŕafica simple

finita. SiG es una gŕafica,V (G) y E(G) seŕan los conjuntos de vértices y de
aristas de la gŕafica, respectivamente; y si escribimosG = (V,E), estamos
hablando de la gráfica dondeV es el conjunto de v́ertices yE el conjunto
de aristas. CondG(v) denotaremos al grado del vérticev en la gŕaficaG y
con∆(G) al grado ḿaximo de la gŕaficaG. Si e es la arista incidente av1

y v2, entonces escribiremose = v1v2. Si v es incidente ae lo denotaremos
comov ∈ V (e). G′ es una subgráfica deG lo escribiremos comoG′ ⊆ G.

Si G = (V (G), E(G)) es una gŕafica ye es una arista deG, entonces
G − e = (V (G), E(G) \ {e}) sera la gŕafica con los v́ertices deG, y todas
las aristas deG exceptoe; ańalogamente,G + e = (V (G), E(G) ∪ {e}) es
la gŕafica que tiene los v́ertices deG y sus aristas son las deG agregando la
aristae. Siv es un v́ertice deG, entoncesG−v seŕa la gŕafica cuyos v́ertices
sonV (G) \ {v} y sus aristas son las aristas deG excepto aquellas que son
incidentes av. Si V ⊆ V (G) y E ⊆ E(G), definimos las operaciones
G \ V y G \ E, restando uno por uno los elementos de cada conjunto de
forma recursiva. TomemosG1 y G2 dos subgŕaficas deG; definiremosG1∪
G2 a la gŕafica tal que sus v́ertices sonV (G1) ∪ V (G2) y sus aristas son
E(G1) ∪ E(G2).

En el caso de una digráfica
−→
G , escribiremos comoV (

−→
G ) a su conjunto

de v́ertices yA(
−→
G) seŕa su conjunto de arcos.

Consideraremos una trayectoria o un ciclo en una gráficaG como la
subgŕafica deG que consiste exclusivamente de los vértices y las aristas de
la trayectoria o el ciclo.PT (v1, v2) seŕa la única trayectoria en uńarbolT
que va del v́erticev1 al vérticev2. ConC(G) denotaremos al ńumero de
componentes conexas de una gráficaG.

Un ciclo hamiltoniano y una trayectoria hamiltoniana en unagráficaG
son aquellos que pasan por todos los vértices deG. Una gŕafica es hamil-
tonianamente conexa si entre toda pareja de vértices de la gŕafica hay una
trayectoria hamiltoniana.
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8 1. ANTECEDENTES

1.1. Conexidad
Una gŕafica es conexa si entre cada par de vértices existe una trayectoria

que va de uno déestos al otro; y esn-conexa siG \ V es conexa para cual-
quier conjuntoV ⊆ V (G) con a lo ḿasn − 1 vértices. Podemos observar
que si una gŕafica esn-conexa ym ≤ n entonces también esm-conexa,
pues si|V | ≤ m−1 entonces|V | ≤ n−1. Tambíen es claro que ser conexa
y ser1-conexa es lo mismo.

Para poder encontrar algunas condiciones equivalentes a lan-conexidad
necesitamos definir lo que significa que un conjunto de trayectorias sean
internamente disjuntas.

Un conjunto de trayectorias que van deu av seŕan internamente disjun-
tas si losúnicos v́ertices de la gŕafica por los que pasa más de una de estas
trayectorias sonu y v (ver figura 1).

FIGURA 1

Análogamente, si tenemos un conjunto den trayectorias que empiezan
en un v́ertice fijo v y terminan enn vértices distintos, diremos que estas
trayectorias son internamente disjuntas si elúnico v́ertice por el que pasan
más de una trayectoria es el vértice inicialv (ver figura 2).

FIGURA 2
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Finalmente, si tenemosV1 y V2 dos subconjuntos disjuntos deV (G),
diremos quen trayectorias que van de los vértices deV1 a los v́ertices deV2

son internamente disjuntas si cada trayectoria tiene un vértice terminal enV1

y otro enV2 y por cada v́ertice deG pasa a lo ḿas una de estas trayectorias
(ver figura 3).

FIGURA 3

El Teorema de Menger, que a continuación enunciamos, nos da una de-
finición equivalente a lan-conexidad; y tiene algunas consecuencias impor-
tantes.

Teorema 1.1.(Teorema de Menger[2]) Una gráfica esn-conexa si y śolo
si cualquier par de v́ertices deG est́an conectados por al menosn trayec-
torias internamente disjuntas.

Teorema 1.2. [2] SeanG una gŕafica con al menosn + 1 vértices,v1 ∈
V (G) y V ⊆ V (G) \ {v1} un conjunto arbitrario conn vértices. SiG es
n-conexa, entonces existenn trayectorias internamente disjuntas que van
del v́erticev al conjuntoV .

Teorema 1.3. [2] SeanG una gŕafica con al menos2n vértices, yV1 y V2

dos subconjuntos disjuntos deV (G), cada uno conn vértices. SiG esn-
conexa, entonces existenn trayectorias internamente disjuntas que van de
V1 a V2.

Estos teoremas nos muestran más claramente por qué lan-conexidad es
una generalización de la conexidad, además de que nos dan otra forma para
entender la raźon por la cual si una gráfica esn-conexa, también seŕa m-
conexa cuandom ≤ n.

Como consecuencia del Teorema de Menger tenemos el siguienteresul-
tado.

Corolario 1.4. Si G esn-conexa, entonces para cualquier vérticev deG
existenn aristas incidentes conv.
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1.2. Número de independencia
Ahora definiremos lo que es el número de independencia. Este concepto

nos permite saber que tan grande podemos tomar un conjunto devértices de
tal forma que, dos a dos, los elementos de este conjunto no sean adyacentes.

Un conjuntoV de v́ertices deG seŕa independiente enG si uv 6∈ E(G)
para todosu y v enV , es decir, si cualquier par de elementos deV no son
adyacentes enG.

Diremos que el ńumero de independencia de una gráfica esα(G) si
cualquier conjunto de v́ertices deG con cardinalidad mayor queα(G) no
es independiente, o equivalentemente,α(G) es la cardinalidad del conjunto
independiente ḿas grande deG.

Además, definiremosσk(G) de la siguiente forma:

σk(G) = mı́n

{

k
∑

i=1

dG(vi) : {v1, . . . , vk} ⊆ V (G) es independiente

}

.

Las condicíones que encontramos en este trabajo para resolver nuestro
problema, dependen principalmente de la definición den-conexidad y de
la de ńumero de independencia. Aunque existen otros tipos de condiciones
que tambíen pueden servir, como una condición similar a la del Teorema de
Ore, que enunciaremos más adelante.

Un resultado elemental, pero de mucha utilidad es el siguiente, que tiene
que ver cońarboles.

Lema 1.5. SiT es unárbol yU ⊆ V (T ) un conjunto independiente, enton-

cesT \ U tendŕa
∑

u∈U

dT (u) − |U | + 1 componentes conexas.

DEMOSTRACIÓN. Fijemos el conjuntoU , y haremos la demostración de
este lema por inducción sobreN =

∑

u∈U

dT (u) − |U | + 1. El menorN posi-

ble es cuando todos los grados de los vértices deU son 1, esto esN = 1. En
este caso, todos los vértices deU son hojas deĺarbol, por lo que al quitarlas
nos quedaŕa unárbol, esto es, una componente.

Supongamos que paraN = n la afirmacíon es cierta. SiN fueran + 1,
tomemos eĺarbol dirigido

−→
T usando un v́ertice cualquiera deT como ráız.

De éste, tomemos unu ∈ U tal que no existe una trayectoria dirigida en
−→
T

desdeu hasta alǵun otro v́ertice deU ; y seaV el conjunto que consta de
todos los v́ertices para los que en

−→
T existe una trayectoria desdeu que llega

a ellos, sin tomar en cuenta au. SeaT ′ = T \ V , en este caso la suma que
llamamosN daŕa n, y el número de componentes deT ′ \ U es una menos
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queT \ U . Por la hiṕotesis de inducción, T ′ \ U tienen componentes, y
T \ U tendŕan + 1 como queŕıamos. �

1.3. Árboles generadores con grados acotados
En esta sección daremos algunos resultados que existen sobre condi-

ciones suficientes para encontrarárboles generadores con grados acotados.
Comenzaremos con el Teorema de Ore, que es una generalización del Teo-
rema de Dirac. También enunciaremos un resultado análogo de Chv́atal y
Erdös, que tiene las mismas consecuencias que el de Ore, pero conhipótesis
distintas. Estos resultados nos dan condiciones suficientes para que exista
un árbol generador con grado máximo a lo ḿas dos.

Inmediatamente después de esto, enunciaremos algunas generalizacio-
nes de estos teoremas. Comenzaremos por un par de resultados de Win y
de Neumann-Lara y Rivera-Campo, que generalizan estos dos resultados,
dando condiciones para encontrarárboles generadores con grado máximo
acotado por un entero. Finalmente, enunciaremos dos teoremas de Matsuda
y Matsumura que a su vez, generalizan los dos teoremas anteriores.

En la introduccíon mencionamos que el tener un ciclo generador es su-
ficiente para que exista uńarbol generador con grado máximo a lo ḿas 2.
Una condicíon para encontrar un ciclo hamiltoniano es la del Teorema de
Dirac.

Teorema 1.6. (Teorema de Dirac[2]) Toda gŕafica conn ≥ 3 vértices y
grado ḿınimo al menosn/2 tiene un ciclo hamiltoniano.

Este teorema fue modificado más adelante por Oystein Ore en 1960 y
1963. Si tomamos dos vértices no adyacentes en una gráfica que cumplen
con la condicíon del teorema anterior, entonces la suma de sus grados es
mayor o igual quen. Por esto, si pedimos que la suma de los grados de
dos v́ertices no adyacentes en una gráfica sea mayor o igual quen, todas
las gŕaficas que cumplı́an la condicíon del Teorema de Dirac, también cum-
pliránésta. Aśı, el teorema de Ore es una generalización del de Dirac.

Teorema 1.7.(Teorema de Ore[6], [7], [8]) SeaG una gŕafica.

1. Si σ2(G) ≥ |V (G)| − 1, entoncesG tiene una trayectoria hamil-
toniana.

2. Siσ2(G) ≥ |V (G)|, entonces hay un ciclo hamiltoniano enG.
3. Finalmente, siσ2(G) ≥ |V (G)| + 1,entoncesG es hamiltoniana-

mente conexa.
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En 1972 Vǎsek Chv́atal y Paul Erd̈os publicaron un resultado similar a
los que Ore encontró en los 60’s, pero con una condición distinta; en este ca-
so, en lugar de acotar la suma de los grados de dos vértices independientes,
se condiciońo el ńumero de independencia.

Teorema 1.8. (Teorema de Chv́atal y Erd̈os [1]) SeaG una gŕafica n-
conexa.

1. Siα(G) ≤ n + 1, entoncesG tiene una trayectoria hamiltoniana.
2. Siα(G) ≤ n, entonces hay un ciclo hamiltoniano enG.
3. Si α(G) ≤ n − 1, entoncesG es hamiltonianamente conexa, es-

to es, existe una trayectoria hamiltoniana entre cualquierpar de
vértices.

DEMOSTRACIÓN.
1. SeaP una trayectoria deG tal que|V (P )| es ḿaximo. Suponga-

mos queP no es hamiltoniana; entonces podemos tomar un vértice
v ∈ V (G)\V (P ). ComoG esn-conexa, existenn trayectorias in-
ternamente disjuntas,P (v, zi) que van dev an vértices deG tales
queV (P (v, zi)) ∩ V (P ) = {zi} (ver figura 4).

FIGURA 4

Demostremos que el conjuntoZ = {z1, . . . , zn} es indepen-
diente enP . Supongamos quezizj es una arista deP , entonces

P ′ = (P − zizj) ∪ P (v, zi) ∪ P (v, zj)

tambíen es una trayectoria deG y tiene ḿas v́ertices queP , pues
adeḿas de todos los que esta trayectoria utilizaba,v ∈ V (P ′).
Como consecuencia de esto,Z es independiente enP . Llamemos
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x1 y x2 a los dos v́ertices terminales de la trayectoriaP , x1 y x2

no son elementos deZ, pues si lo fueran,P ∪ P (v, zi) seŕıa una
trayectoria ḿas larga. Por esta misma razón, v no es adyacente ni
ax1 ni ax2.

Sea
−→
P la trayectoria dirigida dex1 a x2 generada porP . Sin

pérdida de generalidad supongamos que elúltimo z antes dex2 es
zn. Tomemosy1, . . . , yn, losúnicos v́ertices tales queziyi es un ar-
co de

−→
P , y seaY = {y1, . . . , yn}; comoZ es independiente enP ,

entoncesY ∩ Z = ∅, pues ninǵun z puede estar en la exvecindad
de otro.

FIGURA 5

El conjuntoW = {x1, x2, v} ∪ (Y \ {yn}) es un conjunto
independiente enG. Primero supongamos quex1x2 es una arista
deG (ver figura 5), entonces(P + x1x2 − z1y1) ∪ P (v, z1) es una
trayectoria ḿas larga queP , por lo tantox1 y x2 no son adyacentes
enG. Adeḿas, ya hab́ıamos visto quev no es adyacente ax1 ó a
x2, por lo tanto,{x1, x2, v} es un conjunto independiente enG.

v no puede ser adyacente a ningún yi ∈ Y , pues en tal caso
(P + vyi − ziyi) ∪ P (v, zi) seŕıa una trayectoria ḿas larga, lo que
es una contradicción por la eleccíon deP .

Finalmente, six1 fuera adyacente a algún yi ∈ Y , entonces
(P + x1yi − ziyi) ∪ P (v, zi) seŕıa más larga queP ; y si x2 fuera
adyacente a alǵunyi ∈ Y con1 ≤ i ≤ n − 1, entonces

(P + x2yi − ziyi − zi+1yi+1) ∪ P (v, zi) ∪ P (v, zi+1)

seŕıa una trayectoria de orden mayor que el máximo (ver figura 6).
Por lo tantoW es un conjunto independiente enG.

Como|W | = 3+(n−1) = n+2, y W es un conjunto indepen-
diente, entonces tenemos una contradicción con la hiṕotesis de que
α(G) ≤ n + 1. Debido a esto, nuestra suposición de queP no es
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FIGURA 6

una trayectoria hamiltoniana es falsa; y por lo tanto la afirmación
1 es cierta.

2. SeaC el ciclo más grande que hay enG. Supongamos queC no
es hamiltoniano. Tomemos un vérticev ∈ V (G) \ V (C), y sea
m = mı́n{|C|, n}. Tomemosm trayectorias internamente dis-
juntas (P (v, zi)) que van dev a m vértices distintos deC, que
cumplanV (C) ∩ P (v, zi) = {zi}. El conjuntoZ = {z1, . . . , zm}
es independiente enC, pues si dos v́ertices deZ, zi y zj, fueran
adyacentes enC, entonces(C − zi, zj)∪P (v, zi)∪P (v, zj) es un
ciclo deG más grande queC, esto es una contradicción, y por lo
tantoZ es independiente enC. Esto trae como consecuencia que si
el ciclo no es hamiltoniano, entonces tendrá al menos2n vértices.

FIGURA 7

Dirijamos al cicloC en cualquiera de las dos direcciones, y
llamémoslo

−→
C . Para cadazi enZ tomemos unyi tal queziyi sea

un arco de
−→
C , y seaY = {y1, . . . , yn}.
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FIGURA 8

Afirmamos queY ∪ {v} es independiente enG. Si vyi fuera
una arista deG para alǵun1 ≤ i ≤ n, entonces

(C − ziyi + yiv) ∪ P (v, zi)

es un ciclo con ḿas v́ertices queC, por lo quev no es adyacente
a ninǵun vértice deY (ver Figura 8, izquierda). Supongamos que
existenyi, yj ∈ Y tales queyiyj ∈ E(G). Entonces

(C + yiyj − yizi − yjzj) ∪ P (v, zi) ∪ P (v, zj)

es un ciclo con ḿas v́ertices que los queC teńıa (ver Figura 8,
derecha). Como consecuencia de lo anterior,Y ∪ {v} es un con-
junto independiente con|Y | + 1 = |Z| + 1 = n + 1 elementos,
lo que es una contradicción, puesα(G) ≤ n, y por lo tantoC es
hamiltoniano.

3. Seanv1 y v2 dos v́ertices cualesquiera deG. TomemosP la tra-
yectoria deG más larga en la que los grados dev1 y v2 son iguales
a 1. Si esta trayectoria no es hamiltoniana, escojamos un vérticev
enV (G) \ V (P ).

P tiene al menosn vértices, pues si fuera ḿas corta, podrı́amos
tomar un v́ertice fuera deP , y trayectorias internamente disjuntas
que fueran dev a cada uno de los vértices deP . Si tomamos una
aristazizj deP , entonces(P −zizj)∪P (v, zi)∪P (v, zj) seŕıa una
trayectoria ḿas larga; esto es una contradicción, y por lo tanto,P
tiene al menosn vértices.

Tomemosn trayectorias internamente disjuntas que vayan de
v a un conjuntoZ = {z1, . . . , zn} tal queP (v, zi) ∩ P = {zi}
dondeP (v, zi) es la trayectoria que va dev a zi. El conjuntoZ es
independiente enP , pues sizi, zj fueran adyacentes, la trayectoria
dev1 a v2, (P − zizj) ∪ P (v, zi) ∪ P (v, zj), tendŕıa más v́ertices
queP
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Dirijamos la trayectoriaP dex1 ax2, y, por cadazi, tomemos
a yi como elúnico v́ertice tal que el arco−→zivi est́a en la trayecto-
ria dirigida. Afirmamos que el conjuntoY = {y1, . . . , yn} es un
conjunto independiente enG. Si yi y yj fueran adyacentes enG, la
trayectoria

(P + yiyj − ziyi − zjyj) ∪ P (v, zi) ∪ P (v, zj)

irı́a dev1 a v2 y seŕıa más larga queP , por lo tanto, la afirmación
es cierta.

FIGURA 9

ComoY tienen elementos y es independiente, entonces tene-
mos una contradicción con la hiṕotesis de que el ńumero de in-
dependencia es menor o igual quen − 1; por lo tanto, existe una
trayectoria hamiltoniana dev1 a v2, para cualquier par de vértices
enG.

�

El inciso 1 del teorema anterior nos da condiciones para encontrar una
trayectoria hamiltoniana; pero además, como consecuencia de los incisos 2
y 3, podemos encontrar trayectorias hamiltonianas donde uno o dos v́ertices
dados, respectivamente, sean terminales en esta trayectoria.

Corolario 1.9. SeanG una gŕafican-conexa yU ⊆ V (G) tal que|U | ≤ 2.
Siα(G) ≤ n − |U | + 1, entoncesG tiene una trayectoria hamiltonianaP ,
en la quedP (u) = 1 para todou en el conjuntoU .
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DEMOSTRACIÓN. Si |U | = 0, este resultado es el inciso 1 del teorema an-
terior. En el caso|U | = 1, α(G) ≤ n, entonces tiene un ciclo hamiltoniano.
En este ciclo, eĺunico v́erticeu que est́a enU , tiene grado 2, por lo que si
quitamos una de las dos aristas que son incidentes a este vértice en el ciclo,
tendremos una trayectoria hamiltoniana en la queu es terminal. Finalmente,
si U = {u1, u2}, α(G) ≤ n − 1, y entonces, la gráficaG es hamiltoniana-
mente conexa, y por lo tanto existe una trayectoria hamiltoniana que va de
u1 au2, que es lo que querı́amos. �

El Teorema de Neumann-Lara y Rivera-Campo es una generalización de
esto. Nos da una condición similar para encontrarárboles generadores con
grado ḿaximo acotado, pero dondek no es necesariamente 2. Dejaremos
este resultado sin demostrar, pues más adelante daremos la prueba de una
generalizacíon.

Teorema 1.10.(Teorema de Neumann-Lara y Rivera-Campo[5]) SeaG
una gŕafican-conexa yk ≥ 2 un entero. Siα ≤ n(k − 1) + 1. entoncesG
tiene unárbol generador con grado ḿaximo a lo ḿask.

Observemos que sik = 2, la hipótesis del teorema anterior queda
α(G) ≤ n + 1 que es precisamente lo que pedı́a el Teorema de Chvátal
y Erdös.

Tambíen en esáepoca, Win encontró una generalización del inciso 1 del
Teorema de Ore.

Teorema 1.11.(Teorema de Win[9]) Seak ≥ 2 un entero. Siσk(G) ≥
|V (G)| − 1, entoncesG tiene unárbol generador con grado ḿaximo a lo
másk.

Recientemente, Haruide Matsuda y Hajime Matsumura generalizaron
aún más los teoremas de Chvátal y Erd̈os y de Neumann-Lara y Rivera-
Campo; dando una condición para encontrar uńarbol generador con grado
máximo menor o igual ak y con cierto conjunto de v́ertices entre sus hojas.

Teorema 1.12.[4] Seank, s, n ∈ Z tales quek ≥ 2, 0 ≤ s ≤ k yn ≥ s+1.
Supongamos queG es una gŕafican-conexa que satisface

α(G) ≤ (n − s)(k − 1) + 1.

Entonces para cada conjunto des vértices deG existe uńarbol generador
con grado ḿaximo menor o igual ak en el que ese conjunto de vértices son
terminales.

En este trabajo también se encontró la siguiente generalización de los
Teoremas de Ore y Win.
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Teorema 1.13.[4] Seak, s,∈ Z tales quek ≥ 2 y 0 ≤ s ≤ k. Supongamos
queG es una gŕafica(s + 1)-conexa que satisface

σk(G) ≥ |V (G)| + (k − 1)s − 1.

Entonces, para cualquier conjunto des vértices deG, existe uńarbol gene-
rador deG con grado ḿaximo a lo ḿask tal que el conjunto des vértices
son terminales.

En el siguiente capı́tulo, demostraremos un resultado más general del
primero de los teoremas de Matsuda y Matsumura, el cual utilizaremos en
el tercer caṕıtulo para encontrar una solución al problema principal que se
plantea en esta tesis.



Caṕıtulo 2

Condiciones paraárboles genera-
dores con grados acotados

En este caṕıtulo estudiaremos un resultado que nos da condiciones para
encontraŕarboles generadores con grado máximo acotado, en el cual algu-
nos v́ertices tengan grado acotado por algunos enteros.

Comenzaremos estudiando algunas condiciones para que exista un sub-
árbol en el que algunos vértices tienen grado fijo, esto lo utilizaremos más
adelante para resolver lo planteado en el párrafo anterior.

2.1. Árboles generadores con grados acotados
de forma irregular

Ahora estudiaremos un problema similar al que vimos en laúltima sec-
ción del caṕıtulo anterior, pero adeḿas acotaremos de forma distinta los
grados de algunos vértices. Para esto necesitamos las siguientes definicio-
nes.

Definición 2.1. SeanG una gŕafica yk ≥ 2 un entero.T = (V ∗, E∗) es un
k-sub́arbol deG si:

1. T es unárbol,
2. V ∗ ⊆ V (G),
3. E∗ ⊆ E(G),
4. El grado ḿaximo deT es a lo ḿask.

SiV (T ) = V (G), diremos queT es unk-árbol generador.

Definición 2.2. SeanG una gŕafica,k ≥ 2 y s ≥ 0 enteros; sis ≥ 1, sea
U = {u1, . . . , us} ⊆ V (G) y una sucesión de enterosD = {d1, . . . , ds}
con1 ≤ di ≤ k para i = 1, . . . , s. Si s = 0, un Dk-sub́arbol deG es un
k-sub́arbol deG; y si s ≥ 1, T = (V ∗, E∗) es unDk-sub́arbol deG si:

1. T es unk-sub́arbol,
2. U ⊆ V ∗,
3. 1 ≤ dT (ui) ≤ di para todoui ∈ U .

SiV (T ) = V (G) diremos queT es unDk-árbol generador.

19
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Cada vez que digamos que una gráfica es unDk-sub́arbol deG, debe
entenderse que esa gráfica tiene asociado un enteros, un conjunto des
vérticesU y una sucesión des enteros, aunquéestos no se mencionen.

Observemos que el Teorema de Neumann-Lara y Rivera-Campo nos di-
ce cuando podemos encontrar unk-árbol generador; nuestro propósito en
esta sección seŕa hallar una condición para que exista unDk-árbol genera-
dor de una gŕaficaG.

Por otro lado, el Corolario 1.9 del Teorema de Chvátal y Erd̈os, lo
podŕıamos escribir de la siguiente forma, utilizando esta terminoloǵıa.

Corolario 2.3. SeanG una gŕafica n-conexa,0 ≤ s ≤ 2 un entero, y
si s ≥ 1, U ⊆ V (G) tal que |U | = s y D es la sucesión cons 1’s. Si
α(G) ≤ n − s + 1, entoncesG tiene unD2-árbol generador.

Primero encontraremos algunas formas de construir unDk-sub́arbol,
utilizando como hiṕotesis una cota de la conexidad deG. Despúes de-
mostraremos un resultado con el que, si tenemos unDk-sub́arbol de una
gráficaG y se cumplen el resto de las hipótesis, entonces podremos encon-
trar unDk-árbol generador.

Para el segundo resultado, demostraremos primero varios lemas, para
unirlos en la demostración de este resultado. Finalmente, con todo lo ante-
rior, daremos una condición suficiente para que exista unDk-árbol genera-
dor.

2.1.1. La existencia deDk-subárboles y la co-
nexidad

Ahora encontraremos algunas condiciones para poder afirmarque en
una gŕafica existenDk-sub́arboles. Para demostrar todos estos resultados
utilizaremos una cota inferior de la conexidad, y en todos los casos se utili-
zaŕa el mismo ḿetodo, que consiste en construir elDk-sub́arbol por medio
de trayectorias.

Empezaremos con algunas condiciones para encontrar trayectorias que
contengan cierta cantidad de vértices.

Lema 2.4. Seans ≥ 2 un entero yG una gŕafica (s − 1)-conexa. SiU =
{u1, u . . . , us} es un conjunto des vértices deG y u, v son v́ertices deU ,
entonces existe una trayectoriaP en G que contiene a todoU entre sus
vértices, y en la queu y v son los dos v́ertices terminales deP .

DEMOSTRACIÓN. Lo haremos por inducción sobres. Seas = 2. Como
la gŕafica es conexa, existe una trayectoria entreu y v, en la que estos dos
vértices son terminales.



2.1. ÁRBOLES GENERADORES CON GRADOS ACOTADOS DE FORMA IRREGULAR21

Supongamos cierto que en una gráfica(t − 2)-conexa tenemos una tra-
yectoriaPt−2 dondet − 1 vértices dados se encuentran en ella, y dos fijos
son sus hojas.

FIGURA 1

Si G es (t − 1)-conexa y tenemos un conjunto cont vértices, enton-
ces tomemosw ∈ U \ {u, v}. G′ = G \ {w} es(t − 2)-conexa yU ′ =
U \ {w} ⊆ V (G′). Por la hiṕotesis de inducción, enG′ existe una trayecto-
ria Pt−1, dondeU ′ ⊆ V (Pt−1) y con v́ertices terminalesu y v. Pt−1 tambíen
est́a contenida enG, y no contiene al v́erticew. ComoG es(t − 1)-conexa
y Pt−1 tiene al menost − 1 = |U ′| vértices, entonces existent − 1 trayec-
torias internamente disjuntas, a las que denotaremos conP (w, zi), entrew
y t − 1 vértices distintos dePt−1 tales queV (Pt−1) ∩ V (P (w, zi)) = {zi}.
LlamemosZ = {z1, . . . , zt−1}. Como |V (Pt−1) ∩ V (U ′)| = t − 1, en-
tonces la trayectoriaPt−1 queda dividida ent − 2 trayectoriasP (ui, uj)
tales que,V (P (ui, uj)) ∩ U = {ui, uj} (recordemos que los extremos de
Pt−1 est́an enU ); esto es, lośunicos v́ertices deU en cada trayectoria son,
a lo más, los extremos. ComoZ ⊆ V (P ), entonces, por el principio del
palomar de Dirichlet, existenz′ y z′′ tales que estos dos vértices est́an en
la misma trayectoriaP (ui, uj). SeaP (z′, z′′) la única trayectoria que va
de z′ a z′′ en P , y llamemosP ′ = P (z′, z′′) \ {z′, z′′}. La trayectoria
Pt = (P \ V (P ′)) ∪ P (w, z′) ∪ P (w, z′′) es la trayectoria que buscába-
mos, pues contiene a todos los vértices deU , y sus terminales sonu1 y
u2.

�

Tambíen tenemos los siguientes corolarios del lema anterior.

Corolario 2.5. SeanG una gŕafica s-conexa, cons ≥ 2, y U un subcon-
junto cons vértices deG; y seau un v́ertice enU . Existe una trayectoria



22 2. CONDICIONES PARAÁRBOLES GENERADORES CON GRADOS ACOTADOS

P enG que contiene a todoU entre sus v́ertices, y en la quedP (u) = 1 y
dP (w) = 2 para todow ∈ U \ {u}.

DEMOSTRACIÓN. ComoG ess-conexa, existe al menos un vérticev en
G que no es un elemento deU . TomemosU ′ = U ∪ {v}, por el Lema 2.4
podemos encontrar una trayectoria en la que estén todos los elementos de
U ′ y tal queui y v sean los v́ertices terminales. Esta trayectoria nos sirve,
pues el grado devi es 1 y el de los deḿas elementos deU es 2.

�

Corolario 2.6. SeanG es una gŕafica (s + 1)-conexa, cons ≥ 2, y U un
subconjunto deV (G) cons elementos. Existe una trayectoriaP enG que
contiene a todoU entre sus v́ertices de grado 2.

DEMOSTRACIÓN. Ya queG es(s + 1)-conexa, entonces tiene al menos
s + 2 vértices. Tomemos dos vértices deG, v1 y v2, que no est́en enU , y
seaU ′ = U ∪ {v1, v2}. Por el Lema 2.4 existe una trayectoria en la quev1

y v2 son sus hojas y que contiene a todos los elementos deU ′, que es la que
necesit́abamos.

�

Ahora encontraremos una condición similar a la del lema y los corola-
rios anteriores pero para encontrar una gráfica con una mayor cantidad de
vértices de grado 1 fijos, aunque con grado máximo mayor que 2.

Lema 2.7. Si G es una gŕafica n-conexa,2 ≤ k y 2 ≤ s ≤ n enteros,
y m = mı́n{k, s}; tomemosU = {u1, . . . , us} un subconjunto deV (G).
Entonces existe unk-sub́arbol T en el quedT (ui) = 1 si 1 ≤ i ≤ m y
dT (ui) = 2 si m + 1 ≤ i ≤ s.

DEMOSTRACIÓN. Tomemos un v́erticev /∈ U , el cual existe pues la gráfica
esn-conexa y el ńumero de v́ertices deU es menor o igual quen. Ya que
G esm-conexa (debido a quem ≤ s ≤ n) entonces haym trayectorias
internamente disjuntas dev a cada uno de los vértices deU con sub́ındice

menor o igual am, llamémoslasP (v, ui). T =
m
⋃

i=1

P (v, ui) es unk-sub́arbol

en el que los elementos deU con sub́ındice entre 1 ym tienen grado 1,v
tiene gradom y todos los deḿas v́ertices tienen grado 2 (véase figura 2).

Supongamos que hay algúnw = uk conm < k ≤ s tal quew /∈ V (T ).
Sean

W = (U ∪ {v}) ∩ V (T )

y P el conjunto de trayectorias de la formaPT (wi, wj) con wi, wj ∈ W ,
y tales queV (PT (wi, wj)) ∩ W = {wi, wj}. Debido a que todas las hojas
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FIGURA 2

de T est́an enW , entoncesT =
⋃

P∈P

P . Ahora contaremos el número de

trayectorias que hay enP. TomemosT ′ al árbol T modificándolo de tal
forma que si alǵun par de v́ertices deW son adyacentes, digamoswi y wj,
coloquemos un v́erticexij entre ellos, aśı quedaŕıa la trayectoriawixijwj

(véase figura 3). EnT ′, W es un conjunto independiente, y el número de
trayectorias enP seŕa igual al ńumero de componentes conexas enT ′ \W .

FIGURA 3
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LlamemosU∗ = {um+1, . . . , us}. Ya queW es un conjunto indepen-
diente enT ′, sabemos que hay

N =
∑

w∈W

dT ′(w) − |W | + 1

= dT (v) +
m
∑

i=1

dT (ui) +
∑

u∈U∗∩W

dT (u) − |W | + 1

= m + m + 2|U∗ ∩ W | − |W | + 1
= m + (m + |U∗ ∩ W | + 1) + |U∗ ∩ W | − |W |
= m + |W | + |U∗ ∩ W | − |W |
= m + |U∗ ∩ W | < m + |U∗| = |U | = s

componentes conexas enT ′ \ W . Entonces|P| < s ≤ n
Primero supongamos queT tiene al menosn vértices. Como la gráfica

esn-conexa, hayn trayectorias internamente disjuntas,P (w, zj), que van
dew, el vértice deU que no est́a en el sub́arbol, an vértices distintos deT ,
y tales queV (T )∩V (P (w, zj)) = {zj}. Como|P| < n, entonces al menos
dos de estas trayectorias son tales que, para algún P ∈ P, {zj, zk} ∩ P =
{zj, zk}, por el principio del palomar.

Si zj y zk son adyacentes,(T − zjzk) ∪ P (w, zj) ∪ P (w, zj), en este
árbol, los elementos deU que hab́ıa enT mantienen su grado, y al menos
se le agreǵo w a los v́ertices de grado 2. Sizj y zk no son adyacentes, sea
P ′ = PP (zj, zk)\{zj, zk}, que sigue siendo una trayectoria puesúnicamente
quitamos los v́ertices terminales; entoncesT \V (P ′)∪P (w, zj)∪P (w, zk)
es unk-sub́arbol, en el que los elementos deU que hab́ıa enT mantienen
su grado, y que tiene ḿas v́ertices deU entre aquellos que tienen grado
2, que los que tenı́a T . Si en este nuevo subárbol áun faltaran v́ertices de
U , repetimos el proceso, hasta que todos los vértices deU est́en en elk-
sub́arbol y tengan grado 1́o 2, seǵun se requiera. Por lo tanto, existe la
subgŕafica que busćabamos. �

Tambíen podemos encontrar unDk-sub́arbol en el caso en quedino sea
1 ó 2.

Proposición 2.8. SeanG una gŕafica,U = {u1, . . . , us} ⊆ V (G), D =
{d1, . . . , ds} una sucesíon de enteros tal que2 ≤ di y k ≥ máx{di :

1 ≤ i ≤ s}. Si G es

(

s
∑

i=1

(di − 1) + 1

)

-conexa, entonces existe unDk-

sub́arbol enG.

DEMOSTRACIÓN. Fijemos al conjuntoU , y seaN =
s
∑

i=1

(di − 1) + 1.

Lo haremos por inducción sobreN . U tienes vértices, y ya quedi ≥ 2,
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entonces el ḿınimoN que debemos considerar esN = s+1 (cuando todos
los di son iguales a 2). Por el Corolario 2.6, siN = s + 1, entonces existe
una trayectoria donde los vértices deU tienen grado igual a 2, Por lo tanto,
existe elDk-sub́arbol deseado.

Supongamos que el resultado es cierto paraN = n. Si N = n + 1,
tomemos un v́erticex adyacente aus (suponiendo, sin ṕerdida de generali-
dad, queds ≥ 3) y tal quex /∈ U (éste existe puess < N y la gŕafica esN -
conexa). Adeḿas, consideremosD′ = {di, . . . , ds−1, ds−1}. La gŕaficaG\
{x} esn-conexa, y por la hiṕotesis de inducción, existeT unD′

k-sub́arbol,
pues

s
∑

i=1

(di − 1) + 1 =

(

s
∑

i=1

(d′
i − 1) + 1

)

+ 1.

Eseárbol es una subgráfica deG, y no tiene ax entre sus v́ertices. Por
la forma en que se definió D′, us tiene gradods − 1 Por lo tantoT + xus es
unDk-sub́arbol enG. �

Con esto concluimos nuestro estudio de algunos métodos para encontrar
Dk-sub́arboles en una gráficaG. Nosotros utilizaremos principalmente los
Lemas 2.4 y 2.7.

2.1.2. Dk-subárboles como hiṕotesis para hallar
Dk-árboles generadores

El proṕosito de esta sección es demostrar la Proposición 2.9, la que nos
permite saber cuando existe unDk-árbol generador. Entre las hipótesis de
ésta, se encuentra la existencia de unDk-sub́arbol, por esto los resultados
que demostramos anteriormente son importantes, pues uniendo estos dos
podremos encontrar una condición para asegurar que en una gráfica hay un
Dk-árbol generador, sin pedir explı́citamente unDk-sub́arbol.

Proposición 2.9.SeanG una gŕafican-conexa,U = {u1, . . . , us} ⊆ V (G)
un subconjunto de los vértices deG, k un entero yD = {d1, . . . , ds} una
sucesíon de enteros tal que1 ≤ di ≤ k para i = 1, 2, . . . , s (podemos
suponer quedi ≥ di+1). Si existe unDk-sub́arbol deG y

α(G) ≤ (n − s)k +
s
∑

i=1

di − n + 1,

entonces existe unDk-árbol generador.

Lema 2.10.SeanT un árbol, yP1 y P2 dos trayectorias distintas enT que
empiezan en un mismo vérticez. Entonces,P1 ∩ P2 es una trayectoria que
empieza enz.
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DEMOSTRACIÓN. Supongamos que hay al menos dos componentes conex-
as enP1 ∩ P2. SeaCo una componente deP1 ∩ P2 tal quez /∈ Co, y sea
z′ un v́ertice enCo. ConsideremosP ′

1 ⊆ P1 y P ′
2 ⊆ P2 las partes deP1 y

P2 que empiezan enz y terminan enz′. Si P ′
1 = P ′

2 entoncesz y z′ est́an
en la misma componente conexa deP1 ∩ P2, por lo queP ′

1 6= P ′
2. Entonces

existen dos trayectorias distintas que van desdez hastaz′ enT , lo que es
una contradiccíon, puesT es unárbol. Por lo tantoP1 ∩ P2 es conexa (ver
Figura 4).

Además, la intersección de dos trayectorias no puede tener grado máxi-
mo mayor que dos, pueśeste es el grado ḿaximo en cada una de ellas.
EntoncesP1 ∩ P2 es una gŕafica conexa con grado máximo dos, y por lo
tanto, es una trayectoria.

FIGURA 4

�

La prueba de la Proposición 2.9 empieza suponiendo que tomamos el
Dk-sub́arbol de orden ḿaximo, el siguiente lema nos permite asegurar que
éste tiene al menosn vértices. Esto será importante, pues tomaremosn
trayectorias que queremos que lleguen al menos an vértices delDk-sub-
árbol que tomamos.

Lema 2.11.SiT ′ es unk-sub́arbol de una gŕafican-conexaG con al menos
dos v́ertices, entonces existeT unk-sub́arbol deG con al menosn vértices
tal quedT ′(v) = dT (v), para todov ∈ V (T ′).

DEMOSTRACIÓN. Si |V (T ′)| ≥ n, entoncesT = T ′.
Supongamos que|V (T ′)| = n′ < n, construiremos a partir deT ′ el

árbol que deseamos. Existe un vérticev /∈ V (T ′), pues la gŕafica debe tener
al menosn + 1 vértices ya que de cada uno salen al menosn aristas. Como
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G esn-conexa, también esn′-conexa, por lo que existenn′ trayectorias,
P (v, w), internamente disjuntas que van desdev hasta cadaw ∈ V (T ′).

Seaw1w2 una arista deT ′. ComoT ′ es unárbol,w1w2 es una arista de
corte. Entonces,T = (T ′ − w1w2) ∪ P (v, w1) ∪ P (v, w2) es unárbol de
orden mayor tal quedT ′(w) = dT (w) para todow ∈ T ′. Si el orden deT
sigue siendo menor quen, entonces repetimos el proceso hasta conseguirlo.

FIGURA 5

�

Ahora definiremos un conjuntoZ a partir den trayectorias.Éste nos
permitiŕa, ḿas adelante, encontrar un conjunto independiente con cardina-
lidad mayor queα(G). Esta contradicción seŕa la base de la demostración
de la proposicíon que estamos probando con estos lemas. La segunda parte
del lema juega un papel importante, pues será lo que nos ayudará a contar
los elementos del conjunto independiente que definiremos a partir deZ.

Lema 2.12. Para algunosU = {u1, . . . , us} ⊆ V (G) y D = {d1, . . . , ds},
seaT unDk-sub́arbol de orden ḿaximo deG una gŕafican-conexa. Sabe-
mos que siT no es generador, existev ∈ V (G) \ V (T ) y n trayectorias
internamente disjuntas,P (v, zi), que van dev a n vértices deT ; tales que
PT (v, zi)∩ T ′ = {zi}. LlamemosZ = {z1, . . . , zn} (acomodado de tal for-
ma quedT (zi) ≥ dT (zi+1)). Entonces,Z es un conjunto independiente en
T ; adeḿas,dT (z) = di si z ∈ Z ∩ U y dT (z) = k si z ∈ Z \ U .

DEMOSTRACIÓN. Supongamos queZ no es un conjunto independiente,
esto es, existe una aristazizj enG para algunos1 ≤ i < j ≤ n.

T ′ = (T − zizj) ∪ P (v, zi) ∪ P (v, zj)
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es unDk-sub́arbol de orden mayor, puesV (T ) ⊆ V (T ′) y dT (v) = dT ′(v)
para todov ∈ V (T ). Esto es una contradicción, puesT era de orden ḿaxi-
mo.

Si z ∈ Z ∩ U , digamosz = ui, entoncesdT (z) = di, pues, si no,
T ∪ P (v, z) seŕıa unDk-sub́arbol de orden mayor. Análogamente, siz ∈
Z \ U , entoncesdT (z) = k. �

SeanG una gŕafican-conexa,T unDk-sub́arbol deG de orden ḿaximo,
si T no es de grado ḿaximo, seaZ como en el lema anterior. Ya queZ es
independiente,T ′ \ Z tiene exactamente

N =
∑

z∈Z

dT ′(z) − |Z| + 1 =
∑

z∈Z

dT ′(z) − n + 1

componentes distintas. Llamemos a cada una de estas componentesTi con
i = 1, . . . , N y T = {Ti : i = 1, . . . , N}.

Tomemos
−→
T el árbol dirigido con ráız z1 generado porT . Para cadaTi

coni = 1, . . . , N tomemos un arcoxiz
+
i si es quéeste existe enA(

−→
T ), con

xi ∈ Ti y z+
i ∈ Z. En otro caso, tomemos comoxi un vértice terminal de

−→
T

que est́e en la componenteTi. Adeḿas, en cadaTi tomemos eĺunico arco
z−i yi tal quez−i ∈ Z y yi ∈ Ti. Sean

X = {xi : 1 ≤ i ≤ N},

Y = {yi : 1 ≤ i ≤ N};

y tomemos a los siguientes subconjuntos deU :

Uk = {ui ∈ U : di = k},

U6=k = {ui ∈ U : di 6= k}.

Lema 2.13.SiG es una gŕafican-conexa,T unDk-sub́arbol deG y X, Y ,
Z y T como se definieron anteriormente. Existen al menos

(n − s)k +
s
∑

i=1

di − n + 1

componentes enT tales queU 6=k ∩ {xi, yi} = ∅, conxi, yi ∈ Ti.

DEMOSTRACIÓN. Tomemos

A = (X ∪ Y ) ∩ U 6=k, y

B = Z \ U6=k.

Tenemos queZ ⊆ B ∪ (U 6=k \ A), puesZ ∩ (X ∪ Y ) = ∅ por la indepen-
dencia deZ, A ⊆ U 6=k y A ∩ B = ∅ y U 6=k ∩ B = ∅; entonces,

|B| + |U6=k \ A| ≥ |Z|
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|B| + |U6=k| = |B| + |U 6=k \ A| + |A| ≥ |Z| + |A|.

Despejando obtenemos|B| ≥ |Z| − |U 6=k| + |A| = n− (s− |Uk|) + |A|, y
tomemos

β = |B| − n + s − |Uk| − |A| ≥ 0.

Por la forma en que ordenamos aZ y por el Lema 2.12, tenemos que

N =
∑

z∈Z

dT ′(z) − n + 1 = |B|k +
n
∑

i=|B|+1

dT (zi) − n + 1

= (β + n − s + |U 6=k| + |A|)k +
n
∑

i=|B|+1

dT (zi) − n + 1

= (n − s)k + (β + |Uk| + |A|)k +
n
∑

i=|B|+1

dT (zi) − n + 1

= (n − s)k − n + 1+



(β + |A|) +



(β + |A|)(k − 1) + |Uk|k +
n
∑

i=|B|+1

dT (zi)









≥ (n − s)k − n + 1 +

[

β + |A| +

(

s
∑

i=1

di

)]

.

Estaúltima desigualdad se cumple puesdi ≤ k − 1 si ui ∈ U6=k y
β + |A| + |Uk| + (n − |B|) = s, que es el ńumero de sumandos que hay
en cada uno de los paréntesis redondos. Ḿas áun, de la desigualdad anterior
tenemos que

N ≥ (n − s)k +
s
∑

i=1

di − n + 1 + |A|,

puesβ ≥ 0. Sabemos que hay a lo más|A| componentes donde{xi, yi} ∩

U6=k 6= ∅ y por lo tanto, existen al menos(n − s)k +
s
∑

i=1

di − n + 1 com-

ponentes tales que nixi ni yi est́an enU6=k. �

Lema 2.14. SeanT un árbol, Z ⊆ V (T ) un conjunto independiente,v1,
v2 ∈ V (T ) \ Z tales quev1 y v2 no est́an en la misma componente conexa

deT \ Z. Llamemos
−→
T al árbol dirigido con ráız enz, un elemento deZ y

seanz1, z2 los elementos deZ tales que, siP
−→
T (zi, vi) es la trayectoria de

zi a vi en
−→
T , se cumple queP

−→
T (zi, vi)∩Z = {zi} para i = 1, 2. Entonces,

V (PT (v1, v2)) ∩ {z1, z2} 6= ∅.
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DEMOSTRACIÓN. Primero supongamos quez1 = z2. Ya queV (PT (vi, zi))
parai = 1, 2 est́a compuesta por vértices de la misma componente conexa
deT \ Z en la que está vi y adeḿaszi, y que las componentes dev1 y v2

son disjuntas, entoncesV (PT (v1, z1))∩V (PT (v2, z2)) = {z1}. Por lo tanto,
PT ′(v1, v2) = PT ′(v1, z1) ∪ PT (v2, z2), y z1 = z2 ∈ V (PT (v1, v2)).

Ahora analicemos el casoz1 6= z2. Supongamos, sin pérdida de ge-
neralidad, quez1 /∈ V (PT (z, z2)). Sabemos, por definición, quezi es el
último vértice enZ en la trayectoriaPT ′(z, vi), coni = 1, 2. Supongamos
{z1, z2} ∩ PT (v1, v2) = ∅. Esto implica que en los vértices de esta trayec-
toria no hay ninguno que esté en el conjuntoZ, lo que nos dice quev1 y
v2 est́an en la misma componente deT \ Z, lo que no es cierto, por la for-
ma como se escogieron losvi’s. Por lo tanto,zi ∈ PT ′(v1, v2) parai = 1
ó i = 2. �

El siguiente lema es el paso más importante en la demostración. Enél
encontramos un conjunto independiente de vértices enG, con cardinalidad
mayor que el ńumero de independencia, que es lo que nos permitirá llegar
a una contradicción, y aśı, afirmar que existe unDk-árbol generador.

Lema 2.15. SeanG una gŕafica n-conexa,T un Dk-sub́arbol de orden
máximo, y definamos como antesX, Y , Z y T . El conjunto{xi ∈ X : 1 ≤
i ≤ N,U ∩ {xi, yi} = ∅} ∪ {v} es independiente enG.

DEMOSTRACIÓN. Demostraremos este lema en tres partes.

a) (vxi /∈ E(G)) Si el grado dexi = 1, entoncesT + vxi es un
Dk-sub́arbol con ḿas v́ertices queT (es importante el hecho de
quexi /∈ U , pues se le está aumentando el grado). Esto es una
contradiccíon, puesT era de orden ḿaximo.

Si dT (xi) ≥ 1, entonces(T − xiz
+
i + vxi) ∪ P (v, z+

i ) es un
Dk-sub́arbol de orden mayor queT . Observemos que se agrega
una trayectoria que va desdexi hastaz+

i en lugar de la aristaxiz
+
i .

b) (Si dT (xi) ≤ k − 1 y dT (xj) ≤ k − 1, entoncesxixj /∈ E(G))
Por el Lema 2.14{z−i , z−j } ∩ V (PT (xi, xj)) 6= ∅. Supongamos,
sin ṕerdida de generalidad, quez−i ∈ V (PT (xi, xj)). z−i yi es una
arista dePT (xi, xj), pues es una arista de la trayectoria enT que va
desdexi hastaz−i . De lo anterior se sigue quez−i yi es una arista del
único ciclo que hay enT +xixj. Aśı, (T +xixj −z−i yi)∪P (v, z−i )
sigue siendo conexa y los vértices tienen grado menor o igual ak,
y por lo tanto es unDk-sub́arbol con un mayor ńumero de v́ertices
queT .

c) (Si dT (xi) = k ó dT (xj) = k, entoncesxixj /∈ E(G)) Suponga-
mos, sin ṕerdida de generalidad, quedT (xi) = k.
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FIGURA 6

FIGURA 7

Caso 1.(Si dT (xj) = 1) Ya que el grado dexj en elárbol es 1, enton-
ces, la trayectoriaPT (xi, xj) contiene a la aristaz−j yj, pues
esta trayectoria debe salir de la componenteTj, y comoxj es
una hoja, se sigue que no hay ningún z ∈ Z en la exvecindad
de la componenteTj, entonces esta trayectoria debe pasar por
z−j .
Por lo anterior,

(T + xixj − xiz
+
i − z−j yj) ∪ P (v, z+

i ) ∪ P (v, z−j )

es unDk-sub́arbol deG con ḿas v́ertices queT .
Caso 2.(si dT (xj) 6= 1) En este caso, deben existir tantoz+

i como
z+

j , pues nixi es una hoja, nixj es terminal. Adeḿas, por el
Lema 2.14 al menos uno de los dos vérticesz−i ó z−j es un
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FIGURA 8

vértice de la trayectoria que va dexi a xj enT . Supongamos
quez−i est́a en la trayectoria que mencionamos, el otro caso
es ańalogo.
T ′ = T +xixj −z−i yi sigue siendo acı́clica pues la aristaz−i yi

est́a en el ciclo que se forma al agregarxixj; y como tiene
la misma cantidad de vértices y aristas queT , entonces es un
árbol. Si aT ′ le quitamos las aristasxiz

+
i y xjz

+
j , nos queda

una gŕafica con tres componentes, una donde está xixj, y las

dos partes de
−→
T que quedan después dez+

i y z+
j ; las uniremos

utilizando tres trayectorias que vayan dev a un elemento de
Z en cada componente; esto es, tomemos elárbol

T ′′ = (T + xixj − z−i yi − xiz
+
i − xjz

+
j )∪P (v, z−i )∪P (v, z+

i )∪P (v, z+
j ).

Los vérticesxi, xj, z−i , z+
i y z+

j tienen el mismo grado en
T y enT ′′, mientras queyi disminuye su grado en 1. Por lo
anterior,T ′′ es unDk-sub́arbol deG con V (T ) ( V (T ′′),
que es una contradicción con el hecho de queT era de orden
máximo. Por lo tanto, en este caso,xi y xj son independientes.

�

Todo lo que se hizo con losDk-sub́arboles, se podrı́a haber hecho si
en lugar de tomar a 1 como la cota inferior, hubiéramos tomado un entero,
esto es, en lugar de buscar que el grado de un vértice estuviera entre 1 ydi,
hubíeramos pedido quéeste hubiera estado acotado entre unci y undi tales
que1 ≤ ci ≤ k − 1 y ci ≤ di ≤ k. Las demostraciones serı́an exactamente
iguales.
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FIGURA 9

Finalmente, con todos los lemas anteriores, obtenemos la demostracíon
que era el proṕosito de esta sección.

DEMOSTRACIÓN DE 2.9. Tomemos comoT unDk-sub́arbol de orden ḿa-
ximo (existe pues, por hiṕotesis, al menos hay uno). Por el Lema 2.11éste
tiene al menosn vértices.

Si V (T ) = V (G), entoncesT es elárbol que buscamos. Supongamos
que V (T )  V (G). Tomemos un v́ertice v ∈ V (G) \ V (T ). ComoG
esn-conexa, existenn trayectoriasP (v, zi) que van desdev a n vértices
distintos deT , tales queV (T )∩ V (P (v, zi)) = {zi}. Tomemos el conjunto
Z = {z1, . . . , zn}. Por el Lema 2.12,Z es un conjunto independiente enT .

Usando los Lemas 2.13 y 2.15, tenemos que enG hay un conjunto in-
dependiente con

|{xi ∈ X : 1 ≤ i ≤ N,U 6=k∩{xi, yi} = ∅}∪{v}| > (n−s)k+
s
∑

i=1

di−n+1

vértices, lo que es una contradicción con la hiṕotesis del enunciado. Por lo
tanto, elárbolT es unDk-sub́arbol con|V (G)| vértices. �

2.1.3. Una condicíon suficiente para la existen-
cia de unDk-árbol generador

Ahora uniremos los resultados que hemos obtenido para encontrar una
condicíon suficiente para tener unDk-árbol generador. Este resultado es
muy importante en este trabajo, pues usaremos elárbol, que afirma que
podemos obtener, para construir otroárbol generador en el que se encuentra
un conjunto de aristas dado; que es el objetivo de esta tesis.
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El siguiente resultado es una consecuencia directa del Lema2.7 y la
última proposicíon de la sección anterior.

Corolario 2.16. SeanG una gŕafica n-conexa,k ≥ 2 un entero,U =
{u1, . . . , us} ⊆ V (G) y D = {d1, . . . , ds} una sucesíon de enteros tal que
1 ≤ di ≤ k − 1. Sis ≤ n, enD hay a lo ḿask di’s iguales a 1 y

α(G) ≤ (n − s)k +
s
∑

i=1

di − n + 1,

entonces existe unDk-sub́arbol que adeḿas es uńarbol generador deG.

DEMOSTRACIÓN. Por el Lema 2.7, existe unDk sub́arbol deG. A éste
le aplicamos la Proposición 2.9 y encontramos elárbol generador que que-
rı́amos.

�



Caṕıtulo 3

Conjuntos de aristas fijas eńarbo-
les generadores

Este caṕıtulo contiene dos resultados que nos permiten encontrar, en
una gŕafica, unárbol generador que contenga un subbosque dado. La pri-
mera seccíon da una solución muy sencilla a este problema, que depende
únicamente de la conexidad deG, y que consiste en agregar un conjunto de
aristas adecuado. La segunda solución que encontraremos utiliza el Corola-
rio 2.16 para encontrar uńarbol generador con condiciones adecuadas para
poder ser modificado de tal forma que las aristas del subbosque queden en
el árbol que encontraremos al final.

3.1. Una solucíon expĺıcita
Comenzaremos esta sección demostrando algunos resultados prelimina-

res, que finalmente uniremos para encontrar la primera solución que men-
cionamos al principio de este capı́tulo. El primero consiste en encontrar un
conjunto den aristas, que al agregarlas a un bosque, disminuyan el número
de componentes déeste enn.

Lema 3.1. SeanG una gŕafican-conexa conn ≥ 2 y B un k-bosque ge-
nerador deG. SeaC(B) la cantidad de componentes conexas deB. Si
C(B) ≥ 2n− 1, entonces existeB′ un (k + 1)-bosque generador deG con
C(B′) = C(B) − n y tal queE(B) ⊆ E(B′).

DEMOSTRACIÓN. Utilizaremos induccíon sobren.
Supongamos queG es 2-conexa. Tomemosv1 y v2 dos v́ertices deG

tales que, enB, se encuentren en componentes conexas distintas. ComoG
es conexa, existe una trayectoria dev1 a v2 enG, en la que hay al menos
una arista,e1 = xy, que tiene un extremo en la componente dev1 y otro
afuera déesta.

TomemosB1 = B + e1. ComoB teńıa al menos tres componentes
conexas, entonces existe alguna de estas tal quee1 no tiene ninguno de sus
vértices en ella; llaḿemoslaC1.

Seaz una hoja deC1. Dado queG es 2-conexa, existen dos trayectorias
disjuntas internamente, una dez a x, y otra dez a y. En estas trayectorias

35
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FIGURA 1

existen dos aristas,e2 y e3, que pasan deC1 hacia afuera, las cuales tienen
vértices distintos, o bien, son adyacentes enz. Si ei no es adyacente a la
aristae1, parai = 2 ó i = 3, B1 + ei es el bosque deseado, pues primero
hicimos que la componente dex y la dey fueran una misma, y luego unimos
a C1 con otra componente. Si las dos aristas son incidentes ae1, entonces
B + e2 + e3 cumple las condiciones. Es importante notar, para esto, quex
y y se encuentran en componentes distintas. Esto demuestra el cason = 2.

FIGURA 2

Ahora supongamos que siG es(n − 1)-conexa, esto es, existe un aco-
plamientoM conn − 1 aristas tales queB + M tienen − 1 componentes,
y el grado ḿaximo deB + M es, a lo ḿas, 1 mayor que el grado máximo
de B. Hay un ḿaximo de2n − 2 componentes en las que una arista de
M tiene un v́ertice, debido a queM tienen − 1 aristas; entonces, existe
una componenteCn en la que ninguna arista deM cae, pues hay al menos
2n − 1. Seaz un vértice terminal deCn; comoG esn-conexa, existenn
trayectorias internamente disjuntas desdez hasta un v́erticez′ fuera deCn.
En estas trayectorias hay al menosn aristas que van desdeCn hacia afuera.
Si alguna de estas aristas no es adyacente a ninguna de las aristas deM ,
al agregarla tenemos el bosque que buscábamos. Si todas lasn aristas son
adyacentes con lasn − 1 deM , entonces hay al menos dos,e y e′, que son
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adyacentes a la misma aristam deM . En este casoB + M − m + e + e′

es un bosque generador conn componentes menos y donde el grado es a lo
más 1 mayor que el grado deB.

FIGURA 3

Por esto, la proposición es cierta. �

Ahora demostraremos un resultado de Dirac que nos servirá en el caso
en que el ńumero de componentes no sea suficiente para utilizar el lema an-
terior. Para esto, primero demostraremos el siguiente lema, que utilizaremos
para encontrar un ciclo en el que están las posibles aristas que necesitamos
agregar a un bosque con pocas componentes para que nos quede un árbol
generador.

Teorema 3.2.Si G esn-conexa, conn ≥ 2; entonces existe un ciclo que
pasa por cualquier conjunto den vértices deG.

DEMOSTRACIÓN. Lo demostraremos por inducción sobren. Si n = 2,
seanx y y dos v́ertices deG. ComoG es 2-conexa, existen dos trayecto-
rias internamente disjuntas entrex y y, la uníon deéstas es el ciclo que
buscamos.

Supongamos que siG es(n − 1)-conexa, existe un ciclo que pasa por
cualquier conjunto den − 1 vértices deG. En el caso de una gráfican-
conexa, seaU = {u1, . . . , un} ⊆ V (G) el conjunto den vértices por los que
queremos que pase un ciclo. Al serG n-conexa, también es(n−1)-conexa,
entonces existe un ciclo que pase por{u1, . . . , un−1}. Siun est́a en ese ciclo,
ya terminamos; en caso contrario, existenn trayectorias desdeun hasta el
ciclo, las que podemos escoger de tal forma que cada trayectoria toca al
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ciclo en unúnico v́ertice. Por el principio del palomar, hay al menos dos de
estas trayectorias que caen entre dos vértices deU que sean consecutivos
en el ciclo. Si agregamos estas dos trayectorias y quitamos la que va desde
el extremo de una déestas al extremo de la otra, tendremos un ciclo en el
queU est́a contenido en sus vértices. �

Corolario 3.3. SiG esn-conexa, yB es unk-bosque generador conC(B) ≤
n componentes, entonces existe un(k + 2)-árbol generador deG.

DEMOSTRACIÓN. Tomemos un v́ertice en cada componente deB. Ten-
dremos un conjunto de a lo másn vértices, entonces podemos encontrar un
ciclo C que pasa por todos estos vértices.B + E(C) es conexa, pues en
cada componente hay una trayectoria entre cualquier par de vértices, y hay
una trayectoria que pasa por el ciclo entre cada una de las componentes. El
grado ḿaximo de esta gráfica no es mayor que∆(B) + 2, por lo que un
árbol generador déesta tampoco tendrá vértices de grado mayor. Además,
esteárbol se puede escoger de tal forma que se usen todas las aristas deB,
por la Proposicíon 3.5. �

Ahora uniremos los resultados anteriores.

Proposición 3.4. Si G es una gŕafica n-conexa yB es un subbosque de
B conC(B) componentes y grado ḿaximok, entonces existeT un árbol
generador deG tal queB ⊆ T y el grado ḿaximo deT es a lo ḿas:

1. C(B)/n + 1 si n divide aC(B) y
2. ⌊C(B)/n⌋ + 2 si n no divide aC(B).

DEMOSTRACIÓN. Apliquemos el resultado del Lema 3.1⌊C(B)/n⌋ − 1
veces, dondeBi es el bosque que queda después de lai-ésima vez que
usamos el procedimiento. Esto se puede pues después de haber aplicado el
lema⌊C(B)/n⌋ − 2 veces, obtenemos el bosqueB⌊C(B)/n⌋−2, que cumple
lo siguiente:

C(B⌊C(B)/n⌋−2) = C(B) − n

(⌊

C(B)

n

⌋

− 2

)

= C(B) − n

⌊

C(B)

n

⌋

+ 2n

≥ C(B) − C(B) + 2n = 2n,

pues la funcíon piso tiene la siguiente propiedad:

C(B)

n
− 1 <

⌊

C(B)

n

⌋

≤
C(B)

n
.
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donde la igualdad se cumple sin divide aC(B); y de la que se sigue que:

−

⌊

C(B)

n

⌋

≥ −
C(B)

n

ComoC(B⌊C(B)/n⌋−2) ≥ 2n, entonces podemos aplicar el lema una vez
más.

Análogamente,C(B⌊C(B)/n⌋−1) = C(B) − n⌊C(B)/n⌋ + n, tiene al
menosn componentes, y no ḿas de2n− 1 ; más áun, tienen componentes
si y śolo sin divide aC(B).

En el caso del inciso 1, aplicamos el Corolario 3.3, y nos quedaque el
árbol generador que encontramos tiene grado máximo menor o igual que
⌊C(B)/n⌋ + 1.

Si n no divide aC(B), entonces tenemos que aplicar el Lema 3.1 una
vez ḿas, pero ahora usando que la conexidad es

n

2
<









C(B) − n
⌊

C(B)
n

⌋

+ n

2







 ≤ n.

Despúes de esto, ahora si podemos usar el Corolario 3.3 y nos queda
que el grado ḿaximo delárbol obtenido es menor o igual que⌊C(B)/n⌋+
2. �

3.2. Una solucíon usando unDk-árbol genera-
dor

Proposición 3.5. SeanT ′ un árbol generador de una gráfica G, y xy ∈
E(G). ExisteT , unárbol generador deG, tal quexy es una arista deT y

dT (u) = dT ′(u), si u ∈ V (G) \ {x} y

dT (x) ≤ d′
T (x) + 1.

DEMOSTRACIÓN. Si xy ∈ E(T ′), entoncesT = T ′. Supongamos ahora
quexy /∈ E(T ′). Agreguemos la aristaxy al árbolT ′. En esta gŕafica existe
un único cicloC, y es tal quexy ∈ E(C). Llamemos

−→
C al cicloC dirigido

de tal forma que el arco−→xy est́e en
−→
C . Existe unúnico arco−→yz en

−→
C que

empieza eny. La gŕaficaT = T ′ + xy − yz es unárbol, pues es conexa
debido a queyz era parte deĺunico ciclo deT ′ +xy, y |E(T ′)| = |E(T )| =
|V (T )|−1 = |V (T ′)|−1. Adeḿas,xy ∈ E(T ), dT ′(u) = dT (u), para todo
u ∈ V (G) \ {x} y dT (x) ≤ d′

T (x) + 1. �
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Corolario 3.6. SeanG una gŕafica en la queT ′ es unk-árbol generador
deG, B es un subbosque deG, y B1 ⊆ V (B) un conjunto que tiene exac-
tamente una hoja de cada componente conexa deB. Entonces existeT un
árbol generador deG tal queE(B) ⊆ E(T ) y donde:

1. dT (u) ≤ dT ′(u) si u no es incidente con ninguna arista deB,
2. dT (u) ≤ dT ′(u) + dB(u) − 1 si u es un v́ertice deV (B) \ B1 y
3. dT (u) ≤ dT ′(u) + 1 si u ∈ B1.

DEMOSTRACIÓN. Sea
−→
B la gŕafica dirigida tal que cada componente de

−→
B esta generada como unárbol dirigido con ráız en elúnico v́ertice de la
componente que está enB1.

Utilizamos el procedimiento de la demostración de la proposición an-
terior para cada arista deB, y obtenemos uńarbol T ′. Observemos que a
cada v́ertice que no es raı́z, le quitamos una arista por cada arco que entra,
y le agregamos una por cada arco de

−→
B que entra o que sale. Además, ob-

servemos que las aristas que ya se agregaron no se vuelven a quitar, pues
no hay ciclos enB. Entonces, siu es una ráız de

−→
B , dT ′(u) ≤ dT (u) + 1,

pues en este caso no se quitó ninguna arista; Siu ∈ V (
−→
B ) y no es ráız,

entoncesdT ′(u) ≤ dB(u) + dT (u) − 1; y si u ∈ V (G) \ V (B), entonces
dT ′(u) ≤ dT (u). Por lo tanto,T ′ es unárbol generador deG que cumple
con las condiciones que buscamos. �

Como consecuencia de algunos de los resultados anteriores, tenemos
el siguiente teorema, que es una condición suficiente para que exista un
k-árbol generador que contenga a unk-subbosque dado.

Teorema 3.7.SeanG una gŕafica n-conexa;k ≥ 2 un entero;B un k-
subbosque deG, que no contiene vértices aislados, con|V (B)| vértices,t
hojas yC(B) componentes conexas, tal ques = |V (B)| − t + C(B) ≤ n y
B tenga a lo ḿask vértices de gradok; B1 ⊆ V (B) un conjunto que tiene
exactamente una hoja de cada componente conexa deB. Si

α(G) ≤ n(k − 1) + |V (B)| − C(B) −
∑

v∈V (B)

dB(v) + 1,

entonces existeT un árbol generador deG tal que su grado ḿaximo es
menor o igual quek y E(B) ⊆ E(T ).

DEMOSTRACIÓN. TomemosU = (V (B)\{v ∈ V (B) : dB(v) = 1})∪B1,
este conjunto tiene cardinalidads. Ordenemos este conjunto de tal forma
queU = {u1, . . . , us} cumple condB(ui) ≤ dB(ui+1). Tomemos los ente-
ros

di =

{

k − dB(ui) + 1 si dB(ui) 6= 1
k − 1 si dB(ui) = 1
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y la sucesíon finitaD = {d1, . . . , ds}, claramentedi ≥ di+1. Como a lo ḿas
hayk vértices de gradok enB, entonces hay un ḿaximo dek di’s iguales a
1. Calcularemos la suma de losd′

is. La primera suma del primer renglón de
las operaciones siguientes corresponde a losdi’s de los v́ertices deB con
grado mayor que 1 y la segunda a losdi’s de los v́ertices deB1.

s
∑

i=1

di =

s−C(B)
∑

i=1

(k − dB(ui) + 1) +
s
∑

i=s−C(B)+1

(k − 1)

=

s−C(B)
∑

i=1

(k − dB(ui) + 1) +
s
∑

i=s−C(B)+1

(k + 1 − 2).

Notemos que en cada sumando hay unk + 1, por lo que

s
∑

i=1

di = (k + 1)s −

s−C(B)
∑

i=1

dB(ui) − 2(s − (s − C(B) + 1) + 1)

= (k + 1)s −

s−C(B)
∑

i=1

dB(ui) − 2C(B)

= (k + 1)s −

s−C(B)
∑

i=1

dB(ui) − t + t − 2C(B).

La suma deĺultimo rengĺon corresponde a los grados de los vértices de
B con grado mayor que 2. Ahora le agregaremos los grados de los vértices
terminales deB, esto es, le sumaremost; y con esto obtendremos la suma
de los grados de los vértices deB.

s
∑

i=1

di = (k + 1)s −
∑

v∈V (B)

dB(v) + t − 2C(B).

Ahora calculemos el ńumeroa = (n − s)k +
s
∑

i=1

di − n + 1,
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a = (n − s)k +
s
∑

i=1

di − n + 1

= (n − s)k + (k + 1)s −
∑

v∈V (B)

dB(v) + t − 2C(B) − n + 1

= nk − n + s + t − 2C(B) −
∑

v∈V (B)

dB(v) + 1

Ya ques = |V (B)| − t + C(B), tenemos ques + t − C(B) = |V (B)|,
por lo que

a = n(k − 1) + |V (B)| − C(B) −
∑

v∈V (B)

dB(v) + 1.

Comoα(G) ≤ a, entonces con elU y D que se definieron anteriormen-
te, se cumplen las condiciones del corolario 2.16, y entonces existeT ′ un
Dk-sub́arbol deG.

Apliquemos el corolario 3.6 con elárbolT ′ y el bosqueB, obteniendo
un nuevoárbol generadorT , en el que los v́ertices que no eran incidentes
con ninguna arista deB eran de grado menor quek, y aśı se quedan; los
vértices deB que no estaban enB1 cumpĺıan condT ′(v) ≤ k − dB(v) + 1,
y por lo tantodT (v) ≤ k − dB(v) + 1 + dB(v) − 1 = k, notemos que si
dB(v) = 1, lo que se pide es quedT ′(v) ≤ k; y si v ∈ B1, tenemos que
dT ′(v) ≤ k− 1 y por el Corolario 3.6,dT (v) ≤ k− 1 + 1 = k. Por lo tanto,
T es unk-árbol en el queE(B) ⊆ E(T ). �

Usando el lema anterior, en lugar del Lema 2.7 en la demostración del
Teorema 3.7, podemos demostrar la siguiente versión de este teorema, en la
que la condicíon del ńumero de v́ertices con gradok se limita ḿas, pero se
permite ques sea igual an + 1.

Teorema 3.8.SeanG una gŕafica n-conexa;k ≥ 2 un entero;B un k-
subbosque deG, que no contiene vértices aislados, con|V (B)| vértices,t
hojas yC(B) componentes conexas, tal ques = |V (B)|−t+C(B) ≤ n+1
y B tenga a lo ḿas2 vértices de gradok; B1 ⊆ V (B) un conjunto que tiene
exactamente una hoja de cada componente conexa deB. Si

α(G) ≤ n(k − 1) + |V (B)| − C(B) −
∑

v∈V (B)

dB(v) + 1,

entonces existeT un árbol generador deG tal que su grado ḿaximo es
menor o igual quek y E(B) ⊆ E(T ). �
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