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Introducci on

Tomemos una @fica G, una subgaficaT es unarbol deG si T es
conexay no tiene ciclos; &s ain, si aderas de estas dos condiciones, todos
los \értices de7 tambien son ertices del’, entonces diremos quées un
arbol generador d€'. El que una gafica tenga urarbol generador es una
condicbn equivalente a questa sea conexa.

Dadok un entero mayor o igual a 2, diremos dlie@s unk-arbol gene-
rador deGG si T' es unarbol generador y su gradcaximo es menor o igual
quek.

En esta tesis estudiaremos algunas condiciones suficantesue una
grafica G tenga unk-arbol generadofl’ que contenga cierta suliica
adclica deG.

El casok = 2 ha sido estudiado ampliamente en la literatura, desde
Kirkman y Hamilton, quienes plantearon de manera indegeneiel pro-
blema de encontrar el ciclo generador de cierédigaG; esto es, encontrar
un ciclo que pase por cada uno de léstices de la dificaG.

DadoC' un ciclo generador dé&, podemos obtener uarbol generador
T quitandole aC' una arista. Si quieramos que unairtice fijo v tuviera
grado 1, basta con elegir una de las dos aristas incidentetehciclo C.
Asi, T seia un 2arbol generador dé' en el quev tiene grado 1.

Algunas definiciones importantes que se presentan en estdgiones
son lan-conexidad y el itmero de independencia. A continuatidefinire-
mos @apidamente estos conceptos, quesradelante san tratados de forma
mas amplia.

La n-conexidad es una generalizaeide la conexidad. Diremos qae
esn-conexa si para todo par dénices deG, digamosu y v, existenn
trayectorias que van deav tales que cualquierértice de la gaficaGG, que
no sean ni; ni v, pase a lo ras por una de estas trayectorias.

Un subconjuntd/ de los \ertices de7 se dice que es independiente si
no existe una arista ef que sea incidente a dognices dd/. El nUumero
de independencia dé es el naximo de las cardinalidades de todos los
conjuntos independientes dé

En el Cajtulo 1 presentamos algunos antecedentes sobre condicione
suficientes para que unaadica contenga uarbol generador con grados
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acotados, y en el C#aplo 2 encontraremos condiciones suficientes para
que una gaficaG contenga urk-arbol en el que, adems, ciertos &rtices
vy, Ve, . . ., Us tengan grados acotados pht ds, . . ., ds respectivamente.
Finalmente, en el Cafulo 3, resolveremos el problema principal de este
trabajo, que es encontrar érarbol generador que extienda una sulfiga
adclica deG. Primero encontraremos una conditique dependénica-
mente de la conexidad; y posteriormente, utilizaremos dssiltados del
Capgtulo 2 para dar otra soluen en €rminos del amero de independencia.



Capitulo 1
Antecedentes

A lo largo de este trabajo, la palabraafica denotax una gafica simple
finita. SiG es una gafica,V (G) y E(G) sei@an los conjuntos deértices y de
aristas de la gtfica, respectivamente; y si escribin@s= (V, £), estamos
hablando de la @fica dondé’ es el conjunto deértices yE el conjunto
de aristas. Cod(v) denotaremos al grado dedrticev en la géficaG y
conA(G) al grado néiximo de la gaficaG. Sie es la arista incidente &

y v, €ntonces escribiremes= v,v,. Siv es incidente a lo denotaremos
comov € V(e). G’ es una subgfica deG lo escribiremos comé”’ C G.

SiG = (V(G), E(G)) es una gifica ye es una arista dé&, entonces
G —e=(V(QG),E(G)\ {e}) serala gafica con los &rtices de&7, y todas
las aristas dé&r exceptoe; aralogamente(s + e = (V(G), E(G) U {e}) es
la grafica que tiene losartices de~ y sus aristas son las deagregando la
aristae. Siv es un \ertice de7, entonces: —v sei la g@éfica cuyos @értices
sonV(G) \ {v} y sus aristas son las aristas@excepto aquellas que son
incidentes av. SiV C V(G)y E C E(G), definimos las operaciones
G\ V yG)\ E, restando uno por uno los elementos de cada conjunto de
forma recursiva. Tomemds, y GG, dos subgaficas de&~; definiremoss; U
G- a la géfica tal que susértices son/ (G,) U V(G,) y sus aristas son
E(G1) U E(Gy). _ .

En el caso de una digfica GG, escribiremos com®'(G') a su conjunto

de \ertices yA(E*)) sef su conjunto de arcos.

Consideraremos una trayectoria 0 un ciclo en urdiga G como la
subgéfica deGG que consiste exclusivamente de I@stices y las aristas de
la trayectoria o el cicloPr(vy,v9) se@ laUnica trayectoria en uarbol T’
que va del erticev; al vérticev,. Con C(G) denotaremos alinmero de
componentes conexas de unafgraG.

Un ciclo hamiltoniano y una trayectoria hamiltoniana en gridicaG
son aquellos que pasan por todos léstices dez. Una giafica es hamil-
tonianamente conexa si entre toda pareja&htices de la dgafica hay una
trayectoria hamiltoniana.
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1.1. Conexidad

Una g@&fica es conexa si entre cada par édices existe una trayectoria
que va de uno destos al otro; y es-conexa siz \ V' es conexa para cual-
quier conjuntol” C V(G) con a lo nasn — 1 vértices. Podemos observar
gue si una dafica esn-conexa ym < n entonces tambn esm-conexa,
pues siV| < m—1entoncesgV | < n— 1. Tambgén es claro que ser conexa
y serl-conexa es lo mismo.

Para poder encontrar algunas condiciones equivalentesedaexidad
necesitamos definir lo que significa que un conjunto de ttayi@es sean
internamente disjuntas.

Un conjunto de trayectorias que vanwav se@an internamente disjun-
tas si loslnicos \ertices de la dafica por los que pasaas de una de estas
trayectorias som y v (ver figura 1).

FIGURA 1

Analogamente, si tenemos un conjuntordgayectorias que empiezan
en un \ertice fijov y terminan em veértices distintos, diremos que estas
trayectorias son internamente disjuntas girgto \ertice por el que pasan
mas de una trayectoria es dhrtice inicialv (ver figura 2).

FIGURA 2
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Finalmente, si tenemos; y V, dos subconjuntos disjuntos d&G),
diremos que: trayectorias que van de lognices dé/; a los \ertices dé/%,
son internamente disjuntas si cada trayectoria tienéttice terminal efv;

y otro enl} y por cada @rtice deGG pasa a lo ras una de estas trayectorias
(ver figura 3).

Vi V2

FIGURA 3

El Teorema de Menger, que a contindacenunciamos, nos da una de-
finicidn equivalente a la-conexidad; y tiene algunas consecuencias impor-
tantes.

Teorema 1.1.(Teorema de Mengd@]) Una grafica esn-conexa si y 8lo
si cualquier par de &rtices dez estin conectados por al menastrayec-
torias internamente disjuntas.

Teorema 1.2.[2] SeanG una giafica con al menos + 1 vértices,v; €
V(G)yV C V(G) \ {v1} un conjunto arbitrario com vértices. SiG es
n-conexa, entonces existerntrayectorias internamente disjuntas que van
del \erticev al conjuntoV/.

Teorema 1.3.[2] SeanG una grafica con al meno2n vertices, yV; y V5,
dos subconjuntos disjuntos #&G), cada uno com vértices. SiG esn-
conexa, entonces existertrayectorias internamente disjuntas que van de
Viavs.

Estos teoremas nos muestraaswiclaramente por @lan-conexidad es
una generalizabn de la conexidad, adéra de que nos dan otra forma para
entender la ran por la cual si una @fica esn-conexa, taml@n sea m-
conexa cuando < n.

Como consecuencia del Teorema de Menger tenemos el sigteente
tado.

Corolario 1.4. Si G esn-conexa, entonces para cualquiegrticev de G
existenn aristas incidentes con.



10 1. ANTECEDENTES

1.2. Nimero de independencia

Ahora definiremos lo que es dimero de independencia. Este concepto
nos permite saber que tan grande podemos tomar un conjunéotaees de
tal forma que, dos a dos, los elementos de este conjunto n@adgacentes.

Un conjuntoV de \ertices de&~ se@ independiente efd siuv ¢ E(G)
para todos: y v enV, es decir, si cualquier par de elementos/dao son
adyacentes e€.

Diremos que el amero de independencia de unafipa esa(G) si
cualquier conjunto deartices deiz con cardinalidad mayor que(G) no
es independiente, o equivalentementg?;) es la cardinalidad del conjunto
independiente @&s grande dé&;.

Ademas, definiremosy(G) de la siguiente forma:

k
o1(G) = min {Z de(v) : {v1,..., v} CV(G) es independien'%s.
i=1

Las condicbnes que encontramos en este trabajo para resolver nuestro
problema, dependen principalmente de la defimalen-conexidad y de
la de timero de independencia. Aunque existen otros tipos de cionds
gue tamben pueden servir, como una condicisimilar a la del Teorema de
Ore, que enunciaremosas adelante.

Un resultado elemental, pero de mucha utilidad es el sitpiigne tiene
gue ver corarboles.

Lema 1.5. SiT es unarbol yU C V(T') un conjunto independiente, enton-

cesT \ U tendd » _ dr(u) — |U| + 1 componentes conexas.
uelU

DEMOSTRACION. Fijemos el conjuntd/, y haremos la demostrari de
este lema por inducgn sobreV = " dr(u) — |U] + 1. ElmenorN posi-

uelU
ble es cuando todos los grados deel'estiv:es dd/sonl,estoed = 1.En
este caso, todos lo€xtices dd/ son hojas derbol, por lo que al quitarlas
nos quedar unarbol, esto es, una componente.
Supongamos que paré = n la afirmacon es cierta. SN fueran + 1,

.- . . —> 7 - - Ve
tomemaos ebrbol dirigido 7' usando un &rtice cualquiera d& como raz.

De éste, tomemos un € U tal que no existe una trayectoria dirigida@n
desdeu hasta algn otro \értice deU; y seal/ el conjunto que consta de
todos los ertices para los que eh existe una trayectoria desdejue llega

a ellos, sin tomar en cuentaiaSeadl” = 7'\ V, en este caso la suma que
llamamosN da’&n, y el n"umero de componentes @&\ U es una menos
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queT \ U. Por la hiptesis de inducéin, 7" \ U tienen componentes, y
T\ U tendé&n + 1 como quetamos. O

1.3. Arboles generadores con grados acotados

En esta secon daremos algunos resultados que existen sobre condi-
ciones suficientes para encontaaboles generadores con grados acotados.
Comenzaremos con el Teorema de Ore, que es una genealizietiTeo-
rema de Dirac. Tambh enunciaremos un resultadcago de Chatal y
Erdods, que tiene las mismas consecuencias que el de Ore, pdnpotasis
distintas. Estos resultados nos dan condiciones sufisigr@ie que exista
unarbol generador con gradoaximo a lo nas dos.

Inmediatamente desps de esto, enunciaremos algunas generalizacio-
nes de estos teoremas. Comenzaremos por un par de resukadbs
de Neumann-Lara y Rivera-Campo, que generalizan estos ddtadess,
dando condiciones para encontéaboles generadores con gradéximo
acotado por un entero. Finalmente, enunciaremos dos tasréeMatsuda
y Matsumura que a su vez, generalizan los dos teoremasaateri

En la introducadn mencionamos que el tener un ciclo generador es su-
ficiente para que exista warbol generador con gradoaximo a lo nés 2.

Una condicdn para encontrar un ciclo hamiltoniano es la del Teorema de
Dirac.

Teorema 1.6.(Teorema de Dira¢2]) Toda g@&fica conn > 3 vértices y
grado ninimo al menos:/2 tiene un ciclo hamiltoniano.

Este teorema fue modificadoas adelante por Oystein Ore en 1960 y
1963. Si tomamos dosevtices no adyacentes en unafigga que cumplen
con la condiddbn del teorema anterior, entonces la suma de sus grados es
mayor o igual quex. Por esto, si pedimos que la suma de los grados de
dos \ertices no adyacentes en unafigga sea mayor o igual que todas
las giaficas que cumpdn la condidbn del Teorema de Dirac, tan@si cum-
pliranésta. A§, el teorema de Ore es una generaliaaalel de Dirac.

Teorema 1.7.(Teorema de Orgg], [7], [8]) SeaC una giafica.

1. Sioy(G) > |V(G)| — 1, entonces tiene una trayectoria hamil-
toniana.

2. Sioy(G) > |V(G)|, entonces hay un ciclo hamiltoniano éh

3. Finalmente, sb»(G) > |V(G)| + 1,entonces~ es hamiltoniana-
mente conexa.
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En 1972 V&ek Chatal y Paul Erds publicaron un resultado similar a
los que Ore encorttren los 60’s, pero con una condiaidistinta; en este ca-
S0, en lugar de acotar la suma de los grados de &idg®s independientes,
se condiciob el nimero de independencia.

Teorema 1.8. (Teorema de Clatal y Erdos [1]) SeaG una grafica n-
conexa.
1. Sia(G) < n+ 1, entoncess tiene una trayectoria hamiltoniana.
2. Sia(G) < n, entonces hay un ciclo hamiltoniano én
3. Sia(G) < n — 1, entonces es hamiltonianamente conexa, es-
to es, existe una trayectoria hamiltoniana entre cualqyiar de
vertices.

DEMOSTRACION.
1. SeaP una trayectoria dé& tal que|V (P)| es maximo. Suponga-
mos queP no es hamiltoniana; entonces podemos tomaréautioe
v € V(G)\V(P). ComoG esn-conexa, existen trayectorias in-
ternamente disjuntag)(v, z;) que van de an vértices de&- tales
queV (P(v,z;)) NV (P) = {z} (ver figura 4).

FIGURA 4

Demostremos que el conjuni® = {z,...,z,} es indepen-
diente enP. Supongamos qugz; es una arista d€, entonces
P'= (P — zz;) UP(v,2) UP(v, z)

tambien es una trayectoria de y tiene nmas \ertices queP, pues
adends de todos los que esta trayectoria utilizabas V (FP').
Como consecuencia de estoges independiente eA. Llamemos
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x1Y zo a los dos ertices terminales de la trayectorq 1 y x5
no son elementos d&, pues si lo fueranP U P(v, z;) sefia una
trayectoria nas larga. Por esta misma @ v no es adyacente ni
az; ni azy.

SeaP la trayectoria dirigida de, a z, generada poP. Sin
pérdida de generalidad supongamos qudteho = antes der, es
zn. TOMemosyy, . . ., y,, loslnicos \ertices tales quey; es un ar-
co del_ﬁ, yseaY = {y,...,y,}; comoZ es independiente ef,
entonces” N Z = &, pues nin@n z puede estar en la exvecindad
de otro.

FIGURA 5

El conjuntoW = {zy,29,v} U (Y \ {y.}) €s un conjunto
independiente efi/. Primero supongamos qugzs €S una arista
deG (ver figura 5), entonce§® + z1x2 — z1y1) U P(v, 21) €s una
trayectoria nas larga qué’, por lo tantar; y x5, no son adyacentes
enG. Adenmas, ya halamos visto que no es adyacentexs 0 a
x9, por lo tanto{xy, x5, v} €s un conjunto independiente én

v no puede ser adyacente a ringy; € Y, pues en tal caso
(P 4 vy; — ziy;) U P(v, z;) sefia una trayectoria &s larga, lo que
es una contradicén por la elec@n deP.

Finalmente, sir; fuera adyacente a dlg y; € Y, entonces
(P + x1y; — ziy;) U P(v, z;) sefia mas larga queP; y si z, fuera
adyacente aalgy; € Y conl < i <n — 1, entonces

(P +2ayi — i — zit1¥ir1) U P(0,2) U P(v, 2441)

sefia una trayectoria de orden mayor que @ximo (ver figura 6).
Por lo tantolV es un conjunto independiente én

Como|W| =3+(n—1) = n+2,y W es un conjunto indepen-
diente, entonces tenemos una contra@iccion la hiptesis de que
a(G@) < n + 1. Debido a esto, nuestra supoéitide queP no es
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FIGURA 6

una trayectoria hamiltoniana es falsa; y por lo tanto la a&@itm
1 es cierta.

2. SeaC el ciclo mas grande que hay &r. Supongamos qué' no
es hamiltoniano. Tomemos urenicev € V(G) \ V(C), y sea
m = min{|C|,n}. Tomemosm trayectorias internamente dis-
juntas P (v, z;)) que van dev a m vértices distintos d&€’, que
cumplanV (C) N P(v, z;) = {z}. El conjuntoZ = {z1,..., zn}
es independiente efi, pues si dos értices deZ, z; y z;, fueran
adyacentes e, entoncesC — z;, z;) U P(v, z;) U P(v, z;) es un
ciclo deG mas grande qué€’, esto es una contradigxi, y por lo
tantoZ es independiente &nl. Esto trae como consecuencia que Si
el ciclo no es hamiltoniano, entonces temdl meno2n vértices.

FIGURA 7

Dirijamos al cicloC' en cualquiera de las dos direcciones, y
, —
llamemosloC'. Para cada; en Z tomemos uny; tal quez;y; sea
—_
un arcodeC,yseay = {yi,...,Yn}-
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FIGURA 8

Afirmamos queY” U {v} es independiente efi. Si vy; fuera
una arista d&- para algin1 < i < n, entonces

(C — ziy; + yiv) U P(v, %)

es un ciclo con ras \ertices que”, por lo quev no es adyacente
a nindin \eértice deY (ver Figura 8, izquierda). Supongamos que
existeny;, y; € Y tales quey,y;, € E(G). Entonces

(C +viy; — vizi — yj2;) U P(v, z;) U P(v, z;)

es un ciclo con ras \értices que los qué’ teria (ver Figura 8,
derecha). Como consecuencia de lo antetioy) {v} es un con-
junto independiente cofY'| + 1 = |Z| +1 = n + 1 elementos,
lo que es una contradidm, puesy(G) < n, Yy por lo tantoC' es
hamiltoniano.

. Searnv; y vy dos \ertices cualesquiera dé. TomemosP la tra-

yectoria de7 mas larga en la que los grados@dey v, son iguales
a 1. Si esta trayectoria no es hamiltoniana, escojamogditev

enV(G)\V(P).

P tiene al menos vértices, pues si fueraas corta, podamos
tomar un \ertice fuera deP, y trayectorias internamente disjuntas
gue fueran de a cada uno de losértices deP. Si tomamos una
aristaz; z; de P, entonce§ P’ — z;z,;) U P(v, z;) U P(v, z;) sefa una
trayectoria nas larga; esto es una contrad@giy por lo tanto,”
tiene al menos vértices.

Tomemosn trayectorias internamente disjuntas que vayan de
v aun conjuntoZ = {zy,...,2,} tal queP(v,z;) N P = {z;}
dondeP(v, z;) es la trayectoria que va dea z;. El conjuntoZ es
independiente e®, pues sk;, z; fueran adyacentes, la trayectoria
dewv; avy, (P — 22;) U P(v, ) U P(v, 2;), tendia mas \ertices
queP
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Dirijamos la trayectoria® dex; ax», y, por cada;, tomemos
ay; como elUnico \ertice tal que el arco,v; esh en la trayecto-

ria dirigida. Afirmamos que el conjuntd = {y;,...,y,} €s un
conjunto independiente €. Siy; y y; fueran adyacentes & la
trayectoria

(P +yiy; — ziyi — 25y5) U P(v, 2z;) U P(v, z;)

irla dev; awv, y sefia mas larga qué®, por lo tanto, la afirmadin
es cierta.

Yy
FIGURA 9

ComoY tienen elementos y es independiente, entonces tene-
mos una contradicon con la hifptesis de que eltmero de in-
dependencia es menor o igual que- 1; por lo tanto, existe una
trayectoria hamiltoniana dg av,, para cualquier par deevtices
enG.

O

El inciso 1 del teorema anterior nos da condiciones parargrazauna
trayectoria hamiltoniana; pero adas) como consecuencia de los incisos 2
y 3, podemos encontrar trayectorias hamiltonianas donde dios \ertices
dados, respectivamente, sean terminales en esta tragector

Corolario 1.9. SeanG una grfican-conexa yU C V(G) tal que|U| < 2.
Sia(G) < n—|U| + 1, entonces tiene una trayectoria hamiltoniang,
en la quedp(u) = 1 para todou en el conjuntd’.
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DEMOSTRACION. Si|U| = 0, este resultado es el inciso 1 del teorema an-
terior. En el cas@U| = 1, a(G) < n, entonces tiene un ciclo hamiltoniano.
En este ciclo, elinico \erticeu que esh enU, tiene grado 2, por lo que si
quitamos una de las dos aristas que son incidentes a&titze\en el ciclo,
tendremos una trayectoria hamiltoniana en lawgas terminal. Finalmente,
siU = {uy,us}, a(G) < n — 1,y entonces, la @gficaG es hamiltoniana-
mente conexa, y por lo tanto existe una trayectoria hanet@nque va de

u1 ausg, que es lo que querMmos. O

El Teorema de Neumann-Laray Rivera-Campo es una generalizdei
esto. Nos da una condasi similar para encontraarboles generadores con
grado naximo acotado, pero dondeno es necesariamente 2. Dejaremos
este resultado sin demostrar, puessnadelante daremos la prueba de una
generaliza®n.

Teorema 1.10.(Teorema de Neumann-Lara y Rivera-Canjpp SeaG
una grfican-conexa yk > 2 un entero. Siv < n(k — 1) + 1. entoncess
tiene unarbol generador con grado &ximo a lo nask.

Observemos que st = 2, la hipotesis del teorema anterior queda
a(G) < n+ 1 que es precisamente lo que peel Teorema de Claal
y Erdos.

Tambien en es&poca, Win enconbruna generalizadn del inciso 1 del
Teorema de Ore.

Teorema 1.11.(Teorema de Wif9]) Seak > 2 un entero. Sb(G) >
|V (G)| — 1, entonces~ tiene unarbol generador con grado &ximo a lo
mask.

Recientemente, Haruide Matsuda y Hajime Matsumura gemnaraf
aln mas los teoremas de Ciatal y Erdds y de Neumann-Lara y Rivera-
Campo; dando una condai para encontrar uarbol generador con grado
maximo menor o igual & y con cierto conjunto deértices entre sus hojas.

Teorema 1.12.[4] Seark, s,n € Ztalesquek > 2,0 < s < kyn > s+1.
Supongamos qu& es una gafican-conexa que satisface

a(G) < (n—s)(k—1)+1.

Entonces para cada conjunto devértices de(z existe urarbol generador
con grado naximo menor o igual & en el que ese conjunto dértices son
terminales.

En este trabajo tambin se enconérla siguiente generalizam de los
Teoremas de Ore y Win.
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Teorema 1.13.[4] Seak, s, € Z tales quek > 2y 0 < s < k. Supongamos
queG es una géfica(s + 1)-conexa que satisface

o(G) = V(G + (k- 1)s — 1.

Entonces, para cualquier conjunto deértices de, existe urarbol gene-
rador deG con grado naximo a lo nas k tal que el conjunto de vértices
son terminales.

En el siguiente cdpulo, demostraremos un resultad@sngeneral del
primero de los teoremas de Matsuda y Matsumura, el cuatar@mos en
el tercer cafiulo para encontrar una soléci al problema principal que se
plantea en esta tesis.



Capitulo 2

Condiciones paraarboles genera-
dores con grados acotados

En este cajpulo estudiaremos un resultado que nos da condiciones para
encontrararboles generadores con gradaximo acotado, en el cual algu-
nos \ertices tengan grado acotado por algunos enteros.

Comenzaremos estudiando algunas condiciones para que @xistib-
arbol en el que alguno%ttices tienen grado fijo, esto lo utilizaremo&sn
adelante para resolver lo planteado enéatafo anterior.

2.1. Arboles generadores con grados acotados
de forma irregular

Ahora estudiaremos un problema similar al que vimos diitiaa sec-
cion del caftulo anterior, pero adeas acotaremos de forma distinta los
grados de algunosevtices. Para esto necesitamos las siguientes definicio-
nes.

Definicion 2.1. SeanG una gréfica yk > 2 un enteroI’ = (V*, E*) es un
k-sutarbol deG si:

1. T' es unarbol,

2. V¥ CV(G),

3. E* C E(G),

4. El grado naximo deT” es a lo nask.
SiV(T) = V(G), diremos qud’ es unk-arbol generador.

Definicion 2.2. SeanG una giafica,k > 2y s > 0 enteros; sis > 1, sea
U = {uy,...,us} € V(G)y una suceséin de enterod = {dy,...,ds}
conl < d; < kparai =1,...,s. Sis = 0, un Dy-sukarbol deG es un
k-sutarbol deG;y sis > 1, T = (V*, E*) es unDy-sularbol deG si:

1. T es unk-sularbol,

2. U C V¥,

3.1 <dr(u;) < d; paratodou; € U.
SiV(T) = V(G) diremos qué’ es unDy-arbol generador.

19
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Cada vez que digamos que unafgga es unD,-sulkarbol deG, debe
entenderse que esaafjca tiene asociado un entegpun conjunto des
vérticesU y una sucesin des enteros, aunquéestos no se mencionen.

Observemos que el Teorema de Neumann-Lara y Rivera-Camp®-nos d
ce cuando podemos encontrar ixHarbol generador; nuestro pragto en
esta secdin sea hallar una condiéin para que exista ub;-arbol genera-
dor de una daficaG.

Por otro lado, el Corolario 1.9 del Teorema de &ta y Erds, lo
podiiamos escribir de la siguiente forma, utilizando esta teotoiga.

Corolario 2.3. SeanGG una gréfica n-conexa,0 < s < 2 un entero, y
sis > 1,U C V(G) tal que|U| = sy D es la sucegéin cons 1's. Si
a(G) < n — s+ 1, entoncess tiene unD,-arbol generador.

Primero encontraremos algunas formas de construiDpasukarbol,
utilizando como hiptesis una cota de la conexidad @e Despés de-
mostraremos un resultado con el que, si tenemo®asukarbol de una
graficaG y se cumplen el resto de las bigsis, entonces podremos encon-
trar unD,-arbol generador.

Para el segundo resultado, demostraremos primero varnss|epara
unirlos en la demostra@n de este resultado. Finalmente, con todo lo ante-
rior, daremos una condimn suficiente para que exista iip-arbol genera-
dor.

2.1.1. La existencia deD;-subarboles y la co-
nexidad

Ahora encontraremos algunas condiciones para poder afgqueen
una gafica existenD,-sukarboles. Para demostrar todos estos resultados
utilizaremos una cota inferior de la conexidad, y en todeshlsos se utili-
zar el mismo netodo, que consiste en construir/gl-sukarbol por medio
de trayectorias.

Empezaremos con algunas condiciones para encontrar tiveigsajue
contengan cierta cantidad dertices.

Lema 2.4. Seans > 2 un entero Y& una grafica(s — 1)-conexa. SU =
{uy,w...,us} €s un conjunto de vértices deGG y u, v son \ertices del/,
entonces existe una trayectorfaen G que contiene a tod®d entre sus
vertices, y en la que y v son los dos &rtices terminales dé.

DEMOSTRACION. Lo haremos por inducgn sobres. Seas = 2. Como
la grafica es conexa, existe una trayectoria entyev, en la que estos dos
vértices son terminales.
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Supongamos cierto que en unafiga(t — 2)-conexa tenemos una tra-
yectoriaP,_, dondet — 1 vértices dados se encuentran en ella, y dos fijos
son sus hojas.

®c

FIGURA 1

Si G es(t — 1)-conexa y tenemos un conjunto coweértices, enton-
ces tomemow € U \ {u,v}. G' = G\ {w} es(t — 2)-conexa yU' =
U\{w} C V(G"). Por la hiptesis de inducoin, enGG’ existe una trayecto-
ria P,_,, dondel/’ C V(P,_;)y con \értices terminales y v. P,_; tambin
esh contenida el7, y no contiene al &rticew. ComodG es(t — 1)-conexa
y P,_; tiene al menog — 1 = |U’| vértices, entonces existeén- 1 trayec-
torias internamente disjuntas, a las que denotaremog$’conz;), entrew
y t — 1 vértices distintos dé&,_, tales qué/ (P,_;) NV (P(w, z;)) = {2z}
LlamemosZ = {z,...,z-1}. Como|V(P,_y) N V(U')| = t — 1, en-
tonces la trayectorid’,_, queda dividida ert — 2 trayectoriasP (u;, u,)
tales queV (P (u;,u;)) N U = {u;,u;} (recordemos que los extremos de
P,_; estin enl); esto es, losinicos \ertices déJ en cada trayectoria son,
a lo mas, los extremos. Comg C V(P), entonces, por el principio del
palomar de Dirichlet, existerf y 2" tales que estos do€ktices esin en
la misma trayectoria’(u;, u;). SeaP(z',2") la Unica trayectoria que va
dez' az’ en P,y llamemosP’ = P(Z,z")\ {#,z"}. La trayectoria
P, = (P\V(P))UP(w,z)U P(w,2") es la trayectoria que busica-
mos, pues contiene a todos losrtices del/, y sus terminales son; y
Ua.

O

Tambien tenemos los siguientes corolarios del lema anterior.

Corolario 2.5. SeanG una giafica s-conexa, cors > 2, y U un subcon-
junto cons vertices de(s; y seau un \ertice enlUU. Existe una trayectoria
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P enG que contiene a tod® entre sus értices, y en la quép(u) = 1y
dp(w) = 2 paratodow € U \ {u}.

DEMOSTRACION. Como( ess-conexa, existe al menos unicev en
G que no es un elemento d& Tomemod)' = U U {v}, por el Lema 2.4
podemos encontrar una trayectoria en la quéregidos los elementos de
U’y tal queu; y v sean los @rtices terminales. Esta trayectoria nos sirve,
pues el grado de; es 1y el de los de&s elementos d€ es 2.

O

Corolario 2.6. SeanG es una gafica (s + 1)-conexa, cors > 2,y U un
subconjunto dé/(G) cons elementos. Existe una trayectofaen G que
contiene a todd/ entre sus &rtices de grado 2.

DEMOSTRACION. Ya queG es(s + 1)-conexa, entonces tiene al menos
s + 2 vértices. Tomemos dosutices de7, v; Y vy, que no e€n enl, y
seall’ = U U {vy,v5}. Por el Lema 2.4 existe una trayectoria en la gque
y v SONn sus hojas y que contiene a todos los element6s,dpie es la que
necesiébamos.

O

Ahora encontraremos una condinisimilar a la del lemay los corola-
rios anteriores pero para encontrar unafiga con una mayor cantidad de
vértices de grado 1 fijos, aunque con gradaximo mayor que 2.

Lema 2.7. Si G es una géfican-conexa,2 < ky2 < s < n enteros,
y m = min{k, s}; tomemosJ = {uy,...,us} un subconjunto d& (G).
Entonces existe uh-sutarbol 7" en el quedy(u;)) = 1sil1 < i < my
dr(u;) =2sim+1<i<s.

DEMOSTRACION. Tomemos un &rticev ¢ U, el cual existe pues lagfica
esn-conexa y el amero de ertices de/ es menor o igual que. Ya que
G esm-conexa (debido a quer < s < n) entonces hayn trayectorias
internamente disjuntas dea cada uno de losévtices de/ con sulindice

menor o igual an, llamémoslas” (v, u;). T = U P(v,u;) es unk-sularbol

=1
en el que los elementos d&con sulndice entre 1 yn tienen grado 1y
tiene gradon y todos los deras \ertices tienen grado 2 @ase figura 2).
Supongamos que hay élgw = u;, conm < k < stal quew ¢ V(7).
Sean
W= Uu{v})nV(T)
y P el conjunto de trayectorias de la fornka(w;, w;) conw;, w; € W,
y tales queV (Pp(w;, w;)) N W = {w;,w;}. Debido a que todas las hojas
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@®
Uk

FIGURA 2

de T estin enlV, entonces” = U P. Ahora contaremos elimero de

PeP
trayectorias que hay eéR. TomemosI” al arbol 7" modificandolo de tal

forma que si algn par de ertices ddlV son adyacentes, digamasy w;,
coloquemos un &rtice z;; entre ellos, dsquedata la trayectoriaw;z;;w;
(véase figura 3). Efi”, W es un conjunto independiente, y €lmero de
trayectorias erP sei@ igual al umero de componentes conexas/én .

FIGURA 3
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LlamemosU* = {u1,-..,us}. Ya queWW es un conjunto indepen-
diente enl”, sabemos que hay

N = Y dp(w)— |W|+1

weW

= +ZdTu, > dr(u) - [W]+1

ueU*NW
= m+m+2|U*mW| W|+1
= m+m+|UNW[+1)+ U NW|—|W|
m+ W[+ U NnW|—|W|
= m+|\U'NW|<m+|U"|=|U|=s

componentes conexas &h\ 1. EntoncesP| < s <n

Primero supongamos quétiene al menos vértices. Como la gfica
esn-conexa, hay: trayectorias internamente disjuntdw, z;), que van
dew, el véertice delU que no est en el subrbol, an vértices distintos dé&,

y tales qué/ (T) NV (P(w, z;)) = {z;}. Como|P| < n, entonces al menos
dos de estas trayectorias son tales que, patmdtge P, {z;, 2.} N P =
{#;, 2}, por el principio del palomar.

Si z; y 2z, son adyacentes]’ — z;z;) U P(w, z;) U P(w, 2;), en este
arbol, los elementos dé que hala en7T mantienen su grado, y al menos
se le agreg w a los \ertices de grado 2. Si y 2, no son adyacentes, sea
P" = Pp(z;, z)\{#;, 2}, que sigue siendo una trayectoria purkamente
quitamos los @rtices terminales; entoncés, V (P’') U P(w, z;) U P(w, zy,)
es unk-sularbol, en el que los elementos eque hafa en7” mantienen
su grado, y que tiene &3 \ertices del/ entre aquellos que tienen grado
2, que los que téa 7T'. Si en este nuevo satbol ain faltaran ertices de
U, repetimos el proceso, hasta que todos ledices del/ esén en elk-
sukarbol y tengan grado & 2, sedn se requiera. Por lo tanto, existe la
subgéfica que busztbamos. O

Tambien podemos encontrar upy-sukarbol en el caso en queno sea
1062.

Proposicion 2.8. SeanG una giéfica,U = {us,...,us} g V(G), D
{di,...,ds} una sucedin de enteros tal queé < d; y k > aX{d

S

1 <i<s}).SiGes (Z(di —1)+ 1)-conexa, entonces existe .-
=1

sukarbol end.

s

DEMOSTRACION. Fijemos al conjuntd’/, y seaN = » (d; — 1) + 1.

=1
Lo haremos por inducon sobreN. U tiene s vértices, y ya quel; > 2,
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entonces el mimo N que debemos considerar&s= s+ 1 (cuando todos
los d; son iguales a 2). Por el Corolario 2.6,/6i= s + 1, entonces existe
una trayectoria donde lo€xtices ddJ tienen grado igual a 2, Por lo tanto,
existe elD,-sulkarbol deseado.

Supongamos que el resultado es cierto pdra n. SIN = n + 1,
tomemos un grticex adyacente a, (suponiendo, singrdida de generali-
dad, quel; > 3) y tal quex ¢ U (éste existe pues< Ny la grafica esV-
conexa). Aderas, considerema®’ = {d,,...,ds_1,ds—1}. LagraficaG \
{z} esn-conexa, y por la hiptesis de inducoin, existel’ un D).-sukarbol,

pues
Y (di—1)+1= (Z(dg—1)+1>+1.

=1 =1
Esearbol es una subgfica deG, y no tiene ar entre sus &rtices. Por
la forma en que se defimiD’, u, tiene gradal, — 1 Por lo tantol” + xu, s
un Dj-sularbol enG. O

Con esto concluimos nuestro estudio de algunewdos para encontrar
D,.-sulkarboles en una gficaGG. Nosotros utilizaremos principalmente los
Lemas 2.4y 2.7.

2.1.2. D;-subarboles como himtesis para hallar
Dy-arboles generadores

El propdsito de esta sedmi es demostrar la Propogiai 2.9, la que nos
permite saber cuando existe in-arbol generador. Entre las loesis de
ésta, se encuentra la existencia delynsukarbol, por esto los resultados
gue demostramos anteriormente son importantes, puesdenestos dos
podremos encontrar una condigipara asegurar que en unafgga hay un
Dy-arbol generador, sin pedir expktamente unD,-sukarbol.

Proposicion 2.9. Sean’z una giéfican-conexall = {uy,...,us} C V(G)
un subconjunto de losevtices de, k un entero yD = {d;,...,d,} una
sucesbn de enteros tal qué < d; < k parai = 1,2,...,s (podemos
suponer quel; > d;,1). Si existe urD,-sutarbol deG'y

a(G@) < (n—s)k%—Zdi—n—l—l,
=1
entonces existe ubR-arbol generador.

Lema 2.10. Sean?’ unarbol, y P, y P, dos trayectorias distintas €A que
empiezan en un mismerice z. EntoncespP; N P, es una trayectoria que
empieza en.
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DEMOSTRACION. Supongamos que hay al menos dos componentes conex-
as enP; N P,. SeaC, una componente d& N P, tal quez ¢ C,, y sea
2" unvertice enC,. Consideremos’] C P,y P, C P, las partes de°; y
P, que empiezan eny terminan er:’. Si P/ = P, entonces: y 2’ eséin
en la misma componente conexaleN P, por lo queP, # P;. Entonces
existen dos trayectorias distintas que van destlasta:’ enT, lo que es
una contradicdn, puesl’ es unarbol. Por lo tantd®; N P, es conexa (ver
Figura 4).

Ademas, la intersecoin de dos trayectorias no puede tener gradaim
mo mayor que dos, pudsste es el grado aximo en cada una de ellas.
EntoncesP; N P, es una gafica conexa con gradoarimo dos, y por lo
tanto, es una trayectoria.

P, Co

P>

FIGURA 4

U

La prueba de la Proposar 2.9 empieza suponiendo que tomamos el
D,-sularbol de orden @ximo, el siguiente lema nos permite asegurar que
éste tiene al menos vértices. Esto sé@rimportante, pues tomaremaes
trayectorias que queremos que lleguen al mennsrartices delD,-sub-
arbol que tomamos.

Lema 2.11.SiT’ es unk-sukarbol de una gafican-conexa’ con al menos
dos \ertices, entonces existeun k-sukarbol deG con al menos: véertices
tal quedr (v) = dr(v), para todov € V(17).

DEMOSTRACION. Si|V(T")| > n, entonced = T".

Supongamos qui/(1")| = n’ < n, construiremos a partir d&’ el
arbol que deseamos. Existe wrticev ¢ V (7”), pues la gafica debe tener
al menos: + 1 vértices ya que de cada uno salen al menagstas. Como
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G esn-conexa, taml@n esn’-conexa, por lo que existen trayectorias,
P(v,w), internamente disjuntas que van desdesta cada € V(T").
Seaw;wy una arista dd”. Como7” es unarbol,w,w-, €s una arista de
corte. Entonces]" = (7" — wywy) U P(v,w,) U P(v,w) €S unarbol de
orden mayor tal qué; (w) = dr(w) para todow € T". Si el orden d&l’
sigue siendo menor qug entonces repetimos el proceso hasta conseguirlo.

FIGURA 5

0

Ahora definiremos un conjuntd a partir den trayectorias Este nos
permitira, mas adelante, encontrar un conjunto independiente comeardi
lidad mayor quex(G). Esta contradicéin se& la base de la demostréni
de la proposi@n que estamos probando con estos lemas. La segunda parte
del lema juega un papel importante, puesiderque nos ayudara contar
los elementos del conjunto independiente que definiremasta ge 7.

Lema 2.12. Para algunosV = {uy,...,us} CV(G)y D = {dy,...,ds},
seal un D,-sularbol de orden raximo deG una grafican-conexa. Sabe-
mos que si’ no es generador, existe € V(G) \ V(T') y n trayectorias
internamente disjuntas? (v, z;), que van de an vértices deT’; tales que
Pr(v,z)NT" = {z}. LlamemosZ = {z,..., z,} (acomodado de tal for-
ma quedr(z;) > dr(z+1))- Entonces/Z es un conjunto independiente en
T;adends,dr(z) =d;size€ ZNUydr(z) =ksize Z\U.

DEMOSTRACION. Supongamos qu& no es un conjunto independiente,
esto es, existe una arista; enG para algunos <i < j <n.

T = (T — zz;) U P(v, z;) U P(v, z;)
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es unDy-sutarbol de orden mayor, pué§7") C V(T")y dr(v) = dr (v)
para todov € V(T). Esto es una contradi@n, puesl’ era de orden @&i-
mo.

Siz € ZnU, digamosz = u;, entoncesiy(z) = d;, pues, Si no,
T U P(v, z) seila un Dy-sularbol de orden mayor. Adlogamente, st €
Z \ U, entoncesir(z) = k. O

Sean una géfican-conexa;l’ un Dy-sularbol deG de orden raximo,
si T'no es de grado aximo, seaZ como en el lema anterior. Ya quees
independiente]” \ Z tiene exactamente

N=> dp(z)=|Z|+1=) dr(z) —n+1

z2€Z z€Z
componentes distintas. Llamemos a cada una de estas comgsifiecon
i=1,....NyT ={T,:i=1,...,N}.
TomemosT el arbol dirigido con r& z; generado pof'. Para cadd;
coni = 1,..., N tomemos un arco,z;" si es queeste existe em(?), con

’ - - —
r;, €Ty z;r € Z. En otro caso, tomemos comgun vertice terminal del’
gue est en la componenté;,. Adenas, en cadd; tomemos elinico arco
z;y; talquez; € Zy vy, € T;. Sean

X ={z;: 1 <i< N},
Y ={y;: 1 <i< N}
y tomemos a los siguientes subconjuntog/de
Uy ={u; €U :d; = k},
Uz, ={w; €U : d; # k}.

Lema 2.13.SiG es una gafican-conexal’ un Dy-sukarbol deGy X, Y,
Z y T como se definieron anteriormente. Existen al menos

(n—s)k:—l—Zdi—nqu

=1
componentes en tales quel, N {z;, v;} = @, conx;, y; € T;.
DEMOSTRACION. Tomemos
A=(XUY)NUg, Yy
B=Z\Ug.

Tenemos queZ C BU (Uy, \ A), puesZ N (X UY) = @ por laindepen-
denciadeZ, AC U,y ANB =2yU, NB = @; entonces,

Bl + |Uzr \ Al = | Z]
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Bl + |Ugk| = |B] + [Uz \ Al + |A] = |Z] + |A].
Despejando obtenemB| > |Z| — |Uy| + |A| =n — (s — |Uk|)
tomemos

=Bl =n+s—|Us —[A] = 0.
Por la forma en que ordenamog’gy por el Lema 2.12, tenemos que

N = > dp(z)—n+1=|Blk+ Y dr(z)-n+1

z€Z i=|B|+1
= (B+n—s+|Unl+|ADk+ Y dr(z) —n+1
i=|B[+1
= (n—9)k+B+|Ul+]ADk+ D dr(z)—n+1
i=|B|+1

= (n—s)k—n+1+

(BHIAN + | (B+IANK = 1) + Uk + Y dr(=)

i=|B|+1

o (54)]

=1

> (n—s)k—n+1+

Estadltima desigualdad se cumple pugs< k — 1siu, € Uy y
B+ |A| 4+ |Ukl + (n — |B|) = s, que es el tmero de sumandos que hay
en cada uno de los gantesis redondos. & ain, de la desigualdad anterior
tenemos que

N>(m=s)k+) di—n+1+|A]
=1
puesi > 0. Sabemos que hay a loas| A| componentes dondgr;, y;} N

Uz # @y por lo tanto, existen al mends — s)k + » _d; —n + 1 com-
i=1
ponentes tales que nj ni y; esén enl . O

Lema 2.14. SeanT un arbol, Z C V(T) un conjunto independiente;,
vy € V(T') \ Z tales quev; y v, Nno esén en la misma componente conexa

deT \ Z. LlamemosT al arbol dirigido con raz enz, un elemento d&' y
seanz, 2 | los elementos dé’ tales que, SIPT (z;,v;) es la trayectoria de

z; av; en T se cumple quE’T (zi,v,)NZ = {2z} parai = 1, 2. Entonces,
V(PT(’Ul,’UQ)) N {Zl, ZQ} 7é .
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DEMOSTRACION. Primero supongamos que = 2,. Ya queV (Pr(v;, z;))
para: = 1,2 esh compuesta porértices de la misma componente conexa
deT \ Z en la que estv; y adendsz;, y que las componentes dey v,
son disjuntas, entoncé&y Pr (v, z1)) NV (Pr(vq, 22)) = {21 }. Por lo tanto,
PT/(Ul,Ug) = PT/(Ul, 2’1) U PT(UQ, 2’2), Y2z =2 € V(PT(’Ul,UQ)).

Ahora analicemos el casg # z;. Supongamos, singodida de ge-
neralidad, que;; ¢ V(Pr(z,z2,)). Sabemos, por definian, quez; es el
ultimo vértice enZ en la trayectoria’ (z,v;), coni = 1,2. Supongamos
{z1, 22} N Pr(v1,v2) = @. Esto implica que en losértices de esta trayec-
toria no hay ninguno que é&sen el conjuntaZ, lo que nos dice que; y
vo €stin en la misma componente @é\ 7, lo que no es cierto, por la for-
ma como se escogieron loss. Por lo tantoz; € Pr (v, vy) parai = 1
01=2. [

El siguiente lema es el pascasiimportante en la demostrani Enél
encontramos un conjunto independiente @diges er(G, con cardinalidad
mayor que el amero de independencia, que es lo que nos peéniéigar
a una contradic6in, y a$, afirmar que existe uf,-arbol generador.

Lema 2.15. SeanG una gifica n-conexa,T” un D,-sukarbol de orden
maximo, y definamos como ant&s Y, Z y 7. El conjunto{z; € X : 1 <
i < N,UN{z;,y:} = 2} U{v} esindependiente &.

DEMOSTRACION. Demostraremos este lema en tres partes.

a) (vx; ¢ E(G)) Si el grado der; = 1, entoncesl” + vz; €S un
Dy.-sukarbol con nas \ertices quel’ (es importante el hecho de
quez; ¢ U, pues se le eataumentando el grado). Esto es una
contradiccbn, puesl” era de orden @ximo.

Sidy(z;) > 1, entoncesT — x;2;" + vx;) U P(v,2") es un
D,-sularbol de orden mayor qué. Observemos que se agrega
una trayectoria que va desgdghastaz;" en lugar de la arista; z;".

b) (Sidr(z;)) < k—1ydr(z;) < k—1, entoncese;z; ¢ E(G))
Por el Lema 2.14 2,z } N V(Pr(z;,x;)) # <. Supongamos,
sin perdida de generalidad, que € V(Pr(xz;,z;)). z; y; €S una
arista dePr(z;, z;), pues es una arista de la trayectorig ejue va
desder; hastaz; . De lo anterior se sigue qug y; es una arista del
Unico ciclo que hay eff' + z;z;. Asi, (T +z,x;— z; ;) UP (v, z;)
sigue siendo conexa y lo€xtices tienen grado menor o iguat a
y por lo tanto es uD,-sukarbol con un mayorimero de @rtices
queT.

c) (Sidr(x;) = k 0dr(z;) = k, entoncesy;z; ¢ E(G)) Suponga-
mos, sin @rdida de generalidad, que(z;) = k.



2.1. ARBOLES GENERADORES CON GRADOS ACOTADOS DE FORMA IRREGULBR

FIGURA 6

FIGURA 7

Caso 1.(Sidr(x;) = 1) Ya que el grado de; en elarbol es 1, enton-
ces, la trayectorid’r(z;, z;) contiene a la arista; y;, pues
esta trayectoria debe salir de la componéntey comozx; es
una hoja, se sigue que no hay ring: € 7 en la exvecindad
de la component#);, entonces esta trayectoria debe pasar por
2.

Pjor lo anterior,

(T 4wy — 232 — 2;y;) UP(v, 27 ) UP(v, 2))

es unD,-sulkarbol deGG con nas \ertices qué’.

Caso 2.(si dr(z;) # 1) En este caso, deben existir tantdo como
z;-“, pues niz; es una hoja, nt; es terminal. Aderas, por el
Lema 2.14 al menos uno de los doarticesz; 0 z; es un
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FIGURA 8

vertice de la trayectoria que va deaz; en7. Supongamos
quez; esh en la trayectoria que mencionamos, el otro caso
es aidlogo.

T" =T+xz,x;— 2; y; Sigue siendo dclica pues la arista; y;
esh en el ciclo que se forma al agregar;; y como tiene
la misma cantidad deértices y aristas qQUE, entonces es un
arbol. Si al” le quitamos las aristas 2;" y ;2;", nos queda
una gafica con tres componentes, una donda est;, y las
dos partes dg’ que quedan desps dez" y z;r las uniremos
utilizando tres trayectorias que vayanwa un elemento de
Z en cada componente; esto es, tomemas

T" = (T +xix; — z; yi — 332 — a:jzj) UP(v,2z; )UP(v,2)U P(v, z;L)

Los \erticesz;, z;, 2, 27 Yy z; tienen el mismo grado en
Ty enT”, mientras quey; disminuye su grado en 1. Por lo
anterior,7” es unDy-sutarbol deG con V(T') C V(1"),
gue es una contradi@r con el hecho de quUE era de orden

maximo. Por lo tanto, en este casgy «; son independientes.
O

Todo lo que se hizo con loB,-sularboles, se potht haber hecho si
en lugar de tomar a 1 como la cota inferior, leraimos tomado un entero,
esto es, en lugar de buscar que el grado deautice estuviera entre 1d,
hubieramos pedido queste hubiera estado acotado entre;,unund; tales
quel < ¢; <k—1y¢ <d; <k.Las demostraciones $&n exactamente
iguales.
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FIGURA 9

Finalmente, con todos los lemas anteriores, obtenemosriasteacon
que era el propsito de esta sedm.

DEMOSTRACION DE 2.9. Tomemos com® un D;-sukarbol de orden -
ximo (existe pues, por hgtesis, al menos hay uno). Por el Lema 2&%1e
tiene al menos. vértices.

SiV(T) = V(G), entonced es elarbol que buscamos. Supongamos
queV(T) & V(G). Tomemos un &rticev € V(G) \ V(T). ComoG
esn-conexa, existem trayectoriasP (v, z;) que van desde a n vértices
distintos der’, tales qué/ (T') NV (P(v, z;)) = {z;}. Tomemos el conjunto
Z ={z,...,z,}. Porel Lema 2.127 es un conjunto independiente &n

Usando los Lemas 2.13 y 2.15, tenemos qué-dmy un conjunto in-
dependiente con

{ai € X 01 <i < N, UsN{xi,y:} = @3U{v}| > (n—s)k+)>_ di—n+1
=1

vértices, lo que es una contradiaaicon la hiptesis del enunciado. Por lo

tanto, elarbol 7’ es unDy-sukarbol con|V (G)| vertices. O

2.1.3. Una condiobn suficiente para la existen-
cia de un D,-arbol generador

Ahora uniremos los resultados que hemos obtenido para gacona
condicbn suficiente para tener ub,-arbol generador. Este resultado es
muy importante en este trabajo, pues usaremastml, que afirma que
podemos obtener, para construir cirbol generador en el que se encuentra
un conjunto de aristas dado; que es el objetivo de esta tesis.
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El siguiente resultado es una consecuencia directa del g la
Gltima proposiadn de la secén anterior.

Corolario 2.16. SeanG una grfica n-conexa,k > 2 un entero,U =
{u,...,us} CV(G)y D = {dy,...,ds} una sucesin de enteros tal que
1<d;<k-—1.Sis<n,enD hayalonaskd;sigualesaly

a(G) < (n—s)k—i—Zdi—n—i—l,
=1
entonces existe ul,-sukarbol que aderas es urarbol generador dé-.

DEMOSTRACION. Por el Lema 2.7, existe ufb;, sutarbol deG. A éste
le aplicamos la Proposien 2.9 y encontramos érbol generador que que-
riamos.

O



Capitulo 3

Conjuntos de aristas fijas emarbo-
les generadores

Este caftulo contiene dos resultados que nos permiten encontrar, e
una gafica, unarbol generador que contenga un subbosque dado. La pri-
mera secd@n da una soludn muy sencilla a este problema, que depende
Unicamente de la conexidad @gy que consiste en agregar un conjunto de
aristas adecuado. La segunda sd@lnaue encontraremos utiliza el Corola-
rio 2.16 para encontrar warbol generador con condiciones adecuadas para
poder ser modificado de tal forma que las aristas del subbagpaeden en
el arbol que encontraremos al final.

3.1. Una solucbn explicita

Comenzaremos esta semtidemostrando algunos resultados prelimina-
res, que finalmente uniremos para encontrar la primeraisolgue men-
cionamos al principio de este dago. El primero consiste en encontrar un
conjunto den aristas, que al agregarlas a un bosque, disminuyaimeéro
de componentes deste em.

Lema 3.1. SeanGG una gafican-conexa com > 2y B un k-bosque ge-
nerador deGG. SeaC'(B) la cantidad de componentes conexasileSi
C(B) > 2n — 1, entonces existB8’ un (k + 1)-bosque generador d& con
C(B')=C(B)—nytalqueE(B) C E(B’).

DEMOSTRACION. Utilizaremos inducdn sobren.

Supongamos qué' es 2-conexa. Tomemas Y vy, dos \ertices deG
tales que, erB, se encuentren en componentes conexas distintas. Gomo
es conexa, existe una trayectoriawdea v, en G, en la que hay al menos
una aristag; = xy, que tiene un extremo en la componentevdg otro
afuera deesta.

TomemosB; = B + e¢;. Como B teria al menos tres componentes
conexas, entonces existe alguna de estas tatque tiene ninguno de sus
vértices en ella; llaamoslaC .

Seaz una hoja d&;. Dado qu&’ es 2-conexa, existen dos trayectorias
disjuntas internamente, una de z, y otra dez ay. En estas trayectorias

35
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FIGURA 1

existen dos aristas; Yy e3, que pasan dé'; hacia afuera, las cuales tienen
vértices distintos, o bien, son adyacentes:eBi e; no es adyacente a la
aristae;, parai = 2 01 = 3, By + ¢; es el bosque deseado, pues primero
hicimos que la componente de la dey fueran una misma, y luego unimos
a C; con otra componente. Si las dos aristas son incidentgsemtonces

B + e + e3 cumple las condiciones. Es importante notar, para estoy que
y y Se encuentran en componentes distintas. Esto demuesasoel € 2.

FIGURA 2

Ahora supongamos que &ies(n — 1)-conexa, esto es, existe un aco-
plamientoM conn — 1 aristas tales qu& + M tienen — 1 componentes,
y el grado naximo deB + M es, a lo nas, 1 mayor que el gradoaximo
de B. Hay un néximo de2n — 2 componentes en las que una arista de
M tiene un \ertice, debido a qué/ tienen — 1 aristas; entonces, existe
una componenté’, en la que ninguna arista dé cae, pues hay al menos
2n — 1. Seaz un vertice terminal d&”,,; como G esn-conexa, existem
trayectorias internamente disjuntas desdwasta un @rtice 2’ fuera deC,,.

En estas trayectorias hay al memoaristas que van desdg, hacia afuera.
Si alguna de estas aristas no es adyacente a ninguna deslas de\/,

al agregarla tenemos el bosque que Bbamos. Si todas lasaristas son
adyacentes con las— 1 de M, entonces hay al menos desy ¢/, que son
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adyacentes a la misma aristade M. En este cas® + M — m + e+ ¢
es un bosque generador cosomponentes menos y donde el grado es a lo
mas 1 mayor que el grado de

FIGURA 3
Por esto, la proposién es cierta. O

Ahora demostraremos un resultado de Dirac que nos aegwmiel caso
en que el amero de componentes no sea suficiente para utilizar el lama a
terior. Para esto, primero demostraremos el siguiente, lgugautilizaremos
para encontrar un ciclo en el quea@stas posibles aristas que necesitamos
agregar a un bosque con pocas componentes para que nos quatelu
generador.

Teorema 3.2.Si G esn-conexa, com > 2; entonces existe un ciclo que
pasa por cualquier conjunto devértices deG.

DEMOSTRACION. Lo demostraremos por induéci sobren. Sin = 2,
seanz y y dos \ertices delz. ComoG es 2-conexa, existen dos trayecto-
rias internamente disjuntas entrey y, la unibn deéstas es el ciclo que
buscamos.

Supongamos que &f es(n — 1)-conexa, existe un ciclo que pasa por
cualquier conjunto de — 1 vértices deGG. En el caso de una gfican-
conexa, sel = {uy,...,u,} C V(G) el conjunto de: vértices por los que
qgueremos que pase un ciclo. Al gen-conexa, taml@n es(n — 1)-conexa,
entonces existe un ciclo que pase paey, . . ., u,—1 }. Siu, esten ese ciclo,
ya terminamos; en caso contrario, existetrayectorias desde, hasta el
ciclo, las que podemos escoger de tal forma que cada traietboa al
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ciclo en ununico \ertice. Por el principio del palomar, hay al menos dos de
estas trayectorias que caen entre dedioces del/ que sean consecutivos
en el ciclo. Si agregamos estas dos trayectorias y quitaanmsd va desde

el extremo de una destas al extremo de la otra, tendremos un ciclo en el
gueU esh contenido en susvtices. O

Corolario 3.3. SiGG esn-conexa, B es unk-bosque generador cati( B) <
n componentes, entonces existe kA- 2)-arbol generador dé-.

DEMOSTRACION. Tomemos un &rtice en cada componente e Ten-
dremos un conjunto de a loaan vertices, entonces podemos encontrar un
ciclo C' que pasa por todos esto8rtices.B + E(C) es conexa, pues en
cada componente hay una trayectoria entre cualquier pagrtiees, y hay
una trayectoria que pasa por el ciclo entre cada una de lgsar@ntes. El
grado naximo de esta @fica no es mayor quA(B) + 2, por lo que un
arbol generador déesta tampoco tendngrtices de grado mayor. Adés,
estearbol se puede escoger de tal forma que se usen todas las des,

por la Proposi@n 3.5. O

Ahora uniremos los resultados anteriores.

Proposicion 3.4. Si G es una gafican-conexa yB es un subbosque de
B conC(B) componentes y gradoarimok, entonces existé un arbol
generador de~ tal que B C T'y el grado n&ximo del’ es a lo nas:

1. C(B)/n + 1sindivide aC'(B)y
2. |C(B)/n] + 2 sin no divide aC(B).

DEMOSTRACION. Apliquemos el resultado del Lema 3.€(B)/n| — 1
veces, donde&3; es el bosque que queda despule lai-ésima vez que
usamos el procedimiento. Esto se puede pues ésgprihaber aplicado el
lema|C(B)/n| — 2 veces, obtenemos el bosqiie )/, |2, que cumple
lo siguiente:

n

C(B
C(Biowymj-2) = C(B)—n < ( )J B 2>
= C(B)—n CszB)J + 2n
=z C(B) - C(B) + 2n = 2n,
pues la fundn piso tiene la siguiente propiedad:
@_1 < LC(B)J - C(B).

n n n
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donde la igualdad se cumplerstivide aC'(B); y de la que se sigue que:

e > e

n n

ComoC'(B|¢(By/n)—2) = 2n, entonces podemos aplicar el lema una vez
mas.

Analogamente('(B|c(p)/n)-1) = C(B) — n|C(B)/n] + n, tiene al
menos: componentes, y no as de2n — 1 ; mas ain, tienen componentes
siy slo sin divide aC'(B).

En el caso del inciso 1, aplicamos el Corolario 3.3, y nos queeeel
arbol generador que encontramos tiene gradaimo menor o igual que
|C(B)/n] + 1.

Sin no divide aC'(B), entonces tenemos que aplicar el Lema 3.1 una
vez mas, pero ahora usando que la conexidad es
C(B)—n L@J +n

n

<n.

<
5 >

|3

Despies de esto, ahora si podemos usar el Corolario 3.3 y nos queda
que el grado raximo delarbol obtenido es menor o igual qu€(B)/n| +
2. ]

3.2. Una solucon usando unD,-arbol genera-
dor

Proposicion 3.5. SeanT” un arbol generador de una @ficaG, y xy €
E(G). ExisteT’, unéarbol generador de&7, tal quezy es una arista d€" y

dr(u) =dp/(u), siue V(G)\{z} vy
DEMOSTRACION. Sizy € E(T"), entonces’ = T’. Supongamos ahora
quezy ¢ E(T"). Agreguemos la aristay al arbol7”. En esta gfica existe

unnico cicloC, y es tal query € E(C). LlamemosC al cicloC dirigido

de tal forma que el arcoy esé enC . Existe unGnico arcoy? enC que
empieza eny. La graficaT = 7" + xy — yz €S unarbol, pues es conexa
debido a quez era parte delinico ciclo del” +zy, y |[E(T")| = |E(T)| =
\V(T)|—1=|V(T")|—1. Ademas,zy € E(T), dr(u) = dr(u), para todo
uw € V(G)\{z}ydr(z) < dp(z) + 1. O
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Corolario 3.6. SeanG una gréfica en la quel” es unk-arbol generador
de@, B es un subbosque d&, y B; C V(B) un conjunto que tiene exac-
tamente una hoja de cada componente conex&.déntonces existé un
arbol generador de&~ tal que £(B) C E(T) y donde:

1. dr(u) < dp(u) Siu no es incidente con ninguna arista &g
2. dr(u) < dp/(u) +dg(u) — 1 siuesunertice deV(B) \ B,y
3. dr(u) < dp(u)+1siu € By.

DEMOSTRACION. SeaB la grafica dirigida tal que cada componente de

B esta generada como @nbol dirigido con r& en ellnico \ertice de la
componente que €senbB;.

Utilizamos el procedimiento de la demostiatide la proposiéin an-
terior para cada arista de, y obtenemos u@rbol 7’. Observemos que a
cada \ertice que no es fa, le quitamos una arista por cada arco que entra,
y le agregamos una por cada arcol_éeque entra o que sale. Adas ob-
servemos que las aristas que ya se agregaron no se vuelvéaramues
no hay ciclos erB. Entonces, si. es una rez de B, dr(u) < dp(u) + 1,
pues en este caso no se Quiinguna arista; Si. € V(?) y No es réz,
entoncesir (u) < dg(u) + dr(u) — 1; y siu € V(G) \ V(B), entonces
dr(u) < dr(u). Por lo tanto,7” es unarbol generador dé& que cumple
con las condiciones que buscamos. O

Como consecuencia de algunos de los resultados anterienesnos
el siguiente teorema, que es una corahcsuficiente para que exista un
k-arbol generador que contenga aitsubbosque dado.

Teorema 3.7.SeanG una gréfican-conexa;k > 2 un entero;B un k-
subbosque dé&/, que no contieneértices aislados, cotl/ (B)| vértices,t
hojas yC'(B) componentes conexas, tal que- |V (B)| —t+ C(B) <ny
Btenga a lo nAsk vertices de grad@; B; C V(B) un conjunto que tiene
exactamente una hoja de cada componente conexa &

a(G) <n(k—1)+ |[V(B)|-C(B) = > dp(v)+1,
veV(B)
entonces existé’ un arbol generador de7 tal que su grado @ximo es
menor o igual qué y E(B) C E(T).

DEMOSTRACION. Tomemos/ = (V(B)\{v € V(B) : dg(v) = 1})UBy,
este conjunto tiene cardinalidad Ordenemos este conjunto de tal forma
queU = {uy,...,us} cumple condp(u;) < dp(u;11). Tomemos los ente-

ros
L k—1 SldB<uZ):1
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y la sucedin finitaD = {dy, ..., ds}, claramente,; > d;,;. Como alo nds

hayk vértices de gradé en B, entonces hay un aximo dek d;'s iguales a
1. Calcularemos la suma de Id@s. La primera suma del primer reragl de
las operaciones siguientes corresponde a/fssde los \ertices deB con

grado mayor que 1y la segunda a g's de los \ertices deB;.

s s—C(B) s
dd = (k—dp(u)+ 1)+ > (k—1)
i=1 i=1 i=s—C(B)+1
s—C(B) s
= (k—dp(u)+ 1)+ > (k+1-2).
i=1 i=s—C(B)

Notemos que en cada sumando hay:un 1, por lo que

s s—C(B)

di = (k+1)s— > dp(u) —2(s— (s — C(B)+1) + 1)

s—C(B)
= (k+1)s Z dp(u;) — 2C(B)

s—C(B)
= (k+1)s— Y  dp(w)—t+t—2C(B).

=1

La suma delltimo rengbn corresponde a los grados de léstices de
B con grado mayor que 2. Ahora le agregaremos los grados déftises
terminales de3, esto es, le sumarema@sy con esto obtendremos la suma
de los grados de losvtices deBs.

idi = (k+1)s Z dg(v) +t —2C(B).
=1

veV (B

Ahora calculemos elimeroa = (n — s)k + Z di—n—+1,
=1
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a = (n—s)k+2di—n+1

=1

= (n—s)k+(k+1)s Z dp(v) +t—2C(B) —n+1

veV (B

= nk—n+s+t—2C(B Z dp(v

veV(B)

Yaques = |V(B)| —t+ C(B), tenemos que + ¢t — C(B) = |V(B)],
por lo que

a = n(k—1)+|V(B) — ) dp(v
veV(B)

Comoa(G) < a, entonces con &l y D que se definieron anteriormen-
te, se cumplen las condiciones del corolario 2.16, y enwegeste7” un
D,.-sukarbol deG.

Apliqguemos el corolario 3.6 con é@rbol7” y el bosqueB, obteniendo
un nuevoarbol generadof’, en el que los &rtices que no eran incidentes
con ninguna arista d& eran de grado menor que y as se quedan; los
vértices deB que no estaban eB; cumplan cond; (v) < k —dg(v) + 1
y por lo tantod,(v) < k — dg(v) + 1+ dg(v) — 1 = k, notemos que si
dp(v) = 1, lo que se pide es qué~ (v) < k;y siv € Bj, tenemos que
dr(v) < k—1y por el Corolario 3.6dr(v) < k—1+1 = k. Porlo tanto,
T es unk-arbol en el queZ(B) C E(T). O

Usando el lema anterior, en lugar del Lema 2.7 en la demdstrael
Teorema 3.7, podemos demostrar la siguiente @eid¢ este teorema, en la
gue la condidin del timero de @rtices con gradé se limita nas, pero se
permite ques sea igual a + 1.

Teorema 3.8. SeanG una giafican-conexa;k > 2 un entero;B un k-
subbosque dé&/, que no contieneértices aislados, cofl/(B)| vértices,t
hojas yC'(B) componentes conexas, tal que: |V (B)|—t+C(B) < n+1

y B tenga a lo ms2 vértices de gradé; B; C V(B) un conjunto que tiene
exactamente una hoja de cada componente conexa &

a(G) < n(k—1)+|V(B) - ) ds(v
veV(B)

entonces existé’ un arbol generador de~ tal que su grado @ximo es
menor o igual qué& y E(B) C E(T). O



Bibliografia

[1] Chvatal, Vasek; Erds, PaulA note on Hamilton circuits. Descrete Math2, 1972,
p.p. 111-113.

[2] Diestel, ReinhardGraph theory. Springer-VerlagGTM, 173. Nueva York, 2005.
3ra edicon.

[3] Hall, P.On representatives of subsets). London Math. Soc10, 1935, p.p. 26-30.

[4] Matsuda, Haruhide; Matsumura, Hajin@n a k-tree containing specified leaves in
a graph. Graphs and Combinatorics. Por publicarse.

[5] Neumann-Lara, Victor; Rivera-Campo, Eduar&panning trees with bounded de-
grees Combinatoricall, 1991, No. 1, p.p. 55-61.

[6] Ore, OysteinNote on Hamilton circuits. Amer. Math. Monthly67, 1960, p.p. 55.

[7] Ore, OysteinHamilton connected graphs J. Math. Pures Appl42, 1963, p.p. 21—
27.

[8] Tutte, William T.. Conectivity in graphs. Oxford University Press. Londres, 1966.

[9] Win, Sein.Existenz von Geiisten mit vorgeschriebenem Maximalgrad in Grap-
hen, Abh. Math. Seminar Univ. Hamburg3, 1975, p.p. 263-267.

43



