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Resumen

Como es bien sabido el modelo cudntico de un atomo evita la divergencia en la energia
emitida por radiacién que ocurre en una descripcion cldsica del mismo. Por analogia, existe la
expectativa de que una descripciéon cuantica de la gravitacién podria permitir el contender con
el crecimiento sin limite de la intensidad de campo gravitacional, codificada en la curvatura del
espacio-tiempo en la teoria de la relatividad general clasica, cuando ésta es usada para describir
la época temprana del universo conocida como el “big bang”. Sin embargo, las dificultades
encontradas al aplicar el método de cuantizacién estandar a la relatividad general han llevado
a la busqueda de alternativas. La cuantizacién por lazos es una de ellas y cuando se aplica a un
modelo de universo simple reemplaza de hecho el big bang por un rebote en el que la intensidad
gravitacional permanece acotada y por tanto la dinamica del cosmos puede extenderse a tiempos
previos a éste. Los lazos son graficos formados por nodos y aristas que asemejan un material
polimérico, razén por la cual a este esquema de cuantizacién también se le denomina como
polimérico. Notablemente estos graficos sugieren una idea de discretez que remplaza la nocién
del espacio continuo. Cabe senalar que la gravitacién cudntica por lazos implica un método
hamiltoniano. Por otro lado la covariancia manifiesta se implementa a través de esquemas como
la integral de trayectoria. Con esta motivacién se propusieron los llamados modelos de espuma
de espin (MEE). En este caso los modelos cosmolégicos se definen como situaciones limite,
homogéneas e isotrépicas, a partir del formalismo general. Sin embargo, hasta hace poco, estos
modelos no contaban con un sustento preciso en la formulacién de la integral de trayectoria.
Esto podria cambiar con el desarrollo de la integral de trayectoria polimérica del modelo césmico
homogéneo e isotrépico[l]. Atin quedan por explorar diferentes aspectos fisicos en este contexto.

En esta tesis estudiaremos la propuesta de Ashtekar et. al. [1] para el cdlculo de la amplitud
de transiciéon, o propagador, que es elemento central de la integral de trayectoria polimérica
para el modelo césmico homogéneo e isotrépico. No obstante que este modelo tiene un solo
grado de libertad, contiene informacion dindmica gravitacional basada en la relatividad general.
Estas caracteristicas sugieren estudiar modelos mecdnicos con un numero finito de grados de
libertad bajo el mismo esquema como un paso previo al andlisis del modelo césmico. Siguiendo
esta ruta obtenemos el propagador polimérico, via integral de trayectoria, de la particula libre
relativista y no relativista as{ como el de una particula en una caja. Mientras que el primero y
el tercero reproducen resultados conocidos obtenidos por métodos hamiltonianos, el segundo es
un resultado nuevo. Todos ellos se reducen a los casos conocidos cuantizados de la manera usual
en la aproximacién continua.

Problemas fisicos de interés que pueden tratarse en el futuro con estos métodos incluyen
interacciones entre particulas en el caso de los modelos mecénicos y, en el caso cdsmico, la
posible generacion y evolucién de inhomogeneidades que permitan describir la estructura a gran
escala de nuestro universo visible. Sin embargo no los incluiremos en este trabajo.
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Capitulo 1

Introduccion

Uno de los grandes problemas abiertos de la fisica tedrica es construir una teoria de gravedad
cuantica que nos permita entender el comportamiento de sistemas gravitacionales en situaciones
extremas, posiblemente cerca de la escala de Planck, definida por la combinaciéon de constantes

fisicas incluyendo la de Newton, G, la de Planck, A, y la velocidad de la luz en el vacio, ¢, como
L

L~ 10435, L, = \/g ~ 10733¢em 6 E, = % ~ 10GeV. Estas pueden ocurrir por
ejemplo en el universo muy temprano, cerca del llamado “big bang”, o en los agujeros negros.

Por otro lado, el comportamiento de la materia a muy altas energias, por ejemplo en el
Gran Colisionador de Hadrones (LHC por sus siglas en inglés) la energia accesible es del orden
de 103GeV y los rayos césmicos més energéticos que llegan a escalas de 10°GeV, suponen una
estructura continua del espacio tiempo. Sin embargo, la descripcién tedrica de estos fenémenos
implica controlar cantidades divergentes asociadas con esta hipétesis de estructura continua,
misma que podria requerir revisién. En el ambito césmico, la teoria de la relatividad general
de Einstein permite describir un modelo de universo en expansion, el denominado Friedmann-
Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW), que es espacialmente homogéneo e isotrépico. Desafortu-
nadamente éste adolece del problema de la imposibilidad de continuar su dindmica mas alla del
tiempo correspondiente al big bang en el que la densidad de materia y la curvatura del espacio
tiempo divergen. Aludiendo a cémo el modelo atémico cudntico reemplaza la divergencia de la
radiacién electromagnética de un modelo atémico cldsico se sugiere que un tratamiento cuantico
del modelo césmico pudiese resolver la dificultad que implica el big bang.

Una de las propuestas de modelos cosmoldgicos cudnticos surge de la cuantizaciéon por lazos
de la gravedad, que es un esquema hamiltoniano. En ella, esencialmente, en lugar de las variables
candnicas para la relatividad general se adoptan otras que la hacen semejante a una teoria como
la del electromagnetismo o las de Yang-Mills. A nivel cuantico es posible definir un espacio de
Hilbert cinematico en el que los estados estan etiquetados por graficos que hacen recordar a
un material polimérico y que portan informacién que contribuye a los espectros de operadores
geométricos de drea o volumen o bien a la entropia de ciertos agujeros negros. Este espacio de
Hilbert incorpora parte de la estructura de la teoria pero a la fecha la parte dinamica sigue
abierta. En estas circunstancias es deseable contar con modelos que permitan elucidar mejor
la estrategia de cuantizacién y por ello uno de los modelos mas desarrollados en este contexto
es el de la cosmologia cuantica por lazos. Notablemente la imposibilidad clésica de continuar
la dindmica presentada por el big bang es reemplazada por un comportamiento aceptable sin
ninguna cantidad fisica que crezca sin control.

Desde el punto de vista dindmico el modelo césmico homogéneo e isotrépico posee un ntimero
finito de grados de libertad y por ello es estrictamente un sistema mecénico, si bien un tanto

tp =
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8 CAPITULO 1. INTRODUCCION

complejo. Sin embargo, por su caracter relativista, este modelo presenta invariancia por repara-
metrizaciones temporales lo que se manifiesta por la presencia de una constriccién. Desde este
punto de vista resulta entonces de interés considerar otros sistemas mecéanicos a la luz de este
esquema de cuantizacion polimérica, incluyendo o no constricciones.

Una propuesta alternativa al esquema hamiltoniano por lazos es la de los modelos de espuma
de espin, en los que la estructura béasica esta dada por superficies poliédricas cuyas caras estan
etiquetadas por representaciones de un grupo. Esta propuesta se basa en una perspectiva tipo
Feynman en la que se plantea una amplitud de transicién para la gravedad. En este caso los
modelos cosmolégicos se han estudiado como el limite de grandes volimenes que capturan esen-
cialmente los grados de libertad homogéneos. Debemos enfatizar que el sustento estricto de este
formalismo en la integral de trayectoria se ha empezado a desarrollar solo recientemente. Usando
el espacio de Hilbert hamiltoniano, Ashtekar et. al. [1] construyeron una integral de trayectoria
para la amplitud de un modelo cosmolégico en dos versiones: por un lado fijando una variable de
tiempo y por otro usando la técnica del promedio en el grupo para el tratamiento de el problema
manifiestamente invariante bajo reparametrizaciones temporales. Como deberia de ser, ambas
estrategias llevan al mismo resultado.

En esta tesis abordaremos el estudio de amplitudes cudnticas poliméricas via integral de
trayectoria de sistemas mecéanicos simples asi como el caso del modelo cosmolégico homogéneo e
isotrépico de Ashtekar et. al. [1] Los primeros serviran de preambulo para el caso césmico permi-
tiéndonos asi entender en un contexto mas simple algunas de las sutilezas técnicas en la integral
de trayectoria polimérica. Tales sistemas mecédnicos simples son: la particula no relativista, libre
y en una caja, y la particula libre relativista. Estas amplitudes o propagadores coinciden en el
primero y segundo caso con resultados obtenidos previamente por métodos hamiltonianos [2],
mientras que el tercero es un resultado nuevo que verificamos tiene como limite continuo el
propagador estandar de la particula relativista [3].

La tesis esta estructurada de la siguiente forma. En el capitulo 2 iniciamos por recordar
la cuantizacion polimérica hamiltoniana de una particula en un potencial. Después planteamos
la integral de trayectoria polimérica para los tres sistemas simples mencionados antes. En el
capitulo 3 las técnicas anteriores se extienden al caso del modelo cdsmico. Aqui se tratan tanto
el modelo deparametrizado en el que se elige un campo escalar como variable de tiempo, asi como
el modelo invariante bajo reparametrizaciones temporales en el que se implementa la técnica del
promedio sobre el grupo. El dltimo capitulo 4 discute el paralelismo entre los modelos simples
y el modelo césmico asi como sus diferencias, concluyendo de esta manera con una discusién
sobre la utilidad de los primeros para una mejor comprension del tltimo. Asimismo planteamos
posibles desarrollos futuros que incluyen la aplicacién de la integral de trayectoria polimérica.



Capitulo 2

Cuantizacion polimérica de sistemas
mecanicos

En este capitulo implementamos la cuantizacion polimérica via integral de trayectoria de una
particula no relativista, libre y en una caja, asi como de un particula libre relativista. El analisis
de estos sistemas nos facilitard el tratamiento del modelo césmico homogéneo e isotrépico del
capitulo 3, cuya dindmica es mas complicada. Como veremos ambos tipos de sistemas poseen la
misma cinemaética cudntica.

Si bien nuestro objetivo es implementar la integral de trayectoria polimérica, para lograrlo
haremos uso de algunos ingredientes de la cuantizacion polimérica hamiltoniana. En particular,
usaremos la estructura del espacio de Hilbert cinemdtico en el esquema polimérico. Asimismo
discutiremos brevemente la estrategia del promedio en el grupo para sistemas con invariancia
por reparametrizaciones temporales. Este es el contenido de la seccién 2.

En la segunda seccién 2.2 describimos la construccién de la integral de trayectoria haciendo
uso del espacio de Hilbert polimérico para el caso de una particula en un potencial. El propagador
fisico se plantea como un promedio en el grupo de transformaciones generadas por la constriccion
que surge de la invariancia por reparametrizaciones temporales. Esta construccién es la base a
partir de la cual los propagadores de los tres sistemas mecanicos mencionados antes pueden
obtenerse.

2.1. Cuantizacion hamiltoniana de una particula no relativista
en un potencial

Para describir a una particula cudntica polimérica podemos partir del procedimiento de
Dirac, el cual permite formular la descripcién cudntica tomando en consideracién parte de la
estructura clasica. El primer paso en este procedimiento es encontrar un espacio de Hilbert H
que permita representar a un conjunto de observables clasicos como operadores. Estos opera-
dores, denominados observables cuanticos, deben ser operadores auto adjuntos y satisfacer el
algebra determinada por el corchete de Poisson {A(q,p), B(q,p)} de los observables cldsicos
A(g,p) v B(q,p). En particular la dindmica del sistema suele estar asociada con el correspon-
diente hamiltoniano H(q, p). Evidentemente a nivel cudntico pueden aparecer ambigiiedades de
ordenamiento de las variables basicas asi como dificultades en la implementacién de la dindmica
posiblemente por la presencia de constricciones. Un ejemplo de esto iltimo es el caso de sistemas
invariantes por reparametrizaciones temporales donde aparece una constriccién en lugar de un

9



10 CAPITULO 2. CUANTIZACION POLIMERICA DE SISTEMAS MECANICOS

hamiltoniano propiamente dicho.

En el esquema de Schriodinger, para una particula puntual en una dimensién, el espacio de
Hilbert es comtnmente L?(R,dz) y los observables son la posicién & y el momento p. Estos
operadores actian por multiplicacién y derivacion respectivamente, satisfaciendo asi el algebra
de las relaciones canodnicas de conmutacion

[#,p] = ih@ =inl y siendo nulas las otras combinaciones, (2.1)

aqui I esel operador identidad.
Ahora considérese la version exponenciada de los operadores de posicion, Uy, y de momento,
V., es decir
Uy = &M y V= e, (2.2)
donde A y u son parametros reales. Se puede ver que, a diferencia de & y p, los operadores U A\

y V. estdn bien definidos en todo el espacio de Hilbert H!. Estos operadores actian sobre un
estado arbitrario 1) € H de la siguiente forma

Unip(x) = €4 (x) y Va(a) = y(x — p). (2.3)

De la ecuacién (2.3) se pueden obtener las siguientes reglas de composicién para U, y V#:

0)\1 0)\2 = ﬁA1+>\27 VNI V/@ = Vm-&-uz y ﬁAVM = elAMVMUvX (2.4)

En la representacién de Schrodinger, con espacio de Hilbert L?(R,dx) y (2.3), Uy y Vu son

operadores débilmente continuos en sus respectivos parametros por lo que existen los operadores

no acotados # = —i[O\U,] y p = —i[0uV,]. En esta representacién las relaciones (2.4) son
equivalentes a las relaciones canénicas de conmutacién (2.1) (ver [6]).

Una manera de introducir la representacién polimérica es identificar al espacio de Hilbert
Hpoli con el espacio de funciones de cuadrado sumable 2(R), es decir,

Hpoli = L2(R) := {w R—>C: Z [ (x)]? < oo} . (2.5)

z€R

Una base ortonormal de este espacio es el conjunto de funciones e, () etiquetadas por un parame-
tro real v, con la propiedad

1, si z=v,
e () = {O, si x# v (2:6)

Asi el producto interno entre elementos e, (x) y ex(z) es
> ev(@er(z) = oy, (2.7)
zeR

donde 4, ) es una delta de Kronecker y no una delta de Dirac.
Es importante subrayar que en la cuantizacién polimérica el operador V), no es débilmente
continuo. Esto es facil de ver como sigue. Consideremos el siguiente limite

T (@ [V,|z) = lim (2|2 — 1)
=1i _ 2.8
uli% Oz.o—p (2.8)

Los operadores Z y p sélo estdn bien definidos en un subespacio denso de H debido a su caracter no acotado.
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mientras que Vu _o = I nos lleva a (x\f/u olz) = 4, = 1, indicando la falta de continuidad.
En este caso entonces no podemos obtener el generador de traslaciones p pero si el operador de
traslacién V Podemos escoger como observables elementales a & y Vu y representarlos sobre
los vectores base como

Ev) = vv), y Valv) = lv = ), (2.9)
ademads de cumplir con el dlgebra
[,V = —uVy, [#,4]=0 y [V, V] =0, (2.10)

Procedemos ahora a definir la dindmica cuéntica.

2.1.1. Dinamica

Para una particula de masa m en una dimensién, el hamiltoniano clasico es H(z,p) =
p?/2m + W (x), donde W (z) es el potencial que actia sobre la particula. Dado que en Hpoli NO
existe un operador de momento p, para definir la dindmica debemos aludir a las propiedades de
los observables elementales & y Vu- Con este fin consideremos la aproximacion cléasica

eitor/h 4 g=inop/h oy o pap? /h? para p < h/pu, (2.11)

donde pg es un parametro real fijo. Esta aproximaciéon tiene la ventaja de que los términos
exponenciales se pueden cuantizar directamente como operadores V#O y V_“O, lo que motiva
definir al operador K que sustituye al término cuadratico en el momento si se le define de la
siguiente manera

. h2 R .
K i=—512-V, — V] (2.12)
:“0

De esta manera, el hamiltoniano polimérico Hpoli para una particula de masa m en una dimensién
es

A

A K
Hpoli —% + W(i’)
. - (2.13)
:mp = Vi = Vopol + W(Z)

La ecuacién para las eigenfunciones g(z), con eigenvalores E, del operador hamiltoniano
Hpyo, Hpoiv e = EvE, es una ecuacion en diferencias que en esta representacion tiene la forma
2
2mpug
h2

(@ + po) + (@ — po) = |2 — (B —W(x))| ¢(z). (2.14)
La ecuacién de eigenvalores (2.14) sugiere naturalmente el uso de una red regular de elemen-
tos de R con paso pg de modo que el espacio de Hilbert polimérico admite la estructura
Hpoli = @xoe[o#o) Hz,, donde H, es la restriccién de (2.5) a una red regular con punto base
xo. La presencia del pardmetro continuo g nos indica el cardcter no separable de H.; aunque
claramente H,, si es separable?.

2Un espacio de Hilbert es separable si y sélo si admite una base ortonormal numerable. La mayoria de los
espacios de Hilbert en la préctica son separables; si son de dimensién finita N se pueden relacionar bajo isomor-
fismos con CV y si son de dimensién infinita son isomorfos al espacio de secuencias complejas {z»}7° de norma
>7%|zn| < oo [6]. Es posible trabajar con estos espacios, por ejemplo en [7] se muestra un andlisis del oscilador
armonico polimérico considerando Hpoli-
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2.1.2. Caso invariante por reparametrizaciones temporales

Existen sistemas en los cuales no se tiene acceso a un hamiltoniano en términos del cual
describir la evolucion temporal. Tal es el caso de los sistemas invariantes por reparametrizacio-
nes temporales (Apéndice B). Como veremos més adelante el modelo cosmolégico de FLRW,
isotropico y homogéneo, es un ejemplo de los sistemas invariantes ante reparametrizaciones
temporales.

La particula en una dimensién puede interpretarse como un sistema mecanico deparame-
trizado con el tiempo Newtoniano como una eleccién de tiempo, pues como se discute en el
Apéndice (B) podemos implementar en él la invarianza por reparametrizaciones temporales pa-
ra tener una analogia mas cercana a el modelo cosmolégico FLRW. Al implementar esta simetria
en la particula puntual, pasamos a tener un sistema con dos variables de configuracion, z y t,
donde el hamiltoniano del sistema es remplazado por una constriccion C de primera clase que
tiene la forma C' = p, + H, en particular para la particula libre la constriccién C' tiene la forma
C = pi + p3/2m.

Para cuantizar este sistema escogemos representar los observables ¢, &, p; y Vu satisfaciendo
la siguiente dlgebra:

[t, i) = ih, 2, Vi) = —p0Viuo y cualquier otro conmutador es nulo. (2.15)

De esta forma la cuantizacién de este sistema posee tanto elementos de la representacién a la
Schrédinger como del esquema polimérico.

El espacio de Hilbert cinematico H.in, que permite representar el algebra (2.15) es un producto
directo de un espacio de Hilbert usual Hs, y uno polimérico Hpoli, es decir Hein = Hsen @ Hpoli-
En particular, si t y x actiian por multiplicacién obtenemos un espacio de Hilbert compuesto
por funciones de onda U(z,t)cin = ¥(x)@(t) donde 1 (z) son vectores de cuadrado sumable
que pertenecen a Hpo = ¢2(R) (con soporte sobre un conjunto numerable de puntos) y ¢(t)
son funciones de cuadrado integrable en Hgq, = L*(R,dt). La norma de cualquier vector en
U(xz,t)cin estard dada por

LIRS SY RIS (216)
z€eR R

Para implementar la constriccién a nivel cuantico se debe de tener presente que no existe
el operador p,. Una vez construido el operador C‘, las funciones Wgg(t, z) que representardn
estados fisicos seran aquellas que satisfagan la constriccién es decir C’\Ilffs(t, x) = 0. Una forma
de obtener estados fisicos a partir de funciones de onda cineméticas es mediante el procedimiento
del promedio sobre el grupo implementado en la forma

Up(t, 2) = / dX X (¢, 2) (2.17)
R

En particular para una particula libre, la forma maés simple de construir la constriccién C' es
con base en el hamiltoniano polimérico mencionado en la Seccién 2:

. . . h2 . .
C:= pt+Hpoli Zpt-f-m[?— VMO _V—MO]' (218)

Por lo tanto, la ecuacién que satisfacen los estados fisicos Vg es

ov s\ T, t h2
(1) + 5 2 (2, 1) — Wgg(@ — po, ) — Wgis(z + po, )] = 0. (2.19)

ih
' ot 2mug
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Ya que la funcién Wgg(x,t) de onda es factorizable, esta ecuacién equivale a la ecuacién de
evolucion que se obtiene en un marco deparametrizado.

2.2. Integral de trayectoria para una particula

Para un sistema cuantico, el propagador G(x¢,ts;x;,t;) nos permite encontrar la funciéon de
onda ¢ (xf,ty) de un sistema a un tiempo ts, partiendo de una funcién de onda v (x;,t;) a un
tiempo inicial ¢;, mediante la integral

(s, ty) :/dxiG(vatﬁxi,ti)¢(xi7ti)- (2.20)

Aqui el propagador corresponde a la amplitud de transicién del estado |z;), considerado al tiempo
ti, al estado |z y) al tiempo t¢, es decir,

G(l‘f,tf;.%‘i,ti) = <.Z‘f,tf‘.ri,ti> = (xf\U(tf,ti)]xi>, (2.21)

donde Ul(t,t;) es el operador de evolucién del sistema cudntico y |) son los eigenvectores del
operador Z, mientras que t es el tiempo Newtoniano externo.

En un sistema invariante por reparametrizaciones temporales puede ser posible elegir una
variable asociada con un tiempo interno. En este caso hablamos de un sistema deparametrizado y
podemos usar la descripcion que acabamos de dar en donde identificamos al tiempo Newtoniano
externo t con el grado de libertad elegido para deparametrizar el sistema.

A diferencia de lo que pasa en un esquema deparametrizado, en uno que es manifiestamente
invariante por reparametrizaciones temporales, el propagador fisico G (z #.tf; 24, t;) debe corres-
ponder con la amplitud de probabilidad de transicién entre estados fisicos |zf,t¢)ss ¥ |2, ti)fis-
En este caso t es un grado de libertad adicional y el sistema incluye una constriccién que refleja
la presencia de la invariancia por reparametrizaciones temporales.

En general los estados fisicos no tienen norma finita en H¢y,. Tenemos entonces que para
definir el propagador en un marco invariante por reparametrizaciones temporales, es necesario
primero definir un producto interno (llamado producto interno fisico (-,-)fs) para los estados
fisicos. La técnica del promedio sobre el grupo nos aporta el siguiente producto interno para
estos estados

Glag, trszits) = (Jop, tr)s, |20, ti) s )is := / dafxy,ts] €% 2, ), (2.22)
R

donde C es la constriccién cudntica del sistema y |z, t)s son estados fisicos obtenidos a partir
de los estados cinematicos |z,t) mediante la técnica del promedio sobre el grupo.

Para el caso de la particula no relativista de masa m, en un esquema invariante ante repa-
rametrizaciones temporales, el propagador fisico toma la forma

Glaptyints) = / A\ (ap, t7] Dz 1y, (2.23)
R

Ya que p; y H acttian en distintos espacios y por lo tanto conmutan, el integrando del propagador
se puede separar de forma natural en dos amplitudes, una definida en Hsg, y la otra en Hyi,
como se muestra a continuacion

Glxy,tpiwt;) = / dX\(z g, ty ei)‘(ﬁtJrH)\xi,ti) = / dX(zy, tf| P ei)‘ﬁ\:ci,ti>
R ) R (2.24)
= [ Mol sl et = [ dAAponCe i N (ts] ),
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donde se definié a R
Apoli(xﬁxi;)\) = <~Tf| eiAH‘iﬁi). (225)

La amplitud correspondiente a la parte temporal se puede obtener facilmente al introducir
un operador identidad usando los eigenvectores de py, I, fR dpt|pe) (pt], en el segundo factor
n (2.24),

(i) = [ dpe e eyl nlt) = [ dp P i), (2.26)
R R

El célculo de la amplitud de transicién en el espacio polimérico Apeli(2 ¢, 243 A) requiere un

poco méas de trabajo. Para desarrollar el procedimiento de Feynman estdndar consideraremos
a M como el operador de evolucién durante un intervalo de tiempo auxiliar A7 = 1, es

decir e = AT Dividamos el intervalo A7 en N partes iguales, de longitud e = 1/N y

escribamos la amplitud Ayeli(z ¢, 253 A) como
ixeH el)\EHm el)\eH ‘1'1)

Apoli(xfaxi; )‘) = <$f| € (227)

Nwveces

Ahora introduciremos entre cada producto de operadores el operador identidad for-

mado por la eigenbase de estados de posicién polimérica, I, = >, |z;)(x;], de la siguiente manera
ixeH 1)\6H iXeH 1/\6H
e Z e a) (zx| € (2.28)

permitiendo asi expresar (2.27) como

Apoti(zp, i N) = Y (a2 May 1)@y a| M|y o). (1] €M |z). (2.29)

TN—15-T1

Haremos las siguientes identificaciones xy = x y x; = x¢, mientras que a los elementos de
matriz los denotaremos como
o (7] aiNeH |4
Uéfjﬂfi = <xJ’ S |xl> (2‘30)

de tal forma que (2.29) se puede reescribir como

Apoli($f7xi;)\) = Z Usnan-1Uzy 12y —o---Usziao- (2.31)

TN—15T1

La divisién del parametro 7 en N partes iguales provee una esqueletonizacion para este tiem-
po auxiliar. Un conjunto ordenado oy = (zn,ZN—1, ..., Z1,%0) se puede ver como una historia
discreta asociada a esta esqueletonizacién. La amplitud de transicién (??) puede verse, a la
Feynman, como una suma de amplitudes para cada historia oy con extremos xzy y xg fijos:

Apoh xf,:c,, ZA UN
(2.32)

Alon) = Ul'foN—l Usn_12n_o--Usziao-

Vamos a reorganizar las trayectorias de una forma particular que esta motivada por el anélisis
del modelo césmico con el objetivo de conectar este enfoque con el modelo de espuma de espin.
En nuestro caso esta reorganizacién simplemente simplifica nuestra tarea. Primero, hagamos la
siguiente consideracion genérica de que una etiqueta Zj puede repetirse, de forma contigua, j
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n L
00 0.2 04 0.8 0.8 1.0

Figura 2.1: Ejemplo de trayectoria que corresponde a 07(4,4,5,2,2,1,1)

veces en oy, es decir, Try1 = Tpy2 = ... = Tjyj PEro Tpi; # Thyj4+1. Enseguida, supongamos
que una historia ‘7% presenta M transiciones o cambios de valor de Z, es decir,
N2
M
ON = (xMa'”7‘7:M7$M—17”'7xM—17”-7'1:17‘”71:171:07"’7:60)7 NZM (233)
N——
Ny

De este modo la posicién cambia de x;_1 a xp al tiempo Nie y permanece en el valor xy
hasta el tiempo Ny 1€. Estas historias discretas pueden denotarse de manera mas transparente
usando dos secuencias ordenadas como sigue

oN = {(xa, Tar-1, o 1, 20); (Nagy Nar1, s N1}, 2 # 251 ¥ Np > Ny_y. (2.34)

Cabe hacer notar que mientras dos posiciones consecutivas no pueden ser iguales, un valor
dado de la posiciéon puede repetirse en la secuencia; z; puede ser igual a x; si l # k £+ 1. La

amplitud de probabilidad para una historia a]]{,/[ estd entonces dada por

A(O-%) = (Uzkfo)N_N]M_lUmekl—l"'(Umlml)Nz_Nl_llexO(U$0$0)N1_1' (235)

En palabras, la ecuacién (2.35) se describe de la siguiente manera. Observemos que z;_1 se
repite N — Np_1 veces, para k = 1,..., M. La contribuciéon a la amplitud de propagacién in-
cluird entonces N — N1 — 1 factores Uy, 4, ,. El resto de los factores son propagadores de
transicion entre dos valores distintos, por ejemplo x; v xx_1, que contribuyen U, Esto lleva
a (2.35).

Fl siguiente paso en la construcciéon estdndar de una integral de trayectoria seria tomar el
limite ‘continuo’ N — oo. Pero en contraste con la cuantizacién usual, nuestra base |z) es una
base discreta y como resultado de esto uno puede darle un sentido riguroso a este limite si
reorganizamos la suma (2.29) de acuerdo al nimero de transiciones de posicién. Y esto es lo que
discutimos en seguida.

La idea clave para reorganizar la suma es considerar la siguiente suma parcial Ay que incluye
la contribucién de todas las trayectorias formadas por los puntos (zr, Tpr—1, ..., 1, 20) ¥ que
son generadas al tomar todos los valores posibles de Ng, es decir,

kTk—1"

N-1 Ny—1 No—1
AN(zpar,Tpr—1,y ooy 1, Tos A) = Z Z ZAN(O'%) o (2.36)
Ny=M \Npy_1=M—1 Ni=1

Donde hemos usado que las etiquetas N deben estar ordenadas de acuerdo a (2.34), adema&s
de ser cantidades enteras positivas y por lo tanto el rango de valores para N; es de 1 a Ny — 1.
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En el caso de Ny su valor minimo es 2 mientras que el maximo es N3 — 1. Tenemos pues que en
general el rango de valores para Ny, k=1,...., M — 1, es de k a Ny 1 — 1. Para obtener el rango
de valores de Njs, veamos que nuevamente el valor minimo que puede tomar es M, mientras
que el maximo debe ser N — 1 para asegurar que se trata de una trayectoria de M transiciones
y 10 IMEnos.

A partir de este punto restringiremos el anélisis al caso de sistemas para los que los elementos
de matriz de la diagonal Uy, ., no dependen de la posicién, que corresponde a aquellos para los
cuales el término de potencial del Hamiltoniano es cero. Ejemplos de este tipo son la particula
libre o en una caja. Considerando esta simplificacién tenemos que

UIMJTM - Uﬂ?Mflefl = = U$0330' (2’37)

De este modo la amplitud correspondiente a (2.36) toma la forma

M términos
A(U%) = UCC]\/I-Z’]M—I"'lel’O(UxMx]\/[)(N N NM N 1) _I_ o + (Nl B 1) (2'38)

= UIMIM—1 "'lexo (UIMIM)(N_M)'

En consecuencia todos los N, se cancelan en el exponente de (2.38) y el —1 se repite M veces.
Finalmente, usando (2.38) la expresién (2.36) pasa a ser

N-1 Npy—1 No—1

AN(TN S TM—15 -0, 1, T05 A Z Z Z L. (2.39)

=M Npy_1=M-1 Ni=1

Resulta conveniente introducir otra suma parcial Ay (¢, z;; M; A) que incluye la contribucion
de todas aquellas trayectorias con exactamente M transiciones en la posiciéon y que inician en
x; y terminan en x¢. De este modo, y usando (2.39), tenemos

An(xp,xi M5 N) = Z AN(Tr, TN -1, -, T1, 03 A)  CON T F Ty (2.40)

TM 15,21

A este punto nuestra amplitud polimérica puede expresarse usando la suma parcial Ay (x ¢, x;; M; N),
ecuacién (2.40), como

N
Apoli(zf, 23 A) = lim Z ANn(xp, 2 M3 N). (2.41)

N—oo

Claramente requerimos estudiar el comportamiento de los sumandos en la ecuacién (2.41) para
N — oo (equivalentemente € — 0). Con este fin usamos la ecuacion (2.38) en (2.39) para escribir
esta ultima como

Npr—1 No—1

AN(Zar, Tar—1s s 01,205 N) = Usyyansy - Usrzo Usppans ) - Z Z L. (242
Ny1=M—1 Ni=1

El elemento de matriz Uy,,.,, (N—-M ), para N grande y M finita, se puede expresar, usando
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(2.30), como?

( ea|l + eNH + (9(62)|xM>)
(L4 AHopyyo )N 4 (N = M) (14 AHyyy0,) VM1 O(2) + O(Y)

Ux MZT 1\4

NEL M enrans (14 O(e) ™ + O(e)
eiAHmM’mM + O(N_l),
) (2.43)
donde H ., = (w;|H|zy). Por otro lado, los elementos de matriz Uy, ,, en esta misma apro-
ximacion de N grande, toman la forma

Upyay s = (] M |z_q) = 555 L o(N72), (2.44)

Noétese que en (2.44), estrictamente, x; # x;_1 y debido a la ortogonalidad de la base no hay
un término de orden cero en N.

Para continuar con el andlisis observemos que las sumas que aparecen en (2.42) pueden ser
recorridas en sus limites debido a que el sumando es un término constante. Usaremos la siguiente
regla de translaciéon N; — N; + j, con lo que obtenemos

N-1 Npy—1 N3—1 Npy—1 N—-M Ny N3 N
PSP I I I D P (2.45)
=M Np_1=M—-1 No=2N;=1 Npr=0Npr—1=0 =0 N1=

Usando (2.43), (2.44) y (2.45) en (2.39) nos lleva a

. INH
AN(Tpr, TAI—1y ooy 1, O3 A) = (1)\6) Hy o 1HIM vty Hpyzmy €77 5MTM

N-_M Ny (2.46)

>y 21+O

Ny=0Np—1=0 Ni=
En el limite N — oo podemos identificar las sumatorias con integrales de Riemann mediante

la siguiente identificacién: Nje = 7; y €y 5 — [dr. El iltimo limite superior (N — M)e =
1 — Me — 1. Por lo tanto (2.46) toma la forma

A(xpr, =1, oy T1, T03 A) 1= A}gﬂ AN(Tr, =1, ey T1,T03 A)
o

1
iAH,
(1)‘) Hyyony 1 Hayy qang o Hayzg €777 ZM/ dTM d7_M 1---
0

= (i)‘)M H-Z’MxlwflHﬂCM—ll']MfQ”'Hmle el/\HzMsz M
(2.47)

De acuerdo a (2.40) requerimos sumar sobre todos los valores posibles de zj, con k =

3Recordemos que (a + b)* = aP + paP~'b + %a’FQﬁ +

(14 Ay p00) ™ (L AHayyay,) ™M 4 (N = M) (O(EP) + (N = M = 1)O(e)) + O(e")

T2
/ dn
0
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2,...,M — 1, de la amplitud parcial (2.47). Esto produce

A(xf,xi;)\;M) L= E A(xM,{L‘M_l,...,I‘l,.I‘();)\)
TN 10T
A\ M
_ JiAHg (ir)
= e’ nMEM Hypang Hapg yang o Hayao con T # xj-1.

M!

TM 155 T1

(2.48)
Por 1ltimo la amplitud del sector polimérico, ecuacién (2.25), se obtiene sumando las con-
tribuciones (2.48) para todos los valores posibles de M como sigue

M=0

De este modo el propagador fisico polimérico (2.24), para el caso de potencial nulo, estara dado
por la siguiente expresién

Go(zg, ty; i ti) _/Rd/\/det Petr=t)=A A (g, 43 \)
R
=Apoii(xy, Tisty — i),

en donde hemos usado (2.26) y se entiende el uso de (2.48) y (2.49).
Ahora aplicaremos la férmula del propagador fisico (2.50) a algunos sistemas mecanicos
sencillos.

2.2.1. Particula libre no relativista

Para el caso de la particula libre no relativista de masa m vamos a considerar el Hamiltoniano
polimérico H, definido en (2.13), pero con un potencial W nulo, por lo que la constricciéon C' de
este sistema tiene la forma

. K 72 . .

P s S OV V. 2.51
C pt+2m Pt+2mu%( Vuo Vuo) ( )

Es sencillo ver que los elementos de la diagonal del operador U son independientes de la posicién,
por lo que el andlisis de la seccion 2.2 se puede aplicar en este caso. Los elementos de matriz
diagonales del hamiltoniano en la base de posiciones, definidos en (2.30), son

. h2 n?
Hajoy = (xj|H|z5) = ﬁ@ = Oa; 200 = Oy o) =

—, (2.52)
mg mg

donde hemos hecho uso de la accién del operador de translacién (2.3). Los no diagonales llevan
a

hQ
2 (5961'71»‘3'4—#0 + 5581',361'—#0)7 (2.53)

Hyz; = (@il Hlxj) = " om2

aqui z; y x; son estrictamente distintos.
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De la ecuacién (2.48), la amplitud parcial Aps(xf,xi; \) para este sistema es

N\ M
) INH (in
Ap(zp,ziA) = ¢ MM S E HmeM_leM_le_Q...lexo con  x; # xir1

iAR2 Sy 12
= e Ko <W> M Z ” S(.’Ef,xi,M),

o\ M
S(xf7$i;M> L= <_2mﬂ2) H$M$]\/[71HSCM71~TIVI—2"'Hxlmo
0

M-—1
= § H (5$M—j»1M—j71+ﬂ0 + 5$M7j,90ij71*,u0) con Iy # Lj+1-

TM—15-+T1 =0
(2.54)
Para tener una férmula manejable conviene analizar primero el comportamiento de la funciéon
S(xf,x;; M) para los primeros valores de M, con xf = xp:

M=1:
S(va Lis M) :5$M,$i—uo + 596M7$i+ll07
M=2:

Sz, iy M) = Z(‘st,wruo + Oxnr,o1—p0) (Oz1,2—p0 + Oz1,25—p10)

1

= § (555]\/Iyxl _Moéxlvxi_lu'() + 5$A{7£1_U05x17xi_N0 —"_ 555M7731 —Ho 55517502'_/"0 + 5xM,SC1—/L06:L’1,Z‘i—M0)
x1

:513M:$i—2#0 + 20z ,2; + 0ay Zi+2p0
(2.55)
El resultado (2.55) sugiere considerar una prueba por induccién. Mostraremos que S(zf,z;; M)
puede expresarse en la forma mas compacta

U M
Sy xi M Zéxwfﬂ?z-i-uo (2j—M) <J ) : (2.56)
7=0

Supondremos valida (2.56) para M y mostraremos que se cumple para M + 1. Consideremos
(2.54) con M — M + 1. Podemos ver que se cumple la relacién

S(xfp,xi; M +1) :Z(ézMJrthJr“O + 0zpsir,ani—po)S(@ar, s M) con  xp = xarq1.

TM
(2.57)
Usando (2.56) en (2.57) obtenemos
X M
S(Cl?f,xiQ M + 1 ZZ a1, T 5$A{+17$M N0)5$M7$1+#0(2] M) ( >
= (2.58)

M

M
Z xM,wﬁuo (2j-M+1) T 6wM,ri+uo(2j*M*1)) (] ) :
7=0
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Ahora, redefinimos el indice de suma en el primer término del miembro derecho de la segunda
igualdad en (2.58), haciendo j — j + 1 para obtener

M+1 I, M M
S(xp, i, M+1) = Z O nr it pio(2j— (M+1)) (j . 1) + Z(Sa:M,xi—&—uo@j—(M—&-l) <j ) .
j=1 =0

M M M
= Z 517M,Ii+uo(2j—(M+1)) j—1 + j + 5$M7$i+MO(M+1) + 59&1\/17%—#0(]\/[4—1)
j=1

M+1 M+1
- Z O pg i+ 110 (25— (M+1)) ( j > ’
=0

(2.59)

como queriamos demostrar.

Conviene mostrar un par de propiedades de la funcién S(x¢,x;; M) que son de utilidad
en andlisis subsecuentes. La primera es su invariancia por traslaciones, misma que es evidente
considerando su estructura basada en deltas de Kronecker, ver ec. (2.54). Asi pues

S@,z;M) =8z +a,z+a; M) a = ruo, r e Z. (2.60)

Kl

La siguiente propiedad es la invariancia por reflexiones. Aludiendo a (2.56) y usando que 6, , =
0_z,—y, junto con un rearreglo de la sumatoria correspondiente, se puede ver que?

S(@',z; M) = S(—x',—z; M). (2.61)

Otra propiedad muy 1til de estas funciones es el caracter triangular, que es la estructura del
conjunto donde estas funciones son no triviales. Si introducimos la separacion entre los puntos
inicial y final y10L = ¢ — ;. Debido a la presencia de la delta de Kronecker en la ec. (2.56) vemos
que sélo tendremos un dnico término no nulo cuando j = (L + M)/2. Dado que 0 < j < M la
ultima condicién implica M > |L|. Los valores numéricos correspondientes estédn representados
en la figura (2.2.1), claramente reflejando el caracter triangular.

Es posible darle a Ay, ec. (2.54), una forma més simple y ventajosa. Para ello utilizaremos
la propiedad triangular que acabamos de describir. Supongamos primero que L es par. En este
caso, solo las amplitudes parciales Aps(x¢, x;A) con M par (M = 2k) y mayor que |L| serdn
distintas de 0. De este modo la contribucién polimérica (2.49) para el caso de particula libre no
relativista tiene la siguiente forma

A ) > ) N =By i\ 2k
poli(Zf, T3 ) = Z m(zp, 2 \) = Z e "o m m L/2+k) (2.62)
M=|L| k=|L|/2

‘Invirtiendo los signos en los indices de las deltas de Kronecker en (2.56) tenemos S(zj,z:;M) =

S0 0y i o2 M) (j ) = 0 Oz tmo 20 ( e j) = S(~ay, —2:; M). En la dltima igualdad
se usé el cambio j — M — j.
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a) b)
M M
/
M=a-{-—lel0 . e *mes -omemnts .- PO . S 3 ————————— 6' -------- i -------- 1 -
M=3_J-_Ci o t0 ____ PO a...._;_.; ....... M=3-J ].‘ ......... § ......... :i ________ 1 _______
M=2-fe e SoR AL e B l --------- % --------- 1. -------------
7T A I [ o . P 51 TEERRS—— W=l } ......... 1
1
M=0 S X M=0 > X

Figura 2.2: Propiedades de la funcién S(xf, z;; M). a) Conjunto de puntos para los que la funcion
S(zf,x;; M) es no trivial, es decir, |z —x;| < Mpog, M =0,1,2,.... Se indican todos los puntos
pero solo se incluyen las coordenadas de los puntos frontera. b) Valores no triviales de la funcién
S(xs,x;; M). Estos forman un tridngulo de Pascal.

Haciendo el cambio en el indice de la suma k — k + |L|/2 en la ecuacién anterior tenemos

2k+|L| 1
zmﬂg> (k+L/2+ |L|/2)\(k — L/2 + |L|/2)!

_ i\ X 1)
Apoli(z g, t;20) = e mig Z < !

k=0

e gy (A 2.63
A e 3 (1) (5z)  wrrm (209

. ABA R\
:(2>IL\ oming J|L| ( )

2
mipg

donde J,(z) es la funcién de Bessel de primera especie de orden n.

Por otro lado, suponiendo ahora que L es impar, sélo las amplitudes parciales con M impar
son distintas de cero junto con M > |L|, en la contribucién a la amplitud polimérica (2.49).
Usando el indice k = (M — 1)/2 tenemos

0o N . 2k+1
i hA 1 2k + 1
A oli 1)\ — mu2 2
poli (T f, i3 ) >, e <2mu3> (2k + 1)! <(L+2k+1)/2)’

k=(LI-1)/2
i B 2k+|L| 1
() gmid N (1) v (2.64)
O ems ) ( #(amz) @I
S 2
=(@)FT ey <mu2> '
0

Nuevamente obtenemos una funcién de Bessel como en (2.63).

Ahora, dada la propiedad de las funciones de Bessel de orden entero, J_,(z) = (—1)"J,(z),
y tomando la ecuacién (2.50) para el propagador Go(zy,t;2;,t;) en términos de la amplitud
Apoli(z £, 245 ), obtenemos que el propagador de la particula libre polimérica no relativista es

in(tp—t;)

~ Aty —t;
G0($f7tf;$i,ti) = iL e mud Jr, <(J02)> . (2.65)
mug
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Este resultado coincide con el obtenido por el método Hamiltoniano en [2]. Su aproximacién al
continuo debe coincidir con el propagador esténdar [22], y esto es lo que se discute en la siguiente
subseccion. Sin embargo, conviene resaltar algunos aspectos de la construccion del propagador
polimérico libre que seran de gran utilidad en el andlisis del de la particula en la caja.

La contribucion al propagador libre de todas las trayectorias con M transiciones esta dada
por (2.54). Enfocaremos nuestra atencién en la funciéon S(x ¢, x;; M). Su comportamiento puede
verse directamente de su evaluacién para M = 1,2,... dada en (2.55): dado el valor inicial z;
esta funcién es no trivial sélo para |z; — x;| < Mpg, M =0,1,2,... . Ademads, notablemente,
los valores que toma esta funcion en este conjunto corresponden con la estructura del tridngulo
de Pascal. Estas dos propiedades se ilustran en la figura 77 que se basa en un plano donde los
ejes coordenados son xy y M.

Regresaremos mas adelante a hacer uso de estas propiedades. Pasamos ahora a discutir la
aproximacion continua del propagador polimérico libre.

Aproximacién continua del propagador polimérico para la particula libre

Recordando que la escala o da el paso de la red correspondiente a la coordenada espacial, es
razonable pensar que en un régimen donde g sea pequena deberiamos recuperar la descripcion
de la cuantizacién estdndar 4 la Schrodinger. Es decir, Go~Gy, con py pequeia.

El propagador Go(zy,ts;2i,t;), ec. (2.65), expresado en la variable L = (z — x;)/po, en el
régimen L — oo, pug — 0 con gL = x5 — x; < 00,

_ Ryt Bty —t;
Go(xy,ty; @i, t) —i(@r=zi)/po o mug J(mf—xi)/,uo ( (s 2 l)>

MG

(2.66)
=il "5 1 (L2A)
donde A = %
Usando las férmulas (5) y (6) de Meissel (pagina 227 de [5]) podemos expresar la funcién
Bessel de (2.66) como 2

expiL(tan 8 — f3)

Jr(Lsec ) ~ Nors AT gy

sec f = LA. (2.67)

Ahora hacemos uso de un desarrollo en serie de Taylor de (2.67) en términos de sec 3~! =: z

para obtener
. 1
(—i)Ey/ s+ O(z)] : (2.68)

Tomando el primer término en esta ecuacién y combinandola con (2.65) obtenemos

J(Lz) = e i2VIE

= Aty —t;
Golxys,ty;xiti) =uoGo(xy, tr; i, ti), cuando A/pg >>1, A= M

m m(zy — ;)
ty;xisti) = - '
Golay triwiti) =[5 me — 4 P [l 2h(ty — 1) }

o—v(a—tanha) —W,

mies = @) (2.69)

, W, ~ O(1/v). Usando la continuacién analitica o = i3

h(ty—t;)
m(zy—a;)’

SEstas férmulas son .J, (vsecha) =

27v tanh o

obtenemos (2.67), vélida cuando sec § = LA = X/po >> 1, con A :=
dev=L>>1

la longitud de de Broglie, ademas
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2 X 1 X
Xo Xo

Figura 2.3: La funcién S(x,xq; M) satisface la siguiente igualdad S(z¢ + a,zo; M) = S(zo —
a,xo; M) para cualquier cantidad a. En la imagen izquierda se resaltan la funcion S(z¢ +
o, xo; M) para los primeros valores de M, mientras que en la imagen derecha se resaltan los
valores de S(xg — o, xo; M).

Donde Gy es el propagador estandar de la particula libre [22]. Hacemos notar que el propaga-
dor polimérico involucra la medida contable (2.5) por lo que en su relacién con el propagador
estandar, ec. (2.69), aparece el factor up. De hecho este permite interpretar el paso de la suma
discreta sobre las posiciones a la integral correspondiente, es decir, ug ZIZ — [dz.

2.2.2. Particula no relativista en una caja

Después de la particula libre el siguiente sistema més simple de analizar es uno “casi libre”:
la particula en una caja. Para implementar la condicién de frontera que corresponde a la caja,
de funcién de onda nula en las paredes, es posible recurrir a la estrategia del método de iméagenes
que resulta muy 1til en la electrodindmica clasica. Por ejemplo, en el caso de una carga puntual
situada de manera asimétrica entre dos planos conductores paralelos, uno introduce una carga
imagen para implementar la condicién de frontera de potencial cero en uno de los planos conduc-
tores, digamos el izquierdo. Para satifacer la condicion de frontera del plano conductor derecho,
requerimos dos cargas imagen, ahora a la derecha de este tltimo. El proceso contintia indefinida-
mente y el potencial del problema orignal se expresa como una serie formada por potenciales de
particulas individuales en una configuracién que asegura se cumplan las condiciones de frontera.
El tratamiento cuantico dentro del esquema Hamiltoniano polimérico de la particula en la caja
fue desarrollado en [2, 4]. Aqui daremos el tratamiento de este sistema usando la integral de
trayectoria polimerica.

Para determinar el propagador, nuestro analisis estard centrado en el estudio de la funcién
S(x,z9; M) (por simplicidad denotaremos por x al punto final xy y por xzg al punto inicial
x;), que es el andlogo polimérico para la particula en la caja de la funcién S(z,zo; M), de la
particula libre, ecs. (2.54) y (2.56). Consideremos un valor inicial genérico para la posicién zg.
La implementacion de la condiciones de frontera, es decir la presencia de las paredes izquierda
y derecha en z_ y z, respectivamente, la realizamos considerando que S(z = x4, z9; M) =
0. Siguiendo el método de imagenes proponemos como primera contribucién a S(z,xo; M) la
funcién S(z,xo; M). Evidentemente tenemos que agregar términos que permitan implementar
la condicién de frontera.

De (2.60) y (2.61) se puede ver que la funcién S tiene la propiedad de que S(xo+a,xo; M) =
S(xg—a,xo; M) para todo valor de M, como se muestra en la figura (2.2.2). Teniendo en cuenta

esta propiedad, la condicién de frontera en x_, S(x_,xo; M) = 0, se satisface si proponemos a
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M

m=5t -1 4
M=4 <1 -3
M=3 -1
M=2 =

M=1

Figura 2.4: La combinacién lineal de funciones S(x,xo; M) — S(z,2x_ —x; M) satisface la condi-
cién de frontera x_. En esta imagen se representa esta combinacion lineal tomando x_ = xg— g

S(z,x0; M) como la resta de la funcién S(z,xo; M), la cual describe la particula libre, menos
S(x,x7; M), con punto inicial x], que es la fuente imagen correspondiente a xy respecto a la
frontera z_, como ejemplo vease la figura (2.2.2). La relacién entre ] y xg esxo—2— = x_—2] y
por lo tanto ;7 = 2z_ —x¢. Usando (2.60) y (2.61) podemos mostrar que esta resta de funciones
S satiface la condicion en la frontera de la siguiente forma

S(x—,xo; M) = S(x—,z7; M) =S(x_,z0; M) — S(z—,22_ — x0; M)
= S(z_,xz0; M) — S(—x_, —z0; M) (2.70)
=0.

Nétese que la funcién S con punto inicial 7 contribuye de forma negativa a S.
Con este mismo razonamiento, buscaremos satisfacer la condicién de frontera en x, S(zy, xo; M) =

0. Ahora tenemos dos funciones: S(z,zo; M)y —S(x,z; ; M). Tomando como referencia la figura
(2.2.2), reflejaremos los puntos ¥ y ¥ respecto a la frontera 4 obteniendo los puntos =} y 3,
respectivamente. Estos puntos obtenidos satisfacen ¥ — 24y =24 —xg y 73 — 24 = 24 — 27,
por lo tanto :ET =2xy —x0y x; = 2z, — 27 . De esta manera, proponemos que a la funcién
S contribuyen cuatro funciones cada una relacionada, respectivamente, con cada una de estos
puntos, pero particularmente la funcién relacionada con el punto xT contribuyendo con signo
negativo y aquella relacionada con x; con signo positivo. Asi, de forma analoga a como se hi-
zo en (2.70), podemos mostrar que esta combinacién particular de estas funciones, satisface la

condicién frontera en x,

S(ZE+,$0;M) - S($+,CL‘I;M) - S(SE+,$1+;M) —|—S(SE+,I‘2+;M)
= (S(x4,m0; M) — S(w4, 204 — w0; M) + (S(a+, 204 — 273 M) — S(a, 27 ;M)
= (S(x4,x0; M) = S(=2y, —w0; M)) + (S(—a4, —a7; M) — S(z4, +27; M))
=0.
(2.71)
Claramente, esta combinacién particular de cuatro funciones (2.71), la cual satisface la la
frontera x, no satisface la frontera x_. Se puede mostrar, como se hizo en (2.70) y (2.71), que
si incluimos dos funciones relacionadas con los puntos z; y x5, la primera con signo positivo
y la segunda con signo negativo, obtenemos una combinacion de seis funciones que satisface la
condicién de frontera en x_. Para esto, estos puntos x5 y z3 son las fuentes imagen de mf y :L'2+

respecto a z_, es decir, z, = 2r_ —a] y 23 = 2z_ — 27 .
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M
s w i X
Xl XO X+
Figura 2.5: La combinacién de funciones S(z,zo; M) — S(z,2x_ — z; M) satisface la frontera

izquierda de la caja, x_, pero no satisface la frontera derecha z .

Apartir de aqui generalizamos dos caracteristicas de esta construccién: primero, que las
relaciones que permiten obtener las posiciones de los puntos fuente son

x, =2r_ —x y ) =2xy —x, para n=12,.., (2.72)
y segundo, que sodlo las contribuciones relacionadas con las fuentes correspondientes a n par son
positivas.
Para tener la forma explicita de x;, y x;} en términos de xg, x_ y =4, es necesario resolver
(2.72). Es sencillo ver que (2.72) es equivalente a
z, =—2D+z, r=2D+a} 2.73
n n—2 y Ln +x ( . )

n—2

donde D = x4 — z_ es la longitud de la caja. La solucién general de ecuaciones en diferencias

del tipo Y, = ¢ + Y,,_9, con c constante, y n = 2k par es’
Yor = ck + Yy, (2.76)
y para n = 2k — 1 impar es
Yop—1 =c(k—1)+ Y. (2.77)

En (2.77) y (2.76) Yy y Y1 son los valores iniciales. Usando los resultados (2.77) y (2.76) en
(2.73), obtenemos
Ty, = —2kD + x, Ty 1 =—2(k—=1)D +ay,

2.78
x4, = 2kD + x, z  =2(k—1)D+af, (2.78)

5Notemos que Y, = ¢+ Y,_2 tambien se puede escrivir como Y,,—2 = ¢ + Y, —4 al reetiquetar el indice n, por
lo tanto
Y.=c+Y, 2=2c+Y,_4 y en general Y, = je+ Yn_oj, (2.74)
con j € Zyn > 2j. Tenemos dos situaciones particulares para Y,, con base en si n es par o no. Si n = 2k es par,
hacemos a j = k, pero si n = 2k — 1 es impar, hacemos j = k — 1. Asi, la solucién general para Y, resulta entonces
depender de dos condiciones iniciales Yy y Y7 de la siguiente forma

Yor = ck + Yo, Yor_1 = C(k — 1) + Y. (2.75)
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R
=
Xz

Figura 2.6: La combinacién S(z,xo; M) — S(x, 27 ; M) — S(x, 2] ; M)+ S(x, 23 ; M) se construye
para satisfacer la condicién de frontera derecha ,x, pero, ahora, esta combinacion no satisface
la frontera izquierda = _.

donde zg =z, = xa'. Pero tenemos de (2.72) que ] =2z_—x0y :UIr =2xy—x9 = 2D+2x_—xg
por lo tanto
Ty, = —2kD + o, Ty 1 = —2(k—1)D +2x_ — xo,

2.79

para k=1,2,....

Entonces las contribuciones con signo positivo son aquellas de la forma S(z,z,,; M) y
S(ac,m;k), con k = 1,2..., ademds de S(z,xzo; M). Todas ellas se pueden agrupar en una sola
expresién como S(z, J:SFk; M) con k € Z. Anédlogamente, las contribuciones con signo negativo se
pueden expresar como S(z, x;k 413 M) para k € Z. Finalmente S(z,x0; M) toma la forma

S(z,x0; M) = Z [S(w,x;k; M) — S(x,w;rkH;M)]
e (2.80)
= > [S(x,2Dk + 2o; M) — S(x,2Dk + 2z — wo; M)] .
k=—oc0

Usando (2.80) y (2.54) en (2.62) obtenemos la siguiente expresién para el propagador Geaja(z =
xy,tr;x0 = x;,1;) de la particula en la caja

(oo} oo
Geajal@ s tps i, i) = Z Go(wy, ty;a +25D,t;) — Z Go(zyg, ty;—w; +25D,t;)  (2.81)

j=—o00 J=—00
El propagador (2.81) para la particula polimérica en una caja es precisamente el obtenido pre-
viamente via la férmula espectral en [2].
Aproximacion continua del propagador polimérico para la particula en la caja

La aproximacién continua del propagador de la particula polimérica en la caja (2.81) se basa
en la idea de la aproximacién continua de los propagadores libres que lo conforman, los cuales
a su vez, dan lugar al propagador usual de la particula en la caja de acuerdo a [9, ?].
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Usando la aproximacién continua del propagador de particula libre, ec. (2.69), en el propa-
gador (2.81) obtenemos

o0 o0

Gcaja(xf,tf; l’z’;ti) SN Z Go(xf,tf;l'i + QjD,tZ'> — Z Go(xf,tf; —T; + 2jD,ti)

j:—oo j=700

%#OGcaja(xfa tf; L, ti)-
(2.82)
Donde Geaja(f,ts; xi,t;) es el propagador usual de la particula en la caja [9, ?7].

2.2.3. Particula libre relativista

A nivel clasico, la particula libre relativista de masa m es un sistema mecéanico que puede
ser descrito mediante la acciéon

Tf Tf dz”
Srlz”, "] :/ dTL(ac”,a‘c”):m/ dry/nyuavit,  donde &Y = de. (2.83)

i

Aqui el indice griego v toma los valores enteros del 0 al 3 de tal forma que (2°, 2!, 22, 23) =

(t,z,y,2), se toma a la velocidad de la luz en el vacio ¢ = 1 y la métrica 7,,, es la métrica del
espacio de Minkowski que tiene la forma 1,,, = dag{1, —1, -1, —1}. La accién Sr ademas de ser
invariante bajo las transformaciones de Lorentz también es invariante bajo reparametrizaciones
temporales ya que su lagrangiano es una funciéon homogénea de grado uno en las velocidades
(ver Apéndice B).

La accién Sk en el espacio fase toma la forma

OL

= 9

-

Srlz",p)] = / ’ dr(&"p, — AO), C =p’p, — m?, Dy (2.84)
i

donde C' es una constriccion y A es un multiplicador de Lagrange.

A nivel cudntico, la integral de trayectoria polimérica de la particula libre relativista, requiere
considerar dos caracteristicas de este sistema mecanico que claramente lo hacen distinto de los
anteriores. La primera caracteristica de este modelo es que la constriccién C de este sistema
no tiene la forma p; + F donde F es una funcién de las variables espaciales z7, con j = 1,2, 3,
y de sus momentos conjugados p;. La segunda, es que este sistema consta de tres dimensiones
espaciales y no una.

El espacio de Hilbert H para la representacién polimérica de este sistema es ligeramente
distinto del de la seccién 2. Debido al niimero de dimensiones espaciales usaremos el espacio
Hseh ® Hpoli @ Hpoli @ Hpoli, donde Hgen es el espacio de Hilbert L*(R,dt). En general, un
estado cinemédtico tendrd la forma (¢, z,y,z) = ¢(t)Y(x)0(y)¢(z) con norma finita || V| =
[t Dowys V(T Y, 2)|?. Se elegira una base |z¥) en el espacio cinemdtico en términos de las
bases en cada espacio que lo componen como el producto directo |z¥) := [t) ® |z) @ |y) & |2).

Sélo z, y v z seran cuantizadas en un esquema polimérico. Para esto, se definird a V,fo como
los operadores de traslaciones en la eigenbase de @7, j = 1,2, 3, respectivamente. El dlgebra de
operadores a implementar sera

0] =ik [27,V]] = -V, (2.85)

mientras que cualquier otro conmutador serd nulo. Para construir la contriccién cuantica se
. . 2 . . .,
deben elegir operadores que sustituyan a Py ¥ P(as)- Nuevamente usaremos la aproximacién
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(2,11). De esta forma tenemos que la constriccién cuantica sera

3
C=p;—> K -m’I (2.86)
j=1
donde los operadores K7 se definen de forma andloga a (2.12), es decir,
K7 = ;%(2 =V =V (2.87)

El propagador cuantico G R(x;,x;’) lo definiremos con ayuda del promedio sobre el grupo
como

Gr(2f; 7)) = (2.88)

/ dA(z| ei)‘é|xz’-’>.
R

Un aspecto que facilita el calculo de este propagador es que podemos separar la amplitud en el
integrando como un producto de cuatro amplitudes como se muestra a continuacién

iy 2 52 e CiNR2 K3
Gr(efiat) = [ AN e ] ) oy M o) g i) o] P ). (289)
R
El célculo de cualquier amplitud parcial para las variables espaciales se puede obtener directa-
mente de la subseccién 2.2.1, si en la ecuacién (2.64). Sin pérdida de generalidad, desarrollaremos
—iAK! |z) iIANK /2m |2;)

. La amplitud (x| e segun la ecuacién

(2):

donde L = (xf — x;)/p0. Considerando el cambio X — —2mA y Ly = (x§ — x;)/ o obtenemos la

este argumento para la amplitud (z| e
(2.64) tiene la forma

hA

<.’E | ei)\f(/2m‘x_> _ (Z)L emu% JL
! i mug

(2.90)

amplitud (x¢| K | ):
(o] ) = i e, (-5, (2.91)
0
Similarmente también encontramos que
ol Xy = 4 &R, (<23
o 5 K (2.92)

(2] 72 = (i) € 8 (_ 2) :
Ho
donde Ly = (yy — yi)/po vy Ls = (2 — 2i)/ 1to-
Tomando las ecuaciones (2.91) y (2.92) en (2.89) obtenemos lo siguiente

. . -~ 2\ 2X 2\
Graf,af) = itrHietts / A e MOV (| 1) T (2) I, (2) I, (2)
R Ho Ho Ho (2.93)
2.93
y simplificando el término (| % |t;) como
G 1 (tp—ty)?
(tsl ePi|t;) = (Vs o , (2.94)

tenemos finalmente que el propagador para la particula relativista polimérica es
1 3 2 2.3 2 2)\
Gr(z4, %) = jlatLlotLs / d\ e—1>\m +Hi6A/pug+i(tp—t;) /4?’1)\J J
R o) eV —4mhix i\ 2 ) e

2\
I

2

I
(2.95)

) e, <

).
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Aproximacion continua del propagador polimérico para la particula relativista

Tomando la aproximacién de la subseccién 2.2.1, tomando a z = —pup/2\, tenemos que las
funciones Bessel de la ecuacién (2.95) se comportan individualmente como

2\ L 20/ R iz —e)?/anx [ 1
~ ih. (xr—x; 2.96
Ji <,u3> Ho(=1)" e —4mihA (2.96)

para L = Ly, Ly, L,. Usando esta ecuacién en (2.95) tenemos que el comportamiento del propa-
gador relativista en el limite ug — 0 es

—47ih\

1 S 2 2
— 3 —L[(xf—xi) /2/\+2)\m]
Ho /RdA <4mm> o
(2.97)

que corresponde al bien conocido propagador de la particula relativista [3], considerando que el
factor u esta relacionado con la medida usada en los propagadores poliméricos.

A este punto estamos listos para proceder a estudiar el caso del modelo césmico homogéneo
e isotrépico, lo cual es el contenido del siguiente capitulo.

2
(e, ¥ ﬁug/ d)\< 1 ) oty —t)2/ARX jilag—2i)2 /AN i(yp—yi)2/4BX i(zp—zi)2/4BA jiAm?
R
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Capitulo 3

Cosmologia cuantica por lazos

Uno de los objetivos de esta tesis es analizar el propagador polimérico de la cosmologia
por lazos en la formulacién de integral de trayectoria, tomando como referencia principal a [1].
En esta referencia se construye el propagador polimérico de un modelo césmico homogéneo,
isotropico y espacialmente plano acoplado a un campo escalar ¢. Este cdpitulo se enfoca en
seguir esta construccion, la cual es mas complicada que la mostrada en el capitulo 2 debido a
que la dindmica es un poco mas compleja.

En analogia a los casos mecanicos mostrados anteriormente, el modelo césmico del cual par-
timos se puede estudiar tanto desde un marco deparametrizado como desde un marco invariante
ante reparametrizaciones temporales. En el marco deparametrizado, la variable de configuracion
es el volumen del universo v y el campo escalar ¢ toma el papel de tiempo interno. Por otro
lado, en el marco invariante bajo reparametrizaciones temporales, tanto el campo escalar como el
volumen del universo son variables de configuracion. Otra similitud del sistema césmico respecto
a los modelos mecdnicos anteriores es que para trabajar el formalismo de integral de trayectoria
nuevamente es necesario recurrir a elementos que surgen del formalismo candnico, como lo es el
espacio de Hilbert.

Este capitulo esta dividido en tres secciones organizadas de la siguiente forma. Ya que recu-
rriremos a algunos elementos del formalismo canénico, en la seccién 3.1 resumiremos algunos de
los conceptos basicos de la formulacién hamiltoniana de la cosmologia por lazos. En la seccién
3.2 desarrollaremos el propagador mediante la formulacién de integral de trayectoria partiendo
de un marco invariante ante reparametrizaciones. Para esto recurriremos, de forma similar a
como se hizo en los modelos mecénicos, a una organizacién particular de las trayectorias en
términos del niimero de transiciones de volumen. En la seccion 3.3, nuevamente desarrollaremos
este propagador partiendo ahora de un marco deparametrizado, considerando nuevamente esta
organizacién de trayectorias particular. Para complementar el analisis de este modelo césmico,
en las secciones 3.2 y 3.3 mostraremos como se puede obtener este propagador partiendo de
desarrollos perturbativos, uno distinto para cada marco.

Cabe destacar que a diferencia de los modelos mecanicos simples, el propagador cosmoldgico
no admite una expresiéon simple en términos de funciones elementales.

3.1. Cosmologia cuantica por lazos hamiltoniana

La cosmologia es un area de la fisica que se encarga de el estudio del universo como un
todo, es decir, estudia a gran escalar su composicién, su historia, su dindmica, etc.. A pesar
de que muchos sistemas estelares, como el sistema solar, las galaxias o inclusive de algunos
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cumulos de galaxias, se pueden estudiar con suficiente precisiéon mediante la teoria de gravitacion
Newtoniana, la comprensién a gran escala del universo observado depende esencialmente de la
relatividad general. Para entender esto recordemos que la teoria de gravitacién Newtoniana es
adecuada para describir sistemas cuya massa M es pequena comparada con su tamano R, es
decir GM/c>R < 1, donde G es la constante de Newton y c es la velocidad de la luz en el vacio.
Por ejemplo, esta razén para la Tierra, tomando su masa y su radio como Mg = 5,972 Kg y
re = 6371 Km, respectivamente, es del orden de 107!° por lo que los efectos relativistas son
despreciables. Sin embargo, esta condicion no se cumple para sistemas compactos u objetos que
han colapsado, los cuales tienes radios pequenos comparados con sus masas, como por ejemplo
un hoyo negro donde, para el horizonte de eventos, GM/c?R ~ 1.

También podemos entrar en un régimen relativista si consideramos sistemas cuya masa au-
mente mas rapido que su radio. Este ltimo es el caso de la cosmologia. Desde el punto de vista
del universo a gran escala, las galaxias e incluso algunos ctimulos de galaxias son estructuras
muy pequenas, meramente atomos del universo. Los telescopios actuales son capaces de ver a
distancias mayores a los 10 Gpc (un parsec, abreviado pc, es aproximadamente 1 x 10*® m).
A estas distancias el universo parece homogéneo, tiene aproximadamente la misma densidad
de galaxias y el mismo tipo galaxias en todo punto del espacio. Debido a esta homogeneidad
observada, el valor medio para la densidad de materia y energia del universo es constante y con
un valor de aproximadamente p = 10720Kg m™3. Esta densidad nos permite encontrar que la
masa del universo, M = 4wpR3/3, es comparable a su radio cuando éste toma valores de del
orden de R ~ 6Gpc, lo cual se encuentra dentro de la escala del universo observado. Por lo tanto
el entendimiento del universo observado depende necesariamente de la relatividad general.

Por otro lado, el universo esté lleno de radiacion que corresponde al espectro de cuerpo negro
con una temperatura de 7' = 2,725 K. Al observar esta radiacién, en promedio, el universo parece
idéntico en todas direcciones, con variaciones en la temperaura menores a AT /T ~ 1075, Esto
nos lleva a que otra caracteristica del universo a gran escala es la isotropia.

En la formulacion méas comin de la relatividad general, el objeto central de estudio es la
métrica del espacio tiempo. Para describir el cosmos, debemos de partir del hecho de que la
métrica debe de manifestar la homogeneidad y la isotropia espaciales observadas. Para encontrar
esta forma adoptaremos las siguientes idealizaciones del universo: i) el espacio tiempo puede ser
foliado en hipersuperficies homogéneas e isotrépicas obtenidas a tiempos constantes, e ii) el
marco en reposo promedio de las galaxias admite la definicién de simultaneidad.

Consideremos la hipersuperficie definida a un tiempo constante ¢ty cuyo elemento de linea
espacial di? de la hipersuperficie tiene la forma

di?(to) = hij(to)da'da. (3.1)

A un tiempo posterior t; esta hipersuperficie es distinta a la anterior, pero el cambio de una
a otra tiene que ser tal que en todo momento éstas siempre sean homogéneas e isotrépicas.
Entonces la forma que debe tener h;j(t1) sélo puede ser h;j(t1) = f(t,to)hi;j(to), ya que de otra
forma se perderfa la isotropia de la hipersuperficie. En general podemos escribir (3.1) de la
siguiente forma
di?(t) = a*(t)hijdz'da? (3.2)
donde a(tp) es igual a uno y h;; es una métrica constante cuyo valor coincide con el de h;;(to).
Dado que buscamos que las hipersuperfices espaciales sean homogeneas e isotrépicas, h;;
debe de ser esféricamente simétrica. La forma general para una métrica espacial esféricamente
simétrica es (ver cépitulo 10 de ref. [8])

di%(t) = a(t)? (B*dr? + r2d0?), (3.3)
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donde A es funcién del radio y €2 es el angulo sélido.

Desde el punto de vista geométrico, nos restringiremos al modelo césmico espacialmente
plano. Esto lo logramos haciendo que el escalar de Ricci espacial R®) sea nulo. Una forma de
lograrlo es a partir de la traza del tensor de Einstein espacial G (el cual es proporcional a
R®)) e igualarla a cero. Esta traza resulta ser (ver capitulo 12 de ref. [8])

1 _
GG = —ﬁ[r(l — e M) =0, (3.4)
que puede integrarse como
. (3.5)
1—A/r’ '

donde A surge como una constante de integracion.
Ahora extendemos este elemento de linea espacial al elemento de linea espacio temporal. En
general, el elemento de linea completo tiene la forma

ds? = —N%(t)dt? + 2go;dtdz’ + a>(t) ( dr? + r2d92> , (3.6)

1—-A/r
donde N es una funcién que no puede depender del las variables espaciales, ya que de otra forma
se contrapone la homogeneidad requerida en el modelo césmico. Si queremos que la definicion
de simultaneidad a ¢ constante sea acorde a la definiciéon de simultaneidad dada por un marco
Lorentziano local a cada galaxia, entonces el vector base temporal ey debe ser ortogonal a los
vector base espaciales e;. Esto por definicién implica que los elementos de matriz gg; = eg - €;
sean nulos. Por lo tanto

ds? = —N2(t)dt? + d?(t) ( dr? + erQQ) : (3.7)

1-A/r

Recordemos que en relatividad general localmente debemos recuperar una métrica plana.
Considerando regiones cercanas a r = 0, es necesario que A = 0 para que esto sea posible.
Asi, encontramos que la forma general para la métrica que describe un cosmos homogéneo e
isotropico espacialmente plano es

ds? = —N?(t)dt? + a?(t) (dr? + r*dQ?) (3-8)

Esta métrica es conocida como la métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW).
La dindmica del modelo césmico FLRW se puede obtener a partir de la accién de Eintein
Hilbert

Spr = [ da*\/—detg (Lgrav + Lmat) (3.9)
la cual esta en términos de la densidad lagrangiana gravitacional Lgray = ﬁR, donde R es

el escalar de Ricci y G es la constante de Newton, ademas ¢ = 1. La densidad lagrangiana de
materia Ly, que usaremos corresponde a un campo ¢ con acoplamiento minimo y masa nula,
es decir

Lot = —9*0,0050. (3.10)

Ahora, los modelos césmicos se obtienen como situaciones limites de la teoria de relatividad
general. Esto simplifica el manejo de estos modelos respecto a la teoria completa. En el caso
de FLRW tenemos simetrias espaciales asociadas a la homogeneidad e isotropia, por lo que las
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variables ¢, a y N s6lo dependen del tiempo. Debido a estas simetrias la accion para este modelo
Srrrw resulta ser [10]

3 a b

3 3

W = N — . 11
SFLR Vo dz /Rdt @ ( 87G N2a? + 2N2> (3.11)

La integracién en las coordenadas espaciales la haremos sobre una region compacta de volumen
Vb obteniendo asi, salvo derivadas totales en el tiempo, el lagrangiano L

3 ('ZZ (1'32
_ 3
L=VyNa (- s 2N2> . (3.12)

Teniendo en cuenta que el elemento de linea no depende de las coordenadas respecto a las
cuales se describe la teorfa, al hacer un cambio de pardmetro temporal ¢ — ¢'(¢) podemos ver
de (3.8) que N transforma como N — Ndt'/dt. En consecuencia, resulta directo ver que el
lagrangiano L (3.12) resulta ser una funcién homogénea de grado uno en las variables d,q.ﬁ y
N. Del Apéndice B tenemos que el hamiltoniano correspondiente a un lagrangiano homogéneo
de grado uno esta constrenido a ser nulo, por lo tanto al pasar a las variables del espacio fase
encontramos en lugar del Hamiltoniano la siguiente constriccion [11]

2
R 7 L O S R U S (313)

donde las variables p, y py son los momentos conjugados a a y ¢ respectivamente. Es conveniente
realizar el siguiente cambio de variables

47TG Pa ‘/0 3
b= — za = 3.14
a2 VT 2@ (3.14)
donde el corchete de Poisson entre estas variables es {v,b} = —2. La constriccién clésica en estas
variables se puede escribir como
C =p; -6, (3.15)

onde = 3nGv es el término de la constriccion relacionado con los grados de liberta
donde © = 37Gr%b? 1t de 1 t 1 d 1 dos de libertad
gravitacionales.

La cuantizacién polimérica de este modelo procede siguiendo la ruta de la cuanticacién de la
gravedad cudntica por lazos (GCL). En este esquema de cuantizacién nuevamente el espacio de
Hilbert cinemético Hcin no permitird representar la variable b pero si su versién exponenciada

—_—

Vi, = e donde /g estd relacionada con la brecha de drea A = 4v/37v43, v el pardmetro
de Barbero-Immirzi [12] v a través de £2 = 42A. Por lo tanto, el dlgebra de observables a
implementar serd

(6, Pg) = ih y [0, Viy] = —21lo V. (3.16)

De forma andloga a los casos mecanicos tratados en la capitulo 2, el espacio de Hilbert
cinemético Hein que elegiremos es el producto directo del espacio de Hilbert gravitacional (
no separable) H&? y el espacio de materia (separable) H™ es decir Hein = H™ @ HE™Y.
Los vectores de H®?' son funciones @(v) con norma finita [|®|| := > |®(v)|?, y por lo tanto
sélo tienen soporte sobre un conjunto numerable de puntos. El espacio de Hilbert de materia
es el espacio estandar H™* = L2(R,d¢). Por lo tanto, los estados cudnticos cineméticos de
Hein son funciones ¥ (v, ¢) con norma finita || ¥[| := Y, [ dé|¥ (v, ¢)|?. Se considerard una base
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ortonormal |v, ) en H.in dada por los eigenvectores de los operadores U y (JAS Esta base satisface
la relacién de ortogonalidad

<V,a¢/‘yv ¢> = 51/’1/5(¢/a¢)' (317)
donde 6,/ , es una delta de Kronecker y §(¢’, ¢) es una delta de Dirac.

El operador ‘7[0 actia sobre una funcién de onda ¥(r) en H&?¥ mediante desplazamientos
Vgo\ll(u) = WU(v + 2{ph). Para construir la constriccién cudntica recurriremos a la aproxima-
cién cléasica b ~ (Vy, — V_y,)2i = (sinfob)/lo, de tal forma que el término gravitacional de la
constriccién [13] denotada usualmente como O es:

a 3IrG —
6= %(\/|ﬁ|sin£0b\/|ﬁ|)2. (3.18)
0

Como se discute en el Apéndice B y en el capitulo 2, los estados fisicos ¥ (v, ¢)gs son aquellos
que satisfagan la constriccién cuantica C':

—Cis(v, 0) = —p5 Vs (v, 8) + OFgi(v, ¢) = 0, (3.19)
donde el momento asociado a ¢ actia por derivacion, pyV(v, ¢) = —ihds¥ (v, ¢), y © actia de

la siguiente manera

_?Z;?[ V(v + L) (v + 2on) (v + 4Loh)| — 20°P(v) (3.20)

+/ V(v — 4boh)| (v — 200h)D(v — 44oh)].

Od(v) =

Como ocurrié en en el capitulo 3, la forma de © muestra que el espacio de soluciones a la
constriccién cudntica pude ser descompuesto de forma natural en sectores en los cuales la funcién
de onda sdlo tiene soporte sobre conjuntos de puntos espaciados por multiplos de 4¢y5. Aqui nos
restringiremos a la red v = 4nfy, donde n es un entero.

Para obtener los estados fisicos a partir de H¢i, de nueva cuenta se recurre al procedimiento
del promedio sobre el grupo. Si se denota por ex(v), k € R, al conjunto completo ortonormal
de eigenfunciones de © sobre H&® y usando a eP¢? como base del espacio H™*, podemos
expresar a cualquier estado ¥ (v, ¢) como

U (v, p) :/de/ﬂg(ﬁ\if(k,p(ﬁ) ePe%e (v). (3.21)

Usando este desarrollo, podemos promediar sobre el grupo de transformaciones de norma estas
funciones para obtener los estados fisicos Wg(v, ¢) como sigue

Vi (v,6) i= [ daf2lpsl U1, ) (3.22)

Usando la ecuacién (3.21) en (3.22) tenemos

™

(3.23)
dk / Apo2|ps ¥ (k. ps) €P*Per()6(p2 — w?)

Ak (k,wy,) e“*Per(v) + Uk, —wi) e “rPey(v)].
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Aqui denotamos a los eigenvalores de © como w,% y sin perdida de generalidad asumimos que
wi > 0 [14]. El factor 2|pg| se introdujo en el promedio sobre el grupo (3.22) para futuras
simplificaciones técnicas y no altera el caracter fisico de esta técnical. De la ecuacion (3.22)
se definen las funciones \I/leS(Z/, ¢) = [dk W (k, +wy,) et@rPe; (). Es posible interpretar estas
funciones como soluciones de frecuencia positiva y negativa, respectivamente
U (v,9) = FVOWU—)wt (1) ¢y). (3.24)
Induciremos un producto interno entre los estados fisicos a través del procedimiento del
promedio sobre el grupo. Consideremos un subespacio denso S en H.i,, usualmente S es el
espacio de Schwartz, y si ¥ € S podemos considerar a Vg como una distribucién que pertenece
al dual de S, denotado S*. Wy, actiia sobre cualquier elemento Y del espacio S a través del
producto interno cinemético [15, 16]:

(W] T) ::Z/dqb/da (2]@\ e—iaé) (v, 6)T (v, 6)

= [k [ dpe2lpelotw} ~ D) ¥ p) L) (3.25)
_/dk\i(k,wkﬁ(k,wk) + U (e, —wp) Tk, —wp).

En base a (3.25) definimos el producto interno fisico, entre los estados W y T, como

(Vgis, Tiis) 1= (Pgis| L) = (Ui W) (3.26)

Una observacion importante es que, un conjunto completo de observables esta dado por el
operador py = —ihdy, y el operador de volumen V4. La accién de estos observables, asi como la
evolucién temporal, deja invariante los espacios de soluciones de frecuencia negativa y positiva,
respectivamente. Entonces, como en la teoria de Klein-Gordon, podemos restringirnos a trabajar
en uno de los dos espacios de soluciones. En Cosmoloia Cuantica por Lazos (CCL) generalmente
se trabaja con el espacio de soluciones de frecuencia positiva. Asi, el espacio de Hilbert fisico
Hiis consistird en soluciones de frecuencia positiva \If}_(l/, ¢) a la constriccioén, i.e. soluciones que
satisfacen

—ih0, ¥} (v, ¢) = VOT T (v, ¢) (3.27)
con un producto interno motivado por (3.25) y con la forma
(U] ®) = [ dkF (ko))

= > UL (1,60)4 (v, o).

v=4nly

(3.28)

Finalmente, debido a que las soluciones clasicas ¢ para el campo escalar son mondtonas es
natural usar a ¢ como una variable de tiempo interno. Por lo tanto es es posible tratar este
modelo cuantico tanto en el marco invariante ante reparametrizaciones temporales como en un
marco deparametrizado.

En resumen, en esta seccién partimos de que el cosmos estd modelado por la métrica de
FLRW, si consideramos un universo a gran escala espacialmente isotrépico y homogéneo. Aqui,

'Podemos relacionar al estado ¥(v,¢) con (2|pg|) ™  Wis(v, ) y al final obtener una representacién unitaria-
mente equivalente del dlgebra de los observables de Dirac.
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nos enfocamos en el caso paticular de universo espacialmente plano y un campo escalar con
acomplamiento minimo, cuya accién es (3.9). La parte geometrica de este modelo es conveniente
describirla en términos de las variables geometricas v y b, las cuales estan relacionadas con
el volumen del universo y con el pardmetro de Hubble H, respectivamente. Ademads, al ser
un sistema invariante ante reparametrizaciones temporales, la dindmica esta contenida en la
constriccén C, ec. (3.13).

En el esquema de cuantizaion polimérica (o en CCL), este modelo cosmoldgico se define

——
enel espacio de Hilbert H.i, y las variables de configuracién geometricas son o y Vgo = elloAd,
las cuales satisfacen el algebra (3.16). La informacién fisica esta contenida en los estados Wgg
que satifacen la contriccién cudntica C (3.19). Generalmente, los estados Wgg no pertenecen a
Hein por lo que no tienen un producto interno definido y es necesario recurrir a la técnica del
promedio sobre el grupo para definir un producto interno, ec. (3.26), entre estos estados fisicos.

Por otro lado, recurriendo a ¢ como variable de tiempo interna y restringiendonos sélo a las
soluciones de frecuencia positiva tenemos acceso un marco deparametrizado para este sistema.
Aqui, la dindmica esta determinada por la ecuacién de Schrodinger (3.27) y el producto interno
es (3.28).

En el resto de este capitulo construiremos la integral de trayectoria polimerica para este
sistema césmico, tanto en un marco invariante ante reparametrizaciones temporales como en un
marco deparametrizado. Para la construccion en el marco invariante ante reparametrizaciones,
tomaremos como punto de partida el espacio Hilbert cinemético Hcin, €l producto interno fisico,
(3.26), y la relacién de ortogonalidad para la base |v, ¢), ec. (3.17). En el marco deparametrizado,
nos efocaremos en la ecuacién de Schrodinger (3.27) asi como en producto interno para este
marco, expresado en la ecuacién (3.28).

3.2. Integral de trayectoria por lazos para la cosmologia espa-
cialmente homogénea e isotrépica

En esta seccién nos enfocaremos en los vectores base |v, ¢). Fijando dos estados cineméticos
\vg, df) v Vi, $i) podemos expresar el producto interno fisico de la siguiente manera

(5, b1V, Vs bidits) = 2 / da{vy, 1€ |pslvi, 1), (3.29)

donde denotamos como |v, @) a la solucidén a la constriccién obtenida por el método de promedio
sobre el grupo a partir del estado cinemético |v, ¢). El propdsito de esta seccién es mostrar como
se obtiene un desarrollo que recuerda en parte la descripcién de este sistema usando modelos de
espuma de espin (MEE) y estudiar sus propiedades a partir de el producto interno fisico.

3.2.1. Suma sobre trayectorias

Como en la Seccién 2.2, para el caso de la particula libre, en esta seccién se reescribira el
producto interno fisico como una suma sobre trayectorias, donde a su vez agruparemos estas
trayectorias de acuerdo al ntimero de transiciones en el volumen v. Siguiendo a Reisenberger y
Rovelli [17] partamos del integrando de la ecuacién (3.29)

Avy, o5 viy 0i; Qsis = 2(vs, 05€"C |py||vi, d1). (3.30)
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Observemos que, de (3.30), aC puede interpretarse como un operador Hamiltoniano y esa ecua-
cién se leerfa como la amplitud de probabilidad de que el estado cinemético |v;, ¢;) evolucione a
el estado |vy, ¢¢) después de un intervalo unitario de tiempo, & la Feynman [19].

La simplificaciéon técnica fundamental de la que ya se ha hecho uso en la seccién 2.2 viene
del hecho de que €' es una suma de operadores que acttian de forma separada en H™at y F{&rav,
Por lo tanto, la amplitud (3.30) se factoriza como

A(vy, dpiviy iy ) = Ag(bg; dis ) A vy, vi; @), (3.31)
donde

Ag(os; dis @) = 2(p5|e™P5 py||0) y Ac(vr,visa) = (vple ™ ®w;). (3.32)

La amplitud Ay se evalia de forma directa al insertar una eigenbase completa del operador
Pg- La expresion resultante para Ay es

Ap(og, dis ) = 2/dp¢eiapieip¢(¢f_¢i)]p¢|. (3.33)

La amplitud Ag se estudiara en la siguiente subseccion.

3.2.2. La amplitud gravitacional Ag

Para desarrollar el procedimiento estdndar de Feynman consideraremos a e *¢ como el
operador de evolucién durante un intervalo de “tiempo” A7 = 1. Dividamos el intervalo A7 en

partes iguales, de longitud e = 1/N y escribamos la amplitud gravitacional Ag como

wile €y = Y (yple " Con_a) Fnoale  Con_g)...(mrle ), (3.34)

UN—1;-+V1

donde se separé al operador exponencial en N factores y se introdujo un operador identidad en
cada tiempo intermedio 7 = ne, con n = 1,2,..., N — 1. Por simplicidad denotaremos a cada
elemento de matriz <ﬁn|e*im® |Vpn—1) como Uy, 5, , vy avsy v; como Uy y Vg, respectivamente.

Al igual que en la seccion 2.2, es posible considerar al conjunto ordenado de puntos oy :=
(UN,UN—-1,...,p) cOmMO una trayectoria discreta asociada a esta esqueletonizacién de N inter-
valos. El elemento de matriz Ag(vy,v;; «) esta dado por la suma sobre las trayectorias de las
distintas trayectorias discretas con los volimenes en los extremos, U y Vg, fijos:

AG(Vf’ Vis a) = Z A(GN) = Z UUNT/N—lUUN—ﬁN—z T U§2DI U§1?0' (3.35)
oN

ON

El siguiente paso en la construccién estdndar de la integral de trayectoria es tomar el li-
mite N — oo, sin embargo, antes, reorganizaremos las trayectorias de acuerdo a el numero de
transiciones de volumen. Para lograr esta reorganizacion, notemos que en una trayectoria oy
el volumen 7,, puede permanecer constante durante un cierto numero de instantes de tiempo e,
luego puede aumentar su valor de forma discreta y permanecer constante otra cantidad de ins-
tantes de tiempo €. Para esta esqueletonizacion consideramos las trayectoria 01]{7/[ que involucra
M =0,1,..., N transiciones de volumen

M . . Ny ~.
ON = | UMy oo os UM VM =1y ooy VM =15 enee- N Z IO 7y 7 TSRO 7/ I (336)
N —
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De esta forma, el volumen cambia de v,,—1 a v, a un tiempo 7 = N,,¢ y permanece asi hasta el
tiempo 7 = Np,+1€. Estas trayectorias se pueden etiquetar méas claramente de la siguiente forma

oM ={(wr, s 0); (Nagy oy NV, Ui # V1, Ny > N1 (3.37)

La amplitud de probabilidad de la trayectoria J% estd dada por
AON) = [Onpiad VM Upgng 1 WU )2 7 U Ui (3.38)

La suma sobre todas estas amplitudes se realizaran en tres pasos. Primero, manteniendo fijo
el conjunto ordenado de volimenes (vyy, ..., 1) y considerando que las transiciones de volumen
pueden ocurrir en cualquier valor de 7 = ne en el intervalo A7, con N,,;, > N,,_1. La suma en
cuestion toma la forma

An(vary oo o) = Z_ Z Z_ A(od). (3.39)

Ahora sumaremos sobre todos los valores de los volumenes intermedios, respetando que v, #
Vm+1, para obtener la amplitud Ax (M) asociada a las trayectorias con inicamente M transi-
ciones de volumen:

An(M;a) = Z ANVt ooy V0, ). (3.40)

Finalmente obtenemos la amplitud total Ag(vs,v;;a) al sumar sobre el numero de M de tran-
siciones de volumen posibles dentro de nuestra esqueletonizacién original en N intervalos:

Ac(vs,vi; Z An(M; ) (3.41)

Para prescindir de la esqueletonizacién es necesario tomar el limite N — oo. Para esto
primero notemos que el M-ésimo término de la suma (3.40) esta expresado a través la ecuacién
(3.40) en términos de las amplitudes An(var, ..., v0; @), las cuales se pueden reescribir segin
(3.38) como

AN(VMv -y V03 O‘) = UVMVM 1"'UV1V0 [UV]\/IVM]N[UVMVM"'UVOVO]_l

N—-1 Ny—1 No—1 N N1
Z LY [P U (3.42)
X M—-1VM— 1} N [VOVO} )
|: Uylyl

=M Ny_1=M—-1 N;=1 Uvarvas

Ahora analicemos el comportamiento de los elementos de matriz para los ordenes més bajos en
1/N, tal como en la seccién 2.2:
i —
UVm+1l/m = Ne)ym+lym + O(N 2)?
[UVMVI\/I]N = e_ia@V]MVM + O(N_l)7

[UVMVM"'UVOVO]_I :1+O(N_1) y

U Nm .
|: V[,}Llumlj| — e—laNmebm +O(N_2),

UmVm

(3.43)



40 CAPITULO 3. COSMOLOGIA CUANTICA POR LAZOS

donde b,, = ©,,, 1, , — © En el limite N — oo podemos tomar a las sumatorias como
integrales sobre las variables e Na; — 7,,. Asi

UmVm

AW, ., vp; )+ = A}gnoo An(vagy vy Vo, 1)

= (_ia)M@V]MVZ\/I—l"‘@VIVO e Onara (3.44)
1 ™ T2 ) M
X / dTM/ dTM_l.../ dry eila(Zm:l Tmbm).
0 0 0
Noétese que los elementos de matriz ©,, ., = (Vm|O|v,) de © en HI"* pueden ser calculados

facilmente ya que si (v, — 1v,) ¢ {0, +4l} entonces ©,,,,, = 0.
Suponiendo que el limite N — oo puede ser intercambiado por la suma sobre vy_1,..., /1 en
(3.40), llegamos a que la expresion

Ag(M;a) = lim An(M;a), (3.45)

existe para cada M. Nétese que todo lo referente a la esqueletonizacién desaparece en este limite.
Asi, Ag(M;«) es la amplitud obtenida al sumar sobre todas las trayectorias que contienen
precisamente M transiciones de volumen dentro del intervalo A7 = 1, sin importar en que
momento o que valores de volimenes intermedios intervienen.

Finalmente tenemos que la amplitud total gravitacional puede ser escrita como

Ac(vs,vi; Z Ag(M;a) (3.46)

Mientras que cada amplitud parcial Ag(M;«) esta bien definida y es finita, la suma infinita
converge como veremos en la subseccién 4.2.3. Ademads, en esta derivacién también se supuso
que el limite N — oo conmuta con las sumas parciales.

Las integrales de la expresién (3.41) se pueden realizar de forma exacta [18]

(—iOt) ”M”M/ dTM/ dTM 1.- / dT1 e—ia(Z%:l'rmbm)
p

ZCY@wmwm AT

) ng
o H nk — 1) (8@wkwk> Z H]#’m WmWm, @ij),

k=1

(3.47)

donde w,, etiqueta los distintos valores que toma el volumen y n,, es el numero de veces que
ocurre ese volumen en la trayectoria vy, ..., 9. Usando (3.47) en (3.44), obtenemos

A(VM’ -+ V03 a) :@VMVMAeVMﬂVMfz'“@VlVO
za@wmwm AT (348)

P ng
1 0 >
>< .
kl:Il (nk - 1)' (8@wkwk Z HJ?ém Wi Wm @ij)

Resumiendo, se ha escrito la parte gravitacional Ag(vy,v;; «) de la amplitud como una suma
sobre historias:

Ac(vs visa Z Z A(wag, oy 1o @) (3.49)

M=0Vrr—1,---5V1

con A(vpr,...,vp; ) dado por (3.48). Esta expresion consiste en la suma sobre el nimero de
transiciones de volumen M y la suma sobre el nimero de secuencias de M — 1 volimenes
intermedios que son consistentes con las condiciones de frontera y que cumplen v, # vy,41.



3.2. INTEGRAL DE TRAYECTORIA POR LAZOS PARA LA COSMOLOGIA... 41

Desarrollo en vértices del producto interno fisico.

Recordemos que el producto interno obtenido con la técnica del promedio sobre el grupo,
(3.26), es

(7. )ss 11, 6i)) =2 [ 67,6530 Aoy, i), (3.50)
el cual se obtuvo bajo la suposicién principal de que es posible intercambiar la integracion sobre

el pardmetro a y la suma, infinita pero convergente, sobre M en el término Ag (v, v;; ). Usando
la ecuacién (3.49) obtenemos la siguiente expresién para el producto escalar anterior

(e 9]

(|Vf,¢f>fis,|yia¢i>f1’s):Z Z A(var, 0501, 04) | (3.51)

M=0 |[VMm—1,-V1

donde

p 1 8 nk—l
A(”M?"'7V0;¢f7¢i) :2 VUNMVUM — 1®I/1w 1VM—-2° 61/11/ H nk—l) <a(_) >
WE Wi

’“:E Ar) (3.52)
wmwm T
x Z /dp¢€”’¢ P14 ol o Po

];ﬁm( WmWm, ~ @ijj) .

La parte derecha de la ecuacién anterior es una suma de distribuciones integradas sobre p.
De forma directa podemos resolver las integrales sobre py4 y expresar a A(var, ..., vo; ¢r¢;) en
términos de los elementos de matriz de ©:

A(VM7 -5 V03 ¢f7 ¢z> :@VJVIVMfleVMflV]v172"'6V1V0
p vmm Ao i/ O AP
1 ( o > VO Ab 4 o~
X )
]1 (’I’Lk — 1)' 6@wkwk Z j;ﬁm(@wmwm - (_)ijj)

(3.53)
donde A¢p = ¢s—¢;. Podemos notar de la ultima expresion que cada amplitud A(vayz, ..., vo, ¢ 5, @)
es real y por lo tanto el producto escalar obtenido con el promedio sobre el grupo (3.51) también
es real.

Finalmente, el procedimiento del promedio sobre el grupo arroja una solucién a la constric-
cién la cual tiene componentes de frecuencia negativa y de frecuencia positiva mientras que el
espacio de Hilbert fisico consiste solamente de soluciones de frecuencia positiva. Denotemos la
parte de frecuencia positiva del estado promediado sobre el grupo |v, ¢)xs por |v, ¢)sis +. En-
tonces, el producto escalar fisico entre estados de Hys esta dado por la siguiente suma sobre
amplitudes A(M), cada una asociada al nimero de transiciones de volumen,

([vp, dplas Wis b+ )is =

Z ®VMVM—1@VM_1UM_2...@1,11,0

=0
p . P ng— \/MM
X
(3.54)
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Las caracteristicas principales de esta expresion son que que la integracion sobre « ya fue reali-
zada y resulté convergente y que el sumando involucra a los elementos de matriz de © los cuales
son faciles de calcular.

En resumen, pertiendo del espacio de Hilbert cinemético y el procedimiento del promedio
sobre el grupo se a producido un desarrollo en vértices del producto interno fisico.

3.2.3. Serie perturbativa

En esta seccién se muestra que la expresion (3.51) de la amplitud de transicién se puede
obtener usando un desarrollo perturbativo especifico. Estructuralmente este desarrollo asemeja
la estrategia perturbativa usada en Teoria de Campos en Grupos (TCG) [20, 21]. Consideremos
la parte diagonal D y no diagonal K del operador © en la base |v) de tal forma que

DV’I/ = Gl/Vél//l/') I_(V’Z/ = 61/’1/ - DV’V- (355)

Claramente tenemos que C = pi — D — K. La idea principal es considerar a K como una
perturbacién del termino pi — D. Para implementar un desarrollo perturbativo, es necesario
introducir la siguiente familia uniparamétrica de operadores

Cx=p,—Ox:=p, — D — \K. (3.56)

El pardmetro )\ simplemente servird para identificar el exponente de K en el desarrollo pertur-
bativo y al final, como es usual, lo fijaremos a uno.

Como punto de partida se toma la descomposicién de la amplitud A(vs, ¢5; vidi; ) en su
parte gravitacional y la parte de materia. La dependencia en A\ aparece en la parte gravitacional
de la siguiente forma

Ag‘)(yf, Vi, ) i= <l/f|€7ia®)‘|1/i>. (3.57)

Consideremos ahora un desarrollo perturbativo de esta amplitud. Nuevamente pensamos en
e~Ox como un operador de evolucién auxiliar definido por el Hamiltoniano aD y una ‘pertur-
bacion’ AaK . Definamos el ‘Hamiltoniano de interacciéon’ como

Hi(1) = e*PTaKe DT, (3.58)

Asi, la evolucion en el esquema de interaccion esta dictado por la familia de operadores unitarios
que actian sobre H&?" de la siguiente manera

- . . dU R
Uy (1) = e/@PTeiaOA satisfaciendo C;‘(T) = —iNH (1)U (T) (3.59)
T
La solucién a esta dltima ecuacién estd dada por la exponencial temporalmente ordenada
~ . T o0 T TM T2
Ox(r) = Te~ o Himdr — N = \M / drar / dTar—1... / dry[—iHp(tar))...[~iH (11)].
M=0 0 0 0

(3.60)

Ahora usamos la relacién e~*®» = ¢~P[J, (1), tomamos los elementos de matriz de e?*©x

entre los estados inicial |v; = 1) y final |vy = vp), y los escribimos de forma explicita en el
producto de Hy’s. El resultado es

o0 1 T '
Ag‘)(Vf,Vi,OZ) = Z )\M / dTM / dTl Z [el(l—TM)aDyMl,M]
M=0 0 0 UM se--,V1

)er(—iK ) [P TTM)ODri ]

(3.61)
x (—iaK

VMVM-—1
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Reemplazando a D y a K (recordemos que K no tiene elementos en la diagonal) por sus defini-
ciones tenemos que

A( Vfal/u Z AM Z A(”Ma"'al/o;a)a (362)

VM 15501

donde A(vyy, ..., vp; ) esta dada por la ecuacién (3.48).

Es posible construir la amplitud total al incluir el factor correspondiente al campo escalar y
realizando la integral sobre el pardmetro o como en la secciéon 2.2. De esta forma, el producto
interno fisico que da el procedimiento sobre el grupo es

([Vfa¢f] V’Lv¢’L Z >\M Z A(”M?"'7V07¢f7¢i)a (363)

VM —15+05V1

donde A(vpy, ..., 0, ¢f, ¢i) esta dado por (3.53). Si fijamos el valor de A a 1 entonces (3.63) se
reduce a (3.51).

Asi, considerando formalmente a la parte no diagonal de © como una perturbacién, se obtuvo
una derivacién independiente del desarrollo en vértices de ([vf, ¢¢], [v4, ¢5]) como una serie de
potencias en A, sirviendo la potencia de A para resaltar el numero de vértices de cada término
en la serie. Por lo tanto, en esta segunda derivacién de la amplitud también se supone que es
posible intercambiar la integral sobre a con la suma infinita (pero convergente) sobre M en
(3.62).

3.2.4. Satisfaciendo la constriccién

El producto interno fisico entre dos estados base define una funcién de dos puntos

G(vy, o5 vi, di) = (lvg, dfl+, Vi, dil+ )fis- (3.64)

Del Apéndice B sabemos que éste producto interno satisface la ecuacién de constriccion en cada
argumento. Si nos fijamos s6lo en el primer argumento tenemos que

03, — ©51G(vs, dp3vi, 1) = 0, (3.65)

donde ©f actiia sobre los estados @(vf). Si reemplazamos a © por ©) obtenemos una funcién
de dos puntos Gx(vy, ¢r; vs, ¢i) que permite el siguiente desarrollo perturbativo

Ga(vy, bp;vindi) = > MW An(vy, by vi, 1), (3.66)

M=0
donde Ajs es la amplitud definida en (3.54) y

AM(Vf7¢f7VZ7¢Z) - Z A+(Vma~--;VO§¢f7¢i)

Vm—1,---,V1

E Ouvm_1--Oving

Vm—1,---,V1

p
1 o
<11 (n, — 1)! (a@wkwk

(3.67)

>nk—1 i eiMAq&
m=1

?#m(gwmwm - @ijj) '
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El subindice + en A4 (var, ..., v0; ¢ 5, ¢;) enfatiza que hemos tomado sélo la parte de frecuencia
positiva.

Comprobaremos que G satisface (3.65) para cada orden en lambda. Dado que ©\ = D+\K,
nuestra tarea se reduce a mostrar que

(03, = Dp)An(vy, dpsvidi) — KypAn—1(vy, ép5vis ¢i) = 0. (3.68)
Entonces, sin pérdida de generalidad supondremos que vy = w), en (3.67) y tenemos que

(aj,f — D) AL (Vg vM—1, - V1505, 1) = Ousuns  Ovsy_1vaso--Oviws
p 1 ( a )nkl p C._.) ei\/ Owpmwm AP

X

P 1 o ng—1 P @w
_@w w < ) m

ei\/GwmwmA¢> ]

Si wp ocurre con multiplicidad n, = 1, i.e. si vy es el tnico volumen que toma el valor wy,
entonces no hay derivadas en Oy, en la ecuacion superior y se simplifica a

(8(%f - Df)A-i-(va VM—1,--+,V1; ¢f7 ¢Z) - @VfVA4_1@VM_ll/A{_Q"‘@VlVi

(n = 1! \ 9Ouwy ! (Owmwn — Owjw;)

= Ouuy A (Vi V-1, - V15 O, 1)

X

] (3.70)

k=1 m=1 1 Lj#m

Asi, en trayectorias donde el volumen final ocurre una sola vez en la secuencia, la acciéon del
operador [agf — D] da la amplitud de la trayectoria sin considerar el volumen v¢ y multiplicado
por el elemento de matriz de © relacionado con la transicién de volumen de vy a vy. En
general, el volumen final puede aparecer en la trayectoria mas de una vez: n, # 1. En este
caso es necesario considerar a @wpwp en las derivadas pero finalmente sera el mismo resultado.
Entonces, en general tenemos que

(8;]0 - Df)A+(Vf) UM—1,--- V15 ¢f’ ¢Z) = @VfV]V[_lA+(Vf’ Vp—1,---5 V15 ¢f7 ¢l) (371>

Finalmente, la evaluacién de la accién de la parte no diagonal K en Aj;_; queda como:

KpA (e vng, o v, Vi g, 00) = > Ougugyy Ay (U1, Va2, o 11, Vis G, B1) (3.72)

VM -1

Combinando los dos tltimos resultados en la ecuacién (3.67), vemos que la constriccién se
satisface orden por orden. Asi el desarrollo perturbativo obtenido es solucién a la constriccion
cuantica. Ademas es una buena solucién perturbativa en el sentido de que si tomamos solamente

trayectorias con M™ transiciones de volumen, o menos, entonces la constriccién se satisface a
orden \M":
M
03, — (Df + AKp)] > MM Apr(vy, o3 1, 61) = OAMH. (3.73)
M=0
Este ultimo calculo provee una comprobacién explicita, en este modelo en particular, de una
expectativa central sobre los MEE: La demostracién de que el producto interno fisico entre redes
de espin, expresadas como un desarrollo en vértices, es solucién al Hamiltoniano de la gravedad
cuantica por lazos (GCL) orden por orden.
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3.3. Marco deparametrizado

En esta seccién, partiremos del marco deparametrizado el cual enfatizamos en rol de ¢ como
tiempo interno. Como se mencioné al inicio de este capitulo, en este caso podemos trabajar en
el esquema tipo Schrodinger, considerando a v como nuestra variable de configuracién y ¢ como
la variable de tiempo. Los estados fisicos estan ahora representados por funciones ¥(v) con la

siguiente norma finita
g = 3 ) (3.74)
v=4nlg

y cuya evolucién esta determinada por ecuacién de Schrédinger
—i00 (v, ¢) = VOU(v,$) = HU(v, ). (3.75)

En contraste con la seccién 3.1, en esta seccién no estamos interesados en el espacio de Hilbert
cinematico o el procedimiento de promedio sobre el grupo. El objetivo primario de interés sera la
amplitud de transicién

A(vg, 0;14,0) = <1/f\eiH“0]V2->, (3.76)

para pasar del estado inicial |v;) en el tiempo ¢; = 0 al estado |vs) en el tiempo ¢y = ¢. De
la seccion 3.1, uno esperaria que esta amplitud de transicion sea igual que el producto escalar
fisico ([v¢, @]+, Vi, 0]+ )is = G(vf, @314, 0) considerado en la seccién 3.1. Este es el caso para la
solucién de frecuencia positiva ¥,, 4, = [v4, ¢;]+ obtenida mediante el promedio sobre el grupo
del vector base |v;, ¢;) dado por

‘IJVMf)z'(V’ ¢) = /dk(ek(Vi)e_iwk(m)eiwk((b)ek(y)) (3.77)

por lo tanto el producto interno entre dos estados de frecuencia positiva [v;, ¢+ y [V, df]+
estd dado por

([vp, brlas Wis b+ )iis = /dkeiwk(¢f_¢i)ék(%‘)@k(’/f)- (3.78)

El lado derecho de la ecuacién anterior es precisamente la amplitud (v¢|e!#]y;). Sin embargo,
la interpretacién actual nos permite considerar a A(v¢, ;v4,0) como una amplitud de transicion
fisica con un Hamiltoniano H. Por lo tanto, podemos seguir literalmente el procedimiento de
Feynman usado en la mecdnica cuantica no relativista. En este seccién buscaremos obtener de
nuevo un desarrollo en vértices para esta amplitud pero encontraremos la particularidad de que
si se trunca este desarrollo a un orden finito, entonces el desarrollo sera distinto del obtenido en
la secciéon 3.1.

Dejando de lado las diferencias conceptuales importantes, el procedimiento matematico usa-
do en esta seccién es completamente andlogo al usado en la seccién 3.1. Por lo tanto, sélo
presentaremos los pasos principales.

3.3.1. Suma sobre historias

Siguiendo los pasos de Feynman, dividiremos el intervalo temporal (¢,0) en N partes iguales,
cada parte de longitud € = ¢ /N, y expresaremos la amplitud de transicién A(vy, ¢;v4,0) como
una suma sobre trayectorias discretas on = (vf = U, ..., U1, 19 = V4):

A(vy, p;143,0) = Z A(on)  con  A(on) = Usyoy_Usy_1oy_z--Unimos (3.79)
oN
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donde Uy, 5, _, = (Un]e? €|, _1). A diferencia del seccion 3.1, aqui la amplitud es puramente
gravitacional y el parametro « del procedimiento del promedio sobre el grupo no esta presente.

Como en la subseccion 3.2.2, el siguiente paso es reordenar esta suma de forma que enfatice
convenientemente las transiciones de volumen. Asi, primero notemos que el volumen puede
permanecer constante durante un nimero de intervalos € y consideremos las historias J%[ con

precisamente M transiciones de volumen:
o = {(war, var—1, o v1,00); (Nary Nag—14 oy Noy N1}, Uiy # Vi1, N > N1, (3.80)

donde vy, ..., vy denotan los volimenes que intervienen en la historia U%I y INi denota el numero
de intervalos € despues de los cuales ocurre el cambio del volumen v;_1 a vg. La amplitud de
probabilidad para esa historia a% esta dada por

A(0N) = [Onagoad N ™ Upgins s (Ui ¥ T U0 [Usne) (3.81)

Podemos llevar a cabo la suma sobre todas estas amplitudes en tres pasos. Primero, mantengamos
fijo el conjunto ordenado de volimenes (vyy, ..., ), pero consideremos que las transiciones de
volumen pueden ocurrir en cualquier momento, ne con n = 1, 2..., en el intervalo de tiempo, ésto
sujeto a que la m-ésima transicién ocurra antes de la (m + 1)-ésima transicién para toda m. La
suma sobre todo este conjunto de historias es

N-1 Npy—1 N2—1

AN, o) = Y S LD A, (3.82)

Ny=M Nyj_1=M—-1 Ny=1

El segundo paso consiste en sumar todos los posibles valores v, que pueden tomar los
volimenes intermedios v, pero tal que v, # vy,_1, con vy = v; y vy = vy. De esta forma,
obtenemos la amplitud A(M) asociada con el conjunto de todas las trayectorias en las cuales
hay exactamente M transiciones de volumen:

AN(M) = Z AN(VM7"'>V0)' (383)

VM —1;---5V1

Por ultimo, la amplitud total A(vy,y;v;,0) se obtiene al sumar sobre todas las posibles transi-
ciones de volumen de nuestra esqueletonizacién inicial con N intervalos e:

N
Ay, ivi,0) = Y An(M). (3.84)
M=0

Aligual que en la amplitud gravitacional obtenida en la subseccién 3.2.2, dado que A(vy, p;v4,0) =

(veletf®]y;), el valor de la amplitud (3.84) no depende de N. Asi, mientras que el rango de M
en la suma y la amplitud Ay (M) en (3.84) dependen de N, la suma no lo hace y podemos evitar
una esqueletonizacion particular si tomamos el limite N — oco. En este limite lo referente a la
esqueletonizacion del intervalo temporal desaparece y las transiciones de volumen pueden ocurrir
en cualquier momento del intervalo continuo (0, ¢). La contribucién Ajs de las trayectorias con
precisamente M transiciones de volumen tienen un limite continuo, N — oo, bien definido y la
amplitud total esta dada por una suma sobre M

Alvs, @vi,0) = > Ani(vy, 9514, 0), (3.85)
M=0
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donde las amplitudes parciales Ay; estan dadas por

AM(Vf)QO;Viuo): Z A(val/Mflu"le)ViugO)

UM —14..+3V1
= Z HVMVM_lHVJ\/I—lVM—Q"'HVlVO (3.86)
VM —15-++V1
T ) S
Pt (ng — 1 OH 0, 1 ?;ﬁm(Hwkwk) - ijwj .

Nuevamente la amplitud de transicién total del modelo césmico es expresada como en (3.86)
como un desarrollo en vértices a la manera de los MEE. Al comparar la ec. (3.86) con el desa-
rrollo obtenido en el marco invariante, ec (3.54), podemos notar que la primera se describe en
términos de elementos de matriz de H = +/© [18] mientras que el segundo depende de los ele-
mentos de matriz de ©. Recalquemos que en cada caso se estdn enfatizando aspectos distintos de
la dindmica: por un lado, el marco invariante ante reparametricaciones temporales y el procedi-
miento del promedio sobre el grupo en (3.54) y, por otro lado, la deparametrizacién del sistema
césmico usando a ¢ como variable de tiempo relacional en (3.86).

3.3.2. Desarrollo perturbativo

El desarrollo en vértices (3.86) también se puede obtener como una serie perturbativa imi-
tando a la TCG. Como en la subseccion 3.2.3, el enfoque perturbativo tiene la ventaja de que
éste puede garantizar la convergencia de la serie obtenida.

Para este desarrollo tomamos el Hamiltoniano H y lo separamos en su parte diagonal D y
su parte no diagonal K. Por ultimo, definamos la familia de operadores Hy = D + MK, donde A
servird solamente como un marcador del exponencial de K, es decir, el numero de transiciones
de volumen. De forma andloga a la subseccién 3.2.3, considerando el cambio ® — H = VO y
trabajando en el adecuado el esquema de interacciones, se obtiene

An(vg, @v,0) = Y AM Ay (v, 0514, 0), (3.87)
M=0

donde Ay estd definida en (3.86). Si hacemos A = 1 en (3.87), recuperamos el desarrollo obtenido
n (3.85) como en el caso de los MEE.

3.3.3. La ecuacion de Schrodinger

Recordemos que en el esquema deparametrizado, la ecuacién de Schrédinger incorpora la
constriccién cudntica y la seleccién de los estados con frecuencias positivas y que , por definicion,
la amplitud de transicion A(vy, ¢;v;,0) satisface la ecuacion de Schrodinger. Pero es ttil saber,
respecto al desarrollo perturbativo, si al truncar el desarrollo (3.87) la ecuacién de Schrodinger
se satisface de forma aproximada y que esté bajo control.

Dado que el hamiltoniano en el desarrollo perturbativo es Hy = D + MK, la ecuacién de
Schrodinger se satisface, orden por orden, si

(i0p + Dy)Api(vy, 03v4,0) + KpAn—1(vy, 5 v4,0) = 0. (3.88)
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Entonces, usando la expresién (3.86) para las amplitudes parciales Ajs, necesitamos verificar
que

Z Z (i0p + Dyp)Ap (Vi vnr—1, oy V1, V35 0) + Kp A1 (Ve v —2, 0, V1, Vis @)
VM—2,..,vq |VM-1

(3.89)
sea nulo para cada M. Como en la subseccién 3.2.3, basdndonos en las ecuaciones ecs. (3.71)
y (3.72), la ecuacién se satisface para cada trayectoria, i.e. para cada amplitud intermedia
A, vp—1, V1, Vi59) Y AV, Uni—2, ..., V1, V35 ). De esta forma se muestra que el desarrollo
en vértices resultante de la serie pertubativa satisface la dinamica cuantica de forma controlada.
Si quisiéramos truncar la serie pertubativa hasta M = M™, tendriamos

M*
(10 + Dy + AKy) | Y MM Ap(vy, 304,0) | = OMH), (3.90)
M=0



Capitulo 4

Discusion, conclusiones y
perspectivas

El interés en el comportamiento de la interaccién gravitacional en situaciones extremas como
lo son el llamado “big ban” en el cosmos 6 el caso de los agujeros negros, nos lleva naturalmente
a plantearnos una posible descripcién que incorpore elementos cuanticos en la forma de una
teoria de gravedad cuédntica. Una de las propuestas desarrolladas recientemente en esta direccién
es la denominada gravedad cuantica por lazos. Esta consiste en un tratamiento hamiltoniano
de la relatividad general en el que a nivel cuantico los estados gravitacionales resultan estar
etiquetados por graficas formadas por nodos y aristas. Tales graficas explican el uso del término
“lazos” y también justifican el adjetivo polimérico que hemos adoptado en esta tesis y que
surge por la similitud con las estructuras en la fisica de materiales. Una propuesta alternativa
a la hamiltoniana para el estudio de la gravedad cuantica son los modelos de espuma de espin
que estan inspirados méas bien en una amplitud de transicién o propagador & la Feynman. Sin
embargo un andlisis exhaustivo de estos modelos basado en la integral de trayectoria estandar
sélo se ha iniciado recientemente. Ashtekar et. al. [1] calcularon el propagador de un modelo
homogéneo e isotrépico usando este esquema combinado con la técnica del promedio en el grupo
que permite incorporar la invariancia por reparametrizaciones temporales del modelo. A pesar
de que este modelo posee un numero finito de grados de libertad su estudio se complica por
las caracteristicas propias de su dindmica. Esta situacién nos llevé a considerar en este trabajo
modelos mecanicos que son mas sencillos desde el punto de vista de su dindmica.

En esta tesis estudiamos el propagador polimérico via integral de trayectoria de una particula
no relativista, tanto libre como en una caja, asi como el de una particula libre relativista, para
pasar después al caso del modelo césmico homogéneo e isotrépico. Primeramente, en el segundo
capitulo, recordamos algunos elementos de la cuantizaciéon polimérica hamiltoniana. En lugar
del algebra candnica asociada a los observables = y p, adoptamos el algebra tipo Weyl, ec.
(2.4), manteniendo (2.3) pero en un espacio de Hilbert polimérico Hyoli, ec. (2.5). Enseguida
se planted el propagador con base en la integral de trayectoria, los elementos anteriores de la
cuantizacién polimérica hamiltoniana y la técnica del promedio en el grupo. Especificamente
particionamos la expresion del propagador en términos del pardmetro que reemplaza al tiempo
y se analizaron sus contribuciones infinitesimales. En este punto fueron introducidas relaciones
de completez para ambas variables, de tiempo y espacio, que tienen caracter continuo y discreto,
respectivamente. El uso de esta ultima caracteristica refleja el aspecto polimérico del tratamiento,
incorporando en particular una red regular en lugar de la recta real o un intervalo de ésta, en
el caso de la caja. Uno de los elementos técnicos maés utiles de los que se adoptaron aqui fue
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la organizacién de las contribuciones de las diferentes trayectorias en términos del ntimero de
transiciones correspondientes a cambios en la posicion de la particula.

Bajo esta organizacién particular obtuvimos la amplitud de transiciéon para sistemas mecéni-
cos, ec. (2.50), como una suma sobre amplitudes parciales, ec. (2.48), donde cada amplitud parcial
corresponde a la contribucién de todas las trayectorias con un determinado niimero de transi-
ciones en x. Es necesario resaltar que la amplitud de transicién obtenida sélo es valida para
sistemas con un potencial W nulo, como es el caso de los sistemas mecanicos desarrollados en
las subsecciones 2.2.1,2.2.2 y 2.2.3. Otros casos con W # 0 requieren mas estudio.

Después procedimos a emplear esta amplitud de transicion para sistemas mecanicos especifi-
cos como la particula libre considerando el hamiltoniano propuesto en la subsecciéon 2.1.1. Para
ello tomamos la forma explicita de los elementos de matriz del hamiltoniano, ec.(2.52), y ec.
(2.53), v los introdujimos en la ec. (2.48), obteniendo el propagador polimérico (2.65), mismo
que se obtuvo en [2] y [4] por métodos hamiltonianos.

Para obtener el propagador de la particula no relativista en la caja usamos el caso libre
excepto que las trayectorias consideradas se restringen a aquellas que yacen en la region de la
caja rigida. Explicitamente este modelo puede expresarse como una serie de propagadores de la
particula libre polimérica como lo muestra la ec. (2.81).

Para cada uno de estos tres casos verificamos que en la aproximacion continua, pg — 0, los
propagadores correspondientes coinciden con aquellos obtenidos por el esquema de cuantizacién
de Schrodinger.

Después, en el capitulo 3, pasamos a discutir el caso del modelo cosmoldgico. En esta par-
te seguimos de cerca la referencia [1]. Usando como punto de partida la descripcién canénica
clasica del modelo de FLRW acoplado a un campo escalar homogéneo se repasa brevemente el
tratamiento cudntico polimérico del mismo, en el esquema hamiltoniano. Se subraya el papel
fundamental que juega la constricciéon asociada con la invariancia por reparametrizaciones tem-
porales de este modelo relativista (3.19). El propagador fisico para este modelo via la integral
de trayectoria se obtiene promediando sobre el grupo de transformaciones inducidas por tal
constriccion, en el que s6lo es necesario considerar la contribucion de los modos de frecuencia
positiva. Parte de la informacion del espacio de Hilbert polimérico se introduce aqui y la inte-
gral de trayectoria correspondiente es susceptible de ser organizada en términos del ntimero de
transiciones en la variable de volumen que es la andloga de la variable de configuracién Z de los
modelos mecénicos. El propagador toma la forma (3.54).

Notablemente, al considerar el propagador como un desarrollo perturbativo en el que la parte
no diagonal de la contribucién gravitacional a la constriccién se toma como una perturbacion
con respecto a su parte diagonal méas la materia, se reobtiene (3.54). Auin maés esta serie truncada
a los primeros M™ términos satisface la constriccién a cada orden como puede verse en la ec.
(3.73). Claramente este es el andlogo de la relacién que guarda la amplitud de Feynman con la
ecuacién de Schrodinger.

Por otro lado, tenemos acceso a un marco deparametrizado cuando se usa un campo escalar
como variable de tiempo interno. En este caso la dindmica estd descrita por la ecuacién (3.85).
Término a término, (3.54) y (3.85), no coinciden, pero si las correspondientes sumas.

Entre las conclusiones de este trabajo podemos incluir las siguientes. El modelo césmico po-
limérico tiene un par de caracteristicas que es importante resaltar: primero, la simetria asociada
a invariancia por reparemtrizaciones temporales y, segundo, el marco de cuantizacién polimérico.
La forma de estudiar estas caracteristicas es recurrir a sistemas mecanicos, como en el capitulo
2 para la particula no relativista libre y en la caja, en los cuales podemos analizar por separa-
do algunas implicaciones de la simetria por invariancia ante reparametrizaciones y el esquema
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polimérico excluyendo, sin embargo, las dificultades eécnicas de la dindmica césmica especifica.

La organizacién de las trayectorias usando el nimero de transiciones en la variable de con-
figuracién es esencialmente la misma para los sistemas mecanicos y para el modelo césmico.
En los primeros, la variable polimérica es la posicién & y las trayectorias en la amplitud de
transicion se organizan dependiendo del niimero de transiciones en la posicién que estas tengan.
Por otro lado, en el modelo césmico la variable discreta © representa un volumen, por lo que el
ordenamiento de trayectorias aqui se hace respecto al numero de transiciones de volumen.

Los propagadores de la particula polimérica no relativista, libre y en una caja, ya habian
sido calculados con base en el formalismo hamiltoniano, mientras que en esta tesis hemos mos-
trado cémo obtenerlos usando la integral de trayectoria. Ademas, obtuvimos el propagador de
la particula polimérica relativista, el cual no ha sido reportado hasta donde sabemos, ya sea por
el método hamiltonian o por integral de trayectoria. Cabe mencionar que para los tres sistemas
mecanicos aqui considerados la aproximacién al continuo para cada uno de los respectivos pro-
pagadores coincide con los propagadores que se obtienen tomando el esquema de cuantizacion
de Schrodinger.

Al comparar el propagador césmico obtenido en un marco deparametrizado respecto al obte-
nido en un marco invariante, se encuentra que término a término estas series difieren. Sin embargo
las series convergen al mismo resultado. Esta “discrepancia”del caso césmico no esta presente
para la particula no relativista, en los cuales se obtiene la misma serie para los propagadores
tanto en un marco deparametrizado como invariante.

Es posible extender las ideas desarrolladas en esta tesis. A continuacién describimos algunas
posibilidades. Desde el punto de vista de los modelos mecédnicos, un punto pendiente es analizar
la serie obtenida del propagador de la particula relativista respecto al que se pudiera obtener en
un marco deparametrizado, buscando esclarecer la discrepancia ocurrida en el modelo césmico.
Otro sistema mecanico de interés en el formalismo de integral de trayectoria polimérica resulta
ser el oscilador arménico, cuyas aplicaciones son muy importantes [26].

Para modelo césmicos, podemos pensar en extensiones respecto al modelo aqui considerado,
que es homogéneo e isotrépico con curvatura espacial nula k£ = 0. Por ejemplo modelos con otras
curvaturas (k = 1,—1)[27] o, mejor aln, tratar inhomogeneidades posiblemente a nivel pertur-
bativo [29]. Otros modelos gravitacionales interesantes para el presente esquema de integrales
de trayectoria, considerando un tratamiento perturbativo, son los modelos inhomogéneos con
simetria esférica.

Por dltimo, la relacién entre los modelos césmicos hamiltonianos y los modelos césmicos
derivados del formalismo de espumas de espin requiere mas estudio [1, 30, 31].
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Apéndice A

Integral de trayectoria y
cuantizacion de Schrodinger de una
particula libre no relativista

El propagador de la mecdnica cudntica usual G(x,t;2’,t") nos permite obtener la funcién de
onda de un sistema fisico a un tiempo t a partir de una funcién de onda inicial al tiempo ¢’ como
lo se muestra a continuacién [22]

P(x,t) = /dx'G(:E,t; o (). (A.1)

Este propagador se define como la amplitud de transicién de un estado |z’), en un tiempo t', a
un estado |z), a un tiempo ¢, es decir,

Gz, t; 2, ') == (w,t|a 1) = (x| e HE|2!), (A.2)

donde H es el Hamiltoniano del sistema. De (A.2) es facilmente que se satisfacen las siguientes
propiedades:

= Consistencia con las condiciones iniciales:

; A A o

» Regla de composicién: para t >t > t/

Gz, t;2' ) = /d:ﬁG(x,t;:E,f)G(a?,t; 2 t). (A.4)

= Para el operador de Schrédinger ihd; + H, la distribucién O(t — t)G(z, t; 2/, ') es una
funcién de Green

(mat n H) Ot — )G(a, t:, 1) = 6(x — 2)5(t — t'). (A.5)

Existen distintas métodos para calcular este propagador, siendo dos de ellos el método espec-
tral y la método de integral de caminos de Feynman. La método espectral nos permite obtener

03
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el propagador de forma sencilla si conocemos los eigenestados |1s) y los eigenvalores respectivos
E, del Hamiltoniano H del sistema. Para calcular el propagador con este método, introducimos
un operador identidad de eigenestados del Hamiltoniano, ) |1),)(1s|, en el producto intero que
aparce en (A.2), obteniendo asi

Gla ;2 ) = D (@l (W] M) = 3w (@), (af) 200y )
Por ejemplo, para particula libre, donde el Hamiltoniano H = p?/2m, los eigenestados de
energia son
eip:p/h

V2T ’

con sus respectivos eigenvalores FEs = p?/2m. Usando la ecuacién (A.6) (en este caso debemos
sustituir la sumatoria por una integral debido al dominio de p ):

Yp(z) = con peR (A7)

G(l‘,t; l‘l,t/) :2i /OO dp eip(a:—x’)/h e—ipz(t—t’)/th
T J-co
(A.8)

m im(zle)z
= /— e 2h(t—t")
2imh(t —t')

Otro método para calcular los propagadores esta directamente relacionado con la formulacién
de integrales de camino. La importancia de este método radica en la relacién que surge entre
el propagador cudntico de un sistema con el lagrangiano y el hamiltoniano que lo describe
clasicamente. Esta formulacion fue desarrollada primeramente por Richard P. Feynman en 1948
[19]. El primer paso de este método consiste en reescribir el operador de evolucién temporal de
la siguiente forma

s [ _ / s [ s ‘3 s r
e iH(t—t")/h _ e iHe/h e lHe/hm e 1He/77,7
Nwveces

(A.9)

donde eN = (t — t'). Posteriormente, se introduce un operador identidad formado con los eige-

nestados del operador de &, [ dz|z)(z]|, entre cada producto de operadores eifle/h poy ejemplo,

para la particula libre tenemos

Gy ty;misti) =(@s tylmi ti) = (wg| e =/,
N-1
G(a:f,tf;xi,ti) = H </ d.’L‘j) <.73f| efiHE/h’ajN,1><.’L‘N,1| eiiHe/h’$N72> ce (AlO)
R

j=1
« <1’2’ e—iﬁe/h|x1><x1| e—iﬁe/hui)‘

En (A.10), el propagador esta expresado con una serie de N — 1 integrales sobre un producto
de N amplitudes, donde cada una de estas amplitudes se calcula de la siguiente manera

—iHe dpy, —iHe
(ul 1) = [ T ) P, )

) R (A.11)
:/dp%melf;(_;?f"p( - n—l))‘
R 27Th

Usando (A.11) en (A.10) tenemos

N—-1 i 2 pn(Tn—2p_1)
dpy dp e L (4 rlenmnm))
n=1
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Al considerar el limite N — oo en (A.12), el exponente del integrando pasa a ser la accién
clasica S(xy,ts; x4, t;) de la particula libre multiplicado por el factor i/A

LSty -t')—i/tfdt . (A.13)
A T, Uf3T4,05) = A " &4 om ) .

Esta ltima ecuacion mostrar la relacién entre el propagador cuantico y el hamiltoniano clasico
del sistema.

Para calcular explicitamente el propagador de la particula libre, tomamos la ec. (A.12) y
consideramos la siguiente expresién para el exponencial del integrando

N N—-1
an(l'n - ZUnfl) = wn(pn - pn+1) + PNTN — P1Z0- (A‘14)
n=1 n=1

Esto nos permite evaluar ficilmente las integrales sobre las varibles x,, con n = 1,.... N — 1,
obteniendo asi

N-1 . N P2
Glay by mit;) / b= / g )e“e(znl(m’%)+pNxN—pl$0)
x -:I:. . pr— — -
frlfs iy by " onh 24 R 2h Pn Pn+1
2
B / dpn e—ie(ZiL(%)ﬂWpr) (A.15)
R 27Th
n ﬁ _ im(szzi)2
N dpn o ie( Ngnp+pN (N —0) B m o Zhip—t)
~ Jr 27h ~\ 2irh(ty — ;) '

Este resultado coincide con la expresién para el propagador de la ec. (A.8), el cual se obtuvo
mediante el método espectral.
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Apéndice B

Invariancia por reparametrizaciones
temporales

La accién de un sistema mecdnico se define como
Tf
Sla.d) = [ drLig.d (B.1)
i

donde g son las coordenadas generalizadas del sistema y ¢ son las velocidades respecto de estas
coordenadas respecto al parametro 7. En general, un sistema fisico se puede describir respecto a
distintos parametros, es decir, usar a 7 o hacer el siguiente cambio 7 — 7(7), siempre y cuando
07 /0T sea una funcién mondtona e identificando los puntos extremos, 7 = 7; y 7r = 7¢. Al
expresar el sistema respecto a un nuevo parametro 7 obtendriamos la accién S:

Sl 4l = /Tf drLlg, q] (B.2)

aqui ¢ representan las velocidades respecto al pardmetro 7.

En general los lagrangianos L y L, ecs. (B.1) y (B.2) no tienen la misma forma. Existen sis-
temas fisico que son simétricos ante este tipo de reparametrizaciones temporales. Estos sistemas
satisfacen Ldr = Ld7. Ahora, un lagrangiano L invariante ante reparametrizaciones temporales
si satisface
d7

=l (B.3)

T T dr
ST=/ drL[q, 0-q] :/ dr—Llg, 0z
Ti Ti T
De la ecuacién (B.3) podemos ver que una condicién suficiente para que el sistema sea
invariante ante reparametrizaciones temporales es que el lagrangiano del sistema L sea una
funcién homogenea de grado uno respecto a las velocidades, es decir,
d7 d7
L[q,@;qg] = EL[CL@% J- (B.4)
Si L es una funciéon homogénea de grado uno, el teorema de Euler para funciones homogéneas

establece que
oL

Qi =

J 6Qj
pero esto lleva inevitablemente a que el Hamiltoniano para lagrangianos homogéneos de orden
uno este constrenido a ser nulo.

L, (B.5)

o7
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Es posible introducir a mano esta simetria en algunos sistemas mecdnicos al promover al
tiempo t de parametro de evolucién a variable de configuracién, es decir,

Tf

. tf _ . dt s .
St = [ dtLla.t) - Slatd.d) [ arf Lladafad = [Tartlgnad,  (©0)

t; Ti i

donde las derivadas en la ecuacién derecha de (B.6) son respecto al pardmetro auxiliar 7. Pode-
mos ver que el lagrangiano obtenido £ es obviamente homogéneo de grado uno en las velocidades
(incluyendo la velocidad )

£ = iLlq,q/i] (B.7)
Por lo tanto se tiene que
0L L
o g (B:8)

Donde ¢; son las velocidades derivadas del sistema antes de la implementacion de la simetria.
Desde el punto de vista hamiltoniano, la relacién (B.8) implica por definicién que el hamiltoniano
del sistema esta constrenido H = 0. En términos de las variables de espacio fase, (B.8) puede
escribirse como #(p; + H) = 0, donde p; es el momento conjugado ala variable t y H es el
hamiltoniano del sistema deparametrizado. El factor f nunca es nulo por contruccién C, por lo
que de forma mas simple atn la constricciéon puede escribirse como

Czpt-i-H. (Bg)

Siguiendo la teoria desarrollada por Dirac [23] para el andlisis de sistemas mecénicos con
constricciones podemos notar que si sélo tenemos la constriccién C' y el sistema es totalmente
constrenido, es decir, H = 0 la acciéon que determina el sistema es

. Ty ) .
S, t,pjp) = / dr ((jjpj +tpy — )\C') , (B.10)

donde A es un multiplicador de Lagrange y C' = p; + H. Ademads, considerando que C' la tnica
constriccién del sistema, esta es entonces una constriccion de primera clase y generadora de
transformaciones de norma a través del corchete de Poisson. Es decir, si G es una funcién del
espacio fase, entonces la transformacional de norma infinitesimal generada por C, G , se obtiene
mediante la siguiente expresion

5G = {G,C}. (B.11)

Las observables fisicas F', resultan ser aquellas que son invariantes ante transformaciones de
norma, en otras palabras {F,C} = 0.

Cuantizaciéon de un modelo mecanico invariante ante reparame-
rizaciones temporales

En presencia de constricciones la cuantizacién de un sistema mecénico [16] debe de contem-
plar las siguientes ideas

= Identificar un espacio de Hilbert cinematico, H,, que implemente el dlgebra de los ob-
servables basicos. Tipicamente [Z, p,] = ¢/ se representa como & (x) = z(z) v p(z) =
—ihdp(z), con Y(x) € Hein = L*(R, dz).
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» Identificar los estados fisicos g (). Estos estan definidos como aquellos estados invariantes
bajo la accién de la constriccion C, es decir, C’wﬁs(aﬁ) = 0 o equivalentemente ei)‘éwﬁs(x) =
Viis ().

Una de las dificultades técnicas al implementar esta segunda idea radica en el hecho de

que en ocasiones Vgs(x) ¢ Heiy, es decir, ¥gs(z) € Heys # Hein. Claramente, el espacio de
estados de interés es el espacio de Hilbert fisico, Hgg.

» Una forma de extraer un estado fisico |Ugs) a partir de un estado |¥ciy) € Hein. Una forma
de lograr esto es mediante la técnica del promedio sobre el grupo,

|‘11f1's> = /Rd)\ ei)\C|\chin>- (B12)
Dos estados cinematicos |W.; ) y |Uein) se dice que estdn en la misma drbita de norma si
estan relacionados por una transformacién de norma, es decir |, ) = Uy|¥ein), donde
U, := €°C Haciendo el cambio A — X\ + X\ en (B.12) se puede mostrar que se obtiene
el mismo estado fisico a partir de cualquier estado de una misma érbita. Notemos que el
estado asi generado es invariante bajo la accién de la constriccion

Un|Ugs) = €| W) = / A\ OO0 ) = / AN N Tg) = [Tge).  (B.13)
R R

= Si los estados fisicos no pertenecen a Hc,, no se tiene un producto interno definido para
ellos. Se puede generar un producto interno en Hys usando, nuevamente, la técnica del
promedio sobre el grupo [15, 25]

(B[ W) = / AN (®ein| AW ). (B.14)
R

Este producto interno es invariante ante transformaciones de norma sobre los estados |®ip )
Y [Wein)-
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