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1. Introduccion metodolégica

1.1 Interacciones fisicas, indistinguibilidad y no con-
mutatividad

Las teorias cientificas de la fisica intentan dar cuenta de las complejas relaciones en-
tre los diversos componentes de la naturaleza. Para ello es necesario capturar sus
caracteristicas en conceptos, que frecuentemente tienen una expresién matematica, y
tratar de establecer, también matematicamente las relaciones entre ellos de manera
que ayuden a comprender, explicar, predecir y finalmente controlar la ocurrencia de
los fenémenos.

La mecéanica cuantica es una teoria fisica del mundo microscopico que formula las
leyes de los fenémenos que ocurren en su ambito de aplicacion. Tres conceptos muy

importantes de la teoria cuantica son:

1. Las interacciones debidas a la existencia de un potencial que da lugar a una

fuerza:

e La interaccién entre particulas ocurre por medio de potenciales, dos ejemplos
de ello, ambos muy importantes, son el potencial de Coulomb y el potencial

armoénico.

e Por medio de un potencial se puede confinar a una o a varias particulas.
Dos tipos muy importantes de confinamiento son: 1) con paredes impenetra-

bles que restringen al sistema en una regién del espacio y 2) confinamiento
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por medio de un potencial central, como una trampa armoénica o una de

Coulomb.

2. La imposibilidad de distinguir dos particulas idénticas conduce a la simetrizacion
de la funcion de onda. La funcion de onda debe ser simétrica o antisimétrica bajo
el intercambio de coordenadas de dos particulas cualesquiera para garantizar que
el estado no cambie y por lo tanto que éstas sean indistinguibles. Para una
funcién antisimétrica de particulas con espin (llamadas fermiones) es necesario

considerar el principio de exclusion de Pauli.

3. Lano-conmutatividad de algunos operadores en sistemas de una o varias particulas.
La no-conmutatividad de los operadores asociados a la posicién y al momento
de una particula es de especial importancia y conduce al principio de indetermi-

nacién de Heisenberg y a las relaciones de incertidumbre.

La enumeracién por separado de estos tres conceptos no implica que existan de
manera independiente en la naturaleza o que sus relaciones puedan ser despreciadas.
No obstante, esta separaciéon implica una manera de analizar metodolégicamente un
problema, es decir proceder analiticamente (andlisis en el sentido de separar el todo
en elementos particulares), estudiarlos por separado y luego proceder sintéticamente
(sintesis en el sentido de poner junto) estudiando sus relaciones. Estos pasos son
elementos comunes de lo que podria llamarse el método cientifico.

Un esquema que da cuenta de estos tres elementos y de sus relaciones es el siguiente:
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(I) Interacciones fisicas (IT) Indistinguibilidad

(III) No conmutatividad

Figura 1.1: Representacion esquemaética de los tres conceptos de la teoria cudntica cuyas

relaciones seran estudiadas en esta tesis.

1.2 Correlacién y localizacion

Por otro lado, cuando aplicamos la teoria cuantica a los problemas fisicos se postula
que toda la informacion del sistema esta contenida en la funcién de onda. Sin embargo,
la funcion de onda no tiene una interpretacion directa sino que es su norma cuadrada la
que se relaciona con la probabilidad de ocurrencia de un evento (por ejemplo encontrar
una particula en algiin punto del espacio o con un momento determinado, etcétera).
En el andlisis aparecen dos caracteristicas del sistema (que también son conceptos) con

los que se intenta explicar una multiplicidad de fenémenos fisicos:

1. La correlacién.

e Correlacion entre particulas, o més precisamente entre las variables que las
describen en alguna representacion.
e Correlacion entre variables que describen a una misma particula.

IT. La localizacién, o mas precisamente la estructura de la distribucién que describe

al sistema en alguna representacion, por ejemplo la localizacion en el espacio de
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posicion, en el espacio de momento, o en el espacio fase.

Enfocados en el problema de la correlacion, se puede estar interesado en estimar:
como dos particulas estan correlacionadas, cudl es la magnitud de la correlacién, cudles
son los efectos que las correlaciones entre particulas producen en el sistema en su
conjunto, cuales los que el resto de los componentes del sistema de estudio provocan en
las correlaciones entre ellas (por ejemplo, a menudo hablamos un potencial efectivo),
etcétera.

Enfocados en el problema de la localizacién podemos estar interesados en los factores
que provocan que la distribucion se localice en ciertas regiones del espacio real, o del
espacio fase, o del de momento. Por ejemplo, la existencia de regiones en el espacio
real en donde esta localizada la densidad electronica se vincula con el enlace quimico,

o con la estructura de capas atomicas.

1.3 Enfoque del estudio

El presente trabajo es un andlisis que conjunta los tres conceptos de la teoria cuantica
que mencionamos con la correlacion y la localizacién en sistemas cuanticos, es decir
los potenciales, la indistinguibilidad y la no-conmutatividad. Para realizar este analisis
debemos seleccionar un enfoque. Utilizaremos un enfoque estadistico para abordar los
conceptos de correlacién y localizacion.

La existencia de potenciales, la indistinguibilidad y la no-conmutatividad seran
tratados como factores que influyen en la correlacion entre algunas variables relevantes
de los sistemas que trataremos y en la localizacién de las distribuciones que los de-
scriben.

Las herramientas clasicas de la estadistica son la desviacion estandar para estudiar
la localizacién de una distribucién (que se relaciona directamente con conceptos como
incertidumbre, estructura, dispersion) y el coeficiente de correlacién para estudiar la

correlacion estadistica entre variables en una distribucion.
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Ademads de esas herramientas estudiaremos otras que provienen de la teoria de
la informacién, en la que la medida de la localizacién (incertidumbre) es la entropia
de Shannon y la medida de la correlacion estadistica es la informacién mutua. La

correspondencia es:

e Desviaciéon estandar — Entropia de Shannon.

e Coeficiente de correlacion — Informacion mutua.

Dos preguntas que pueden formularse a partir de lo anterios y que atraviesan varios

capitulos del trabajo que ahora se presenta son:

a) ;Cuéles herramientas son més convenientes para estudiar la incertidumbre cuéntica?,

cuya respuesta queda abierta puesto que es una discusién vigente [1].

b) ;Qué medida de la correlacién estadistica es la méds adecuada?

En el marco del enfoque estadistico es necesario discutir el concepto de correlacion

para clarificar a qué nos referiremos con éste a lo largo de este trabajo.

1.3.1 Correlacion estadistica

Si la descripcién de un determinado problema requiere de dos (0 més) variables, se dice
que, éstas estan estadisticamente correlacionadas si su funcién de distribuciéon conjunta
no puede separarse como un producto de funciones de cada una de ellas.

El concepto de correlacién estadistica requiere entonces de la existencia de una
funcion de distribucién conjunta que sea no separable. Si la funcién es separable a las
variables se les llama estadisticamente independientes.

En la mecanica cudntica un efecto de los potenciales es provocar que la ecuacion de
Schrodinger no pueda separarse y por lo tanto que su soluciéon no sea separable en las

coordenadas originales que describen a las particulas. A menudo ésta puede separarse
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con un cambio de coordenadas pero ain cuando este sea el caso hay restricciones de
indistinguibilidad que deben cumplirse para el intercambio de las variables originales.

Para enfrentar este problema se utiliza la idea de separabilidad como una primera
aproximacion su solucién. Uno de los tipos de teorias a las que da lugar la idea
de separabilidad son las teorias de campo autoconsistente, en las que se asume que
la ecuacién de Schrodinger de N particulas puede separarse en N ecuaciones de una
particula, cada una de estas con un campo promedio que es producido por el resto.
La teoria de Hartree-Fock es la teoria de campo autoconsistente mas conocida en el

contexto de la quimica cuantica.

Energia de correlacion

Lowdin definié la energia de correlacion como la diferencia entre la energia del sistema
de Hartree-Fock y la energia exacta (no relativista) que en la practica se obtiene por
medio de cédlculos més refinados. Esta es posiblemente la definicién de energia de
correlacion mas utilizada en el contexto de la quimica cuantica.

La energia de Hartree-Fock es la energia de un sistema de campo autoconsistente
que no incluye la interaccion instantanea entre las particulas. La diferencia con el
sistema exacto debe ser una medida de la no separabilidad de la funcién de onda que
es debida a esa interaccién instantanea.

Sin embargo, el sistema de Hartree-Fock si incluye la indistinguibilidad de las
particulas. Una funcién separable es la solucién del sistema de Hartree la cual se
escribe como un producto de funciones de una particula y no existe correlacion es-
tadistica entre ellas. La diferencia entre la solucién de Hartree y la de Hartree-Fock es
que la segunda incluye la simetria de la funciéon de onda y por ello es capaz de recuperar
comportamientos que la primera no puede.

La solucién de Hartree-Fock no es separable como un producto de funciones de una
particula lo cual implica que éstas estan estadisticamente correlacionadas aunque se
encuentren en un campo promedio. La diferencia entre las soluciones de Hartree y de

Hartree-Fock es la correlacion que se debe a la indistinguibilidad (primordialmente)
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y la diferencia entre Hartree-Fock y el sistema exacto es la correlacién que se debe
principalmente a los potenciales.
Esta es una perspectiva energética para abordar el problema de la correlaciéon. La

energia de correlacion es una cantidad global, es decir, es un ntimero.

Andlisis de las densidades

Hemos vinculado el concepto de correlacién estadistica con la existencia de una dis-
tribucion de probabilidad conjunta. La mecanica cuantica puede ser representada en
los espacios de posicién y momento; en cada uno de ellos la norma cuadrada de la
funcién de onda se interpreta como la densidad de probabilidad de que las particulas
tengan determinadas posiciones o momentos.

De manera complementaria a la perspectiva energética para el estudio de la cor-
relacion tenemos la perspectiva que se enfoca en cémo la correlaciéon afecta las diferentes
representaciones del sistema, es decir, como se manifiesta en el espacio de posicion y
cémo lo hace en el espacio de momento. Asi, al analizar las densidades podemos
obtener informacién de la correlacion entre las posiciones de un par de particulas o de
la correlacion entre sus momentos, misma que no puede extraerse directamente de la

energia de correlacion.

1.3.2 Modelos

Utilizaremos tres modelos para los andlisis que se desarrollaran en esta tesis, todos en
una dimension y con la caracteristica de que todos tienen una solucion analitica en el

espacio de posicion.

e Una particula confinada en una caja sujeta a un potencial efectivo que puede ser
atractivo o repulsivo. Con este modelo podemos establecer contrastes entre una

particula en una caja y los dos regimenes de potencial.

e El oscilador arménico confinado. Con este modelo podemos estudiar por una

parte la influencia de las paredes en un potencial armonico, y por otra la infuencia
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de un potencial arménico en una particula en una caja. Se trata de un modelo
intermedio entre una particula en una caja y un oscilador arménico, el cual
permite estudiar las transiciones de las propiedades al transitar de un modelo a

otro.

e El atomo de Moshinsky. Es un sistema de dos particulas interactuando con
un potencial armonico confinadas por una trampa armoénica. Con este modelo
podemos estudiar la influencia del potencial de confinamiento, del potencial entre

particulas y los efectos que tiene la simetria en algunas de sus propiedades.

A continuaciéon vamos a plantear el contenido de la investigacion utilizando el es-
quema de la Fig. (1.1) para introducir algunas de las preguntas que orientan nuestra

indagaciéon en los modelos de una y dos particulas.

1.4 Efectos del potencial

La esquina (I) del esquema de la Fig. (1.1) podemos dividirla en 1) las interacciones de
confinamiento presentes en los sistemas de una y dos particulas y 2) las interacciones
entre particulas presentes en el atomo de Moshinsky.

Sobre las interacciones de confinamiento en sistemas de una y dos particulas pode-

mos formular las siguientes preguntas:

Una particula

e ;,Cuadl es la influencia de un potencial en la localizacién de la densidad de una
particula confinada en una caja en el espacio de posicion y en el de momento? Si

la influencia es distinta, ;como podemos explicar las diferencias?

e En lo que se refiere a la naturaleza del potencial ;Existen diferencias entre un

potencial repulsivo y uno atractivo para una particula en una caja?
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Dos particulas

e En el atomo de Moshinsky, jcémo influye el potencial de confinamiento en la

localizacion de las densidades de pares en los espacios de posicién y momento?

e ;,Como influye el potencial de confinamiento en la localizacion de las densidades

reducidas de una particula de posiciéon y de momento?

e ;Como influye el potencial de confinamiento en las medidas de correlacion en los

espacios de posicién y momento?

Sobre las interacciones entre particulas en el &tomo de Moshinsky nuestras pregun-

tas son:

e ,Cémo afectan la magnitud y el régimen (atractivo o repulsivo) del potencial
entre particulas a la localizacién de las densidades de pares y de las densidades

reducidas de posicion y de momento?

e ;Estan las posiciones de las particulas méas correlacionadas que sus momentos o

al revés?

e ;,Cémo este orden se ve influido por el potencial entre las particulas? ;Es posible

controlar el orden usando el potencial?

1.4.1 Indistinguibilidad y potencial

En esta seccién plantearemos algunas preguntas relacionadas con la interrelacion de
la simetria (esquina II del esquema en la Fig. (1.1)) y el potencial (esquina I) que
abordaremos en el atomo de Moshinsky. Anteriormente hemos estudiado los efectos de
la simetria en sistemas no interactuantes [2, 3] por lo que ahora nos interesa enfocarnos
en los efectos de las interacciones en la simetria de la funcién de onda y viceversa.

Se ha sugerido que la antisimetria puede interpretarse como una interaccién con un

potencial de contacto de magnitud infinita (delta de Dirac) [4, 5], y aunque esto no es
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preciso si puede usarse como un ejemplo de un potencial que se utiliza para simular el
hueco de Fermi que es un efectos de la antisimetria.

La magnitud del potencial entre particulas puede controlarse experimentalmente
en contraste con la simetria de la funciéon de onda la cual no es posible utilizar como
parametro. Al respecto podemos decir que variando la magnitud del potencial se
provoca que una distribucion de particulas distinguibles tenga caracteristicas de una
distribucién de particulas indistinguibles [5]. Estos ejemplos se suman a otros que
intentan utilizar la simetria de la funcién de onda como un recurso [6, 7, 8, 9].

En este sentido, las preguntas que planteamos son:

e ;Cuadles son la diferencias en los efectos que tiene el potencial (su magnitud y el
régimen de interaccién) sobre la localizacién de densidades que provienen de una

funcion simétrica y de una funcién antisimétrica?

e ,En qué régimen de potencial se encuentra mas localizada la funcién antisimétrica
que la simétrica? ;Puede controlarse este orden utilizando como variable el po-

tencial entre particulas?
e ,Cémo afecta la indistinguibilidad a la correlacién estadistica entre particulas?

e ,Cuadles particulas estan mas correlacionadas: las asociadas con la funcién anti-
simétrica o las asociadas con la simétrica? ;Coémo esto depende de los potenciales

del problema?

e ;Es posible provocar que las particulas que obedecen la funcién simétrica estén
mas correlacionadas que las asociadas con la funcién antisimétrica utilizando un

potencial entre ellas?

e ,Cémo se relacionan la interaccién y la simetria en la densidad reducida de una
particula? ;Existe alguna manera de distinguir la densidad reducida de dos fun-

ciones, una simétrica y un antisimétrica, utilizando el potencial entre particulas?
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1.4.2 No conmutatividad y potencial

A continuacién se plantearan las preguntas referentes a la interrelacién entre las es-
quinas (III) y (I) del esquema de la Fig. (1.1) que pueden referirse a sistemas de una
particula bajo la influencia de un potencial de confinamiento (o paredes impenetrables),
o a sistemas de dos particulas donde ademas del potencial de confinamiento tenemos
el potencial entre particulas.

La funcién de Wigner [10, 11, 12] es una representacién en el espacio fase del
sistema que tiene algunas propiedades importantes que se discutiran mas adelante. La
representacion en el espacio fase supone de inmediato una discusion de las relaciones de
incertidumbre y por lo tanto de los efectos de la no conmutatividad de los operadores

de posiciéon y momento.

Una particula

e ,Cémo influye el potencial en las relaciones de incertidumbre en modelos de una

particula confinada en una caja?

e ;Tiene la misma influencia en las relaciones de incertidumbre un potencial repul-

sivo que uno atractivo?

e ;Como influye el potencial (magnitud y régimen) en la localizacion de las fun-

ciones en el espacio fase?

e ;Como influye el potencial en las regiones negativas y positivas de la funcion de

Wigner?
Dos particulas

e ;Cuadl es el efecto del potencial de confinamiento en las relaciones de incertidum-

bre en los niveles de una y dos particulas del dtomo de Moshinsky?

e ;Cuadl es la influencia del potencial en la correlacion entre particulas en el espacio

fase?
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e ;Cémo influye el potencial (magnitud y régimen) en la localizacién en el espacio

fase de dos particulas y en la funciéon de Wigner reducida?

e ;Como influyen los potenciales en las regiones negativas y positivas de estas

funciones de Wigner?

1.5 Efectos de la simetria de la funcion de onda

El estudio de la esquina (II) del esquema de la Fig. (1.1) nos sugiere las siguientes

interrogantes:

e ;La indistinguibilidad se manifiesta de la misma manera en la correlaciéon entre

las posiciones que entre los momentos?

e ,Cémo se manifiesta la indistinguibilidad en la localizaciéon de las particulas en

el espacio de posicién, en el de momento y cuales son las diferencias?

e Sobre la densidad reducida ;es posible distinguir la densidad que proviene de una

funcién antisimétrica de una que proviene de una funcién simétrica?

1.5.1 Indistinguibilidad y no conmutatividad

Ahora nos referimos a la interrelacién entre las esquinas (II) y (III) del esquema de la

Fig. (1.1) a partir de la que podemos plantear estas preguntas:

e ;Como se manifiesta el caracter simétrico o antisimétrico de la funcién de onda

en las relaciones de incertidumbre?

e ,Coémo afecta la simetria a la localizacion de la funcion de Wigner en el espacio

fase?
e ;,Qué caracteristicas tiene la funciéon de Wigner de particulas idénticas?

e ;De que manera afecta la (anti)simetria a la correlacién entre la posicion y el

momento?
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1.6 Efectos de la no conmutatividad de los oper-

adores

La no conmutatividad entre operadores provoca la relacion de incertidumbre, y cor-
relaciona la de la posicién con la del momento porque debe cumplirse una cota. Asi,

situados en la esquina (III) del esquema de la Fig. (1.1) nos preguntamos:

e ;,Cémo medir la correlacién estadistica entre las variables de la posicion y del

momento?

Para medir esta correlacién posicién-momento necesitamos formular el problema
con una funcién no separable en el espacio fase. Utilizaremos la funcion de Wigner por
las propiedades que tiene, y sobre todo porque a partir de ella podemos obtener las
marginales correctas de los espacios de posicién y de momento.

En esta investigacion la correlacién posicion-momento se estudia relacionada con
la separabilidad de las funciones de Wigner de dos particulas [W(z1, p1, 22, p2)] en las
densidades de pares de los espacios correspondientes; y también como separabilidad de
las funciones de Wigner reducidas [w(z,p) = [ dzy dps W (z,p, z9,p2)] en términos de
las densidades reducidas de posiciéon y de momento.

La relacion entre la localizacion de la distribucién en el espacio fase cudntico y el
principio de incertidumbre se ha estudiado anteriormente [13, 14, 15, 16, 17].

Gran parte de las preguntas planteadas en esta seccion ya fueron formuladas re-
firiéndose a la interrelacion de los potenciales y la simetria con la funciéon de Wigner,

por lo que aqui se anotaran dos cuestiones generales.

e ;Qué informacion podemos extraer de las regiones negativas de la funcion de
Wigner acerca de la localizacién en el espacio fase y acerca de la correlacion

posicion-momento?

e ;Cual es la relacion entre la localizacion de la funcion de Wigner y la localizacion
de una funcién separable formada por el producto de las densidades de posicion

y de momento?
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1.7 Separar las correlaciones

Estudiar cémo la manera en que un tipo de correlacién influye a los otros (por ejem-
plo cémo los potenciales influyen a la simetria y a la no conmutatividad) enfrenta el
problema de separar tales correlaciones [18, 19]. Las correlaciones que provienen del
potencial tienen un analogo en la mecanica clésica, no asi las que provienen de la
no-conmutatividad de los operadores y de la simetria de la funcién de onda, que son
correlaciones que sélo estan presentes en la mecanica cuantica.

En este trabajo se plantea un esquema en el que se pueden separar dos compo-
nentes de las mencionadas correlaciones mediante una manipulacién algebraica: las
correlaciones posicién-momento y las correlaciones entre particulas (debidas a la indis-

tinguibilidad y al potencial).

A partir de las preguntas anteriores esperamos que el lector pueda encontrar algunos
elementos utiles que ilustren las relaciones entre los tres factores de correlacion y de lo-
calizacion que se estudian. En los modelos analizados estas relaciones pueden abordarse
de manera directa, no obstante ain tenemos en perspectiva hacer una indagacién de
ellas en sistemas atémicos y moleculares. Una perspectiva de andlisis interesante puede
construirse alrededor de la pregunta: ;Cémo influye la correlacion posicién-momento
en la formacién del enlace quimico?

A lo largo del trabajo se hace mencién de algunas caracteristicas que estos modelos
comparten con sistemas atémicos y de algunas analogias conceptuales que sugieren

perspectivas de estudio.



2. Mecanica cuantica

2.1 Conceptos generales

En la mecanica cudntica la ecuacién que describe la dindmica de un sistema de N-

particulas en una dimensién es la Ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo,

N

h O hz 02
—ga‘l’(%,ﬁz, e TN, ) = — 2 Q—mi(‘?—xf\y(m’@’ ey Ty ey TN T)
+V (21, 29, .., xn, )W (21, o, .y TN, ). (2.1)

Esta ecuacion es determinista porque si conocemos la solucién en el tiempo ¢ podemos
utilizarla para calcular la solucién (el estado en que se encontrard el sistema) en el
tiempo t + At.

Si el potencial es independiente del tiempo podemos escribir una solucion separable,

U(zy, 2o, ..., TN, t) = (1, Ta, ..., xN) f (1) (2.2)
con
f(t) — e—iEt/h

donde F es la energia del sistema y aparece formalmente como la constante de sepa-
racion de la ecuacién diferencial, Ec. (2.1). Podemos escribir la Ecuacién de Schrodinger

independiente del tiempo,

R 02
_Z I 3x2¢ X1, X9, ..., Tys, ...,xN) +

V(l’l,l’g, ...,I’N)'l/)(l'l,l’g, ceey N) =F ’gb(l’l,llfg, ...,ZL’N). (23)
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donde
ZﬁiQ B h2 82
2m;  2m,; 0x?

es el operador de la energia cinética de la i-ésima particula. Es un operador de una
sola variable (monoelectrénico en el caso de electrones). Su forma se debe a que la

representacion del operador p en el espacio de posicién es

0
s— _in?
P ! ozr

este operador es el responsable de los desplazamientos en el espacio real. Mediante
la suma en la Ec. (2.3) sobre todas las particulas obtenemos la energia cinética del
sistema.

Por otro lado,

A~

V(l’l,l’g, ...,ZL’N) = V(l’l,l’g, ...,I’N)

es el operador de energia potencial. Es un operador de muchos cuerpos. Se puede ver
facilmente a partir de la forma de la Ec. (2.3) que se debe a este potencial que no se

pueda escribir una solucién separable a menos que,
V(xy, 2, .y an) = E V(i)
i

o que V(z1, %, ...,xy) = cte, donde V' = 0 es un caso especial importante. En los casos

mencionados podemos separar el problema,

V(1,29 s 2N) = d1(21)P2(T2)..ON (TN),

sin embargo, para respetar la indistinguibilidad de las particulas, tenemos que simetrizar

la solucién escribiendo una funcién determinantal de tipo Slater,

|1 (1) P2(2)...0Nn (2 N)|

0 un permanente,

|91 (1) P2(72) .. N (TN)| 4
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Cabe senalar que la indistinguibilidad es un postulado de la mecanica cuantica no

relativista que implica,

(21, T2y ooy Ty ooy Ty oy TN) = EP(21, Ty ooy gy ooy Ty ooy TN)

condicién que se satisface porque es caracteristica de los determinantes que

y de los permanentes,

‘¢1(I1)¢Z(IZ)¢J($j)¢N(JfN)|+ = ‘¢1(x1)¢z(x]>¢](x2)¢N(xN)|+

Las funciones antisimétricas se caracterizan por tener el hueco de Fermi que en el
caso sin espin es la imposibilidad de encontrar dos particulas con las mismas coorde-

nadas espaciales. El hueco de Fermi significa que,

V(xy, oy oy Ty oy, xy) = 0. (2.4)

Por otro lado, cuando el potencial no permite escribir una solucién separable, se
sabe que basta con incluir las interacciones por pares para que los sistemas sean bien
descritos energéticamente. Asi, lo frecuente es considerar que es un operador de dos
cuerpos

N
V(xy, zg,...,zN) = E V(zs, x;)
i#]
Un caso especial pero muy frecuente se da cuando la tinica variable es la distancia entre

pares de particulas, entonces,

N
V(zy, 22, ..., 2N) = ZV(ZL’Z —zj),
i#j

como el caso de los potenciales coulémbicos en los que hablamos del hueco de Coulomb
para referirnos al hecho de que dos particulas con la misma carga se evitan debido a la
repulsion, la cual aumenta conforme disminuye la distancia entre particulas, llegando

a ser infinita en la singularidad del potencial cuando z; — x; = 0.
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Como se deriva de la discusion anterior, en general, la funcién de onda no es sep-
arable en un producto de funciones independientes debido al potencial y debido a la
simetrizacion.

Por otro lado, la norma cuadrada de la funcién de onda,

: : 2
Y
[V (x1, T2y ey Tiy ooy Ty ooy TN

es la densidad de probabilidad y estéd relacionada con la probabilidad de encontrar la
particula 1 en x; + dxp, simultdneamente con la 2 en x5 + dxy ... y la N-ésima en

xn + dxy, dicha probabilidad es,
[Y(21, T2, ..., oy ) P d2ydas...doy.

Sobre esta base pueden definirse diferentes densidades de probabilidad reducida inte-
grando la densidad de probabilidad sobre las particulas convenientes. Si integramos

sobre todas las particulas excepto una tenemos p(x),

p(;(;) = /d.ﬁ(}gdl‘]\/ ‘w($7x27-"7x]\/)‘2’

que es la densidad de probabilidad de encontrar una particula, sin importar cual, en
una regién del espacio.

El valor de la funcién | (x1, s, ..., zx)|* con valores de x;’s similares entre si nos
habla de la probabilidad de encontrar a las particulas concentradas en una regién
del espacio, localizadas, lo que puede interpretarse como una condensacién. Debido
al hueco de Fermi se espera comportamientos diferentes de las funciones simétricas
respecto de las antisimétricas. Asi, podria también intentarse una caracterizacién de
diferentes fases del sistema analizando las probabilidades de encontrar las particulas
en cierta region o deslocalizadas en todo el espacio.

Hemos escrito las ecuaciones en la representacion del espacio de posiciones pero

también podemos hacerlo en el espacio de momento, la representacion del operador &

€n ese espacio es
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en tanto que la representacion del momento es p = p, y la solucién en ese espacio nos

daria la funcién de onda en el espacio de momento,

(b(pbp% ceey Piy ooy Dy '--apN)

cuya norma cuadrada es la densidad de probabilidad de momentos y multiplicada por
el elemento de volumen se interpreta como la probabilidad de que la particula 1 tenga
momento en p; + dp;, simultaneamente con que el momento de la 2 en py +dpsy ... v el

de la N-ésima en py + dpy,

|(I>(p1,p2, -~-,pN)|2dp1dP2---de-

Si la distribucién esta localizada indicaria que las particulas tienen momento similar.
También la dispersién de las distribuciones y su localizacion podrian hablar de fases
diferentes del sistema. Si pensamos en el valor esperado del momento, (p), éste puede
ser cero debido a simetrias en el sistemal. Asi, (p) = 0 no implica que las particulas
estén en reposo. Nos importa este punto porque la medida de la incertidumbre usual, la
desviacién estdandar, mide la desviacién de la distribucién respecto del valor esperado?,
y en casos en que no se trata de gaussianas la localizacién que se mide de esta forma
es aproximada.

Se postula que cada una de las funciones de onda (en posicién y en momento) tiene
toda la informacién del estado del sistema. Ambas funciones de onda, ademas de ser
soluciones de las ecuaciones de Schrodinger en el espacio respectivo, estan relacionadas

por la Transformada de Dirac-Fourier [20, 21],

1

'En muchos sistemas el valor esperado es cero ({p) = 0) debido a que la probabilidad de que la

/d:cl...d:cN (21, ..., xy) e Prartedpnen)/h (2.5)

velocidad sea positiva o negativa es igual para cada punto de z. El momento es una cantidad vectorial

y esto se refleja de esta manera en los escalares.
2La definicién es /(p?) — (p)2. Més adelante profundizaremos en esto.
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2.2 El Principio de Incertidumbre

La relacién en la Ec. (2.5) entre los espacios es consecuencia de que los operadores de

posicion y momento no conmutan, su conmutador es
[T, pp] = &P, — Pt = ih. (2.6)

La no conmutatividad de estos operadores también provoca una relaciéon entre sus incer-
tidumbres, el llamado principio de indeterminacion de Heisenberg [22], que usualmente

se escribe como,

AzAp, > g | (2.7)

con Ax y Ap,,
Az =/(2?) — ()%,  Ap, = V{(p2) — (pz)’ (2.8)

las desviaciones estandar de la posicion y del momento respectivamente. Puede verse
que la desviacion estandar es una medida de la desviacién de los valores que la variable
puede asumir de acuerdo a su distribucién con respecto a un punto especifico de la
misma, es decir, valor esperado de la variable correspondiente, (Z) 6 (p,).

Siguiendo a Robertson [23], puede escribirse el principio de incertidumbre de la

forma,

1

1
AzAp, > 2

—5 [dr @ En - pive) @)

2

(.52 -

La forma més general de escribir el principio de incertidumbre utilizando las desvia-

ciones estandar es la de Schrédinger [24],

<£ﬁx - ﬁmi’> ?
T (2.10)

@o(ap > (2D ayp)) 4

El primer término del lado derecho de la desigualdad es la covarianza cuantica
entre & y p,, cov(,p,), elevada al cuadrado. Destacaremos algunos puntos tomando

en cuenta esta ecuacion:
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e La cota es méas estricta que la de la Ec. (2.9). Si, cov(Z,p,) = 0, ambas cotas

son iguales.

e El principio de incertidumbre puede relacionarse con la correlacion estadistica

existente entre los operadores & y p, medida en este caso con cov(Z, py).

e La correlacion entre incertidumbres involucra la correlacién entre operadores y

por lo tanto entre las variables que los representan.

e Si U es una funcién real, cov(z,p,) = 0 [25], por lo tanto la correlacién entre

posicion y momento debe estar relacionada con la fase de la funcién de onda.

e cov(z,p,) = 0 no implica que no exista correlacién entre posicién y momento,

simplemente que la covarianza no puede detectarla®.

Los estados que cumplen con la cota inferior del Principio de Incertidumbre son lla-
mados “estados de minima incertidumbre” o coherentes, este es el caso de las funciones
gaussianas, soluciones del estado basal del oscilador armonico.

Si quisiéramos estudiar el principio de incertidumbre en distribuciones de dos particulas
deberiamos introducir una desviacion estandar multidimensional, para lo cual se puede
utilizar la matriz de covarianzas, pero su interpretacion no es tan clara como en el caso
unidimensional, es decir, no es una simple generalizacién. En nuestra investigacion no
hemos encontrado una discusion del principio de incertidumbre de Heisenberg de dos
particulas.

En contraste, en la teoria de la informacién existe una definicién de un principio de
incertidumbre para dos particulas, que es una generalizacion fisicamente transparente

del de una particula.

3La covarianza es capaz de detectar solamente correlaciones lineales.
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2.3 El atomo de Moshinsky

El atomo de Moshinsky es un modelo de dos particulas interactuando a través de
un potencial arménico y que se encuentran atrapadas en una trampa armonica [26,
27]. Puede interpretarse como modelando un dtomo de Helio, con los potenciales de
Coulomb sustituidos por potenciales armonicos, por esta analogia es que se suele llamar
“atomo” al modelo de Moshinsky. La versiéon unidimensional [28] del Hamiltoniano del
sistema es,

3

. P2 1 1 1
H = b 2 —mid} o+ Sw’mi £ - Nmid — &)’ (2.11)

Los subindices etiquetan a las particulas, w es la frecuencia de la trampa armonica,
m es la masa de los osciladores (que tomaremos m = 1) y A es la frecuencia de la
interaccién armonica entre las particulas. El signo (+) se corresponde con un potencial
atractivo, y (—) corresponde a un potencial repulsivo. Este Hamiltoniano puede resol-
verse analiticamente si se escribe en términos de las coordenadas del centro de masa y

de las relativas que respectivamente se definen por,

1+ o Ty — Zo

R= 7 F= % (2.12)
y los momentos correspondientes,
p— Pl\}%pz ’ b= pl\;;z, (2.13)
donde (con h=1)
H=Hp+H, = %(Pz + w21%2) + % (ﬁ + A2f2). (2.14)

El nuevo potencial asociado con las coordenadas relativas es

2
A=Vu? £2X = wi/1+ zA—Q (2.15)
w

con la misma interpretacién de los signos que se presenté antes. Puede verse que

w — 00 es el caso limite no interactuante. Para un potencial atractivo, w € (0, 00), y
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para un potencial repulsivo, w € (v/2), 00), para que A sea real. w — 0y w — /2
son los casos limites de particulas interactuantes sin confinamiento en una trampa en
los regimenes atractivo y repulsivo, respectivamente.

La energia de los estados esta dada por,

1 1
Enpn (@, A) = w(ng + 5) + Vo? £2X(n, + 5). (2.16)

Las soluciones en el espacio de posicién son [29],

Wwl/2 1/2 _oR2)
a8 = (o) P Hoy (V) (217)
y
AL/2 1/2 a2
Por lo tanto,
U (w1, w2) = ng (R)hn, (r). (2.19)

Por otra parte, si escribimos el Hamiltoniano en la representacion de momento con-

seguimos las soluciones,

1 vz y
onalP) = (g orrme) €7 HonPIVE) (2:20)
y
1 2 o
(bnr(p) = <2nr n | A1/2 7T1/2) e—P / Hnr(p/\/K) (221)
Entonces,

(I)(pl,m) = ¢nR(P)¢nT(P)- (2-22)

Las etiquetas ngr y n, corresponden a los niimeros cudnticos asociados con el centro
de masa y las coordenadas relativas respectivamente, y H,(x) son los polinomios de
Hermite de n—ésimo orden. Las soluciones no son separables en términos de x, y x5 6
P1 Y po, por lo que existe correlacion estadistica entre las variables originales.

La nociéon de entrelazado depende de las coordenadas en que se trata y resuelve el
sistema. Por ejemplo, en este caso existe entrelazado entre las variables originales pero

no en las coordenadas del centro de masa y las coordenadas relativas.
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El atomo de Moshinsky se ha estudiado extensamente en muchos contextos, tales
como la teoria de la informacién [30, 31, 32, 33, 34], correlaciones cuédnticas y entre-
lazado [34, 29, 35, 36, 37, 38, 39], espacio fase de Wigner [38, 39, 40, 28, 41], matrices
de la densidad y teoria de funcionales de la densidad [28, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47,
48, 49, 50], funciones de distribucién de pares [32, 51, 52, 53|, energia de correlacién
[30, 38, 54, 55, 56] y otros contextos [57, 58, 59]. Para enfatizar la importancia del mod-
elo senalamos que puede reproducir comportamientos generales de sistemas atémicos

realistas [37].

2.4 Una variacion en el modelo

En el &tomo de Moshinsky tenemos un régimen de interaccion atractivo y otro repulsivo
segun el signo del potencial, \. Para ambos el limite no interactuante es el mismo,
w — 00, pero el limite de no confinamiento es distinto.

Tenemos interés en estudiar cambios en las propiedades cuando pasamos del régimen
atractivo al repulsivo por lo que debemos formular el Hamiltoniano de manera tal que
permita ir de un régimen a otro de manera continua. Para ello definimos un parametro

que controle la interaccién entre particulas como kK = A/w, y tenemos (con m = 1y

h=1),

2

A1 1 1 1 1
H = —p} + =p3 + -w’d] + —w’d5 + —w k(21 — 22). 2.23
2171 2]92 5 15 2T 5 (21 2) ( )
Hemos escrito el potencial entre particulas en las unidades del potencial de confi-
namiento, w. Expresando el Hamiltoniano en términos de las coordenadas del centro

de masa y relativas: H = Hen, + Hyo

- P21, P
H.,=— 4 -w’R? H, == + —A%? 2.24
5 + 2w ) ! 5 + 5 T ( )

donde resulta el potencial asociado a las coordenadas relativas,

A=wv2k+1
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k es el parametro que controla la intensidad de la interaccidn entre las particulas,

1< <
—— <K <00
2

para que A permanezca real. La interaccion es repulsiva para k£ < 0 y es atractiva
para Kk > 0, k = 0 es el caso de no interaccién. Podemos entonces ir de un régimen de
interaccién al otro de manera continua.

A lo largo de este trabajo estudiaremos la interaccion entre particulas valiéndonos

de k o de A dependiendo del tipo de efectos a analizar.



3. Funcion de Wigner

3.1 La representacion de Dirac

Podemos escribir las ecuaciones de la mecanica cuantica en la representacion de Dirac,
lo cual es mas general que escribirlas en la representacion de posicién o de momento.

En esta representacion la ecuacién de Schrodinger se lee

L, 0 A
iho [0 (0)) = Hi(t)) (3.1)

donde el simbolo |¢) representa el vector de estado que simboliza un estado cuantico
y es llamado un ket. Las funciones de onda de posicién y momento, respectivamente,

se escriben es esta representacion como,

U(z,t) = (z[¢(t),  opt) = (plo(t)). (3.2)

Para representar el estado los kets deben estar normalizados,

(Wly) =1 (3.3)
donde (7| es llamado un bra y se encuentra en correspondencia uno a uno con el ket,
cumpliendo (¢| = [1h)* y el producto escalar tiene usualmente la propiedad,

(Bly) = (]o)” (3.4)

la cantidad (¢|1) es la amplitud de probabilidad de observar al sistema en el estado

|p), dado que sabemos que se encuentra en el estado |¢)).

44



45

El espacio vectorial al cual pertenecen los vectores [¢) es conocido como el espacio
de Dirac-Hilbert. En este espacio podemos elegir bases continuas, discretas, o una
combinacion para representar el vector de estado. Podemos elegir bases ortonormales,

en el caso de bases discretas esta condicion significa que,
(thilig) = i (3.5)

y en el caso continuo,

(a|at) = 6(a — ) (3.6)

donde 6 es la delta de Dirac, y a podria representar la posiciéon (x) o el momento (p).
Un operador A es representado en la notacién de Dirac por una matriz, <¢Z~\A|¢j)
en el caso discreto y (a|Alas) en el continuo.
Se dice la eleccion de la base en el espacio de Dirac-Hilbert define una representacion.
La base de vectores |z) define la representacién de posicién, |p) la representacién de

momento, etcétera.

3.2 El operador de la densidad

En lugar de representar un estado mecano-cuéntico por medio de un vector de estado

normalizado, |¢)!, podemos representarlo por medio del operador,

p =)W (3.7)

cuyo valor esperado es,
() = (W) (W[Y) = 1. (3.8)

El operador de la densidad permite calcular los valores esperados de los operadores

mediante la ecuacion,

A~

(A) = Tr(pA) = Tr(Ap), (3.9)

y la diagonal de este operador en las representaciones correspondientes produce las

densidades de probabilidad, en el espacio de posicion,

1Que escribimos independiente del tiempo.
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(x]plz) = (2|¢)(Y]x) = Y(2)Y(2)" = p(x) (3.10)

y en el de momento,

(plplp) = (plv)(WIp) = ¥(p)v(p)” = 7(p). (3.11)

que hemos escrito para una particula en 1D pero puede generalizarse al caso de varias
particulas y/o varias dimensiones.

El operador de la densidad mecano-cuantico guarda una analogia con la densidad
clasica en espacio fase, en el sentido de que pueden usarse de manera muy similar.

También, el operador de la densidad podemos representarlo en el espacio fase, si es-

cribimos,
1 .
W) == [ dy o+ glo) (ol — ghe 2" (312)
O
Wz :i d x—y)P(x e~ 2py/h 3.13
@)= = [ dy vle =i+ (313)

W (z,p) es la funcién de Wigner, introducida en 1932 por E. P. Wigner [10]. Todas las
integrales en este capitulo se realizan en el intervalo (—oo, 00), a menos que se indique
otra cosa. Una forma equivalente en términos de la funciéon de onda en el espacio de

momentos es,

Wiep) = / du B(p — ) d(p + u)?/" (3.14)

La funcion de Wigner es entonces una representacién del operador de la densidad
y puede utilizarse formalmente como una densidad de probabilidad con la que pueden

calcularse valores esperados de una forma totalmente andloga a la mecanica clésica,

(Al p)) = / dedp alx, p)W (z,p) (3.15)

donde a(z,p) se obtiene sustituyendo los operadores por variables en A(Z,p).
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3.3 Propiedades de la funcion de Wigner

Las propiedades mas notables de la funcion de Wigner son que sus marginales son las
densidades de posicién y momento que se obtendrian en el formalismo de Schrédinger,
y por lo tanto la funcién esta normalizada. Para derivar estas propiedades seguiremos
el tratamiento que realiza Dahl [60].

Sea 1(z) la funcién de onda normalizada de un estado cudntico en el espacio de
posicién y ¢(p) la funcién de onda en el espacio de momento. Como se ha anotado
en el capitulo anterior, ambas funciones se encuentran conectadas por medio de la

transformada de Dirac-Fourier,

_ 1 ipz/
v(w) = = [ dp o) (3.16)

_ 1 —ipz/h
o) = o= [ do vt (3.17)

Las cantidades
Yi(x) () (3.18)
y

¢i(p)*®;(p) (3.19)

representan densidades de probabilidad en los espacios de posiciéon y momento, respec-
tivamente, cuando ¢ y j refieren al mismo estado (i = j) y densidades de transicién
cuando 7 y j refieren a estados diferentes (i # 7). Sustituyendo la Ec. (3.16) en la Ec.
(3.18) para v;(z) y la Ec. (3.17) en la Ec. (3.19) para ¢;(p)*, obtenemos,

il@) o () = ﬂ#ﬁ / dp i(2)* 5 (p)e?/" (3.20)
Y 1
00 0,(0) = = / de §y(2) ()™ (3.21)

Estas expresiones muestran que la distribucion en espacio fase

0 1

ij(Tp) = \/Q—Th@bi(if)*%(p)em/h (3.22)
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tiene las funciones v;(z)*y;(z) y ¢i(p)*¢;(p) como densidades marginales. Por lo tanto
podemos considerar a Z-(} formalmente como una densidad en espacio fase.

Sustituyendo la Ec. (3.17) por ¢;(p) en la Ec. (3.22), obtenemos la expresién,

B00) = 5o [ A o) (3.23)

Alternativamente, podemos definir 2’ en términos de x valiéndonos de otra variable,
y. Asi, haciendo el cambio de variable 2’ = x + 2y, tenemos dx’ = 2dy, la integral es

sobre y porque z es una constante en la integral de la Ec. (3.23)?,

Zoj(x p) = 171 /dy Yi(z) 1, (x + 2y)6_2ipy/h (3.24)

0

i1(7,p) es una funcién compleja atin para i = j. Una funcién estd evaluada en x

pero
y la otra en una distancia a 2y de ésta.

Podemos cambiar los argumentos de las funciones manteniendo que la distancia que
separa una funcién de la otra es 2y, mediante la sustituciéon (z — z—y). Cambiamos
asi la fase en la integral y conseguimos la funcién,

i (

o (s -prue et =Wy @2)

que tiene las mismas marginales que

T,p) =

0

(7, p) v es real para i = j, esta es la funcién de

Wigner.
Vamos a discutir brevemente por qué la funciéon de Wigner es real. Primero divi-

damos la integral en la Ec. (3.25) alrededor de cero,
1 0 * —2ipy/h
Wie,p) = — [ dydie —y)"(z +y)e ™"

1 [ .
TS / dy iz — y)y(x + y)e2PVn (3.26)
mh J,
La variable de integracion es muda, por tanto en la primera integral podemos susti-

tuir, y — —y, obtenemos,

0
Wep)= — — / dy iz + )" (@ — )P
—/ dy ;(x )*wj(x+y)e_2ipy/h. (3.27)

2Podemos utilizar x + y, en lugar de x + 2y.
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En esa misma integral invertimos los limites de integracion,

1 [ ,
W(z,p) = 7T_h/0 dy Vi(x +y)"i(x — y)e22py/ﬁ
1 & '
t o /0 dy il —y) vj(a +y)e PV, (3.28)

Ahora, notemos que los limites de integracion son los mismos por lo que podemos
sumar los integrandos. El integrando de la primera integral es el complejo conjugado
del integrando en la segunda integral. La suma de un nimero complejo y su complejo
conjugado es real,

a+a" = (x+iy) + (v —1y) = 2z.

por lo tanto la funcién definida en la Ec. (3.25) es real.
Ahora nos referiremos a la negatividad de la funcion de Wigner. Podemos escribir

el traslape de dos funciones de Wigner correspondientes a los estados (z) y £(z),

[z v @g(@)| =t [ dedp oo ) Wela,p). (3.29)

St (x) = &(x),

1
dxdp W 2= 3.30
[ o Wi = 5 (330)
lo que excluye distribuciones muy localizadas del tipo [11],
Py(x,p) = d(x — 2")o(p — p')
donde ¢ es la funcion delta de Dirac.
Si¢(x) y &(x) son ortogonales,
[ dedo Watep)Welirp) =0 (3.31)

que implica que la funcién de Wigner no es positivo-definida, de hecho sélo es positiva
en todo el espacio para funciones gaussianas [11, 12| como el estado basal del oscilador

armoénico. Ambos resultados para el traslape de la funcién de Wigner son consecuencia
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de que debe respetar el principio de incertidumbre. Debido a la negatividad a la funcion
de Wigner se le llama una densidad de “cuasiprobabilidad” o una “cuasidensidad”.

Ademas, los valores de la funciéon de Wigner de un estado puro se encuentran
acotados [12],

1
—— < < .32
< W) < (332

7h

En unidades atémicas (A = 1) la cota es, 1/7 = 0.318. Esta es una consecuencia
también del principio de incertidumbre pues prohibe funciones de Wigner muy local-
izadas. Queda manifiesta una relacion entre localizacion en el espacio fase y el principio
de incertidumbre que ha sido explorada en la literatura [16, 17, 13, 14, 15, 61, 62, 63, 64].
Cabe senalar que la funcién de Wigner puede ser reconstruida a partir de datos exper-
imentales [65, 66].

La funcién de Wigner se utiliza en muchos campos de la fisica, particularmente en
Optica. Sin embargo, el interés en la funcién de Wigner para estudiar sistemas atémicos
[67, 68, 69, 70, 71] y moleculares [72, 73] ha aumentado en los tltimos anos.

Especialmente nos interesa mencionar que ha encontrado aplicaciéon en la Teoria
de Funcionales de la Densidad, donde existe una dificultad en la evaluacién de las
cantidades relacionadas naturalmente con el espacio de momento, tales como la energia
cinética, debido a que dependen en los elementos no diagonales de la matriz de la
densidad. Considerando la funcién de Wigner y no suprimiendo la dependencia en los
momentos se esperaria nuevas vias para el diseno y calculo de funcionales de la densidad

que son dificiles de aproximar con la densidad en el espacio de posicién [28, 41, 50].



4. Teoria de la Informacion

La Teoria de la Informacion se establece sobre la base de una serie de axiomas que
debe cumplir una medida cuantitativa de la informacién: la entropia de Shannon;
actualmente se le reconoce como una parte de la teoria estadistica, por lo que sus
aplicaciones no estan limitadas a los casos en los que la informacién en su sentido co-
municativo es importante. En el marco de la teoria pueden definirse una medida de
la incertidumbre en una distribucién (la entropia de Shannon) y una medida de cor-
relacion estadistica entre variables (la informacién mutua), las cuales son alternativas
a la desviacion estandar y al coeficiente de correlacion respectivamente. Los conceptos
de localizacion y de correlacion son importantes en muchas disciplinas cientificas.

El trabajo de Shannon de 1948, “A mathematical theory of communication” [74],
aborda el problema de la informacién en su sentido comunicativo, lo cual dirigié, casi
exclusivamente, la teorfa por algunos anos. Medir la informacion es también medir la
incertidumbre y ésta no es propia de los problemas comunicacionales sino de cualquier
problema estadistico. Sus aplicaciones son extensas en los procesos de transmisién de
informacion, porque ofrece una medida cuantitativa de la informacién y también es una
medida del ruido, del ancho del canal de transmision, etcétera. Ademas, la teoria de la
informacion provee de métodos por los cuales puede tratarse el ruido y otros problemas
en ese campo.

Como parte de la teoria estadistica, sus aplicaciones se extienden a todas las ra-
mas de la ciencia donde el analisis estadistico es importante. La mecanica cuantica
es una teoria estadistica que nos permite calcular densidades de probabilidad (y prob-

abilidades) de eventos por lo que muchos de sus resultados son susceptibles de ser
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analizados por medio de la teoria de la informacién.

Por otro lado, de la interaccién entre la teoria de la informacién y la mecanica
cuantica surge un nuevo campo de la ciencia, la Teoria de la Informacion Cuantica, que
estudia el procesamiento y los mecanismos de la informacién en sistemas que obedecen
la mecénica cuédntica [75]; la posibilidad del computo cuédntico es uno de los resultados

maés conocidos.

4.1 La entropia de Shannon

Vamos a introducir la entropia de Shannon y a elaborar argumentos que sirvan para
establecer su pertinencia, seguiremos el libro de Khinchin [76], cuyo trabajo fue funda-
mental para darle a la teoria de la informacion el estatus de teoria estadistica.

Sea Ay, As, ..., A, un sistema completo de eventos, ! y sean pi, po, ..., pn las proba-
bilidades asociadas a cada uno de los eventos (> ., p; = 1). Diremos que tenemos un

esquema finito:

A Ay . A,
A= ( b )
pr P2 - Dn
Naturalmente, cada esquema finito describe un estado de incertidumbre. Representa
un experimento en que sélo conocemos las probabilidades asociadas a cada uno de

los eventos posibles. Diferentes esquemas finitos se asocian con diferentes estados de

incertidumbre, por ejemplo si comparamos los dos esquemas:

Al A A A
(o.s 0.5)’ <0.99 0.01)
resulta evidente que el primero representa un estado de incertidumbre mayor que el
segundo. En el segundo esquema, el resultado del experimento seréd “casi seguramente”

Ay, en tanto que seriamos cuidadosos con predecir el resultado del primer experimento

si tuviésemos que apostar. El esquema,

'Es decir, un conjunto de eventos tales que uno y sélo uno de ellos ocurre a la vez.
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(ot 00)
0.4 0.6

representa un estado de incertidumbre intermedio entre los anteriores. Estamos intere-
sados en establecer una medida cuantitativa de la incertidumbre en un esquema finito.

Introduciremos la cantidad

H(py,p2, - pn) = — Y prlog py (4.1)
k=1

conocida como la entropia de Shannon y veremos que debido a sus propiedades puede
servir como una medida de la incertidumbre en el esquema finito. Los logaritmos se
toman en una base arbitaria, si la base del logaritmo es 2, las unidades en que se mide
son bits (contraccién de “binary units”) y si se utiliza el logaritmo natural, las unidades
son nats (“natural units”), que son las que se utilizardn en este trabajo.

En este punto, hacemos notar que lim,, o py log pr, = 0.

H(p1,p2,...,pn) = 0 si uno y sélo uno de los nimeros py, ps, ..., p, €8 uno y todos
los demds son cero (debido a que Y1 p; = 1). Este es el caso en que el resultado de
un experimento puede predecirse con certidumbre, es decir que no hay incertidumbre.
En todos los demés casos la entropia es positivaZ.

Para un n fijo el esquema de mayor incertidumbre es aquel en que todos los resul-
tados tienen la misma probabilidad, es decir, py = 1/n con (k = 1,2,...,n), y de hecho
la entropia asume su maximo valor en esta situacion.

Ahora supongamos que tenemos dos esquemas finitos que son mutuamente inde-

A A .. A, B, By .. B,
4 ( 1 A ) B < 1 B )
p1 D2 ... Dn G 42 ... Q4m

es decir, la probabilidad 7; de la ocurrencia conjunta de los eventos A, y B; es prq;.

pendientes,

Entonces el conjunto de eventos AxB; (1 < k <n, 1 <1 <m) con probabilidades my,

2Porque, log(z) < 0, si x < 1.
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representa otro esquema finito que llamaremos el producto de los esquemas Ay By
denotaremos por AB. Si H(A), H(B) y H(AB) son las entropias de los esquemas A,
B y AB, entonces,

H(AB)=H(A)+ H(B)

Llevar a cabo el experimento del esquema AB es equivalente a llevar a cabo los exper-
imentos de los esquemas A y B, y si son equivalentes, esperamos que la informacion
que nos provee AB sea equivalente a la suma de la informacién que nos proveen A y
B.

Si los esquemas son mutuamente dependientes denotamos por gy, la probabilidad
(condicional) de que el evento B; del esquema B ocurra dado que ha ocurrido el evento

Ay del esquema A, de manera que

T =Dk (1 <k<n, 1<1<m)

Entonces
—H(AB) = Z Z prqr(log pr + log qxr) Z Z QriPr 10g pr + Zpk Z Q1 108 G
k
> @ = 1 para cualquier k, y la suma — ), g log qr puede considerarse como la

entropia condicional Hp(B) del esquema B calculada sobre la suposicién de que el

evento Ay del esquema A ocurrié. Entonces,
H(AB) = ) + Z prHy(B

La entropia condicional Hy(B) es una variable aleatoria del esquema A por lo que su
valor queda totalmente determinado por el conocimiento del evento Aj del esquema
A que efectivamente ocurre. Por lo tanto, el ultimo término del lado derecho de la
ecuacién es el valor esperado de la cantidad H(B) en el esquema A que designaremos

como Ha(B). Asi, en el caso mdas general,

H(AB) = H(A) + Hu(B)
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En todos los casos
H4(B) < H(B).
Lo que puede probarse por las propiedades que tiene cualquier funciéon convexa. La in-
terpretaciéon de esta desigualdad es: La cantidad de informacién dada por la realizacion
de un esquema B sélo puede decrecer si un esquema A se ha realizado antes®.

Agregaremos una nueva propiedad relacionada con incorporar un evento imposible

(o cualquier nimero de ellos) a un esquema finito. Los esquemas,
(Al A2 An) (Al Ag An An—i—l)
y
P1 P2 - P P p2 o pn 0

no son esencialmente diferentes, por lo que debe ocurrir,

H(plap2a ooy Py 0) = H(plap2a >pn)

En la siguiente seccién listaremos las propiedades que hemos introducido para la
entropia, estas propiedades son adecuadas para una medida de la informacién y por lo

tanto de la incertidumbre de una distribucién de probabilidades.

4.2 Propiedades de la entropia de Shannon

e P1. Si tenemos certeza de un resultado (p; = 1, pj» = 0), su realizaciéon no nos

brinda informacién, y esta debe ser cero H(py,pa, ..., pn) = 0.

e P2. Sidos eventos, A y B, son independientes la informacion que aporta realizar
el evento que se compone del producto de ambos, AB, debe ser igual a la que
aporta la suma de los eventos individuales, H(AB) = H(A) + H(B). Esta

propiedad se conoce como extensividad de la entropia.

3Si los esquemas son independientes, resulta evidente que el conocimiento de A no afecta el
conocimiento de B, por lo tanto este enunciado se funda en la posibilidad de correlaciones entre

los eventos de los esquemas A y B. Este punto lo retomaremos més adelante.
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e P3. H(p1,ps,...,pn) tiene su mayor valor cuando todos los eventos son equiprob-
ables p = 1/n con (k=1,2,...,n), con Y ,_ py = 1.

e P4. En general, H(AB) = H(A) + Ha(B).

o P5 H<p17p27 vy Pns 0) = H(p17p27 7pn)

P6. H(p1,po, ..., pn) €s continua en todos sus argumentos.

Ahora mostraremos que la forma funcional de la entropia de Shannon es la tnica

que cumple simultdneamente con estas propiedades.

4.3 Teorema de unicidad

Demostrar que la forma funcional de la entropia de Shannon es la tnica posible es
probar el siguiente teorema de unicidad [76, 77].

Teorema

Sea H(p1,pa; ..., pn)* una funcién definida para cualquier entero n y para todos los
valores pi, pa, ...pn tal que py > 0 (k=1,2,...,n), > ,_, pr = 1. p; es la probabilidad
de ocurrencia del evento X; perteneciente al esquema X. Si esta funcion tiene las

propiedades P3, P4, P5 y P6, entonces:

H(p17p27 7pn) = -\ Zpk logpk

k=1
donde A es una constante positiva.
Prueba [76, 77].
Definamos primero A(n) = H (%, %, s %) Dividiremos la prueba en tres partes:

(a)
Mostraremos primero que A(n) = Alog(n), asi, estableciendo el teorema en el caso

en que la variable X esta uniformemente distribuida. Por P5 y P3 tenemos,

,0) < A(n + 1) (4.2)

S|

ceey

m S

4Indistintamente, utilizaremos la notacién H(X) = H(p1,p2, ..., Pn)-
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Por lo tanto A es una funciéon no decreciente de n.
Ahora permitamos que Xi, Xs, ..., X,, sea una variable aleatoria independiente e
idénticamente distribuida, cada una con r valores en su rango, de manera que H(X;) =

A(r), 1 < j < 'm, entonces debido a P4, tenemos
H(Xy, X5) = H(X,) + H(X3) = 2A(r) (4.3)

por induccion tenemos,

H(X1, X, ooy Xon) = mA(r) (4.4)

Sin embargo, el vector X = (X1, Xs, ..., X,,,) tiene r resultados igualmente probables,

por lo tanto,

H(X1, Xo, oo, Xpn) = A(P™) (4.5)

Entonces,

A(r™) = mA(r) (4.6)

Si utilizamos n variables independientes idénticamente distribuidas cada una de

rango s, debe cumplirse entonces,

A(s") = nA(s) (4.7)
Ahora elijamos r, s, n arbitrariamente y fijemos el valor de m segun,

< st < (4.8)

Utilicemos el hecho de que A es una funcién no decreciente para obtener,

A(r™) < A(s") <A@t (4.9)
por lo tanto,
mA(r) < nA(s) < (m+ 1)A(r) (4.10)
esto es )
reigst a
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y por lo tanto,
A(s) m

Alr) n

Si tomamos el logaritmo de las cantidades en la desgiualdad (4.9) tenemos,

1
< - 4.12
< (412)

mlog(r) < nlog(s) < (m+ 1) log(r) (4.13)

por un argumento similar al de arriba, tenemos,

1
< - 4.14
<- (414)

log(s) m

log(r) n

Ahora, utilizando la desigualdad del tridngulo de dos ntmeros reales a y b, |a + b| <

iy —5)+ (5 1)
A

m  log(s)

la| 4 |b|, obtenemos,

'A(s) _ log(s)
A(r) - log(r)

l
3

- — — = 4.15
A(r) n n  log(r) (4.15)
2
< - debido a (4.12) y (4.14)
y como podemos hacer n arbitrariamente grande,

A(r) — log(r)
de donde podemos deducir que A(s) = Alog(s). El hecho de que A(s) es una funcién
no decreciente, lo cual se ha mostrado antes, conduce a que A > 0.

Con este resultado completamos la parte (a) de la prueba.

(b)
Probaremos ahora el teorema en el caso en que cada p; es un numero racional,

entonces puede escribirse,

p; = %, donde ;mj =m (4.17)

Ahora introducimos una nueva variable aleatoria Y que tiene m valores y que di-

vidiremos en n grupos como sigue,

Y11, Y125 ---Yimy > Y215, Y225 ---Y2ma s -3 Ynls Yn2s ---Ynm,, (4-18)
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La razén de que agrupemos de esta manera es que queremos que Y dependa de X,
lo que se logra definiendo las probabilidades condicionales (donde condicionamos sobre

el evento X = x,.)
P.(Y =yp) = — para 1<k<m, (4.19)
m

P(Y =yx)=0 para 1<k<mgs#r (4.20)

para 1 <r < n.

Obtenemos asi H,(Y) = Alog(m,.) debido a la parte (a) de la prueba y por lo tanto,

= > P H(Y) =AY T log(m,). (4.21)

Por otro lado tenemos las probabilidades conjuntas

P(X=z)NY =yx) = P (Y =yx) =0 cuando s #r

m, 1 1
X — para cada 1<k <m,
m  m, m

Entonces, otra vez debido a (a) y a P5 podemos deducir que
H(X,Y) = Alog(m) (4.22)
Ahora, debido a P4, encontramos,
H(X) = H(X,Y)- HX(Y)

= Alog(m) — A Z — log(m,) (4.23)

= -\ Z —log ( ), como queriamos

my
r=1 m

donde hemos usado el hecho que "

Con esto completamos la prueba de (b).

(c)
Ahora permitamos que las probabilidades sean ntimeros reales arbitrarios, de man-

. . . N
era que cada p; puede aproximarse por una secuencia de racionales p(- )

;, donde cada
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pE»N) puede escribirse en la forma dada en (b). Sea entonces U™)(X) la correspondiente

secuencia de entropias y definamos

UX) == p;log(p)); (4.24)
j=1
entonces tenemos que
UX) = lim UM (X). (4.25)
N—o0

Sin embargo, por la condicién de continuidad, P6, y el resultado en (b) también
tenemos

H(X)= lim UM (X) (4.26)

N—o00
por lo tanto, debido a la unicidad del limite, debemos tener H(X) = U(X), con lo cual

completamos la prueba del teorema.

4.4 Entropia discreta y entropia diferencial

Hemos incluido la prueba anterior debido a la relevancia que tiene mostrar la unici-
dad de la entropia de Shannon en el caso discreto. La entropia de Shannon puede
generalizarse al caso continuo para ello se procede por analogia con el caso discreto.

Esta generalizacién tiene algunas particularidades, una de las mas importantes es
que la densidad de probabilidad, en contraste con las probabilidades del caso discreto,
no estd acotada ahora en el intervalo (0,1) y la entropia de Shannon puede ahora
adoptar valores negativos.

En el mismo sentido, en el caso continuo la propiedad P5 que hemos usado en la
prueba de la seccién anterior no tiene un analogo claro.

Por otro lado, respecto a la propiedad P3: la entropia en el caso continuo también
tiene el valor maximo cuando la distribucién es constante (eventos equiprobables).
Para que esta densidad de probabilidad sea cuadraticamente integrable, integre a la

unidad®, la funcién debe acotarse a un intervalo, por ejemplo (a,b), y la funcién debe

5Como solicitaremos de toda funcién que pueda llamarse una densidad de probabilidad.
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ser igual a 1/(a — b). Sélo de esta forma puede cumplirse que,

/abf(a:)da: _ /ab 1 =1 (4.27)

a —

Si pensamos en sistemas que cumplen restricciones fisicas, por ejemplo los sistemas
cuanticos, hay dos alternativas: 1) una funcién que es constante no es cuadraticamente
integrable si se define en el intervalo (—oo, 00) 6 (0,00); 6 2) una funcién que cumple
con la Ec. (4.27) no cumple con las condiciones a la frontera de Dirichlet para estos
sistemas confinados®. Entonces la propiedad P3 no siempre tiene un analogo en el caso
continuo.

Debemos senalar que la entropia de Shannon en el caso continuo no es invariante
al cambio de coordenadas.

En sistemas cudnticos, el uso de la entropia discreta es habitual, se utilizan los
eigenvalores de la matriz de la densidad y se le conoce como la entropia de von Neumann
o la entropia de Jaynes. En esta tesis estamos interesados en tratar la incertidumbre
asociada a la propia densidad en los espacios de posicion, momento y en un espacio fase
cuantico, es decir, tratamos con variables continuas, por ello utilizaremos la formulacién
continua de la entropia de Shannon. Enseguida introduciremos el resto de los conceptos

entropicos que utilizaremos en su version continua.

4.5 La entropia diferencial de Shannon

Si tenemos una distribucién de probabilidad de la variable aleatoria x, f(x), que cumple
con [dzf(x) = 1. La entropfa diferencial de Shannon (o simplemente entropia de

Shannon) se define [74],

s = —/dm f(x)n f(z). (4.28)

6Sin embargo, es posible encontrar problemas que tienen condiciones a la frontera periédicas, por

ejemplo el estado basal de una particula en una circunferencia, también el sistema de dos particulas
no interactuantes en una circunferencia. Ahi no hay problema y se cumple la normalizacién y las

condiciones a la frontera.
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Es posible definir la entropia de Shannon (sy) si la distribucién estd normalizada

a un nimero, por ejemplo N, cuya relacién con la Ec. (4.28) es,

5 = WN +1In (N). (4.29)

A la Ec. (4.28) puede llamérsele la entropia del factor de forma (shape function),
p(z)/N. Para ver una discusién del factor de forma citamos [78].
Es posible definir una entropia relativa que es una “distancia” estadistica de una
distribucién de probabilidad respecto de una referencia, g(z) [79],
f(z)

s(f,q) = /dx f(z)ln @) (4.30)

Usando la propiedad de convexidad, se demuestra que s(f,q) > 0, con la igualdad
sty s6lo st f(x) = q(z) [80].

Para casos bidimensionales se puede definir una entropia conjunta. Dada una dis-
tribucion de probabilidad conjunta que cumpla con todas las propiedades exigidas por

la teorfa de la probabilidad, f(x,p), definimos la entropia de Shannon de dos variables,

Sy w0 = —//dl’ldl’g f(xy, zo)n f(xy, 22). (4.31)

Si definimos,

6y = — / dey fu(z) In fi(21) (4.32)

y
I / des fo(ws) In o) (4.33)
fiter) = [ doa flara) (1.34)

y
fo(we) = /dﬂﬁl [y, 22) (4.35)

puede verificarse que la entropia conjunta cumple con la propiedad de subaditividad,

como se senalé antes para el caso discreto,

Suras < Suy + Say (4.36)
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y la igualdad se satisface sélo si los dos eventos son independientes, es decir f(xq,z3) =
fi(@1) fo(w2).
Se puede definir también una entropia relativa para distribuciones de mas de una
variable introduciendo una distribucién de referencia, ¢(x1, ), como sigue,
s(f,q) //dmldx2 (1, 22) In Jan,z2) (4.37)
Q(l”l, T3)
que tiene un caso particular muy importante cuando la referencia es el producto de
las marginales de la distribucién porque es una medida de la correlacion entre dos

variables. El nombre que recibe esta entropia relativa es Informacién mutua,

xl,:cg //dl’ldl’g f $1>$2) flfifi}j(2£2> Sy + Sgy — s:c1,:c2> (438)

y mide qué tan separable es la distribucién de dos variables en sus marginales. Se
desprende de la propiedad de subaditividad que la informacién mutua siempre es no

negativa y sélo es cero cuando los eventos son independientes, f(x1,z2) = fi(z1)fa(22).

4.6 Problemas observados en las entropias diferen-
ciales

Es pertinente senalar algunos problemas que hemos observado en el calculo de las
entropias. El primero es la negatividad de una entropia relativa.

En la Ec. (4.30) se muestra que, s(f,q) > 0, y el tnico caso donde s(f,q) = 0,
es f(x) = q(z). A pesar de lo anterior hemos obervado, en nuestros resultados y en
la literatura, que en el caso en que ¢(z) = ¢ y ¢ es una constante, puede ocurrir que
s(f,q) <0

Un caso importante de este problema esté relacionado con las unidades de la en-
tropia de Shannon.

Cuando calculamos la entropia de Shannon el argumento del logartimo debe carecer

de unidades (en un caso fisico); usualmente para conseguirlo la convencién es que se
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divide el argumento del logaritmo por la unidad con dimensiones adecuadas’. En este
caso la entropia de Shannon puede ser negativa, segin lo anotado en el parrafo anterior.

Otra forma de resolver el problema de las dimensiones del argumento del logaritmo
es utilizar una densidad de probabilidad adimensional, en el caso del espacio de posicion
lo logramos dividiendo adecuadamente por alguna “longitud caracteristica” en el prob-
lema. Dicho sea de paso, en la entropia relativa, Ecs. (4.30) y (4.37), el argumento del
logaritmo es adimensional porque se cancelan las de ambas distribuciones.

El segundo problema que senialaremos se refiere a la necesidad de que ambas dis-
tribuciones en la entropia relativa tengan nodos en los mismos puntos.

Para la entropia relativa, Ecs. (4.30) y (4.37) es necesario calcular, respectivamente,

/dx f(z)Ing(z) /d:):ld:):2 f(z1, 22) Ing(z1, 22)

si f y g tienen nodos en diferentes lugares estos términos divergen. Esto complica
el calculo, por ejemplo, de una distancia estadistica entre los estados del oscilador
armonico si la que se utiliza como referencia es una distribucién diferente al estado
basal. También se encuentra el problema si se calcula la distancia estadistica entre una
referencia antisimétrica y una funcion simétrica.

Estos problemas son propios de la version continua de la entropia de Shannon.

4.7 Medidas de incertidumbre cuantica

Enfrentados al problema de medir incertidumbre cuantica es posible optar por la
desviacién estandar o por la entropia de Shannon. Primero liguemos el concepto de
incertidumbre con el de localizacion.

Si tenemos dos distribuciones como las mostradas en la Fig. (4.1), sea que provengan
de un experimento o de la resolucion de una ecuacién diferencial, visualmente podemos

concluir que la gréfica de abajo tendra una mayor desviacion estandar y por tanto

"Es una entropfa relativa donde la referencia es una constante, aprovechando que In(1) = 0. Puede

verse una discusién en [81].
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tendra una mayor incertidumbre asociada, que la de arriba. También visualmente

podemos establecer que la distribucién de arriba se encuentra mas localizada®.

n=1,a=1 n=1,a=0.2
n(p) n(p)

| . /\p

~40 40 ~40 40

Figura 4.1: Densidad de probabilidad del estado basal de la particula en la caja en el espacio

de momento, para diferentes valores de tamano de caja.

La desviacion estandar es una medida de la incertidumbre que es exacta si tratamos
con distribuciones gaussianas, estd formulada dentro de ese tipo de distribuciones. La

funcién general de una gaussiana es,

(4.39)

La entropia de Shannon es,
= /dm f(z)In f(z) = In (Azv2me) (4.40)

Entonces en las gaussianas, donde es exacta la desviacion estandar, la entropia de
Shannon es consistente con ésta. s, crece si Ax crece, por tanto recupera su compor-
tamiento.

La pregunta debemos dirigirla entonces hacia las distribuciones que se apartan del

comportamiento gaussiano, ;qué medida de incertidumbre sera mas adecuada?

8Si se trata de datos de un experimento, éstos estan localizados alrededor del valor medio. Si se
trata de la densidad de probabilidad de encontrar particulas en algin sitio, éstas estan localizadas en

la regién del espacio alrededor del valor esperado de la distribucion.
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Hemos mencionado que la desviacién estandar depende en gran medida del valor
medio de la distribucion. En contraste la entropia de Shannon es una cantidad global
que no depende de un punto especifico de la distribucién, ademas, se ha mostrado su
dependencia en el tamano relativo de los picos de la distribucion y con ello su capacidad
de reflejar esta caracteristica estructural [82].

Pueden encontrarse problemas apartados del comportamiento gaussiano en los que
el valor esperado de la variable es cero, por ejemplo (p) = 0, pero la distribucién no
esta concentrada alrededor de ese punto. Nos serviremos de un modelo candnico de la
mecénica cuantica para ejemplificar este comportamiento [83].

La Fig. (4.2) muestra la densidad de momentos de diferentes estados de la particula
en la caja, m(p). El hecho de que (p) = 0 indica que, por su cardcter vectorial, el
momento tiene la misma probabilidad de ser positivo o negativo y no demuestra que
la distribucién estéd concentrada alrededor de p = 0. Este es un caso muy comiin, por
ejemplo en los sistemas con un potencial central.

Conforme aumenta el nimero cuantico, n, se alejan los picos del origen lo que
muestra un aumento en el valor absoluto del momento promedio de las particulas®.
Conforme n va creciendo puede verificarse visualmente que la estructura de la dis-
tribucién cambia cada vez menos.

La Fig. (4.3) muestra la desviacién estandar y la entropia de Shannon de la dis-
tribucién de la Fig (4.2). El comportamiento de la desviacion estdandar Ap se debe a
que los picos se alejan del origen y crece linealmente con n, esto refleja su dependencia
en un punto especifico de la distribucién, (p) = 0.

En contraste, la entropfa de Shannon, s,, se comporta asintéticamente con n, y
refleja mejor el hecho de que la estructura de la distribucién cambia poco. En este
caso, concluimos que s, es una medida de la incertidumbre mas conveniente que Ap,

dado el comportamiento no gaussiano de la densidad.

9En este modelo sélo hay energfa cinética, E., entonces si aumentamos la energia con n, estamos
aumentando FE. y tiene que crecer el valor absoluto del momento promedio. Existe una relacién con

Ap porque ambos dependen en el segundo momento de la distribucién, E, = (p?)/2m, con m la masa.
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Figura 4.2: Densidad de momentos, m(p), para diferentes estados de la particula en la caja.

Sélo hay variacién en la escala para n = 1.
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La conveniencia de una u otra medida es un problema particular que debe resolverse
en cada caso de analisis, no obstante, estos ejemplos son evidencia de que una cantidad
como la entropia podria medir la incertidumbre mejor que el segundo momento de
la distribucién. Otra perspectiva de esta observacion refiere a las fluctuaciones que
usualmente se miden por medio del segundo momento de la distribucion; si hiciéramos

este analisis con una particula en una caja no obtendriamos conclusiones adecuadas.

Ap S
Ap Sr

r 32
25

20} 30l

b 28}
10f

26

Figura 4.3: Desviacién estandar (izquierda) y entropia de Shannon (derecha) en el espacio

de momento, como funcién del estado cudntico, de una particula en una caja.

Existen trabajos que muestran una relacion de la entropia de Shannon con canti-
dades experimentales en la Aproximacién de Plasma Local (LPA) [84, 85]. La posibili-
dad de medir experimentalmente la entropia de Shannon es un campo que se investiga
actualmente [86]. También existe evidencia numérica de que cantidades entrépicas
estdn relacionadas con propiedades como la energia de correlacién [87, 88, 89, 90].

La cuestion es si la entropia de Shannon es una propiedad del sistema y puede
medirse en un experimento. En cualquier caso sus aplicaciones como parte de la teoria
estadistica son independientes de ello.

Entre otras posibles aplicaciones, los vinculos entre la teoria de funcionales de la
densidad y la teoria de la informacion se han estrechado gradualmente y la discusion
sobre su pertinencia es una actual, para ver una de las polémicas referimos a [91, 92].

Por otro lado, la entropfa de Shannon en el espacio de posicién (s,) ha sido relacionada
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con la energia de correlacién en un gas de electrones [93].

La entropia de Shannon es un funcional de la densidad y puede considerarse una
funcién de respuesta cuyo analisis brinda informacion sobre el comportamiento de una
cantidad que definitivamente es fisica, la densidad de carga o la densidad de momento.

En sistemas quimicos, se han estudiado las entropias de Shannon mono-electrénicas
(94, 95, 96, 97, 98, 99, 100, 101, 102, 103, 104], y también las entropias de pares
[30, 105, 106, 107].

4.8 Medidas de la correlacion estadistica en sis-
temas cuanticos

Enfrentados ahora al problema de medir correlaciones estadisticas, tenemos como op-
ciones el coeficiente de correlacién (que es la versiéon normalizada de la covarianza) y
la informacion mutua.

Un problema tipico de correlacién donde las distribuciones son gaussianas, es la

distribuciéon normal bivariada, que tiene la forma,

1
21 Az Axo(1 — 72)1/2

y B 1 x? gy Ta®2 x3
LT\ (A ) T AnAz | (Aan)?) |

donde Az y Az, son las desviaciones estdandar de ambas variables, y 7 es el coeficiente

f(x1, 15) (4.41)

de correlacion, definido por,

S 7L Y AV (4.42)

Viat) = (21)2V/(23) — (22)?

con

-1 <r<1

(x129) = /dmldx2 1o f (21, X2), (1) = /dmldx2 xy f (21, T2)
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(z2) = /d%d@ Lo f (21, 22), <$%> = /d$1dl’2 x%f(xh:@)

<.§L’g> = /dflﬁldl’g x%f(xl,@)

La informacién mutua, Ec. (4.38), para esta distribucién es [108],
1 2
Loyzy = —3 In(1-17°) (4.43)

puede notarse que no depende de las desviaciones estandar, sélo del coeficiente de
correlacién; crece cuando 7 aumenta, y varia en el intervalo (0,00). Si el sistema esta
débilmente correlacionado, |7| < 1, entonces I, ., ~ 7%/2.

Es sencillo encontrar problemas donde el coeficiente de correlacién es cero y la
distribucion no es separable. Debido a simetrias en el problema puede ocurrir que
(r1729) = 0, y si ademds (x1) = 0 el coeficiente es cero sin necesidad de que la funcién
sea separable.

Por otro lado, el coeficiente de correlacion es sensible a la correlacién lineal entre
variables en tanto que la informaciéon mutua detecta, ademéds de esa, correlaciones no
lineales.

La informacién mutua es una medida mas general de correlacion estadistica que el
coeficiente de correlacién. Es posible utilizar la curtosis y otros momentos mas altos
de la distribucién para estudiar la correlacion que no detecta el segundo momento.
La comparacién de la informacién mutua con la curtosis u otros momentos de la dis-
tribucion es un tema que ain esta abierto.

Por otra parte, en sistemas quimicos se ha estudiado el coeficiente de correlacion

[109] y también se ha introducido la informaciéon mutua [110, 111]

4.9 Relaciones entropicas de incertidumbre

Como hemos visto, mediante el calculo de las entropias de Shannon podemos medir la
incertidumbre en el espacio de posicion y en el espacio de momento, la suma de estas

entropias debe cumplir una cota para ser consistente con el principio de incertidumbre.
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Bialynicki-Birula y Mycielski [112] establecieron una relacién de incertidumbre para

las entropias de Shannon en los espacios de posicién y momento,

Sp+ Sz >1+1Inm (4.44)

donde,

S, = —/da: p(x)In p(x) (4.45)

S / dp 7(p) In7(p). (4.46)

La cota proviene de la transformada de Dirac-Fourier que relaciona las funciones
de onda. La suma entrépica puede expresarse como la entropia de una distribucién

separable en espacio fase [108],

Sp+ Sx = —/dzdp p(x)m(p) In p(x)7(p). (4.47)

De esta manera puede relacionarse la localizacién en un espacio fase separable con las
relaciones de incertidumbre. Una generalizacién importante es la definicién de una
entropia que utilice distribuciones en espacio fase no separables, como la funcion de
Wigner.

La suma entropica es el andlogo a la relacién de incertidumbre que escribimos en
términos de las desviaciones estandar, en las Ecs. (2.7), (2.9) y (2.10). Hacemos notar
que son ecuaciones para una particula.

Podemos definir también entropias de pares, que son medidas de la incertidumbre
en las distribuciones de dos particulas por lo que existe entre ellas una relacion de
incertidumbre. Esta es una diferencia notable con la desviacion estandar, porque no
existe una manera sencilla de definir la incertidumbre de dos variables'®.

Las entropias de Shannon de pares se definen en ambos espacios,

10Debe usarse en ese caso la matriz de covarianzas.
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Sp = — /d(l}‘ldiﬁg F($1,x2) IHF(II}'l,LUQ) (448)

s = —/dpldp2 (p1, p2) InI1(py, p2) (4.49)

La relacién de incertidumbre de dos particulas debe cumplir la cota [106],
sp+sg > 2(1+Inm) (4.50)

y puede verse como una medida de la localizacion en un espacio fase separable de dos

particulas,

Sr +8H = /dl‘ldIdeldPQ F(Il,l’g)ﬂ(pl,pg) In F(l’l,l’g)n(pl,pg) . (451)

También en este caso es importante generalizar esta expresion utilizando una den-

sidad no separable, como la funcién de Wigner.

4.10 Informacion mutua entre posicion y momento,
Loy

Las incertidumbres de la posicion y del momento estan correlacionadas en el principio
de incertidumbre por lo que pueden variar siempre y cuando cumplan la cota. Queremos
estudiar la correlacion entre las propias variables x y p.

Una primera opcién de estudio es el coeficiente de correlacién, pero éste es cero
para funciones de onda reales [25], por lo que la correlacién posicién-momento esté
relacionada con la fase de la funcién. Por otro lado, el hecho de que el coeficiente es
cero no indica que no existe correlacion estadistica entre la posicion y el momento,
sino que no puede detectarla. La informaciéon mutua es una medida de correlacién mas
general y es una segunda opcion.

En la Ec. (4.47) se observa que las variables no estan correlacionadas en la dis-

tribucién separable; para estudiar esta correlacion debemos estudiar una distribucién
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no separable cuyas marginales sean la densidad de posiciéon y de momento. Como
argumentamos anteriormente la funcién de Wigner cumple con estos requisitos.
Utilizando la funciéon de Wigner y la informacién mutua podemos medir la cor-

relacién entre posicion y momento mediante,

W (x,p)
p(z)m(p)

donde s,, es la entropia de Shannon de la funcion de Wigner, que definiremos enseguida.

I= /da:dp W(z,p)In =S,+ Sz — Su (4.52)

Es importante notar en esta expresiéon que la correlacion estd definida como la
diferencia entre la localizacion de la funcion de Wigner y la suma entrépica, que forma
la base del principio de incertidumbre. Localizacién y correlacion son entonces dos

conceptos que no son lejanos.

4.11 Entropia de la funcién de Wigner, s,

4.11.1 Definicion

Se ha sugerido que la correlacion entre posicion y momento podria detectarse estu-
diando la estructura de la funcion de Wigner. La correlacién posicién-momento se
manifiesta en los picos de la distribucién [113]. La entropia de Shannon de la funcién
de Wigner es una medida cuantitativa de su estructura (localizacién), por lo tanto debe
contener la informacién de tales picos.

La informacién mutua entre posicién y momento se basa en el compromiso entre
la localizacion de la funciéon de Wigner y la distribucion separable del producto de las
densidades.

Wehrl introdujo el concepto de entropia de una distribucién en espacio fase cuantico
[114] y la definié en términos de la funcién de Husimi [64, 62].

En el espiritu de la entropia de Wehrl definimos la entropia de Shannon de la funciéon
de Wigner. El problema de calcular esta entropia se ha discutido en la literatura y

existen varias objeciones cuyo argumento es la existencia de las regiones negativas en
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la distribucién [61, 63].
Sin embargo, es posible definir la entropia de Shannon de la funcion de Wigner, s,,,

que aparece en la Ec. (4.52) como [108, 106],

Sw = — /da:dp W(z,p) InW(z,p). (4.53)

La regiones negativas de la funcién de Wigner y la presencia del logaritmo provocan

la aparicion de un componente imaginario de la entropia, puesto que el calculo del

logaritmo de un nimero negativo sélo requiere especificar en que rama del logaritmo
estamos trabajando [115].

Para calcular s,, separamos las regiones donde la funcién de Wigner es positiva de

las regiones donde es negativa. Si se procede numéricamente esta separacion es aun

mas natural. Asi, la normalizacién se calcula,

N, = / dxdp W (z,p) +/d:vdp W~ (z,p) (4.54)
+ —
donde [ LY J_ denotan que el espacio de integracién es aquel donde la funcién de
Wigner es positiva (+) y negativa (—), con la misma simbologia para W (z,p) y
W= (z,p).

Para calcular la entropia escribimos,
Sw = _/ dIdp W+($ap) IHW+(ZIZ',p)
+

—/_d:vdp W= (x,p) In W™ (x,p) (4.55)

y el segundo término puede factorizarse,

_ / dedpW=(z,p) I W=(2,p) = — / dwdpWV=(z,p) In {(—1)|W‘(9§, p)@

_ /_ dxdp W~ (z,p) In W~ (z, p)|
_ /_d;rdp W~ (z,p)In(-1)
_ / dxdp W (z,p) In [W~(z, p)|

— iﬁ/_da:dp W~ (z,p) (4.56)
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donde las barras “| |” denotan el valor absoluto, ademdas hemos utilizado la convencién
de trabajar en la rama principal del logaritmo. Podemos separar las partes real e

imaginaria de s,,,

Rels,] = —AdxdeJr(x,p) In W+ (z,p)
+ /_dxdp|W_(x,p)|1n|W_(x,p)| (4.57)
Im[s,] = —iw/_da:de—(z,p). (4.58)

Debido a que la funcién de Wigner estd acotada!l segiin la Ec. (3.32), el signo
del primer término de la Ec. (4.57) siempre es positivo y por lo tanto contibuye a
deslocalizar la distribucién (aumenta el valor de la entropia), en tanto que el segundo
término siempre es negativo y contribuye a localizarla. La interpretacion de esto es que
las regiones positivas de la funcion de Wigner contribuyen deslocalizando el sistema en
el espacio fase en tanto que las regiones negativas lo localizan.

La parte imaginaria de la entropia, Ec. (4.58), es proporcional al volumen de
las regiones negativas de la funcién de Wigner. Si sabemos el valor del componente
imaginario de la entropia y dividimos por 7 tendremos el volumen. Se ha senalado la
importancia y la necesidad de algiin esquema para estimar ese volumen [116]. Este
hecho es interesante porque las regiones negativas de la funcién de Wigner se han
asociado con fenémenos cudnticos como el entrelazado [116, 117] y el volumen de estas

regiones se ha utilizado como un criterio para estimar cual sistema estd mas entrelazado

[116).

4.11.2 Interpretaciéon de s,

En esta parte plantearemos tres preguntas necesarias para la discusién que se desar-

rollard a lo largo de esta tesis.

HEn unidades atémicas (h = 1) es siempre menor que 1, y Inx, si < 1, es un niimero negativo.



76

,Por qué trabajar con la funcion de Wigner y no con alguna otra funcion

de distribucién en el espacio fase?

La funcién de Wigner tiene las marginales correctas y el producto de esas densidades
es la distribucién en espacio fase separable a la cual estd asociada la relacién entropica
de incertidumbre. Ademas, la funcién de Wigner puede reconstruirse a partir de datos
experimentales [65, 66], también cumple con la normalizacién y es una funcion real.

A pesar de que no podemos descartar las otras distribuciones por medio de un
criterio matematico, se suele considerar a la funcién de Wigner como la funcién canénica
en el espacio fase porque cumple con condiciones fisicas adecuadas [60], por ello es la
més cercana a la idea que tenemos de una distribucién conjunta [12, 118}, y ademés
asocia a cada punto del espacio fase un observable fisico [60].

Podriamos utilizar la funcién positivo-definida de Husimi [119], en términos de la
cual se define la entropia de Wehrl. Sin embargo, nos interesa estudiar la relacién de
la correlacion posicién-momento con el principio de incertidumbre y como la funcion
de Husimi no tiene las marginales correctas no podemos relacionar ambos conceptos.
Por otro lado, nos hemos planteado estudios de la funciéon de Husimi como una de las

perspectivas de esta tesis.

; Qué significan las regiones negativas de la funciéon de Wigner?

La positividad de la probabilidad y de la densidad de probabilidad se garantiza ax-
iomaticamente por construccién [120]. La funcién de Wigner ha motivado la discusién
sobre si extender o no la teoria de las probabilidades a los nimeros negativos, si llamar-
los o no probabilidades y, en ese sentido, si darle o no una interpretacién probabilista
a esta distribucién [121, 122].

Operacionalmente no existe diferencia entre las diferentes representaciones de la
cuantica. Esto se refiere a que todos los resultados que podemos obtener con la
mecanica cuantica en espacio de posiciéon o de momento pueden obtenerse también

con la funciéon de Wigner, de hecho ésta ofrece una expresion para calcular los valores
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esperados que es analoga a como se calculan en la mecanica estadistica. Entonces, op-
eracionalmente es viable considerar probabilidades negativas sin intentar asociarlas con
la ocurrencia de un observable. Pueden utilizarse como intermediarias en operaciones,
tal como se realiza con nimeros negativos en operaciones que solo admiten como resul-
tado un nimero natural [122], para preservar la congruencia en la terminologia podria
llamarselas probabilidades también.

En este espiritu, se ha formulado la mecanica cuantica con probabilidades extendi-
das [123, 124].

En otro orden de ideas, puede enfocarse el problema desde la interpretacién misma
de una probabilidad. La probabilidad se entiende usualmente como la frecuencia relativa
de ocurrencia de un evento dentro de un conjunto de realizaciones de un experimento.
Esta nocién evidencia la fuerte carga experimental del concepto probabilidad. Al mismo
tiempo plantea un desafio porque matematicamente la probabilidad se consigue en el
limite en el que el nimero de realizaciones es infinito y no se puede repetir un exper-
imento infinitas veces. Si las probabilidades se interpretan en un sentido bayesiano,
como “falta de informacién”, es mas factible pensar en que la cota inferior (cero) pueda

ser removida para considerar probabilidades negativas [121].

,Es s, una medida de la localizaciéon de la funcién de Wigner?

En el caso discreto, la condicion 0 < p; < 1 implica que s, > 0.

En el caso continuo la densidad de probabilidad no esta acotada por arriba y si
bien tenemos una cota inferior, p(x) > 0, como puede tomar valores mayores que uno
la entropia diferencial puede ser negativa.

En la funcién de Wigner la cota inferior de la probabilidades ya no es el cero
y esto conduce a que la entropia de Shannon es ahora un numero complejo. En el
mismo orden de ideas, los nimeros complejos también aparecen cuando se estudia la
correlaciéon cuantica entre posicién y momento con la covarianza: la covarianza cudntica
de dos operadores que no conmutan tiene un componente imaginario [18].

Nuestra medida de localizacion de la funcién de Wigner en el espacio fase tiene
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caracteristicas similares. La interpretacién de s, debemos hacerla estudiando ambos
componentes del nimero complejo y la norma.

Por otro lado, la propiedad de subaditividad implica I > 0, y se prueba utilizando
la convexidad del logaritmo, y esta propiedad depende de la positividad de la funcion
de distribucion de probabilidad. Por lo tanto, no puede establecerse una cota inferior
a la informacion mutua si trabajamos con una funcién que asume valores negativos.

En general, las aplicaciones de las herramientas informacionales en distribuciones

con regiones negativas constituyen un problema abierto.



5. Correlaciones estadisticas entre
las posiciones y entre los momentos

en el Atomo de Moshinsky

En este capitulo vamos a examinar el estado basal y un estado excitado del Atomo de
Moshinsky. El estado basal es una gaussiana en ambos espacios (posicién y momento)

y el ancho de la distribucion es gobernado por los potenciales.

5.1 Estado basal

5.1.1 Medidas de localizacion

Podemos obtener expresiones analiticas para las entropias de pares y para las de las

densidades reducidas en los espacios de posicion y momento,

1
sp=1+Inm— {lnw+zln(2n+1)], (5.1)
1 1 1+ (26 +1)1/2
sp:§(1+ln7r)+§{—ln2—lnw+ln[ Or + 112 : (5.2)
1
sm=1+Inm+ [lnw+zln(2n+1)], (5.3)

79
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1 1
S, = 5(1 +In7) + 5{ —In2+4+Inw+In {1 + (26 + 1)1/2] } (5.4)

Todas las entropias dependen de ambos potenciales y estdn dadas en unidades natu-
rales, nats. En el espacio de posicién, las entropias de pares y las de la densidad reducida
son funciones mondétonamente crecientes tanto del potencial de confinamiento, w, como
del potencial entre particulas, x, en tanto que en el espacio de momento tales entropias
son funciones mondétonamente decrecientes de los potenciales.

En la Fig. (5.1) se muestran las gréficas de las entropias de pares como funciones
de k para tres valores del potencial de confinamiento, w = 0.7,1,1.2. s aumenta con
la magnitud del potencial repulsivo entre particulas (k < 0), esto es, la densidad de
pares en el espacio de posicién se deslocaliza conforme la intensidad de la interaccién
aumenta. En el espacio de momento sp; disminuye, entonces la densidad de pares se
localiza conforme aumenta la interaccién. El comportamiento inverso en los espacios de
posicion y momento puede interpretarse utilizando las relaciones de incertidumbre que
deben cumplirse. Para potenciales atractivos (k > 0) el comportamiento es opuesto al
observado para potenciales repulsivos. sp disminuye con la magnitud del potencial, es
decir, la distribucion se localiza en el espacio de posicion, en tanto que s aumenta y
la distribucién se deslocaliza en el espacio de momento.

El mismo tipo de comportamiento se observa para las entropias de las densidades
reducidas. El punto donde cruzan las entropias, esto es donde sp = sy, separa las
regiones donde spr > sy (a la izquierda), y donde s < sy (a la derecha del punto).
Este punto es el mismo que el que ocurre entre las entropias de las densidades reducidas,

y se caracteriza por,

1—wt

2wt

(5.5)

K =

Sumando las Ecs. (5.1) y (5.3), se observa que la suma entrépica en el nivel de dos

particulas no depende de ninguno de los potenciales,
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Figura 5.1: Entropias de pares, sp (azul, linea discontinua) y sy (rojo, linea continua)
para los estados (a) basal, (0,0), y (b) excitado, (0,1), como funciones del potencial entre

particulas, , para potenciales de confinamiento w = 0.7,1,1.2.

sp+snp=2(1+Inm), (5.6)

y el valor es exactamente la cota inferior que impone la relacion de incertidumbre. En
tanto que si sumamos las Ecs. (5.2) y (5.4), conseguimos la expresién para la suma
entrépica,

(5.7)

Sp+sy=1+Inm—In2+In [1 _(;fj_j;)}/):/z],
que depende del potencial entre particulas pero no del potencial de confinamiento,
w. La cota inferior de esta relacion de incertidumbre se alcanza cuando k = 0 y el
valor aumenta para los otros valores de k. Anteriormente se ha relacionado esta suma
entropica, calculada numéricamente, con efectos debidos a la correlacion electronica
en sistemas atémicos reales, con potenciales de Coulomb [125]. La Ec. (5.7) es una

expresion analitica que muestra que la suma entrépica depende de la interaccion entre

particulas en este modelo.
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5.1.2 Medidas de correlacién

Pueden escribirse expresiones analiticas para el coeficiente de correlacion en el estado

basal en ambos espacios,

2e+1)V2 -1
7T T r+ )2+

El coeficiente de correlacién indica que la correlacion entre las posiciones y entre los

—0p. (5.8)

momentos de las particulas es de la misma magnitud, independientemente del valor de
k. Sin embargo, la correlacién entre posiciones es de signo opuesto a la correlacién entre
momentos y esto las distingue. Debemos enfatizar que el coeficiente de correlacion no
depende del potencial de confinamiento, w, y solamente depende del potencial entre
particulas, k. Las graficas correspondientes se muestran en la Fig. (5.2). Para un
potencial repulsivo (k < 0), existen correlaciones repulsivas entre las posiciones de las
particulas (o, < 0), y correlaciones atractivas entre sus momentos (o, > 0). Para un
potencial atractivo (k > 0), ocurre la situacién exactamente inversa. Note también que
la magnitud de o aumenta conforme nos alejamos de k = 0, el caso no correlacionado
(o =0).

Las relaciones para la informacién mutua son,

I, =

[1 + (2 + 1)1/2} 1 (5.9)

2(2k + 1)1/4
De manera similar al coeficiente de correlacién, la magnitud de I, es igual a la de I,,
y no dependen del potencial de confinamiento, w, sino solamente del potencial entre
particulas, k. I, and I, se muestran en la Fig. (5.3). También, la magnitud de [
aumenta conforme nos alejamos del caso no correlacionado, x = 0. La informacién
mutua difiere del coeficiente de correlaciéon en que no admite valores negativos y, por

lo tanto, no podemos hacer una interpretacion comparable basada en su signo.
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Figura 5.2: (CC) Coeficiente de correlacién, o, (azul, linea discontinua) y o, (rojo, linea
continua) para el estado basal del d&tomo de Moshinsky (0,0), como funciones del potencial

entre particulas, k.

5.2 Estado Excitado (ng,n,) = (0,1)

5.2.1 Medidas de localizacion

Las entropias de los estados excitados se obtuvieron mediante la integracion numérica
de las Ecs. (4.45), (4.48), (4.46) y (4.49). En la Fig. (5.1b) se comparan s y sp
como funciones de k para tres valores diferentes del potencial de confinamiento, w =
0.7,1,1.2, en este estado excitado. Primero, en términos generales, el comportamiento
y la interpretacion como funciones del potencial entre particulas es el mismo que en
el estado basal. Segundo, en contraste con el estado basal las entropias del estado
excitado muestran valores mayores (densidades més deslocalizadas) en ambos espacios,
posicion y momento.

Una caracteristica importante es que la localizacién relativa (es decir, sp < sp
6 sp > sp), es controlada por ambos potenciales como en el estado basal. Hemos

verificado numéricamente que los puntos en que se cruzan las entropias de posicién y
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Figura 5.3: (MI) Informacién mutua, I, y I, para el estado basal del atomo de Moshinsky

(0,0), como funciones del potencial entre particulas, k. Note que I, = I, para este estado.

momento, caracterizados por la Ec. (5.5), son los mismos que en el estado basal (en los
estados excitados esto no puede verificarse analiticamente). Lo mismo ocurre en otros
estados excitados, particularmente en los casos: (ng,n,) = (1,2),(1,3). Esto sugiere
que el punto en que se cruzan (donde spr = sy1) es una funcién de los potenciales y no
de los nimeros cuanticos, por lo tanto es independiente del estado que nos interese.
Debemos mencionar también que observamos las mismas caracteristicas en el caso de
las entropias de las densidades reducidas.

La simetria de la funcién de onda (respecto al intercambio de las variables originales,
x1y T, 6 p1y pe) es controlada por n,., el nimero cudntico asociado con las coordenadas
relativas. Sin, es par, la funcién de onda es simétrica. Si es impar, la funcién de onda
es antisimétrica. Por lo tanto es relevante notar que la localizacién relativa de las
distribuciones de posicién y momento parece ser controlada soélo por los potenciales.
No se observan cambios cualitativos para las diferentes simetrias. La base de este

argumento es que el punto en que se cruzan es el mismo para el estado basal [(0,0)
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funcién de onda simétrical, y para el estado excitado discutido en esta seccién [(0,1)
funcién de onda antisimétrical, y también para los otros estados excitados calculados
[(1,2) funcién de onda simétrica y (1,3) funcién de onda antisimétrical.

Los resultados para la suma entrépica (obtenidos numéricamente) en los niveles de
una y dos particulas son consistentes con aquellos del estado basal. La suma de las
entropias de pares es constante y no depende de ninguno de los potenciales. La suma
de las entropias de la densidad reducida de una particula no depende del potencial
de confinamiento, w, Unicamente del potencial entre particulas, s, y por lo tanto es
sensible a las correlaciones entre ellas. Su valor aumenta conforme nos alejamos de
k = 0, lo que es consistente con el estado basal. Los valores de ambas sumas son
mayores en el estado excitado analizado en esta seccién que en el estado basal.

Debemos enfatizar que la (in)dependencia de las entropias del potencial de confi-
namiento y del potencial entre particulas parece tener el mismo patrén sin importar el

estado del sistema y por tanto sin importar la simetria de la funciéon de onda.

5.2.2 Medidas de correlacién

Los coeficientes de correlacion para este estado son,

26+ 1)V2 -3
Ou = 2k +1)V2+ 3’ (5.10)
1-302k+1)Y2
T3kt )2

Ambos coeficientes de correlacion son iguales para x = 0, pero la correlacion no es

(5.11)

cero porque estamos tratando un estado excitado cuyas funciones no son separables
en las variables originales (x1 y @9, 6 p1 v ps2). Los coeficientes de correlaciéon no
dependen del potencial de confinamiento, solamente del potencial entre particulas;
este comportamiento es consistente con el del estado basal.

Las graficas de los coeficientes de correlaciéon se muestran en la Fig. (5.4). Para
un potencial repulsivo entre particulas (k < 0) la correlacién es mayor en el espacio de

posicién que en el de momento (|o,| > |o,|), mientras que para un potencial atractivo
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entre particulas (k > 0) la correlacién es mayor en el espacio de momento (|o,| > |0,]).
Por lo tanto el tipo de interaccién entre particulas (si ésta es atractiva o repulsiva) es
el tnico pardmetro que controla la magnitud relativa (es decir, cuél es mayor) de la
correlacion entre las posiciones de las particulas o entre sus momentos.

La interpretaciéon del signo de la correlacion no es tan clara como en el estado basal.
Este comportamiento se resume en la Tabla (5.1). En el espacio de momento, un valor
suficientemente pequetio del potencial repulsivo [k € (—%, 0)] puede provocar que exista
una correlacion repulsiva (a diferencia de lo que pasa en el estado basal) mientras que
para algunos valores del potencial atractivo [k € (0, 4)], existe una correlacién repulsiva
en el espacio de posicién (lo cual también es distinto del estado basal). Debe notarse
que el coeficiente de correlacién es cero en el espacio de posicién en Kk = 4 y en el
espacio de momento en Kk = —%, lo cual no significa de ninguna manera que no exista
una correlacién entre las variables en esos valores del potencial, sino que el coeficiente
no es capaz de detectarla. Se puede observar en la Fig. (5.4) que la magnitud de la
correlacion disminuye desde la izquierda hacia esos puntos y aumenta desde esos puntos

hacia la derecha.
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Figura 5.4: (CC) Coeficiente de correlacién, o, (azul, linea discontinua) y o, (rojo, linea
continua) para un estado excitado del &tomo de Moshinsky (0, 1), como funciones del potencial

entre particulas, k.

Los célculos realizados para diferentes valores del potencial de confinamiento, w =
0.7,1,1.2,2, muestran que la informacién mutua no depende en w, como en el estado
basal. La Fig. (5.5) ilustra que I, > I, si la interaccién entre las particulas es repulsiva
(k < 0) en tanto que I, > I, si ésta es atractiva (k > 0). Esto es consistente con
el comportamiento del coeficiente de correlacién, que puede calcularse analiticamente

para este estado.



k<0 k>0
Coeficiente de correlacién
02| > |0y 0] <oy

0, < 0 potencial més fuerte,

mayor correlacion repulsiva

0, < 0 potencial més fuerte,

mayor correlacion repulsiva

K€ (_%7 _%)

o, > 0 potencial mas fuerte,

mayor correlacion atractiva

k€ (0,4)
0, < 0 potencial més fuerte,

menor correlacién repulsiva

k€ (—35,0)
o, < 0 potencial més fuerte,

menor correlacion repulsiva

K € (4,00)
o, > 0 potencial més fuerte,

mayor correlaciéon atractiva

Informacién mutua

I, > 1,

I, <1,

I, potencial més fuerte,

mayor correlacién

I,, potencial mas fuerte,

mayor correlacién

k€ (—3,—0.43)
I,, potencial mas fuerte,

mayor correlacién

k € (0,3.33)
I, potencial mas fuerte,

menor correlacion

k€ (—0.43,0)
I,, potencial mas fuerte,

menor correlaciéon

K € (3.33,00)
I, potencial més fuerte,

mayor correlacién

excitado del d&tomo de Moshinsky (0,1).

88

Tabla 5.1: Anélisis del coeficiente de correlacién y de la informacién mutua para el estado
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Figura 5.5: (MI) Informacién mutua, I, (azul, linea discontinua) y I,, (rojo, linea continua)
para un estado excitado del atomo de Moshinsky (0,1), como funciones del potencial entre

particulas, s.

Existen dos minimos a partir de los cuales la correlacion aumenta en ambos espacios
(hacia la izquierda o hacia la derecha), la interpretacion de estos puntos es similar a la
que hicimos para los ceros del coeficiente de correlacién. Los minimos se encuentran
en, Kk ~ 3.33 en el espacio de posicién y en Kk =~ —0.43 en el espacio de momento. En
la Fig. (5.6) se muestra un andlisis grafico de estas dos regiones donde los minimos
se observan claramente. Queremos destacar que estos puntos no coinciden con los
ceros en el coeficiente de correlacién (k = 4 en espacio-r y kK = —3a en espacio-p) y

9
que los minimos no son cero en la informacién mutua. Por otra parte, en los valores
del potencial en los que el coeficiente de correlacion es cero, la informacion mutua no
lo es. En dichos puntos la informacion mutua es capaz de detectar correlacion en el
sistema mientras que el coeficiente de correlacién no lo es. Por otra parte, calculamos

la informacién mutua para otros estados excitados (ng,n,) = (1,2),(1,3) y en ellos se

observa un comportamiento similar.
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Figura 5.6: Andlisis de las regiones en la informacién mutua, I, (izquierda, azul, linea
discontinua) y I, (derecha, rojo, linea continua), para un estado excitado del dtomo de
Moshinsky (0, 1), que contienen los puntos donde la correlacién aumenta cuando se varia el

potencial entre particulas, k.

5.3 Conclusiones

Utilizamos las entropias de Shannon para examinar la localizacién de las distribuciones
de dos particulas y de las densidades reducidas del atomo de Moshinsky en los espacios
de posicién, momento y espacio fase en el estado basal y en algunos estados excita-
dos. El comportamiento de las entropias se examind como funcién del potencial de
confinamiento, w, y del potencial entre particulas, .

El punto en el que se cruzan las entropias de ambos espacios depende de los poten-
ciales y es independiente del estado y de la simetria de la funciéon de onda.

La suma entrépica del estado basal depende explicitamente del potencial entre
particulas, lo que demuestra su sensibilidad a las correlaciones entre particulas. Resul-
tados numéricos también demuestran esta sensibilidad en estados excitados.

Hemos examinado las medidas de correlacién y encontramos que son independientes
del potencial de confinaminento, w, y sélo dependen del potencial entre particulas,
k. En el estado basal, la magnitud de la correlaciéon entre las posiciones y entre los

momentos es igual.
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En estados excitados, la magnitud de la correlacion es mayor entre los momentos
de las particulas que entre sus posiciones si éstas interactian a través de un potencial
atractivo. Cuando interactian a través de un potencial repulsivo, las correlaciones

entre las posiciones son mayores que entre los momentos.



6. Simetria en la funcién de onda,
huecos de simetria, interacciones y

correlacion estadistica

En un sistema cudntico de mas de una particula y cuando éstas son idénticas, las
interacciones entre ellas son gobernadas por el potencial y por la simetria en la funcién
de onda. La simetria en la funcién de onda es una restriccion que se impone para
garantizar que tales particulas sean indistinguibles. La indistinguibilidad implica que
el tratamiento estadistico de cada particula es equivalente.

En este capitulo discutiremos la influencia mutua entre la simetria de la funcion
de onda y el potencial a través del estudio de la localizacion de las particulas y de la
correlacion entre ellas en el atomo de Moshinsky. El andlisis se puede realizar en el
espacio de posicion o en el de momento.

Dado que hay dos regimenes posibles de potencial, podemos analizar la influencia
que el signo de la interaccién ejerce sobre la localizacién de las particulas y sobre la
correlacién estadistica en un estado con una cierta simetria. A partir de esto, el tipo
de preguntas que nos podemos plantear son ;Si el potencial es repulsivo (como en el
caso electrénico) qué distribucién es més localizada, la simétrica o la antisimétrica?
.Y en cudl de estos estados es mayor la correlacion entre las particulas? Y si variara
la intensidad del potencial ;podria ésta inducir cambios? Es decir, invertir el orden

relativo de la localizacién y de la correlacion por medio de variar el potencial. La
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simetria en la funcién de onda tiene un impacto en la localizacion de las distribuciones
y en la correlacion entre particulas.

Si fuera posible fijar todos los factores que influyen en la localizacién y en la cor-
rrelacion en un sistema y mantenerlos iguales para una funcién simétrica y una an-
tisimétrica, esperariamos que la distribucién que proviene de la funcién antisimétrica
estuviese més localizada que la de la funcién simétrica. La razén es que en un sistema
de dos particulas, la posicién de una de ellas (o del momento), restringe la posicién
(o el momento) de la otra, que puede adoptar todos excepto ese si su dindmica es
gobernada por una funcién antisimétrica. Esto es consecuencia de que no pueden es-
tar en la misma posicién, U,uisim(x, ) = 0, ni tener el mismo valor del momento,
U ontisim (P, ) = 0, en tanto que en general W, (z,x) # 0 6 Vg (p, p) # 0.

Por la misma razén esperariamos que la correlacion entre las particulas fuera mayor
si el estado de éstas se representa por una funciéon antisimétrica.

La simetria en la funciéon de onda, por lo general, provoca que las funciones no sean
separables en funciones de una particula. El potencial también evita que las soluciones
de una ecuacién de Schrodinger de varias particulas puedan escribirse como producto
de funciones de una sola particula.

Hemos analizado antes la influencia que tiene la simetria en la localizacion y en
la correlacién [2, 3] en un sistema de dos particulas no interactuantes. Si no hay un
potencial entre las particulas se puede encontrar una solucién separable y simetrizarla
para conseguir un estado simétrico o antisimétrico de dos particulas indistinguibles.
Sin embargo, cuando existe un potencial entre las particulas las soluciones no pueden
escribirse de forma separable y simplemente simetrizarse, sino que la no separabilidad
que proviene del potencial se mezcla con la no separabilidad que proviene de la simetria
en la funcién de onda, de manera que para estudiar la mutua influencia debemos disenar
un modelo adecuado.

El d4tomo de Moshinsky es un sistema analitico en el cudl podemos controlar la
simetria de la funcién de onda a través de variar uno de los ntimeros cuanticos, lo cual

puede aprovecharse para disenar un esquema en que puede estudiarse la influencia del
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potencial y la simetria.
En este capitulo pretendemos ampliar algunos de los resultados que pueden encon-

trarse en la literatura. Estudiaremos el “Hueco de Moshisnky” *

, que ha sido analizado
previamente [38, 126, 127, 56] anadiendo en nuestro andlis el hueco de Fermi, con énfasis
en la manera en que ambos huecos se influyen y tomando en consideracién potenciales
repulsivos y atractivos. Recientemente se ha reportado una simetria entre las medidas
de entrelazado en este modelo: cuando se intercambian las escalas energéticas del cen-
tro de masa y de las coordenadas relativas, el entrelazado es invariante [29, 35]; para

algunos estados explicamos este comportamiento considerando el hueco de contrapeso

que se ha observado en otros sistemas [128, 129].

6.1 Diseno del modelo

Por lo antes explicado, no es posible fijar el resto de los factores que influyen y permitir
que solo el potencial y la simetria sean variables. Si esto fuera posible tendriamos un

par de funciones del tipo:

Vo (21, 22) = d1(1)d2(2) — Po(1)d1(72)

U (21,22) = @1(21)P2(2) + P2(21)1(22)

es decir, soluciones que son separables y que simetrizamos como si se tratara de dos
particulas no interactuantes en una caja [3] o de dos osciladores no interactuantes.
Con esto se podrian estudiar las diferencias entre ambas funciones atendiendo a la
localizacién o la correlacién de las particulas mientras varia el potencial entre ellas.

Escribir las funciones de esta forma implicaria que:

<2 A2
o b1 P2

1Que es el andlogo al hueco de Coulomb en los potenciales arménicos
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pero si tenemos un potencial entre particulas en el Hamiltoniano (V' (z1, x2)), la solucién
exacta no es separable en las coordenadas (o en los momentos) de cada una de ellas.
Asi, la no separabilidad de la funcién de onda se debe tanto al potencial como a la
simetria.

Para este capitulo, es relevante que la simetria de la funcién de onda en el atomo
de Moshinsky puede controlarse con el nimero cudntico asociado con las coordenadas
relativas (r = x; — 29 6 p = p; — p2). La razén es que la paridad del polinomio de
Hermite [H,, (r)] estd dada por su orden: a m, par (impar) corresponde un polinomio
par (impar). Si intercambiamos las coordenadas de las particulas (' = zy — 21 = —7)
y si n, es par, entonces H,, (r) = H,, (—r), por lo tanto la funcién de onda es simétrica.
En cambio si n, es impar, entonces H, (r) = —H,, (—r), por lo tanto la funcién de
onda es antisimétrica. La magnitud de la interaccién entre las particulas (gobernada
por A/w) puede manipularse variando la magnitud del potencial de la trampa (w).

Recordemos que la energia de un estado arbitrario esta dada por,

1 1
EnR7nr(w> )‘) = w(nR + 5) + Vw2t 2)\2(7% + 5),

por lo tanto, en el limite no interactuante, w — oo, si se cumple que ng, + n,, =
MRy, + Ny, los estados (ng,, 1) v (NRy, Nry) son degenerados y sus funciones de onda

estan dadas por,

U (21, 22) = Onp, (21)Pn,, (¥2) £ P, (¥1) Py, (72)

(21, 22) = Gng, (¥1)0n,, (T2) £ On,, (T1) Py, (T2)

los signos, y por tanto la simetria bajo el intercambio, dependen de la paridad del
polinomio de Hermite asociado con las coordenadas relativas.

En casos donde dos estados son degenerados en el limite no interactuante podemos
tener funciones de onda que sélo difieren en la simetria, asi, “prender” el potencial

puede dar indicios idea de su influencia en la simetria del sistema.
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También existen casos de estados degenerados en el limite no interactuante que
ademas de diferir en la simetria lo hacen también en los niimeros cuanticos involucrados,
pues la unica condicién para la degeneracién es que ng, +n,, = ng,+n,,. Por tal razén
hay estados que no difieren en la simetria pero si lo hacen en los nimeros cuanticos.
La caracterizaciéon de la localizacion y de la correlacion en los estados deberia tener en
cuenta los diferentes casos.

En las secciones siguientes analizaremos parejas de estados con diferente simetria
que son degenerados en el limite no interactuante. Aunque estamos interesados en
enfatizar las comparaciones entre diferentes simetrias, para completar el andlisis del
modelo, dedicaremos una seccion a estudiar los estados cuyas funciones de onda tienen
la misma simetria y son degenerados en ese limite.

Asumimos que ng,n, = 0,1,2, 3, por lo tanto las parejas de estados que analizare-

1110S SOI:

e [(0,1),(1,0)].

[(1,1),(2,0)], [(1,1),(0,2)] v [(2,0), (0,2)].

e [(0,3),(3,0)], [(2,1),(1,2)], [(0,3), (1,2)], [(2,1), (3,0)], [(0,3), (2, )] y [(3,0), (1,2)].
e [(1,3),(3, 1], [(3,1),(2,2)] v [(1,3), (2,2)].
e [(2,3),(3,2)]

6.2 Simetria de la funcion de onda y huecos de
simetria

Primero vamos a analizar los casos en que sélo estan intercambiados los niimeros
cuanticos en funciones de diferente simetria. Los estados que analizaremos en esta

seccion seran [(0,1), (1,0)], [(0,3), (3,0)], [(2,1), (1,2)] v [(2,3), (3,2)].
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En el limite no interactuante las funciones de onda tendran la forma,

Wor (w1, 22) = (1)1 (v2) — Y1 (21)2(22)

1o (21, 72) = o (@1) Y1 (22) + 1 (21)¢2(22).

hemos tomado como ejemplo el caso [(2,1), (1,2)]. Debe notarse que ambas funciones
solo intercambian los ntimeros cuanticos, nr y n,. Esto, sumado a que la tnica difer-
encia entre estas funciones es que una es simétrica y la otra antisimétrica, obliga a que
alguno de los niimeros cuanticos sea necesariamente impar y el otro sea par. Estas fun-
ciones pueden entenderse como formadas por “orbitales”. Intercambiando los niimeros
cuadnticos podemos conseguir para el estado una funcién simétrica o una antisimétrica
en el limite no interactuante, con los mismos orbitales ocupados. Todas las funciones
de onda tratadas en esta seccion se reducen a formas similares.

En otra parte del capitulo se discutiran los casos [(2,0),(0,2)] y [(1,3),(3,1)] en
que el intercambio de los niimeros cuanticos no altera la simetria de la funciéon de onda.

A continuacién analizaremos la localizacién de las particulas con la entropia de
Shannon de la densidad de pares, para posteriormente estudiar la entropia de Shan-
non de la densidad reducida de una variable, y para finalmente tratar la correlacion
estadistica en el sistema estudiando la informacién mutua. En todos los casos discu-

tiremos los espacios de posicién y momento.

6.2.1 Localizacion en la densidad de pares

La Tabla (6.1) compara las diferentes medidas de localizacién y correlacion para los
estados [(2,1), (1,2)]. A primera vista se advierte que las entropias de pares son iguales
para ambos estados, esto es, Sp,, = Spy, ¥ Sm,, = Sm,, 10 que quiere decir que se
encuentran igualmente localizados o deslocalizados. De donde se desprende que la
suma entropica también es igual para ambos estados, sp,, = sp,.

El estado simétrico y el antisimétrico tienen valores iguales de las entropias de pares,

sin importar si nos fijamos en el espacio de posicién (sr), en el de momento (syr), o en el
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(2,1),(1,2)

Atractivo No interactuante Repulsivo
E9 < Eqz E9 = Eqz Eo > B
STy = STy Srg1 = STy ST'a1 = STg
Spa1 > 8P12 8P21 = 8P12 Spa1 < Spi2
Loy > Iny, Lygy = Iny, Ly < Iy,
SMy; = S SMy; = S SMy; = Sy
Sma1 < Smip Smo1 = Smiz Sma1 > Smia
Ip,, < Ip, Ip,, = I, Ip,, > I,
STy = STy STy = STy STy = STip
Stn Stio Stn Stio St St1z
Itzl It12 Itzl = It12 It21 Itlz

Tabla 6.1: Comparacién de los estados (2,1) y (1,2).

espacio fase separable (s7), como puede observarse en la Fig. (6.1), donde mostramos
las entropias para A = 0.5.

La funciéon de onda antisimétrica tiene la restriccién del hueco de Fermi en tanto
que la funcién simétrica no la tiene. ;Cémo podemos explicar entonces que la simetria

no sea un factor en la localizacion de las particulas en ambos estados?
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Figura 6.1: Entropias de pares para los estados [(2,1), (1,2)] con potencial atractivo (arriba)

y con potencial repulsivo (abajo), con A = 0.5.

La presencia del hueco de Fermi afecta la localizacién de la densidad porque si
r1 = xo = x, entonces Wy (x,z) = 0, es decir, para cada x; = x, la otra particula
puede estar en todo el espacio excepto en xy = x, esperamos que la densidad sea mas
localizada si comparamos con el caso donde no existe tal restriccion. Sin embargo, la
funcién simétrica del ejemplo (y todas las de este capitulo) tiene otro tipo de hueco.
Este hueco de “contrapeso” ha sido observado y reportado antes para sistemas atémicos
[128, 129] y se manifiesta a través de una restriccién sobre la funcién de onda, y por
tanto sobre las densidades, cuando las particulas se encuentran a la misma distancia
del origen. Si x; = —x9, entonces xr; = x, nos conduce a Vis(x, —z) = 0.

El hueco de Fermi esta presente en todos los estados con n, impar. Por su parte, si
ng es impar existird en la funciéon un hueco de contrapeso. La presencia de los huecos
estd asociada con la presencia de los polinomios de Hermite como puede inferirse a
partir la forma de las funciones. Enfatizamos que el hueco de Fermi esta asociado con
las coordenadas relativas y el hueco de contrapeso con las coordenadas del centro de
masa.

En esta seccién alguno de los dos niimeros cuanticos serd impar porque la diferente
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simetria se debe a que sélo intercambiamos n, y ng, por lo que siempre habra uno de
los dos huecos en las densidades.

El resultado anterior permite concluir que las entropias de dos particulas no dis-
tinguen entre un hueco de Fermi y un hueco de contrapeso, sea en el espacio de posicién
o en el de momento y en cualquier régimen de interaccién (atractivo o repulsivo). Los
dos tipos de hueco influyen de la misma manera en la entropia y por lo tanto afectan
la localizacion de las particulas en la misma medida.

En la Fig. (6.2) se grafican las densidades de pares de los estados [(2,1),(1,2)] en
los espacios de posiciéon y momento para potenciales repulsivos y atractivos. Se puede
observar la presencia del hueco de Fermi en el estado (2, 1) sobre las lineas x1 = 5 y
p1 = p2, donde I' y II son cero. De manera similar, el hueco de contrapeso en el estado
(1,2), cuando z7 = —x9 y p1 = —po también es muy notorio.

Ahora nos enfocaremos en el comportamiento de las entropias como funciones del
potencial de confinamiento. En la Fig. (6.1) se muestran las entropias de Shannon
como funciones de 1/w en los espacios de posicién, momento y en el espacio fase
separable. El limite no interactuante se alcanza cuando el potencial de confinamiento
tiende a infinito y domina por encima del potencial entre particulas, 1/w — 0. La
interaccién entre particulas aumenta a lo largo del eje x conforme la intensidad de la
trampa armoénica decrece.

En la Tabla (6.1) puede observarse que la igualdad entre las entropias de pares de
los diferentes estados es independiente de la magnitud del potencial de confinamiento
w.

La densidad de pares en el espacio de posicién se deslocaliza (la entropia de pares
aumenta) conforme el potencial de confinamiento disminuye. Esta deslocalizacién esté
presente en ambos regimenes del potencial entre particulas como puede observarse en

la Fig. (6.1).
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Figura 6.2: Densidades de pares para los estados [(2,1),(1,2)] con potencial atractivo

(columna izquierda) y con potencial repulsivo (columna derecha), con A = 0.5 y w = 1.
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No obstante existe una diferencia evidente en las regiones donde w es pequena, es
decir las regiones de confinamiento ligero donde el potencial entre particulas juega un
papel muy importante. Observamos que la curva para el potencial repulsivo aumenta
de una forma mas pronunciada si se le compara con la correspondiente al potencial
atractivo. Este comportamiento demuestra que ademas de la disminucién de la fuerza
de la trampa el potencial repulsivo es otro factor importante de deslocalizacién en
espacio de posicién porque obliga a las particulas a apartarse. Con el potencial atractivo
el factor dominante en la deslocalizacién es la disminucién de la fuerza de la trampa.

En el espacio de momento pueden observarse caracteristicas comparables. La den-
sidad se localiza (las entropias de pares disminuyen) conforme 1/w aumenta. Este
comportamiento es consistente con la deslocalizacion en el espacio de posicién y puede
interpretarse como proveniente de las limitaciones que imponen las relaciones de incer-
tidumbre. Con el potencial repulsivo la localizacion de la densidad es més abrupta que
con el atractivo, como puede apreciarse en la Fig. (6.1). Esto es andlogo a lo observado
en el espacio de posicién.

Finalmente, debe notarse que el compromiso entre la deslocalizacion en el espacio de
posicion y la localizacion en el espacio de momento es tal que las sumas entrépicas son
constantes en ambos regimenes del potencial. De hecho, el valor de la suma entrépica no
cambia si nos alejamos del limite no interactuante. Queremos subrayar la insensibilidad
al potencial de la suma entropica de dos particulas. Hacemos notar también que la
suma entrépica toma valores por encima de la cota para sr, que es 2(1 +Inm) ~ 4.29.

Estos resultados también son validos para las parejas de estados [(0,1),(1,0)],

[(0,3),(3,0)], vy [(2,3),(3,2)], como puede advertirse en las Tablas (6.2), (6.3) y (6.4).
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(0,1),(1,0)

Atractivo No interactuante Repulsivo
Eoy > Eng Eo = Eo En < Eyg
STor = STo STo1 = STo STo1 = STio
Spo1 < Splo 8P01 = Splo Spo1 > Sp10
Loy < lyy Loy, = Iuyg Ly, > Iy
SIpy = Sl SIpy = Sl ST = Sy
Smo1 =~ Smio Smor = Smo Sror < Smio
Ipg, > Ipy, Ipgy = Ipy, Ipgy < Ipyg
STy = ST STy = ST SToy = ST
Stor = Stio Stor = Stig Stor = Stio
It(n = Ith It(n = Ith It01 = Itlo

Tabla 6.2: Comparacién de los estados (0,1) y (1,0).



(0,3),(3,0)

Atractivo No interactuante Repulsivo
Eos3 > Eso Eo3 = Eso Eo3 < E3o
ST = STso ST = STso STo3 = ST
Spos < Spso Spos = Spso Spos > Sp30
Lygy < iy, Loy = Lug, Lygy > Iy
Sz = Sl Sz = Sl ST = Sl
Smoz =~ Smao Smoz = Smso Smoz < Smao
IPOS > Ipso IPOS Ipso Ipos < Ipso
STps = STy STps = STy STy = STy
Stog = Stao Stos Stao Stoz = Stao
Itos Itso Itos = Itso Itos = Itso

Tabla 6.3: Comparacién de los estados (0,3) y (3,0).

104
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(2,3),(3,2)

Atractivo No interactuante Repulsivo
Ea3 > Ej3 Ea3 = E3 Ea3 < B3
STa3 = STy ST'a3 = STag STa3 = STsy
8[’23 < Sp32 Spaz = Sp3z Spas > 8P32
Lypy < gy Lypy = oy Lygy > Iy,
ST = Sl STy = Sl Sy = S,
Smaz > Smaa Smas = Smaa Smaz < Smaa
Lpys > Ipg, Lpys = Ipg, Ipyy < Ipg,
STz = STy STys = STsy STps = STy
Stas St3o Stas St3o Stas Stap
It23 Itsz It23 Itsz Itzs It32

Tabla 6.4: Comparacién de los estados (2,3) y (3,2).

6.2.2 Localizacion en la densidad reducida de una variable

Las entropias correspondientes a las densidades reducidas de una particula que se
observan en las Tablas (6.2), (6.3) y (6.4) muestran un comportamiento muy diferente
comparadas con las entropias de pares. En ellas los efectos de la simetria son diferentes
en cada espacio, de hecho, son opuestos en cualquiera de los regimenes del potencial.

Para el andlisis retomaremos el ejemplo [(2,1), (1,2)]. Para potenciales atractivos
en el espacio de posicién observamos que s,,; > s,,,. En el espacio de momento ocurre
la situaciéon opuesta, Sp,, < Sg,,. Esta oposicion en los signos puede entenderse si se
nota que Sg,;, = Sy,-

En este caso, la densidad que proviene de la funcién antisimétrica (con el hueco de
Fermi) se encuentra més localizada en el espacio de momento que la que proviene de la
funcién simétrica (con el hueco de contrapeso). Por otro lado, la densidad proveniente

de la funcion simétrica esta mas localizada que la antisimétrica en el espacio de posicion.



106

s 2D, (12 52D, 12 521,12

15F 200 370

05 10F — asf

0 5 10 15 20 25 o 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
2,1), (1,2
s, 21, (12 s (21,12 40r s@b.02

Figura 6.3: Entropias de la densidad reducida de una particula para los estados (2, 1) [azul],

y (1,2) [rojo] con potencial atractivo (arriba) y potencial repulsivo (abajo), con A = 0.5.

Por su parte, la suma entrépica, s;, que mide la incertidumbre en el espacio fase
separable, no detecta estos cambios en la simetria, es decir tenemos s;,, = s;,,. En la
Fig. (6.3) se muestra que estos resultados son independientes del régimen del potencial
que estemos tratando.

De la forma de las funciones de onda en el limite no interactuante puede despren-
derse que po1(x) = p12(x) y 721 (p) = mi2(p), consecuentemente s,,, = Sy, ¥ Srpy = Sy

Considerando el potencial repulsivo tenemos que s,,, < s,,, y la situacién contraria
en el espacio de momento, es decir, S, > sp,,. La densidad reducida que proviene de
la funcion antisimétrica esta mas localizada que la que proviene de la simétrica en el
espacio de posicién y més deslocalizada en el espacio de momento. Los signos entre
las entropias son exactamente opuestos si consideramos el potencial atractivo. Pero en
ambos casos tenemos que Sy, = S, -

Dado que el signo entre las entropias es diferente para cada régimen de potencial
(considere por ejemplo las s,’s en ambos regimenes), podemos argumentar que el or-
den de éstas nos permite distinguir entre las densidades reducidas que provienen de

funciones de onda con diferente simetria. Para reforzar nuestro argumento, en la Fig.
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(6.3) se muestra que conforme aumenta la magnitud del potencial las curvas se separan
cada vez mas.

Tal comportamiento es interesante porque el distinguir entre funciones de diferente
simetria, asociadas a particulas bajo un potencial se conoce como el problema de la
v—representabilidad en otros contextos, como DFT [130].

Las relaciones precisas entre las entropias para el resto de los estados se observan
claramente si se inspeccionan las Tablas (6.2), (6.3) y (6.4), las que muestran que en
todos los casos ocurre esta oposicion de los signos entre los espacios.

A continuacion hacemos un analisis detallado de los signos opuestos de las en-
tropias de las densidades reducidas mostrados en la Tabla (6.1). Para ello, primero
analizaremos los signos opuestos entre las energias de los dos estados. En el limite
no interactuante, tenemos que Fy; = FEjo, en tanto que bajo un potencial atractivo
tenemos que Fy; < Fio, v exactamente el caso opuesto bajo un potencial repulsivo, es
decir Ey; > Eqs.

Si tomamos la diferencia en energia entre dos estados arbitrarios encontramos,

EnR,nT - EmR,mr o 1 >\2 1
o —[(TLR+§)+\/1:|:2E(HT+§)]—

1 A2 1
[(mR+§)+ 1:':25(77%—'—5)]

:(nR—mR)—l—\/l:l:Q:\)—Z(nr—mr)- (61)

Para el andlisis nos hemos restringido en este capitulo a los casos donde (ng + n,) =

(mr+m,), esto es, (ng—mpg) = (m,—n,.). Esta condicién se satisface automaticamente
si consideramos estados que difieren solamente por el intercambio de sus nimero

cuanticos, es decir, ng = m, vy mg = n,. Reordenando la ecuaciéon de arriba en-

En n _Em m >\2
it m— (1250 —1)(n, —m,). (6.2)
w w

La existencia de degeneraciones en el limite no interactuante (w — o) es evidente.

contramos

Ahora dividiremos en casos. Para un potencial atractivo tenemos que

AF _ Enpne — Bmgme A2
— = - = (/14255 = D(n, —m,), (6.3)
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El factor que multiplica la diferencia de los ntimeros cuanticos siempre es positivo.
Concluimos entonces que el signo de AE es gobernado por la diferencia entre n, y m,.,

o entre ng y mp, debido a las restricciones sobre su suma. Entonces,
AFE >0 ) n, > m,, ng < Mg
AE <0 st n, < m,, ng > Mg. (6.4)
Para un potencial repulsivo, tenemos

AE  Eppn — Enpm, X2
et — (41255~ 1)(n, — m,). (6.5)

El factor arriba mencionado es siempre negativo y el signo de AE es opuesto al del

caso atractivo.

El signo entre las energias es opuesto al signo entre las correspondientes entropias
de Shannon en el espacio de posicion y es el mismo que entre las entropias en el espacio
de momento. Asi, si £y > Fs, entonces s, < S,, ¥ S5, > Sz, como puede observarse
en las Tablas (6.1), (6.2), (6.3) y (6.4).

Ahora utilizaremos que, en virtud del teorema virial, para este modelo T' = V' [43].
Entonces, £y, > E, implica T} > T, y también V; > V.

Si tomamos el caso en que T} > T, se esperaria que un incremento en la energia
cinética condujera a un incremento en el momento promedio de las particulas. La
distribucion de momentos deberia entonces ensancharse y deslocalizarse en el caso con
mayor T', lo que resultarfa en s;, > s,.

Por otro lado, V; > V5 implica que el potencial de confinamiento es mayor en el
primer caso. Es plausible entonces que la densidad se localice en el caso con mayor V
y tener s, < s,.

Estos efectos pueden apreciarse en las graficas de las densidades reducidas presen-
tadas en la Fig. (6.4). En el espacio de momento se observa una disminucién de la
densidad alrededor del origen en el estado con mayor energia comparado con el otro,
en ambos regimenes del potencial. Puesto que ambos estados tienen densidades con
la misma normalizacién la consecuencia debe ser una transferencia de densidad a val-

ores mayores de |p|. En el espacio de posicién se ve una concentraciéon de la densidad
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alrededor del origen en los estados con mayor energia, esta situacion es caracterizada
entropicamente como una localizacion; en los estados con menor energia la remocién
de densidad hacia regiones lejanas al origen provoca deslocalizacion.

La magnitud de los nimeros cudnticos es un factor que influye en el ordenamiento de
las energias y por tanto en la localizacién de las distribuciones. Los casos (0, 1), (1,0);
(0,3),(3,0); v (2,3),(3,2) arrojan resultados similares como puede observarse en las
Tablas (6.2), (6.3) y (6.4).

Los argumentos anteriores pueden utilizarse para explicar por qué el orden de las
curvas en la Fig. (6.3) es diferente segin la naturaleza del potencial. Para comprender
el orden hay que atender al ordenamiento energético para un potencial repulsivo y
para uno atractivo. Ademads, es importante senalar que para intensidades grandes del
potencial repulsivo existe una localizacién mas pronunciada en el espacio de momento
y una deslocalizacién mas pronunciada en espacio de posicion si se compara con el
potencial atractivo, lo cual es similar a lo observado en las entropias de pares.

Por su parte, las medidas de localizacién en el espacio fase separable, s;, no dis-
tinguen entre el hueco de Fermi y el de contrapeso. Sin embargo, si dependen de la
magnitud del potencial entre particulas, en contraste con sr. s; se incrementa con la
magnitud del potencial en ambos regimenes. El valor de s; para el limite no interactu-

ante esta por encima de la cota 1 + In .
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Figura 6.4: Densidades reducidas de una particula para los estados [(2,1),(1,2)] con un

potencial atractivo (columna izquierda) y con un potencial repulsivo (columna derecha), con

w=1y\=0.5.
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6.2.3 Correlacion estadistica

La correlaciéon estadistica medida a través de la informaciéon mutua es un balance entre
la localizacién de la densidad de dos particulas y de la densidad reducida. En los
casos tratados en esta seccion el orden relativo de la informacién mutua para estados
de diferente simetria estda determinado por el orden de las entropias de Shannon de
las densidades reducidas porque las entropias de pares son iguales. El estado con una
densidad reducida mas deslocalizada corresponde al estado con mayor correlacion.

En la Fig. (6.5) se presentan las graficas correspondientes a la informacién mutua
para el par de estados [(2,1),(1,2)]. El estado antisimétrico, que tiene el hueco de
Fermi, estd mas correlacionado en el espacio de posicion que el simétrico, que tiene el
hueco de contrapeso, con un potencial atractivo. Por otro lado, el estado simétrico es el
mas correlacionado en el espacio de momento. Con un potencial repulsivo la situacién
es la inversa. En el estado antisimétrico las particulas estan mas correlacionadas en el
espacio de momento en tanto que en el estado simétrico estan mas correlacionadas en
el espacio de posicién.

Como un rasgo general la informacion mutua muestra una tendencia creciente con-
forme 1/w aumenta. Sin embargo, se observan minimos en varios casos conforme la
magnitud del potencial varia. Los minimos pueden caracterizarse segun el siguiente
esquema: Si n, > ng, y el potencial es atractivo, entonces I, tendra un minimo y si el
potencial es repulsivo habra un minimo en I,,. En cambio si n, < ng, habrd un minimo
en I, si el potencial es repulsivo y en I, si es atractivo.

Para explicar estos minimos en las medidas de correlacién utilizaremos el balance
que existe entre la localizacién en la densidad de pares y en la densidad reducida. Para
ejemplificar consideremos la situacion en el espacio de posicién, donde spy s, aumentan
conforme aumenta 1/w. Si la informacién mutua tiene un minimo, debemos concluir
que sp exhibe una deslocalizacién mas pronunciada comparada con la que exhibe s, en
la region previa al minimo y por lo tanto la correlaciéon disminuye. La region posterior

al minimo, donde la correlaciéon aumenta, esta mostrando que la deslocalizaciéon en p



112

es mas pronunciada que la deslocalizacién en I' con la variacion de w. Estas diferencias
se deben al efecto del potencial. Estos resultados demuestran que el potencial afecta
de manera distinta a la densidad de pares y a la densidad reducida y esta diferencia se
refleja en las medidas de localizacion lo que sélo es evidente examinando las medidas

de correlacién.

1, (2,1), (1,2) 15(22),(12) 14 (21), (1,2)
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Figura 6.5: Informacién mutua para los estados (2,1) [azul] y (1,2) [rojo] con potencial

atractivo (arriba) y potencial repulsivo (abajo), con A = 0.5.

La suma de las correlaciones en los espacios de posiciéon y momento, I;, no distingue
entre los estados simétricos y los antisimétricos ya que sus componentes, sy y s;, no lo
hacen. Su comportamiento como funcién del potencial es el mismo que el de s; porque
st es constante. Para los casos atractivo y repulsivo I; aumenta con la magnitud del
potencial, de manera similar a s; .

Para poner en perspectiva estos resultados es necesario senalar que el compor-
tamiento es consistente con el observado para los estados singulete y triplete de la serie
isoelectrénica del helio donde s; e I; aumentan para Z pequeno (correlacién repulsiva
grande) [131]. Por otro lado la suma entrépica, s;, ha sido propuesta como una me-
dida de correlacién en sistemas atémicos [125], sobre la base de resultados obtenidos

numéricamente. El estudio de este modelo ilustra que s; (proveniente de la densidad
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reducida) tiene el mismo comportamiento que la suma de I, e I, que son medidas de
correlacion relacionadas con la densidad de pares. Los resultados obtenidos en sistemas
atomicos reales muestran tendencias consistentes con los obtenidos para este modelo

que utiliza potenciales arménicos.

6.3 Simetria en la funcién de onda, huecos de simetria
y nimeros cuanticos

En esta seccion también vamos a comparar las propiedades de una funcién antisimétrica
con las de una funcion simétrica. En contraste con la seccién anterior, elegimos estados
en que las particulas ocupan diferente orbitales en el limite no interactuante. Nuestro
andlisis se enfoca en los efectos del potencial conforme nos alejamos de este limite. La
Unica restriccion sobre estos estados es que sean degenerados en el limite no interactu-
ante, esto es, deben satisfacer (ng + n,) = (mg + m,). Los pares que consideramos en
esta seccion son [(1,1), (2,0)]; [(1,1), (0, 2)]; [(0,3), (1, 2)]: [(2,1), (3, 0)]; [(3,1), (2,2)] ¥
[(1,3),(2,2)]. Usaremos el par [(2,1),(3,0)] para ilustrar el comportamiento general.

Las funciones de onda en el limite no interactuante son,

o1 (w1, v2) = 1 (1) Pa(2) — Pa(w1)1h1(22) (6.6)
Wso(w1, 12) = Yo(21)3(z2) + 3(x1)ho(72). (6.7)

Ya que las particulas estan en diferentes orbitales en ambos estados el orden relativo
de las entropias y de las informaciones mutuas en el limite no interactuante esta deter-
minado por los nimeros cuanticos; para el caso que discutiremos mas ampliamente el
orden relativo de las medidas en este limite se muestra en la Tabla (6.5).

Para completar el andlisis del modelo también mostramos el resumen de los resul-
tados de los otros estados en las Tablas (6.6), (6.7), (6.8), (6.9) y (6.10).

Existen caracteristicas comunes a todas las tablas. Una notable es que en todos los

casos existen cruces en las medidas de localizacion y en las de correlacion en alguno
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de los regimenes de potencial. Otra caracteristica importante es que todas las Tablas
contienen cruces en Iy, la correlacion total, en ambos regimenes del potencial.
La caracterizacion de los cruces en las medidas de correlacién y de localizacion se

sintetizan como sigue:

o [(2,1),(3,0)] v [(1,1), (2,0)]. Tablas (6.5) y (6.6).

— Potencial atractivo. Cruces en s, e I,.

— Potencial repulsivo. Cruces en s, e I,.
e [(1,1),(0,2)] y [(0,3), (1,2)]. Tablas (6.7) y (6.8).

— Potencial atractivo. Cruces en s, e I,.

— Potencial repulsivo. Cruces en s, e I,.
e [(3,1),(2,2)]. Tabla (6.9).

— Potencial atractivo. Cruces en sr, I, y s;.

— Potencial repulsivo. Cruces en s,, I, y s.
e [(1,3),(2,2)]. Tabla (6.10).

— Potencial atractivo. Cruces en s,, I, y s;.

— Potencial repulsivo. Cruces en s;, I, y s;.



(2,1),(3,0)

Atractivo No interactuante Repulsivo

E9 > Eso Egn = E3 E9 < Eso

ST = ST STy = ST STy = STag
Spar = Spgg (< 2:55) Spa1 =~ Spso Spa1 =~ Spso
Spo1 < Spso (> 2:55)

Iy < ]:L‘:so Iy < ]:L‘:so Ipy < ]:L‘:so (< 1.18)

]:L‘zl > ]5030 (> 1.18)

STy = STz

Sy = STy

STy = STy

Sra1 = Smao

Sra1 = Smao

Sio1 = Sy (< 1.23)

Sro1 < Spgp (>1.23)

Ip21 < IPSO (<2.12) Ip21 < IPSO Ip21 < IPSO
Ip21 > ngo (> 2.12)
STy > STy STy > STy STy > STy
Stay = Stag Stay = Stag Stay = Stag
It21 < Itgo (< 4.45) It21 < Itso It21 < Itgo (< 1.36)

It21 > Itgo (> 4.45)

It21 > Itgo (> 1.36)

de cruce se indican entre paréntesis y son aproximados.
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Tabla 6.5: Comparacién entre los estados (2,1) y (3,0). Los valores de 1/w para los puntos



(1,1),(2,0)

Atractivo No interactuante Repulsivo

Ey1 > Eo Ey1 = Eo Ey1 < Ea

STy = STg STy = STg STy = STag
Sp11 = Spog (< 0.55) Sp11 =~ Spag Sp11 = Spag
Sp11 < Spgy (> 0.55)

Ixu < ]1‘20 Ixu < ]1‘20 Ixu < ]J;QO (< 1.045)

Ixu > ]J;QO (> 1.045)

STy = STy

STy = STy

SMyy = STl

Sr11 > Smag

Sr11 > Smag

Sr11 = Smag (< 0.50)

Sri1 < S (>0.50)

Ipll < Ipzo (< 1.55) Ipll < Ipzo Ipll < Ipzo
Ipll > Ipzo (> 1.55)
STy > STy STy > STy STy > STy
St1y > Stag St11 = Stag Sty = Stag
Itll < Itgo (< 3.3) Itll < It20 Itll < Itgo (< 1.3)

Itll > Itgo (> 3.3)

Itll > Itgo (> 1.3)

de cruce se indican entre paréntesis y son aproximados.
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Tabla 6.6: Comparacién entre los estados (1,1) y (2,0). Los valores de 1/w para los puntos
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(1,1),(0,2)

Atractivo No interactuante Repulsivo

E11 < Eqg2 E11 = Eg2 E11 > Eogz

ST11 = STo2 ST11 = STo2 STy1 = STo2

Spi1 = Spoz Spi1 = Spoz Sp11 = Spoz (<051)

Sp1r < Spgy (> 0.51)
Ixu < ]:L‘OQ (< 1.55) ]xu < Ixoz Ixu < ]:L‘OQ
Ixu > ]xOQ (> 1.55)

ST1 = Sloe ST1 = Sloe STy1 = Slog
St > Sy (<0.55) St > Smo S > Smoo
Sr1; < Sy (>0.55)

Ipll < Ip02 Ipll < Ip02 Ipll < Ip02 (< 1.045)

Ipn > Ip02 (> 1.045)

STy > STos STy > STos STy 2> SToy

St11 > St St11 > St St11 = Sto
Itll < It02 (< 3.3) Itll < Itoz Itll < Itog (< 1.3)
Itll > It02 (> 3.3) Itll > Itog (>1.3)

Tabla 6.7: Comparacién entre los estados (1,1) y (0,2). Los valores de 1/w para los puntos

de cruce se indican entre paréntesis y son aproximados.
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(0,3),(1,2)

Atractivo No interactuante Repulsivo

Eo3 > Era Eo3 = Erz Eo3 < Bz

STos < STya STos < STya STos < STia

Spos < Spia Spos < Spia Spog < Spra (<125

Spos > Spiy (> 1.25)
Ixog > ]:c12 (< 2.12) ]1‘03 > Ix12 Ixog > ]x12
Ixog < ]:c12 (> 2.12)

STlos < STIio STlps < STIio STlps < Sl
Smog < Smip (<2:55) Smog < Smia Smog < Smio
Sz = Smig (>2.55)

IPOS > Ip12 IPOS > Ip12 IPOS > Ip12 (< 1.176)

Ipos < Ip12 (> 1.176)

STos < STia STos < STia SToz < STip

Stos < Stz Stos < Stz Stos < St
Itog > It12 (< 4.45) Itog > It12 Itog > It12 (< 1.36)
Itog < It12 (> 4.45) Itog < It12 (> 1.36)

Tabla 6.8: Comparacién entre los estados (0,3) y (1,2). Los valores de 1/w para los puntos

de cruce se indican entre paréntesis y son aproximados.



(3,1),(2,2)

Atractivo No interactuante Repulsivo

E31 < Eo E31 = Eg E31 > Eo

ST < STy, ST < STy, 8131 < STy,

Sps1 = Spao Sps1 = Spao Spa1 > Spoy (<069

Spa1 < Spay (>0.63)

]x:ﬂ > ]xm Ix31 > ]xm Ix31 > ]xm (< 0.96)

Ix31 < ]:czz (> 0.96)

ST < Slay ST < Slay ST < Sllay
Sra1 = Smgy (<0.70) Sra1 = Smon Sra1 = Smos
Sra1 < Spgy (>0.70)

I:U31 > Ip22 (<1.3) Ip31 > Ipzz Ip31 > Ipzz
I:U31 < Ip22 (> 1.3)

STy < STy STy < STy STy < STy,
Stz31 = Stgy (< 1.3) Sta31 > Stos St = Stgg (< 0.96)
Stz1 < Stgy (> 1.3) St3; < Stgy (>0.96)
It31 > It22 (< 2.36) Itgl > It22 It31 > It22 (< 1.21)

Iy, < iy, >230)

It:ﬂ < ]t22 (> 1.21)

de cruce se indican entre paréntesis y son aproximados.
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Tabla 6.9: Comparacién entre los estados (3,1) y (2,2). Los valores de 1/w para los puntos
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(1,3),(2,2)

Atractivo No interactuante Repulsivo

E13 > FEa E13 = Ey FEi3 < Ea

813 < STy 813 < STy, 813 < STy
Spis > Spgy (< 0.70) Sp13 > Spaa Spis > Spaa

Spis < Spay (> 0.70)

Lyyg > Ippy (<13) Lyyg > Iy Loy > Loy

]1‘13 < Ix22 (> 1.3)

STz < STy STz < STy, STz < STy

Sris = Smo Sris = Smo Sr1g = Smoy (<0.63)

Sz < Sy (>0.63)

Ipls > Ipzz Ipls > Ipzz Ipls > Ipzz (< 0.96)
Ip13 < Ip22 (> 0.96)

STi3 < STy STi3 < STy STi3 < STy
St13 = Stgy (< 1.3) St13 > Stoy St15 > Stgy (< 0.96)
St13 < Stgy (>1.3) St15 < Stgy (>0.96)
Itlg > It22 (< 2.36) Itlg > ]t22 It13 > It22 (< 1.21)
Iy, < Ity 236 I, < Iy, >121)

Tabla 6.10: Comparacion entre los estados (1, 3) y (2,2). Los valores de 1/w para los puntos

de cruce se indican entre paréntesis y son aproximados.

6.3.1 Localizacion en la densidad de pares

Vamos a analizar ahora la localizacién en la densidad de pares de los estados [(2, 1), (3, 0)].
En la Tabla (6.5) se oberva que en el limite no degenerado sr,, > Sry, ¥V Siy, > S
Este orden relativo no se afecta cuando se enciende el potencial, sin importar que se
trate del caso atractivo o repulsivo. De hecho las curvas son equidistantes en todo el

intervalo de la magnitud del potencial y el signo entre las entropias es igual en ambos
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espacios. Esto es, el estado mas deslocalizado en el espacio de posicion es también el
mas deslocalizado en espacio de momento. Por inspeccién en las Tablas (6.6), (6.7),
(6.8), (6.9) y (6.10) puede notarse que esto ultimo es una caracteristica general.

Las Tablas pueden clasificarse segin el ordenamiento de la localizacion en la densi-

dad de pares de los estados:

e [(2,1),(3,0)], [(1,1),(2,0)] ¥ [(1,1),(0,2)]. Tablas (6.5), (6.6) y (6.7). El estado

antisimétrico estd mas deslocalizado que el simétrico.

o [(0,3),(1,2)], [(3.1),(2,2)] v [(1,3), (2,2)]. Tablas (6.8), (6.9) y (6.10). El estado

simétrico estd méas deslocalizado que el antisimétrico.

La magnitud de la diferencia |n, — ng| puede relacionarse con el ordenamiento en
la localizacién. Como se desprende de esta clasificacion el estado que tiene la menor
diferencia es el més deslocalizado en los espacios de posicién y momento independien-

temente del potencial (atractivo o repulsivo).

6.3.2 Localizacion en la densidad reducida de una variable

Los numeros cuanticos también juegan un papel en los valores de las entropias de la
densidad reducida en el limite no interactuante, y por lo tanto determinan el orden
relativo. La Tabla (6.5) muestra que en este caso tenemos s,,, > Sp) V Sry > Sryp-

Analizaremos la existencia de cruces entre las entropias, para ello tomemos como
ejemplo las entropias en el espacio de posicion. En el limite no interactuante, Fyy = E3q
Y Spay > Spy- Cuando encendemos el potencial repulsivo provocamos que Fy < Es.
Usando los argumentos del teorema virial que vertimos la seccién anterior (Va; < Vag),
podemos entender por qué el ordenamiento que tienen las entropias en el limite no
interactuante se mantiene en presencia de este potencial repulsivo.

Por otra parte, al encender el potencial atractivo logramos que Fo; > FEj3q, entonces
(Va1 > Vi) v por tanto esperamos que Spy < Spy- La presencia de un potencial

atractivo deberia inducir que se invierta el orden relativo de las entropias conforme nos
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alejamos del limite no interactuante. Y asi es, el valor de 1/w del punto en que ocurre
el cambio de orden de estas entropias se muestra en la Tabla (6.5).

Argumentos similares pueden utilizarse para las entropias en el espacio de momento.
En el régimen repulsivo, Ey < Fs, v entonces Ty < Ty Esperarfamos que la
densidad de momento esté mds dispersa o deslocalizada en el estado (3,0), y por
tanto que sr,, < Sr,,. Este ordenamiento es opuesto al que se observa en el limite no
interactuante. Si prendemos el potencial repulsivo deberia resultar una inversion en el
orden de las entropias, y efectivamente asi es, el valor de 1/w en que este reordenamiento
ocurre se muestra en la Tabla (6.5). En cambio, si encendemos el potencial atractivo
tenemos que T 91 > Tgo y por lo tanto esperamos que Sr,, > Sr,,, este es el mismo orden
que en el limite no interactuante y por ello no se observa un cruce. El comportamiento

de las entropias alrededor del punto en que cruzan se muestra en la Fig. (6.6).
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Figura 6.6: Detalle de los cruces que ocurren en los estados (2, 1) [azul] y (3,0) [rojo]. sz,

Y Sms con potencial repulsivo (izquierda). sp,, ¥ sps, con potencial atractivo (derecha).

Exactamente los mismos argumentos energéticos pueden utilizarse para explicar los
cruces que ocurren en todas las Tablas. Dado un régimen de potencial siempre ocurre
un cruce en alguno de los espacios y en dos casos, Tablas (6.9) y (6.10), para ambos
regimenes de potencial ocurre un cruce en s;, una medida de la localizacién en un
espacio fase separable.

El resultado principal de esta seccion es que el potencial entre particulas puede
usarse para controlar la localizacion de la densidad reducida de un estado relativo a

otro con diferente simetria. Esto ilustra la influencia mutua entre la simetria y el
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potencial.

6.3.3 Correlacion estadistica

Es razonable esperar un punto de cruce en las medidas de correlacion porque hay cruces
entre las entropias reducidas de una particula. Para el par de estados en que nos hemos
concentrado estos puntos se reportan en la Tabla (6.5) y las informaciones mutuas se
grafican en la Fig. (6.7). La interpretacion de este comportamiento es que la magnitud
de la correlacion en un estado relativo al otro de diferente simetria puede controlarse
por medio del potencial entre particulas.
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Figura 6.7: Informacién mutua para los estados [(2,1)[azul],(3,0)[rojo]] con potencial atrac-

tivo (arriba) y potencial repulsivo (abajo).

Como se ha senalado, en todos los casos estudiados existe un punto de cruce en
alguno de los espacios (dado un potencial cruza I, o bien cruza I,). En todos los
casos ocurre un cruce en la correlacién total entre particulas, I;. Esto demuestra
la importancia del potencial para gobernar el ordenamiento de la correlacion entre
estados, resaltamos que este control puede ejercerse en estados con diferente simetria.

En el caso discutido,Tabla (6.5), el cruce ocurre en el espacio de posicién para el

potencial atractivo en tanto que otro cruce ocurre en el espacio de momento para el
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repulsivo. Esta es una caracteristica general del modelo: Si ocurre un cruce en uno de
los espacios bajo un régimen de potencial existira otro cruce en el otro espacio bajo el

otro régimen de potencial.

6.4 Otras caracteristicas en la simetria del modelo

Para ser exhaustivos en el andlisis de la interrelacién entre la simetria y el potencial
en este modelo examinaremos brevemente otros pares de estados con caracteristicas
diferentes a los que hemos estudiado en las secciones anteriores. Los pares de estados
que examinamos antes comparten la caracteristica de poseer difierente simetria, por
lo que el hueco de Fermi es siempre una variable para el andlisis. Ahora dirigimos
nuestra atencién hacia pares de estados cuyas funciones de onda son ambas simétricas

o antisimétricas.

(2,0),(0,2)

Atractivo No interactuante Repulsivo
Eao < Eo2 Eso = Eo2 Es > Ep2
STy0 = STz STy0 = STz ST'ag = STo2
Sp20 > 8P02 8P20 = 8P02 Sp20 < Spoz
Lygy > g, Lygy = ILug, Lz < g
Sy = Sz Sy = S STy = S
Sma0 < Smoz Smao = Smoz Smao =~ Smoz
Ipsy < Ipg Ipsy = Ipgs Ipse > Ipo
STh = SToe ST SThe STy = STo2
Sta0 Stoz Sta0 Stoz Sta0 Stoz
Itzo ]toz Itzo ]toz ]tzo Itoz

Tabla 6.11: Comparacién entre los estados (2,0) y (0, 2).

Consideremos por ejemplo el par de estados [(2,0), (0,2)], Tabla (6.11), donde no
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hay huecos de simetria, ni el de Fermi ni el de contrapeso y ambas funciones de onda son
simétricas. Una caracteristica de estos estados es que la localizacion de las densidades
de pares es la misma (ambas entropias tienen el mismo valor) independientemente de
la magnitud del potencial, que es una situacién similar a la que se presenta entre los
estados [(2,1), (1,2)] cuyas relaciones se muestran en la Tabla (6.1). En el limite no
interactuante tenemos que pao(x) = po2(), las entropias de Shannon de las densidades
reducidas correspondientes tienen el mismo valor. La influencia del potencial sobre las
entropias conforme nos alejamos del limite no interactuante es la misma que la que se

discutié para el par de estados [(2,1), (1,2)].

(1,3),(3,1)

Atractivo No interactuante Repulsivo
Eqi3 > B3 Ey3 = E3 Ei3 < Bz
Srys = STy Srys = Sy SI'i3 = STay
Spi3 < 8P31 8P13 = 8P31 Spis > Sp31
Lyy <y, Iyyg = Iuy, Loy > Iuy,
SIy3 = S, SIy3 = S, Sz = ST
Smiz = Sma Smiz = Sma Smiz < Sma
Ipyy > Ipg, Ipyy = Ipy, Ipy < Ipgy
STi3 ST, STi3 ST STi3 ST,
Stis Sta Stis Sta1 Stys Stz
Itn ]t31 It13 ]t31 ]tm Itn

Tabla 6.12: Comparacién entre los estados (1,3) y (3,1).

Ahora discutiremos el par de estados [(1, 3), (3, 1)] que tienen funciones antisimétricas.
Una diferencia con el caso discutido en los parrafos previos es que los dos huecos
estan presentes en ambos estados. Este par comparte, con algunos analizados en sec-

ciones previas, la caracteristica de que los nimeros cuanticos sélo han sido intercam-
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biados. Este par conduce a resultados del mismo tipo que los discutidos para el caso
[(2,1),(1,2)]. La sintesis de los datos puede observarse en la Tabla (6.12).

Ahora veremos el par [(1,2), (3,0)]. Ambos estados son simétricos (ho hay hueco de
Fermi) pero los dos tienen el hueco de contrapeso debido a que ng es impar. En el limite
no interactuante diferentes orbitales se encuentran ocupados, como es el caso de algunos
pares de estados discutidos en secciones previas de este capitulo. Las relaciones entre
las cantidades se presentan en la Tabla (6.13). Puede utilizarse el mismo tipo de andlisis
y consideraciones energéticas que sirvieron para estudiar los estados [(0, 3), (1, 2)] para
explicar el comportamiento y los cruces de las medidas de localizacion y correlacion.
Las entropias de pares del estado (1, 2) son siempre mayores que las entropias del estado
(3,0). En ambos regimenes de potencial ocurre un cruce en la correlacién total entre
particulas, I;. Para el potencial atractivo ocurren ademds cruces en s, e I, en tanto
que para el potencial repulsivo ocurren los cruces en s, e I,.

Finalmente, en la Tabla (6.14) se muestran los resultados para dos estados an-
tisimétricos, [(0,3),(2,1)], que sélo contienen el hueco de Fermi. Sus caracteristicas
pueden discutirse siguiendo los mismos argumentos que se detallaron para analizar los
estados [(0, 3), (1, 2)] anteriormente. En este caso las entropias de pares del estado (2, 1)
son siempre mayores que las entropias del estado (0,3). También en ambos regimenes
de potencial ocurre un cruce en la correlacion total entre particulas, I;. Para el poten-
cial atractivo ocurren ademads cruces en s, e I, en tanto que para el potencial repulsivo

ocurren los cruces en Sp € Ip.



(1,2),(3,0)

Atractivo No interactuante Repulsivo

Eq1y > B Ery = E3 Er1y < Eso

ST1p = STg ST1p = STg ST1p = STg
Spia = Spgg (< 1.10) Spia = Spso Spia = Spso
Sp1a < Sp3o (> 1.10)

I, < ]:L‘:so Iy, < ]:L‘:so Iy, < ]:L‘:so (< 0.87)

I, > 1pyy o087

STip = ST

Sy = STy

Sy = STy

Sz = Smao

Sz = Smao

Sr1g = Smgy (<0.87)

Sris < Spgg (>0.87)

Ip12 < IPSO (<1.12) Ip12 < IPSO Ip12 < IPSO
Ip12 > ngo (>1.12)
STy > STy STy > STy STy > STy
St1 = Stag St1 = Stag St1a = Stag
It12 < Itgo (< 4.95) It12 < Itso It12 < Itgo (< 1.36)

It12 > Itgo (> 4.95)

It12 > Itgo (> 1.36)

de cruce se indican entre paréntesis y son aproximados.
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Tabla 6.13: Comparacién entre los estados (1,2) y (3,0). Los valores de 1/w para los puntos
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(0,3),(2,1)
Atractivo No interactuante Repulsivo
Eoz > Eo Eoz = B Eoz < Eo
STz < STy STz < STy STo3 < STy
Spos < Spar Spos < Spa Spos < Spoy (< 0-87)
Spos > Spgy (> 087
Ixog > ]:L‘21 (< 1.12) Ixog > Ix21 Ixog > ]1‘21

Ixog < ]:L‘21 (>1.12)

SToz < STy STz < STl SToz < STla

Smoz < Smay (< 1) Smoz < Smay Smoz < Smay

Sz = Smey (> 1.1)

Ipos > Ipzl IPOS > Ip21 Ipos > Ipzl (< 0.87)
Ipos < Ipzl (> 0.87)
SToz < STy SToz < ST SToz < STy
Stos < Sta Stos < Sta Stog < St
Itog > It21 (< 4.95) Itos > It21 Itog > It21 (< 1.36)
Itog < It21 (> 4.95) Itog < It21 (> 1.36)

Tabla 6.14: Comparacién entre los estados (0,3) y (2,1). Los valores de 1/w para los puntos

de cruce se indican entre paréntesis y son aproximados.

6.5 Conclusiones

Las entropias de Shannon de la densidad de pares no distinguen entre la presencia de un
hueco de Fermi (funcién de onda antisimétrica) y de un hueco de contrapeso (funcién de
onda simétrica) en el modelo del dtomo de Moshinsky. Estados que ocupan los mismos
orbitales en el limite no interactuante pero que difieren en la simetria de la funcién de

onda tienen la misma entropia de pares en el espacio de posicion, esto ocurre también
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en el espacio de momento y es independiente de la naturaleza y de la magnitud del
potencial de interaccion.

Por otro lado, las entropias de las densidades reducidas de una particula en estos
estados distinguen entre las funciones simétrica y antisimétrica. Para sistemas no in-
teractuantes, las densidades reducidas y, por lo tanto, las entropias de estos estados con
diferente simetria son iguales. El potencial entre particulas provoca que se diferencien.

Con un potencial atractivo entre particulas, la densidad reducida de una particula en
el espacio de posicion esta méas deslocalizada comparada con la simétrica. En el espacio
de momento la densidad correspondiente a la funcién de onda antisimétrica esta mas
localizada que la simétrica. Esta situacion es inversa con potenciales repulsivos. La
densidad de la funcién antisimétrica esta ahora mas localizada en el espacio de posicién
y mas deslocalizada en el espacio de momento comparada con el caso simétrico.

La correlacion estadistica, medida a través de la informaciéon mutua, depende del
balance entre las medidas de localizacién en los niveles de una y dos particulas. En estos
estados en que la entropia de pares es igual, la densidad reducida més deslocalizada
implica mayor correlacion. Esto conduce al resultado de que con un potencial atractivo
las particulas que obedecen una funciéon antisimétrica estan mas correlacionadas en el
espacio de posicion, en tanto que las particulas cuya funcion es simétrica estan mas
correlacionadas en el espacio de momento. La situacién es inversa con un potencial
repulsivo. Las particulas de la funcion antisimétrica estan ahora mas correlacionadas en
el espacio de momento y las particulas de la funcion simétrica estan méas correlacionadas
en el espacio de posicién.

La existencia de minimos en las graficas de las medidas de correlacién como funcion
de la magnitud del potencial entre particulas puede explicarse mediante las diferentes
respuestas de las densidades de pares y reducida al potencial y al balance entre las
medidas de localizacién en los niveles de una y dos particulas.

Comparamos funciones simétricas y antisimétricas que ocupan diferentes orbitales
en el limite no interactuante, en estos casos el orden relativo de la localizacién /deslocalizacion

en las densidades y de la correlaciéon estadistica entre particulas, pueden regularse var-
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iando la intensidad de la trampa armonica. Esto es, existen puntos en los que se cruzan
las curvas respectivas en ambos espacios para potenciales atractivos y repulsivos. Es-
tos resultados ilustran la mutua influencia entre la simetria de la funcién de onda y el
potencial entre particulas y cémo ésta impacta en la localizacion de las funciones de

distribucion y en la correlacién estadistica entre particulas.



7. El atomo de Moshinsky en el
espacio fase: Correlaciones entre

posicion y momento

7.1 Localizacion

7.1.1 Distribuciones de dos particulas

En este capitulo analizaremos la localizacion en el espacio fase. Expresiones entrépicas
formuladas en términos de distribuciones mecano-cuanticas en el espacio fase han sido
exploradas en la literatura [114, 61, 62]. La entropia de Shannon de la funcién de
Wigner se ha estudiado también en sistemas modelo de una particula. Debido a la
presencia del logaritmo tiene un componente real y uno imaginario en sistemas donde
la funciéon de Wigner tiene valores negativos [132]. La entropia de Shannon de la

funcién de Wigner de dos particulas se define,

sw = Relsw]|+ Im[sw] (7.1)

con

R6[SW] = —/ dz dpidxedp, W+(931>P1,$2,p2) In W+($1,p1,932,p2)
+

+/ dxidprdxadps (W™ (21, p1, 2, p2)| In |W ™ (21, p1, 2, p2)| (7.2)
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[m[Sw] = ’L7T/ dl’ldpldl'gdpg |W_(I1,p1,.§(72,p2)|. (73)

Como en el caso de una particula, las ecuaciones anteriores se deben a que la integracién
puede separarse en las regiones positivas (+) y negativas (-) de la funcién de Wigner
y se han tomado valores absolutos en las partes negativas. Si analizamos la parte real
obervamos que la localizacién tiene contribuciones de ambas regiones y que éstas son de
signo contrario y por tanto contribuyen de manera exactamente opuesta a la entropia.
La parte imaginaria es proporcional al volumen de las regiones negativas.

En la Fig. (7.1) se muestra el comportamiento de sy como funcién del nimero
cuantico de las coordenadas relativas, n,. Se observa que los componentes real e imagi-
nario aumentan, la interpretacion de este comportamiento es que la funcion de Wigner
de dos particulas se deslocaliza con la excitaciéon. También verificamos numéricamente
que para un estado sy no depende del régimen de potencial entre particulas (atractivo

o repulsivo) ni de su magnitud, es decir, ambos componentes son constantes con .

25|
20
15|
10|
05
00

Re[sw]
Im[sw]

n, ne

Figura 7.1: Entropia de Shannon de la funcién de Wigner de dos particulas, sy, con la
parte real (izquierda, rojo) y la parte imaginaria (derecha, azul), como funciones del nimero
cuantico, n,, para ng = 0. También se muestra la suma entrépica de dos particulas, sr,

(izquierda, azul, discontinua).

La entropia de Shannon de la funcién de Wigner de dos particulas puede consid-

erarse como una generalizacién de la suma entrépica (relacién de incertidumbre) en el
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nivel de dos particulas [106],

S =Sr+sp=— /d%dp1dx2dp2 U(x1, 22)IL(p1, p2) In [T(21, 22)IL(py, p2)]

>2(1+1Inm). (7.4)

La suma entrépica, sr, mide la localizacién en una distribucién de dos particulas en un
espacio fase separable mientras que sy es una medida de la localizacién en la funcién de
Wigner, una distribuciéon que en general no es separable. sp no depende del potencial
y es similar a sy en este aspecto. Ambas aumentan con n, como puede observarse en

la Fig. (7.1). Esto es, las distribuciones asociadas se deslocalizan con la excitacion.

7.1.2 Distribuciones reducidas de una particula

Analizaremos ahora la localizacion en las distribuciones reducidas en espacio fase sep-
arable [p(z)m(p)] y no separable [w(z,p)]. Estas distribuciones se obtienen por inte-
graciéon de las de dos particulas sobre dzs y dps.

La funcién de Wigner reducida de una particula es positivo-definida, esto debido a
que la accion de “vestir” una particula en la otra remueve las regiones negativas de la
funcion de Wigner de dos particulas asociada con este sistema y, por lo tanto, s, es
real. Como un ejemplo, mostramos en la Fig. (7.2) las gréficas de la funcién de Wigner
reducida para el estado (ng,n,) = (0,1), cuya forma es,

_ 8(2k4 1)
C rw(l+ V26 + 1)

En la Fig. (7.3) se muestra la gréfica de s,, la entropia de Shannon de la funcién

5 9 o _ 2(p°+w?VERFI2)
S(p" +wiat)e  COHETD (7.5)

w(z,p)

de Wigner reducida, w(z,p). Las medidas de la localizacién en el espacio fase de
dos particulas y en el espacio fase reducido de una particula son consistentes en su
comportamiento con el nimero cuantico de las coordenadas relativas, n,, esto es, en
ambos casos las distribuciones se deslocalizan con la excitacion.

La suma entrépica (relacién de incertidumbre) en el nivel de una particula [112],

St =S, + 8z = /dxdp p(z)m(p) In [p(z)7(p)] > 1+ Inm, (7.6)



134

Figura 7.2: Graficas 3D de la funcion de Wigner reducida de una particula para el estado

(nr,ny) = (0,1) con w =1y k = —0.4 (izquierda), k = 2.0 (derecha).

puede verse como una medida de la localizacién en un espacio fase separable. La Fig.
(7.3) muestra que el comportamiento de s, es consistente con el de s; como funcién de
n,; las distribuciones en espacio fase de dos particulas y reducidas de una particula se
deslocalizan conforme aumentamos n,.

Las entropias de las distribuciones reducidas, s, y sx, se comportan de manera
similar a sp y sy, como funciones del potencial entre particulas. El comportamiento
de estas cantidades se estudié en un capitulo anterior de esta tesis, por lo que nos
enfocaremos en las medidas en espacio fase. Las entropias de las distribuciones en
espacio fase reducidas, s; y s, dependen del potencial entre particulas en contraste con
las entropias de las distribuciones de dos particulas, sp v sw. $; v S, crecen con la
magnitud del potencial, |k|, como puede verse en la Fig. (7.3), indicando que las dis-
tribuciones se deslocalizan. La presencia del potencial se observa en las distribuciones

de una particula debido a la acciéon de “vestir” una particula en la otra.
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Figura 7.3: Suma entrépica de una particula, s; (roja, linea sélida) y entropia de Shannon
de la funcién de Wigner reducida de una particula, s, (azul, linea discontinua). Izquierda:
como funcién de n,., para ng =0y x = —0.25. Derecha: como funciones del potencial entre

particulas, x, para el estado excitado (0,1).

7.2 Correlaciones

7.2.1 Correlaciones entre particulas

En esta seccién vamos a reescribir algunas de las expresiones de la correlacién que
hemos discutido antes e introduciremos otras para generalizarlas utilizando la funcion
de Wigner y para relacionarlas entre si. La correlacion entre las posiciones de las
particulas o entre sus momentos puede estudiarse con la informacién mutua, definida

por

F(l’l,xg) :|
I, = [ dvidry I'(zq,29) In | ————~| =25, — sp > 0, 7.7
para posiciones, y
H(p17p2) }
I:/d dps I1(py, ln[i =28, — s > 0, 7.8

para momentos. Ambas crecen con n,, por lo tanto la correlacion entre posiciones
o entre momentos aumenta con al excitacién. También tienen un comportamiento

creciente I, e I, con la magnitud del potencial entre particulas. Su suma, I, + I,
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puede interpretarse como una medida de las correlaciones entre particulas basada en

una distribucién de dos particulas en espacio fase separable,

['(z1, 22)(p1, p2)

[:c + Ip = /dl’ldpldl’gdpg F(l’l,l’g)ﬂ(pl,pg) hl

p(x1)p(ze)m(p1)m(p2)
=284 —s7 >0 : (7.9)
y puede generalizarse sustituyendo,
[(21, 29)(p1, p2) — W (21, p1, T2, p2), p(xi)m(pi) — w(w, pi)- (7.10)

Entonces tenemos,

W(Ilapla x2ap2)
w(xlvpl)w(x%pQ)

1= / drydprdiadpy W (21, pr, o2, pa) In — 95, —sw,  (T11)

que mide la separabilidad de la funciéon de Wigner de dos particulas en las funciones de
Wigner marginales asaciadas a cada una de ellas. I, es en general un niimero complejo
debido a la negatividad de W (xq,p1,xa,p2), lo que vuelve necesario considerar tres

posibles medidas cuantitativas de las correlaciones entre particulas,

(

Re[2s,, — sw]

I, =< |2$w — $W| (712)

1280] — |sw/-

\

En la Fig. (7.4) se muestran estas cantidades como funciones de n,. Re[2s, — sw]
y |25, — sw| crecen con n,, comportamiento similar a I, + I,. Por otro lado, el
comportamiento de |2s,| — |sw| es cualitativamente diferente, particularmente para
estados altamente excitados. De las tres cantidades, esta es la que muestra menor
correlacién entre las particulas. En contraste con las otras dos cantidades Re[2s,, — Sw]
no tiene en cuenta completamente las regiones negativas de la funcién de Wigner. Las
otras dos cantidades toman en cuenta el total de las regiones negativas por lo que
puede discutirse la contribucion de éstas a la correlacion entre particulas comparando
con Re|2s,, — sw]; asi, se observa que en un caso contribuyen a aumentar la correlacién

entre particulas (Re[2s,, —sw] < |25, —sw]|), en tanto que en el otro caso la disminuyen
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(Re[2s, — sw]| > |25w| — |sw|). Todas las cantidades aumentan con |x| debido a que
son medidas de las correlaciones entre particulas. Note que I, depende en k a través

de la dependencia de s,,,.

10+

le+1p
w
L
lr+1p

28y — sw,
2sy —sw,

Figura 7.4: Correlacién entre particulas, Re[2s,, — sw] (rojo, linea sélida), |2s,| — |sw|
(verde, linea discontinua), y |2s, — sw| (azul, linea punteada). Izquierda: como funciones
de n,, para ng = 0y x = —0.25. Derecha: como funciones del potencial entre particulas, «,

para el estado excitado (0,1). I, + I, (gris, linea de rayas y puntos) también se muestra.

7.2.2 Correlaciones totales

El analisis de las correlaciones totales en el modelo puede realizarse definiendo

%74
I, = /dxldpldxgdpg W (x1, p1, T, p2) In (21,1, 72, P2) = 2s; — sw, (7.13)
p(x1)p(z2)m(p1)m(p2)

que es una generalizacién de la distribucién en espacio fase separable al sustituir

(21, 22)(p1, p2) — W(x1, p1, T2, P2)- (7.14)

Es diferente de I, en que el denominador del argumento logaritmico no son las funciones
de Wigner reducidas de una particula sino las densidades de una particula. Por lo
tanto, es una medida de la separabilidad de la funcién de Wigner de dos particulas en

las densidades de cada una de las variables que caracterizan al sistema. Una vez mas
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tenemos tres posibilidades,
.

Re[2s; — sw]

Iy = ¢ 125, — sy (7.15)

12s:] — [sw]-
\
La Fig. (7.5) muestra que el comportamiento de estas tres cantidades es consistente;
la correlacién aumenta con la excitacién y también con |k|. Su dependencia en k es a

través de s; porque sy no depende del potencial entre particulas.

= 4 ] e 11) ]
t . + : e ]
- - 10K .--° A
& &
| |
& &
0 2 4 6 8 10
Ny K
Figura 7.5: Correlacién total, Re[2s; — sw| (rojo, linea sélida), |2s;| — |sw| (verde, linea

discontinua), y [2s; — sw| (azul, linea punteada). Izquierda: como funciones de n,, para
ng = 0y k = —0.25. Derecha: como funciones del potencial entre particulas, x, para el

estado excitado (0,1). I, + I, (gris, linea de rayas y puntos) también se muestra.

7.2.3 Correlaciéon entre posiciéon y momento
Nivel de dos particulas

La correlacién posicién-momento en el nivel de dos particulas puede estudiarse uti-

lizando,

W (21, p1, 72, p2)
I? = | deydpidasad 1 S = Sp — 1
Tp / T1ap1aT2GP2 W(x17p17x27p2) n F(Z'l,l'g)ﬂ(pl,pg) ST Sw, (7 6)
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una medida de la no-separabilidad de la funcién de Wigner en las densidades de pares

en cada espacio, que es la diferencia de

la localizacién entre la funcién de distribucién

en un espacio fase separable (sr) y la no-separable (sy). Los valores complejos en sy,

nos conducen a las tres posibles medidas cuantitativas,

(

rp

\

Estas tres cantidades se grafican en

primeras dos, Re[2s, —sw]| ¥ |25, —Sw/,

Re[ST — Sw]
|s7 — sw (7.17)

|s7| — |swl-
la Fig. (7.6) como funciones de n, y de k. Las

aumentan con n,, mientras que |2s,,|—|sw | os-

cila. Este comportamiento es consistente con el observado en sistemas de una particula

[132]. |2s,| — |sw/| es la que predice la

menor correlacion posicion-momento. Existen

algunos estados donde las definiciones empleadas asumen valores negativos, lo cual es

provocado porque la distribucién en espacio fase no-separable estd mas deslocalizada

que la separable.

/P T T
30+
251
20}
15
108 .- 1

05 - _/////
00 ]

Ny

St —Sw

04} :

St —Sw

02 ]

Figura 7.6: Correlacién posicién-momento en el nivel de dos particulas, Re[sp — sw] (rojo,

linea sdlida), |s7| — |sw| (verde, linea discontinua), y |sp — sw| (azul, linea punteada).

Izquierda: como funciones de n,, para ng = 0 y k = —0.25. Derecha: como funciones

del potencial entre particulas, s, para el estado excitado (0,1).

Es importante anotar que como sr y sy son independientes del potencial entre



140

particulas, Igp también lo es, tal como se puede apreciar en la Fig. (7.6). Entonces la
correlacién entre posicién y momento en el nivel de dos particulas no se ve influenciada

por el potencial entre particulas.

Nivel de una particula

Para estudiar la correlacién entre la posicion y el momento en el nivel de una particula
definimos una medida de la separabilidad de la funcién de Wigner reducida en las
densidades reducidas de una particula,

I, = /dmdp w(z,p)ln [%] = St — Su. (7.18)
[;p > 0 porque w(z,p) es positivo-definida, lo cual significa que la funciéon de Wigner
reducida estd siempre mas localizada que su contraparte separable (s, < s;). La Fig.
(7.7) muestra [;p como funcién de n, y se observa que ésta aumenta con el nimero
cuantico, por lo tanto, es consistente con dos de las cantidades que miden la correlacién

posiciéon-momento en el nivel de dos particulas.

0.050 ]
0.045 £ ]
0.040 £ ]

0.035 * *

0030 ]

ne K

Figura 7.7: Correlacion posicién-momento en el nivel de una particula, s; — s,,. Izquierda
(en rojo), como funcién de n,, para ng = 0y k = —0.25. Derecha (en azul), como funcién

del potencial entre particulas, s, para el estado excitado (0,1).

Una diferencia importante entre Iip y Igp es que la primera si depende de x [Fig.
(7.7)], entonces la correlacién posicién-momento en el nivel de una particula se ve influ-

enciada por la interaccién entre particulas. La correlacion disminuye con la magnitud
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del potencial en ambos regimenes (repulsivo y atractivo). Este comportamiento con-
trasta con el observado en el nivel de dos particulas (donde la interaccién no tiene
influencia en la correlaciéon posicion-momento) y se debe a que “vestir” una particula
en la otra guarda la informacién de la interaccién en las densidades reducidas y ahora
si la magnitud de la interaccion afecta la correlacién posicién-momento en el nivel de

una particula.

7.2.4 Relaciones entre las medidas de correlacion

El propdsito de esta seccién es ilustrar que las correlaciones totales pueden expre-
sarse en términos de sus componentes: 1) la correlacién entre particulas y 2) la cor-
relacién posicién-momento. Esperamos obtener informaciéon acerca de las correlaciones
posicion-momento eliminando las correlaciones entre particulas de las correlaciones to-
tales (I,). Asi, si restamos la medida generalizada de correlacién entre particulas I, de

Iy, tenemos,

I — I, = (28, — sy) — (254 — sw) = 25, — 28, = 21} (7.19)

Tp?
alternativamente, usando la correlacion entre particulas medida en las distribuciones

separables, podemos conseguir
Iy — (I, +1,) = (28: — sw) — (28t — s7) = Sp — sy = lip. (7.20)

Estas relaciones no son validas si utilizamos como medida de correlaciéon la norma
de las cantidades involucradas (por ejemplo |2s,, — sy|). Sin embargo, son validas si
utilizamos la diferencia de las normas (por ejemplo |2s,,| — |sw|) o s6lo el componente
real de las medidas de correlaciéon (por ejemplo Re[2s, — sw]). Asi, si utilizamos
estas dos tultimas alternativas para cuantificar la correlacién, entonces la correlacion

posicion-momento y la correlacion entre particulas son separables segiin este esquema.
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7.2.5 Correlacion no local z1 — po

En el 4tomo de Moshinsky la correlacién entre particulas (entre sus posiciones z7 y
o entre sus momentos py y p1) se debe al potencial y a la simetria de la funcién de
onda. La correlacién entre p; y x1 o entre xs y po se debe a la no conmutatividad de
los operadores de posiciéon y momento, (principio de incertidumbre). Las correlaciones
en el modelo pueden resumirse en el siguiente esquema: ( x; — Ty — py — p1 — 7).
Nos preguntamos a partir de éste ;como estudiar la correlaciéon no local entre x1 y po?

Si queremos obtener informacion acerca de la correlacion entre x; y po podemos sus-
traer las correlaciones entre particulas [a través de I,] y la correlacién posicién-momento
en el nivel de una particula (I,,) de las correlaciones totales (I,). Alternativamente,
también podriamos restar I, + I, y la correlacion posicién-momento en el nivel de una
particula ().

Utilizando I, como medida de la correlacién entre particulas, obtenemos,
1 _ oyl 17l
Ly—1I,—1,,=21,—1,=1,. (7.21)

El resultado de que la correlacion 1 — ps depende de la correlaciéon posicion-momento
en el nivel de una particula no es sorprendente porque en primer lugar Iip involucra
el uso de una funcién de Wigner reducida donde la informacién acerca de py (y x2)
se ha proyectado sobre las otras variables. Y en segundo lugar porque debido a la
indistinguibilidad de las particulas la informacién acerca de p, debe ser la misma que
para pj.

Si ahora usamos I, + I, como medida de la correlaciéon entre particulas,

I, — ([50 + Ip) - Ialzp = Igp - I;p = (ST - SW) - (St - Sw)
= (sp — 8,) + (511 — 8x) — (Sw — Sw)

= s(z1|z2) + s(p1|p2) — s(@1p1|72p2), (7.22)



donde las entropias condicionales se definen como,

starkes) = = [ doudrs Targ i [F222)
s(pilpa) = _/dpldpz II(p1, p2) In {%

s(x1p1|xap2)
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|

} , (7.23)

B / dxldpldl’2dp2 W($17p17 $2ap2) In [W<x17p17 x27p2):| .

w(x2, p2)

Las entropias condicionales miden la incertidumbre en una(s) variable(s) dado que

conocemos otra(s), por ejemplo, s(z1|xz) mide la incertidumbre en x; una vez que se

ha determinado zs.

La Fig. (7.8) muestra las curvas obtenidas de la Ec. (7.22) usando la parte real y

también la diferencia de las normas de las cantidades involucradas. Como una tendencia

general ambas medidas aumentan (en magnitud) para estados excitados, pero tienen un

comportamiento oscilatorio. En varios casos las dos medidas difieren en el signo (una

es negativa y la otra positiva). Ambas disminuyen en valor absoluto con la magnitud

del potencial, sea éste atractivo o repulsivo. Comparando las tendencias generales en

la Fig. (7.8) con las curvas en la Fig. (7.7) (s,

— Sw), puede observarse que las Ecs.

(7.22) y (7.21) son consistentes en su comportamiento con n, y con A.
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Figura 7.8: I — (I, + I,) — I}, con la parte real (rojo) y la diferencia de las normas (azul).
Izquierda: como una funcién de n, para ng = 0 y k = —0.25. Derecha: como funcién del

potencial entre particulas, k, para el estado excitado (0, 1).

Otra posibilidad para explorar estas correlaciones es partir del esquema de las cor-
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relaciones en el modelo ( 1 — x93 — ps — p; — x1) y truncar la secuencia para
examinar (xr; — T3 — po). Esto es equivalente a sustraer de las correlaciones totales
(14), la correlacién posicién-momento en el nivel de una particula (I;,) para eliminar
la correlacién p; — x1, y la correlacién entre los momentos de las particulas (/,) para

eliminar la correlacion ps — p1,

I, —1,— I;p = (28 — sw) — (28x — sn) — (8¢ — Sw)
= S,+ (su—5x) — (Sw — Sw)

= s, + s(p1|p2) — s(x1p1|zap2). (7.24)

La secuencia (ps — p1 — 1) permite examinar la correlaciéon ps — x; de manera

similar al caso anterior con la unica diferencia de sustraer I, en lugar de I,

I, —1I1,— I;p = (28, —sw) — (25, — sp) — (5t — Suw)
= Sy + (spr—s,) — (sw — Sw)

= g+ s(w1]|v2) — s(x1p1|T2p2)- (7.25)

En la Fig. (7.9) se muestran la parte real y las normas de los términos de las
Ecs. (7.24) y (7.25) como funciones de n, y de k. Se observa que su comportamiento
con n, es consistente entre si; sus partes reales aumentan con el ntmero cuantico
de las coordenadas relativas mientras las normas de las entropias tienen primero un
comportamiento creciente y después decreciente para nimeros cuanticos muy altos.
También se observa que su comportamiento como funciones de k es consistente.

En la Fig (7.9) se observa que existen minimos en las graficas, demostrando que
hay regiones donde al incrementar la magnitud del potencial se reduce la correlacion
entre x; and p, medida a través de este esquema, y regiones donde la correlacién
aumenta. Para la Ec. (7.24) el minimo ocurre para un potencial entre particulas

atractivo, en tanto que para la Ec. (7.25) éste ocurre en la regién repulsiva. Todo
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este comportamiento evoca las medidas de correlaciéon entre las posiciones o entre los

momentos de las particulas, cuyas graficas se muestran en otro capitulo de esta tesis.
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Figura 7.9: I, — I, — I%p (dos graficas de arriba) y I — I, — I%p (dos graficas de abajo), con
la parte real (rojo) y la diferencia de las normas (azul). Izquierda: como funcién de n, para

nrg =0y k = —0.25. Derecha: como funcién del potencial entre particulas, , para el estado

excitado (0,1).

Como puede notarse al comparar las ecuaciones, hay una dependencia en el orden
que elegimos en el esquema para analizar la correlacién entre x1 y po, (1 — T9 — p2)
0 (p2 = p1 — x1), la cuestién de hasta qué punto este orden influye en nuestra medida

de esta correlacién puede abordarse analizando la diferencia entre los esquemas. Asi,

conseguimos

Iy = Iy = L) = [Iy = L = L) = (s = sx) = [s(21]22) — s(pa]p2)]
=I,—1I, (7.26)
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La diferencia entre I, e I, aumenta con n,, y también incrementa con la magnitud del
potencial entre particulas (atractivo o repulsivo), siendo cero (I, = I,) cuando k = 0.
Estas relaciones provocan la pregunta de hasta qué punto uno puede inferir informacién
acerca de la correlacion posicion-momento a partir del analisis de las diferencias de la
correlacién entre las posiciones (1) y entre los momentos (I,) de las particulas. Enfa-
tizamos que esta discusion no es pertinente si utilizamos las normas de las cantidades,

porque estas relaciones no serian validas.

7.3 Conclusiones

Hemos investigado en el atomo de Moshinsky la localizacién en distribuciones separa-
bles y no separables en un espacio fase cudantico por medio del anélisis de sus entropias
de Shannon.

Las sumas entropicas, relaciones informacionales de incertidumbre, pueden gener-
alizarse sustituyendo las densidades de posiciéon y momento con las correspondientes
funciones de Wigner. En varios casos, la localizacion de las distribuciones en espa-
cio fase separable y no separable se comportan consistentemente con respecto a las
variaciones en el nimero cuantico de las coordenadas relativas.

Las entropias de pares de las distribuciones de espacio fase no dependen del poten-
cial entre particulas, mentras que las entropias de las funciones reducidas si dependen
de éste. La interpretacion de lo anterior es que el potencial entre particulas no tiene
influencia en la localizacién en el espacio fase de dos particulas de este modelo. Otra
diferencia entre los niveles de dos particulas y el reducido, es que las entropias de
Shannon de dos particulas tienen valores complejos debido a que la funcién de Wigner
presenta regiones negativas. Las entropias de las funciones de Wigner reducidas son
nimeros reales puesto que son positivas en todo el espacio.

En el capitulo estudiamos diferentes definiciones de la informacién mutua para
abordar las correlaciones: totales, entre particulas y entre posicién y momento. En el

caso de las correlaciones entre particulas y totales, las correlaciones aumentan con la
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magnitud del potencial entre particulas y con el niimero cuantico de las coordenadas
relativas.

La correlacién posicion-momento en los niveles de una y dos particulas generalmente
se incrementan con el nimero cuantico de las coordenadas relativas. Sin embargo, la
correlacion posicion-momento de dos particulas es independiente del potencial entre
particulas mientras que la correlaciéon posicion-momento medida en las funciones re-
ducidas si depende del potencial. Esta correlacién disminuye con la magnitud de los
potenciales atractivo o repulsivo.

Asi, hemos estudiado un esquema que permite separar las correlaciones entre particulas

de las correlaciones posicién-momento.



8. Correlacién posicién-momento en
un modelo de una particula en una

caja con un potencial efectivo

8.1 El corral cuantico

Este modelo bidimensional consiste en una particula confinada con paredes de potencial
infinito en un disco de radio unitario. Se ha utilizado para interpretar la densidad de
estados de resultados experimentales [133, 134]. Si se usan coordenadas polares para

escribir el Hamiltoniano, podemos encontrar las funciones de onda

donde
21/2
Ry (r) = ———Ji(Tni7), 8.2
k(1) Trer (o) k(TnkT) (8:2)
1 )
D (¢) = ——=€"?, 8.3
yn=1,2,3,---,|k| =0,1,2,3,--- . Ji es una funcién de Bessel de primer tipo [135]

de orden-k; y x, es el n-simo cero de esta funcién. De este modelo se han estudiado
las entropias de Shannon en los espacios de posicién y momento [136, 137].
Si se sustituye la funcién de onda de la Ec. (8.1) en la ecuacién de Schrédinger,

resolviendo para los dngulos obtenemos una ecuacién radial,

148
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1d, dR. k2
Tral a )T
2mE

donde € = ==, Si definimos la nueva funcién como

Uni (1) = /T Rye(r) (8.5)

y la sustituimos en la Ec. (8.4) conseguimos,

d2u k k’2 —1/4
B er + = / Upk = EUp. (8.6)
Esta ecuacion puede interpretarse como una ecuaciéon de Schrodinger unidimensional
con un potencial efectivo dado por

k*—1/4

—a (8.7)

Debido a que las u’s son cero en los puntos r = 0 y r = 1, el modelo es equivalente

a una particula en una caja de longitud unitaria bajo la influencia de un potencial
efectivo que resulta atractivo hacia el centro de la region de confinamiento para k = 0,
y repulsivo para todos los otros valores enteros de k. Con la metodologia descrita en la
parte introductoria de esta tesis podemos estudiar la influencia de los potenciales atrac-
tivos y repulsivos en la correlacién posicién-momento. Para racionalizar e interpretar
estos resultados es posible contrastarlos con los que obtuvimos antes para el mismo
modelo sin potencial, una particula en una caja, PIAB [132, 2]. También podemos
estudiar la localizacion en la funcion de Wigner utilizando la entropia de Shannon que

hemos definido y ademés es posible contrastar los resultados con los de una particula

en una caja.

8.2 Funciones de Wigner

Las funciones de Wigner fueron calculadas numéricamente mediante la transformada
de Weyl |
1 :
Wnk(r> p) = ; /dy unk(r + y)unk(r - y)622py’ (88)
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mientras que las entropias de Shannon mediante integraciéon numérica de las Ecs.
(4.45), (4.46) y (4.53). Las funciones u,(r = y) deben ser cero fuera del intervalo
[0, 1]. Esta condicién se satisface si

0<r+y<l1 y 0<r—y<I,

lo que conduce a los limites de integracién siguientes,

—r <y <+, st 0<r

IN
= N

(8.9)

IA

—(1-r)<y<+QQ-r), si 3<r

Las entropias y la informacién mutua estan dadas en nats. Un procedimiento
para verificar nuestra integracién numeérica es calcular numéricamente con el mismo
programa las funciones de Wigner de la particula en la caja [138] y comparamos los
valores que arrojo el célculo con la expresion analitica; asimismo verificamos en cada
caso la normalizacién de la funcion de Wigner.

En la Fig. (8.1) mostramos algunas graficas de la funcién de Wigner para la
particula en una caja sin potencial y con potenciales atractivos y repulsivos. El primer
renglon corresponde a la funcion de Wigner para el modelo PIAB para los niimeros
cudnticos m = 1,2, 5, en tanto que en los otros renglones mostramos las funciones de
Wigner correspondientes a un potencial efectivo determinado por los valores £ = 0, 1, 3.
Para hacer posible la comparacién con el modelo PIAB, en cada rengléon graficamos las
funciones correspondientes a los niimeros cuanticos n = 1,2, 5.

Si nos desplazamos sobre un renglon es posible observar tanto la influencia del
nimero cuantico en la funcién de Wigner, como la manera en que cambia con la
excitacion. Por otra parte, desplazdndose hacia abajo en cualquier columna se observa
la introduccién de un potencial atractivo (segunda entrada, k = 0) y repulsivo (tercera

y cuarta entradas, k = 1,3) y sus efectos en la funciéon de Wigner.
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Figura 8.1: Perspectiva superior de las graficas de la funcién de Wigner del modelo PTIAB
(primer renglén) y del modelo radial con k = 0 (segundo renglén), k = 1 (tercer renglén) y k =
3 (cuarto renglén). Las columnas corresponden a n(m) = 1,2,5. Las graficas corresponden

a valores de r en el intervalo (0, 1) y valores de p entre (—15,15).
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El modelo radial es muy similar al modelo PIAB (primer renglén). Globalmente, los
renglones comparten sus principales caracteristicas. En las gréficas puede observarse, a
lo largo de cada renglén, la apariciéon de mas nodos conforme el sistema se excita hacia
numeros cuanticos mayores. Aparentemente la estructura nodal se ve poco afectada
por la introduccion del potencial en el modelo, sin importar que éste sea repulsivo o
atractivo.

Para observar los efectos del potencial atractivo comparamos la primera y segunda
entrada en cada una de las columnas en las que se observa que la funcién de Wigner se
encuentra ligeramente desplazada hacia el origen (r = 0) por los efectos de la atraccién
que ésta siente. Ademads, se observar que hay una ligera deslocalizacién en el eje p para
compensar la atraccién en el eje r.

Por otro lado, para visualizar los efectos del potencial repulsivo comparamos los
renglones 1y 3 (6 1y 4). Se observa que el efecto del potencial sobre el eje r “empuja”
la funcién de Wigner hacia el extremo de la caja (r = 1) que resulta en su localizacién,
en tanto que, también se advierte una cierta deslocalizacion a lo largo el eje p.

En este modelo es posible preguntarse por el efecto de la magnitud del potencial
repulsivo, un analisis visual de este efecto puede lograrse comparando las tiltimas dos
entradas de cada columna (correspondientes a k = 1,3). El efecto de un potencial
repulsivo mas fuerte desplaza en mayor medida la funcién de Wigner sobre el eje r hacia
el extremo r = 1, en tanto que, también es visible la diferencia en la deslocalizacién
sobre el eje p.

En la siguiente seccién haremos una caracterizacion cuantitativa de la localizacién/deslocalizacién

que por ahora sélo hemos ejemplificado graficamente.
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Figura 8.2: Perspectiva lateral de las gréaficas de la funcién de Wigner del modelo PIAB
(primer renglén) y del modelo radial con k& = 0 (segundo renglén), k = 1 (tercer renglén) y
k = 3 (cuarto renglén). Las columnas corresponden a n(m) = 1,2,5. El cero de la funcién
de Wigner se encuentra a la mitad del eje vertical. Las gréaficas corresponden a valores de r

en el intervalo (0, 1) y valores de p entre (—15,15).
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En el mismo sentido, la Fig. (8.2) muestra una perspectiva diferente de las funciones
de Wigner, en la que puede observarse que el nimero de regiones negativas aumenta
con la excitacion. La columna correspondiente a n = 2 muestra el desplazamiento
tales regiones hacia el origen a causa del potencial atractivo, y se desplaza hacia la
otra pared de la caja como efecto del potencial repulsivo.

Con el anélisis de las graficas no es posible plantear con amplitud la influencia
del potencial en el aumento o disminucién de las regiones negativas, por lo que, en la

siguiente seccion cuantificaremos tal influencia en las regiones negativas.

8.2.1 Entropia de Shannon de la Funcién de Wigner

Para analizar la localizacién en espacio fase de Wigner, utilizamos la entropia de Shan-
non de la funciéon de Wigner, s,. En la Fig. (8.3) mostramos s, como funcién del
nimero cuantico principal, n, para k = 0,1 y también como funcién de n para el
modelo PTAB. Como s,, adquiere valores complejos se grafican las tres diferentes posi-
bilidades para cuantificar la localizacién, Re[s,|, Im[s,] v |sw|. Todas las cantidades
son funciones crecientes de n y m cuyo comportamiento es consistente para cualquier
valor de tales niimeros cuanticos. En todas las medidas se puede observar cierta influ-
encia del potencial, no obstante en Re[s,,] es menor la influencia; las diferencias entre

las curvas para los diferentes potenciales son pequenas.
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Figura 8.3: Graficas de las tres posibilidades para la entropia de Shannon de la funcién de

Wigner y de s; como funciones de n(m): k = 0 (verde), PIAB (rojo), k = 1 (azul).

En las gréficas para I'mls,] v |sw| la curva para PIAB (valor cero del potencial)
interpola entre los valores de k = 0 (potencial atractivo) y k = 1 (potencial repulsivo).
La interpretacién de estas curvas es que las funciones de Wigner se deslocalizan con-
forme aumenta la estructura nodal cuando crece n. Este comportamiento también se
observa con otros potenciales cuyos valores ya hemos calculado, k = 3, 5.

El resultado de que Imls,| aumenta con n muestra que las regiones negativas se
hacen mayores conforme n aumenta. También se observa que el volumen de las re-
giones negativas en el modelo PIAB tiene un valor intermedio entre aquel del potencial
atractivo (k = 0) y aquel del repulsivo (k > 0).

Este orden entre los valores para k = 0, PIAB y £ = 1 de las curvas correspondientes
a Im[s,] v |sw| se mantiene para todos los valores de n. Esto quiere decir que un
potencial atractivo incrementa el volumen de las regiones negativas de la funcion de

Wigner (comparando la curva para k& = 0 con la del modelo PIAB), mientras que
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un potencial repulsivo provoca la disminucion del volumen de las regiones negativas
(comparando las curvas para k = 1 y PIAB). Asi, un potencial atractivo deslocaliza la
funciéon de Wigner en tanto que un potencia repulsivo la localiza, cuando la referencia
es el caso sin potencial (PIAB).

En la Fig. (8.3) también se muestran los valores correspondientes para la suma
entrépica, s;, una medida de la localizacién en el espacio fase, medido en una dis-
tribucion separable y que puede ser comparado con las medidas discutidas en los
parrafos anteriores. Es importante notar que mientras el comportamiento de s; es sim-
ilar a las otras medidas, no preserva el orden de las curvas correspondientes a k = 0,
PIAB y k = 1 como lo hacen las cantidades Im[s,] y |sw|. Existen puntos donde las
curvas se cruzan (como ocurre con Re[s,]). Asi, puede observarse que las medidas que
incorporan las regiones negativas de la funcién de Wigner respetan el orden relativo
mencionado, en tanto que s;, que proviene de una distribucién en espacio fase separable
y no negativa, no respeta tal orden.

En la Fig. (8.4) mostramos las gréficas de las tres medidas de correlacion posibles
como funciones de k. Se observa que Rels,,| no muestra mucha sensibilidad al potencial.
Por otra parte, Im|s,], y en menor medida |s,,| muestran claramente c6mo cambia la
forma de la curva yendo desde k = 0 hacia £ > 0. Entonces, la diferencia entre los
potenciales atractivos y repulsivos se manifiesta en la parte imaginaria de s, (que

también estd incluida en |s,|.
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Figura 8.4: Graficas de las tres posibilidades para la entropia de Shannon de la funcién de
Wigner como funciones de k: n =1 (verde), n = 2 (azul), n = 3 (rojo), n = 4 (azul claro),
n =5 (negro). Hemos amplificado la escala de las tres curvas de abajo, corresponden a n = 2

con potenciales repulsivos k > 1.

Las curvas pertenecientes a Im[s,] v |s,| presentan poca variacién para los difer-
entes valores k£ > 1. Esto sugiere que la magnitud o intensidad del potencial repulsivo
no es un factor dominante en el cambio de las regiones negativas de la funciéon de
Wigner y en la localizacion de la distribucion completa. Para interpretar este compor-
tamiento regresaremos a las gréaficas de la funcién de Wigner en la Fig. (8.1), en las
que el ejemplo més claro son las dos tltimas entradas de la primera columna. El poten-
cial repulsivo mas fuerte en la ultima entrada comprime la funcién de Wigner hacia la
frontera en la direccion r. Esta compresion resulta en un ensanchamiento de la funcién
en la direcciéon p que puede atribuirse al principio de incertidumbre. El compromiso
entre estos dos comportamientos provoca que haya una influencia neta pequena en la
localizacion de la funcién de Wigner como una totalidad.

El dltimo renglén de la Fig. (8.4) muestra las graficas correspondientes a n = 2 para
cada una de las cantidades utilizando una amplificacién de la escala. Puede observarse
que todas las cantidades decrecen conforme k aumenta (potenciales repulsivos mas

fuertes). Enfatizamos que este comportamiento para n = 2 se observé también en varios
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grupos de n's. Existen, sin embargo, n's donde el comportamiento es creciente con k,
por ejemplo para n = 5 las cantidades Re[s,] v |s,| muestran este comportamiento.

Este comportamiento creciente también ha sido observado para s; [137].

8.2.2 Informacion Mutua

La Fig. (8.5) muestra las graficas de las tres definiciones de la informacién mutua,
Re[s; — su), |st — Sw| ¥ |St| — |Sw| como funciones de n para k = 0, PIAB y k = 1.
Es importante notar que el comportamiento es similar al modelo PIAB en las tres
definiciones. Para las ultimas dos definiciones que incorporan las partes imaginarias,
la interpretacion es que la correlacién posicion-momento aumenta en magnitud con n
como en el modelo PIAB. También, la curva para PIAB interpola perfectamente entre
las curvas para k = 0 y kK = 1. Para las curvas correspondientes a Re[s; — s,], la
interpretacion es menos transparente porque la curva aumenta y disminuye sin una

tendencia clara.
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Figura 8.5: Gréficas de las tres posibilidades para la Informacién mutua como funciones de

n(m): k=0 (verde), PIAB (rojo), k =1 (azul).

En las dos tltimas graficas, la magnitud de la correlacion es mayor para la curva
correspondiente a k = 0 que la del modelo PTAB. Por tanto, el potencial atractivo in-
crementa la magnitud de la correlacion posicion-momento. Por otra parte, la magnitud
de la correlacion es menor para k = 1 que para PIAB. Entonces el potencial repulsivo
disminuye la correlacién posicién-momento.

El componente imaginario de I,,, Im[s; — s,] , puede también considerarse como
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una medida de correlacién, tal componente es —Im[s,] vy es el negativo de la curva
presentada en la Fig. (8.3). Examinando esta curva, la interpretacién seria que la
magnitud de la correlacién aumenta con n. Esto es consistente con |s; — Sy, | v [$¢| — [ Sw]
en la interpretacion de los efectos de los potenciales sobre la magnitud de la correlacion.

La Fig. (8.6) presenta las curvas como funciones de k. Todas las curvas muestran
una distincién entre los potenciales atractivo y repulsivo. La interpretacion es que la
magnitud de la correlacién es mayor para potenciales atractivos que para repulsivos.
Existen también diferencias entre las medidas de correlacion, en |s; — s,,| la correlacién
posicién-momento no se ve muy afectada por el potencial repulsivo (£ > 1) mientras que
para las otras medidas la interpretacién es que la magnitud de la correlacién aumenta

(Re[s: — sy)) o disminuye (|s¢| — |sw|) con la intensidad del potencial.
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Figura 8.6: Graficas de las tres posibilidades para la Informacion mutua como funciones de
k: n =1 (verde), n = 2 (azul), n = 3 (rojo), n = 4 (azul claro), n =5 (negro). La curva de
abajo corresponde a |s; — S|, para n = 2 con potenciales repulsivos k& > 1, hemos amplificado

la escala.

La curva |s; — s, | para n = 2 se presenta en la parte de abajo de la Fig. (8.6) con

una escala amplificada. Con esta escala, puede advertirse que |s; — s,,| disminuye y
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por lo tanto la correlaciéon disminuye con la intensidad del potencial repulsivo. Este
comportamiento es similar al de todas las curvas |s;| — |s,|. Estos resultados para
n = 2 también son validos para los puntos n = 3, pero no para los otros. Por otro
lado, una disminucién de los valores en kK = 1 y k = 3 se observa para todos los valores

estudiados de n.

8.3 Conclusiones

Podemos estudiar los efectos de un potencial efectivo repulsivo o atractivo en el com-
portamiento de las funciones de Wigner en una particula en la caja por medio de las
soluciones de la ecuacién radial de Schrodinger para una particula en un corral cuantico.

Estudiamos la localizacion/deslocalizacion de la funciéon de Wigner con la entropia
de Shannon. Mostramos que la entropia de Shannon se incrementa con el nimero
cuantico, n para ambos potenciales, atractivo y repulsivo, de manera similar al caso
de potencial-cero (PIAB). La parte imaginaria de la entropia aumenta con n, lo que
ilustra que el volumen de las regiones negativas de la funcion de Wigner se incrementa
con el estado cuantico.

Ademéds, la curva PIAB (potencial-cero) interpola entre el potencial atractivo (k =
0) y el repulsivo (k = 1). La interpretacion de esto es que potencial atractivo provoca
el aumento del volumen negativo de la funcién de Wigner, en tanto que el potencial
repulsivo provoca su disminucion. Este andlisis de la entropia de Shannon contra k
demuestra que la entropia detecta la diferencia entre un potencial atractivo y uno
repulsivo.

La informaciéon mutua entre posicién y momento se utiliza para estudiar la cor-
relacién estadistica entre esas variables. Esta correlacion se incrementa con el nimero
cuantico y es consistente con el modelo PIAB. Ademas, los valores del modelo PIAB
interpolan entre los casos k = 0y k = 1, permitiendo una interpretacion en funcion del
signo del potencial. La presencia de un potencial atractivo incrementa la magnitud de

esta correlacion mientras que un potencial repulsivo disminuye esta correlacion.
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Como una funcién de k, los resultados muestran una clara distincién entre los po-
tenciales repulsivo y atractivo. Se observa que la magnitud de la correlacion disminuye
con el aumento del potencial repulsivo. Enfatizamos la importortancia de los compo-
nentes imaginarios de estas medidas informacionales, correspondientes al volumen de

las regiones negativas de la funcién de Wigner.



9. Localizacion en espacio de
posicion, momento y espacio fase, y
correlacion posicion-momento en el

oscilador armonico confinado

El oscilador arménico confinado puede visualizarse como otro modelo de una particula
en una caja con un potencial. Y también puede considerarse como un modelo inter-

medio entre la particula en la caja y el oscilador arménico [139]. El Hamiltoniano del

modelo es
X 1,
H= —5b V(z), (9.1)
donde
“’;iQ, si —a<z<a
V(z) = (9.2)
00, si|z] >a

Las soluciones de este Hamiltoniano son analiticas y conocidas, para n par,

Un(z) = Ane " 2 Fy( 2?) (9.3)

Ey,
27

=] =
N =

y para n impar,

Un(z) = Boe ™ Fy( ,z%) (9.4)
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donde A,, y B, son constantes de normalizacién, y ;Fi(a,b, z) es la funcién hiper-
geométrica confluente de Kummer y FE,, son las energias del oscilador. Usualmente,
para encontrar las F,, se fija el radio de confinamiento y se resuelve, numéricamente,
para la condicion de confinamiento,

1 E, 1 3 E, 3

1F1(Z_7’ 5 ) =0 , 1F1(Z_7’ 5 73 =0, (9.5)

para el caso par e impar, respectivamente. En general debemos considerar que la
funcion hipergeométrica confluente, | F;, es una serie, convergente, infinita de poten-
cias de 22, y por ello las funciones de onda en el espacio de momento (Transformada
de Fourier) y las funciones de Wigner (Transformada de Weyl) deben obtenerse por
integracién numérica de la Ec. (2.5), asi como las funciones de Wigner de la Ec. (3.13)

Una desventaja para transformar la funcién al espacio de momento (Transformada
de Dirac-Fourier) o al espacio fase (Transformada de Weyl) es que la funcién hiper-
geométrica confluente, | F}, es una serie, convergente, infinita de potencias de z?; en
este caso la transformacion debe ser numérica y dado que estamos interesados en el
calculo de la entropia, que se obtiene integrando numéricamente también, enfrentamos
el problema de superponer dos aproximaciones numéricas.

Para ciertas energias, la funcién de onda en el espacio de momento y la funcién
de Wigner son analiticas por lo que pueden usarse para verificar las tendencias que
encontramos numéricamente. Dedicaremos una seccion a estos resultados mas adelante.

El modelo se ha discutido anteriormente por ser uno de los casos de solucion

analitica cuando el sistema esta confinado, para abordarlo desde diferentes perspec-

tivas [139, 140, 141, 142, 143, 144, 145, 146, 147, 148, 149, 150, 151].
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9.1 Localizacion

9.1.1 Espacio de posiciéon

En la Fig. (9.1) se muestra el comportamiento creciente de la desviacién estandar con
el tamano de la caja, a, indicando que la particula se deslocaliza cuando tiene mas

espacio disponible.

n=0,1,2,3,4,5
A
: ‘ / ! ! ! a

[y
N
w
I
(63}

Figura 9.1: Ax como funcién de a para diferentes valores de n, n = 0 es rojo y los otros

valores son ascendentes conforme n crece.

La entropia en el espacio de posicién se ha estudiado anteriormente [141]. En la Fig.
(9.2) se muestran las gréficas de las entropias en el espacio de posicién correspondientes
an=0,1,2,3,4,5, en este modelo el nimero cuantico se verifica observando la cantidad
de nodos que tiene la funcién de onda para una energia dada. Como en el caso de Ax
se observa que la particula se deslocaliza cuando tiene mas espacio disponible.

Para valores pequenios de a puede advertirse que s, no depende apreciablemente

de n, evocando el comportamiento de una particula en una caja [152, 83], conforme
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aumentamos el tamano de la caja van distinguiéndose las curvas correspondientes a los
diferentes nimeros cuanticos, similar al oscilador armoénico.

En todos los casos ocurre que s2/45(a = 1) < s0H9 < $HO(w = 1). El subindice
para PIAB se ha suprimido por su independencia del ntmero cuantico, aunque si
depende del tamano de la caja. Es notable este comportamiento porque en el modelo
CHO variamos el valor de a (y por tanto el de w) y en los limites de a pequeno y grande

conseguimos los valores correspondientes a la caja con a = 1 y al oscilador armoénico

con w = 1.

s«(n=0,1,2,3,45) vs a

15+

10+

05

Figura 9.2: s, como funcién de a para diferentes niimeros cudnticos, n = 0 es azul y los

otros valores son ascendentes conforme n crece.

En cuanto a la dependencia con el nimero cudntico, se muestra en la Fig. (9.3)
que para a = 1/ V2 en s, no hay dependencia apreciable con n, como ocurre con
sPIAB - Conforme a aumenta, puede empezar a observarse la dependencia con n, lo que

demuestra también la transicién de un modelo a otro.
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S, VS n

05

2 4 6 8

Figura 9.3: s, como funcién de n para diferentes valores de a. a = 1/v/2 (azul), a = 2

(verde), a =5 (rojo).

9.1.2 Espacio de momento

En la Fig. (9.4) se muestra Ap como funcién del tamafio de la caja y se observa que
la particula se localiza en el espacio de momento. Considerando el comportamiento de
Ax se puede atribuir esta localizacién a la relacion de incertidumbre entre ambas.
Por otra parte, puede observarse en la Fig. (9.5) que s, depende en n para todo
el intervalo de valores de a. También ocurre que s/(w = 1) < 5579 < s/"48(a = 1)
para todos los casos, demostrando la capacidad de ambas entropias para detectar la
transicién de un modelo a otro. Debe resaltarse también que el estado basal del modelo
PIAB es n = 1, en tanto que para el HO es n = 0, y asi sucesivamente en estados
excitados, lo que explica el n + 1 como regla general en el ordenamiento mencionado.

Para el HO ocurre que para w = 1, s, = s,, lo que ocurre en el CHO para valores

mayores de a.
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n=0,12,345

0r

20

10r

Figura 9.4: Ap como funcién de a para diferentes valores de n, n = 0 es rojo y los otros

valores son ascendentes conforme n crece.

$(n=0,1,2345) vs a

30

251

20

15-

Figura 9.5: s, como funcién de a para diferentes nimeros cuanticos n = 0 es azul y los

otros valores son ascendentes conforme n crece.
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Debe notarse que en todas las curvas, excepto para n = 0, existe un minimo en s,
para a ~ 3, este comportamiento resulta interesante porque si empezamos a reducir
el tamano de la caja, existen regiones de a (antes del minimo yendo de a grande a
pequena) en que ambas distribuciones se localizan, aunque su suma siempre respeta
la cota de incertidumbre. También el minimo juega un papel importante para poder
conseguir s, = s, para a mayores.

En la Fig. (9.6) se muestran las densidades de momento del CHO entre los dos
limites del modelo, PIAB y HO. La escala en el eje de la densidad y en el eje de
las p’s es el mismo por lo que las graficas son comparables entre si directamente. De
manera similar al caso de las densidades de posicion, la comparacion de los dos primeros
renglones mostrarian el efecto del potencial, se observa que predominan las paredes;
y los dos ultimos mostrarian el efecto de las paredes, se advierte que predomina el
potencial, w.

El andlisis de 7(p) se puede relacionar con el minimo de s, en a ~ 3. Atendiendo
al tamano de los picos de la distribucion se puede notar que conforme nos desplazamos
hacia abajo en las columnas ocurre una localizacién (crece la probabilidad de encontrar
a las particulas con el valor del momento en los picos). En el caso a = 3, el cuarto
renglén, los picos son mayores que en el caso a = 5, el quinto renglén, demostrando
una deslocalizacién que efectivamente se observa en la Fig. (9.5).

Por otro lado, s, demuestra un comportamiento consistente con los comportamien-
tos en PIAB y HO como funcién del nimero cuédntico, como se observa en la Fig. (9.7).
Se puede notar un cruce en s, para las curvas correspondientes a a = 2y a = 5, en
n = 7. De manera que en n = 8 ya es mas deslocalizada la curva correspondiente a
a=5.

En la Fig. (9.6), desplazandose en un renglén de izquierda a derecha, se observa la

variacion de la densidad con el ntimero cuantico para un a dada.
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Figura 9.6: 7(p).
PIAB,a=05,a=1,a=3,a=>5, HO.

De izquierda a derecha, n = 0, n = 2, n = 5; de arriba hacia abajo:
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Sp vs n

20+

15+

2 4 6 8

Figura 9.7: s, como funcién de n para diferentes valores de a. a = 1/v/2 (azul), a = 2

(verde), a = 5 (rojo).

9.1.3 Relaciones de incertidumbre

Graficamos primero AzAp en la Fig. (9.8). Los valores van desde los valores de PIAB
a los del HO. Para n = 2,3,4,5 hay un maximo, reflejando un comportamiento de
localizacién/deslocalizaciéon que no se observa en las desviaciones estandar individuales.
También observamos que para n = 0,1,2,3 el valor del producto correspondiente a
PIAB es mas pequeno que el correspondiente a HO, mientras que para n = 4,5 ocurre
la situacion opuesta. Para n = 0,1 el producto disminuye con a, en tanto que para

n =2,3,4,5 el producto primero aumenta y después disminuye.



n=
AXApP

0.32
0.31
0.30
0.29
0.28
0.27
0.26

AXAp

28
2.7
26
25
24
2.3

AXAp

6.9
6.8
6.7
6.6
6.5
6.4
6.3
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n=3
AXAp
13.0
12.8
12.6
12.4

AXAp

21.0
20.8
20.6
204
20.2

AXAp

31.0
30.5
30.0
295

Figura 9.8: AxAp, como funcién de a para diferentes n.

Ahora dirigimos nuestra atencién a la suma entrépica. Primero debemos mencionar

que en todos los casos la cota se cumple. En la Fig. (9.10) se muestra que para n = 0,

s; disminuye con a, en tanto que para el resto de los valores de n, s; crece. A su vez,

puede advertirse que en ambos limites, a pequena y grande, s; adquiere valores en el

intervalo del modelo PIAB al HO.
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s(n=0,1,2,34,5) vs a

351

30+

25F

Figura 9.9: s; como funcién de a. n = 0 es azul y aumenta con el nimero cuantico.

s(n=0) vs a s(n=5) vsa
222 361

220 34

32+

2181 \

216 \ 30t

1o (

Figura 9.10: Izquierda. s rojo) como funcién de a con n = 0. Derecha. s$7© (rojo)

como funcién de a con n = 5. Ademds se muestran s/ 48 (azul) y sH© (verde).

En este comportamiento de s, el minimo en s, tiene un papel relevante puesto que
n = 0 es el Unico valor para el que no existe ese minimo y coincide con el estado en
que la suma no es creciente. La importancia de tal minimo puede observarse en la Fig.

(9.11), donde hemos ejemplificado con n = 5, que exhibe el comportamiento general.
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El minimo parece ser un efecto combinado de la longitud de la caja y la frecuencia del

oscilador confinado, lo que muestra su interrelacién.

S« and sp (n=5) vs a
20

18-

16+

14+

12+

10 I TR N TR TR N TR TR N TR [
20 25 30 35 4.0 45 5.0 5.5

Figura 9.11: Detalles de s, (rojo) y s, (azul) como funciones de a de donde se puede inferir

el papel que juega el minimo en el comportamiento.

Con n, s; tiene un comportamiento consistente con los modelos PIAB y HO, las
curvas se muestran en la Fig. (9.12).

La Fig. (9.13) muestra las densidades separables en el espacio fase. Los ejes del
valor de la funcion y el eje p son consistentes para todas las curvas, sin embargo, el eje
x en cada caso corresponde a los limites de la caja y por lo tanto las graficas no son

directamente comparables.
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& vsn

35

30+

25F

Figura 9.12: s; como funcién de n, con a = 1/v/2 (azul), a = 2 (verde), a = 5 (r0jo).

A pesar de este problema, haremos notar que hay una variaciéon abrupta en el valor
de p(x)7(p) conforme crece el valor de a para los n impares. Para los valores de a = 3,5,
conforme n aumenta se observa que las gréaficas para los impares son muy diferentes
que aquellas para los pares.

Segtun la suma entrépica, el caso n = 0 se localiza en este espacio fase separable, en

tanto que el resto se deslocaliza. Puede contrastarse este resultado con las graficas.
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Figura 9.13: p(x)7(p). De izquierda a derecha, n = 0, n = 2, n = 5; de arriba hacia abajo:
PIAB, a =0.7,a=1,a =3, a =5, HO.
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9.1.4 Funcién de Wigner

El componente real de la entropia de Shannon de la funcién de Wigner, Rels,], au-
menta con a para todos los estados, como se observa en la Fig. (9.14) mostrando
que la distribucion se deslocaliza. Este comportamiento es consistente para s;, con la
excepcién de n = 0, donde la dltima disminuye. En contraste, para Im|s,] ocurre
que es decreciente para n = 0, 1,2, demostrando una disminucion en el volumen de
las regiones negativas conforme crece la caja, en tanto que para n = 3,4,5 aumenta y
luego disminuye por lo que existen maximos en esos estados.

Refsw] (1=012345) vs a Im[sy] (n=0,12345) vs a

aof - R
20f - _— N
27

26

E\\‘
a K

| ——— Il Il Il Il Il Il 7““”“””‘”777‘,,‘,7% L il
10 15 20 25 30 35 40 10 15 20 25 30 35 40

Figura 9.14: Rels,| (izquierda) y Im]s,] (derecha) como funciones de a.

Por otro lado, en cuanto a los limites en que esperamos que varien los valores, se
muestran en la Fig. (9.15) las curvas correspondientes a n = 0,5, y representa el
comportamiento general, Re[s,,| parece variar en el intervalo de valores cuyo limite son
los valores del modelo PTAB y del HO.

Este comportamiento contrasta con el de I'm|s,|, mostrado en la Fig. (9.16), pues
para n = 0 es claro que los valores varian entre PIAB y HO, pero para n = 5 el
valor comienza en PIAB, pero aumenta por encima del valor de HO aunque parece
que se aproxima para valores mayores de a, mostrando que el aumento de las regiones
negativas no interpola estrictamente entre esos dos modelos. Resumiendo, si atendemos
a las curvas para Rels,,| y, mas importante, para I'm|s,], el comportamiento de n =0

lo es también de n = 1,2, en tanto que el comportamiento de n =5 lo es de n = 3, 4.



Relsy] (n=0) vs a
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214+

213+
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305

295

290
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Figura 9.15: Rels,,| para n = 0 (izquierda) y n =

Im[sy] (n=0) vs a

0.10-

005+

0.001- =

Figura 9.16: Im|s,| para n = 0 (izquierda) y n = 5 (derecha) como funciones de a.

235

230
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220

215

210

205

Relsy] (n=5) vs a

177

5 (derecha) como funciones de a.

Im[sy] (n=5) vs a

~

~

Con n, Re[sy|, Im[s,] ¥ |sy| muestran un comportamiento consistente con los

modelos PIAB y HO, las curvas se muestra en la Fig. (9.17).
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Sw vs n
35

30

25

20

15

1.0

0.5

Figura 9.17: Re[sw] (azul), Im[sw] (verde) y |sw]| (rojo).

Como en el caso de p(x)m(p), las gréficas no son directamente comparables debido
a la diferente escala en x. Resalta, sin embargo, el contraste en las dos distribuciones
en espacio fase. La funcion de Wigner muestra mas estructura que la distribucion
separable. La diferencia en la localizacion de las dos distribuciones es la correlacién

posicion-momento, que abordaremos enseguida.
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9.2 Correlacion posicion-momento

En la Fig. (9.19) se muestran las tres definiciones posibles para medir correlacion.
Re[s; — s,,] disminuye con el tamano de la caja si el oscilador esta en el estado basal,
n = 0, en tanto que n = 1 tiene un minimo (que es un Méximo en su magnitud), y
en todos los demés estados excitados aumenta, como ejemplo sélo se muestra la curva
para n = 5. Por otro lado, los valores de la curva Re[s; — s, se encuentran en el
intervalo entre PIAB y HO.

La otra posibilidad, |s;| — |s,|, disminuye en magnitud en todos los estados, las
particularidades son que si el oscilador esta en el estado basal, n = 0, los valores son
positivos y la curva es decreciente, mientras que para los estados excitados los valores
son negativos y la curva es creciente para aproximar a cero diminuyendo su magnitud,
Fig. (9.19). Es importante senalar que para estas curvas los valores de CHO también
se encuentran en el intervalo entre PIAB y HO.

Los valores de las curvas para |s; — s,| del CHO no se encuentran en el intervalo
de valores de PIAB a HO. La correlacién se predice decreciente para los estados n = 0
v n =1, Fig. (9.19),

Js - swl(n=0,15) vs a

| e

Refs - sw] (1=0,15) vs a 1l - Iswl (N=0,1,5) vs a 20

Figura 9.19: Tres posibilidades de s; — s,,. En cada grafica n = 0 (rojo), n = 1 (verde) y

n =5 (azul).

En su comportamiento con el niimero cudntico, Re[s;—sw], |st|—|sw|y |s:—sw| son
consistentes con PIAB y HO. Rels; — sw/] es la medida que predice la menor correlacion

x — p y tiene un valor negativo para n = 1. Por otro lado, |s;| — |sw/| tiene valores



negativos para todos los estados, excepto para n = 0, Fig. (9.20).

|xp(=5t—5w) vs n
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_051

Figura 9.20: Re[s; — sw| (azul), |s¢| — |sw/| (verde) y |s; — sw| (rojo) como funciones de n.

9.3 Resultados analiticos

9.3.1 Localizacion en los espacios de posicion y momento

La funcién hipergeométrica confluente se define por

a ala+1)2? = (a
Filabz) =1+ 2,4 88T E
1Fi(a; b 2) +bz+b(b+1 91 2

donde (a)y v (b)x son simbolos de Pochhammer,

I['(z+n) _

=T

z(z+1)..(r+n-1)

Tomemos el caso par, expandamos la funcion de Kummer en Ec.

como la Ec. (9.6),

(9.7)

(9.3) en series
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Al mye )G - B
(s = B — B (5 — B’
i~ B~ BG — B)(5 — B’
45y~ B — B — B - B - B
g (9.8)

Como puede observarse de la definiciién de los simbolos de Pochhammer, si £ = 1/2

1 E, 1
) 3 G ——
11(4 2,2725

=1 (9.9)
porque todos los demds términos son cero. Si £ = 5/2, sélo sobreviven el primero y
segundo términos,
1 E, 1 1
Fi(=—=2 - 2)=1+(=— E,)2? 9.10
11(4 2,2,$) +(2 )z (9.10)

También se trunca la serie para F = %, 1—;’, %, %, 275, ..., y en estos casos la trans-

formada de Fourier y la de Weyl pueden hacerse de manera analitica. El nimero de
raices queda fijo, y por lo tanto el estado también. Algunas de estas funciones pueden
observarse en la Tabla (9.1).

z. es el radio de confinamiento, y tenemos dos maneras de hacerlo variar en este es-
quema. La primera es fijando el nimero de nodos, cambiando cada vez FE,, y resolviendo
para x.,

1 E, 1 3 E, 3

IFI(Z_T’ 57 %)ZO, 1F1(Z—77 57 %)ZO,

La segunda es fijando FE,, cambiando el ntimero de nodos (n) y resolviendo las

ecuaciones anteriores para x.. Tomemos como ejemplo el caso par con E, = %, en

la Tabla (9.2) presentamos los valores de las entropias en los espacios de posicién y

momento y la suma entropica.
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E, () # Raices, |z.|’s
5 e 2(1 — 222) 1
% e‘x2/2(1 — 422 + %x‘l) 2
B e 2(1 — 622 + 4ot — £a5) 3
1—27 e‘x2/2(1 — 822 + 82t — i’—gx + %xs) 4
z e /2(1 — 1022 + Pt — g6 4 048 — 32410) 5

Tabla 9.1: Se muestran algunas funciones de onda cuyas transformadas son analiticas y las

energias asociadas

T # Nodos Sz Sp St
0.3429013 0 -0.684 2.896 2.212
1.0366108 2 0.422 2.334 2.756
1.7566836 4 0.949 1.944 2.893
2.5327317 6 1.314 1.676 2.990
3.4361591 8 1.615 1.550 3.165

Tabla 9.2: Valores de las entropias en los espacios de posicién, s, y momento s, conforme

cambia el radio de confinamiento, x. para E, = %

En la parte izquierda de la Fig. (9.21) se observa que la distribucién se deslocaliza
en el espacio de posicion, se localiza en el espacio de momento y la suma entropica
crece. En este caso, mantenemos fija la energia, pero cambiamos el nimero de nodos,
por lo que variamos el nimero cuantico.

Por otro lado, si fijamos nuestra atencion en la variacién de x. para el estado
basal del sistema, parte derecha de la Fig. (9.21), podemos ver que la distribucién en
espacio de posicion se deslocaliza, la distribucion en espacio de momento se localiza y
la suma entrépica parece no variar. En este caso, donde mantenemos fijo el nimero

de nodos, estamos cambiando la frecuencia del oscilador (distancia entre nodos). La
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principal limitacion de realizar estas transformaciones analiticas es que no podemos
llegar mas lejos de a = % y, de acuerdo con los resultados numéricos presentados, nos
encontramos en el régimen en que el CHO tendria mas caracteristicas de PIAB que de

HO, lo cual es consistente con la no dependencia de s; en a.

35 T T T T T T 35

" sx_HOc (0 nodos)"
sp_HOc (0 nodos)
st_HOc (0 nodos)

25

*
x
x
x
x
x*
K

s (nats)
s (nats)

o 7 or
05 - sx HOc_En=21/2 —— | o5
Sp HOC_En=21/2
‘ ‘ ‘ ‘ | StHOC En=21/2 —— : . . , . . . . .

-1
0 0.5 1 15 2 25 3 35 0.25 0.3 0.35 04 0.45 0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75
x_c x_c

Figura 9.21: Izquierda. Grafica de las entropias en la Tabla (9.2), con E,, = % Derecha.
Grafica de las entropias del estado basal del CHO, variando E,,. Ambas curvas se presentan

como funcién de z..

9.3.2 Localizacién de la funcion de Wigner y correlacion posicion-

momento

Para el caso de E, = 5/2, mostramos en la Tabla (9.3) los resultados del célculo de
la entropia de Shannon de la funcién de Wigner, s, y ls entropia de |¢(z)[?|é(p)|?,
s¢, para el HO y para el CHO. En el caso del HO, s,, no depende en w, igual que
s¢. También se muestran los resultados de la correlacion x — p, medida a través de la

informacién mutua, I, = s; — Su.
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E,=5/2 st | Re[sw] | Im[sy] | [Sw| | Re[st — Sw) | [t = [Sw| | |$t — Swl
no confinado | 2.997 | 2.737 | 1.145 | 2.967 0.260 0.030 1.174
confinado | 2.211 | 2.099 | 0.180 | 2.106 0.112 0.105 0.212

Tabla 9.3: Comparacién entre el Oscilador Arménico Confinado y el Oscilador Arménico

En la Tabla (9.3) puede estudiarse el efecto del confinamiento en un oscilador
armoénico con una cierta energia, que bajo la restriccion de tener paredes impenetrables
mantiene su energia.

En estas condiciones, podemos afirmar que el confinamiento provoca que la funcion
de Wigner se localice ya que las tres cantidades relacionadas con s, disminuyen.
Ademas se localiza la distribucién separable (s; disminuye). Es importante senalar
que el volumen de las regiones negativas de W (x, p) (proporcional a I'm[s,]) disminuye
notablemente en el caso confinado.

En lo que se refiere a la correlacién x — p, aumenta si usamos |s;| —|s,,| para medirla;

y disminuye si usamos Re[s; — Si,] 6 |s; — s,| como medidas.

9.4 Conclusiones

En general las caracteristicas de este modelo pueden racionalizarse concibiéndolo como

un modelo intermedio entre el HO y PIAB.

PIAB

CHO
Sz x

para valores pequenos de a se comporta como claramente como s (es

independientes de n).

CHO

»~ juegan un papel importante en el modelo para que la suma

Los minimos en s
entrépica, sH9 ) alcance los limites correctos conforme crece el valor de a.

Es notable que una comparacién de s, y s, puede hacerse con aquellas entropias
para PIAB (a = 1) y para HO (w = 1). El minimo en s, también juega un papel

para que se cumpla que s, = s, para a grande; este el comportamiento de HO cuando

w = 1, independientemente del estado.
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La parte real de la entropia de Shannon, Re[sy|, se comporta con a como es-
peramos en analogia con s;, en tanto que la parte imaginaria, Im[sy], refleja que el
volumen de las regiones negativas no cambia con a como se esperaria, demostrando

una caracteristica interesante.



10. Perspectivas para la ampliacion

de este trabajo

Seria deseable extender el andlisis de esta tesis a un estudio que permita explorar
los problemas que supone trabajar en el espacio fase en relacion con el principio de
incertidumbre y la correlacion posicién-momento. De la misma manera, estudiar los
efectos de mas particulas, mas dimensiones, la dependencia en el tiempo, etcétera.
Todas estas posibilidades de analisis se pueden realizar en el dtomo de Moshinsky.

En lo que concierne al desarrollo conceptual con (y de) herramientas de la teorfa de
la informacién, seria ttil comparar la informacion mutua y el coeficiente de correlacion
con otras medidas de correlacion posicion-momento que ha sido estudiadas [113, 153],
ademas explorar la definicién de cantidades locales.

Finalmente, en un aspecto mas general, es deseable contrastar los resultados con
potenciales armoénicos obtenidos en esta tesis con otros potenciales.

La lista de perspectivas es larga.

10.1 Ampliaciéon a otras funciones de distribucién
en espacio fase

e Explorar la localizacién en otras distribuciones de espacio fase, particularmente la
funcién de Husimi, positivo-definida, pero sin las marginales correctas. La funcion

de Husimi puede relacionarse con un ordenamiento especifico de los productos de

187
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operadores de posiciéon y momento, ademds, su interpretaciéon experimental es

que se trata de un filtro gaussiano sobre la funcién de Wigner.

e Estudiar la correlacion posicién-momento en la funcién de Husimi. El anélisis
comparado con los resultados de esta tesis puede aportar datos sobre los efectos
de un filtro gaussiano en tal correlacion. Extender este estudio a la funcion
de Husimi amplia las posibilidades de entender lo que sucede con la correlaciéon
posicién-momento en el espacio fase. ;Tendencialmente son similares o diferentes

los comportamientos?

e Estudiar la relacion de la localizacion de la funciéon de Husimi con el principio
de incertidumbre. Por ejemplo podria analizarse la distancia de Kullback-Leibler
entre la distribucion en espacio fase separable, formada por el producto de las
marginales de la funcién de Husimi y el producto de las densidades de posicion

y momento.

10.2 Ampliaciéon a variantes del modelo

e Es deseable ampliar el estudio a dos y tres dimensiones. El modelo 3D es el que

se ha comparado con el Helio.

e Este modelo sigue siendo soluble analiticamente para N particulas. Es factible
y deseable analizar la influencia de la tercera particula en la localizaciéon y en la
correlacion posicion-momento en la funcion de Wigner. Si elegimos conveniente
las masas de un sistema de tres particulas, tenemos un modelo del enlace quimico
donde es posible estudiar los efectos de los diferentes tipos de correlacién entre

si, y la localizacién de las diferentes distribuciones.

e Analizar la evolucién temporal de la localizacién y de la correlacién posicion-
momento en el modelo, por ejemplo en el contexto de los sistemas cuanticos

abiertos.
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10.3 Desarrollo de las herramientas de la teoria de
la informacion

e Existen otras propuestas para medir la correlacion posicién-momento en la funcion
de Wigner. Su andlisis en el &tomo de Moshinsky (también en los modelos de
una particula, por supuesto) nos darfa una posibilidad de comparacién para la
informacion mutua que estudiamos en esta tesis, asi podriamos comparar la de-

pendencia de las diferentes medidas con los diferentes parametros del sistema.

e Estudiar las definiciones locales de la entropia de Shannon y de la informacion

mutua entre particulas.

e Proponer y estudiar versiones locales de la entropia de Shannon de la funcién de
Wigner y de la informacién mutua entre posicién y momento. Las posibilidades
de andlisis local en el espacio fase son interesantes por las conexiones que hay con
el principio de incertidumbre e incluso con principios de incertidumbre locales

que también han sido estudiados.

10.4 Ampliacién a otros sistemas

e Estudiar otros potenciales permitiria averiguar si los efectos estudiados son orig-
inados por el tipo de potencial o si se presentan en diferentes tipos de interaccion
entre particulas. Si queremos ampliar nuestros resultados analiticos, pueden es-

tudiarse modelos analiticos donde coexisten potenciales de Coulomb y armoénicos.

e Extender el estudio a sistemas atémicos. Existen algunos trabajos que calculan
la funcién de Wigner del atomo de Hidrégeno y de algunos otros atomos de
capa cerrada, nos interesa ampliar el estudio de esta tesis a sistemas atémicos y

moleculares.
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10.5 El atomo de Moshinsky acoplado con el ambi-
ente

En esta seccion presentamos algunos avances del estudio realizado en sistemas abiertos

utilizando las herramientas informacionales.

10.5.1 La ecuacion maestra de muchos cuerpos

La evolucién unitaria del operador de la densidad de un sistema en un bano térmico

es descrita por la ecuacién,

©p(t) = il (1), (1)) (10.1)
donde,

H(t) = Hg(t)+ Hp + V, (10.2)
y a su vez,

N N N

~ 1 9

Hg = 5 El Vi + gé- Vi(z; — ;) + E 1 Veat (T, t) (10.3)
1= 1%£] 1=

es el Hamiltoniano del sistema de interés, ve.(x, t) potencial externo y Voesel acoplamiento
sistema-bano que frecuentemente puede tratarse con teoria de perturbaciones. H R, que
es el Hamiltoniano del bano, tiene frecuentemente un espectro de eigenestados denso
comparado con el del sistema. La densidad de estados de Hp gobierna la velocidad
con que decaen las funciones de correlacion del bano y por ello determina la dinamica
reducida del sistema.

El operador de la densidad del sistema se obtiene tomando la traza sobre los grados

de libertad del bano,
ps(t) = Trr {5(0)} (10.4)

Asi, podemos escribir la ecuacion maestra formalmente exacta,

Sihs(t) = =ilfis(0),ps(0) + [ dr =t = Dyps(r) + (0 (10.5)

to
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E(t — 7) es el kernel de memoria y W(t) proviene de las correlaciones iniciales sistema-
bano. En la practica se requiere una aproximacion para ambos términos.

Estamos interesados en la densidad,
n(r,t) = Trs{ps(t)n(r)}, (10.6)

donde n(r) = va 0(r — 7;) es el operador de la densidad de ntimero. La ecuacién de

continuidad que describe la evolucién de la densidad en el tiempo para OQS! es,

0 S
an(ﬁ t)= — V-Trs{ps(t)j(r)}
t
+ Tr{ﬁ(r) (/ dr 2(t — 7)ps(T) + \I/(t)) } (10.7)
to
El primer término es la “corriente Hamiltoniana” que aparece también en sistemas
cerrados. El segundo término proviene de la parte no-unitaria de la evolucién lo que

define una “corriente disipativa” [154, 155],

Ve i 1) = Tr{ﬁ(r) ( /: dr S(t — 7)ps(r) + \I!(t)) } (10.8)

0

10.5.2 Aproximacion de Markov y la ecuacion maestra de

Lindblad

Es frecuente despreciar las correlaciones iniciales, ¥(t) = 0 y utilizar la aproximacién
de Markov donde el kernel de memoria es local en el tiempo, es decir,
t

| dr =t~ is(r) = Dot (10.9)
La aproximacion de Markov es véalida cuando 7¢ > 7. Tg es la escala de tiempo en
que el sistema alcanza el equilibrio y 75 es el tiempo de correlacién mas grande en
el bano. Si las correlacinoes internas del bano decaen antes de que el sistema haya
tenido tiempo de evolucionar podemos despreciar la memoria, esta condicién implica

una correlacion sistema-bano débil.

10QS: Open Quantum Systems, Sistemas Cudnticos Abiertos.
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En el contexto de la aproximacién markoviana podemos escribir la ecuaciéon maestra
de diferentes maneras. Una forma ampliamente utilizada debido a que garantiza la
positividad de la matriz de la densidad es la de Lindblad, en la cual

o ) 1 ) 1.
Dps(t) => {Lmnps(t)ﬂ — 5ijLmnpS(t) — §ps(t)ijLmn} (10.10)

mn

10.5.3 El atomo de Moshinsky, un modelo soluble analitico

Estamos interesados en las interacciones repulsivas, tal como ocurren entre electrones,

en ese régimen de interaccion el Hamiltoniano del atomo de Moshinsky en 1D se escribe,

-
. P P2 1 1 1
H= ﬁ 2; + 2w ma] + ¢ *mias — 5)\2 m(3 — dn)? (10.11)

La ecuacion de Lindblad de dos particulas,

Costt) = — ilHs(0), ps(0) (10.12)

1
+ mn - _L Lmn o t LT Lmn
puede resolverse de manera analitica para obtener pg(t).
Para la dinamica asumiremos que el estado inicial es una superposicion del estado

basal y el primer estado excitado del atomo de Moshinsky,

1
—5(100) +[10)) (10.13)

ambos estados tienen la misma simetria, son simétricos bajo el intercambio de las coor-

[¥(0)) =

denadas originales. Esta eleccion es equivalente a considerar las condiciones iniciales:

£00,00(0) = p00,10(0) = p10,00(0) = p10,10(0) = 3.

Podemos calcular la densidad de pares por medio de

n(xy, ro,t) = (x120|ps(t)|T122) (10.14)

Y también podemos obtener la densidad reducida por integracion,

n(z,t) = /dl’g n(x,zy,t) (10.15)
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Es conveniente considerar dos casos limite de la ecuaciéon maestra para resolver
analiticamente la Ec. (10.13). El caso de desfasamiento puro sin relajacién y el caso

de relajacion sin desfasamiento puro.

Desfasamiento puro sin relajacion

Consideraremos primero el caso en que la ecuacién maestra de Lindblad induce des-
fasamiento puro en el sistema y no induce relajacion. En este caso, los operadores de
Lindblad de dos cuerpos son diagonales en los eigenestados del atomo de Moshinsky,

Lmn,m’n’ = 5mn,m’n’ 73” |mn> <mn| (1016)

donde |mn) es el eigenestado del dtomo de Moshinsky, m es el nimero cudntico del
centro de masa y n el de las coordenadas relativas. Como los operadores L, m/n/
son diagonales, las poblaciones de los diferentes niveles no cambia conforme el sistema
evoluciona. Esto implica que la energia se conserva porque no puede haber intercambio
con el ambiente. Las coherencias decaen de forma exponencial.

El desfasamiento puro describe la situacion en que las colisiones entre el sistema
y el bano son elasticas, de manera que el bano induce decoherencia en el sistema sin
intercambiar energia.

Utilizando estos operadores de Lindblad en la Ec. (10.13) y el estado inicial obten-

emos para las poblaciones,

1
£00,00(t) = p00,00(0) = 5 (10.17)
y
1
p10,10(t) = p10,10(0) = 5 (10.18)

son constantes porque no hay relajacién en el sistema. Por otra parte, para las co-

herencias obtenemos,

p00710(t) — p00710(O)e—z’(Eoo—Elo)te_%(woo;vm )t _ leiwte_%(woo;ww )it (10‘19)

£10.00 (t) — p10700(O)e—i(Elo—Eoo)te_%(“/0072“/10 )t _ %e_iwte_%(“/ooérﬂo N (10‘20)
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Las coherencias oscilan y decaen exponencialmente debido a la presencia del bano.

Relajacion sin desfasamiento puro

En este caso los operadores de Lindblad son estrictamente no diagonales,

Lmn,m’n’ = /TVmnm'n’ |mn) (m’n’\ ) mn §£ n/n/

Ly = 0 st mn =m'n’ (10.21)
Para asegurar que las poblaciones obedecen el balance detallado en el equilibrio
debe cumplirse que,

Ymn,m'n' = eﬁwmn'mlnl Tm/n! ;mn (1022)

donde B = T T es el inverso de la temperatura.
Sustituyendo los operadores en la FEc. (10.13) encontramos que las poblaciones
evolucionan de acuerdo con,
d
g P Z%nmn/ Prvnt it (£) = Prr,mn ( Z%n mn (10.23)
Considerando los dos primeros niveles y las condiciones iniciales senialadas, obtenemos

las poblaciones resolviendo las ecuaciones diferenciales acopladas,

d

Eﬂoo,oo(t) = Y00,10 P10,10(t) — V10,00 L00,00(t) (10.24)
d
Eﬂlo,lo(t) = 710,00 P00,00(t) — V00,10 P10,10(t)- (10.25)

Las coherencias evolucionan de acuerdo con,
1
Prnanint () = Prrnanimy (0) €™ Emn =B}t o =5 (ks Metmn 21 Vit )t (10.26)
de donde obtenemos,

p00710(t) ;6Wt — 2 (710,00+702,00+700,10 +702,10 )t (10.27)
10,00 (t) _ %6 iwt —5(’710 00+702,00+700,10+702,10)1 (1028)

(10.29)
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podemos aproximar todas las v’s en términos de 7y 10, la cual gobierna la velocidad de

relajacion desde el estado |10) al estado |00) (que es la mayor velocidad de relajacién)

por medio de las relaciones,

— —(E10—Fo) _ - __7oo,10
V10,00 = Yoo,10e~ (Fr0=E0) = 50 1pe ™ =
_ —(Eo2—Eoo) _ Ny 00,10
— e~ (Eoz—FEo0) — e ~
702,00 700,02 700,02 N
— —(Eo2—E10) _ Ww—2vwZ—2\2 700,10

10.5.4 Localizacion en la densidad reducida

En la Fig. (10.1) se muestra la evolucién en el tiempo de la entropia de Shannon de la
densidad reducida de una variable en el espacio de posicién, s,,.

Las oscilaciones demuestran la localizacién/deslocalizacién que sufre el sistema en
cada ciclo temporal (27) mientras se aproxima al equilibrio. Las curvas correspon-
dientes a los dos regimenes en que hemos resuelto la ecuaciéon maestra de Lindblad
e muestran juntas en la Fig. (10.1) sélo para enfatizar que las tendencias son muy

similares y que algunas diferencias pueden ser captadas por la entropia de Shannon.

N \ N~
A\ /

N

.

1821
\ /
181 \
AV, \—\;777777777

150—:‘

Figura 10.1: s, (ordenadas) como funcién del tiempo (abscisas) para el caso con des-

fasamiento puro sin relajacién (azul) y para el caso con relajacién sin desfasamiento puro

(rojo). A = 0.01 (izquierda), A = 0.5 (centro), A = 0.7 (derecha).

En ambos limites de la ecuacion de Lindblad las coherencias son cero para tiempos
iguales a multiplos semienteros de m, t = nmw/2, como se observa en la Fig. (10.1).
En el caso de desfasamiento puro sin relajacion no cambian las poblaciones y cada

vez que las coherencias son cero tenemos una densidad que es igual en su forma a la
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mezcla estadistica, donde las poblaciones son 1/2 y las coherencias han decaido, por
lo que cada t = nm/2 tenemos el valor de la entropia que caracterizaria a la mezcla
estadistica. En el caso de relajacién sin desfasamiento puro el comportamiento de la
entropia se debe al compromiso entre la decoherencia (cada t = n7/2) y el cambio de
las poblaciones que localiza el sistema.

El estado mas localizado (con menor incertidumbre y por lo tanto con mayor infor-
macién contenida en la densidad) en ambos casos es el estado inicial, que es un estado
cuantico puro. En el caso de desfasamiento puro se observa que el estado correspondi-
ente al equilibrio es el mas deslocalizado, aunque como hemos senalado en el parrafo
anterior ese valor de la deslocalizacién se obtiene peridédicamente cada t = nm/2. Por
su parte el estado mas deslocalizado del caso con relajacién sin desfasamiento puro es
con t = /2,y el estado en el equilibrio es més deslocalizado respecto al estado inicial,
pero més localizado respecto del estado en t = 7/2.

La influencia del potencial entre particulas, A, es delocalizar la densidad, como se

aprecia al comparar las curvas en las tres graficas de la Fig. (10.1).

10.5.5 Localizacién en la densidad de pares

En la Fig. (10.2) se muestra la evolucién temporal de sr, las entropias de pares en el

espacio de posicién. Las tendencias son muy similares a las entropias reducidas. La

interpretacion de las graficas es el mismo.

Figura 10.2: sp (ordenadas) como funcién del tiempo (abscisas) para el caso con des-

fasamiento puro sin relajacién (azul) y para el caso con relajaciéon sin desfasamiento puro

(rojo). A = 0.01 (izquierda), A = 0.5 (centro), A = 0.7 (derecha).
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10.5.6 Correlacién estadistica

En la Fig. (10.3) se muestran las graficas de la evolucién temporal de la informacién
mutua en el espacio de posiciéon. En ambos casos de la ecuacién de Lindblad la cor-
relacién oscila pero disminuye para valores mayores de t; en el caso con relajacién
sin desfasamiento puro parece disminuir mas rapido que en el otro caso, para valores
pequenos del potencial.

Las curvas en cada gréfica de la Fig. (10.3) no son comparables mas que tendencial-
mente porque son dos regimenes distintos de interaccién con el bano (los dos regimenes
son independientes), sin embargo, es interesante que utilizando determinados valores
fijos de ~, por separado en cada caso, el potencial entre particulas provoca un cambio
en el orden de la magnitud de la correlacion. Asi, para los casos seleccionados, la
correlacién entre particulas es mayor en caso de desfasamiento puro sin relajaciéon para
valores pequenos del potencial entre particulas, A\, en tanto que para valores grandes

de X la correlacion es mayor en el caso de relajacion sin desfasamiento puro.

2 4 6 8 10 12 14 2 4 6

Figura 10.3: I, (ordenadas) como funcién del tiempo (abscisas) para el caso con des-

fasamiento puro sin relajacién (azul) y para el caso con relajacién sin desfasamiento puro

(rojo). A =0.01 (arriba), A = 0.5 (centro), A = 0.7 (abajo).

Por otro lado, el efecto del potencial en la correlacion entre las posiciones de las
particulas en cada uno de los regimenes se muestra en la Fig. (10.4). La influencia de
una interaccion entre particulas mayor es aumentar la correlacion, como es de esperarse,

pero también introduce un comportamiento oscilatorio mas pronunciado en I,.
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Figura 10.4: I,, efecto del potencial, A = 0.01 (azul), A = 0.7 (rojo). Para el caso con

desfasamiento puro sin relajacién (izquierda), para el caso con relajacién sin desfasamiento

puro (derecha).

10.5.7 Perspectivas sobre este modelo
e Estudiar la localizacion en el espacio de momento a través de s, y de sr.

e Estudiar las relaciones de incertidumbre como funciones del potencial entre particulas

y como funciones del acoplamiento con el bano.
e Estudiar la correlacién entre los momentos de las particulas.
e Estudiar la influencia del bano utilizando entropias relativas.
e Estudiar la evolucion temporal del sistema utilizando entropias relativas.
e Estudiar la localizacién de las funciones de Wigner.
e Estudiar los efectos del bano térmico en la correlacién posicién-momento.

e También hemos comenzado a trabajar en la perspectiva de la Teoria de Fun-
cionales de la Densidad Dependiente del Tiempo, extendiendo el trabajo para
un oscilador arménico desarrollado en [156, 157] al 4tomo de Moshinsky, donde

pueden estudiarse los efectos del acoplamiento con el bano sobre la interaccién

entre particulas.
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