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Tesis para obtener el grado de Doctorado en Ciencias
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la VIII, la IX, la X y la XII quiero agradecer a los organizadores de la Reunión, al Dr.
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en el mismo rubro. La grosera convivencia entre la opulencia y la desmesura de unos

con la pobreza de otros, “los que nunca van a superarse”, orilla a volver la vista hacia

los referentes que indican que otro mundo es posible, como dijeron hace más de 20 años

los zapatistas.

Entre los ejemplos resalta uno, al que quiero dedicar mi tesis: El pueblo de Cuba.

Ese pueblo latinoamericano ha desafiado a la historia y ha mantenido para śı su inde-
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4.5 La entroṕıa diferencial de Shannon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
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en una caja. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
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ĺınea continua) para un estado excitado del átomo de Moshinsky (0, 1),
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Shannon de la función de Wigner reducida de una part́ıcula, sw (azul,
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función de Wigner como funciones de k: n = 1 (verde), n = 2 (azul),

n = 3 (rojo), n = 4 (azul claro), n = 5 (negro). Hemos amplificado la

escala de las tres curvas de abajo, corresponden a n = 2 con potenciales

repulsivos k ≥ 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157
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y n = 5 (azul). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 180

9.20 Re[st − sW ] (azul), |st| − |sW | (verde) y |st − sW | (rojo) como funciones

de n. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181
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1. Introducción metodológica

1.1 Interacciones f́ısicas, indistinguibilidad y no con-

mutatividad

Las teoŕıas cient́ıficas de la f́ısica intentan dar cuenta de las complejas relaciones en-

tre los diversos componentes de la naturaleza. Para ello es necesario capturar sus

caracteŕısticas en conceptos, que frecuentemente tienen una expresión matemática, y

tratar de establecer, también matemáticamente las relaciones entre ellos de manera

que ayuden a comprender, explicar, predecir y finalmente controlar la ocurrencia de

los fenómenos.

La mecánica cuántica es una teoŕıa f́ısica del mundo microscópico que formula las

leyes de los fenómenos que ocurren en su ámbito de aplicación. Tres conceptos muy

importantes de la teoŕıa cuántica son:

1. Las interacciones debidas a la existencia de un potencial que da lugar a una

fuerza:

• La interacción entre part́ıculas ocurre por medio de potenciales, dos ejemplos

de ello, ambos muy importantes, son el potencial de Coulomb y el potencial

armónico.

• Por medio de un potencial se puede confinar a una o a varias part́ıculas.

Dos tipos muy importantes de confinamiento son: 1) con paredes impenetra-

bles que restringen al sistema en una región del espacio y 2) confinamiento

19
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por medio de un potencial central, como una trampa armónica o una de

Coulomb.

2. La imposibilidad de distinguir dos part́ıculas idénticas conduce a la simetrización

de la función de onda. La función de onda debe ser simétrica o antisimétrica bajo

el intercambio de coordenadas de dos part́ıculas cualesquiera para garantizar que

el estado no cambie y por lo tanto que éstas sean indistinguibles. Para una

función antisimétrica de part́ıculas con esṕın (llamadas fermiones) es necesario

considerar el principio de exclusión de Pauli.

3. La no-conmutatividad de algunos operadores en sistemas de una o varias part́ıculas.

La no-conmutatividad de los operadores asociados a la posición y al momento

de una part́ıcula es de especial importancia y conduce al principio de indetermi-

nación de Heisenberg y a las relaciones de incertidumbre.

La enumeración por separado de estos tres conceptos no implica que existan de

manera independiente en la naturaleza o que sus relaciones puedan ser despreciadas.

No obstante, esta separación implica una manera de analizar metodológicamente un

problema, es decir proceder anaĺıticamente (análisis en el sentido de separar el todo

en elementos particulares), estudiarlos por separado y luego proceder sintéticamente

(śıntesis en el sentido de poner junto) estudiando sus relaciones. Estos pasos son

elementos comunes de lo que podŕıa llamarse el método cient́ıfico.

Un esquema que da cuenta de estos tres elementos y de sus relaciones es el siguiente:
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(I) Interacciones f́ısicas (II) Indistinguibilidad
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Figura 1.1: Representación esquemática de los tres conceptos de la teoŕıa cuántica cuyas

relaciones serán estudiadas en esta tesis.

1.2 Correlación y localización

Por otro lado, cuando aplicamos la teoŕıa cuántica a los problemas f́ısicos se postula

que toda la información del sistema está contenida en la función de onda. Sin embargo,

la función de onda no tiene una interpretación directa sino que es su norma cuadrada la

que se relaciona con la probabilidad de ocurrencia de un evento (por ejemplo encontrar

una part́ıcula en algún punto del espacio o con un momento determinado, etcétera).

En el análisis aparecen dos caracteŕısticas del sistema (que también son conceptos) con

los que se intenta explicar una multiplicidad de fenómenos f́ısicos:

I. La correlación.

• Correlación entre part́ıculas, o más precisamente entre las variables que las

describen en alguna representación.

• Correlación entre variables que describen a una misma part́ıcula.

II. La localización, o más precisamente la estructura de la distribución que describe

al sistema en alguna representación, por ejemplo la localización en el espacio de
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posición, en el espacio de momento, o en el espacio fase.

Enfocados en el problema de la correlación, se puede estar interesado en estimar:

cómo dos part́ıculas están correlacionadas, cuál es la magnitud de la correlación, cuáles

son los efectos que las correlaciones entre part́ıculas producen en el sistema en su

conjunto, cuáles los que el resto de los componentes del sistema de estudio provocan en

las correlaciones entre ellas (por ejemplo, a menudo hablamos un potencial efectivo),

etcétera.

Enfocados en el problema de la localización podemos estar interesados en los factores

que provocan que la distribución se localice en ciertas regiones del espacio real, o del

espacio fase, o del de momento. Por ejemplo, la existencia de regiones en el espacio

real en donde está localizada la densidad electrónica se vincula con el enlace qúımico,

o con la estructura de capas atómicas.

1.3 Enfoque del estudio

El presente trabajo es un análisis que conjunta los tres conceptos de la teoŕıa cuántica

que mencionamos con la correlación y la localización en sistemas cuánticos, es decir

los potenciales, la indistinguibilidad y la no-conmutatividad. Para realizar este análisis

debemos seleccionar un enfoque. Utilizaremos un enfoque estad́ıstico para abordar los

conceptos de correlación y localización.

La existencia de potenciales, la indistinguibilidad y la no-conmutatividad serán

tratados como factores que influyen en la correlación entre algunas variables relevantes

de los sistemas que trataremos y en la localización de las distribuciones que los de-

scriben.

Las herramientas clásicas de la estad́ıstica son la desviación estándar para estudiar

la localización de una distribución (que se relaciona directamente con conceptos como

incertidumbre, estructura, dispersión) y el coeficiente de correlación para estudiar la

correlación estad́ıstica entre variables en una distribución.
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Además de esas herramientas estudiaremos otras que provienen de la teoŕıa de

la información, en la que la medida de la localización (incertidumbre) es la entroṕıa

de Shannon y la medida de la correlación estad́ıstica es la información mutua. La

correspondencia es:

• Desviación estándar → Entroṕıa de Shannon.

• Coeficiente de correlación → Información mutua.

Dos preguntas que pueden formularse a partir de lo anterios y que atraviesan varios

caṕıtulos del trabajo que ahora se presenta son:

a) ¿Cuáles herramientas son más convenientes para estudiar la incertidumbre cuántica?,

cuya respuesta queda abierta puesto que es una discusión vigente [1].

b) ¿Qué medida de la correlación estad́ıstica es la más adecuada?

En el marco del enfoque estad́ıstico es necesario discutir el concepto de correlación

para clarificar a qué nos referiremos con éste a lo largo de este trabajo.

1.3.1 Correlación estad́ıstica

Si la descripción de un determinado problema requiere de dos (o más) variables, se dice

que, éstas están estad́ısticamente correlacionadas si su función de distribución conjunta

no puede separarse como un producto de funciones de cada una de ellas.

El concepto de correlación estad́ıstica requiere entonces de la existencia de una

función de distribución conjunta que sea no separable. Si la función es separable a las

variables se les llama estad́ısticamente independientes.

En la mecánica cuántica un efecto de los potenciales es provocar que la ecuación de

Schrödinger no pueda separarse y por lo tanto que su solución no sea separable en las

coordenadas originales que describen a las part́ıculas. A menudo ésta puede separarse
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con un cambio de coordenadas pero aún cuando este sea el caso hay restricciones de

indistinguibilidad que deben cumplirse para el intercambio de las variables originales.

Para enfrentar este problema se utiliza la idea de separabilidad como una primera

aproximación su solución. Uno de los tipos de teoŕıas a las que da lugar la idea

de separabilidad son las teoŕıas de campo autoconsistente, en las que se asume que

la ecuación de Schrödinger de N part́ıculas puede separarse en N ecuaciones de una

part́ıcula, cada una de estas con un campo promedio que es producido por el resto.

La teoŕıa de Hartree-Fock es la teoŕıa de campo autoconsistente más conocida en el

contexto de la qúımica cuántica.

Enerǵıa de correlación

Löwdin definió la enerǵıa de correlación como la diferencia entre la enerǵıa del sistema

de Hartree-Fock y la enerǵıa exacta (no relativista) que en la práctica se obtiene por

medio de cálculos más refinados. Esta es posiblemente la definición de enerǵıa de

correlación más utilizada en el contexto de la qúımica cuántica.

La enerǵıa de Hartree-Fock es la enerǵıa de un sistema de campo autoconsistente

que no incluye la interacción instantánea entre las part́ıculas. La diferencia con el

sistema exacto debe ser una medida de la no separabilidad de la función de onda que

es debida a esa interacción instantánea.

Sin embargo, el sistema de Hartree-Fock śı incluye la indistinguibilidad de las

part́ıculas. Una función separable es la solución del sistema de Hartree la cual se

escribe como un producto de funciones de una part́ıcula y no existe correlación es-

tad́ıstica entre ellas. La diferencia entre la solución de Hartree y la de Hartree-Fock es

que la segunda incluye la simetŕıa de la función de onda y por ello es capaz de recuperar

comportamientos que la primera no puede.

La solución de Hartree-Fock no es separable como un producto de funciones de una

part́ıcula lo cual implica que éstas están estad́ısticamente correlacionadas aunque se

encuentren en un campo promedio. La diferencia entre las soluciones de Hartree y de

Hartree-Fock es la correlación que se debe a la indistinguibilidad (primordialmente)
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y la diferencia entre Hartree-Fock y el sistema exacto es la correlación que se debe

principalmente a los potenciales.

Esta es una perspectiva energética para abordar el problema de la correlación. La

enerǵıa de correlación es una cantidad global, es decir, es un número.

Análisis de las densidades

Hemos vinculado el concepto de correlación estad́ıstica con la existencia de una dis-

tribución de probabilidad conjunta. La mecánica cuántica puede ser representada en

los espacios de posición y momento; en cada uno de ellos la norma cuadrada de la

función de onda se interpreta como la densidad de probabilidad de que las part́ıculas

tengan determinadas posiciones o momentos.

De manera complementaria a la perspectiva energética para el estudio de la cor-

relación tenemos la perspectiva que se enfoca en cómo la correlación afecta las diferentes

representaciones del sistema, es decir, cómo se manifiesta en el espacio de posición y

cómo lo hace en el espacio de momento. Aśı, al analizar las densidades podemos

obtener información de la correlación entre las posiciones de un par de part́ıculas o de

la correlación entre sus momentos, misma que no puede extraerse directamente de la

enerǵıa de correlación.

1.3.2 Modelos

Utilizaremos tres modelos para los análisis que se desarrollarán en esta tesis, todos en

una dimensión y con la caracteŕıstica de que todos tienen una solución anaĺıtica en el

espacio de posición.

• Una part́ıcula confinada en una caja sujeta a un potencial efectivo que puede ser

atractivo o repulsivo. Con este modelo podemos establecer contrastes entre una

part́ıcula en una caja y los dos reǵımenes de potencial.

• El oscilador armónico confinado. Con este modelo podemos estudiar por una

parte la influencia de las paredes en un potencial armónico, y por otra la infuencia
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de un potencial armónico en una part́ıcula en una caja. Se trata de un modelo

intermedio entre una part́ıcula en una caja y un oscilador armónico, el cual

permite estudiar las transiciones de las propiedades al transitar de un modelo a

otro.

• El átomo de Moshinsky. Es un sistema de dos part́ıculas interactuando con

un potencial armónico confinadas por una trampa armónica. Con este modelo

podemos estudiar la influencia del potencial de confinamiento, del potencial entre

part́ıculas y los efectos que tiene la simetŕıa en algunas de sus propiedades.

A continuación vamos a plantear el contenido de la investigación utilizando el es-

quema de la Fig. (1.1) para introducir algunas de las preguntas que orientan nuestra

indagación en los modelos de una y dos part́ıculas.

1.4 Efectos del potencial

La esquina (I) del esquema de la Fig. (1.1) podemos dividirla en 1) las interacciones de

confinamiento presentes en los sistemas de una y dos part́ıculas y 2) las interacciones

entre part́ıculas presentes en el átomo de Moshinsky.

Sobre las interacciones de confinamiento en sistemas de una y dos part́ıculas pode-

mos formular las siguientes preguntas:

Una part́ıcula

• ¿Cuál es la influencia de un potencial en la localización de la densidad de una

part́ıcula confinada en una caja en el espacio de posición y en el de momento? Si

la influencia es distinta, ¿cómo podemos explicar las diferencias?

• En lo que se refiere a la naturaleza del potencial ¿Existen diferencias entre un

potencial repulsivo y uno atractivo para una part́ıcula en una caja?
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Dos part́ıculas

• En el átomo de Moshinsky, ¿cómo influye el potencial de confinamiento en la

localización de las densidades de pares en los espacios de posición y momento?

• ¿Cómo influye el potencial de confinamiento en la localización de las densidades

reducidas de una part́ıcula de posición y de momento?

• ¿Cómo influye el potencial de confinamiento en las medidas de correlación en los

espacios de posición y momento?

Sobre las interacciones entre part́ıculas en el átomo de Moshinsky nuestras pregun-

tas son:

• ¿Cómo afectan la magnitud y el régimen (atractivo o repulsivo) del potencial

entre part́ıculas a la localización de las densidades de pares y de las densidades

reducidas de posición y de momento?

• ¿Están las posiciones de las part́ıculas más correlacionadas que sus momentos o

al revés?

• ¿Cómo este orden se ve influido por el potencial entre las part́ıculas? ¿Es posible

controlar el orden usando el potencial?

1.4.1 Indistinguibilidad y potencial

En esta sección plantearemos algunas preguntas relacionadas con la interrelación de

la simetŕıa (esquina II del esquema en la Fig. (1.1)) y el potencial (esquina I) que

abordaremos en el átomo de Moshinsky. Anteriormente hemos estudiado los efectos de

la simetŕıa en sistemas no interactuantes [2, 3] por lo que ahora nos interesa enfocarnos

en los efectos de las interacciones en la simetŕıa de la función de onda y viceversa.

Se ha sugerido que la antisimetŕıa puede interpretarse como una interacción con un

potencial de contacto de magnitud infinita (delta de Dirac) [4, 5], y aunque esto no es
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preciso śı puede usarse como un ejemplo de un potencial que se utiliza para simular el

hueco de Fermi que es un efectos de la antisimetŕıa.

La magnitud del potencial entre part́ıculas puede controlarse experimentalmente

en contraste con la simetŕıa de la función de onda la cual no es posible utilizar como

parámetro. Al respecto podemos decir que variando la magnitud del potencial se

provoca que una distribución de part́ıculas distinguibles tenga caracteŕısticas de una

distribución de part́ıculas indistinguibles [5]. Estos ejemplos se suman a otros que

intentan utilizar la simetŕıa de la función de onda como un recurso [6, 7, 8, 9].

En este sentido, las preguntas que planteamos son:

• ¿Cuáles son la diferencias en los efectos que tiene el potencial (su magnitud y el

régimen de interacción) sobre la localización de densidades que provienen de una

función simétrica y de una función antisimétrica?

• ¿En qué régimen de potencial se encuentra más localizada la función antisimétrica

que la simétrica? ¿Puede controlarse este orden utilizando como variable el po-

tencial entre part́ıculas?

• ¿Cómo afecta la indistinguibilidad a la correlación estad́ıstica entre part́ıculas?

• ¿Cuáles part́ıculas están más correlacionadas: las asociadas con la función anti-

simétrica o las asociadas con la simétrica? ¿Cómo esto depende de los potenciales

del problema?

• ¿Es posible provocar que las part́ıculas que obedecen la función simétrica estén

más correlacionadas que las asociadas con la función antisimétrica utilizando un

potencial entre ellas?

• ¿Cómo se relacionan la interacción y la simetŕıa en la densidad reducida de una

part́ıcula? ¿Existe alguna manera de distinguir la densidad reducida de dos fun-

ciones, una simétrica y un antisimétrica, utilizando el potencial entre part́ıculas?
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1.4.2 No conmutatividad y potencial

A continuación se plantearán las preguntas referentes a la interrelación entre las es-

quinas (III) y (I) del esquema de la Fig. (1.1) que pueden referirse a sistemas de una

part́ıcula bajo la influencia de un potencial de confinamiento (o paredes impenetrables),

o a sistemas de dos part́ıculas donde además del potencial de confinamiento tenemos

el potencial entre part́ıculas.

La función de Wigner [10, 11, 12] es una representación en el espacio fase del

sistema que tiene algunas propiedades importantes que se discutirán más adelante. La

representación en el espacio fase supone de inmediato una discusión de las relaciones de

incertidumbre y por lo tanto de los efectos de la no conmutatividad de los operadores

de posición y momento.

Una part́ıcula

• ¿Cómo influye el potencial en las relaciones de incertidumbre en modelos de una

part́ıcula confinada en una caja?

• ¿Tiene la misma influencia en las relaciones de incertidumbre un potencial repul-

sivo que uno atractivo?

• ¿Cómo influye el potencial (magnitud y régimen) en la localización de las fun-

ciones en el espacio fase?

• ¿Cómo influye el potencial en las regiones negativas y positivas de la función de

Wigner?

Dos part́ıculas

• ¿Cuál es el efecto del potencial de confinamiento en las relaciones de incertidum-

bre en los niveles de una y dos part́ıculas del átomo de Moshinsky?

• ¿Cuál es la influencia del potencial en la correlación entre part́ıculas en el espacio

fase?
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• ¿Cómo influye el potencial (magnitud y régimen) en la localización en el espacio

fase de dos part́ıculas y en la función de Wigner reducida?

• ¿Cómo influyen los potenciales en las regiones negativas y positivas de estas

funciones de Wigner?

1.5 Efectos de la simetŕıa de la función de onda

El estudio de la esquina (II) del esquema de la Fig. (1.1) nos sugiere las siguientes

interrogantes:

• ¿La indistinguibilidad se manifiesta de la misma manera en la correlación entre

las posiciones que entre los momentos?

• ¿Cómo se manifiesta la indistinguibilidad en la localización de las part́ıculas en

el espacio de posición, en el de momento y cuáles son las diferencias?

• Sobre la densidad reducida ¿es posible distinguir la densidad que proviene de una

función antisimétrica de una que proviene de una función simétrica?

1.5.1 Indistinguibilidad y no conmutatividad

Ahora nos referimos a la interrelación entre las esquinas (II) y (III) del esquema de la

Fig. (1.1) a partir de la que podemos plantear estas preguntas:

• ¿Cómo se manifiesta el carácter simétrico o antisimétrico de la función de onda

en las relaciones de incertidumbre?

• ¿Cómo afecta la simetŕıa a la localización de la función de Wigner en el espacio

fase?

• ¿Qué caracteŕısticas tiene la función de Wigner de part́ıculas idénticas?

• ¿De que manera afecta la (anti)simetŕıa a la correlación entre la posición y el

momento?
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1.6 Efectos de la no conmutatividad de los oper-

adores

La no conmutatividad entre operadores provoca la relación de incertidumbre, y cor-

relaciona la de la posición con la del momento porque debe cumplirse una cota. Aśı,

situados en la esquina (III) del esquema de la Fig. (1.1) nos preguntamos:

• ¿Cómo medir la correlación estad́ıstica entre las variables de la posición y del

momento?

Para medir esta correlación posición-momento necesitamos formular el problema

con una función no separable en el espacio fase. Utilizaremos la función de Wigner por

las propiedades que tiene, y sobre todo porque a partir de ella podemos obtener las

marginales correctas de los espacios de posición y de momento.

En esta investigación la correlación posición-momento se estudia relacionada con

la separabilidad de las funciones de Wigner de dos part́ıculas [W (x1, p1, x2, p2)] en las

densidades de pares de los espacios correspondientes; y también como separabilidad de

las funciones de Wigner reducidas [w(x, p) =
∫

dx2 dp2 W (x, p, x2, p2)] en términos de

las densidades reducidas de posición y de momento.

La relación entre la localización de la distribución en el espacio fase cuántico y el

principio de incertidumbre se ha estudiado anteriormente [13, 14, 15, 16, 17].

Gran parte de las preguntas planteadas en esta sección ya fueron formuladas re-

firiéndose a la interrelación de los potenciales y la simetŕıa con la función de Wigner,

por lo que aqúı se anotarán dos cuestiones generales.

• ¿Qué información podemos extraer de las regiones negativas de la función de

Wigner acerca de la localización en el espacio fase y acerca de la correlación

posición-momento?

• ¿Cuál es la relación entre la localización de la función de Wigner y la localización

de una función separable formada por el producto de las densidades de posición

y de momento?
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1.7 Separar las correlaciones

Estudiar cómo la manera en que un tipo de correlación influye a los otros (por ejem-

plo cómo los potenciales influyen a la simetŕıa y a la no conmutatividad) enfrenta el

problema de separar tales correlaciones [18, 19]. Las correlaciones que provienen del

potencial tienen un análogo en la mecánica clásica, no aśı las que provienen de la

no-conmutatividad de los operadores y de la simetŕıa de la función de onda, que son

correlaciones que sólo están presentes en la mecánica cuántica.

En este trabajo se plantea un esquema en el que se pueden separar dos compo-

nentes de las mencionadas correlaciones mediante una manipulación algebraica: las

correlaciones posición-momento y las correlaciones entre part́ıculas (debidas a la indis-

tinguibilidad y al potencial).

A partir de las preguntas anteriores esperamos que el lector pueda encontrar algunos

elementos útiles que ilustren las relaciones entre los tres factores de correlación y de lo-

calización que se estudian. En los modelos analizados estas relaciones pueden abordarse

de manera directa, no obstante aún tenemos en perspectiva hacer una indagación de

ellas en sistemas atómicos y moleculares. Una perspectiva de análisis interesante puede

construirse alrededor de la pregunta: ¿Cómo influye la correlación posición-momento

en la formación del enlace qúımico?

A lo largo del trabajo se hace mención de algunas caracteŕısticas que estos modelos

comparten con sistemas atómicos y de algunas analoǵıas conceptuales que sugieren

perspectivas de estudio.



2. Mecánica cuántica

2.1 Conceptos generales

En la mecánica cuántica la ecuación que describe la dinámica de un sistema de N -

part́ıculas en una dimensión es la Ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo,

−~

i

∂

∂t
Ψ(x1, x2, ..., xN , t) = −

N
∑

i=1

~
2

2mi

∂2

∂x2i
Ψ(x1, x2, ..., xi, ..., xN , t)

+V (x1, x2, ..., xN , t)Ψ(x1, x2, ..., xN , t). (2.1)

Esta ecuación es determinista porque si conocemos la solución en el tiempo t podemos

utilizarla para calcular la solución (el estado en que se encontrará el sistema) en el

tiempo t+∆t.

Si el potencial es independiente del tiempo podemos escribir una solución separable,

Ψ(x1, x2, ..., xN , t) = ψ(x1, x2, ..., xN )f(t) (2.2)

con

f(t) = e−iEt/~

donde E es la enerǵıa del sistema y aparece formalmente como la constante de sepa-

ración de la ecuación diferencial, Ec. (2.1). Podemos escribir la Ecuación de Schrödinger

independiente del tiempo,

−
N
∑

i=1

~
2

2mi

∂2

∂x2i
ψ(x1, x2, ..., xi, ..., xN) +

V (x1, x2, ..., xN)ψ(x1, x2, ..., xN ) = E ψ(x1, x2, ..., xN). (2.3)
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donde
p̂i

2

2mi

= − ~
2

2mi

∂2

∂x2i

es el operador de la enerǵıa cinética de la i-ésima part́ıcula. Es un operador de una

sola variable (monoelectrónico en el caso de electrones). Su forma se debe a que la

representación del operador p̂ en el espacio de posición es

p̂ ≡ −i~ ∂

∂x

este operador es el responsable de los desplazamientos en el espacio real. Mediante

la suma en la Ec. (2.3) sobre todas las part́ıculas obtenemos la enerǵıa cinética del

sistema.

Por otro lado,

V̂ (x1, x2, ..., xN ) = V (x1, x2, ..., xN)

es el operador de enerǵıa potencial. Es un operador de muchos cuerpos. Se puede ver

fácilmente a partir de la forma de la Ec. (2.3) que se debe a este potencial que no se

pueda escribir una solución separable a menos que,

V (x1, x2, ..., xN) =
∑

i

V (xi)

o que V (x1, x2, ..., xN) = cte, donde V = 0 es un caso especial importante. En los casos

mencionados podemos separar el problema,

ψ(x1, x2, ..., xN ) = φ1(x1)φ2(x2)...φN(xN ),

sin embargo, para respetar la indistinguibilidad de las part́ıculas, tenemos que simetrizar

la solución escribiendo una función determinantal de tipo Slater,

|φ1(x1)φ2(x2)...φN(xN )|

o un permanente,

|φ1(x1)φ2(x2)...φN(xN )|+.
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Cabe señalar que la indistinguibilidad es un postulado de la mecánica cuántica no

relativista que implica,

ψ(x1, x2, ..., xi, ..., xj , ..., xN) = ±ψ(x1, x2, ..., xj , ..., xi, ..., xN)

condición que se satisface porque es caracteŕıstica de los determinantes que

|φ1(x1)...φi(xi)...φj(xj)...φN(xN)| = −|φ1(x1)...φi(xj)...φj(xi)...φN (xN)|

y de los permanentes,

|φ1(x1)...φi(xi)...φj(xj)...φN(xN )|+ = |φ1(x1)...φi(xj)...φj(xi)...φN(xN )|+.

Las funciones antisimétricas se caracterizan por tener el hueco de Fermi que en el

caso sin esṕın es la imposibilidad de encontrar dos part́ıculas con las mismas coorde-

nadas espaciales. El hueco de Fermi significa que,

ψ(x1, x2, ..., x, ..., x, ..., xN ) = 0. (2.4)

Por otro lado, cuando el potencial no permite escribir una solución separable, se

sabe que basta con incluir las interacciones por pares para que los sistemas sean bien

descritos energéticamente. Aśı, lo frecuente es considerar que es un operador de dos

cuerpos

V (x1, x2, ..., xN) =
N
∑

i 6=j
V (xi, xj)

Un caso especial pero muy frecuente se da cuando la única variable es la distancia entre

pares de part́ıculas, entonces,

V (x1, x2, ..., xN ) =
N
∑

i 6=j
V (xi − xj),

como el caso de los potenciales coulómbicos en los que hablamos del hueco de Coulomb

para referirnos al hecho de que dos part́ıculas con la misma carga se evitan debido a la

repulsión, la cual aumenta conforme disminuye la distancia entre part́ıculas, llegando

a ser infinita en la singularidad del potencial cuando xi − xj = 0.
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Como se deriva de la discusión anterior, en general, la función de onda no es sep-

arable en un producto de funciones independientes debido al potencial y debido a la

simetrización.

Por otro lado, la norma cuadrada de la función de onda,

|ψ(x1, x2, ..., xi, ..., xj , ..., xN)|2

es la densidad de probabilidad y está relacionada con la probabilidad de encontrar la

part́ıcula 1 en x1 + dx1, simultáneamente con la 2 en x2 + dx2 ... y la N -ésima en

xN + dxN , dicha probabilidad es,

|ψ(x1, x2, ..., xN)|2dx1dx2...dxN .

Sobre esta base pueden definirse diferentes densidades de probabilidad reducida inte-

grando la densidad de probabilidad sobre las part́ıculas convenientes. Si integramos

sobre todas las part́ıculas excepto una tenemos ρ(x),

ρ(x) =

∫

dx2...dxN |ψ(x, x2, ..., xN)|2,

que es la densidad de probabilidad de encontrar una part́ıcula, sin importar cual, en

una región del espacio.

El valor de la función |ψ(x1, x2, ..., xN)|2 con valores de xi’s similares entre śı nos

habla de la probabilidad de encontrar a las part́ıculas concentradas en una región

del espacio, localizadas, lo que puede interpretarse como una condensación. Debido

al hueco de Fermi se espera comportamientos diferentes de las funciones simétricas

respecto de las antisimétricas. Aśı, podŕıa también intentarse una caracterización de

diferentes fases del sistema analizando las probabilidades de encontrar las part́ıculas

en cierta región o deslocalizadas en todo el espacio.

Hemos escrito las ecuaciones en la representación del espacio de posiciones pero

también podemos hacerlo en el espacio de momento, la representación del operador x̂

en ese espacio es

x̂mom ≡ −i~ ∂
∂p
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en tanto que la representación del momento es p̂ ≡ p, y la solución en ese espacio nos

daŕıa la función de onda en el espacio de momento,

Φ(p1, p2, ..., pi, ..., pj, ..., pN)

cuya norma cuadrada es la densidad de probabilidad de momentos y multiplicada por

el elemento de volumen se interpreta como la probabilidad de que la part́ıcula 1 tenga

momento en p1 + dp1, simultáneamente con que el momento de la 2 en p2 + dp2 ... y el

de la N -ésima en pN + dpN ,

|Φ(p1, p2, ..., pN)|2dp1dp2...dpN .

Si la distribución está localizada indicaŕıa que las part́ıculas tienen momento similar.

También la dispersión de las distribuciones y su localización podŕıan hablar de fases

diferentes del sistema. Si pensamos en el valor esperado del momento, 〈p〉, éste puede

ser cero debido a simetŕıas en el sistema1. Aśı, 〈p〉 = 0 no implica que las part́ıculas

estén en reposo. Nos importa este punto porque la medida de la incertidumbre usual, la

desviación estándar, mide la desviación de la distribución respecto del valor esperado2,

y en casos en que no se trata de gaussianas la localización que se mide de esta forma

es aproximada.

Se postula que cada una de las funciones de onda (en posición y en momento) tiene

toda la información del estado del sistema. Ambas funciones de onda, además de ser

soluciones de las ecuaciones de Schrödinger en el espacio respectivo, están relacionadas

por la Transformada de Dirac-Fourier [20, 21],

Φ(p1, ..., pN) =
1√
2π~

∫

dx1...dxN ψ(x1, ..., xN ) e
−i(p1x1+...+pNxN )/~. (2.5)

1En muchos sistemas el valor esperado es cero (〈p̂〉 = 0) debido a que la probabilidad de que la

velocidad sea positiva o negativa es igual para cada punto de x. El momento es una cantidad vectorial

y esto se refleja de esta manera en los escalares.
2La definición es

√

〈p2〉 − 〈p〉2. Más adelante profundizaremos en esto.
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2.2 El Principio de Incertidumbre

La relación en la Ec. (2.5) entre los espacios es consecuencia de que los operadores de

posición y momento no conmutan, su conmutador es

[x̂, p̂x] = x̂p̂x − p̂xx̂ = i~. (2.6)

La no conmutatividad de estos operadores también provoca una relación entre sus incer-

tidumbres, el llamado principio de indeterminación de Heisenberg [22], que usualmente

se escribe como,

∆x∆px ≥
~

2
, (2.7)

con ∆x y ∆px,

∆x =
√

〈x2〉 − 〈x〉2, ∆px =
√

〈p2x〉 − 〈px〉2 (2.8)

las desviaciones estándar de la posición y del momento respectivamente. Puede verse

que la desviación estándar es una medida de la desviación de los valores que la variable

puede asumir de acuerdo a su distribución con respecto a un punto espećıfico de la

misma, es decir, valor esperado de la variable correspondiente, 〈x̂〉 ó 〈p̂x〉.
Siguiendo a Robertson [23], puede escribirse el principio de incertidumbre de la

forma,

∆x∆px ≥
1

2

∣

∣

∣

∣

〈[x̂, p̂x]〉
∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

〈x̂p̂x − p̂xx̂〉
2

∣

∣

∣

∣

=
1

2

∫

dx Ψ∗(x){x̂p̂x − p̂xx̂}Ψ(x) (2.9)

La forma más general de escribir el principio de incertidumbre utilizando las desvia-

ciones estándar es la de Schrödinger [24],

(∆x)2(∆px)
2 ≥

(〈x̂p̂x + p̂xx̂〉
2

− 〈x̂〉〈p̂x〉
)2

+

∣

∣

∣

∣

〈x̂p̂x − p̂xx̂〉
2

∣

∣

∣

∣

2

. (2.10)

El primer término del lado derecho de la desigualdad es la covarianza cuántica

entre x̂ y p̂x, cov(x̂, p̂x), elevada al cuadrado. Destacaremos algunos puntos tomando

en cuenta esta ecuación:
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• La cota es más estricta que la de la Ec. (2.9). Si, cov(x̂, p̂x) = 0, ambas cotas

son iguales.

• El principio de incertidumbre puede relacionarse con la correlación estad́ıstica

existente entre los operadores x̂ y p̂x medida en este caso con cov(x̂, p̂x).

• La correlación entre incertidumbres involucra la correlación entre operadores y

por lo tanto entre las variables que los representan.

• Si Ψ es una función real, cov(x̂, p̂x) = 0 [25], por lo tanto la correlación entre

posición y momento debe estar relacionada con la fase de la función de onda.

• cov(x̂, p̂x) = 0 no implica que no exista correlación entre posición y momento,

simplemente que la covarianza no puede detectarla3.

Los estados que cumplen con la cota inferior del Principio de Incertidumbre son lla-

mados “estados de mı́nima incertidumbre” o coherentes, este es el caso de las funciones

gaussianas, soluciones del estado basal del oscilador armónico.

Si quisiéramos estudiar el principio de incertidumbre en distribuciones de dos part́ıculas

debeŕıamos introducir una desviación estándar multidimensional, para lo cual se puede

utilizar la matriz de covarianzas, pero su interpretación no es tan clara como en el caso

unidimensional, es decir, no es una simple generalización. En nuestra investigación no

hemos encontrado una discusión del principio de incertidumbre de Heisenberg de dos

part́ıculas.

En contraste, en la teoŕıa de la información existe una definición de un principio de

incertidumbre para dos part́ıculas, que es una generalización f́ısicamente transparente

del de una part́ıcula.

3La covarianza es capaz de detectar solamente correlaciones lineales.
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2.3 El átomo de Moshinsky

El átomo de Moshinsky es un modelo de dos part́ıculas interactuando a través de

un potencial armónico y que se encuentran atrapadas en una trampa armónica [26,

27]. Puede interpretarse como modelando un átomo de Helio, con los potenciales de

Coulomb sustituidos por potenciales armónicos, por esta analoǵıa es que se suele llamar

“átomo” al modelo de Moshinsky. La versión unidimensional [28] del Hamiltoniano del

sistema es,

Ĥ =
p̂21
2m

+
p̂22
2m

+
1

2
ω2mx̂21 +

1

2
ω2mx̂22 ±

1

2
λ2m(x̂1 − x̂2)

2 (2.11)

Los sub́ındices etiquetan a las part́ıculas, ω es la frecuencia de la trampa armónica,

m es la masa de los osciladores (que tomaremos m = 1) y λ es la frecuencia de la

interacción armónica entre las part́ıculas. El signo (+) se corresponde con un potencial

atractivo, y (−) corresponde a un potencial repulsivo. Este Hamiltoniano puede resol-

verse anaĺıticamente si se escribe en términos de las coordenadas del centro de masa y

de las relativas que respectivamente se definen por,

R̂ =
x̂1 + x̂2√

2
, r̂ =

x̂1 − x̂2√
2

(2.12)

y los momentos correspondientes,

P̂ =
p̂1 + p̂2√

2
, p̂ =

p̂1 − p̂2√
2

, (2.13)

donde (con ~ = 1)

Ĥ = ĤR + Ĥr =
1

2

(

P̂ 2 + ω2R̂2

)

+
1

2

(

p̂2 + Λ2r̂2
)

. (2.14)

El nuevo potencial asociado con las coordenadas relativas es

Λ =
√
ω2 ± 2λ2 = ω

√

1± 2
λ2

ω2
(2.15)

con la misma interpretación de los signos que se presentó antes. Puede verse que

ω → ∞ es el caso ĺımite no interactuante. Para un potencial atractivo, ω ∈ (0,∞), y
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para un potencial repulsivo, ω ∈ (
√
2λ,∞), para que Λ sea real. ω → 0 y ω →

√
2λ

son los casos ĺımites de part́ıculas interactuantes sin confinamiento en una trampa en

los reǵımenes atractivo y repulsivo, respectivamente.

La enerǵıa de los estados está dada por,

EnR,nr
(ω, λ) = ω(nR +

1

2
) +

√
ω2 ± 2λ2(nr +

1

2
). (2.16)

Las soluciones en el espacio de posición son [29],

ψnR
(R) =

(

ω1/2

2nR nR! π1/2

)1/2

e−ωR
2/2 HnR

(
√
ωR) (2.17)

y

ψnr
(r) =

(

Λ1/2

2nr nr! π1/2

)1/2

e−Λr2/2 Hnr
(
√
Λr). (2.18)

Por lo tanto,

Ψ(x1, x2) = ψnR
(R)ψnr

(r). (2.19)

Por otra parte, si escribimos el Hamiltoniano en la representación de momento con-

seguimos las soluciones,

φnR
(P ) =

(

1

2nR nR! ω1/2 π1/2

)1/2

e−P
2/2ω HnR

(P/
√
ω) (2.20)

y

φnr
(p) =

(

1

2nr nr! Λ1/2 π1/2

)1/2

e−p
2/2Λ Hnr

(p/
√
Λ). (2.21)

Entonces,

Φ(p1, p2) = φnR
(P )φnr

(p). (2.22)

Las etiquetas nR y nr corresponden a los números cuánticos asociados con el centro

de masa y las coordenadas relativas respectivamente, y Hn(x) son los polinomios de

Hermite de n−ésimo orden. Las soluciones no son separables en términos de x1 y x2 ó

p1 y p2, por lo que existe correlación estad́ıstica entre las variables originales.

La noción de entrelazado depende de las coordenadas en que se trata y resuelve el

sistema. Por ejemplo, en este caso existe entrelazado entre las variables originales pero

no en las coordenadas del centro de masa y las coordenadas relativas.
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El átomo de Moshinsky se ha estudiado extensamente en muchos contextos, tales

como la teoŕıa de la información [30, 31, 32, 33, 34], correlaciones cuánticas y entre-

lazado [34, 29, 35, 36, 37, 38, 39], espacio fase de Wigner [38, 39, 40, 28, 41], matrices

de la densidad y teoŕıa de funcionales de la densidad [28, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47,

48, 49, 50], funciones de distribución de pares [32, 51, 52, 53], enerǵıa de correlación

[30, 38, 54, 55, 56] y otros contextos [57, 58, 59]. Para enfatizar la importancia del mod-

elo señalamos que puede reproducir comportamientos generales de sistemas atómicos

realistas [37].

2.4 Una variación en el modelo

En el átomo de Moshinsky tenemos un régimen de interacción atractivo y otro repulsivo

según el signo del potencial, λ. Para ambos el ĺımite no interactuante es el mismo,

ω → ∞, pero el ĺımite de no confinamiento es distinto.

Tenemos interés en estudiar cambios en las propiedades cuando pasamos del régimen

atractivo al repulsivo por lo que debemos formular el Hamiltoniano de manera tal que

permita ir de un régimen a otro de manera continua. Para ello definimos un parámetro

que controle la interacción entre part́ıculas como κ = λ/ω, y tenemos (con m = 1 y

~ = 1),

Ĥ =
1

2
p̂21 +

1

2
p̂22 +

1

2
ω2x̂21 +

1

2
ω2x̂22 +

1

2
ω2κ(x̂1 − x̂2)

2. (2.23)

Hemos escrito el potencial entre part́ıculas en las unidades del potencial de confi-

namiento, ω. Expresando el Hamiltoniano en términos de las coordenadas del centro

de masa y relativas: Ĥ = Ĥcm + Ĥrel

Ĥcm =
P̂ 2

2
+

1

2
ω2R̂2 , Ĥrel =

p̂2

2
+

1

2
Λ2r̂2 (2.24)

donde resulta el potencial asociado a las coordenadas relativas,

Λ = ω
√
2κ+ 1
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κ es el parámetro que controla la intensidad de la interacción entre las part́ıculas,

−1

2
< κ <∞

para que Λ permanezca real. La interacción es repulsiva para κ < 0 y es atractiva

para κ > 0, κ = 0 es el caso de no interacción. Podemos entonces ir de un régimen de

interacción al otro de manera continua.

A lo largo de este trabajo estudiaremos la interacción entre part́ıculas valiéndonos

de κ o de λ dependiendo del tipo de efectos a analizar.



3. Función de Wigner

3.1 La representación de Dirac

Podemos escribir las ecuaciones de la mecánica cuántica en la representación de Dirac,

lo cual es más general que escribirlas en la representación de posición o de momento.

En esta representación la ecuación de Schrödinger se lee

i~
∂

∂t
|ψ(t)〉 = Ĥ|ψ(t)〉 (3.1)

donde el śımbolo |ψ〉 representa el vector de estado que simboliza un estado cuántico

y es llamado un ket. Las funciones de onda de posición y momento, respectivamente,

se escriben es esta representación como,

ψ(x, t) = 〈x|ψ(t)〉, φ(p, t) = 〈p|φ(t)〉. (3.2)

Para representar el estado los kets deben estar normalizados,

〈ψ|ψ〉 = 1 (3.3)

donde 〈ψ| es llamado un bra y se encuentra en correspondencia uno a uno con el ket,

cumpliendo 〈ψ| = |ψ〉∗ y el producto escalar tiene usualmente la propiedad,

〈φ|ψ〉 = 〈ψ|φ〉∗ (3.4)

la cantidad 〈φ|ψ〉 es la amplitud de probabilidad de observar al sistema en el estado

|φ〉, dado que sabemos que se encuentra en el estado |ψ〉.
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El espacio vectorial al cual pertenecen los vectores |ψ〉 es conocido como el espacio

de Dirac-Hilbert. En este espacio podemos elegir bases continuas, discretas, o una

combinación para representar el vector de estado. Podemos elegir bases ortonormales,

en el caso de bases discretas esta condición significa que,

〈ψi|ψj〉 = δij (3.5)

y en el caso continuo,

〈α|α′〉 = δ(α− α′) (3.6)

donde δ es la delta de Dirac, y α podŕıa representar la posición (x) o el momento (p).

Un operador Â es representado en la notación de Dirac por una matriz, 〈ψi|Â|ψj〉
en el caso discreto y 〈α|Â|α′〉 en el continuo.

Se dice la elección de la base en el espacio de Dirac-Hilbert define una representación.

La base de vectores |x〉 define la representación de posición, |p〉 la representación de

momento, etcétera.

3.2 El operador de la densidad

En lugar de representar un estado mecano-cuántico por medio de un vector de estado

normalizado, |ψ〉1, podemos representarlo por medio del operador,

ρ̂ = |ψ〉〈ψ| (3.7)

cuyo valor esperado es,

〈ρ̂〉 = 〈ψ|ψ〉〈ψ|ψ〉 = 1. (3.8)

El operador de la densidad permite calcular los valores esperados de los operadores

mediante la ecuación,

〈Â〉 = Tr(ρ̂Â) = Tr(Âρ̂), (3.9)

y la diagonal de este operador en las representaciones correspondientes produce las

densidades de probabilidad, en el espacio de posición,

1Que escribimos independiente del tiempo.
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〈x|ρ̂|x〉 = 〈x|ψ〉〈ψ|x〉 = ψ(x)ψ(x)∗ = ρ(x) (3.10)

y en el de momento,

〈p|ρ̂|p〉 = 〈p|ψ〉〈ψ|p〉 = ψ(p)ψ(p)∗ = π(p). (3.11)

que hemos escrito para una part́ıcula en 1D pero puede generalizarse al caso de varias

part́ıculas y/o varias dimensiones.

El operador de la densidad mecano-cuántico guarda una analoǵıa con la densidad

clásica en espacio fase, en el sentido de que pueden usarse de manera muy similar.

También, el operador de la densidad podemos representarlo en el espacio fase, si es-

cribimos,

W (x, p) =
1

π~

∫

dy 〈x+ y|ψ〉〈ψ|x− y〉e−2ipy/~ (3.12)

o

W (x, p) =
1

π~

∫

dy ψ(x− y)∗ψ(x+ y)e−2ipy/~ (3.13)

W (x, p) es la función de Wigner, introducida en 1932 por E. P. Wigner [10]. Todas las

integrales en este caṕıtulo se realizan en el intervalo (−∞,∞), a menos que se indique

otra cosa. Una forma equivalente en términos de la función de onda en el espacio de

momentos es,

W (x, p) =
1

π~

∫

du φ(p− u)∗φ(p+ u)e2ixu/~ (3.14)

La función de Wigner es entonces una representación del operador de la densidad

y puede utilizarse formalmente como una densidad de probabilidad con la que pueden

calcularse valores esperados de una forma totalmente análoga a la mecánica clásica,

〈A(x̂, p̂)〉 =
∫

dxdp a(x, p)W (x, p) (3.15)

donde a(x, p) se obtiene sustituyendo los operadores por variables en A(x̂, p̂).
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3.3 Propiedades de la función de Wigner

Las propiedades más notables de la función de Wigner son que sus marginales son las

densidades de posición y momento que se obtendŕıan en el formalismo de Schrödinger,

y por lo tanto la función está normalizada. Para derivar estas propiedades seguiremos

el tratamiento que realiza Dahl [60].

Sea ψ(x) la función de onda normalizada de un estado cuántico en el espacio de

posición y φ(p) la función de onda en el espacio de momento. Como se ha anotado

en el caṕıtulo anterior, ambas funciones se encuentran conectadas por medio de la

transformada de Dirac-Fourier,

ψ(x) =
1√
2π~

∫

dp φ(p)eipx/~ (3.16)

φ(p) =
1√
2π~

∫

dx ψ(x)e−ipx/~. (3.17)

Las cantidades

ψi(x)
∗ψj(x) (3.18)

y

φi(p)
∗φj(p) (3.19)

representan densidades de probabilidad en los espacios de posición y momento, respec-

tivamente, cuando i y j refieren al mismo estado (i = j) y densidades de transición

cuando i y j refieren a estados diferentes (i 6= j). Sustituyendo la Ec. (3.16) en la Ec.

(3.18) para ψj(x) y la Ec. (3.17) en la Ec. (3.19) para φi(p)
∗, obtenemos,

ψi(x)
∗ψj(x) =

1√
2π~

∫

dp ψi(x)
∗φj(p)e

ipx/~ (3.20)

y

φi(p)
∗φj(p) =

1√
2π~

∫

dx ψi(x)
∗φj(p)e

ipx/~ (3.21)

Estas expresiones muestran que la distribución en espacio fase

f 0
ij(x, p) =

1√
2π~

ψi(x)
∗φj(p)e

ipx/~ (3.22)
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tiene las funciones ψi(x)
∗ψj(x) y φi(p)

∗φj(p) como densidades marginales. Por lo tanto

podemos considerar a f 0
ij formalmente como una densidad en espacio fase.

Sustituyendo la Ec. (3.17) por φj(p) en la Ec. (3.22), obtenemos la expresión,

f 0
ij(x, p) =

1

2π~

∫

dx′ ψi(x)
∗ψj(x

′)eip(x−x
′)/~. (3.23)

Alternativamente, podemos definir x′ en términos de x valiéndonos de otra variable,

y. Aśı, haciendo el cambio de variable x′ = x + 2y, tenemos dx′ = 2dy, la integral es

sobre y porque x es una constante en la integral de la Ec. (3.23)2,

f 0
ij(x, p) =

1

π~

∫

dy ψi(x)
∗ψj(x+ 2y)e−2ipy/~ (3.24)

pero f 0
ij(x, p) es una función compleja aún para i = j. Una función está evaluada en x

y la otra en una distancia a 2y de ésta.

Podemos cambiar los argumentos de las funciones manteniendo que la distancia que

separa una función de la otra es 2y, mediante la sustitución (x → x−y). Cambiamos

aśı la fase en la integral y conseguimos la función,

fWij (x, p) =
1

π~

∫

dy ψi(x− y)∗ψj(x+ y)e−2ipy/~ = W (x, p) (3.25)

que tiene las mismas marginales que f 0
ij(x, p) y es real para i = j, esta es la función de

Wigner.

Vamos a discutir brevemente por qué la función de Wigner es real. Primero divi-

damos la integral en la Ec. (3.25) alrededor de cero,

W (x, p) =
1

π~

∫ 0

−∞
dy ψi(x− y)∗ψj(x+ y)e−2ipy/~

+
1

π~

∫ ∞

0

dy ψi(x− y)∗ψj(x+ y)e−2ipy/~. (3.26)

La variable de integración es muda, por tanto en la primera integral podemos susti-

tuir, y → −y, obtenemos,

W (x, p) = − 1

π~

∫ 0

∞
dy ψi(x+ y)∗ψj(x− y)e2ipy/~

+
1

π~

∫ ∞

0

dy ψi(x− y)∗ψj(x+ y)e−2ipy/~. (3.27)

2Podemos utilizar x+ y, en lugar de x+ 2y.
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En esa misma integral invertimos los ĺımites de integración,

W (x, p) =
1

π~

∫ ∞

0

dy ψi(x+ y)∗ψj(x− y)e2ipy/~

+
1

π~

∫ ∞

0

dy ψi(x− y)∗ψj(x+ y)e−2ipy/~. (3.28)

Ahora, notemos que los ĺımites de integración son los mismos por lo que podemos

sumar los integrandos. El integrando de la primera integral es el complejo conjugado

del integrando en la segunda integral. La suma de un número complejo y su complejo

conjugado es real,

a+ a∗ = (x+ iy) + (x− iy) = 2x.

por lo tanto la función definida en la Ec. (3.25) es real.

Ahora nos referiremos a la negatividad de la función de Wigner. Podemos escribir

el traslape de dos funciones de Wigner correspondientes a los estados ψ(x) y ξ(x),

∣

∣

∣

∣

∫

dx ψ∗(x)ξ(x)

∣

∣

∣

∣

2

= (2π~)

∫

dxdp Wψ(x, p)Wξ(x, p). (3.29)

Si ψ(x) = ξ(x),

∫

dxdp W (x, p)2 =
1

2π~
(3.30)

lo que excluye distribuciones muy localizadas del tipo [11],

Pψ(x, p) = δ(x− x′)δ(p− p′)

donde δ es la función delta de Dirac.

Si ψ(x) y ξ(x) son ortogonales,

∫

dxdp Wψ(x, p)Wξ(x, p) = 0 (3.31)

que implica que la función de Wigner no es positivo-definida, de hecho sólo es positiva

en todo el espacio para funciones gaussianas [11, 12] como el estado basal del oscilador

armónico. Ambos resultados para el traslape de la función de Wigner son consecuencia
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de que debe respetar el principio de incertidumbre. Debido a la negatividad a la función

de Wigner se le llama una densidad de “cuasiprobabilidad” o una “cuasidensidad”.

Además, los valores de la función de Wigner de un estado puro se encuentran

acotados [12],

− 1

π~
≤W (x, p) ≤ 1

π~
(3.32)

En unidades atómicas (~ = 1) la cota es, 1/π ≈ 0.318. Esta es una consecuencia

también del principio de incertidumbre pues prohibe funciones de Wigner muy local-

izadas. Queda manifiesta una relación entre localización en el espacio fase y el principio

de incertidumbre que ha sido explorada en la literatura [16, 17, 13, 14, 15, 61, 62, 63, 64].

Cabe señalar que la función de Wigner puede ser reconstruida a partir de datos exper-

imentales [65, 66].

La función de Wigner se utiliza en muchos campos de la f́ısica, particularmente en

óptica. Sin embargo, el interés en la función de Wigner para estudiar sistemas atómicos

[67, 68, 69, 70, 71] y moleculares [72, 73] ha aumentado en los últimos años.

Especialmente nos interesa mencionar que ha encontrado aplicación en la Teoŕıa

de Funcionales de la Densidad, donde existe una dificultad en la evaluación de las

cantidades relacionadas naturalmente con el espacio de momento, tales como la enerǵıa

cinética, debido a que dependen en los elementos no diagonales de la matriz de la

densidad. Considerando la función de Wigner y no suprimiendo la dependencia en los

momentos se esperaŕıa nuevas v́ıas para el diseño y cálculo de funcionales de la densidad

que son dif́ıciles de aproximar con la densidad en el espacio de posición [28, 41, 50].



4. Teoŕıa de la Información

La Teoŕıa de la Información se establece sobre la base de una serie de axiomas que

debe cumplir una medida cuantitativa de la información: la entroṕıa de Shannon;

actualmente se le reconoce como una parte de la teoŕıa estad́ıstica, por lo que sus

aplicaciones no están limitadas a los casos en los que la información en su sentido co-

municativo es importante. En el marco de la teoŕıa pueden definirse una medida de

la incertidumbre en una distribución (la entroṕıa de Shannon) y una medida de cor-

relación estad́ıstica entre variables (la información mutua), las cuales son alternativas

a la desviación estándar y al coeficiente de correlación respectivamente. Los conceptos

de localización y de correlación son importantes en muchas disciplinas cient́ıficas.

El trabajo de Shannon de 1948, “A mathematical theory of communication” [74],

aborda el problema de la información en su sentido comunicativo, lo cual dirigió, casi

exclusivamente, la teoŕıa por algunos años. Medir la información es también medir la

incertidumbre y ésta no es propia de los problemas comunicacionales sino de cualquier

problema estad́ıstico. Sus aplicaciones son extensas en los procesos de transmisión de

información, porque ofrece una medida cuantitativa de la información y también es una

medida del ruido, del ancho del canal de transmisión, etcétera. Además, la teoŕıa de la

información provee de métodos por los cuales puede tratarse el ruido y otros problemas

en ese campo.

Como parte de la teoŕıa estad́ıstica, sus aplicaciones se extienden a todas las ra-

mas de la ciencia donde el análisis estad́ıstico es importante. La mecánica cuántica

es una teoŕıa estad́ıstica que nos permite calcular densidades de probabilidad (y prob-

abilidades) de eventos por lo que muchos de sus resultados son susceptibles de ser
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analizados por medio de la teoŕıa de la información.

Por otro lado, de la interacción entre la teoŕıa de la información y la mecánica

cuántica surge un nuevo campo de la ciencia, la Teoŕıa de la Información Cuántica, que

estudia el procesamiento y los mecanismos de la información en sistemas que obedecen

la mecánica cuántica [75]; la posibilidad del cómputo cuántico es uno de los resultados

más conocidos.

4.1 La entroṕıa de Shannon

Vamos a introducir la entroṕıa de Shannon y a elaborar argumentos que sirvan para

establecer su pertinencia, seguiremos el libro de Khinchin [76], cuyo trabajo fue funda-

mental para darle a la teoŕıa de la información el estatus de teoŕıa estad́ıstica.

Sea A1, A2, ..., An un sistema completo de eventos, 1 y sean p1, p2, ..., pn las proba-

bilidades asociadas a cada uno de los eventos (
∑n

i=1 pi = 1). Diremos que tenemos un

esquema finito:

A =

(

A1 A2 ... An

p1 p2 ... pn

)

.

Naturalmente, cada esquema finito describe un estado de incertidumbre. Representa

un experimento en que sólo conocemos las probabilidades asociadas a cada uno de

los eventos posibles. Diferentes esquemas finitos se asocian con diferentes estados de

incertidumbre, por ejemplo si comparamos los dos esquemas:

(

A1 A2

0.5 0.5

)

,

(

A1 A2

0.99 0.01

)

resulta evidente que el primero representa un estado de incertidumbre mayor que el

segundo. En el segundo esquema, el resultado del experimento será “casi seguramente”

A1, en tanto que seŕıamos cuidadosos con predecir el resultado del primer experimento

si tuviésemos que apostar. El esquema,

1Es decir, un conjunto de eventos tales que uno y sólo uno de ellos ocurre a la vez.
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(

A1 A2

0.4 0.6

)

representa un estado de incertidumbre intermedio entre los anteriores. Estamos intere-

sados en establecer una medida cuantitativa de la incertidumbre en un esquema finito.

Introduciremos la cantidad

H(p1, p2, ..., pn) = −
n

∑

k=1

pk log pk (4.1)

conocida como la entroṕıa de Shannon y veremos que debido a sus propiedades puede

servir como una medida de la incertidumbre en el esquema finito. Los logaritmos se

toman en una base arbitaria, si la base del logaritmo es 2, las unidades en que se mide

son bits (contracción de “binary units”) y si se utiliza el logaritmo natural, las unidades

son nats (“natural units”), que son las que se utilizarán en este trabajo.

En este punto, hacemos notar que limpk→0 pk log pk = 0.

H(p1, p2, ..., pn) = 0 si uno y sólo uno de los números p1, p2, ..., pn es uno y todos

los demás son cero (debido a que
∑n

i=1 pi = 1). Este es el caso en que el resultado de

un experimento puede predecirse con certidumbre, es decir que no hay incertidumbre.

En todos los demás casos la entroṕıa es positiva2.

Para un n fijo el esquema de mayor incertidumbre es aquel en que todos los resul-

tados tienen la misma probabilidad, es decir, pk = 1/n con (k = 1, 2, ..., n), y de hecho

la entroṕıa asume su máximo valor en esta situación.

Ahora supongamos que tenemos dos esquemas finitos que son mutuamente inde-

pendientes,

A =

(

A1 A2 ... An

p1 p2 ... pn

)

B =

(

B1 B2 ... Bm

q1 q2 ... qm

)

es decir, la probabilidad πkl de la ocurrencia conjunta de los eventos Ak y Bl es pkql.

Entonces el conjunto de eventos AkBl (1 ≤ k ≤ n, 1 ≤ l ≤ m) con probabilidades πkl

2Porque, log(x) < 0, si x < 1.
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representa otro esquema finito que llamaremos el producto de los esquemas A y B y

denotaremos por AB. Si H(A), H(B) y H(AB) son las entroṕıas de los esquemas A,

B y AB, entonces,

H(AB) = H(A) +H(B)

Llevar a cabo el experimento del esquema AB es equivalente a llevar a cabo los exper-

imentos de los esquemas A y B, y si son equivalentes, esperamos que la información

que nos provee AB sea equivalente a la suma de la información que nos proveen A y

B.

Si los esquemas son mutuamente dependientes denotamos por qkl la probabilidad

(condicional) de que el evento Bl del esquema B ocurra dado que ha ocurrido el evento

Ak del esquema A, de manera que

πkl = pkqkl (1 ≤ k ≤ n, 1 ≤ l ≤ m)

Entonces

−H(AB) =
∑

k

∑

l

pkqkl(log pk + log qkl) =
∑

k

∑

l

qklpk log pk +
∑

k

pk
∑

l

qkl log qkl

∑

l qkl = 1 para cualquier k, y la suma −∑

l qkl log qkl puede considerarse como la

entroṕıa condicional Hk(B) del esquema B calculada sobre la suposición de que el

evento Ak del esquema A ocurrió. Entonces,

H(AB) = H(A) +
∑

k

pkHk(B)

La entroṕıa condicional Hk(B) es una variable aleatoria del esquema A por lo que su

valor queda totalmente determinado por el conocimiento del evento Ak del esquema

A que efectivamente ocurre. Por lo tanto, el último término del lado derecho de la

ecuación es el valor esperado de la cantidad H(B) en el esquema A que designaremos

como HA(B). Aśı, en el caso más general,

H(AB) = H(A) +HA(B)
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En todos los casos

HA(B) ≤ H(B).

Lo que puede probarse por las propiedades que tiene cualquier función convexa. La in-

terpretación de esta desigualdad es: La cantidad de información dada por la realización

de un esquema B sólo puede decrecer si un esquema A se ha realizado antes3.

Agregaremos una nueva propiedad relacionada con incorporar un evento imposible

(o cualquier número de ellos) a un esquema finito. Los esquemas,

(

A1 A2 ... An

p1 p2 ... pn

)

y

(

A1 A2 ... An An+1

p1 p2 ... pn 0

)

no son esencialmente diferentes, por lo que debe ocurrir,

H(p1, p2, ..., pn, 0) = H(p1, p2, ..., pn).

En la siguiente sección listaremos las propiedades que hemos introducido para la

entroṕıa, estas propiedades son adecuadas para una medida de la información y por lo

tanto de la incertidumbre de una distribución de probabilidades.

4.2 Propiedades de la entroṕıa de Shannon

• P1. Si tenemos certeza de un resultado (pi = 1, pj 6=i = 0), su realización no nos

brinda información, y esta debe ser cero H(p1, p2, ..., pn) = 0.

• P2. Si dos eventos, A y B, son independientes la información que aporta realizar

el evento que se compone del producto de ambos, AB, debe ser igual a la que

aporta la suma de los eventos individuales, H(AB) = H(A) + H(B). Esta

propiedad se conoce como extensividad de la entroṕıa.

3Si los esquemas son independientes, resulta evidente que el conocimiento de A no afecta el

conocimiento de B, por lo tanto este enunciado se funda en la posibilidad de correlaciones entre

los eventos de los esquemas A y B. Este punto lo retomaremos más adelante.
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• P3. H(p1, p2, ..., pn) tiene su mayor valor cuando todos los eventos son equiprob-

ables pk = 1/n con (k = 1, 2, ..., n), con
∑n

k=1 pk = 1.

• P4. En general, H(AB) = H(A) +HA(B).

• P5. H(p1, p2, ..., pn, 0) = H(p1, p2, ..., pn).

• P6. H(p1, p2, ..., pn) es continua en todos sus argumentos.

Ahora mostraremos que la forma funcional de la entroṕıa de Shannon es la única

que cumple simultáneamente con estas propiedades.

4.3 Teorema de unicidad

Demostrar que la forma funcional de la entroṕıa de Shannon es la única posible es

probar el siguiente teorema de unicidad [76, 77].

Teorema

Sea H(p1, p2, ..., pn)
4 una función definida para cualquier entero n y para todos los

valores p1, p2, ...pn tal que pk ≥ 0 (k = 1, 2, ..., n),
∑n

k=1 pk = 1. pi es la probabilidad

de ocurrencia del evento Xi perteneciente al esquema X . Si esta función tiene las

propiedades P3, P4, P5 y P6, entonces:

H(p1, p2, ..., pn) = −λ
n

∑

k=1

pk log pk

donde λ es una constante positiva.

Prueba [76, 77].

Definamos primero A(n) = H( 1
n
, 1
n
, ..., 1

n
). Dividiremos la prueba en tres partes:

(a)

Mostraremos primero que A(n) = λ log(n), aśı, estableciendo el teorema en el caso

en que la variable X está uniformemente distribuida. Por P5 y P3 tenemos,

A(n) = H(
1

n
,
1

n
, ...,

1

n
, 0) ≤ A(n+ 1) (4.2)

4Indistintamente, utilizaremos la notación H(X) ≡ H(p1, p2, ..., pn).
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Por lo tanto A es una función no decreciente de n.

Ahora permitamos que X1, X2, ..., Xm sea una variable aleatoria independiente e

idénticamente distribuida, cada una con r valores en su rango, de manera que H(Xj) =

A(r), 1 ≤ j ≤ m, entonces debido a P4, tenemos

H(X1, X2) = H(X1) +H(X2) = 2A(r) (4.3)

por inducción tenemos,

H(X1, X2, ..., Xm) = mA(r) (4.4)

Sin embargo, el vector X = (X1, X2, ..., Xm) tiene r
m resultados igualmente probables,

por lo tanto,

H(X1, X2, ..., Xm) = A(rm) (4.5)

Entonces,

A(rm) = mA(r) (4.6)

Si utilizamos n variables independientes idénticamente distribuidas cada una de

rango s, debe cumplirse entonces,

A(sn) = nA(s) (4.7)

Ahora elijamos r, s, n arbitrariamente y fijemos el valor de m según,

rm ≤ sn ≤ rm+1 (4.8)

Utilicemos el hecho de que A es una función no decreciente para obtener,

A(rm) ≤ A(sn) ≤ A(rm+1) (4.9)

por lo tanto,

mA(r) ≤ nA(s) ≤ (m+ 1)A(r) (4.10)

esto es
m

n
≤ A(s)

A(r)
≤ m

n
+

1

n
(4.11)
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y por lo tanto,
∣

∣

∣

∣

A(s)

A(r)
− m

n

∣

∣

∣

∣

≤ 1

n
(4.12)

Si tomamos el logaritmo de las cantidades en la desgiualdad (4.9) tenemos,

m log(r) ≤ n log(s) ≤ (m+ 1) log(r) (4.13)

por un argumento similar al de arriba, tenemos,
∣

∣

∣

∣

log(s)

log(r)
− m

n

∣

∣

∣

∣

≤ 1

n
(4.14)

Ahora, utilizando la desigualdad del triángulo de dos números reales a y b, |a + b| ≤
|a|+ |b|, obtenemos,

∣

∣

∣

∣

A(s)

A(r)
− log(s)

log(r)

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

(

A(s)

A(r)
− m

n

)

+

(

m

n
− log(s)

log(r)

)
∣

∣

∣

∣

≤
∣

∣

∣

∣

A(s)

A(r)
− m

n

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

m

n
− log(s)

log(r)

∣

∣

∣

∣

(4.15)

≤ 2

n
debido a (4.12) y (4.14)

y como podemos hacer n arbitrariamente grande,

A(s)

A(r)
=

log(s)

log(r)
(4.16)

de donde podemos deducir que A(s) = λ log(s). El hecho de que A(s) es una función

no decreciente, lo cual se ha mostrado antes, conduce a que λ ≥ 0.

Con este resultado completamos la parte (a) de la prueba.

(b)

Probaremos ahora el teorema en el caso en que cada pj es un número racional,

entonces puede escribirse,

pj =
mj

m
, donde

n
∑

j=1

mj = m (4.17)

Ahora introducimos una nueva variable aleatoria Y que tiene m valores y que di-

vidiremos en n grupos como sigue,

y11, y12, ...y1m1 , y21, y22, ...y2m2 , ..., yn1, yn2, ...ynmn
(4.18)
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La razón de que agrupemos de esta manera es que queremos que Y dependa de X ,

lo que se logra definiendo las probabilidades condicionales (donde condicionamos sobre

el evento X = xr)

Pr(Y = yrk) =
1

mr
para 1 ≤ k ≤ mr (4.19)

Pr(Y = yrk) = 0 para 1 ≤ k ≤ ms, s 6= r (4.20)

para 1 ≤ r ≤ n.

Obtenemos aśı Hr(Y ) = λ log(mr) debido a la parte (a) de la prueba y por lo tanto,

HX(Y ) =
n

∑

r=1

prHr(Y ) = λ
n

∑

r=1

mr

m
log(mr). (4.21)

Por otro lado tenemos las probabilidades conjuntas

P ((X = xr) ∩ (Y = ysk)) = prPr(Y = ysk) = 0 cuando s 6= r

=
mr

m
× 1

mr
=

1

m
para cada 1 ≤ k ≤ mr

Entonces, otra vez debido a (a) y a P5 podemos deducir que

H(X, Y ) = λ log(m) (4.22)

Ahora, debido a P4, encontramos,

H(X) = H(X, Y )−HX(Y )

= λ log(m)− λ
n

∑

r=1

mr

m
log(mr) (4.23)

= −λ
n

∑

r=1

mr

m
log

(

mr

m

)

, como queŕıamos

donde hemos usado el hecho que
∑n

r=1
mr

m
= 1.

Con esto completamos la prueba de (b).

(c)

Ahora permitamos que las probabilidades sean números reales arbitrarios, de man-

era que cada pj puede aproximarse por una secuencia de racionales p
(N)
j , donde cada
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p
(N)
j puede escribirse en la forma dada en (b). Sea entonces U (N)(X) la correspondiente

secuencia de entroṕıas y definamos

U(X) = −
n

∑

j=1

pj log(pj); (4.24)

entonces tenemos que

U(X) = lim
N→∞

U (N)(X). (4.25)

Sin embargo, por la condición de continuidad, P6, y el resultado en (b) también

tenemos

H(X) = lim
N→∞

U (N)(X) (4.26)

por lo tanto, debido a la unicidad del ĺımite, debemos tener H(X) = U(X), con lo cual

completamos la prueba del teorema.

4.4 Entroṕıa discreta y entroṕıa diferencial

Hemos incluido la prueba anterior debido a la relevancia que tiene mostrar la unici-

dad de la entroṕıa de Shannon en el caso discreto. La entroṕıa de Shannon puede

generalizarse al caso continuo para ello se procede por analoǵıa con el caso discreto.

Esta generalización tiene algunas particularidades, una de las más importantes es

que la densidad de probabilidad, en contraste con las probabilidades del caso discreto,

no está acotada ahora en el intervalo (0, 1) y la entroṕıa de Shannon puede ahora

adoptar valores negativos.

En el mismo sentido, en el caso continuo la propiedad P5 que hemos usado en la

prueba de la sección anterior no tiene un análogo claro.

Por otro lado, respecto a la propiedad P3: la entroṕıa en el caso continuo también

tiene el valor máximo cuando la distribución es constante (eventos equiprobables).

Para que esta densidad de probabilidad sea cuadráticamente integrable, integre a la

unidad5, la función debe acotarse a un intervalo, por ejemplo (a, b), y la función debe

5Como solicitaremos de toda función que pueda llamarse una densidad de probabilidad.



61

ser igual a 1/(a− b). Sólo de esta forma puede cumplirse que,
∫ b

a

f(x)dx =

∫ b

a

1

a− b
dx = 1 (4.27)

Si pensamos en sistemas que cumplen restricciones f́ısicas, por ejemplo los sistemas

cuánticos, hay dos alternativas: 1) una función que es constante no es cuadráticamente

integrable si se define en el intervalo (−∞,∞) ó (0,∞); ó 2) una función que cumple

con la Ec. (4.27) no cumple con las condiciones a la frontera de Dirichlet para estos

sistemas confinados6. Entonces la propiedad P3 no siempre tiene un análogo en el caso

continuo.

Debemos señalar que la entroṕıa de Shannon en el caso continuo no es invariante

al cambio de coordenadas.

En sistemas cuánticos, el uso de la entroṕıa discreta es habitual, se utilizan los

eigenvalores de la matriz de la densidad y se le conoce como la entroṕıa de von Neumann

o la entroṕıa de Jaynes. En esta tesis estamos interesados en tratar la incertidumbre

asociada a la propia densidad en los espacios de posición, momento y en un espacio fase

cuántico, es decir, tratamos con variables continuas, por ello utilizaremos la formulación

continua de la entroṕıa de Shannon. Enseguida introduciremos el resto de los conceptos

entrópicos que utilizaremos en su versión continua.

4.5 La entroṕıa diferencial de Shannon

Si tenemos una distribución de probabilidad de la variable aleatoria x, f(x), que cumple

con
∫

dxf(x) = 1. La entroṕıa diferencial de Shannon (o simplemente entroṕıa de

Shannon) se define [74],

s = −
∫

dx f(x)ln f(x). (4.28)

6Sin embargo, es posible encontrar problemas que tienen condiciones a la frontera periódicas, por

ejemplo el estado basal de una part́ıcula en una circunferencia, también el sistema de dos part́ıculas

no interactuantes en una circunferencia. Ah́ı no hay problema y se cumple la normalización y las

condiciones a la frontera.
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Es posible definir la entroṕıa de Shannon (sN) si la distribución está normalizada

a un número, por ejemplo N , cuya relación con la Ec. (4.28) es,

s =
sN
N

+ ln (N). (4.29)

A la Ec. (4.28) puede llamársele la entroṕıa del factor de forma (shape function),

ρ(x)/N . Para ver una discusión del factor de forma citamos [78].

Es posible definir una entroṕıa relativa que es una “distancia” estad́ıstica de una

distribución de probabilidad respecto de una referencia, q(x) [79],

s(f, q) =

∫

dx f(x)ln
f(x)

q(x)
. (4.30)

Usando la propiedad de convexidad, se demuestra que s(f, q) ≥ 0, con la igualdad

śı y sólo śı f(x) = q(x) [80].

Para casos bidimensionales se puede definir una entroṕıa conjunta. Dada una dis-

tribución de probabilidad conjunta que cumpla con todas las propiedades exigidas por

la teoŕıa de la probabilidad, f(x, p), definimos la entroṕıa de Shannon de dos variables,

sx1,x2 = −
∫ ∫

dx1dx2 f(x1, x2)ln f(x1, x2). (4.31)

Si definimos,

sx1 = −
∫

dx1 f1(x1) ln f1(x1) (4.32)

y

sx2 = −
∫

dx2 f2(x2) ln f2(x2) (4.33)

con,

f1(x1) =

∫

dx2 f(x1, x2) (4.34)

y

f2(x2) =

∫

dx1 f(x1, x2) (4.35)

puede verificarse que la entroṕıa conjunta cumple con la propiedad de subaditividad,

como se señaló antes para el caso discreto,

sx1,x2 ≤ sx1 + sx2 (4.36)
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y la igualdad se satisface sólo si los dos eventos son independientes, es decir f(x1, x2) =

f1(x1)f2(x2).

Se puede definir también una entroṕıa relativa para distribuciones de más de una

variable introduciendo una distribución de referencia, q(x1, x2), como sigue,

s(f, q) =

∫ ∫

dx1dx2 f(x1, x2) ln
f(x1, x2)

q(x1, x2)
. (4.37)

que tiene un caso particular muy importante cuando la referencia es el producto de

las marginales de la distribución porque es una medida de la correlación entre dos

variables. El nombre que recibe esta entroṕıa relativa es Información mutua,

Ix1,x2 =

∫ ∫

dx1dx2 f(x1, x2) ln
f(x1, x2)

f1(x1)f2(x2)
= sx1 + sx2 − sx1,x2, (4.38)

y mide qué tan separable es la distribución de dos variables en sus marginales. Se

desprende de la propiedad de subaditividad que la información mutua siempre es no

negativa y sólo es cero cuando los eventos son independientes, f(x1, x2) = f1(x1)f2(x2).

4.6 Problemas observados en las entroṕıas diferen-

ciales

Es pertinente señalar algunos problemas que hemos observado en el cálculo de las

entroṕıas. El primero es la negatividad de una entroṕıa relativa.

En la Ec. (4.30) se muestra que, s(f, q) ≥ 0, y el único caso donde s(f, q) = 0,

es f(x) = q(x). A pesar de lo anterior hemos obervado, en nuestros resultados y en

la literatura, que en el caso en que q(x) = c y c es una constante, puede ocurrir que

s(f, q) < 0.

Un caso importante de este problema está relacionado con las unidades de la en-

troṕıa de Shannon.

Cuando calculamos la entroṕıa de Shannon el argumento del logartimo debe carecer

de unidades (en un caso f́ısico); usualmente para conseguirlo la convención es que se



64

divide el argumento del logaritmo por la unidad con dimensiones adecuadas7. En este

caso la entroṕıa de Shannon puede ser negativa, según lo anotado en el párrafo anterior.

Otra forma de resolver el problema de las dimensiones del argumento del logaritmo

es utilizar una densidad de probabilidad adimensional, en el caso del espacio de posición

lo logramos dividiendo adecuadamente por alguna “longitud caracteŕıstica” en el prob-

lema. Dicho sea de paso, en la entroṕıa relativa, Ecs. (4.30) y (4.37), el argumento del

logaritmo es adimensional porque se cancelan las de ambas distribuciones.

El segundo problema que señalaremos se refiere a la necesidad de que ambas dis-

tribuciones en la entroṕıa relativa tengan nodos en los mismos puntos.

Para la entroṕıa relativa, Ecs. (4.30) y (4.37) es necesario calcular, respectivamente,

∫

dx f(x) ln g(x)

∫

dx1dx2 f(x1, x2) ln g(x1, x2)

si f y g tienen nodos en diferentes lugares estos términos divergen. Esto complica

el cálculo, por ejemplo, de una distancia estad́ıstica entre los estados del oscilador

armónico si la que se utiliza como referencia es una distribución diferente al estado

basal. También se encuentra el problema si se calcula la distancia estad́ıstica entre una

referencia antisimétrica y una función simétrica.

Estos problemas son propios de la versión continua de la entroṕıa de Shannon.

4.7 Medidas de incertidumbre cuántica

Enfrentados al problema de medir incertidumbre cuántica es posible optar por la

desviación estándar o por la entroṕıa de Shannon. Primero liguemos el concepto de

incertidumbre con el de localización.

Si tenemos dos distribuciones como las mostradas en la Fig. (4.1), sea que provengan

de un experimento o de la resolución de una ecuación diferencial, visualmente podemos

concluir que la gráfica de abajo tendrá una mayor desviación estándar y por tanto

7Es una entroṕıa relativa donde la referencia es una constante, aprovechando que ln(1) = 0. Puede

verse una discusión en [81].
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tendrá una mayor incertidumbre asociada, que la de arriba. También visualmente

podemos establecer que la distribución de arriba se encuentra más localizada8.

-40 40
p

ΠHpL
n=1,a=1

-40 40
p

ΠHpL
n=1,a=0.2

Figura 4.1: Densidad de probabilidad del estado basal de la part́ıcula en la caja en el espacio

de momento, para diferentes valores de tamaño de caja.

La desviación estándar es una medida de la incertidumbre que es exacta si tratamos

con distribuciones gaussianas, está formulada dentro de ese tipo de distribuciones. La

función general de una gaussiana es,

f(x) =
1

∆x
√
2π
e−

1
2
(
x−〈x〉
∆x

)2 (4.39)

La entroṕıa de Shannon es,

sx =

∫

dx f(x) ln f(x) = ln (∆x
√
2πe) (4.40)

Entonces en las gaussianas, donde es exacta la desviación estándar, la entroṕıa de

Shannon es consistente con ésta. sx crece si ∆x crece, por tanto recupera su compor-

tamiento.

La pregunta debemos dirigirla entonces hacia las distribuciones que se apartan del

comportamiento gaussiano, ¿qué medida de incertidumbre será más adecuada?

8Si se trata de datos de un experimento, éstos están localizados alrededor del valor medio. Si se

trata de la densidad de probabilidad de encontrar part́ıculas en algún sitio, éstas están localizadas en

la región del espacio alrededor del valor esperado de la distribución.
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Hemos mencionado que la desviación estándar depende en gran medida del valor

medio de la distribución. En contraste la entroṕıa de Shannon es una cantidad global

que no depende de un punto espećıfico de la distribución, además, se ha mostrado su

dependencia en el tamaño relativo de los picos de la distribución y con ello su capacidad

de reflejar esta caracteŕıstica estructural [82].

Pueden encontrarse problemas apartados del comportamiento gaussiano en los que

el valor esperado de la variable es cero, por ejemplo 〈p〉 = 0, pero la distribución no

está concentrada alrededor de ese punto. Nos serviremos de un modelo canónico de la

mecánica cuántica para ejemplificar este comportamiento [83].

La Fig. (4.2) muestra la densidad de momentos de diferentes estados de la part́ıcula

en la caja, π(p). El hecho de que 〈p〉 = 0 indica que, por su carácter vectorial, el

momento tiene la misma probabilidad de ser positivo o negativo y no demuestra que

la distribución está concentrada alrededor de p = 0. Este es un caso muy común, por

ejemplo en los sistemas con un potencial central.

Conforme aumenta el número cuántico, n, se alejan los picos del origen lo que

muestra un aumento en el valor absoluto del momento promedio de las part́ıculas9.

Conforme n va creciendo puede verificarse visualmente que la estructura de la dis-

tribución cambia cada vez menos.

La Fig. (4.3) muestra la desviación estándar y la entroṕıa de Shannon de la dis-

tribución de la Fig (4.2). El comportamiento de la desviación estándar ∆p se debe a

que los picos se alejan del origen y crece linealmente con n, esto refleja su dependencia

en un punto espećıfico de la distribución, 〈p〉 = 0.

En contraste, la entroṕıa de Shannon, sp, se comporta asintóticamente con n, y

refleja mejor el hecho de que la estructura de la distribución cambia poco. En este

caso, concluimos que sp es una medida de la incertidumbre más conveniente que ∆p,

dado el comportamiento no gaussiano de la densidad.

9En este modelo sólo hay enerǵıa cinética, Ec, entonces si aumentamos la enerǵıa con n, estamos

aumentando Ec y tiene que crecer el valor absoluto del momento promedio. Existe una relación con

∆p porque ambos dependen en el segundo momento de la distribución, Ec = 〈p2〉/2m, con m la masa.
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Figura 4.2: Densidad de momentos, π(p), para diferentes estados de la part́ıcula en la caja.

Sólo hay variación en la escala para n = 1.
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La conveniencia de una u otra medida es un problema particular que debe resolverse

en cada caso de análisis, no obstante, estos ejemplos son evidencia de que una cantidad

como la entroṕıa podŕıa medir la incertidumbre mejor que el segundo momento de

la distribución. Otra perspectiva de esta observación refiere a las fluctuaciones que

usualmente se miden por medio del segundo momento de la distribución; si hiciéramos

este análisis con una part́ıcula en una caja no obtendŕıamos conclusiones adecuadas.
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Figura 4.3: Desviación estándar (izquierda) y entroṕıa de Shannon (derecha) en el espacio

de momento, como función del estado cuántico, de una part́ıcula en una caja.

Existen trabajos que muestran una relación de la entroṕıa de Shannon con canti-

dades experimentales en la Aproximación de Plasma Local (LPA) [84, 85]. La posibili-

dad de medir experimentalmente la entroṕıa de Shannon es un campo que se investiga

actualmente [86]. También existe evidencia numérica de que cantidades entrópicas

están relacionadas con propiedades como la enerǵıa de correlación [87, 88, 89, 90].

La cuestión es si la entroṕıa de Shannon es una propiedad del sistema y puede

medirse en un experimento. En cualquier caso sus aplicaciones como parte de la teoŕıa

estad́ıstica son independientes de ello.

Entre otras posibles aplicaciones, los v́ınculos entre la teoŕıa de funcionales de la

densidad y la teoŕıa de la información se han estrechado gradualmente y la discusión

sobre su pertinencia es una actual, para ver una de las polémicas referimos a [91, 92].

Por otro lado, la entroṕıa de Shannon en el espacio de posición (sρ) ha sido relacionada
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con la enerǵıa de correlación en un gas de electrones [93].

La entroṕıa de Shannon es un funcional de la densidad y puede considerarse una

función de respuesta cuyo análisis brinda información sobre el comportamiento de una

cantidad que definitivamente es f́ısica, la densidad de carga o la densidad de momento.

En sistemas qúımicos, se han estudiado las entroṕıas de Shannon mono-electrónicas

[94, 95, 96, 97, 98, 99, 100, 101, 102, 103, 104], y también las entroṕıas de pares

[30, 105, 106, 107].

4.8 Medidas de la correlación estad́ıstica en sis-

temas cuánticos

Enfrentados ahora al problema de medir correlaciones estad́ısticas, tenemos como op-

ciones el coeficiente de correlación (que es la versión normalizada de la covarianza) y

la información mutua.

Un problema t́ıpico de correlación donde las distribuciones son gaussianas, es la

distribución normal bivariada, que tiene la forma,

f(x1, x2) =
1

2π∆x1∆x2(1− τ 2)1/2
(4.41)

× exp

[

− 1

2(1− τ 2)

(

x21
(∆x1)2

− 2τ
x1x2

∆x1∆x2
+

x22
(∆x2)2

)]

,

donde ∆x1 y ∆x2 son las desviaciones estándar de ambas variables, y τ es el coeficiente

de correlación, definido por,

τ =
〈x1x2〉 − 〈x1〉〈x2〉

√

〈x21〉 − 〈x1〉2
√

〈x22〉 − 〈x2〉2
. (4.42)

con

−1 ≤ τ ≤ 1

〈x1x2〉 =
∫

dx1dx2 x1x2f(x1, x2), 〈x1〉 =
∫

dx1dx2 x1f(x1, x2)
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〈x2〉 =
∫

dx1dx2 x2f(x1, x2), 〈x21〉 =
∫

dx1dx2 x
2
1f(x1, x2)

〈x22〉 =
∫

dx1dx2 x
2
2f(x1, x2)

La información mutua, Ec. (4.38), para esta distribución es [108],

Ix1,x2 = −1

2
ln (1− τ 2) (4.43)

puede notarse que no depende de las desviaciones estándar, sólo del coeficiente de

correlación; crece cuando τ aumenta, y vaŕıa en el intervalo (0,∞). Si el sistema está

débilmente correlacionado, |τ | ≪ 1, entonces Ix1,x2 ≈ τ 2/2.

Es sencillo encontrar problemas donde el coeficiente de correlación es cero y la

distribución no es separable. Debido a simetŕıas en el problema puede ocurrir que

〈x1x2〉 = 0, y si además 〈x1〉 = 0 el coeficiente es cero sin necesidad de que la función

sea separable.

Por otro lado, el coeficiente de correlación es sensible a la correlación lineal entre

variables en tanto que la información mutua detecta, además de esa, correlaciones no

lineales.

La información mutua es una medida más general de correlación estad́ıstica que el

coeficiente de correlación. Es posible utilizar la curtosis y otros momentos más altos

de la distribución para estudiar la correlación que no detecta el segundo momento.

La comparación de la información mutua con la curtosis u otros momentos de la dis-

tribución es un tema que aún está abierto.

Por otra parte, en sistemas qúımicos se ha estudiado el coeficiente de correlación

[109] y también se ha introducido la información mutua [110, 111]

4.9 Relaciones entrópicas de incertidumbre

Como hemos visto, mediante el cálculo de las entroṕıas de Shannon podemos medir la

incertidumbre en el espacio de posición y en el espacio de momento, la suma de estas

entroṕıas debe cumplir una cota para ser consistente con el principio de incertidumbre.
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Bialynicki-Birula y Mycielski [112] establecieron una relación de incertidumbre para

las entroṕıas de Shannon en los espacios de posición y momento,

sρ + sπ ≥ 1 + lnπ (4.44)

donde,

sρ = −
∫

dx ρ(x) ln ρ(x) (4.45)

y

sπ = −
∫

dp π(p) lnπ(p). (4.46)

La cota proviene de la transformada de Dirac-Fourier que relaciona las funciones

de onda. La suma entrópica puede expresarse como la entroṕıa de una distribución

separable en espacio fase [108],

sρ + sπ = −
∫

dxdp ρ(x)π(p) ln ρ(x)π(p). (4.47)

De esta manera puede relacionarse la localización en un espacio fase separable con las

relaciones de incertidumbre. Una generalización importante es la definición de una

entroṕıa que utilice distribuciones en espacio fase no separables, como la función de

Wigner.

La suma entrópica es el análogo a la relación de incertidumbre que escribimos en

términos de las desviaciones estándar, en las Ecs. (2.7), (2.9) y (2.10). Hacemos notar

que son ecuaciones para una part́ıcula.

Podemos definir también entroṕıas de pares, que son medidas de la incertidumbre

en las distribuciones de dos part́ıculas por lo que existe entre ellas una relación de

incertidumbre. Esta es una diferencia notable con la desviación estándar, porque no

existe una manera sencilla de definir la incertidumbre de dos variables10.

Las entroṕıas de Shannon de pares se definen en ambos espacios,

10Debe usarse en ese caso la matriz de covarianzas.
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sΓ = −
∫

dx1dx2 Γ(x1, x2) ln Γ(x1, x2) (4.48)

sΠ = −
∫

dp1dp2 Π(p1, p2) lnΠ(p1, p2) (4.49)

La relación de incertidumbre de dos part́ıculas debe cumplir la cota [106],

sΓ + sΠ ≥ 2(1 + ln π) (4.50)

y puede verse como una medida de la localización en un espacio fase separable de dos

part́ıculas,

sΓ + sΠ =

∫

dx1dx2dp1dp2 Γ(x1, x2)Π(p1, p2) ln

[

Γ(x1, x2)Π(p1, p2)

]

. (4.51)

También en este caso es importante generalizar esta expresión utilizando una den-

sidad no separable, como la función de Wigner.

4.10 Información mutua entre posición y momento,

Ix,p

Las incertidumbres de la posición y del momento están correlacionadas en el principio

de incertidumbre por lo que pueden variar siempre y cuando cumplan la cota. Queremos

estudiar la correlación entre las propias variables x y p.

Una primera opción de estudio es el coeficiente de correlación, pero éste es cero

para funciones de onda reales [25], por lo que la correlación posición-momento está

relacionada con la fase de la función. Por otro lado, el hecho de que el coeficiente es

cero no indica que no existe correlación estad́ıstica entre la posición y el momento,

sino que no puede detectarla. La información mutua es una medida de correlación más

general y es una segunda opción.

En la Ec. (4.47) se observa que las variables no están correlacionadas en la dis-

tribución separable; para estudiar esta correlación debemos estudiar una distribución
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no separable cuyas marginales sean la densidad de posición y de momento. Como

argumentamos anteriormente la función de Wigner cumple con estos requisitos.

Utilizando la función de Wigner y la información mutua podemos medir la cor-

relación entre posición y momento mediante,

I =

∫

dxdp W (x, p) ln
W (x, p)

ρ(x)π(p)
= sρ + sπ − sw (4.52)

donde sw es la entroṕıa de Shannon de la función de Wigner, que definiremos enseguida.

Es importante notar en esta expresión que la correlación está definida como la

diferencia entre la localización de la función de Wigner y la suma entrópica, que forma

la base del principio de incertidumbre. Localización y correlación son entonces dos

conceptos que no son lejanos.

4.11 Entroṕıa de la función de Wigner, sw

4.11.1 Definición

Se ha sugerido que la correlación entre posición y momento podŕıa detectarse estu-

diando la estructura de la función de Wigner. La correlación posición-momento se

manifiesta en los picos de la distribución [113]. La entroṕıa de Shannon de la función

de Wigner es una medida cuantitativa de su estructura (localización), por lo tanto debe

contener la información de tales picos.

La información mutua entre posición y momento se basa en el compromiso entre

la localización de la función de Wigner y la distribución separable del producto de las

densidades.

Wehrl introdujo el concepto de entroṕıa de una distribución en espacio fase cuántico

[114] y la definió en términos de la función de Husimi [64, 62].

En el esṕıritu de la entroṕıa de Wehrl definimos la entroṕıa de Shannon de la función

de Wigner. El problema de calcular esta entroṕıa se ha discutido en la literatura y

existen varias objeciones cuyo argumento es la existencia de las regiones negativas en
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la distribución [61, 63].

Sin embargo, es posible definir la entroṕıa de Shannon de la función de Wigner, sw,

que aparece en la Ec. (4.52) como [108, 106],

sw = −
∫

dxdp W (x, p) lnW (x, p). (4.53)

La regiones negativas de la función de Wigner y la presencia del logaritmo provocan

la aparición de un componente imaginario de la entroṕıa, puesto que el cálculo del

logaritmo de un número negativo sólo requiere especificar en que rama del logaritmo

estamos trabajando [115].

Para calcular sw separamos las regiones donde la función de Wigner es positiva de

las regiones donde es negativa. Si se procede numéricamente esta separación es aún

más natural. Aśı, la normalización se calcula,

Nw =

∫

+

dxdp W+(x, p) +

∫

−
dxdp W−(x, p) (4.54)

donde
∫

+
y
∫

− denotan que el espacio de integración es aquel donde la función de

Wigner es positiva (+) y negativa (−), con la misma simboloǵıa para W+(x, p) y

W−(x, p).

Para calcular la entroṕıa escribimos,

sw = −
∫

+

dxdp W+(x, p) lnW+(x, p)

−
∫

−
dxdp W−(x, p) lnW−(x, p) (4.55)

y el segundo término puede factorizarse,

−
∫

−
dxdpW−(x, p) lnW−(x, p) = −

∫

−
dxdpW−(x, p) ln

[

(−1)|W−(x, p)|
]

= −
∫

−
dxdp W−(x, p) ln |W−(x, p)|

−
∫

−
dxdp W−(x, p) ln(−1)

= −
∫

−
dxdp W−(x, p) ln |W−(x, p)|

− iπ

∫

−
dxdp W−(x, p) (4.56)
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donde las barras “| |” denotan el valor absoluto, además hemos utilizado la convención

de trabajar en la rama principal del logaritmo. Podemos separar las partes real e

imaginaria de sw,

Re[sw] = −
∫

+

dxdpW+(x, p) lnW+(x, p)

+

∫

−
dxdp|W−(x, p)| ln |W−(x, p)| (4.57)

Im[sw] = −iπ
∫

−
dxdpW−(x, p). (4.58)

Debido a que la función de Wigner está acotada11 según la Ec. (3.32), el signo

del primer término de la Ec. (4.57) siempre es positivo y por lo tanto contibuye a

deslocalizar la distribución (aumenta el valor de la entroṕıa), en tanto que el segundo

término siempre es negativo y contribuye a localizarla. La interpretación de esto es que

las regiones positivas de la función de Wigner contribuyen deslocalizando el sistema en

el espacio fase en tanto que las regiones negativas lo localizan.

La parte imaginaria de la entroṕıa, Ec. (4.58), es proporcional al volumen de

las regiones negativas de la función de Wigner. Si sabemos el valor del componente

imaginario de la entroṕıa y dividimos por π tendremos el volumen. Se ha señalado la

importancia y la necesidad de algún esquema para estimar ese volumen [116]. Este

hecho es interesante porque las regiones negativas de la función de Wigner se han

asociado con fenómenos cuánticos como el entrelazado [116, 117] y el volumen de estas

regiones se ha utilizado como un criterio para estimar cuál sistema está más entrelazado

[116].

4.11.2 Interpretación de sw

En esta parte plantearemos tres preguntas necesarias para la discusión que se desar-

rollará a lo largo de esta tesis.

11En unidades atómicas (~ = 1) es siempre menor que 1, y lnx, si x < 1, es un número negativo.
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¿Por qué trabajar con la función de Wigner y no con alguna otra función

de distribución en el espacio fase?

La función de Wigner tiene las marginales correctas y el producto de esas densidades

es la distribución en espacio fase separable a la cual está asociada la relación entrópica

de incertidumbre. Además, la función de Wigner puede reconstruirse a partir de datos

experimentales [65, 66], también cumple con la normalización y es una función real.

A pesar de que no podemos descartar las otras distribuciones por medio de un

criterio matemático, se suele considerar a la función de Wigner como la función canónica

en el espacio fase porque cumple con condiciones f́ısicas adecuadas [60], por ello es la

más cercana a la idea que tenemos de una distribución conjunta [12, 118], y además

asocia a cada punto del espacio fase un observable f́ısico [60].

Podŕıamos utilizar la función positivo-definida de Husimi [119], en términos de la

cual se define la entroṕıa de Wehrl. Sin embargo, nos interesa estudiar la relación de

la correlación posición-momento con el principio de incertidumbre y como la función

de Husimi no tiene las marginales correctas no podemos relacionar ambos conceptos.

Por otro lado, nos hemos planteado estudios de la función de Husimi como una de las

perspectivas de esta tesis.

¿Qué significan las regiones negativas de la función de Wigner?

La positividad de la probabilidad y de la densidad de probabilidad se garantiza ax-

iomáticamente por construcción [120]. La función de Wigner ha motivado la discusión

sobre si extender o no la teoŕıa de las probabilidades a los números negativos, si llamar-

los o no probabilidades y, en ese sentido, si darle o no una interpretación probabilista

a esta distribución [121, 122].

Operacionalmente no existe diferencia entre las diferentes representaciones de la

cuántica. Esto se refiere a que todos los resultados que podemos obtener con la

mecánica cuántica en espacio de posición o de momento pueden obtenerse también

con la función de Wigner, de hecho ésta ofrece una expresión para calcular los valores
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esperados que es análoga a como se calculan en la mecánica estad́ıstica. Entonces, op-

eracionalmente es viable considerar probabilidades negativas sin intentar asociarlas con

la ocurrencia de un observable. Pueden utilizarse como intermediarias en operaciones,

tal como se realiza con números negativos en operaciones que sólo admiten como resul-

tado un número natural [122], para preservar la congruencia en la terminoloǵıa podŕıa

llamárselas probabilidades también.

En este esṕıritu, se ha formulado la mecánica cuántica con probabilidades extendi-

das [123, 124].

En otro orden de ideas, puede enfocarse el problema desde la interpretación misma

de una probabilidad. La probabilidad se entiende usualmente como la frecuencia relativa

de ocurrencia de un evento dentro de un conjunto de realizaciones de un experimento.

Esta noción evidencia la fuerte carga experimental del concepto probabilidad. Al mismo

tiempo plantea un desaf́ıo porque matemáticamente la probabilidad se consigue en el

ĺımite en el que el número de realizaciones es infinito y no se puede repetir un exper-

imento infinitas veces. Si las probabilidades se interpretan en un sentido bayesiano,

como “falta de información”, es más factible pensar en que la cota inferior (cero) pueda

ser removida para considerar probabilidades negativas [121].

¿Es sw una medida de la localización de la función de Wigner?

En el caso discreto, la condición 0 ≤ pi ≤ 1 implica que sx ≥ 0.

En el caso continuo la densidad de probabilidad no está acotada por arriba y si

bien tenemos una cota inferior, ρ(x) > 0, como puede tomar valores mayores que uno

la entroṕıa diferencial puede ser negativa.

En la función de Wigner la cota inferior de la probabilidades ya no es el cero

y esto conduce a que la entroṕıa de Shannon es ahora un número complejo. En el

mismo orden de ideas, los números complejos también aparecen cuando se estudia la

correlación cuántica entre posición y momento con la covarianza: la covarianza cuántica

de dos operadores que no conmutan tiene un componente imaginario [18].

Nuestra medida de localización de la función de Wigner en el espacio fase tiene
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caracteŕısticas similares. La interpretación de sw debemos hacerla estudiando ambos

componentes del número complejo y la norma.

Por otro lado, la propiedad de subaditividad implica I ≥ 0, y se prueba utilizando

la convexidad del logaritmo, y esta propiedad depende de la positividad de la función

de distribución de probabilidad. Por lo tanto, no puede establecerse una cota inferior

a la información mutua si trabajamos con una función que asume valores negativos.

En general, las aplicaciones de las herramientas informacionales en distribuciones

con regiones negativas constituyen un problema abierto.



5. Correlaciones estad́ısticas entre

las posiciones y entre los momentos

en el Átomo de Moshinsky

En este caṕıtulo vamos a examinar el estado basal y un estado excitado del Átomo de

Moshinsky. El estado basal es una gaussiana en ambos espacios (posición y momento)

y el ancho de la distribución es gobernado por los potenciales.

5.1 Estado basal

5.1.1 Medidas de localización

Podemos obtener expresiones anaĺıticas para las entroṕıas de pares y para las de las

densidades reducidas en los espacios de posición y momento,

sΓ = 1 + ln π −
[

lnω +
1

4
ln (2κ+ 1)

]

, (5.1)

sρ =
1

2
(1 + ln π) +

1

2

{

− ln 2− lnω + ln

[

1 + (2κ+ 1)1/2

(2κ+ 1)1/2

]}

, (5.2)

sΠ = 1 + ln π +

[

lnω +
1

4
ln (2κ+ 1)

]

, (5.3)

79
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sπ =
1

2
(1 + ln π) +

1

2

{

− ln 2 + lnω + ln

[

1 + (2κ+ 1)1/2
]}

. (5.4)

Todas las entroṕıas dependen de ambos potenciales y están dadas en unidades natu-

rales, nats. En el espacio de posición, las entroṕıas de pares y las de la densidad reducida

son funciones monótonamente crecientes tanto del potencial de confinamiento, ω, como

del potencial entre part́ıculas, κ, en tanto que en el espacio de momento tales entroṕıas

son funciones monótonamente decrecientes de los potenciales.

En la Fig. (5.1) se muestran las gráficas de las entroṕıas de pares como funciones

de κ para tres valores del potencial de confinamiento, ω = 0.7, 1, 1.2. sΓ aumenta con

la magnitud del potencial repulsivo entre part́ıculas (κ < 0), esto es, la densidad de

pares en el espacio de posición se deslocaliza conforme la intensidad de la interacción

aumenta. En el espacio de momento sΠ disminuye, entonces la densidad de pares se

localiza conforme aumenta la interacción. El comportamiento inverso en los espacios de

posición y momento puede interpretarse utilizando las relaciones de incertidumbre que

deben cumplirse. Para potenciales atractivos (κ > 0) el comportamiento es opuesto al

observado para potenciales repulsivos. sΓ disminuye con la magnitud del potencial, es

decir, la distribución se localiza en el espacio de posición, en tanto que sΠ aumenta y

la distribución se deslocaliza en el espacio de momento.

El mismo tipo de comportamiento se observa para las entroṕıas de las densidades

reducidas. El punto donde cruzan las entroṕıas, esto es donde sΓ = sΠ, separa las

regiones donde sΓ > sΠ (a la izquierda), y donde sΓ < sΠ (a la derecha del punto).

Este punto es el mismo que el que ocurre entre las entroṕıas de las densidades reducidas,

y se caracteriza por,

κ =
1− ω4

2ω4
. (5.5)

Sumando las Ecs. (5.1) y (5.3), se observa que la suma entrópica en el nivel de dos

part́ıculas no depende de ninguno de los potenciales,
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Figura 5.1: Entroṕıas de pares, sΓ (azul, ĺınea discontinua) y sΠ (rojo, ĺınea continua)

para los estados (a) basal, (0, 0), y (b) excitado, (0, 1), como funciones del potencial entre

part́ıculas, κ, para potenciales de confinamiento ω = 0.7, 1, 1.2.

sΓ + sΠ = 2(1 + lnπ), (5.6)

y el valor es exactamente la cota inferior que impone la relación de incertidumbre. En

tanto que si sumamos las Ecs. (5.2) y (5.4), conseguimos la expresión para la suma

entrópica,

sρ + sπ = 1 + ln π − ln 2 + ln

[

1 + (2κ+ 1)1/2

(2κ+ 1)1/4

]

, (5.7)

que depende del potencial entre part́ıculas pero no del potencial de confinamiento,

ω. La cota inferior de esta relación de incertidumbre se alcanza cuando κ = 0 y el

valor aumenta para los otros valores de κ. Anteriormente se ha relacionado esta suma

entrópica, calculada numéricamente, con efectos debidos a la correlación electrónica

en sistemas atómicos reales, con potenciales de Coulomb [125]. La Ec. (5.7) es una

expresión anaĺıtica que muestra que la suma entrópica depende de la interacción entre

part́ıculas en este modelo.
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5.1.2 Medidas de correlación

Pueden escribirse expresiones anaĺıticas para el coeficiente de correlación en el estado

basal en ambos espacios,

σx =
(2κ+ 1)1/2 − 1

(2κ+ 1)1/2 + 1
= −σp. (5.8)

El coeficiente de correlación indica que la correlación entre las posiciones y entre los

momentos de las part́ıculas es de la misma magnitud, independientemente del valor de

κ. Sin embargo, la correlación entre posiciones es de signo opuesto a la correlación entre

momentos y esto las distingue. Debemos enfatizar que el coeficiente de correlación no

depende del potencial de confinamiento, ω, y solamente depende del potencial entre

part́ıculas, κ. Las gráficas correspondientes se muestran en la Fig. (5.2). Para un

potencial repulsivo (κ < 0), existen correlaciones repulsivas entre las posiciones de las

part́ıculas (σx < 0), y correlaciones atractivas entre sus momentos (σp > 0). Para un

potencial atractivo (κ > 0), ocurre la situación exactamente inversa. Note también que

la magnitud de σ aumenta conforme nos alejamos de κ = 0, el caso no correlacionado

(σ = 0).

Las relaciones para la información mutua son,

Ix = ln

[

1 + (2κ+ 1)1/2

2(2κ+ 1)1/4

]

= Ip. (5.9)

De manera similar al coeficiente de correlación, la magnitud de Ix es igual a la de Ip,

y no dependen del potencial de confinamiento, ω, sino solamente del potencial entre

part́ıculas, κ. Ix and Ip se muestran en la Fig. (5.3). También, la magnitud de I

aumenta conforme nos alejamos del caso no correlacionado, κ = 0. La información

mutua difiere del coeficiente de correlación en que no admite valores negativos y, por

lo tanto, no podemos hacer una interpretación comparable basada en su signo.
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Figura 5.2: (CC) Coeficiente de correlación, σx (azul, ĺınea discontinua) y σp (rojo, ĺınea

continua) para el estado basal del átomo de Moshinsky (0, 0), como funciones del potencial

entre part́ıculas, κ.

5.2 Estado Excitado (nR, nr) = (0, 1)

5.2.1 Medidas de localización

Las entroṕıas de los estados excitados se obtuvieron mediante la integración numérica

de las Ecs. (4.45), (4.48), (4.46) y (4.49). En la Fig. (5.1b) se comparan sΓ y sΠ

como funciones de κ para tres valores diferentes del potencial de confinamiento, ω =

0.7, 1, 1.2, en este estado excitado. Primero, en términos generales, el comportamiento

y la interpretación como funciones del potencial entre part́ıculas es el mismo que en

el estado basal. Segundo, en contraste con el estado basal las entroṕıas del estado

excitado muestran valores mayores (densidades más deslocalizadas) en ambos espacios,

posición y momento.

Una caracteŕıstica importante es que la localización relativa (es decir, sΓ < sΠ

ó sΓ > sΠ), es controlada por ambos potenciales como en el estado basal. Hemos

verificado numéricamente que los puntos en que se cruzan las entroṕıas de posición y
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Figura 5.3: (MI) Información mutua, Ix y Ip para el estado basal del átomo de Moshinsky

(0, 0), como funciones del potencial entre part́ıculas, κ. Note que Ix = Ip para este estado.

momento, caracterizados por la Ec. (5.5), son los mismos que en el estado basal (en los

estados excitados esto no puede verificarse anaĺıticamente). Lo mismo ocurre en otros

estados excitados, particularmente en los casos: (nR, nr) = (1, 2), (1, 3). Esto sugiere

que el punto en que se cruzan (donde sΓ = sΠ) es una función de los potenciales y no

de los números cuánticos, por lo tanto es independiente del estado que nos interese.

Debemos mencionar también que observamos las mismas caracteŕısticas en el caso de

las entroṕıas de las densidades reducidas.

La simetŕıa de la función de onda (respecto al intercambio de las variables originales,

x1 y x2, ó p1 y p2) es controlada por nr, el número cuántico asociado con las coordenadas

relativas. Si nr es par, la función de onda es simétrica. Si es impar, la función de onda

es antisimétrica. Por lo tanto es relevante notar que la localización relativa de las

distribuciones de posición y momento parece ser controlada sólo por los potenciales.

No se observan cambios cualitativos para las diferentes simetŕıas. La base de este

argumento es que el punto en que se cruzan es el mismo para el estado basal [(0, 0)
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función de onda simétrica], y para el estado excitado discutido en esta sección [(0, 1)

función de onda antisimétrica], y también para los otros estados excitados calculados

[(1, 2) función de onda simétrica y (1, 3) función de onda antisimétrica].

Los resultados para la suma entrópica (obtenidos numéricamente) en los niveles de

una y dos part́ıculas son consistentes con aquellos del estado basal. La suma de las

entroṕıas de pares es constante y no depende de ninguno de los potenciales. La suma

de las entroṕıas de la densidad reducida de una part́ıcula no depende del potencial

de confinamiento, ω, únicamente del potencial entre part́ıculas, κ, y por lo tanto es

sensible a las correlaciones entre ellas. Su valor aumenta conforme nos alejamos de

κ = 0, lo que es consistente con el estado basal. Los valores de ambas sumas son

mayores en el estado excitado analizado en esta sección que en el estado basal.

Debemos enfatizar que la (in)dependencia de las entroṕıas del potencial de confi-

namiento y del potencial entre part́ıculas parece tener el mismo patrón sin importar el

estado del sistema y por tanto sin importar la simetŕıa de la función de onda.

5.2.2 Medidas de correlación

Los coeficientes de correlación para este estado son,

σx =
(2κ+ 1)1/2 − 3

(2κ+ 1)1/2 + 3
, (5.10)

σp =
1− 3(2κ+ 1)1/2

1 + 3(2κ+ 1)1/2
. (5.11)

Ambos coeficientes de correlación son iguales para κ = 0, pero la correlación no es

cero porque estamos tratando un estado excitado cuyas funciones no son separables

en las variables originales (x1 y x2, ó p1 y p2). Los coeficientes de correlación no

dependen del potencial de confinamiento, solamente del potencial entre part́ıculas;

este comportamiento es consistente con el del estado basal.

Las gráficas de los coeficientes de correlación se muestran en la Fig. (5.4). Para

un potencial repulsivo entre part́ıculas (κ < 0) la correlación es mayor en el espacio de

posición que en el de momento (|σx| > |σp|), mientras que para un potencial atractivo
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entre part́ıculas (κ > 0) la correlación es mayor en el espacio de momento (|σp| > |σx|).
Por lo tanto el tipo de interacción entre part́ıculas (si ésta es atractiva o repulsiva) es

el único parámetro que controla la magnitud relativa (es decir, cuál es mayor) de la

correlación entre las posiciones de las part́ıculas o entre sus momentos.

La interpretación del signo de la correlación no es tan clara como en el estado basal.

Este comportamiento se resume en la Tabla (5.1). En el espacio de momento, un valor

suficientemente pequeño del potencial repulsivo [κ ∈ (−4
9
, 0)] puede provocar que exista

una correlación repulsiva (a diferencia de lo que pasa en el estado basal) mientras que

para algunos valores del potencial atractivo [κ ∈ (0, 4)], existe una correlación repulsiva

en el espacio de posición (lo cual también es distinto del estado basal). Debe notarse

que el coeficiente de correlación es cero en el espacio de posición en κ = 4 y en el

espacio de momento en κ = −4
9
, lo cual no significa de ninguna manera que no exista

una correlación entre las variables en esos valores del potencial, sino que el coeficiente

no es capaz de detectarla. Se puede observar en la Fig. (5.4) que la magnitud de la

correlación disminuye desde la izquierda hacia esos puntos y aumenta desde esos puntos

hacia la derecha.



87

2 4 6 8 10
Κ

-1.0

-0.5

0.5

1.0

CC

Figura 5.4: (CC) Coeficiente de correlación, σx (azul, ĺınea discontinua) y σp (rojo, ĺınea

continua) para un estado excitado del átomo de Moshinsky (0, 1), como funciones del potencial

entre part́ıculas, κ.

Los cálculos realizados para diferentes valores del potencial de confinamiento, ω =

0.7, 1, 1.2, 2, muestran que la información mutua no depende en ω, como en el estado

basal. La Fig. (5.5) ilustra que Ix > Ip si la interacción entre las part́ıculas es repulsiva

(κ < 0) en tanto que Ip > Ix si ésta es atractiva (κ > 0). Esto es consistente con

el comportamiento del coeficiente de correlación, que puede calcularse anaĺıticamente

para este estado.



88

κ < 0 κ > 0

Coeficiente de correlación

|σx| > |σp| |σx| < |σp|
σx < 0 potencial más fuerte, σp < 0 potencial más fuerte,

mayor correlación repulsiva mayor correlación repulsiva

κ ∈ (−1
2
,−4

9
) κ ∈ (0, 4)

σp > 0 potencial más fuerte, σx < 0 potencial más fuerte,

mayor correlación atractiva menor correlación repulsiva

κ ∈ (−4
9
, 0) κ ∈ (4,∞)

σp < 0 potencial más fuerte, σx > 0 potencial más fuerte,

menor correlación repulsiva mayor correlación atractiva

Información mutua

Ix > Ip Ix < Ip

Ix potencial más fuerte, Ip potencial más fuerte,

mayor correlación mayor correlación

κ ∈ (−1
2
,−0.43) κ ∈ (0, 3.33)

Ip potencial más fuerte, Ix potencial más fuerte,

mayor correlación menor correlación

κ ∈ (−0.43, 0) κ ∈ (3.33,∞)

Ip potencial más fuerte, Ix potencial más fuerte,

menor correlación mayor correlación

Tabla 5.1: Análisis del coeficiente de correlación y de la información mutua para el estado

excitado del átomo de Moshinsky (0, 1).
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Figura 5.5: (MI) Información mutua, Ix (azul, ĺınea discontinua) y Ip (rojo, ĺınea continua)

para un estado excitado del átomo de Moshinsky (0, 1), como funciones del potencial entre

part́ıculas, κ.

Existen dos mı́nimos a partir de los cuales la correlación aumenta en ambos espacios

(hacia la izquierda o hacia la derecha), la interpretación de estos puntos es similar a la

que hicimos para los ceros del coeficiente de correlación. Los mı́nimos se encuentran

en, κ ≈ 3.33 en el espacio de posición y en κ ≈ −0.43 en el espacio de momento. En

la Fig. (5.6) se muestra un análisis gráfico de estas dos regiones donde los mı́nimos

se observan claramente. Queremos destacar que estos puntos no coinciden con los

ceros en el coeficiente de correlación (κ = 4 en espacio-x y κ = −4
9
en espacio-p) y

que los mı́nimos no son cero en la información mutua. Por otra parte, en los valores

del potencial en los que el coeficiente de correlación es cero, la información mutua no

lo es. En dichos puntos la información mutua es capaz de detectar correlación en el

sistema mientras que el coeficiente de correlación no lo es. Por otra parte, calculamos

la información mutua para otros estados excitados (nR, nr) = (1, 2), (1, 3) y en ellos se

observa un comportamiento similar.
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Figura 5.6: Análisis de las regiones en la información mutua, Ix (izquierda, azul, ĺınea

discontinua) y Ip (derecha, rojo, ĺınea continua), para un estado excitado del átomo de

Moshinsky (0, 1), que contienen los puntos donde la correlación aumenta cuando se vaŕıa el

potencial entre part́ıculas, κ.

5.3 Conclusiones

Utilizamos las entroṕıas de Shannon para examinar la localización de las distribuciones

de dos part́ıculas y de las densidades reducidas del átomo de Moshinsky en los espacios

de posición, momento y espacio fase en el estado basal y en algunos estados excita-

dos. El comportamiento de las entroṕıas se examinó como función del potencial de

confinamiento, ω, y del potencial entre part́ıculas, κ.

El punto en el que se cruzan las entroṕıas de ambos espacios depende de los poten-

ciales y es independiente del estado y de la simetŕıa de la función de onda.

La suma entrópica del estado basal depende expĺıcitamente del potencial entre

part́ıculas, lo que demuestra su sensibilidad a las correlaciones entre part́ıculas. Resul-

tados numéricos también demuestran esta sensibilidad en estados excitados.

Hemos examinado las medidas de correlación y encontramos que son independientes

del potencial de confinaminento, ω, y sólo dependen del potencial entre part́ıculas,

κ. En el estado basal, la magnitud de la correlación entre las posiciones y entre los

momentos es igual.
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En estados excitados, la magnitud de la correlación es mayor entre los momentos

de las part́ıculas que entre sus posiciones si éstas interactúan a través de un potencial

atractivo. Cuando interactúan a través de un potencial repulsivo, las correlaciones

entre las posiciones son mayores que entre los momentos.



6. Simetŕıa en la función de onda,

huecos de simetŕıa, interacciones y

correlación estad́ıstica

En un sistema cuántico de más de una part́ıcula y cuando éstas son idénticas, las

interacciones entre ellas son gobernadas por el potencial y por la simetŕıa en la función

de onda. La simetŕıa en la función de onda es una restricción que se impone para

garantizar que tales part́ıculas sean indistinguibles. La indistinguibilidad implica que

el tratamiento estad́ıstico de cada part́ıcula es equivalente.

En este caṕıtulo discutiremos la influencia mutua entre la simetŕıa de la función

de onda y el potencial a través del estudio de la localización de las part́ıculas y de la

correlación entre ellas en el átomo de Moshinsky. El análisis se puede realizar en el

espacio de posición o en el de momento.

Dado que hay dos reǵımenes posibles de potencial, podemos analizar la influencia

que el signo de la interacción ejerce sobre la localización de las part́ıculas y sobre la

correlación estad́ıstica en un estado con una cierta simetŕıa. A partir de esto, el tipo

de preguntas que nos podemos plantear son ¿Si el potencial es repulsivo (como en el

caso electrónico) qué distribución es más localizada, la simétrica o la antisimétrica?

¿Y en cuál de estos estados es mayor la correlación entre las part́ıculas? Y si variara

la intensidad del potencial ¿podŕıa ésta inducir cambios? Es decir, invertir el orden

relativo de la localización y de la correlación por medio de variar el potencial. La

92
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simetŕıa en la función de onda tiene un impacto en la localización de las distribuciones

y en la correlación entre part́ıculas.

Si fuera posible fijar todos los factores que influyen en la localización y en la cor-

rrelación en un sistema y mantenerlos iguales para una función simétrica y una an-

tisimétrica, esperaŕıamos que la distribución que proviene de la función antisimétrica

estuviese más localizada que la de la función simétrica. La razón es que en un sistema

de dos part́ıculas, la posición de una de ellas (o del momento), restringe la posición

(o el momento) de la otra, que puede adoptar todos excepto ese si su dinámica es

gobernada por una función antisimétrica. Esto es consecuencia de que no pueden es-

tar en la misma posición, Ψantisim(x, x) = 0, ni tener el mismo valor del momento,

Ψantisim(p, p) = 0, en tanto que en general Ψsim(x, x) 6= 0 ó Ψsim(p, p) 6= 0.

Por la misma razón esperaŕıamos que la correlación entre las part́ıculas fuera mayor

si el estado de éstas se representa por una función antisimétrica.

La simetŕıa en la función de onda, por lo general, provoca que las funciones no sean

separables en funciones de una part́ıcula. El potencial también evita que las soluciones

de una ecuación de Schrödinger de varias part́ıculas puedan escribirse como producto

de funciones de una sola part́ıcula.

Hemos analizado antes la influencia que tiene la simetŕıa en la localización y en

la correlación [2, 3] en un sistema de dos part́ıculas no interactuantes. Si no hay un

potencial entre las part́ıculas se puede encontrar una solución separable y simetrizarla

para conseguir un estado simétrico o antisimétrico de dos part́ıculas indistinguibles.

Sin embargo, cuando existe un potencial entre las part́ıculas las soluciones no pueden

escribirse de forma separable y simplemente simetrizarse, sino que la no separabilidad

que proviene del potencial se mezcla con la no separabilidad que proviene de la simetŕıa

en la función de onda, de manera que para estudiar la mutua influencia debemos diseñar

un modelo adecuado.

El átomo de Moshinsky es un sistema anaĺıtico en el cuál podemos controlar la

simetŕıa de la función de onda a través de variar uno de los números cuánticos, lo cual

puede aprovecharse para diseñar un esquema en que puede estudiarse la influencia del
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potencial y la simetŕıa.

En este caṕıtulo pretendemos ampliar algunos de los resultados que pueden encon-

trarse en la literatura. Estudiaremos el “Hueco de Moshisnky” 1, que ha sido analizado

previamente [38, 126, 127, 56] añadiendo en nuestro anális el hueco de Fermi, con énfasis

en la manera en que ambos huecos se influyen y tomando en consideración potenciales

repulsivos y atractivos. Recientemente se ha reportado una simetŕıa entre las medidas

de entrelazado en este modelo: cuando se intercambian las escalas energéticas del cen-

tro de masa y de las coordenadas relativas, el entrelazado es invariante [29, 35]; para

algunos estados explicamos este comportamiento considerando el hueco de contrapeso

que se ha observado en otros sistemas [128, 129].

6.1 Diseño del modelo

Por lo antes explicado, no es posible fijar el resto de los factores que influyen y permitir

que sólo el potencial y la simetŕıa sean variables. Si esto fuera posible tendŕıamos un

par de funciones del tipo:

Ψa(x1, x2) = φ1(x1)φ2(x2)− φ2(x1)φ1(x2)

Ψs(x1, x2) = φ1(x1)φ2(x2) + φ2(x1)φ1(x2)

es decir, soluciones que son separables y que simetrizamos como si se tratara de dos

part́ıculas no interactuantes en una caja [3] o de dos osciladores no interactuantes.

Con esto se podŕıan estudiar las diferencias entre ambas funciones atendiendo a la

localización o la correlación de las part́ıculas mientras vaŕıa el potencial entre ellas.

Escribir las funciones de esta forma implicaŕıa que:

Ĥ =
p̂1

2

2m
+
p̂2

2

2m
+ V (x1) + V (x2),

1Que es el análogo al hueco de Coulomb en los potenciales armónicos
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pero si tenemos un potencial entre part́ıculas en el Hamiltoniano (V (x1, x2)), la solución

exacta no es separable en las coordenadas (o en los momentos) de cada una de ellas.

Aśı, la no separabilidad de la función de onda se debe tanto al potencial como a la

simetŕıa.

Para este caṕıtulo, es relevante que la simetŕıa de la función de onda en el átomo

de Moshinsky puede controlarse con el número cuántico asociado con las coordenadas

relativas (r = x1 − x2 ó p = p1 − p2). La razón es que la paridad del polinomio de

Hermite [Hnr
(r)] está dada por su orden: a nr par (impar) corresponde un polinomio

par (impar). Si intercambiamos las coordenadas de las part́ıculas (r′ = x2 − x1 = −r)
y si nr es par, entonces Hnr

(r) = Hnr
(−r), por lo tanto la función de onda es simétrica.

En cambio si nr es impar, entonces Hnr
(r) = −Hnr

(−r), por lo tanto la función de

onda es antisimétrica. La magnitud de la interacción entre las part́ıculas (gobernada

por λ/ω) puede manipularse variando la magnitud del potencial de la trampa (ω).

Recordemos que la enerǵıa de un estado arbitrario está dada por,

EnR,nr
(ω, λ) = ω(nR +

1

2
) +

√
ω2 ± 2λ2(nr +

1

2
),

por lo tanto, en el ĺımite no interactuante, ω → ∞, si se cumple que nR1 + nr1 =

nR2 + nr2, los estados (nR1 , nr1) y (nR2 , nr2) son degenerados y sus funciones de onda

están dadas por,

Ψ(x1, x2) = φnR1
(x1)φnr1

(x2)± φnr1
(x1)φnR1

(x2)

Ψ(x1, x2) = φnR2
(x1)φnr2

(x2)± φnr2
(x1)φnR2

(x2)

los signos, y por tanto la simetŕıa bajo el intercambio, dependen de la paridad del

polinomio de Hermite asociado con las coordenadas relativas.

En casos donde dos estados son degenerados en el ĺımite no interactuante podemos

tener funciones de onda que sólo difieren en la simetŕıa, aśı, “prender” el potencial

puede dar indicios idea de su influencia en la simetŕıa del sistema.
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También existen casos de estados degenerados en el ĺımite no interactuante que

además de diferir en la simetŕıa lo hacen también en los números cuánticos involucrados,

pues la única condición para la degeneración es que nR1+nr1 = nR2+nr2 . Por tal razón

hay estados que no difieren en la simetŕıa pero śı lo hacen en los números cuánticos.

La caracterización de la localización y de la correlación en los estados debeŕıa tener en

cuenta los diferentes casos.

En las secciones siguientes analizaremos parejas de estados con diferente simetŕıa

que son degenerados en el ĺımite no interactuante. Aunque estamos interesados en

enfatizar las comparaciones entre diferentes simetŕıas, para completar el análisis del

modelo, dedicaremos una sección a estudiar los estados cuyas funciones de onda tienen

la misma simetŕıa y son degenerados en ese ĺımite.

Asumimos que nR, nr = 0, 1, 2, 3, por lo tanto las parejas de estados que analizare-

mos son:

• [(0, 1), (1, 0)].

• [(1, 1), (2, 0)], [(1, 1), (0, 2)] y [(2, 0), (0, 2)].

• [(0, 3), (3, 0)], [(2, 1), (1, 2)], [(0, 3), (1, 2)], [(2, 1), (3, 0)], [(0, 3), (2, 1)] y [(3, 0), (1, 2)].

• [(1, 3), (3, 1)], [(3, 1), (2, 2)] y [(1, 3), (2, 2)].

• [(2, 3), (3, 2)].

6.2 Simetŕıa de la función de onda y huecos de

simetŕıa

Primero vamos a analizar los casos en que sólo están intercambiados los números

cuánticos en funciones de diferente simetŕıa. Los estados que analizaremos en esta

sección serán [(0, 1), (1, 0)], [(0, 3), (3, 0)], [(2, 1), (1, 2)] y [(2, 3), (3, 2)].
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En el ĺımite no interactuante las funciones de onda tendrán la forma,

Ψ21(x1, x2) = ψ2(x1)ψ1(x2)− ψ1(x1)ψ2(x2)

Ψ12(x1, x2) = ψ2(x1)ψ1(x2) + ψ1(x1)ψ2(x2).

hemos tomado como ejemplo el caso [(2, 1), (1, 2)]. Debe notarse que ambas funciones

sólo intercambian los números cuánticos, nR y nr. Esto, sumado a que la única difer-

encia entre estas funciones es que una es simétrica y la otra antisimétrica, obliga a que

alguno de los números cuánticos sea necesariamente impar y el otro sea par. Estas fun-

ciones pueden entenderse como formadas por “orbitales”. Intercambiando los números

cuánticos podemos conseguir para el estado una función simétrica o una antisimétrica

en el ĺımite no interactuante, con los mismos orbitales ocupados. Todas las funciones

de onda tratadas en esta sección se reducen a formas similares.

En otra parte del caṕıtulo se discutirán los casos [(2, 0), (0, 2)] y [(1, 3), (3, 1)] en

que el intercambio de los números cuánticos no altera la simetŕıa de la función de onda.

A continuación analizaremos la localización de las part́ıculas con la entroṕıa de

Shannon de la densidad de pares, para posteriormente estudiar la entroṕıa de Shan-

non de la densidad reducida de una variable, y para finalmente tratar la correlación

estad́ıstica en el sistema estudiando la información mutua. En todos los casos discu-

tiremos los espacios de posición y momento.

6.2.1 Localización en la densidad de pares

La Tabla (6.1) compara las diferentes medidas de localización y correlación para los

estados [(2, 1), (1, 2)]. A primera vista se advierte que las entroṕıas de pares son iguales

para ambos estados, esto es, sΓ21 = sΓ12 y sΠ21 = sΠ12 , lo que quiere decir que se

encuentran igualmente localizados o deslocalizados. De donde se desprende que la

suma entrópica también es igual para ambos estados, sT21 = sT12 .

El estado simétrico y el antisimétrico tienen valores iguales de las entroṕıas de pares,

sin importar si nos fijamos en el espacio de posición (sΓ), en el de momento (sΠ), o en el
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(2, 1), (1, 2)

Atractivo No interactuante Repulsivo

E21 < E12 E21 = E12 E21 > E12

sΓ21 = sΓ12 sΓ21 = sΓ12 sΓ21 = sΓ12

sρ21 > sρ12 sρ21 = sρ12 sρ21 < sρ12

Ix21 > Ix12 Ix21 = Ix12 Ix21 < Ix12

sΠ21 = sΠ12 sΠ21 = sΠ12 sΠ21 = sΠ12

sπ21 < sπ12 sπ21 = sπ12 sπ21 > sπ12

Ip21 < Ip12 Ip21 = Ip12 Ip21 > Ip12

sT21 = sT12 sT21 = sT12 sT21 = sT12

st21 = st12 st21 = st12 st21 = st12

It21 = It12 It21 = It12 It21 = It12

Tabla 6.1: Comparación de los estados (2, 1) y (1, 2).

espacio fase separable (sT ), como puede observarse en la Fig. (6.1), donde mostramos

las entroṕıas para λ = 0.5.

La función de onda antisimétrica tiene la restricción del hueco de Fermi en tanto

que la función simétrica no la tiene. ¿Cómo podemos explicar entonces que la simetŕıa

no sea un factor en la localización de las part́ıculas en ambos estados?
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Figura 6.1: Entroṕıas de pares para los estados [(2, 1), (1, 2)] con potencial atractivo (arriba)

y con potencial repulsivo (abajo), con λ = 0.5.

La presencia del hueco de Fermi afecta la localización de la densidad porque si

x1 = x2 = x, entonces Ψ21(x, x) = 0, es decir, para cada x1 = x, la otra part́ıcula

puede estar en todo el espacio excepto en x2 = x, esperamos que la densidad sea más

localizada si comparamos con el caso donde no existe tal restricción. Sin embargo, la

función simétrica del ejemplo (y todas las de este caṕıtulo) tiene otro tipo de hueco.

Este hueco de “contrapeso” ha sido observado y reportado antes para sistemas atómicos

[128, 129] y se manifiesta a través de una restricción sobre la función de onda, y por

tanto sobre las densidades, cuando las part́ıculas se encuentran a la misma distancia

del origen. Si x1 = −x2, entonces x1 = x, nos conduce a Ψ12(x,−x) = 0.

El hueco de Fermi está presente en todos los estados con nr impar. Por su parte, si

nR es impar existirá en la función un hueco de contrapeso. La presencia de los huecos

está asociada con la presencia de los polinomios de Hermite como puede inferirse a

partir la forma de las funciones. Enfatizamos que el hueco de Fermi está asociado con

las coordenadas relativas y el hueco de contrapeso con las coordenadas del centro de

masa.

En esta sección alguno de los dos números cuánticos será impar porque la diferente
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simetŕıa se debe a que sólo intercambiamos nr y nR, por lo que siempre habrá uno de

los dos huecos en las densidades.

El resultado anterior permite concluir que las entroṕıas de dos part́ıculas no dis-

tinguen entre un hueco de Fermi y un hueco de contrapeso, sea en el espacio de posición

o en el de momento y en cualquier régimen de interacción (atractivo o repulsivo). Los

dos tipos de hueco influyen de la misma manera en la entroṕıa y por lo tanto afectan

la localización de las part́ıculas en la misma medida.

En la Fig. (6.2) se grafican las densidades de pares de los estados [(2, 1), (1, 2)] en

los espacios de posición y momento para potenciales repulsivos y atractivos. Se puede

observar la presencia del hueco de Fermi en el estado (2, 1) sobre las ĺıneas x1 = x2 y

p1 = p2, donde Γ y Π son cero. De manera similar, el hueco de contrapeso en el estado

(1, 2), cuando x1 = −x2 y p1 = −p2 también es muy notorio.

Ahora nos enfocaremos en el comportamiento de las entroṕıas como funciones del

potencial de confinamiento. En la Fig. (6.1) se muestran las entroṕıas de Shannon

como funciones de 1/ω en los espacios de posición, momento y en el espacio fase

separable. El ĺımite no interactuante se alcanza cuando el potencial de confinamiento

tiende a infinito y domina por encima del potencial entre part́ıculas, 1/ω → 0. La

interacción entre part́ıculas aumenta a lo largo del eje x conforme la intensidad de la

trampa armónica decrece.

En la Tabla (6.1) puede observarse que la igualdad entre las entroṕıas de pares de

los diferentes estados es independiente de la magnitud del potencial de confinamiento

ω.

La densidad de pares en el espacio de posición se deslocaliza (la entroṕıa de pares

aumenta) conforme el potencial de confinamiento disminuye. Esta deslocalización está

presente en ambos reǵımenes del potencial entre part́ıculas como puede observarse en

la Fig. (6.1).
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Figura 6.2: Densidades de pares para los estados [(2, 1), (1, 2)] con potencial atractivo

(columna izquierda) y con potencial repulsivo (columna derecha), con λ = 0.5 y ω = 1.
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No obstante existe una diferencia evidente en las regiones donde ω es pequeña, es

decir las regiones de confinamiento ligero donde el potencial entre part́ıculas juega un

papel muy importante. Observamos que la curva para el potencial repulsivo aumenta

de una forma más pronunciada si se le compara con la correspondiente al potencial

atractivo. Este comportamiento demuestra que además de la disminución de la fuerza

de la trampa el potencial repulsivo es otro factor importante de deslocalización en

espacio de posición porque obliga a las part́ıculas a apartarse. Con el potencial atractivo

el factor dominante en la deslocalización es la disminución de la fuerza de la trampa.

En el espacio de momento pueden observarse caracteŕısticas comparables. La den-

sidad se localiza (las entroṕıas de pares disminuyen) conforme 1/ω aumenta. Este

comportamiento es consistente con la deslocalización en el espacio de posición y puede

interpretarse como proveniente de las limitaciones que imponen las relaciones de incer-

tidumbre. Con el potencial repulsivo la localización de la densidad es más abrupta que

con el atractivo, como puede apreciarse en la Fig. (6.1). Esto es análogo a lo observado

en el espacio de posición.

Finalmente, debe notarse que el compromiso entre la deslocalización en el espacio de

posición y la localización en el espacio de momento es tal que las sumas entrópicas son

constantes en ambos reǵımenes del potencial. De hecho, el valor de la suma entrópica no

cambia si nos alejamos del ĺımite no interactuante. Queremos subrayar la insensibilidad

al potencial de la suma entrópica de dos part́ıculas. Hacemos notar también que la

suma entrópica toma valores por encima de la cota para sT , que es 2(1 + ln π) ≈ 4.29.

Estos resultados también son válidos para las parejas de estados [(0, 1), (1, 0)],

[(0, 3), (3, 0)], y [(2, 3), (3, 2)], como puede advertirse en las Tablas (6.2), (6.3) y (6.4).
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(0, 1), (1, 0)

Atractivo No interactuante Repulsivo

E01 > E10 E01 = E10 E01 < E10

sΓ01 = sΓ10 sΓ01 = sΓ10 sΓ01 = sΓ10

sρ01 < sρ10 sρ01 = sρ10 sρ01 > sρ10

Ix01 < Ix10 Ix01 = Ix10 Ix01 > Ix10

sΠ01 = sΠ10 sΠ01 = sΠ10 sΠ01 = sΠ10

sπ01 > sπ10 sπ01 = sπ10 sπ01 < sπ10

Ip01 > Ip10 Ip01 = Ip10 Ip01 < Ip10

sT01 = sT10 sT01 = sT10 sT01 = sT10

st01 = st10 st01 = st10 st01 = st10

It01 = It10 It01 = It10 It01 = It10

Tabla 6.2: Comparación de los estados (0, 1) y (1, 0).
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(0, 3), (3, 0)

Atractivo No interactuante Repulsivo

E03 > E30 E03 = E30 E03 < E30

sΓ03 = sΓ30 sΓ03 = sΓ30 sΓ03 = sΓ30

sρ03 < sρ30 sρ03 = sρ30 sρ03 > sρ30

Ix03 < Ix30 Ix03 = Ix30 Ix03 > Ix30

sΠ03 = sΠ30 sΠ03 = sΠ30 sΠ03 = sΠ30

sπ03 > sπ30 sπ03 = sπ30 sπ03 < sπ30

Ip03 > Ip30 Ip03 = Ip30 Ip03 < Ip30

sT03 = sT30 sT03 = sT30 sT03 = sT30

st03 = st30 st03 = st30 st03 = st30

It03 = It30 It03 = It30 It03 = It30

Tabla 6.3: Comparación de los estados (0, 3) y (3, 0).
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(2, 3), (3, 2)

Atractivo No interactuante Repulsivo

E23 > E32 E23 = E32 E23 < E32

sΓ23 = sΓ32 sΓ23 = sΓ32 sΓ23 = sΓ32

sρ23 < sρ32 sρ23 = sρ32 sρ23 > sρ32

Ix23 < Ix32 Ix23 = Ix32 Ix23 > Ix32

sΠ23 = sΠ32 sΠ23 = sΠ32 sΠ23 = sΠ32

sπ23 > sπ32 sπ23 = sπ32 sπ23 < sπ32

Ip23 > Ip32 Ip23 = Ip32 Ip23 < Ip32

sT23 = sT32 sT23 = sT32 sT23 = sT32

st23 = st32 st23 = st32 st23 = st32

It23 = It32 It23 = It32 It23 = It32

Tabla 6.4: Comparación de los estados (2, 3) y (3, 2).

6.2.2 Localización en la densidad reducida de una variable

Las entroṕıas correspondientes a las densidades reducidas de una part́ıcula que se

observan en las Tablas (6.2), (6.3) y (6.4) muestran un comportamiento muy diferente

comparadas con las entroṕıas de pares. En ellas los efectos de la simetŕıa son diferentes

en cada espacio, de hecho, son opuestos en cualquiera de los reǵımenes del potencial.

Para el análisis retomaremos el ejemplo [(2, 1), (1, 2)]. Para potenciales atractivos

en el espacio de posición observamos que sρ21 > sρ12 . En el espacio de momento ocurre

la situación opuesta, sπ21 < sπ12. Esta oposición en los signos puede entenderse si se

nota que st21 = st12 .

En este caso, la densidad que proviene de la función antisimétrica (con el hueco de

Fermi) se encuentra más localizada en el espacio de momento que la que proviene de la

función simétrica (con el hueco de contrapeso). Por otro lado, la densidad proveniente

de la función simétrica está más localizada que la antisimétrica en el espacio de posición.
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Figura 6.3: Entroṕıas de la densidad reducida de una part́ıcula para los estados (2, 1) [azul],

y (1, 2) [rojo] con potencial atractivo (arriba) y potencial repulsivo (abajo), con λ = 0.5.

Por su parte, la suma entrópica, st, que mide la incertidumbre en el espacio fase

separable, no detecta estos cambios en la simetŕıa, es decir tenemos st21 = st12 . En la

Fig. (6.3) se muestra que estos resultados son independientes del régimen del potencial

que estemos tratando.

De la forma de las funciones de onda en el ĺımite no interactuante puede despren-

derse que ρ21(x) = ρ12(x) y π21(p) = π12(p), consecuentemente sρ21 = sρ12 y sπ21 = sπ12 .

Considerando el potencial repulsivo tenemos que sρ21 < sρ12 y la situación contraria

en el espacio de momento, es decir, sπ21 > sπ12 . La densidad reducida que proviene de

la función antisimétrica está más localizada que la que proviene de la simétrica en el

espacio de posición y más deslocalizada en el espacio de momento. Los signos entre

las entroṕıas son exactamente opuestos si consideramos el potencial atractivo. Pero en

ambos casos tenemos que st21 = st12 .

Dado que el signo entre las entroṕıas es diferente para cada régimen de potencial

(considere por ejemplo las sρ’s en ambos reǵımenes), podemos argumentar que el or-

den de éstas nos permite distinguir entre las densidades reducidas que provienen de

funciones de onda con diferente simetŕıa. Para reforzar nuestro argumento, en la Fig.
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(6.3) se muestra que conforme aumenta la magnitud del potencial las curvas se separan

cada vez más.

Tal comportamiento es interesante porque el distinguir entre funciones de diferente

simetŕıa, asociadas a part́ıculas bajo un potencial se conoce como el problema de la

v−representabilidad en otros contextos, como DFT [130].

Las relaciones precisas entre las entroṕıas para el resto de los estados se observan

claramente si se inspeccionan las Tablas (6.2), (6.3) y (6.4), las que muestran que en

todos los casos ocurre esta oposición de los signos entre los espacios.

A continuación hacemos un análisis detallado de los signos opuestos de las en-

troṕıas de las densidades reducidas mostrados en la Tabla (6.1). Para ello, primero

analizaremos los signos opuestos entre las enerǵıas de los dos estados. En el ĺımite

no interactuante, tenemos que E21 = E12, en tanto que bajo un potencial atractivo

tenemos que E21 < E12, y exactamente el caso opuesto bajo un potencial repulsivo, es

decir E21 > E12.

Si tomamos la diferencia en enerǵıa entre dos estados arbitrarios encontramos,

EnR,nr
− EmR,mr

ω
= [(nR +

1

2
) +

√

1± 2
λ2

ω2
(nr +

1

2
)]−

[(mR +
1

2
) +

√

1± 2
λ2

ω2
(mr +

1

2
)]

= (nR −mR) +

√

1± 2
λ2

ω2
(nr −mr). (6.1)

Para el análisis nos hemos restringido en este caṕıtulo a los casos donde (nR + nr) =

(mR+mr), esto es, (nR−mR) = (mr−nr). Esta condición se satisface automáticamente

si consideramos estados que difieren solamente por el intercambio de sus número

cuánticos, es decir, nR = mr y mR = nr. Reordenando la ecuación de arriba en-

contramos
EnR,nr

−EmR,mr

ω
= (

√

1± 2
λ2

ω2
− 1)(nr −mr). (6.2)

La existencia de degeneraciones en el ĺımite no interactuante (ω → ∞) es evidente.

Ahora dividiremos en casos. Para un potencial atractivo tenemos que

∆E

ω
=
EnR,nr

−EmR,mr

ω
= (

√

1 + 2
λ2

ω2
− 1)(nr −mr). (6.3)
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El factor que multiplica la diferencia de los números cuánticos siempre es positivo.

Concluimos entonces que el signo de ∆E es gobernado por la diferencia entre nr y mr,

o entre nR y mR, debido a las restricciones sobre su suma. Entonces,

∆E > 0 si nr > mr, nR < mR

∆E < 0 si nr < mr, nR > mR. (6.4)

Para un potencial repulsivo, tenemos

∆E

ω
=
EnR,nr

− EmR,mr

ω
= (

√

1− 2
λ2

ω2
− 1)(nr −mr). (6.5)

El factor arriba mencionado es siempre negativo y el signo de ∆E es opuesto al del

caso atractivo.

El signo entre las enerǵıas es opuesto al signo entre las correspondientes entroṕıas

de Shannon en el espacio de posición y es el mismo que entre las entroṕıas en el espacio

de momento. Aśı, si E1 > E2, entonces sρ1 < sρ2 y sπ1 > sπ2 como puede observarse

en las Tablas (6.1), (6.2), (6.3) y (6.4).

Ahora utilizaremos que, en virtud del teorema virial, para este modelo T̄ = V̄ [43].

Entonces, E1 > E2 implica T̄1 > T̄2 y también V̄1 > V̄2.

Si tomamos el caso en que T̄1 > T̄2 se esperaŕıa que un incremento en la enerǵıa

cinética condujera a un incremento en el momento promedio de las part́ıculas. La

distribución de momentos debeŕıa entonces ensancharse y deslocalizarse en el caso con

mayor T̄ , lo que resultaŕıa en sπ1 > sπ2.

Por otro lado, V̄1 > V̄2 implica que el potencial de confinamiento es mayor en el

primer caso. Es plausible entonces que la densidad se localice en el caso con mayor V̄

y tener sρ1 < sρ2 .

Estos efectos pueden apreciarse en las gráficas de las densidades reducidas presen-

tadas en la Fig. (6.4). En el espacio de momento se observa una disminución de la

densidad alrededor del origen en el estado con mayor enerǵıa comparado con el otro,

en ambos reǵımenes del potencial. Puesto que ambos estados tienen densidades con

la misma normalización la consecuencia debe ser una transferencia de densidad a val-

ores mayores de |p|. En el espacio de posición se ve una concentración de la densidad
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alrededor del origen en los estados con mayor enerǵıa, esta situación es caracterizada

entrópicamente como una localización; en los estados con menor enerǵıa la remoción

de densidad hacia regiones lejanas al origen provoca deslocalización.

La magnitud de los números cuánticos es un factor que influye en el ordenamiento de

las enerǵıas y por tanto en la localización de las distribuciones. Los casos (0, 1), (1, 0);

(0, 3), (3, 0); y (2, 3), (3, 2) arrojan resultados similares como puede observarse en las

Tablas (6.2), (6.3) y (6.4).

Los argumentos anteriores pueden utilizarse para explicar por qué el orden de las

curvas en la Fig. (6.3) es diferente según la naturaleza del potencial. Para comprender

el orden hay que atender al ordenamiento energético para un potencial repulsivo y

para uno atractivo. Además, es importante señalar que para intensidades grandes del

potencial repulsivo existe una localización más pronunciada en el espacio de momento

y una deslocalización más pronunciada en espacio de posición si se compara con el

potencial atractivo, lo cual es similar a lo observado en las entroṕıas de pares.

Por su parte, las medidas de localización en el espacio fase separable, st, no dis-

tinguen entre el hueco de Fermi y el de contrapeso. Sin embargo, śı dependen de la

magnitud del potencial entre part́ıculas, en contraste con sT . st se incrementa con la

magnitud del potencial en ambos reǵımenes. El valor de st para el ĺımite no interactu-

ante está por encima de la cota 1 + ln π.
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Figura 6.4: Densidades reducidas de una part́ıcula para los estados [(2, 1), (1, 2)] con un

potencial atractivo (columna izquierda) y con un potencial repulsivo (columna derecha), con

ω = 1 y λ = 0.5.
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6.2.3 Correlación estad́ıstica

La correlación estad́ıstica medida a través de la información mutua es un balance entre

la localización de la densidad de dos part́ıculas y de la densidad reducida. En los

casos tratados en esta sección el orden relativo de la información mutua para estados

de diferente simetŕıa está determinado por el orden de las entroṕıas de Shannon de

las densidades reducidas porque las entroṕıas de pares son iguales. El estado con una

densidad reducida más deslocalizada corresponde al estado con mayor correlación.

En la Fig. (6.5) se presentan las gráficas correspondientes a la información mutua

para el par de estados [(2, 1), (1, 2)]. El estado antisimétrico, que tiene el hueco de

Fermi, está más correlacionado en el espacio de posición que el simétrico, que tiene el

hueco de contrapeso, con un potencial atractivo. Por otro lado, el estado simétrico es el

más correlacionado en el espacio de momento. Con un potencial repulsivo la situación

es la inversa. En el estado antisimétrico las part́ıculas están más correlacionadas en el

espacio de momento en tanto que en el estado simétrico están más correlacionadas en

el espacio de posición.

Como un rasgo general la información mutua muestra una tendencia creciente con-

forme 1/ω aumenta. Sin embargo, se observan mı́nimos en varios casos conforme la

magnitud del potencial vaŕıa. Los mı́nimos pueden caracterizarse según el siguiente

esquema: Si nr > nR, y el potencial es atractivo, entonces Ix tendrá un mı́nimo y si el

potencial es repulsivo habrá un mı́nimo en Ip. En cambio si nr < nR, habrá un mı́nimo

en Ix si el potencial es repulsivo y en Ip si es atractivo.

Para explicar estos mı́nimos en las medidas de correlación utilizaremos el balance

que existe entre la localización en la densidad de pares y en la densidad reducida. Para

ejemplificar consideremos la situación en el espacio de posición, donde sΓ y sρ aumentan

conforme aumenta 1/ω. Si la información mutua tiene un mı́nimo, debemos concluir

que sΓ exhibe una deslocalización más pronunciada comparada con la que exhibe sρ en

la región previa al mı́nimo y por lo tanto la correlación disminuye. La región posterior

al mı́nimo, donde la correlación aumenta, está mostrando que la deslocalización en ρ
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es más pronunciada que la deslocalización en Γ con la variación de ω. Estas diferencias

se deben al efecto del potencial. Estos resultados demuestran que el potencial afecta

de manera distinta a la densidad de pares y a la densidad reducida y esta diferencia se

refleja en las medidas de localización lo que sólo es evidente examinando las medidas

de correlación.
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Figura 6.5: Información mutua para los estados (2, 1) [azul] y (1, 2) [rojo] con potencial

atractivo (arriba) y potencial repulsivo (abajo), con λ = 0.5.

La suma de las correlaciones en los espacios de posición y momento, It, no distingue

entre los estados simétricos y los antisimétricos ya que sus componentes, sT y st, no lo

hacen. Su comportamiento como función del potencial es el mismo que el de st porque

sT es constante. Para los casos atractivo y repulsivo It aumenta con la magnitud del

potencial, de manera similar a st .

Para poner en perspectiva estos resultados es necesario señalar que el compor-

tamiento es consistente con el observado para los estados singulete y triplete de la serie

isoelectrónica del helio donde st e It aumentan para Z pequeño (correlación repulsiva

grande) [131]. Por otro lado la suma entrópica, st, ha sido propuesta como una me-

dida de correlación en sistemas atómicos [125], sobre la base de resultados obtenidos

numéricamente. El estudio de este modelo ilustra que st (proveniente de la densidad
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reducida) tiene el mismo comportamiento que la suma de Ix e Ip que son medidas de

correlación relacionadas con la densidad de pares. Los resultados obtenidos en sistemas

atómicos reales muestran tendencias consistentes con los obtenidos para este modelo

que utiliza potenciales armónicos.

6.3 Simetŕıa en la función de onda, huecos de simetŕıa

y números cuánticos

En esta sección también vamos a comparar las propiedades de una función antisimétrica

con las de una función simétrica. En contraste con la sección anterior, elegimos estados

en que las part́ıculas ocupan diferente orbitales en el ĺımite no interactuante. Nuestro

análisis se enfoca en los efectos del potencial conforme nos alejamos de este ĺımite. La

única restricción sobre estos estados es que sean degenerados en el ĺımite no interactu-

ante, esto es, deben satisfacer (nR + nr) = (mR +mr). Los pares que consideramos en

esta sección son [(1, 1), (2, 0)]; [(1, 1), (0, 2)]; [(0, 3), (1, 2)]; [(2, 1), (3, 0)]; [(3, 1), (2, 2)] y

[(1, 3), (2, 2)]. Usaremos el par [(2, 1), (3, 0)] para ilustrar el comportamiento general.

Las funciones de onda en el ĺımite no interactuante son,

Ψ21(x1, x2) = ψ1(x1)ψ2(x2)− ψ2(x1)ψ1(x2) (6.6)

Ψ30(x1, x2) = ψ0(x1)ψ3(x2) + ψ3(x1)ψ0(x2). (6.7)

Ya que las part́ıculas están en diferentes orbitales en ambos estados el orden relativo

de las entroṕıas y de las informaciones mutuas en el ĺımite no interactuante está deter-

minado por los números cuánticos; para el caso que discutiremos más ampliamente el

orden relativo de las medidas en este ĺımite se muestra en la Tabla (6.5).

Para completar el análisis del modelo también mostramos el resumen de los resul-

tados de los otros estados en las Tablas (6.6), (6.7), (6.8), (6.9) y (6.10).

Existen caracteŕısticas comunes a todas las tablas. Una notable es que en todos los

casos existen cruces en las medidas de localización y en las de correlación en alguno
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de los reǵımenes de potencial. Otra caracteŕıstica importante es que todas las Tablas

contienen cruces en It, la correlación total, en ambos reǵımenes del potencial.

La caracterización de los cruces en las medidas de correlación y de localización se

sintetizan como sigue:

• [(2, 1), (3, 0)] y [(1, 1), (2, 0)]. Tablas (6.5) y (6.6).

– Potencial atractivo. Cruces en sρ e Ip.

– Potencial repulsivo. Cruces en sπ e Ix.

• [(1, 1), (0, 2)] y [(0, 3), (1, 2)]. Tablas (6.7) y (6.8).

– Potencial atractivo. Cruces en sπ e Ix.

– Potencial repulsivo. Cruces en sρ e Ip.

• [(3, 1), (2, 2)]. Tabla (6.9).

– Potencial atractivo. Cruces en sπ, Ip y st.

– Potencial repulsivo. Cruces en sρ, Ix y st.

• [(1, 3), (2, 2)]. Tabla (6.10).

– Potencial atractivo. Cruces en sρ, Ix y st.

– Potencial repulsivo. Cruces en sπ, Ip y st.
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(2, 1), (3, 0)

Atractivo No interactuante Repulsivo

E21 > E30 E21 = E30 E21 < E30

sΓ21 > sΓ30 sΓ21 > sΓ30 sΓ21 > sΓ30

sρ21 > sρ30 (< 2.55) sρ21 > sρ30 sρ21 > sρ30

sρ21 < sρ30 (> 2.55)

Ix21 < Ix30 Ix21 < Ix30 Ix21 < Ix30 (< 1.18)

Ix21 > Ix30 (> 1.18)

sΠ21 > sΠ30 sΠ21 > sΠ30 sΠ21 > sΠ30

sπ21 > sπ30 sπ21 > sπ30 sπ21 > sπ30 (< 1.23)

sπ21 < sπ30 (> 1.23)

Ip21 < Ip30 (< 2.12) Ip21 < Ip30 Ip21 < Ip30

Ip21 > Ip30 (> 2.12)

sT21 > sT30 sT21 > sT30 sT21 > sT30

st21 > st30 st21 > st30 st21 > st30

It21 < It30 (< 4.45) It21 < It30 It21 < It30 (< 1.36)

It21 > It30 (> 4.45) It21 > It30 (> 1.36)

Tabla 6.5: Comparación entre los estados (2, 1) y (3, 0). Los valores de 1/ω para los puntos

de cruce se indican entre paréntesis y son aproximados.
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(1, 1), (2, 0)

Atractivo No interactuante Repulsivo

E11 > E20 E11 = E20 E11 < E20

sΓ11 > sΓ20 sΓ11 > sΓ20 sΓ11 > sΓ20

sρ11 > sρ20 (< 0.55) sρ11 > sρ20 sρ11 > sρ20

sρ11 < sρ20 (> 0.55)

Ix11 < Ix20 Ix11 < Ix20 Ix11 < Ix20 (< 1.045)

Ix11 > Ix20 (> 1.045)

sΠ11 > sΠ20 sΠ11 > sΠ20 sΠ11 > sΠ20

sπ11 > sπ20 sπ11 > sπ20 sπ11 > sπ20 (< 0.50)

sπ11 < sπ20 (> 0.50)

Ip11 < Ip20 (< 1.55) Ip11 < Ip20 Ip11 < Ip20

Ip11 > Ip20 (> 1.55)

sT11 > sT20 sT11 > sT20 sT11 > sT20

st11 > st20 st11 > st20 st11 > st20

It11 < It20 (< 3.3) It11 < It20 It11 < It20 (< 1.3)

It11 > It20 (> 3.3) It11 > It20 (> 1.3)

Tabla 6.6: Comparación entre los estados (1, 1) y (2, 0). Los valores de 1/ω para los puntos

de cruce se indican entre paréntesis y son aproximados.
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(1, 1), (0, 2)

Atractivo No interactuante Repulsivo

E11 < E02 E11 = E02 E11 > E02

sΓ11 > sΓ02 sΓ11 > sΓ02 sΓ11 > sΓ02

sρ11 > sρ02 sρ11 > sρ02 sρ11 > sρ02 (< 0.51)

sρ11 < sρ02 (> 0.51)

Ix11 < Ix02 (< 1.55) Ix11 < Ix02 Ix11 < Ix02

Ix11 > Ix02 (> 1.55)

sΠ11 > sΠ02 sΠ11 > sΠ02 sΠ11 > sΠ02

sπ11 > sπ02 (< 0.55) sπ11 > sπ02 sπ11 > sπ02

sπ11 < sπ02 (> 0.55)

Ip11 < Ip02 Ip11 < Ip02 Ip11 < Ip02 (< 1.045)

Ip11 > Ip02 (> 1.045)

sT11 > sT02 sT11 > sT02 sT11 > sT02

st11 > st02 st11 > st02 st11 > st02

It11 < It02 (< 3.3) It11 < It02 It11 < It02 (< 1.3)

It11 > It02 (> 3.3) It11 > It02 (> 1.3)

Tabla 6.7: Comparación entre los estados (1, 1) y (0, 2). Los valores de 1/ω para los puntos

de cruce se indican entre paréntesis y son aproximados.
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(0, 3), (1, 2)

Atractivo No interactuante Repulsivo

E03 > E12 E03 = E12 E03 < E12

sΓ03 < sΓ12 sΓ03 < sΓ12 sΓ03 < sΓ12

sρ03 < sρ12 sρ03 < sρ12 sρ03 < sρ12 (< 1.25)

sρ03 > sρ12 (> 1.25)

Ix03 > Ix12 (< 2.12) Ix03 > Ix12 Ix03 > Ix12

Ix03 < Ix12 (> 2.12)

sΠ03 < sΠ12 sΠ03 < sΠ12 sΠ03 < sΠ12

sπ03 < sπ12 (< 2.55) sπ03 < sπ12 sπ03 < sπ12

sπ03 > sπ12 (> 2.55)

Ip03 > Ip12 Ip03 > Ip12 Ip03 > Ip12 (< 1.176)

Ip03 < Ip12 (> 1.176)

sT03 < sT12 sT03 < sT12 sT03 < sT12

st03 < st12 st03 < st12 st03 < st12

It03 > It12 (< 4.45) It03 > It12 It03 > It12 (< 1.36)

It03 < It12 (> 4.45) It03 < It12 (> 1.36)

Tabla 6.8: Comparación entre los estados (0, 3) y (1, 2). Los valores de 1/ω para los puntos

de cruce se indican entre paréntesis y son aproximados.
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(3, 1), (2, 2)

Atractivo No interactuante Repulsivo

E31 < E22 E31 = E22 E31 > E22

sΓ31 < sΓ22 sΓ31 < sΓ22 sΓ31 < sΓ22

sρ31 > sρ22 sρ31 > sρ22 sρ31 > sρ22 (< 0.63)

sρ31 < sρ22 (> 0.63)

Ix31 > Ix22 Ix31 > Ix22 Ix31 > Ix22 (< 0.96)

Ix31 < Ix22 (> 0.96)

sΠ31 < sΠ22 sΠ31 < sΠ22 sΠ31 < sΠ22

sπ31 > sπ22 (< 0.70) sπ31 > sπ22 sπ31 > sπ22

sπ31 < sπ22 (> 0.70)

Ip31 > Ip22 (< 1.3) Ip31 > Ip22 Ip31 > Ip22

Ip31 < Ip22 (> 1.3)

sT31 < sT22 sT31 < sT22 sT31 < sT22

st31 > st22 (< 1.3) st31 > st22 st31 > st22 (< 0.96)

st31 < st22 (> 1.3) st31 < st22 (> 0.96)

It31 > It22 (< 2.36) It31 > It22 It31 > It22 (< 1.21)

It31 < It22 (> 2.36) It31 < It22 (> 1.21)

Tabla 6.9: Comparación entre los estados (3, 1) y (2, 2). Los valores de 1/ω para los puntos

de cruce se indican entre paréntesis y son aproximados.
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(1, 3), (2, 2)

Atractivo No interactuante Repulsivo

E13 > E22 E13 = E22 E13 < E22

sΓ13 < sΓ22 sΓ13 < sΓ22 sΓ13 < sΓ22

sρ13 > sρ22 (< 0.70) sρ13 > sρ22 sρ13 > sρ22

sρ13 < sρ22 (> 0.70)

Ix13 > Ix22 (< 1.3) Ix13 > Ix22 Ix13 > Ix22

Ix13 < Ix22 (> 1.3)

sΠ13 < sΠ22 sΠ13 < sΠ22 sΠ13 < sΠ22

sπ13 > sπ22 sπ13 > sπ22 sπ13 > sπ22 (< 0.63)

sπ13 < sπ22 (> 0.63)

Ip13 > Ip22 Ip13 > Ip22 Ip13 > Ip22 (< 0.96)

Ip13 < Ip22 (> 0.96)

sT13 < sT22 sT13 < sT22 sT13 < sT22

st13 > st22 (< 1.3) st13 > st22 st13 > st22 (< 0.96)

st13 < st22 (> 1.3) st13 < st22 (> 0.96)

It13 > It22 (< 2.36) It13 > It22 It13 > It22 (< 1.21)

It13 < It22 (> 2.36) It13 < It22 (> 1.21)

Tabla 6.10: Comparación entre los estados (1, 3) y (2, 2). Los valores de 1/ω para los puntos

de cruce se indican entre paréntesis y son aproximados.

6.3.1 Localización en la densidad de pares

Vamos a analizar ahora la localización en la densidad de pares de los estados [(2, 1), (3, 0)].

En la Tabla (6.5) se oberva que en el ĺımite no degenerado sΓ21 > sΓ30 y sΠ21 > sΠ30 .

Este orden relativo no se afecta cuando se enciende el potencial, sin importar que se

trate del caso atractivo o repulsivo. De hecho las curvas son equidistantes en todo el

intervalo de la magnitud del potencial y el signo entre las entroṕıas es igual en ambos
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espacios. Esto es, el estado más deslocalizado en el espacio de posición es también el

más deslocalizado en espacio de momento. Por inspección en las Tablas (6.6), (6.7),

(6.8), (6.9) y (6.10) puede notarse que esto último es una caracteŕıstica general.

Las Tablas pueden clasificarse según el ordenamiento de la localización en la densi-

dad de pares de los estados:

• [(2, 1), (3, 0)], [(1, 1), (2, 0)] y [(1, 1), (0, 2)]. Tablas (6.5), (6.6) y (6.7). El estado

antisimétrico está más deslocalizado que el simétrico.

• [(0, 3), (1, 2)], [(3, 1), (2, 2)] y [(1, 3), (2, 2)]. Tablas (6.8), (6.9) y (6.10). El estado

simétrico está más deslocalizado que el antisimétrico.

La magnitud de la diferencia |nr − nR| puede relacionarse con el ordenamiento en

la localización. Como se desprende de esta clasificación el estado que tiene la menor

diferencia es el más deslocalizado en los espacios de posición y momento independien-

temente del potencial (atractivo o repulsivo).

6.3.2 Localización en la densidad reducida de una variable

Los números cuánticos también juegan un papel en los valores de las entroṕıas de la

densidad reducida en el ĺımite no interactuante, y por lo tanto determinan el orden

relativo. La Tabla (6.5) muestra que en este caso tenemos sρ21 > sρ30 y sπ21 > sπ30.

Analizaremos la existencia de cruces entre las entroṕıas, para ello tomemos como

ejemplo las entroṕıas en el espacio de posición. En el ĺımite no interactuante, E21 = E30

y sρ21 > sρ30 . Cuando encendemos el potencial repulsivo provocamos que E21 < E30.

Usando los argumentos del teorema virial que vertimos la sección anterior (V̄21 < V̄30),

podemos entender por qué el ordenamiento que tienen las entroṕıas en el ĺımite no

interactuante se mantiene en presencia de este potencial repulsivo.

Por otra parte, al encender el potencial atractivo logramos que E21 > E30, entonces

(V̄21 > V̄30) y por tanto esperamos que sρ21 < sρ30 . La presencia de un potencial

atractivo debeŕıa inducir que se invierta el orden relativo de las entroṕıas conforme nos
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alejamos del ĺımite no interactuante. Y aśı es, el valor de 1/ω del punto en que ocurre

el cambio de orden de estas entroṕıas se muestra en la Tabla (6.5).

Argumentos similares pueden utilizarse para las entroṕıas en el espacio de momento.

En el régimen repulsivo, E21 < E30, y entonces T̄21 < T̄30. Esperaŕıamos que la

densidad de momento esté más dispersa o deslocalizada en el estado (3, 0), y por

tanto que sπ21 < sπ30 . Este ordenamiento es opuesto al que se observa en el ĺımite no

interactuante. Si prendemos el potencial repulsivo debeŕıa resultar una inversión en el

orden de las entroṕıas, y efectivamente aśı es, el valor de 1/ω en que este reordenamiento

ocurre se muestra en la Tabla (6.5). En cambio, si encendemos el potencial atractivo

tenemos que T̄21 > T̄30 y por lo tanto esperamos que sπ21 > sπ30, este es el mismo orden

que en el ĺımite no interactuante y por ello no se observa un cruce. El comportamiento

de las entroṕıas alrededor del punto en que cruzan se muestra en la Fig. (6.6).
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Figura 6.6: Detalle de los cruces que ocurren en los estados (2, 1) [azul] y (3, 0) [rojo]. sπ21

y sπ30 con potencial repulsivo (izquierda). sρ21 y sρ30 con potencial atractivo (derecha).

Exactamente los mismos argumentos energéticos pueden utilizarse para explicar los

cruces que ocurren en todas las Tablas. Dado un régimen de potencial siempre ocurre

un cruce en alguno de los espacios y en dos casos, Tablas (6.9) y (6.10), para ambos

reǵımenes de potencial ocurre un cruce en st, una medida de la localización en un

espacio fase separable.

El resultado principal de esta sección es que el potencial entre part́ıculas puede

usarse para controlar la localización de la densidad reducida de un estado relativo a

otro con diferente simetŕıa. Esto ilustra la influencia mutua entre la simetŕıa y el
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potencial.

6.3.3 Correlación estad́ıstica

Es razonable esperar un punto de cruce en las medidas de correlación porque hay cruces

entre las entroṕıas reducidas de una part́ıcula. Para el par de estados en que nos hemos

concentrado estos puntos se reportan en la Tabla (6.5) y las informaciones mutuas se

grafican en la Fig. (6.7). La interpretación de este comportamiento es que la magnitud

de la correlación en un estado relativo al otro de diferente simetŕıa puede controlarse

por medio del potencial entre part́ıculas.
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Figura 6.7: Información mutua para los estados [(2,1)[azul],(3,0)[rojo]] con potencial atrac-

tivo (arriba) y potencial repulsivo (abajo).

Como se ha señalado, en todos los casos estudiados existe un punto de cruce en

alguno de los espacios (dado un potencial cruza Ix o bien cruza Ip). En todos los

casos ocurre un cruce en la correlación total entre part́ıculas, It. Esto demuestra

la importancia del potencial para gobernar el ordenamiento de la correlación entre

estados, resaltamos que este control puede ejercerse en estados con diferente simetŕıa.

En el caso discutido,Tabla (6.5), el cruce ocurre en el espacio de posición para el

potencial atractivo en tanto que otro cruce ocurre en el espacio de momento para el
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repulsivo. Esta es una caracteŕıstica general del modelo: Si ocurre un cruce en uno de

los espacios bajo un régimen de potencial existirá otro cruce en el otro espacio bajo el

otro régimen de potencial.

6.4 Otras caracteŕısticas en la simetŕıa del modelo

Para ser exhaustivos en el análisis de la interrelación entre la simetŕıa y el potencial

en este modelo examinaremos brevemente otros pares de estados con caracteŕısticas

diferentes a los que hemos estudiado en las secciones anteriores. Los pares de estados

que examinamos antes comparten la caracteŕıstica de poseer difierente simetŕıa, por

lo que el hueco de Fermi es siempre una variable para el análisis. Ahora dirigimos

nuestra atención hacia pares de estados cuyas funciones de onda son ambas simétricas

o antisimétricas.

(2, 0), (0, 2)

Atractivo No interactuante Repulsivo

E20 < E02 E20 = E02 E20 > E02

sΓ20 = sΓ02 sΓ20 = sΓ02 sΓ20 = sΓ02

sρ20 > sρ02 sρ20 = sρ02 sρ20 < sρ02

Ix20 > Ix02 Ix20 = Ix02 Ix20 < Ix02

sΠ20 = sΠ02 sΠ20 = sΠ02 sΠ20 = sΠ02

sπ20 < sπ02 sπ20 = sπ02 sπ20 > sπ02

Ip20 < Ip02 Ip20 = Ip02 Ip20 > Ip02

sT20 = sT02 sT20 = sT02 sT20 = sT02

st20 = st02 st20 = st02 st20 = st02

It20 = It02 It20 = It02 It20 = It02

Tabla 6.11: Comparación entre los estados (2, 0) y (0, 2).

Consideremos por ejemplo el par de estados [(2, 0), (0, 2)], Tabla (6.11), donde no
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hay huecos de simetŕıa, ni el de Fermi ni el de contrapeso y ambas funciones de onda son

simétricas. Una caracteŕıstica de estos estados es que la localización de las densidades

de pares es la misma (ambas entroṕıas tienen el mismo valor) independientemente de

la magnitud del potencial, que es una situación similar a la que se presenta entre los

estados [(2, 1), (1, 2)] cuyas relaciones se muestran en la Tabla (6.1). En el ĺımite no

interactuante tenemos que ρ20(x) = ρ02(x), las entroṕıas de Shannon de las densidades

reducidas correspondientes tienen el mismo valor. La influencia del potencial sobre las

entroṕıas conforme nos alejamos del ĺımite no interactuante es la misma que la que se

discutió para el par de estados [(2, 1), (1, 2)].

(1, 3), (3, 1)

Atractivo No interactuante Repulsivo

E13 > E31 E13 = E31 E13 < E31

sΓ13 = sΓ31 sΓ13 = sΓ31 sΓ13 = sΓ31

sρ13 < sρ31 sρ13 = sρ31 sρ13 > sρ31

Ix13 < Ix31 Ix13 = Ix31 Ix13 > Ix31

sΠ13 = sΠ31 sΠ13 = sΠ31 sΠ13 = sΠ31

sπ13 > sπ31 sπ13 = sπ31 sπ13 < sπ31

Ip13 > Ip31 Ip13 = Ip31 Ip13 < Ip31

sT13 = sT31 sT13 = sT31 sT13 = sT31

st13 = st31 st13 = st31 st13 = st31

It13 = It31 It13 = It31 It13 = It31

Tabla 6.12: Comparación entre los estados (1, 3) y (3, 1).

Ahora discutiremos el par de estados [(1, 3), (3, 1)] que tienen funciones antisimétricas.

Una diferencia con el caso discutido en los párrafos previos es que los dos huecos

están presentes en ambos estados. Este par comparte, con algunos analizados en sec-

ciones previas, la caracteŕıstica de que los números cuánticos sólo han sido intercam-
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biados. Este par conduce a resultados del mismo tipo que los discutidos para el caso

[(2, 1), (1, 2)]. La śıntesis de los datos puede observarse en la Tabla (6.12).

Ahora veremos el par [(1, 2), (3, 0)]. Ambos estados son simétricos (ho hay hueco de

Fermi) pero los dos tienen el hueco de contrapeso debido a que nR es impar. En el ĺımite

no interactuante diferentes orbitales se encuentran ocupados, como es el caso de algunos

pares de estados discutidos en secciones previas de este caṕıtulo. Las relaciones entre

las cantidades se presentan en la Tabla (6.13). Puede utilizarse el mismo tipo de análisis

y consideraciones energéticas que sirvieron para estudiar los estados [(0, 3), (1, 2)] para

explicar el comportamiento y los cruces de las medidas de localización y correlación.

Las entroṕıas de pares del estado (1, 2) son siempre mayores que las entroṕıas del estado

(3, 0). En ambos reǵımenes de potencial ocurre un cruce en la correlación total entre

part́ıculas, It. Para el potencial atractivo ocurren además cruces en sρ e Ip, en tanto

que para el potencial repulsivo ocurren los cruces en sπ e Ix.

Finalmente, en la Tabla (6.14) se muestran los resultados para dos estados an-

tisimétricos, [(0, 3), (2, 1)], que sólo contienen el hueco de Fermi. Sus caracteŕısticas

pueden discutirse siguiendo los mismos argumentos que se detallaron para analizar los

estados [(0, 3), (1, 2)] anteriormente. En este caso las entroṕıas de pares del estado (2, 1)

son siempre mayores que las entroṕıas del estado (0, 3). También en ambos reǵımenes

de potencial ocurre un cruce en la correlación total entre part́ıculas, It. Para el poten-

cial atractivo ocurren además cruces en sπ e Ix, en tanto que para el potencial repulsivo

ocurren los cruces en sρ e Ip.
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(1, 2), (3, 0)

Atractivo No interactuante Repulsivo

E12 > E30 E12 = E30 E12 < E30

sΓ12 > sΓ30 sΓ12 > sΓ30 sΓ12 > sΓ30

sρ12 > sρ30 (< 1.10) sρ12 > sρ30 sρ12 > sρ30

sρ12 < sρ30 (> 1.10)

Ix12 < Ix30 Ix12 < Ix30 Ix12 < Ix30 (< 0.87)

Ix12 > Ix30 (> 0.87)

sΠ12 > sΠ30 sΠ12 > sΠ30 sΠ12 > sΠ30

sπ12 > sπ30 sπ12 > sπ30 sπ12 > sπ30 (< 0.87)

sπ12 < sπ30 (> 0.87)

Ip12 < Ip30 (< 1.12) Ip12 < Ip30 Ip12 < Ip30

Ip12 > Ip30 (> 1.12)

sT12 > sT30 sT12 > sT30 sT12 > sT30

st12 > st30 st12 > st30 st12 > st30

It12 < It30 (< 4.95) It12 < It30 It12 < It30 (< 1.36)

It12 > It30 (> 4.95) It12 > It30 (> 1.36)

Tabla 6.13: Comparación entre los estados (1, 2) y (3, 0). Los valores de 1/ω para los puntos

de cruce se indican entre paréntesis y son aproximados.
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(0, 3), (2, 1)

Atractivo No interactuante Repulsivo

E03 > E21 E03 = E21 E03 < E21

sΓ03 < sΓ21 sΓ03 < sΓ21 sΓ03 < sΓ21

sρ03 < sρ21 sρ03 < sρ21 sρ03 < sρ21 (< 0.87)

sρ03 > sρ21 (> 0.87)

Ix03 > Ix21 (< 1.12) Ix03 > Ix21 Ix03 > Ix21

Ix03 < Ix21 (> 1.12)

sΠ03 < sΠ21 sΠ03 < sΠ21 sΠ03 < sΠ21

sπ03 < sπ21 (< 1.1) sπ03 < sπ21 sπ03 < sπ21

sπ03 > sπ21 (> 1.1)

Ip03 > Ip21 Ip03 > Ip21 Ip03 > Ip21 (< 0.87)

Ip03 < Ip21 (> 0.87)

sT03 < sT21 sT03 < sT21 sT03 < sT21

st03 < st21 st03 < st21 st03 < st21

It03 > It21 (< 4.95) It03 > It21 It03 > It21 (< 1.36)

It03 < It21 (> 4.95) It03 < It21 (> 1.36)

Tabla 6.14: Comparación entre los estados (0, 3) y (2, 1). Los valores de 1/ω para los puntos

de cruce se indican entre paréntesis y son aproximados.

6.5 Conclusiones

Las entroṕıas de Shannon de la densidad de pares no distinguen entre la presencia de un

hueco de Fermi (función de onda antisimétrica) y de un hueco de contrapeso (función de

onda simétrica) en el modelo del átomo de Moshinsky. Estados que ocupan los mismos

orbitales en el ĺımite no interactuante pero que difieren en la simetŕıa de la función de

onda tienen la misma entroṕıa de pares en el espacio de posición, esto ocurre también
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en el espacio de momento y es independiente de la naturaleza y de la magnitud del

potencial de interacción.

Por otro lado, las entroṕıas de las densidades reducidas de una part́ıcula en estos

estados distinguen entre las funciones simétrica y antisimétrica. Para sistemas no in-

teractuantes, las densidades reducidas y, por lo tanto, las entroṕıas de estos estados con

diferente simetŕıa son iguales. El potencial entre part́ıculas provoca que se diferencien.

Con un potencial atractivo entre part́ıculas, la densidad reducida de una part́ıcula en

el espacio de posición está más deslocalizada comparada con la simétrica. En el espacio

de momento la densidad correspondiente a la función de onda antisimétrica está más

localizada que la simétrica. Esta situación es inversa con potenciales repulsivos. La

densidad de la función antisimétrica está ahora más localizada en el espacio de posición

y más deslocalizada en el espacio de momento comparada con el caso simétrico.

La correlación estad́ıstica, medida a través de la información mutua, depende del

balance entre las medidas de localización en los niveles de una y dos part́ıculas. En estos

estados en que la entroṕıa de pares es igual, la densidad reducida más deslocalizada

implica mayor correlación. Esto conduce al resultado de que con un potencial atractivo

las part́ıculas que obedecen una función antisimétrica están más correlacionadas en el

espacio de posición, en tanto que las part́ıculas cuya función es simétrica están más

correlacionadas en el espacio de momento. La situación es inversa con un potencial

repulsivo. Las part́ıculas de la función antisimétrica están ahora más correlacionadas en

el espacio de momento y las part́ıculas de la función simétrica están más correlacionadas

en el espacio de posición.

La existencia de mı́nimos en las gráficas de las medidas de correlación como función

de la magnitud del potencial entre part́ıculas puede explicarse mediante las diferentes

respuestas de las densidades de pares y reducida al potencial y al balance entre las

medidas de localización en los niveles de una y dos part́ıculas.

Comparamos funciones simétricas y antisimétricas que ocupan diferentes orbitales

en el ĺımite no interactuante, en estos casos el orden relativo de la localización/deslocalización

en las densidades y de la correlación estad́ıstica entre part́ıculas, pueden regularse var-
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iando la intensidad de la trampa armónica. Esto es, existen puntos en los que se cruzan

las curvas respectivas en ambos espacios para potenciales atractivos y repulsivos. Es-

tos resultados ilustran la mutua influencia entre la simetŕıa de la función de onda y el

potencial entre part́ıculas y cómo ésta impacta en la localización de las funciones de

distribución y en la correlación estad́ıstica entre part́ıculas.



7. El átomo de Moshinsky en el

espacio fase: Correlaciones entre

posición y momento

7.1 Localización

7.1.1 Distribuciones de dos part́ıculas

En este caṕıtulo analizaremos la localización en el espacio fase. Expresiones entrópicas

formuladas en términos de distribuciones mecano-cuánticas en el espacio fase han sido

exploradas en la literatura [114, 61, 62]. La entroṕıa de Shannon de la función de

Wigner se ha estudiado también en sistemas modelo de una part́ıcula. Debido a la

presencia del logaritmo tiene un componente real y uno imaginario en sistemas donde

la función de Wigner tiene valores negativos [132]. La entroṕıa de Shannon de la

función de Wigner de dos part́ıculas se define,

sW = Re[sW ] + Im[sW ] (7.1)

con

Re[sW ] = −
∫

+

dx1dp1dx2dp2 W
+(x1, p1, x2, p2) lnW

+(x1, p1, x2, p2)

+

∫

−
dx1dp1dx2dp2 |W−(x1, p1, x2, p2)| ln |W−(x1, p1, x2, p2)| (7.2)
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Im[sW ] = iπ

∫

−
dx1dp1dx2dp2 |W−(x1, p1, x2, p2)|. (7.3)

Como en el caso de una part́ıcula, las ecuaciones anteriores se deben a que la integración

puede separarse en las regiones positivas (+) y negativas (-) de la función de Wigner

y se han tomado valores absolutos en las partes negativas. Si analizamos la parte real

obervamos que la localización tiene contribuciones de ambas regiones y que éstas son de

signo contrario y por tanto contribuyen de manera exactamente opuesta a la entroṕıa.

La parte imaginaria es proporcional al volumen de las regiones negativas.

En la Fig. (7.1) se muestra el comportamiento de sW como función del número

cuántico de las coordenadas relativas, nr. Se observa que los componentes real e imagi-

nario aumentan, la interpretación de este comportamiento es que la función de Wigner

de dos part́ıculas se deslocaliza con la excitación. También verificamos numéricamente

que para un estado sW no depende del régimen de potencial entre part́ıculas (atractivo

o repulsivo) ni de su magnitud, es decir, ambos componentes son constantes con κ.
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Figura 7.1: Entroṕıa de Shannon de la función de Wigner de dos part́ıculas, sW , con la

parte real (izquierda, rojo) y la parte imaginaria (derecha, azul), como funciones del número

cuántico, nr, para nR = 0. También se muestra la suma entrópica de dos part́ıculas, sT ,

(izquierda, azul, discontinua).

La entroṕıa de Shannon de la función de Wigner de dos part́ıculas puede consid-

erarse como una generalización de la suma entrópica (relación de incertidumbre) en el
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nivel de dos part́ıculas [106],

sT = sΓ + sΠ = −
∫

dx1dp1dx2dp2 Γ(x1, x2)Π(p1, p2) ln
[

Γ(x1, x2)Π(p1, p2)
]

≥ 2(1 + ln π). (7.4)

La suma entrópica, sT , mide la localización en una distribución de dos part́ıculas en un

espacio fase separable mientras que sW es una medida de la localización en la función de

Wigner, una distribución que en general no es separable. sT no depende del potencial

y es similar a sW en este aspecto. Ambas aumentan con nr como puede observarse en

la Fig. (7.1). Esto es, las distribuciones asociadas se deslocalizan con la excitación.

7.1.2 Distribuciones reducidas de una part́ıcula

Analizaremos ahora la localización en las distribuciones reducidas en espacio fase sep-

arable [ρ(x)π(p)] y no separable [w(x, p)]. Estas distribuciones se obtienen por inte-

gración de las de dos part́ıculas sobre dx2 y dp2.

La función de Wigner reducida de una part́ıcula es positivo-definida, esto debido a

que la acción de “vestir” una part́ıcula en la otra remueve las regiones negativas de la

función de Wigner de dos part́ıculas asociada con este sistema y, por lo tanto, sw es

real. Como un ejemplo, mostramos en la Fig. (7.2) las gráficas de la función de Wigner

reducida para el estado (nR, nr) = (0, 1), cuya forma es,

w(x, p) =
8(2κ+ 1)3/4

πω(1 +
√
2κ+ 1)3

(p2 + ω2x2)e
− 2(p2+ω2√2κ+1x2)

ω(1+
√
2κ+1) . (7.5)

En la Fig. (7.3) se muestra la gráfica de sw, la entroṕıa de Shannon de la función

de Wigner reducida, w(x, p). Las medidas de la localización en el espacio fase de

dos part́ıculas y en el espacio fase reducido de una part́ıcula son consistentes en su

comportamiento con el número cuántico de las coordenadas relativas, nr, esto es, en

ambos casos las distribuciones se deslocalizan con la excitación.

La suma entrópica (relación de incertidumbre) en el nivel de una part́ıcula [112],

st = sρ + sπ =

∫

dxdp ρ(x)π(p) ln
[

ρ(x)π(p)
]

≥ 1 + ln π, (7.6)
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Figura 7.2: Gráficas 3D de la función de Wigner reducida de una part́ıcula para el estado

(nR, nr) = (0, 1) con ω = 1 y κ = −0.4 (izquierda), κ = 2.0 (derecha).

puede verse como una medida de la localización en un espacio fase separable. La Fig.

(7.3) muestra que el comportamiento de sw es consistente con el de st como función de

nr; las distribuciones en espacio fase de dos part́ıculas y reducidas de una part́ıcula se

deslocalizan conforme aumentamos nr.

Las entroṕıas de las distribuciones reducidas, sρ y sπ, se comportan de manera

similar a sΓ y sΠ, como funciones del potencial entre part́ıculas. El comportamiento

de estas cantidades se estudió en un caṕıtulo anterior de esta tesis, por lo que nos

enfocaremos en las medidas en espacio fase. Las entroṕıas de las distribuciones en

espacio fase reducidas, st y sw dependen del potencial entre part́ıculas en contraste con

las entroṕıas de las distribuciones de dos part́ıculas, sT y sW . st y sw crecen con la

magnitud del potencial, |κ|, como puede verse en la Fig. (7.3), indicando que las dis-

tribuciones se deslocalizan. La presencia del potencial se observa en las distribuciones

de una part́ıcula debido a la acción de “vestir” una part́ıcula en la otra.
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Figura 7.3: Suma entrópica de una part́ıcula, st (roja, ĺınea sólida) y entroṕıa de Shannon

de la función de Wigner reducida de una part́ıcula, sw (azul, ĺınea discontinua). Izquierda:

como función de nr, para nR = 0 y κ = −0.25. Derecha: como funciones del potencial entre

part́ıculas, κ, para el estado excitado (0, 1).

7.2 Correlaciones

7.2.1 Correlaciones entre part́ıculas

En esta sección vamos a reescribir algunas de las expresiones de la correlación que

hemos discutido antes e introduciremos otras para generalizarlas utilizando la función

de Wigner y para relacionarlas entre śı. La correlación entre las posiciones de las

part́ıculas o entre sus momentos puede estudiarse con la información mutua, definida

por

Ix =

∫

dx1dx2 Γ(x1, x2) ln

[

Γ(x1, x2)

ρ(x1)ρ(x2)

]

= 2sρ − sΓ ≥ 0, (7.7)

para posiciones, y

Ip =

∫

dp1dp2 Π(p1, p2) ln

[

Π(p1, p2)

π(p1)π(p2)

]

= 2sπ − sΠ ≥ 0, (7.8)

para momentos. Ambas crecen con nr, por lo tanto la correlación entre posiciones

o entre momentos aumenta con al excitación. También tienen un comportamiento

creciente Ix e Ip con la magnitud del potencial entre part́ıculas. Su suma, Ix + Ip,
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puede interpretarse como una medida de las correlaciones entre part́ıculas basada en

una distribución de dos part́ıculas en espacio fase separable,

Ix + Ip =

∫

dx1dp1dx2dp2 Γ(x1, x2)Π(p1, p2) ln

[

Γ(x1, x2)Π(p1, p2)

ρ(x1)ρ(x2)π(p1)π(p2)

]

= 2st − sT ≥ 0 , (7.9)

y puede generalizarse sustituyendo,

Γ(x1, x2)Π(p1, p2) →W (x1, p1, x2, p2), ρ(xi)π(pi) → w(xi, pi). (7.10)

Entonces tenemos,

Ia =

∫

dx1dp1dx2dp2 W (x1, p1, x2, p2) ln

[

W (x1, p1, x2, p2)

w(x1, p1)w(x2, p2)

]

= 2sw − sW , (7.11)

que mide la separabilidad de la función de Wigner de dos part́ıculas en las funciones de

Wigner marginales asaciadas a cada una de ellas. Ia es en general un número complejo

debido a la negatividad de W (x1, p1, x2, p2), lo que vuelve necesario considerar tres

posibles medidas cuantitativas de las correlaciones entre part́ıculas,

Ia =



























Re[2sw − sW ]

|2sw − sW |

|2sw| − |sW |.

(7.12)

En la Fig. (7.4) se muestran estas cantidades como funciones de nr. Re[2sw − sW ]

y |2sw − sW | crecen con nr, comportamiento similar a Ix + Ip. Por otro lado, el

comportamiento de |2sw| − |sW | es cualitativamente diferente, particularmente para

estados altamente excitados. De las tres cantidades, esta es la que muestra menor

correlación entre las part́ıculas. En contraste con las otras dos cantidades Re[2sw−sW ]

no tiene en cuenta completamente las regiones negativas de la función de Wigner. Las

otras dos cantidades toman en cuenta el total de las regiones negativas por lo que

puede discutirse la contribución de éstas a la correlación entre part́ıculas comparando

con Re[2sw−sW ]; aśı, se observa que en un caso contribuyen a aumentar la correlación

entre part́ıculas (Re[2sw−sW ] < |2sw−sW |), en tanto que en el otro caso la disminuyen
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(Re[2sw − sW ] > |2sw| − |sW |). Todas las cantidades aumentan con |κ| debido a que

son medidas de las correlaciones entre part́ıculas. Note que Ia depende en κ a través

de la dependencia de sw.

0 2 4 6 8 10
0

1

2

3

4

n r

2s
w
-

s W
,

I r
+

I p

0 2 4 6 8 10

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

1.1

Κ
2s

w
-

s W
,

I r
+

I p

Figura 7.4: Correlación entre part́ıculas, Re[2sw − sW ] (rojo, ĺınea sólida), |2sw| − |sW |
(verde, ĺınea discontinua), y |2sw − sW | (azul, ĺınea punteada). Izquierda: como funciones

de nr, para nR = 0 y κ = −0.25. Derecha: como funciones del potencial entre part́ıculas, κ,

para el estado excitado (0, 1). Ix + Ip (gris, ĺınea de rayas y puntos) también se muestra.

7.2.2 Correlaciones totales

El análisis de las correlaciones totales en el modelo puede realizarse definiendo

Ib =

∫

dx1dp1dx2dp2 W (x1, p1, x2, p2) ln

[

W (x1, p1, x2, p2)

ρ(x1)ρ(x2)π(p1)π(p2)

]

= 2st − sW , (7.13)

que es una generalización de la distribución en espacio fase separable al sustituir

Γ(x1, x2)Π(p1, p2) → W (x1, p1, x2, p2). (7.14)

Es diferente de Ia en que el denominador del argumento logaŕıtmico no son las funciones

de Wigner reducidas de una part́ıcula sino las densidades de una part́ıcula. Por lo

tanto, es una medida de la separabilidad de la función de Wigner de dos part́ıculas en

las densidades de cada una de las variables que caracterizan al sistema. Una vez más
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tenemos tres posibilidades,

Ib =



























Re[2st − sW ]

|2st − sW |

|2st| − |sW |.

(7.15)

La Fig. (7.5) muestra que el comportamiento de estas tres cantidades es consistente;

la correlación aumenta con la excitación y también con |κ|. Su dependencia en κ es a

través de st porque sW no depende del potencial entre part́ıculas.
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Figura 7.5: Correlación total, Re[2st − sW ] (rojo, ĺınea sólida), |2st| − |sW | (verde, ĺınea
discontinua), y |2st − sW | (azul, ĺınea punteada). Izquierda: como funciones de nr, para

nR = 0 y κ = −0.25. Derecha: como funciones del potencial entre part́ıculas, κ, para el

estado excitado (0, 1). Ix + Ip (gris, ĺınea de rayas y puntos) también se muestra.

7.2.3 Correlación entre posición y momento

Nivel de dos part́ıculas

La correlación posición-momento en el nivel de dos part́ıculas puede estudiarse uti-

lizando,

I2xp =

∫

dx1dp1dx2dp2 W (x1, p1, x2, p2) ln

[

W (x1, p1, x2, p2)

Γ(x1, x2)Π(p1, p2)

]

= sT − sW , (7.16)
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una medida de la no-separabilidad de la función de Wigner en las densidades de pares

en cada espacio, que es la diferencia de la localización entre la función de distribución

en un espacio fase separable (sT ) y la no-separable (sW ). Los valores complejos en sW

nos conducen a las tres posibles medidas cuantitativas,

I2xp =



























Re[sT − sW ]

|sT − sW |

|sT | − |sW |.

(7.17)

Estas tres cantidades se grafican en la Fig. (7.6) como funciones de nr y de κ. Las

primeras dos, Re[2sw−sW ] y |2sw−sW |, aumentan con nr, mientras que |2sw|−|sW | os-
cila. Este comportamiento es consistente con el observado en sistemas de una part́ıcula

[132]. |2sw| − |sW | es la que predice la menor correlación posición-momento. Existen

algunos estados donde las definiciones empleadas asumen valores negativos, lo cual es

provocado porque la distribución en espacio fase no-separable está más deslocalizada

que la separable.
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Figura 7.6: Correlación posición-momento en el nivel de dos part́ıculas, Re[sT − sW ] (rojo,

ĺınea sólida), |sT | − |sW | (verde, ĺınea discontinua), y |sT − sW | (azul, ĺınea punteada).

Izquierda: como funciones de nr, para nR = 0 y κ = −0.25. Derecha: como funciones

del potencial entre part́ıculas, κ, para el estado excitado (0, 1).

Es importante anotar que como sT y sW son independientes del potencial entre
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part́ıculas, I2xp también lo es, tal como se puede apreciar en la Fig. (7.6). Entonces la

correlación entre posición y momento en el nivel de dos part́ıculas no se ve influenciada

por el potencial entre part́ıculas.

Nivel de una part́ıcula

Para estudiar la correlación entre la posición y el momento en el nivel de una part́ıcula

definimos una medida de la separabilidad de la función de Wigner reducida en las

densidades reducidas de una part́ıcula,

I1xp =

∫

dxdp w(x, p) ln

[

w(x, p)

ρ(x)π(p)

]

= st − sw. (7.18)

I1xp ≥ 0 porque w(x, p) es positivo-definida, lo cual significa que la función de Wigner

reducida está siempre más localizada que su contraparte separable (sw < st). La Fig.

(7.7) muestra I1xp como función de nr y se observa que ésta aumenta con el número

cuántico, por lo tanto, es consistente con dos de las cantidades que miden la correlación

posición-momento en el nivel de dos part́ıculas.
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Figura 7.7: Correlación posición-momento en el nivel de una part́ıcula, st − sw. Izquierda

(en rojo), como función de nr, para nR = 0 y κ = −0.25. Derecha (en azul), como función

del potencial entre part́ıculas, κ, para el estado excitado (0, 1).

Una diferencia importante entre I1xp y I2xp es que la primera śı depende de κ [Fig.

(7.7)], entonces la correlación posición-momento en el nivel de una part́ıcula se ve influ-

enciada por la interacción entre part́ıculas. La correlación disminuye con la magnitud
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del potencial en ambos reǵımenes (repulsivo y atractivo). Este comportamiento con-

trasta con el observado en el nivel de dos part́ıculas (donde la interacción no tiene

influencia en la correlación posición-momento) y se debe a que “vestir” una part́ıcula

en la otra guarda la información de la interacción en las densidades reducidas y ahora

śı la magnitud de la interacción afecta la correlación posición-momento en el nivel de

una part́ıcula.

7.2.4 Relaciones entre las medidas de correlación

El propósito de esta sección es ilustrar que las correlaciones totales pueden expre-

sarse en términos de sus componentes: 1) la correlación entre part́ıculas y 2) la cor-

relación posición-momento. Esperamos obtener información acerca de las correlaciones

posición-momento eliminando las correlaciones entre part́ıculas de las correlaciones to-

tales (Ib). Aśı, si restamos la medida generalizada de correlación entre part́ıculas Ia de

Ib, tenemos,

Ib − Ia = (2st − sW )− (2sw − sW ) = 2st − 2sw = 2I1xp, (7.19)

alternativamente, usando la correlación entre part́ıculas medida en las distribuciones

separables, podemos conseguir

Ib − (Ix + Ip) = (2st − sW )− (2st − sT ) = sT − sW = I2xp. (7.20)

Estas relaciones no son válidas si utilizamos como medida de correlación la norma

de las cantidades involucradas (por ejemplo |2sw − sW |). Sin embargo, son válidas si

utilizamos la diferencia de las normas (por ejemplo |2sw| − |sW |) o sólo el componente

real de las medidas de correlación (por ejemplo Re[2sw − sW ]). Aśı, si utilizamos

estas dos últimas alternativas para cuantificar la correlación, entonces la correlación

posición-momento y la correlación entre part́ıculas son separables según este esquema.
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7.2.5 Correlación no local x1 → p2

En el átomo de Moshinsky la correlación entre part́ıculas (entre sus posiciones x1 y x2

o entre sus momentos p2 y p1) se debe al potencial y a la simetŕıa de la función de

onda. La correlación entre p1 y x1 o entre x2 y p2 se debe a la no conmutatividad de

los operadores de posición y momento, (principio de incertidumbre). Las correlaciones

en el modelo pueden resumirse en el siguiente esquema: ( x1 → x2 → p2 → p1 → x1).

Nos preguntamos a partir de éste ¿cómo estudiar la correlación no local entre x1 y p2?

Si queremos obtener información acerca de la correlación entre x1 y p2 podemos sus-

traer las correlaciones entre part́ıculas [a través de Ia] y la correlación posición-momento

en el nivel de una part́ıcula (I1xp) de las correlaciones totales (Ib). Alternativamente,

también podŕıamos restar Ix+ Ip y la correlación posición-momento en el nivel de una

part́ıcula (I1xp).

Utilizando Ia como medida de la correlación entre part́ıculas, obtenemos,

Ib − Ia − I1xp = 2I1xp − I1xp = I1xp. (7.21)

El resultado de que la correlación x1 → p2 depende de la correlación posición-momento

en el nivel de una part́ıcula no es sorprendente porque en primer lugar I1xp involucra

el uso de una función de Wigner reducida donde la información acerca de p2 (y x2)

se ha proyectado sobre las otras variables. Y en segundo lugar porque debido a la

indistinguibilidad de las part́ıculas la información acerca de p2 debe ser la misma que

para p1.

Si ahora usamos Ix + Ip como medida de la correlación entre part́ıculas,

Ib − (Ix + Ip)− I1xp = I2xp − I1xp = (sT − sW )− (st − sw)

= (sΓ − sρ) + (sΠ − sπ)− (sW − sw)

= s(x1|x2) + s(p1|p2)− s(x1p1|x2p2), (7.22)
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donde las entroṕıas condicionales se definen como,

s(x1|x2) = −
∫

dx1dx2 Γ(x1, x2) ln

[

Γ(x1, x2)

ρ(x2)

]

,

s(p1|p2) = −
∫

dp1dp2 Π(p1, p2) ln

[

Π(p1, p2)

π(p2)

]

, (7.23)

s(x1p1|x2p2) = −
∫

dx1dp1dx2dp2 W (x1, p1, x2, p2) ln

[

W (x1, p1, x2, p2)

w(x2, p2)

]

.

Las entroṕıas condicionales miden la incertidumbre en una(s) variable(s) dado que

conocemos otra(s), por ejemplo, s(x1|x2) mide la incertidumbre en x1 una vez que se

ha determinado x2.

La Fig. (7.8) muestra las curvas obtenidas de la Ec. (7.22) usando la parte real y

también la diferencia de las normas de las cantidades involucradas. Como una tendencia

general ambas medidas aumentan (en magnitud) para estados excitados, pero tienen un

comportamiento oscilatorio. En varios casos las dos medidas difieren en el signo (una

es negativa y la otra positiva). Ambas disminuyen en valor absoluto con la magnitud

del potencial, sea éste atractivo o repulsivo. Comparando las tendencias generales en

la Fig. (7.8) con las curvas en la Fig. (7.7) (st − sw), puede observarse que las Ecs.

(7.22) y (7.21) son consistentes en su comportamiento con nr y con κ.
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Figura 7.8: Ib− (Ix+ Ip)− I1xp, con la parte real (rojo) y la diferencia de las normas (azul).

Izquierda: como una función de nr para nR = 0 y κ = −0.25. Derecha: como función del

potencial entre part́ıculas, κ, para el estado excitado (0, 1).

Otra posibilidad para explorar estas correlaciones es partir del esquema de las cor-
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relaciones en el modelo ( x1 → x2 → p2 → p1 → x1) y truncar la secuencia para

examinar (x1 → x2 → p2). Esto es equivalente a sustraer de las correlaciones totales

(Ib), la correlación posición-momento en el nivel de una part́ıcula (I1xp) para eliminar

la correlación p1 → x1, y la correlación entre los momentos de las part́ıculas (Ip) para

eliminar la correlación p2 → p1,

Ib − Ip − I1xp = (2st − sW )− (2sπ − sΠ)− (st − sw)

= sρ + (sΠ − sπ)− (sW − sw)

= sρ + s(p1|p2)− s(x1p1|x2p2). (7.24)

La secuencia (p2 → p1 → x1) permite examinar la correlación p2 → x1 de manera

similar al caso anterior con la única diferencia de sustraer Ix en lugar de Ip,

Ib − Ix − I1xp = (2st − sW )− (2sρ − sΓ)− (st − sw)

= sπ + (sΓ − sρ)− (sW − sw)

= sπ + s(x1|x2)− s(x1p1|x2p2). (7.25)

En la Fig. (7.9) se muestran la parte real y las normas de los términos de las

Ecs. (7.24) y (7.25) como funciones de nr y de κ. Se observa que su comportamiento

con nr es consistente entre śı; sus partes reales aumentan con el número cuántico

de las coordenadas relativas mientras las normas de las entroṕıas tienen primero un

comportamiento creciente y después decreciente para números cuánticos muy altos.

También se observa que su comportamiento como funciones de κ es consistente.

En la Fig (7.9) se observa que existen mı́nimos en las gráficas, demostrando que

hay regiones donde al incrementar la magnitud del potencial se reduce la correlación

entre x1 and p2 medida a través de este esquema, y regiones donde la correlación

aumenta. Para la Ec. (7.24) el mı́nimo ocurre para un potencial entre part́ıculas

atractivo, en tanto que para la Ec. (7.25) éste ocurre en la región repulsiva. Todo
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este comportamiento evoca las medidas de correlación entre las posiciones o entre los

momentos de las part́ıculas, cuyas gráficas se muestran en otro caṕıtulo de esta tesis.
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Figura 7.9: Ib− Ip− I1xp (dos gráficas de arriba) y Ib− Ix− I1xp (dos gráficas de abajo), con

la parte real (rojo) y la diferencia de las normas (azul). Izquierda: como función de nr para

nR = 0 y κ = −0.25. Derecha: como función del potencial entre part́ıculas, κ, para el estado

excitado (0, 1).

Como puede notarse al comparar las ecuaciones, hay una dependencia en el orden

que elegimos en el esquema para analizar la correlación entre x1 y p2, (x1 → x2 → p2)

o (p2 → p1 → x1), la cuestión de hasta qué punto este orden influye en nuestra medida

de esta correlación puede abordarse analizando la diferencia entre los esquemas. Aśı,

conseguimos

[Ib − Ip − I1xp]− [Ib − Ix − I1xp] = (sρ − sπ)− [s(x1|x2)− s(p1|p2)]

= Ix − Ip. (7.26)
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La diferencia entre Ix e Ip aumenta con nr, y también incrementa con la magnitud del

potencial entre part́ıculas (atractivo o repulsivo), siendo cero (Ix = Ip) cuando κ = 0.

Estas relaciones provocan la pregunta de hasta qué punto uno puede inferir información

acerca de la correlación posición-momento a partir del análisis de las diferencias de la

correlación entre las posiciones (Ix) y entre los momentos (Ip) de las part́ıculas. Enfa-

tizamos que esta discusión no es pertinente si utilizamos las normas de las cantidades,

porque estas relaciones no seŕıan válidas.

7.3 Conclusiones

Hemos investigado en el átomo de Moshinsky la localización en distribuciones separa-

bles y no separables en un espacio fase cuántico por medio del análisis de sus entroṕıas

de Shannon.

Las sumas entrópicas, relaciones informacionales de incertidumbre, pueden gener-

alizarse sustituyendo las densidades de posición y momento con las correspondientes

funciones de Wigner. En varios casos, la localización de las distribuciones en espa-

cio fase separable y no separable se comportan consistentemente con respecto a las

variaciones en el número cuántico de las coordenadas relativas.

Las entroṕıas de pares de las distribuciones de espacio fase no dependen del poten-

cial entre part́ıculas, mentras que las entroṕıas de las funciones reducidas śı dependen

de éste. La interpretación de lo anterior es que el potencial entre part́ıculas no tiene

influencia en la localización en el espacio fase de dos part́ıculas de este modelo. Otra

diferencia entre los niveles de dos part́ıculas y el reducido, es que las entroṕıas de

Shannon de dos part́ıculas tienen valores complejos debido a que la función de Wigner

presenta regiones negativas. Las entroṕıas de las funciones de Wigner reducidas son

números reales puesto que son positivas en todo el espacio.

En el caṕıtulo estudiamos diferentes definiciones de la información mutua para

abordar las correlaciones: totales, entre part́ıculas y entre posición y momento. En el

caso de las correlaciones entre part́ıculas y totales, las correlaciones aumentan con la
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magnitud del potencial entre part́ıculas y con el número cuántico de las coordenadas

relativas.

La correlación posición-momento en los niveles de una y dos part́ıculas generalmente

se incrementan con el número cuántico de las coordenadas relativas. Sin embargo, la

correlación posición-momento de dos part́ıculas es independiente del potencial entre

part́ıculas mientras que la correlación posición-momento medida en las funciones re-

ducidas śı depende del potencial. Esta correlación disminuye con la magnitud de los

potenciales atractivo o repulsivo.

Aśı, hemos estudiado un esquema que permite separar las correlaciones entre part́ıculas

de las correlaciones posición-momento.



8. Correlación posición-momento en

un modelo de una part́ıcula en una

caja con un potencial efectivo

8.1 El corral cuántico

Este modelo bidimensional consiste en una part́ıcula confinada con paredes de potencial

infinito en un disco de radio unitario. Se ha utilizado para interpretar la densidad de

estados de resultados experimentales [133, 134]. Si se usan coordenadas polares para

escribir el Hamiltoniano, podemos encontrar las funciones de onda

ψnk(r, φ) = Rnk(r)Φk(φ), (8.1)

donde

Rnk(r) =
21/2

J|k|+1(xnk)
Jk(xnkr), (8.2)

Φk(φ) =
1√
2π
eikφ, (8.3)

y n = 1, 2, 3, · · · , |k| = 0, 1, 2, 3, · · · . Jk es una función de Bessel de primer tipo [135]

de orden-k; y xnk es el n-simo cero de esta función. De este modelo se han estudiado

las entroṕıas de Shannon en los espacios de posición y momento [136, 137].

Si se sustituye la función de onda de la Ec. (8.1) en la ecuación de Schrödinger,

resolviendo para los ángulos obtenemos una ecuación radial,

148
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−1

r

d

dr
(r
dRnk

dr
) +

k2

r2
Rnk = ǫRnk (8.4)

donde ǫ = 2mE
~2

. Si definimos la nueva función como

unk(r) =
√
rRnk(r) (8.5)

y la sustituimos en la Ec. (8.4) conseguimos,

−d
2unk
dr2

+
k2 − 1/4

r2
unk = ǫunk. (8.6)

Esta ecuación puede interpretarse como una ecuación de Schrödinger unidimensional

con un potencial efectivo dado por

k2 − 1/4

r2
. (8.7)

Debido a que las u’s son cero en los puntos r = 0 y r = 1, el modelo es equivalente

a una part́ıcula en una caja de longitud unitaria bajo la influencia de un potencial

efectivo que resulta atractivo hacia el centro de la región de confinamiento para k = 0,

y repulsivo para todos los otros valores enteros de k. Con la metodoloǵıa descrita en la

parte introductoria de esta tesis podemos estudiar la influencia de los potenciales atrac-

tivos y repulsivos en la correlación posición-momento. Para racionalizar e interpretar

estos resultados es posible contrastarlos con los que obtuvimos antes para el mismo

modelo sin potencial, una part́ıcula en una caja, PIAB [132, 2]. También podemos

estudiar la localización en la función de Wigner utilizando la entroṕıa de Shannon que

hemos definido y además es posible contrastar los resultados con los de una part́ıcula

en una caja.

8.2 Funciones de Wigner

Las funciones de Wigner fueron calculadas numéricamente mediante la transformada

de Weyl ,

Wnk(r, p) =
1

π

∫

dy unk(r + y)unk(r − y)e2ipy, (8.8)
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mientras que las entroṕıas de Shannon mediante integración numérica de las Ecs.

(4.45), (4.46) y (4.53). Las funciones unk(r ± y) deben ser cero fuera del intervalo

[0, 1]. Esta condición se satisface si

0 ≤ r + y ≤ 1 y 0 ≤ r − y ≤ 1,

lo que conduce a los ĺımites de integración siguientes,

−r ≤ y ≤ +r, si 0 ≤ r ≤ 1
2
,

−(1− r) ≤ y ≤ +(1− r), si 1
2
< r ≤ 1 .

(8.9)

Las entroṕıas y la información mutua están dadas en nats. Un procedimiento

para verificar nuestra integración numérica es calcular numéricamente con el mismo

programa las funciones de Wigner de la part́ıcula en la caja [138] y comparamos los

valores que arrojó el cálculo con la expresión anaĺıtica; asimismo verificamos en cada

caso la normalización de la función de Wigner.

En la Fig. (8.1) mostramos algunas gráficas de la función de Wigner para la

part́ıcula en una caja sin potencial y con potenciales atractivos y repulsivos. El primer

renglón corresponde a la función de Wigner para el modelo PIAB para los números

cuánticos m = 1, 2, 5, en tanto que en los otros renglones mostramos las funciones de

Wigner correspondientes a un potencial efectivo determinado por los valores k = 0, 1, 3.

Para hacer posible la comparación con el modelo PIAB, en cada renglón graficamos las

funciones correspondientes a los números cuánticos n = 1, 2, 5.

Si nos desplazamos sobre un renglón es posible observar tanto la influencia del

número cuántico en la función de Wigner, como la manera en que cambia con la

excitación. Por otra parte, desplazándose hacia abajo en cualquier columna se observa

la introducción de un potencial atractivo (segunda entrada, k = 0) y repulsivo (tercera

y cuarta entradas, k = 1, 3) y sus efectos en la función de Wigner.
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Figura 8.1: Perspectiva superior de las gráficas de la función de Wigner del modelo PIAB

(primer renglón) y del modelo radial con k = 0 (segundo renglón), k = 1 (tercer renglón) y k =

3 (cuarto renglón). Las columnas corresponden a n(m) = 1, 2, 5. Las gráficas corresponden

a valores de r en el intervalo (0, 1) y valores de p entre (−15, 15).
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El modelo radial es muy similar al modelo PIAB (primer renglón). Globalmente, los

renglones comparten sus principales caracteŕısticas. En las gráficas puede observarse, a

lo largo de cada renglón, la aparición de más nodos conforme el sistema se excita hacia

números cuánticos mayores. Aparentemente la estructura nodal se ve poco afectada

por la introducción del potencial en el modelo, sin importar que éste sea repulsivo o

atractivo.

Para observar los efectos del potencial atractivo comparamos la primera y segunda

entrada en cada una de las columnas en las que se observa que la función de Wigner se

encuentra ligeramente desplazada hacia el origen (r = 0) por los efectos de la atracción

que ésta siente. Además, se observar que hay una ligera deslocalización en el eje p para

compensar la atracción en el eje r.

Por otro lado, para visualizar los efectos del potencial repulsivo comparamos los

renglones 1 y 3 (ó 1 y 4). Se observa que el efecto del potencial sobre el eje r “empuja”

la función de Wigner hacia el extremo de la caja (r = 1) que resulta en su localización,

en tanto que, también se advierte una cierta deslocalización a lo largo el eje p.

En este modelo es posible preguntarse por el efecto de la magnitud del potencial

repulsivo, un análisis visual de este efecto puede lograrse comparando las últimas dos

entradas de cada columna (correspondientes a k = 1, 3). El efecto de un potencial

repulsivo más fuerte desplaza en mayor medida la función de Wigner sobre el eje r hacia

el extremo r = 1, en tanto que, también es visible la diferencia en la deslocalización

sobre el eje p.

En la siguiente sección haremos una caracterización cuantitativa de la localización/deslocalización

que por ahora sólo hemos ejemplificado gráficamente.
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Figura 8.2: Perspectiva lateral de las gráficas de la función de Wigner del modelo PIAB

(primer renglón) y del modelo radial con k = 0 (segundo renglón), k = 1 (tercer renglón) y

k = 3 (cuarto renglón). Las columnas corresponden a n(m) = 1, 2, 5. El cero de la función

de Wigner se encuentra a la mitad del eje vertical. Las gráficas corresponden a valores de r

en el intervalo (0, 1) y valores de p entre (−15, 15).
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En el mismo sentido, la Fig. (8.2) muestra una perspectiva diferente de las funciones

de Wigner, en la que puede observarse que el número de regiones negativas aumenta

con la excitación. La columna correspondiente a n = 2 muestra el desplazamiento

tales regiones hacia el origen a causa del potencial atractivo, y se desplaza hacia la

otra pared de la caja como efecto del potencial repulsivo.

Con el análisis de las gráficas no es posible plantear con amplitud la influencia

del potencial en el aumento o disminución de las regiones negativas, por lo que, en la

siguiente sección cuantificaremos tal influencia en las regiones negativas.

8.2.1 Entroṕıa de Shannon de la Función de Wigner

Para analizar la localización en espacio fase de Wigner, utilizamos la entroṕıa de Shan-

non de la función de Wigner, sw. En la Fig. (8.3) mostramos sw como función del

número cuántico principal, n, para k = 0, 1 y también como función de n para el

modelo PIAB. Como sw adquiere valores complejos se grafican las tres diferentes posi-

bilidades para cuantificar la localización, Re[sw], Im[sw] y |sw|. Todas las cantidades

son funciones crecientes de n y m cuyo comportamiento es consistente para cualquier

valor de tales números cuánticos. En todas las medidas se puede observar cierta influ-

encia del potencial, no obstante en Re[sw] es menor la influencia; las diferencias entre

las curvas para los diferentes potenciales son pequeñas.
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Figura 8.3: Gráficas de las tres posibilidades para la entroṕıa de Shannon de la función de

Wigner y de st como funciones de n(m): k = 0 (verde), PIAB (rojo), k = 1 (azul).

En las gráficas para Im[sw] y |sw| la curva para PIAB (valor cero del potencial)

interpola entre los valores de k = 0 (potencial atractivo) y k = 1 (potencial repulsivo).

La interpretación de estas curvas es que las funciones de Wigner se deslocalizan con-

forme aumenta la estructura nodal cuando crece n. Este comportamiento también se

observa con otros potenciales cuyos valores ya hemos calculado, k = 3, 5.

El resultado de que Im[sw] aumenta con n muestra que las regiones negativas se

hacen mayores conforme n aumenta. También se observa que el volumen de las re-

giones negativas en el modelo PIAB tiene un valor intermedio entre aquel del potencial

atractivo (k = 0) y aquel del repulsivo (k > 0).

Este orden entre los valores para k = 0, PIAB y k = 1 de las curvas correspondientes

a Im[sw] y |sw| se mantiene para todos los valores de n. Esto quiere decir que un

potencial atractivo incrementa el volumen de las regiones negativas de la función de

Wigner (comparando la curva para k = 0 con la del modelo PIAB), mientras que
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un potencial repulsivo provoca la disminución del volumen de las regiones negativas

(comparando las curvas para k = 1 y PIAB). Aśı, un potencial atractivo deslocaliza la

función de Wigner en tanto que un potencia repulsivo la localiza, cuando la referencia

es el caso sin potencial (PIAB).

En la Fig. (8.3) también se muestran los valores correspondientes para la suma

entrópica, st, una medida de la localización en el espacio fase, medido en una dis-

tribución separable y que puede ser comparado con las medidas discutidas en los

párrafos anteriores. Es importante notar que mientras el comportamiento de st es sim-

ilar a las otras medidas, no preserva el orden de las curvas correspondientes a k = 0,

PIAB y k = 1 como lo hacen las cantidades Im[sw] y |sw|. Existen puntos donde las

curvas se cruzan (como ocurre con Re[sw]). Aśı, puede observarse que las medidas que

incorporan las regiones negativas de la función de Wigner respetan el orden relativo

mencionado, en tanto que st, que proviene de una distribución en espacio fase separable

y no negativa, no respeta tal orden.

En la Fig. (8.4) mostramos las gráficas de las tres medidas de correlación posibles

como funciones de k. Se observa que Re[sw] no muestra mucha sensibilidad al potencial.

Por otra parte, Im[sw], y en menor medida |sw| muestran claramente cómo cambia la

forma de la curva yendo desde k = 0 hacia k > 0. Entonces, la diferencia entre los

potenciales atractivos y repulsivos se manifiesta en la parte imaginaria de sw (que

también está incluida en |sw|.
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Figura 8.4: Gráficas de las tres posibilidades para la entroṕıa de Shannon de la función de

Wigner como funciones de k: n = 1 (verde), n = 2 (azul), n = 3 (rojo), n = 4 (azul claro),

n = 5 (negro). Hemos amplificado la escala de las tres curvas de abajo, corresponden a n = 2

con potenciales repulsivos k ≥ 1.

Las curvas pertenecientes a Im[sw] y |sw| presentan poca variación para los difer-

entes valores k ≥ 1. Esto sugiere que la magnitud o intensidad del potencial repulsivo

no es un factor dominante en el cambio de las regiones negativas de la función de

Wigner y en la localización de la distribución completa. Para interpretar este compor-

tamiento regresaremos a las gráficas de la función de Wigner en la Fig. (8.1), en las

que el ejemplo más claro son las dos últimas entradas de la primera columna. El poten-

cial repulsivo más fuerte en la última entrada comprime la función de Wigner hacia la

frontera en la dirección r. Esta compresión resulta en un ensanchamiento de la función

en la dirección p que puede atribuirse al principio de incertidumbre. El compromiso

entre estos dos comportamientos provoca que haya una influencia neta pequeña en la

localización de la función de Wigner como una totalidad.

El último renglón de la Fig. (8.4) muestra las gráficas correspondientes a n = 2 para

cada una de las cantidades utilizando una amplificación de la escala. Puede observarse

que todas las cantidades decrecen conforme k aumenta (potenciales repulsivos más

fuertes). Enfatizamos que este comportamiento para n = 2 se observó también en varios
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grupos de n′s. Existen, sin embargo, n′s donde el comportamiento es creciente con k,

por ejemplo para n = 5 las cantidades Re[sw] y |sw| muestran este comportamiento.

Este comportamiento creciente también ha sido observado para st [137].

8.2.2 Información Mutua

La Fig. (8.5) muestra las gráficas de las tres definiciones de la información mutua,

Re[st − sw], |st − sw| y |st| − |sw| como funciones de n para k = 0, PIAB y k = 1.

Es importante notar que el comportamiento es similar al modelo PIAB en las tres

definiciones. Para las últimas dos definiciones que incorporan las partes imaginarias,

la interpretación es que la correlación posición-momento aumenta en magnitud con n

como en el modelo PIAB. También, la curva para PIAB interpola perfectamente entre

las curvas para k = 0 y k = 1. Para las curvas correspondientes a Re[st − sw], la

interpretación es menos transparente porque la curva aumenta y disminuye sin una

tendencia clara.
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Figura 8.5: Gráficas de las tres posibilidades para la Información mutua como funciones de

n(m): k = 0 (verde), PIAB (rojo), k = 1 (azul).

En las dos últimas gráficas, la magnitud de la correlación es mayor para la curva

correspondiente a k = 0 que la del modelo PIAB. Por tanto, el potencial atractivo in-

crementa la magnitud de la correlación posición-momento. Por otra parte, la magnitud

de la correlación es menor para k = 1 que para PIAB. Entonces el potencial repulsivo

disminuye la correlación posición-momento.

El componente imaginario de Irp, Im[st − sw] , puede también considerarse como
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una medida de correlación, tal componente es −Im[sw] y es el negativo de la curva

presentada en la Fig. (8.3). Examinando esta curva, la interpretación seŕıa que la

magnitud de la correlación aumenta con n. Esto es consistente con |st−sw| y |st|−|sw|
en la interpretación de los efectos de los potenciales sobre la magnitud de la correlación.

La Fig. (8.6) presenta las curvas como funciones de k. Todas las curvas muestran

una distinción entre los potenciales atractivo y repulsivo. La interpretación es que la

magnitud de la correlación es mayor para potenciales atractivos que para repulsivos.

Existen también diferencias entre las medidas de correlación, en |st−sw| la correlación

posición-momento no se ve muy afectada por el potencial repulsivo (k ≥ 1) mientras que

para las otras medidas la interpretación es que la magnitud de la correlación aumenta

(Re[st − sw]) o disminuye (|st| − |sw|) con la intensidad del potencial.
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Figura 8.6: Gráficas de las tres posibilidades para la Información mutua como funciones de

k: n = 1 (verde), n = 2 (azul), n = 3 (rojo), n = 4 (azul claro), n = 5 (negro). La curva de

abajo corresponde a |st−sw|, para n = 2 con potenciales repulsivos k ≥ 1, hemos amplificado

la escala.

La curva |st − sw| para n = 2 se presenta en la parte de abajo de la Fig. (8.6) con

una escala amplificada. Con esta escala, puede advertirse que |st − sw| disminuye y
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por lo tanto la correlación disminuye con la intensidad del potencial repulsivo. Este

comportamiento es similar al de todas las curvas |st| − |sw|. Estos resultados para

n = 2 también son válidos para los puntos n = 3, pero no para los otros. Por otro

lado, una disminución de los valores en k = 1 y k = 3 se observa para todos los valores

estudiados de n.

8.3 Conclusiones

Podemos estudiar los efectos de un potencial efectivo repulsivo o atractivo en el com-

portamiento de las funciones de Wigner en una part́ıcula en la caja por medio de las

soluciones de la ecuación radial de Schrödinger para una part́ıcula en un corral cuántico.

Estudiamos la localización/deslocalización de la función de Wigner con la entroṕıa

de Shannon. Mostramos que la entroṕıa de Shannon se incrementa con el número

cuántico, n para ambos potenciales, atractivo y repulsivo, de manera similar al caso

de potencial-cero (PIAB). La parte imaginaria de la entroṕıa aumenta con n, lo que

ilustra que el volumen de las regiones negativas de la función de Wigner se incrementa

con el estado cuántico.

Además, la curva PIAB (potencial-cero) interpola entre el potencial atractivo (k =

0) y el repulsivo (k = 1). La interpretación de esto es que potencial atractivo provoca

el aumento del volumen negativo de la función de Wigner, en tanto que el potencial

repulsivo provoca su disminución. Este análisis de la entroṕıa de Shannon contra k

demuestra que la entroṕıa detecta la diferencia entre un potencial atractivo y uno

repulsivo.

La información mutua entre posición y momento se utiliza para estudiar la cor-

relación estad́ıstica entre esas variables. Esta correlación se incrementa con el número

cuántico y es consistente con el modelo PIAB. Además, los valores del modelo PIAB

interpolan entre los casos k = 0 y k = 1, permitiendo una interpretación en función del

signo del potencial. La presencia de un potencial atractivo incrementa la magnitud de

esta correlación mientras que un potencial repulsivo disminuye esta correlación.
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Como una función de k, los resultados muestran una clara distinción entre los po-

tenciales repulsivo y atractivo. Se observa que la magnitud de la correlación disminuye

con el aumento del potencial repulsivo. Enfatizamos la importortancia de los compo-

nentes imaginarios de estas medidas informacionales, correspondientes al volumen de

las regiones negativas de la función de Wigner.



9. Localización en espacio de

posición, momento y espacio fase, y

correlación posición-momento en el

oscilador armónico confinado

El oscilador armónico confinado puede visualizarse como otro modelo de una part́ıcula

en una caja con un potencial. Y también puede considerarse como un modelo inter-

medio entre la part́ıcula en la caja y el oscilador armónico [139]. El Hamiltoniano del

modelo es

Ĥ = −1

2
p̂2 + V (x), (9.1)

donde

V (x) =











ω2

2
x̂2, si − a < x < a

∞, si |x| > a

(9.2)

Las soluciones de este Hamiltoniano son anaĺıticas y conocidas, para n par,

ψn(x) = Ane
−x2/2

1F1(
1

4
− En

2
,
1

2
, x2) (9.3)

y para n impar,

ψn(x) = Bne
−x2/2

1F1(
3

4
− En

2
,
3

2
, x2) (9.4)
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donde An y Bn son constantes de normalización, y 1F1(a, b, x) es la función hiper-

geométrica confluente de Kummer y En son las enerǵıas del oscilador. Usualmente,

para encontrar las En, se fija el radio de confinamiento y se resuelve, numéricamente,

para la condición de confinamiento,

1F1(
1

4
− En

2
,
1

2
, x2c) = 0 , 1F1(

3

4
− En

2
,
3

2
, x2c) = 0, (9.5)

para el caso par e impar, respectivamente. En general debemos considerar que la

función hipergeométrica confluente, 1F1, es una serie, convergente, infinita de poten-

cias de x2, y por ello las funciones de onda en el espacio de momento (Transformada

de Fourier) y las funciones de Wigner (Transformada de Weyl) deben obtenerse por

integración numérica de la Ec. (2.5), aśı como las funciones de Wigner de la Ec. (3.13)

Una desventaja para transformar la función al espacio de momento (Transformada

de Dirac-Fourier) o al espacio fase (Transformada de Weyl) es que la función hiper-

geométrica confluente, 1F1, es una serie, convergente, infinita de potencias de x2; en

este caso la transformación debe ser numérica y dado que estamos interesados en el

cálculo de la entroṕıa, que se obtiene integrando numéricamente también, enfrentamos

el problema de superponer dos aproximaciones numéricas.

Para ciertas enerǵıas, la función de onda en el espacio de momento y la función

de Wigner son anaĺıticas por lo que pueden usarse para verificar las tendencias que

encontramos numéricamente. Dedicaremos una sección a estos resultados más adelante.

El modelo se ha discutido anteriormente por ser uno de los casos de solución

anaĺıtica cuando el sistema está confinado, para abordarlo desde diferentes perspec-

tivas [139, 140, 141, 142, 143, 144, 145, 146, 147, 148, 149, 150, 151].
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9.1 Localización

9.1.1 Espacio de posición

En la Fig. (9.1) se muestra el comportamiento creciente de la desviación estándar con

el tamaño de la caja, a, indicando que la part́ıcula se deslocaliza cuando tiene más

espacio disponible.

1 2 3 4 5
a

1

2

3

4

5

Dx
n=0,1,2,3,4,5

Figura 9.1: ∆x como función de a para diferentes valores de n, n = 0 es rojo y los otros

valores son ascendentes conforme n crece.

La entroṕıa en el espacio de posición se ha estudiado anteriormente [141]. En la Fig.

(9.2) se muestran las gráficas de las entroṕıas en el espacio de posición correspondientes

a n = 0, 1, 2, 3, 4, 5, en este modelo el número cuántico se verifica observando la cantidad

de nodos que tiene la función de onda para una enerǵıa dada. Como en el caso de ∆x

se observa que la part́ıcula se deslocaliza cuando tiene más espacio disponible.

Para valores pequeños de a puede advertirse que sx no depende apreciablemente

de n, evocando el comportamiento de una part́ıcula en una caja [152, 83], conforme
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aumentamos el tamaño de la caja van distinguiéndose las curvas correspondientes a los

diferentes números cuánticos, similar al oscilador armónico.

En todos los casos ocurre que sPIABx (a = 1) < sCHOxn < sHOxn (ω = 1). El sub́ındice

para PIAB se ha suprimido por su independencia del número cuántico, aunque śı

depende del tamaño de la caja. Es notable este comportamiento porque en el modelo

CHO variamos el valor de a (y por tanto el de ω) y en los ĺımites de a pequeño y grande

conseguimos los valores correspondientes a la caja con a = 1 y al oscilador armónico

con ω = 1.

1 2 3 4 5

0.5

1.0

1.5

sxHn=0,1,2,3,4,5L vs a

Figura 9.2: sx como función de a para diferentes números cuánticos, n = 0 es azul y los

otros valores son ascendentes conforme n crece.

En cuanto a la dependencia con el número cuántico, se muestra en la Fig. (9.3)

que para a = 1/
√
2 en sx no hay dependencia apreciable con n, como ocurre con

sPIABx . Conforme a aumenta, puede empezar a observarse la dependencia con n, lo que

demuestra también la transición de un modelo a otro.
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Figura 9.3: sx como función de n para diferentes valores de a. a = 1/
√
2 (azul), a = 2

(verde), a = 5 (rojo).

9.1.2 Espacio de momento

En la Fig. (9.4) se muestra ∆p como función del tamaño de la caja y se observa que

la part́ıcula se localiza en el espacio de momento. Considerando el comportamiento de

∆x se puede atribuir esta localización a la relación de incertidumbre entre ambas.

Por otra parte, puede observarse en la Fig. (9.5) que sp depende en n para todo

el intervalo de valores de a. También ocurre que sHOpn (ω = 1) < sCHOpn < sPIABpn+1
(a = 1)

para todos los casos, demostrando la capacidad de ambas entroṕıas para detectar la

transición de un modelo a otro. Debe resaltarse también que el estado basal del modelo

PIAB es n = 1, en tanto que para el HO es n = 0, y aśı sucesivamente en estados

excitados, lo que explica el n + 1 como regla general en el ordenamiento mencionado.

Para el HO ocurre que para ω = 1, sx = sp, lo que ocurre en el CHO para valores

mayores de a.
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Figura 9.4: ∆p como función de a para diferentes valores de n, n = 0 es rojo y los otros

valores son ascendentes conforme n crece.
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Figura 9.5: sp como función de a para diferentes números cuánticos n = 0 es azul y los

otros valores son ascendentes conforme n crece.
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Debe notarse que en todas las curvas, excepto para n = 0, existe un mı́nimo en sp

para a ≈ 3, este comportamiento resulta interesante porque si empezamos a reducir

el tamaño de la caja, existen regiones de a (antes del mı́nimo yendo de a grande a

pequeña) en que ambas distribuciones se localizan, aunque su suma siempre respeta

la cota de incertidumbre. También el mı́nimo juega un papel importante para poder

conseguir sx = sp para a mayores.

En la Fig. (9.6) se muestran las densidades de momento del CHO entre los dos

ĺımites del modelo, PIAB y HO. La escala en el eje de la densidad y en el eje de

las p’s es el mismo por lo que las gráficas son comparables entre śı directamente. De

manera similar al caso de las densidades de posición, la comparación de los dos primeros

renglones mostraŕıan el efecto del potencial, se observa que predominan las paredes;

y los dos últimos mostraŕıan el efecto de las paredes, se advierte que predomina el

potencial, ω.

El análisis de π(p) se puede relacionar con el mı́nimo de sp en a ≈ 3. Atendiendo

al tamaño de los picos de la distribución se puede notar que conforme nos desplazamos

hacia abajo en las columnas ocurre una localización (crece la probabilidad de encontrar

a las part́ıculas con el valor del momento en los picos). En el caso a = 3, el cuarto

renglón, los picos son mayores que en el caso a = 5, el quinto renglón, demostrando

una deslocalización que efectivamente se observa en la Fig. (9.5).

Por otro lado, sp demuestra un comportamiento consistente con los comportamien-

tos en PIAB y HO como función del número cuántico, como se observa en la Fig. (9.7).

Se puede notar un cruce en sp para las curvas correspondientes a a = 2 y a = 5, en

n = 7. De manera que en n = 8 ya es más deslocalizada la curva correspondiente a

a = 5.

En la Fig. (9.6), desplazándose en un renglón de izquierda a derecha, se observa la

variación de la densidad con el número cuántico para un a dada.
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Figura 9.6: π(p). De izquierda a derecha, n = 0, n = 2, n = 5; de arriba hacia abajo:

PIAB, a = 0.5, a = 1, a = 3, a = 5, HO.
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Figura 9.7: sp como función de n para diferentes valores de a. a = 1/
√
2 (azul), a = 2

(verde), a = 5 (rojo).

9.1.3 Relaciones de incertidumbre

Graficamos primero ∆x∆p en la Fig. (9.8). Los valores van desde los valores de PIAB

a los del HO. Para n = 2, 3, 4, 5 hay un máximo, reflejando un comportamiento de

localización/deslocalización que no se observa en las desviaciones estándar individuales.

También observamos que para n = 0, 1, 2, 3 el valor del producto correspondiente a

PIAB es más pequeño que el correspondiente a HO, mientras que para n = 4, 5 ocurre

la situación opuesta. Para n = 0, 1 el producto disminuye con a, en tanto que para

n = 2, 3, 4, 5 el producto primero aumenta y después disminuye.
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Figura 9.8: ∆x∆p, como función de a para diferentes n.

Ahora dirigimos nuestra atención a la suma entrópica. Primero debemos mencionar

que en todos los casos la cota se cumple. En la Fig. (9.10) se muestra que para n = 0,

st disminuye con a, en tanto que para el resto de los valores de n, st crece. A su vez,

puede advertirse que en ambos ĺımites, a pequeña y grande, st adquiere valores en el

intervalo del modelo PIAB al HO.
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Figura 9.9: st como función de a. n = 0 es azul y aumenta con el número cuántico.
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Figura 9.10: Izquierda. sCHOt (rojo) como función de a con n = 0. Derecha. sCHOt (rojo)

como función de a con n = 5. Además se muestran sPIABt (azul) y sHOt (verde).

En este comportamiento de st el mı́nimo en sp tiene un papel relevante puesto que

n = 0 es el único valor para el que no existe ese mı́nimo y coincide con el estado en

que la suma no es creciente. La importancia de tal mı́nimo puede observarse en la Fig.

(9.11), donde hemos ejemplificado con n = 5, que exhibe el comportamiento general.
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El mı́nimo parece ser un efecto combinado de la longitud de la caja y la frecuencia del

oscilador confinado, lo que muestra su interrelación.

2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0 5.5
1.0

1.2

1.4

1.6

1.8

2.0
sx and sp Hn=5L vs a

Figura 9.11: Detalles de sx (rojo) y sp (azul) como funciones de a de donde se puede inferir

el papel que juega el mı́nimo en el comportamiento.

Con n, st tiene un comportamiento consistente con los modelos PIAB y HO, las

curvas se muestran en la Fig. (9.12).

La Fig. (9.13) muestra las densidades separables en el espacio fase. Los ejes del

valor de la función y el eje p son consistentes para todas las curvas, sin embargo, el eje

x en cada caso corresponde a los ĺımites de la caja y por lo tanto las gráficas no son

directamente comparables.
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Figura 9.12: st como función de n, con a = 1/
√
2 (azul), a = 2 (verde), a = 5 (rojo).

A pesar de este problema, haremos notar que hay una variación abrupta en el valor

de ρ(x)π(p) conforme crece el valor de a para los n impares. Para los valores de a = 3, 5,

conforme n aumenta se observa que las gráficas para los impares son muy diferentes

que aquellas para los pares.

Según la suma entrópica, el caso n = 0 se localiza en este espacio fase separable, en

tanto que el resto se deslocaliza. Puede contrastarse este resultado con las gráficas.
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Figura 9.13: ρ(x)π(p). De izquierda a derecha, n = 0, n = 2, n = 5; de arriba hacia abajo:

PIAB, a = 0.7, a = 1, a = 3, a = 5, HO.
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9.1.4 Función de Wigner

El componente real de la entroṕıa de Shannon de la función de Wigner, Re[sw], au-

menta con a para todos los estados, como se observa en la Fig. (9.14) mostrando

que la distribución se deslocaliza. Este comportamiento es consistente para st, con la

excepción de n = 0, donde la última disminuye. En contraste, para Im[sw] ocurre

que es decreciente para n = 0, 1, 2, demostrando una disminución en el volumen de

las regiones negativas conforme crece la caja, en tanto que para n = 3, 4, 5 aumenta y

luego disminuye por lo que existen máximos en esos estados.
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Figura 9.14: Re[sw] (izquierda) y Im[sw] (derecha) como funciones de a.

Por otro lado, en cuanto a los ĺımites en que esperamos que vaŕıen los valores, se

muestran en la Fig. (9.15) las curvas correspondientes a n = 0, 5, y representa el

comportamiento general, Re[sw] parece variar en el intervalo de valores cuyo ĺımite son

los valores del modelo PIAB y del HO.

Este comportamiento contrasta con el de Im[sw], mostrado en la Fig. (9.16), pues

para n = 0 es claro que los valores vaŕıan entre PIAB y HO, pero para n = 5 el

valor comienza en PIAB, pero aumenta por encima del valor de HO aunque parece

que se aproxima para valores mayores de a, mostrando que el aumento de las regiones

negativas no interpola estrictamente entre esos dos modelos. Resumiendo, si atendemos

a las curvas para Re[sw] y, más importante, para Im[sw], el comportamiento de n = 0

lo es también de n = 1, 2, en tanto que el comportamiento de n = 5 lo es de n = 3, 4.
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Figura 9.15: Re[sw] para n = 0 (izquierda) y n = 5 (derecha) como funciones de a.
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Figura 9.16: Im[sw] para n = 0 (izquierda) y n = 5 (derecha) como funciones de a.

Con n, Re[sw], Im[sw] y |sw| muestran un comportamiento consistente con los

modelos PIAB y HO, las curvas se muestra en la Fig. (9.17).
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Figura 9.17: Re[sW ] (azul), Im[sW ] (verde) y |sW | (rojo).

Como en el caso de ρ(x)π(p), las gráficas no son directamente comparables debido

a la diferente escala en x. Resalta, sin embargo, el contraste en las dos distribuciones

en espacio fase. La función de Wigner muestra más estructura que la distribución

separable. La diferencia en la localización de las dos distribuciones es la correlación

posición-momento, que abordaremos enseguida.
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Figura 9.18: W (x, p). De izquierda a derecha, n = 0, n = 2, n = 5; de arriba hacia abajo:

PIAB, a = 0.7, a = 1, a = 3, a = 5, HO.
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9.2 Correlación posición-momento

En la Fig. (9.19) se muestran las tres definiciones posibles para medir correlación.

Re[st − sw] disminuye con el tamaño de la caja si el oscilador está en el estado basal,

n = 0, en tanto que n = 1 tiene un mı́nimo (que es un máximo en su magnitud), y

en todos los demás estados excitados aumenta, como ejemplo sólo se muestra la curva

para n = 5. Por otro lado, los valores de la curva Re[st − sw] se encuentran en el

intervalo entre PIAB y HO.

La otra posibilidad, |st| − |sw|, disminuye en magnitud en todos los estados, las

particularidades son que si el oscilador está en el estado basal, n = 0, los valores son

positivos y la curva es decreciente, mientras que para los estados excitados los valores

son negativos y la curva es creciente para aproximar a cero diminuyendo su magnitud,

Fig. (9.19). Es importante señalar que para estas curvas los valores de CHO también

se encuentran en el intervalo entre PIAB y HO.

Los valores de las curvas para |st − sw| del CHO no se encuentran en el intervalo

de valores de PIAB a HO. La correlación se predice decreciente para los estados n = 0

y n = 1, Fig. (9.19),
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Figura 9.19: Tres posibilidades de st − sw. En cada gráfica n = 0 (rojo), n = 1 (verde) y

n = 5 (azul).

En su comportamiento con el número cuántico, Re[st−sW ], |st|−|sW | y |st−sW | son
consistentes con PIAB y HO. Re[st−sW ] es la medida que predice la menor correlación

x − p y tiene un valor negativo para n = 1. Por otro lado, |st| − |sW | tiene valores
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negativos para todos los estados, excepto para n = 0, Fig. (9.20).
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Figura 9.20: Re[st − sW ] (azul), |st| − |sW | (verde) y |st − sW | (rojo) como funciones de n.

9.3 Resultados anaĺıticos

9.3.1 Localización en los espacios de posición y momento

La función hipergeométrica confluente se define por

1F1(a; b; z) = 1 +
a

b
z +

a(a + 1)

b(b+ 1)

z2

2!
+ ... =

∞
∑

k=0

(a)k
(b)k

zk

k!
(9.6)

donde (a)k y (b)k son śımbolos de Pochhammer,

(x)n ≡ Γ(x+ n)

Γ(x)
= x(x+ 1)...(x+ n− 1) (9.7)

Tomemos el caso par, expandamos la función de Kummer en Ec. (9.3) en series

como la Ec. (9.6),
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Como puede observarse de la definiciión de los śımbolos de Pochhammer, si E = 1/2

1F1(
1

4
− En

2
,
1

2
, x2) = 1 (9.9)

porque todos los demás términos son cero. Si E = 5/2, sólo sobreviven el primero y

segundo términos,

1F1(
1

4
− En

2
,
1

2
, x2) = 1 + (

1

2
− En)x

2 (9.10)

También se trunca la serie para E = 9
2
, 13

2
, 17

2
, 21

2
, 25

2
, ..., y en estos casos la trans-

formada de Fourier y la de Weyl pueden hacerse de manera anaĺıtica. El número de

ráıces queda fijo, y por lo tanto el estado también. Algunas de estas funciones pueden

observarse en la Tabla (9.1).

xc es el radio de confinamiento, y tenemos dos maneras de hacerlo variar en este es-

quema. La primera es fijando el número de nodos, cambiando cada vez En y resolviendo

para xc,

1F1(
1

4
− En

2
,
1

2
, x2c) = 0, 1F1(

3

4
− En

2
,
3

2
, x2c) = 0,

La segunda es fijando En, cambiando el número de nodos (n) y resolviendo las

ecuaciones anteriores para xc. Tomemos como ejemplo el caso par con En = 21
2
, en

la Tabla (9.2) presentamos los valores de las entroṕıas en los espacios de posición y

momento y la suma entrópica.
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En ψ(x) # Ráıces, |xc|’s
5
2

e−x
2/2(1− 2x2) 1

9
2

e−x
2/2(1− 4x2 + 4

3
x4) 2

13
2

e−x
2/2(1− 6x2 + 4x4 − 8

15
x6) 3

17
2

e−x
2/2(1− 8x2 + 8x4 − 32

15
x6 + 16

105
x8) 4

21
2

e−x
2/2(1− 10x2 + 40

3
x4 − 16

3
x6 + 16

21
x8 − 32

945
x10) 5

Tabla 9.1: Se muestran algunas funciones de onda cuyas transformadas son anaĺıticas y las

enerǵıas asociadas

xc # Nodos sx sp st

0.3429013 0 -0.684 2.896 2.212

1.0366108 2 0.422 2.334 2.756

1.7566836 4 0.949 1.944 2.893

2.5327317 6 1.314 1.676 2.990

3.4361591 8 1.615 1.550 3.165

Tabla 9.2: Valores de las entroṕıas en los espacios de posición, sρ y momento sπ conforme

cambia el radio de confinamiento, xc para En = 21
2 .

En la parte izquierda de la Fig. (9.21) se observa que la distribución se deslocaliza

en el espacio de posición, se localiza en el espacio de momento y la suma entrópica

crece. En este caso, mantenemos fija la enerǵıa, pero cambiamos el número de nodos,

por lo que variamos el número cuántico.

Por otro lado, si fijamos nuestra atención en la variación de xc para el estado

basal del sistema, parte derecha de la Fig. (9.21), podemos ver que la distribución en

espacio de posición se deslocaliza, la distribución en espacio de momento se localiza y

la suma entrópica parece no variar. En este caso, donde mantenemos fijo el número

de nodos, estamos cambiando la frecuencia del oscilador (distancia entre nodos). La
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principal limitación de realizar estas transformaciones anaĺıticas es que no podemos

llegar más lejos de a = 1√
2
y, de acuerdo con los resultados numéricos presentados, nos

encontramos en el régimen en que el CHO tendŕıa más caracteŕısticas de PIAB que de

HO, lo cual es consistente con la no dependencia de st en a.
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Figura 9.21: Izquierda. Gráfica de las entroṕıas en la Tabla (9.2), con En = 21
2 . Derecha.

Gráfica de las entroṕıas del estado basal del CHO, variando En. Ambas curvas se presentan

como función de xc.

9.3.2 Localización de la función deWigner y correlación posición-

momento

Para el caso de En = 5/2, mostramos en la Tabla (9.3) los resultados del cálculo de

la entroṕıa de Shannon de la función de Wigner, sw, y ls entroṕıa de |ψ(x)|2|φ(p)|2,
st, para el HO y para el CHO. En el caso del HO, sw no depende en ω, igual que

st. También se muestran los resultados de la correlación x − p, medida a través de la

información mutua, Ixp = st − sw.
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En = 5/2 st Re[sw] Im[sw] |sw| Re[st − sw] |st| − |sw| |st − sw|

no confinado 2.997 2.737 1.145 2.967 0.260 0.030 1.174

confinado 2.211 2.099 0.180 2.106 0.112 0.105 0.212

Tabla 9.3: Comparación entre el Oscilador Armónico Confinado y el Oscilador Armónico

En la Tabla (9.3) puede estudiarse el efecto del confinamiento en un oscilador

armónico con una cierta enerǵıa, que bajo la restricción de tener paredes impenetrables

mantiene su enerǵıa.

En estas condiciones, podemos afirmar que el confinamiento provoca que la función

de Wigner se localice ya que las tres cantidades relacionadas con sw disminuyen.

Además se localiza la distribución separable (st disminuye). Es importante señalar

que el volumen de las regiones negativas de W (x, p) (proporcional a Im[sw]) disminuye

notablemente en el caso confinado.

En lo que se refiere a la correlación x−p, aumenta si usamos |st|−|sw| para medirla;

y disminuye si usamos Re[st − sw] ó |st − sw| como medidas.

9.4 Conclusiones

En general las caracteŕısticas de este modelo pueden racionalizarse concibiéndolo como

un modelo intermedio entre el HO y PIAB.

sCHOx para valores pequeños de a se comporta como claramente como sPIABx (es

independientes de n).

Los mı́nimos en sCHOp juegan un papel importante en el modelo para que la suma

entrópica, sHOt , alcance los ĺımites correctos conforme crece el valor de a.

Es notable que una comparación de sx y sp puede hacerse con aquellas entroṕıas

para PIAB (a = 1) y para HO (ω = 1). El mı́nimo en sp también juega un papel

para que se cumpla que sx = sp para a grande; este el comportamiento de HO cuando

ω = 1, independientemente del estado.
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La parte real de la entroṕıa de Shannon, Re[sW ], se comporta con a como es-

peramos en analoǵıa con st, en tanto que la parte imaginaria, Im[sW ], refleja que el

volumen de las regiones negativas no cambia con a como se esperaŕıa, demostrando

una caracteŕıstica interesante.



10. Perspectivas para la ampliación

de este trabajo

Seŕıa deseable extender el análisis de esta tesis a un estudio que permita explorar

los problemas que supone trabajar en el espacio fase en relación con el principio de

incertidumbre y la correlación posición-momento. De la misma manera, estudiar los

efectos de más part́ıculas, más dimensiones, la dependencia en el tiempo, etcétera.

Todas estas posibilidades de análisis se pueden realizar en el átomo de Moshinsky.

En lo que concierne al desarrollo conceptual con (y de) herramientas de la teoŕıa de

la información, seŕıa útil comparar la información mutua y el coeficiente de correlación

con otras medidas de correlación posición-momento que ha sido estudiadas [113, 153],

además explorar la definición de cantidades locales.

Finalmente, en un aspecto más general, es deseable contrastar los resultados con

potenciales armónicos obtenidos en esta tesis con otros potenciales.

La lista de perspectivas es larga.

10.1 Ampliación a otras funciones de distribución

en espacio fase

• Explorar la localización en otras distribuciones de espacio fase, particularmente la

función de Husimi, positivo-definida, pero sin las marginales correctas. La función

de Husimi puede relacionarse con un ordenamiento espećıfico de los productos de
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operadores de posición y momento, además, su interpretación experimental es

que se trata de un filtro gaussiano sobre la función de Wigner.

• Estudiar la correlación posición-momento en la función de Husimi. El análisis

comparado con los resultados de esta tesis puede aportar datos sobre los efectos

de un filtro gaussiano en tal correlación. Extender este estudio a la función

de Husimi ampĺıa las posibilidades de entender lo que sucede con la correlación

posición-momento en el espacio fase. ¿Tendencialmente son similares o diferentes

los comportamientos?

• Estudiar la relación de la localización de la función de Husimi con el principio

de incertidumbre. Por ejemplo podŕıa analizarse la distancia de Kullback-Leibler

entre la distribución en espacio fase separable, formada por el producto de las

marginales de la función de Husimi y el producto de las densidades de posición

y momento.

10.2 Ampliación a variantes del modelo

• Es deseable ampliar el estudio a dos y tres dimensiones. El modelo 3D es el que

se ha comparado con el Helio.

• Este modelo sigue siendo soluble anaĺıticamente para N part́ıculas. Es factible

y deseable analizar la influencia de la tercera part́ıcula en la localización y en la

correlación posición-momento en la función de Wigner. Si elegimos conveniente

las masas de un sistema de tres part́ıculas, tenemos un modelo del enlace qúımico

donde es posible estudiar los efectos de los diferentes tipos de correlación entre

śı, y la localización de las diferentes distribuciones.

• Analizar la evolución temporal de la localización y de la correlación posición-

momento en el modelo, por ejemplo en el contexto de los sistemas cuánticos

abiertos.
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10.3 Desarrollo de las herramientas de la teoŕıa de

la información

• Existen otras propuestas para medir la correlación posición-momento en la función

de Wigner. Su análisis en el átomo de Moshinsky (también en los modelos de

una part́ıcula, por supuesto) nos daŕıa una posibilidad de comparación para la

información mutua que estudiamos en esta tesis, aśı podŕıamos comparar la de-

pendencia de las diferentes medidas con los diferentes parámetros del sistema.

• Estudiar las definiciones locales de la entroṕıa de Shannon y de la información

mutua entre part́ıculas.

• Proponer y estudiar versiones locales de la entroṕıa de Shannon de la función de

Wigner y de la información mutua entre posición y momento. Las posibilidades

de análisis local en el espacio fase son interesantes por las conexiones que hay con

el principio de incertidumbre e incluso con principios de incertidumbre locales

que también han sido estudiados.

10.4 Ampliación a otros sistemas

• Estudiar otros potenciales permitiŕıa averiguar si los efectos estudiados son orig-

inados por el tipo de potencial o si se presentan en diferentes tipos de interacción

entre part́ıculas. Si queremos ampliar nuestros resultados anaĺıticos, pueden es-

tudiarse modelos anaĺıticos donde coexisten potenciales de Coulomb y armónicos.

• Extender el estudio a sistemas atómicos. Existen algunos trabajos que calculan

la función de Wigner del átomo de Hidrógeno y de algunos otros átomos de

capa cerrada, nos interesa ampliar el estudio de esta tesis a sistemas atómicos y

moleculares.
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10.5 El átomo de Moshinsky acoplado con el ambi-

ente

En esta sección presentamos algunos avances del estudio realizado en sistemas abiertos

utilizando las herramientas informacionales.

10.5.1 La ecuación maestra de muchos cuerpos

La evolución unitaria del operador de la densidad de un sistema en un baño térmico

es descrita por la ecuación,

d

dt
ρ̂(t) = −i[Ĥ(t), ρ̂(t)]. (10.1)

donde,

Ĥ(t) = ĤS(t) + ĤR + V̂ , (10.2)

y a su vez,

ĤS = −1

2

N
∑

i=1

∇2
i +

N
∑

i 6=j
V (xi − xj) +

N
∑

i=1

vext(xi, t) (10.3)

es el Hamiltoniano del sistema de interés, vext(x, t) potencial externo y V̂ es el acoplamiento

sistema-baño que frecuentemente puede tratarse con teoŕıa de perturbaciones. ĤR, que

es el Hamiltoniano del baño, tiene frecuentemente un espectro de eigenestados denso

comparado con el del sistema. La densidad de estados de ĤR gobierna la velocidad

con que decaen las funciones de correlación del baño y por ello determina la dinámica

reducida del sistema.

El operador de la densidad del sistema se obtiene tomando la traza sobre los grados

de libertad del baño,

ρ̂S(t) = TrR {ρ̂(t)} (10.4)

Aśı, podemos escribir la ecuación maestra formalmente exacta,

d

dt
ρ̂S(t) = −i[ĤS(t), ρ̂S(t)] +

∫ t

t0

dτ Ξ(t− τ)ρ̂S(τ) + Ψ(t). (10.5)
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Ξ(t− τ) es el kernel de memoria y Ψ(t) proviene de las correlaciones iniciales sistema-

baño. En la práctica se requiere una aproximación para ambos términos.

Estamos interesados en la densidad,

n(r, t) = TrS{ρ̂S(t)n̂(r)}, (10.6)

donde n̂(r) =
∑N

i δ(r − r̂i) es el operador de la densidad de número. La ecuación de

continuidad que describe la evolución de la densidad en el tiempo para OQS1 es,

∂

∂t
n(r, t) = − ∇· TrS{ρ̂S(t)ĵ(r)}

+ Tr

{

n̂(r)

(
∫ t

t0

dτ Ξ(t− τ)ρ̂S(τ) + Ψ(t)

)}

. (10.7)

El primer término es la “corriente Hamiltoniana” que aparece también en sistemas

cerrados. El segundo término proviene de la parte no-unitaria de la evolución lo que

define una “corriente disipativa” [154, 155],

−∇· jdisp(r, t) = Tr

{

n̂(r)

(
∫ t

t0

dτ Ξ(t− τ)ρ̂S(τ) + Ψ(t)

)}

. (10.8)

10.5.2 Aproximación de Markov y la ecuación maestra de

Lindblad

Es frecuente despreciar las correlaciones iniciales, Ψ(t) = 0 y utilizar la aproximación

de Markov donde el kernel de memoria es local en el tiempo, es decir,

∫ t

t0

dτ Ξ(t− τ)ρ̂S(τ) = D̆ρ̂S(t) (10.9)

La aproximación de Markov es válida cuando τS ≫ τB. τS es la escala de tiempo en

que el sistema alcanza el equilibrio y τB es el tiempo de correlación más grande en

el baño. Si las correlacinoes internas del baño decaen antes de que el sistema haya

tenido tiempo de evolucionar podemos despreciar la memoria, esta condición implica

una correlación sistema-baño débil.

1OQS: Open Quantum Systems, Sistemas Cuánticos Abiertos.
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En el contexto de la aproximación markoviana podemos escribir la ecuación maestra

de diferentes maneras. Una forma ampliamente utilizada debido a que garantiza la

positividad de la matriz de la densidad es la de Lindblad, en la cual

D̆ρ̂S(t) =
∑

mn

{

Lmnρ̂S(t)L
†
mn −

1

2
L†
mnLmnρ̂S(t)−

1

2
ρ̂S(t)L

†
mnLmn

}

(10.10)

10.5.3 El átomo de Moshinsky, un modelo soluble anaĺıtico

Estamos interesados en las interacciones repulsivas, tal como ocurren entre electrones,

en ese régimen de interacción el Hamiltoniano del átomo de Moshinsky en 1D se escribe,

Ĥ =
p̂21
2m

+
p̂22
2m

+
1

2
ω2mx̂21 +

1

2
ω2mx̂22 −

1

2
λ2m(x̂1 − x̂2)

2 (10.11)

La ecuación de Lindblad de dos part́ıculas,

d

dt
ρ̂S(t) = − i[ĤS(t), ρ̂S(t)] (10.12)

+
∑

mn

{

Lmnρ̂S(t)L
†
mn −

1

2
L†
mnLmnρ̂S(t)−

1

2
ρ̂S(t)L

†
mnLmn

}

puede resolverse de manera anaĺıtica para obtener ρ̂S(t).

Para la dinámica asumiremos que el estado inicial es una superposición del estado

basal y el primer estado excitado del átomo de Moshinsky,

|ψ(0)〉 = 1√
2
(|00〉+ |10〉) (10.13)

ambos estados tienen la misma simetŕıa, son simétricos bajo el intercambio de las coor-

denadas originales. Esta elección es equivalente a considerar las condiciones iniciales:

ρ00,00(0) = ρ00,10(0) = ρ10,00(0) = ρ10,10(0) =
1
2
.

Podemos calcular la densidad de pares por medio de

n(x1, x2, t) = 〈x1x2|ρ̂S(t)|x1x2〉 (10.14)

Y también podemos obtener la densidad reducida por integración,

n(x, t) =

∫

dx2 n(x, x2, t) (10.15)
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Es conveniente considerar dos casos ĺımite de la ecuación maestra para resolver

anaĺıticamente la Ec. (10.13). El caso de desfasamiento puro sin relajación y el caso

de relajación sin desfasamiento puro.

Desfasamiento puro sin relajación

Consideraremos primero el caso en que la ecuación maestra de Lindblad induce des-

fasamiento puro en el sistema y no induce relajación. En este caso, los operadores de

Lindblad de dos cuerpos son diagonales en los eigenestados del átomo de Moshinsky,

Lmn,m′n′ = δmn,m′n′

√

γmn
2

|mn〉〈mn| (10.16)

donde |mn〉 es el eigenestado del átomo de Moshinsky, m es el número cuántico del

centro de masa y n el de las coordenadas relativas. Como los operadores Lmn,m′n′

son diagonales, las poblaciones de los diferentes niveles no cambia conforme el sistema

evoluciona. Esto implica que la enerǵıa se conserva porque no puede haber intercambio

con el ambiente. Las coherencias decaen de forma exponencial.

El desfasamiento puro describe la situación en que las colisiones entre el sistema

y el baño son elásticas, de manera que el baño induce decoherencia en el sistema sin

intercambiar enerǵıa.

Utilizando estos operadores de Lindblad en la Ec. (10.13) y el estado inicial obten-

emos para las poblaciones,

ρ00,00(t) = ρ00,00(0) =
1

2
(10.17)

y

ρ10,10(t) = ρ10,10(0) =
1

2
(10.18)

son constantes porque no hay relajación en el sistema. Por otra parte, para las co-

herencias obtenemos,

ρ00,10(t) = ρ00,10(0)e
−i(E00−E10)te−

1
2
(
γ00+γ10

2
)t =

1

2
eiωte−

1
2
(
γ00+γ10

2
)t (10.19)

y

ρ10,00(t) = ρ10,00(0)e
−i(E10−E00)te−

1
2
(
γ00+γ10

2
)t =

1

2
e−iωte−

1
2
(
γ00+γ10

2
)t (10.20)
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Las coherencias oscilan y decaen exponencialmente debido a la presencia del baño.

Relajación sin desfasamiento puro

En este caso los operadores de Lindblad son estrictamente no diagonales,

Lmn,m′n′ =
√
γmn,m′n′ |mn〉〈m′n′| si mn 6= n′n′

Lmn,m′n′ = 0 si mn = m′n′ (10.21)

Para asegurar que las poblaciones obedecen el balance detallado en el equilibrio

debe cumplirse que,

γmn,m′n′ = eβωmn,m′n′γm′n′,mn (10.22)

donde β = 1
kBT

es el inverso de la temperatura.

Sustituyendo los operadores en la Ec. (10.13) encontramos que las poblaciones

evolucionan de acuerdo con,

d

dt
ρmn,mn(t) =

∑

m′n′

γmn,m′n′ ρm′n′,m′n′(t)− ρmn,mn(t)
∑

m′n′

γm′n′,mn (10.23)

Considerando los dos primeros niveles y las condiciones iniciales señaladas, obtenemos

las poblaciones resolviendo las ecuaciones diferenciales acopladas,

d

dt
ρ00,00(t) = γ00,10 ρ10,10(t)− γ10,00 ρ00,00(t) (10.24)

d

dt
ρ10,10(t) = γ10,00 ρ00,00(t)− γ00,10 ρ10,10(t). (10.25)

Las coherencias evolucionan de acuerdo con,

ρmn,m′n′(t) = ρmn,m′n′(0)e−i(Emn−Em′n′ )te−
1
2
(
∑

kl γklmn+
∑

kl γklm′n′ )t (10.26)

de donde obtenemos,

ρ00,10(t) =
1

2
eiωte−

1
2
(γ10,00+γ02,00+γ00,10+γ02,10)t (10.27)

ρ10,00(t) =
1

2
e−iωte−

1
2
(γ10,00+γ02,00+γ00,10+γ02,10)t (10.28)

(10.29)
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podemos aproximar todas las γ’s en términos de γ00,10, la cual gobierna la velocidad de

relajación desde el estado |10〉 al estado |00〉 (que es la mayor velocidad de relajación)

por medio de las relaciones,

γ10,00 = γ00,10e
−(E10−E00) = γ00,10e

−ω =
γ00,10
e

γ02,00 = γ00,02e
−(E02−E00) = γ00,02e

−2
√
ω2−2λ2 ≈ γ00,10

e2
√
ω2−2λ2

γ02,10 = γ10,02e
−(E02−E10) = γ10,02e

ω−2
√
ω2−2λ2 ≈ γ00,10

e−ω+2
√
ω2−2λ2

(10.30)

10.5.4 Localización en la densidad reducida

En la Fig. (10.1) se muestra la evolución en el tiempo de la entroṕıa de Shannon de la

densidad reducida de una variable en el espacio de posición, sρ.

Las oscilaciones demuestran la localización/deslocalización que sufre el sistema en

cada ciclo temporal (2π) mientras se aproxima al equilibrio. Las curvas correspon-

dientes a los dos reǵımenes en que hemos resuelto la ecuación maestra de Lindblad

e muestran juntas en la Fig. (10.1) sólo para enfatizar que las tendencias son muy

similares y que algunas diferencias pueden ser captadas por la entroṕıa de Shannon.
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Figura 10.1: sρ (ordenadas) como función del tiempo (abscisas) para el caso con des-

fasamiento puro sin relajación (azul) y para el caso con relajación sin desfasamiento puro

(rojo). λ = 0.01 (izquierda), λ = 0.5 (centro), λ = 0.7 (derecha).

En ambos ĺımites de la ecuación de Lindblad las coherencias son cero para tiempos

iguales a múltiplos semienteros de π, t = nπ/2, como se observa en la Fig. (10.1).

En el caso de desfasamiento puro sin relajación no cambian las poblaciones y cada

vez que las coherencias son cero tenemos una densidad que es igual en su forma a la
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mezcla estad́ıstica, donde las poblaciones son 1/2 y las coherencias han decaido, por

lo que cada t = nπ/2 tenemos el valor de la entroṕıa que caracterizaŕıa a la mezcla

estad́ıstica. En el caso de relajación sin desfasamiento puro el comportamiento de la

entroṕıa se debe al compromiso entre la decoherencia (cada t = nπ/2) y el cambio de

las poblaciones que localiza el sistema.

El estado más localizado (con menor incertidumbre y por lo tanto con mayor infor-

mación contenida en la densidad) en ambos casos es el estado inicial, que es un estado

cuántico puro. En el caso de desfasamiento puro se observa que el estado correspondi-

ente al equilibrio es el más deslocalizado, aunque como hemos señalado en el párrafo

anterior ese valor de la deslocalización se obtiene periódicamente cada t = nπ/2. Por

su parte el estado más deslocalizado del caso con relajación sin desfasamiento puro es

con t = π/2, y el estado en el equilibrio es más deslocalizado respecto al estado inicial,

pero más localizado respecto del estado en t = π/2.

La influencia del potencial entre part́ıculas, λ, es delocalizar la densidad, como se

aprecia al comparar las curvas en las tres gráficas de la Fig. (10.1).

10.5.5 Localización en la densidad de pares

En la Fig. (10.2) se muestra la evolución temporal de sΓ, las entroṕıas de pares en el

espacio de posición. Las tendencias son muy similares a las entroṕıas reducidas. La

interpretación de las gráficas es el mismo.
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Figura 10.2: sΓ (ordenadas) como función del tiempo (abscisas) para el caso con des-

fasamiento puro sin relajación (azul) y para el caso con relajación sin desfasamiento puro

(rojo). λ = 0.01 (izquierda), λ = 0.5 (centro), λ = 0.7 (derecha).



197

10.5.6 Correlación estad́ıstica

En la Fig. (10.3) se muestran las gráficas de la evolución temporal de la información

mutua en el espacio de posición. En ambos casos de la ecuación de Lindblad la cor-

relación oscila pero disminuye para valores mayores de t; en el caso con relajación

sin desfasamiento puro parece disminuir más rápido que en el otro caso, para valores

pequeños del potencial.

Las curvas en cada gráfica de la Fig. (10.3) no son comparables más que tendencial-

mente porque son dos reǵımenes distintos de interacción con el baño (los dos reǵımenes

son independientes), sin embargo, es interesante que utilizando determinados valores

fijos de γ, por separado en cada caso, el potencial entre part́ıculas provoca un cambio

en el orden de la magnitud de la correlación. Aśı, para los casos seleccionados, la

correlación entre part́ıculas es mayor en caso de desfasamiento puro sin relajación para

valores pequeños del potencial entre part́ıculas, λ, en tanto que para valores grandes

de λ la correlación es mayor en el caso de relajación sin desfasamiento puro.
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Figura 10.3: Ix (ordenadas) como función del tiempo (abscisas) para el caso con des-

fasamiento puro sin relajación (azul) y para el caso con relajación sin desfasamiento puro

(rojo). λ = 0.01 (arriba), λ = 0.5 (centro), λ = 0.7 (abajo).

Por otro lado, el efecto del potencial en la correlación entre las posiciones de las

part́ıculas en cada uno de los reǵımenes se muestra en la Fig. (10.4). La influencia de

una interacción entre part́ıculas mayor es aumentar la correlación, como es de esperarse,

pero también introduce un comportamiento oscilatorio más pronunciado en Ix.
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Figura 10.4: Ix, efecto del potencial, λ = 0.01 (azul), λ = 0.7 (rojo). Para el caso con

desfasamiento puro sin relajación (izquierda), para el caso con relajación sin desfasamiento

puro (derecha).

10.5.7 Perspectivas sobre este modelo

• Estudiar la localización en el espacio de momento a través de sρ y de sΓ.

• Estudiar las relaciones de incertidumbre como funciones del potencial entre part́ıculas

y como funciones del acoplamiento con el baño.

• Estudiar la correlación entre los momentos de las part́ıculas.

• Estudiar la influencia del baño utilizando entroṕıas relativas.

• Estudiar la evolución temporal del sistema utilizando entroṕıas relativas.

• Estudiar la localización de las funciones de Wigner.

• Estudiar los efectos del baño térmico en la correlación posición-momento.

• También hemos comenzado a trabajar en la perspectiva de la Teoŕıa de Fun-

cionales de la Densidad Dependiente del Tiempo, extendiendo el trabajo para

un oscilador armónico desarrollado en [156, 157] al átomo de Moshinsky, donde

pueden estudiarse los efectos del acoplamiento con el baño sobre la interacción

entre part́ıculas.
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Thesis., Universidad Autónoma Metropolitana - Iztapalapa, México, 2003.
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