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Introduccion

En el articulo 304 de las célebres Disquisiciones Aritméticas [4], Gauss afir-
maba:

Es curioso y seria digno de un geometra, investigar la ley que justifique el
hecho de que los determinantes con una clase por cada género se hacen menos
frecuentes. Hasta el momento no podemos asegurar tedricamente ni conjeturar
por observacion si hay un niimero finito de ellos (esto es poco probable) o si se
hacen infinitamente raros o que su frecuencia tiende a un limite fijo.

En el lenguaje de la teoria de nimeros, la afirmacién de Gauss queda traducida
como:

Existe una infinidad de campos cuadrdticos reales cuyo anillo de enteros es de
ideales principales.

Esta afirmacién se conoce actualmente con el nombre de Conjetura de Gauss 'y
s6lo se tienen algunos resultados parciales. Por ejemplo, Biré [1] [2] determind to-
dos los campos cuadréticos reales de la forma Q(vn? + 1) y Q(vn? 4+ 4) con
nimero de clases 1. También, Byeon, Kim y Lee [3] determinaron todos los cam-
pos cuadraticos reales de la forma Q(v/n? — 4) con niimero de clases 1, s6lo por
mencionar algunos de ellos.

En contraparte a la conjetura de Gauss, el objetivo de este trabajo consiste en
estudiar la ecuacion diofantina

d=c%a™ + b*
por medio de la teoria de los nimeros algebraicos y la teoria elemental de las
fracciones continuas. Mostraremos algunos criterios de divisibilidad del nimero

de clases del campo cuadratico real Q(v/o2a™ + b?), bajo ciertas suposiciones
sobre el entero d.

En el Capitulo 1 damos una introduccién a la teorfa de los nimeros algebraicos.
Uno de los resultados méas importantes en este capitulo es la finitud del nimero de
clases hr de un campo de nimeros F'. Estudiando el nimero de clases i veremos
cudndo el anillo de enteros Ar es un dominio de factorizacién unica. Por ultimo
daremos la caracterizacién de los campos cuadréticos reales y de sus anillos de
enteros.



6 Introduccién

El Capitulo 2 contiene los conceptos basicos acerca de las fracciones continuas
simples. Estudiaremos los irracionales cuadréticos y su representacion en fraccio-
nes continuas, algunas propiedades aritméticas de los convergentes, que es basica-
mente lo que nos servira en el Capitulo 3.

El Capitulo 3 es el objetivo de este trabajo. Aqui estudiaremos los ideales de
un anillo cuadratico Ap, veremos que en la clase de un ideal de Ay siempre hay al
menos un ideal primitivo y uno reducido. Involucraremos las fracciones continuas
con el generador irracional de un ideal primitivo I, con base en esto probaremos
el teorema principal de este capitulo y de este trabajo, el cual describe todos los
ideales reducidos equivalentes a un ideal dado I. Un corolario de dicho teorema
relaciona la longitud del periodo de la fraccién continua del generador irracional
de I con un ciclo de ideales reducidos equivalentes a I.

Como aplicacién de lo anterior probaremos un teorema que nos da un criterio
de divisibilidad para el nimero de clases de un campo cuadratico real. Finalmente,
utilizaremos este resultado para hallar una familia infinita de anillos cuadraticos
asociados a un campo cuadrdtico real con nimero de clases par.

En la literatura no encontramos una lista de campos cuadréticos reales con
nimero de clases par con las condiciones del Ejemplo 3.3.30 del Capitulo 3. La
aproximacion mds cercana es la que aparece en [11], pagina 274.



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo contiene la teoria esencial para conocer los campos de nimeros
y sus anillos de enteros. El objetivo principal es estudiar el niimero de clases de
un campo de nimeros F' e involucrar este concepto para saber cuando el anillo de
enteros de F' es un dominio de factorizacién tinica (DFU). Por dltimo aplicaremos
esta teoria a los anillos cuadréticos.

En este capitulo siempre hablaremos de una extension finita de campos L/ K.
L se puede ver como un espacio vectorial sobre K. A la dimensién de L como
espacio vectorial sobre K se le llama el grado de L sobre K y lo denotaremos por
[L : K]. La idea de la teorfa de Galois es asociarle a cada extension finita, normal
y separable de campos L/K el grupo Aut(L/K) para obtener informacién de la
estructura de la extension. Aut(L/K) es el grupo, bajo composicion, de isomor-
fismos 0 : L — L tales que o(k) = k para toda k € K, a estos isomorfismos
los llamaremos K -automorfismos de L. Si L/ K es una extension finita, normal y
separable, le llamaremos una extension de Galois y el grupo Aut(L/K) se lla-
ma el grupo de Galois de L sobre K, denotado por Gal(L/K). Cuando L/K es
una extension de Galois, se tiene que K es el campo fijo de Gal(L/K), es decir,
K = LGE/E) y en este caso |Gal(L/K)| = [L : K].

1.1. Norma, Traza y Discriminante

Esta seccion serd un breve resumen de lo que necesitamos saber en este trabajo
sobre la norma, la traza y el discriminante. Lo referente a esta seccién se puede
consultar en [6].

Consideremos una extension finita de campos L/ K, de dimension [L : K| =
n. Sea {a, ag,...,a,} unabase de L/ Ky « € L. Entonces aq; = Z?:l a;jog,
cona;; € K.

Definicion 1.1.1. La norma de o se define como Ny, /i (a) = det(a;;) y la traza
de a se define como try, i (a) = Y i) ai.

Cuando esté clara la extension en la cual estamos trabajando, denotaremos la
norma y la traza como N (o) = det(a;;) y tr(a) = D 7, aij.
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Proposicion 1.1.2. La norma y la traza no dependen de la eleccion de la base.

O
A continuacién daremos algunas propiedades de la norma y la traza.
Proposicion 1.1.3. Sean o, 3 € Ly a € K. Entonces:
I. N(af) = N(a)N(B),
2. N(aB) = a"N(3),
3. N(1) =1,
4. sia#0, N(a™!) = N(a)™},
5. tr(a+ B) =tr(a) + tr(B),
6. tr(aa) = at(w).
O
Proposicion 1.1.4. Si L/ K es una extension de Galois, entonces
n n
N(a) = Ha(i) y tr(a) = Za(i),
i=1 i=1
donde Gal(L/K) = {o1,...,0,} y o) = g;(a).
O
Definicion 1.1.5. Sean o, ..., ap € L. Definimos el discriminante de o, . . . , o,
como Aoy, ..., ap) = det(tr(oiaj)).
Proposicion 1.1.6. Si A(aq,...,ap) # 0, entonces {a, . .., an} es una base de

L/K. Si L/K es una extension separable y {a, ..., o} es una base de L/ K,
entonces Aoy, ..., a,) # 0.

DEMOSTRACION. Ver [6] pdgina 173, Proposicién 12.1.1. O
Proposicion 1.1.7. Sean {a1,...,an} y{01,...,0n} dos bases de L/ K. Si ov; =
n

Z aijf3j, con a;j € K, entonces A(an, . .., ap) = (det(ai;)2A(Br, - -, Bn).
j=1

n n
DEMOSTRACION. Escribimos ;o = Z Z a;jaxi ;3. Tomando la traza en
j=11=1
ambos lados se tiene que
n n
tr(aiak) = Z Z aijakltr(ﬁjﬁl).
j=1I1=1

Sean A = (tr(a;ar)), B = (tr(B;3)) y C = (a;j). Entonces A = CBCT. O
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1.2. Campos de Numeros y Anillos de Enteros
El tema principal de esta seccidn son los anillos de enteros y sus propiedades.
Definicion 1.2.1. Un niimero dlgebraico es un niimero complejo que es raiz de

algiin polinomio distinto de cero en Q[x]. Un entero dlgebraico es un niimero
complejo que es raiz de algiin polinomio ménico en 7Z,[x].

Proposicion 1.2.2. El conjunto de los niimeros algebraicos forman un campo.

DEMOSTRACION. Ver [6] pagina 67, Proposicién 6.1.3. (]

Proposicion 1.2.3. El conjunto de los enteros algebraicos forman un anillo.

DEMOSTRACION. Ver [6] pdgina 68, Proposicién 6.1.5. O

Denotaremos al anillo de enteros algebraicos como §2.

Definicion 1.2.4. Un subcampo F de los niimeros complejos, se llama campo de
nimeros si [F' : Q] es finito. Sea Ap = F N Q. Llamaremos a Ar el anillo de
enteros algebraicos de F.

Observacion 1. Ya que [F : Q] es finito tenemos que F'/Q es una extension alge-
braica, por lo tanto F' consta tinicamente de niimeros algebraicos.

Alo largo de esta seccién trabajaremos con la extensién F'/Q y vamos a supo-
ner que [F': Q] = n.

Lema 1.2.5. Supongamos que 3 € F. Entonces existe b € 7Z,b # 0, tal que
b3 € Ap.
DEMOSTRACION. Como 3 € F, tenemos que (3 satisface una ecuacion
a+af+--+a,0"=0 a; €Z,a, #0.
Multiplicando ambos lados de la ecuacién anterior por a1, se tiene que
aga ' +a ta1 S+ a a4 -+ a La, =0,

entonces

apa ! 4+ a"2ay (anf) + a"Bag(anB)? + - - - + (anB)" = 0.

De donde
f(l’) = aoaz_l + CLZ_2CL1[E + (LZ_3@2;L'2 + -+ "
es un polinomio ménico con coeficientes en Z y a, (3 es raiz de f(x). Por lo tanto

a,0 € Ap. |

Proposicion 1.2.6. Cada ideal I # 0 de A contiene una base para F sobre Q.
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DEMOSTRACION. Si {f1,...,0,} es una base de F sobre QQ, entonces por el
Lema 1.2.5 existen b; € Z,b; # 0 tal que b151,...,b,0, € Ap. Seaa € I, #
0. Como I es ideal de Ap, se tiene que b1, ..., byBha € I. Es claro que

{biBia}'_ es una base de F' sobre Q contenida en /.
U

Veamos ahora qué sucede con la norma y traza de un elemento en Ap.

Lema 1.2.7. Un niimero racional v € Q es un entero algebraico si 'y sélo sir € Z.

DEMOSTRACION. Sir € Z, entonces r satisface el polinomio ménico con coefi-
cientes enteros x — 7. Por lo tanto r es un entero algebraico.

Supongamos ahora que r € Q y es un entero algebraico. Entonces r satisface
un polinomio ménico en Z[z|, digamos

p(x) =bo +brx + -+ 2",

conb; € Z.Sear = g conc,d € Zy med(c,d) = 1. Luego,

p(r) = bo + by (5)+---+(9)":o.

d d
Multiplicando la ecuacién anterior por d”, se tiene que
" = —bpd" —bred" ' — ... —by_1c"d
= d(—bod" ' —byed”E — ... — by,
De donde d|c™. Puesto que med(d, c) = 1, se tiene med(d, c™) = 1, por lo que
d|1. De ahi, d = +1 y se concluye que r € Z. O

Proposicion 1.2.8. Sea o € Ap. Entonces N («),tr(a) € Z.
DEMOSTRACION. Como « € A satisface un polinomio ménico en Z|x], tenemos
ag+ara+---+a” =0,
con a; € Z. Seac € Aut(F/Q). Entonces
ap+ ajo(a)+---+o(a)" =0c(ag + ara+---+a")=0.

De ahi se obtiene que o («) satisface un polinomio ménico con coeficientes en Z,
es decir, o(a) € Ap. Ahora como

(1) Nao)= J[ c@ytr@= > o),
ceAut(F/Q) ceAut(F/Q)

y yaque Ar es un anillo, se tiene N (), tr(«) € Ap. Ahora veamos que la norma
y traza son funciones de F' en Q. Sea p € Aut(F/Q). Entonces por (1) se tiene
que

pN@) = J[ wso@= ] 7(@)=N(.

c€Aut(F/Q) TEAUL(F/Q)
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Es decir, cualquier automorfismo p € Aut(F/Q) fija a la norma. Entonces ésta
debe estar en Q. Con un argumento andlogo al anterior, se concluye que la funcién
traza va de F' a Q. Luego por el Lema 1.2.7 se tiene que N (), tr(«a) € Z. O

Corolario 1.2.9. Sea {a1,...,a,} una base de F sobre Q tal que o; € Ap para
1 <i < n. Entonces A(aq, ..., o) € Z.

DEMOSTRACION. Se tiene que A(ai,...,a,) = det(tr(a;a;)). Luego por la
Proposicion 1.2.8 se tiene que tr(c;cj) € Z. Entonces A(ay,...,a,) € Z. O

Proposicion 1.2.10. Sean I un ideal en Apy {c,...,an} C I una base de F/Q
tal que |A(a, . .., an)| es minimo. Entonces I = Zoy + Zag + - -+ + Lauy,.

DEMOSTRACION. Como «; € A se tiene A(aq, ..., a,) € Z, por lo que existe
tal base con |A(ay,. .., a,)| minimo. Si a € I, entonces &« = Y11 + - - - + Y
cony; € Qparal < ¢ < n.Probaremos que v; € Z. Supongamos que v; & Z
para algun . Sin pérdida de generalidad podemos suponer que y; ¢ Z. Por lo tanto
v €Q\Zyasiyy =m—+60dondemeZy0<6<1.

Sean 8, = a — may, P2 = ag,...,Bn = ap. Comom € Ap e I es un ideal
de Ap, tenemos may € Iy por tanto « — may € I, asi que {f31,...,0,} C I.
Probemos que {3;}]" ; es unabase para F'/Q. Supongamos que ¢1 31+ - -+¢n 0y =
Ocong; € Qparal <14 < n.Setiene que

0 = q(a—mar)+qaz+---+ guon
0 = qg(nar+-+7man) — may + @az + -+ + gy,
0 = (am —am)ar + (@12 + @)az + -+ (q17m + qn) .

Pero como {;}}' ; es base para F'/Q, entonces ¢1v1 —qim =0y ¢17; +¢; =0
para 2 < j < n.De ahi se obtiene que g; = Oparal < j < nycomo [F: Q] =n,
se concluye que {/3;}7_; es base para F'/Q. Por otro lado, sean

f1=a—mas =0ay + 702+ + o

fo=qz,...,0h = an.
La matriz cambio de base entre esas dos bases es
0 % M
01 --- 0
o0 --- 1

El determinante de esa matriz es 6, luego por la Proposicién 1.1.7, se tiene que
IA(B1, ..., Bn)| = 0?|A(a,. .., an)| y como 0 < 02 < 1, se llega a que

IA(B1, ..y Bn)] < |Aa, ..., an)l.

Lo cual es una contradiccion al hecho de que |A(aq, ..., ay)| es minimo. Por lo
tanto se concluye que y; € Zparal <¢ <nyasil =Zoay + -+ Zaoy,. O
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Para la siguiente definicién consideremos a A como ideal de si mismo.

Definicion 1.2.11. Si {a1,...,an} C A es una de base de F'/Q, tal que Ap =
Zoy + Zag + - - - + Loy, entonces diremos que {av, . . ., ap } es una base entera

para F'/Q.

Corolario 1.2.12. Sean A ={«a1,...,a,} yB ={p1,...,0,} dos bases enteras
arbitrarias para F/Q. Entonces el discriminante de A es igual al discriminante

de B.

DEMOSTRACION. Puesto que a; = i a;jf3j con a;; € Z, se tiene por la Propo-
sicién 1.1.7 =

Alat, ..., o) = (det(aiy)) > AB1, - . ., Bn).
Ya que 3; = Zn:cjkak, con ¢ji, € Z, es facil ver que det((a;;)(cjr)) = 1. De
ahi que det(ai;)ﬂ: +1. Por lo tanto A(aq,...,an) = A1, ..., ). O

Definicion 1.2.13. El discriminante de Ar es el discriminante de una base entera
de F/Qy se denota por § . También S se llama el discriminante de F'/QQ.

A partir de este momento siempre consideraremos ideales de Ay distintos de
cero.

Lema 1.2.14. Sea I un ideal de Ar. Entonces I N7 # 0.

DEMOSTRACION. Sea a € I, a # 0. Entonces « satisface un polinomio ménico
en Z[x], digamos p(x) = ag + a1z + - -- + 2" y tal que sea el de grado minimo.
Entonces ag # 0. Luego ag = —a1ja — --- — "™ € I N Z. O

Proposicion 1.2.15. Para cada ideal I de A, Ap/I es finito.

DEMOSTRACION. Por el Lema 1.2.14 existe a € I N Z, a # 0. Sea (a) el ideal
principal generado por a en Ap. Consideremos la funcién f dada por

fld+(a))=d+ 1
La funcion f esté bien definida porque si dj + (a) = d2 + (a), entonces d; — dg €
(a) C I'yportanto d; + I = dg + I, es decir, f(d1 + (a)) = f(d2 + (a)).
Ademds es claro que f es una funcién sobre, por lo que |Ap/I| < |Ar/(a)],
asi que para mostrar que A /I es finito basta probar que Ar/(a) lo es.
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Sea {w1, wa, ..., wy} una base entera para F'//Q, es decir, Ap = Zw1+Zwa+
«oo+ Zw,, con w; € Ar. Sea

SZ{ZH:%MMOSW<G}

i=1
y veamos que S es un conjunto de representantes de Ar/(a). Siw € Ap, entonces
w = Y. miw; conm; € Zparal < i < n. Luego por el algoritmo de la
division se tiene que m; = g;a + y; con 0 < 7; < |al. Por otro lado se tiene que

n
w— Z%wi = (m1 —y)wi + -+ (Mn — Yn)wn
i=1

= a(qrwi + - + gawn),
delocual w = )" | y;w; (m6d (a)) y por tanto para cada clase de Ar/(a) hay
una de S/(a).

Veamos ahora que todos los elementos de S/(a) son distintos. Supongamos
entonces que existen > ., y;w; y » .-, fiw; dos elementos distintos de S tal que
Yo viwi + (a) = Y1 Biw; + (a). De ahi que

(= Bwi + -+ (vn — Bn)wn = at
para algint € Ap. Asi que
(M = Bwr+ -+ (= Bp)wn = alziwr + -+ + zpwy)
con z; € Z. Por lo que
(71 - ﬂl - azl)wl +---+ (’Yn - 571 - azn)wn =0.

Pero como {w;}}_; es una base sobre Q, obtenemos que v; — 3; — az; = 0 para
1 <@ < n. Luego por el hecho de que 0 < ~;, G; < a, se tiene que —a < az; < a
y entonces —1 < z; < 1, por lo que z; = 0 para toda <. Entonces v; = [3;, por lo
cual concluimos que todos los elementos de S/(a) son distintos. Luego como hay
una biyeccién de S + (a) a Ap/(a) y |S| = a™, entonces |Ar/(a)| = a™. O

Corolario 1.2.16. Apg es un anillo noetheriano.

DEMOSTRACION. Es consecuencia directa de la Proposicién 1.2.15. ([

De la teoria basica del Algebra Conmutativa se sabe que son equivalentes:

i) Ap es noetheriano
i1) Cualquier familia no vacia de ideales tiene un elemento maximal.

Corolario 1.2.17. Cada ideal primo de A es maximal.

DEMOSTRACION. Si P es un ideal primo de Ap, entonces Ar/P es un dominio
entero y ademads es finito, por lo tanto Ar/P es un campo. De ahi se sigue que P
es maximal. O
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Corolario 1.2.18. La factorizacion en irreducibles es posible en Ap.

DEMOSTRACION. Supongamos que existe  # 0, z € Ap que no es unidad y
que no tiene una expresiéon como un producto finito de irreducibles. Sean X =
{z € Ap : © # 0,z no es unidad y no es producto finito de irreducibles} y A =
{(z) € Ap : x € X}. Entonces A tiene elementos maximales, digamos (x) es
maximal. Puesto que = no puede ser irreducible, se tiene z = yz, donde y, z no
son unidades. De Ahi que (z) & (y) y (z) & (z). Por la maximalidad de (z) se
tienequey =p1---Pny 2 = q1 - - - ¢m, donde p; y ¢; son irreducibles. De ahi que
x tiene una expresién como un producto finito de irreducibles, lo cual contradice
nuestra suposicion. U

Lema 1.2.19. Sea I C Ap unideal. Si 3 € F es tal que 31 C I, entonces 3 € Ap.

DEMOSTRACION. Sean [ unidealde Ap, § € F'y {a;}_; C I unabase de F//Q
tal que I = Zovi+- - - +Zav,. Se tiene que Ba; € S1 C I, por lo que existen b;; € Z
tal que fa; = > 7 bija;. Entonces 3 7, bija; — Ba; = 0y de ahf tenemos el
siguiente sistema homogéneo de ecuaciones
(b11 — B)ar + bigag + -+ + bipa, =
bizaz + (b2 — B)az + - + bopan, =
bn1ai + bp2ag + - + (bpn — Blan, = 0.

Sea B = (b;;) y consideremos el sistema lineal homogéneo (B — I3)X = 0, el
cual tiene una solucion no trivial (ay, ..., ay,) y por lo tanto el det(B — I3) = 0.

Sea p(x) el polinomio caracteristico de B, es decir, p(z) = det(B — Ix).
Como b;; € Z, tenemos que p(x) € Z[z], ademds es ménico y (3 es raiz de p(x).
Luego, 3 € Af. O

Lema 1.2.20. Si I y J son ideales de A tal que I = 1J, entonces J = Ap.

DEMOSTRACION. Si I = IJ, {a;}!" es una base de F'/Q tal que I = Zoy +
-++ + Zay, entonces a; € I = I.J. Luego, existen o;; € I'y 3;; € J, tal que
a; = 221 a;;fi; parai = 1,...,n. Pero como o;; € I, existen [;j;, € Z tal que
@ij = ¥y lijkay. Entonces se tiene que:

n n n n
=y (z z) 5= S by
j=1 \k=1 k=1 j=1
Sea v, = Z?zl lijkBij € J.Entonces a; = > ,_, Vikax, de lo cual se tiene

(m1 —1)ar +mz2a2 + - +y1pa, = 0
Y2101 + (Y22 — Dag + -+ v2pan, = 0

Yn1ni + Yn2a2 + -+ (Yo — Da, = 0.
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Sea I = (7;1). Asi que det(I" — I) = 0. Sea p(x) = det(I" — Ix). Como v, € J

se tiene que p(x) € J[x|. Ademads p(x) es ménico y 1 es raiz de p(z). Supongamos
n—1

que p(x) = 22211 ciz' + 2™ conc; € J. Entonces 0 = p(1) = > " ¢; + 1yde
ahil e J.Porlotanto J = Ap. O

Proposicion 1.2.21. Sean I, J ideales de Ap y w € Ap tal que (w)I = JI.
Entonces (w) = J.

DEMOSTRACION. Sea 3 € J. Probemos primero que <ﬂ> I CIl.Seaa 1.
w
Entonces a5 € IJ = (w)I. Como los elementos de (w)I son de la forma w~y con

v € I, tenemos que o3 = wy para algin v € I. De ahi se sigue que —a =y € [
w

para toda o € I. Entonces (ﬁ> I C I.Porel Lema 1.2.19 se tiene que é € Ap,
w w

entonces 3 € (w). De ahi J C (w), por lo que w=!.J C Ap. Observemos que
w~'J es un ideal de Ap. Por hipétesis (w)l = JI, asi que I = w~'JI. Por el
Lema 1.2.20 se tiene que w™'.J = A y por lo tanto (w) = J. O

1.3. El Nuamero de Clases

En esta seccion introduciremos una relacion de equivalencia en la familia
{I #(0) : Tesunideal de Ar}.

Veremos que el nimero hr de clases de equivalencia es finito. Este es uno de los
invariantes mds importantes asociado a F'.

Definicion 1.3.1. Sean I, J ideales no nulos de Ap. Escribiremos I ~ J, si existen
a, B € Ap distintos de cero tal que (o) = ([3)J.

Proposicion 1.3.2. ~ es de equivalencia.

DEMOSTRACION. Sean I, .J, M ideales de Ap. Basta probar que ~ es transitiva.
Supongamos que I ~ Jy J ~ M, entonces existen «, 31, 2,7 en Ap distintos
de cero tal que

(@)= (B1)J y (B2)J=(7)M.
De donde
(@)(B2) = (B1)(B2)J = (B1)(v) M,

entonces

(af2)I = (Bry)M.
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Definicion 1.3.3. A las clases de equivalencia le llamaremos clases de ideales. Al
niimero de clases de ideales en A le llamaremos el niimero de clases de F' y lo
denotaremos por hp.

La siguiente proposicién nos dice en términos del nimero de clases cuando
Ap es un dominio de ideales principales (DIP) y luego veremos que este resultado
también nos dird cudndo Ar es un dominio de factorizacién tnica (DFU), lo cual
serd de importancia en el dltimo capitulo.

Proposicion 1.3.4. hy = 1 si y sélo si Ap es un dominio de ideales principales.

DEMOSTRACION. Supongamos que hr = 1y sea I un ideal de Ap. Se tiene
entonces que I ~ Ap, por lo que existen «, § en A distintos de cero tal que

n
() = (B)Ap = (B). Entonces 3 = aZa;ai con o € Apya; € I,de
B in=1
ahi que « divide a § en Ap. Luego — = Zafiai € I, asi que parax € Ap, se
o

=1

tiene que 26 € I y por lo tanto <ﬁ> C I.Seaa € I. Entonces aa = (r para

o o
; B B _ (B

alginr € Apyasia = —r,porloque I C | — |. Entonces [ = | — ] y por tanto
o o o

Ap es un dominio de ideales principales. Es inmediato que si Ar es un dominio

de ideales principales, entonces hp = 1. O

Para mostrar que hr < 0o necesitamos los siguientes resultados:

Lema 1.3.5. Para todo v € F, existe un entero positivo M que depende tinica-
mente del campo F, tal que |N(ty — w)| < 1 para algiin entero 1 <t < My
algiinw € Ap.

DEMOSTRACION. Ver [6], pagina 178, Lema 5.

Corolario 1.3.6. (Hurwitz) Existe un entero positivo M que depende tinicamente

de F con la siguiente propiedad: Dados o, 3 € Af, con 8 # 0, existen un entero

1<t<Mywé€ Ap tal que |N (ta — wB)| < |N(B)|.

DEMOSTRACION. Seay = % € F'. Entonces por el Lema 1.3.5 existe un entero

positivo M que depende s6lo del campo F' tal que |N(ty — w)| < 1 para algin
t

entero 1 <t < M y algiin w € Ap. De ahi ’N <ﬁa—w)’ < 1. Yaque 3 #0,
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se tiene que N ((3) # 0y asi
IN(ta—wh)| = = [N(ta — wB)|[N(5~)| = [N ((ta — w)s)

IN(B)|
5

Por lo tanto | N (ta — wp)| < |[N(B)]. O

Teorema 1.3.7. El niimero de clases es finito.

DEMOSTRACION. Sea I unideal de Ap. Paratoda « € I, se tiene que N («) € Z.
Escogemos (3 # 0, 5 € I, tal que |[N(3)| es minimo. Por el Corolario 1.3.6 para
a € Iy 3 como antes, existen 1 < ¢ < M yw € Ap tal que |N(ta — wf3)| <
|N(8)|. Como taw — wf3 € Iy puesto que |N ()| es minimo, se tiene que

|N(ta —wpB)| =0y asi ta — wf = 0, es decir, ta = wp.

M!
Por otro lado como ¢ < M tenemos que t|M !, entonces Twﬂ € (B) yporel

M!
parrafo anterior Tta € (), por lo que M!«a € (). De ahi

2) M!I C ().
1
SiJ = BM!I, por (2) se tiene que J C Ap y es facil ver que J es un ideal de
Ap. Luego
3) (8) = BARJ = MIT = (M),

de ahi I ~ J. Como 3 € I, se tiene M!3 € M!I = (3)J. Por lo que

M3 =B iji,

i=1

n
para algunos v; € Apy j; € J.Luego M! = Z%ji € Jyportanto M!Ap C J
i=1

y asi
J A
4) MIAR < M!flp (como grupos).
Puest Ar finito, h imero finito de sub Ar
esto que es finito, hay un niimero finito de subgrupos en , €8
u qu MAp y un nd ubgrup MIA,

decir, hay un niimero finito de subgrupos de Ap que contienen a M!Ap.

Sea {J;, 1 < i <mn:J;esunidealde Ap y M!Apr C J;}. Tal conjunto es
finito y por (3) se tiene que I ~ J;, para algiin 1 < ¢ < n. De ahi que hay un
ndmero finito de clases de ideales, por lo tanto i es finito. U

Al conjunto de clases de ideales en Ap se le puede dar estructura de grupo
abeliano multiplicativo. La siguiente proposicion es una aplicacién del Teorema
1.3.7 y nos ayudard a definir los inversos de dicho grupo.
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Proposicion 1.3.8. Si I es un ideal de A, entonces existe un entero 1 < k < hp
tal que I* es principal.

DEMOSTRACION. Considere el conjunto de ideales {7, I2, ..., I"#*1} Entonces
al menos dos de esos ideales estian en la misma clase. Por tanto existen ¢ # j tal
que 1 <i,5 < hp + 1ytalque I' ~ I7. Supongamos sin pérdida de generalidad
que i < jyseak = j —i. Entonces I* es principal. [l

Si I es un ideal de A, denotamos por I a la clase del ideal I. Sea .J cualquier
otro ideal de A . Definimos el producto de I 'y .J como I.J. Esta operacion est4 bien
definida y es asociativa. Observemos que ArI = I, para cualquier ideal /. Asi que
A es el neutro. También nétese que (1)(a) = (o) Ap. Por tanto, cualquier ideal
principal no nulo estd relacionado con Ap. Sea I un ideal de Ap. Por el Teorema
1.3.8, existe un entero 1 < k < hp, tal que I* = () para algin o € Ap. De
ahi que

I-IF1 =111 = [k = (a).
Por lo tanto el conjunto de clases de ideales en Ap tiene estructura de grupo abe-
liano multiplicativo.

Definicion 1.3.9. Sea F' un campo de niimeros. El grupo de clases de ideales de
Ap es B
{I : I esideal de Ap}.

Proposicion 1.3.10. Si I, J y K son ideales de Ap, tal que IJ = IK, entonces
J=K.

DEMOSTRACION. Por la Proposicién 1.3.8, existe & > 0 tal que I* = (), para
algin a € Ap. Como IJ = I K, entonces

"=1(1J) = 1" Y(IK).
De ahi que (a)J = (a)K. Sea b € J. Entonces ab € (a)J = (a)K. Asi que

ab = ac, para algun ¢ € K, de donde b = c. Por lo tanto b € K y entonces
J C K. Andlogamente K C JyasiJ = K. (]

Proposicion 1.3.11. Sean I, J ideales de Ap, tal que I C J. Entonces existe un
ideal K de Ap con la propiedad de que I = JK.

DEMOSTRACION. Por la Proposicién 1.3.8, existe k& > 0 tal que .J* = (3). Luego
como I C J, se tiene que

JEr c gy = ().

1 1
De ahi que Bjk_lj C Ap. Sea K = BJk_ll. Luego K es un ideal de Ap y

JK =J (;J’f*I) = ;(5)1 = Apl =1. O
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1.4. Factorizacion de Ideales en los Anillos de Enteros

En esta seccion demostraremos que los ideales no cero de Ar se pueden es-
cribir en forma tnica como producto finito de ideales primos. También veremos
de manera breve el concepto de norma de un ideal y por tltimo, involucrando al
nimero de clases, veremos cudndo A es un DFU.

Lema 1.4.1. Sea I & Ap un ideal. Entonces I estd contenido en un ideal maximal.

DEMOSTRACION. Es consecuencia del Lema de Zorn. O

Proposicion 1.4.2. Todo ideal distinto de cero de A puede escribirse como pro-
ducto de un niimero finito de ideales primos.

DEMOSTRACION. Sea I un ideal propio de Ap. Si I es un ideal primo entonces
no hay nada que probar. Si I no es un ideal primo, entonces por el Lema 1.4.1
estd contenido en un ideal maximal P; y por la Proposicién 1.3.11 se tiene que

I=PJ;

para algin ideal J; de Ap. Como J; # Ap, entonces existe un ideal maximal P,
que lo contiene y asi .JJ; = P».J,, para algin ideal J> de Ar. Luego se tiene que

I =P PJs.

Si Jo = Ap el proceso anterior termina, de lo contrario existe un ideal maximal
P5 que lo contiene y el proceso continua. Observemos que

y como Ap es noetheriano, el proceso anterior termina en un ndmero finito de
pasos, es decir, existe k tal que J, = Ap. Por lo tanto

I=PP- Py,
O

En la Proposicién 1.4.2 los ideales primos no necesariamente son diferentes.

Noétese que si P es un ideal primo, entonces la cadena
P> P2 ) p3 D

es de contenciones propias, pues de lo contrario, existe 4 tal que P* = P!y por
el Lema 1.2.20 se tendria que P = A, lo que es una contradiccion.

Definicion 1.4.3. Sean P un ideal primo, I un ideal. Definimos ordpl como el
tinico entero no negativo t tal que P* O Iy P! 2 T.
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Proposicion 1.4.4. Sean P un ideal primo, I, J ideales de Ap. Entonces
i) ordpP = 1.
ii) Si P’ # P, donde P’ es primo, entonces ordp P’ = 0.
iii) ordplJ = ordpl + ordpdJ.

DEMOSTRACION. i) Es evidente.

ii) Si ordpP’ > 0, entonces P’ & P. Por el Corolario 1.2.17 P’ es maximal,
por lo que P’ = P, que es una contradiccion.

iii) Sean ordpl = t,ordpJ = s. Entonces I C Pt,J C Py J ¢ PsTL 1 ¢
P! Deahique I = P'I;,J = PJycon Iy € P, J; € P.Luego

IJ = P"*1,.J, C P'5,
Si IJ C P'*ts+1 entonces I.J = P*sT1K. Asi que
Pt+811J1 — Pt+s+1K

y por la Proposicién 1.3.10 I; J; = PK C P. Puesto que P es primo, I; C P
6 J; C P, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto

ordplJ =t + s =ordpl + ordpJ.

Teorema 1.4.5. Sea I C Ap un ideal. Entonces
(5) 1=]]pr""),

donde el producto es sobre el conjunto de todos los ideales primos de Ap y los
a(P) son enteros no negativos de los cuales sélo un niimero finito no es cero. Los
enteros a(P) estdn determinados de manera vinica por a(P) = ordpl.

DEMOSTRACION. Por la Proposicion 1.4.2, se tiene que I se puede escribir como
un producto de ideales primos. Sea Py un ideal primo. Aplicando ordp, a ambos
lados de (5) y utilizando la Proposicion 1.4.4, tenemos que

ordp,I = ordp, HP“(P) = Za(P)ordpoP = a(Pp)ordp,Po = a(F).
P

Por lo que la factorizacién en ideales primos es tnica. U

Definicion 1.4.6. Sea I un ideal de Ap. Definimos la norma del ideal I como
N(I) = [Ap/I|.

Segitn la Proposicion 1.2.15 N (I) < co. Los siguientes resultados son algunas
propiedades de la norma de un ideal que nos servirdn més adelante.

Teorema 1.4.7. Sean I y J ideales de Ap. Entonces
N(IJ)=N(I)N(J).
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DEMOSTRACION. Por el Teorema 1.4.5 y por induccion en el nimero de factores
basta probar que

N(IP)= N(I)N(P),
donde P es un ideal primo. Probaremos que

(6) |Ap/IP| = |Ap/I||I/IP]
y
(7) [I/IP| = |Ar/P|.

Consideremos el homomorfismo de anillos ¢ : AF/IP — Ap/I definido por
o(x + IP) = x + I. Es claro que ¢ es sobre y kerp = I/IP. Por lo tanto
Ap/IP

I/IP "’

Ap/I =

de ahi que
|Ap/IP| = |Ap/I||I/IP].
Para probar (7), primero nétese que I # I P, por lo que I P ¢ I. Supongamos que
IPCJCI,

donde J es un ideal de Ap. De ahi que P C I~'J C Ap. Puesto que I~ 'J C A,
se puede ver que I~'.J es un ideal de Ar y como P es maximal, se tiene que
I7'J = Ap o I"'J = P. De ahi

J=I o J=IP

Sea a € I\IP. Entonces I[P + (a) = I, puesto que /P ¢ IP + (a) C I. Sea
Y : Ap — I /1P, definido por ¢)(z) = ax+IP.Puesto que I P+ (a) = I, se tiene
que % es un epimorfismo de A p-mddulos. El kernel de v satisface que P C kery.
También keryy # Ap, pues de lo contrario se tendria I = IP. Puesto que P es
maximal, se tiene P = kery. Por tanto

Ap/P=I/IP,
como Ap-médulos. De ahi |Ap/P| = |I/IP]. O

Teorema 1.4.8. Sea I un ideal de Ag. Entonces

i) Si N(I) es primo, entonces I también es primo.
il) N(I) es un elemento de I, o equivalentemente I|(N(I)).

DEMOSTRACION. i) Escribimos I como un producto de ideales primos y aplica-
mos la norma.

ii) Puesto que N(I) = |Ap/I| es el orden del grupo Ap/I, tenemos que para
todoxz + I € Ap/I, se tiene que N(I)(x + I) = I, de donde N(I)x € I, luego
N(I)=N()1 €I O

Siempre es cierto que un DIP es un DFU, pero no necesariamente un DFU es
un DIP, por ejemplo el anillo R[x,y] es un DFU y no es un DIP. El caso A es
particularmente interesante.
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Teorema 1.4.9. La factorizacion de elementos de Ar en irreducibles es iinica si y
solo si A es un DIP,

DEMOSTRACION. Siempre se tiene que un DIP es un DFU, entonces falta probar
que A es un DIP si Ap es un DFU. Para esto basta probar que cada ideal primo
es principal, puesto que cada ideal en A se puede escribir como un producto de
ideales primos.

Sea P un ideal primo en A . Por ii) del Teorema 1.4.8 tenemos que P|(N (P)).
Supongamos que N (P) = |Ar/P| = n, para alginn € N.

Por el Corolario 1.2.18, n se puede factorizar como un producto de elementos
irreducibles en A, digamos

n=m- T, conm € Ap.
Como P|(n)y P es un ideal primo, tenemos
®) P(mi),

para algin 7. Por hipdtesis A es un DFU, por lo que 7; es primo y por tanto (7;)
es primo. Por el hecho de que en A la factorizacion es tnica respecto a ideales y
por (8), se tiene que P = (7r;). De ahi que Ay es un DIP puesto que el producto de
ideales principales es principal. ([

Observemos que por la Proposicion 1.3.4 y el Teorema 1.4.9, tenemos que:
hp = 1siy solosi Ap es un DFU.
Esta conclusién nos servird en el dltimo capitulo.

1.5. Campos Cuadraticos

Un campo F' tal que [F' : Q] = 2 le llamaremos campo cuadratico. En esta
seccion veremos como es un campo cuadratico y cémo es su anillo de enteros. Si
F' es un campo cuadritico, entonces F' = Q(«), donde « satisface una ecuacion
cuadritica, digamos, ax? + bz + ¢ donde a,b, ¢ € Z, a # 0. Asi que

—b+Vb? — 4dac

2a '
Si A = b —4ac, entonces F = Q(v/A). Si A = A2d,donde Ay,d € Zy des libre
de cuadrados, entonces F' = Q(+/d). Un campo cuadritico se llama real si d > 0
e imaginario si d < 0. En los siguientes capitulos sélo trabajaremos con campos
cuadriticos reales. Cualquier extension cuadratica sobre Q es de Galois.

o =

Sea Gal(F'/Q) el grupo de Galois de la extension cuadritica F'//Q y o €
Gal(F/Q). Sia = a+ bvd € Q(/d), con a,b € Q, tenemos que

o(a) = a+ bo(Vd).
Asf que para conocer Gal(F/Q), basta ver como es o(+/d). Por lo que
d=o(d) = o(Vd') = o(Vd)>?,
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de ahi que
o(Vd) = +Vd.

Por lo tanto Gal(F/Q) = {Id, ¢}, donde o es el Q-automorfismo que manda v/d
en —v/d. Entonces o(a) = a — bv/d y denotaremos () = . Por la Proposicién
1.1.4, se tiene que

tr(a) =Id(a) + o(a) =a+a =a+bVd+a—bVd=2a

N(a) =Id(a)o(a) = ad’ = (a + bVd)(a — bVd) = o® — bd.

Proposicion 1.5.1. Sea o € F. Se tiene que o € Ap si'y sélo si tr(a) € Z'y
N(a) € Z.

DEMOSTRACION. Por la Proposicién 1.2.8 tenemos que si & € Ap, entonces
tr(a), N(a) € Z. Supongamos ahora que tr(«) € Z'y N(«) € Z. Luego
(z —a)(z — o) = 2? — tr(a)z + N(a),

de ahi que « satisface un polinomio ménico con coeficientes en Z, es decir, o €
Ap. ]

La siguiente proposicién muestra como es el anillo de enteros de un campo
cuadrético.

Proposicion 1.5.2. Si d = 2,3 (méd 4), entonces Ap = 7 + 7Nd ysid=1

1+d
> )

(méd 4), entonces Ap =7 + 7 (

DEMOSTRACION. Sea o = a + bv/d € Ap, para ciertos a,b € Q. Entonces
t(a) = 2a € Zy N(a) = a® — b*d € Z. Asi que 4a® — 4b*d € Z, por lo que
4b%d € Z 'y ya que d es libre de cuadrados 2b € Z. Sean 2a = m y 2b = n. Luego
4a® — 4b*d = 4z, donde z; = a® — b?d € Z, entonces m? — n’d = 4z,. Se sigue
que

m? —n?d=0 (méd 4).
Observemos que hasta ahora no ha importado d.

Supongamos que d = 2,3 (méd 4) y sea = a + b\/d € Z + Z+/d. Puesto
que o es raiz de f(z) = 22 — tr(a) + N(«), se tiene que Z + Z+/d C Ap. Parala
otra contencién sea o = a + bv/d € Ap, para ciertos a,b € Q.

Sid =2 (méd 4), se obtiene que

m? —n?d=m?—2n*> =m? +2n® (mdd 4),
Sid =3 (mdd 4), se tiene que

m? —n?d=m?-3n =m? +n®> (mdd 4).



24 1. PRELIMINARES

Entonces m? + 2n? = 0 (méd 4) y m? +n? = 0 (méd 4), cuando m y n son
pares. Puesto que 2a = m y 2b = n, se tiene que m y n son pares si y solo si
a,b € Z.De ahi que a = a + bv/d, donde a,b € Z,esdecir, Ap =7 + ZV/d.
Sid=1 (méd 4). Entonces
m? —n?d=m?—n? (méd 4).
Luego m? — n? =0 (méd 4) cuando m y n tienen la misma paridad. Asi que

AF: {m—f—n\/;i

5 m=n (médQ)}.

m+n\/&

Entonces o = ,donde m = n (mdéd 2). Nétese que

m-—n <1+\/&>
a = +n 5

m—n

y puesto que m = n (mdéd 2), tenemos € Z. Por lo que

14+ d
5 .

AFQZ+Z<

d
Para la otra contencién basta probar que € Ap.Comod =1 (méd 4),

tenemos d = 1 + 4q, para algln g € Z. Asi que

(1+x/&> :<1+m>.
2

2

S

1
De donde se puede ver que es raiz de 22 — 2 — ¢. Por lo tanto +2 €

Ap. ]

La siguiente proposicién muestra cémo es el discriminante de un campo cuadrati-
co.

Proposicion 1.5.3. Sea 0 el discriminante de F = Q(v/d). Sid = 2,3 (méd 4),
entonces 0p = 4dy sid =1 (méd 4), entonces dp = d.

DEMOSTRACION. Si d = 2,3 (méd 4), entonces Ap = Z + 7\/d, de esto
{1,+/d} es una base entera para F/Q. Si w; = 1y wy = v/d, entonces
_ oy | tr(wiwr)  tr(wiwg)
O = det(tr(wiw;)) = ’ tr(wowl) tr(wows)

tr(1)  tr(\/d) ’:‘ g 0

tr(vVd)  tr(d) 2d ’ = dd.
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1 d
Sid =1 (méd 4), entonces Ap = Z+7Z ( +2f> {

} €S una

1+

base entera para F'//QQ. Como en el caso anterior sean w; = 1y wy =

) N <1 +2\/?i>
b = det(tr(wiw;)) = tr<1+m) N <d+1+2ﬁ)

2
entonces

2 4
2 1
= 1 d+1 |=d.
2

O

Definicion 1.5.4. Si Ag es el anillo de enteros de un campo cuadrdtico, llamare-
mos a A anillo cuadrdtico.






Capitulo 2

Fracciones Continuas

A lo largo de este capitulo desarrollaremos la teoria necesaria de las fracciones
continuas para, en el Capitulo 3, aplicarla al generador irracional de un ideal distin-
to de cero del anillo de enteros de una extension cuadratica de Q. La presentacion
que haremos se encuentra esencialmente en [5] y [12].

2.1. Fracciones Continuas

325
Consideremos el ndmero racional = Mediante el algoritmo de Euclides cal-
culemos el med (57, 325):

(1) 325 = 57-5+40,
2) 97 = 40-1+17,
3) 40 = 17-2+6,
4) 17 = 6-2+5,
(6) 5 = 1-5+0.
De (1), se obtiene
325 40
7 — =5+ —.
™ 57 + o7
57 17 40
De (2) tenemos que — = 1+—, por lo que —— = —— . Entonces sustituyendo
40 40 57 14 17
40
en (7) obtenemos
325 1
(®) — =5+ —=.
57 14 X
40
40 6 17 1
Ahora de (3) tenemos — = 2 + —, de ahi que — = ———. Sustituyendo en
17 17 0 5 6
17
(8) llegamos a
325 1
— =5+ —F.
1
g I+ —%
2+ —

27
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Siguiendo un procedimiento anédlogo al anterior se llega a que

325 1
©) T =5 : .
I+ ——a—

2+

2+

1
1—|—1
)

Podemos observar de (9) que hemos obtenido una expresion para el racional

325 L .
= Y usaremos la siguiente notacion:

325
— =19,1,2,2,1,5],
e = ]
donde la sucesioén de nimeros 5, 1,2,2, 1,5, son los cocientes del algoritmo de la

division.

Definicion 2.1.1. Una fraccion continua infinita es una expresion de la forma

1
qo + 1

@t —
Q2+71
q3 + —

donde los q; € RY parai > 1y qy € R. Enel caso que qo € Zy q; € Nparai > 1
la llamaremos fraccién continua simple. Denotaremos por [qo, q1, 92,43, - - -] a la
fraccion continua.

Primero estudiaremos el caso en el que una fraccién continua simple es finita.

Lema 2.1.2. Sea & € Q con b > 0. Entonces % = [qo,q1,- -+, qK—1,qx), donde
qr € Npara k > 1.

DEMOSTRACION. Los g, se obtienen a partir del algoritmo de Euclides al calcular
el med(a,b). Tal como se hizo en el ejemplo. O

El siguiente teorema asegura que cualquier nimero racional se puede expresar
como una fraccién continua simple finita.

Teorema 2.1.3. o € Q siy sélo si « = [qo, q1,- - -, Gn)

DEMOSTRACION. Por el Lema 2.1.2 se tiene que la fraccion continua de « es
finita. Es claro que si @ = [qo, q1, - - - , G, entonces « € Q. O

La representacion en fraccién continua simple de un nimero racional no es
tnica. Nétese que la dtima entrada de [qo,q1,...,qx] 0oes 1 oes # 1. Si gy = 1,
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entonces
[q07Q17 e qk—1, 1] = [QO7Q17 oy qk—2,qKk—1 + 1]
ysigy > 1

[QO»CI1>~~-»Qk} = [QO7q1a"'aqk_1al]'
. . 325
Por ejemplo se tiene que = [5,1,2,2,1,5] = [5,1,2,2,1,4,1].

A continuacién veremos algunos conceptos basicos de las fracciones continuas
para después probar que cualquier nimero real se puede representar como una
fraccién continua simple.

Definicion 2.1.4. Sea [q0,q1,92,---,qn,-..| una fraccion continua. Llamaremos
n-ésimo convergente a la fraccion continua finita [qo, q1, - - - , Gn)-

Observemos que cada convergente debe ser un cociente de niimeros reales.
Escribiremos
An
[Qanlu" . 7Qn] - Bn

Por ejemplo:

= Sin =0, tenemos que [qo] = qTO y en este caso Ag = qoy By = 1.

1 1
» Sin = 1, tenemos que [go,q1] = q + — = M, por lo que
q Q1

A =qq+1y B = qi.

. 429190 + 92 + qo
» Sin = 2, tenemos que [qo,q1,q2] = y en este caso

g2q1 +1

Ay = @qiqo+q2+q Yy B2 = qq + 1.

El siguiente resultado nos da una férmula recursiva para A, y B,,.

Teorema 2.1.5. Sea [qo, q1, - - -, qn] €l n-ésimo convergente de la fraccion continua
(90,1, -+ qn, ... Paran € Z,n > —2 definimos

Ao=0, A =1 A,= C_InAn—l + Ap—2

B o=1, B_1=0, B,=¢Bn1+ Bno.

Entonces
Ay, _ QnAn—l + Ap_2

q0,91,---,4n| = 5= = .
[ ] Bn Qan—l +Bn—2
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DEMOSTRACION. La prueba serd por induccién sobre n. Si n = 0, entonces

q0] = Ao _ & = GoA-1+ Ao
By qoB-1 +B_o
Supongamos que la afirmacidn es cierta para n. Es claro que

1
[QO7QI>"'7QTL7QTL+1] = [QOaC]h--- yqn—1,qn + :| .
dn+1

Entonces por la hipédtesis de induccién se tiene que

<Qn + ! ) n—1 +An 2
q0,q1,---39n—1,qn + :| qn1-|—1
n+1 < ) Bn 1+ Bn 2
qn+1
~ (gnn1 DA 1+ gui1An o
 (gn@nt1 + 1)Bn1 + Gny1Bn 2

_ Anfl + Qn+1(QnAnfl + An72)
By + QHJrl(Qanfl + Bn72)

_ An1 + Qn+1An _ An+1
Bn—l + Qn—l—an Bn+1 '

O

Corolario 2.1.6. Sea & = [q0,q1,- -, Gn, Gntls -] Y T = [qn+1,Gn+2, - - -)-

Entonces

- TAp + Ap_1
xB, + Bp—1 .
DEMOSTRACION. Del Teorema 2.1.5, obtenemos el resultado puesto que:
) yrr o dny Bn+1 I’Bn'f‘Bn_l.

]

Corolario 2.1.7. En una fraccion continua simple se cumple que B,, > B,,_1 para
n > 2y By, > n, con la desigualdad estricta cuando n > 3.

DEMOSTRACION. Supongamos que n > 2. Por el Teorema 2.1.5 y puesto que
gn > 1, se tiene
B, = qyByp-1+ By_2 > B,_1+ B2,
pero B2 > 1,porloque B, > B,—1+ 1> B,,_1.
Por el Teorema 2.1.5 es claro que B,, > n, paran = 0,1, 2,3. Ahora por la
primera parte del corolario y por el Teorema 2.1.5, se tiene lo siguiente:

By = q4B3 + Bs > q4B3 + By = 1929394 + q1q4 + q3q4 + q1 > 4,
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por lo tanto B4 > 4. Supongamos que B,, > ny B,_1 > n — 1 paraalgin n > 4.
Entonces
Boy1>B,+B,1>2n+n—1=2n—-1,

pero2n—n=mn>4> 2,asique2n —1 > n+ 1 yportanto B, >n+1. U

Corolario 2.1.8. En una fraccion continua simple si qo > 0, entonces A, > An_1
paran > 1.

DEMOSTRACION. Se tiene que Ag = qo y A1 = qoq1 + 1. De ahi es claro que
Aj > Ap. Supongamos que A,, > A, _;. Porel Teorema 2.1.5 y ya que ¢p+1 > 1,
se obtiene

Apt1 = qny1An + Ap1 > Ay + Apq.
Entonces de ahi y de la hipétesis de induccidn se tiene que A,1+1 > Aj,. U

Los Corolarios 2.1.7 y 2.1.8 son vélidos para fracciones continuas en general
con la hipétesis adicional ¢; > 1 para¢ € N.

Corolario 2.1.9. Sea [qo,q1,- - -, qn] el n-ésimo convergente de la fraccion conti-
nua [qo, q1, - - - qn, - - -] tal que g; > 0 para j > 0. Entonces
A, By,

. = [qn,Gn-1,---,q1,9] ¥ By = [@n, -1, --,q2,q1]
paran > 1.

DEMOSTRACION. La prueba serd por induccién sobre n. Si n = 1, entonces por
el Teorema 2.1.5

Ay Ao+ A 1 1
=0 =@+ =q+—=1[q1,q]-
Ao Ao A ) | ]
Supongamos que -1 [dn—1,qn—2, - - -, qo]. Por el Teorema 2.1.5, se tiene que
n—2
An QnAnfl + An72 Aan 1
prm— prm— —"— pr— + .
Ap1 Ap_1 n Ap1 n An—1
An—Z
De esto y por la hipdtesis de induccion obtenemos
A, 1
:q+ = |9n,4n—-1,---,40]-
A1 " [anl, qn—2, - - - 7QO] [ o ]
La prueba para B, es similar. (]

Por las definiciones de A,, y B,, en el teorema 2.1.5 tenemos lo siguiente:
s Sin=—1,entonces A_1B_9— A_sB_1 =1.

= Sin =0, entonces AgB_1 — A_1By = —1 y AogB_5 — A_3By = qo.
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En general se tiene

Teorema 2.1.10. Paran > 1, A, y B, satisfacen las siguientes propiedades:
1. A, B-1— Ap_1B, = (_1)n—1.
An An—l o (_1)n—1

2. — — = .
Bn Bn—l Ban—l

3. Aan_g — An_an = qn(—l)n.
An An_g (_1)nqn

4, — — = ,paran > 2.
Bn Bn—2 Ban—2 P

DEMOSTRACION. La prueba de la parte 1 la haremos por induccién sobre n. Se
tiene

Ao=qy, Bo=1 Ai=qq+1, B;=q,
asi que
A1By — AoB1 = q1q0 +1 — qoq1 = 1.
De donde la parte 1 del teorema es valida para n = 1. Ahora supongamos que se
cumple
ApnB,_ 1 — Ay 1B, = (-1)"L.
Luego por las definiciones de A,, y B, en el Teorema 2.1.5, se obtiene que
An+1Bn - Aan+1 = (Qn+1An + Anfl)Bn - An(Qn+1Bn + anl)
= —(A,Bp_1 — Ay_1By) = —1(=1)" 1 = (=)™
Por otro lado como B, B,,_1 # 0, entonces
An An—l Aan—l - An—an

_ (_1)7171
Bn Bn—l Ban—l Ban—l
De ahi se tiene claramente la parte 2 del teorema.
Para la parte 3 del teorema, de nuevo usamos las definiciones de A, y B, y
aplicamos la parte 1, entonces

ApBn—2 — Ap—2B, = (gnAn—1+ Ap—2)Bn—2 — Ap—2(¢nBrn—1 + By—2)
= gn(Ap_1Bn_o — Ap_9Bn_1) = qu(—1)""2 = g, (—1)"™.
Para la parte 4 del teorema se tiene
Ap  Apo  ApBn2— Ay 2B,

Bn Bn—2 Ban—2 ,

entonces por la parte 3, se tiene el resultado. ]

A partir de ahora denotaremos al n-ésimo convergente de [qo, g1, - - -, qn, - - -]
Ap

como C), = B
n
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Observacion 1. Las partes 2 y 4 del Teorema 2.1.10, se pueden reescribir como
-1 n—1 —1)"

( ) y Cn_Cn—QZ( )qnv

Ban—l Ban—2

respectivamente, donde la primera igualdad es paran > 1y la segunda igualdad
es paran > 2.

Cn - Cn—l =

De ahora en adelante solamente trabajaremos con fracciones continuas sim-
ples.

Observacion 2. Ndtese que de la parte 4 del teorema 2.1.10 se tiene que si n
es par, entonces C, — Cp_o > 0y de ahi que la sucesion de los convergentes
pares es mondtona creciente. También se puede ver que si n es impar, entonces
Chn — Cr—2 <0, por lo que la sucesion de los convergentes impares es monotona
decreciente.

Corolario 2.1.11. Cualquier convergente impar es mayor que cualquier conver-
gente par, es decir, Coy,—1 > Coy, para cualquier m, n € N,

DEMOSTRACION. Por la Observacién 2, tenemos que Co,, 1 > Copion_1 Y
Comtan > Cop, para cualquier m y n € N. Luego de la parte 2 del Teorema
2.1.10, se tiene que

(_1)2m+2n71

Comt2n — Comi2n—1 = <0.
Bom+2nBomt2n-1
De todo lo anterior se obtiene lo siguiente:
Com—1 > Comyon—1 > Comyan > Cop.
([
Si C), es el n-ésimo convergente de [qo, 1, - - - , qn, - - -], entonces el Corolario

2.1.11 nos dice lo siguiente:

Cl>03>05>"'>02n+1>CQn>CQn_2>"'>C4>CQ>CO.

Corolario 2.1.12. Las sucesiones {Cay,} y {Cop41} son convergentes.

DEMOSTRACION. Como la sucesién {Cs, } es mondntona creciente y por el Co-
rolario 2.1.11 estd acotada superiormente por cualquier Co,,41, entonces {Cay, }
es convergente. Andlogamente la sucesién {Co,+1} es mondtona decreciente y

estd acotada inferiormente por cualquier Co,,, entonces es convergente. O
Proposicion 2.1.13. Sea o = [q0,q1, - - -, Gn, - - |- La sucesion {C,} satisface

1
la — Cy| < =5

B2z
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DEMOSTRACION. Sea * = [¢n+1,Gn+2, - - -|- Por el Corolario 2.1.6, se sigue que
TAp + Apq

o = ——— . Por lo tanto
xBn + Bn—l

TAp + Apq Ap

o o BnAn—l - Aan—l
lao—Cy|l=|————-—— =1 =
xBn + Bn—l Bn Bn(xBn + Bn—l)
1 1
= < =
Bn(xBn + Bn—l) B'?L
O
La Proposicién 2.1.13, nos dice lo siguiente:
Corolario 2.1.14. lim {C,} = a.
n—oo
DEMOSTRACION. Por el Corolario 2.1.7 se tiene B,, > n, asi que 52 < —. Por
n
n
la Proposicion 2.1.13 y por el hecho de que lim — = 0, tenemos que
n—oo n
lim {C),} = a.
n—oo
O

Como {Ca,} y {Capn+1} son subsucesiones de {C,, }, entonces convergen al
mismo limite de la sucesion {C,, }, esto es,

lim {Co,} = lim {Copy1} = lim {Cp,} = a = [q0,q1,- -+ qn,-- |-
n—oo n—oo n—oo

Teorema 2.1.15. Cualquier fraccion continua simple infinita [qo, q1, - - ., qn, - - -]
es un niimero irracional.

DEMOSTRACION. Es consecuencia del Corolario 2.1.14 y del Teorema 2.1.3. [

El siguiente resultado es el reciproco del Teorema 2.1.15 y nos describe un
algoritmo que produce la fraccidn continua simple infinita que representa a un
ndmero irracional.

Definicion 2.1.16. Si o € R, entonces | «| denota el mayor entero < a.

Teorema 2.1.17. (Algoritmo de las fracciones continuas) Si o« ¢ Q, entonces «
estd representada por una fraccion continua simple infinita.
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DEMOSTRACION. Sea gy = |«]. Como a # |, existe un tnico a; € R tal
que

1
a=qy+ —.
a1

1
Notese que 0 < — < 1. Sea q1 = |a1]; es claro que ¢; # a3 ya que de lo
aq

. 1 , ..
contrario « € Q. Entonces oy = g1 + —, para algtin as > 1. Hasta aqui se tiene
Q2

1 1
04:610-1-*:%4-71-
«
g1+ —
a2

Este proceso es infinito, pues si para alguna ¢, ¢; = o, entonces « seria un ndme-
ro racional. Probemos ahora que este proceso infinito produce la fraccién continua
simple [qo, q1, - - -, @n, - - -] que converge a . Es claro que o« = [qo, 1, - - - » G, Qnt1]-
Luego como ¢, 1+1 = |ap+1]| < any1, entonces también se tiene que

> [qo,q1s - -+ s qns Gn+1]
para n impar y

@ < [qo,q1s- -+ s Gns Gn+1]
para n par. Asi que

Co<Cy< <Oy < <a< <Oy 1<+ < (O3 <,

donde los C; son los convergentes de [qo, g1, - -, Gn,--.|. De ahi se deduce que
a=1[qo0,q1,-qn,- ). -

Corolario 2.1.18. Si « es un irracional, entonces su representacion como fraccion
continua simple es tnica.

DEMOSTRACION. Supongamos que & = [qo, @1, - - - s qn, - - -] = [0, a1, - -+, an, - -]
Asi que

QO<[QO7(]17---an---]<QO‘|‘1 y a0<[a07a17"'7an7"']<a0+17
de donde

CJO:HQO»Ql,---,Qn»-~~U y a():HaOaala---aan)"'U'

Por lo que || = g9 = aog, lo cual implica [q1,...,qn,...] = [a1,...,an,...].
Repitiendo el argumento anterior, obtenemos ¢; = a;. Luego, por induccién se
obtiene que ¢; = a; parai > 0. U

A continuacién daremos un ejemplo de cémo hallar la representacién en frac-
cién continua simple de « ¢ Q, aplicando el algoritmo de las fracciones continuas.
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Ejemplo 2.1.19. Consideremos la siguiente aproximacion de e — 1:
e—1~1.71828182846.

Puesto que e — 1 # |e — 1], tenemos

1

—1~1+0.71828182846 ~1 4 — .

© + 071828182846 ~ 1 + 100 119118
Asi que qo = |e — 1] = 1. Luego

1.39221119118 = 1 + 0.39221119118 ~ 1 4+ — .

39 L1 =1+0.39 I8 ~ 1+ 51961677830

Entonces ¢ = [1.39221119118| = 1y luego

1
1.81935024360°
de ahi observamos que g3 = 2y q3 = 1. De lo anterior tenemos que

1

1
1

14 0.81935024360

Continuando de la misma manera y siguiendo la demostracion del Teorema 2.1.17,
podemos ver que las primeras entradas de la fraccion continua simple que repre-
sentaae —1es

e-1=11,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,1,10,1,1,12,1,1,14,1,1,16, 1,1,18,.. ).

2.54964677830 = 2 4 0.54964677830 ~ 2 +

e—1~1+

1+

2+

Observemos que de la demostracién del Teorema 2.1.17 tenemos que si o =
ao = 1[qo,q1,- - qk, - - .|, entonces

1
ay=——— Y qy1=|op_1] parakcN.
Ap—1 — qk—1

Corolario 2.1.20. Sean « = [qo, q1,- - -, Gk, - - -] una fraccion continua simple in-
finita y
1
A1 =
Qg — gk
para k > 0, donde oo = o. Entonces a1 = [qk+1, Qk+2, - - -| para k > 0.

DEMOSTRACION. La prueba serd por induccién sobre k. Se tiene que

1 1 n 1
_ 1 1
Q1+71 i
g2 + —




2.2. IRRACIONALES CUADRATICOS Y FRACCIONES CONTINUAS PERIODICAS 37

De ahi que o1 = [q1, q2, - - -|. Supongamos que o = [qk, Gk+1, k42, - - -]- Asi que
1 1
o — L
1
Qk+1 + 1
Qk+2 + —
Por lo tanto g 41 = [qk+1, Gkr2, - - -- O

2.2. Irracionales Cuadraticos y Fracciones Continuas Pe-
riodicas

Abhora estudiaremos ciertos nimeros irracionales cuya representacion en frac-
cién continua simple es periddica.

Definicion 2.2.1. Una fraccion continua simple infinita « = [qo,q1,- -, qn, - - -]
diremos que es periodica si existen k > 0yl € N tal que g, = Gn+; para todo
n > k. Al menor entero | que satisface la condicion anterior lo llamaremos la
longitud del periodo de o y lo denotaremos por | = ().

La definicién anterior, nos dice que una fraccién continua simple es peridédica
con longitud del periodo [, si
[q07 q1y- -5k Qk+15 -+« 5y Qk+15 Qk+15 - - - s Gk+15 - - ]

y la notacién que usaremos es la siguiente:

[q07Q17 <oy ks Q1 - - - 7Qk+l]-

Ejemplo 2.2.2. Consideremos V543 conla aproximacion V543 ~ 5. 23606797750.
Por el teorema 2.1.17, se tiene que qy = |\/5 + 3| = 5, luego

V5 +3 ~ 54 0.23606797750 ~ 5 + 123606797750
1

4.23606797750 = 4 + 0.23606797750 ~ 4 + 1.93606797750"

De ahi se puede ver que q1 = q2 = 4.
Notemos que 0.23606797750 se seguird repitiendo, por lo que la representa-
cion en fraccion continua simple de \/5 + 3 es periddica con longitud del periodo

I(V5+3) =1, estoes
V5+3=1[54,4,4,..] =514
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Corolario 2.2.3. Si o = [qo, G1, - - -, Gn), entonces « es solucion de algiin polino-
mio cuadrdtico en Z[z].

DEMOSTRACION. Notemos que « se puede escribir como « = [qo, q1, - - - , @n, @]
y por el Corolario 2.1.6 se tiene que
o — OzAn + An—l .
aBn + Bn—l
De donde se obtiene que o’ B,, + a(B,,_1 — A,) — A,_1 = 0. O

Definicion 2.2.4. Un irracional cuadrdtico « es un niimero irracional que es raiz
de algiin polinomio cuadrdtico con coeficientes en Q.

Es claro que un nimero irracional o cuya representacion en fraccién continua
simple es como en el Corolario 2.2.3, es un irracional cuadritico.

Veamos qué pasa si el periodo de la fraccidn continua simple no empieza desde
el principio.

Corolario 2.2.5. Sea o = [q0,q1,--.,qn, 1,02, .-, ax|. Entonces o es un irra-
cional cuadrdtico.

DEMOSTRACION. Sea 3 = [ag, az, ..., ax). Es claro que o = [q0,q1, - - -, qn, O]
y por el Corolario 2.1.6 se tiene que

Ap + Ap—
(10) _ BAx+ 1

“ ﬁBn + Bn—l ‘

Vamos a probar que « es raiz de algtin polinomio cuadrtico si y sélo si 5 1o es.
Supongamos que aa? 4+ ba + ¢ = 0 para a, b, ¢ € Z. Entonces por (10) se tiene

que aa? + ba + ¢ = 0 si y sélo si

a(ﬁAn + An—1)2 + b(ﬂAn + An—l)(ﬁBn + Bn—l) + C(ﬂBn + Bn—1)2 =0.
De esto se tiene que
32(aA2+bA, By +cB2)+(2aAn Ap1+b(ApBy1+Ap_1By)+2¢B, B_1)+
(aA2_; +bAp_1By1 +cB2_,) = 0.
Por lo tanto § es raiz de un polinomio cuadratico.
Por otro lado, segin el Corolario 2.2.3 se tiene que ( es raiz de algin polinomio

cuadrético. Supongamos que a/3* + b3 + ¢ = 0, para ciertos a, b, c € Z. De (10)

se obtiene que
_aBn—l + An—l

aB, — A,

ﬁ pu—
asi que
o?(aB2_1—bBy,_1Bp+cB2)+a(—2aB,_1An_1+b(Bn_1Ap+An_1By)—2c¢B,A,)+

(aA2_| —bA, 1A, +cA%) =0.
De ahi que « es raiz de un polinomio cuadrético. (]
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Ejemplo 2.2.6. En el Ejemplo 2.2.2, vimos que
a=+vV5+3=[54].

Por el Corolario 2.2.5 tenemos que o es un irracional cuadrdtico que es raiz del
polinomio
z? — 6x + 4.

El reciproco del Corolario 2.2.5 también se cumple, es decir, si « es un irra-
cional cuadrético, entonces la fraccién continua simple que representa a « es pe-
riddica.

Teorema 2.2.7. Sea o un irracional cuadrdtico. Entonces la fraccion continua
simple que representa a « es periddica.

DEMOSTRACION. Ver [5] pdgina 144, Teorema 177. O

En seguida veremos una manera de cémo expresar un irracional cuadritico
que involucra los coeficientes del polinomio del cual « es raiz.

Supongamos que « es un irracional cuadratico, es decir, ao® 4+ ba + ¢ = 0,
para ciertos a, b, ¢ € Z (a # 0). Entonces

—b+ Vb? —4dac
a= .
2a

Asi que podemos escribir
A+VB AC+VBC?® P+Vd
o = = =
c C? Q
donde P = AC,d = BC? y Q = C?. Entonces un irracional cuadritico a se
puede escribir de la forma

_P+Vd
Q )
para ciertos P, € Z (Q # 0) y tal que d > 1 no es un cuadrado perfecto. La otra

(11) o

—Vd
raiz J de ax? + bx + c es el conjugado de o y lo denotaremos como «’.

Q

Lema 2.2.8. Sean d > 1 un entero que no es un cuadrado perfecto y

:Po-i-\/&
Qo

un irracional cuadrdtico. Definimos lo siguiente para k > 0

P, +d
OékaT, ak = o)

a = g
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d— P13+1
Qr
Entonces Py, Qi € Z,Qx|PE — d, Qr # 0y i, = gk, @it1, - - -] para k > 0.

Pop1=qQr—FPr y Qpe1=

DEMOSTRACION. La prueba de la primera parte del teorema serd por induccién
sobre k. Si k = 0, es claro que Py, Q)g son enteros distintos de cero. También
tenemos del parrafo anterior que

P} —d= A’C? - BC?* = C*(A% — B) = Qy(A? — d),
por lo que Q| P? — d. Supongamos que Py, Qy € Z, Qi #0y Qk]P,f —d. Luego
Pry1 = qQr — Py € Z.
También se tiene que

d—P2,  d— (q.Qr — Pr)? :d—P,f

Qr+1 = = + (2qk P — q;Qx
i Qk Qk Qk ( k)
y por la hipétesis de induccién es claro que Qi1 € Z'y Qi1 # 0. Como
d — Pk?—i—l 2
Qri1 = , entonces Qx11|P; ; — d.
Por el Corolario 2.1.20 para verificar que ax = [qk, qr+1,- - -] s suficiente
mostrar que
1
Ap+1 = )
Ak — gk
pero
o — g = P’f+\/gqu: Vd — (axQr — Py) _ Vd—Piy _
Qk Qk Qk
(Vd = Pyy)(Vd + Peyr) _ d—P¢, Qa1
Qk(\/g+Pk+1) Qk;(\/;i‘i‘PkJrl) \/C?+Pk+1 Ok+1

O

Notese que el Lema 2.2.8 también es un algoritmo para encontrar la represen-
tacion en fraccién continua simple de un irracional cuadratico «.

7+ v/53
Ejemplo 2.2.9. Sea o = oy = I VoS un irracional cuadrdtico. Siguiendo el
Lema 2.2.8, tenemos que Py =7, Qo = 4y qo = |ag| = 3. Entonces
d— P}

Pr=qgQo—FP=5y Q1=

5+ V53
7

=7,
Qo

por lo que oy = yq1 = |a1| = 1. Continuando de esta manera tenemos
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jlo(1(2|3]4]|5
P |7|5|2|5|7 |7
Qj|4|7|7|4|1 |4
q. |3 | 1|1]3|14]3
Entonces por el Lema 2.2.8 tenemos que oy = [3,1,1,3,14], con longitud del

periodo l(ag) = 5.

2.2.1. Fracciones Continuas Puramente Periodicas

A continuacién estudiaremos el caso en el que el periodo de una fraccién con-
tinua simple empieza desde el principio.

Definicion 2.2.10. Una fraccion continua simple infinita o es llamada puramente
periodica si o = [qo, q1, - - -, qi—1) con longitud del periodo | = ().

Definicion 2.2.11. Un irracional cuadrdtico o se llama reducido si

a>1 y —1<d <0.

Los siguientes lemas seran de ayuda para probar un teorema que relaciona los
irracionales cuadraticos reducidos y las fracciones continuas simples puramente
periddicas.

Lema 2.2.12. Sea o = «q un irracional cuadrdtico reducido y «y como en el
Lema 2.2.8. Entonces —1 < aﬁc <0,parak > 0.

DEMOSTRACION. La prueba serd por induccién sobre k. Por hipdtesis —1 <
oy < 0. Ahora supongamos cierto que —1 < «aj < 0. Antes de seguir con la
prueba, primero veamos que

;o 1
Qpp1 = ol — o
Utilizando las definiciones del Lema 2.2.8, se tiene
sy = P13+21 —d_ 7Qk—s-21QK _ @k
Qht1 Qi1 Qr+1
De ahi
oy = — Qe Q. Qr
Q1041 Pepi+Vd  Po— qQp — Vd
1 1

P, —Vd—qQp )~k
Qk
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Por hipétesis de induccién se obtiene

(14 q) <af —ax < —ak

L+ g
tanto —1 < aj. ., < 0. O

-1
ydeahi — < a;H < . Como « > 1, tenemos g, > 1 para k > 0. Por lo
qk

Teorema 2.2.13. La representacion en fraccion continua simple de un irracional
cuadrdtico o es puramente periodica si'y solo si o es reducido.

DEMOSTRACION. Primero supongamos que « es un irracional cuadrético reduci-

do. Por la demostracion del Lema 2.2.12 se tiene que —— = q; — ), y por su
Oht1

enunciado 0 < —a), < 1. De ahi que

(12) { ! J = gk — )] = @

/
Oyt
Por el Teorema 2.2.7 se tiene que o, = «, para ciertos m,n € N conm < n.

-1 -1
Entonces —— = —- y por (12) se obtiene ¢,,—1 = ¢,—1. Por lo tanto
am a’I’L

1 1
qm—1 + =Qqn-1+ )
(8%

m an
asi que
Om—1 = Op—1.
Continuamos de la misma manera hasta obtener a,;,—; = ay,—; parai = 0,1,...,m.
Es decir,
o= 0p = [q[)v qi, - - . 7Qm—n—1]-

Ahora supongamos que la representacion en fraccion continua simple de « es
puramente periddica, digamos oo = [qg, G1, - - -, Gk Entonces g coincide con algtin
qj, por lo que o > gg > 1. De ahi que o > 1. Luego por el Corolario 2.1.6

QA+ Ap
By + By_1

De lo cual se obtiene
Bya? + (By_1 — Ap)a — Ag_1 =0,

por lo tanto « es raiz de f(x) = Bpw? + (Bgp_1 — Ar)x — Ap_1. También se tiene
que f(a’) = 0. Por otro lado

f0)=—-A, 1 <0 y f(=1)=DBr—Br_1+ Ax — Ap_1.

Los Corolarios 2.1.7 y 2.1.8 implican que f(—1) > 0. Entonces por el Teorema
del Valor Intermedio —1 < o/ < 0. O
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7453
4

Ejemplo 2.2.14. El irracional cuadrdtico o = = 3.57003 es reducido

puesto que o« > 1y

l<d = 7_4‘/§ — —0.0700275 < 0.

Por el Teorema 2.2.13 sabemos que su representacion en fraccion continua simple
es puramente periodica. En efecto pues en el ejemplo 2.2.9 vimos que

7453

=(3,1,1,3,14]|.
4 [7777]

El siguiente resultado es un un caso especial del Teorema 2.2.13

Corolario 2.2.15. Sea d > 1 un entero que no es un cuadrado perfecto. Entonces
Vd =[q,q1,- - qi-1, 2q0),
donde qj = qi—jparaj =1,2,...,1 —1yq = |Vd).

DEMOSTRACION. Seaa = |v/d|++/d. Se tiene que « es reducido puesto que a >
ly—-1<d = L\/&J —+/d < 0. Entonces por el Teorema 2.2.13 la representacién
en fraccién continua simple de « es puramente periddica, por lo que

o = [a07a17a27 o 7al71]7

donde ag = || = 2|v/d]. Luego es claro que
(13) Vd=a—|Vd] = L\/&J,al,az,...,al_l,zL\/&JJ,

donde qo = |Vd],q1 = a1,...,q-1 = ai_1,q = 2|Vd] = 2qo.
Por el Corolario 2.1.6 tenemos

a = [ag,a a1, ] adio Ay
= lao, a1,...,a1-1,0] =
) ) ) ) OéBl_l ¥ Bl_27

lo cual implica que « es raiz de
f(@) = Biyz® + (Biog — A1)z — Ars.

El Corolario 2.1.9 aplicado a « nos dice que

(14) ﬁ = [(ll_l, aj—9y ... ,ao] y gi_; = [al_l, Aj—2y ... ,al].
Sea v = [a;—1,Gi—2,---,ap). Entonces el (I — 1)-ésimo convergente de vy es
[aj—1,a;—2,...,a0] y el (I — 2)-ésimo convergentes de v es [a;_1,a;—2,...,a1].
Por el Corolario 2.1.6 y (14) se tiene

YA+ B

YA+ By
Asi

AoV + (Big— A1)y —B_1 =0
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y reescribiendo se tiene

—1\? ~1
B4 <> + (Bi—2 — A1) <> — A 2=0.
Y Y

. S —1 .
La ecuacién anterior implica que — es raiz de f(z). Pero las unicas raices de
0

f(x) son vy &, porlo que o/ = —. Asi que
Y

1 1
/
- = — = T = [Oaal—lual—27' . '7a17a0]'
Y [al—laal—Qw"aaOJ

De (13), se obtiene

—O/ = \/&— L\/gj = [O,al,ag,. . .,al_l,QL\/gH.

Por lo tanto se concluye que ¢; = a; = a;—j = q_;jparaj=1,...,01 — 1. U

Ejemplo 2.2.16. Consideremos el irracional cuadrdtico /106, el cual no es redu-
cido puesto que —\/106 < —1. La representacion en fraccion continua simple de

/106 es

V106 = [10,3,2,1,1,1,1, 2, 3, 20,
donde 1(\/106) = 9. Notemos que qo = 10, g9 = 2qo = 20y ¢j = q9—; para
7 =1,2,...,8, tal como lo dice el Corolario 2.2.15.
De la demostracion del Corolario 2.2.15, tenemos que o = /106 + | /106
es un irracional cuadrdtico reducido, en efecto puesto que

a>1y —1<a =]|v106] — V106 < 0.

Entonces la representacion en fraccion continua simple de o es puramente periodi-
cay es como sigue

a =106+ [V106] = [20,3,2,1,1,1,1,2,3].




Capitulo 3

Divisores del Numero de Clases en Cam-
pos Cuadraticos Reales

El objetivo de este capitulo es involucrar las fracciones continuas simples con
el generador irracional de un ideal de un anillo cuadrdtico con la finalidad de en-
contrar algunas condiciones para el nimero de clases de un campo cuadrético real.
Primero daremos algunas propiedades de los ideales y definiremos dos tipos de
ellos: Primitivos y Reducidos. El teorema principal de este capitulo describe todos
los ideales reducidos que son equivalentes a un ideal primitivo y aplicaremos este
resultado para encontrar criterios de divisibilidad para el nimero de clases de un
campo cuadrético real. Por dltimo daremos ejemplos de campos cuadréticos reales
con nimero de clases par, obteniendo asi anillos de enteros que no son de factori-
zacion unica.

3.1. ElOrden Ox

En esta seccion daremos otra notacién para el anillo de enteros de un campo
cuadrético.

Sea dg un entero libre de cuadrados y sea

[ 2 sidg=1 (mdéd 4)
0711 sidg=2,3 (méd 4)

. Uo—l—l-\/go , 00—1—\/% .
Siwg = ———— y wj = ————, entonces el nimero Ay =
1dg 70
0 > o
(wo — w))? = —5 también se puede escribir como
o
0

Ao — dy sidp=1 (mébd4)
07 4dy sidg=2,3 (méd 4)

Definicion 3.1.1. Al valor A le llamaremos discriminante fundamental con ra-
dicando fundamental dy y a wy le llamaremos irracional fundamental principal
asociado a .

45
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Sea A = f% A para algiin fao € N. Si g = mcd(fa,00), 0 = 70 yd =
g

2
(fA> dyp, entonces
9

B fido fido o2 ia%Ao B a2 A

d = = -
9> (00/0)? dog 4

4d
De donde A = —, que también se puede escribir como:
o

d si oc=2
A_{éld si o=1 "

Ahora hagamos un analisis para ver cémo es d.
» Siog =2y fa espar, entonces dg = 1 (méd 4), g = med(fa,2) = 2.
fa

2
Porlotantooc =1y d = <2> dp.

» Siog =2y fa esimpar, entonces dy = 1 (méd 4), g = med(fa,2) =
1. Porlo tanto o = 2y d = f3do.

» Siocg =1y fa € N, entonces dy = 2,3 (mdd 4), g = med(fa,1) = 1.
Porlotanto o = 1y d = f3dp.

De lo anterior se concluye lo siguiente:
fido si. dp=1 (méd4) y fa impar
fZdo si dp=2,3 (méd 4)

2
<J;A> dg si do=1 (méd4) y fapar

1  d=

d si dy=1 (méd4) y fa impar
A= . :
4d si og=g

Definicion 3.1.2. Al valor A le llamaremos discriminante con conductor fa y
radicando d.

-1 d
Definicion 3.1.3. Al valor wa = ﬂ, le llamaremos irracional principal
o
asociado al discriminante A.
Es facil ver que
1++Vd
si o=2

WA —
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0 equivalentemente

1+Vd

WA = 2 .
Vd oosi A=4d

U—l—\/g

g

A=d

Nétese que A = (wa — w'y )?, donde w)y =

Utilizando (1), se puede comprobar facilmente que wa = fawg + h , donde
h € Z 'y es como sigue:

1 —
2fA si dg=1 (médd) y faimpar
fa . _ .

f? si dp=1 (Il’lOd 4) y fA par

Recordemos del Capitulo 1, Seccién 1.5 que F' = Q(+/d) con d un entero libre
de cuadrados, es un campo cuadratico. Entonces con la notacién que acabamos de
introducir F = Q(v/dp) = Q(v/A).

Si a € F, entonces o = a + by/dy con a,b € Q y el conjugado de a es

o =a— by/d.

Definicion 3.1.4. Sean o, € F = Q(\/dy). Definimos el Z-mddulo [o, ] =
aZ, + BZ. Si «, B son Q-linealmente independientes, entonces diremos que el Z.-
mddulo [, 3] es un orden en F.

Observemos que Op = [1,wa] es un orden en F' = Q(+/dp). Del hecho de
que wa = fawg + h, para cierta h € Z, se tiene que

Op = [1,wA} = [1,wa0].

Observacion 1. Notese que si fan = 1, entonces O es el anillo de enteros de F,
es decir,

Oa = Ar.

Donde Ar es como en la Proposicion 1.5.2.

De acuerdo a la Proposicién 1.2.6, cualquier Z-mddulo contenido en A tiene
rango < 2.

A continuacién daremos algunos ejemplos, para que sea mas claro todo lo
anterior.
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Ejemplo 3.1.5. Sea A = 13. Como 13 = 1 (méd 4), entonces fa = 1y A =
Ag = dg. Por lo tanto

1++/13

O13 = [1,wo] = 2

1

es el anillo de enteros de F' = Q(\/13), es decir, O13 = Ap.

Ejemplo 3.1.6. Sea A = —12. Como A = 4(—3), entonces fan =2y Ag = —3.
1++v-3

Ya que —3 =1 (méd 4), entonces Ay = dy y por tanto wy = 5

Por la Proposicion 1.5.2, se tiene que
1 1++v-3
’ 2
es el anillo de enteros de Q(/—3). Asi que

O_12 = [Lwa] = [1, fawe] = [1,1+ v=3] = [1,V/=3]
es un orden en Q(v/=3) = Q(v/—12).

3.2. Ideales en Ox

A lo largo de esta seccién vamos a describir los ideales de Oa y daremos
algunas propiedades de sus generadores.

Teorema 3.2.1. (Criterio para ideales) Sea A un discriminante. Sea (0) # I un
Z-submddulo de Oa. Entonces I tiene una representacion de la forma

I =la,b+ cwal,

para ciertos a,c € Ny b € 7Z. Ademds 1 es un ideal de O si y sélo si esta
representacion satisface que c|a, c|by ac|N (b + cwa).

DEMOSTRACION. Como I C Oa = [1,wa] = Z + Zwa, entonces I = [aq, az],
donde aq, as € Oa.

Si~y € I, entonces 7 = xay + yao para ciertos x, y € Z. También se tiene que
a; = a;j + bjwa, donde aj,b; € Zy j = 1,2. Por lo que
= z(a1 + bywa) + y(ag + bawa)
= (a12 + agy) + (biz + bay)wa.

Se observa que I N'Z # (0). Sea a € I el menor entero racional positivo. De
(2) se tiene que

) 7

a=x101 +yiae ytalque x1b1 +y1bo =0

donde z1,y; € Z y al menos uno de ellos es distinto de cero. Elegimos x1, y;
minimos en valor absoluto con la propiedad anterior.
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De todos los elementos en I, elijamos 3 = b + cwa tal que b € Z, ¢ € N con
¢ minimo. De lo anterior [a, 5] C I.

Notese que de (2), ¢ se puede escribir como una combinacion lineal de by y bs.
Pero como ¢ es minimo, entonces dicha combinacidn lineal es la minima. Por lo
tanto ¢ = med(by, ba).

Por otro lado se tiene que b; = ct; + r; tal que 0 < r; < c para ciertos
rj,t; € Zconj = 1,2. Luego

aj —t;8 = aj+bjwa — bt; — ctjwa
3) = a; —btj + (bj — ctj)wa
= aj — bt +rjwa.

De lo cual es claro que a; —t;3 € I. Porloque r; = 0,yaquesi0 <r; <cla
igualdad (3) seria una contradiccion a la minimalidad de c.

Asi que oj — t;8 = a; — bt; € Z. También b; = ctj con j = 1,2y de
ahi obsérvese que (2) toma la forma

4 v =m+ cnwa,

donde m,n € Z.

Por el algoritmo de la divisién tenemos que o; — t;3 = ag + s para ciertos
¢,s € Zytalque 0 < s < a.Portanto s = oj —t;8 —aq € ZN 1. Porla
minimalidad de a se tiene que s = 0y asi

aj —t;8 = aq.

De ahi es claro que a; € [a, 3] para j = 1, 2. Por lo tanto I = [a, (3].
Ahora supongamos que I es un ideal. Entonces awa € I puesa € I = [a, (].
Por (4) se tiene que c|a.

oc—1++4d

Por la Definicién 3.1.3 se tiene que wa = . Se puede ver facil-

g
mente que wa = 0 — 1 — w/,. Como b + cwa € I, se tiene wa (b + cwa) € 1.
Luego

wa(b+cwa) = (0 —1—wh)(b+ cwa)
=blo—1)—b(c —1—wa)+ (oc — c)wa — cwawy
= —cwpaw + (b+¢(o — 1))wa.

Pero —cwaw/\ € Z, entonces por (4) se tiene que ¢|(b + c¢(o — 1)) . De ahi que
clb.

b b
Por otro lado ( - w’A> (b + cwa) € I, pues c|by asi <C + w’A> € Oa.
c

N(b+ cwa)
C

b
También < + w'A> (b+ cwa) = € 1. Pero
c

N+ cwp) = (b+ cwa)(b+ cwh) = b + c(bwy + bwa + cwawl)
=%+ c(b(o — 1) + cwawl).
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Como c|b y (b(o — 1) + cwawly) € Z, tenemos ¢|N (b + cwa). Asi que

N(b
N(b+ cwa) cInZ.
c
N(b
Sea M = aq + r, para ciertos ¢, € Zy 0 < r < a. Luego, r =
c
N(b+ cwa)

— aq € I NZ. Entonces por la minimalidad de a, se tiene que 7 = 0

y por 1% tanto ac|N (b + cwa).
Supongamos ahora que I = [a, b+ cwa] satisface las condiciones del teorema.
Para probar que I es un ideal en Oa, sé6lo falta probar que si v € I entonces
para toda o € O se tiene que oy € 1. Asi que basta probar que awa € Iy que
(b+ cwa)wa € 1.

—b
Como c|by c|a, se tiene que <> a+ (ﬁ) (b+ cwa) € I. Luego
c c

awa = <_Cb> a+ (%) (b+ cwa) € 1.

b
Ya que ac|N(b+ cwa) y (U -1+ ) € Z, tenemos
c

—N(b b

M—F <a—1+> (b+cwa) € 1.
c c

Pero

—N(b+ cwa) " (

b
0'—1+> (b-i—CwA):
C

C

—(b+ cwa)(b+ cwly) + (oc — ¢+ b)(b+ cwa)

b
_ cwa (b + cwa) — bwa + cu.
c

Por lo tanto (b + cwa)wa € 1. O

Definicion 3.2.2. A un ideal en Oa que satisface las condiciones del Teorema 3.2.1
le llamaremos O a-ideal.

1+5

Ejemplo 3.2.3. Si A = 5, entonces Os = Ap = 5

<o)

es un Z-submddulo de Os, donde a = 1,b = 0y ¢ = 3. Como c 1 a, entonces I no
es un Os-ideal.

1, . Por el Teorema

3.2.1
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Observacion 2. Si [ = [a,b+ cwa] es un Oa-ideal, entonces b se puede elegir de
tal forma que 0 < b < a. En efecto sib = aq + r con 0 < r < qa, entonces aq € 1
y puesto que b + cwa € 1, se tiene que

r+cwa =b+ cwa —aq € 1.

De ahi es claro que [a,T + cwa] C [a,b + cwal. Para la otra contencion ndtese
que b+ cwa = aq + (r + cwa). Portanto I = [a,b+ cwa] = [a, T + cwal, con
0 < r < a. Falta mostrar que c|r y ac|N(r + cwa). Como c|b, entonces b = cs
para cierta s € 7. De ahi que r = c¢s — aq y puesto que c|a entonces es claro
que c|r. Ahora N(r + cwp) = 1% + c(r(c — 1) + cwawly), como c|r, tenemos
¢|N(r + cwa). Andlogamente a la prueba de ac|N (b+ cwa) en el Teorema 3.2.1,
se tiene que ac|N (r + cwp).

El Teorema 3.2.1 nos ayuda a distinguir Z-submédulos en Oa de Oa-ideales.
Ademads, describe un algoritmo para construir O a-ideales:

Dado b € Z y un discriminate A, podemos encontrar O -ideales.

= Primero hallamos los divisores positivos de b, es decir, buscamos ¢ € N tal
que c|b. Para cada divisor podemos construir en algunos casos O -ideales.

» Luego hallamos a € N con la condicién ac|N (b + cwa) y cla.

= Adicionalmente si fuera necesario, podemos elegir b de tal forma que 0 <
b < a.

Ejemplo 3.2.4. Si A = 15, entonces O15 = Ap = [1,V/15]. Sea b = 3. Entonces
para el divisor ¢ = 3, construyamos un O15-ideal. Asi que

b+ cwp =3+ 3V15

N(3+3V15) = (3+3V15)(3 — 3V15) = —126.

Para a = 6, se cumple que
ac|N (3 + 3V15) y que c|a.
Entonces por el Teorema 3.2.1
I=16,3+ 315
es un O1s-ideal. Para el divisor ¢ =1, b+ cwa =3+ V15 y
N(3+V15) = (3 +V15)(3 — V15) = —6.

Notemos que paraa = 1,2, 3,6, los I = |a,3++/15] van a ser O15-ideales, puesto
que c = 1.
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Por ejemplo, si a = 2, se cumple que ac|N ((3++/15)), clay c|b. Como b > a,
por la Observacion 2 se tiene que

I=2,1+15]

es un O15-ideal.

Lema 3.2.5. Sea I = [A + Bwa,C + Dwa] un Z-submédulo de O, donde
A,B,C,D € Z. Entonces I = [(A + Bwa) £ n(C + Dwa),C + Dwa] =
[A + Bwa, (C + Dwa) £ n(A + Bwa)|, para todan € Z.

DEMOSTRACION. Es claro que
[(A+ Bwa) £ n(C + Dwa),C + Dwa] C [A+ Bwa,C + Dwa].
La otra contencion se sigue de
A+ Bwa = (A+ Bwa) £ n(C + Dwa) Fn(C + Dwa).
]

Con el Lema 3.2.5, podemos alterar los generadores de un Z-submédulo para
obtener la forma que asegura el Teorema 3.2.1.

Corolario 3.2.6. Sea I = [A + Bwa,C + Dwa] un Z-submddulo de O a donde
A,B,C,D € Z. Entonces I = [Ag, By + Cowa] donde Ay, By,Co € Zy Cy =
med(B, D).

DEMOSTRACION. Supongamos que D > B. Mediante el algoritmo de Euclides
hallemos el med(B, D):
D =qB+rmr 0<r <|B|
B=qri+mr 0<ry<mr
r1=q2ra +13 0<m3<ry
(&) i=
Th—1 = QT +Th+1 0 S rppr <7
Tk = Qr+17k41 + 0.
Entonces mcd(B, D) = r11. Luego aplicando el Lema 3.2.5 y (5) se tiene que
I= [A + Bwa,C + DUJA] = [A + Bwa, (C + DwA) — qo(A -+ BwA)}
= [A + Bwa, A1 + leA} donde A =C — gyA.
Luego
I =[A+ Bwa, A1 + riwa] = [(A+ Bwa) — q1(A1 4+ riwa), A1 + riwa]
= [Ag + rowa, A1 + riwa] donde As = A — q1 4.
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Continuando de esta manera se tiene lo siguiente
I = [A + rp—1wA, Apy1 + Trwa]
= [(Ak + re—1wa) — @r(Ap1 + rewa), Agr + rgwal
= [Apy2 + 11w, Aggpr +rpwa]  donde  Apyo = Ay — qrAig
y por ultimo
I = [Apto + mip1wa, Agg1 + mwa)
= [Akg2 + reprwa, (App + 10wA) — Qeg1 (Aps2 + Th1wa)]
= [Ak.t,_Q + TE+1WA, Ak+3] = [Ak+2 + med(B, D)wa, Ak+3]

donde Ay y3 = Agt1 — Qry1Ak42.
Por lo tanto I = [Ag, By + Cowa] donde Ag = Ag3, By = Agt2
y Co = med(B, D). O

3.2.1. Ideales Primitivos y Norma

En la demostracion del Teorema 3.2.1 vimos que si I = [a,b + cwa] es un
Oa-ideal, entonces a es el menor entero racional positivo en .

Definicion 3.2.7. Sean A un discriminante, I = [a,b + cwa] un Oa-ideal. Defi-
nimos la norma de I como N(I) = ac. Si ¢ = 1, diremos que I es un Oa-ideal
primitivo.

Por la Definicién 3.2.7 la norma de un Oa-ideal primitivo I es el menor entero
racional positivo en I, es decir, N(I) = a.

El siguiente teorema prueba que la definicién de norma de un Oa-ideal coin-
cide con la Definicién 1.4.6 de norma de un ideal del Capitulo 1.

Teorema 3.2.8. Sea I = [a,b+ cwa] un Oa-ideal. Entonces |Oa/I| = ac.

DEMOSTRACION. Sea z1 + zowa € Oa. Asi que (z1 + zowpa) + 1 € Oa/I.
Supongamos que z3 = ¢q; +r1 con 0 < r; < ¢. Luego como (b+ cwa)q1 € 1, se
tiene lo siguiente:

(21 + zowA) + 1 = (21 + (cq1 +r1)wa) + 1
= (z1+ (eq1 + r1)wa) — (b4 cwa)qr + 1
= (21 — bq1) + riwa + I.
Dividiendo entre a tenemos que z; —bq; = aga +r2 con 0 < ry < a.De ahiy
por el hecho que agy € I se tiene que
(21 + zowa) + I = ago + 12 + rqwa + I = (rg + rwa) + 1.

Entonces (z1+zowa )+1 = (ro+rjwa)+1,donde 0 < r; <cy 0 <71y < a.
Por lo tanto hay a lo més ac elementos en Oa /I. Ahora probemos que todos esos
elementos son distintos.
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Sean (rg + riwa) + I, (rh + rjwa) + I elementos de O /T tal que
0<ryrh<a,0<ry,r<ec

Supongamos que (r2 + rwa) + I = (ry + rjwa) + I. De ahi se tiene que
(ro —rh) + (r1 — r})wa € I.Entonces

(6) (7’2 — 7«'2) + (7’1 — rll)wA =as+ (b + ch)t,

para ciertos s, t € Z. De lo anterior 1 — 7} = ct. Puesto que —c < r; — 1} < ¢,
se tiene que ¢t = 0y asi r; = r{. De ahi y por (6), 72 — ry = as. Yaque —a <
ry — 1 < a, se tiene que s = 0y asi ry = 7). <

Corolario 3.2.9. Si I = [1,b+ wa] es un Oa-ideal, entonces I = O.

O

Observacion 3. Si [ = [A + Bwa, A" + B'wa] es un Z-submédulo de Op, en-
tonces por el Lema 3.2.5 se tiene que

I =[(A+ Bwa) £n(A" + B'wa), A" + B'wa]
=[(A+£nA") + (B £nB)wa, A" + B'wa]

para toda n € Z. Por otro lado

A B A+nA" B+nB'
|AB' — A'B| = det< N B >‘: det( A? B? >‘
=4 inA’)B’ — A’(B inB’)].
Es decir
@) |AB’ — A/B| =[(A+ nA’)B/ — A'(B + nB/)|.

De ahi se ve que |AB' — A’ B| es constante en todos los pasos del Corolario 3.2.6.
También por el Corolario 3.2.6 se llega a un momento en el que

I = [Ap, Bo + Cowa.
En particular si I es un Op-ideal, por la definicion 3.2.7 se tiene que N(I) =
AgCy. Por (7) se tiene lo siguiente:

AO 0 _ ! /
det( Be Co )‘\AB — A'B.

Por lo tanto si I = [A + Bwa, A’ + B'wa] es un ideal en Op, entonces N(I) =
|AB' — A'B.

AoCy =

Para calcular la norma de un ideal en Oa no es necesario que esté escrito en la
forma de Oa-ideal.

Teorema 3.2.10. Sea o € Oa y sea I un Op-ideal. Si J = («)I, entonces N(J) =
[N () |N(I).
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DEMOSTRACION. Primero hagamos la prueba para el caso wa = vV/d. Si o € O,
entonces o = 21+ 29w para ciertos z1, zo € Z. Sea I = [a, b+cwa] un Oa-ideal.
Entonces

()] = (21 + zowa)[a, b+ cwa] = [az1 + azowa, (21 + 22wA ) (b + cwa)]
(8) = laz1 + azwa, (bz1 + czad) + (bza + cz1)wal.
Por otra parte se tiene que |N ()| = [N (21 + 20wa)| = |22 — 23d| y N(I) = ac.
Ast que |[N()|N(I) = |22 — 22d|ac.
Nétese que de (8) tenemos que () = [A + Bwa, A’ + B'wa], donde
A=az, B = az, A" =bz1 +czod 'y B =bz +cz.

Entonces hallemos N (J) utilizando la Observacién 3, es decir, calculemos
|AB" — A'B:

|AB' — A'B| = |az1(bzo + cz1) — (bz1 + czad)azs| = |acz? — acz3d)|

= ac|z} — Z3d|.

Por lo tanto N (J) = |N(a)|N(I).

1 d
Ahora hagamos la prueba para el caso wa = +2f. Entonces
(a)I = [az1 + azowa, (21 + zowA ) (b + cwa)]
1+2Vd+d
= |az1 + azowa, bz + (cz1 + bzo)wa + c2o <T>

2 4

1+vd d-1
az) + azgwa, bz + (cz1 + bzg)wa + c2o < vd + )] .

Como en este caso d = 1 (mdd 4), entonces (d — 1)/4 € Z y asi

cza(d — 1)

9 ()= [azl + azowna, bz1 + 1

+ (cz1 + bze + czz)wA} )

22(1 — d) + 421(21 + 22)
4

Por otro lado tenemos que | N («)| =

N(I) = ac. De ahi que

23(1 — d) + 421(21 + 22)
4

IN(a)|N(I) = ac.

De (9) se puede ver que («)I = [A + Bwa, A" + B'wa], donde

cza(d—1)

n y B''=cz + bz + czo.

A=az, B=az, A =bzxn+
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Calculemos entonces

|AB' — A'B| =

d—1
azi(cz1 + bza + cz2) — (bzl + 022(4)) azy

ac(42? + dz129 — dz2 + 22)
4
23(1 —d) + 421(21 + 22)
4

De ahi es claro que |[AB’ — A’B| = |N(«)|N(I) y por la Observacién 3 se tiene
que

= ac

N(J) = |AB' — A'B| = |[N(a)|N(I). O

Corolario 3.2.11. Si I = («), entonces N(I) = |N(a)|.

DEMOSTRACION. Se tiene que I = (a)Oa. Como Oa = [1,wa], entonces
N(Oa) = 1. Asi que utilizando el Teorema 3.2.10, se tiene el resultado. O

Observacion 4. Si [ = [A + Bwa, A" + B'wa| es un ideal en O, entonces
N(I)
med(B, B")’

donde mcd(B, B') = Bly + B'ls.

I =[A+ Bwa, A"+ B'wa] = (Aly + A'ly) + med(B, B )wa | ,

El siguiente teorema explica el interés en Oa-ideales primitivos.

Teorema 3.2.12. Si J es un Oa-ideal, entonces existe un Oa-ideal primitivo I tal
que J ~ 1.

DEMOSTRACION. Sea J = [a,b + cwa]. Entonces

(10) J = (c) [Z,iﬂml

b b
Seal = [a’ -+ ZUA:| . Como J es un Oa-ideal, entonces 4 €N, - € Z. Para
¢ e c c

b
que [ sea un Oa-ideal s6lo basta ver que a | N < + wA> . Asi
c &

(11) N <b +wA> = <12> N(b+ cwp).
C C

Como J es un Oa-ideal, se tiene que N (b 4+ cwa) = acq para cierto g € Z,
asi sustituyendo en (11), se obtiene que

b ac a
N(—I—wA>=2q=q,
c c c
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b
es decir, a4 | N|-+ wA>. Es claro que I es primitivo. Por (10) se tiene que
c c

(1)J = (¢)1I, 1o que nos dice que J ~ 1. O

Por el Lema 3.2.5 un Oa-ideal primitivo tiene varias representaciones, asi que
tiene sentido dar una representacion candnica. Para esto primero veamos la siguien-
te observacion.

1+Vd
2 ’

Observacion 5. Sea I = [a,b + wa] un Oa-ideal primitivo. Si wa =
entonces A = d y asi

1+d
2

7=

. 20+ 1+ VA

b
a,b+ 5

De lo cual se tiene que

a b1+\/Z
’ 2

I =

)

donde by =2b+1 € Z.
Si wa = Vd, entonces A = 4d y asi

[A
(l,b+ Z

. b1 + VA
’ 2

a2b+ﬂ
D)

I=la,b+Vd =

Es decir,

I =

donde by = 2b € 7. Se puede ver que en ambos casos un Oa-ideal primitivo se
puede escribir como

a b + VA

(12) I= 5

)

conby € 7.

" b1 + VA

Corolario 3.2.13. Sea A un discriminante y sea I = un Op-ideal

by + VA
primitivo como en (12). Entonces I = |a,na % para toda n € 7.
. . b+ VAl [ b+ VA
DEMOSTRACION. La contencién [a, na £ % C la, htva es clara.
by + VA b+ VA
La otra contencidn se tiene puesto que % =na —na-+ % ([l
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Notemos que

b+ VA
a
T

b A
I= [a,na:l:l_g\ﬁ

donde b = 2na + b;.

b A
Definicion 3.2.14. Sea I = |a, + 2\/> un Oa-ideal primitivo como en el Co-

rolario 3.2.13. Si

—N(I):—a<tr< 5

entonces diremos que la representacion de I es canonica.

Si I estd representado en forma candnica, ésta es tnica.

Teorema 3.2.15. (Unicidad). Sea I = [N(I),«a| un Oa-ideal primitivo, donde
:Mytalque—]\f()<tr( )=10b ()Siexisteﬂzué
O, tal que I = [N(I),B]y —N(I) < tr(B) = ba < N(I), entonces oo = f3.
DEMOSTRACION. Supongamos que I = [N(I),«a] = [N(I),[]. Entonces se
tiene que o« = nIN(I) + mf para ciertos n, m € Z, asi que
b A b
bAVA vy Mt VA)
2 2
A
= (nN(I) + m2b2) + m\{

1
Como /A es irracional, {1, v/A} es Q-linealmente independiente. Por lo que 5=
% y de ahi que m = 1. Por lo tanto a« = nN(I) 4 /3. Ahora mostremos que n = 0.
Sin > 0, se tiene que
tr(a) =2nN(I) +tr(B) > 2N(I) +tr(8) > 2N(I) — N(I) = N(I).

Es decir, tr(a«) > N(I), lo cual es una contradiccion.
Sin < 0, se tiene que

tr(B) =tr(a) —2nN(I) = tr(a) + 2|n|N(I) > tr(a) + 2N (1)
>2N(I)— N(I) = N(I).

n = 0y entonces o = 3. (]

Es decir, tr(8) > N(I), lo cual también es una contradiccion. Por lo tanto
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A
Observacion 6. Sea I = |a, M

un Oa-ideal primitivo como en la Ob-

servacion 5, conby = 2b+102b y 0 < b < a como en la Observacion 2.
Supongamos que I no estd en forma candnica, es decir,

N@gw(hzﬂv:m omsz”?@><awn

Siby = 2b+1. Supongamos que by < —N(I) = —a. De ahi 2b+1 < —a < —1, de
donde b < 0, lo cual no puede ser puesto que 0 < b < a. Portantob; > N(I) = a.
De ahi 2b+ 1 > 2a — a, de donde

2b+1—2a > —a.

También se tiene que 2b + 1 < 2a + 1 < 2a + a, es decir, 2b+ 1 — 2a < a.

Si by = 2b. Supongamos que 2b < —a. De ahi 2b < —a < —1, de donde
b < 0, lo cual no puede ser puesto que 0 < b < a. Por tanto 2b > a, por lo que
2b —2a > a — 2a, es decir,

2b — 2a > —a.

También se tiene que 2b < 2a < 2a + a, de donde, 2b — 2a < a.

En ambos casos I siempre se puede escribir en forma canonica.

1+ /17
Ejemplo 3.2.16. Sea A = 17, entonces O17 = Ap = |1, % . Sea
1++1 V1
I=14,3+ 1+viI7 = |4, T+ viT
2 2
un O17-ideal primitivo. Por el Corolario 3.2.13, se tiene que
I 47—1—\/17 B 415—1—\/17 B 423—1—\/17 B
2 2 2 B
_ g -1+V17| 4 -9+ V17| 4 17+ V17|
S 2 S 2 S 2 B
T+ V17 -1+ V17
Por la Observacion 6, I = |4, —4 + % = [4, % , es la repre-

sentacion canonica de I. En efecto, pues

—4 <tr <_1+2\/ﬁ> =—-1<4=N(I).

Notemos que para cualquier otra eleccion de b,

WG+¢N>>NMZ4

2
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3.3. Fracciones Continuas Aplicadas a Campos Cuadra-
ticos Reales

Ahora vamos a relacionar las fracciones continuas simples con el generador
irracional de un Oa-ideal Primitivo. Esto nos ayudara a probar que todo Oa-ideal
primitivo es equivalente a un ideal que llamaremos reducido. Luego daremos un
criterio de divisibilidad para el ntimero de clases de un campo cuadratico real y con
esto daremos ejemplos de anillos cuadraticos que no son de factorizacién tnica.

Primero se hard un cambio de notacidn del Oa-ideal primitivo y veremos que
uno de sus generadores es un irracional cuadrético de los cuales ya sabemos exac-
tamente como es su fraccién continua simple.

De aqui en adelante A = Ay, es decir, Oa es el anillo de enteros.
Sea I = [a,b+ wa] un Oa-ideal primitivo y

_J 2 si d=1 (méd4)
711 si d=263 (méd 4)
rP-1
o —— 51 o=2
Escribimos ca =Q y b= 2
P si o=1,
donde Pe Zy @ € N.
Observemos que si o = 2, se tiene

Q P-1 1+d Q P++d
1= a0 + = |7 )
2 2 2 o o
ysio =1, se tiene
P d
[:[Q,p+\/ﬂ: Q’ —i—\f]
o o

Nétese que ambos casos

Q P+Vd

g g

(13) I =

1++v33
9 y
Oa-ideal primitivo. Ya que 33 = 1 (méd 4), se tiene que o = 2, por lo que
m )Q=0a=2-4=8
n P=2b+1=T.
8 7+ +v33

2 2

Ejemplo 3.3.1. Sea Ap = Oa = |1, seal = (4,3 + un

1++v33
2

Por lo tanto I =
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Con las definiciones de o, P y ) que se establecieron al principio de esta sec-

., . ) ) Q P++d
cién, tenemos una pregunta inmediata: (Si I = | —,
g o

, entonces I es un

On-ideal primitivo? La respuesta es afirmativa bajo cierta condicién como vere-
mos enseguida.

Teorema 3.3.2. I =

Q P+Vd
0_7

g

es un Oa-ideal primitivo si 'y sélo si

P? =d (méd 0Q).

DEMOSTRACION. Supongamos que P? = d (méd 0Q). Si 0 = 2 veamos que

P-1 1 d
= %, 5 + +2f es un O a-ideal. Por el Teorema 3.2.1, debemos mos-
P d
trar que % | N ( +2W> . Puesto que P2 = d (méd 2Q) se tiene
P pP? — 2
(14) N(EEYd) _PPod_20r_ Q
2 4 4 2

P d
para algin r € Z, luego % | N < +2f>

Ahorasio = 1, veamos que I = [Q, P+ \/&} es un O -ideal. Por el Teorema
3.2.1, basta ver que Q| N (P + \/@ Puesto que P2 = d (méd Q), tenemos que
N (P+Vd) = P*—d=qQr.

para algin r € Z, luego Q|N (P + \/&> Claramente en ambos casos I es primi-
tivo.

P d
Supongamos ahora que I = 9, +Vd es un Oa-ideal primitivo.
o o
P d
Sio = 2, setiene que [ = %, +2\[ . Por el Teorema 3.2.1 tenemos que
P+Vd P?—d
% | N ( —;\[> , es decir, i %t para cierta t € Z. De donde

P? —d=2Qt, porloque P> =d (méd 2Q).

Sio = 1,porel Teorema 3.2.1, Q| N (P + \/&) y por tanto P2 = d (méd Q).
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P+d P+d

Lema 3.3.3. es un irracional cuadrdtico siy sélo si

es un irra-

o
cional cuadrdtico.

P+d

DEMOSTRACION. Basta hacer la prueba para 0 = 2. Sea o =

y su-

pongamos que « es un irracional cuadratico. Asi que « es raiz del polinomio
2?2 —tr(a)z+N(a), porlo que o —tr(a)a+ N (a) = 0. Luego por la Proposicién
1.1.3 del Capitulo 1

2
(- () 3w ()5 -y (3) v
o?  tr(a)a  N(a)

=71 g Y
P d
Por lo que % = ;Qf satisface el polinomio 3> — tr (%) y+ N (%) , luego

P+d
2Q)

La prueba de que si

es un irracional cuadratico.

Vd

o e +
es un irracional cuadrético implica que 0

es un irracional cuadratico es andloga a la anterior. O

Por (11) del Capitulo 2, el Teorema 3.3.2 y el Lema 3.3.3 nos dicen que

P d
Q, +Vd es un Oa-ideal primitivo si y sélo si
o o o

I = €s un irracional

cuadrdtico si y sélo si es un irracional cuadrético.

_|_
De lo anterior, existe una funcién entre el conjunto de irracionales cuadraticos
y el conjunto de los Oa-ideales primitivos. Dicha funcién estd dada por:

(15) a — [a],
dondea:P+\/g y [a]=1= Q’P—F\/& .
Q o o

8 7T+ V33
2’ 2

7+ v33
—g  eun

Ejemplo 3.3.4. Por el Ejemplo 3.3.1 podemos ver que I = es

1+ +v33
’ 2

un Oa-ideal primitivo de Oa = |1 . Entonces o =

1
irracional cuadrdtico que es raiz de > — —x + —.

4 4

Veamos con un ejemplo que la funcién & — [a] no es inyectiva.
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9+ 53
Ejemplo 3.3.5. Sea o = +74 un irracional cuadrdtico. Ya que 53 = 1
(méd 4), tenemos 0 = 2, P = 9y Q = 14. Entonces
14 9+ /53
oa—I=|— —1].
2 2
234+ V53
Si ahora v = % entonces 0 = 2, P = 23y (Q = 14. Entonces
14 23 + /53
y—J = 5T 9 |

Por el Corolario 3.2.13, tenemos que

79+\/§
g

Por lo tanto o« — [a] no es inyectiva.
Veamos de manera més general lo que nos dice el Ejemplo 3.3.5.

Sean d > 1 un entero libre de cuadrados tal que d = 2,3 (méd 4) y
b+Vd
o =

un irracional cudratico, donde b € Z,a € N. Entoncesoc =1, P = b

a
y @ = a. Por tanto

a— 1= [a,b%—\/a}.
+5b d
Ahora sea vy = u, para algin n € Z/{0}. Entonces 0 = 1, P =
a
na + by Q = a, por lo tanto

y—J = [a,na:l:qu\/;i} .
Por el Corolario 3.2.13, tenemos que
I = [a,b—l—\/ﬂ = [a,na:l:b—i—\/ﬂ =J.

De ahi se ve que a y v son irracionales cuadraticos distintos que van al mismo

ideal.

2b+1 d
Ahora sea o = +2+\[, donde d = 1 (mdd 4). Entonces 0 = 2, P =

a
2b+ 1y @ = 2a. Por lo que

20+ 1+ Vd

I =
a— a, 5




64 3. DIVISORES DEL NUMERO DE CLASES EN CAMPOS CUADRATICOS REALES

2(na£b) +1++d

Si ahora v = , para algin n € Z/{0}, entonces 0 = 2, P =

2a
2(na+b) + 1y Q = 2a, por lo tanto

2(na£b) +1++d
2

7—>J: [a‘7

Por el Corolario 3.2.13, obtenemos que

20+ 1+Vd

I=|a,
2

=J

2

[ %+1+d
a,nat ————

Por lo que o y -y son irracionales cuadréticos distintos que van al mismo ideal. Por
lo tanto podemos concluir que la funcién definida en (15) no es inyectiva.

3.3.1. Ideales Reducidos

Por la Definicién 3.2.7 y por (12) un Oa-ideal primitivo I se puede escribir

b
como I = [N(I), ], donde o = para algin b € Z.

Definicion 3.3.6. Sea A > 0 un discriminante. Sea I = [N(I), ] un Op-ideal
primitivo. Diremos que I es reducido si no existe v € I distinto de cero, tal que

<Ny W[<NQJ).

donde ~/' es el conjugado de ~.

Hemos visto que cualquier Oa-ideal es equivalente a un Oa-ideal primitivo.
Veremos luego que todo Oa-ideal primitivo es equivalente a un ideal reducido.
Asi que ahora probemos algunos teoremas que nos dan criterios para saber cudndo
un O -ideal es reducido.

Teorema 3.3.7. Sea A > 0 un discriminante y sea I un Oa-ideal primitivo. En-
tonces I es reducido siy solo si existe 3 € I tal que

I=[N(D).3, B>N(I) y -N(I)<f@ <o.

DEMOSTRACION. Sea I = [a,a] un Oa-ideal primitivo, donde a = N(I) y
b+ VA
o =

para algin b € Z.

o
Supongamos que ! es reducido. Sea 3y = { a J a + o € I. Entonces

e o).
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A
por lo que |3)] = — {QJ a — o/. Puesto que |x] > x — 1, para z € R, se tiene
a

A A
\‘QJ>O(_1_
a a
/

a
18| < (a—i—l)a—o/—o/—i—a—o/—a,

que
Asi que

es decir, |3)| < a.
Si By < 0, entonces como I es reducido se tiene que |Fy| = —Fy > a. De

ahi que
—|—la—a>a>—-|—|a—a.
a a

Por lo que o < o’ y entonces VA < —v/A, lo cual es una contradiccién. Observe
que B9 = 0 no es posible. Por lo tanto 3y > 0. Luego existe al menos un elemento
B = na+ «a € I paraciertan € Z, tal que |3'| < ay By > S > 0. Podemos
suponer sin pérdida de generalidad que (3 es el minimo con tales propiedades.

Es claro que I = [a, 3]. Como I es reducido y |#'| < a, tenemos 3 = |3] >
a=N{I).Yaque0 < f—a < fy B—a=(n—1)a+ a, se tiene que
| — a| > a por la minimalidad de (3. También se tiene que —a < ' < a, por
loque 3 —a < 0.Asique a — ' = |3’ — a| > ay deahi 3 < 0. Luego como
|6'] < a, tenemos —F’ < a, es decir, 3 > —N(I).

Inversamente, supongamos que I = [a, ] talque « > ay —a < o’ < 0. Sea
v € I'talque |y| < ay |y| < a. Probemos que v = 0.

Escribimos v = ma + na para ciertos m,n € Z. Asi que |ma + na| < a'y
|ma + na/| < a. Mostraremos que m = n = 0.

Supongamos m > 0y n > 0. Comoa > 0y o > 0, se sigue que ma > 0y
na > 0. Luego a < ma + na, por lo que [ma + na| > |a| = a. Lo cual es una
contradiccion al hecho que |ma + na| < a.

Sim < 0yn < 0, entonces —m > 0y —n > 0. Y el argumento es el mismo
al del caso anterior.

Sim > 0yn < 0, como o’ < 0,entonces ma > 0y na’ > 0. De ahi que
a < ma+ na’y asi |ma + na’| > a, lo cual es una contradiccion.

Sim < 0yn > 0, entonces —m > 0y —n < 0. Y el argumento es el mismo
al del caso anterior.

Sim =0y n # 0, entonces |ma + na| = |na| < ay

a < |nla = |na| < a,
lo cual es una contradiccidn.

Sim # 0yn =0, se tiene que |ma + na| = |ma| < a. De ahi que |m|a =
|mal < a,lo cual es una contradiccion.

En conclusién, m = n = 0 y entonces I es reducido. U
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1+ /145
Ejemplo 3.3.8. Sea Oa = 1,% . El Op-ideal

I= 4,3+ 4

)

7+ V145
2

1+ \/145]
2

]:[N(I)vﬁ],

es reducido ya que 3 > N(I) y —4 < 3 <.

El siguiente corolario es consecuencia inmediata del Teorema 3.3.7.

P++d

Corolario 3.3.9. Si o =

de P € Z, Q € Nyd > 1 es un entero libre de cuadrados, entonces I =
Q P+d

)
g o

es un irracional cuadrdtico reducido, don-

es reducido.

DEMOSTRACION. Como « > 1, entonces P + \/& > (. Por lo tanto

P+Vd_Q
o o
Puesto que —1 < o’ < 0, entonces
@ _r- vd <0.
o o
Por el Teorema 3.3.7, se tiene que [ es reducido. (|

El siguiente ejemplo nos muestra que la funcién que se definié en (15), no
asegura que si [ es reducido, entonces « es un irracional cuadratico reducido.

1+/53
2
OAa como un Oa-ideal. Entonces por el Corolario 3.2.13, se tiene que

Ejemplo 3.3.10. Sea A = 53. Entonces Ap = Oa = |1, . Tomemos

1++/33 7+ Vb3
Oa = 173++7 = 1a+7 )
2 2
donde7+753 >NI)=1y —-N(I)=-1< % < 0. Entonces por el

Teorema 3.3.7, Oa es un ideal reducido.

1+ V53
2

Sin embargo o =

oy L= V53
>

no es un irracional cuadrdtico reducido ya que

< -1
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Observacion 7. Notese que si I = [N(I),[3] es un ideal reducido con (3 que

satisface el Teorema 3.3.7, entonces o = satisface que o > 1y —1 < o/ <

p
N(I)
0. Es decir, « es un irracional cuadrdtico reducido por la Definicion 2.2.11 del
Capitulo 2.

Los siguientes resultados son consecuencia del Teorema 3.3.7 y nos hacen mas
facil ver cuando un Oa-ideal es reducido en términos de la norma del ideal.

Corolario 3.3.11. Sean A > 0 un discriminante, I un Oa-ideal. Si I es reducido,
entonces N (I) < v/A.

DEMOSTRACION. Como I es reducido, tenemos que I es un Oa-ideal primitivo.
b+ VA
2

Sea I = [N(I), para algin b € Z. Por el Teorema 3.3.7 existe 3 € I,

tal que
I=[N(),B8], B>N(I) y —N{I)<pg <o.
Luego se tiene que

(16) N(I) < N(I) -8 < - 3.
b A
Pero 5 =nN(I)+m ( +2\/>> , para ciertos n, m € 7Z. También se tiene que
b A
+2\F =xN(I) + yB, paraciertos x,y € Z.
Entonces
b A b A
VA _ eN(I) +ynN(I) + 22 4 ymVA
2 2 2
1
Como {V/A, 1} es una base de la extensién Q(v/d)/Q, se tiene que 5= % y de
ahiy =m = +1.
b A
Siy = —1, entonces m = —1. Porlo que 5 =nN(I) — +2\/> y asi
b VA
"= nN(I) — = + ~——.
De ahi que 8 — 3’ = —V/A. Entonces por (16), se tiene que
N(I) < —VA,

lo cual es una contradiccion pues N () > 0. Por lo tanto y = m = 1y asi
b+ VA
B=nN(I)+ 5

. Por lo que

N(I) < p—p =VA.
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Corolario 3.3.12. Sean A > 0 un discriminante, I un Oa-ideal primitivo. Si

A
N(I) < f entonces I es reducido.

4 . — b+ VA

DEMOSTRACION. Sea ] = [N(I), a] un Oa-ideal primitivo, donde o = +2 ,
A

para algin b € Z. Sea § = a + LVZ_) N(I) € I. Entonces por el Corolario

3.2.13, se tiene que I = [N(I), /3]. Por otro lado

B =ad + {N(DJN(I).

Puesto que z — 1 < |z] < z para z € R, se sigue que

De lo anterior

~-N(I) < g <.
A
También se tiene 3 — 3’ = a — o/ = /A y puesto que N(I) < \/2> se sigue
B=VA+p5 >2N(I)— N(I),
es decir, 5 > N(I). Entonces por el Teorema 3.3.7, I es reducido. O

Ejemplo 3.3.13. En el Ejemplo 3.3.8, se tiene que

N(I):4<1;‘5=\/§.

Entonces por el Corolario 3.3.12, I es reducido.

3.3.2. Ciclos de Ideales Reducidos y Divisores del Numero
de Clases

A continuacién probaremos algunos resultados que nos servirdn para justificar
el teorema principal de este capitulo.

Lema 3.3.14. Sea o un irracional cuadrdtico. Entonces para k > 1,
k

(—1)*(Ap—1 — aBr-1) = [ (a1 = g5-1).

J=1
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Donde Ay, By, y oy, qi, son como se definieron en el Teorema 2.1.5 y Lema 2.2.8
del Capitulo 2, respectivamente.

DEMOSTRACION. Sea @ = [qo,q1, - -,k - --]. Entonces o = [qo, ..., aj-1],
donde oj_1 = [gj—1,¢j,...]. Asi que por el Corolario 2.1.6 del Capitulo 2, se
tiene

aj1Aj 2+ Aj 3

o= , (1 =>1).
o, 1B, 2+ By s (1=1)

De ahi se obtiene que

A i—3 — aB i—3
(17) g o= =2 TITI
g1 OéBj_Q — Aj_g

Para k = 1, se tiene H;:l(aj,l — ¢j—1) = o9 — qo = & — qo. Luego por el
Teorema 2.1.5, se sigue que By = qoB_1+ B2 =1y Ay = qA_1+ A_2 = qp.
Por lo que

k

[[(es1—a-1) = @ — g0 = Boa — Ag = (—1)(Ao — aBy).
j=1

Ahora supongamos que (—1)*(Ax_; —aBy_1) = H?Zl(aj,l — ¢j—1) se cumple
hasta £ = n — 1. Entonces

[T(aj-1 = g5-1) = (=1)" " (An—2 — aBn2)(@tn-1 — Gu-1)-
Jj=1

Pero por (17) y el Teorema 2.1.5:

g — gny = A3 =@Bny
abBy,_9 —Ap_2
_ An—3 + Qn—lAn—2 - a(Bn—ZS + qTL—lBTL—2)
B abBy,_9 — Ay 2
Ap1—aBy

B abBy,_o — An72.

Asi que
- _ A,_1—aB,_
(aj—1 —gj—1) = (-1)" " (Ap—2 — aBn_2) <11>

aBn—Q - An—Q

j=1

(_1)7171(1471—2 - OCBn—Q)(An—l - aBn—l)
(_1)(An—2 - aBn—2)
= (—1)n(An_1 — Oan_l).
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E—1
Lema 3.3.15. Sea 0, = H(aj,l — gj—1) para k > 2. Entonces

=1

—1
0pr1 = Br—10k + Bi—2

para k > 1.
DEMOSTRACION. Por el Lema 3.3.14, se tiene que

O = (=1)""1(Aj_o — aBj_2).

De ahi y por el Teorema 2.1.10

Ap_1+ A
Orr1 = (—1)F(Ap_1 — aBj_1) = (-1)F (Akl - (ak kol i 2) Bkl)

apBi—1 + B2
— (—1) <Ak—1Bk—2 — Ak—QBk—1> — (1) ( (—1)k2 )
o Br_1+ Bi_o oBr_1+ By
B (_1)2k—2
"~ apBr—1+ B_o

Por lo tanto
-1
9k+1 = apBr_1+ Bi_o

para k > 1. ([

k
Lema3.3.16. 0, ) = [ [ o parak > 1.
j=1

DEMOSTRACION. La prueba es por induccién sobre k. Si k = 1, por el Teorema
2.1.5, se tiene que

92_1 =a1By+ B_1 = a3.

Supongamos que 9;#1 = ]_[;”:1 a; hastam = k — 1. Entonces

k k—1
(18) H o = H Qo = Hk_lozk = (ag—1Bk—2 + Br_3)ak.
j=1 j=1

De (17)

Ag_3 —aBy_3

g = ——o
aBy_g9 — Ap_2
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Sustituyendo en (18)

0, oy = (Bk—zﬁg—k: _Oéi::sz_g + Bk—?)) ay,
_ —ap(Ag_oBi_3 — Br_2Ai_3)  —au(—1)"3
B aBy_o — Ag_2 "~ aBjy_o— A
ap(=1)+? ap(=1)+?

aBj_o — Ap—2 <OékAk—1 + Ap_2

Bi_o— Ap_
akBk—1+Bk—2> b2 b2
_ ar(—1)*"2(axBr_1 + Bi_2) _ ar(—1)*"2(axBx_1 + Bi_2)

ay(Ap—1Br—2 — Ap—2Bj_1) ap(—1)k2
=qpBr_1+ Bp_o = 9];11

O

Lema 3.3.17. Sea f : N — R dada por f(k) = (9,;_&1. Entonces | es una funcion
mondtona creciente.

DEMOSTRACION. Notemos que por el Lema 3.3.16, para k = 2 se tiene
0512041042 y 951:a1, con 011,012>1.

Asi que
051 > 05"

Puesto que o > 1, por induccién tenemos

k—1 k—1

. gL

k+1* a] oo > aj =0, .
j=1 Jj=1

O

Lema 3.3.18. Sean [a, 5] y [y,0] Z-submddulos, donde o, 3,7,5 € Oa. Enton-
ces [a, B] = [,0] siysélosia =xy+ydy 3 =wy+ 26, donde z,y,z,w € Z

satisfacen rz —wy = £1, es decir, [a, §] = [, ] si y sélo si < g ) =X < g )
es soluble en GLo(Z).

DEMOSTRACION. Supongamos que o = x7y + y0 y 3 = w~y + 20, para ciertas
x,y,z,w € Zy tal que xz — wy = £1. Entonces es claro que [, 5] C [v,d].
Por otro lado se tiene

az — Py = xzy +yz0 — wyy — 2yd = y(xz — wy) = y(£1)

fxr — aw = wxy + zxd — zwy — ywd = §(zx — yw) = 0(£1).

De lo anterior se tiene que [, ] C [a, 3.
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Ahora supongamos que [a, 3] = [, d]. Entonces o« = zy+yd y f = wy+ 20,
para ciertas x, y, w, z € Z. De ahi se tiene

a)_ [(xT Yy 8
8] \w =z o )
Andlogamente, existen xg, Yo, Wo, 20 € Z, tal que

(3)=( o) (s).
(5)=(o)(mm)(s)

six=(*"Y yY = 0 'ZO >,ent0ncesl:detXY:dethetY.
0

Por lo tanto

w oz wo
Porloque det X =detY = +1yasi X € GLo(Z).

Definicion 3.3.19. La sucesion de Fibonacci se define como:
FL=F,=1 F,=F,1+F, 2 (n>3).
Llamaremos a F,, el n-ésimo niimero de Fibonacci.

Uno de los nimeros més conocidos en varias disciplinas de la matematica, es
la razon dorada:
1+4/5

5
Es fécil ver que g > 1y debido a que g?> = g + 1, se tiene que g es un irracional
cuadrético.

Proposicién 3.3.20. I, > "2 para toda n € N.
DEMOSTRACION. La prueba es por induccién sobre n. Sin = 1

1
Fi=1>-=g"%
g

Supongamos que la afirmacion de la proposicion se cumple hasta n, es decir,
F,, > g" 2. Entonces
Fopoi=Fy+ Fy 2" 2+ g" 0 =" (g + 1)
=g (%) =¢g" 1
Por lo tanto F}, > g2 paratodan € N. O

Proposicion 3.3.21. By, > Fy1 paratoda k € N, donde Fy,1 es el (k+1)-ésimo
niimero de Fibonacci y

By =qBr-1+ B2, B2o=1 y B_1=0.
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DEMOSTRACION. La prueba es por induccién sobre k.
Si k = 1, entonces
Bi=qBy+B-1=q >1=F5.

Supongamos que By, > F,+1 paratodam € Nconm < k.
Luego

By = qBr—1+ Br—2 > @by + Fp_1 > Fi + F_1 = Fiq1.

O
P d
Lema 3.3.22. Sea A > 0 un discriminante y sea [ = I, = @, M un
o o
Oa-ideal primitivo. Sea
o=a Py + \/&
= 0= ——
Qo

y Py, Qk, o ¥ qx para k > 0, definidos como en el Lema 2.2.8 del Capitulo 2.
Entonces

)
g

I [le Py1+Vd
k — )
g

es un Oa-ideal primitivo para toda k € N.
DEMOSTRACION. El Lema 2.2.8, asegura que

P —d=—Qk2Qk 1.

Aplicando el Teorema 3.3.2, I, es un Oa-ideal primitivo. O

Ahora si ya tenemos todo para probar el teorema principal de este capitulo,
el cual produce todos los ideales reducidos equivalentes a un Oa-ideal primitivo
dado.

Qv Po+vd

o o

Teorema 3.3.23. Sea A > 0 un discriminante y sea I = I} =

un O-ideal primitivo. Sea

B Py + \/(j
Qo
y Px, Qi, ar ¥y qx para k > 0, definidos como en el Lema 2.2.8 del Capitulo 2. Si

Qr_1 Py +Vd
o_ b

g

a = qq

I, =

)

entonces Iy ~ Iy, para toda k € N. Ademds, existe un valor minimo ng € N tal que
I+ es reducido para toda j > 0. Estos I, son todos los ideales reducidos
equivalentes a I.
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k—1
DEMOSTRACION. Sea 0, = H (caj—1 —gj—1) para k > 2. Entonces por el Lema

j=1
3.3.14, se tiene que

(19) O = (—1)F Y (Ax_2 — aBg_2) = (-1)*" 1 (A_a — agBy_2).
Vamos a mostrar que
(Qobr) Iy = (Qr—1)11

—Ap—2  Bi_o
A1 =B

—1)F1A, 5 (—1)FB_ 1
—1)F Ay : (-1 )k_lBli—l > ( Qo >
—1)F A5 + ap(—1)* By )
—1)*Ap_1 + ao(—1)" 1By

)F=
-1)

Y(Ag—2 — apBr_2) >
F(Ag—1 — aoBg_1) '

parak > 2.Sea X = (—1)¥ < > . Entonces

Por (19), se tiene que

También tenemos que

det X = (—1)*(Ap_sBr_1 — Ap—1Br_2) = (—1)*(—(Ak—1Br—z — Ax_2By_1))
= (DM =DFDE = ()T = L

Por lo que X € G'La(Z). Entonces por el Lema 3.3.18, se tiene que

(20) [0k, Ok+1] = [1, ap].

Por otro lado

T
L

Or(0k—1 — qr—1) (0j—1 — gj—1) (k-1 — qr—1)

<.
Il
—

I

(j—1 = qj-1) = Op+1.

<
Il
—

Entonces

[Oks Okt1] = [0k, Ok(an—1 — qr—1)] = (Ok)[1, ap—1 — qr—1]

= (6k) |1, W — %—1]
Po_1+Vd— q_1Qr_1
= (@ .
(Or) |1, o0 ]
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De ahi que
(Qr—1)[0k, Or11] = (01)[Qr—1, Pe—1 + Vd — qx_1Qx_1],
y por (20)
(Qr—1)[1, 0] = (01)[Qr—1, Pre1 + Vd — q1—1Qx—1] = (04)[Qr—1, Pr—1 + Vd],

es decir,

(Qr-1) |1, Pozg-o\/a = (01)[Qr_1, Pe_1 + Vd].
De ahi que
(Qr—1)[Qo, Po + Vd] = (Qubr)[Qr—1, Pr—1 + Vd].
Entonces
(Qr-1) @, Rt vd) (Qobk) [Qk_17 Piy + Vd :
g g g g

Por lo tanto (Qr—1)1 = (0xQo)Ix. Ya que 0 € O, entonces 0;,Qp € OAa.
Asi Iy ~ I paratoda k > 2.

Ahora demostraremos que existe algun ng € N, tal que I,,,+; es reducido para
toda j > 0. Esta prueba la haremos con base en varias afirmaciones.

Afirmacién 1. Si k& € N U {0}, entonces o}, < 0siysdlosi P, < Vdy

Qr > 0.
Si Q> 0y P, < V/d, entonces es claro que o), = w < 0.
Inversamente, supongamos que o/, = Pkék\/g < 0. Puesto que |ay | = g >
1, se tiene oy, > 1. Entonces o, — o, > 0, luego
2/d ,
O =aqa— o > 0.

Puesto que A > 0, tenemos 2v/d > 0, por tanto Q;, > 0. De ahi P, — Vd < 0.

Afirmacién 2. Si o), < 0, entonces a;, ; < 0 para toda j € NU {0}.
La prueba es por induccion sobre j. Si 5 = 0, la afirmacién es evidente. Su-
pongamos que la afirmacién es védlida para j y que

Ppyji1 — Vd
Qi1

Caso 1. Si Pyyji1 — Vd >0y Qk+j+1 > 0, entonces P41 + Vd > 2vd >0,
por lo que

/

0 < (Pyjir1 + V) (Prerjr1 — Vd).
Por otro lado se tiene que por el Lema 2.2.8

(Prtjir + Vd)(Pryjyr — Vd) = P13+j+1 —d=—Qpt;Qp+j+1-
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Por la hipétesis de induccién tenemos o, ; <0, asi que de la Afirmacion 1 obte-
nemos que Qx4+, > 0. Entonces de lo anterior se obtiene

0 < —Qr1j+1Qk+5 <0,

lo cual es una contradiccion.
Caso 2. Supongamos P11 — Vd <0y Qk+j+1 < 0. Por un lado se tiene
que

1) (Prtj+1 — ﬁ)(PkJerrl +Vd) = Pk2+j+1 —d=—QkyjQrtjt1-
Por la hipétesis de induccion se tiene Qj4; > 0, entonces —Qp4;Qp+j+1 >
0. Veremos que (Pyij+1 — Vd)(Petj1 + Vd) < 0. Para esto probemos que
(Pg+yj1 + V/d) > 0. Por el Lema 2.2.8, se tiene que probar que
GhtjQhrj — Prj +Vd > 0.

Puesto que || = quqj > 1y Qryj > 0, se tiene que g4 jQr+; > 0. También,
como oy, ; < 0, por la Afirmacién 1, Vd — Pyyj > 0y por tanto

Peyjir + Vd = qryjQrij — Poyj + Vd > 0.
De ahi y por (21)

0 < (Pryj1 — Vd)(Pryjr1 +Vd) <0,

lo cual es una contradiccion. Por lo tanto a; i < 0.

Afirmacion 3. Si a; < 0, entonces i1 es un ideal reducido, para todo k €
NuU {0}.
Por la Afirmacién 1, Q > 0. Como || = g > 1, tenemos oy, > 1. Asi que

P, d
P, +Vd>Qp>0.Seay = ﬂ > (. Entonces
g

P+ Vd _ Qy
y= DEVE S R N().
o o
P, —d
De la Afirmacién 1, también se tiene que P, < v/d, por lo que v/ = g < 0.

/

/
- — .
Sea 3 = {N(IkH)J N(Ij41) + 7. Como LV(IkH)J > 0, se sigue que

B >~ > N(Iy41). El Corolario 3.2.13 nos asegura
It = [N(Ig41), 7] = [N (Lk11), B]-

_,_)// J - _,_YI
N(Ix41) ] N(k+1)

/

=—'++ =0.

Puesto que —" ¢ Q, se tiene que { , por tanto
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r_ i ! i - '
7= {N(IkH)J NMlen) 77> <N(Ik+1) 1> M)
= — fy/ — N(I/H_l) + ’Y/ = _N(Ik-i-l)‘

De lo anterior —N (I41) < 8/ < 0. Asi que por el Teorema 3.3.7, Ij, ;1 es un ideal
reducido.

Resumiendo las tres afirmaciones anteriores se tiene que si o, < 0, entonces
o +; <0Opara toda j > 0y por tanto I ;11 es un ideal reducido para toda j > 0.
Asi que nos falta mostrar que existe una & € N, tal que aj, < 0. Para esto probemos
las siguientes afirmaciones.

Afirmacién 4. Si I, ; es reducido, entonces o}, ; < 0.
Por el Corolario 3.2.13 y el Lema 2.2.8 se tiene que

7 _ %P]f-i—\/g _ %Pk—quk-i-\/&
k+1 o’ o 0_7 o
_ | @k Vd— P
o’ o
d— P
Seaézg.Entonces esclaroque d € Iy1y
o

d—Py) QuaQr Q

Co(Vd+ Per)  o(Vd+ Pepr) 00kt

Como [}, es primitivo, se tiene que @ > 0. Ademds o > 0y a1 > 1, por lo
que 0 > 0. También

Qr Qr
Hager) <o VU
Asique 0 < 6 < N(Ig41). Como Iy es reducido, por definicién |8'| > N (Ij11).
Luego

|5/‘: —Pk+1—\/g _ \—(Pk+1+\/&)! :Pk+1+\/g:_5,
o o o '
De ahi que
- > % > 0.
Asi
5/: /Qk; <O
Qp 19

y por lo tanto ) ; < 0, pues Q, 0 > 0.

Afirmacién 5. Si | g — ) |> , entonces o), < 0 para k > 2.

o
By _1Bj_»
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Sean ag = [q0,q1,---] Y @% = [qk,qk+1, - - -|. Entonces por el Corolario 2.1.6
y el Teorema 2.1.10, se tiene

o = apAp1 + Ap2 _ apAp1Bp1 + Ap2Br1
agBy_1+ B2 aB: |+ Bp_2Bi_1
apAp-1Br_1+ Ag 1B o+ Ag 2B 1 — Ax_1Bp 2

a g B} + Br_2Bj_1
_ Ap_1(agBr_1+ Br_2)  Ap_oBp_1— Ax_1Br_2
"~ Bp_1(ogBr—1 + Br—2)  oxB?_ | + By_2By1

_ A1 (Ap1Bro — ApoBp-1) _ A1 (-=1)*
By1 o BE_ | + By_2Bj—1 Bi_1  apB? |+ By_2Bp
A1 (=Dt
"~ By oyB? |+ By_oBjy_1
Andlogamente se tiene que o, = Ak (=D . Entonces
Bk,1 0‘231%71 + Bk,QBk,1
1 1

—1 k 040 — O/ = —
(=D o) 4B} |+ Br_oBy-1  opBi_ + Br_2Bj_1

y por tanto
| a0 —ag | =] (=1)*(ao — ap) |

1 1
4B} |+ Br_oBr-1 B |+ Br_2Bj_1

Supongamos que agﬁ > 0. Entonces a%Bg_l + Bp_9Bir_1 > 0. De ahi que

1 1
| g — af |< max , :
0 o4 B |+ By_oBy_1 apB? |+ Bi_2Bi_1

Como o}, B} | + By_9Bg_1 > By_2Bj_1 pues o}, B7_| > 0, tenemos

1 1
< .
o B |+ By_oBp—1  Bp_2Bji_1

También aBi | + Bj_2By_1 > Big_2Bj_1, por lo que

1 1
< .
aB: |+ Bp_2By_1  Br_2Bi_1

Por tanto

| o — g |<

lo cual contradice la hipétesis. Asi que o), < 0.

En la siguiente afirmacioén log n significa log, n.
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log <|Q0\>
My = méx < 2, f—i— 2vd
2 2logg

Afirmacién 6. Supongamos que

1
donde g = . Entonces o}, < 0 para toda k > M.

+V5
2

Por las Proposiciones 3.3.21 y 3.3.20, se tiene que By, > Fj; > gF~! para
toda k > 1. De ahi que

By 1By o > g" %g" 0 = ¢? 0.

log (\Qo|)
Supongamos que k£ > My. Si My = > + 2vd , entonces
- 2 2logg
log <|Qo\>
25> —2Vd/
logg
Si My = 2, entonces
log (|Q0’>
2Vd
k>2>— .
2 + 2logg
De ambas desigualdades obtenemos
log (|Qo|>
ok — 5> \2Vd
log g
y asi
log M
Vd 1Qal
Br1Bry>g* " > g gc’zg ) = glogg<2‘/03>,
por lo que
| Qo |
By_1Bi_9 > .
k—1Dg—2 = Wi
Pero ) ) \Q |
0
= (= ,
’ oy — O/O ’ Po+vd _ Py—Vd 2\[ \Q
Qo Qo
asi que
|Qol 1
By_1Bj_2 > = .

Entonces por la Afirmacion 5, se tiene que o, < 0.

Sea A = {n € N|a/, < 0}. Es claro que A # () yaque n = [ My] € A. Porel
principio del buen orden, sea ny € A el minimo. Hasta aqui hemos establecido la
existencia de una sucesion de ideales reducidos Ij, equivalentes a I; en O, para
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toda £ > ng. Ahora veamos que dichos ideales son los tnicos ideales reducidos
equivalentes a I;. Esto lo haremos con dos tltimas afirmaciones.

Afirmacion 7. Sean I, J ideales primitivos equivalentes en O . Entonces
existe 0 € I, talque (6)J = (N(J))I,con0 < § < N(I).

Como I ~ J, existen «, 3 distintos de cero en O, tal que
(a)I = (3)J. De ahi para ciertos enteros by, ba, se tiene

m4Nmf”;@—w4waﬂ;@

Entonces, para algin A € I, A > 0
(22) IBIN(J) = lafA.

Sea p que pertenece al grupo de unidades de Oa, tal que 0 < p < 1. Entonces
existe j € Z tal que /A < N(I). 4

Sean § = /Ay L = (§)J = (1/)(\)J = (N\)J. De ahi y por (22), se tiene
que

(N(J)B)T = (@N)J = (a)(A\)J = (a)L.
Luego

De ahi que
y por tanto

Entonces
(0)J =L=(N(J))I.

Sea J un ideal reducido en O, tal que J ~ I;. Como I, ~ I, tenemos
J ~ I,. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que I,, = Iy, es decir, que
I es un ideal reducido en Ox.

Afirmacion 8. Sean I = I y J ideales reducidos quivalentes en O A. Entonces
0rQo B
, donde 0; = 1.

existe k € Ntal que 6 = O, N(I) =

Por las Proposiciones 3.3.21 y 3.3.20, se tiene que
(23) By > g’““_1 para k> 1.
Sea f(k) = 9,;+11 como en el Lema 3.3.17. Ahora por el Lema 3.3.15 y (23), se
tiene que
f(k) = 9;;11 = ayBj_1+ By_a > By_2 > g" 3,
Pues Bj,_iay > 0. Por otro lado g > 1, por lo que g3 es monétona creciente

para k > 3y asi lfmy_.., g*~ — oc. Entonces de ahi y del Lema 3.3.17 tenemos
que f es una funcién mondtona creciente y no acotada.
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De la Afirmacién 7, se sigue que existe § € [, talque 0 < 6 < N(I)y

N(I)

(6)J = (N(J))I. De ahi que 1 < 5 Luego por ser f monétona creciente y
01 = 1, existe k € N tal que

N(I
(24) 0, < ((5) < 0.

Entonces

(25) Orps1 < < O

0
N(I)

Vamos a mostrar que para esta k, se cumple que § = 0N (I). Supongamos
que § # N (I)0y. Por (20), se tiene que

ser—|% Dtvdl 1,L+\/a = 901 )
o o Qo o
_ Qo ot 0] = [QO%H7 QOGk] .
g g ag

De donde 6 = yN (I)0x+1 + xN(I)0y, para ciertos x,y € Z no ambos cero pues
0 > 0. Entonces

6) N = W+ b

para ciertos x, y € Z no ambos cero. Ahora supongamos que

27) 0] = IH;HIN(I)-

Sea A\ = N(I)fy1 € I. Como ( 0)J, entonces N(J)\ = dp para
algin 0 # p € J. De ahi que |p| = ‘;\

H ‘N )Ok+1

N
\ ] O] < 1051160 = 1

Asique |p| < N(J).
Luego por (27) tenemos que
( )16 +1\

/| N

&
Pero |p'| # N(J), pues de lo contrario p’ € Z y de ahi se tendria que N(J) =
|p'| = |p| < N(J).Porlo tanto |p'| < N(J), lo cual contradice que J es reducido.
Entonces necesariamente

N1

=N |—%

= N(J).

0" < |0;c+1‘N(I)'

0 o
De (25) se tiene que N ( ) < 6 pues m # 0 ya que estamos suponiendo
d # N(I)0. De ahi y de (26), obtenemos que

(28) |20 + yOpy1] = N{) < |0k| = Ok,
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0}, es positivo, pues 0,;1 > 0 como se observa en el Lema 3.3.15.
/

De (26), también se tiene que =z, + yb), ., y asi

N(I)
/ / _ ‘5/‘ |9;€+1|N(I) _

Para k > 2 se tiene 0, = H;?;ll(aj_l — gj—1). Entonces

k
Or (k-1 — qr—1) H aj1 —qj—1) = Opq1.

De esto

(30) 92;+1 = ‘9;@(@;@—1 — Qr—1)-

Como I = I es reducido, por la Afirmacion 4, tenemos que j < 0. Luego por
la Afirmacién 2, se obtiene o) +; < 0 paratoda j > 0. Asi que a),_; < 0y por
tanto o — qx—1 < 0. De ahi y de (30) observamos que 0 , y 0 tienen signos
diferentes, lo cual a continuacién mostraremos que contradice (28) y (29).
Primero notemos que por (28), y # 0. Ya que si y = 0, tendriamos que

|:L‘|9k = ]x9k| < 0.

De lo cual |z| < 1y por lo tanto 2z = 0, es decir, § = 0, lo cual contradice que
0 > 0. Andlogamente de (29), se tiene que = # 0.
Ahora probemos lo siguiente:

(31) Si |20 + ybr11| < bk, entonces x y y tienen signos diferentes.

Por la observacién anterior x y y son distintos de cero. Supongamos que z > 0
y y > 0. Puesto que 0 y 81 son positivos, entonces por (28)

(32) |20k + YOri1| = 20k + Y11 < Ok
También 20y > 0y, entonces 20y + yOi+1 > 0. De ahi y de (32), se obtiene
Or < 20) + yOky1 < Ok,

es decir 0;, < 0, lo cual es una contradiccion.
Ahora supongamos z < 0y y < 0. Se tiene que

|20k + YOk 11| = [(=1) (=20, — yOry1)| = | — 20k — yOpy1| < O

Como —x > 0y —y > 0, por el caso anterior se obtiene una contradiccion.
Por lo tanto si |z6y + y0,11| < 6, entonces x y y tienen signos distintos.

Ahora por (31) y por el hecho de que 6}, y 6}, 41 tienen signos diferentes, se
puede ver que 0}, y y0j , tienen signos iguales. Pero si z6;, > 0y y0; ., > 0,
entonces se tiene

|20}, + Y0 11| = 20}, + Y61 > Y051 = Y0 1| = Y10 1] > 1051l

contradiciendo a (29).
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Ahora si 20, < 0y yf;_,, <0, entonces

|20, + 40y 1| = [(—1)(—20), — YO 1) = | — 20, — YOy 1| = —20), — Y0y,
> _992;4-1 = ]y9;€+1| = |?/||9;c+1| > |0;<;+1|7

lo cual contradice a (29).
Por lo que se concluye que

5 = N(I)b;.

Finalmente, vamos a usar las afirmaciones anteriores para concluir nuestro teo-
rema.

Previo ala justificacion de la Afirmacion 1 mostramos que (Qo8x) I = (Qr—1)11
para k > 2. Entonces

%(Qoekﬂk = %(qu)h,

es decir,

(33) (N(1)0k) Ik = (N (Ip) 1.
Entonces

(34) N((N(I)0k) 1) = N((N(Ix))11).

Por el Teorema 3.2.10 tenemos que

N((N(I))I) = IN(N(I)0)|N (1) = IN(I)*N(65)|N (1)

(35) = N(I)?IN(0i)|N(I).
y
(36) N((N(Ix) 1) = N(I)>N(I1).

Sustituyendo (35) y (36) en (34), tenemos que

(37) N(D2IN(0)|N(I) = N(Ie)2N(L).

Como § = N(I)fy, tenemos N(§) = N(N(I)8) = N(I)>N(6},). Luego por
(37), se obtiene que

IN(O)|N(Ik) = N(I)?|N(6x)|N(Ir) = N(Ix)*N(I1).
De ahi
(38) IN(6)] = N(Ik)N(I).

Por la parte final de la Afirmacién 7, tenemos (6).J = (N (J))I, asi que
N((8)J) = N((N(J))I)y delo cual

INO)IN(J) = N(J)*N(I).

Por lo que
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Entonces de ahi y de (38), obtenemos que
_ING)| _ NI)N()
N(I) N(I)

Luego de la igualdad anterior y de (33) se tiene
(O) Iy = (N(D)Ok) Ik = (N (L)) = (N(J)I = (8),

N(J) = N(I).

entonces
(0) I = (6)J.
Por lo tanto I, = J.

La Afirmacién 8 nos dice que un ideal reducido equivalente a 17, debe ser un
Iy, para alguna k > 1. O

La siguiente proposicion es consecuencia del Teorema 3.3.23 y relaciona la
longitud del periodo de la fraccién continua simple de uno de los generadores de
un Oa-ideal primitivo con el nimero de ideales reducidos que son equivalentes a
dicho ideal.

P d
Proposicion 3.3.24. Sean A > 0 un discriminante, I = I; = @, Lﬁ
o o
P d
un ideal primitivo en Op y o = ﬂ el irracional cuadrdtico que le co-

0
rresponde via (15). Entonces el niimero de ideales reducidos equivalentes a I es
menor o igual a la longitud del periodo de la fraccion continua de o (I(ay)).

DEMOSTRACION. Como «q es un irracional cuadrético entonces por el Teore-
ma 2.2.7 su representacion en fraccién continua es periddica. Es decir, existen un
entero m > 0y ! € Ntal que ¢, = ¢, para toda n > m. Esto es,

o= = [QOa <oy qdm—1,9m, dm+1, - - - 7Ql+m—1]a
donde [ = () es la longitud del periodo de .
Como en el Lema 2.2.8 se tiene que
QO = [qka qk+1, - - ]

para k > 0.
Sea

Ik: )
g

[Qk—l Piy+Vd
O_ 9

como en el Teorema 3.3.23.
Ahora por la correspondencia de irracionales cuadraticos a O -ideales primi-
tivos dada en (15), tenemos que

a1 — |ag_1] = I.
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Entonces
a=ay = [QOa---an—17Qm7Qm+17--~7QI+m71] —>I:I1
Q] = [qla' -y 4m—1,9m> 9m+1, - -~,QI+m—1] B IQ
Om = [qma dm+1,--- 7QZ+m—1] — dm+1

Om41 = [qm—‘rlv -5 Ql+m—159m> Qm+1, - - - 7QI+m—1] m+2

De lo anterior notemos que [(ap) = I(cy) paratoda k > 1y que

Uil = [Gmr1s - -5 Qrm—1, Gm)-
Luego por el hecho de que la fraccidn continua de o es periddica, se tiene que

1 I

Qrm = [@rm Qrmt s - - > @irm—1) = [Gm> Gt 1s - Qpm—1) = Q.

De ahi que
Il+m+1 = Im+1-
Entonces para toda k > m, la representacion en fraccién continua de o, es pura-
mente periédica con oy = a4y, donde I = I(ag) = (k). Por lo que
Ijy1 = Iyyyp1 paratoda k> m.

Asi que a partir de [, comienza un ciclo periédico de ideales de longitud
I = l(a). Entonces por el Teorema 3.3.23 aplicado a I,,,11, se tiene que

Im—i—l ~ Im—i—? ~eee Il+m+1 = Im—i—l‘

Puesto que «y, es puramente periddica para toda £ > m, entonces por el Teorema
2.2.13 tenemos que « es un irracional cuadratico reducido para toda £k > m.
Luego por el Corolario 3.3.9 obtenemos que I es reducido para toda k& > m.
Asi que por el Teorema 3.3.23 el ciclo de ideales

L1, It 2s -+ Dipm

estd formado por ideales reducidos y esos son todos los ideales reducidos equiva-
lentes a I+ 1.
Si los ideales Iy, 41, - - -, I+ son todos distintos, entonces tenemos que:

Ndmero de ideales reducidos equivalentes a ;11 = ().
Si al menos dos ideales de Iy, 41, .. ., I;+, son iguales, entonces:

Ndmero de ideales reducidos equivalentes a ;11 < {(a).
Por lo tanto:

Numero de ideales reducidos equivalentes a I, +1 < () .

Pero también por el Teorema 3.3.23 para toda & > 1 se tiene que [ ~ [j. De
ahi que el nimero de ideales reducidos equivalentes [ es igual al nimero de ideales
reducidos equivalentes a [, 4. Por tanto

Numero de ideales reducidos equivalentes a I < [ = l(ag) = l(cuy).
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1++/233
Ejemplo 3.3.25. Si A = 233, entonces Ap = Oa = |1, +]. Sea

2

I=1 =148+

1+\/233] B [14 17+\/233]
2 T 2

un Oa-ideal primitivo. Entonces

174233

@0 2

Por el Teorema 3.3.23 tenemos que

17 4+ /233 11 + /233 13 +v233
I, = 14’_‘_7 ~ Iy = 27; ~ I3 = 8,+7
2 2 2
3++v233 11 + /233 13 +v233
~ Iy = 7’; ~ Iy = 47; ~ I = 4’;
2 2 2
11 4+ /233 3+ v233 13 4+ 233
~ _[7 = 7’ —_— ~ 18 — 8, ~ -[9 = 27
2 2 2
15+ v/233 15 4+ v/233
~Ip= |1, 4—2] ~ I = [2,4_2] = I.

Veamos que I no es un ideal reducido. Por el Corolario 3.2.13, tenemos que

onld + 17 + \/233]
2 )

I = [14,

para toda n € Z. Sin > 0, siempre se cumple que

2n14 + 17 — /233
2

> 0.

Sin < 0, siempre se cumple que

2n14 + 17 + /233
2
Entonces por la contrapositiva del Teorema 3.3.7, 11 no es un ideal reducido.
Es facil ver que I, conr = 2,3,...,10 son ideales reducidos. Por otro lado
la fraccion continua simple de o es:

ao=1[1,6,1,1,3,3,1,1,7,15,7],

de donde observamos que l(ag) = 9.
Asi que en efecto, como dice la Proposicion 3.3.24, el niimero de ideales redu-
cidos equivalentes a I coincide con la longitud del periodo de .

< N(Iy) = 14.

El siguiente resultado es una aplicacion de todo lo antes visto que nos da un
criterio de divisibilidad para el nimero de clases de un campo cuadratico.
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Teorema 3.3.26. Sea A = Ag > 0 un discriminante fundamental con radicando
d=dy = c2a™ + b, tal que a > 1y m > 1. Entonces existe un divisor n de

log,, (d/o?
Og?(—i-/la)’ donde | = l(wn) es el periodo de la fraccion

continua de wa 'y ha es el niimero de clases de Q(+/dp).

m tal que nlha y n >

DEMOSTRACION. Primero supongamos que mcd(a,b) = s > 1. Entonces s|a y
s|b. De ahi que s%|a™ y s?|b%. También s2|02a™. Asi que s?|c2a™ + b% = d, lo
cual contradice que d es libre de cuadrados. Por lo tanto med(a, b) = 1.

b+Vd . b+Vd

un ideal en Oa. Probemos que I™ = [a ,

Seal =

g

Sim = 2, sea a € I2, entonces

n
a:Zaibi con a; €l y bel

_Z <Oz@ b—l—\f)) (,Yla_{_(si(b—;\/g)) con g, B3, i, 0; € Z

b+x/ﬁ>2

n
= Z aiyia® +

=1

— Z <ama2 + (b +U\/&> (aidia + Bi%‘@)
i=1
+ Zn:@(si <62 - 2b\/;l;; Gl b2>

_ Z <al% (b + f) (aidia + ﬁi%‘a))
. Zﬁ ( (b + f) )

b d
De ahi se obtiene que 12 C a?Z + <M> Y/
o

(b +J\/&> (aidia + Bivia) + Bid; <

Por otro lado es claro que a® € I?. Vamos a probar que € I’ Se tiene

que
2 <b+\/8> s <b+\/&> <b+\/&> e

b+ Vd
o2




88 3. DIVISORES DEL NUMERO DE CLASES EN CAMPOS CUADRATICOS REALES

2b [ b d b d
de lo cual — < + \[> € I?. También a ( + \[) € I?. Por lo tanto cual-
g g

o
. — 2 <b+\/&> <b+\/&
quier combinacion entera de — ya

o o

) pertenece a /2. Como
o

med(a,b) = 1, tenemos que ax + by = 1 para ciertos x,y € Z. Si o = 2, entonces

b+\/g—a<b+2\/g>x+b<b+2\/§>yeIQ.

2

Si 0 = 1y a es impar, entonces mcd(a,2b) = 1 puesto que med(a,b) = 1. De

ahi y analogamente al argumento anterior, se obtiene que b + v/d € I?. Ahora si

o = 1y a es par, entonces b es impar ya que mcd(a,b) = 1. Asi que b* =

(méd 4) y a? = 0 (méd 4), de donde d = a® + b?> = 1 (méd 4). Lo cual es

imposible puesto que o = 1 implicaque d = 2,3 (mdd 4). Por lo tanto este dltimo
+Vd PR

g

e I? y entonces I? =

[mb+\/8
a’”, ————
(o

caso no puede suceder. Luego

b—

g

Sill =

Por induccién tenemos que [™ = a,

d
] analo-

b—d

g

()

gamente a lo anterior se prueba que I'™ = |a™, . Ahora probemos que

Im ~ 1.
. [mb+\/§
I =1|a™,

g

_ <b+x/&> [1 ﬁ—b] |
Si o = 1, por el Corolario 3.2.13, se tiene que
" = (b+ V) [1,Va—t] = (b+Va) [1b+ Vd — 5] = (b+ V) [1,wa].

Si o = 2. Se tiene que b es impar pues de lo contrario d = 4a™ + b? tendria un

g

d—b% b++d
P— 0-2 5

cuadrado. Asi que
o (bEVAN | VA=bl (bt Vd
B 2 ) B 2
= <b+2\/g> [1,wA].

En ambos casos I™ ~ 1y andlogamente I"™ ~ 1. Si n es el orden de la clase de
I en el grupo de clases de ideales de Oa, entonces n|ha. Como I ~ 1, entonces

€ Z. Entonces por el Corolario 3.2.13 tenemos que

17b+1+\/ﬁ—b]
2 2
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b&wm%Swr:{m%um%
[+1 2n
mos a ver que {77 T ’j"};zo son 2r + 1 ideales principales distintos. Puesto que
I = (), para cierta v € Oa, tenemos I" = (7). De hecho se puede ver facil-
mente que n también es el orden de I’

Probemos entonces que los 17" son distintos para j = 0, 1,...,r. Como I" =
(7), se tiene I™"™ = (™) e ["2" = (4"2) parary, 79 € No, talque 0 < 11,79 < 7.
Supongamos sin pérdida de generalidad que 1 < 72 y que

(") = (")
Entonces "' = ~"2f3 para cierta 5 € Oa. De ahi tenemos que 1 = ™73
(rg —r1 > 0). Asi que v es unidad y por tanto ™ = Oa. Como I™ C I, tenemos

b+ Vd

g

Ahora probemos que n > J . Primero va-

I = OAa. De ahi se tiene que 1 = as + t, para ciertos s,t € Z.

Obtenemos de ahi que ¢ = 0y asi 1 = as. Pero 1 = as es una contradiccion pues
a > 1. Entonces 73 < 7r1. Andlogamente al argumento anterior obtenemos una
contradiccion cuando r9 < r1. Por lo tanto 79 = 4.

La prueba de que los 7" son distintos para j = 0,...,7 es andloga a la ante-
rior. Veamos ahora que los 17" son distintos a los I/ Sean ["1"* = (y1), ['™2" =
(v'"2), para r1, 79 € Ny, tal que 0 < r1,79 < r. Supongamos que (1) = (7).
Entonces 7" = 4"« para cierta « € Oa y « unidad. Luego

N(y™) = N(y"a) = N(y/"*)N (@) = £(N())"
De ahi que
(N(M)™ = £(N()"™= = £(N ()™

Porlo que 1 = ro y asi (") = (7), es decir, (7)™ = (7/)". Entonces () =
("), es decir, I"™ = I'", por lo que I = I'. Asi que

b+Vd b—x/&]

a, a,

(o2 g

b++d b—d

de lo cual =as+t ) para ciertos s,t € Z. De ahi que b =
o

o

asoc +tbyt = —1. Asi que b = aso — by entonces aso = 2b. De donde a|2by

como med(a,b) = 1, entonces a|2. Como a > 1, se tiene que a = 2, por lo que

b+Vd
o

I=|2,

Pero I de esa forma es imposible, puesto que si ¢ = 2, tenemos que 4s = 2b,
por lo que b es par, lo cual no puede ser pues mcd(a,b) = 1. Si o = 1, tenemos
que d = 2™ + b?. Si b es impar tenemos que b> = 1 (mdd 4) y como 2™ = 0
(méd 4), entonces d = 1 (mdéd 4), lo cual no es posible pues o = 1 implica que
d = 2,3 (méd 4). Ahora si b es par se tiene que b> = 0 (mdéd 4), por lo que
d =0 (méd 4), lo cual tampoco puede ser. Por lo tanto 1™"™ # ['"2",
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Ahora N(I'™) = N(I")N(I™9") > N(I’") para 0 < j < r. Como a € I,
entonces a’” € I por lo que N (I"™) < a™. De lo anterior
(39) N(P™) < N(I™) < a™.
Luego

Oa 0'2 Oﬂ. 0'2
log (Qi/ )J” <1g (26:1/ )>n 1oga(d/02)
<a —a 7

arn:a\‘ 2

_ (alogaw/a?))% - (d)é _ {f

o2

d
De ahi que a™ < —. Nétese que la desigualdad es estricta ya que a’™ es un
o
entero. De lo anterior y de (39)
Vd VA
< — =,
o 2
Por el Corolario 3.3.12, tenemos que I/" es reducido para 0 < j < r. Andloga-

N(Ijn) < a™

. A .
mente se puede mostrar que N (I") < TN para 0 < j < r, por lo que I""
también es reducido para 0 < 7 < 7. Asi que por la Proposicion 3.3.24 se tiene
que I = l(wa) > 2r + 1. Por otro lado se tiene que

2r+1_2LWJ+1>2<W—1>+1_W—1.

2n 2n n
Entonces 9
1 d
1> 21> 08 @)
n
De donde )
_ log,(d/o%)
[+1
(]
1++/65
Ejemplo 3.3.27. Sead = 65 = 1 (méd 4). Entonces Ap = Oa = |1, % .
Observemos que o = 2y que 65 = 22 - 22 4 72, Siguiendo el Teorema 3.3.26,
tenemos que a = 2,b = 7Ty m = 2. Entonces los divisores de m son 1 o
1465 -
2. Por otro lado wa = +T = [4,1,1,7], por lo que | = l(wpa) = 3y
log,(d/o?
s{ Og;(—i_/la) = 1.0056. Por el Teorema 3.3.26 se sigue que n = 2y que 2|hn,

1+ 65

es decir, ha es par. Entonces ha > 1y por tanto Ap = Op = 5

1, no

es de factorizacion unica.
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Corolario 3.3.28. Si d = 02aP+b? es un radicando fundamental donde p es primo
vl < p, entonces p|hn.

DEMOSTRACION. Puesto que [ < p, se tiene [ < p — 1. Pero

d— b d
—1=1log (a) —1 =1 —1<1 i
p og,(a”) oga< 3 ) < log, <02>

d
Notemos que la desigualdad p — 1 < log,(—;) — 1 es estricta pues si
o
d
log, | —; ] = p, entonces — = a’. De ahi que d = aPo?, lo cual no puede ser
o o

pues d es libre de cuadrados. Por lo tanto

d
l§p—1<loga<2>—1,
o

de donde p
[+1 <log, <2>
o
Por lo que
log,, (%)
40 1< ——2=,
(40) STt

log, (<%
Por el Teorema 3.3.26 existe un divisor n de p, tal que n|ha y n > M

Puesto que p es primo tenemos que n = 1 on = p. Sin = 1, por (40) se tiene

log, (%
1> M > 1,
[+1
lo cual es una contradiccion. Por lo tanto n = py n|ha. ]

Finalmente daremos un ejemplo del Corolario 3.3.28, en el cual daremos una
familia de anillos de enteros que no son de factorizacion tnica. Previamente pro-
baremos el siguiente lema.

Lema 3.3.29. Sea n € N libre de cuadrados. Entonces l(\/n) = 1 si 'y sélo si
n = a® + 1 para algiin a € N.

DEMOSTRACION. Sil(y/n) = 1, por el Corolario 2.2.15, podemos observar

Vvn = [a,2a],
para algin a € N. Entonces
1 1
\/ﬁ_a_%w 1 "~ 4a® + 2ayn — 22 + 1
2a+ (Vn—a) a+yn
B a++/n
© 202+ 2ayn+ 17
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De ahi que
a+vn = (2% + 2av/n + 1)(v/n — a)
:2a2\/ﬁ+2an+\/ﬁ—2a3—2a2 n — a.
De lo cual obtenemos 2an — 2a® — 2a = 0 y por tanto n = a2 + 1.

Supongamos que n = a? + 1 y hallemos la fraccién continua de /n. Sea
go = |Va?+1]. Puesto que a® + 1 > a?, se tiene que Va2 +1 > a y por
tanto [va? + 1| > |a| = a. También se tiene que a® + 1 < (a® + 1)?, por lo que
va?+1 < a+1yportanto |[vVa?+ 1| < a+1.Entoncesa < [Va®+ 1] < a+1
y yaque a € N se tiene que |va? + 1| = a. Por lo tanto gy = a y por el Teorema

2.1.17, tenemos
Vat+1=/la,q,...]

Luego

1
41) Va2+l=a+ —,

1
para algin 1 € R, tal que 1 > 1. Por el Teorema 2.1.17 sea ¢; = |r1|. Por (41)

r1(va? + 1 —a) = 1, entonces
B 1 Va?+1+a
val+1—a Va?2+1+a

@ =|m]= L\/m—l—aj :a—i-LMJ = 2a.

1
Luego 71 = 2a + —, para algiin ro € R, tal que ro > 1. Sea ¢o = |r2] y ya que
2

a?2+1+a.

1

Asi

ro(r; — 2a) = 1, se tiene
1 1 1

rm—2a Va®+l+a—-20 Vai+l-—a
De ahi es claro que 7o = r1 y asi g2 = |r1| = 2a. Entonces siguiendo un procedi-
miento andlogo a lo anterior y por el Teorema 2.1.17, tenemos

Va2 +1=a,2a.

Es decir, la representacion en fraccién continua de v/a? + 1 es periddica de longi-
tud ! = 1. O

ro =

Ejemplo 3.3.30. Sea d = a® + 1 libre de cuadrados y a > 1. Siguiendo el Coro-
lario 3.3.28, vemos que 0 = 1, p = 2y b = 1. Puesto que 0 = 1, se tiene que
d = 203 (mbd 4). Si a fuera par, se tendria que d = 1 (méd 4) y ese no es
el caso de d. Asi que a tiene que ser impar 'y por tanto d = 2 (méd 4). Por el
Lema 3.3.29, tenemos que l(\/&) es 1. Entonces por el Corolario 3.3.28, se tiene
que 2|ha. Luego, ha > 1y por tanto

AF:OAZ[L a2+1]

no es de factorizacion tnica.
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Sean d = a® 4 1 con a impar (a > 1) y d libre de cuadrados, ha el niimero de
clases de Q(v/d). Entonces usando el programa Mathematica® V. 5.2 se obtiene
la siguiente tabla, la cual confirma el Ejemplo 3.3.30.

Algunos campos cuadraticos con nimero de clases par

i a d=a?+1| ha f a d=a®>+1| ha
1 3 10 2 33 75 5626 28
2 5 26 2 34 77 5930 12
3 9 82 4 35 79 6242 8

4 11 122 2 36 81 6562 16
5 13 170 4 37 83 6890 16
6 15 226 8 38 85 7226 18
7 17 290 4 39 87 7570 20
8 19 362 2 40 89 7922 8

9 21 442 8 41 91 8282 12
10 | 23 530 4 42 95 9026 16
11 25 626 4 43 97 9410 20
12 | 27 730 12 44 | 101 10202 14
13 29 842 6 45 | 103 10610 12
14 31 962 4 46 | 105 11026 44
15 33 1090 12 47 | 109 11882 12
16 35 1226 10 48 | 111 12322 20
17 37 1370 4 49 | 113 12770 12
18 39 1522 12 50 | 115 13226 16
19 | 45 2026 14 51 | 119 14162 16
20 | 47 2210 8 52 | 121 14642 12
21 49 2402 8 53 | 123 15130 32
22 | 51 2602 10 54 | 125 15626 24
23 53 2810 8 55 | 127 16130 20
24 | 55 3026 16 56 | 129 16642 28
25 59 3482 6 57 | 131 17162 14
26 61 3722 10 58 | 133 17690 24
27 63 3970 20 59 | 135 18226 36
28 65 4226 8 60 | 137 18770 20
29 67 4490 8 61 | 139 19322 18
30 | 69 4762 22 62 | 141 19882 34
31 71 5042 12 63 | 145 21026 24
32| 73 5330 8 64 | 147 21610 48
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i a |d=ad’>+1]| ha
65 | 149 22202 12
66 | 151 22802 12
67 | 153 23410 52
68 | 155 24026 20
69 | 159 25282 32
70 | 161 25922 20
71 | 163 26570 20
72 | 165 27226 58
73 | 167 27890 20
74 | 169 28562 20
75 | 171 29242 38
76 | 173 29930 16
77 | 175 30626 32
78 | 177 31330 40
79 | 179 32042 16
80 | 181 32762 18
81 | 183 33490 48
82 | 185 34226 36
83 | 187 34970 24
84 | 189 35722 44
85 | 191 36482 16
86 | 195 38026 74
87 | 197 38810 24
88 | 199 39602 20
89 | 201 40402 28
90 | 203 41210 32
91 | 205 42026 30
92 | 209 43682 24
93 | 211 44522 36
94 | 213 45370 32
95 | 215 46226 28
9% | 217 47090 32
97 | 219 47962 38
98 | 221 48842 18
99 | 223 49730 28
100 | 225 50626 96

f a |d=a*+1]| ha
101 | 227 51530 20
102 | 229 52442 20
103 | 231 53362 68
104 | 233 54290 24
105 | 235 55226 24
106 | 237 56170 88
107 | 241 58082 16
108 | 245 60026 42
109 | 247 61010 36
110 | 249 62002 36
111 | 253 64010 32
112 | 255 65026 72
113 | 259 67082 24
114 | 261 68122 34
115 | 263 69170 28
116 | 265 70226 40
117 | 267 71290 64
118 | 269 72362 28
119 | 271 73442 24
120 | 273 74530 88
121 | 275 75626 34
122 | 277 76730 36
123 | 279 77842 52
124 | 281 78962 44
125 | 283 80090 32
126 | 285 81226 64
127 | 287 82370 28
128 | 289 83522 32
129 | 291 84682 44
130 | 295 87026 52
131 | 297 88210 44
132 | 299 89402 38
133 | 301 90602 32
134 | 303 91810 60
135 | 305 93026 32
136 | 309 95482 70
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i a |d=ad’>+1]| ha
137 | 311 96722 24
138 | 313 97970 40
139 | 315 99226 94
140 | 317 100490 32
141 | 319 101762 32
142 | 321 103042 96
143 | 323 104330 36
144 | 325 105626 46
145 | 329 108242 36
146 | 331 109562 24
147 | 333 110890 64
148 | 335 112226 72
149 | 337 113570 32
150 | 339 114922 56
151 | 341 116282 32
152 | 345 119026 68
153 | 347 120410 40
154 | 349 121802 30
155 | 351 123202 60
156 | 353 124610 24
157 | 355 126026 40
158 | 359 128882 28
159 | 361 130322 32
160 | 363 131770 | 100
161 | 365 133226 64
162 | 367 134690 36
163 | 369 136162 76
164 | 371 137642 30
165 | 373 139130 36
166 | 375 140626 | 108
167 | 377 142130 48
168 | 379 143642 42
169 | 381 145162 64
170 | 383 146690 36
171 | 385 148226 68
172 | 387 149770 88

f a |d=a*+1]| ha
173 | 389 151322 24
174 | 391 152882 44
175 | 395 156026 48
176 | 397 157610 32
177 | 399 159202 80
178 | 401 160802 40
179 | 403 162410 40
180 | 405 164026 130
181 | 409 167282 36
182 | 411 168922 56
183 | 413 170570 80
184 | 415 172226 48
185 | 417 173890 68
186 | 419 175562 48
187 | 421 177242 40
188 | 423 178930 80
189 | 425 180626 52
190 | 427 182330 68
191 | 429 184042 76
192 | 431 185762 28
193 | 433 187490 60
194 | 435 189226 154
195 | 439 192722 28
196 | 441 194482 84
197 | 445 198026 54
198 | 447 199810 128
199 | 449 201602 56
200 | 451 203402 38
201 | 453 205210 88
202 | 455 207026 72
203 | 459 210682 78
204 | 461 212522 38
205 | 463 214370 48
206 | 465 216226 112
207 | 467 218090 40
208 | 469 219962 40

95
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i a |d=ad’>+1]| ha
209 | 471 221842 | 100
210 | 473 223730 56
211 | 475 225626 84
212 | 477 227530 | 144
213 | 479 229442 32
214 | 481 231362 36
215 | 483 233290 96
216 | 485 235226 56
217 | 487 237170 32
218 | 489 239122 | 104
219 | 491 241082 48
220 | 495 245026 | 108
221 | 497 247010 72
222 | 499 249002 40
223 | 501 251002 84
224 | 503 253010 76
225 | 505 255026 76
226 | 509 259082 32
227 | 511 261122 80
228 | 513 263170 | 100
229 | 517 267290 80
230 | 519 269362 | 108
231 | 521 271442 28
232 | 523 273530 56
233 | 525 275626 | 116
234 | 527 277730 52
235 | 529 279842 40
236 | 531 281962 | 100
237 | 533 284090 80
238 | 535 286226 44
239 | 537 288370 | 124
240 | 539 290522 52
241 | 541 292682 48
242 | 545 297026 88
243 | 547 299210 64
244 | 549 301402 96

f a |d=a*+1]| ha
245 | 551 303602 44
246 | 553 305810 56
247 | 555 308026 144
248 | 559 312482 64
249 | 561 314722 140
250 | 563 316970 56
251 | 565 319226 72
252 | 567 321490 152
253 | 569 323762 36
254 | 571 326042 38
255 573 328330 108
256 | 575 330626 88
257 | 579 335242 74
258 | 581 337562 58
259 | 583 339890 48
260 | 585 342226 176
261 | 587 344570 60
262 | 589 346922 88
263 | 591 349282 96
264 | 595 354026 90
265 | 597 356410 88
266 | 599 358802 48
267 | 601 361202 48
268 | 603 363610 160
269 | 605 366026 68
270 | 609 370882 80
271 | 611 373322 64
272 613 375770 48
273 | 615 378226 160
274 | 617 380690 84
275 619 383162 44
276 | 621 385642 104
277 | 623 388130 72
278 | 625 390626 80
279 | 627 393130 140
280 | 629 395642 84
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i a |d=ad’>+1]| ha
281 | 631 398162 52
282 | 633 400690 | 112
283 | 635 403226 56
284 | 637 405770 68
285 | 639 408322 88
286 | 641 410882 56
287 | 645 416026 | 188
288 | 647 418610 64
289 | 649 421202 52
290 | 651 423802 | 172
291 | 653 426410 64
292 | 655 429026 72
293 | 659 434282 64
294 | 661 436922 42
295 | 663 439570 | 136
296 | 665 442226 | 104
297 | 667 444890 72
298 | 669 447562 90
299 | 671 450242 60
300 [ 673 452930 92
301 | 675 455626 | 140
302 | 677 458330 60
303 | 679 461042 76
304 | 681 463762 | 100
305 | 683 466490 48
306 | 685 469226 | 126
307 | 687 471970 | 152
308 | 689 474722 56
309 | 691 477482 52
310 | 695 483026 68
311 | 697 485810 64
312 | 699 488602 | 158
313 | 701 491402 56
314 | 703 494210 64
315 | 705 497026 | 124
316 | 709 502682 52

f a |d=a*+1]| ha
317 | 711 505522 108
318 | 713 508370 120
319 | 715 511226 126
320 | 717 514090 136
321 | 719 516962 52
322 | 721 519842 68
323 | 723 522730 104
324 | 725 525626 72
325 | 727 528530 72
326 | 729 531442 120
327 | 731 534362 72
328 | 733 537290 48
329 | 735 540226 | 240
330 | 737 543170 80
331 | 739 546122 54
332 | 741 549082 192
333 | 745 555026 108
334 | 747 558010 96
335 | 749 561002 64
336 | 751 564002 64
337 | 753 567010 148
338 | 755 570026 96
339 | 759 576082 116
340 | 761 579122 48
341 | 763 582170 84
342 | 765 585226 | 200
343 | 767 588290 56
344 | 769 591362 64
345 | 771 594442 144
346 | 773 597530 52
347 | 777 603730 | 220
348 | 779 606842 54
349 | 781 609962 66
350 | 783 613090 | 256
351 | 785 616226 104
352 | 787 619370 64
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# a d=a®+1| ha f a d=a®>+1| ha
353 | 789 622522 124 389 | 871 758642 64
354 | 791 625682 76 390 | 873 762130 124
355 | 795 632026 136 391 | 875 765626 134
356 | 797 635210 96 392 | 877 769130 60
357 | 799 638402 80 393 | 879 772642 132
358 | 801 641602 108 394 | 881 776162 72
359 | 803 644810 88 395 | 883 779690 120
360 | 805 648026 120 396 | 885 783226 222
361 | 809 654482 76 397 | 887 786770 72
362 | 811 657722 72 398 | 889 790322 88
363 | 813 660970 160 399 | 891 793882 152
364 | 815 664226 96 400 | 895 801026 96
365 | 817 667490 68 401 | 897 804610 288
366 | 819 670762 202 402 | 899 808202 60
367 | 821 674042 58 403 | 901 811802 66
368 | 823 677330 92 404 | 903 815410 160
369 | 825 680626 204 405 | 909 826282 118
370 | 827 683930 104 406 | 911 829922 88
371 | 831 690562 128 407 | 913 833570 116
372 | 833 693890 76 408 | 917 840890 112
373 | 835 697226 96 409 | 919 844562 80
374 | 837 700570 128 410 | 921 848242 108
375 | 839 703922 60 411 | 923 851930 108
376 | 841 707282 100 412 | 925 855626 106
377 | 845 714026 108 413 | 927 859330 132
378 | 847 717410 84 414 | 929 863042 80
379 | 849 720802 128 415 | 931 866762 80
380 | 851 724202 56 416 | 933 870490 224
381 | 853 727610 96 417 | 935 874226 108
382 | 855 731026 252 418 | 937 877970 92
383 | 859 737882 60 419 | 939 881722 160
384 | 861 741322 166 420 | 941 885482 80
385 | 863 744770 80 421 | 945 893026 296
386 | 865 748226 84 422 | 947 896810 64
387 | 867 751690 248 423 | 949 900602 58
388 | 869 755162 74 424 | 951 904402 196
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# a |d=ad’>+1]| ha
425 953 908210 | 100
426 | 955 912026 | 102
427 | 959 9019682 | 144
428 | 961 923522 48
429 | 963 927370 | 148
430 | 965 931226 | 152
431 | 967 935090 | 104
432 | 969 938962 | 132
433 | 971 942842 72
434 | 973 946730 | 136
435 | 975 950626 | 192
436 | 977 954530 96
437 | 979 058442 | 126
438 | 981 962362 | 174
439 | 983 966290 72
440 | 985 970226 | 108
441 | 987 974170 | 176
442 |1 989 978122 58
443 | 991 982082 64
444 | 995 990026 | 144
445 | 997 994010 72
446 | 999 998002 | 184
447 1001 | 1002002 | 124
448 | 1003 | 1006010 | 88
449 |1 1005 | 1010026 | 224
450 | 1009 | 1018082 | 84
451 | 1011 | 1022122 | 138
452 1 1013 | 1026170 | 80
453 | 1015 | 1030226 | 108
454 1 1017 | 1034290 | 216
4551 1019 | 1038362 | 64
456 | 1021 | 1042442 | 124
457 | 1023 | 1046530 | 248
458 | 1025 | 1050626 | 112
4591 1027 | 1054730 | 80
460 | 1029 | 1058842 | 174

f a |d=da*+1]| ha
461 | 1031 | 1062962 | 68
462 | 1033 | 1067090 | 72
463 | 1035 | 1071226 | 312
464 | 1037 | 1075370 | 104
465 | 1039 | 1079522 | 64
466 | 1041 | 1083682 | 128
467 | 1045 | 1092026 | 136
468 | 1047 | 1096210 | 196
469 | 1049 | 1100402 | 96
470 | 1051 | 1104602 | 98
471 | 1053 | 1108810 | 176
472 1 1055 | 1113026 | 112
473 1 1059 | 1121482 | 160
474 11061 | 1125722 | 80
47511063 | 1129970 | 116
476 | 1065 | 1134226 | 308
477 | 1067 | 1138490 | 96
478 | 1069 | 1142762 | 82
479 | 1071 | 1147042 | 184
480 | 1073 | 1151330 | 100
481 | 1075 | 1155626 | 112
482 | 1077 | 1159930 | 184
483 | 1079 | 1164242 | 92
484 | 1081 | 1168562 | 76
485 | 1083 | 1172890 | 224
486 | 1085 | 1177226 | 132
487 | 1087 | 1181570 | 128
488 | 1089 | 1185922 | 192
489 | 1091 | 1190282 | 90
490 | 1095 | 1199026 | 316
491 | 1097 | 1203410 | 72
492 | 1099 | 1207802 | 78
493 | 1101 | 1212202 | 144
494 | 1103 | 1216610 | 68
495 | 1105 | 1221026 | 188
496 | 1109 | 1229882 | 88
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# a d=a®+1| ha f a d=a®>+1| ha
497 | 1111 | 1234322 84 533 [ 1189 | 1413722 | 100
498 [ 1115 | 1243226 | 120 534 [ 1191 | 1418482 | 232
499 | 1117 | 1247690 | 120 535 1195 | 1428026 | 144
500 | 1119 | 1252162 | 156 536 | 1197 | 1432810 | 304
501 | 1121 | 1256642 | 100 537 | 1199 | 1437602 88
502 | 1123 | 1261130 96 538 | 1201 | 1442402 | 104
503 | 1125 | 1265626 | 186 539 [ 1203 | 1447210 | 200
504 | 1127 | 1270130 | 152 540 | 1205 | 1452026 | 186
505 | 1129 | 1274642 68 541 [ 1209 | 1461682 | 164
506 | 1131 | 1279162 | 168 542 | 1211 | 1466522 | 104
507 | 1133 | 1283690 | 120 543 | 1213 | 1471370 84
508 | 1135 | 1288226 | 192 544 [ 1215 | 1476226 | 204
509 | 1137 | 1292770 | 156 545 [ 1217 | 1481090 | 112
510 | 1139 | 1297322 88 546 | 1219 | 1485962 | 146
511 | 1141 | 1301882 88 547 | 1221 | 1490842 | 152
512 | 1145 | 1311026 | 120 548 | 1223 | 1495730 96
513 | 1147 | 1315610 | 136 549 | 1225 | 1500626 | 172
514 | 1149 | 1320202 | 288 550 | 1227 | 1505530 | 192
515 | 1151 | 1324802 72 551 | 1229 | 1510442 84
516 | 1153 | 1329410 88 552 ] 1231 | 1515362 | 108
517 | 1155 | 1334026 | 394 553 1233 | 1520290 | 300
518 | 1159 | 1343282 72 554 | 1235 | 1525226 | 120
519 | 1161 | 1347922 | 276 555 1237 | 1530170 | 128
520 | 1163 | 1352570 | 116 556 | 1239 | 1535122 | 240
521 | 1165 | 1357226 84 557 | 1241 | 1540082 84
522 1 1167 | 1361890 | 148 558 | 1245 | 1550026 | 412
5231 1169 | 1366562 | 112 559 | 1247 | 1555010 | 116
524 | 1171 | 1371242 74 560 | 1249 [ 1560002 92
525 | 1173 | 1375930 | 196 561 [ 1251 | 1565002 | 170
526 | 1175 | 1380626 | 188 562 | 1255 | 1575026 | 108
527 | 1177 | 1385330 | 128 563 | 1259 | 1585082 | 132
528 | 1179 | 1390042 | 190 564 [ 1261 | 1590122 | 120
529 | 1181 | 1394762 66 565 | 1263 | 1595170 | 248
530 | 1183 | 1399490 | 168 566 | 1265 | 1600226 | 184
531 | 1185 | 1404226 | 200 567 | 1267 | 1605290 | 120
532 | 1187 | 1408970 | 116 568 [ 1269 [ 1610362 | 176
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# a |d=ad’>+1]| ha
569 | 1271 | 1615442 | 96
570 [ 1273 | 1620530 | 124
571 [ 1275 | 1625626 | 320
572 | 1277 | 1630730 | 96
573 [ 1279 | 1635842 | 72
574 1 1281 | 1640962 | 224
575 | 1283 | 1646090 | 104
576 | 1285 | 1651226 | 130
577 | 1287 | 1656370 | 408
578 [ 1289 | 1661522 | 116
579 [ 1291 | 1666682 | 84
580 [ 1295 | 1677026 | 160
58111297 | 1682210 | 112
582 [ 1299 | 1687402 | 130
5831 1301 | 1692602 | 104
584 [ 1305 | 1703026 | 264
585 [ 1309 | 1713482 | 160
586 [ 1311 | 1718722 | 176
587 [ 1313 | 1723970 | 120
588 | 1315 | 1729226 | 174
589 | 1317 | 1734490 | 232
590 | 1319 | 1739762 | 84
591 [ 1321 | 1745042 | 112
592 [ 1323 | 1750330 | 296
593 [ 1325 | 1755626 | 152
594 | 1327 | 1760930 | 96
59511329 | 1766242 | 264
596 | 1331 | 1771562 | 120
597 1 1333 | 1776890 | 120
598 | 1335 | 1782226 | 284
599 [ 1337 | 1787570 | 116
600 | 1339 | 1792922 | 88
601 | 1341 | 1798282 | 128
602 [ 1345 | 1809026 | 144
603 | 1347 | 1814410 | 288
604 | 1349 | 1819802 | 86

f a |d=da*+1]| ha
605 | 1351 | 1825202 | 116
606 | 1353 | 1830610 | 240
607 | 1355 | 1836026 | 192
608 | 1359 | 1846882 | 296
609 | 1361 | 1852322 | 104
610 | 1363 | 1857770 | 104
611 | 1365 | 1863226 | 408
612 [ 1367 | 1868690 | 100
613 [ 1369 | 1874162 | 88
614 | 1371 | 1879642 | 204
615 | 1373 | 1885130 | 192
616 | 1375 | 1890626 | 152
617 [ 1377 | 1896130 | 220
618 [ 1379 | 1901642 | 120
619 [ 1381 | 1907162 | 116
620 | 1383 | 1912690 | 184
621 | 1385 | 1918226 | 160
622 | 1387 | 1923770 | 180
623 | 1389 | 1929322 | 162
624 [ 1391 | 1934882 | 104
625 [ 1395 | 1946026 | 368
626 [ 1397 | 1951610 | 104
627 | 1399 | 1957202 | 116
628 | 1401 | 1962802 | 300
629 | 1403 | 1968410 | 128
630 | 1405 | 1974026 | 106
631 | 1409 | 1985282 | 72
632 | 1411 | 1990922 | 90
633 [ 1413 | 1996570 | 300
634 | 1415 | 2002226 | 144
635 | 1417 | 2007890 | 148
636 | 1419 | 2013562 | 198
637 | 1421 | 2019242 | 186
638 | 1423 | 2024930 | 108
639 [ 1425 | 2030626 | 300
640 | 1427 | 2036330 | 176
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