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Introduccion

En el Analisis, existe la nocién de espacio completo. Decimos que un espa-
cio métrico (X, d) es completo (o Cauchy completo) si toda sucesién de Cauchy
converge en X. Este concepto es de gran utilidad para demostrar teoremas impor-
tantes, como por ejemplo, el famoso Teorema del Punto Fijo. La completitud segiin
Cech es una generalizacién de la completitud métrica a la clase de los espacios de
Tychonoff. Un espacio topolégico X de Tychonoff se llama Cech completo si X es
un subespacio G5 en toda compactificacién ¢X de X. Naturalmente, cuando un
espacio X es completamente metrizable es equivalente a decir que X es metrizable
y Cech completo.

Los espacios Cech completos fueron definidos por Cech en 1937. Posterior-
mente, la caracterizacién interna de la Cech completitud fue dada, de manera inde-
pendiente, por Frolik [Fr3] en el ano 1960 y por Arhangel’skii [Arl] en 1961.

Otra propiedad que también hemos estudiado, es la nociéon de espacio ultra-
completo. Decimos que un espacio topologico X de Tychonoff es ultracompleto si
X tiene caracter numerable en toda compactificacion ¢X de X. Claramente, la
ultracompletitud es una propiedad més fuerte que la Cech completitud y ambas son
consecuencia de la compacidad local. En 1987 Ponomarev y Tkachuk introdujeron
en [PT] el concepto de espacios fuertemente completos, como aquellos espacios X
que poseen una base numerable en fX. En [BY1], esta propiedad fue llamada
ultracompletitud y se proporcioné una caracterizacién interna de los espacios ultra-
completos.

En este trabajo se presentan algunos resultados obtenidos sobre los espacios
Cech completos y los espacios ultracompletos. En particular, en lo que se re-
fiere a la aditividad de estas propiedades, se aportan resultados nuevos en espacios
topolégicos y en grupos topolégicos.

En el capitulo 1 se presenta una introduccién muy breve de la Cech completitud
y de la ultracompletitud, en donde aparecen las definiciones y resultados bésicos
que seran usados en los capitulos posteriores. Se proporciona un ejemplo de un
espacio no Cech completo que posee una cubierta puntualmente finita de subespa-
cios abiertos y Cech completos [CCN]. También se introduce el concepto de espacio
casi Cech completo y se demuestra su invarianza respecto a funciones abiertas; lo
cual serd esencial para demostrar la preservacién de la Cech completitud en grupos
topologicos. En este capitulo también se estudia el espacio fw y algunas de sus
propiedades elementales.

El capitulo 2 estd dedicado fundamentalmente a estudiar la aditividad de la
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Cech completitud. Se dice que una propiedad P de un espacio X es ( resp. fini-
tamente aditiva en potencias numerables) aditiva en la potencia n € IN si X € P
siempre que ( resp. X¥ = |J_, X;) X" = U;_, X; donde X; € P. En [TK] se
demuestra la aditividad en potencias finitas para muchas propiedades que no son
aditivas. Entre las contribuciones de nuestro trabajo, proporcionamos un ejemplo
en que la Cech completitud no es aditiva en potencias finitas en algunos modelos de
ZFC. Probamos que la Cech completitud es finitamente aditiva en potencias nume-
rables, al igual que la propiedad de tipo puntual numerable. Por dltimo, probamos
algunas propiedades de la Cech completitud en grupos topoldgicos, en particular,
mostramos que la Cech completitud es aditiva en este caso.

En el capitulo 3 proporcionamos varios resultados relativos a la ultracompleti-
tud. Usamos una caracterizacién de la ultracompletitud dada en [PT] para probar,
entre otras cosas, que la compacidad local y la ultracompletitud son propiedades
equivalentes en grupos topoldgicos. Establecemos que la ultracompletitud en es-
pacios métricos es aditiva en potencias finitas y que si X“ = [J,, X; con X;
ultracompleto entonces X es ultracompleto. En el ano 2000 Buhagiar y Yoshioka
preguntaron en [BY2] si todo espacio Cech completo y numerablemente compacto
es ultracompleto. Bajo CH nosotros respondemos a esta pregunta, exhibiendo un
espacio no ultracompleto, Cech completo y numerablemente compacto.

Todos los resultados contenidos en este trabajo fueron expuestos y comentados
en el Seminario de Topologia dirigido por el Dr. Vladimir Tkachuk en el Departa-
mento de Matematicas de la Universidad Auténoma Metropolitana-Iztapalapa y en
el Seminario de Topologia dirigido por el Dr. A. Tamariz Mascaria en el Depar-
tamento de Matematicas de la Facultad de Ciencias de la UNAM. La mayor parte
de estos resultados fue presentada también en el Primer Encuentro México-Japén
de Topologia y sus Aplicaciones en Morelia Mex. y en el Congreso de Verano de
Topologia General en Nueva York EEUU, ambos eventos en el ano 1999.

Por 1ltimo, deseo manifestar mi agradecimiento al Dr. Vladimir Tkachuk por
su direccion y ensenanzas en la elaboracion de esta tesis.



Capitulo 1

Preliminares

El objetivo principal de este capitulo es presentar una introduccién muy breve
de la Cech completitud, la ultracompletitud y del espacio Sw. Estos resultados
seran la referencia béasica a los capitulos 2 y 3, que son la parte medular de este
trabajo.

Todos los espacios considerados se supondran de Tychonoff a menos que se especi-
fique otra cosa.

Cech completitud.

Sea X un espacio topoldgico. Decimos que el par (X ', ¢), donde X "esun espacio
compactoyc: X — X' es una inmersién tal que ¢(X) = X’, es una compactificacion
del espacio X. Observemos que si existe una inmersiéon f : X — f(X) C X ", donde
X' es un espacio compacto, entonces (f(X),i0 f) es una compactificacién de X,
donde i denota la inmersién de f(X) en f(X). De aqui resulta que todo espacio
que puede ser inmerso en un espacio compacto, tiene una compactificacion. Por lo
tanto, un espacio topolégico X es de Tychonoff si y sélo si el espacio X tiene una
compactificacién. A la compactificacién (X ’, ¢) del espacio X la denotaremos por
cX.

Observemos que si tenemos dos compactificaciones ¢; X, co X de X y funciones
continuas f1 : c1 X — 2 X y fo : co X — ¢1 X que satisfacen fiocy = co y faoco = ¢y,
entonces ¢1 X y co X son espacios homeomorfos. Como fyo fiocy = faoco = cq, se
cumple que foof1c1(X) = I1]e1(X), donde Iy : c1 X — ¢1 X es la funcién identidad.
Esto nos conduce a que fy o fi = I, pues ambas funciones coinciden en el conjunto
denso ¢;(X) C ¢ X. De manera similar, obtenemos la igualdad f; o fo = I. De
modo que f1 es un homeomorfismo. Haciendo f = f; se cumple lo pedido.

Diremos que las compactificaciones c¢; X y co X de X son equivalentes si existe un
homeomorfismo f : c1 X — ¢ X tal que f o ¢y = cy. De la observacion anterior
se desprende que c¢1 X y c2 X son equivalentes si existen funciones continuas fi :
c1X » 2 Xy forcoX — 1 X tales que frocy =co y faoco = .

La mayoria de los resultados que aparecen en esta seccion, pueden ser consultados
en alguna de las siguientes referencias: [Ap|, [En], [Ho3], [Ke] y [Nal.
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1.1. Lema (Lema de Shura-Bura). Sea X un espacio compacto y v C exp(X). Sea
F=N{A: A€y} Luego, para todo U € T (F, X) existen A1, As, ..., A, € v tales
que AyNAsN...NA, CcU.

Demostracién. Consideremos la familia y = {AN(X —U) : A € v} de subconjuntos
cerrados de X. Dado que F' C U obtenemos

Ne=(YAn(X-U):Aey}=Fn(X-U)=0.

Puesto que X es compacto, la familia u no es centrada. De aqui se sigue que existe
una coleccién finita Aq, As, ..., A, € v tal que

(AiN(X-0U))n(An(X-U))N...Nn(A,N(X-U)) = A4;N...nA,N(X-U) =10,

lo cual implica A, N...N A, C U.
]

1.2. Proposicién. Sean A un subespacio denso de un espacio topologico X y
f A — Z una funcién continua, donde 7 es un espacio compacto. La funcion f
tiene una extension continua sobre X si y soélo si para todo par de subconjuntos
cerrados y ajenos By, By de Z, las imagenes inversas f~'(By) y f~'(Bs) tienen
cerraduras ajenas en el espacio X.

Demostracién. Sea F' : X — Z una extensién continua de f. Si B; = B; para
i=1,2y BiNBy = (), entonces F~1(B;) = F~1(B;) cuando i € {1,2} y F~1(By)N
F~1(B3) = ). De aqui se desprende que

f~YB1) N f~Y(By) Cc F-Y(B1)NF1(By) = 0.

Ahora probemos que la condicion en el teorema también es suficiente. Para cada x €
X consideremos la familia F(z) = {f(ANU)}yer(z,x) de subconjuntos cerrados
de Z. Observemos que F(z) es centrada. En efecto, para Uy, Us, ..., Uy € T (z, X)
se tiene que

(1) D+ fF(ANULNUy---NU) C FANTU) N fF(ANT) N fF(ANTg).

Como el espacio Z es compacto, tenemos que (| F(z) # () para todo z € X.
Probemos que | F(z)| = 1; lo cual implicard en particular que [ F(z) = {f(x)}
para x € A. Supongamos que y1,y2 € [ F(r) e y1 # y2. Existen Vi € T (y1, X)
y Vo € T(y2,X) tales que Vi NVy = . Por hipétesis tenemos s que f~1(V1) N
ft (Vz) (). Sin perder la generalidad, podemos suponer que x & f— ( 1). Luego,
X—f1V) € T(x,X) ey € NF(zx) C f(A— f~1(V1)). Por otro lado, como

Vin f(A— f~1(V1)) = 0, obtenemos que y; & f(A— f=1(V1)), lo cual es una

contradiccion.




Consideremos la funcién F' : X — Z dada por {F(x)} = () F(z). De la observacién
hecha anteriormente se sigue que F'[A = f. Para terminar nuestra demostracion,
verifiquemos que la funcién F' es continua.

Sea V € T(F(z),Z). Como {F(2)} = Nyer@,x)[(ANU) C V, por el lema de
Shura-Bura, existe una familia {Uy,Us, ..., Ui} C T(z, X) tal que

(2) FANU)NfF(ANU) N f(ANTUg) C V.

Dado que Uy NUsN---NU, = U € T(z,X) y por (1) y (2) concluimos que
F(z') e f(AnU) C V, para todo ' € U, es decir, F(U) C V.
[]

1.3. Teorema. Sean c¢1 X y co X compactificaciones de un espacio X. Entonces
c1X y c3X son equivalentes si y solo si para todo par de subconjuntos cerrados
A, B C X se cumple

(*) Cl(A)ﬂCI(B) :®<:>62(A)QCQ(B) :(b

Demostracién. Si las compactificaciones ¢1 X y c2 X son equivalentes, entonces
claramente se satisface (x). Supdngase que para las compactificaciones ¢ X y co X
es vélido (x), donde A, B C X son cerrados.

De acuerdo a la proposiciéon 1.2, las funciones ¢ o hy : c2(X) = 1 X y ca 0 hy :
c1(X) = c2X, donde h; es la inversa de ¢; : X — ¢;(X) para i = 1,2, se pueden
extender a funciones fo : co X — 1 X y f1 : c1 X — X, Como foocs = c1 y
f10c1 = ca, tenemos que ¢1 X y co X son equivalentes.
[]
Sea X un espacio de Tychonoff e I = [0,1]. Consideremos el conjunto A =
{a: X — I: «escontinua}. Para cada # € X definimos h(z) € I de la manera
siguiente: h(z)(a) = a(z). De este modo tenemos una funcién h : X — I4. Ver-
ifiquemos que la funcién h es un homeomorfismo entre X y h(X). Sean z,y € X
con z # y. Existe una funcién continua o : X — I tal que a(z) =1y a(y) = 0.
Como « € A, tenemos que a(z) = h(z)(a) # a(y) = h(y)(a), asi que h(x) # h(y).
Por lo tanto h es una inyeccién sobre h(X). La continuidad de la funcién h se
sigue de la igualdad p, o h = «, donde la funcién p, es la proyeccion sobre el a-
ésimo factor del producto I, Sea U € T*(X). Probemos que h(U) es un conjunto
abierto en h(X). Tomemos z € U. Existe una funcién continua a : X — I tal que
a(z) =0y a(X —U) = {1}. El conjunto abierto V = h(X) N p,1([0,1)) satisface
h(z) € V C h(U). En efecto, sea y € V. Luego, y = h(z) € p;1([0,1)) para algin
z € X. De modo que (p,oh)(z) = a(z) # 1. Por lo tanto z € U, es decir, y € h(U).
De la igualdad (p © h)(z) = a(z) = 0 resulta que h(z) € V. Por lo tanto h es una
funcién abierta y con ello se prueba que h es un homeomorfismo.

Consideremos el conjunto compacto fX = h(X) C I“. Identificando X y h(X),
podemos afirmar que X estd contenido en X y X = X. La gompactiﬁcacién 6X
del espacio X recibe el nombre de compactificaciéon de Stone-Cech de X.
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1.4. Teorema. Toda funcién continua f : X — Y de un espacio de Tychonoff X
a un espacio compacto Y, se extiende a una iinica funcién continua f : X — Y.
Si toda funcién continua de un espacio de Tychonoff X a un espacio compacto es
extendible a una funcién continua en una compactificacion aX de X, entonces aX
es equivalente a la compactificacion de Stone-Cech de X.

Demostracion. Consideremos el conjunto A dado en la construcciéon de X y
A'={a:a:Y — I es una funcién continua }. Sean hy : X — 4 y hy : Y — I#
las inmersiones tales que 3X = hx (X) y BY = hy(Y). Para cada h € I definimos
F(h) € T* como F(h)(a) = h(ao f). De manera que tenemos un funcién F : [4 —
I, De la igualdad p, o F' = paos se desprende que F' es una funciéon continua.
Sea x € X. Luego (F ohx)(z)(a) = F(hx(x))(a) = hx(ao f) = (o f)(x). Por
otro lado tenemos que (hy o f)(z)(a) = hy(f(z))(a) = (o f)(x). De aqui se
sigue que F' o hx = hy o f. Por lo tanto F(hx (X)) C hy (f(X)) = hy(Y). Como
F' es continua, obtenemos que F(8X) = F(hx (X)) C F(hx(X)) C hy (Y) = BY.
Asi que la restriccién Fg = F[3X también verifica Fgo hy = hy o f. Como Y
es compacto, tenemos que hy : Y — BY es un homeomorfismo. Luego, la funcién
continua f = hy_loFg satisface fohx = hy_loFgOhX = f. Dado que las funciones

continuas f y f coinciden en un denso de X, se desprende que la extensién fes
unica.

Supongamos que la compactificacion X de X tiene la propiedad dada en la
segunda parte del teorema. Luego, existe una extensién continua f : aX — X
de la inmersiéon 3 : X — BX. Por lo tanto f oa = . Como también es vilida la
igualdad f o 8 = «, se sigue que las compactificaciones X y X son equivalentes.

]

Dos subconjuntos A y B de un espacio X, son llamados completamente separados
si existe una funcién continua f: X — I =[0,1] tal que f(A) C {0} y f(B) C {1};
decimos que f separa a los conjuntos A y B.

Del teorema anterior obtenemos los siguientes corolarios importantes.

1.5. Corolario. Dos conjuntos completamente separados de un espacio de Ty-
chonoff X, tienen cerraduras ajenas en (3X. Si una compactificacion aX de un
espacio de Tychonoff X tiene la propiedad que todo par de subconjuntos comple-
tamente separados del espacio X tienen cerraduras ajenas en aX, entonces aX es
equivalente a (X.

Demostracién. Sean A y B conjuntos completamente separados de un espacio de
Tychonoff X y sea f : X — I una funcién continua que separa a Ay B. Por el
teorema anterior, existe una extension continua F': 83X — I de la funcién f. Dado
que A C F~1(0) y B c F~!(1), obtenemos que A7 AB =

Supongamos que aX es una compactificacion de X con la propiedad dada en la
segunda parte del corolario. Notemos que en virtud del lema de Urysohn, si A, B C
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X satisfacen 4%~ N B = (), entonces los conjuntos A y B son completamente
separados. Por lo tanto, los inicos subconjuntos de X con cerraduras ajenas en aX
son los conjuntos completamente separados. Lo mismo es valido para X. Por lo
tanto, del teorema 1.3 se desprende que aX y X son equivalentes.

[
1.6. Corolario. Toda funcion continua f : X — I de un espacio de Tychonoff X
al intervalo I = [0, 1], se extiende a una funcién continua F : fX — I. Si toda

funcién continua de un espacio de Tychonoftf X al intervalo I es extendible a una
funcion continua en una compactificacion aX de X, entonces aX es equivalente a
la compactificacion de Stone-Cech de X.

1.7. Corolario. Dos subconjuntos cerrados y ajenos de un espacio normal X,
tienen cerraduras ajenas en [X. Si una compactificacion X de un espacio de
Tychonoff X tiene la propiedad que todo par de subconjuntos cerrados y ajenos
del espacio X tienen cerraduras ajenas en aX, entonces X es normal y aX es
equivalente a 3X.

Sean X y Y espacios de Tychonoff, ¢X y ¢'Y compactificaciones de X y Y
respectivamente, y sea f : X — Y una funcién continua. Si existe una funcién
continua F' : ¢X — ¢'Y para la cual F(z) = f(z) para todo x € X, entonces
decimos que f es continuamente extendible sobre las compactificaciones ¢X y ¢'Y
y llamamos a F una extension de f sobre cX y c¢'Y. Este concepto nos permite
formular la siguiente propiedad importante de la compactificacién de Stone-Cech.

1.8. Corolario. Para toda compactificacion oY de un espacio de Tychonoft Y y
toda funcion continua f : X — Y donde X es un espacio de Tychonoff, existe una
extension continua F' de f sobre X y aY.

1.9. Corolario. Si un subespacio M C X, donde X es un espacio de Tychonoff,
tiene la propiedad que toda funcién continua f : M — I es continuamente extendible

—BX . . .
sobre X, entonces la cerradura M p es una compactificacion de M equivalente a
BM. Ademas, si M es denso en X, entonces BM = (X.

El 1ltimo corolario implica

1.10. Corolario. Para todo espacio de Tychonoff X y cualquier espacio T tal que
X CT C BX se cumple BT = pX.

Sea ¢X una compactificacion del espacio X. El conjunto ¢X — ¢(X) es llamado
el residuo de la compactificacién ¢X. La propiedad més importante del residuo esta
dada por el teorema 1.12; para su demostracién necesitaremos del siguiente lema.

1.11. Lema. Tomemos un subespacio denso A de un espacio de Hausdorff X
y consideremos la funcién continua f : X — Y, donde Y es cualquier espacio

9



topolégico. Si la restriccion fl|A: A — f(A) C Y es un homeomorfismo entonces

F(X=A)nf(4)=0.

Demostracién. Supongamos que f(z) € f(A) para algin z € X — A. Podemos
suponer sin pérdida de generalidad que X = AU {z} y que Y = f(A). Seay € A
para el cual f(z) = f(y). Elijamos U € T(z,X), V € T (y, X) tales que UNV = 0.
El conjunto f(A —V) = fla(A —V) es cerrado en Y = f(A), y por lo tanto
f71f(A—V) = A—V es cerrado en X. Luego X — (A —V) = {2z} UV es un
conjunto abierto. Por lo tanto ({z}UV)NU = {z} € T(X), asf quex ¢ A= X, lo
que es una contradiccién.

]

1.12. Teorema. Si c1 X y c2X son compactificaciones de un espacio X de Ty-
chonoff y la funcién continua f : c1 X — co X satisface f o cy = co, entonces

fler(X))=c(X) ¥y flerX —c1(X)) = caX — e2(X).

Demostraciéon. La primera igualdad se sigue de la condiciéon focy = ¢s; la segunda
es consecuencia de la primera, del lema anterior y del hecho que f(c1X) = ¢ X.

El siguiente teorema serd la base de la definicién de la Cech completitud.

1.13 Teorema. Sea X un espacio de Tychonoff. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

(i) Para toda compactificacion ¢X de X, el residuo ¢X — ¢(X) es un conjunto F,
en cX.

(ii) El residuo fX — (X) es un conjunto F, en X.

(iii) Existe una compactificacion ¢X de X tal que el residuo cX — ¢(X) es un
conjunto F, en cX.

Demostracién. Las implicaciones (i)==-(ii) y (ii)==-(iii) son obvias. Probemos
(iii)==-(ii). El teorema 1.4 nos asegura la existencia de una funcién continua f :
BX — cX tal que fo3 = c. Por el teorema anterior, tenemos que f~(cX —c(X)) =
BX — B(X). Dado que por hipétesis el residuo ¢X — ¢(X) es un subconjunto F, de
¢X, obtenemos que X — 3(X) es un conjunto F, en 5X.

Ahora demostremos (ii)==(i). Sea fX — B(X) = U, Fn, donde cada conjunto

F; es cerrado en 3X. Consideremos una compactificacion ¢X del espacio X y una

funcion f : X — c¢X para la cual ff = c. Del teorema anterior deducimos que

cX —¢(X) = Upew f(Fn). Puesto que los conjuntos f(F},) son cerrados en cX,
tenemos que ¢X — ¢(X) es un conjunto Fj, en cX.

[

Un espacio topoldgico X de Tychonoff se llama Cech completo si X satisface
cualquiera de las condiciones del teorema anterior.
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Es evidente que todo espacio compacto es Cech completo. Si X es localmente
compacto entonces X es también Cech completo, ya que todo espacio no compacto
y localmente compacto posee una compactificaciéon cuyo residuo consiste de un sélo
punto. Los nimeros irracionales son un ejemplo de un espacio Cech completo y no
localmente compacto.

La definicién de la Cech completitud de X es una definicién externa; estd dada
en términos de su relacion con otros espacios, sus compactificaciones cX. El teo-
rema 1.15 nos proporciona varias caracterizaciones internas de la Cech completitud,
obtenidas por A. V. Arhangel’skii [Arl].

Dado un espacio X y F Cexp(X), denotaremos por NF = {F : FF € F} y
NF=n{F:F¢eF}

1.14. Definicién. Una familia F C exp(X) se llama dominada por una sucesion
de cubiertas abiertas U = {Up},cN, si para todo n € N existen F € F,.U € U,
tales que F' C U.

1.15. Teorema. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) X es Cech completo;

(ii) Existe una sucesion {Uy, } e de cubiertas abiertas de X tal que si F C exp(X)
es una familia centrada con U, N F # ) para todo n € IN, entonces (| F # (;

(iii) Existe una sucesion {Uy }neN de cubiertas abiertas de X tal que si F C exp(X)
es una base de filtro con U, N F # ) para todo n € IN, entonces (| F # (;

(iv) Existe una sucesion {Uy, },cN de cubiertas abiertas de X tal que si F C exp(X)
es un filtro con U, N F # () para todo n € IN, entonces (| F # (;

(v) Existe una sucesién {Uy, }nev de cubiertas abiertas de X tal que si F C exp(X)
es un ultrafiltro con U, N F # () para todo n € N, entonces (| F # 0;

(vi) Existe una sucesion U = {Uy }n,cv de cubiertas abiertas de X tal que si F C
exp(X) es una familia centrada dominada por U, entonces (| F # 0;

(vii) Existe una sucesion U = {Up}nen de cubiertas abiertas de X tal que si
F Cexp(X) es una base de filtro dominada por U, entonces [ F # 0;
(viii) Existe una sucesion U = {Uy},cv de cubiertas abiertas de X tal que si

F Cexp(X) es un filtro dominado por U, entonces (| F # 0;

(ix) Existe una sucesion U = {Un},cNn de cubiertas abiertas de X tal que si F C
exp(X) es una familia centrada de subconjuntos cerrados dominada por U, entonces

NF #0;

(x) Existe una sucesion U = {Uy },cn de cubiertas abiertas de X tal que si F C
exp(X) es una base de filtro de subconjuntos cerrados dominada por U, entonces

NF 0.

Demostracién. (i)== (ii). Tenemos por hipdtesis que X = (), .y Un donde U, €
T(BX) para todo n € IN. Para cada n € IN, consideremos la familia U, = {V €
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T(X) : v Un}. Probemos que U,, es una cubierta abierta de X para todo

n € IN. Sea n € IN. Es inmediato que U,, C T(X). Sea x € X. Luego, z € U,.
Por regularidad, existe W € T (z,8X) tal que W C WﬁX C U,. Por lo tanto
x € XNW =V € T(X). Por ser X un subespacio denso de X resulta que
VﬁX = WﬂX = WﬁX C U,. De aqui se desprende que V € U,,. Por lo tanto
x €V €Uy, es decir, X = JU,.
Afirmamos que {Un},cv satisface la propiedad (ii). Sea F = {Fs}ses Cexp(X)
una familia centrada tal que F NU,, # () para todo n € IN. Probemos que (| F # 0.
Como .TﬁX es una familia centrada de cerrados en X y X es compacto, obtenemos
que ﬂ?ﬂX # (). Sea x € ﬂ?ﬂX. Para terminar nuestra demostracién, es sufiente
mostrar que z € X, yaque (\F = (\{F : F € F} = ﬂ{FﬁXﬂX : FeF} =
ﬂ?ﬁX () X. Tomando en cuenta que z € F—snﬁX donde F,, € FNUy, conn € N,
deducimos que x € F—snﬁX C U, para todo n € N. Por lo tanto z € ),,cpy Un = X.
A
La verificacion de (ii)= (iii)==-(iv)= (v) se sigue de la relacién:
(x) F es ultrafiltro= F es filtro=- F es base de filtro=- F es familia centrada
4

Para demostrar (v)== (vi), verifiquemos que la sucesién {Up,},c de cubiertas
abiertas de X dada por hipétesis, satisface (vi). Consideremos una familia centrada
F Cexp(X), tal que para todo n € IN existen FF € F, U € U,, con F C U. Sea ~v
un ultrafiltro en X para el cual F C 7. Dado que 7 es ultrafiltro, si H € F C v
y H C U entonces U € v. De aqui se sigue que v NU, # () para todo n € IN.
Luego, por (v) obtenemos (% # (). Del hecho de que (¥ C (| F se desprende que
NF # 0. 4
La demostracién de (vi)== (vii)= (viii) se obtiene al emplear (x). 4
Probemos (viii)== (ix). La sucesién {U,, } de cubiertas abiertas de X proporcionada
por (viii) cumple la necesidad. En efecto, sea F C exp(X) una familia centrada de
cerrados, tal que para todo n € IN existen H € F y U € U,, para los cuales H C U.

Consideremos un filtro v para el cual F C v. Tenemos que v NU, # () para todo
n € IN. De la hipétesis se desprende que (% # (). Por lo tanto (| F # 0, ya que

NYCNF. 4
Para probar (ix)= (x) es suficiente notar que toda base de filtro es familia centrada.
4

Probemos (x)=—= (i). Antes de proceder con la demostracion, establezcamos lo
siguiente. Sea n € IN. Consideremos la cubierta abierta U, de X, proporcionada
por la hipétesis. Para cada U € U, existe U € T(BX) para el cual U=XxnU.

Tomemos U, = Upyey, U € T(8X). Demostremos que X = MNpem Un- Fijemos
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r € X y tomemos un n € N. Luego, x € U para algin U € U,. Como U = X N U
se sigue que = € U. Por lo tanto x € U,,. Lo anterior implica que X C ﬂnE]N U,.

Ahora probemos que (), . Un C X. Supongamos que (mnE]N Un) - X #0y
tomemos un z € (ﬂnE]N Un) — X. Consideremos la familia F = {U AX .U e

T(z, ﬁX)}. Es evidente que F es base de filtro en X.

Observemos que F estd dominada por U. En efecto, sea n € N. Luego, z € Uy, de
donde z € U € T(BX) para algin U € U,, con U = UNX. Existe V € T(z, 5X) tal
que V C VBX c U.De aqui X N VX =XnN VﬁXﬂX = VﬁXﬂX C U. El conjunto
F=Xnv" pertenece a F y ademds F C U € U,. Si (\F # 0, sea y € (N F.
Existen V € T(z,08X)y W € T(y,X) tales que VNW = (). Por lo tanto y & F,
puessy €« XNW e T(X)y (XNW)NV = 0. Asi que (F = 0, lo que constituye
una contradiccién para (x). De modo que nuestra suposicién resulté ser falsa y por
lo tanto (,,ev Un C X.

]

1.16. Definicién. La sucesion U = {U,},cn de cubiertas abiertas X se llama
completa si satisface cualquiera de las condiciones de (ii) a (x) del teorema anterior.

Segun la definicion anterior podemos afirmar que el espacio X es Cech completo si
y s6lo si X posee una sucesion completa de cubiertas abiertas.

1.17. Proposicién. Sean X un espacio Cech completo y B una base de X. Si
U ={U,} e es una sucesion completa de cubiertas abiertas de X, entonces B =
{Bn}neN es una sucesion completa de cubiertas abiertas de X, donde B, = {B €
B: B C U para algiin U C U, } para todo n € IN.

Demostracién. Sean € N. Es obvio que B,, C 7(X). Probemos que B,, es cubierta
de X. Tomemos un = € X. Luego, z € U para algin U € U,,. Existe B € B tal que
x €U € By,. Asi que z € B,, y por lo tanto X = |JB,,. Probemos que B’ satisface la
condicién (ix) del teorema 1.15. Sea F C exp(X) una familia centrada de cerrados
dominada por B. Luego, para todo n € N existen F' € F, B € B, y U € U, para
los cuales F C B C U. De la completitud de U se sigue que (| F # ().

[

Este resultado [AL] nos permite suponer, sin pérdida de generalidad, que todos los
elementos de cualquier sucesién completa de cubiertas abiertas de X son subfamilias
de una base dada.

1.18. Teorema. Sea X un espacio Ty y primero numerable con un sélo punto x
no aislado. Entonces X es Cech completo.

Demostracion. Observemos que X es un espacio normal. Sean A y B subconjuntos
cerrados y ajenos de X. Para el caso en que xo ¢ A U B, tomemos los abiertos
U=AyV = B los cuales satisfacen A C U,BCV y UNV = (). En caso contrario
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podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que xo € A y por lo tanto B € T(X).
Por consiguiente, los subconjuntos abiertos y ajenos U = X — By V = B son tales
que A C U y B C V. De lo anterior se concluye que X es normal y por ser T,
el espacio X es de Tychonoff. Para concluir nuestra demostracion, establezcamos
que X es un subconjunto G5 de SX. Dado que X es primero numerable en xg,
también lo es el espacio fX. En efecto, sea {Up, },ev € 7(X) una base en zy. Para
cada n € IN, tomemos V,, € T(6X) tal que U,, = X NV,,. Probemos que la familia
B={Vp},ew C T(BX) es una base en xg. Sea V € T (xo, 3X). Existe U € T(X)
para el cual zo € U C U C V. Luego 79 € X NV,,, C X NU. De aqui se desprende
que 29 € Vy, CVyy = X NU =U C V y por lo tanto B es base en xy. Puesto que
{zo} = N,env Vo obtenemos X = (), (X U V,). Debido a que X UV, € T(6X)
para todo n € IN, el espacio X es un subconjunto G5 de 5X.

[

1.19. Teorema. La Cech completitud se hereda a subconjuntos cerrados y a sub-
conjuntos Gj.

Demostracién. Sea X un espacio Cech completo. Consideremos el subconjunto
cerrado F' C X. Existe una sucesion completa U = {Up, },c de cubiertas abiertas
de X. Sea Ur = {U'}civ donde U = {FNU : U € U,}. Afirmamos que Ur
satisface (ix) de 1.15. Es obvio que U ¢ T(F) y F = JUY para todo n € .
Consideremos la familia centrada F C exp(F') cuyos elementos son subconjuntos
cerrados de F', y por lo tanto de X. Supdéngase que F esta dominada por Ur. Luego,
para todo n € N existen UF e UF' y K € F con K c UF. Dado que U¥ = FNU
para algin U € U,,, obtenemos que K C U. Por lo tanto 4/ domina a F y como U
es completa, la familia F verifica (| F # 0.

Para la segunda parte del teorema, sea G un subconjunto G5 de X. Dado que X es

un subconjunto G5 de cX, donde ¢X es cualquier compactificaciéon de X, el conjunto
. —cX . .,

G es un subconjunto G5 de ¢X, y por lo tanto de G~ , que es una compactificacién

de G. []

1.20. Teorema. La suma P
es Cech completo.

Demostracion. Sea X = @, g
X, es abierto y cerrado en X, el espacio X, es Cech completo para todo s € S.
Supongamos ahora que todos lo espacios X son Cech completos. Para cada s € S
tomemos una compactificaciéon c; X del espacio X;. Luego ¢ X5 — X = Uz'e]N Fg,,
donde F ; son subconjuntos cerrados de c¢; X para todo s € S e i € IN. Dado que la
suma discreta de espacios localmente compactos es un espacio localmente compacto,
se sigue que X = ®SES ¢s X5 es localmente compacto y por lo tanto Cech completo.
Como X —P,cg Xs = Uien (Uses Fs7i) y los conjuntos (J,cg Fis,q son cerrados en
X para todo ¢ € IN, tenemos que la suma @Ses X, es un espacio Cech completo.

]

ses Xs €8 Cech completo si y sélo si cada espacio X,

X, un espacio Cech completo. Puesto que cada
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1.21. Proposicién. Si f: X — Y es una funcién perfecta, entonces para cualquier
conjunto B C Y, la funcién fg : f~Y(B) — B que asigna a cada x© € f~Y(B) el
punto f(x) € B, es perfecta.

Demostracién. Tomemos un conjunto cerrado A C f~1(B). De las igualdades

fB(ANf7H(B)) = fF(Anf7H(B)) = f(A)N

se desprende que fp es cerrada. Dado que fz'(y) = f~'(y) con y € B, la fibra
f,;l(y) es un conjunto compacto para todo y € B.

]

1.22. Lema (Teorema de Kliushin). Una funcién perfecta y sobre f : X — Y
no se puede extender continuamente sobre un espacio Z de Hausdorff para el cual
Z-X#0yX =172

Demostracién. Supongamos que la funcién F': Z — Y es una extension continua
de la funcion perfecta f, donde Z es un espacio de Hausdorff con las propiedades
mencionadas. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que Z = X U {z} con
r ¢ X. Dado que la fibra f~1(F(r)) es un conjunto compacto y = ¢ f~1(F(x)),
existen U,V C Z abiertos y ajenos tales que z € U y f~*(F(z)) C V. El conjunto
f(X — V) es cerrado en Y, por lo que F~'(f(X — V)) es cerrado en Z. Por
consiguiente

X-VcX-VCcFYfX-V)=f1f(X-V)CX,

Como z € X — V, de lo anterior obtenemos la contradiccién z € X, es decir,
X=X=7
[]

1.23. Teorema. Sea f: X — Y una funcién continua. Las siguientes condiciones
son equivalentes

(i) f es perfecta;

(ii) Para toda compactificacion oY deY, la extension F,, : BX — oY de f satisface
Fo(BX —X)CaY —-Y;

(iii) La extensiéon F : X — BY de f cumple F(X — X) C fY —Y;

(iv) Existe una compactificacién oY tal que la extension F, : X — aY de f
cumple con F,(8X — X) C aY —Y.

Demostracion. Supongamos que la funciéon f : X — Y es perfecta y tomemos la
extension F, : X — aY. Debido a que f puede ser extendida sobre el conjunto
7Z = F;YY), del lema anterior se sigue que Z = X, por lo tanto F,(8X — X) C
aY =Y, con lo que se establece (1)==-(ii). Las implicaciones (ii)==(iii) y (iii)=(iv)
son obvias. Como F, es perfectay F,[F;1(Y) = F,|X = f, la prueba de (iv)=(i)
la obtenemos de la proposicion 1.21.

]
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1.24. Teorema. Si f: X — Y es una funcién perfecta y sobre, entonces el espacio
X es Cech completo si y sélo si Y es Cech completo.

Demostracién. Consideremos la extensién F' : fX — Y de f. Por el inciso (iii)
del teorema anterior, la funcién F' verifica F(X — X) C BY — Y. Por lo tanto
F(BX — X) = BY —Y. Supongamos que X es Cech completo. Luego, X — X =
Une]N F,, donde F,, es un subconjunto cerrado de X para todo n € IN. Asi que

F(BX — X) (UF):UF(Fn):ﬁY—Y.

nelN neclN

Dado que F(F,,) es cerrado en Y para toda n € IN, el espacio Y es Cech completo.
Para probar la suficiencia, sea 8Y —Y = J, o Kn donde K, es cerrado en SY
para toda n € IN. De aqui se desprende

ﬁX—X:F‘l(ﬂY—Y):F_l( U Kn) - |J F

nclN nelN

donde F~1(K,) es cerrado en 3X. Por consiguiente, el espacio X es Cech completo.

[

Sea X un espacio de Tychonoff y A C X. La familia B C T(X) recibe el

nombre de base para A en X si todos los elementos de B contienen a A y si U es

un conjunto abierto que contiene a A, entonces existe B € B tal que A C B C U.

El cardcter de A en X, denotado por x(A, X), es el minimo de todos los niimeros
cardinales |B|, donde B es una base para A en X.

Diremos que un espacio de Tychonoff X es de tipo puntual numerable si para todo
x € X existe un subespacio compacto K C X tal que z € K y x(K,X) < w.

1.25. Proposicién. Todo espacio Cech completo es de tipo puntual numerable.

Demostracién. Sea X un espacio Cech completo. Luego, X = Npew Gn donde
G, € T(BX). Tomemos cualquier z € X. Existe U; € T(5X) tal que z € Uy C
U, C Gy. . _Supongamos que tenemos la sucesion {Ui}i<k C T(BX) para la cual
x € U; CU; C G;coni < k. Consideremos Uyy1 € T (3X) que satisface x € Uy 41 C
U1 C U N Gpy1. De esta forma, obtenemos una sucesion {Uy, },ew C T (8X)
tal que 2 € N,ewUn = Mpenw Un C Npenw Gn = X. Haciendo K = N, e Un
obtenemos lo pedido.
[

Un espacio X de Tychonoff se llama casi Cech completo si X contiene un
subespacio denso y Cech completo. En el teorema 1.33 probaremos que la casi
Cech completitud se preserva bajo funciones abiertas; pero antes, introduzcamos el
concepto de espacio de Baire y algunas de sus propiedades.
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Un espacio topolégico X es de Baire si la interseccion de una familia numerable de
subespacios abiertos y densos en X, es un subespacio denso en X.

Dado un espacio topolégico X, se dice que el subconjunto A C X es de primera
categoria si A = |J,,cpv An donde int( A, ) = (), para todo n € IN. El subconjunto
A C X es de sequnda categoria si A no es de primera categoria.

1.26. Teorema. Un espacio X es de Baire si y solo si todo subconjunto abierto y
no vacio de X es de la segunda categoria.

Demostracién. Sea X un espacio de Baire. Tomemos G € 7*(X). Supongamos

que G es de la primera categorfa. Luego, G = (J, . Grn donde int(G,) = () para
todo n € IN. Debido a que G C |,y G, obtenemos X — G O (N, o (X — Gr).
Por hipétesis, el conjunto [, cpn (X — G,) es denso en X, ya que X — G, lo es para

todo n € N. Por lo tanto X — G = X —G D (,en(X — Gn) = X. De aqui se
desprende que G = (), lo cual es una contradiccidn.

Supongamos ahora que todo subconjunto abierto y no vacio de X es de la segunda
categorfa. Tomemos una familia {Uy,},ey € 7(X), donde U,, = X para todo
n € N. Sea G € T*(X). Probemos que G(\(N,ex Un) # 0. Puesto que cada
abierto U, es denso en X, tenemos que int(X — U, ) = int(X — U,) = . Por lo
tanto, el conjunto A = J,,cpv(X —Uy,) es de primera categoria. Tomando en cuenta

que el abierto G es de segunda categoria, concluimos que GN (X — A) # (), es decir,

G m(ﬂne]N Un) 7é 0.
[

1.27. Teorema. Si X es Cech completo entonces el espacio X es de Baire.

Demostracién. Supongamos que X es un espacio Cech completo. Sea U =
{Un} nev una sucesién completa de cubiertas abiertas de X. Consideremos una fa-
milia {V},},,e de subconjuntos abiertos y densos de X. Sea G € T*(X). Probemos
que G ﬂ(ﬂne]N Vn) # (). Puesto que V7 es un subconjunto denso de X, tenemos que
GNVy # (. Escojamos x € G N V. Existe U; € Uy tal que o € U;. Por regularidad,
existe Gy € T (z, X) para el cual x € G; C G1 C (V; NG)NUy. Similarmente, como
G1 N Vs # () podemos encontrar un Gy € T*(X) tal que Gy C G C (Vo NG1) NUs,
donde Uy € Uy. Continuando con este procedimiento, obtenemos la sucesion decre-
ciente {Gp }nen C T*(X) que satisface

(a) -++Go C Gy C Gy C Gy CG,
(b) G, C U, € U, para todon € N, y
() G €GN (Nicy Vi)

De (a) y (b) se desprende que la familia de subconjuntos cerrados F = {G, }ncN s
centrada y estd dominada por la sucesion U. Dado que U es completa, obtenemos que

NF =Nyew Gn # 0. De aqui y de la propiedad (c) resulta que G ((N,e V) # 0
[]
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1.28. Proposicién. Si X = D y D es de Baire, entonces el espacio X es de Baire.

Demostracién. Sea {U,},cv C 7(X) donde U, = X para cada n € IN. Por
demostrar que mnE]N U, = X. Para cada n € IN obtenemos que DNU, = U, =
X = D. Por ser el subespacio D de Baire, se desprende que [),.n(D NUy,) = D.
Por lo tanto X = D =, cn(DNU,) C DN, ew Un = Nyew Un:

]

Aplicando el teorema 1.27 y la ltima proposicién, obtenemos el siguiente coro-
lario.

1.29. Corolario. Si X es un espacio casi Cech completo, entonces X es de Baire.

1.30. Teorema. Sea f : X — Y una funcién abierta, donde X es de Baire. En-
tonces Y es un espacio de Baire.

Demostracién. Supongamos que U,, € T(Y) es denso en Y para todo n € IN.
Como f es una funcién abierta, el conjunto V,, = f~1(U,) es denso y abierto en
X para todo n. De modo que G = [({V,, : n € IN} es denso en X y por lo tanto
H = f(G) es denso en Y. Observése finalmente que H C (\{U,, : n € N} y por lo
tanto (J{U,, : n € IN} es denso en Y.
[
Decimos que una familia U C exp(X) es una casi cubierta de X si X = JU
(ver [AL] y [Fr3]) En el caso en que U C 7 (X) sea una casi cubierta de X, diremos
que U es una casi cubierta abierta de X. Una sucesién {U,,},cn de casi cubiertas
abiertas de X se llamara abierta-completa si cualquier familia centrada F C T (X)
tal que F N U, # () para todo n € N, verifica (| F # 0.

1.31. Teorema. Un espacio X es casi Cech completo si y sélo si X posee una
sucesion abierta-completa de casi cubiertas abiertas.

Demostracién. Sea G un subespacio Cech completo y denso en X. Tomemos una
sucesién completa G = {Gy},,ew de cubiertas abiertas de G. Para cada n € IN
hagamos U,, = {U € T(X) : UNG € G,}. Verifiquemos que {U,},cN es una
sucesién abierta-completa de casi cubiertas abiertas de X. Sea n € IN. Es evidente
que U, C T(X). Consideremos un H € 7*(X). Puesto que G es denso y G C |JU,,
tenemos que ) # HNG C H((UU,). De aqui concluimos que H NU # ()
para algin U € U,. Por lo tanto X = [JU,. Ahora probemos que la sucesién
{Un}nev es abierta-completa. Consideremos una familia centrada F C T (X) tal
que F NU, # 0 para todo n € IN. Observemos que Fg = {FNG : F € F} es una
familia centrada de subconjuntos de G. Sea n € IN. Tomemos F,, € F NU,,. Luego,

(F,,NG) € G, N Fg. De la completitud de G, obtenemos ﬂ}"—GG # (). Debido a que

0 # ﬂ]:—GG C NFe = Nper FNG C NF, concluimos que la sucesion {Uy, },eN
es abierta-completa.
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Para probar la suficiencia, tomemos una sucesion abierta-completald = {Up, } e de
casi cubiertas abiertas de X y demostremos que G' = [, ¢y (U Z/{n) es un subespacio
denso y Cech completo de X.

Sean € N. Consideremos la familiald, = {V € T(X):V C U para algin U € U, }.
Es inmediato que UU, = UlUp y U, < U,. La familia 4, =U, NG = {V NG :
Veu, } C T(G) es una cubierta de G. En efecto, tomemos un = € G. Luego,
z € JU,, de donde z € V para algin V € Z/{ De modo que Z/{ cubre a G.
Probemos que la sucesion {U}ev es completa. Sea F Cexp (G) una familia
centrada tal que F N, # 0 para todo n € N. La coleccién W = {W € T(X) :

W D F para algin F € F} es una familia centrada de subconjuntos abiertos de X.
Notemos que si F' € fmu;’ entonces FFC V C U, donde V € Z/{,’L y U € U,,. Luego,
WNU, # 0 para todo n € IN y como U es abierta-completa, se desprende que

AW # 0. Tomemos un = € (W y verifiquemos que = € ﬂ?G Si suponemos lo
contrario, entonces existe un F' € F para el cual =z ¢ F=FNG. De L{ NW#0D
se desprende que z € V,, con V,, € in y todo n € IN. De aqui, y de la deﬁn1c10n
de Z/ln, se sigue que r € ﬂnE]N(UZ/[ ) = G, y por lo tanto z ¢ F. Escojamos
un H € T(z,X) tal que H N F = (). De aqui resulta que X — H € W. Asi que

Y -7 . —=G
obtenemos la contradiccién z € X — H, y en consecuencia = € [ F .

Para concluir con nuestra demostracion, verifiquemos que G es un subconjunto
denso de X. Sea U € T*(X). Existe Uy € Uy tal que Uy NU # ). Tomemos un
Hy € T*(X) parael cual H; C Hy C UyNU. Procediendo por induccién, obtenemos
las familias de abiertos no vacios B = {U,, : U, € Up,n € N} y H = {Hp}neN
tales que H, C UN(NrZ H:) NN, Ui). Como Hyyy € Hy y Hy, < (N, Uk,
donde j, = max;<,ki, la colecciéon F = HU B C T*(X) es una familia centrada
y verifica F NU,, # () para todo n € IN. De lo anterior, y por ser la sucesién
U abierta-completa, obtenemos 0 # NF C (e Hn = Nypew Hn = H. Pero
H C,ew Un C G, de donde se concluye que U NG # 0. -

1.32. Lema. Sea {U,},cN una sucesién abierta-completa de casi cubiertas abier-
tas de X. Para cada n € N, tomemos H, = {H € T*(X): H C U conU € U,}.
Entonces {Hn },eIN €s una sucesion abierta-completa de casi cubiertas abiertas de
X y cada H,, es una m-base.

Demostracién. Puesto que U,, C H,,, tenemos que X = |JH,, para todo n € IN.
Para verificar que {#, },cv es abierta-completa, consideremos una familia centrada
F C T(X) tal que FNH, # 0 para todo n € IN. Tomemos

F' ' ={U: existeun n € N tal que U € U,, y U D H para algin H € FNH,}.

La familiav}"” = FUF es centrada y verifica F NUy, # 0 para todo n € IN. Debido
a la casi Cech completitud de X, se sigue que ((F" # 0. Tomando en cuenta la

relacién (F" C N F concluimos que {H,},cN es abierta-completa. Sea n € IN.
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Tomemos un G € T*(X). Como U, es casi cubierta, existe U € U,, para el cual
GNU #0. Por lo tanto G D (GNU) € Hy,, de donde H,, es una m-base para todo
n € IN.
[
Recordemos [Ku] que dado un conjunto (X, <) parcialmente ordenado, un sub-
conjunto A C X se llama cadena si a < b 6 b < a para todos a,b € A. El conjunto
(X, <) tiene cadenas acotadas, si para toda cadena A C X existe un = en X tal
que a < z para cada a € A. Un elemento xy € X se llama maximal si, g < y
implica o = y para todo y € X. El Lema de Zorn nos afirma que todo conjunto
parcialmente ordenado con cadenas acotadas tiene un elemento maximal.

1.33. Teorema. Sea f : X — Y una funcién abierta y sobre. Si X es casi Cech
completo, entonces Y es un espacio casi Cech completo.

Demostracién. En virtud del teorema 1.31, existe una sucesién abierta-completa
{Un},en de casi cubiertas abiertas de X. Tomemos la sucesién {Hy,},cN propor-
cionada por el lema anterior y construyamos una sucesién {#, },cw tal que para
todo n € IN se cumplan

(i) Hy, C Has

(i) H,, 41 es un refinamiento de H,,;

(i) Si Hy, Hy € H, con Hy # Hy entonces f(Hy) N f(Hy) = 0;

(iv) la familia f(#,,) es ajena, y Y = {J f(#.,).

Sea Py = {y C Hi1 : f(v) es ajena}. Proporcionemos un orden parcial < en P;.
Para cualesquiera 71,72 € P1, diremos que v; < 2 si y sélo si y; C v2. Es claro
que P; tiene cadenas acotadas. Sea H; un elemento maximal de P;. Verifiquemos
que la familia H; satisface (i)-(iv). La propiedad (ii) se sigue por vacuidad, la (i),
(iii) y la primera parte de (iv), de la definicién de #,. Probemos que Y = | f(H})
SiG=Y —-Uf(H} € T*(X), entonces f~1(G) € T*(X). Por ser H; una m-base,
existe U € H; para el cual U C f~(@). Consideremos H* = #,U{U} C H;. Dado
que f(U) C G, la familia f(H*) = f(H,)U{f(U)} es ajena. Por lo tanto, H* € Py,
contradiciendo de esta forma la maximalidad de H;.

Supongamos que tenemos H, Mo, ..., H, que satisfacen las condiciones (i)-(iv).
Para cada U € H,,, tomemos un elemento maximal H,, _,(U) de la familia

Prt1 = {’y CHpsr: U ¥ CU, y f(v) es ajena }

La familia ’HInH = Uven ’H;H(U) cumple con las condiciones (i)-(iv). En efecto,
la primera de ellas se cumple debido a que ’H;H(U) C Hpy1 para todo U € H,,.

Dado H € Hp41, existe U € ’H;L tal que H C U, asi que es valida (ii). La
propiedad (iii) y la primera parte de la (iv) son satisfechas debido a lo siguiente.
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Sean Hy, Hy € H;z—f—l con H; # H,. Luego existen Up,Us € ’H;I para los cuales
H, CcU; y Hy C Uy SiU; = Uy =U entonces Hy, Hy € 7'[;1+1(U), y por lo tanto
f(Hy) N f(Hs) = 0. En caso contrario, tenemos que f(Uy) N f(Uz) = ) y como
consecuencia f(Hy) N f(Hz) = 0. Ahora verifiquemos que Y = |J f(H,,,,). Sea

U € H, . Por la maximalidad de ’H’nH(U), obtenemos que f(U) C U f(H,,41)- De
aqui y de la definicién de ’H;I 41 se desprende que

Ur)= U roc U UrHa)c J Ur@,,@) =

UeH, UeH, UeH,,

~Ur(U #ora@) =U s o).

UeH,

Por lo tanto Y = {J f(H,,) C U f(Hp41), de donde Y = f(H;,41)-

Probemos que la sucesién de casi cubiertas abiertas {f(#,,)}nen de Y es abierta-
completa. Sea F C T(Y) una familia centrada tal que F N f(H,,) # 0 para todo
n € IN. Para cada n tomemos F,, € F N f(#H,,). Luego F, = f(H,) para algin
H, € H,. Como F, .1 N F, # 0 se desprende que H, 1 C H,. En efecto, como
H,., € 7'[;1+17 por la propiedad (ii) existe un H' € ’Hln tal que H,,1 C H'. Si
H' # H,, entonces f(H')N f(H,) =0, lo cual contradice que F,, 11 N F, # 0 y por
lo tanto H' = H,,. Como consecuencia de lo anterior, tenemos que la familia
D={f"Y(F)NH,:FeF,neN}cCT*X)
es centrada. En efecto, consideremos (f~1(Gyn,) N Hy,, ) N (f~HGpy) N Hypy) Ne-- N
(f_l(an) NH,, )= =Y i1 Gn;)NHy, conp € N,Gy, € Fynp=max{n;}j<,.
Para cada n; escojamos F,, € F N f(’H'nj), asi que G = G, NGp, N+ NGy, N
Fo,NFy,N---NF, = ?:1% NE,, #0.
Tomemos un y € G, luego y = f(hy,, ) para algin h,, € H,, y como y € ﬂ?zl Gn,
obtenemos que h,, € f~( ?:1 Gn,;) N Hy,, es decir, la familia D es centrada.
De H,, C f~!(F,) y por (i) obtenemos que H,, € D N H, para todo n y por ser
{Hn}neN abierta-completa, existe un z € ﬂﬁX. Por lo tanto, para todo F' € F
X _
tenemos que z € (f~1(F)N Hy) ,y en consecuencia f(x) € f(f~1(F)NHy) C F.

De aqui concluimos que la sucesién {f(#,,)}nen €s abierta-completa. En virtud
del Teorema 1.31, el espacio Y es casi Cech completo.

]

1.34. Ejemplo. [CCN] Existe un espacio no Cech completo que posee una cubierta
abierta y puntualmente finita de subespacios Cech completos.

Demostracién. Sean los conjuntos C = {f : N — w; : f es creciente} y Y = {0 C
C:|f(N)Ng(IN)| < w para f,g € 6 con f # g}. Introduzcamos un orden parcial
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en ). Para cualesquiera 01,02 € ), diremos que §; < do si y sélo si 01 C d2. Es
evidente que < es un orden parcial en ). Afirmamos que cada cadena es acotada.
En efecto, sea C' C Y una cadena. Probemos que existe d € ) tal que v < § para
todo v € C. Sea § = UC. Es claro que v < ¢ para cualquier v € C y también
lo es el hecho que 6 C C. Sean f,g € § con f # g. Luego, f € v1 y g € 2 para
determinados v1,72 € C. Como C es cadena, podemos suponer que vy C 72, de
donde f,g € 2. Por lo tanto, el conjunto f(IN) N g(IN) es finito. De lo anterior se
desprende que § € V.

Sea Y un elemento maximal de ). Tomemos el conjunto X =Y UV donde

V=w X [Y]<¥={(a,¢): @ € wy y ¢ es un subconjunto finito de Y}.
Dados y € Y y n € IN consideremos los conjuntos

D(y,n)=y({m e N:m >n}) C wy,

Uly,n) ={y}U{(x,¢) e X:ycpyacD(ymn)}
U, ={U(y,n):ye YU {{v}:v eV}

Dado y € Y, hagamos B, = {U(y,n) : n € N}. Si y € V hacemos B, = {{y}}. Es
facil ver que las familias {B, : € X} generan una tnica topologia 7 como bases
locales.

Observemos que para cada n € IN, la cubierta abierta U, es puntualmente
finita y estd constituida de subespacios Cech completos. En efecto, sea z € X.
Verifiquemos que {U € U, : * € U}| < w. Consideremos el caso cuando = € V.
Luego, © = (o, ¢p) con o € wy y ¢o un subconjunto finito de Y. De la definicién
de U(y,n) se sigue que = € U(y,n) si y & ¢o. Por lo tanto {U € U,, : x € U} C
{U(y,n) :y € po}U{{z}}. Ahora bien, si z € Y, entonces x = y para alguna funcién
y € Y. De modo que {U € U,, : v € U} = {U(y,n)}. En ambas posibilidades se
obtiene que |[{U € U,, : x € U}| < w. Para demostrar que los elementos de U, son
subespacios Cech completos de X, basta con probarlo para cada vecindad U(y,n).
Notemos que todos los puntos de U(y,n) son aislados, excepto la funcién y. La
familia {Bg}rew C U(y,n), donde By = {y} U {(ax,¢) € X : y € ¢y o =
y(n 4+ k)}, es base en y. Por lo tanto, la Cech completitud de U(y, n) se sigue del
teorema 1.18.

Probemos que X no es Cech completo. Supongamos lo contrario. Sea {An}nen
una sucesion completa de cubiertas abiertas de X tal que \,, C B para todon € IN
(proposiciénl.17). Sin perder la generalidad, podemos suponer que A, C J,—,, Us.
En efecto, para cada n € IN sea )\’n =MAB, ={UNV :U € \,,V € B,},
donde B,, = U,—,, Ui. Es inmediato que X = J A, ¥y A, C T(X) para toda n € N.
Afirmamos que la sucesién A = {)‘In}nE]N de cubiertas abiertas de X es completa.
Sea F C exp(X) una familia centrada. Supéngase que existen {F,,} C Fy {W,} C

22



A con W, € )\’n, tales que F,, C W, para todo n € IN. Como )\;1 C A, obtenemos
que F,, C U, para algin U,, € \,, y todo n € IN. Debido a que la sucesién {\, },eN
es completa, concluimos que (| F # (). Haciendo A, = )\;L para todo n, obtenemos
lo deseado.

Para cada n € IN consideremos el conjunto D,, = {D(y,m) : U(y,m) € A\,,y € Y}.
Sea D = (yenUDn C wi. Afirmamos que D # (. Si D = ) entonces w; =
Unew (w1 — UDr). Existe ng € IN para el cual |w; — UDy,| = wi. Luego, existe
una funcién creciente z : N — w; tal que z(IN) N (UD,,,) = 0. Por la maximalidad
de Y, elegimos y € Y tal que |y(IN) N 2(IN)| = w. Probemos que y & |JAn,, lo
que contradice que \,, sea cubierta. Si y € [JA,, entonces y € U(y, m) para
algin m > ng. Dado que U(y,m) € A,, se sigue que D(y,m) € D,,. Luego,
D(y,m) N z(IN) = 0. Asi que |y(IN) N 2(IN)| < w, lo cual es contradictorio con la
eleccion de y. Por lo tanto D # ().

Sea 3 € D. Para cada k € IN existen yp € Y y ng > k tales que 8 € D(yg, ng)
y Ulyk,ng) = Hp € A;. Notemos que la sucesiéon {yi}renw es infinita. De lo
contrario, existe kg € IN tal que y = yi para todo k£ > ky. De aqui resulta que 3 €
D(y, m) para todo m >max{ny,na, ..., ng, } lo que contradice que (), .y D(y,n) =
(). Consideremos la familia centrada de cerrados {F, },,c v donde F,, = {(5,¢;) : j >
n}y ¢; = {yi}i<;. Es claro que F;,, C H, para todo n. Puesto que [, .v Fro = 0,
se contradice la completitud de {A\,},cIN-

]

1.35. Lema. Sea f : X — Y una funcién abierta y sobre, donde Y es un espacio
paracompacto y X un espacio de Tychonoff. Consideremos un subespacio abierto
G de Z = F~1(Y) para el cual f(XNG) =Y donde F es la extensién continua de f
sobre X y Y. Entonces existe H € T*(Z) tal que f(XNH) =Y yclz(H) CG.

Demostracién. Usaremos la convencién clz(G) = G para todo G C Z. Fijémos
y €Y. Sea z, € f~'(y) N X NG. Por regularidad, existe V(y) € T(Z) para el cual
zy € V(y) CV(y) CG.

Observemos que la coleccién V = {f(X NV (y)) : y € Y} es una cubierta abierta

de Y. En efecto, comoy € Y y 2, € V(y) C V(y) C G vemos que y = f(z,) €
f(X N V(y)) Puesto que el espacio Y es paracompacto, existe un refinamiento
abierto localmente finito i = {Us : s € S} de V. Para cada s € S fijemos y(s) € Y
tal que Us C f(X NV (y(s)) y consideremos el conjunto

H={J V)N ().

SES

Probemos que H es el conjunto deseado. Es evidente que H € T*(Z). Para
cerciorarnos de la igualdad f(X N H) = Y, tomemos y € Y. Luego y € Ug C
F(XNV(y(s)) para algiin s € S. De modo que y = f(z) para algin z € XNV (y(s)).
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Como z € XNV (y(s))Nf~1(y) obtenemos que z € XNV (y(s))Ng~1(Us) € XNH,
y por lo tanto Y C f(X N H).

Finalmente, obtengamos la contencién H C G. Nétese que {g~*(Us) : s € S} es
una familia abierta localmente finita de Z, pues {Us : s € S} lo es de Y, y por lo
tanto también lo es la familia {V(y(s)) N g~ (Us) : s € S}. De ésto se desprende

que
H= U (V(y(s)) ﬂg_l(Us)) C U V(y(s)) CG.

seS sES

]

1.36. Teorema (Pasynkov). Sea f : X — Y una funcién abierta y sobre, donde el
espacio X es Cech completo y Y es paracompacto. Entonces, existe A C X cerrado
v G5 tal que la restriccion fl|A: A — Y es una funcion perfecta y sobre.

Demostracion. Consideremos la extensién F' : X — GY de la funcién f y la
funcién perfecta g = Fy : Z — Y donde Z = F~1(Y). Al igual que en la de-
mostracion del lema anterior, cuando explicitamente no se indique otra cosa, dado
cualquier G C Z, usaremos la convencién clz(G) = G. Como X es Cech com-
pleto y Z C BX, podemos expresar al espacio X de la forma X = ﬂie]N G; donde
G; € T*(Z) para todo i € IN. Ahora, definamos inductivamente una sucesién
{H;}icw C T*(Z) donde Hy = Z, tal que para todo ¢ € IN se cumplan las siguientes
condiciones

(1) H,CcG,NH;_1y

(i) f(XNH;)=Y.

Supongamos que hemos construido H;_; que satisface (i) y (ii). Dado que el con-
junto G = G; N H;_1 es un abierto no vacio en Z y se cumple la igualdad

Y = f(X N Hi—l) = f(X NG; N Hz’—l) = f(X N G),

el lema anterior nos proporciona un H; € T*(Z) con f(XNH;) =Y y H; C
G; N H;_;. De las contenciones

H,CH; CG;NH;—1 CH;_ (*)

obtenemos ;e Hi € Niew Hi € e Hi, de donde (;eg Hi = ;e Hi- Che-
quemos que el conjunto A = (Ve Hi = ;e Hi satisface la conclusién del teo-
rema.

Tomando en cuenta que H; C GG; para toda ¢ € IN, obtenemos que A es un subcon-
junto cerrado y G5 de X.

La restriccién f[A es una funcién perfecta, debido a que g[A es perfecta y a la
igualdad flA=g[A, pues AC X C Z.
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Finalmente, deduzcamos la igualdad f(A) =Y. Sea y € Y. De (ii) se desprende
que f~1(y) N H; # () para todo i € N, y por (%) la familia {f~!(y) N H; : i € N} es
centrada en f~1(y). Por lo tanto

0+ N @NE) =1 T =1"w(A

i€IN i€IN

lo cual implica que y € f(A).

El espacio pw
Consideremos w con la topologia discreta.

Sea fw = w U {€ : £ es ultrafiltro en w con (& = 0} y w* = fw — w. Definiremos
una topologia en el conjunto fw.

Para cualquier U C w, consideremos [U] = {{ e w* : U € ¢} y U = U U[U].

1.37. Lema. Para cualesquiera U,V C w se cumplen las siguientes propiedades
() UNV =0nV.

() UuV=0uV.

(c) w—U = pw-0.
Demostracién. Para verificar (a) y (b), basta probar las igualdades (a’) [U N
Vi=[Uln[V]y (b)) [UUV] = [U]U[V]. Estas propiedades se obtienen de las

correspondientes equivalencias
EelUNV]<=UnNVel«=UeclyVet«=Lec[UN[V]y

EeclUUV] <= UUVel«=U€ctoVelEec[UU[V].

De forma andloga, para (c) es suficiente con verificar [w — U] = w* — [U], la cual se

siguede { € [w—Ul<=w-Uel<=Ud{<—¢cw*—[U]
[

Notese que también es valida la igualdad fw = UUCW U. De aqui y por la propiedad
(a), consideremos la tinica topologia 7 en Sw tal que la familia {U }y., es base para
7. El siguiente teorema proporciona algunas de las propiedades basicas de fw.
1.38. Teorema. EI espacio Jw satisface lo siguiente:

(i) w es denso en Bw y los elementos de w son los tinicos puntos aislados de fw;
(ii) fw es un espacio compacto;

(iii) U = U para todo U C w;

(iv) Los conjuntos de la forma [U] con U C w, son los conjuntos abiertos-cerrados
de w*;
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(v) Si A,B Cw con AN B =), entonces AN B = {);
(vi) Si G € T(Bw) entonces G € T (fw).

Demostracién. Sea U € T* (fw). Luego, UNnw= U, de donde w = fw. Si x € w,
entonces {r} = Ec\}, asi que {z} € T(Pw). Reciprocamente, si {x} € T(fw)
entonces {x} Nw # (). Por lo tanto z € w, y (i) queda probado.

Para verificar (ii), probemos primero que fw es de Hausdorff. Sean z,y € fw
con x # y. Debido al inciso anterior, basta considerar los casos (a)z,y € w* y
(b)x € w,y € w*. Para la primera posibilidad, sea U € x — y. Luego, w — U € y.
Por lo tanto, los abiertos ajenos U y (w/—\U ) contienen a x y a y respectivamente.
En el caso (b), tenemos que {z} € y. Asi que x € {z}, y € (w jTJJ}) y los abiertos
{z}, (w jTa:}) son ajenos.

Para probar que Sw es compacto, tomemos una familia centrada de cerrados { Fs}scs
en fw. Para cada s € S se cumple que fw — Fs = UteTs /U\t Por lo tanto

Fs = ﬂ(ﬁw—ff\t): ﬂ (w/—\Ut) con s € S.

teTs teTs

Notemos que {(W/_\Ut)}teusesTs es centrada, pues

(W= TU)N(w = Up) N N(w = Ty,) = (Bw=Tp,) N (Bw—Tp,) -0 (Bw—Ty,) D

Fs,NFs,N---NFs, # 0. En la igualdad hemos usado la parte (c¢) del lema 1.37. De

aqui, la familia {(w —Uy) }teu, T, €s centrada. Sea { un ultrafiltro en w para el cual

{(w=Up) hreu,csr, C & Si(N€ # 0 entonces existe z € wtal que { ={A Cw:z €

A}. De aqui concluimos que z € (\teur, (w — Us) C Nteur, (w—Ut) = (e Fs-
seS seS

Para el caso € = 0, tenemos que & € [teur, (w/—\Ut) =).cq Fs. En ambos casos
S

sES

s€E
obtenemos que (), .o Fs # 0. Por lo tanto, el espacio Sw es compacto.

SES
Probemos (iii). Sea x € A. Dado que A C 121\, el caso © € A es claro. Luego,
podemos suponer que z € A — A. Si z ¢ A entonces A ¢ x. De aqui que w — A € x,
es decir, ¢ € [w—A]. Por lo tanto = € (w/—\A). Como (w/—\A)ﬂA = (), se contradice
que ¢ € A.

Para verificar A C A, tomemos x € A y un elemento basico Ue T (Bw, ). El caso
no trivial es cuando # € A — A. De modo que podemos suponer que x € [A], o
bien, A € x. Dado que U € z y A € z, se desprende que ANU # (. Por lo tanto
UnA+0.

Verifiquemos (iv). Dado que w es un subconjunto abierto de fw, el residuo w* =
fw — w es cerrado y por lo tanto un subespacio compacto de Sw. Por el inciso
anterior, todo conjunto [U] es abierto y cerrado en w*. Ahora supongamos que W
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es un subconjunto abierto y cerrado de w*. La familia A = {[U] : U Cw y [U] C W}
es una cubierta abierta de W. Como W es un subconjunto cerrado de w*, se sigue
que es compacto. Existe {[U;] : U; C w,[U;] € W,i = 1,2,...,k} C A tal que
W = Ule[Ui]. Del lema 1.37 (b) se desprende que W = [Uf:1 U;], es decir tiene la
forma deseada.

Para la propiedad (v) se sigue del lema 1.37 (a) y del inciso (iii) que AN B =
ANB=0=0.

Sea G € T(Bw). Por ser w un subespacio denso de Sw, obtenemos que G = G N w.
De (iii) se desprende que G = G, con lo que queda establecido (vi).

De acuerdo al teorema 1.4, el siguiente resultado nos garantiza que fw es la
compactificacién de Stone-Cech del espacio discreto w.

1.39. Teorema. Sea f : w — Z una funcién continua, donde Z un espacio com-
pacto. Existe una funcién F : fw — Z continua tal que F[w = f.

Demostracién. Sean B, y B> subconjuntos cerrados y ajenos de Z. De acuerdo
a la proposicién 1.2, es suficiente demostrar que f~1(By) N f~1(By) = 0. Como
f7YB1) y f~1(Bs) son subconjuntos ajenos de w, del teorema 1.38 (v) obtenemos
que f=1(B1) N f~1(B2) = 0.

]

1.40. Teorema. El espacio fw satisface |Bw| = 2% y w(Bw) = c.

Demostracién. Consideremos el espacio compacto I, donde I = [0, 1]. Dado que
d(I) = w, del teorema de Hewitt-Marczewski-Pondiczery se sigue que d(I€) = w.
Tomemos un conjunto A C I tal que A = I¢ y |A| = w. Sea f : w — I® cualquier
sobreyeccién. Como w es discreto, f es continua y por lo tanto, existe una funcién

F : Bw — I que verifica Flw = f. Puesto que F(Bw) = F(Bw) D F(w) = A,
tenemos que F(Bw) = F(Bw) D A = I%. Asi que F(Bw) = I%, y por lo tanto
|Bw| > |I*| = 2%. Por otro lado sabemos que |fw| < 92'7) — 92 — o€ Dg
ambas desigualdades concluimos que |Sw| = 2€. Para la segunda parte del teorema,
observemos que de la continuidad de F se desprende que w(Bw) > w(I¢) = «.
Tomando en cuenta que la familia {[/J\'}Ucw es una base para 7T (fw), obtenemos la
desigualdad w(fw) < ¢. Por lo tanto w(fw) = «¢.

]

1.41. Lema. Sea X un espacio regular y F' C X infinito. Luego, existe una familia
ajena {V;}ico C T(X), tal que V;NV; =0 con i # j y V; N F # () para todo i > 1.

Demostracion. Usaremos induccién. Sea Vy = 0. Supongamos que tenemos los
subconjuntos abiertos Vg, Vi,...,V,_1, tales que la familia {Vo, Vi,...,V,_1} es
ajena, Vi NF #£#Qcon1 <k<n—-1yF,_ 1=F— UZ;;W es un conjunto infinito.
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Elijamos a,b € F,,_1 con a # b. Por regularidad de X existen U,V € T*(X) para
los cuales

n—1 n—1
anCUcX—(UVkU{b}> y bchVcX—(UWUU)
k=0 k=0

U siUNF es finito
Sea V,, =

V  de otra forma.

Luego, la sucesién {V;};c. asi obtenida satisface lo requerido.

]

1.42. Proposicion. Todo conjunto cerrado e infinito F' C pw contiene un subcon-
junto homeomorfo a fw. En particular, todo subconjunto cerrado e infinito de fw
tiene cardinalidad 2°.

Demostracién. Consideremos la sucesién {V;};cn proporcionada por el lema pre-
vio y el conjunto A = {a;};cv donde a; € F NV, para todo i« € IN. Como A es
homeomorfo a w, se tiene que A y Bw son homeomorfos. Debido a que A C F,
basta con probar que A es homeomorfo a BA.

Sea f : A — I una funcién continua. Consideremos la funcién f: w — I dada por
N fla;) sineV,Nw
fn) =
0 de otra forma.
Sea <$ : fw — I la extension continua de f Afirmamos que la funcién </b\ también

extiende a f. En efecto, sea a; € A. Para todo i tenemos que a; € V; = V; Nw, asi
que

~ ~

b(a;) € p(ViNw) C $(ViNw) = F(Vinw) = {f(a:)},

por lo tanto $ [A=f. Esto muestra en particular que f se extiende continuamente
sobre A; pues si ¢ = ¢[A entonces p[A = ¢[A = f. Por lo tanto la compactificacién

A de A es equivalente a BA (corolario 1.9).
[

1.43. Lema. Para cualesquiera A, B C w tenemos que [A] C [B] <= |A — B| < w.

Demostracion. Supongamos que A — B es infinito. Existe un ultrafiltro £ en w tal
que A — B € &. Luego, A € £. Puesto que (A — B)N B = (), se tiene que B ¢ . Por
lo tanto [A] ¢ [B]. Para probar la otra implicacién, tomemos ¢ € [A]. Puesto que
el conjunto C' = A — B es finito, vemos que A — C' € £. De aqui resulta que B € &,
es decir, £ € [B].

[
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1.44. Teorema. Si G es un subespacio no vacio y G5 de w*, entonces G tiene
interior no vacio en w*.

Demostracién. Sea G un subespacio no vacio y G§ de w*. Dado que Sw tiene una
base de subconjuntos abiertos-cerrados, se deduce que w* tiene una base subcon-
juntos abiertos y cerrados. De aqui podemos suponer, sin perder la generalidad,
que G = ﬂnE]N U, con U,41 C Uy, U, abierto y cerrado en w* para todo n € IN.

Para cada n tomemos U,, = [4,] donde A,, C w es infinito. De acuerdo al lema 1.43
podemos afirmar que |An+1 A,| < w. Consideremos la familia {A,,},cN, donde

!

A, =;<n Ai- Dado que A, ﬂAn+1 C An+1 y |An+1 A | < w, cada conjunto A,

es infinito. Sea A = {z,},cN donde z,, € An y T, # Ty, para n # m. Si tomamos
en cuenta que |[A— A, | < w, el lema nos garantiza que [A] C [A, ] para todo n € IN.
Puesto que [4,] C [A,], tenemos que [A] C [A,] para todo n € IN. Por lo tanto
G D [A] € T*(w*).

[]

Sea X un espacio topoldgico. El conjunto A C X se llama denso en ninguna parte
en X siint A = ().

1.45. Lema. Supongamos valida la Hipétesis del Continuo. Si F, es un subcon-

junto cerrado de w* e int F,, = () para todo o < wy entonces w* # Ua<w1 F,.

Demostraciéon. Dado que F,, es denso en ninguna parte en w* para todo a < w;
y por el teorema 1.27, el conjunto Go = w* — Ugc, Fp = gcq(w” — Fp) es denso
en w* para todo a < wy. B B

Sea o < wy. Tomemos Uy = Gy y supongamos que tenemos la familia {Ug: B <
a} C I(w*) tal que U, C Ug donde 3 < v < a. Luego, el conjunto ﬂﬁ<a Ug =
ﬂﬁ<a Up es un subconjunto Gs y no vacio de w*. El teorema 1.44 garantiza la
existencia de abiertos no vacios Uy, Uy para los cuales Uy, C (g, Up v Uy C

G, NU!. Tomemos un U, € T*(w*) tal que U, C U/ y por lo tanto U, C ~ Up para
todo B < «a. Luego, tenemos la familia centrada {U ta < wi} tal que Ug C U,
para o < 3 < w1. Como Ny, Ua = Nyco, Ua # 0, elijamos un z € N, Ua
Puesto que U, N F, = () para todo a < wy, tenemos que = ¢ F,, para todo a < w;y.
Por lo tanto z ¢ | J F,, es decir, w* # |

a<lwi a<w1

]

Un punto z en un espacio topoldgico es llamado punto P si la interseccién de
cualquier familia numerable de vecindades de x es una vecindad de z.

1.46. Teorema. La Hipotesis del Continuo implica que existen puntos P en w*.

Demostracion. Denotemos por AC la familia de subconjuntos abiertos y cerrados
de w*. Sabemos por el teorema 1.38 (iv) que |AC| = wi. Sea AC, = {{U;}icw :
U; € AC}. Luego, |AC,| = |AC|¥ = w{ = w1. Sea AC,, = {vp : B < w1}. Para cada
Yo € AC,, tomemos F,, = Frontera(| Jv,). Como F, es la frontera de un conjunto
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abierto, tenemos que F, es denso en ninguna parte en w* para todo o < w;. Por el
lema 1.45, existe x € w* —Ua<w1 F,. Probemos que x es un punto P en w*. Sea U,, €
T (x,w*) con n € IN. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que U,, € AC y
Up+1 C Uy, para todo n € IN. Sea W,, = w* — U,,. Luego v, = {Wy},ew € ACy

para algin o < wi. De aqui resulta que = € |J,,cpw Wn y 2 ¢ Frontera (|J 7). Lo
anterior implica que £ & |J,eny Wa. Por lo tanto, € w* — U,e;wWn = w* —
(w* = Npew Un) =int (N,e Un)» de donde z es un punto P.

[]

1.47. Teorema. Sean A y B subconjuntos numerables de w*. Si ANB = ANB =)
entonces AN B = ().

Demostracién. Sean A = {an}pev ¥ B = {bn}new. Por ser fw un espacio
normal, para cada n € IN existen T,,,U,,V,,W,, € T(fw) tales que T, N U,, =
VoW, =0,a, €T,,BCU,, ACV,yb, € W,. Tomemos los abiertos G,, =
T, N (ﬂk<n Vk) y H, =W,nN (ﬂk<n Uk), con n € N. Asi que a,, € Gy, b, € H,
y para cualesquier n,m € IN obtenemos que Gy, N Hy, = (). Sean C' = |J,,cv Gns
D = U,e Hn- Luego, CND =0, AC C'y B C D. Puesto que DNC =0 y como
C es abierto, obtenemos que D N C = (. De aqui concluimos que AN B = (.
[

Diremos que un subconjunto A de un espacio topolégico X es un conjunto cero
de X si A = f~1(0) para alguna funcién continua f : X — [0,1]. Obviamente todo
conjunto cero de X es cerrado en X. El complemento de un conjunto cero de X
recibe el nombre de conjunto cocero de X.

Dado un espacio topoldgico X, consideremos el conjunto C*(X) = {f : X —
R : fes continua y acotada}. Un subconjunto A C X se dice que es C* encajado
en X si para toda f € C*(A) , existe FF € C*(X) tal que F|A = f. Un espacio
topologico X es llamado espacio F si todo conjunto cocero A C X es C* encajado
en X.

1.48. Lema. Un subconjunto A C X es C* encajado en X si y sélo si cualesquiera
subconjuntos U,V C A completamente separados en A son completamente separa-
dos en X.

Demostracién. Sean los subconjuntos U,V C A completamente separados en A.
Luego, existe una funcién continua f : A — [0, 1] tal que f(U) = {0} y f(V) = {1}.
Por hipétesis existe F' : X — [0,1] para la cual FIA = f. Como F(U) = {0} y
F (V) = {1}, tenemos que los conjuntos U y V son completamente separados en X.
Para probar la otra implicacién, consideremos una f € C*(A). Existe m € R tal
que |f| < m. Tomemos f; = f. Construyamos una sucesion { f,},ew C C*(A) tal
que |fn| < 3r, donde r,, = %(%)n La funcién f; satisface |fi| < 3r;. Supongamos
que tenemos las funciones f; € C*(A) con |f;| < 3r; para i < n. Fijémonos en los
conjuntos A, = {a € A: fo(a) < —rp,} y B, ={a € A: fo(a) > r,}. Luego,
A, y By, son completamente separados en A. En efecto, la funcién F,, =min {1,
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max {0, f”}} verifica F,,(A,) = {0} y F,(By,) = {1}. Por hipétesis, los conjuntos
A, v B, son completamente separados en X. Luego, para cada n € IN existe una
funcién continua g, : X — [—ry, ] tal que gn(Ayn) = {70} v gn(Bn) = {rn}. Sea

fn+1 = fn—gnlA. Tenemos f,4+1(a) € [—2r,,0] cuando a € A,; si a € B, entonces
fnt1(a) € [0,2r,]; v en el caso a ¢ A, U By, obtenemos f,11(a) € [—2r,,2r,].
De aqui se desprende la desigualdad |fn41| < 2r, y como ™+ = 2 concluimos

que |foy1] < 3rpgq. Esto completa la induccién. Consideremos la funcién ¢ :
X — R, dada por ¢g(z) = X,,ewgn(z). En virtud de la condicién suficiente de
Weierstrass, esta serie converge uniformemente. Por lo tanto g es una funcién
continua. Probemos que g[A = f. Observemos que (g1 + g2+ -+ gn)[A = (f1 —

f2) + (fa—f3) + -+ (fu — fat1) = f1 — fay1 y dado que fn11(a) — 0 para todo
a € A concluimos que g[A = f; = f.

[]
1.49. Teorema. Sea X un espacio normal. Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:
(i) Si U,V € T*(X) son ajenos y conjuntos F,, entonces U NV = ().
(ii) Dada cualquier funcién continua f : X — R, los conjuntos cocero
A=posf={z:f(x)>0}=X—{o: f(x) <0} =X —{z: (f+[f])(x) =0}y

0}
B=negf=A{z:f(z) <0} =X —{z: f(z) 20} =X —{z: (f - [f])(=) = 0}

son completamente separados.

(iii) X es un espacio F.

Demostracién. Probemos (i)= (ii). Como los conjuntos abiertos y ajenos A, B
son conjuntos cocero en el espacio normal X, tenemos que A y B son subconjuntos
F, de X. Por hipétesis AN B = (). Por ser X un espacio normal, los conjuntos A
y B son completamente separados.

Ahora demostremos la implicacién (ii)= (iii).

Sea A C X un conjunto cocero de X. Consideremos los subconjuntos U,V C A
completamente separados en A. Debido al lema recién probado, basta demostrar
que los conjuntos U y V' son completamente separados en X. Existe h: X — [0, 1]
tal que A = h=1(0,1]. Por ser U,V completamente separados en A, existe una
funcién acotada k : A — R para la cual £&(U) > 0y k(V) < 0. Consideremos la
funcién f: X — R dada por f(z) = k(z)h(z) si z € A; en caso contrario, hagamos
f(z) =0. Como k es acotada, tenemos que f es una funcién continua. Claramente
se cumple que U Cpos fy V Cneg f. De la hipétesis se desprende que U y V son

completamente separados en X. Por el lema, el conjunto A C X es C* encajado en
X.

Ahora probemos la implicacién (iii)==(i). Sean U,V subconjuntos abiertos, no
vacios y F, de X. Como X es un espacio normal, tenemos que U y V son conjuntos
cocero de X. Consideremos la funcién continua f : U UV — [0,1], dada por
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f(U) ={0} y f(V) = {1}. Por ser X un espacio F y U UV un conjunto cocero
de X, existe una funcién continua g : X — [0,1] tal que g[UUV = f. Luego
Ucg0)yV cg(1). De aqui concluimos que U NV = .

[]

1.50. Proposicion. Sean X un espacio normal y A C X un subespacio cerrado.
Si X es un espacio F entonces A es un espacio F.

Demostracion. Consideremos una funcién continua f : A — IR. Probemos que
los conjuntos pos f y neg f son separados en X. Debido a que X es un espacio
normal, existe una funciéon continua g : X — IR tal que g[A = f. Luego pos f C
posg v neg f C negg. Dado que X es un espacio F, existe una funcién continua
h: X — [0,1] para la cual h(posg) = {0} y h(negg) = {1}. La funcién H = hlA
satisface H(pos f) = {0} y H(neg f) = {1}. Por lo tanto A es un espacio F.

[

La siguiente proposicién es una consecuencia inmediata de 1.38(vi) y 1.49(i)

1.51. Proposicion. (w es un espacio F'.

De las dos tltimas proposiciones obtenemos el siguiente resultado

1.52. Corolario. w* es un espacio F.

Ultracompletitud

El siguiente teorema es la base de la definiciéon de los espacios ultracompletos.
Sea X un espacio topologico de Tychonoff. Consideremos un subconjunto A C
X. Recordemos que el cardcter de A en X estd dado por x(A,X) =min{|B] :
B es una base para A en X} (ver pag. 16).

1.52. Teorema. Sea X un espacio de Tychonoff. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

(a) x(X,ecX) < w para toda compactificacion ¢X de X;
(b) x(X,X) < w donde X es la compactificacion de Stone-Cech de X ;
(¢) x(X,eX) < w para alguna compactificacion cX de X.

Demostracién. Las implicaciones (a)==(b)==-(c) son evidentes.

Probemos (c)==(b). En virtud de los Teoremas 1.4 y 1.12, existe una funcién
perfecta f: X — cX talque foB=cy f71(cX —c(X)) = BX — ¢(X). Sea B=
{U,}heN una base para c¢(X) en ¢X. Tomemos la familia B = {f~1(Uy,) }new C
T (BX). Mostremos que B’ es base para 8(X) en fX. Es claro que 8(X) C f~Y(U,)
para todon € IN. Tomemos un V' € T(5X) para el cual 5(X) C V. Consideremos el
conjunto cerrado F' = X — V. Luego, el cerrado f(F') satisface ¢(X) C ¢X — f(F).
Existe U,, € B tal que ¢(X) C U,, C ¢X — f(F). De aqui se desprende que
B(X) C f~HUp,) C f~HeX - f(F)) C BX —F = V. Ahora verifiquemos (b)=>(a).
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Consideremos B = {Up},ew C 7T (BX) una base para f(X) en X y tomemos
cualquier compactificacion ¢X de X. Existe una funcién perfecta f : X — ¢X tal
que fof =cy f(BX—P(X)) = cX—c(X). Sean € N. Consideremos F,, = X —U,.
Como la funcién f es cerrada, tenemos que V,, = ¢X — f(F,,) € T(cX). La familia
{Va}new es base para ¢(X) en ¢X. Es claro que ¢(X) C V,, para todo n € IN.
Tomemos un V € T (cX) para el cual ¢(X) C V De aqui B(X) C f~1(V) € T(BX).
Existe U,, € B tal que B(X) C U,, C f~1(V), de donde f(BX — f~}(V)) C
f(BX — Up,). Por lo tanto

Vip =X — f(Fpy) =X — f(BX = Uy,) CcX — f(BX — f~H(V)) C V.

[

Un espacio X de Tychonoff es llamado ultracompleto si X satisface cualquiera de

las condiciones en el teorema 1.52 ( ver [BY1], [BY2] y [PT]). Es claro de la definicién

que son vélidas las implicaciones: localmente compacto—>ultracompleto—>Cech

completo. En [BY1] se proporcionan los siguientes ejemplos que muestran que las

implicaciones inversas no son ciertas. La demostracién del primero de ellos, también
puede obtenerse como consecuencia inmediata de 3.5.

1.53. Ejemplo. Sea I = [0, 1] con la topologia heredada de R. Consideremos el
subespacio X = I — {% :n > 2} C I. El espacio X es ultracompleto y no es
localmente compacto.

Demostracién. Dado que X no es un subconjunto abierto de I, se desprende que X
no es localmente compacto. Para cada k € N, sea U, = I—{% :n=2,3,....,k+1}.
Verifiquemos que {Ug}rew es base para X en I. Claramente, el conjunto Uy es
abierto en I y X C Uy para todo £k € IN. Sea X C U donde U es abierto en I.
Dado que 0 € X, existe ky > 2 tal que [0 | € U. Por lo tanto, obtenemos que
X C Uko cU.

1
) ko+1

[

Los ndmeros irracionales con la topologia heredada de R es un espacio Cech

completo (ver teorema 1.13). Del siguiente resultado, y también como consecuencia
de 3.5, se desprende que este espacio no es ultracompleto.

1.54. Lema. Sea A C R tal que A =R — A = R. Entonces A no es ultracompleto.

Demostracion. Supongamos que A es ultracompleto. Probemos primero que
X(A,R) < w. Para ello, consideremos la compactificacién de Alexandroff aR de
R. Como A es denso en IR, tenemos que alR también es una compactificacion de
A. Por lo tanto x(A, aR) < w. De aqui resulta que x(A,R) < w.

Ahora consideremos una base {U,, },eN para A en R. Puesto que U,, = IR, tenemos
que V,, = U, N (n,n + 3) # 0 para todo n € N. Dado que también se satisface

R — A = R, existe algtin a,, € R — A tal que a,, € V,, para todo n € IN. Tomemos
el subespacio cerrado D = {ay, : n € N} C R — A. Luego, R — D es un abierto que
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contiene a A y no contiene a U,, para todon € N, pues V,, Z y V,, C U,, con n € IN,
lo cual es una contradiccion.
[
La definicion de la ultracompletitud del espacio X es una definicion que de-
pende de otros espacios: sus compactificaciones. Kl siguiente teorema proporciona
caracterizaciones internas de un espacio ultracompleto.
Dadas dos cubiertas U,V Cexp(X) de un espacio X, decimos que U es un
refinamiento de V, denotandolo por U < V, si para todo U € U existe V € V tal

que U C V. Para una cubierta abierta V de X escribiremos V/ = {UW W C

Vy W< w}. Se dice que una familia F C exp(X) se enreda con una sucesién de
cubiertas abiertas U = {U, },cN, si existe una sucesion {U, },, e donde U, € U,
tal que para todo F € F y todo n € IN se cumple que F NU,, # 0.

1.55. Teorema. Sea X un espacio de Tychonoff. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

(i) X es ultracompleto;

(ii) Existe una sucesion U = {Up }neo de cubigtas abiertas de X tales que si F es
base de filtro que se enreda con U entonces (| F # (;

(iii) Existe una sucesion {Up}ne, de cubiertas abiertas de X tales que para toda
cubierta abierta V de X existe n € w para el cual U,, < V.

Demostracién. (i)=-(ii). Tomemos una compactificacion ¢X de X y una base
B={Up}ncw C T(cX) para X en c¢X. Sean z € X y V,,(z) € T(x,cX) tales que

Va(z) CVo(z)  C U,.

Luego, la familia V,, = {X NV,,(z) : z € X} es una cubierta abierta de X para todo
n € w. Afirmamos que la sucesion V = {V, }ne, satisface (ii). Sea F una base de
filtro en X que se enreda con V. Tenemos que demostrar que NF # ().

Notemos que FX = {FCX : F € F} es base de filtro en ¢X. Por ser ¢X compacto

tenemos que ﬂ?CX # (. Sea H = ﬂ?CX. Basta demostrar que H N X # 0.
Supongamos lo contrario. Existe U, € B, para el cual X C U, C ¢X — H. Dado
que existen puntos zx € X, k € w tales que F N (X NVg(zy)) # 0 para todo F € F
y todo k € w, se obtiene

cX

cX —cX

DL FNXNValzn)  CcF X AXnVa@)) =F NV,

—eX X
Como {F *n Vo(z,)  : F € F} es base de filtro en ¢X se tiene

m (chmmcx> 40,

FeF
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Lo anterior implica que H N U, # ), lo que es una contradiccion.
Val

(il)= (iil) Sea {U,, }new una sucesién de cubiertas abiertas de X que constata (ii).
Demostremos que esta sucesion satisface (iii). Consideremos una cubierta abierta
VY de X. Si V contiene una subcubierta finita de X entonces U, < V¥ para todo
n € w. Luego, supongamos que para toda V' e Vf se cumple que X — V' #+ (. De
lo anterior se sigue que la familia de subconjuntos cerrados F = {X =V : V' € Vf}
es base de filtro en X.

Supéngase que no existe n € w tal que U, < VI. Por lo tanto, para toda n € w
existe U € U,, tal que UN (X — V') # () para todo V' € VF. Asf que, de la hipétesis
obtenemos que

b2NF= N (x-V)=x-|J v

Vieyf Vieyf

Lo anterior contradice que X = |J V7.
A

(ili))= (i). Sea c¢X una compactificacion de X. Tomemos {U,, },c., una sucesién
que garantiza la validez de (iii). Observemos que para para todo U € U,, con n € w,

se cumple que U C inthUCX. En efecto, sea V € T(cX) parael cual U = X NV.
Luego UCX = VCX. Por lo tanto U C V C UCX, concluyéndose de esta forma que
U Cintox U

Para cada n € N hagamos U,, = Uy, (int CXUCX). Es claro que U,, € T(cX)
para toda n y puesto que X C Uy, U obtenemos X C Upgy,, Un. Afirmamos

que la familia {U, },cNn es base para X. En efecto, Sea V € T (cX) para el cual
XcV.

Para cada xz € X existen abiertos ajenos W, y V, talesquexz € W, ycX -V C V,.
Tenemos que W = {X N W, : x € X} es una cubierta abierta de X. Por hipédtesis
existe n € w para el cual U,, < WZ. De aqui se sigue que para todo U € U,, existen
n(U) € w, W;(U) € W y abiertos V;(U) para i < n(U) tales que

n(U) n(U)
vc | JwiU) eX-Vc (Vi) y
1=0 1=0
n(U) n(U)

UWz(U) N nVi(U) =0
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—cX ) ) —cX _ —cX
De aqui U~ cv para todo U € U,,. Por lo anterior y como U C int xU " cU°

obtenemos <
-~ —c
Un = U U C U U cV.
Uvel, Uvel,

]

Diremos que la sucesiéon U = {U,, },,cv de cubiertas abiertas de X es ultracom-
pleta si satisface la condicién (ii) del teorema 1.55. Por lo tanto, un espacio X es
ultracompleto si posee una sucesion ultracompleta de cubiertas abiertas.

1.56. Proposicién. La ultracompletitud se hereda a subconjuntos cerrados.

Demostracién. Sea X un espacio ultracompleto. Consideremos un subespacio
cerrado F' C X y una sucesion U = {U,},cnv de cubiertas abiertas de X que
satisface la propiedad (iii) del teorema 1.55. Sea Ur = {UL'},cN, donde UL =
{FNU : U € U,}. Verifiquemos que la sucesién de cubiertas abiertas Up de
F' satisface la propiedad mencionada. Tomemos una cubierta abierta V de F'y
consideremos la cubierta abierta W = {U € T(X) : FNU € V}U{X — F} de X.
Por hipétesis, existe un ng € IN tal que U,, < W¥. Luego, para cualquier U € Uy,

con FNU # 0, existen m € Ny W; € W, i < m, tales que U C |J,.,, W;. De lo
anterior resulta que U > FNU C (UKm Fn WZ> € VI y por lo tanto UE < V7.
]

1.57. Teorema. Sea f : X — Y una funcion abierta y sobre. Si el espacio X es
ultracompleto entonces Y es ultracompleto.

Demostracién. Sea U = {U, },cIN una sucesién ultracompleta de cubiertas abier-
tas de X. Tomemos W = {W,, } e donde W,, = {W € T*(Y): W C f(U"™) con
U" € U,}. Es claro que W,, C T(Y) y Y = UW, para todo n € IN. Verifiquemos
que la sucesiéon W es ultracompleta. Sea F una base de filtro que se enreda con W.
Podemos suponer, sin pérdida de generalidad que todos los elementos de F son sub-
conjuntos cerrados de Y. Existe una sucesién {W,, },c con W,, € W, para la cual
FNW, # () para todo F' € F y n € N. Luego, la base de filtro f~1(F) se enreda
E)n U. Por hipétesis, existe z € (\per [THEF) # 0. Por lo tanto, f(z) € Nper F.

1.58. Teorema. Sea f : X — Y una funcién perfecta y sobre. El espacio X es
ultracompleto si y sélo si Y es ultracompleto.

Demostraciéon. Supongamos que el espacio Y es ultracompleto. Existe una base
numerable {V,,},,cnv de Y en Y. Del teorema 1.23, la extensién continua F' : fX —
BY de f satisface F(3X — X) C BY —Y. Luego, obtenemos que X C F~1(V,,) para
todon € N. Sea G € T(3X) tal que X C G. Como F(8X —G) C Y —Y, tenemos
que Y C BY — F(X — G). Existe m € N paraelcual Y CV,, CY — F(BX — G).
De aqui se desprende que X C F~1(V,,) € G. Por lo tanto {F~'(V,,)} el es
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base para X en SX. Ahora bien, si X es ultracompleto entonces existe una base
numerable {U,},,cv de X en X. Para cada n € N, sea K,, = X — U,. Luego,
Y Cc pY — F(K,,) = W, donde F es la funcién mencionada con anterioridad. Cada
conjunto W,, es abierto y contiene a Y. Sea V un abierto en Y que contiene a
Y. Luego X C 38X — F~1(BY — V). Existe m € N para el cual X C U, C
BX — F~1(8Y — V). Por lo tanto F~1(8Y — V) C K,, C X — X. Esto implica
que Y C W, C V. Es decir, la familia {W, },cy es base para Y en Y.

[
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Capitulo 2

Aditividad y algunas otras propiedades
de la Cech completitud

En este capitulo, proporcionamos algunos resultados que hemos obtenido con
respecto a la aditividad de la Cech completitud. La Cech completitud no es una
propiedad aditiva. En el ejemplo 2.7 mostramos un espacio topolégico X que es
la unién de dos subespacios Cech completos sin ser Cech completo. Probamos
que si un espacio X posee una cubierta abierta localmente finita de subespacios
Cech completos entonces X es Cech completo (teorema 2.8). En el caso de los
grupos topologlcos demostramos que si un grupo topoldgico es unién finita de
subespacios Cech completos entonces es Cech completo (teorema 2.29). Se dice
que una propiedad P es n-aditiva (en la potencia n € IN) si X € P siempre que
X" = X;UXsU...UJX,, donde X; € P cuando ¢ < n. La propiedad P es
aditiva en potencias finitas si es n-aditiva para todo n € IN. Establecemos que
la propiedad de tipo puntual numerable es aditiva en potencias finitas (corolario
2.5) y proporcionamos un ejemplo que muestra que es consistente con ZFC que la
Cech completitud no es aditiva en potencias finitas (ejemplo 2.26). Existen muchos
resultados referentes a la aditividad en potencias numerables. Tkachuk demostré
en [TkV] que la metrizabilidad es finitamente aditiva en potencias numerables.
En [OY] se prueba que la paracompacidad también cumple con esta propiedad.
En el presente capitulo demostramos que la completitud segin Cech también es
finitamente aditiva en potencias numerables (teorema 2.20).

Aditividad finita de la Cech completitud.

En esta seccion estableceremos algunos resultados acerca de la aditividad finita
de la Cech completitud en potencias finitas. Probaremos que la Cech completitud
es aditiva en espacios metrizables. También demostramos que la Cech completitud
es finitamente aditiva en X“. El primer resultado que proporcionamos se refiere a
la aditividad en potencias finitas de la propiedad de tipo puntual numerable. Para
ello, necesitaremos de los siguientes resultados (véase [Ar2]).
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2.1. Teorema. Sea X un espacio topoldgico.

(i) Si X es de tipo puntual numerable entonces X es la unién de subconjuntos G
en cualquier compactificacion cX .

(ii) Sea K un espacio compacto que contiene a X. Si X es la unién de subconjuntos
G5 en K entonces X es de tipo puntual numerable.

Demostracién. Probemos (i). Como X es de tipo puntual numerable, se sigue
que X = Uzex K, donde ©z € K, y K, es compacto tal que x(K,, X) < w. Sea
c¢X una compactificacion de X. Dado que K, es un conjunto G5 de X también
lo es en cX. En efecto, verifiquemos que x(Kz,cX) < w. Sea K, = [,y Ui con
U; € T(X), i € N. Consideremos los conjuntos V; € T(cX) tal que U; = X NV
para todo ¢ € IN. Ahora bien, verifiquemos que la familia V = {V;},civ C 7 (cX) es
base para K,. Sea V € T(K,,cX). Por ser K, compacto, existe U € T (cX) para
el cual K, CU C U C V. Luego K, C X NU y por lo tanto, existe V;, € V para
algin 79 € IN tal que K, C X NV;, C X NU. De aqui resulta que

K,CViyCcV,y=XnV,, cXNU=UCV.

Con lo que V es base para K, y por lo tanto x(K,,cX) < w.

Ahora probemos (ii). Sea K un compacto que contiene a X y supongamos que
X = Uqez M, donde para cada a € T se tiene que My = [,y U con U € T(K)
e 2 € N. Fijemos un = € X. Luego z € M, para algin o, € Z. Por regularidad,
podemos obtener la sucesiéon {V;**};civ C T (K) que satisface las propiedades

(a) z € V,** C U paratodoi € Ny
(b) Vi* C V™ para j > i.

Consideremos el conjunto compacto F' = [\, Vi™ = Nienw Vi™". Nétese que
x € F. De la propiedad (a) se desprende que F' C X y como F es un conjunto G

de K, también lo es de X. Concluyendo de esta forma que x(F, X) < w.
[

2.2. Coroloario. La propiedad de tipo puntual numerable se hereda a subconjun-
tos cerrados y a subconjuntos G.

Demostracién. Sean X un espacio de tipo puntual numerable y ¢X una compact-
ificacion de X. Consideremos un subconjunto cerrado F' C X. Por el teorema 2.1

(i), tenemos que X = J, o7 Ho donde H, es un subconjunto G5 de cX. Para cada

«a € I, tomemos F, = FNH,. Como F es cerrado, tenemos que F, = FCX NHy,y
por lo tanto F, es un subconjunto G5 de FCX. Dado que F' = UaEI F,,, del teorema
2.1 (ii) se desprende que F' es de tipo puntual numerable. Ahora, sea G C X un
subconjunto G5 de X. Consideremos G = [,y U; donde U; € T(X). Para cada
i € N, escojamos V; € T(cX) tal que V; = X NU;. Dado que para cada a € Z, el
conjunto H, es G en ¢X, tenemos que W, = H, NG = Haﬂ(ﬂiE]NX N Vi) =
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H, ﬂ(ﬂie]N Vi) es un subconjunto G5 de cX. De la igualdad G = |J,c7 Wa y del
teorema 2.1 (ii), se sigue que G es de tipo puntual numerable.

]
2.3. Lema. Si X = A{UA5U...UA, donde A; es de tipo puntual numerable para

todai € {1,2,...,n}, entonces (;—, A; es de tipo puntual numerable.

Demostracién. Por el teorema 2.1 (ii), es suficiente probar que (;_; 4; es unién
. —BX

de subconjuntos G5 del compacto P = ﬂ?zl Azﬂ .

Como A; es de tipo puntual numerable para ’)c(oda it € N, se cumple que A; =

UaeIi G*, donde G?, es un subespacio G de Eﬂ paratodaa € Z; ei =1,2,...,n.

Consideremos A; = A; N P para cada i < n. Luego A; = J ¢z, (G, N P), es decir,

el subespacio A’ es unién de subconjuntos G5 del compacto P para cada i < n. De

la igualdad

U?:1 Aj = U?:1(Ai NP)= Pﬂ(U?:l Ai) =XNP= Xﬂ(ﬂ?:1 EﬁX) = 0?211

se desprende que ﬂ?zl A; es unién de conjuntos G5 en P y por lo tanto es de tipo
puntual numerable.

O
2.4. Teorema. SeaY; x Yo x ---xY, =X, UXoU...UX, donde X; es de tipo
puntual numerable para toda i € {1,2,...,n}. Luego, existe ig tal que el espacio

Y, es de tipo puntual numerable.

Demostracién. Procederemos por inducciéon. El caso n = 1 es claro. Supongamos
que nuestro teorema se demostro para toda m < n.

Supongamos que Y; no es de tipo puntual numerable para toda j < n — 1. Luego,
para cada j < n — 1 el espacio Y} no es localmente de tipo puntual numerable,
es decir, existen y; € Y; tales que cualquier U € T (y;,Y;) no es de tipo puntual
numerable con j < n — 1.

Consideremos el subespacio de tipo puntual numerable F = (,_, X; (lema 2.3)
y el cerrado Y = {(y1,92,--- ,Un-1,y) : ¥y € Y,}. Supongamos que Y — F # 0.
Tomemos un z € Y — F. Luego z = (y1, Y2, - -, Yn—1,Yn) Para algin y,, € Y,. Dado
que z ¢ F existen jo y U; € T (y;j,Y;) para todo j < n tales que V N X;, = () donde
V=U; xU; x ---x U,. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que j, = 1.
Puesto que V C XU X3U...UX,, obtenemos V = X,UX;U...UX,, donde X; =

X;NV es de tipo puntual numerable. Sea V' = Uy xUsx-+-xU,_1. Como V' x {yn}

es un subespacio cerrado de V', se desprende que V' x {yn} = X; U X; u...u X;;
donde X; = X; N (V' x {yn}) es de tipo puntual numerable con 2 < j < n. Dado

"t

que V' x {y,} y V' son homeomorfos, obtenemos V' = X, UX, U...UX, de tal

41



forma que cada X J'-” es de tipo puntual numerable. Por hipdtesis inductiva, existe
io € {1,2,...,n— 1} tal que U;, > y;, es de tipo puntual numerable, lo cual es una
contradiccion.

Por lo tanto Y C F'. En virtud de 2.2 el subespacio Y es de tipo puntual numerable.
Por ser Y y Y,, homeomorfos, se sigue que Y,, es de tipo puntual numerable.

]

2.5. Corolario. Sea X" = X UXsU...UX,, donde X; es de tipo puntual numerable
para toda i € {1,2,...,n}. Luego, el espacio X es de tipo puntual numerable.

2.6. Corolario. Si X" = X;UX,U...UX,, donde X; es localmente Cech completo
para toda 1 < n, entonces el espacio X es de tipo puntual numerable.

Demostraciéon. Por el corolario 2.5, es suficiente demostrar que todo espacio local-
mente Cech completo es de tipo puntual numerable. Sea X un espacio localmente
Cech completo y 2z € X. Tomemos un abierto Cech completo U > z. La proposicién
1.25 garantiza la existencia de un compacto K tal que z € K C U y x(K,U) < w.
Luego, x(K,X) < w y por lo tanto X es de tipo puntual numerable.

[

En el siguiente ejemplo se establece que la Cech completitud no es aditiva.

2.7. Ejemplo. Existe un espacio no Cech completo que es la unién de dos subes-
pacios Cech completos.

Demostracién. Sea X un espacio discreto y no numerable. Consideremos un
punto * ¢ X y el conjunto L(X) = X U {x}. Definamos una topologia en L(X)
de la siguiente forma: exp(X) C T(L(X))y T(x, L(X)) = {{x} U (X — A) : |4]| <
w}. El espacio (L(X),T(L(X))) recibe el nombre de FEztension de Lindeldf de X.
Claramente, los subespacios X y {*} de L(X) son Cech completos. Probemos que
L(X) no es Cech completo. De acuerdo a la proposicién 1.25, es suficiente verificar
que L(X) no es de tipo puntual numerable. Supéngase que existe un compacto
K C L(X) tal que * € K y x(K,L(X)) < w. Notemos que K es finito, pues de lo
contrario, si |K| > w entonces la familia {{k} : k € K — {x}} U{(X — K)U {x}} es
una cubierta abierta de K que no posee subcubierta finita, lo cual contradice que K
sea compacto. Luego, podemos suponer sin pérdida de generalidad que K = {x}.
Tomemos {Up}nev € T(L(X)) una base para x. Para cada n € N, sea U,, =
{x}U(X =V,) donde |V, | < w. Dado que (,,cpy Un = {*}U(X —U,ev V) ¥ como
| Unen Val < w, obtenemos que (), ey Un € T (¥, L(X)). De aqui se desprende que

| Nnen Unl > w, 1o cual contradice la igualdad {*} = N, cn Un-
[]

Como se muestra en este ejemplo, el espacio L(X) no es de tipo puntual numerable
y es la union de dos subespacios de tipo puntual numerable, de modo que si en el
teorema 2.4 reemplazamos la hipétesis I ,Y; = (JI_; X; por I, Y; = Ui~, X;
con m > n, entonces la conclusién es falsa. Observemos también que L(X) x {x} =
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(X x {x}) U{(*,%)} y dado que los subespacios X x {x} y {(*,%)} son de tipo
puntual numerable, en 2.4 tampoco se puede establecer que todos los espacios Y;
sean de tipo puntual numerable.

Sea X un espacio topolégico. Una familia v C exp (X)—{0} se llama localmente
finita, si para todo z € X existeun U € T (z, X) tal que U intersecta s6lo un niimero
finito de elementos de v. La familia v se llama puntualmente finita si la coleccién
vz = {V € v:x € V} es finita para todo 2z € X. En el ejemplo 1.34 proporcionamos
un espacio no Cech completo con una cubierta abierta y puntualmente finita de
subespacios Cech completos.

2.8. Teorema. Si un espacio X tiene una cubierta abierta localmente finita U =
{Ut}ter tal que Uy es Cech completo para todo t € T, entonces el espacio X es
Cech completo.

Demostracién. Sea U;=XNV; donde V; € T(BX), t € T. Consideremos la familia
1= {Vikier v el conjunto

V = {:E € BX : p es localmente finita en x}

El subespacio V satisface las siguientes condiciones
(i) VeT(BX);
(i) X CV.
Demostremos (i). Dado un y € V, existe W € T (y, 5X) tal que

{teT:VinW # 0} <w (1)

Afirmamos que W C V. Sea z € W. Entonces W € T(z,3X) y se cumple (1) por
locual z€ V.

Para verificar la parte (ii), tomemos un z € X. Sabemos que existe W € T (z, X)
tal que

HteT - WnNU #0} <w
Tomemos un G € T (z, 3X) para el cual W = X NG. Asi que

{teT:GNV, 20 =|{tecT: XNGNV, £ 0} =
{teT :GNU#ABH =|{teT:WNU, # 0} <w

Por lo tanto z € V.

Ahora ya estamos listos para probar que X es Cech completo. Observemos primero
que para todo ¢t € T' se tiene que Uy = [, .y V4", donde V;* € T(V;), para todo
n € N, debido a que U; es Cech completo y U, = X NV, = V; para cada t € T. Sin
pérdida de generalidad podemos suponer que para cada t € T' se cumple

vt c v, meNN. (2)
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Sea Vi, = Uer Vi para todon € N. Probemos que X =, oy Va-

Sean € IN. De U, C V)", se sigue que X C UteT V", de donde X C V,,. Esto implica
que X C (,en Vo

Ahora demostremos que ﬂnE]N V, C X. Sea z € mnE]N V,. Como z € V,, para todo
n € IN existe ¢, € T tal que z € V;"" para cada n € IN. Tenemos que V;" C V;, CV
y por lo tanto z € V, lo cual implica que existe W € T(z,V) tal que

{teT :WnV #0} <w.

Como W NV;™ # (), tenemos que W N'V;, # 0 y por lo tanto el conjunto {t, € T :
n € IN} es finito. De aqui se sigue que existe ng € IN tal que para todo m > ng,
se tiene que t,, = t,,. De modo que z € VtTO para todo m > ng. La condicién (2)

implica que z € (e Vit = U, C X.

n

]

Dado que toda cubierta finita es localmente finita, obtenemos como consecuen-
cia inmediata de este resultado, el siguiente Corolario.

2.9. Corolario. Si X = A;UA,U...U A, donde A; es abierto y Cech completo
para 1 <11 < n, entonces X es Cech completo.

2.10. Lema. Si X = A; UA, U...U A, donde A; es Cech completo para todo

i € {1,2,...,n}, entonces ;_, A; es Cech completo.

Demostracién. Es suficiente demostrar que ﬂ?zlfi es un subconjunto Gy del
—BX

compacto P = (,_, A7

Como cada subespacio A; es Cech completo para 1 < i < n, deducimos que

EﬁX —A; = Uje]N F; donde F; es compacto para todo j € IN. Sea A, = A; N P.

—BX
Luego P — A} =P — A; = Pﬂ(Ai - Ai) = Pm(Uje]N Fj) = UjE]N(Fj ﬂP)
De aqui se desprende que P — A. es F,, en P y por lo tanto A} es un subconjunto
G5 de P. Como

Ui:1 A; = Ui:1(AiﬂP) = Pm(U¢:1 Ai) = XﬂP = Xﬂ(mi:1 A; ) = ﬂizl A;
tenemos que ﬂ?:l A; es unién finita de conjuntos G5 en P y por lo tanto es G5 en
P.

]

2.11. Corolario. Si X = AU A, U...UA, donde A; es @ech completo y denso
en X para todoi € {1,2,...,n}, entonces X es un espacio Cech completo.

2.12. Teorema. Si X = A; UA,U...UA, donde A; es localmente Cech completo
para todo i € {1,2,...,n}, entonces X contiene un subespacio abierto no vacio y
Cech completo.

Demostraciéon. Usemos la induccién sobre n. Si n = 1 entonces X es localmente
Cech completo. Tomemos un z € X. Como X es localmente Cech completo, existe
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un abierto U C X tal que z € U y U es Cech completo. Es claro que U # (), asi que
en este caso tenemos el conjunto prometido. Supongamos que nuestro teorema se
probé para todon < ky X = A; U Ay ---U Ay, donde cada A; es localmente Cech
completo. Si A;, # X para algin i, < k entonces Y = X — A;, es abierto y no
vacio. Como A4; NY es localmente Cech completo, el espacio Y se representa como
unién de < k — 1 subespacios localmente Cech completos. La hipétesis inductiva
nos garantiza la existencia de un U € T*(Y) que es Cech completo. Es evidente
que U € T*(X), asi que en este caso queda demostrado el teorema.

Supongamos ahora que A;, = X para todo i < k. Notemos que en el caso de
n = 1 probamos que cada espacio no vacio localmente Cech completo tiene un
subespacio abierto no vacio Cech completo. Sea W; € T*(A1) un espacio Cech
completo. Tomemos un Uy € T(X) con Uy N A; = Wi. Supongamos que tenemos
U, U, ...,Up € T*(X) tales que U; N A; es Cech completo para todo j < iy
todo i < m. Como U, N Apmy1 # 0 es localmente Cech completo, existe W11 €
T*(Upm N Apmt1) que es Cech completo. Tomemos cualquier Uy, 41 € T (Up,) tal que
Un+1NApi1 = Wyi1. Entonces U1 N Apy11 €8 Cech completo por construccion.
Si 4 < m + 1 entonces U,,+1 N A; es un subespacio abierto de U, N A; el cual es
Cech completo. Por lo tanto Unt+1NA;es Cech completo para todo i < m+1. Esta
construccion inductiva hace posible realizar k pasos construyendo asi el conjunto
Ui € T*(X). De aqui y del corolario 2.11 vemos que Uy, es un subconjunto abierto
Cech completo, ya que

U= UpyNA)UUgNA)U---UU,NA,) v UNA;=Ug para 1<i<Ek.
]

2.13. Corolario. Si X = A;UA>U...UA,, donde A; es localmente Cech completo
para todoi € {1,2,...,n}, entonces existe un abierto Cech completo y denso en X .

Demostracién. Sea U € T*(X), luego U = (A1 NU)U...U(4,NU) donde 4;NU
es localmente Cech completo para todo 1 <i<n.En virtud del teorema anterior,
existeun V € T7*(X), talque V .C U y V es Cech completo. Por lo tanto el conjunto

P={VeT*"(X):Ves Cech completo}

es una m-base en X. Consideremos la familia v = {§ C P : § es ajena }. Para
cualesquiera 01, 02 € 7, decimos que §; < o 8i 01 C d9. Es rutina verificar que (v, <)
tiene cadenas acotadas. Tomemos una subfamilia maximal ¢ C . Consideremos
el abierto G = Uy que es Cech completo por ser homeomorfo a la suma discreta
de los elementos de y (teorema 1.20). Tenemos que G' = X, pues de lo contrario
X —G € T*(X) y por lo tanto existiria U € P tal que U C X —G. Si p* = pU{U},
entonces p C p* y p* es ajena contradiciendo la maximalidad de p.

]
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2.14. Corolario. Si un espacio X es la unién de una familia localmente finita de
subespacios Cech completos, entonces existe un subespacio abierto no vacio y Cech
completo de X.

2.15. Corolario. Si X = A; U A, U ... U A,, donde A; es Cech completo para i €
{1,2...,n}, entonces en X existe un subespacio abierto no vacio y Cech completo.

2.16. Corolario. Si X = A; UA,U...UA, donde A; es casi Cech completo para
todoi € {1,2,...,n} entonces X es casi Cech completo.

Demostracién. Para cada i = 1,2,...,n sean los subespacios Cech completos
B; C A; tales que B; = A;. Luego, Y = U?Zl B; es un subespacio denso de X. Por
el corolario 2.13, existe un subespacio Z Cech completo y denso en Y. Es claro que
Z también es denso en X.

]

La siguiente proposicién afirma que la Cech completitud es finitamente aditiva
en espacios metrizables. La demostracién original fue bastante laboriosa, motivo
por el cual presentamos aqui una demostracion corta sugerida por el Dr. O. Okunev
al enterarse del resultado.

2.17. Proposicion. Sea X un espacio metrizable. Si X = A{UAsU...UA,, donde
A; es Cech completo para toda i < n, entonces X es Cech completo.

Demostracion. Consideremos la completacion X del espacio X. Comoﬁj(; es un
espacio métrico cada subespacio A; con ¢ < n es un subconjunto G5 de X. Por lo
tanto, el espacio X es una uni6n finita de subconjuntos Gs de X, asi que X es un
subconjunto G5 de X. De aqui resulta que X es Cech completo.

]

2.18. Lema. Si X“ contiene un subespacio abierto, no vacio y Cech completo,
entonces X“ es Cech completo.

Demostracién. Tomemos un U € 7*(X*) Cech completo. Existe un elemento B
de la base canoénica en X¢ tal que B C U. Sea B = {x € X¥ : z(«o;) € B;,i =
1,2...,n} conn € Ny B; € T*(X) para i < n. Fijémos un z € X4 donde
A = {aj, a9, ...,an,} v (o) € By, con i < n. Entonces Y = {z} x X“~4 es un
subespacio cerrado de X% tal que Y € B C U. De aqui resulta que Y es cerrado
en U y dado que U es Cech completo, el subespacio Y también lo es. Como Y es
homeomorfo a X%, tenemos que X* es Cech completo.

]

Dado que la Cech completitud es una propiedad que se hereda a subconjuntos
cerrados, la demostracion anterior es esencialmente la misma si reemplazamos X
por un producto ITy.,X). Asi que, tenemos una generalizacién del lema 2.18:
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(P1) Sean P una propiedad topolégica que es hereditaria respecto a subconjun-
tos cerrados y o un cardinal infinito. Para cada ordinal A < a sea X un espacio
topolégico con | X x| > 1. Si el producto X = Iy, X contiene un subconjunto
abierto que satisface P entonces X también posee la propiedad P.

2.19. Corolario. Si X% es localmente Cech completo entonces X* es Cech com-
pleto.

Aplicando 2.12 y 2.18 obtenemos

2.20. Teorema. Si X¥ = A;UA,U...UA,, donde A; es localmente Cech completo
para todo i € {1,2,...,n}, entonces X es un espacio Cech completo.

Otra forma de llegar a este resultado, es obtenerlo como caso particular de la
propiedad siguiente, la cual se sigue de 2.12 y (P1)

(P2) Sean o, A y X como en (P1). Si el producto X = ITlx<o Xy satisface
X = A UAU...UA, donde A; es localmente Cech completo para todo
i€ {1,2,...,n}, entonces X es Cech completo y cada X también lo es.

2.21. Corolario. Si X¥ = A; U Ay U...U A, donde A; es Cech completo para
1 < i <n entonces X es un espacio Cech completo.

2.22. Teorema. Si X" = A; UA,U...U A, donde A; es Cech completo para
1 < i <n entonces X es un espacio localmente Cech completo.

Demostracién. Utilizaremos la induccién sobre n. Es evidente que el teorema es
cierto para n = 1. Supongamos que se establecié el teorema para todon <m—1y
X™ = A;UAsU...UA,, donde cada A; es Cech completo. Tomemos zo € X. En
virtud del lema 2.10 el subespacio F' = ﬂ;’il A; ¢ X™ es Cech completo. Fijémonos
en el cerrado Y = {(z0"" ',y) : y € X} donde z'" " = (0,0, -, ) € X™ .
Dividamos la prueba en dos casos. Si Y C F, se deduce que Y es Cech completo.
Como Y es homeomorfo a X, el espacio X es localmente Cech completo.

En el caso Y — F # () tomemos un punto (z2~",y) € Y — F. Existen U € T (zo, X),
VeT(y,X)yio€{1,2,...,m} tales que (U™ ! x V) 4;, = 0. Sin pérdida de
generalidad podemos suponer que ig = 1. Puesto que U™ ! x {y} c U™ ! xVy
U™ 1 x{y} es homeomorfo a U™~ !, podemos afirmar que U~ = ALUASU...UA],
donde A;- es Cech completo para 2 < j < m. Por la hipétesis inductiva el subespacio
U es localmente Cech completo. Siendo z, un punto arbitrario, el espacio X es
localmente Cech completo.

]
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La no aditividad de la Cech completitud en potencias finitas

;En el teorema anterior se puede concluir que el espacio X es Cech completo?
La respuesta es negativa. FEn el ejemplo 2.26 mostraremos que hay modelos de
ZFC en los cuales la Cech completitud no es aditiva en potencias finitas. Para ello
necesitaremos algunos resultados previos.

2.23. Definicién. Un espacio X es llamado un espacio escalera sobre un subcon-
junto S de un ordinal Kk si

(a) X = K;
(b) Los puntos de k — S son aislados;

(c) Para cada o € S, existe un subconjunto cofinal L, C a — S tal que

{(B,a] N (Lo U{a}): B <a}
es una base en «.

El siguiente lema [BGT] nos serd de gran utilidad.

2.24. Lema. Sea X un espacio escalera sobre un subconjunto S de un ordinal k.
Entonces, para cualquier n € IN tenemos que X™ = AqgU A1 donde Ay y Ay son la
union discreta de subespacios de cardinalidad menor que k.

Demostracién. Sean

Ao ={()icn € X" tmax{a; :i<n} €S} y A =X"—A,.
Para cada 0 < k, consideremos el conjunto

Ms = {(ai)i<n e X" max{ai 1 < TL} = 5}

Afirmamos que M; es un subconjunto abierto-cerrado de Ag sid € S. Sea (;)i<n €
Ms C Ag. Tomemos 3 = max{q; : i < n,a; < §}. Para cada i < n escojamos una
vecindad basica U; de a; para la cual a; =supU; y si a; = § entonces infU; > (.
El abierto V.= Ag N (Up x Uy X - +» X Up_1) D (;)i<p verifica V. C Ms. En efecto,
sea (V;)i<n € V. Tomemos v* =max~y;. Luego, v* < 4. Tenemos que v* € U; N S
para algin ¢ < n. Esto significa que v* = a; y por lo tanto v* < [ 6 v* = 9.
Como v* es la coordenada maxima, tenemos que v* > (3 y por lo tanto v* = 4,
lo que implica (v;)i<n € Ms. De modo que Ms es un subconjunto abierto de Ag.
Ahora verifiquemos que My es cerrado en Ay. Sea (7;)i<n € Ag — Ms. Tenemos
que (Vi)icn € My~ donde v* =max~y; # 0. Dado que v* € S, el conjunto M.« es
abierto en Ap. Como (7v;)i<n € My« C Ay — Mj, se desprende que M; es cerrado
en A().

Ahora supongamos que § € S y probemos que M; es un subconjunto abierto-cerrado
de Aj. Sea (;)icn € M5 C A;. Para cada i < n, tomemos una vecindad bésica
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U; de «; tal que supU; = «; y si a; = 0 entonces U; = {6}. Es inmediato que
()icn € A1 N (Ug x Uy X -+- x U,_1) C My y por lo tanto My es abierto en Aj.
De forma similar al caso § € S, se prueba que My también es cerrado en A;.

Por lo anterior, deducimos que Ag = Pscs Ms y A1 = Dsgg Ms. Como [Ms| < &
para todo 0 < kK, se cumple lo pedido.
[
Un conjunto C' C wy se llama club si es cerrado y no acotado en wy. Decimos
que S C wy es estacionario si S N C # () para todo club C. Denotemos por L
el conjunto de los ordinales limite en wy, es decir, L = {a € wy : @ = lima}.
Recordemos el axioma ¢+ que es consistente con ZFC, ver [Ku, definicién 7.9]:

Existe una sucesion {A, : @ < wy}, donde A, es una familia numerable de
subconjuntos de «, para la cual dado cualquier A C w; existe un club C C wy
tal que para todo o € C se cumplen ANac A, yCNae A,.

2.25. Lema. Existen subconjuntos E,G C L, tales que

(a) E y G son estacionarios;

(b) ENG = {;

(¢) Para todo o € G existe {ap}new C F con any1 > a, para todon € w 'y
ay, — Q.

Demostracién. De [Ku, corolario 6.12] sabemos que existen conjuntos estacionarios
y ajenos E,G' C L. Sea

P ={a € w;: existe {an}ncw C F con ap41 > ay para todon € wy o, — a}.

Probemos que P es club. Dado o € wy, notemos que E es no acotado, y por lo
tanto existe una sucesién creciente {ay,}neo C E con «, > « para todo n € w. La
sucesion {ay fnew converge, digamos a un § < w;. Es claro que 8 > ay 8 € P. Por
lo tanto P es un conjunto no acotado. Para verificar que P es cerrado, consideremos
{an}tnew C P con ay,1q > «ap para todo n y a,, — (. Luego, para cada n € w
existe {fI'}ico C E con [ — . Sea v, € (n_1,,) N {6 }icw. De aqui
resulta que {Vn}new C E, Yn+1 > vn para todo n 'y v, — 3, por lo cual g € P.
Continuando con nuestra demostracion, observemos que el conjunto G = G' N P es
estacionario, de tal manera que E y G cumplen (a), (b) y (c).

]

2.26. Ejemplo. Bajo el axioma ™ existe un espacio X que no es Cech completo y
tal que para todo n € w se tiene que X" = AgU A1, donde Ay y Ay son subespacios
Cech completos.

Demostracion. Consideremos los conjuntos £ y G dados en el lema anterior.
Dado o € G, construyamos un conjunto A, C a — G. Como « es un ordinal
limite, tenemos que existe una sucesion creciente {3, }ncw C w1 — L convergente a
«. Tomemos la familia A, = {A%},c. dada por el axioma 7.
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Para cada n € w construyamos una sucesiéon s, de la siguiente forma: si A5y N E es
cofinal en «, entonces s es una sucesién de elementos de AYNEN(f,,, «) convergente
a «; en caso contrario, tomemos sj = (). Sea s(a) = UJ,,c,, sn. Observemos que si
s(a) # 0 entonces s(a) — a. En efecto, sea 8 < a. Como (3, > [ para algin
n € w, se puede suponer que = 3,. Por nuestra construccién s C (f;, «]. Como
{Bi}icw es creciente, tenemos que s C (f;, ] C (B, ] para todo i > n. Esto nos
conduce a que solamente los puntos de s§ para 0 < j < n pueden no pertenecer
a (Bn,a]. Como todas las sucesiones s para i < n, son vacias 6 convergen a «,
se sigue que cada una de ellas, y por lo tanto su unién, puede tener a lo mas un
nimero finito de elementos en wy — (B, a]. De aqui concluimos que s(a) — a.
Denotemos s(a) = {si : k € w, Sg41 > Sk }-

Dado 8 € F, consideremos la sucesiéon v() = {v,(f) : n € w} C wy — L, con
Yn+1(B) > vn(B) para todo n y y,(8) — B. Como s(a) C E, para cada k € w
existe my € w tal que v;(sg) € (skx_1, sk) para todo [ > my. Hagamos

A, = U {v(sg) : 1 > my}. (3)

kEw

Sea X el espacio escalera del conjunto G de wq, cuya “escalera” en cada o € GG
es el conjunto A, dado en (3). Mostremos que X es un espacio de Tychonoff,
probando que cada vecindad bésica V' = ((B,a] N Ay) U {a} de @ € G es un
subespacio cerrado.

Sea § € w; — V. Consideremos los casos d > ay d < a.

En el primer caso, tenemos que § pertenece al intervalo U = (o, ] y UNV = 0.
Cuando 6 < «, si § € G entonces {0} NV =0 y si d € G se sigue que § ¢ F
de donde 0 ¢ s(a). Sea s_; = 0. Elijamos k € w para el cual § € (sg_1,5%). Si
k = 0 tomemos U = (0,4d]. Luego U NV = . Consideremos el caso k > 1. Sea
el conjunto B = {j € w : sp_1 < 7;(sk) < d}. Notemos que |B| < w. Si B =10
tomemos U = (sg_1,0]. Si B # 0 sea U = (v, (sx),0], donde j, = max B. Para
ambas posibilidades obtenemos que U NV = (). De lo anterior se desprende que
V es cerrado. Puesto que X es un espacio de Hausdorff, concluimos que X es de
Tychonoft.

Supéngase que X es Cech completo. Entonces existe una sucesién completa
{Upn}new de cubiertas abiertas de X. Por la proposiciénl.17, podemos suponer que
todo U € U, esigual a {a} sia € G 6 es de la forma ((8,a]NA,) U{a} para el caso
en que o € G . Ademas, puesto que para todo o € X, existe U € U,, con o € U, se
puede suponer que U, = {U, : @ € w1} donde U, = {a} 6 Uy, = ((BS,a]NAy)U{a}
con 37, > By para todo n € w.

2.27. Definicién. Sea o € G y U una vecindad basica de . Decimos que € F
casi pertenece a U si existe vy < a tal que U = ((y, a|NAy)U{a} y B € s(a)N(y, @).

Afirmacién. Existen € E y {Up}new con U, € U,, para todo n € w tales que 3
casi pertenece a U, para todon € w.
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Demostracién. Supéngase lo contrario. Entonces para todo 8 € E existe ng € w
para el cual 8 no casi pertenece a ningin U € U,,. Consideremos la funcién
¢ : E — w, dada por ¢(8) = ng. Dado que E = [J¢p ! (ng), y por ser E un
conjunto estacionario, existe 3 € E para el cual B/ = ¢_1(nﬁ) C FE es estacionario.
Por lo tanto, ng = ng: = n para todos 3,3’ € E' y alguna n € w. Sea

P'={a € wy : existe {an}new C B’ con a1 > oy paratodon € wy a,, — a}.

De manera andloga que en la demostracién del lema 2.25 para P, deducimos que P’
es club. El axioma {* nos garantiza la existencia de un club C tal que E'Na € A,
para todo o € C. De lo anterior se desprende que el P’ N C es club, por lo que
P'NC NG es un conjunto estacionario.
Sea o € PPN CNG. Entonces E' Na = AX € A, para algin k € w. Dado que
a € P, para cualquier § < « existe k € w tal que ap € E' y 6 < ap < a. De
aqui resulta que el conjunto A es cofinal en a. Por lo tanto, existe una sucesién
s¢ ¢ AKNEN (B, a] convergente a . Como AX¥ NE = E'Na tenemos que s¢ C E'.
Si U € Uy, es tal que (B, @] C U entonces s¢ N (Bp, a] # 0. Por lo tanto cualquier
v € s¢ N (Bn, ] C E casi pertenece a U, lo cual es una contradiccién.
[

Sean 3 € E'y {U, }necw como en la afirmacién. Consideremos la familia centrada
de cerrados {F, }necw, donde F; = U; N {y,(B) : n > i}. Luego F; # 0, F; C U; € Y;
para todoi € wy ) ico Fi = (0, lo cual es contradictorio con la supuesta completitud
de {Uy, }new. Por lo tanto el espacio X no es Cech completo.

En virtud del lema 2.24, el espacio X™ es la unién de dos subespacios Ag = Psc Ms
y Ay = @5€G My, para todo n € N

Puesto que X es regular y cada Mjs es segundo numerable, tenemos que cada sube-
spacio A; es metrizable. También se cumple que cada subespacio M; es localmente
Cech completo. En efecto, para cada punto de Mj existe una vecindad V primero
numerable que contiene a lo mas un punto no aislado. Del teorema 1.18 se des-
prende que el subespacio V es Cech completo. Como consecuencia del teorema de
Pasynkov (1.36), obtenemos que Mj es Cech completo para toda § < w;. El teorema
1.20 constata la Cech completitud de Ay y A;.
[
En el préximo teorema mostraremos que para los grupos topolégicos, a dife-
rencia de los espacios topologicos, la Cech completitud es finitamente aditiva (véase
el ejemplo 2.7). Antes necesitaremos el siguiente resultado.

2.28. Lema. Sea X un grupo topoldgico. Si X es localmente Cech completo
entonces X es un espacio Cech completo.

Demostracién. Consideremos el elemento identidad e € X. Sea U una vecindad
Cech completa de e. Debido a la proposicién 1.25, existe un subespacio compacto
K de cardcter numerable que contiene a e. Sea {U;}ic,, C T(X) una base para
K. Tomemos Wy = Wo_l,Vo € T(e,X) para los cuales Vi C W, C Up. Para
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cada ¢ > 1 escojamos W; = W[l, Vi € T(e, X) tales que Vi2 cC W, cV,_1nU;.
De esta forma, obtenemos una familia {W;}ic,, C T (e, X) tal que W2, C W; =
WZ._1 C U; para todo ¢ € w. De la contencion Wf+1 C W;, se desprende que
Wii1 C W;. En efecto, sea z € W;1;. Como zW;1 € T(z,X), se sigue que
aWiy1 N Wip1 # (. Luego, existen y,w € W;y 1 tales que y = zw, es decir,
r=yw e Wi+1Wijrll = Wi2+1 C W;. De aqui obtenemos que (;c, Wi = ;c., w;.
El conjunto compacto H = (., Wi C K es un subgrupo. Consideremos la funcién
canénica f: X — X/H dada por f(z) = Hz. Como H es compacto se sigue que f
es cerrada y también una funcién perfecta, pues f~!(Hz) = Hx es un subespacio

compacto para toda z € X.

Notemos que x(H, X) < w, ya que x(H,K) <wy x(K, X) < w. Como consecuen-
cia de lo anterior y por ser f una funcién abierta, obtenemos que x({H}, X/H) <
X(H,X) < w. Dado que H es cerrado, el espacio X/H es homogéneo, y asi que
X(X/H) < w. Luego, X/H es metrizable [Po], por lo tanto es un espacio paracom-
pacto. Empleando el hecho de que la imagen inversa perfecta de un espacio paracom-
pacto es paracompacta, obtenemos que X es paracompacto, pues X = f~1(X/H).
De la hipétesis sabemos que X también es localmente Cech completo, de modo que
del teorema de Pasynkov (1.36), se desprende que X es un espacio Cech completo.

[
2.29. Teorema. Sea X un grupo topoldgico. Si X = A; U Ay U...U A, donde
A; es localmente Cech completo para todo i € {1,2,...,n}, entonces X es Cech

completo.

Demostracion. Del teorema 2.12 sabemos que existe en X un subespacio abierto,
no vacio y Cech completo. Por ser X un espacio homogéneo, concluimos que X es
localmente Cech completo. Por el lema anterior, el espacio X es Cech completo.
[
Se dice que un grupo topologico X es completo en el sentido de Raikov si para
todo grupo topolégico H tal que X es un subgrupo de H, denotado por X < H, se
cumple que X es un subespacio cerrado de H.

2.30. Proposicién. Si un grupo topolégico X tiene un subespacio denso y Cech
completo entonces X es completo en el sentido de Raikov.

Demostracién. Sea H un grupo topolégico tal que X < H. Como X < H se
puede considerar que H = X. Tenemos que demostrar que X = H. Si H — X # 0,
tomemos un g € H — X. Sabemos que gXNX = (. Si G es un denso Cech completo
en X, entonces GNgG C X NgX = (. Los subespacios G y gG son densos en H
y por consiguiente, tanto ellos como su intersecciéon, son G5 en H. Resulta que
una interseccién numerable de abiertos densos en H es vacia, lo cual contradice la
propiedad de Baire de H (véase 1.27 y 1.28).

[

De este resultado y de [Ch, teorema 1] obtenemos
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2.31. Corolario. Si un grupo topoldgico X tiene un subespacio denso y Cech
completo entonces X es Cech completo.

Como consecuencia inmediata de este resultado, obtenemos que la Cech com-
pletitud se preserva bajo funciones abiertas en los grupos topolégicos.

2.32. Lema. Sean X, Y grupos topoldgicos. Si f : X — Y es una funcion abierta
(que no necesariamente es un homomorfismo) y X es Cech completo, entonces Y es
un espacio Cech completo.

Demostracién. Como X es casi Cech completo y f es abierta, el teorema 1.33 nos
asegura que el espacio Y es casi Cech completo. Luego, existe un subespacio Cech
completo D C Y tal que D =Y. Del corolario 2.31 se sigue que Y es un espacio
Cech completo.

]
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Capitulo 3

Ultracompletitud

En [TkV] se demostré que muchas propiedades no aditivas manifiestan adi-
tividad en potencias finitas. Se probd, en particular, que el peso, el caracter, el
pseudocaracter y la estrechez son aditivas en potencias finitas. En el ejemplo 2.26
se constata que existen modelos de ZFC donde la Cech completitud no es aditiva en
potencia 2. De modo que es un planteamiento natural preguntar qué propiedades
de tipo completitud son aditivas en potencias finitas. La respuesta es afirmativa
para la propiedad de tipo puntual numerable (corolario 2.5); en este capitulo lo
probamos para la ultracompletitud en espacios metrizables (teorema 3.6).

Debido a que la ultracompletitud es una propiedad més fuerte que la Cech com-
pletitud y es consecuencia de la compacidad local, muchas propiedades categodricas
de la completitud son parecidas a las propiedades de la Cech completitud. Para el
caso de la potencia X“, establecemos que la ultracompletitud es numerablemente
aditiva en X* (teorema 3.7), es decir, si X = | J,,, X; y cada X; es ultracompleto,
entonces X“ es ultracompleto.

Bajo CH damos una respuesta positiva a una pregunta de Buhagiar y Yoshioka
[BY2], probando que existen espacios Cech completos numerablemente compactos
que no son ultracompletos (ejemplo 3.14). En lo referente a los grupos topoldgicos,

demostramos que la ultracompletitud y la compacidad local son equivalentes (teo-
rema 3.10).

Aditividad en potencias.

En esta seccién probaremos que la ultracompletitud, a diferencia de la Cech
completitud, es aditiva en potencias finitas. También estableceremos que la ultra-
completitud es numerablemente aditiva en X“. En el caso de los grupos topoldgicos
obtenemos que la compacidad local es equivalente a la ultracompletitud.

3.1. Teorema. Sea X = A1UA>U...UA,, donde A; es un subespacio ultracompleto
para toda i = 1,2,...,n. Si X = A; para toda i € {1,2,...,n} entonces X es
ultracompleto.
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Demostracién. Como X = A;, obtenemos que EBX = pBX. Para cada i €
{1,2,...,n}, escojamos una base numerable U; C T(8X) para A;. Fijémonos en la
familia

W={U,UU,U...UU, :U; €U; paracadai=1,2,...,n }.

Es claro que W es numerable. Probemos que W C T(X) es base para X en X.
SiV e T(X,8X) entonces A; C V para toda i < n. De aqui se sigue que para
cada i € {1,2,...,n} existe Uj(;y € U; para el cual A; C Uj;) C V. Por lo tanto
Uiz Uity €Wy

X:UAz'C UUj(i) cV.
=1 1=1

]

Para el caso en que alguno de los subespacios A; no sea denso, tenemos el siguiente
resultado.

3.2. Corolario. Supongamos que X = A;UAsU...UA,, donde A; es un subespacio
ultracompleto para toda i = 1,2,...,n. Entonces existe G € T*(X) tal que G es
ultracompleto.

Demostracién. Procederemos por inducciéon sobre n. Como el caso n = 1 es
evidente, supongamos que n > 2 y se demostré nuestro teorema para cada k < n.
Si X = A; para toda i < n, el teorema 3.1 muestra que X es ultracompleto y
por lo tanto sirve G = X. Supongamos que existe ig € {1,2,...,n} para el cual
X # A;,. Podemos suponer sin pérdida de generalidad, que ip = 1. Dado que
X —A; CAyUA3U---UA, existe W € T*(X) parael cual W CW C X — A; C
Ay UA3U---UA,. Estonos lleva a que W = A,U ASU---U A/, donde A; = Aj nw
es ultracompleto para 2 < j < n. Por hipétesis de induccién existe H = W NU # ()
para algin U € T*(X) tal que H es ultracompleto. Dado que W NU € T*(X),
existe G € T*(X) para el cual G C G C WNU C H. Como H es ultracompleto, el
subespacio G también lo es.

]

Se dice que un conjunto A C X es acotado en X si para toda funciéon continua
f: X — R, el conjunto f(A) C R es acotado. Los siguientes tres resultados
aparecen en [PT].

3.3. Lema. Un conjunto A C X es acotado en X si y sélo si para cualquier familia
discreta B C T*(X) el conjunto B = {B € B: BN A # ()} es finito.

Demostracion. Sea el conjunto A C X acotado en X. Consideremos una familia
discreta B C 7*(X) y supongamos que B4 es infinito. Tomemos {Up,},,ew C Ba v
un y, € U, N A para todo n € N. Fijémonos en la funcién continua f : {yn }peNn —
R dada por f(y,) = n. Para cada n € IN existe una funcién continua f, : X — [0, 1]
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tal que fn(yn) = 1y fn(xz) = 0 para todo x € X — U,. Consideremos la funcién
f: X — R con f(a:) = Y, eNnfn(z). Claramente f(yn) = f(yn) para todo n y por
lo tanto fes no acotada. Probemos que fes continua. Tomemos x € X. Por ser B
una familia discreta, existe U, € T (z, X) tal que [{U,NU, # 0:U, € B4}| < 1. Si
U,NU, = para todo n € w entonces la funcién f U, = f1|U; es continua. Ahora
bien, si U, N U,, # () para un unico m entonces f[Uy = [y, [Up, €s una funcion
continua. De aqui resulta que f es una funcién continua en cada elemento de la
cubierta abierta {U, },ex de X , y por lo tanto f es una funcién continua en X, lo
que es contradictorio con el hecho de ser el conjunto A acotado en X.

Para probar la suficiencia, supongamos que A C X no es acotado en X. Luego, exis-
te una funcién continua f : X — R tal que f(A) C R no es acotado. Consideremos
el conjunto no acotado Y = {y, : y, = f(an) con a, € A} C R. Sea 21 € Y. Para
cadan € N tomemos z,+1 € Y tal que |€,41| > |z, |+1. El conjunto {z,},ew C R
es discreto y cerrado. Por lo tanto existe una familia discreta {V,},ew € T(R)
para la cual z, € V,. De aqui concluimos que B = {U,},enwv C T(X) donde
U, = f~1(V,,), es una familia discreta tal que |Ba| = w, de donde A es un conjunto
acotado. []

3.4. Teorema. Si X es un espacio ultracompleto, entonces el conjunto Y = {x €
X : X no es localmente compacto en z} es acotado en X.

Demostracion. Supongamos que Y no es acotado en X. Por el lema, existe una
familia discreta numerable B = {U,},c. tal que U, NY # () para todo n € w.
Consideremos la familia {V},}nec., C T(8X), tal que U,, = X NV}, para todo n € w.
Sea {By, }new C T(8X) una base para X. Puesto que X no es localmente compacto
para cualquier y € Y, tenemos que V,, N (8X — X) # () para todo n € w. Pues de lo
contrario, se cumple que U,, = V;, C X para algin n. Luego, y, € W Cc W C U,, C
X donde W € T(BX), y por lo tanto X es localmente compacto en y,, € Y.

Tomemos la sucesion Z = {2z, }ne, donde 2, € B,NV,N(BX—X). Como ZNB,, # ()
para todo n € w, tenemos que Z N X # (. Sea € Z N X. Por ser B una familia
discreta, existe U € T (x, X) tal que la interseccién de U con los elementos de B
es diferente del vacio, en a lo mas un elemento de B. Sea U = X N U, donde
U, € T(BX). De la igualdad U NU,, = X NV,, NU,, se desprende que U, NV,, =)
para casi todo n € N, lo cual contradice que = € Z.

]

3.5. Teorema. Sea X un espacio metrizable. Luego, X es ultracompleto si y sélo
si el conjunto Y = {x € X : X no es localmente compacto en x} es compacto.

Demostracién. Supongamos que X es ultracompleto. Dado que X es paracom-
pacto vy Y es cerrado en X, se desprende que Y es paracompacto. Por otro lado,
del teorema 3.4 sabemos que el conjunto Y es acotado en X y por ser X un espacio
normal, obtenemos que Y es pseudocompacto, de donde el conjunto Y es compacto.
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Para probar la suficiencia, observemos que X —Y es abierto en X e Y es un subcon-
junto G5 de BX. En efecto, tomemos z € X —Y. Por ser X —Y abierto en X, existe

UeT(z,X)talquez € U C U c XY donde U es compacto. Sea V € T(5X)
X —

parael cual U = XNV. Como UX es compacto y denso en U tenemos que U~ = U.
De la igualdad U = V, se sigue que z € V C X — Y, de donde X — Y es abierto en
(X . Para probar que el compacto Y es un subconjunto Gy de X, basta verificar
que x(Y,5X) < w. Consideremos una base numerable B en Y. Observemos que
para todo U € B existe U, € T(X) tal que U = YNU,, donde diam U,, < diam U++.
Verifiquemos que la familia B = {U, : U € By n € N} C T(X) es base exterior
para Y. Tomemos y € Y y V € T(y, X). Existe r > 0 tal que B(y,r) C V. Esco-
jamos U € Bparael cual y €¢ U C B(y,7) NY. Sin € N satisface % < 5 entonces

y € U, C B(y,r) C V, de donde B es base exterior para Y. Luego, la familia
y={UX:ACB,Y CcUA\ y |\ <w}C T(X) es una base numerable para Y en
X. Es claro que |y| < w. Sea W € T(X) con Y € W. Como B es base exterior
para Y, tenemos que para cada y € Y existe U, € B para el cual y € U, C W.
Por ser Y compacto, existen y1,y2,...,yx € Y con Y C Ule U,, € W. Dado
que Ule Uy, € 7, se sigue que 7y es base para Y. Sea v = {U;};eN, luego
Y = ;e Ui. Consideremos los conjuntos V; € T(8X) tales que U; = X N V.
La familia V = {V;};,ew C T(8X) es base para Y. En efecto, sea V € T (Y, 8X).
Por ser Y compacto, existe U € T(BX) parael cual Y C U C U C V. Luego
Y C X NU, asi que, existe V;, € V para alginip € NconY C XNV;; C XNU.
De aquf resulta que Y C V;, C V;; = XNV,, C XNU =U C V, es decir, V
es base para Y, y por lo tanto x(Y,3X) < w. Finalmente, para concluir nuestra
demostracién, probemos que la familia {V;U (X —Y):V; € V,i e N} C T(BX) es
base para X en X. Sea V € T(X,3X). Como Y C V, existe V; € V para el cual
Y C V; C V yen consecuencia X = (X -Y)UY C (X-Y)UV, C (X-Y)uV C V.

[

3.6. Teorema. Sea X un espacio metrizable. Supongamos que X" = X; U Xy U
...UX,, donde cada X; es ultracompleto. Entonces X es ultracompleto.

Demostracién. Aplicando el teorema 3.5, para cada i < n existe un compacto
K; C X; tal que X; — K; es localmente compacto. Denotemos por p; : X" — X
la proyeccién de X" sobre su j-ésimo factor y consideremos K = J; ,,, pj(K;). El
conjunto K C X es compacto y ademas Y"N (K U...UK,) =0, donde Y = X — K.
De aqui resulta que Y; = X; N Y™ es un subconjunto abierto del espacio localmente
compacto X; — K; para todo ¢ < n. De modo que Y” =Y, UY>U...UY, donde
cada Y; es localmente compacto. El Corolario 1.4 de [TkV], nos asegura que Y
es localmente compacto. De aqui concluimos que el conjunto de puntos donde el
espacio metrizable X no es localmente compacto, es un conjunto compacto. Por lo
tanto, del teorema 3.5 obtenemos que X es ultracompleto.

]
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3.7. Teorema. Si X“ es union numerable de subespacios ultracompletos, entonces
el espacio X“ es ultracompleto.

Demostracién. Como X* = (X“)“ = J,c,, Xi, tenemos que los Lemas 1 y 2 de
[TkM] garantizan la existencia de ip € w y un subespacio cerrado Y de X;,, tal
que existe una funcién abierta de Y sobre X“. De 1.56 y 1.57 se sigue que X“ es
ultracompleto.

]

3.8. Ejemplo. Existe un espacio segundo numerable no ultracompleto que es union
de dos subespacios ultracompletos.

Demostracién. Sea H el erizo de Kowalsky con un nimero numerable de espinas.
El tinico punto de no compacidad local de H es el vértice h. Por lo tanto, el teorema
3.5 nos garantiza que H es ultracompleto.

Para cada ¢ € w, tomemos una copia homeomorfa H; de H, con h; la correspondiente
copia de h en H;. El espacio X = P, H; es separable y metrizable. El conjunto
{h; : i € w} de todos los puntos de no compacidad local de X no es compacto.
Aplicando nuevamente el teorema 3.5, vemos que el espacio X no es ultracompleto.
Sin embargo, tenemos que X = AU B donde A = {h; :i € w} y B =X — A son
localmente compactos y por consiguiente ultracompletos.
[
El siguiente teorema muestra que la ultracompletitud y la compacidad local
son propiedades equivalentes para el caso de los grupos topolégicos; para su de-
mostracion haremos uso del siguiente lema que ha sido probado en 2.28.

3.9. Lema. Sea G un grupo topologico. Si existe un subconjunto compacto K C GG
tal que x(K,G) < w, entonces G es paracompacto.

3.10. Teorema. Sea G un grupo topoldgico. Si existe un subconjunto abierto y
no vacio U C G tal que U es ultracompleto, entonces G es localmente compacto.
En particular, cada grupo ultracompleto es localmente compacto.

Demostracién. Sea C = {z € U : U es localmente compacto en z}. Como el con-
junto de puntos de compacidad local es abierto en cualquier espacio, tenemos que C
es abierto en U. Supongamos que C # ). Luego CNU # (). Tomemos un z € CNU.
Existe V € T (z,U) tal que V es compacto. Dado que VNU € T (z,G), elijamos un
W € T(z,G) parael cual W C W C VNU. De la contencion W C V, se desprende
que W es compacto, y por lo tanto G es localmente compacto en z. Por ser G un
espacio homogéneo, se sigue que GG es localmente compacto.

Ahora consideremos el caso en que C = (. Aplicando el teorema 3.4, obte-
nemos que U es acotado en U, es decir, U es pseudocompacto. Puesto que U
es Cech completo, pues U € T(U) (véase teorema 1.19), tenemos que existe un
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compacto K C G tal que x(K,G) < w (teorema 1.25). Del lema 3.9 se deduce
que G es paracompacto. De aqui resulta que el cerrado U es paracompacto y
pseudocompacto. Por lo tanto U es compacto, lo cual es contradictorio con la
suposicién de que C = 0.

]

3.11. Corolario. Sea GG un grupo topoldgico. Si existe un subespacio ultracom-
pleto U € T*(G), entonces G es localmente compacto.

3.12. Corolario. Si un grupo topolégico G es una union finita de subespacios
ultracompletos, entonces G es localmente compacto.

Demostracion. El corolario 3.2 garantiza la existencia de un abierto y no vacio
U C G tal que U es ultracompleto. Aplicando el teorema 3.10 obtenemos que G es
localmente compacto.

Un ejemplo de un espacio numerablemente compacto,
Cech completo y no ultracompleto.

Suponiendo CH, construiremos un subespacio de Sw que es numerablemente
compacto, Cech completo y no ultracompleto, respondiendo de esta forma, a una
pregunta planteada en [BY2]. Aqui Sw es la compactificaciéon de Stone-Cech de w.

Recordemos que z € X es un punto P de X si todo conjunto G5 que contiene a
x es una vecindad de x. Por el teorema 1.46 sabemos que, suponiendo CH, existen
puntos P en w* = fw — w. En lo que sigue, denotaremos por 7.*(X) el conjunto de
todos los subconjuntos no vacios y abierto-cerrados de X.

3.13. Lema. Supongase que es valida la Hipétesis del Continuo. Sea p € w* un
punto P. Existen familias {U, : o < w1}, {Vy 1 @ < wi} C TF(w*) que satisfacen

(1) Us CUp Vg CVp sif<f <wi;

@) (Upew, Us) N(Upeun Vo) = 0;

(3) (Upcw, Us) U(Upew, Vi) = ™

(4) € (Upew, Us) N (Upewr V) = ((Usewn Us) U(Upe, V) )-

Demostracién. Sea O = {O, : a < w1} C T (w*) una w-base en w* con p € O,
para todo a < w;. Tomemos una base local {W, : a < w1} C TJ(w*) en el punto
p para la cual, Wy, C W, en cuanto a < «'. Sean z,y € w* — {p} con = # y.
Consideremos W{,W/} € T (w*) tales que Wj C Wy, W} C Wy, WOAW =0y
(WiUWE) N{z,y,p} = 0. Existen U},Vy € T} (w*) para los cuales x € Uj,y € V,
p & UUVs), UpNVe = 0y (U UVe) N(WoUWq') = 0. Sean Uy = Up U Wy,
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Vo' = VgUWy. Si (UfUVy)NOo # O tomamos Uy = Uy, Vo = Vy'. En caso
contrario hagamos Uy = U | JOop y Vo = V.

Sea @ < wi. Supongamos que tenemos las familias {Us : f < a} C T*(w*),
{Vg: B < a} CTF(w*) que satisfacen
(1a UgCUﬁ/ VgCVgl siﬂ<ﬂ’<a;

22) (Us<aUs) N(Upea V) =0y 2 # (Upca Us) U(Upen Vo) ;

(UgUVp) N Op # 0 para todo 8 < a ;
UsNWg #0y Vag(Wgs # 0 para todo 3 < «.

«

3
4o

~— ~—r ~—r ~—

(
(
(
Sean Fo = U, Us ¥ Ga = Ugc, V- Por ser w* un espacio F' (teorema 1.52),

tenemos que Fy, (|G, = (. Dado que p ¢ (Uﬁ<a Ug) U (Uﬁ<a Vg) y como p es un

punto P, existe W € T (p,w*) con W C (w* — Uﬂ<a Ug) N (W* - Uﬂ<a Vﬁ)' De
aqui se desprende que

wAl U U U v

B<La B<a

I
=

Por lo tanto p & F, | JGq. Sea B, > a tal que Wg, C W.

Por normalidad de w*, escojamos U/, , V. C w* abiertos y ajenos para los cuales

F,cU,yG, cV. conp¢ (U |JV.). Dado que F, y G, son compactos y que w*
tiene una base de abierto-cerrados, podemos suponer, sin pérdida de generalidad,
que los abiertos U/, y V_, también son conjuntos cerrados. Sean W', W" C Wy,
ajenos, abierto-cerrados, para los cuales se satisface (W' |JW")N(U.UJV.) = 0.
Hagamos U/ = U, W', V! = V2| JW". Para terminar nuestra construccion, si
sucede que (U JVY)Oq # O tomemos U, = U/ y V,, = V. En caso contrario,
elijamos U, = U/|JO, v Vo = V. Por la construccién de U, y V,, es facil
verificar que se satisfacen las propiedades (1441)-(4441), vy por lo tanto el proceso
de induccion es vélido hasta wi. Como consecuencia de lo anterior, obtenemos las
familias {Uy : @ < w1} y {Va 1 @ < w1} que cumplen con (1,)-(44) para todo
a < wi.

Para concluir nuestra demostracién, verifiquemos que las familias {U, : a < w}
y {Va : @ < w1} obtenidas de esta forma, satisfacen las condiciones del lema.
Si f < ' < wp entonces, de la condicién (1,) se desprende que Ug C Up y
Vg C Vi, y por lo tanto se cumple (1). La validez de (2) es consecuencia inmediata
de la constatacién de (2,) para todo a < wj. Como (3,) se satisface para todo
a < wi, tenemos que (3) es verdadera. Para verificar la tltima condicién, notemos

que de (2,) se sigue que p ¢ ((Uﬂ<w1 Ug) U(Uﬁ<w1 Vg)). Ahora tomemos un
U € T(p,w*). Luego, W, C U para algiin @ < w;. De la propiedad (4,41) se
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desprende que U, N W, # (. Por lo tanto (U{Uﬂ 0 < wl}) AU # 0, asi que

p € U{Us : B < wi}. De manera analoga, obtenemos que p € [J{Vs : 8 < w1} y por
consiguiente, se satisface la condicién (4).

]

3.14. Ejemplo. La Hipétesis del Continuo implica que existe un espacio Cech
completo, numerablemente compacto y no ultracompleto.

Demostracion. Sea A C w* un conjunto discreto y numerable. Luego, el conjunto
A — A es homeomorfo a w*, asi que podemos aplicar el lema 3.16 para encontrar
un punto P en el subespacio A — A y familias {U, : @ < w1}, {Vo : a < wy} de
subconjuntos abierto-cerrados en A — A que verifican las condiciones (1),(2),(3) y
(4) del mencionado lema.

Tomemos X = w* — (FUA) donde F = (A—A) — .,
X es Cech completo. Afirmamos que X es numerablemente compacto y no es
ultracompleto.

V.. Es evidente que

Sea {W, : a < wy} C T(A— A) una base local en p para la cual, si o < o/ entonces
Wy C W,

Supongamos que X es ultracompleto. Dado que w* es una compactificacién de X
y w* — X = F U A, existe una sucesién de subespacios compactos {K,, : n € w} en
FUA con K,, C K,,+1, que constata la ultracompletitud del espacio X, es decir,
para cualquier compacto K C F'U A existe un ng tal que K C K,,. Para cada
n € w, tomemos A, = ANK,,. Como A, C AUF, se tiene que Ay = A,—A, CF.
Del teorema 1.38 (iv), cada conjunto A* es abierto-cerrado en A — A. Afirmamos
que p no pertenece a A, para todo n € w. En efecto, supongamos que p € A},
para algiin ng € w. Dado que A}, es abierto en A — A, de la condicién (4) del lema,
3.13, obtenemos que A% (N (Uycw, Vo) # 0, o cual contradice que A% C F. De
lo anterior se desprende que dado n € w, existe un «,, < w; tal que W, N A* = ().
Asi que, si @ > «,, para todo n € w, entonces W, ) (Un<w A:) = (). Elijamos un
conjunto abierto-cerrado O € Wo ) (Upcy, Ua). Como O = B — B = B* para
algin B C A, obtenemos que BU B* es compacto. Existe un compacto K,,, para el
cual BUB* C Ky, y por consiguiente B C K,, A = A,,. Por lo tanto B* C A4}, ,
lo cual es contradictorio con la eleccion de O.

Para probar que X es numerablemente compacto, supongamos que D C X es un
subespacio cerrado, discreto y numerable de X. De aqui resulta que D — D C
w*— X =FUA.

Consideremos la posibilidad (D — D)NA # 0. Sia € D— DN A, entonces tomemos
un subconjunto abierto-cerrado U C w* tal que {a} = UN A, de donde {a} = UNA.
Puesto que el subconjunto cerrado DNU C w* es no vacio, pues contiene al punto a,
tenemos que es infinito. Por el teorema 1.42, obtenemos que DNU tiene cardinalidad
2%, lo cual implica que (DNU) — (DU{a}) # 0. Si z € (DNU) — (DU {a})
entonces z € (D — D) — (F U A) lo que es una contradiccion.
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De lo anterior se desprende que (D — D)N A = () y por lo tanto D — D C F.
Supongamos que D' = D — A es infinito. Luego, D' N A = () y también es valido
que AND' =0, pues D' — D' C D— D C F C w*— A. Aplicando el teorema 1.47
tenemos que D’ N A = (), lo cual contradice que el conjunto no vacio D’ — D’ sea un
subconjunto de F' C A. Por consiguiente, el conjunto D — A es finito. Por lo tanto
el conjunto E = DNA=DN(A-A) € XN(A-A4) =y, Va es infinito, ya que
E=D— (D - A). Como la familia {V, : @ < wy} es creciente y E es numerable,
tenemos que existe un o < wy tal que E C V,,. Por lo tanto E — E C E C V,, lo
cual es contradictorio con E — E C D — D C F, ya que FNV, = (. Esta tltima
contradiccién prueba que el espacio X es numerablemente compacto.

]

63



64



Conclusiones

En el transcurso del presente trabajo, hemos obtenido algunos resultados nue-
vos en lo referente al tema de la completitud en espacios topoldgicos; ademas de
algunas de sus aplicaciones en Algebra Topoldgica.

En el ejemplo 2.26 constatamos la no aditividad, en algunos modelos de ZFC, de
la Cech completitud en potencias finitas. Nosotros probamos bajo CH (ejemplo
3.14) que existen espacios Cech completos y numerablemente compactos al mismo
tiempo que no son ultracompletos, dando asi respuesta a una pregunta planteada
en el articulo [BY2].

Como consecuencia de nuestro estudio de estas propiedades, obtuvimos para el caso
de los grupos topolégicos, que la Cech completitud es invariante respecto a funciones
abiertas (lema 2.32), se preserva bajo uniones finitas (teorema 2.29) y es equivalente
a la casi Cech completitud (corolario 2.31). En lo que respecta a la ultracompletitud,
probamos también para los grupos topolégicos, que esta propiedad es equivalente a
la compacidad local (teorema 3.10).
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Lista de simbolos

A continuacion presentamos algunos simbolos utilizados en este trabajo. Se
proporciona una breve descripciéon de cada simbolo y el ntiimero de la pagina en el
cual se introduce.

ZX, cerradura de A en X, 8 XY, producto numerable de X, 46
Bw, el espacio Bw, 25 X(K, X), cardcter de K en X, 16
clx(A), cerradura de A en X, 23 z", el punto (x1,%2,...,2y,), T; =z, 47

(X, la compactificacién de Stone-Cech
de un espacio de Tychonoff X, 7

CH, la hipétesis del continuo, 60
O, axioma diamante mds, 49

exp(X), familia de los subconjuntos
de X, 6

fTA, restricciéon de la funcién f
al conjunto A, 15

f(H), la familia {f(H)}gen, 20

I, el intervalo [0, 1] con
la topologia natural, 7

N F, el conjunto Nper F, 11

T*(X), familia de subconjuntos abiertos
y no vacios de X, 20

TX(X), familia de subconjuntos
abierto-cerrados y no vacios de X, 60

T (x9, X ), familia de subconjuntos abiertos
de X que contienen al punto z, 6

U <V, U es un refinamiento de V, 33
UU, la unién (Jye, U, 18

w*, el residuo fw — w, 25
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