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INTRODUCCION

El propósito del presente trabajo es exponer la teoría de los semigrupos dinámicos
cuánticos (S.D.C.). Los resultados que se exponen se encuentran en [8], aquí los hemos
desarrollado incluyendo sus respectivos detalles con al intención de que este trabajo sirva
de motivación y apoyo a otros sobre esta misma área de investigación. La proposición
3.2.11 es una extensión de la proposición 3.33 pág 64 de [8] y se demuestra por primera vez
en [12]. En el primer capítulo se exponen los antecedentes necesarios para comprender en
qué consiste la teoría de los semigrupos dinámicos cuánticos. Habrá quizás uno que otro
resultado que no esté demostrado en esta primera parte, pero se incluyen referencias donde
el lector podrá consultar las demostraciones necesarias.

 Un problema importante de esta teoría es determinar cuándo un semigrupo dinámico
cuántico (S.D.C.) es conservativo. El semigrupo dinámico cuántico minimal (S.D.C.M.))
que en este trabajo se construye en capítulo 3 a partir de un semigrupo de contracciones y
cuando éste es conservativo, es decir, preserva a el operador identidad, es la única solución
a la ecuación de Lindblad, ecuación (3.6) Capítulo 3, pág. 49 de este trabajo. También en el
capítulo 3 se dan condiciones necesarias y suficientes para la conservatividad del S.D.C.M.
Posteriormente en el capítulo 4 bajo la hipótesis AA y C,  (págs. 69-84) se desarrollan los
principales criterios (condiciones suficientes) que garantizan la conservatividad del
S.D.C.M. Por último en el capítulo 5 se exponen ejemplos en los cuales aplicamos la teoría
desarrollada
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Capítulo 1

Preliminares

En este capítulo desarrollamos los prerrequisitos necesarios para el resto
del trabajo. Aunque no demostramos todos los resultados aquí enunciados in-
dicaremos las referencias donde el lector podrá encontrar más detalles y las
demostraciones correspondientes.
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6 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

De…nición 1.0.1 Sea U un espacio vectorial con coe…cientes en los complejos
C. El espacio U es llamado un ¶algebra si existe una operación tal que a cada par
de elementos a; b 2 U se le asocia un elemento denotado por ab: Esta operación
tiene las siguientes propiedades.

1) a (bc) = (ab) c
2) a (b + c) = ab + ac

3) ® (ab) = (®a) b = a (®b), con ® 2 C.

El álgebra U es llamada conmutativa o abeliana si ab = ba; para todo
a; b 2 U:

De…nición 1.0.2 El álgebra U es normada si a cada elemento a 2 U hay
asociado un número real positivo jjajj; donde jj:jj satiface:

1) jjajj ¸ 0; y jjajj = 0 si y sólo si a = 0:

2) jjabjj · jjajj jjbjj:
3) jja + bjj · jjajj + jjbjj:
4) jj®ajj=j®j jjajj; con ® 2 C.

De…nición 1.0.3 Una ¤-¶algebra es una álgebra compleja U con una involu-
ción denotada por * con las siguientes propiedades:

(a¤)¤ = a:

(ab)¤ = b¤a¤:

(¸a + ¹b)¤ =
¡
¸a¤ +

¡
¹b¤;

donde ¸ y ¹ 2 C.

De…nición 1.0.4 Una ¤-¶algebra U normada completa con la propiedad jja¤jj =
jjajj, para a 2 U; se llama *-álgebra de Banach.

De…nición 1.0.5 Una C*-álgebra es una ¤-álgebra U de Banach con la propie-
dad de que para todo a 2 U jjaa¤jj = jjajj2:
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Ejemplo 1.0.6 Sea h un espacio de Hilbert y denotemos por B (h) el espacio
de todos los operadores acotados en h: Las operaciones de suma y productos de
elementos de B (h) son las usuales. La norma de operadores jj:jj1 en B (h) es la
siguiente, sea Z 2 B (h)

jjZjj1 = sup fjjZ (a) jj : a 2 h; jjajj = 1g

y la involución es el adjunto. Claramente se tiene que (B (h) ; jj:jj1) es una C¤-
álgebra.

Ejemplo 1.0.7 Sea X un espacio localmente compacto, C0 (X;C) el espacio de
las funciones continuas sobre X que se anulan en el in…nito, es decir dado f 2
C0 (X;C) y " > 0 existe K ½ X compacto tal que jf (x) j < ", para todo x 2 Kc;el
complemento de K: De…namos una norma en C0 (X; C) de la siguiente forma

jjf jj1 = sup fjf (x) j : x 2 Xg ;

como involución * tómese f (x)¤ = f (x) . Así C0 (X; C) es una C*-álgebra y
además es conmutativa.

De…nición 1.0.8 Sea U un álgebra con identidad y a 2 U, el conjunto resol-
vente de a es:

½U (a) = f¸ 2 C : ¸I ¡ a es invertibleg

y el espectro de a es el complemento de ½U (a).

Proposición 1.0.9 Cualquier a 2 B (h) C¤-álgebra tiene una descomposición
única en términos de elementos autoadjuntos a1 y a2,

a1 =
a + a¤

2
y a2 =

a ¡ a¤

2i

donde a = a1+ia2. Además a1 y a2 se pueden expresar como combinación lineal
de dos positivos.

Demostración.

Ver.[3], pág.38.

De…nición 1.0.10 Un *-mor…smo entre dos *-álgebras U y V ,es una tranfor-
mación lineal ¼ : U ! V tal que:

1) ¼ (uÀ) = ¼ (u)¼ (À) :
2) ¼ (u¤) = (¼u)¤

para todo u; À 2 U:
Si además ¼ (I) = I entonces ¼ se llama *-homomor…smo.
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De…nición 1.0.11 Una representación de una U C¤-álgebra es una pareja
(h; ¼) ; donde h es un espacio de Hilbert y ¼ es un * -mor…smo de U a B (h) :

De…nición 1.0.12 Un elemento a 2 U C¤álgebra es llamado positivo(a ¸ 0) si
existe b 2 U tal que a = b¤b; o si es combinación lineal con coe…cientes positivos
de elementos de esta forma, y es estrictamente positivo si es distinto de cero.

De…nición 1.0.13 Sean U ,V dos C ¤-álgebras y T : U ! V lineal, T es llamado
n positivo si para cada a1; :::; an 2 U y b1; :::; bn 2 V se tiene lo siguiente:

nX
i;j=1

b¤
i T (a¤

i aj) bj ¸ 0: (1;1)

T es llamado positivo si es 1 positivo, es decir manda elementos positivos en
positivos: T es Completamente Positivo (CP) si es n positivo para cada
n ¸ 1:

Proposición 1.0.14 Sea U;V dos C¤álgebras y T : U ! V completamente
positivo entonces se cumple que

T (a¤) = T (a)¤ :

Demostración.
a) Sea a ¸ 0 entonces a = a¤. Pero siendo T CP se sigue que T (a) ¸ 0,

de lo cual se deduce

T (a¤) = T (a) = T (a)¤ :

b) Si a es autoadjunto entonces a = a+ ¡ a¡ con a+; a¡ ¸ 0: De donde ob-
tenemos que

T (a¤) = T
¡
a+

¢
¡ T

¡
a¡¢

= T
¡
a+

¢¤ ¡ T
¡
a¡¢¤

=
¡
T

¡
a+

¢
¡ T

¡
a¡¢¢¤

= T (a)¤ :

c) Si a es arbitrario entonces

a =
a + a¤

2
+ i

a ¡ a¤

2i
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donde a+a¤

2 ; a¡a¤

2i son autoadjuntos. Por lo tanto también se tiene que

T (a¤) = T

µ
a + a¤

2

¶
¡ iT

µ
a ¡ a¤

2i

¶

=

µ
T

µ
a + a¤

2

¶
+ iT

µ
a ¡ a¤

2i

¶¶¤

= T (a)¤ :

Proposición 1.0.15 Sean U;V dos C¤ álgebra y ¼:U ! V un ¤-mor…smo
entonces ¼ es completamente positivo.

Demostración. Sea n ¸ 1, a1; :::; an 2 U y b1; :::; bn 2 V

nX
i;j=1

b¤
i ¼ (a¤

i aj) bj =
nX

i;j=1

b¤
i ¼ (ai)

¤ T (aj) bj

=
nX

i=1

b¤
i ¼ (ai)

¤
nX

j=1

¼ (aj) bj

=

Ã
nX

i=1

¼ (ai) bi

!¤ 0
@ nX

j=1

¼ (aj) bj

1
A ¸ 0:

De…nición 1.0.16 a) Sea U una C¤ álgebra. Para cada n ¸ 1 denotamos por
U ­Mn a la ¤-álgebra de matrices n£n con entradas en U: Así cada x 2 U ­Mn

es de la forma

x =

0
B@

x11 ::: x1n

... ¢ ¢ ¢
...

xn1 ¢ ¢ ¢ xnn

1
CA =

X
1·i;j·n

xij ­ Eij

donde Eij es la matriz de n £ n con ceros en todas sus entradas excepto en
la ij-ésima entrada donde hay un 1: Las operaciones de suma, resta , multi-
plicación y tranpuesta conjugada de matrices en U ­ Mn son las usuales en
el álgebra lineal. Sólo que aquí las entradas son elementos de la C¤álgebra
U.
b) Sea V otra C¤álgebra y T : U ! V una transformación lineal. Para cada
n 2 N; T induce un operador lineal Tn : U ­ Mn ! V ­ Mn dado por,

Tn (x) =

0
B@

T (x11) ::: T (x1n)
... ¢ ¢ ¢

...
T (xn1) ¢ ¢ ¢ T (xnn)

1
CA :
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Proposición 1.0.17 Sea U una C¤ álgebra contenida en B (h) para algún es-
pacio de Hilbert h y x 2 U ­ Mn. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1) x es positivo ;
2) x es una suma …nita de matrices de la forma

0
B@

a¤
1a1 ¢ ¢ ¢ a¤

1an

... ¢ ¢ ¢
...

a¤
na1 ¢ ¢ ¢ a¤

nan

1
CA con a1; :::; an 2 U ;

3) Para todo a1; :::; an 2 U se tiene que
P

1·i;j·n a¤
i xijaj ¸ 0:

Demostración. Seguimos [8], pág.18.
1) implica 2)
Como x es positivo entonces x = y¤y con y 2 U ­ Mn ;

y =

0
B@

y11 ¢ ¢ ¢ y1n

... ¢ ¢ ¢
...

yn1 ¢ ¢ ¢ ynn

1
CA ; y¤ =

0
B@

y¤
11 ¢ ¢ ¢ y¤

n1
... ¢ ¢ ¢

...
y¤
1n ¢ ¢ ¢ y¤

nn

1
CA

Por lo tanto

x = y¤y =

0
B@

y¤
11 ¢ ¢ ¢ y¤

n1
... ¢ ¢ ¢

...
y¤
1n ¢ ¢ ¢ y¤

nn

1
CA

0
B@

y11 ¢ ¢ ¢ y1n

... ¢ ¢ ¢
...

yn1 ¢ ¢ ¢ ynn

1
CA

=

0
B@

Pn
`=1 y¤

`1y`1 ¢ ¢ ¢
Pn

`=1 y¤
`1y`n

... ¢ ¢ ¢
...Pn

`=1 y¤
`ny`1 ¢ ¢ ¢

Pn
`=1 y¤

`ny`n

1
CA

=
nX

`=1

0
B@

y¤
`1y`1 ¢ ¢ ¢ y¤

`1y`n

... ¢ ¢ ¢
...

y¤
`ny`1 ¢ ¢ ¢ y¤

`ny`n

1
CA
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2) implica 3)
Como x tiene la representación dado por 2) entonces claramente se tiene
que xij =

Pn
`=1 y¤

`iy`j ; con lo cual

nX
i;j=1

®¤
i xij®j

=
nX

i;j=1

®¤
i

Ã
nX

`=1

y¤
`iy`j

!
®j

=
nX

`=1

0
@ nX

i;j=1

®¤
i I(y¤

`iy`j)®j

1
A

=
nX

`=1

Ã
nX

i=1

y`i®i

!¤ Ã
nX

i=1

y`i®i

!
¸ 0

3) implica 1)
Sea h en subespacios cíclicos ortogonales y À 2 h un vector cíclico, es decir
faÀ : a 2 Ug es denso en h: Ver [3] Teorema 2;1;10, pág.60.
Por hipótesis se tiene que

X
1·i;j·n

haiÀ; xijajÀi ¸ 0;

ahora sean À1; :::; Àn 2 h entonces existe faikÀg1
k=1tal que aikÀ !

k!1
Ài

para i = 1; :::; n: Con lo cual se tiene que

hÀi; xijÀji = l¶{m
k!1

haikÀ; xijajkÀi

Por lo tanto,

*0
B@

À1

...
Àn

1
CA ; x

0
B@

À1

...
Àn

1
CA

+
=

nX
i;j=1

hÀi; xijÀji = l¶{m
k!1

nX
i;j=1

hÀ; a¤
ikxijajkÀi ¸ 0

lo cual dice que x es positivo.

Proposición 1.0.18 Sea T : B (h) ! B (h) una transformación lineal. Las
siguientes condiciones son equivalentes:

1) T es CP;
2) Para cada n ¸ 1; la transformación lineal Tn es positiva.
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Demostración. Seguiremos [8], pág.18.
1) implica 2)
Sea x cualquier elemento positivo entonces por 1) y 2) de la Proposición
anterior tenemos que

x =
nX

`=1

X
1·i;j·n

y¤
`iy`j ­ Eij,

y como T es CP
nX

`=1

X
1·i;j·n

T (y¤
`iy`j) ­ Eij

es positivo. Con lo cual resulta que Tn (x) es positiva, por lo tanto Tn es
positiva.
2) implica 1)
Supongamos que para cada n ¸ 1; Tn es positiva entonces usando 2) y 3) de
la proposición anterior tenemos que

x =
nX

`=1

X
1·i;j·n

y¤
`iy`j ­ Eij =

0
B@

x¤
1x1 ::: x¤

1xn

... ¢ ¢ ¢
...

x¤
nx1 ¢ ¢ ¢ x¤

nxn

1
CA

es un elemento positivo en B (h) ­ Mn; Tn (x) ¸ 0 y*0
B@

b1À
...

bnÀ

1
CA ;

0
B@

T (x¤
1x1) ::: T (x¤

1xn)
... ¢ ¢ ¢

...
T (x¤

nx1) ¢ ¢ ¢ T (x¤
nxn)

1
CA

0
B@

b1À
...

bnÀ

1
CA

+

=
Pn

i;j hbiÀ; T (x¤
i xj)bjÀi

=
D
À;

Pn
i;j b¤

i T (x¤
i xj)bjÀ

E
¸ 0

donde bi 2 B (h) ; À 2 h;resultando así T CP.

Proposición 1.0.19 Sea T : B (h) ! B (h) una transformación lineal: En-
tonces T es completamente positiva si y sólo si para cada n ¸ 1 y cada
u1; :::; un 2 B (h), k1; :::; kn 2 h se tiene lo siguiente

X
1·i;j·n

hki; T (u¤
i uj) kji ¸ 0:

Demostración. Seguimos [8], pág.19.
Sean b1; :::; bn, u1; :::; un 2 B (h) y k 2 h entonces el resultado se
tiene como consecuencia de las siguientes igualdades:
hk;

P
1·i;j·n b¤

i T (u¤
i uj) bjki =

P
1·i;j·nhk; b¤

i T (u¤
i uj) bjki

=
P

1·i;j·nhbik; T (u¤
i uj) bjki =

P
1·i;j·nhki; T (u¤

i uj) kji ¸ 0;
donde hemos tomado la correspondencia de bik = ki; 1 · i · n:
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Proposición 1.0.20 Sea T : B (h) ! B (h) una tranformación lineal 2-positiva.
Entonces se tiene lo siguiente:

1) Si T (1) es invertible en B (h) entonces para todo u 2 B (h) se tiene la
siguiente desigualdad

T (u¤)T (1)¡1 T (u) · T (u¤u) : (1;2)

2) Para todo u 2 B (h) se tiene la desigualdad

T (u¤)T (u) · jjT (1) jj1 T (u¤u) : (1;3)

3) T es continuo y

jjT jjB(B(h)) = jjT (1) jj1: (1;4)

Demostración. Ver. [8] ; Prop.2;10, págs.19 ¡ 20.

1.1. El espacio ¿ (h)

En esta pequeña sección ¿ (h) denota al espacio de los operadores de traza
…nita en el espacio de Hilbert h. Cada ½ 2 ¿ (h) tiene la expresión

½ =
X

`

®n jenihfnj (1;1;1)

donde ®n ¸ 0 con la propiedad,
P

n ®n < 1 y fengn,ffngn son sistemas orto-
normales de h.

El operador jenihfnj evaluado en À 2 h tiene la expresión, jenihfnjÀ =
hÀ; fni en; y además jenihfnj¤ = jfnihenj : Como caso particular cuando fn = en,
½ resulta ser un operador positivo y ½¤ = ½. Una función sobre estos operadores
que se usa para de…nir a la topología ¾-débil en B (h) es la función traza en
¿ (h) : Existen muchos resultados referentes a ¿ (h) que por el momento no
se examinan aquí, pero se pueden consultar en [21] pág.7, [18] Capítulo I, dos
de estos resultados útiles son: ¿ (h) es un ideal bilateral en B (h) ; es decir
dado ½ 2 ¿ (h) y x 2 B (h) ; ½x; x½ 2 ¿ (h) : El segundo resultado a…rma
que tr (½x) = tr (x½) : La relación existente entre ¿ (h) y B (h) (Teorema de
Schatten)[18], pág.51;es ¿ (h)¤ = B (h) aunque no es cierto que B (h)¤ = ¿ (h) ;
pues ¿ (h) no es re‡exivo [17] págs.64-77 y 167.

De…nición 1.1.1 La función traza tr en ¿ (h) se de…ne de la siguiente forma

tr (½) =
1X

m=1

h½»m; »mi ;
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con f»mgm sistema ortonormal de h y ½ 2 ¿ (h) :

Proposición 1.1.2 Para cada X 2 B (h) y ½ ¸ 0 se tiene que

tr (½X) =
X

n

®n hXen; eni . (1;1;2)

Demostración. Sea fengn sistema ortonormal de h completo,

tr (½X) =
X
m

h½Xem; emi =
X
m

ÃX
n

®n hhXem; eni en; emi
!

=
X
m

®m hhXem; emi em; emi =
X
m

®m hXem; emi :

Proposición 1.1.3 Dado ½ 2 ¿ (h) entonces j½j = (½¤½)
1
2 2 ¿ (h) y la aso-

ciación ½ ! tr
³
(½¤½)

1
2

´
de…ne una norma en ¿ (h), el cual hace a ¿ (h) un

espacio de Banach.

Demostración. Ver. [18] ; págs.43 ¡ 53.

Teorema 1.1.4 (Schatten) Sea h algún espacio de Hilbert complejo separable.
1) jj½jj1 = tr (j½j) y el espacio ¿ (h) es isométricamente isomorfo al dual de
C (h) ; espacio de los operadores compactos en h con la norma de operado-
res, bajo la correspondencia f½ (X) = tr (½X) con ½ 2 ¿ (h) …jo y X 2 C (h) :
2) B (h) es isométricamente isomorfo al dual de ¿ (h) con la norma jj:jj1,bajo
la correspondencia fX (½) = tr (½X) con ½ 2 ¿ (h) y X 2 B (h) …jo.
Demostración. Ver. [18] ; pág.51.

1.2. Topologías en B(h)

Para una exposición de conceptos de topológicos como conjunto dirigido y
red, el lector puede consultar [22], Capítulo I.

De…nición 1.2.1 Un espacio topológico es un par (X; ¿) donde X es un con-
junto y ¿ es una familia de subconjuntos de X;a para la cual se satisfacen las
siguienrtes condiciones:

(1) © 2 ¿ y X 2 ¿ ;
(2) Si A y B 2 ¿ , entonces A \B 2 ¿ ;
(3)Si U ½ ¿ , entonces [U 2 ¿ :
Los elementos de X se llaman puntos de (X; ¿) y los elementos de la familia
¿ se llaman subconjuntos abiertos del espacio (X; ¿) : Recuérdese que el con-
junto [U es la unión de la familia U:
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De…nición 1.2.2 Sea ¢ un conjunto no vacío. Una relación R en ¢£¢(o sea
un conjunto R ½ ¢ £ ¢) se llama dirección en ¢;si

(1) sRs, para todo s 2 ¢;
(2) sRt y tRÀ implica sRÀ, para todo s; t; À 2 ¢;
(3) Para todo s; t 2 ¢ existe un À 2 ¢ tal que sRÀ y sRt:
Si R es una dirección en ¢, entonces ¢ se llama dirigido por R.

De…nición 1.2.3 Sea X un espacio topológico. Una red S en X es cualquier
mapeo de un conjunto dirigido(que se llama dominio) en X.

Si el conjunto dirigido es de los número naturales con el orden usual, entonces
S se llama sucesión.En muchas ocaciones una red en X se denota por (Xt)t2¢

donde ¢ es el dominio de S.

De…nición 1.2.4 Dado un espacio topológico X y un punto x0 2 X, diremos
que una red S =(Xt)t2¢ converge a x0

³
S!

t
x0

´
si para toda vecindad U de x0

en X existe t0 2 ¢ tal que Xt 2 U para todo t ¸ t0:

De…nición 1.2.5 La topología fuerte en B (h), es la topología inducida por la
familia de seminormas fPÀ : À 2 hg de…nidas por PÀ (X) = jjX (À) jjh:

De…nición 1.2.6 La topología débil en B (h) ; es la topología inducida por la
familia de seminormas fPÀ;º : À; º 2 hg de…nidas por PÀ;º (X) = j hXÀ; ºih j:

De…nición 1.2.7 La topología ultradébil (¾-débil ) en B (h) ; es la topología
inducida por la familia de seminormas fP½ : ½ 2 ¿ (h)g de…nidas por

P½ (X) = jtr (½X) j:

Cabe mencionar que P½ (X) está bién de…nida porque como ya mencionamos
antes ¿ (h) es un ideal bilateral en B (h).
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Proposición 1.2.8 Sea ¢ un conjunto dirigido. Una red fXigi2¢en B (h) con-
verge a X 2 B (h):

1)Fuertemente si y sólo si jjXi (º) ¡ X (º) jjh !
i

0; para todo º 2 h:

2) Débilmente si y sólo si j hXiÀ; ºih ¡ hXÀ; ºih j !
i

0; para todo º; À 2 h:

3) Ultradébilmente si y sólo si jtr (½ (Xi ¡ X)) j !
i

0; para todo ½ 2 h:

Demostración. Es inmediata de las de…niciones 1.2.1, 1.2.2 y 1.2.3.

Proposición 1.2.9 La red fXigi2¢ converge ultradébilmente a X 2 B (h) si y
sólo si para cualesquiera fºng ; fÀng sucesiones en h tales que

P
n jjºnjj2h < 1

y
P

n jjÀnjj2h < 1 se tiene que
X

n

hXiºn; Ànih !
i

X
n

hXºn; Ànih : (1;2;1)

Demostración. Tomando ½ =
P

n ®n jenihenj y ºn = Àn = ®
1
2 en se

obtiene el resultado.

Lema 1.2.10 ( Dini) Sea ¢ un conjunto dirigido. Sean f®; f : K ! R con-
tinuas, ® 2 ¢; donde K es un conjunto compacto. Si f® · f®; para ® < ®; y
f® (x) !

®
f (x) ; x 2 K; entonces esta convergencia es uniforme.

Demostración. Sea x 2 K; tomemos g® = f ¡ f® ¸ 0; así fg®g®2¢ es
decreciente y

l¶{m
®

g® (x) = 0: Por lo tanto dado " > 0 existe una vecindad U de x

y algún ®x tal que g® (x) < ";para ® ¸ ®x: Ahora para este " > 0;
considérese fUx : x 2 Kg una cubierta de K , por la compacidad
de K existe un n 2 N y x1; :::; xn 2 K tal que K = [n

i=1Uxi ; sea
®0 = m¶ax f®1; :::; ®ng 2 ¢: Tomemos x 2 K arbitrario y sea ® ¸ ®0

entonces existe i tal que x 2 Uxi de donde se deduce que g® (x) < ";
lo cual quiere decir que jf® (x)¡ f (x) j < "; el cual es la propia conver-
gencia uniforme.

Teorema 1.2.11 La topología ultradébil y la débil coinciden en subconjuntos
acotados de B (h) :

Demostración. Seguimos [8], pág.9.
Sea B (0; 1) = fx 2 B (h) : jjxjj1 · 1g, como ¿ (h)¤ = B (h) entonces resulta
que (B (0; 1) ; ¿¾¡d¶ebil) es compacto por el Teorema de Alaoglu y por el teore-
ma del mapeo abierto basta tomar

I : (B (0; 1) ; ¿¾¡d¶ebil) ! (B (0; 1) ; ¿d¶ebil) ;

claramente I la función identidad, es una biyección continua y como las
topologías son de Hausdor¤, se tiene que ambas topologías coinciden.
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De…nición 1.2.12 Un álgebra de von Neumann U es una C*-subálgebra de
B (h) con identidad la cual es cerrada en la topología débil.

Ejemplo 1.2.13 Toda álgebra de von-Neumann es una C¤-álgebra, pero no in-
versamente. Para ello tómese el siguiente ejemplo.

Sea C0 = ff : [0; 1] ! C : f es continuag ½ B (h) ; donde h = L2 ([0; 1] ; ¹)
siendo ¹ la medida de Lebesgue: Ahora con jjf jj1 = sup j f (x) j y f¤ (x) =
f (x) se tiene que C0 es una C¤-subálgebra de B (h). Ahora sea Â[0; 1

2 ]
; clara-

mente se tiene que Â[0; 1
2 ]

=2 C0: Pero existe ffng ½ C0 tal que fn !
n!1

Â[0; 1
2 ]

puntualmente, donde

fn (x) =

(
Â[0; 1

2¡ 1
n ] (x)

¡n
¡
x ¡ 1

2

¢
si x 2

£
1
2 ¡ 1

n ; 1
2

¤
)

:

Para ver que C0 no es un álgebra de von Neumann,veámoslo contenido en
B (h) mediante el mapeo que asocia f 2 C0; f ! m (f) 2 B (h) siendo m (f)

el operador de multiplicación por f: De aquí se sigue que m (fn) !
s

m
³
Â[0; 1

2 ]

´

pero esto implica que m
³
Â[0; 1

2 ]

´
está en m

¡
C0

¢
cosa que no puede ser ya que

Â[0;12 ] =2 C0;resultando así que C0 no es álgebra de von Neumann.

Proposición 1.2.14 Sea U un álgebra de von Neumann de operadores actuan-
do sobre un espacio de Hilbert h. Sea 4 un conjunto dirigido y fXigi2¢una red
creciente de elementos de U tales que Sup

i2¢
jjXijj1 < 1: Entonces existe X 2

U tal que Xi !
i

X en la topología débil, ultradébil y fuerte. A X se le denota

también con X = Sup
i2¢

Xi.

Demostración. Ver. [3] Teorema 2;4;21; pág: 76:

De…nición 1.2.15 Sea U un álgebra de von Neumann y ' funcional lineal posi-

tiva en U: Se dice que ' es normal si Sup
i2¢

' (Xi) = '

µ
Sup
i2¢

Xi

¶
: (1;2;2)

Teorema 1.2.16 Sea T : B (h) ! B (h) lineal, positivo y ¾¡débil continuo
entonces existe S : ¿ (h) ! ¿ (h) tal que

tr (S (½)x) = tr (½T (x)) (1;2;2¶)

para todo ½ 2 ¿ (h) y 2 x 2 B (h) :
Demostración. Ver. [3] Teorema 2;4;20; págs.76 ¡ 78:
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Proposición 1.2.17 a) Sean T ; E : B (h) ! B (h) transformaciones lineales
completamentes positivas entonces E + T es completamente positiva.

b) E ± T : B (h) ! B (h) es completamente positiva.
c) Sea K un espacio de Hilbert y fTmgm¸1una sucesión transformaciones

completamentes positivas, Tm : B (h) ! B (K) : Supóngase que para cada u 2
B (h) la sucesión fTm (u)gm¸1converge débilmente. Entonces la transformación
lineal T : B (h) ! B (K) de…nida por T (u) = l¶{m

m!1
Tm (u) es completamente

positiva.

Demostración. Seguimos [8], págs.20-21.
a) Sean b1; :::; bn y u1; :::; un 2 B (h) entonces

X
1·i;j·n

b¤
i [E + T ] (u¤

i uj) bj

=
X

1·i;j·n

b¤
i E (u¤

i uj) bj +
X

1·i;j·n

b¤
i T (u¤

i uj) bj ¸ 0:

b) Para esto únicamente veremos que (E ± T )n = En ± Tn ,
donde (E ± T )n : B (h) ­ Mn ! B (h) ­ Mn.
Sea u ­ Eij 2 B (h) ­ Mn entonces se tiene lo siguiente:

(E ± T )n (u ­ Eij) = (E ± T ) (u) ­ Eij = E (T (u)) ­ Eij

= En (T (u) ­ Eij) = En (Tn (u ­ Eij)) = En ± Tn (u ­ Eij)

con lo cual resulta que (E ± T )n = En ± Tn:
c) Sea n ¸ 1, u1; :::; un 2 B (h) y k1; :::; kn 2 KP

1·i;j·nhki; T (u¤
i uj) kji = l¶{m

m!1

P
1·i;j·nhki; Tm (u¤

i uj) kji ¸ 0:

Teorema 1.2.18 (Stinespring) Sea h un espacio de Hilbert. ' : B (h) ! B (h)
es lineal y completamente positivo si y sólo si existe K espacio de Hilbert y L
:h ! h ­K lineal tal que

' (x) = L¤ (x ­ 1)L:

Nota 1.2.19 El operador x ­ 1 : h ­ K ! h ­ K, que se de…ne como
(x ­ 1) (º ­ À) = x (º) ­ À, se llama la ampliación de x en h ­ K:
Para hacer la demostración de este teorema haremos uso de 4 resultados
cuyas demostraciones se pueden encontrar en [18] ; pág.251 ¡ 254.

1) Proposición 29.2.Sea T : B (h2) ! B (h1) completamente positivo, defí-
nase

K (x1; y1; u1;x2; y2; u2) = hu1; y¤
1T (x¤

1x2) y2u2i
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donde (xi; yi; ui) 2 B (h2)£B (h1) £h1 para i = 1; 2: Entonces K es de…ni-
do positivo en B (h2) £ B (h1) £h1 ; es decir dado n 2 N; para todo
(xi; yi; ui) 2 B (h2) £ B (h1) £h1; i = 1; :::; n y ¸1; :::; ¸n 2 C;

nX
i;j=1

¸i¸jK (xi; yi; ui; xj ; yj; uj) ¸ 0:

2) Proposición 29.3. Sea T : B (h2) ! B (h1) completamente positivo en-
tonces existe un espacio de Hilbert h y ¸ : B (h2) £h1 ! h tal que se tiene
lo siguiente:
i) f ¸ (x; u) j x 2 B (h2) ; u 2 h1g es total en h:
ii) ¸ es lineal en cada variable x, u:
iii) h¸ (x1; u1) ; ¸ (x2; u2)i = hu1; T (x¤

1x2)u2i :
iv) En particular º0 (u) = ¸ (1; u) es una isometría de h1 ! h:

3) Proposición 29.4. A partir de 2) para T; ¸; y º0 existe un *- homomor-
…smo unital ¼ : B (h2) ! B (h) ; (¼ (1) = 1) tal que

¸ (x; u) = ¼ (x) º0u; x 2 B (h2) ; u 2 h1:

4) Proposición 29.5. Ahora para el ¼ construido en 3) existe un espacio
de Hilbert K y un isomor…smo unitario ¿ : h ! h2 ­ K tal que
¼ (x) = ¿¡1 x ­ 1 ¿ con x 2 B (h2) y 1 es el operador identidad en K:

Ahora si ya podemos demostrar el Teorema 2;1;16.
Demostración. Demostremos la condición su…ciente. Siendo Á es comple-

tamente positivo
de B (h) a B (h) mismo y usando los 4 resultados anteriores todos con
h = h1 = h2 y L = ¿º0; T = ' se tiene que para u1; u2 2 h

hu1; L
¤ (x ­ 1)Lu2i =

­
u1; º

¤
0¿

¡1 (x ­ 1) ¿º0u2

®
= hº0u1; ¼ (x) º0u2i
= h¼ (1) º0u1; ¼ (x) º0u2i
= h¸ (1; u1) ; ¸ (x; u2)i
= hu1; Á (1¤x)u2i
= hu1; Á (x)u2i ;
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por lo tanto,
Á (x) = L¤ (x ­ 1)L:

Ahora veamos la necesidad.
Á (x) = L¤ (x ­ 1)L:

La linealidad es fácil, sean x y y 2 B (h) entonces

Á (x + y) = L¤ ((x + y) ­ 1)L

= L¤ ((x ­ 1) + (y ­ 1))L

= L¤ (x ­ 1)L + L¤ (y ­ 1)L

= Á (x) + ' (y) :

Á es completamente positivo. Sea n ¸ 1 y x1; :::; xn; y1; :::; yn 2 B (h).
Tomemos u 2 h; entonces tenemos lo siguiente

*
u;

nX
i;j=1

y¤
i Á (x¤

i xj) yju

+
=

nX
i;j=1

hyiu; Á (x¤
i xj) yjui

=
nX

i;j=1

hyiu; L¤ ((x¤
i xj) ­ 1)Lyjui

=
nX

i;j=1

­
Lyiu; (xi ­ 1)¤ (xj ­ 1)Lyju

®

=
nX

i;j=1

h(xi ­ 1)Lyiu; (xj ­ 1)Lyjui

=

*
nX

i=1

(xi ­ 1)Lyiu;
nX

j=1

(xj ­ 1)Lyju

+

= jj
nX

j=1

(xj ­ 1)Lyjujj2 ¸ 0:

Á es ¾-débil continuo.
Sea x® ­ 1

¾-w!
®

x ­ 1, es decir dado ½ 2 ¿ (h), tr (½ (x® ­ 1)) !
®

tr (½ (x ­ 1))

tr (½Á (x®)) = tr (½L¤ (x® ­ 1)L)

= tr (L½L¤ (x® ­ 1))

l¶³m
®

(½Á (x®)) = l¶³m
®

tr (L½L¤ (x® ­ 1)) = tr (L½L¤ (x ­ 1))

= tr (½L¤ (x ­ 1)L) = tr (½Á (x))

por lo tanto Á es ¾-débil continuo.
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Teorema 1.2.20 (Krauss) La transformación lineal T : B (h) ! B (h) es nor-
mal y completamente positiva si y sólo si puede ser expresada en la forma

T (a) =
1X

j=1

V ¤
i aVj . (1;2;4)

Donde fVjg1
j=1 son operadores acotados de h en h mismo y la serie

P1
j=1 V ¤

i Vj

converge debilmente.

Demostración. Ver. [8] ; pág. 24, [13], págs. 311 ¡ 335:
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Capítulo 2

Semigrupos dinámicos
cuánticos(S.D.C.)

En este capítulo se proporciona la forma explícita que debe tener el generador
in…nitesimal de un semigrupo dinámico cuántico uniformemente continuo. Los
dos resultados importantes que garantizan esto y con los cuales se …naliza este
capítulo son: el Teorema de Linblad 2;1;17 y el Teorema de Linblad-Gorini-
Kossakowski-Sudarshan 2;1;18:

23
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2.1.

De…nición 2.1.1 Un Semigrupo Dinámico Cuántico(S. D. C) en B (B (h)) es
una familia T = fTtgt¸0 de operadores acotados con las siguientes propiedades:

1) T0 (x) = x, x 2 B (h) ;
2) Tt+s (x) = Tt (Ts (x)), para s; t ¸ 0; x 2 B (h) ;
3) Tt es completamente positivo para todo t ¸ 0;
4) Tt es ¾-débil continuo en B (h) para todo t ¸ 0 …jo;
5) Para cada x 2 B (h) …jo, el mapeo t ! Tt (x) es continuo respecto a la
topología ¾-débil en B (h) : [8], pág.28.

De…nición 2.1.2 El generador in…nitesimal de un Semigrupo Dinámico Cuán-
tico T . Es el operador $ ,cuyo dominio D ($) es el espacio de los elementos de
B (h) para los cuales existe un elemento b 2 B (h) tal que

b = l¶{m
t!0

Tt (x) ¡ x

t
(2;1)

en la topología ¾-débil, y para a 2 D ($) ;$ (a) = b.

De…nición 2.1.3 Un semigrupo T = fTtgt¸0 en B (h), es decir T satisface
1) y 2) de la De…nición 2;1;1: Es de contracciones si jjTtjjB(B(h)) · 1; donde
jjTtjjB(B(h)) = Sup

x2B(h)
jjxjj=1

jjT (x) jjB(h):

Nota 2.1.4 T es llamado uniformemente continuo si

l¶{m
t!0

kTt ¡ T0kB(B(h)) = 0:

Proposición 2.1.5 Sea (­;z; ¹) un espacio medible con ¹ medida …nita sobre
z, y fU (t; x)gt¸0;x2­ una familia de operadores acotados sobre un espacio de

Hilbert h tal que:
1) Para todo x 2 ­; la transformación t ! U (t; x) es fuertemente continua,
es decir para cada À 2 h; t ! U (t; x)À es continua;
2) Para todo t ¸ 0; la transformación x ! U (t; x) es fuertemente medible,
es decir dado dado À 2 h; x ! U (t; x)À es medible;([17] Teorema IV.22,
págs.116 ¡ 117).
3) Para todo t ¸ 0, existe una función positiva gt sobre ­ integrable con res-
pecto a ¹; tal que

Sup
0·s·t

kU (s; x)k2 · gt(x); con gt 2 L1 (­; z; ¹) :

Entonces la transformación ª : [0; 1) £ B (h) ! B (h) de…nida por la inte-
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gral

ª(t; a) =

Z
­

U (t; x)¤ aU (t; x) d¹ (x) (2;2)

es ¾-débil continua en ambos argumentos y completamente positiva en la
segunda variable.

Demostración.
Seguimos [8], págs.32-33.
Observemos que
0 · hU (t; x) º; aU (t; x) ºi · kU (t; x) ºkkaU (t; x) ºk · kak1kU (t; x) ºk2

· kak1kºk2kU (t; x) k2 · kak1kºk2gt (x),
así como función de x resulta integrable, y por lo tanto

Z
­

hU (t; x) º; aU (t; x) ºi d¹ (x)

de…ne una forma sesquilineal acotada que está representada por un
operador al que denotaremos por ª(t; a) o por

R
­

U (t; x)¤ aU (t; x) d¹ (x).
Veamos que ª es completamente positivo en la segunda variable, para eso
tomando t …jo, sea n ¸ 1; a1; :::; an ; b1; :::; bn 2 B (h)

*
º;

nX
i;j=1

b¤
i ª (t; a¤

i aj) bjº

+
=

nX
i;j=1

hbiº;ª(t; a¤
i aj) bjºi

=
nX

i;j=1

Z
­

­
biº;U (t; x)¤ a¤

i ajU (t; x) bjº
®
d¹ (x)

=
nX

i;j=1

Z
­

haiU (t; x) biº; ajU (t; x) bjºi d¹ (x)

=

Z
­

nX
i;j=1

haiU (t; x) biº; ajU (t; x) bjºi d¹ (x)

=

Z
­

k
nX

i=1

aiU (t; x) biºk2d¹ (x) ¸ 0

por lo tanto tenemos que ª es completamente positivo, en la segunda va-
riable operador.
Enseguida demostramos que es ¾-débil continuo en el tiempo. Para ello to-
memos s; t 2 [0; r] :
jhº; ª(t; a) ºi ¡ hº;ª(s; a) ºij = jhº; (ª (t; a) ¡ ª(s; a)) ºij
=

¯̄R
­ (hU (t; x) º; aU (t; x) ºi ¡ hU (s; x) º; aU (s; x) ºi) d¹ (x)

¯̄
·

R
­

jhU (t; x) º; a (U (t; x) ¡ U (s; x)) ºij d¹ (x)+R
­

jh(U (t; x) ¡ U (s; x)) º; aU (s; x) ºij d¹ (x)
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el primer sumando de esta desigualdad lo estimamos por
·

R
­

kU (t; x) ºkkak1 k(U (t; x) ¡ U (s; x)) ºkd¹ (x)

· kak1

³R
­

kU (t; x) ºk2 d¹ (x)
´ 1

2
³R

­
k(U (t; x) ¡ U (s; x)) ºk2 d¹ (x)

´ 1
2

· kak1
¡R

­ gr (x) d¹ (x)
¢ 1

2

³R
­ k(U (t; x) ¡ U (s; x)) ºk2 d¹ (x)

´ 1
2

pero de aquí mismo obsérvese que
jj (U (t; x) ¡ U (s; x)) ºjj2 · 2

¡
jjU (t; x) jj2 + jjU (s; x) jj2

¢
jjºjj2h · 2gr (x) jjºjj2h,

entonces por el Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue, se conclu-
ye que el primer sumando tiende a 0; conforme t ! s; un análisis similar
muestra que el segundo sumando también tiende a 0 conforme t ! s:

Enseguida demostramos que ª es ¾-débil continuo en el segundo parámetro.
Bastará ver que ª(t; a) es normal, es decir que hª(t; a) º; ºi = tr (½a) donde
½ es un operador de traza …nita en ¿ (h) y º 2 h, para ello tomemos

½ =

Z
­

jU (t; x) ºihU (t; x) ºjd¹ (x)

y comprobemos que en verdad este ½ es el adecuado, sea feig1
i=1 una base

ortonormal para nuestro h: Vamos a demostrar que

1X
i=1

hei; ½eii < 1:

Es claro que

nX
i=1

hei; ½eii =
nX

i=1

Z
­

hei; jU (t; x) ºihU (t; x) ºjeii d¹ (x)

=
nX

i=1

Z
­

hei; hU (t; x) º; eiiU (t; x) ºi d¹ (x)

=
nX

i=1

Z
­

jhU (t; x) º; eiij2 d¹ (x)

=

Z
­

nX
i=1

jhU (t; x) º; eiij2 d¹ (x) !
n!1

Z
­

1X
i=1

jhU (t; x) º; eiij2 d¹ (x)

y usando la fórmula de Parseval se tiene que

nX
i=1

hei; ½eii =

Z
­

1X
i=1

j hU (t; x) º; eii j2d¹ (x) =

Z
­

jjU (t; x) ºjj2d¹ (x)

· jjºjj2h
Z

­

jjU (t; x) jj2d¹ (x) · jjºjj2h
Z

­

gr (x) d¹ (x) < 1;

así ½ 2 ¿ (h) :
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Pero por otra parte recordemos que:
hº;ª(t; a) ºi = tr (jºihª(t; a) ºj) =

R
­

hU (t; x) º; aU (t; x) ºi d¹ (x)
por lo tanto

tr (½a) =
1X

i=1

Z
­

hei; hU (t; x) º; aeiiU (t; x) ºi d¹ (x)

=
1X

i=1

Z
­

hU (t; x) º; aeii hei; U (t; x) ºi d¹ (x)

=
1X

i=1

Z
­

ha¤U (t; x) º; eii hei; U (t; x) ºi d¹ (x)

=
1X

i=1

Z
­

hU (t; x) º; aU (t; x) ºi d¹ (x)

= hº;ª (t; a) ºi :

Así hº;ª(t; a) ºi = tr (½a) ; lo que prueba que ª es normal.

De…nición 2.1.6 Un Semigrupo Dinámico Cuántico fTtgt¸0 es llamado con-
servativo si Tt (1) = 1 8 t ¸ 0.

De…nición 2.1.7 El predual de un Semigrupo Dinámico Cuántico T que actúa
sobre B (h) es el semigrupo S actuando sobre ¿ (h) de…nido por:

tr ( St (½)) (x) = tr (½Tt (x)) (2;3)

para cada ½ 2 ¿ (h) y x 2 B (h). Ver Teorema 1.2.11, Capítulo 1.

Proposición 2.1.8 Sea T un S.D.C sobre B (h) entonces los siguientes son
equivalentes:

1) Existen dos números reales M ¸ 1 y ¯ ¸ 0 tal que
kTtkB(B(h)) · M exp (¯t), para t ¸ 0;

2) El generador in…nitesimal $ es densamente de…nido y cerrado en la topo-
logía ¾-débil;
3) Si Re ¸ > ¯entonces el rango de ¸1 ¡ $ coincide con B (h) y se tiene la
desigualdad siguiente

°°°(¸1 ¡ $)¡1 (a)
°°°

B(B(h))
· M

Re¸ ¡ ¯
a; (2;4)

4) El operador resolvente (¸1 ¡ $)¡1 , está dado por la transformada de
Laplace

(¸1 ¡ $)¡1 (a) =

Z 1

0

Tt (a) exp (¡¸t) dt (2;5)

para cada a 2 B (h) y cada número complejo ¸ con Re ¸ > ¯ .
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Demostración.

Ver. [3] Teorema 3;1;6, págs.166 ¡ 167.

De…nición 2.1.9 Sea E un espacio de Banach con norma jj:jj: Un semigrup

T : E ! E es fuertemente continuo si Tt¹
jj:jj!
t!0

¹, y es uniformemente continuo

si jjTt ¡ IjjB(E) ! 0
t!0

.

Proposición 2.1.10 Sea Tt un semigrupo de operadores acotados sobre un es-
pacio de Banach E con norma jj:jj:

Los siguientes son equivalentes:

1) La transformación lineal t ! Tt es uniformemente continua;

2) La transformación lineal t ! Tt es uniformemente diferenciable;

3) El generador in…nitesimal $ es un operador acotado y

Tt =
X
n¸0

tn

n!
$n (2;7)

donde la serie converge en la norma de operadores para cada t real.

Si estas condiciones son satisfechas entonces T puede ser extendido a un

grupo uniformemente continuo de operadores sobre E que satisface

kTtkB(E) · exp
³
jtj k$kB(E)

´
:

Demostración. Seguimos [3],Prop.3.1.6 pág.166.

3) implica 2)

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄Tt ¡ I

t
¡ $

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
B(E)

=

¯̄
¯̄
¯
¯̄
¯̄
¯
P

n¸0
tn

n! $
n ¡ I

t
¡ $

¯̄
¯̄
¯
¯̄
¯̄
¯
B(E)

=

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
X
n¸1

tn

t n!
$n ¡ $

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
B(E)
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=

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
X
n¸2

tn

t n!
$n

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
B(E)

·
X
n¸2

k$nkB(E) tn

n!

·
X
n¸2

k$kn¡2
B(E) k$k2

B(E) tn¡2t2

n!

= t2 k$k2
B(E)

X
n¸2

k$kn¡2 k$k2 tn¡2

n (n ¡ 1) (n ¡ 2) !

· t2 k$k2
B(E)

X
n¸2

k$kn¡2
B(E) k$k2

B(E) tn¡2

(n ¡ 2) !

= t2 k$k2
B(E)

X
k¸0

k$kk
B(E) tk

k!

= t2jj$jj2B(E)e
tk$k !

t!0
0.

Así T es uniformemente diferenciable.

2) implica 1)

jjTt ¡ T0jjB(E) =

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄Tt ¡ T0

t

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
B(E)

t !
t!0

jj$jj B(E) (0) = 0

porque

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄Tt ¡ T0

t

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
B(E)

!
t!0

jj$jjB(E) .

Así resulta que T es uniformemente continuo.

1) implica 2)

Como jjTt ¡ T0jjB(E) ! 0
t!0

; entonces tomando Xt = 1
t

R t

0
Tsds; claramente-

se tiene que jjXt ¡ T0jjB(E) ! 0
t!0

; existe ± > 0 tal que si 0 < t < s entonces-

jjXt ¡I jjB(E) < 1 con lo cual resulta que Xt = 1
t

R t

0
Tsds es invertible, acota-
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do y tiene inverso acotado

µ
T" ¡ I

"

¶
Xt =

µ
T" ¡ I

"

¶
1

t

Z t

0

Tsds =
1

t"

·Z t

0

Ts+"ds ¡
Z t

0

Tsds

¸

=
1

t"

·Z t+"

"

Tsds ¡
Z t

0

Tsds

¸

=
1

t"

·Z t+"

0

Tsds ¡
Z "

0

Tsds ¡
Z t

0

Tsds

¸

=
1

t"

·Z t+"

0

Tsds ¡
Z t

0

Tsds ¡
Z "

0

Tsds

¸

=
1

t"

·Z t+"

t

Tsds ¡
Z "

0

Tsds

¸

=
1

t"

·Z "

0

Ts+tds ¡
Z "

0

Tsds

¸

=

µ
Tt ¡ I

t

¶
1

"

Z "

0

Tsds =
1

t
(Tt ¡ I)X"

por lo tanto se tiene que

l¶{m
"!0

T" ¡ I

"
=

1

t
(Tt ¡ I) X¡1

t

es decir

jjT" ¡ I

"
¡ 1

t
(Tt ¡ I) X¡1

t jjB(E) !
"!0

0

resultando así que T" es uniformemente diferenciable para todo " ¸ 0:

2) implica 3)
Denotemos por $ el generador de T", entonces $ resulta acotado y además
por la parte 2) se tiene que $ = 1

t (Tt ¡ I)X¡1
t de donde obtenemos que

$Xt =
Tt ¡ I

t
t$Xt = Tt ¡ I

Tt = I + $

Z t

0

Tsds:

Iterando se obtiene que

Tt = I + $t +
$2t2

2!
+ ¢ ¢ ¢ + $ntn

n!
+ $n+1

Z t

0

Z s1

0

¢ ¢ ¢
Z sn

0

Tsn
dsn ¢ ¢ ¢ ds1

el último elemento de ésta suma se puede estimar porque existen M ¸ 1
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y ¯ ¸ 0 tales que jj TtjjB(E) · M e¯ t, por lo tanto

°°°°$n+1

Z t

0

Z s1

0

¢ ¢ ¢
Z sn

0

Tsn
dsn ¢ ¢ ¢ ds1

°°°°
B(E)

·
°°$n+1

°°
B(E)

Me¯ t

Z t

0

Z s1

0

¢ ¢ ¢
Z sn

0

Tsndsn ¢ ¢ ¢ ds1

=

°°$n+1
°°

B(E)
Me¯ ttn+1

n!
! 0
t!0

de donde concluimos que Tt =
P1

n=0
tn$n

n!
:

Proposición 2.1.11 Sea fTtgt¸0 un semigrupo cualquiera(no necesariamente
dinámico cuántico) uniformemente continuo de operadores acotados en B (h)
con generador in…nitesimal $. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1) Tt es ¾-débil continuo para cada t ¸ 0;
2) $ es ¾-débil continuo .

Demostración. Seguimos [8], pág.37.
1) implica 2)
Como Tt e I son ¾-débil continuos entonces Tt¡I

t
es ¾-débil continuo y

$ = l¶{m
t!0

Tt¡I
t en la norma de B(B(h)), con lo cual resulta que $ es ¾-débil

continuo, pues el conjunto de los operadores ¾-débil continuo es cerrado
bajo la topología ¾-débil.
2) implica 1)
Como $ es ¾-débil continuo entonces cualquier potencia de éste es ¾-débil-
continuo, así se tiene que

Tt = et$ = l¶{m
m!1

mX
n=0

(t$)n

n!
=

1X
n=0

tn$n

n!

es el límite de una sucesión de sumas parciales de operadores ¾-débil conti-
nuos, con lo cual Tt resulta ¾-débil continuo.

Proposición 2.1.12 Sea $ un operador acotado sobre B (h) tal que $ (a¤) =
($ (a))¤ para cada a 2 B (h). Los siguientes son equivalentes:

1) Para todo a 2 B (h) y t ¸ 0

exp (t$) (a¤) exp (t$) (a) · exp (t$) (a¤a) ; (2;8)

2) Para todo a 2 B (h) a¤$ (a)+$ (a¤)a · $ (a¤a) : (2;9)
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Demostración. 1) implica 2)

exp (t$) (a¤) exp (t$) (a) ¡ a¤a · exp (t$) (a¤a) ¡ a¤a

et$a¤et$a ¡ a¤et$a + a¤et$a ¡ a¤a

t
· et$ (a¤a) ¡ a¤a

t
¡
et$a¤ ¡ a¤¢ et$a + a¤ ¡

et$a ¡ a
¢

t
· et$a¤a ¡ a¤a

t

por lo tanto cuando t ! 0

a¤$ (a) + $ (a¤)a · $ (a¤a) :

2) implica 1)
Observemos primero que para a; b 2 B (h), tal que ab = 0, se tiene lo
siguiente:

b¤$ (a¤a) b ¸ b¤a¤$ (ab) + b¤$ (a¤)ab = (ab)¤ $ (a) b + b¤$ (a¤) (ab) = 0

Demostraremos que (¸ ¡ $)¡1 es no negativo para cada ¸ > k$kB(B(h)),
para ello se demostrará que si a 2 B (h) es autoadjunto tal que (¸ ¡ $) (a)
es no negativo entonces a es no negativo. Sea a = x ¡ y su descomposición
en la parte positiva y negativa. Claramente se tiene que xy = 0 y usando la
observación de arriba se obtiene que y$ (x) y ¸ 0, así también se tiene que:

0 · y
¡¡

1 ¡ ¸¡1$
¢
(a)

¢
y

= ¡y3 ¡ ¸¡1y$ (x) y + ¸¡1y$ (y) y

· ¡y3 + ¸¡1y$ (y) y

por lo tanto,
0 · ¡y3 + ¸¡1y$ (y) y

con lo cual,

y3 · ¸¡1y$ (y) y y jjyjj3 · ¸¡1jj$jjB(B(h)) jjyjj3

ya que ¸¡1 k$k < 1 se obtiene que y = 0; así a = x es no negativo. Ahora
usando el hecho de que et$ es positivo y lineal se tiene que,

et$ (a¤) =
¡
et$ (a)

¢¤
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por lo tanto,
d

ds

³
e(t¡s)$es$ (a¤) es$ (a)

´

= e(t¡s)$
£
¡$

¡
es$ (a¤) es$ (a)

¢
+ $es$ (a¤) es$ (a) + es$ (a¤)$es$ (a)

¤
· a¤$ (a) + $ (a¤)a:

integrando esta desigualdad sobre el intervalo [0; t] (t ¸ 0) se obtiene que
exp (t$) (a¤) exp (t$) (a) · exp (t$) (a¤a) :

De…nición 2.1.13 Un operador acotado $ sobre B (h) es llamado condicional-
mente completamente positivo, si para cada n ¸ 1 la transformación lineal
$n sobre B (h) ­ Mn de…nido por:

$n (a ­ Eij) = $ (a) ­ Eij(1 · i; j · n)

satisface la desigualdad

$n (x¤x) ¡ x¤$n (x) ¡ $n (x¤)x + x¤$n (I)x ¸ 0 (2;10)

para cada x 2 B (h) ­ Mn.

Proposición 2.1.14 Sea T un semigrupo uniformemente continuo sobre B (h)
con generador in…nitesimal $. Entonces Tt es completamente positivo para cada
t ¸ 0 si y sólo si $ es condicionalmente completamente positivo y $ (a¤) =
($ (a))¤ para cada a 2 B (h) :

Demostración. Seguimos [8], págs.39-40.
Sea T un semigrupo dinámico cuántico. Claramente con la notacion de los
Tt;n para cada Tt, fTn

t gt¸0 resulta ser un semigrupo uniformemente conti-
nuo en B (h) ­ Mn. Ahora usando la Ecuación (1;2) del Capítulo 1 se tiene
que

Tn
t (x¤) (Tn

t (1))¡1 Tn
t (x) · Tn

t (x¤x) ; x 2 B (h) y t ¸ 0

al derivar esta desigualdad en t = 0 se obtiene que,

$n (x¤x) ¡ x¤$n (x) ¡ $n (x¤)x + x¤$n (I)x ¸ 0

resultando así que $ es condicional completamente positivo.
Para ver que $ (a¤) = ($ (a))¤obsérvese que

$ (a¤) = l¶{m
t!0

Tt (a¤) ¡ a¤

t
=

µ
l¶{m
t!0

Tt (a) ¡ a

t

¶¤

= ($ (a))¤

pues la operación * es continua en la norma de B (h).
Recíprocamente, supongamos primero que $ (1) · 0; pues de no ser
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el caso así, es su…ciente considerar el operador $1 = $ ¡ c; donde
c = k$ (1)kB(h) : Claramente se tiene que la Ecuación (2;1) se cumple tanto
para $ y $1; así Tt = et$ = ect+t$1 = etcet$1 ; resultando que Tt es com-
pletamente positivo si et$1 lo es. Así pues supóngase que $ (1) · 0:
Entonces para cada n ¸ 1; la Desigualdad (2;10) dice que

x¤$n (x) + $n (x¤)x · $n (x¤x)

et$n

(x¤) et$n

(x) · et$n

(x¤x) ; por la ecuación 2;8)

así los Tn
t son positivos con lo cual los Tt son completamente positivos.

Lema 2.1.15 Sea $ : B (h) ! B (h) condicionalmente completamente positivo.
Entonces para cada n ¸ 1 y a1; :::; an 2 A; u1; :::; un 2 h, tal que

Pn
j=1 ajuj =

0, se tiene lo siguiente

nX
i;j=1

hui; $ (a¤
i aj)uji ¸ 0: (2;11)

Demostración. Seguimos [8], pág.40.
Sea x 2 B (h) ­ Mn que tenga la forma

x =

0
BBB@

a1 a2 ... an

0 0 ... 0
...

0 0 ... 0

1
CCCA y x¤ =

0
BBB@

a¤
1 0 ... 0

a¤
2 0 ... 0

...
a¤

n 0 ... 0

1
CCCA :

Sea u =

0
BB@

u1

u2
...

un

1
CCA ; x¤x =

0
BBBB@

a¤
1 0 ... 0

a¤
2 0 ... 0

:
:

a¤
n 0 ... 0

1
CCCCA

0
BBBB@

a1 a2 ... an

0 0 ... 0
:
:

0 0 ... 0

1
CCCCA

=

0
BBBB@

a¤
1a1 a¤

1a2 ... a¤
1an

a¤
2a1 a¤

2a2 ... a¤
2an

:
:

a¤
na1 a¤

na2 ... a¤
nan

1
CCCCA

y $n (x¤x) =

0
BBB@

$ (a¤
1a1) $ (a¤

1a) ... $ (a¤
1an)

$ (a¤
2a1) $ (a¤

2a2) ... $ (a¤
2an)

...
$ (a¤

na1) $ (a¤
na2) ... $ (a¤

nan)

1
CCCA :

Por hipótesis tenemos que:

0 · hu; ($n (x¤x) ¡ x¤$n (x) ¡ $n (x¤)x + x¤$n (1)x)ui
= hu;$n (x¤x)ui ¡ hxu;$n (x)ui ¡ hu; $n (x¤)xui + hxu; $n (1)xui :
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Por separado se puede demostrar que en esta desigualdad el único término
que no es 0 es

hu; $n (x¤x)ui ;

es decir 0 · hu;$n (x¤x)ui =
Pn

i;j hui; $ (a¤
i aj)uji.

Teorema 2.1.16 Sea $ : B (h) ! B (h) operador lineal con la propiedad $ (a¤) =
($ (a))¤ para cada a 2 B (h) : $ es condicionalmente completamente positivo si
y sólo si existe una transformación completamente positiva Á en B (h) y un
operador G 2 B (h) tal que para cada a 2 B (h)

$ (x) = Á (a) + G¤a + aG: (2;12)

Además G satisface la desigualdad G + G¤ · $ (1) :

Demostración. Seguimos [8], págs.40-42.
Supongamos que $ (a) = Á (a) + G¤a + aG. La linealidad de $ es obvia y
es claro que $ (a¤) = ($ (a))¤ por la positividad de Á. Ahora veremos que
esta transformación $ es condicionalmente completamente positiva. Fije-
mos un n entero positivo y denotemos por Gn al operador G­1 en B (h)­Mn.
Para cada x 2 B (h)­Mn tenemos que

$n (x) = Án (x) + G¤
nx + xGn:

Ahora usando la Desigualdad (2;10) obtenemos que:

Án (x¤x) ¡ Án (x¤)x ¡ x¤Án (x) + x¤Án (1)x ¸ 0:

Ya que Á es completamente positiva, entonces Án es positiva para cada n ¸ 1
y como para cada t ¸ 0 etÁn

es positivo, concluimos que etÁ es completa-
mente positivo. Se sigue de la desigualdad (2;10) que Á condicionalmente
completamente positivo. Por la igualdad arriba de $n tenemos que $ es
condicionalmente completamente positivo.

Recíprocamente, supóngase que $ escondicionalmente completamente po-
sitivo y que $ (a¤) = ($ (a))¤ con a 2 B (h). Fijemos un vector unitario
´ 2 h y consideremos el operador G en h con su adjunto de…nido por

G¤u = $(juih´j)´ ¡ 1

2
h´; $(j´ih´j)´iu

para cada u 2 h . Ahora para cada n ¸ 1 y a1; :::; an 2 A , u1; ::; un 2 h
hagamos un+1 = ´ , º = ¡

Pn
j=1 ajuj, an+1 = jºih´j : Con estas notaciones

tenemos que

n+1X
j=1

ajuj =
nX

j=1

ajuj + an+1un+1 =
nX

j=1

ajuj + jºih´j ´
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=
nX

j=1

ajuj + h´; ´i º =
nX

j=1

ajuj +

0
@¡

nX
j=1

ajuj

1
A = 0

con lo cual ahora aplicando la desigualdad (2;11) ;

0 ·
n+1X
i;j=1

hui; $ (a¤
i aj)uji

=
nX

i;j=1

hui; $ (a¤
i aj)uji +

n+1X
i=1

hui; $ (a¤
i an+1)un+1i+

n+1X
j=1

­
un+1;$

¡
a¤

n+1aj

¢
uj

®
¡

­
un+1; $

¡
a¤

n+1an+1

¢
un+1

®

=
nX

i;j=1

hui;$ (a¤
i aj)uji +

nX
i=1

hui; $ (a¤
i an+1)un+1i+

­
un+1;$

¡
a¤

n+1an+1

¢
un+1

®
+

nX
j=1

­
un+1;$

¡
a¤

n+1aj

¢
uj

®
+

­
un+1;$

¡
a¤

n+1an+1

¢
un+1

®
¡

­
un+1;$

¡
a¤

n+1an+1

¢
un+1

®

=
nX

i;j=1

hui;$ (a¤
i aj)uji +

nX
i=1

hui; $ (a¤
i an+1)un+1i+

nX
j=1

­
un+1; $

¡
a¤

n+1aj

¢
uj

®
+

­
un+1; $

¡
a¤

n+1an+1

¢
un+1

®

=
nX

i;j=1

hui; $ (a¤
i aj)uji +

nX
i=1

hui;$ (a¤
i jºih´j) ´i+

nX
j=1

­
´; $

¡
jºih´j¤ aj

¢
uj

®
+

­
´;$

¡
jºih´j¤ jºih´j

¢
´
®

=
nX

i;j=1

hui;$ (a¤
i aj)uji +

nX
i=1

hui; $ (ja¤
i ºih´j) ´i+

nX
j=1

h´;$ (j´ihºj aj)uji + h´;$ (j´ihºj jºih´j) ´i

=
nX

i;j=1

hui;$ (a¤
i aj)uji +

nX
i=1

hui; $ (ja¤
i ºih´j) ´i+
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nX
j=1

­
´;$

¡¯̄
´ihºa¤

j

¯̄¢
uj

®
+

D
´; $

³
j´ih´j kºk2

´
´
E

=
nX

i;j=1

hui; $ (a¤
i aj)uji +

nX
i=1

hui; $ (ja¤
i ºih´j) ´i+

nX
j=1

­
´;$

¡¯̄
´ihºa¤

j

¯̄¢
uj

®
+ h´;$ (j´ih´j ) ´i kºk2 :

Por lo tanto,

0 ·
nX

i;j=1

hui;$ (a¤
i aj)uji +

nX
i=1

hui; $ (ja¤
i ºih´j) ´i+

nX
j=1

­
´;$

¡¯̄
´ihºa¤

j

¯̄¢
uj

®
+ h´;$ (j´ih´j ) ´i kºk2 :

Al recordar la de…nición de G¤; los últimos tres términos se pueden escri-
bir como

nX
i=1

hui; G
¤a¤

i ºi +
nX

j=1

hG¤a¤
i º; uji

= ¡
nX

i;j=1

hui;G
¤a¤

i ajuji ¡
nX

i;j=1

hui; a
¤
i ajGuji

de donde obtenemos la desigualdad

0 ·
nX

i;j=1

hui; ($ (a¤
i aj) ¡ G¤a¤

i aj ¡ a¤
i ajG)uji :

De…namos Á de la siguiente forma,

Á (a) = $ (a) ¡ G¤a ¡ aG

así Á es completamente positivo. Finalmente tenemos que,

G + G¤ = $ (1) ¡ Á (1) · $ (1)

lo que …naliza la demostración.
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Teorema 2.1.17 (Lindblad) Un operador acotado $ sobre B (h) es el gene-
rador in…nitesimal de un Semigrupo Dinámico Cuántico uniformemente conti-
nuo si y sólo si existen un espacio de Hilbert K; un operador ' : h ! h ­ K y
un operador G en h acotado tales que

$ (x) = '¤ (x ­ 1)' + G¤x + xG

para x 2 B (h) : El operador $ puede ser elegido de tal forma que

f(x ­ 1) 'u : x 2 B (h) ; u 2 hg

es total en h ­ K .
Demostración.
Sea T semigrupo dinámico cuántico uniformemente continuo. Entonces su
generador in…nitesimal $ es condicionalmente completamente positivo, por
lo tanto puede ser presentado como $ (x) = Á (x) + G¤x + xG, x 2 B (h)
(Teorema 2.1.15). Pero, por otra, parte Á es completamente positiva de
B (h) a B (h) mismo. Así usando el Teorema de Stinespring se tiene que
existe un espacio de Hilbert K y L : h ! h ­ K lineal tal que

Á (x) = L¤ (x ­ 1)L

por lo tanto se tiene así, $ (a) = L¤ (x ­ 1)L + G¤x + xG:
Para demostrar el recíproco, supóngase que

$ (x) = L¤ (x ­ 1)L + G¤x + xG

entonces por el Teorema de Krauss, ecuación (1;2;4), L¤ (x ­ 1)L es ¾-débil
continuo. Entonces $ es condicionalmente completamente positivo y ¾-débil
continuo. Además para todo x 2 B (h) se cumple lo siguiente:

$ (x¤) = L¤ (x¤ ­ 1)L + G¤x¤ + x¤G

= L¤ (x ­ 1)¤ L + (G¤x)¤ + (xG)¤

= (L¤ (x ­ 1) L)¤ + (G¤x + xG)¤

= ($ (x))
¤
:

Claramente se tiene que

hº; $ (1) ºi = hº; L¤ (1)Lºi + hº; G¤ºi + hº;Gºi
= hLº;Lºi + hº;G¤ºi + hº; Gºi
= jjLºjj2 + hº; G¤ºi + hº;Gºi
¸ hº; G¤ºi + hº;Gºi :

Por lo tanto,
$ (1) ¸ G¤ + G:

Resultando así que $ es el generador in…nitesimal de un semigrupo dinámico
cuántico uniformemente continuo.
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Corolario 2.1.18 (Lindblad-Gorini-Kossakowski-Sudarshan)Si $ es el generador
in…nitesimal de un S.D.C fTtgt uniformemente continuo que actúa sobre B (h)
entonces existe una sucesión fL`g1

`=1, L` 2 B (h) tal que
P1

`=1 L¤
`L` < 1 en la

topología fuerte y existe G 2 B (h) tal que

$ (x) =
1X

`=1

L¤
`xL` + G¤x + xG:

Demostración. Aplicando el Teorema de Lindblad se tiene que

$ (x) = Á (x) + G¤x + xG

con G 2 B (h). Por el Teorema de Stinespring, Á es completamente positivo
y ¾-débil continuo, y usando el Teorema de Krauss, Á (x) =

P1
`=1 L¤

`xL`

donde
P1

`=1 L¤
`L` < 1 en la topología débil. De donde se deduce que

$ (x) =
1X

`=1

L¤
`xL` + G¤x + xG:

Para la construcción del Semigrupo Dinámico Cuántico minimal que en el
próximo capítulo se lleva acabo. La ecuación de la parte ii) de la Hipótesis
A que se usa en gran parte de ese capítulo resulta ser una condición necesaria
para la contracción de este semigrupo minimal; es decir si se tiene que

0 · Tmin
t (I) · I

entonces

Tmin
t (I) ¡ I · 0;

Tmin
t (I) ¡ I

t
· 0

y siendo $min el generador in…nitesimal de este semigrupo dinámico cuántico
minimal, también se cumple que en la topología ¾-débil(¾!)

$min (I) = ¾$ lim
t!0+

Tmin
t (I) ¡ I

t

de donde resulta así que
$min (I) · 0

Por otra parte, más adelante en ese mismo capítulo se demuestra que
D

¡
$min

¢
½ D ( $),

donde D ( $) =

½
x 2 B (h) : À; u 2 D(G) ½ D(L`); ` = 1; 2; :::

$ (x) [À; u] = hGÀ; ui + hÀ;Gui +
P1

`=1 hL`À; L`ui

¾

$ (I) [À; u] = hÀ; $ (I)ui =
­
º; $min (I)u

®
· 0



40 CAPÍTULO 2. SEMIGRUPOS DINÁMICOS CUÁNTICOS(S.D.C.)

de donde se deduce que

$ (I) [À; u] = hÀ; $ (I)ui = hGÀ; ui + hÀ; Gui +
1X

`=1

hL`À; L`ui · 0

que es la ecuación en la parte ii) de la Hipótesis A.

La fórmula de Leibniz ([1] ; pág. 274) del Cálculo elemental será ampliamente
usada en este trabajo, dice la siguiente:
Sea E =

©
(t; s) 2 R2 j 0 · s · t

ª
y sea f : E ! R continua tal que @

@tf
es una función continua entonces

@

@t

Z t

0

f (t; s) ds = f (t; t) +

Z t

0

@

@t
f (t; s) ds: (2;13)



Capítulo 3

El Semigrupo Dinámico
Cuántico Minimal
(S.D.C.M.)

Este capítulo es el más importante de todo el trabajo, debido a que es aquí
donde se presenta por primera vez a la Ecuación de Lindblad, cuya solución
es única cuando el semigrupo dinámico cuántico minimal que la resuelve es
conservativo. Para garantizar la existencia de una solución se lleva acabo la
construcción del semigrupo dinámico cuántico minimal (S.D.C.M.) Teorema
3;1;7; el cual es denotado por Tm¶³n =

©
Tm¶³n

t

ª
t¸0

y que no necesariamente es
conservativo. Por último el Corolario 3;1;8, muestra que el semigrupo dinámico
cuántico minimal cuando es conservativo es la única solución de la Ecuación
de Lindblad. El resultado más importante de este capítulo el cual proporciona
un criterio para la conservatividad de este semigrupo minimal y que usaremos
posteriormente en los ejemplos del Capítulo 5; es el Teorema 3;2;7.

41
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3.1. Hipótesis A

i) Sea G el generador in…nitesimal de un semigrupo de contracciones fuerte-
mente continuo fPtgt¸0 en h:

ii) Sean fL`g1
`=1operadores no necesariamente acotados de tal forma que

D (G) ½
T1

`=1 D (L`) y para cada u 2 D(G)

hu;Gui + hGu; ui +
1X

`=1

hL`u; L`ui · 0: (3;2)

Lema 3.1.1 Supóngase que se tienen las Hipótesis A. Entonces para cada
` ¸ 1 las siguientes condiciones son equivalentes:

1) La transformación t ! L`Ptu es continua en la norma de h para cada u 2
D (G) :
2) La transformación t ! L`Ptu, es derivable en la norma para cada u 2
D

¡
G2

¢
y

d

dt
L`Ptu = L`PtGu: (3;3)

3) La transformación t !
P1

`=1 k®L`Ptuk2
h, es derivable para cada u 2

D
¡
G2

¢
y ® 2 B (h) : Es decir se tiene lo siguiente

d

dt

1X
`=1

k®L`Ptuk2
h = 2Re

1X
`=1

h®L`Ptu; ®L`PtGui : (3;4)

Demostración. Seguimos [8], págs.44.
Para demostrar 1), bastará ver que si s ! 0 entonces

kL`Pt+su ¡ L`Ptuk2
h = kL` (Pt+su ¡ Ptu)k2

h ! 0:

Para verlo, haremos uso de la Hipótesis A y el hecho de que D(G) es
invariante bajo la acción de Pt

kL` (Pt+su ¡ Ptu)k2
h ·

1X
`=1

kL` (Pt+su ¡ Ptu)k2
h

=
1X

`=1

hL` (Pt+s ¡ Pt)u;L` (Pt+su ¡ Pt)ui

· ¡2Re h(Pt+s ¡ Pt)u; (Pt+s ¡ Pt)Gui !
s!0

0



3.1. HIPÓTESIS A 43

porque fPtgt¸0 es fuertemente continuo.

Así tenemos que L`Pt+su !
s!0

L`Ptu:

Para probar 2), observemos que debido a que D
¡
G2

¢
es invariante bajo

fPtgt¸0, tenemos por la Hipótesis A

°°°°L` ((Pt+s ¡ Pt)u)

s
¡ L`PtGu

°°°°
2

h

· ¡2Re

¿
(Pt+s ¡ Pt)u

s
¡ PtGu;G

µ
(Pt+s ¡ Pt)u

s
¡ PtGu

¶À

= ¡2Re

¿
Pt

µ
(Ps ¡ I)u

s
¡ Gu

¶
; Pt

µ
(Ps ¡ I)Gu

s
¡ G2u

¶À
!

s!0
0:

Aquí hemos hecho uso de que si u 2 D
¡
G2

¢
; Gu 2 D (G) y

(Ps ¡ I)Gu

s
!

s!0
G2u;

por lo tanto tenemos que:

d

dt
L`Ptu = L`PtGu:

La prueba de 3) es como sigue:
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Sean s; t ¸ 0 , u 2 D
¡
G2

¢
y ® 2 B (h) ; entonces

1X
`=1

k®L`Pt+suk2
h

=
1X

`=1

k®L`Pt+su ¡ ®L`Ptu + ®L`Ptuk2
h

=
1X

`=1

k®L` (Pt+s ¡ Pt)u + ®L`Ptuk2
h

=
1X

`=1

h®L` (Pt+s ¡ Pt)u + ®L`Ptu;®L` (Pt+s ¡ Pt) u + ®L`Ptui

=
1X

`=1

h®L` (Pt+s ¡ Pt)u;®L` (Pt+s ¡ Pt)ui +

2Re
1X

`=1

h®L`Ptu; ®L` (Pt+s ¡ Pt)ui +
1X

`=1

h®L`Ptu;®L`Ptui

=
1X

`=1

k®L` (Pt+s ¡ Pt)uk2
h + 2Re

1X
`=1

h®L`Ptu; ®L` (Pt+s ¡ Pt)ui +

1X
`=1

k®L`Ptuk2
h

Por lo tanto tenemos que

1X
`=1

k®L`Pt+suk2
h ¡

1X
`=1

k®L`Ptuk2
h

=
1X

`=1

k®L` (Pt+s ¡ Pt)uk2
h + 2Re

1X
`=1

h®L`Ptu;®L` (Pt+s ¡ Pt)ui :

Ahora desarrollemos

2Re
1X

`=1

h®L`Ptu;®L` (Pt+s ¡ Pt)ui

= 2Re
1X

`=1

¿
®L`Ptu;®L`

Z t+s

t

PrGudr

À

= 2Re
1X

`=1

¿
®L`Ptu;®L`

µZ t+s

t

PrGudr ¡ PtsGu + PtsGu

¶À
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= 2Re
1X

`=1

¿
®L`Ptu;®L`

µZ t+s

t

PrGudr ¡ PtGu

¶
+ ®L`PtsGu

À

= 2Re
1X

`=1

¿
®L`Ptu; ®L`

Z t+s

t

(Pr ¡ Pt)Gudr

À

+2sRe
1X

`=1

h®L`Ptu; ®L`PtGui :

De donde podemos ver que:

1X
`=1

k®L`Pt+suk2
h ¡

1X
`=1

k®L`Ptuk2
h

¡
3;4¶

¢

=
1X

`=1

k®L` (Pt+s ¡ Pt) uk2
h +

2Re
1X
`=

¿
®L`Ptu; ®L`

Z t+s

t

(Pr ¡ Pt)Gudr

À

+2sRe
1X

`=1

h®L`Ptu; ®L`PtGui :

De la última expresión, analicemos cada sumando acotándolos si es necesario
con la Hipótesis A y la desigualdad (3;2) :

P1
`=1 k®L` (Pt+s ¡ Pt) uk2

h ·
P1

`=1 k®k2
1 kL` (Pt+s ¡ Pt)uk2

h

· ¡2 k®k2
1 Re h(Pt+s ¡ Pt)u; (Pt+s ¡ Pt)Gui

· 2 k®k2
1 k(Pt+s ¡ Pt)ukh k(Pt+s ¡ Pt)Gukh

= 2 k®k2
1

°°°R t+s

t PrGudr
°°°

h

°°°R t+s

t PkG2udk
°°°

h
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· 2 k®k2
1

R t+s

t kPrGukh dr
R t+s

t

°°PkG2u
°°

h
dk

· 2 k®k2
1

R t+s

t
kGukh dr

R t+s

t

°°G2u
°°

h
dk

= 2 k®k2
1 kGukh

°°G2u
°°

h
s2:

Es decir, hemos probado que:

1X
`=1

k®L` (Pt+s ¡ Pt)uk2
h · 2 k®k2

1 kGukh

°°G2u
°°

h
s2:

Para el segundo sumando, dividimos entre s;

2Re
P1

`=1

D
®L`Ptu;®L`

R t+s

t
(Pr ¡ Pt) Gudr

E

s

= 2 Re
1X

`=1

¿
®L`Ptu;®L`

1

s

Z t+s

t

(Pr ¡ Pt)Gudr

À

· 2 k®k2
1

Ã 1X
`=1

kL`Ptuk2
h

! 1
2

Ã 1X
`=1

°°°°L`
1

s

Z t+s

t

(Pr ¡ Pt)Gudr

°°°°
2

h

! 1
2

· 2 k®k2
1

Ã 1X
`=1

kL`Ptuk2
h

! 1
2

Ã 1X
`=1

1

s2

°°°°L`

Z t+s

t

(Pr ¡ Pt)Gudr

°°°°
2

h

! 1
2

:

De donde tenemos que:

2Re
P1

`=1

D
®L`Ptu;®L`

R t+s

t
(Pr ¡ Pt)Gudr

E

s
! 0
s!0

:

Inmediatamente dividiendo la ecuación
¡
3;5¶

¢
por s tenemos que:

P1
`=1 k®L`Pt+suk2

h ¡
P1

`=1 k®L`Ptuk2
h

s
!

s!0
2 Re

1X
`=1

h®L`Ptu;®L`PtGui
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lo que demuestra la parte 3).

Ahora consideraremos la forma sesquilineal $ : B (h) £ D(G)£ D(G) dada
por la siguiente regla:

$ (x) [u; À] = hu; xGÀi + hGu; xÀi +
1X

`=1

hL`u; xL`Ài (3;5)

claramente $ es lineal en el operador x y es sesquilineal en D(G)£ D(G)
con las condiciones de la Hipótesis A. $ se le llama el generador formal,
generador de Lindblad o Lindbladiano.

Nuestra meta es construir un Semigrupo Dinámico Cuántico que satisfaga
la siguiente ecuación, dados u; À 2 D(G)

hu; Tt (x)Ài = hu; xÀi +

Z t

0

$ (Ts (x)) [u; À] ds (3;6)

o en forma equivalente

d

dt
hu;Tt (x)Ài = $ (Tt (x)) [u; À] (3;60)

con valor inicial hu; Tt (x)Ài jt=0 = hu; xÀi : Esta última ecuación es llama-
da Ecuación de Lindblad.

De…nición 3.1.2 Sea ª operador lineal densamente de…nido(es decir con do-
minio denso) en un espacio de Banach ¯ y Q subespacio vectorial de ¯ entonces
Q es esencia de ª si Q ½ D (ª) y para cada x 2 D (ª) existe fxng1

n=1 ½ Q tal
que xn !

n!1
x y ª(xn) !

n!1
ª(x) :

Proposición 3.1.3 Supóngase que se satisface la Hipótesis A y que x 2
B (h) : Sea fTt (x)gt¸0 una familia de elementos de B (B (h)) ¾-débil continua
respecto al tiempo tal que

kTs (x)k1 · kxk1 :

Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
1) hu;Tt (x)Ài = hu; xÀi+

R t

0
$ (Ts (x)) [u; À] ds; se tiene para cada u; À 2

D (G) ;
2) Para cada u; À 2 D (G) tenemos que

hu;Tt (x)Ài = hPtu;PtxÀi +
1X

`=0

Z t

0

hL`Pt¡su;Ts (x)L`Pt¡sÀi ds (3;7)
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Demostración. Seguimos [8], pág.46.
1) implica 2)
Tomemos t ¸ 0 …jo, entonces para À; u 2 D (G)

d

ds
hPt¡su;Ts (x)Pt¡sÀi

= h¡GPt¡su;Ts (x)Pt¡sÀi + $ (Ts (x)) [Pt¡su;Pt¡sÀ] +

hPt¡su;Ts (x) (¡GPt¡sÀ)i

= h¡GPt¡su;Ts (x)Pt¡sÀi + hPt¡su; Ts (x) (¡GPt¡sÀ)i

+ hGPt¡su;Ts (x)Pt¡sÀi + hPt¡su; Ts (x)GPt¡sÀi

+
1X

`=1

hL`Pt¡su; Ts (x)L`Pt¡sÀi

=
1X

`=1

hL`Pt¡su;Ts (x)L`Pt¡sÀi

es decir tenemos que,

d

ds
hPt¡su;Ts (x)Pt¡sÀi =

1X
`=1

hL`Pt¡su; Ts (x)L`Pt¡sÀi :

Ahora integrando esta última igualdad sobre [0; t] ; deducimos lo siguiente:

hu;Tt (x)Ài ¡ hPtu;T0 (x)PtÀi =

Z t

0

1X
`=1

hL`Pt¡su;Ts (x)L`Pt¡sÀi ds;

con lo cual

hu; Tt (x) Ài = hPtu; xPtÀi +
1X

`=1

Z t

0

hL`Pt¡su; Ts (x)L`Pt¡sÀi ds:
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2) implica 1)
Sean u; À 2 D

¡
G2

¢
y Ts (x) ¸ 0, usaremos las ecuaciones (12;12) y (3;7) al

igual que la identidad de polarización compleja( [3] ; pág. 38).

d

dt
hu;Tt (x)Ài =

d

dt

"
hPtu; xPtÀi +

1X
`=1

Z t

0

hL`Pt¡su; Ts (x)L`Pt¡sÀi ds

#
: (3;7¶)

Como Ts (x) ¸ 0 entonces existe y 2 B (h) tal que y¤y = Ts (x) : Por lo
tanto,

d

dt

1X
`=1

Z t

0

hL`Pt¡su; Ts (x)L`Pt¡sÀi ds

=
d

dt

1X
`=1

Z t

0

1

4

3X
k=0

i¡k
­
yL`Pt¡s

¡
u + ikÀ

¢
; yL`Pt¡s

¡
u + ikÀ

¢®
ds

así se obtiene que

d

dt
hu; Tt (x)Ài = hPtGu; xPtÀi + hPtu; xPtGÀi

+
d

dt

1X
`=1

Z t

0

1

4

3X
k=0

i¡k
­
yL`Pt¡s

¡
u + ikÀ

¢
; yL`Pt¡s

¡
u + ikÀ

¢®
ds:

Pero desarrollando el segundo término de esta última igualdad se tiene que
este es igual a

1X
`=1

1

4

3X
k=0

i¡k
°°yL`Pt¡t

¡
u + ikÀ

¢°°2

h

+

Z t

0

1

4

3X
k=0

i¡k d

dt

1X
`=1

jjyL`Pt¡s

¡
u + ikÀ

¢
jj2hds:

Así, por la Ecuación (3;4) tenemos que la última expresión en el extremo
derecho de la última igualdad es igual a,

1X
`=1

1

4

3X
k=0

i¡k
­
yL`

¡
u + ikÀ

¢
; yL`

¡
u + ikÀ

¢®

+

Z t

0

1

4

3X
k=0

i¡k2Re
1X

`=1

­
yL`Pt¡s

¡
u + ikÀ

¢
; yL`Pt¡sG

¡
u + ikÀ

¢®
ds;
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por lo tanto,

d

dt

1X
`=1

Z t

0

1

4

3X
k=0

i¡k
­
yL`Pt¡s

¡
u + ikÀ

¢
; yL`Pt¡s

¡
u + ikÀ

¢®
ds

=
1X

`=1

hL`u; Ts (x) L`Ài

+

Z t

0

1

4

3X
k=0

i¡k2Re
1X

`=1

­
yL`Pt¡s

¡
º + ikÀ

¢
; yL`Pt¡sG

¡
º + ikÀ

¢®
ds:

Sin embargo, al desarrollar
Z t

0

1

4

3X
k=0

i¡k2Re
1X

`=1

­
yL`Pt¡s

¡
u + ikÀ

¢
; yL`Pt¡sG

¡
u + ikÀ

¢®
ds;

Se tiene que es igual a
Z t

0

1X
`=1

1

4

3X
k=0

i¡k
­
yL`Pt¡sG

¡
u + ikÀ

¢
; yL`Pt¡s

¡
u + ikÀ

¢®
ds

+

Z t

0

1X
`=1

1

4

3X
k=0

i¡k
­
yL`Pt¡s

¡
u + ikÀ

¢
; yL`Pt¡sG

¡
u + ikÀ

¢®
ds

=

Z t

0

1X
`=1

1

4

3X
k=0

i¡k
­
L`Pt¡sG

¡
u + ikÀ

¢
; y¤yL`Pt¡s

¡
u + ikÀ

¢®
ds

+

Z t

0

1X
`=1

1

4

3X
k=0

i¡k
­
yL`Pt¡s

¡
u + ikÀ

¢
; y¤yL`Pt¡sG

¡
u + ikÀ

¢®
ds

=

Z t

0

1X
`=1

hL`Pt¡sGu;Ts (x)L`Pt¡sÀi ds

+

Z t

0

1X
`=1

hL`Pt¡su; Ts (x)L`Pt¡sGÀi ds

Por lo tanto,

d

dt

1X
`=1

Z t

0

1

4

3X
k=0

i¡k
­
yL`Pt¡s

¡
u + ikÀ

¢
; yL`Pt¡s

¡
u + ikÀ

¢®
ds

=
1X

`=1

hL`u; Ts (x)L`Ài +

Z t

0

1X
`=1

hL`Pt¡sGu;Ts (x)L`Pt¡sÀi ds +

Z t

0

1X
`=1

hL`Pt¡su;Ts (x)L`Pt¡sGÀi ds



3.1. HIPÓTESIS A 51

Poniendo todas estas igualdades en (3;7¶)

d

dt
hº; Tt (x)Ài = hPtGu; xPtÀi + hPtu; xPtGÀi +

1X
`=1

hL`À; Ts (x)L`Ài

+

Z t

0

1X
`=1

hL`Pt¡su;Ts (x)L`Pt¡sGÀi ds

+

Z t

0

1X
`=1

hL`Pt¡sGu; Ts (x)L`Pt¡sÀi ds:

Al sumar el primer término y el quinto se obtiene que es igual a

hu; Tt (x)GÀi ;

análogamente la suma del segundo témino con el cuarto nos da

hGu;Tt (x)Ài :

Por lo tanto,

d

dt
hu;Tt (x)Ài = hu; Tt (x)GÀi + hGu;Tt (x)Ài +

1X
`=1

hL`u;Ts (x)L`Ài

= hu; $Tt (x) Ài ;

es decir,
d

ds
hu;Tt (x)Ài = hu; $Ts (x)Ài

al integrar sobre el intervalo [0; t] ;

Z t

0

d

ds
hu; Tt (x)Ài ds =

Z t

0

$ (Ts (x)) [u; À] ds

hu; Tt (x)Ài ¡ hu; xÀi =

Z t

0

$ (Ts (x)) [u; À] ds;

de donde se sigue que,

hu; Tt (x)Ài = hu; xÀi +

Z t

0

$ (Ts (x)) [u; À] ds:

Ya que D
¡
G2

¢
( [20], Lema 3;2, 3;3, págs.9 ¡ 10) es una esencia de G, la

demostración vale en todo D (G) :
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Proposición 3.1.4 Supóngase que se tiene la Hipótesis A. De…namos para
cada t ¸ 0; la siguiente sucesión de transformaciones lineales de B (h) en si
mismo; ­

º; T 0
t (x)À

®
= hPtº; xPtÀi

(3;8)
Suponiendo que se ha de…nido Tn

t para algún n 2 N , se de…ne Tn+1
t­

u;Tn+1
t (x)À

®
= hPtu; xPtÀi +

P1
`=1

R t

0
hL`Pt¡su;Tn

s (x)L`Pt¡sÀi ds
para t ¸ 0; x 2 B (h) ; y u; À 2 D (G) :

Entonces para cada t ¸ 0 y para cada n 2 N se tiene :
1) Tn

t es contracción, lineal, completamente positivo y normal.

2) Para cada n 2 N y cada x 2 B (h) la transformación t ! Tn
t (x) es ¾-dé-

bil continuo.
3) La sucesión fTn

t (x)gn¸0 es creciente para cada x 2 B (h) que sea positi-
vo.
4) Tn

t (1) · 1 para cada t ¸ 0 y cada n ¸ 0:
Demostración. Seguimos [8], págs.47.
Claramente la transformación T 0

t , está bien de…nida y tiene todas las propie-
dades arriba mencionadas. Sólo falta ver que T 0

t (1) · 1: Observemos que

­
u;T 0

t (1)u
®

= hPtu; 1Ptui = hPtu;Ptui = kPtuk2
h · kPtk2

B(h) kuk2
h

· kuk2
h = hu; 1ui

lo cual implica que
T 0

t (1) · 1:

Supongamos que los Tn
t son contracciones sobre B (h) y que satisfacen la

primera condición para un n 2 N …jo. Entonces demostraremos que Tn+1
t

tiene las mismas propiedades.
Para cada x 2 B (h) positivo y º; À 2 D (G), la integral en el lado derecho
de (3;8) está bien de…nida por las propiedades de los Tn

t y además por la
positividad de éste mismo, se tiene que

¯̄
¯̄
¯

1X
`=1

Z t

0

hL`Pt¡su;Tn
s (x)L`Pt¡sÀi ds

¯̄
¯̄
¯

·
1X

`=1

Z t

0

kTn
s (x)kB(h) kL`Pt¡suk kL`Pt¡sÀkds

·
1X

`=1

Z t

0

kTn
s (1)kB(h) kxk1 kL`Pt¡suk kL`Pt¡sÀkds

· kxk1

Ã 1X
`=1

Z t

0

kL`Pt¡suk2
ds

! 1
2

Ã 1X
`=1

Z t

0

kL`Pt¡sÀk2 ds

! 1
2

:
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Usando la desigualdad (3;2) obtenemos que

1X
`=1

Z t

0

kL`Pt¡suk2 ds · ¡
Z t

0

2Re hPt¡su;GPt¡sºi ds

=

Z t

0

d

ds
kPt¡suk2

h ds

= kuk2
h ¡ kPtuk2

h :

Analogamente:

1X
`=1

Z t

0

kL`Pt¡sÀk2 ds = kÀk2
h ¡ kPtÀk2

por lo tanto,
¯̄
¯̄
¯

1X
`=1

Z t

0

hL`Pt¡su; Tn
s (x)L`Pt¡sÀi ds

¯̄
¯̄
¯

· kxk1

³
kºk2

h ¡ kPtuk2
h

´1
2

³
kÀk2

h ¡ kPtÀk2
h

´ 1
2

:

Recordemos la siguiente propiedad

a ¸ b; c ¸ d implica que
¡
a2 ¡ b2

¢ 1
2

¡
c2 ¡ d2

¢ 1
2 · ac ¡ bd:

Tenemos así que:

¯̄
¯̄
¯

1X
`=1

Z t

0

hL`Pt¡su; Tn
s (x)L`Pt¡sÀi ds

¯̄
¯̄
¯ · kxk1 (kukh : kÀkh ¡ kPtukh : kPtÀkh) ;

como además
jhPtu; xPtÀij · kPtukh : kPtÀkh kxk1 ;

se tiene que,

¯̄­
u; Tn+1

t (x)À
®¯̄

· kPtukh : kPtÀkh kxk1+kxk1 (kukh : kÀkh ¡ kPtukh : kPtÀkh) :

Por lo tanto, ¯̄­
u;Tn+1

t (x)À
®¯̄

· kukh : kÀkh kxk1 :

Ahora veamos que Tn+1
t es contracción.

°°Tn+1
t

°°
B(B(h))

= Sup
jjxjj1·1

jjºjj=jjÀjj·1

¯̄­
u; Tn+1

t (x)À
®¯̄

· kukh : kÀkh kxk1 · 1

lo que implica que
°°Tn+1

t

°° · 1; resultando así ser contracción.
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Enseguida probamos la normalidad de Tn+1
t : Es claro que T 0

t es normal y
completamente positivo pues tiene la forma de Kraus.
Supongamos que se ha establecido que Tn

t es normal se probará que Tn+1
t

también es normal.
Tomemos À 2 D (G) y fx®g® una red creciente de elementos positivos en
B (h) tal que x® !

¾w

x 2 B (h) :

Para cada ®; considérese la función s !
P

` hL`Pt¡sÀ; Tn
s (x®)L`Pt¡sÀi : La

familia es creciente respecto al parámetro ® y converge puntualmente respec-
to a ® a la función continua s !

P
` hL`Pt¡sÀ; Tn

s (x)L`Pt¡sÀi : Ahora
aplicando el Lema de Dini (1;2;10) a
f® (s) =

P
` hL`Pt¡sÀ; Tn

s (x®)L`Pt¡sÀi que es continua y convergente a
f (s) =

P
` hL`Pt¡sÀ; Tn

s (x®)L`Pt¡sÀi esta convergencia es uniforme sobre
el intervalo compacto [0; t], de donde se deduce queR t

0
f® (s) ds !

®

R t

0
f (s) ds; pues es sabido que no existe Teorema de conver-

gencia monótona para redes, por lo tanto se obtiene lo siguiente:

1X
`=1

Z t

0

hL`Pt¡su;Tn
s (x)L`Pt¡sÀi ds

=
1X

`=1

Z t

0

sup
®

hL`Pt¡su;Tn
s (x®)L`Pt¡sÀi ds

=
1X

`=1

sup
®

Z t

0

hL`Pt¡su;Tn
s (x®)L`Pt¡sÀi ds

= sup
®

1X
`=1

Z t

0

hL`Pt¡su;Tn
s (x®)L`Pt¡sÀi ds

= l¶{m
®

1X
`=1

Z t

0

hL`Pt¡su;Tn
s (x®)L`Pt¡sÀi ds

con lo cual ­
u;T n+1

t (x)u
®

= sup
®

hPtu; x®PtÀi + sup
®

1X
`=1

Z t

0

hL`Pt¡su;Tn
s (x®) L`Pt¡sui ds

= l¶{m
®

hPtu; x®Ptui + l¶{m
®

1X
`=1

Z t

0

hL`Pt¡su;Tn
s (x®)L`Pt¡sui ds

= l¶{m
®

Ã
hPtu; x®Ptui +

1X
`=1

Z t

0

hL`Pt¡su;Tn
s (x®)L`Pt¡sui ds

!

= l¶{m
®

­
u; Tn+1

t (x®)u
®
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resultando así que Tn+1
t es normal.

De una forma similar se demuestra la Propiedad 2) para Tn+1
t . Para ello

basta tomar ½ 2 ¿(h) y ver que tr(½Tn+1
t ) !

t!0
tr(½Tn+1

0 ):

Ahora veamos que Tn+1
t es completamente positiva: Supongamos que Tn

t es
completamente positiva, sea m ¸ 1 y sean x1; :::; xm 2 B (h) ; À1; :::; Àm 2
D (G) entonces se tiene que

mX
i;j=1

­
Ài; T

n+1
t (x¤

i xj)Àj

®

=
mX

i;j=1

hPtÀi; x
¤
i xjPtÀji

+
mX

i;j=1

1X
`=1

Z t

0

hL`Pt¡sÀi; T
n
t (x¤

i xj) L`Pt¡sÀji ds

=
mX

i;j=1

­
Ài; T

0
t (x¤

i xj)Àj

®

+
1X

`=1

mX
i;j=1

Z t

0

hL`Pt¡sÀi; T
n
t (x¤

i xj) L`Pt¡sÀji ds

=
mX

i;j=1

­
Ài; T

0
t (x¤

i xj)Àj

®

+
1X

`=1

Z t

0

mX
i;j=1

hL`Pt¡sÀi; T
n
t (x¤

i xj) L`Pt¡sÀji ds ¸ 0:

Esto demuestra que Tn+1
t es completamente positivo.

Para la propiedad 4) supongamos que T n
t ¸ Tn¡1

t , entonces

­
À;

¡
Tn+1

t (x) ¡ Tn
t (x)

¢
À
®

=
1X

`=1

Z t

0

­
L`Pt¡sÀ;

¡
Tn

s (x) ¡ Tn¡1
s (x)

¢
L`Pt¡sÀ

®
ds ¸ 0

por lo tanto

Tn+1
t (x) ¸ Tn

t (x) :

La propiedad 5); se demuestra así;
Tomemos u 2 D(G) y supóngase como hipótesis de inducción que
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Tn
t (1) · 1:

­
u; Tn+1

t (1)u
®

= hPtu; Ptui +
1X

`=1

Z t

0

hL`Pt¡su; Tn
s (1)L`Pt¡sui ds

· hPtu; Ptui +
1X

`=1

Z t

0

hL`Pt¡su; L`Pt¡sui ds

= hPtu; Ptui +

Z t

0

1X
`=1

hL`Pt¡su; L`Pt¡sui ds

· hu; ui ¡
Z t

0

2Re hPt¡su; Pt¡sGui ds

= hu; ui ¡
Z t

0

d

ds
kPt¡suk2 ds

= hu; ui ¡ kuk2 + kPtuk2

= hu; ui ¡ hu; ui + kPtuk2
h

· kPtk2 kuk2

· hu; ui :

Por lo tanto
Tn+1

t (1) · 1

Esto termina la demostración.
El siguiente Lema nos dice cómo construir el Semigrupo Dinámico Minimal,
a partir de la proposición anterior. Pues aun cuando los Tn

t no forman un
semigrupo dinámico cuántico, a partir de estos el minimal resulta ser semi-
grupo dinámico cuántico y además resulta ser de contracciones.
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Lema 3.1.5 Supongamos la Hipótesis A. Entonces existe una familia fTtgt¸0

de transformaciones lineales contractivas sobre B (h) tal que :
1) Tt es completamente positiva para cada t ¸ 0:
2) Tt es normal para cada t ¸ 0:
3) La familia de operadores lineales fTt (x)gt¸0 sobre B (h) resuelve la ecua-
ción (3;7) y (3;8) para todo x 2 B (h) :
4) Para cada x 2 B (h) la transformación t ! Tt (x) es continua con respec-
to a la topología ¾-débil en B (h) :

Demostración. Seguimos [8], págs.49-50.
Fijemos t ¸ 0 y sea fTn

t gn¸0 la sucesión de transformaciones lineales positi-
vas como en la proposición anterior. Ahora, para cada x 2 B (h) positivo,
0 · Tn

t (x) · jjTn
t (x) jj1:I · jjxjj1:I; lo cual muestra que la sucesión

fhu; Tn
t (x)uigt¸0 de números reales positivos, es creciente y acotada, es

decir hu;Tn
t (x)ui · jjxjj1jjujj2h: Así denotamos ahora el

l¶{m
n!1

hu; Tn
t (x)ui =

­
u;Tm¶³n

t (x)u
®
, para cada u 2 h: Para el caso general

sólo usamos la Identidad de Polarización que dice lo siguiente:

4 hu;Tt (x)Ài =
3X

k=0

i¡k
­
u + ikÀ; Tt (x)

¡
u + ikÀ

¢®
:

para cada u; À 2 h: Y para x 2 B (h) arbitrario, sólo lo escribimos como
combinación lineal de 4 operadores positivos.
Claramente cada Tm¶³n

t es una contracción pues Tn
t lo es al igual que goza

de la propiedad 1.
Ahora para probar la Propiedad 2), Sea 4 un conjunto dirigido y fx®g®24
una red de operadores positivos en B (h) con supremo x; ya que las transfor-
maciones Tn

t (n ¸ 0) son ¾-débil continuas, para cada À 2 h se tiene que

Sup
®

hÀ; Tt (x®)Ài

= Sup
®

Sup
n

hÀ; Tn
t (x®)Ài

= Sup
n

Sup
®

hÀ; Tn
t (x®)Ài

= Sup
n

hÀ; Tn
t (x)Ài

= hÀ; Tt (x)Ài

lo cual demuestra que Tm¶³n
t = Tt es normal.

En la Ecuación (3;8) ; si hacemos n ! 1 se obtiene la Ecuación (3;7) y a la
vez la Ecuación (3;6), pues ambas son equivalentes.
Finalmente para cada u; À 2 h y x 2 B (h) la función t ! hu; Tt (x)Ài es
continua por la Ecuación (2;5), pero como kTt (x)k1 · kxk1 ; entonces re-
sulta uniformemente acotado por lo que la continuidad se da tanto en la
topología débil como en la ¾-débil.
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Proposición 3.1.6 Consideremos (Wn
t )n¸0 la sucesión de transformaciones

lineales positivas en B (h) de…nidas inductivamente por

W 0
t = T 0

t

Wn+1
t = Tn+1

t ¡ Tn
t

entonces para cada n ¸ 0 se tiene la siguiente identidad:

Wn+1
t+s (x) =

nX
k=0

W k
t

¡
Wn¡k

s (x)
¢

(3;9)

Demostración. Seguimos [8], págs.51-52.
Claramente de la ecuación (3;8) se tiene que

­
u;

¡
Tn+1

t ¡ Tn
t

¢
(x)À

®
=

1X
`=1

Z t

0

hL`Pt¡su;Wn
s (x)L`Pt¡sÀi ds:

Entonces,

­
u;Wn+1

t (x) À
®

=
1X

`=1

Z t

0

hL`Pt¡su; Wn
s (x)L`Pt¡sÀi ds (3;9;)

para cada u; À 2 D(G); x 2 B (h) y n ¸ 0:
Para n = 0 no hay nada que mostrar pues

W 0
t+s (x) = T 0

t+s = T 0
t

¡
T 0

s (x)
¢

= W 0
t

¡
W 0

s (x)
¢
:

Así que supongamos que la ecuación (3;9) se cumple para algún n 2 N:
Usando (3;9;) para cada u; À 2 D(G) y x 2 B (h) se tiene lo siguiente

n+1X
k=0

­
u; Wk

t

¡
Wn+1¡k

s (x)
¢
À
®

=
­
u;W 0

t

¡
Wn+1

s (x)
¢
À
®

+
n+1X
k=1

­
u; W k

t

¡
Wn+1¡k

s (x)
¢
À
®
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=
­
u;W 0

t

¡
Wn+1

s (x)
¢
À
®

+
nX

j=0

D
u; W j+1

t

¡
Wn¡j

s (x)
¢
À
E

=
­
u;W 0

t

¡
Wn+1

s (x)
¢
À
®

+
nX

j=0

1X
`=1

Z t

0

­
L`Pt¡ru; W j

r

¡
Wn¡j

s (x)
¢
L`Pt¡rÀ

®
dr

=
­
u;W 0

t

¡
Wn+1

s (x)
¢
À
®

+
1X

`=1

nX
j=0

Z t

0

­
L`Pt¡ru; W j

r

¡
Wn¡j

s (x)
¢
L`Pt¡rÀ

®
dr

=
­
u;W 0

t

¡
Wn+1

s (x)
¢
À
®

+
1X

`=1

Z t

0

nX
j=0

­
L`Pt¡ru; W j

r

¡
Wn¡j

s (x)
¢
L`Pt¡rÀ

®
dr

=
­
u;W 0

t

¡
Wn+1

s (x)
¢
À
®

+
1X

`=1

Z t

0

*
L`Pt¡ru;

nX
j=0

W j
r

¡
Wn¡j

s (x)
¢
L`Pt¡rÀ

+
dr

=
­
u;W 0

t

¡
Wn+1

s (x)
¢
À
®

+
1X

`=1

Z t

0

­
L`Pt¡ru; Wn

r+s (x) L`Pt¡rÀ
®
dr ;

de donde obtenemos que
n+1X
k=0

­
u; W k

t

¡
Wn+1¡k

s (x)
¢
À
®

=
­
u;W 0

t

¡
Wn+1

s (x)
¢
À
®

+
1X

`=1

Z t

0

­
L`Pt¡ru; W j

r

¡
Wn¡j

s (x)
¢
L`Pt¡rÀ

®
dr

pero volviendo a la de…nición de W 0
t ; el primer sumando de esta igual-

dad es igual a

W 0
t

¡
Wn+1

s (x)
¢

= T 0
t

¡
Wn+1

s (x)
¢

= P¤
t

¡
Wn+1

s (x)
¢
Pt;
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por lo tanto,

n+1X
k=0

­
u; W k

t

¡
Wn+1¡k

s (x)
¢
À
®

=
­
u;P ¤

t

¡
Wn+1

s (x)
¢
PtÀ

®
+

1X
`=1

Z t

0

­
L`Pt¡ru;Wn

r+s (x)L`Pt¡rÀ
®
dr

=
­
Ptu; Wn+1

s (x)PtÀ
®

+
1X

`=1

Z t

0

­
L`Pt¡ru;Wn

r+s (x)L`Pt¡rÀ
®
dr

=
­
Ptu; Wn+1

s (x)PtÀ
®

+
1X

`=1

Z t+s

s

hL`Pt+s¡ru; Wn
r (x)L`Pt+s¡rÀi dr

=
­
Ptu; Wn+1

s (x)PtÀ
®

¡
1X

`=1

Z s

0

hL`Ps¡rPtu;Wn
r (x) L`Ps¡rPtÀi dr

+
1X

`=1

Z t+s

0

hL`Pt+s¡ru;Wn
r (x)L`Pt+s¡rÀi dr

=
1X

`=1

Z t+s

0

hL`Pt+s¡ru; Wn
r (x)L`Pt+s¡rÀi dr

=
­
u;Wn+1

t+s (x)À
®
:

Así se tiene que,

n+1X
k=0

­
u;W k

t

¡
Wn+1¡k

s (x)
¢
À
®

=
­
u; Wn+1

t+s (x)À
®

*
u;

n+1X
k=0

W k
t

¡
Wn+1¡k

s (x)
¢
À

+
=

­
u; Wn+1

t+s (x)À
®

Wn+1
t+s (x) =

n+1X
k=0

W k
t

¡
Wn+1¡k

s (x)
¢

lo que termina la prueba.
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Teorema 3.1.7
©
Tm¶³n

t

ª
t¸0

es un S. D. C que resuelve las Ecuaciones (3;6)

y (3;7) con la siguiente propiedad: Para cualquier otra familia ¾-débil continua
fTtgt¸0 de transformaciones lineales positivas en B (h) que satisfaga las ecua-
ciones (3;6), (3;7) y x 2 B (h) positivo, se tiene

Tm¶³n
t (x) · Tt (x)

para todo t ¸ 0:

Demostración. Seguimos [8], pág.51.

Demostraremos que este es un Semigrupo Dinámico Cuántico, es decir

que satisface la propiedad

Tm¶³n
t+s (x) = Tm¶³n

t

¡
Tm¶³n

s (x)
¢

para x 2 B (h) postivo y s; t ¸ 0:

Por el lema anterior, tenemos la siguientes identidades

­
À; Tn

t+s (x)À
®

=
nX

k=0

­
À;W k

t+s (x)À
®

=
nX

k=0

kX
j=0

D
À; W j

t

¡
W k¡j

s (x)
¢
À
E

=
nX

j=0

nX
k=j

D
À;W j

t

¡
W k¡j

s (x)
¢
À
E

para cada À 2 h; y x 2 B (h) : Es decir

­
À; Tn

t+s (x)À
®

=
nX

j=0

D
À; W j

t

¡
Tn¡j

s (x)
¢
À
E
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como los W j
t son ¾-débil continua, hagamos n ! 1 para obtener

­
À; Tm¶³n

t+s (x)À
®

=
1X

j=0

D
À; W j

t

¡
Tm¶³n

s (x)
¢
À
E

­
À; Tm¶³n

t+s (x)À
®

= l¶{m
m!1

mX
j=0

D
À;

³
T j

t ¡ T j¡1
t

´ ¡
Tm¶³n

s (x)
¢
À
E

= l¶{m
m!1

*
À;

2
4W 0

t +
mX

j=1

³
T j

t ¡ T j¡1
t

´3
5 ¡

Tm¶³n
s (x)

¢
À

+

= l¶{m
m!1

¿
À;

·
W 0

t +
¡
T 1

t ¡ T 0
t

¢
+ :::

+
¡
Tm

t ¡ Tm¡1
t

¢
¸ ¡

Tm¶³n
s (x)

¢
À

À

= l¶{m
m!1

­
À; Tm

t

¡
Tm¶³n

s (x)
¢
À
®

=
­
À; Tm¶³n

t

¡
Tm¶³n

s (x)
¢
À
®

así se tiene que una vez más por la identidad de Polarización, y descompo-
niendo a x como suma de 4 operadores positivos

­
º; Tm¶³n

t+s (x)À
®

=
­
º; Tm¶³n

t

¡
Tm¶³n

s (x)
¢
À
®

por lo tanto
Tm¶³n

t+s (x) = Tm¶³n
t

¡
Tm¶³n

s (x)
¢
:

Pero por la parte (4) de la Proposición (3;1;4) se tiene también lo siguiente

Tm¶³n
t (1) · 1;

y de la parte (2) de ésta misma Proposición (3;1;4), es claro que

Tt (x) ¸ P ¤
t xPt = T 0

t (x) :

Si suponemos Tt (x) ¸ Tn
t (x) para algún n 2 N , entonces para cada À 2 h

se tiene que
­
À;

¡
Tt (x) ¡ Tn+1

t (x)
¢
À
®

=
1X

`=1

Z t

0

hL`Pt¡sÀ; (Ts (x) ¡ Tn
s (x))L`Pt¡sÀi ds ¸ 0;

esto muestra que
Tn+1

t (x) · Tt (x)
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con lo cual haciendo n ! 1 se tiene que Tm¶³n
t (x) · Tt (x) para t ¸ 0.

El siguiente corolario nos revela que la propiedad de conservatividad es una
condición su…ciente, para la unicidad de la solución de la ecuación de Lind-
blad, es decir la Ecuación (3;7) ; para ello recordemos que un semigrupo
dinámico cuánticofTtgt¸0 es conservativo si Tt (I) = I:

Corolario 3.1.8 Supóngase que
©
Tm¶³n

t

ª
t¸0

es conservativo. Entonces es la úni-
ca familia fTtgt¸0 de transformaciones lineales, ¾-débil continuas, positivas y
contractivas sobre B (h) que satisface la ecuación (3;6).

Demostración. Seguimos [8], pág.53.
Sea T = fTtgt¸0 una familia de transformaciones lineales positivas, ¾-débil
continuas que satisface la Ecuación (3;6) : Aplicando el Teorema anterior
para cada x 2 B (h) tal que 0 · x · 1 y cada t ¸ 0 tenemos

Tm¶³n
t (x) · Tt (x)

= Tt (1) ¡ Tt (1 ¡ x)

· 1 ¡ Tt (1 ¡ x)

· 1 ¡ Tm¶³n
t (1 ¡ x)

= 1 ¡ Tm¶³n
t (1) + Tm¶³n

t (x) = Tm¶³n
t (x) :

Por lo tanto Tm¶³n
t (x) = Tt (x) para todo x ¸ 0: Para x 2 B (h) arbitrario lo

expresamos como combinación lineal de 4 operadores positivos.

3.2. El Resolvente del Semigrupo Minimal

En la sección anterior se construyó el semigrupo dinámico cuántico minimal,
asociado a los operadores G y L` que satisfacen la Hipótesis A. Como se habrá
observado este semigrupo satisface las ecuaciones (3;6) y (3;7), pero en general
este semigrupo no está caracterizado por tal propiedad, nos gustaría conocer
el dominio del generador in…nitesimal de Tm¶³n, cosa que no resulta nada fácil
conociendo simplemente a los operadores G y L`.

Proposición 3.2.1 Supóngase que se tiene la Hipótesis A. Las transforma-
ciones lineales positivas F¸ : B (h) ! B(h) y Q¸ : B (h) ! B (h) de…nidas
por

hº;F¸ (x)Ài =

Z 1

0

e¡¸s hPsº; xPsÀi ds

hº; Q¸ (x)Ài =
1X

`=0

Z 1

0

e¡¸s hL`Psº; xL`PsÀi ds
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para ¸ > 0 ; x 2 B (h), º; À 2 D (G) son normales y completamente positivas.
Además kF¸kB(B(h)) · ¸¡1, kQ¸kB(B(h)) · 1:

Demostración. Ver. [8] Págs. 54 ¡ 56; [5] Pág.104.

De…nición 3.2.2 Se de…ne el resolvente minimal
¡
Rm¶³n

¸

¢
¸>0

del semigrupo
dinámico cuántico minimal(SDCM) por medio de su forma sesquilineal:

­
º; Rm¶³n

¸ (x)À
®

=

Z 1

0

e¡¸s
­
º; Tm¶³n

s (x)À
®
ds (3;10)

con x 2 B (h) y À; º 2 h:

Teorema 3.2.3 Para cada ¸ > 0 y x 2 B (h) se tiene lo siguiente:

Rm¶³n
¸ (x) =

1X
k=0

Qk
¸ (F¸ (x)) (3;11)

donde la serie converge en la topología fuerte de operadores.

Demostración. Seguimos [8], pág.55.
Sea (Rn

¸)n¸0 la sucesión de tranformaciones lineales completamente positivas
Rn

¸ : B (h) ! B (h) dadas por

hº; Rn
¸ (x)Ài =

Z 1

0

e¡¸s hº; Tn
s (x)Ài ds

donde los Tn
s están de…nidos por la Ecuación (3;8), Proposición 3;1;4:

Ya que las transformaciones Tn
s son contracciones las Rn

¸ están bien de…ni-
das, además para cada 0 · x 2 B (h) ;

hu;Rn
¸ (x)Ài

=

Z 1

0

e¡¸s hu;Tn
s (x)Ài ds

·
Z 1

0

e¡¸s
­
u; Tn+1

s (x)À
®
ds

=
­
u; Rn+1

¸ (x)À
®
:

Así para cada ¸ > 0 y 0 · x 2 B (h), fRn
¸ (x)g¸¸0 es no decreciente.

Por lo tanto por la de…nición del S. D. C. M., para todo À 2 h y todo
0 · x 2 B (h) se tiene lo siguiente,

Sup
n¸0

hÀ;Rn
¸ (x)Ài =

­
À; Rm¶³n

¸ (x)À
®

=

Z 1

0

e¡¸s
­
À; T min

s (x)À
®
ds
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y otra vez por la Ecuación (3;8) se tiene que

­
À; Rn+1

¸ (x)À
®

=

Z 1

0

e¡¸t hPtÀ; xPtÀi dt +

1X
`=1

Z 1

0

e¡¸tdt

Z t

0

hL`Pt¡sÀ; Tn
s (x)L`Pt¡sÀi ds

para todo À; u 2 D (G) :
Ahora con el cambio de variable (r; s) = (t ¡ s; s) ; en la integral doble de
arriba, se tiene que la suma de los terminos de la derecha es igual a

hÀ;F¸ (x)Ài +
X
`¸0

Z 1

0

e¡¸r hL`PrÀ; Rn
¸ (x)L`PrÀi dr;

es decir, tenemos la siguiente fórmula recursiva

Rn+1
¸ (x) = F¸ (x) + Q¸ (Rn

¸ (x))

que, al iterarla n veces nos da ,

Rn+1
¸ (x) =

n+1X
k=0

Qk
¸ (F¸ (x)) :

Al hacer n ! 1, se tiene que Rm¶³n
¸ (x) =

P1
k=0 Qk

¸ (F¸ (x)) : Para genera-
lizar esto a todo x 2 B (h) ; recordemos que x se expresa como combinación
lineal de 4 operadores positivos y acotados.

Ahora consideramos el predual de nuestro S. D. C. M. El Teorema
1;2;11 del Capítulo 1 nos garantiza que tal semigrupo existe y lo denota-
remos por

©
Sm¶³n

ª
, éste actúa sobre el espacio de los operadores de tra-

za fínita ¿ (h) (Ver. [3] Capítulo3): Otra forma de caracterizar la conserva-
tidad del semigrupo dinámico cuántico minimal es que su predual conserve
a la traza, como lo muestra la siguiente proposición.

Proposición 3.2.4 Supongamos la Hipótesis A. Entonces para cada t ¸ 0 las
siguientes condiciones son equivalentes:

1) Tm¶³n
t (I) = I; para todo t ¸ 0

2) tr
¡
Sm¶³n

t (½)
¢

= tr (½) para cada ½ 2 ¿ (h) ;y todo t ¸ 0:

Demostración. Seguimos [8], pág.56.
1) implica 2)
tr

¡
Sm¶³n

t (½)
¢

= tr
¡
ISm¶³n

t (½)
¢

= tr
¡
½Tm¶³n

t (I)
¢

= tr (½I) = tr (½) :
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2) implica 1)
Supongamos que

tr
¡
Sm¶³n

t (½)
¢

= tr (½) : para cada ½ 2 ¿ (h) y todo t ¸ 0;

entonces
tr

¡
½Tm¶³n

t (I)
¢

= tr (½I) ;

por lo tanto
tr

¡
½

¡
Tm¶³n (I) ¡ I

¢¢
= 0

para todo ½ 2 ¿ (h). Pero el único elemento de B (h) que tiene esta propiedad
es el operador 0; lo que prueba que Tm¶³n

t (I) = I:

Sean u; À 2 D (G) ; si T min
t es conservativo, es decir Tmin

t (I) = I; para todo
t ¸ 0 entonces se tiene que

l¶{m
t!0+

Tmin
t (I) ¡ I

t
= 0;

entonces I 2 D
¡
$min

¢
y

$m¶³n (1) = l¶{m
t!0+

¾w

Tmin
t (I) ¡ I

t

por lo tanto se tiene así que
­
º;$m¶³n (1)À

®
= 0

pero otra parte también se tiene

hu;$ (1)Ài =
­
u;$m¶³n (1)À

®

por lo tanto

hu; $ (I)Ài = hGu;Ài + hu; GÀi +
1X

`=1

hL`u;L`Ài = 0

que es la ecuación de la parte ii) en la Hipótesis AA, que a continuación
se presenta.

Hipótesis AA.
i) Sea G el generador in…nitesimal de un semigrupo de contracciones fuerte-
mente continuos fPtgt¸0 en h:
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ii) Sea fL`g1
`=1 operadores no necesariamente acotados de tal forma que

D (G) ½
1\

`=1

D (L`) ;

y para cada u 2 D (G)

hu; Gui + hGu;ui +
1X

`=1

hL`u;L`ui = 0: (3 ;12 )

Hay que observar que hemos convertido en igualdad a la desigualdad de la
parte ii) de la Hipótesis A. Esta igualdad es una condición necesaria, aun-
que no su…ciente para que el semigrupo minimal sea conservativo. Para estu-
diar condiciones equivalentes a la conservatividad empezamos por demostrar
la siguiente proposición.

Proposición 3.2.5 Supongamos que se tiene la Hipótesis AA y …jemos ¸ >
0: Para todo n ¸ 1 se tiene lo siguiente:

¸
nX

k=0

Qk
¸ (F¸ (1)) + Qn+1

¸ (1) = 1: (3;13)

Demostración.
Seguimos [8], pág.57.
Para cada À 2 D (G), PtÀ 2 D (G) : Por lo que usando la Hipótesis AA se
tiene

hGPtÀ;PtÀi + hPtÀ; GPtÀi +
1X

`=1

hL`PtÀ;L`PtÀi = 0

y

1X
`=1

hL`PtÀ; L`PtÀi = ¡ [hGPtÀ; PtÀi + hPtÀ;GPtÀi] = ¡2Re hPtÀ;GPtÀi

al multiplicar por e¡¸t e integrar ,

hÀ;Q¸ (1)Ài =

Z 1

0

e¡¸t (¡2Re hPtÀ;GPtÀi) dt

= ¡
Z 1

0

e¡¸t d

dt
kPtÀk2

h dt

= kÀk2
h ¡ ¸

Z 1

0

e¡¸t kPtÀk2
h dt

= kÀk2
h ¡ ¸ hÀ; F¸ (1)Ài ;
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por lo tanto
¸F¸ (1) + Q¸ (1) = 1:

Supongamos que (3;13) se cumple para algún n 2 N ; al aplicar Q¸ a la hi-
pótesis de inducción obtenemos,

Q¸

Ã
¸

nX
k=0

Qk
¸ (F¸ (1)) + Qn+1

¸ (1)

!
= Q¸ (1)

¸
nX

k=0

Qk+1
¸ (F¸ (1)) + Qn+2

¸ (1) = 1 ¡ ¸F¸ (1)

¸Q¸ (F¸ (1)) + ::: + ¸Qn+1
¸ (F¸ (1)) + Qn+2

¸ (1) = 1 ¡ ¸F¸ (1)

¸F¸ (1) + ¸Q¸ (F¸ (1)) + ::: + ¸Qn+1
¸ (F¸ (1)) + Qn+2

¸ (1) = 1

¸
£
F¸ (1) + Q¸ (F¸ (1)) + ::: + Qn+1

¸ (F¸ (1))
¤
+ Qn+2

¸ (1) = 1

¸
n+1X
k=0

Qk
¸ (F¸ (1)) + Qn+2

¸ (1) = 1:

Por lo tanto, (3;14) vale para todo n entero no negativo.

La representación del resolvente minimal por medio de la ecuación (3;13);
ahora nos permite probar una condición necesaria y su…ciente para la con-
servatividad, debida a A. M. Chebotarev y a F. Fagnola.

Teorema 3.2.6 Supongamos que tenemos la Hipótesis AA y sea ¸ > 0 …jo.
Las siguientes condiciones son equivalentes:

1) Tm¶³n
t es conservativo, para todo t ¸ 0;

2) l¶{m
n!1

Qn
¸ (1) = 0 ;

3) El único elemento x 2 B (h) que cumple con la ecuación Q¸ (x) = x
es x = 0:

Demostración.
Seguimos [8], pág.58.
1) implica 2)
Como Tm¶³n

t (1) = 1; de la de…nición de Rm¶³n
¸ (1) se deduce que:

­
u; Rm¶³n

¸ (1) u
®

=

Z 1

0

e¡¸t
­
u;Tm¶³n

t (1)u
®
dt =

kuk2
h

¸
=

D
u;

u

¸

E
;

por lo tanto

Rm¶³n
¸ (1) =

1

¸
:



3.2. EL RESOLVENTE DEL SEMIGRUPO MINIMAL 69

Pero en vista de la ecuación (3;11) ; también se tiene que

¸
1X

k=0

Qk
¸ (F¸ (1)) = 1;

por lo tanto en la ecuación (3;13) haciendo n ! 1 se tiene lo siguiente

¸
1X

k=0

Qk
¸ (F¸ (1)) + l¶{m

n!1
Qn+1

¸ (1) = 1

1 + l¶{m
n!1

Qn+1
¸ (1) = 1

de donde concluimos que l¶{m
n!1

Qn+1
¸ (1) = 0 .

2) implica 1)
Como

l¶{m
n!1

Qn+1
¸ (1) = 0;

entonces de la ecuación (3;13) se deduce también que

l¶{m
n!1

¸
nX

k=0

Qk
¸ (F¸ (1)) = 1

pero ésto último unicamente indica que

¸Rm¶³n
¸ (1) = 1

o sea que expresada en su forma cuadrática, tenemos que

­
u; Rm¶³n

¸ (1) º
®

=

Z 1

0

e¡¸t
­
u;Tm¶³n

t (1)u
®
dt

1

¸
kuk2

h =

Z 1

0

e¡¸t
­
u;Tm¶³n

t (1)u
®
dt:

Pero por otra parte obsérvese lo siguiente

1

¸
kuk2

h =

Z 1

0

e¡¸t kuk2
h dt;

y
Z 1

0

e¡¸t kuk2
h dt =

Z 1

0

e¡¸t
­
u; Tm¶³n

t (1)u
®
dt

lo cual nos indica que

hu; ui =
­
u;Tm¶³n

t (1)u
®
;



70CAPÍTULO 3. EL SEMIGRUPO DINÁMICO CUÁNTICO MINIMAL (S.D.C.M.)

es decir Tm¶³n
t (1) = 1:

2) implica 3)
Supongamos que Q¸ (x) = x:Vamos a demostrar que x = 0:
Como Q¸ es completamente positivo( Proposición;1;0;15), se tiene que

Q¸ (x¤) = (Q¸ (x))¤ :

Gracias a esta igualdad, basta con suponer que x es autoadjunto.
Puesto que

¡kxk1 1 · x · kxk1 1

Empecemos por suponer que

kxk1 · 1

por lo tanto ¡1 · x · 1; y al aplicar Q¸ iteraramente

¡Q¸ (1) · x = Q¸ (x) · Q¸ (1)

¡Q2
¸ (1) · x · Q2

¸ (1)

...

¡Qn
¸ (1) · x · Qn

¸ (1)

si hacemos n ! 1; concluimos que x = 0:
3) implica 2)

Como

¸
nX

k=0

Qk
¸ (F¸ (1)) + Qn+1

¸ (1) = 1

y ¸
Pn

k=0 Qk
¸ (F¸ (1)) es una sucesión creciente y acotada de operadores aco-

tados entonces converge ¾-débilmente. Esto prueba que l¶{m
n!1

Qn+1
¸ (1) existe,

llamemos x = l¶{m
n!1

Qn+1
¸ (1) ; entonces Q¸ (x) = l¶{m

n!1
Qn+1

¸ (1) = x; pero co-

mo por hipótesis tenemos que x = 0; entonces l¶{m
n!1

Qn+1
¸ (1) = 0:

Proposición 3.2.7 Supongamos la Hipótesis AA y sea ¸ > 0 …jo. Entonces
para todo x 2 B (h) se tiene que $ (x) = ¸x si y sólo si Q¸ (x) = x: Donde
$ (x) = ¸x; se entiende como igualdad entre formas sesquilineales, es decir
para cada u; À 2 D (G) ; $ (x) [À; u] = ¸ hÀ; xui :

Demostración. Seguimos [8], pág.61.
Sea x 2 B(h) positivo tal que $ (x) = ¸x entonces para cada À 2 D (G)
y cada t ¸ 0; tenemos lo siguiente:

$ (x) [PtÀ; PtÀ] = hPtÀ; xGPtÀi + hGPtÀ; xPtÀi +
1X

`=1

hL`PtÀ; xL`PtÀi :
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Pero, por otra parte:

1X
`=1

hL`PtÀ; xL`PtÀi = hPtÀ; $ (x) PtÀi ¡ hPtÀ; xGPtÀi ¡ hGPtÀ; xPtÀi

= ¸ hPtÀ; xPtÀi ¡ hPtÀ; xGPtÀi ¡ hGPtÀ; xPtÀi :

Ahora bién, al tomar transformada de Laplace,

Z 1

0

e¡¸t
1X

`=1

hL`PtÀ; xL`PtÀi dt

=

Z 1

0

e¡¸t (¸ hPtÀ; xPtÀi ¡ hPtÀ; xGPtÀi ¡ hGPtÀ; xPtÀi) dt

= ¡
Z 1

0

d

dt
e¡¸t hPtÀ; xPtÀi dt = hÀ; xÀi :

En otros térm¶³nos tenemos que hÀ; Q¸ (x)Ài = hÀ; xÀi ; pero como x, Q¸ (x)

son operadores acotados y D (G) es denso en h entonces se tiene que

Q¸ (x) = x. Ahora veamos el recíproco: Sea R
¡

¸
2 ;G

¢
el operador resolvente

¡
¸
2

¡ G
¢¡1

. Nótese que para ` ¸ 1, el operador L`R
¡

¸
2
;G

¢
tiene una exten-

sión acotada y el operador GR
¡

¸
2 ; G

¢
puede ser extendido al operador aco-

tado ¸
2 R

¡
¸
2 ; G

¢
¡ 1: Obsérvese que,

d
dt

L`PtR
¡

¸
2
; G

¢
À = L`R

¡
¸
2
; G

¢
d
dt

PtÀ = ¡L`PtÀ+¸
2
L`PtR

¡
¸
2
;G

¢
À

¡
3;13¶

¢

para cada À 2 D (G) : Por lo tanto, para cada À; º 2 D (G). Sean u; =

R
¡

¸
2 ;G

¢
u; À; = R

¡
¸
2 ;G

¢
À; entonces se tiene que u =

¡
¸
2 1 ¡ G

¢
u;;

À =
¡

¸
2
1 ¡ G

¢
À;. Usando el Teorema Fundamental del Cálculo se obtiene
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lo siguiente

1X
`=1

hL`u
;; xL`À

;i

= ¡
1X

`=1

Z 1

0

d

dt

¡
e¡¸t hL`Ptu

;; xL`PtÀ
;i

¢
dt

= ¡
1X

`=1

Z 1

0

¡
¡¸e¡¸t

¢
(hL`Ptu

;; xL`PtÀ
;i) dt

¡
1X

`=1

Z 1

0

e¡¸t d

dt
hL`Ptu

;; xL`PtÀ
;i dt

= ¡
1X

`=1

Z 1

0

¡
¡¸e¡¸t

¢¿
L`PtR

µ
¸

2
;G

¶
u; xL`PtR

µ
¸

2
; G

¶
À

À
dt

¡
1X

`=1

Z 1

0

e¡¸t d

dt

¿
L`PtR

µ
¸

2
;G

¶
u; xL`PtR

µ
¸

2
; G

¶
À

À
dt

= ¡
1X

`=1

Z 1

0

¡
¡¸e¡¸t

¢¿
L`PtR

µ
¸

2
;G

¶
u; xL`PtR

µ
¸

2
; G

¶
À

À
dt

¡
1X

`=1

Z 1

0

e¡¸t

¿
d

dt
L`PtR

µ
¸

2
;G

¶
u; xL`Pt

µ
R

µ
¸

2
;G

¶¶
À

À
dt

¡
1X

`=1

Z 1

0

e¡¸t

¿
L`PtR

µ
¸

2
;G

¶
u;

d

dt
xL`PtR

µ
¸

2
; G

¶
À

À
dt

= ¡
1X

`=1

Z 1

0

¡
¡¸e¡¸t

¢¿
L`PtR

µ
¸

2
;G

¶
u; xL`PtR

µ
¸

2
; G

¶
À

À
dt

¡
1X

`=1

Z 1

0

e¡¸t

¿
¡L`Ptº +

¸

2
L`PtR

µ
¸

2
;G

¶
u; xL`PtR

µ
¸

2
; G

¶
À

À
dt

¡
1X

`=1

Z 1

0

e¡¸t

¿
L`PtR

µ
¸

2
;G

¶
u; x

½
¡L`PtÀ +

¸

2
L`PtR

µ
¸

2
; G

¶
À

¾À
dt

=
1X

`=1

Z 1

0

e¡¸t

¿
¡L`Ptu; xL`PtR

µ
¸

2
;G

¶
À

À
dt

+
1X

`=1

Z 1

0

e¡¸t

¿
L`PtR

µ
¸

2
;G

¶
u; ¡xL`PtÀ

À
dt:
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Por lo tanto,

1X
`=1

hL`u
;; xL`À

;i =
1X

`=1

Z 1

0

e¡¸t hL`Ptu
;; xL`PtÀi dt

+
1X

`=1

Z 1

0

e¡¸t hL`Ptu; xL`PtÀ
;i dt

= hu; Q¸ (x)À;i + hu;;Q¸ (x) Ài :

Pero como Q¸ (x) = x; se tiene que esto último es igual a:

¸

2
hu;; xÀ;i ¡ hGu;; xÀ;i +

¸

2
hu;; xÀ;i ¡ hu;; xGÀ;i

= ¸ hu;; xÀ;i ¡ [hGu;; xÀ;i + hu;; xGÀ;i] :

Deduciéndose así que,

1X
`=1

hL`u
;; xL`À

;i = ¸ hu;; xÀ;i ¡ [hGu;; xÀ;i + hu;; xGÀ;i]

y usando ahora la de…nición de $ (x) ; se tiene lo siguiente:

hu;; $ (x) À;i = hGu;; xÀ;i + hu;; xGÀ;i +
1X

`=1

hL`u
;; xL`À

;i

= hGu;; xÀ;i + hu;; xGÀ;i + ¸ hu;; xÀ;i
¡ [hGu;; xÀ;i + hu;; xGÀ;i]

= ¸ hu;; xÀ;i ;

es decir, hemos probado que hu;;$ (x)À;i = hu;; ¸xÀ;i :
Como º; À son arbitrarios en D (G) entonces À;; u; son arbitrarios en D

¡
G2

¢
y puesto que D

¡
G2

¢
es esencia de G concluimos que hu;$ (x)Ài = hu; ¸xÀi ;

es decir $ (x) = ¸x:

Proposición 3.2.8 Supongamos que se tiene la Hipótesis AA, para ¸ > 0
…jo. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1) El Semigrupo Dinámico Cuántico Tm¶³n es conservativo;
2) No existe x 2 B (h) distinto de 0 tal que $ (x) = ¸x:

Demostración. Seguimos [8], pág.62.
1) implica 2)
Supongamos que Tm¶³n es conservativo entonces por el Teorema 3;2;7,

Q¸ (x) = x si y sólo si x = 0:

y por la Proposición anterior no existe x 2 B (h) distinto de 0 tal que
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$ (x) = ¸x:
2) implica 1)
Supongamos que la única solución x 2 B (h) a la ecuación $ (x) = ¸x es
x = 0; entonces por 2) del Teorema anterior la a…rmación 1) queda demos-
trada.

Finalizamos esta sección y por consiguiente el capítulo, con dos importantes
proposiciones sobre Semigrupos Dinámicos Cuánticos Conservativos.

Proposición 3.2.9 Supongamos la Hipótesis AA. El subespacio lineal V ge-
nerado por jÀihuj ; u; À 2 D (G) está contenido en el dominio del generador
in…nitesimal $¤ del semigrupo predual Sm¶³n de Tm¶³n y

$¤ (jÀihuj) = jGÀihuj +
1X

`=1

jL`ÀihL`uj + jÀihGuj

donde la serie converge en la norma de la traza. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

1) El subespacio lineal generado V es esencia de $¤;
2) El Semigrupo Dinámico Cuántico Minimal Tm¶³n es conservativo.

Demostración.
Seguimos [8], págs.62-64.
Para cada À; u 2 D (G) y cada x 2 B(h), la ecuación:

hÀ; Tt (x)ui = hÀ; xui +

Z t

0

$ (Ts (x)) [À; u] ds (3;14)

puede ser escrita como:

tr
¡
Sm¶³n

t (jÀihuj)x
¢

= tr (jÀihuj x) +

Z t

0

$
¡
Tm¶³n

s (x)
¢
[À; u]ds

de donde
1

t

©
tr

¡
Sm¶³n

t (jÀihuj) x
¢

¡ tr(jÀihujx)
ª

=
1

t

Z t

0

Ã­
Gº;Tm¶³n

s (x)À
®

+
1X

`=1

­
L`u; Tm¶³n

s (x) L`À
®

+
­
u; Tm¶³n

s (x)GÀ
®!

ds

ahora haciendo t ! 0+, y por la continuidad de las funciones,
s !

­
Gu;Tm¶³n

s (x)À
®
; s !

­
u;T m¶³n

s (x)GÀ
®
; s !

­
L`u;Tm¶³n

s (x)L`À
®
; para

` ¸ 1 tenemos que:

l¶{m
t!0+

tr

Ã¡
Sm¶³n

t (jÀihuj) ¡ jÀihuj
¢

t
x

!
= $ (x) [u; À] :
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Esto muestra que jÀihuj está en el dominio del generador débil de
©
Sm¶³n

t

ª
t¸0

que actua sobre ¿ (h) ; y como el generador fuerte y el generador débil coin-
ciden ([20] Teorema 1;4, pág.43) entonces jÀihÀj 2 D ($¤), así V ½ D ($¤) :

Ahora demostramos que:
1) implica 2)
Nótese que para cada ½ 2 V; se tiene que tr ($¤ (½)) = 0; pues usando la
Hipótesis AA, 0 = hÀ;$ (1)ui = tr (1$¤ jÀihuj) = tr ($¤ jÀihuj) donde
À; u 2 D (G) : Pero siendo V una esencia de $¤, es claro que también se
tiene para todo ½ 2 D ($¤) : Pues estos ½ pueden ser aproximados por
elementos de V:
Con lo cual se tiene que:

d

dt
tr

¡
Sm¶³n

t (½)
¢

= tr
¡
$¤

¡
Sm¶³n

t (½)
¢¢

= 0

lo cual demuestra que
tr

¡
Sm¶³n

t (½)
¢

= Cte

pero Cte = tr
¡
Sm¶³n

0 (½)
¢

= tr (½) ;se tiene así que tr
¡
Sm¶³n

t (½)
¢

= tr (½) ;
por lo tanto resulta que Tm¶³n es conservativo.

2) implica 1)
Ahora supongamos que Tm¶³n es conservativo. Vamos a demostrar que V es
esencia de £¤: Pero esto es cierto si y sólo si (¸I ¡ $¤) (V ), es denso en ¿ (h).
Pues supongamos que (¸I ¡ $¤) (V ) es denso en ¿ (h) entonces dado ½ 2
D ($¤), (¸I ¡ $¤) (½) 2 ¿ (h) y (¸I ¡ $¤) (½n) !

n!1
(¸I ¡ $¤) (½)

con f½ngn ½ V , por lo tanto:

R¸($¤) (¸I ¡ $¤) (½n) !
n!1

R¸($¤) (¸I ¡ $¤) (½)

lo cual implica que

½n !
n!1

½ y (¸I ¡ $¤) (½n) = ¸ (½n) ¡ $¤ (½n) ;

pero de esto último se tiene que:

$¤ (½n) = ¸ (½n) ¡ (¸I ¡ $¤) (½n)

así $¤ (½n) !
n!1

$¤ (½) ; por lo tanto V es esencia de $¤:

Ahora sea x 2 B (h) entonces tomemos Áx el funcional en ¿ (h) de…nido por
Áx ((¸I ¡ $¤) juihÀj) = tr ((¸I ¡ $¤) (x) juihÀj) ; veremos que Áx es el fun-
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cional 0. Sea Áx ((¸I ¡ $¤) j uihÀj) = tr ((¸I ¡ $¤) (x) juihÀj) = 0;esto impli-
ca que

tr (¸x juihÀj) = tr ($¤ (x) juihÀj)

es decir
hu; ¸xÀi = hu; $¤ (x)Ài :

Lo cual dice que $¤ (x) = ¸x, pero siendo Tm¶³n conservativo esto es cierto si
x = 0; así el anulador de (¸ ¡ $¤) (V ) es igual a f0g :

Lema 3.2.10 Considerando $m¶³n y su predual $m¶³n
¤ . Se tiene que D

¡
($m¶³n

¤ )¤¢ =
D($m¶³n):

Demostración. Primero vamos a demostrar, D($m¶³n) ½ D
¡
($m¶³n

¤ )¤¢ :
Sea x 2 D($m¶³n) y sea ½ 2 D($m¶³n

¤ ); tenemos que demostrar que

½ ! tr
¡
$m¶³n

¤ (½)x
¢

es una funcional lineal acotada.
Por otra parte tenemos que

tr
¡
tr

¡
$m¶³n

¤ (½)x
¢¢

= l¶{m
t!0+

tr

µµ
Sm¶³n

t ¡ I

t

¶
(½)x

¶

= l¶{m
t!0+

tr

µ
½

µ
Tm¶³n

t ¡ I

t

¶
x

¶

= tr
¡
½$m¶³n (x)

¢

por lo tanto
jtr

¡
½$m¶³n (x)

¢
j · jj½jjtr jj$m¶³n (x) jj

resultando así que la funcional

½ ! tr
¡
$m¶³n

¤ (½)x
¢

es acotada y por lo tanto x 2 D
¡
($m¶³n

¤ )¤¢
; y tr

³
½

¡
$m¶³n

¤
¢¤

x
´

= tr
¡
$m¶³n

¤ (½)x
¢

= tr
¡
½$m¶³n (x)

¢
.

Ahora veamos que D
¡
($m¶³n

¤ )¤¢ ½ D
¡
$m¶³n

¢
:

En este caso haremos uso del Teorema de Hille Yosida ([3] ;Pág. 170).
Como D

¡
$m¶³n

¢
½ D

¡
($m¶³n

¤ )¤¢ ; y puesto que $m¶³n genera un semigrupo,
D

¡
$m¶³n

¢
es denso así D

¡
($m¶³n

¤ )¤¢
es denso en ¿ (h) : Demostramos que

Ģ
¡
($m¶³n

¤ )¤¢(grá…ca de ($m¶³n
¤ )¤) es cerrada.

Ģ
¡
($m¶³n

¤ )¤¢ =
©¡

f; ($m¶³n
¤ )¤ (f)

¢
: f 2 D

¡
($m¶³n

¤ )¤¢ª :

Sea ff®g®2I una red tal que f®
¾$!
®

f y
¡
f®; ($m¶³n

¤ )¤ (f®)
¢ ¾w!

®
(f; g), veamos

que f 2 D
¡
($m¶³n

¤ )¤¢ y ($m¶³n
¤ )¤ (f) = g:
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Tomemos ½ 2 D
¡
($m¶³n

¤ )
¢

y sea la funcional ½ ! tr
¡
($m¶³n

¤ (½) f
¢
;

tr
¡
($m¶³n

¤ (½) f
¢

= l¶{m
®

tr
¡
$m¶³n

¤ (½) f®

¢

= l¶{m
®

tr
³
½

¡
$m¶³n

¤
¢¤

(f®)
´

= tr (½g) ;

así la funcional ½ ! tr
¡
($m¶³n

¤ (½) f
¢

resulta acotada, con lo cual f 2
D

¡
($m¶³n

¤ )¤¢ y ($m¶³n
¤ )¤ (f) = g; deduciéndose que Ģ

¡
($m¶³n

¤ )¤¢ es cerrada.
Sea À 2 D

¡
($m¶³n

¤ )¤¢, recuérdese que Rm¶³n
® : B (h) ! D

¡
$m¶³n

¢
: Vamos a

demostrar que

Rm¶³n
®

¡
®I ¡ ($m¶³n

¤ )¤ (À)
¢

2 D
¡
$m¶³n

¢
:

Tomemos ½ 2 ¿ (h) arbitrario.

tr
¡
½Rm¶³n

®

¡
®I ¡ ($m¶³n

¤ )¤¢
(À)

¢
= tr

¡
Rm¶³n ¤

® (½)
¡
®I ¡ ($m¶³n

¤ )¤¢ (À)
¢

donde Rm¶³n ¤
® (½) 2 D

¡
$m¶³n

¤
¢
; así que

tr
¡
Rm¶³n ¤

® (½)
¡
®I ¡ ($m¶³n

¤ )¤¢ (À)
¢

= tr
¡¡

®I ¡ $m¶³n
¤

¢
Rm¶³n ¤

® (½)À
¢

= tr
³¡

®I ¡ $m¶³n
¤

¢ ¡
®I ¡ $m¶³n

¤
¢¡1

(½)À
´

= tr (½À)

lo cual es cierto si y sólo si tr
¡
½Rm¶³n

®

¡
®I ¡ ($m¶³n

¤ )¤¢ (À)
¢

= tr (½À), de
donde Rm¶³n

®

¡
®I ¡ ($m¶³n

¤ )¤¢À = À; por lo tanto À 2 D
¡
$m¶³n

¢
el cual im-

plica que D
³¡

$m¶³n
¤

¢¤´ ½ D
¡
$m¶³n

¢
: Por lo tanto tenemos que

D
³¡

$m¶³n
¤

¢¤´
= D

¡
$m¶³n

¢
:

Proposición 3.2.11 Supóngase que se tiene la Hipótesis AA. Entonces las
siguientes condiciones son equivalentes.

1) Tm¶³n es conservativo;
2) D($m¶³n) = fx 2 B (h) : $ (x) es una forma sesquilineal acotadag.

Demostración. 1) implica 2)
Tomemos x 2 B (h) tal que x 2 D

¡
$m¶³n

¢
entonces $m¶³n (x) 2 B (h) y

se tiene que $m¶³n
¡
Tm¶³n

t (x)
¢

= d
dtT

m¶³n
t (x), donde la derivada se toma en

la topología ¾-débil. Esto implica que para todo À; u 2 D (G)

­
u;$m¶³n

¡
Tm¶³n

t (x)
¢
À
®

=
d

dt

­
u;Tm¶³n

t (x)À
®
:
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Por otra parte también se tiene que:

­
u;$m¶³n (x)À

®
=

d

dt

­
u;Tm¶³n

t (x)À
®
jt=0 = $ (x) [u; À] , para t ¸ 0

de donde se deduce fácilmente que
­
u; $m¶³n (x)À

®
= $ (x) [u; À] :

Por lo tanto la forma sesquilineal de $ (x) coincide sobre D (G) £ D (G) con
la forma sesquilineal del operador $m¶³n (x), por lo tanto $ (x) es acotada.
Esto demuestra
D($m¶³n) ½ fx 2 B (h) : $ (x) es una forma sesquilineal acotadag.
Recíprocamente, si $ (x) es acotada entonces existe Y 2 B (h) tal que:

$ (x) [u; À] = hu;Y Ài

para todo u; À 2 D (G) :
Para probar que x 2 D($m¶³n): Considérese la funcional ½ ! tr

¡
$m¶³n

¤ (½)x
¢

con ½ 2 D($m¶³n
¤ ): Bastará ver que ésta funcional es continua, sea ½ 2 V el

siguiente operador de traza …nita

½ =
dX

i=1

juiihÀij

con ui; Ài 2 D (G) :
Entonces

tr
¡
$m¶³n

¤ (½)x
¢

=
dX

i=1

tr
¡
$m¶³n

¤ (juiihÀij)x
¢

=
dX

i=1

$ (x) [ui; Ài]

=
dX

i=1

hui; Y Àii =
dX

i=1

tr (Y juiihÀi) = tr (Y ½)

por lo tanto
jtr

¡
$m¶³n

¤ (½) x
¢
j · jjY jjB(B(h))jj½jjtr

lo cual indica que x 2
¡
D($m¶³n

¤ )¤¢, usando el lema anterior se tiene que
x 2 D($m¶³n):
Siendo V esencia de $m¶³n

¤ el resultado se extiende a todo D($m¶³n
¤ ):

2) implica 1)
Como $ (I) [u; À] = 0; por la Hipótesis AA, u; À 2 D (G) se deduce que
I 2 D

¡
$m¶³n

¢
:

Ahora para todo ¸ > 0;

Rm¶³n
¸

¡
¸ + $m¶³n

¢
(I) = I

Rm¶³n
¸

¡
¸1 + $m¶³n (I)

¢
= I
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lo que implica que
¸Rm¶³n

¸ (I) = I:

Para todo u 2 h

jjujj2h = hu; 1ui = ¸
­
u;Rm¶³n

¸ (I)u
®

= ¸

Z 1

0

e¡¸s
­
u;Tm¶³n

s (I)u
®
ds

y
jjujj2h

¸
=

Z 1

0

e¡¸s
­
u; Tm¶³n

s (I)u
®
ds

lo cual quiere decir que
­
u;Tm¶³n

s (I)u
®

= jjujj2h: = hu; Iui ;

por lo tanto se tiene

Tm¶³n
s (I) = I; para todo s ¸ 0:
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Capítulo 4

Criterios de
Conservatividad

En este capítulo damos condiciones su…cientes para la conservatividad de
un S.D.C.M. Además de la hipótesis AA usada en el capítulo anterior supon-
dremos válida la hipótesis C(pág.82). Ambas hipótesis permiten demostrar la
conservatividad de un S.D.C.M.

81
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4.1. Hipótesis C

Sean G; L` (` ¸ 1) operadores que satisfacen la Hipótesis AA.
Estos operadores satisfacen la Hipótesis C si existe un operador, densa-
mente de…nido, positivo, autoadjunto, C y un subespacio lineal D con las
siguientes propiedades:
1) D está contenido en el dominio de G:

2) D es esencia de C
1
2 :

3) D es invariante bajo el semigrupo fPtgt¸0 y el subespacio R (¸;G) (D)

está contenido en el dominio de C
1
2 para cada ¸ > 0:

4) Para cada ` 2 N , ¸ > 0, el subespacio L`R (¸;G) (D) ½ D(C
1
2 ):

5) Existe una constante positiva b tal que:

2Re
D
C

1
2 À;C

1
2 GÀ

E
+

1X
`=1

D
C

1
2 L`À;C

1
2 L`À

E
· b jj C

1
2 À jj2h (4;1)

para cada À 2 R (¸;G) (D) y para algún ¸ > 0:

Nota:
Obsérvese que de la identidad GR (¸; G) = ¸R (¸; G)¡1 ([18] ; págs;36 ¡ 37),
se tiene que el subespacio lineal GR (¸;G) (D) está contenido en el dominio
de C

1
2 . Por lo tanto si u 2 R (¸; G) (D) ; existe À 2 D tal que

u = R (¸;G)À y Gu = GR (¸;G)À 2 D(C
1
2 ):

Como consecuencia C
1
2 Gº tiene sentido en (4;1) : También denotamos por

k:k
C

1
2

la norma en el dominio de C
1
2 dada por

kÀk2

C
1
2

= kÀk2
h +

°°°C
1
2 À

°°°2

h
:

Esta norma proviene del producto interno:

hÀ;¹i
C

1
2

= hÀ; ¹i +
D
C

1
2 À; C

1
2 ¹

E

À;¹ 2 D(C
1
2 ); que hace de D(C

1
2 ) un espacio de Hilbert. Esta nueva norma

induce una topología estrictamente más fuerte que la que induce la norma
original. Denotemos por k:kC;1 ; la norma de operadores en este nuevo es-
pacio de Hilbert.
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El siguiente resultado es una estimación sobre R (n;G), el operador resol-
vente (nI ¡ G)¡1 en h:

Proposición 4.1.1 El operador
P1

`=1 (nL`R (n; G))¤ (nL`R (n;G)) ; de…nido
en h; satisface:

j
1X

`=1

hnL`R (n; G)À;nL`R (n;G)Ài j · 4njjÀjj2h:

Demostración.
Seguimos [8], pág.66.
Sea À 2 D(G); entonces se tiene debido a la Hipótesis A,

j
1X

`=1

hnL`R (n;G)À;nL`R (n; G)Ài j · 2j hnR (n; G)À; nGR (n; G)Ài j

· 2jjnR (n;G)Àjjh jjnGR (n;G)Àjjh
· 2 jjÀjj2h

£
n2jjR (n; G)Àjjh + n

¤
· 2 jjÀjj2h ;2n

= 4njjÀjj2h:

Ahora denotemos por Jn el operador positivo que satisface
1X

`=1

hnL`R (n;G)À;nL`R (n;G)Ài = hÀ; JnÀi :

Proposición 4.1.2 Supongamos la Hipótesis AA. Para cada À 2 h; se tiene
lo siguiente:

1X
k=1

­
À;Qk

¸ (1)À
®

· l¶{m inf
n!1

­
À;Rm¶³n

¸ (Jn)À
®
: (4;2)

Demostración. Seguimos [8], pág.66.
Para À 2 D y n ¸ 1 se satisface:

hÀ;F¸ (Jn)Ài =

Z 1

0

e¡¸s hPsÀ; JnPsÀi ds

=

Z 1

0

e¡¸s
1X

`=1

hnL`PsR (n; G)À; nL`PsR (n;G)Ài ds

=

Z 1

0

e¡¸s
1X

`=1

jjnL`R (n;G)PsÀjj2hds

=
1X

`=1

Z 1

0

e¡¸sjjnL`R (n;G)PsÀjj2hds

= hnR (n; G)À;nQ¸ (1)R (n; G)Ài
=

­
À; n2R (n;G¤)Q¸ (1)R (n; G) À

®
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resultando así que F¸ (Jn) = n2R (n;G¤)Q¸ (1)R (n; G) :
También tenemos acotación es uniforme para F¸ (Jn) ; pues

jjF¸ (Jn) jjB(h) = jjn2R (n;G¤)Q¸ (1) R (n; G) jj
· n2jjR (n;G¤) jj:jjQ¸ (1) jj

B(h)
:jjR (n;G) jj

· n2 1

n2
jjQ¸ (1) jjB(h)

· jjQ¸jjB(B(h))

· 1:

Por lo tanto para todo n 2 N se tiene jjF¸ (Jn) jjB(h) · 1:

Como n2R (n;G¤)Q¸ (1)R (n; G) = nR (n;G¤)Q¸ (1)nR (n; G)
y nR (n; G), nR (n;G¤) ambos convergen fuertemente a I;cuando n ! 1
([20] ; Lema 3;2; pág;9). Entonces Q¸ (1)nR (n; G) !

n!1
Q¸ (1) fuertemente,

así resulta que F¸ (Jn) !
n!1

Q¸ (1) fuertemente.

Ahora sea º 2 D y usando que Qk
¸ es normal se tiene que:

l¶{m
n!1

­
º;Qk

¸F¸ (Jn) º
®

=
­
º;Qk+1

¸ (1) º
®
:

Pero por el Lema de Fatou, se deduce también que:
1X

k=0

­
º;Qk+1

¸ (1) º
®

· l¶{m inf
n!1

1X
k=0

­
º; Qk

¸F¸ (Jn) º
®

obteniéndose así,
1X

k=1

­
º;Qk

¸ (1) º
®

· l¶{m inf
n!1

­
º; Rm¶³n

¸ (Jn) º
®

(¤)

y como D es denso en h, el resultado se extiende a todo h.

Con esta proposición demostrada podemos preguntarnos ¿Cuándo la serie
en (¤) converge?. Para ello sólo será necesario estimar a Rm¶³n

¸ (Jn) : Pero
esto es posible si para " > 0 se tiene que Jn · C" y

Supn¸1

­
À;Rm¶³n

¸ (Jn)À
®

· Sup
">0

­
À; Rm¶³n

¸ (C" )À
®

< 1

para À en un subconjunto denso de h; siendo C un operador positivo auto-
adjunto y los C" operadores acotados,

C" = C (1 + "C)
¡1

:
Los operadores C" son las aproximaciones de Yosida para C:
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Lema 4.1.3 Supongamos la Hipótesis AA y la Hipótesis C . Entonces para
cada ¸ > b; D(C

1
2 ) es invariante bajo R (¸;G) y además se tiene que:

kR (¸;G)kC;1 · (¸ ¡ b)¡1 :

Demostración. Seguimos [8], pág.68.
Ahora pasamos a demostrar primero la desigualdad. Para ello tomemos
À 2 D;y sea u = ¸R (¸;G)À = ¸ (¸I ¡ G)¡1 À entonces À = 1

¸ (¸I ¡ G) u

=
¡
1 ¡ ¸¡1G

¢
u: Por lo tanto,

jjC 1
2 Àjj2h = jjC 1

2
¡
I ¡ ¸¡1G

¢
ujj2h

=
D
C

1
2 u ¡ ¸¡1C

1
2 Gu;C

1
2 º ¡ ¸¡1C

1
2 Gu

E

= jjC 1
2 ujj2h ¡ 2¸¡1 Re

D
C

1
2 u; C

1
2 Gu

E
+ ¸¡2jjC 1

2 Gujj2h
¸ jjC 1

2 ujj2h ¡ ¸¡1bjjC 1
2 ujj2h + ¸¡2jjC 1

2 Gujj2h
¸

¡
1 ¡ ¸¡1b

¢
jjC 1

2 ujj2h
=

¡
1 ¡ ¸¡1b

¢
jjC 1

2 ¸R (¸; G)Àjj2h
= ¸2

¡
1 ¡ ¸¡1b

¢
jjC 1

2 R (¸;G)Àjj2h
= ¸ (¸ ¡ b) jjC 1

2 R (¸;G)Àjj2h:

Así
¸ (¸ ¡ b) jjC 1

2 R (¸; G)Àjj2h · jjC 1
2 Àjjh

con lo cual,

jjC 1
2 R (¸;G)Àjj2h · jjC 1

2 Àjj2h
¸ (¸ ¡ b)

, con ¸ > b

es decir,

jjC 1
2 R (¸;G)Àjjh ·

µ
1

¸ (¸ ¡ b)

¶ 1
2

jjC 1
2 Àjjh

jjC 1
2 R (¸;G)Àjjh · 1

(¸ ¡ b)
jjC 1

2 Àjjh;

puesto que D es esencia de C
1
2 también se tiene que

jjC 1
2 R (¸; G) Àjjh · 1

(¸ ¡ b)
jjC 1

2 Àjjh para À 2 D(C
1
2 ):
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Por lo tanto

jjR (¸; G) jjC;1 = inf
n

M > 0; jjR (¸; G)Àjj
C

1
2

· M kÀk
C

1
2

; À 2 D(C
1
2 )

o

= inf

8<
:

M > 0;
q

jjR (¸;G)Àjj2h + jjC 1
2 R (¸; G)Àjj2h

· M
q

jjÀjj2h + jjC 1
2 Àjj2h; À 2 D(C

1
2 )

9=
;

· 1

¸ ¡ b
:

Ahora demostramos la invarianza de D(C
1
2 ) bajo la acción de R (¸; G) :

Tomemos À 2 D y sea º = R (¸; G)À: Claramente se tiene que º 2 D(C
1
2 ),

por lo tanto existe fºngn¸0 ½ D tal que ºn !
n!1

º y C
1
2 ºn !

n!1
C

1
2 º; y

R (¸;G) º = l¶{m
n!1

R (¸; G) ºn

pues R (¸;G) ºn 2 D(C
1
2 ) 8 n ¸ 0, lo cual implica que R (¸; G) º 2 D(C

1
2 ),

resultando que R (¸; G)D(C
1
2 ) ½ D(C

1
2 ):

Corolario 4.1.4 R (¸; G) (D) es denso en D(C
1
2 ) con la norma k:k

C
1
2

:

Demostración.
Tomemos ¹ 2 D(C

1
2 ) tal que se tenga:

0 = h¹; R (¸;G)Ài
C

1
2

= h¹;R (¸; G)Ài +
D
C

1
2 ¹; C

1
2 R (¸;G)À

E

con À 2 D. Vamos a demostrar que ¹ = 0: Claramente, de la igualdad de
arriba se tiene lo siguiente:

D
C

1
2 ¹; C

1
2 R (¸;G)À

E
= ¡h¹;R (¸;G)Ài

pero recordando que D es denso en D(C
1
2 ); se tiene que existe fÀngn ½ D tal

que Àn !
n

¹; C
1
2 Àn !

n
C

1
2 ¹; ¸R (¸;G)Àn !

n
¸R (¸; G)¹ , ¸ > 0 y

C
1
2 ¸R (¸;G)Àn !

n
C

1
2 ¸R (¸; G)¹. Por lo tanto se cumple también lo

siguiente
D
C

1
2 ¹; C

1
2 ¸R (¸;G)Àn

E
= ¡ h¹;¸R (¸; G)Àni y

D
C

1
2 ¹;C

1
2 ¸R (¸; G)¹

E
= l¶{m

n!1

D
C

1
2 ¹;C

1
2 ¸R (¸;G)Àn

E

= ¡ l¶{m
n!1

h¹; ¸R (¸;G)Àni

= ¡h¹;¸R (¸; G)¹i :



4.1. HIPÓTESIS C 87

Recordando que ¸R (¸;G)
s!

¸!1
I, ésta última igualdad nos muestra que

D
C

1
2 ¹;C

1
2 ¹

E
= ¡h¹; ¹iD

C
1
2 ¹; C

1
2 ¹

E
+ h¹;¹i = 0

lo cual quiere decir que
jj¹jj

C
1
2

= 0

pero esto es posible si y sólo si ¹ = 0: Por lo tanto resulta que R (¸;G) (D)

es denso en D(C
1
2 ):

Proposición 4.1.5 Supongamos que se tiene la Hipótesis C. Entonces D(C
1
2 )

es invariante bajo Pt; para cada t ¸ 0; y la restricción de los operadores Pt a
D(C

1
2 ) forman un semigrupo fuertemente continuo sobre el espacio de Hilbert

(D(C
1
2 ); k:kC;1): Además se tiene que

kPtkC;1 · ebt:

Demostración. Seguimos [8], pág.69.
De la siguiente identidad, válida para cada ¸; ¹ > b

R (¸;G) ¡ R (¹;G) = (¹ ¡ ¸) R (¸; G) R (¹; G) ;

se obtiene una familia de resolventes en el espacio de Hilbert (D(C
1
2 ); k:kC;1);

y ker (R (¸;G)) = f0g ; pues R (¸; G) (¸;G) = 1 implica que R (¸; G) es
inyectiva, por el corolario de arriba, ahora usando [20] Teorema 9;3
pág.36, se tiene que fR (¸;G)g¸>b es el resolvente de un operador cerra-
do y densamente de…nido en D(C

1
2 ); llamémosle ª: Por el Teorema de

Hille-Yosida-Phillips-Miyadera-Feller.([17] ;pág;72) y la proposición an-
terior se tiene que ª genera un semigrupo de contracciones fStgt¸0 de
clase C0 (1; b) ;es decir jjStjjC;1 · ebt; y como

St = l¶{m
n!1

³n

t
R

³n

t
; G

´´n

fuertemente en D(C
1
2 ) entonces para todo º 2 D(C

1
2 ) ([19] ;Teorema

8;3; pág;33)

Stº = l¶{m
n!1

³n

t
R

³n

t
;G

´´n

º = Ptº

ªº = l¶{m
t!0+

Stº ¡ º

t
= l¶{m

t!0+

Ptº ¡ º

t
= Gº;

resultando así que ª es la parte de G en D(C
1
2 ) ([19] ;Def;10;3;pág;39):

Por lo tanto Pt deja invariante a D(C
1
2 ); resultando a la vez que es semigru-

po, y además jjPtjjC;1 · ebt.
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Corolario 4.1.6 Supongamos que tenemos la Hipótesis C. Entonces para ca-
da À 2 R (¸;G) (D) con ¸ > b, la función t ! jjC 1

2 PtÀjj2h es diferenciable y
además:

d

dt
jjC 1

2 PtÀjj2h = 2Re
D
C

1
2 PtÀ;C

1
2 GPtÀ

E
:

Demostración. Seguimos [8], pág.69.
De la Teoría de semigrupos de contracciones, aplicada a

Pt : D
³
C

1
2

´
! D

³
C

1
2

´

se sigue que R (¸;G)
³
D

³
C

1
2

´´
= D (ª) y además para À 2 D (ª)

d

dt
jjPtÀjj2

C
1
2

=
d

dt
hPtÀ;PtÀi

C
1
2

= hPtªÀ; PtÀi +
D
C

1
2 PtªÀ;C

1
2 PtÀ

E

+ hPtÀ; PtªÀi
C

1
2

+
D
C

1
2 PtÀ;C

1
2 PtªÀ

E

=
d

dt
jjPtÀjj2h + 2Re

D
C

1
2 PtÀ;C

1
2 PtªÀ

E

Por otro lado como ªÀ = GÀ para À 2 D (ª)

jjC 1
2 PtÀjj2h = jjPtÀjj2

C
1
2

¡ jjPtÀjj2h
d

dt
jjC 1

2 PtÀjj2h =
d

dt
jjPtÀjj2

C
1
2

¡ d

dt
jjPtÀjj2h

= 2Re
D
C

1
2 PtÀ; C

1
2 PtªÀ

E

por lo tanto se tiene que

d

dt
jjC 1

2 PtÀjj2h = 2Re
D
C

1
2 PtÀ; C

1
2 PtªÀ

E
:

Proposición 4.1.7 Supongamos que tenemos la Hipótesis C. Entonces para
cada ¸ > b y À 2 D(C

1
2 ) se tiene lo siguiente:

(¸ ¡ b)Sup
">0

­
À;Rm¶³n

¸ (C")À
®

· jjC 1
2 Àjj2h (4;3)

donde
C" = (1 + "C)

¡1
C:

Demostración. Seguimos [8], pág.70.
Sea fRn

¸gn>0 la sucesión de transformaciones lineales positivas consideradas
en el Teorema 3;2;4. Será su…ciente demostrar que para todo n ¸ 0; ¸ > b y
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À 2 D(C
1
2 ) el operador Rn

¸ (C") satisface:

(¸ ¡ b)Sup
">0

hÀ; Rn
¸ (C")Ài · jjC 1

2 Àjj2h:

Veamos que la desigualdad se vale para n = 0 y À 2 R (¸; G) (D): Procede-
mos por inducción. Del hecho de que D es invariante bajo Pt y que Pt

conmuta con R (¸; G) se tiene lo siguiente

PtR (¸;G) (D) = R (¸; G)Pt(D) µ R (¸;G) (D):

Con métodos de Teoría espectral se tiene que hÀ; C"Ài · hÀ;CÀi para todo
À 2 D (C) ; y como D (C) es denso en C

1
2 ([15] ;Teorema 3;35; pág. 281)

también se tiene que hÀ; C"Ài ·
D
C

1
2 À;C

1
2 À

E
: Ahora integrando por par-

tes tenemos:

¸
­
À;R0

¸ (C")À
®

= ¸

Z 1

0

e¡¸t hPtÀ;C"PtÀi dt

= ¸

Z 1

0

e¡¸t
D
C

1
2
" PtÀ;C

1
2
" PtÀ

E
dt

=

Z 1

0

¸e¡¸tjjC
1
2
" PtÀjj2dt

= jjC
1
2
" Àjj2 +

Z 1

0

2Re e¡¸t
D
C

1
2
" PtÀ; C

1
2
" GPtÀ

E
dt

· jjC 1
2 Àjj2h + b

Z 1

0

e¡¸tjjC
1
2
" PtÀjj2dt

· jjC 1
2 Àjj2h + b

­
À; R0

¸ (C")À
®

· jjC 1
2 Àjj2h + bSup

">0

­
À;R0

¸ (C")À
®
:

Así se tiene que,

¸Sup
">0

­
À;R0

¸ (C")À
®

· jjC 1
2 Àjj2h + bSup

">0

­
À;R0

¸ (C")À
®

lo cual implica que,

(¸ ¡ b)Sup
">0

­
À;R0

¸ (C")À
®

· jjC 1
2 Àjj2h:

Por la densidad de R (¸; G) (D) en D(C
1
2 ) se extiende el resultado en D(C

1
2 ):

Supongamos que la proposición se tiene para algún n y para cada À 2-
D(C

1
2 ): Es fácil ver que para cada À 2 R (¸;G) (D), L`PtÀ 2 D(C

1
2 ) de

donde por la segunda ecuación de (3;9), y de la de…nición de Rn
¸ del Teo-
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rema 3;2;4; se tiene que:
­
À;Rn+1

¸ (C")À
®

= hÀ; F¸ (C")Ài

+
1X

`=1

Z 1

0

e¡¸t hL`PtÀ;Rn
¸ (C")L`PtÀi dt

· hÀ; F¸ (C")Ài +
1

¸ ¡ b

1X
`=1

Z 1

0

e¡¸tjjC 1
2 L`PtÀjj2hdt

ahora usando la desigualdad 4;1) e integrando por partes nuevamente se
tiene que

1X
`=1

Z 1

0

e¡¸tjjC 1
2 L`PtÀjj2hdt =

Z 1

0

1X
`=1

e¡¸tjjC 1
2 L`PtÀjj2hdt

=

Z 1

0

1X
`=1

e¡¸t
D
C

1
2 L`PtÀ;C

1
2 L`PtÀ

E
dt

·
Z 1

0

be¡¸tjjC 1
2 PtÀjj2hdt

¡
Z 1

0

e¡¸t2Re
D
C

1
2 PtÀ;C

1
2 GPtÀ

E
dt

=

Z 1

0

be¡¸tjjC 1
2 PtÀjj2hdt

+

Z 1

0

e¡¸t

µ
¡ d

dt
jjC 1

2 PtÀjj2h
¶

dt

= jjC 1
2 Àjj2h ¡ (¸ ¡ b)

Z 1

0

e¡¸tjjC 1
2 PtÀjj2hdt

· jjC 1
2 Àjj2h ¡ (¸ ¡ b) hÀ; F¸ (C")Ài

por lo que se deduce que,

­
À; Rn+1

¸ (C")À
®

· hÀ;F¸ (C")Ài +
jjC 1

2 Àjj2h
¸ ¡ b

¡ hÀ;F¸ (C")Ài

con lo cual
(¸ ¡ b)Sup

">0

­
À; Rn+1

¸ (C")À
®

· jjC 1
2 Àjj2h

y por ser R (¸;G) (D) denso en D(C
1
2 ); la prueba vale en todo D(C

1
2 ):

Los siguientes tres resultados son los más importantes de este capítulo y son
consecuencias de la Hipótesis C.
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Teorema 4.1.8 Supongamos que hay un operador C que satisface la Hipótesis
C , la Hipótesis AA y tal que

hÀ; JnÀi · hÀ;CÀi

para cada À 2 D(C); n ¸ 1:
Entonces el semigrupo dinámico cuántico minimal es conservativo.

Demostración. Seguimos [8], pág.72.
Sea ¸ > b;bajo las hipótesis del mismo teorema tenemos que los operado-
res acotados (Jn)" y C" son crecientes cuando " decrece y además satis-
facen la desigualdad

(Jn)" · C"

([16] ; pág;317) con lo cual para À 2 D(C) se tiene que:
­
À; Rm¶³n

¸ (Jn)" À
®

·
­
À; Rm¶³n

¸ (C")À
®

Sup
">0

­
À; Rm¶³n

¸ (Jn)" À
®

· Sup
">0

­
À;Rm¶³n

¸ (C")À
®

· (¸ ¡ b)¡1 jjC 1
2 Àjj2h

y así debido a la Proposición 4.1.2

1X
k=0

­
À; Qk

¸ (1)À
®

· l¶{m
"!0

inf Sup
">0

­
À;Rm¶³n

¸ ((Jn)")À
®

= l¶{m
n

inf
­
À;Rm¶³n

¸ (Jn)À
®

< 1

lo que implica que
l¶{m

k!1

­
À; Qk

¸ (1)À
®

= 0

y como jjQk
¸ (1) jj1 · 1, por lo tanto tenemos que Qk

¸ (1)
w!

k!1
0; resultan-

do así que Tm¶³n es conservativo. Siendo D(C) esencia de C
1
2 ( [14] Teore-

ma 2;1, pág;322;Teorema 2;23,pág.331) la demostración se extiende a todo
D(C

1
2 ).

Teorema 4.1.9 Ahora supongamos que tenemos la Hipótesis AA y que existe
un operador positivo autoadjunto Á en h tal que :

1) D(G) ½ D(Á
1
2 ) y que para cada À 2 D(G) se tiene lo siguiente:

¡2Re hÀ; GÀi =
1X

`=1

hL`À;L`Ài =
D
Á

1
2 À; Á

1
2 À

E
:

2) Existe un operador positivo autoadjunto C satisfaciendo la Hipótesis C
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tal que D(C) ½ D(Á
1
2 ) y para cada À 2 D(C) se tiene que

D
Á

1
2 À; Á

1
2 À

E
·

D
C

1
2 À; C

1
2 À

E
:

Entonces el semigrupo dinámico cuántico minimal Tm¶³n es conservativo.

Demostración. Seguimos [8], pág.72.

Sea ¸ > b y À 2 D(Á): Para " > 0, los operadores acotados Á" y C" satisfacen

Á" · C": Así la sucesión de números positivos hÀ; F¸Á"Ài es creciente confor-

me " decrece, veamos que los F¸Á" están acotados uniformemente. Para ello

sea À 2 D(G) ½ D(Á
1
2 ): Obtenemos que PsÀ 2 D(G) ½ D(Á

1
2 ) y por

lo tanto

hÀ; F¸Á"Ài =

Z 1

0

e¡¸s hPsÀ;Á"PsÀi ds

=

Z 1

0

e¡¸s
D
Á

1
2
" PsÀ;Á

1
2
" PsÀ

E
ds

·
Z 1

0

e¡¸s
D
Á

1
2 PsÀ;Á

1
2 PsÀ

E
ds

=

Z 1

0

e¡¸s (¡2Re hPsÀ;GPsÀi) ds

=

Z 1

0

e¡¸s

µ
¡ d

ds
jjPsÀjj2h

¶
ds

=
£
e¡¸s

¡
¡jjPsÀjj2h

¢¤1
0

¡
Z 1

0

e¡¸s

¸
jjPsÀjj2hds

= jjÀjj2h ¡
Z 1

0

e¡¸s

¸
jjPsÀjj2hds

· jjÀjj2h:

Como jjF¸Á"jjB(h) = Supfj hÀ;F¸Á"Ài j : À 2 D(G); jjÀjjh · 1g ;

se tiene que jjF¸Á"jjB(h) · 1; lo cual implica que F¸Á" está uniformemente

acotado por 1: Ahora haciendo uso del Teorema de convergencia monó-



4.1. HIPÓTESIS C 93

tona tenemos

Sup
"

hÀ;F¸Á"Ài = l¶{m
"#0

hÀ;F¸Á"Ài =

Z 1

0

e¡¸t l¶{m
"#0

hPtÀ;Á"PtÀi dt

=

Z 1

0

e¡¸t l¶{m
"#0

D
Á

1
2
" PtÀ; Á

1
2
" PtÀ

E
dt

=

Z 1

0

e¡¸t jjÁ 1
2 PtÀjj2dt

=

Z 1

0

e¡¸t
1X

`=1

hL`PtÀ; L`PtÀi dt

=
1X

`=1

Z 1

0

e¡¸t hL`PtÀ; L`PtÀi dt

=
1X

`=1

Z 1

0

e¡¸t jjL`PtÀjj2hdt

= hÀ;Q¸ (1)Ài

entonces F¸Á" !
"!0

Q¸ (1) fuertemente, debilmente y ¾-debilmente.

Por otra parte recordemos que los Qk
¸ son ¾-débiles continuos. Entonces

Qk (F¸Á")
w!

"!0
Qk+1

¸ (1), es decir dado À 2 D
³
C

1
2

´
;

­
À;Qk (F¸Á")À

®
!

"!0

­
À;Qk+1

¸ (1) À
®
:

Ahora tenemos

1X
k=0

­
À;Qk+1

¸ (1)À
®

=
1X

k=0

l¶{m
"#0

­
À; Qk (F¸Á")À

®

= l¶{m
"#0

1X
k=0

­
À; Qk (F¸Á")À

®

= Sup
">0

­
À; Rm¶³n

¸ (Á")À
®

· Sup
">0

­
À; Rm¶³n

¸ (C")À
®

· 1

¸ ¡ b
jjC 1

2 Àjj2h;

así se tiene que
­
À;Qk+1

¸ (1)À
®

!
k!1

0: Como D(C
1
2 ) es denso en h tenemos

que Qk+1
¸ (1) !

k!1
0 y por lo tanto Tm¶³n es conservativo.
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Proposición 4.1.10 Supongamos que se tiene la Hipótesis AA y que existe
un operador autoadjunto C con dominio coincidiendo con el de G. Sea D1 una
esencia para C con las siguientes propiedades:

1) L` (D1) µ D(C
1
2 ) para ` ¸ 1:

2) Existe un operador autoadjunto Á tal que D1 ½ D (Á) y además

¡2Re hÀ; GÀi = hÀ;ÁÀi · hÀ;CÀi

para todo À 2 D1:

3) Existe una constante positiva b tal que la desigualdad

2Re hCÀ; GÀi +
1X

`=1

D
C

1
2 L`À; C

1
2 L`À

E
· b hÀ;CÀi (4;4)

se tiene para todo À 2 D1:
Entonces el semigrupo dinámico cuántico minimal es conservativo.

Demostración. Seguimos [8], pág.74.
Consideremos D(G) y D(C) como espacios de Hilbert con sus respectivas
normas

jjujjG =
q

jjujj2h + jjGujj2h;

jjujjC =
q

jjujj2h + jjCujj2h:

Con éstas dos normas se tiene que la identidad i : D(G) ! D(C); es una
transformación cerrada y además es un homeomor…smo. Resultando así
que las dos normas son equivalentes y por lo tanto existen constantes c1;
c2; c3; c4 tales que:

jjGÀjjh · c1jjCÀjjh + c2jjÀjjh
jjCÀjjh · c3jjGÀjjh + c4jjÀjjh ,

ya que D1 es una esencia de C y de G; para cada À 2 D(C) = D(G) existe
fÀngn¸1 ½ D1 tal que Àn !

n!1
À y fGÀngn¸1, fCÀngn¸1convergen fuerte-

mente a GÀ y a CÀ: Vamos a demostrar que se cumple la condición 1) del
Teorema 4;1;9 ; recordemos que en esta hipótesis se requiere que
D(G) ½ D(Á

1
2 ) y para todo À 2 D(G)

¡2 Re hÀ;GÀi =
1X

`=1

hL`À;L`Ài =
D
Á

1
2 À;Á

1
2 À

E
:

Sea À 2 D(G), por demostrar que À 2 D(Á
1
2 ):

Existe fÀngn¸1 ½ D1 tal que Àn !
n!1

À, GÀn !
n!1

GÀ y CÀn !
n!1

CÀ
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así por la Hipótesis 2)

¡2Re hÀn;GÀni = hÀn; ÁÀni

¡2 Re hÀ;GÀi = l¶{m
n!1

hÀn; ÁÀni

y como hÀn; ÁÀni =
D
Á

1
2 Àn; Á

1
2 Àn

E
= jjÁ 1

2 Ànjj2; ahora resta demostrar quen
Á

1
2 Àn

o
n¸1

es convergente. Obsérvese lo siguiente:

jjÁ 1
2 (Àn ¡ Àm) jj2 =

D
Á

1
2 (Àn ¡ Àm) ; Á

1
2 (Àn ¡ Àm)

E

= h(Àn ¡ Àm) ; Á (Àn ¡ Àm)i
· h(Àn ¡ Àm) ; C (Àn ¡ Àm)i
· jjÀn ¡ Àmjjh jjC (Àn ¡ Àm) jjh !

n;m!1
0;

por lo tanto
n

Á
1
2 Àn

o
n¸1

es una sucesión de Cauchy y en consecuencia es

convergente.
Supongamos que Á

1
2 Àn !

n!1
º y Àn !

n!1
À: Como Á = Á¤ entonces es cerra-

do y se tiene que À 2 D(Á
1
2 ) y Á

1
2 À = º. Con lo cual D(G) ½ D(Á

1
2 );

deduciéndose también que,

¡2Re hÀ;GÀi = l¶{m
n!1

(¡2Re hÀn; GÀni)

= l¶{m
n!1

D
Á

1
2 Àn; Á

1
2 Àn

E

=
D
Á

1
2 À; Á

1
2 À

E

para todo À 2 D(G): Así hemos probado que se cumple la Condición 1) del
Teorema 4;1;9:

Ahora como D(C) ½ D(Á
1
2 ) ya que D(C) = D(G); sea À 2 D(G) entonces

existe fÀngn¸1 ½ D1 tal que Àn !
n!1

À, GÀn !
n!1

GÀ, CÀn !
n!1

CÀ y

Á
1
2 Àn !

n!1
Á

1
2 À. Se tiene entonces que

D
Á

1
2 À; Á

1
2 À

E
= l¶{m

n!1

D
Á

1
2 Àn; Á

1
2 Àn

E

· l¶{m
n!1

hÀn; CÀni = hÀ; CÀi =
D
C

1
2 À; C

1
2 À

E

lo cual quiere decir que
D
Á

1
2 À;Á

1
2 À

E
·

D
C

1
2 À;C

1
2 À

E
:
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Para …nalizar la demostración de éste teorema veamos que se satisfacen las
condiciones de la Hipótesis C:
1) Tomando D = D (G) se cumple la primera condición.
2) D (G) es esencia de C

1
2 ([15] ,Teorema 2;1; pág. 322 y Teorema 2;23;

pág. 331).
3) Siempre se cumple.
4) Para veri…car, L`R (¸;G) (D (G)) ½ D(C

1
2 ): Veamos que R (¸;G) (D (G))

½ D(L`) y que L`À 2 D(C
1
2 ), para À 2 R (¸;G) (D (G)) :

Por hipótesis tenemos,

D (G) ½ \1
`=1D(L`)

lo cual implica que

R (¸;G) (D (G)) ½ D (G) ½ D(L`) para todo ` ¸ 1:

Así, sólo falta veri…car que L`À 2 D(C
1
2 ): Por otra parte existe fÀngn¸1 ½

D1 tal que Àn !
n!1

À, GÀn !
n!1

GÀ , CÀn !
n!1

CÀ y Á
1
2 Àn !

n!1
Á

1
2 À.

Gracias a la ecuación de la Hipótesis AA) también se tiene que:

0 < hL` (À ¡ Àn) ; L` (À ¡ Àn)i ·
1X

`=1

hL` (À ¡ Àn) ; L` (À ¡ Àn)i

= ¡2 Re h(À ¡ Àn) ;G (À ¡ Àn)i !
n!1

0;

de donde se deduce que L`Àn !
n!1

L`À:

Ahora veamos que
n

C
1
2 L`Àn

o
n¸1

es sucesión de Cauchy

jjC 1
2 L`Àn ¡ C

1
2 L`Àmjjh ·

1X
`=1

D
C

1
2 L` (Àn ¡ Àm) ; C

1
2 L` (Àn ¡ Àm)

E

· b h(Àn ¡ Àm) ; C (Àn ¡ Àm)i ¡ 2Re hC (Àn ¡ Àm) ; G (Àn ¡ Àm)i !
n;m!1

0:

Sea º = l¶{m
n!1

C
1
2 L`Àn;como C

1
2 es cerrado entonces L`À 2 D(C

1
2 ) y

C
1
2 L`À = l¶{m

n!1
C

1
2 L`Àn:
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Para ver que se cumple la parte 5) de la Hipótesis C,
tomemos À 2 R (¸;G) (D (G)) ½ D (C) ½ D

³
C

1
2

´
, obsérvese lo siguiente

2Re
D
C

1
2 À;C

1
2 GÀ

E
+

1X
`=1

D
C

1
2 L`À;C

1
2 L`À

E

= l¶{m
n!1

2Re hCÀn;GÀni +
1X

`=1

l¶{m
n!1

D
C

1
2 L`Àn; C

1
2 L`Àn

E

· l¶{m
n!1

2Re hCÀn;GÀni + l¶{m inf
n!1

1X
`=1

D
C

1
2 L`Àn; C

1
2 L`Àn

E

= l¶{m inf
n!1

Ã
2 Re hCÀn; GÀni +

1X
`=1

D
C

1
2 L`Àn; C

1
2 L`Àn

E!

· l¶{m inf
n!1

b hÀn; CÀni

= l¶{m inf
n!1

b
D
C

1
2 Àn; C

1
2 Àn

E

= l¶{m
n!1

b
D
C

1
2 Àn; C

1
2 Àn

E

= b
D
C

1
2 Àn; C

1
2 Àn

E
< 1:

Por lo tanto C satisface la Hipótesis C, y por el teorema anterior Tm¶³n es
conservativo.
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Capítulo 5

Ejemplos de S. D. C.

Aqui se exponen algunos ejemplos en los que el correspondiente semigrupo
dinámico cuántico minimal asociado resulta ser conservativo en algunos ca-
sos, un ejemplo en el cual el minimal es conservativo es el 5;1;4 y otro en
donde no lo es, es el ejemplo 5;1;6 con ¯¤ < ¯ . Este último ejemplo mues-
tra que la condición AA es necesaria pero no su…ciente para la conservativi-
dad.

99



100 CAPÍTULO 5. EJEMPLOS DE S. D. C.

5.1. Ejemplos

Ejemplo 5.1.1 ([8] ; pág. 30:)Sea h cualquier espacio de Hilbert complejo sepa-
rable, y sea P = fPtgt¸0 un semigrupo uniformemente continuo de contracciones
en h. La familia de operadores Tt : B (h) ! B (h) de…nidos por

Tt (a)= P¤
t aP t

es un Semigrupo Dinámico Cuántico uniformemente continuo, cuyo generador in-
…nitesimal es $ (a) = G¤a + aG donde G es el generador de P:

Veamos que Tt es un SDC.
1) T0 (a) = P¤

0 aP0 = a
2) Tt+s (a) = P¤

t+saPt+s = P ¤
t (P¤

s aPs)Pt = P ¤
t (Tsa)Pt = Tt((Tsa))

= (TtTs)(a)
3) Por Kraus;Capítulo 1: Teorema 1;2;15, Tt resulta ¾-débil continuo.
4) Ahora veamos que es ¾-débil continuo en el tiempo t; para ello tomemos
½ 2 ¿ (h) tal que

½ =
1X

n=1

®n jenihenj

donde feng1
n=1 es un sistema ortonormal de h , y los ®n ¸ 0 con la propiedad

de que
1X

n=1

®n < 1:

Lo que vamos a demostrar aquí, es tr (½Tta) !
t!0

tr(½a):

Es claro que,

tr (½Tta) =
1X

n=1

®n hTtaen; eni ( por la Prop.1.1.2) :

Pero, para todo n 2 N;

j®n hTtaen; eni j · ®njjTtajj1 jjenjj2h
= ®njjP¤

t aPtjj1 · ®njjajj1
y ®n hPtaen; Pteni !

t!0
®n haen; eni, porque Pt es uniformemente continuo.

Entonces, tenemos que por el Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue,
1X

n=1

®n hPtaen; Pteni !
t!0

1X
n=1

®n haen; eni :

Pero como,
1X

n=1

®n haen; eni =
1X

m=1

* 1X
n=1

®njenihenjaem; em

+

=
1X

m=1

h½aem; emi = tr(½a)
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por lo tanto tr (½Tta) !
t!0

tr(½a):

De la continuidad uniforme de Pt, se tiene que para todo a 2 B (h) con
jj a jj1 = 1;

jjTta ¡ ajj1 = jjP ¤
t aPt ¡ ajj1

= jjP ¤
t aPt ¡ aPt + aPt ¡ ajj1

= jj(P¤
t a ¡ a)Pt + a(Pt ¡ I)jj1

· jj(P¤
t a ¡ a)Ptjj1 + jja(Pt ¡ I)jj1

· jj(P¤
t ¡ I)jj1jjajj1jjPtjj1 + jjajj1jj(Pt ¡ I)jj1

· jj(P¤
t ¡ I)jj1 + jj(Pt ¡ I)jj1

= 2jj(Pt ¡ I)jjB(h):

Ahora jjTt ¡ IjjB(B(h)) = Sup
a2B(h); jjajj=1

jjTta ¡ ajj1 · 2jj(Pt ¡ I)jj1;

así se tiene que jjTt ¡ I jjB(B(h)) !
t!0

0: De donde se deduce que Tt es uni-

formemente continuo para todo t ¸ 0.
Ahora calculamos $ (a) :

$ (a) = l¶{m
t!0

Tt(a) ¡ a

t
= l¶{m

t!0

P¤
t aPt ¡ a

t
= l¶{m

t!0

P ¤
t aPt ¡ aPt + aPt ¡ a

t

= l¶{m
t!0

(P¤
t ¡ I )aPt + a(Pt ¡ I )

t

= l¶{m
t!0

µ
P¤

t ¡ I

t

¶
aPt + l¶{m

t!0
a

µ
Pt ¡ I

t

¶

= l¶{m
t!0

µ
Pt ¡ I

t

¶¤
aPt + l¶{m

t!0
a

µ
Pt ¡ I

t

¶

=

µ
l¶{m
t!0

Pt ¡ I

t

¶¤
l¶{m
t!0

aPt + l¶{m
t!0

a

µ
Pt ¡ I

t

¶

= G¤a + aG:

Por lo tanto $ (a) = G¤a + aG:
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Ejemplo 5.1.2 ([9] , pág.198)Sea h espacio de Hilbert .

Tt (a)= e¡tiHaetiH

con H autoadjunto, es decir H = H¤ y acotado en h.
Entonces Tt en B (h) es un semigrupo dinámico cuántico con generador in…-
nitesimal

$ (a) = ¡i [H;a] :

Como se trata de un caso particular del ejemplo anterior, con G = iH;
entonces

$ (a) = G¤a + aG

= (iH)¤ + a (iH)

= ¡iHa + aiH

= ¡i [H;a] :

Ejemplo 5.1.3 ([8] , págs.58¡59)El Semigrupo asociado al proceso de nacimiento
puro.

Sea

h = l2

³
N

[
f0g

´
=

(
fÀngn ½ C :

X
n

jÀnj2 < 1
)

y f¸ngn ½ C tal que ¸n 6= 0 para todo n 2 N .
Ahora sean S y f operadores en h; de…nidos por

D (f) =

(
º 2 h :

X
n

j¸nj2 jºnj2 < 1
)

f (º) =
X
n

¸nºnen = (¸0º0, ¸1º1; :::)

S (º) = S (º0; º1;:::) = (0; º0; º1;:::) ;

G = ¡jf j2
2

:

Tomando ahora L1 = S ± f; L` = 0; operador cero para ` ¸ 2; claramente
tenemos que

hGÀ; Ài + hÀ; GÀi + hL1À; L1Ài = 0

es decir se satisface la ecuación de la Hipótesis AA, además D (G) ½ D (L1) y
para todo À 2 h se cumple que

$ (m (º)) = m (A (º))

con º 2 l1 (N U f0g) ; el álgebra de las sucesiones complejas acotadas, m (º)
es el operador de multiplicación por º; A es el generador in…nitesimal del
proceso de nacimiento clásico actuando de la siguiente manera,

A (º)n = j¸nj2 (ºn+1 ¡ ºn) :

Donde D (A) =
©
º 2 l1 (N U f0g) :

¡
j¸nj2 (ºn+1 ¡ ºn)

¢
2 l1 (N U f0g)

ª
:
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La forma cuadrática de Q1 satisface

hem; Q1 (1) eni =

8><
>:

0 si n 6= m

j¸mj2
1+j¸mj2 si n = m

9>=
>;

y por inducción se demuestra que

­
em;Qk

1 (1) em

®
=

kY
j=0

j¸m+jj2
1 + j¸m+j j2

:

De acuerdo con el Teorema 3.2.7, el S.D.C., correspondiente es conservativo si y
sólo si Qk

1 (1) !
n!1

0 y esto sucede si y sólo si

1X
j=0

1

j¸n+jj2
= 1:

Ejemplo 5.1.4 ([8] ; pág.87)Un semigrupo dinámico cuántico minimal asociado
al proceso de nacimiento y muerte con intensidades lineales.

Sea

h = l2

³
N

[
f0g

´
=

(
fÀngn ½ C :

X
n

jÀnj2 < 1
)

y N; a+; a; los operadores de número, creación y aniquilación en h; de…nidos
mediante la siguiente regla de correspondencia:

a+ (ej) =
p

j + 1ej+1

a (ej) =
p

jej¡1

N (ej) = jej = a+a (ej) ;

donde fejgj es una base ortonormal de h;sus respectivos dominios son:

D
¡
a+

¢
=

(
À 2 h :

1X
n=0

(n + 1) jÀnj2 < 1
)

D (a) =

(
À 2 h :

1X
n=1

njÀn¡1j2 < 1
)

D
¡
a+a

¢
= D (N) =

(
À 2 h :

1X
n=0

n2jÀnj2 < 1
)

donde fejgj es la base canónica de h:
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Sea $ (x) con x 2 B (h) igual a

¡¸

2

¡
aa+x ¡ 2axa+ + xaa+

¢
¡ ¹

2

¡
a+ax ¡ 2a+xa + xa+a

¢
¡ i!

£
a+a; x

¤

y dominio D (N), ¸;¹; ! 2 R ; ¸; ¹ ¸ 0: Si ! = 0 entonces este ejemplo
corresponde a una extensión cuántica del semigrupo asociado al pro-
ceso de nacimiento y muerte con intensidades lineales. Ahora para
$ (x) de…namos los siguientes operadores G;L1 y L2 de la siguiente
manera:

G = ¡¸

2
(N + 1) ¡ ¹

2
N + i!N;

L1 =
p

¸a+;

L2 =
p

¹a;

con

D (G) =

(
u 2 h :

X
n

j
µ

¡¸

2
(n + 1) ¡ ¹

2
n + i!n

¶
unj2 < 1

)

de esta forma podemos escribir a $ (x) como

$ (x) = G¤x + xG +
P2

`=1 L¤
`xL`:

Ahora tomemos

D1 = fu 2 h : 9 n0 y un = 0 8 n > n0g

claramente se tiene que D1 es un subespacio denso de h. Pero como D (L1) =
D (a+) ;D (L2) = D (a) y D (a+) = D (a) se tiene que D (G) ½ D (L`) para
` = 1; 2: Nos bastará trabajar todo este ejemplo sobre D1, pues siendo este denso
en h y esencia de a; a+y G; todo lo que se haga aquí con los operadores arriba
mencionados lo mismo se seguirá valiendo sobre h. Vamos a demostrar que se
satisface la ecuación de la Hipótesis AA, tomemos ej ; ek 2 D1básicos: Entonces
tenemos lo siguiente:

hGej; eki + hej; Geki + hL1ej ; L1eki + hL2ej ; L2eki

=

¿µ
¡¸

2
(N + 1) ¡ ¹

2
N + i!N

¶
ej ; ek

À
+

¿
ej ;

µ
¡¸

2
(N + 1) ¡ ¹

2
N + i!N

¶
ek

À

+
Dp

¸a+ej;
p

¸a+ek

E
+ hp¹aej ;

p
¹aeki

=

¿µ
¡¸

2
(j + 1) ¡ ¹

2
j + i!j

¶
ej; ek

À
+

¿
ej;

µ
¡¸

2
(k + 1) ¡ ¹

2
k + i!k

¶
ek

À

+¸
Dp

j + 1ej+1;
p

k + 1ek+1

E
+ ¹

Dp
jej¡1;

p
kek¡1

E

= ¸
p

j + 1
p

k + 1 + ¹
p

j
p

k ¡ ¸ (j + 1) ¡ ¹j

= 0, si j = k:
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es decir

hGej ; eki + hej ;Geki +
2X

`=1

hL`ej ; L`eki = 0

el cual es la propia ecuación de la Hipótesis AA, y como cualquier otro
elemento del espacio es combinación lineal de estos básicos entonces
tenemos que esta ecuación es válida en todo el espacio. G genera al se-
migrupo de contracciones fPtgt¸0 dadas por la siguiente regla

Pt (»)n = e(¡ ¸
2 (n+1)¡ ¹

2 n+i!n)t»n

donde » 2 D (G) : Si el lector no se convence de esto puede intentar calcular
¿

»;
d

dt
Pt»

À
h

= h»; G»ih en t = 0:

3) Ahora sea Á el operador en D1 de…nido por

Á = L¤
1L1 + L¤

2L2:

Vamos a demostrar que Á es esencialmente autoadjunto,
es decir Ker (Á¤ § i) = f0g :
Sea À 2 Ker (Á¤ + i) entonces

hº; (Á¤ + i)Ài = 0, para todo º 2 D1;

en general para los elementos de la base resulta que hej ; (Á
¤ + i)Ài = 0: Con

lo cual se tiene también lo siguiente:

h(Á ¡ i) ej; Ài = 0

h([L¤
1L1 + L¤

2L2] ¡ i) ej; Ài = h(¸ (j + 1) + ¹j ¡ i) ej ; Ài
= ¸ (j + 1) + ¹j ¡ i hej; Ài
= 0;

lo cual implica que À es ortogonal al subespacio generado por fejgj ; pero
esto quiere decir que À = 0; análogamente se hace para Ker (Á¤ ¡ i) = f0g :
Por lo tanto tenemos que Ker (Á¤ § i) = f0g :
4) Ahora de…nimos el operador C en h; de la siguiente forma

D (C) =

(
u 2 h :

X
`

¡
`2 + 1

¢
ju`j2 < 1

)

con
C = cN

donde N es el operador de número y c > 2 (¸ + ¹) :
Claramente se tiene que C¤ = C y además D1es una esencia para C; pues este
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es multiplo del operador de número N :
Veremos que se satisface hu;Áui · hu; Cui :Tómese u 2 D1

hu; Áui = hu; (L¤
1L1 + L¤

2L2)ui
=

­
u;

¡
¸aa+ + ¹a+a

¢
u
®

=
­
u;

£
¸

¡
a+a + 1

¢
+ ¹a+a

¤
u
®

=
X

k

¡
uk [¸ (k + 1) + ¹k]uk

= (¸ + ¹)
X

k

kjukj2 +
X

k

¸jukj2

· (¸ + ¹)
X

k

kjukj2 + (¸ + ¹)
X

k

kjukj2

= 2 (¸ + ¹)
X

k

kjukj2

· c
X

k

kjukj2 = hu; Cui :

Así hemos probado lo que se había planteado y por lo tanto el semigrupo
dinámico cuántico minimal asociado a los operadores G;L1 y L2 es con-
servativo.

Ejemplo 5.1.5 ([7] ; págs;361 ¡ 367) El Semigrupo asociado a la martingala de
Azéma.

Ahora en este ejemplo tomemos a h = L2 (R, dx) y los Pt; para todo t ¸ 0,
en B (h) de…nidos por

(Ptf) (x) =

µ
1 +

2t

¯x2

¶¡(1+¯)

4¯

f

Ã
x

sµ
1 +

2t

¯x2

¶!
Â¿ t

(x)

donde x 2 R , x 6= 0; ¯ 6= 0,

¿ t =

½
x 2 R: x2 ¸ ¡2t

¯

¾
,

con Â¿ t
función indicadora de ¿ t: Es fácil veri…car a partir de Pt; que

(P ¤
t f) (x) =

µ
1 ¡ 2t

¯x2

¶1¡¯

4¯

f

Ã
x

sµ
1 ¡ 2t

¯x2

¶!
Â¿¡t

(x) :

Sea D el espacio de todos los f 2 h tales que son in…nitamente diferenciables,
con soportes compacto y que se anulan en una vecindad del 0: El operador
G con dominio D dado por la siguiente expresión se extiende al generador
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in…nitesimal del semigrupo de contracciones en h dado por Pt; [7] :

(Gf) (x) =
f¶(x)

¯x
¡ 1 + ¯

2¯2x2
f (x)

y

(G¤f) (x) = ¡f¶(x)

¯x
+

¯ ¡ 1

2¯2x2
f (x) :

Considérese el operador M en h de…nido por

D (M) =

½
u 2 h :

u (x)

x
2 h

¾
y ( Mu) (x) =

1

¯x
u (x) :

Sea S operador unitario en h dado por

(Su) (x) =
1p
jcj

u
³x

c

´
;

donde c = 1 + ¯ con ¯ 2 R ¡ f0; ¡1g y L1 = S ± M , L` = 0 el operador
cero para ` ¸ 2:
Ahora sea $ en D; dado por

$ (f) (x) =

µ
1

¯2x2

¡
f (cx) ¡ f (x) ¡ ¯xf¶(x)

¢¶

con f acotada y derivable. Se cumple también que

hº (x) ;$ (1)À (x)i = hG¤º (x) ; À (x)i + h(S ± M) º (x) ; (S ± M)À (x)i
+ hº (x) ;GÀ (x)i

= 0

por lo que se veri…ca la ecuación de la Hipótesis AA. Ahora para estudiar la
conservatividad del S.D.C. minimal asociado; calculemos los operadores Q¸

para todo ¸ ¸ 0( [12] Lema 2;1, pág.361 ¡ 367); Q1 viene dado por los sigui-
entes casos,
a) si ¯ < 0

(Q1f) (x) = E e
1
2¯x2»f

³
cx

p
1 + »

´

donde » es una variable aleatoria positiva con función de distribución

P (» · s) = 1 ¡ (1 + s)
1
2¯ (5;1)

con s ¸ 0; siendo E la función esperanza matemática.

b) Si ¯ > 0

(Q1f) (x) = E e¡ 1
2¯x2»f

³
cx

p
1 ¡ »

´
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donde » es un variable aleatoria con valores en (0; 1) y su función de distri-
bución es dada por

P (» · s) = 1 ¡ (1 ¡ s)
1
2¯ ; con 0 · s · 1. (5;2)

Por inducción se tiene también que para f»igi sucesión de variables aleato-
rias independientes positivas e identicamente distribuidas en R, con distribu-
ción por (5;1) ó (5;2) Qn

1 (1) ; para cada caso viene dado por
a) ¯ < 0

(Qn
1 1) (x) = E e

1
2¯x2f»1+

Pn¡1
k=1 c2k»k+1

Qk
`=1(1+»`)g:

b) ¯ > 0

(Qn
1 1) (x) = E e¡1

2 ¯x2f»1+
Pn¡1

k=1 c2k»k+1

Qk
`=1(1¡»`)g:

Ahora el paso crucial es la conservatividad del semigrupo dinámico cuántico
minimal asociado a todas estas condiciones, para ello se hace uso de dos re-
sultados importantes de [12] Teorema 2.3.1 y Teorema 2;3;2, págs.37 ¡ 38.
Analicemos el caso ¯ < 0: Por lo tanto, sólo será necesario ver la convergen-
cia o divergencia de la serie

n¡1X
k=1

c2k»k+1

kY
`=1

(1 + »`)

el cual a la vez depende del parámetro c:
Si jcj ¸ 1 entonces j1 + ¯j ¸ 1 y por lo tanto ¯ · ¡2 pues ¯ < 0; y además
se tiene que

»k+1

kY
`=1

c2 (1 + »`) ¸ »k+1

pero siendo las variables »k+1 positivas, independientes e idénticamente dis-
tribuidas se sigue que la serie formada por

c2k»k+1

kY
`=1

(1 + »`)

diverge con probabilidad 1, obteniéndose así que el semigrupo minimal es
conservativo.

Si jcj < 1 entonces ¡2 < ¯ < 0 y aplicamos [9] Lema 2;3;2; págs.38 ¡ 39,
que dice

n¡1X
k=1

c2k»k+1

kY
`=1

(1 + »`) diverge si y sólo si
n¡1X
k=1

c2k
kY

`=1

(1 + »`) diverge.
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Tomando logaritmo natural y aplicando la Ley Fuerte de los Grandes Números
a esta última serie obtenemos que

1

k

kX
`=1

ln c2 (1 + »`) !
k!1

E ln c2 (1 + »`) = ln (1 + ¯)2 ¡ 2¯

con probabilidad 1, donde ln c2 (1 + »`) tiene distribución exponencial con
parámetro + 1

2¯
:

Considerando la ecuación (1 + ¯)2 e¡2¯ = 1;el cual tiene dos raices ¯ = 0 y
¯¤ = ¡1;278::: la cual es la única raíz negativa, analizamos los casos siguien-
tes:
a) ¯¤ < ¯; tomemos ¯¤ < ¡1 < ¯ < 0:

Derivando a ln (1 + ¯)2 ¡ 2¯ obtenemos que

d

d¯

³
ln (1 + ¯)2 ¡ 2¯

´
= ¡ 2¯

(1 + ¯)
:

Claramente para todo ¯ 2 (¡1; 0) se tiene que ln (1 + ¯)2 ¡ 2¯ es una función
creciente. Pero como ln (1 + 0)2 ¡ 2 (0) = 0 entonces se tiene que
ln (1 + ¯)2 ¡ 2¯ < 0: Por lo tanto se deduce que si k ! 1

Ã
kY

`=1

c2 (1 + »`)

! 1
k

c:d! eln(1+¯)2¡2¯ < 1

resultando por lo tanto que

1X
k=1

c2k
kY

`=1

(1 + »`)

es convergente debido al criterio de la raíz, con lo cual el semigrupo minimal
no es conservativo. Esto demuestra que la Hipótesis AA es necesaria pero
no es su…ciente para la conservatividad.

b) Consideremos ¯¤ < ¯ < ¡1: Ahora resulta que para todo ¯ 2 (¯¤;¡1) ;

ln (1 + ¯)2 ¡ 2¯ es una función decreciente y como ln (1 + ¯¤)2 ¡ 2¯¤ = 0,
tenemos otra vez que eln(1+¯)2¡2¯ < 1 y así

1X
k=1

c2k
kY

`=1

(1 + »`)

es convergente.
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c) Ahora tomemos ¯ < ¯¤ < ¡1. Tenemos que ln (1 + ¯)2 ¡ 2¯ es una función
decreciente, de donde se deduce que eln(1+¯)2¡2¯ > 1: Lo cual implica que

1X
k=1

c2k
kY

`=1

(1 + »`)

es divergente, resultando así que el semigrupo minimal es conservativo.

d) El caso crítico lo tenemos cuando ¯ = ¯¤: Aquí se tiene que

Ã
kY

`=1

(1 + »`)

! 1
k

!
k!1

1

con probabilidad 1, lo cual en este caso el criterio de la raíz no nos proporciona
información alguna sobre esta serie. Entonces consideremos la caminata aleatoria

(
kX

`=1

ln c2 (1 + »`) : K = 1; 2; :::

)

donde ln c2 (1 + »`) son v.a.i.i.d, ` ¸ 1 y ln (1 + »`) 2 L1 porque tiene distribución
exponencial con parámetro + 1

2¯ : Tenemos así lo siguiente

E ln c2 (1 + »`) = ln (1 + ¯) + E ln (1 + »`) = ln (1 + ¯¤) ¡ 2¯¤ = 0;

entonces resulta que la caminata aleatoria es recurrente ([4] Teorema 3;38, pág.56).
Así que la serie

1X
k=1

kY
`=1

c2 (1 + »`)

es divergente casi seguramente por la ley 0-1 de Hewitt-Savage ([4], pág.63). Re-
sultando así que el semigrupo minimal es conservativo.

Ahora sólo nos resta ver qué pasa cuando ¯ > 0. Tomando el respectivo Qn
1 (1) y las

distribuciones dada por (5;2) obtenemos que ¡ ln (1 ¡ »`) tiene distribución expo-
nencial con parámetro 1

2¯ : Ahora auxiliándonos de la función f (¯) = (1 + ¯) e¡¯;

claramente se tiene quef (¯) > 0 para todo ¯ ¸ 0 y a la vez f (¯) es decreciente.
Por lo tanto se tiene que 0 < f (¯) · 1 es decir, f alcanza su máximo en ¯ = 0 y
además

ln f (¯)2 = ln (1 + ¯)2 ¡ 2¯:

Denotemos por
Á` = c2 (1 ¡ »`) ;
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entonces tenemos que

j c2k»k+1

kY
`=1

(1 ¡ »`) j = j »k+1

kY
`=1

c2 (1 ¡ »`) j ·
kY

`=1

c2 (1 ¡ »`) =
kY

`=1

Á`

con lo cual, al aplicar el criterio de la raíz, tomando logaritmo natural y aplicando
la ley de los grandes números se tiene lo siguiente

Ã
kY

`=1

Á`

! 1
k

! eE ln Á1 < 1

pues

E lnÁ` = E ln c2 (1 ¡ »`) = ln (1 + ¯)2 + E ln (1 ¡ »`)

= ln (1 + ¯)2 ¡ 2¯ = ln f2 (¯) < 0

Por lo tanto concluimos que
1X

k=1

kY
`=1

Á`

;

converge con probabilidad 1, y por consiguiente se tiene que

1X
k=1

c2k»k+1

kY
`=1

(1 ¡ »`)

converge con probabilidad 1, resultando así que el semigrupo minimal no es conser-
vativo.
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