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INTRODUCCION

El proposito del presente trabajo es exponer la teoria de los semigrupos dinamicos
cuanticos (S.D.C.). Los resultados que se exponen se encuentran en [8], aqui los hemos
desarrollado incluyendo sus respectivos detalles con al intencidn de que este trabajo sirva
de motivacion y apoyo a otros sobre esta misma area de investigacion. La proposicion
3.2.11 esuna extension de la proposicion 3.33 pag 64 de [8] y se demuestra por primera vez
en [12]. En el primer capitulo se exponen los antecedentes necesarios para comprender en
gué consiste la teoria de los semigrupos dindmicos cuanticos. Habra quizas uno que otro
resultado que no esté demostrado en esta primera parte, pero se incluyen referencias donde
el lector podra consultar las demostraciones necesarias.

Un problema importante de estateoria es determinar cuando un semigrupo dinamico
cuantico (S.D.C.) es conservativo. El semigrupo dindmico cuantico minimal (S.D.C.M.))
gue en este trabajo se construye en capitulo 3 a partir de un semigrupo de contracciones y
cuando égte es conservativo, es decir, preserva a el operador identidad, es la Unica solucién
ala ecuacion de Lindblad, ecuacidn (3.6) Capitulo 3, pag. 49 de este trabajo. También en el
capitulo 3 se dan condiciones necesarias y suficientes para la conservatividad del S.D.C.M.
Posteriormente en el capitulo 4 bajo la hipétesis AA 'y C, (pags. 69-84) se desarrollan los
principales criterios (condiciones suficientes) que garantizan la conservatividad del
S.D.C.M. Por ultimo en el capitulo 5 se exponen giemplos en los cuales aplicamos la teoria
desarrollada
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo desarrollamos los prerrequisitos necesarios para el resto
del trabajo. Aunque no demostramos todos los resultados aqui enunciados in-
dicaremos las referencias donde el lector podra encontrar mas detalles y las
demostraciones correspondientes.



6 CAPITULO 1. PRELIMINARES

De...nicién 1.0.1 Sea U un espacio vectorial con coe..cientes en los complejos
C. El espacio U es llamado un $lgebra si existe una operacion tal que a cada par
de elementos a;b 2 U se le asocia un elemento denotado por ab: Esta operacion
tiene las siguientes propiedades.

1) a(bc) = (ab)c

2)a(b+c)=ab+ac

3) ®(ab) = (®a)b =a(®h), con ® 2 C.

El &lgebra U es llamada conmutativa o abeliana si ab = ba; para todo
a;bh2 U:

De...nicién 1.0.2 El algebra U es normada si a cada elemento a 2 U hay
asociado un namero real positivo jjajj; donde jj:jj satiface:

1) jjajj . 0;yjjajj=0siysolosia=0:

2)fiobij - jai i

3) jja+bjj - jjajj + jjbjj:

4) ji®ajj=j®j jjajj; con ® 2 C.
De...nicion 1.0.3 Una o-§lgebra es una algebra compleja U con una involu-
ciéon denotada por * con las siguientes propiedades:

(@)° = a
(ab)® = p"a"
((a+1b)° = a8+

donde , y 1+ 2C.

De...nicién 1.0.4 Una o-§lgebra U normada completa con la propiedad jja®jj =
jjajj, para a 2 U; se llama *-algebra de Banach.

De...nicién 1.0.5 Una C*-algebra es una s-algebra U de Banach con la propie-
dad de que para todo a 2 U jjaa®jj = jjajj?:



Ejemplo 1.0.6 Sea h un espacio de Hilbert y denotemos por B (h) el espacio
de todos los operadores acotados en h: Las operaciones de suma y productos de
elementos de B (h) son las usuales. La norma de operadores jj:jjo en B (h) es la
siguiente, sea Z 2 B (h)

§iZjja = supfjjiZ (a)jj : a 2 h; jjajj = 19

y la involucién es el adjunto. Claramente se tiene que (B (h);jj:jjo) es una C®°-
algebra.

Ejemplo 1.0.7 Sea X un espacio localmente compacto, Co (X; C) el espacio de
las funciones continuas sobre X que se anulan en el in..nito, es decir dado f 2
Co(X;C)y" = 0existe K %2 X compacto tal que jf (x)j <", para todo x 2 K®;el
complemento de K: De..namos una norma en Cq (X; C) de la siguiente forma

Jifjja = supfjf (x)j: x 2 Xg;
como involucion * tomese F(x)* = F(x) . Asi Co (X;C) es una C*-algebra y
ademads es conmutativa.

De...nicidon 1.0.8 Sea U un algebra con identidad y a 2 U, el conjunto resol-
vente de a es:

hy (@) =F, 2C: I j aes invertibleg

y el espectro de a es el complemento de %, (a).

Proposicion 1.0.9 Cualquier a 2 B (h) C“®-algebra tiene una descomposicién
Unica en términos de elementos autoadjuntos a; y ay,

a_a+a° a_aia“
1 — 2 — -
2 2i

donde a = a; +ia,. Ademads a; y a, se pueden expresar como combinacion lineal
de dos positivos.

Demostracion.
Ver.[3], p4g.38. m

De...nicién 1.0.10 Un *-mor..smo entre dos *-algebras U y V ,es una tranfor-
macion lineal % :U ¥ V tal que:

1) % (uA) =% (u) % (A):

2) % (u”) = (Yu)”

para todo u;A 2 U:

Si ademéds % (1) = | entonces ¥ se Illama *-homomor...smo.
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De...nicidén 1.0.11 Una representacion de una U C"-algebra es una pareja
(h; %) ; donde h es un espacio de Hilbert y % es un * -mor..smo de U a B (h):

De...nicién 1.0.12 Unelemento a2 U C"algebra es llamado positivo(a _ 0) si
existe b 2 U tal que a = b°b; o si es combinacion lineal con coe..cientes positivos
de elementos de esta forma, y es estrictamente positivo si es distinto de cero.

De...nicién 1.0.13 Sean U ,V dos C“-algebrasy T: U 1 V lineal, T es llamado
n positivo si para cada az;:;;an 2U y by by 2V se tiene lo siguiente:

biT (afaj)bj . O 1;1)
i;j=1
T es llamado positivo si es 1 positivo, es decir manda elementos positivos en

positivos: T es Completamente Positivo (CP) si es n positivo para cada
n_ 1L

=

Proposicion 1.0.14 Sea U;V dos C"algebrasy T : U ¥ V completamente
positivo entonces se cumple que

T@)=T(@)":

Demostracion.
a) Seaa _ 0 entonces a=a". Perosiendo T CP se sigueque T (a) . O,
de lo cual se deduce

T@)=T(@=T(@":

b) Si a es autoadjunto entonces a=a* j ai con a*;ai _ 0. De donde ob-
tenemos que

i
iT al
Ta" ;7T lai
= T()":

T@) =

o]

I
— -

1

a* ;
i

a+

1

o]

¢) Si a es arbitrario entonces

a+a® _.aja°
= +i—
2 21




donde a*f“ ; ilzliu son autoadjuntos. Por lo tanto también se tiene que
H il M il

T@) = T a+2a FiT a;ia
K ua+an‘ﬂ _ “aiaﬂ'"'"“
= T +iT -
21
= T(a)":

Proposicion 1.0.15 Sean U;V dos C® &lgebra y %:U ¥ V un @-mor..smo
entonces Y% es completamente positivo.

Demostracion. Sean _ 1, a;;:i;a, 2U y by by 2V

X e}
b?l/A (a?aj) bj = bfl/‘l (ai) T (aj ) bj
i;j=1 i;j=1

X
B @) % (@),
Yo 1

=o

X
Ys (ai) bi @ %(aj)bjAb 0:
i=1 j=1

Il
>

De...nicidén 1.0.16 a) Sea U una C” algebra. Para cada n _ 1 denotamos por
U — M, a la v-algebra de matrices n£n con entradas en U: Asi cada x 2 U — My,
es de la forma

1

11 >
x=8 oot X= Xij — Ejj

Xn1 060 Xan 1-Bj-n

X1in

donde E;jj es la matriz de n £ n con ceros en todas sus entradas excepto en
la ij-ésima entrada donde hay un 1: Las operaciones de suma, resta , multi-
plicacion y tranpuesta conjugada de matrices en U — My, son las usuales en
el algebra lineal. So6lo que aqui las entradas son elementos de la C®algebra
u.

b) Sea V otra C"algebray T : U ¥ V una transformacidn lineal. Para cada
n2 N; T induce un operador lineal T, :U - M, ¥ V — M, dado por,

(@] 1
T(x11) = T(Xan)
Th(X) = 8 : tee
T(Xn1) tt¢ T(Xnn)
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Proposicion 1.0.17 Sea U una C” &lgebra contenida en B (h) para algun es-
pacio de Hilbert hy x 2 U — M,,. Las siguientes condiciones son equivalentes:
1) X es positivo ;
2) X es una suma ..nita de matrices de la forma
aja; 0ttt  ajan
¢60 : 2 con as; i an 2 U;
apar (6t ajan

. P
3) Para todo aj;::;;an 2 U se tiene que 1-i-n a;Xijaj . O

Demostracion. Seguimos [8], pag.18.

1) implica 2)
Como X es positivo entonces x =y°y cony 2U — My, ;
o 1 o . .
Y1 060 yin yiri 0 ym
y = B Doogee X v=8 Do
Yn1 €06 Ynn Yin 0 Yan
Por lo tanto
o . .10 1
yii 6 ym yir ¢ yin
x = yly= Lot 28 Cooeee
Yin 00 YAn Y1 ¢ Ynn
oP, . P, . 1
‘:1y‘1y‘l oo ‘zly‘ly‘n
= : tee
P
LaySyr tte Ly
O a a 1
> yoyr 6 YRy

= : ¢ee
I AR VT T T VAR VA
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2) implica 3)
Como X tig;ne la representacion dado por 2) entonces claramente se tiene
que Xij = _; y5y-j; con lo cual

X .
®i Xij®j
i;j=1

>

X
= @ Iy NGA
=1 _ij=1
X X
= Yi®; Y-i®; 0
=1 i=1 i=1

ol

3) implica 1)

Sea h en subespacios ciclicos ortogonales y A 2 h un vector ciclico, es decir
faA : a2 Ug es denso en h: Ver [3] Teorema 2;1;10, pag.60.

Por hipétesis se tiene que

haiA; Xij ain - 0;
1-i;j-n
ahora sean A;;:::;An 2 h entonces existe faikAg,—, tal que ajA k.! A;

1
para i = 1;:::;;n: Con lo cual se tiene que

hAi ) XijAj i= ‘Jﬂﬁ:}_ haikA; Xij ajkAi

Por lo tanto,
oO. 1 0. 1
A

*

! A Tox X
8 R;X% R = hAi;XijAji = kwﬁ:}_ hA;a;’kxijajkAi .0
An An ij=1 BN !

lo cual dice que x es positivo. m

Proposicion 1.0.18 Sea T : B(h) ¥ B (h) una transformacion lineal. Las
siguientes condiciones son equivalentes:

1) T es CP;

2) Para cada n _ 1; la transformacién lineal T, es positiva.
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Demostracion. Seguiremos [8], pag.18.

1) implica 2)

Sea x cualquier elemento positivo entonces por 1) y 2) de la Proposicion
anterior tenemos que

X X
X= y5iy'j — Eij,
*=11-ij-n
ycomo T es CP
X
T (y5y+i) — Ejj
*=11-ij-n

es positivo. Con lo cual resulta que T (X) es positiva, por lo tanto T, es
positiva.

2) implica 1)

Supongamos que para cada n _ 1; T, es positiva entonces usando 2) y 3) de
la proposicion anterior tenemos que

% ) XiX1 T XiXn
X = Yy — Eij = 8 Y
=11-Ej-n XpX1 ¢t XPXn
es un elemento pesitivo en B () — Mn; T (X) . 0 y 10 1
> bA TOEX) o TOEXn) hA T+
8 : X; 8 : tee : 28 : x
bnA 5 T(Xpx1) ¢6¢ T(XpXn) bnA

= D ? hbiA;T(X?Xj )bJAIE
= A; :J b?T(X?Xj)bjA - 0

donde b; 2 B (h) ;A 2 h;resultando asi T CP. m

Proposicion 1.0.19 Sea T : B(h) ¥ B (h) una transformacion lineal: En-
tonces T es completamente positiva si y s6lo si para cada n 1y cada
Ug;:un 2 B (h), kg ky 2 h se tiene lo siguiente

-

hki; T (uiuj) kji . O:
1-i;j-n

Demostracion. Seguimos [8], pag.19.

Sean by; i b, Ug; i un 2 B (h) y k 2 h entonces el resultado se
tier]e_,como consecuencia de las |§§.guientes igualdades:

hip 1. -n DI T (UFU) DK = 5 kGBI (UFuj) bjki

= 1lij-nnbik T (URU) biKi = 5 g phki T (Uug) K L 0;
donde hemos tomado la correspondencia de bijk =kj; 1 - i - n: m
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Proposicion 1.0.20 Sea T : B (h) ¥ B (h) una tranformacion lineal 2-positiva.
Entonces se tiene lo siguiente:
1) Si T (1) es invertible en B (h) entonces para todo u 2 B (h) se tiene la
siguiente desigualdad

TUHT@Q)™T () - T U u): (1;2)
2) Para todo u 2 B (h) se tiene la desigualdad
TUHT ) - T @Ojjia T (U u): (13)
3) T es continuo y
iTiis@my =1iT (Vjja: 14
Demostracion. Ver. [8]; Prop.2;10, pags.19 j 20. =

1.1. El espacio ¢ (h)

En esta pequefia seccion ¢, (h) denota al espacio de los operadores de traza
..nita en el espacio de Hilbert h. Cada % 2 ¢ (h) tiene la expresion

>
h= ®n jenihfn] (1;150)

donde ®, _ 0 con la propiedad, Pn ®n < 1y feng,,,ffng,, son sistemas orto-
normales de h.

El operador jenihf,j evaluado en A 2 h tiene la expresion, jenihf.jA =
hA; fnien; y ademas jen ihfnj° = jfnihenj: Como caso particular cuando f, = ep,
Y% resulta ser un operador positivo y %* = %. Una funcién sobre estos operadores
que se usa para de..nir a la topologia %-débil en B (h) es la funcion traza en
¢ (h): Existen muchos resultados referentes a ¢ (h) que por el momento no
se examinan aqui, pero se pueden consultar en [21] pag.7, [18] Capitulo I, dos
de estos resultados Utiles son: ¢ (h) es un ideal bilateral en B (h); es decir
dado % 2 ¢(h) y x 2 B(h); %x; x% 2 ¢ (h): El segundo resultado a..rma
que tr (x) = tr (x%): La relaciéon existente entre ¢ (h) y B (h) (Teorema de
Schatten)[18], pag.51;es ¢ (h)” = B (h) aunque no es cierto que B (h)" = ¢ (h);
pues ¢ (h) no es retexivo [17] pags.64-77 y 167.

De..nicién 1.1.1 La funcion traza tr en ¢ (h) se de..ne de la siguiente forma

tr(h) = o i » i
m=1
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con »,0,, sistema ortonormal de hy % 2 ¢ (h):

Proposiciéon 1.1.2 Para cada X 2 B (h) y % _ 0 se tiene que

=
tr (.X) = ®n hXen;enl . (1;1;2)

n

Demostracion. Sea feng,, sistema ortonormal de h completo,

|
< XAX )
tr (2 X) = hiaXem:emi = ®n hhXem; enl en;emi
m n
= ®m hhXem:;emiem;emi = ®m hXem;eml:
m m

Proposicion 14.3 Dado % 2 ¢ (h) entonces j% = (1/z°1/z)% 2 ¢ (h) y la aso-
ciacion % ¥ tr (1/z°1/z)% de..ne una norma en ¢ (h), el cual hace a ¢ (h) un
espacio de Banach.

Demostracion. Ver. [18]; p4gs.43 j 53. m

Teorema 1.1.4 (Schatten) Sea h algun espacio de Hilbert complejo separable.
1) ji%jj1 = tr (j%j) y el espacio ¢ (h) es isométricamente isomorfo al dual de
C (h); espacio de los operadores compactos en h con la norma de operado-
res, bajo la correspondencia T, (X) =tr (%X)con% 2 ¢ (h) .joy X 2 C (h):
2) B (h) es isométricamente isomorfo al dual de ¢ (h) con la norma jj:jji ,bajo
la correspondencia fx (*2) = tr (%X) con %2 ¢ (h) y X 2 B (h) ..jo.
Demostracion. Ver. [18]; pag.51.

1.2. Topologias en B(h)

Para una exposicion de conceptos de topologicos como conjunto dirigido y
red, el lector puede consultar [22], Capitulo 1.

De...nicién 1.2.1 Un espacio topoldgico es un par (X;¢) donde X es un con-
junto y ¢ es una familia de subconjuntos de X;a para la cual se satisfacen las
siguienrtes condiciones:

1)©2¢ y X2¢;

(2 SiAyB2;,entonces A\B 2 ;

3)Si U % ¢, entonces [U 2 ¢:

Los elementos de X se llaman puntos de (X;¢) y los elementos de la familia
¢ se llaman subconjuntos abiertos del espacio (X;¢ ) : Recuérdese que el con-
junto [U es la unién de la familia U:
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De...nicién 1.2.2 Sea ¢ un conjunto no vacio. Una relacion R en ¢ £ ¢ (o sea
un conjunto R %2 ¢ £ ¢) se llama direccion en ¢€;si

(1) sRs, para todo s 2 ¢;

(2) sRt y tRA implica sRA, para todo s;t;A 2 ¢;

(3) Para todo s;t 2 ¢ existe un A 2 ¢ tal que sRA y sRt:

Si R es una direccion en ¢, entonces ¢ se llama dirigido por R.

De...nicidén 1.2.3 Sea X un espacio topoldgico. Una red S en X es cualquier
mapeo de un conjunto dirigido(que se llama dominio) en X.

Si el conjunto dirigido es de los nUmero naturales con el orden usual, entonces
S se llama sucesion.En muchas ocaciones una red en X se denota por (X¢)is¢
donde € es el dominio de S.

De..nicion 1.2.4 Dado un espacio topakdgico X y un punto Xg 2 X, diremos
que una red S =(X¢);o¢ CONVerge a Xo S % Xo Si para toda vecindad U de Xg
en X existe to 2 ¢ tal que Xy 2 U para todo t _ ty:

De...nicién 1.2.5 La topologia fuerte en B (h), es la topologia inducida por la
familia de seminormas P4 : A 2 hg de..nidas por Pa (X) = jjiX (A) jjn:

De...nicién 1.2.6 La topologia débil en B (h); es la topologia inducida por la
familia de seminormas fPa.o : A;© 2 hg de..nidas por Pa.o (X) = jhXA;°i, j:

De..nicién 1.2.7 La topologia ultradébil (¥%-débil ) en B (h); es la topologia
inducida por la familia de seminormas Py, : % 2 ¢ (h)g de..nidas por

Py, (X) = jtr (%X)]:

Cabe mencionar que Py, (X) esta bién de..nida porque como ya mencionamos
antes ¢ (h) es un ideal bilateral en B (h).
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Proposicion 1.2.8 Sea ¢ un conjunto dirigido. Una red X;g;,een B (h) con-
verge a X 2 B (h):

1)Fuertemente si y so6lo si jjX; (°) i X (°)jjn ¥ 0; para todo © 2 h:

2) Débilmente si y sblo si jhX;A; ©i,, i hXA;OiIhj ! 0; para todo ©;A 2 h:
3) Ultradébilmente si y solo si jtr (4(X; i X))j ¥ O; para todo % 2 h:
Demostracion. Es inmediata de las de...nicionesI 121,122y 123. =

Proposiciéon 1.2.9 La red fxigi\2¢ converge ultradébilmente aX 2B (h) siy
sélg. si para cualesquiera f°,g; fAng sucesiones en h tales que  jj%njjz < 1
Yy, JiAnji2 < 1 se tiene que
< X > .
hXi®n;Anlp, % hX%n; Anly, (1;2;2)

n n

P R
Demostracion. Tomando % = | ®njenihenj ¥y °n = Ap = ®%en se
obtiene el resultado. m

Lema 1.2.10 ( Dini) Sea ¢ un conjunto dirigido. Sean fg; T : K ¥ R con-
tinuas, ® 2 ¢; donde K es un conjunto compacto. Si fp - fe: para ® < ® y
fo (X) (% T (X);x 2 K; entonces esta convergencia es uniforme.

Demostracion. Sea x 2 K; tomemos ge = T j fe . 0; asi fgeQg,q €S
decreciente y

Iﬂ@mg® (x) = 0: Por lo tanto dado " > 0 existe una vecindad U de x

y algun ®y tal que ge (X) < ";para ® _ ®,: Ahora para este " > 0;

considérese TUyx : x 2 Kg una cubierta de K , por la compacidad

de K existe un n 2 Ny x1; 5 Xy 2 K tal que K = [[L,Uy,; sea

®9 = mix f®;:::;;®ng 2 ¢: Tomemos x 2 K arbitrario y sea ® _ ®

entonces existe i tal que x 2 Uy, de donde se deduce que ge (X) <"

lo cual quiere decir que jfe (X) § F(X)j <"; el cual es la propia conver-

gencia uniforme. m

Teorema 1.2.11 La topologia ultradébil y la débil coinciden en subconjuntos
acotados de B (h):

Demostracion. Seguimos [8], pag.9.

Sea B (0;1) = fx 2 B (h) : jjxjjo - 1g, como ¢ (h)" = B (h) entonces resulta
que (B (0;1); ¢4 ; agvi1) €S compacto por el Teorema de Alaoglu y por el teore-
ma del mapeo abierto basta tomar

1:(B(0;1);¢uiasmin) ¥ (B(0;1);¢dmil);

claramente | la funcién identidad, es una biyeccién continua y como las
topologias son de Hausdor=, se tiene que ambas topologias coinciden. ]
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De...nicién 1.2.12 Un algebra de von Neumann U es una C*-subalgebra de
B (h) con identidad la cual es cerrada en la topologia débil.

Ejemplo 1.2.13 Toda algebra de von-Neumann es una C®-algebra, pero no in-
versamente. Para ello tdmese el siguiente ejemplo.
Sea CO=ff:[0;1] ¥ C :f es continuag %2 B (h); donde h = L2 ([0;1]; )
siendo * la medida de Lebesgue: Ahora con jjfjji =supj f(x)jy f°(x) =
f () se tiene que C° es una C®-subélgebra de B (h). Ahora sea A[0 ot clara-

mente se tiene que A[ 0:4] 2 CO: Pero existe ff,g %2 C° tal que f, . I!1 A[O;%]
puntualmente, donde C i
A1
£ (%) = ; l ;11]()9 o

- 1 .-1.1
in Xis S|X22|ﬁ,§

Para ver que C° no es un algebra de von Neumann,vedmoslo contenido en
B (h) mediante el mapeo que asocia f 2 C%; f ¥ m(f) 2 B (h) siendp m (f)
el operador de muItipIicagén por f: De aqui se sigue que m () 5 m A[o;%]

R i ¢
pero esto implica que m A[O;%] estaenm 'CO cosa que no puede ser ya que
A[O;%] 2 CO%resultando asi que C° no es algebra de von Neumann.

Proposicion 1.2.14 Sea U un algebra de von Neumann de operadores actuan-

do sobre un espacio de Hilbert h. Sea 4 un conjunto dirigido y X;g;,una red

creciente de elementos de U tales que SupjjXijjo < 1: Entonces existe X 2
i2¢

U tal que X; ¥ X en la topologia débil, ultradébil y fuerte. A X se le denota
1
también con X = SupX;.

i2¢
Demostracion. Ver. [3] Teorema 2;4;21; pag: 76: m
De...nicidén 1.2.15 Sea U un algebra de von Neumanrhy - funﬂional lineal posi-

tiva en U: Se dice que * esnormal si Sup = (X;) =" SupX; : (1;2;2)
i2¢ i2¢e

Teorema 1.2.16 Sea T : B(h) ¥ B (h) lineal, positivo y % j débil continuo
entonces existe S: ¢ (h) ¥ ¢ (h) tal que
tr (S (%) X) = tr (4T (X)) @€:2;%

paratodo %2 (h)y 2x2B (h):
Demostracion. Ver. [3] Teorema 2;4;20; pags.76 j 78: m
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Proposicion 1.2.17 a) Sean T ;E : B (h) ¥ B (h) transformaciones lineales
completamentes positivas entonces E + T es completamente positiva.

b) Ex£T : B (h) ¥ B (h) es completamente positiva.

¢) Sea K un espacio de Hilbert y megm’luna sucesion transformaciones
completamentes positivas, T, : B(h) ¥ B (K): Supongase que para cada u 2
B (h) la sucesion T, (u)g,, ;converge débilmente. Entonces la transformacion
lineal T : B(h) ¥ B (K) de..nida por T (u) = rT!1].mle (u) es completamente
positiva. )

Demostracion. Seguimos [8], pags.20-21.
a) Sean by;::;bn y ug;ii;us 2 B (h) entonces

b [E + T1(uj'uj) b
1-1;j-n

> >
= biE (uju;) by + biT (ujuj)bj . O:
1-1;j-n 1-1;j-n
b) Para esto Unicamente veremos que (E+T), = En£Th ,
donde (E+T),:B(h) =M, ¥ B (h) - M,.
Sea u — Ejj 2 B (h) — My, entonces se tiene lo siguiente:

(EiT)n (U - Eij) = (EiT) (U) - Eij = E(T (U)) - Eij
=En(T(U)-Eij) =En(Tn(U-Eij)) =EntTh(u-Ej)

con lo cual resulta que (E+T),, = En % Th:
c) Sean pl U;iun 2 B(h)yky; knlg K
hki; T (Uju;) kji = ml1].m1 hki; Tm (Uiu;) Kji . O:

1-i;j-n 1-i;j-n

Teorema 1.2.18 (Stinespring) Sea h un espacio de Hilbert. = : B (h) ¥ B (h)
es lineal y completamente positivo si y solo si existe K espacio de Hilbert y L
h ¥ h —K lineal tal que

"(X)=L"(x-1)L:

Nota 1.2.19 El operador x —1:h - K ¥ h - K, que se de..ne como
(x=1)(° —A) =x(°) — A, se llama la ampliacion de x en h — K:
Para hacer la demostracion de este teorema haremos uso de 4 resultados
cuyas demostraciones se pueden encontrar en [18]; pag.251 j 254.

1) Proposiciéon 29.2.Sea T : B (hy) ¥ B (h;) completamente positivo, defi-
nase
K (X1;Y1; U1; X2;Y2; U2) = hug; Vi T (X{X2) Y2Uoi
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donde (Xi;Vi;uj) 2 B (h2)£B (hy) £h; para i =1;2: Entonces K es de...ni-
do positivo en B (hy) £ B (hy) £h; ; es decir dado n 2 N; para todo
Xiivisui) 2B (hy))£B(hy) £hg;i=1:5ny L1555 .0 2C;

x

i KX Yis Ui X3 Y55 45) . 0

ij=1
2) Proposicion 29.3. Sea T : B (hy) ¥ B (hy) completamente positivo en-
tonces existe un espacio de Hilbert hy _ : B (hy) £h; ¥ h tal que se tiene
lo siguiente:
i) f_(0;u)jx2B(hy);u2h;ges total en h:
ii) _ es lineal en cada variable x, u:
i) h, (Xg;u1);. (X2;U2)i =hug; T (X7X2) Uz :
iv) En particular ©y (u) = . (1;u) es una isometria de h; ¥ h:

3) Proposicién 29.4. A partirde 2) para T; .;y © existe un *- homomor-
..Smo unital % : B (hy) ¥ B (h); (*(1) =1) tal que

L (Gu) =%(X)%u; x2B(hy);u2h;:

4) Proposicion 29.5. Ahora para el % construido en 3) existe un espacio
de Hilbert K y un isomor..smo unitario ¢ : h ¥ h, — K tal que
Y(X)=¢1tx—=1¢ con x2B(hy) y 1 es el operador identidad en K:

Ahora si ya podemos demostrar el Teorema 2;1;16.

Demostracion. Demostremos la condicion su..ciente. Siendo A es comple-
tamente positivo

de B (h) a B (h) mismo y usando los 4 resultados anteriores todos con

h=h; =h,yL=¢%;T = " se tiene que para u;;u; 2 h

gL (- Dlugi = uyi®% i (x — 1) s
hPquy; % (X) Couzi

ha (1) ©ous; % (X) Couzi

h, (1;u1); . (X u2)i
huy; A (1°X) uyi

= hug; A(X) uzi;
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por lo tanto,
AX)=L"(x-1)L:
Ahora veamos la necesidad.

AX)=L"(x-1)L:
La linealidad es facil, sean x y y 2 B (h) entonces

Ax+y) = L*(x+y)-1L
= L' (x-D+@y-D)L
= L°(x-1)L+L°(y-1)L
= A+ "(y):

A es completamente positivo. Sea n _ 1y X1; 5 Xn; Y1;::5Yn 2 B ().
Tomemos u 2 h; entonces tenemos lo siguiente

* +
X o A o X A o =
u; Y AGGX) YU = hyiu; A (X;xj) yjui
i;j=1 ij=1
X -
= hyiu; L® ((%7%;) — 1) Ly;jui
ij=1
xX - . ®
= Lyiu; (i — 1) (xj — 1) Lyju
i;j=1
X
= h(xi — 1) Lyiu; (Xj — 1) Ly;ui
X
= (xi —1)Lyiu;  (Xj — 1) Lyju
i=1 j=1
..X ..2
= Ji (% =1 Lyjujj© . O
j=1

A es ¥-débil continuo.
Sea xg — 1 /"g’ X — 1, es decir dado % 2 ¢, (h), tr (% (Xe — 1)) (g) tr (2 (x = 1))

tr (A (Xe)) = tr (BL" (Xe — 1)L)
= tr(L%L" (X — 1))
fm %A (x0)) = fimtr (LAL" (xe — 1)) = tr (LAL" (x — 1))

tr (A7 (x — 1) L) = tr (%A (X))

por lo tanto A es ¥%-débil continuo. m
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Teorema 1.2.20 (Krauss) La transformacion lineal T : B (h) ¥ B (h) es nor-
mal y completamente positiva si y solo si puede ser expresada en la forma

X
T@= V{ay. (1:2:4)
j=1

P
Donde ijg.lzl son operadores acotados de h en h mismo y la serie jlzl ViV
converge def)ilmente.

Demostracion. Ver. [8]; pag. 24, [13], pags. 311 j 335 m
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Capitulo 2

Semigrupos dinamicos
cuanticos(S.D.C.)

En este capitulo se proporciona la forma explicita que debe tener el generador
in..nitesimal de un semigrupo dinamico cuantico uniformemente continuo. Los
dos resultados importantes que garantizan esto y con los cuales se ..naliza este
capitulo son: el Teorema de Linblad 2;1;17 y el Teorema de Linblad-Gorini-
Kossakowski-Sudarshan 2;1;18:

23
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2.1

De...nicién 2.1.1 Un Semigrupo Dindmico Cuantico(S. D. C) en B (B (h)) es
una familia T = fT.g, , de operadores acotados con las siguientes propiedades:
DTo(x)=x, x2B(h);
2) Teas (X)) =T (Ts (X)), paras;t_ 0;x2B(h);
3) T¢ es completamente positivo para todo t _ O;
4) Ty es ¥%-débil continuo en B (h) para todot _ O ..jo;
5) Para cada x 2 B (h) ..jo, el mapeo t ¥ T (x) es continuo respecto a la
topologia %-débil en B (h): [8], pag.28.

De..nicién 2.1.2 El generador in..nitesimal de un Semigrupo Dinamico Cuén-
tico T. Es el operador $ ,cuyo dominio D ($) es el espacio de los elementos de
B (h) para los cuales existe un elemento b 2 B (h) tal que
T -
b= |ﬂmM (2;1)

t¥0 t
en la topologia ¥%-débil, y para a2 D ($);%$(a) =b.

De..nicién 2.1.3 Un semigrupo T = fTi9; o en B (h), es decir T satisface
1) y 2) de la De..nicion 2;1;1: Es de contracciones si jjTijjs@ny) - 1; donde
ITdis@my = Sup JjiT (X)jigmy:
x2B(h)
Jixij=1
Nota 2.1.4 T es llamado uniformemente continuo si
B]!ng KTt i TOkB(B(h)) =0:

Proposicion 2.1.5 Sea (—; z; %) un espacio medible con T medida ...nita sobre
z,y fU (;X)9; o.xo_ una familia de operadores acotados sobre un espacio de

Hilbert h tal que:
1) Para todo x 2 —; la transformacién t ¥ U (t; x) es fuertemente continua,
es decir para cada A 2 h; t ¥ U (t;x)A es continua;
2) Para todo t _ 0; la transformacion x ¥ U (t; x) es fuertemente medible,
es decir dado dado A 2 h; x ¥ U (t;x) A es medible;([17] Teorema V.22,
pags.116 j 117).
3) Paratodo t _ 0, existe una funcion positiva g; sobre — integrable con res-
pecto a 1; tal que

Sup kU (s;x)k? - ge(X); conge 2 LY (= z;1):
0-s-t

Entonces la transformacion & :[0; 1) £ B (h) ¥ B (h) de..nida por la inte-



2.1.

gral 7
aa)= U (t;x)"au (t;x)d1(x) (2:2)

es ¥%-débil continua en ambos argumentos y completamente positiva en la
segunda variable.

Demostracion.
Seguimos [8], pags.32-33.
Observemos que
0 - hU (t;x)©;auU (t;x)°i - kU (t;x) ©kkaU (t;x) °k - kakq kU (t; x) °k?
- kakq k°k?kU (t;x) k? - kak1 kok2gy (X),
asi como funcién de x resulta integrable, y por lo tanto
z

hU (t; x) ©; aU (t; X) @i d* (X)

de..ne una forma sesquilineal acotada que esta fgpresentada por un
operador al que denotaremos por & (t;a) o por _ U (t;x)" aU (t; x) d* (x).
Veamos que & es completamente positivo en la segunda variable, para eso
tomando t ..jo, sea n _ 1; as; i an ; by bn 2 B (h)
* +
X X
o; bi=(t;afaj)bje = hbi®; & (t; aj'a;) bj i
ij=1 ij=1
x L _ ®
= bi%; U (t;x)" afa;U (t;x) bj° d*(x)

X
= ha;U (t; x) b;°; a; U (t; X) b; @i d* (x)

ha;U (t; X) bi®; a;U (t;x) bj®id™ (X)
T i=1

>
=  k  aU(tx)bk3d1(x) _ 0
- =l

por lo tanto tenemos que = es completamente positivo, en la segunda va-
riable operador.
Enseguida demostramos que es %-débil continuo en el tiempo. Para ello to-
memos s;t 2 [0;r] :
=G a)°i g ho;=(s;a) i) = jho; (R (ta) 1 =(s;a) °ij -
=g - (W (tx)°aU (x)°i § hU (s;x) °;au (s;x) ©i) d*(x)
- o U (X)) °;a(U () i U (s;x)) °ij d* (x) +
_jhU (X)) i U (s;x))°;au (s;x)°ij dx(x)

25
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el primer sumando de esta desigualdad lo estimamos por
_ kU?’(t; X) °kkak ; k(U (t;x)_i g (s; X)) °kd1 (x)
1

R 2 3R 2 3
- kak, _ kU (t;x) °k“d* (x) _k(U@tx) U (s;x))ok’dl(x)

1
3

iR ¢1 "R 2 3
- kak;  _ gr (xX)dT (%) _ k(U (t;x) i U(s;x))°k” d1(x)

pero de aqui mismo obsérveseI que ¢

U ) 1 U(sx))°02 - 27jiU (6 X)Ji* + iV (s )11 iCiif - 29r (9 Ji°lif,
entonces por el Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue, se conclu-
ye que el primer sumando tiende a 0; conforme t ¥ s; un analisis similar
muestra que el segundo sumando también tiende a 0 conforme t ¥ s;

Enseguida demostramos que & es %-débil continuo en el segundo parametro.
Bastara ver que = (t; a) es normal, es decir que h2 (t;a) ©;°i = tr (%.a) donde
% es un operador de traza ..nitaen ¢ (h) y © 2 h, para ello tomemos

z

b= jU(t;x)°ihU (t;x)°jd™(x)

y comprobemos que en verdad este % es el adecuado, sea feigilzl una base
ortonormal para nuestro h: Vamos a demostrar que

hej; %eji < L.
i=1
Es claro que
x > Z
hei; %eji = hei; jU (t; X) ©ihU (t; x) @jeji d1 (X)
i=1 i=1_"~
> Z
= hei; hU (t; x) ©; eji U (t; X) Cid1 (X)
i=1_"~
> Z ,
= jhU (t; x) ©; gjij” d* (X)
i=1 ~
Z x , Z ¢ ,
= jhU (t; x) ©; ejij” d* (X) . '!1 jhU (t; x) ©; eiij” d* (x)
=1 B =1

y usando la férmula de Parseval se tiene que
Z s z
hei; %eii = jhuU (t;x)°;eiij2dT () = jjU (t; X) ©jj%d2 (x)
i=1 - i=2 _Z
ji°iif IV (EX)iifd1 () - ji°iE  gr () d*(x) < 1;

asi b2 ¢ (h):
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Pero por otra parte recordemos que:

ho; & (t;a) i = tr (jPih&(t;a)°)) = _ hU (t;x) ©;au (t; x) °i d* (X)
por lo tanto
x Z
tr(ha) = heij; hU (t; X) ©; aeji U (t; x) Cid1 (X)

|=lZ

= hU (t; X) ©; aeji hej; U (t; x) i d1 (X)
|=lZ

= ha®U (t; x) ©; eji hej; U (t; X) @i d1 (X)
|=lZ

= hU (t; X) ©; aU (t;x) Cid1 (X)
i=1 ~

= ho;&(t;a)°i:

Asi ho; & (t;a)°i = tr () ; lo que prueba que = es normal. m

De...nicion 2.1.6 Un Semigrupo Dinamico Cuantico fT.g, , es llamado con-
servativo si T¢(1) =18t _ 0. B

De...nicidén 2.1.7 El predual de un Semigrupo Dindmico Cuéntico T que actda
sobre B (h) es el semigrupo S actuando sobre ¢ (h) de..nido por:

tr ( S (%) () = tr (4Tt (X)) (2:3)
para cada 2 ¢ (h) y x 2 B (h). Ver Teorema 1.2.11, Capitulo 1.

Proposicidon 2.1.8 Sea T un S.D.C sobre B (h) entonces los siguientes son
equivalentes:
1) Existen dos nimeros reales M _ 1y~ _ 0 tal que
KTikggey - M exp( 1), parat  0;
2) El generador in..nitesimal $ es densamente de..nido y cerrado en la topo-
logia ¥%:-débil;
3) Si Re, > entonces el rango de .1 j $ coincide con B (h) y se tiene la
desigualdad siguiente

3 2 M
o 1 - Il o - _a: 24
CLiDT@°, |- gy = (2:4)
4) El operador resolvente (.1 j $)il , esta dado por la transformada de
Laplace
z a1
Cli®)'@= T@exp(i.hdt (25
0

para cada a 2 B (h) y cada ndmero complejo , con Re , > .

27
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Demostracion.
Ver. [3] Teorema 3;1;6, pags.166 j 167. m

De...nicidén 2.1.9 Sea E un espacio de Banach con norma jj:jj: Un semigrup
T :E ¥ E es fuertemente continuo si T t”.!”o 1 vy es uniformemente continuo
si jjTe i ljiBE) Lo

Proposicion 2.1.10 Sea T un semigrupo de operadores acotados sobre un es-
pacio de Banach E con norma jj:jj:

Los siguientes son equivalentes:

1) La transformacion lineal t ¥ T¢ es uniformemente continua;

2) La transformacion lineal t ¥ T, es uniformemente diferenciable;
3) El generador in..nitesimal $ es un operador acotado y

X

Te= $" @27

n!
n_o

donde la serie converge en la norma de operadores para cada t real.

Si estas condiciones son satisfechas entonces T puede ser extendido a un

grupo uniformemente continuo de operadores sobre E que satisface

3 -

KTikgey - exp jtj k$kg gy

Demostracion. Seguimos [3],Prop.3.1.6 pag.166.

3) implica 2)
- - = . - B -
“Teil & i n’o%$n il = =X s
ra $ S ra— $— == m$ $—
B(E) B(E) N1
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:X t" n

- tn!
n_2

>< kg ey

n!

. BE) -2

XX k$Kg (g, kBkg g, ti212
n!

n_2

>< kpk" 12 kpk® i 2

— 2 2
- Tee  hminmio)!

XX KBkp iz, kBkg g, t12

2
- P k$kg e,

0o ni2)!
> kPKE K
) 2 B(E)
= CkSkae) —p
k_0

—  f2inii2 tkk g
Ciisiieee T 1,0

Asi T es uniformemente diferenciable.

2) implica 1)

iiTe i Tolise) =~ t 1 iiSlieE =0

B(E)

porque
—Te i To—
t

! iSiiseE) -
B(E)t!o &

Asi resulta que T es uniformemente continuo.

1) implica 2)

R
Como jjTt i Tojis(E) t!. 9; entonces tomando X; = % otTSds; claramente-

se tiene que JjX¢ i Tojie(e) t!_ 9; existe + > 0 tal que si 0 <t <s entonces-

R
jiXt i ljse) < 1con lo cual resulta que X¢ = % 0thds es invertible, acota-

29
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do y tiene inverso acotado

“T--'Iﬂ HT-'Iﬂlzt L Lt Z, .
e X = 10 Tds= Terds §  Teds
t 0 t 0 0
1 -Z t+" z t -
" 0
1 2 e Z- Z, -
= = Tsds i Tsds i Tsds
t 0 o o
1 AN Zy YA .
t 0 0 0
1 Z t+" Z " -
t t 0
1 ¢ Ze
= e Ts+tds i Tsds
0 0
z
HTt il T 1 )
= t ﬁ TSdSZE(Tt i I)X"
0
por lo tanto se tiene que
T 51 1 i i1
m——=2Tcil) X
es decir
LT .
== i T Tei ) X s ¥ 0

resultando asi que T- es uniformemente diferenciable para todo " _ O:
2) implica 3)

Denotemos por $ el generador de T-, entonces $ resulta acotado y ademaés

por la parte 2) se tiene que $ = % (Te i 1) X! de donde obtenemos que

Te gl
$xt — ttl
tBXy = Tl
$X¢ vily
Te = 1+$ Tsds:
0
Iterando se obtiene que
Z.Z z
212 n+N t S1 Sn
T =1 +$t+$ t +¢¢¢+$—'t+$”+l eee Ts,dsntttdsy
. 0O O 0

el tltimo elemento de ésta suma se puede estimar porque existen M _ 1
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y — . O tales que jj Tejjsey - M e *, por lo tanto
e Z.Zg Zg,
ot t6¢  Te,dsnttcds;
0 O 0
o o _ z tZ Sy z Snh
- C$m%  Me b 66 Te,dsptttds;

o

o

o

o
B(E)

B(E)

°$n+1° Mei tgn+1

Proposicion 2.1.11 Sea fTt9, o un semigrupo cualquiera(no necesariamente
dinamico cuantico) uniformemente continuo de operadores acotados en B (h)
con generador in..nitesimal $. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1) Tt es %-débil continuo para cadat _ O;

2) $ es ¥%-débil continuo .

Demostracion. Seguimos [8], pag.37.

1) implica 2)

Como T; e | son %-débil continuos entonces T—tt'—' es %-débil continuo y
$= l{LrT(l)T—tt‘—' en la norma de B(B(h)), con lo cual resulta que $ es %-débil

continuo, pues el conjunto de los operadores %-débil continuo es cerrado
bajo la topologia ¥%-débil.
2) implica 1)
Como $ es %-débil continuo entonces cualquier potencia de éste es ¥%-débil-
continuo, asi se tiene que
Te=e® = lfm a9 Kes
m¥1

| |
n=0 n: n=0 n:

es el limite de una sucesion de sumas parciales de operadores ¥%-débil conti-
nuos, con lo cual T; resulta ¥%-débil continuo. m

Proposicion 2.1.12 Sea $ un operador acotado sobre B (h) tal que $(a°) =
($(a))" para cada a 2 B (h). Los siguientes son equivalentes:

1) Paratodoa2B(h)y t_ 0

exp (t$) (a”) exp (t$) (a) - exp (t$) (a°a); (2:8)

2) Paratodoa 2 B (h) a°$(a)+$(@")a - $(@%a): (2;9)
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Demostracion. 1) implica 2)

exp (tB) (@%)exp(tB) (@) j a"a - exp(tP)(a“a) j a°a

et$anet$a i anet$a+anet$a i a“a et$ (ana) i a®a
t t
it$n n¢t$ nit$ ¢ tH 4o o
e~a ja ePa+a eraja e~faajaa
t t

por lo tanto cuandot ¥ 0

a’$@ + $@)a - $@"a):

2) implica 1)
Observemos primero que para a;b 2 B (h), tal que ab = 0, se tiene lo
siguiente:

b°$ (a”a)b _ b°a’$ (ab) + b"$ (@) ab = (ab)” $(a)b + b°$ (a”) (ab) =0

Demostraremos que (, j $)** es no negativo para cada , > k$Kg B (hy):

para ello se demostrara que si a 2 B (h) es autoadjunto tal que (, i $) ()
€s no negativo entonces a es no negativo. Sea a = X j y su descomposicion
en la parte positiva y negativa. Claramente se tiene que xy = 0 y usando la
observacion de arriba se obtiene que y$ (X)y _ 0, asi también se tiene que:

-s a ¢ ¢
0 - y'1i.V s @y
= Vi, . y$sy+.ilys@y)y

- i+ TSy

por lo tanto, )
0- iy +."y$s()y
con lo cual,
y: - LihysO)y y i - L Yiisiiseny iivii®

ya que _ ' k$k < 1 se obtiene que y = 0; asi a = x es no negativo. Ahora
usando el hecho de que e*® es positivo y lineal se tiene que,

e® @) = ot (a)¢n
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por lo tanto, = -

etis)Bos$ (aﬂ) es$ @)

£ i ¢
— e(t is)$ i $ 'es$ (an) es$ (a) + $es$ (an) es$ (a) + es$ (an) $es$ (a)n
-a'$(@ + S$@)a

integrando esta desigualdad sobre el intervalo [0;t] (t . 0) se obtiene que
exp (t$) (@) exp (tH) (@) - exp (t$H) (a°a): m

De...nicion 2.1.13 Un operador acotado $ sobre B (h) es Ilamado condicional-
mente completamente positivo, si para cada n _ 1 la transformacion lineal
$" sobre B (h) — My de..nido por:

$" (@a-Eijj)=$() - Eij - i;j - n)
satisface la desigualdad
BTXX) i XTB"(X) § B (X)x+x'E"(I)x _ 0 (2;10)
para cada x 2 B (h) — M.

Proposicidon 2.1.14 Sea T un semigrupo uniformemente continuo sobre B (h)
con generador in..nitesimal $. Entonces T; es completamente positivo para cada
t _ 0 siy sélosi $ es condicionalmente completamente positivo y $(a") =
($(a))" para cada a2 B (h):

Demostracion. Seguimos [8], pags.39-40.

Sea T un semigrupo dinamico cuantico. Claramente con la notacion de los
Te.n para cada T, fT{"g, , resulta ser un semigrupo uniformemente conti-
nuo en B (h) — M,,. Ahora usando la Ecuacién (1;2) del Capitulo 1 se tiene
que

TP TI@W)F TN - T (xx); x2B(h) y t_0
al derivar esta desigualdad en t = 0 se obtiene que,
$"OX) P XFE" () i F"(X)x+x"$"(I)x 0
resultando asi que $ es condicional completamente positivo.
Para ver que $(a%) = ($(a)) obsérvese que
Ia

Te(@ia

@) = Iy -

t¥0
= ($@)°

pues la operaciéon * es continua en la norma de B (h).
Reciprocamente, supongamos primero que $(1) - 0; pues de no ser

Te(@%) j @°
t

33
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el caso asi, es su..ciente considerar el operador $; = $ j c; donde

¢ = k$ (1kg ¢, : Claramente se tiene que la Ecuacion (2;1) se cumple tanto
para By $i. asi Ty = et = eot+$1 = glet®1; resultando que Ty es com-
pletamente positivo si et®1 lo es. Asi pues supongase que $(1) - 0:
Entonces para cada n _ 1; la Desigualdad (2;10) dice que

X"$" (x) + B" (X)) x
ets" (Xn) ets” x) -

$" (X7X)

e™" (x°x); por la ecuacién 2;8)

asi los T{" son positivos con lo cual los Tt son completamente positivos. =

Lema 2.1.15 Sea $ : B (h) ¥ B (h) condicionalmente completamgate positivo.

Entonces paracadan _ 1 yay;:i;an 2 A;
0, se tiene lo siguiente

hui; $ (ajaj) uji . O:
i;j=1

Demostracion. Seguimos [8], pag.40.
Sea x 2 B (h) — My, que tenga la forma

0 1 o
a; ap an a;
00 ..0 az
X = ) y X' =
00 .0 a2
O
o, 1 a; 0 0
! a2 0 0
uz oy — )
Sea uzg _§;xx—
Un o ’
éno .. 0

aja; ajap

apa1 apaz

$(aja1) $(aja)
y

$" (x*x) = g

Ui un 2 h, tal que

asa; aza

n
j=18jUj

(2;11)

[N e)
o o

> B

a ...
00

o 1
an
00 .. 0
. ajan

1
.. a%an g

. apan

0
1
az

... $(ajan)
$@a) $(@a) .. $ (azan) §

$@a) $@2a) .. $(a%an)

Por hipétesis tenemos que:

0 -

hu; (" (xX°x) i X*$" (X) i $" (X7)x +x"$" (1) x) ui
hu; " (X*X) ui § hxu; B" (X) ui § hu; " (X*) xui + hxu; $" (1) xui :
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Por separado se puede demostrar que en esta desigualdad el Gnico término
que no es 0 es
hu; $" (X"X) ui ;
P
es decir 0 - hu; " (X"X)ui = :‘J hui; $ (a7a;) uji. m

Teorema 2.1.16 Sea $: B (h) ¥ B (h) operador lineal con la propiedad $ (a”) =
($(a))" para cada a 2 B (h): $ es condicionalmente completamente positivo si
y solo si existe una transformacion completamente positiva A en B (h) y un
operador G 2 B (h) tal que para cada a 2 B (h)

$(x) =A(a) + G’a+aG: (2;12)
Ademaés G satisface la desigualdad G + G® - $(1):

Demostracion. Seguimos [8], pags.40-42.

Supongamos que $(a) = A (a) + G°a+ aG. La linealidad de $ es obvia y
es claro que $ (a%) = ($(a))” por la positividad de A. Ahora veremos que
esta transformacion $ es condicionalmente completamente positiva. Fije-
mos un n entero positivo y denotemos por Gy, al operador G—1en B (h)—M,.
Para cada x 2 B (h)—M, tenemos que

$" (x) = A" (X) + GAx + XGpy:

Ahora usando la Desigualdad (2;10) obtenemos que:
A" (x°x) § AT (x")x j x°A" (x) +x"A" (1) x _ O:

Ya que A es completamente positiva, entonces A" es positiva paracadan _ 1
y como para cadat _ 0 e*" es positivo, concluimos que e es completa-
mente positivo. Se sigue de la desigualdad (2;10) que A condicionalmente
completamente positivo. Por la igualdad arriba de $" tenemos que $ es
condicionalmente completamente positivo.

Reciprocamente, supéngase que $ escondicionalmente completamente po-
sitivo y que $(a”) = ($(a))” con a 2 B (h). Fijemos un vector unitario
~ 2 hy consideremos el operador G en h con su adjunto de..nido por

G"u = $(juih’j)” j %h’;$(j’ih’j)’iu

para cada u 2 h . Ahora parlg,cada n_.1ly a;:a32A, Ug;upa2h

n

hagamos uUp+1 =" ,°=j j=1ajUj, n+1 = jeih”j: Con estas notaciones
tenemos que
>t X X s
ajuj =  @jUj +an+1Un+1 =  @jUj +jOIN7]

j=1 j=1 j=1
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o 1

X X
= ajuj+h’;’i°= ajUj+@i ajujA=0

j=1 j=1 j=1

con lo cual ahora aplicando la desigualdad (2;11);

>
0 - hui;$(a§‘aj)uji
i;j=1

X
= hui;$(a§’aj)uji + hUi;$(a?an+l) Un+11+
ij=1 i=1

> ¢ ®

® - i
- . o
i U+, P An+18n+1 Un+1

i ¢
Un+1;$ a§+1aj Uj
j=1

X - X )
= hui;$(a?aj)uj 1+ hui;$(a?an+l) Up+al +

ij=1 i=1
- i o ¢ 0 X- i o
Un+1;P Ant+18n+1 Un+1 + Un+1;P an4+18j U; +
j=1
- i o ® - i o ®
Un+1;P An+18n+1 Un+1 1 Un+1;$ An+18n+1 Un+1
- X -
= hui; $ (a?aj) ujl+ hu;; $(a?an+1) Up+1l +
ij=1 i=1
X - i o ¢ ® - i 4 ®
Un+1; P an+18j Uj + Un+1;P ap18n+1 Un+1
j=1
X X
= hui; $(af ) uji +  hui; $(af jeinj) i+
ij=1 i=1
Ko gligara, &0 60
;B jeihja up + ;% jeihj jeih’j
j=1
X - X )
= hui; $ (afa;) uji +  hui; $(Gajeih’j) “i+
ij=1 i=1
h";$ (" ih°ja;) uji +h"; $ (7 ihojjoih"j) i
j=1

X X
= hui;$(a§’aj)uji+ hui; $ (jaj°ih’j) “i+
ifj=1 i=1
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- ... .e @D = . F
;$ TPy u; + TS jTihTj kek
i=1

X X
= hui; $ (ajaj)uji +  hui; $(jajeih’j) "i+
ij=1 i=1
X-’ i- . t e . )
'$ - Tiheay vy +hT; S (TN ) TikekT:
j=1
Por lo tanto,
X X
0 - hui;$(a§’aj)uji+ hUi;$(ja;Joih’j),i+
ij=1 i=1
> . _

R e o
;$ iy vy +hT (TN ) Tikok:
j=1

Al recordar la de..nicion de G7; los Ultimos tres términos se pueden escri-
bir como

X X
huj; G®aj%i+  hG"ajo;u;i
i=1 j=1
X X
= i hui; G®ajajuji i hui; ajaj Guji
i;j=1 ij=1
de donde obtenemos la desigualdad
0 - hui; (B (aa;) i G aja; i a;ajG)uji:
i;j=1
De..namos A de la siguiente forma,
A(@ =%$(a) j G"a j aG

asi A es completamente positivo. Finalmente tenemos que,

G+G" =3 iAQ -0

lo que ..naliza la demostraciéon. =
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Teorema 2.1.17 (Lindblad) Un operador acotado $ sobre B (h) es el gene-
rador in..nitesimal de un Semigrupo Dindmico Cuantico uniformemente conti-
nuo si y solo si existen un espacio de Hilbert K; un operador " :h ¥ h—-K vy
un operador G en h acotado tales que

$(X)=""(x-1)" +G"x+xG

para x 2 B (h): El operador $ puede ser elegido de tal forma que
f(x—-1)"u:x2B(h);u2hg

es total enh — K .

Demostracion.

Sea T semigrupo dinamico cuantico uniformemente continuo. Entonces su
generador in..nitesimal $ es condicionalmente completamente positivo, por
lo tanto puede ser presentado como $(x) = A(x) + G*x + xG, x 2 B (h)
(Teorema 2.1.15). Pero, por otra, parte A es completamente positiva de

B (h) a B (h) mismo. Asi usando el Teorema de Stinespring se tiene que
existe un espacio de Hilbert Ky L: h ¥ h— K lineal tal que

AX)=L"(x-1)L
por lo tanto se tiene asi, $(a) = L° (x — 1) L + G"Xx + xG:
Para demostrar el reciproco, supongase que
BX)=L"(x-1)L+Gx+xG

entonces por el Teorema de Krauss, ecuacion (1;2;4), L® (x — 1) L es %-débil
continuo. Entonces $ es condicionalmente completamente positivo y ¥%-débil
continuo. Ademas para todo x 2 B (h) se cumple lo siguiente:

FXH)=L" (X" -1)L+G%x" +x°G
= L°(x-1)"L+(G°X)" + (xG)"
= (L°(x-1)L)" + (G"x + xG)"
= (B

Claramente se tiene que

he;$(1)°i = ho;L” (1) LCi+ he;G"°i +ho; Goi
= hLO; LO°i + ho; G"°i + h°; G°i
= jjLOjj* +ho; G°°i + he; GOi
. ho;G"0i +ho; Gei:
Por lo tanto,

$@Q) . G +G:

Resultando asi que $ es el generador in..nitesimal de un semigrupo dindmico
cuéntico uniformemente continuo. m
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Corolario 2.1.18 (Lindblad-Gorini-Kossakowski-Sudarshan)Si $ es el generador
in..nitesimal de un S.D.C fTg, unlformemente contmuolgye actua sobre B (h)
entonces existe una sucesion fL-g- -, L- 2B (h) tal que o<1 enla
topologia fuerte y existe G 2 B (h) tal que

X
$X) = L¥XL- + G°X + XG:
=1

Demostracion. Aplicando el Teorema de Lindblad se tiene que
$(X) =A(X) +G°x + xG

con G 2 B (h). Por el Teorema de Stinespring, A es completa‘fgente positivo
%-dekﬁl continuo, y usando el Teorema de Krauss, A(X) = . L3XL-
donde , L7L: < 1 en la topologia debil. De donde se deduce que

X
$(X)= LIXL-+Gx+xG:
=1

Para la construccion del Semigrupo Dindmico Cuantico minimal que en el
préximo capitulo se lleva acabo. La ecuacion de la parte ii) de la HipGtesis
A que se usa en gran parte de ese capitulo resulta ser una condicidn necesaria
para la contraccion de este semigrupo minimal; es decir si se tiene que

0 - TM™Mrq) -1
entonces
™MW il - 0
ONN
t (t) i 0

y siendo $™" el generador in..nitesimal de este semigrupo dindmico cuantico
minimal, también se cumple que en la topologia %-débil (%)
i TN g
min (1) = %g lim +——"——
$m 4$t 10+ t
de donde resulta asi que _
$m|n (I) . 0

Por otra parte, mas adelante en ese mismo capitulo se demuestra que
D $m|n % D (1/$)

donde D ( $) =

.
x 2B (h) : A;u2 D(G) % D(L = 1;2;: )

$ (X) [A; u] = hGA; ui + hA; Gui + 1_1hLA L ui

S [Aul=hA; $(Dui= ©; gmin (I)u -0

39
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de donde se deduce que

X
$)[A;u] =hA; S (1) ui =hGA;ui +hA; Gui +  hL-A;L-ui - 0
=1

que es la ecuacion en la parte ii) de la Hipotesis A.

La férmula de Leibniz ([1]; pag. 274) del Célculo elemental sera ampliamente
usada en gste trabajo, dice la siguiente:
Sea E= (;s)2R?j0-s -t ysea f:E ¥ R continua tal que %f
es una funcién continua entonces

g’ 2t g

o fE9ds=fEo+ ZfEsds (213



Capitulo 3

El Semigrupo Dindmico
Cuantico Minimal
(S.D.C.M.)

Este capitulo es el mas importante de todo el trabajo, debido a que es aqui
donde se presenta por primera vez a la Ecuacion de Lindblad, cuya solucion
es Unica cuando el semigrupo dindmico cuantico minimal que la resuelve es
conservativo. Para garantizar la existencia de una solucién se lleva acabo la
construccion del semigrupo dinamico cyanticaminimal (S.D.C.M.) Teorema
3;1;7; el cual es denotado por TMn = T ¢ o Y Que no necesariamente es
conservativo. Por Gltimo el Corolario 3;1;8, muestra que el semigrupo dindmico
cuéntico minimal cuando es conservativo es la Unica solucién de la Ecuacion
de Lindblad. El resultado méas importante de este capitulo el cual proporciona
un criterio para la conservatividad de este semigrupo minimal y que usaremos
posteriormente en los ejemplos del Capitulo 5; es el Teorema 3;2;7.

41
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3.1. Hipotesis A

i) Sea G el generador in..nitesimal de un semigrupo de contracciones fuerte-
mente continuo fPg, , en h:

ii) Sean ‘gilomradores no necesariamente acotados de tal forma que
D(G)% ,D(L-)y paracada u2 D(G)
X
hu; Gui + hGu;ui +  hL-u;L-ui - O: (3;2)
=1
Lema 3.1.1 Supdngase que se tienen las Hipotesis A. Entonces para cada
~ . 1 las siguientes condiciones son equivalentes:
1) La transformacion t ¥ L-P¢u es continua en la norma de h para cada u 2
D (G):
2) iLa gransformacion t ¥ L-P:u, es derivable en la norma para cada u 2
D G? vy

d%L\Ptu = L-P;Gu: (3:3)
P
3) La gransformacion t ¥ ° =, k®L-Pyukp, es derivable para cada u 2
D G? y ®2B(h): Es decir se tiene lo siguiente
X X

k®L-Pyuk? =2Re  h®L-P.u; ®L-P,Gui: (3:4)

d
dt . .
=1 =1

Demostracion. Seguimos [8], pags.44.
Para demostrar 1), bastara ver que si s ¥ 0 entonces
KL-PeasU j L-Pruk? = KL- (PeasU j Peu)k> 1 0:
Para verlo, haremos uso de la Hipotesis A y el hecho de que D(G) es

invariante bajo la accion de Py

X
KL (PeasU § Pru)k - KL (PersU i Pru)k’
_

= hL- (Pt+s i Pt)U; L (Peasu § Py) ui
=1

- j2Reh(Pt+s i Pt) U; (Pr+s i Py) Gui SEOO
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porque fP:g, , es fuertemente continuo.

Asi tenemos que L-Piisu EO L-P.u:
st

i ¢
Para probar 2), observemos que debido a que D 'G2" es invariante bajo

fPtg, o, tenemos por la Hipotesis A

oL ((Pess i P o2
o (( t+s 1 t) u) i L‘PtGUO

, S h
<
Re (Pt+s Si Py u

TA

i PtGu;G i PtGu

) H (Pt+s i Pt) u
- i f

TA
i G%u

q
i Gu ;P

é

1
= j2Re p, FeilU
1 t S

H(PS i DGu
S

(L] |
e

i ¢
Aqui hemos hecho uso de que siu2 D 'G2 ; Gu2D(G) vy

(PsilGu
S s

G2u;
0

por lo tanto tenemos que:

d
d—tL‘PtU = L-P:Gu:

La prueba de 3) es como sigue:
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i .¢
Seans;t _ 0, u2D'G? y ® 2 B (h) ; entonces

X 2
K®L-Py suk?
=1
X 2
= K®L-P+su j ®L-Pu + ®L-Pruk;,
=1
X 2
= k®L- (Pt+s i Pt) u+ ®L-Peuky,
=1
x
= h®L~ (Pt+s i Pr) U+ ®L-PiU;®L- (Pt+s i Pr) u+ ®L-Pyui
=1
X .
= h®L- (P+s i Pt) U;®L: (Pe+s i Pr)ui +
=1
S X
2Re  h®L-Pu;®L: (Pss i P)ui+  h®L-Peu; ®L-Pui
Ny =1

X
k®L~ (Pt+s i Pt) ukﬁ +2Re h®L-Piu; ®L~ (Py+s i Py) ui +
~=1 “=1

k®L-Peuk’
~=1

Por lo tanto tenemos que

X 2 X 2
k®L- Pt+SUkh i k®L- Ptukh
=1 =1

X
K®L: (Pess i Pr)Uk>: +2Re  h®L-PyU;®L: (Prrs j Py)ui:
~=1 =1

Ahora desarrollemos

X .
2Re  h®L-Pu;®L- (Pss i Pr) Ui
_ .
< é Z s A
= 2Re ®L-Pu; ®L- PrGudr

S t

< é [SVA4 t+s ﬂA
= 2Re ®L-Piu; ®L-~ P.Gudr j PtsGu + P{+sGu

=1 t
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x é VA t+s i A
=2Re ®L-Pu;®L-~ P.Gudr j PtGu + ®L-P{sGu
=1 t
X é z t+s A
= 2Re ®L-P:u; ®L- (Pr i Py) Gudr
=1 t
X

+2sRe h®L-Pu; ®L-P:Gui :
=1

De donde podemos ver que:

2 X 2 i ¢
K®L-Prisukp i k®L-Peuky, 34
t=1 =1
X 2
= k®L- (Pt+3 i Pt) Ukh +
=1
S & Z t4s A
2Re ®L-Ptu; ®L- (Pr i Py) Gudr

~— t

X )
+2sRe h®L-P:u; ®L-PGui :
~=1

De la dltima expresion, analicemos cada sumando acotandolos si es necesario
con la Hipdtesis A y la desigualdad (3;2):

P P
L KOL: (Pras i PO UK, - 1 k®KE KL (Prrs i Pe) UKE
- §2k®K5 Reh(Pers i Pr)U; (Prrs i Py) Gui

- 2k®K3 K(Ptss i Pt) uk, K(Prrs i Pr) Guk,,

o

_ 2 9
= 2kek

o oR °
PeGudre = P G2udk>

t+s
t
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R R o o
- 2k@K5 | kP Guk, dr [ °PcG2u®, dk

o

R R °
2 t+s t+s o o
- 2keKE o KGuk, dr S °G2u°, dk

o

= 2kek3 kGuk, *G2u°, s

Es decir, hemos probado que:

X

K®L- (Pess i Py UKy - 2k®K5 kGuk, “G?u° s?:
t=1

Para el segundo sumando, dividimos entre s;

Pl D Rt+s E
2Re  Z; ®L-Pu;®L- "7 (Pr i Py) Gudr
s
X <-J 1 Z t+s A
= 2Re ®L\Ptu;®L\g (Pr i Py Gudr
=1 t
A 1. A ° o 1
A)’l( '%A)’l(g Z 4 22'%
- 2keK% KL-Puk? oL-= (Pr i Py)Gudras
=1 =1 S t h
2AX 2!%AX1§ Z tes §2!%
- 2k®k7 KL-Puk;, 2 ol (Pr i Py) Gudro :
=1 =1 t h
De donde tenemos que:
p. D R E
2Re &, ®L-Pu;®L- "°(Py i Py)Gudr
10:
s¥0

S

i
Inmediatamente dividiendo la ecuacion I3;Eﬂ por s tenemos que:

a1 2 a1 2
P1 oL pa.ukd i T L. koL Puk X )
=1 s 1 =y U 2Re  h®L-P.u:®L-P:Gui

S s¥o0 N
=1
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lo que demuestra la parte 3). m

Ahora consideraremos la forma sesquilineal $ : B (h) £ D(G)£ D(G) dada
por la siguiente regla:

X
$ (X) [u; A] = hu; XGAi + hGu; xAi + hL-u; xL-Ai (3;5)
t=1
claramente $ es lineal en el operador x y es sesquilineal en D(G)£ D(G)
con las condiciones de la Hipotesis A. $ se le llama el generador formal,
generador de Lindblad o Lindbladiano.

Nuestra meta es construir un Semigrupo Dindmico Cuéntico que satisfaga
la siguiente ecuacion, dados u; A 2 D(G)

Z
hu; Te (X) Ai = hu; XAi + tI‘IS(TS (X)) [u; A]ds (3:6)
0
0 en forma equivalente
9 b T (AT =$ (T, (0) [uiAl (3:6)

con valor inicial hu; Ty (X) Ai ji=o = hu; xAi : Esta Gltima ecuacion es llama-
da Ecuacion de Lindblad.

De...nicién 3.1.2 Sea & operador lineal densamente de..nido(es decir con do-
minio denso) en un espacio de Banach = y Q subespacio vectorial de = entonces
Q es esencia de & si Q %2 D () y para cada x 2 D (&) existe fxngnlzl % Q tal
que Xn .!1 XYy &(Xn) n.!1 ax):

Proposicion 3.1.3 Supdngase que se satisface la Hipotesis A y que x 2
B (h): Sea fT¢(X)g, o una familia de elementos de B (B (h)) %-débil continua
respecto al tiempo tal que

KTs (X)k, - kxk, :

Entonces las siguientes condigiones son equivalentes:
1) hu; Ty (X) Ai = hu; xAi + 0t$(TS (X)) [u;A]ds; se tiene para cada u; A 2

D (G);
2) Para cada u;A 2 D (G) tenemos que
\ X \
hu; Te (X) Ai = hPeu; PexAi + hL-Py;sU; Ts (X) L-P¢;sAids 37

=g O
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Demostracion. Seguimos [8], pag.46.
1) implica 2)
Tomemos t _ 0 ..jo, entonces para A;u 2 D (G)

d .
ds hP¢;sU; Ts (X) PejsAi

= h i GP¢;sU; Ts ) PtisAi + $(Ts (X)) [PtisU; PtisA] +
hP¢; sU; Ts (X) (i GPyjsA)i
= hjGPy¢;su;Ts (X) PtisAi +hPe;sU; Ts (X) (i GPtisA)i

+hGPtiSu,TS (X) PtiSAi =+ hPtiSu, TS (X) GPtiSAi
X .

+  NL-Pg;su; Ts (X) L-Py; sAl
=1

X N
= hL-Pt;sU; Ts (X) L-Py; sAi
~=1

es decir tenemos que,

d _ X _
% hPtisu,TS (X) PtiSAI —_ hL‘PtiSu,TS (X) L‘PtiSAI .
~=1

Ahora integrando esta ultima igualdad sobre [0;t] ; deducimos lo siguiente:

\ o Zix \
hu; Te (X) Al j hPeu; To (X) PiAT = hL-P¢; sU; Ts (X) L-Py; sAi ds;
0~y
con lo cual
\ X2 \
hu; T (X) Ai = hPu; XPAi + hL-Py;sU; Ts (X) L-Py¢; sAids:

zq O
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2) |mpI|ca 1)
Sean u;A2 D 'G2 y Ts (X) . 0, usaremos las ecuaciones (12;12) y (3;7) al
igual que la identidad de polarizacion compleja( [3]; pag. 38).

" *Z. #

d%hu;Tt X)Ai = d hP;u; XP:Ai + hL~Py; sU; Ts (X) L-Pg; sAids @ (3,7

dt \:l O

Como T (X) . 0 entonces existe y 2 B (h) tal que y°y = Ts (X): Por lo
tanto,

g Xt
dt hL Pt SU Ts(X)L Pt SAI dS
dxztlx_- N P a8
= 5 2 1K yL-P;s U+i%A ;yL-P;s u+ikA ds
N 0

=1 k=0

asi se obtiene que

d . . .
p hu; Te (X) Al = hPGu; XP{Ai + hPu; xPGAI

z
g Kot X - i e i .00
+ 2 lk yL\PtiSIU+IkA ;yL‘PtiSIU+|kA dS:
dt ~_ 0 4 _
=1 k=0
Pero desarrollando el segundo término de esta Ultima igualdad se tiene que
este es igual a

XX 2 - 2
2T IR YL Py U A

k=0
X X ; ¢
%1 ||k£ JYL-Pt;s IU"'ikA jjﬁdS:

-+

Asi, por la Ecuacion (3;4) tenemos que la Ultima expresion en el extremo
derecho de la Gltima igualdad es igual a,

KX - e N
2 P yL U KAy u KA
=1 k=0
X X : ¢ : ¢0
1 Dik ! K ! K .
+ , 2 i"2Re YL-Pt;s U+T°A ;YL -P¢;sG u+i A ds;

k=0 =1
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por lo tanto,
Z
g Kot X - i .. P00
" y jik yL\PtiS'u+|kA ;yL\PtiS'u+|kA ds
=1 0 Tk=0

X .
= hL-u; Ts (X) L-Ai
=1
ZegX K- i e i, 00
+ 2 i"™2Re YL-Pt;s ©+I°A ;yL-Pg;sG ©+i°A  ds:
0 ™ k=0 =1

Sin embargo, al desarrollar

ZogX X- i . P00
= jik2Re yL-Pt;s U+ iA ;yL-Py;sG u+iA ds;
0 Tk=0 =1
Se tiene que es igual a
Zik X - i 0 P08
2 1K yL-P;sG U+i%A ;yL-P¢;s u+i%A ds
0 ~=1"k=0
Zek X - P P60
+ y 1K yL-P;s U+IRA ;yL-Pt;sG u+i%A ds
0 ~=1"k=0
Zek X - P P68
= = iTK PG u+ikA Yy YL Py;s U+IRA ds
0 =1 " k=0
Zt)"(j_X__ - i I i N )
+ = 0K yL-P;s U+ %A YTYLPy;sG u+ifA ds
0 ~=1 " k=0
Z t \
= hL‘Ptiseu,TS(X)L‘PtisAidS
0 =1
Z t 3 \
+ hL‘PtiSu,TS(X)L‘PtiseAids
0 =1
Por lo tanto,
Z
g XK X - TP P00
" y jik yL\PtiS'u+|kA ;yL\PtiS'u+|kA ds
=1 0 Tk=0
X o Zix N
= hL-u; Ts (X) L-Ai + hL-Pt;sGU; Ts (X) L-P¢; sAids +
=1 0 -
ZtX

hL-Py;sU; Ts (X) L-Py; sGAi ds
0 =
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Poniendo todas estas igualdades en (3;7"

x
d%h°:Tt(X)Ai = hP{GU; XPiAi +hPu; xPiGAi +  hL-A; T () L-Ai
_
Zixx \
+ hL-Py; sU; Ts (X) L-Py; sGAi ds
0 g
Zix \
+ hL-P¢; sGU; Ts (X) L-Py; sAi ds:
0 4

Al sumar el primer término y el quinto se obtiene que es igual a
hu; T (X) GAi ;

analogamente la suma del segundo témino con el cuarto nos da

hGu; Ty (X) Ai
Por lo tanto,
d \ \ X .
P hu; Te () Al = hu; Te (X) GAi +hGu; Te (X)Ai +  hL-u; Ts (X) L-Ai
=1
= hu; BT (X) Ai ;
es decir,

% hu; T (X) Ail = hu; BT (X) Ai

al integrar sobre el intervalo [0; t];

Ziy X Z X

—hu; Te (X)Aids = $(Ts (X)) [u;Alds

o ds 0

yA t
hu; Te (X) Al § hu; xAi - = $ (Ts (X)) [u; Al ds;

0

de donde se sigue que,
z t

hu; Te () Ai = hu; xAi + B (Ts (X)) [u; Al ds:
0

i ¢
Ya que D 'G2 ( [20], Lema 3;2, 3;3, pags.9 j 10) es una esencia de G, la
demostracion vale en todo D (G): =
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Proposicion 3.1.4 Supdngase que se tiene la Hipdtesis A. De..namos para
cada t _ O; la siguiente sucesion de transformaciones lineales de B (h) en si
mismo; _ 0
o T (X)A =hP°; xPAi

(3:8)
Suponlend@ que se ha de. nldc]Jt ﬁra algin n 2 N, se de..ne T
u; T (X)A = hPeu; xPAT + 2, 0h|_ Pe;sU; T (X) L-Py; sAids
parat _ 0;x2B (h);y u;A2D(G):
Entonces paracadat _ Oy paracada n 2 N se tiene :
1) T es contraccion, lineal, completamente positivo y normal.

2) Paracada n 2 N y cada x 2 B (h) la transformacion t ¥ T (x) es %-dé-
bil continuo.

3) La sucesion fT{" (x)g,, , es creciente para cada x 2 B (h) que sea positi-
VO.

4HTH(@A) -1paracadat  Oycadan _ O

Demostracion. Seguimos [8], pags.47.

Claramente la transformacion T2, esta bien de..nida y tiene todas las propie-
dades arriba mencionadas. Sélo falta ver que T? (1) - 1: Observemos que

- @
UGTP (MU = hPuu; IPwi = hPu; Prui = kPruky - KPKE ) Kukp,
- kuk? = hu; Lui

lo cual implica que
TP - L

Supongamos que los T{" son contracciones sobre B (h) y que satisfacen la
primera condicion para un n 2 N ..jo. Entonces demostraremos que T"**
tiene las mismas propiedades.
Para cada x 2 B (h) positivo y ©;A 2 D (G), la integral en el lado derecho
de (3;8) esta bien de..nida por las propiedades de los T{" y ademas por la
positividad de éste mismo, se tiene que
k2t \
Z hL-Pyg; sU; TS (X) L-Py; sAi ds”
=1 O
x \
- KTg' (X)Kg (hy KL-Pt; sUKKL-Pt; sAkds
g O
X7t \
- kTS (1)Kg ny kXk g KL-Pt;sukkL-Py;sAkds
=g O
AgZ, s A7,
- kxk, KL-Py; suk®ds kL\PtiSAkZ ds
NP =1 O

Nl
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Usando la desigualdad (3;2) obtenemos que

)‘l(z t Zy
KL-Pi;suk®ds - 2RehPy;su; GPy; Cids
—q 0 0
1 7 . d
—_ 2
= 45 KPrisukg, ds

kukf1 i thukﬁ:

Analogamente:

*Z \ \ \
KL-Py; sAk® ds = KAK? j kPAK®
=1 O

por lo tanto,

:XZ t . :
Z hL-Pt;sU; T (X) L-Py; sAids”
=1

3 .3

- kxky KkOKZ i kPruk?
Recordemos la siguiente propiedad

a_bic_d implicaque 'a? j b2

-

Tenemos asi que:

:XZ t _
- hL~Py;sU; TS (X) L-Py;sAids” - kxk, (Kuk;, :KAK,, i KPruk, :kPAK,);

=q O

como ademas
jhPeu; XPeAij - kPeuky, : kPtAky, kxk ;

se tiene que,

- @ . A N
U TOTE (A - KPeuk,, - kPeAK, kxk 5 +kxk, (Kuk,, tKAK, § KPeuk, :KPeAK, ) :

Por lo tanto, -

- NN = .
U T () A - kuk,, @ KAK, kxk; :

Ahora veamos que T,"**es contraccion.

o n+10 - 6= R
T Sup U TMH(X)A - Kuk, tkKAK, kxk, - 1
iixija -1

Ji€ii=iAL - 1

lo que implica que®T"™1° - 1; resultando asf ser contraccion.

B(B(M)
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Enseguida probamos la normalidad de T"**: Es claro que T es normal y
completamente positivo pues tiene la forma de Kraus.

Supongamos que se ha establecido que T"es normal se probara que T
también es normal.

Tomemos A2 D (G) y fxeg, Una red creciente de elementos positivos en
B (h) tal que x®%! x 2B (h):

Para cada ®; considérese la funcién s ¥ P NL-Pye; sA; TE (Xe) L-Py; sAi: La
familia es creciente respecto al parﬁmetro ®y converge puntualmente respec-
to a ® a la funcion continua s ¥ - hL-Pg; SA; T8 (X) L-Py; SAi: Ahora
apllcandngl Lema de Dini (1;2;10) a
fo (S) = = hL-P¢; sA; T (xe) L-Py; sAi que es continua y convergente a
f(s)= -hL-Py; SA; T (Xe) L-Py; sAi esta convergencia es uniforme sobre

I intervalo corﬁpacto [0 t], de donde se deduce que

f® (s)ds ! f (s) ds; pues es sabido que no existe Teorema de conver-

gencia monotona para redes, por lo tanto se obtiene lo siguiente:

* ‘
hL-Py;su; Td' (X) L-Py;sAids
=g O

X7t )
= suphL-P¢; sU; TS (Xe) L-Py; sAids
=1 0o ®

x Zu )
= sup  hL-Py;sU; TS (Xe) L-Py; sAids
=1 ® 0

*xZt ‘
=sup hL-Py¢; sU; TS (X@) L-Py; sAi ds
® ._, 0

xZt )
= Iﬂ@m hL-Pt;sU; TS (Xe) L-Py; sAids
~_ 0

con lo cual _ 0
u; T () u

‘ X2t

= sup hPiu; XgP¢Ail + sup hL-Py;sU; T (Xe) L-Py;suids
® ® ._; 0
*xZt

= Iﬂ@m hPu; XePtUi + Iﬂ@m hL-Py¢; sU; TS (Xe) L-Py; suids

~ ‘:l O

A XZ .

= Hl@m hP:u; XePiUi + hL-Pt;sU; TS (Xe) L-Py;suids
=1 O

- ®
=im u; T (xe)u
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resultando asi que T,"**es normal.
De una forma similar se demuestra la Propiedad 2) para T{"**. Para ello
basta tomar % 2 ¢, (h) y ver que tr(%.T"*1) N tr(eTo+h):

L]
Ahora veamos que T{"*! es completamente positiva: Supongamos que T{ es
completamente positiva, sea m _ 1y sean Xq; ;5 Xm 2 B (h) ;A5 Am 2
D (G) entonces se tiene que

AGTEEXG) Aj
i;j=1

hPtAi; X?Xj PtAj i

i;j=1
*) Xt

+ hL-Py; sAi; T (X7Xj) L-Py; sAjids
ij=1=1 0

> - N
= Ais TE (6 %5) Aj
ij=1
X X Lt
+ hL-Pe;sAis T (X7Xj) L-Py; sAjids
=1ijj=1 O
> - G
= Ai T (6%)) Ay
ij=1
X2
+ hL-Pe; sAi; T (X7Xj) L-Py; sAjids _ O:
=1 0 jjj=1
Esto demuestra que T,;"*'es completamente positivo.
Para la propiedad 4) supongamos que T _ T #1, entonces

- ¢.®
AT 0§ TR A

xZe. i R 9
= L-Pe;sA TR (X) § TR (X) L-Py;sA ds O
=1 O
por lo tanto
T ) L TR ()

La propiedad 5); se demuestra asi;
Tomemos u 2 D(G) y supdngase como hipdétesis de induccién que
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™) - L

- n+1 ® ; 2 n ;
UT T (Qu = hPeu; Peui + hL-Py;sU; TD (1) L-Py; sui ds
2q O
x 7t
- hPu; Prui + hL-P¢;sU; L-P¢;suids
g O
Z: s«
= hPu; Piui + hL~Pg;sU; L-Py;suids
0 -~_
Z, -
- hujui 2 RehPy;su; Py sGuids
ZO
e od 2
= hujui j . ngtisuk ds
= hujui j kuk? +thuk2
= hu;ui § hu;ui +thukf1
- kPk? kuk?
- hujui:

Por lo tanto
T @ -1

Esto termina la demostracion. m

El siguiente Lema nos dice como construir el Semigrupo Dindmico Minimal,
a partir de la proposicion anterior. Pues aun cuando los T{" no forman un
semigrupo dindmico cuantico, a partir de estos el minimal resulta ser semi-
grupo dindmico cuantico y ademas resulta ser de contracciones.
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Lema 3.1.5 Supongamos la Hipdtesis A. Entonces existe una familia LILEL
de transformaciones lineales contractivas sobre B (h) tal que :
1) T es completamente positiva para cada t _ 0:
2) Tt es normal para cada t _ O:
3) La familia de operadores lineales fT; (X)g, , sobre B (h) resuelve la ecua-
cién (3;7) y (3;8) para todo x 2 B (h):
4) Para cada x 2 B (h) la transformacion t ¥ T (X) es continua con respec-
to a la topologia %-débil en B (h):

Demostracion. Seguimos [8], pags.49-50.

Fijemost _ 0y sea fT{'g,, , la sucesion de transformaciones lineales positi-
vas como en la proposicion anterior. Ahora, para cada x 2 B (h) positivo,
0- TP - TR Y Jja:l - jjxija:l; lo cual muestra que la sucesion

fhu; T (X) uig, o de nimeros reales positivos, es creciente y acotada, es
decir hu; T (X) ui - jjxjja jjujja: Ayt denotamos ahora el

IrHlml hu; TP Qui = u; T™M (X)u , paracada u 2 h: Para el caso general
solo usamos la Identidad de Polarizacion que dice lo siguiente:

A= kT ik i %0
4hu; Te (X) Al = i uU+iICA; Te(X) u+icA
k=0

para cada u;A 2 h: Y para x 2 B (h) arbitrario, sélo lo escribimos como
combinacion lineal de 4 operadores positivos.

Claramente cada T{™ es una contraccion pues T," lo es al igual que goza
de la propiedad 1.

Ahora para probar la Propiedad 2), Sea 4 un conjunto dirigido y fXe0go.4
una red de operadores positivos en B (h) con supremo X; ya que las transfor-
maciones T{" (n _ 0) son %-débil continuas, para cada A 2 h se tiene que

SuphA; Ty (Xe) Ai
®
= Sup SuphhA; T (xe) Ai
® n
= Sup Suphh; T{ (xe) Ai
n ®
= SuphA; T (x)Ai
n
= hA; T (X) Ai
lo cual demuestra que T{"™ = T es normal.
En la Ecuacién (3;8) ; si hacemosn ¥ 1 se obtiene la Ecuacién (3;7) y a la
vez la Ecuacién (3;6), pues ambas son equivalentes.
Finalmente para cada u;A2 h y x 2 B (h) la funcion t ¥ hu; Ty (X) Ai es
continua por la Ecuacion (2;5), pero como kT¢ (xX)k, - kxk, ; entonces re-

sulta uniformemente acotado por lo que la continuidad se da tanto en la
topologia débil como en la %-débil. m
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Proposicion 3.1.6 Consideremos (W{"), , la sucesion de transformaciones
lineales positivas en B (h) de..nidas inductivamente por

wg = T¢
th+l — Ttn+l i Ttn

entonces para cada n _ 0 se tiene la siguiente identidad:

n+1 — K i nik ¢ .
WL ()= W W (X) 39
k=0

Demostracion. Seguimos [8], pags.51-52.
Claramente de la ecuacion (3;8) se tiene que

- odin+r n¢ 10 XZt n A
u; Ty i T A = hL-Py;sU; W¢' (X) L-Py; sAids:
2 O
Entonces,
U I S N |
uWT (XA = hL-Pe; sUy WS (X) L-Py;sAids  (3,9)
=g O

para cada u;A2D(G); x2B(h)y n_O0:
Para n = 0 no hay nada que mostrar pues

i ¢
W2 () =T =T T2(x)
i ¢
=Wy W2 (x) :

Asi que supongamos que la ecuacion (3;9) se cumple para algin n 2 N:
Usando (3;9°) para cada u;A 2 D(G) y x 2 B (h) se tiene lo siguiente

- i . ¢.®
u; WK WK ()7 A
k=0

- - ¢.0 K- i 6.0
= uWR'wrti) A+ u; WE Wtk ()" A
k=1
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>xD E

- i ¢t.® s NN
= uwWo'WrrL) A+ wwitt'wrid () A
. ¢ j=0
u W "Wt (x) A
O <A e @
+ L-Pe;ru; WY W (X) L-Pe;rA dr
=0t e
= W2 'wrtx) A
O LA e 0
+ L-Pe;ru; W W (X) L-Pe;rA dr
IO
= uw2'wrti(x) A
X3 e 0
+ L-Pe;ru; W2 W (X) L-Pe;rA dr
=L 80 g
= uW W A
x 7t X i g \
+ L-Pe;rt; WE WD (X) LPe; /A dr
=1 0 ¢ 50
= uwW'wrti(x) A
X2t \®
+ L-Pe;rtu; Wg (X) L-Pe; rA dr;
4 O
de donde obtenemos que

-+

- i . ¢.®
u; Wk Wik ()7 A
k=0 7
- 0 Iyynet (& 30 Xoes i PN NC)
= uW, W) A + L-Pe;r; W2 WD (X) L-Py; A dr
=1 O
pero volviendo a la de..nicion de W; el primer sumando de esta igual-
dad es igual a
VA U .
= TOWTG = PE WS () Py
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por lo tanto,

- ki n+1jk ¢,0
u; W W15 () A
k=0 7
- a l\yn+t ¢, 0, Kot n 2
= uPf WM (X) PAA + L-Pe; r s Wil () L-Pe; A dr
=g O
- § X7t K
= P, WM (x)PA + L-Pe;rU; W g (X) L-Pe; A dr
=1 O
B} ® XL \
= Py WM (X)PA + hL-Prs; rl; W (X) L-Pras; (Al dr
‘:l S
B} 0 XZs N
= Py WM (X)PA hL-Ps; Peu; WP (X) L-Ps; (PiAi dr
=1 O
S Z s \
+ hL-Peas; rt; WY (X) L-Peas; FATdr
=g O
2 tes :
= hL‘ Pt+3i ru, WP (X) L‘Pt+s i rAi dr
=1 O

- . ®
U W (0OA

Asi se tiene que,

- kinetik (o A8 - n+1 10
uWE WITTE) A = WIS (A
k=0
* +
2as Kl +1jk N - n+1 )
u;  WEWITTRG) A = WS (XA
k=0

n+1 — > k i n+1jk ¢
VVt+s (X) - Wt Ws (X)
k=0
lo que termina la prueba. =
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© a
Teorema 3.1.7 T/ ¢ o €sunS. D. C que resuelve las Ecuaciones (3;6)

y (3;7) con la siguiente propiedad: Para cualquier otra familia %-débil continua
fTg,_, de transformaciones lineales positivas en B (h) que satisfaga las ecua-
ciones (3;6), (3;7) y x 2 B (h) positivo, se tiene

T () - Te(x)

para todo t _ O:

Demostracion. Seguimos [8], pag.51.
Demostraremos que este es un Semigrupo Dindmico Cuantico, es decir

que satisface la propiedad
i ¢
TR )= T T (%)

para x 2 B (h) postivoy s;t _ O:

Por el lema anterior, tenemos la siguientes identidades

- ‘®
AT (0 A

X - « ®

= AW (X) A

k=0

XxXxb ¢
= A;wi Wi () A
k=0 j=0

xxb ¢
- Aswi Wi (x)” A
i=0k=j

E

E

para cada A 2 h; y x 2 B (h): Es decir

D .
AT 00A = AW T 6o A
d t+s(X) » Tt S (X)
i=o

E
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como los Wtj son ¥%-débil continua, hagamos n ¥ 1 para obtener

- 0 XD ¢ E
ATHROA = AW TIM () A
j=0
- @ >xb = 7y ¢ E
ATETCOA = Ifm A TaTE 1T A
L
* 2 3 +
X b S ¢
= Mm AAWP+  TiT ST G0 A
' i
é - i ¢ ) A
_ po W TEITY i T 16
= nw_'ml A; wlpm it TM(x) A

- i ¢ ®
= Mm AT TMN (x) A

= AT T o A7
asi se tiene que una vez mas por la identidad de Polarizacion, y descompo-
niendo a X como suma de 4 operadores positivos
o oA = o T T (o A°

por lo tanto i ¢
TEE ) =T T8 (%)

Pero por la parte (4) de la Proposicion (3;1;4) se tiene también lo siguiente

(@) - L
y de la parte (2) de ésta misma Proposicion (3;1;4), es claro que

Te(X) . PexPe=T7 (X):

Si suponemos Ty (X) . T (x) para algin n 2 N, entonces para cada A 2 h
se tiene que

- ¢.0
A0 i TEHT () A
Xt X .
= hL-Pe; sA; (Ts (X) i T (X)) L-Py; sAids _ 0;
o O

esto muestra que
TEH () - Te(¥)
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con lo cual haciendo n ¥ 1 se tiene que T{™ (x) - T¢(x) parat _ 0. m

El siguiente corolario nos revela que la propiedad de conservatividad es una
condicidn su..ciente, para la unicidad de la solucion de la ecuacién de Lind-
blad, es decir la Ecuacién (3;7) ; para ello recordemos que un semigrupo
dinamico cuanticofT.g, , es conservativo si T (1) = I:

a

. ] © . .
Corolario 3.1.8 Supdngase que T, ¢ o €S conservativo. Entonces es la tni-
ca familia fT¢g, , de transformaciones lineales, %-débil continuas, positivas y

contractivas sobre B (h) que satisface la ecuacion (3:6).

Demostracion. Seguimos [8], pag.53.

Sea T =fTig, , una familia de transformaciones lineales positivas, %-debil
continuas que satisface la Ecuacion (3;6) : Aplicando el Teorema anterior
para cada x2 B(h) talque 0 - x - 1y cadat _ O tenemos

M) - Te(X)
= Te() i Te@ix
- 1iTe(Tix)
1j Ttmﬂn 1ix
= 1i TM@Q+TM™ ) =T (x):

Por lo tanto T/™ (x) = T¢ (X) para todo x _ 0: Para x 2 B (h) arbitrario lo
expresamos como combinacion lineal de 4 operadores positivos. m

3.2. El Resolvente del Semigrupo Minimal

En la seccion anterior se construyd el semigrupo dindmico cuantico minimal,
asociado a los operadores G y L- que satisfacen la Hipdtesis A. Como se habra
observado este semigrupo satisface las ecuaciones (3;6) y (3;7), pero en general
este semigrupo no esta caracterizado por tal propiedad, nos gustaria conocer
el dominio del generador in..nitesimal de T™™" cosa que no resulta nada facil
conociendo simplemente a los operadores Gy L-.

Proposicidon 3.2.1 Supdngase que se tiene la Hipotesis A. Las transforma-
ciones lineales positivas F_: B(h) ¥ B(h) y Q_:B(h) ¥ B (h) de..nidas
por
z 1
ho;F. (XA = e1-ShP.°; xPAi ds
o xZa |
ho; Q. (A = ef-ShL-Ps%; xL-PSAi ds
=g O
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para . >0 ;x2 B (h), ©;A 2 D (G) son normales y completamente positivas.
. il .
Ademas kF}kB_(B(h)) - . kQ kgimy - L
Demostracion. Ver. [8] Pags. 54 j 56;[5] P4g.104. m

De...nicién 3.2.2 Se de..ne el resolvente minimal 'Rf‘ﬁ”(F ~o del semigrupo
dinamico cuantico minimal(SDCM) por medio de su forma sesquilineal:
- ® Za - ®
°;R™ (x)A = ei-s o TMN (A ds  (3;10)
0

conx2B(h) y A;°2h:

Teorema 3.2.3 Para cada , >0y x 2 B (h) se tiene lo siguiente:

X
R™(x) = QX(F. (%) (3:11)

k=0

donde la serie converge en la topologia fuerte de operadores.

Demostracion. Seguimos [8], pag.55.
Sea (R"),, , lasucesion de tranformaciones lineales completamente positivas

R": B (h) ¥ B (h) dadas por
z a
he; R™ (x) Ai = ei-Sho; TN (x)Aids
0

donde los T{ estén de..nidos por la Ecuacion (3;8), Proposicion 3;1;4:
Ya que las transformaciones Tg' son contracciones las R" estan bien de..ni-
das, ademés para cada 0 - x 2 B (h);

EU;R” (x) Ai
1 i N
= ei-Shu; TS (x) Aids
2’1

- . ®
- ei-S u; T (x)A ds
0

- ®
u; R (A

Asiparacada , >0y 0 - x2B (h), fR"(x)g , es no decreciente.
Por lo tanto por la de..nicién del S. D. C. M., para todo A 2 h y todo
0 - x 2 B (h) se tiene lo siguiente,

YA 1

‘ N .® N . .®
SuphA;R" (x)Ai = A;R™M (x)A = ef-S A, TN (x)A ds
n_o0 - -

0
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y otra vez por la Ecuacion (3;8) se tiene que
- 9 ‘a2 o
AR™I A = ei-thPA; xPAi dt +

0

xZa Z¢ \ \
ei-tdt  hL-Pg;sA; TN (X) L-Py;sAids

<21 O 0

para todo A;u 2 D (G):
Ahora con el cambio de variable (r;s) = (t j s;S); en la integral doble de
arriba, se tiene que la suma de los terminos de la derecha es igual a
\ ot , \
hA; F_ (X)Ai + e'-"hL-PrA;R" (x) L-P Ai dr;
~ 0 0

es decir, tenemos la siguiente fdrmula recursiva

R™ (x) =F_ (x) +Q. (R" (X))
gue, al iterarla n veces nos da ,

n+1 _% k .
R™ ()= Q“(F. ():

k=0

. P
Al hacer n ¥ 14, se tiene que R™" (x) = k1:0 QK (F. (X)) : Para genera-
lizar esto a todo x 2 B (h) ; recordemos que X se expresa como combinacion
lineal de 4 operadores positivos y acotados. m

Ahora consideramos el predual de nuestro S. D. C. M. El Teorema
1;2;11 del @apitudo 1 nos garantiza que tal semigrupo existe y lo denota-
remos por S™™  éste actlia sobre el espacio de los operadores de tra-

za finita ¢ (h) (Ver. [3] Capitulo3): Otra forma de caracterizar la conserva-
tidad del semigrupo dinamico cuantico minimal es que su predual conserve
a la traza, como lo muestra la siguiente proposicion.

Proposicion 3.2.4 Supongamos la Hipdtesis A. Entonces paracadat _ 0 las
siguientes condiciones son equivalentes:

1) Tt”;ﬁ” (1)=}; paratodo t , 0

2) tr S (%) =tr (%) paracada %2 (h);y todo t _ O:

Demostracion. Seguimos [8], pag.56.
1) iimplica¢2) | ¢ i ¢
tr SPM () =tr 1S () =tr %I ) =tr®%l) =tr ():
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2) implica 1)
Supongamos que
i ¢
tr IStm’*” (%) =tr(%): paracada® 2 (h) y todot _ O;

entonces i ¢
tr BTN () = tr (%l);

por lo tanto - ¢
tr e T™M M) 1 =0

para todo % 2 ¢, (h). Pero el nico elemento de B (h) que tiene esta propiedad
es el operador 0; lo que prueba que T (1) =1: m

Sean u;A 2 D (G); si T{"'" es conservativo, es decir T™'" (1) = I; para todo
t _ 0 entonces se tiene que

min -
t¥o+ t

i ¢
entonces | 2 D '$min y
IO
M) = Igm L—~——
S =
por lo tanto se tiene asi que
- ®
oM (A =0
pero otra parte también se tiene
- .0
hu; (D) A= u; $™ (DA
por lo tanto
hu; $ (1) Ai =hGu;Ai +hu; GAi +  hL-u;L-Ai=0
=1

que es la ecuacion de la parte ii) en la Hipotesis AA, que a continuacion
se presenta.

Hipdtesis AA.
i) Sea G el generador in..nitesimal de un semigrupo de contracciones fuerte-
mente continuos fP¢g, , en h:
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ii) Sea fL\g\1:l operadores no necesariamente acotados de tal forma que

X
D@G)% D(L);
=1

y para cada u 2 D (G)

X
hu; Gui + hGu; ui + hL-u;L-ui =0: (3;12)
~=1

Hay que observar que hemos convertido en igualdad a la desigualdad de la
parte ii) de la Hipodtesis A. Esta igualdad es una condicién necesaria, aun-
que no su..ciente para que el semigrupo minimal sea conservativo. Para estu-
diar condiciones equivalentes a la conservatividad empezamos por demostrar
la siguiente proposicion.

Proposicidon 3.2.5 Supongamos que se tiene la Hipotesis AA y ..jemos | >
0: Para todo n _ 1 se tiene lo siguiente:

X
. QYF.)y+QM @M =1 (313)
k=0

Demostracion.
Seguimos [8], pag.57.
Para cada A 2 D (G), PtA 2 D (G) : Por lo que usando la HipOtesis AA se
tiene
hGPA; P{Ai + hPA; GP:AI + hL-P¢A; L-P{Ai =0
=1

hL-PiA; L-P{Ai = j [NGPA; P{Ai + hPA; GPAi] = j 2 RehPA; GPAi
=1

al multiplicar por ei-t e integrar ,
z 1
h; Q. (DAI = ei-t(j2RehPA; GPAI) dt
o .. d L
= ; ei-t— kPAK dt
0 dt
z 1
= KAKZ i,  ei-TkPAKSdt

0
= KAK i ,hA;F_(DAi;
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por lo tanto
J.O+Q (=1

Supongamos que (3;13) se cumple para algin n 2 N ; al aplicar Q_ a la hi-
pétesis de induccion obtenemos,

A |
X
Q. . QF. W+Q™®W = QWO
k=0
X
. QUTF.M)+QMP(@) = 1i.F ()
k=0

QU @)+ + QUHF @) +QMP (M) = 1§ .F (D)
E O+ Q. F @)+i+ QM E )+ QW = 1
VE O+ Q(F @)+ +Q I (F (1) +QM2 () =

>l
. QCF @y+Qmr) =

k=0

Por lo tanto, (3;14) vale para todo n entero no negativo. m

La representacion del resolvente minimal por medio de la ecuacion (3;13);
ahora nos permite probar una condicién necesaria y su..ciente para la con-
servatividad, debida a A. M. Chebotarev y a F. Fagnola.

Teorema 3.2.6 Supongamos que tenemos la Hipotesis AA y sea , >0 ..jo.
Las siguientes condiciones son equivalentes:
1) T/ es conservativo, paratodot _ 0;
n —_— .
2) fm Q" (1) =0;
3) El dnico elemento x 2 B (h) que cumple con la ecuacion Q_(x) = x
es x=0:

Demostracion.
Seguimos [8], pag.58.

1) implica 2)
Como T{™ (1) = 1; de la de..nicién de R™ (1) se deduce que:
Z
- ® u . _ ® ki k2 D E
uR™ (u = ef-t u; 7™ (Du dt=Th = .Uy
0 s >
por lo tanto

R™ (1) = 1.

Fy
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Pero en vista de la ecuacién (3;11) ; también se tiene que
X K
. QEFE @)=1

k=0

por lo tanto en la ecuacion (3;13) haciendo n ¥ 1 se tiene lo siguiente

X
OE W+ Mt @ = 1

k=0
n+1 —
1+n|ﬂrr:1LQ> @O =1
de donde concluimos que nlﬂrriQ’:*l (1)=0.
2) implica 1) i
Como

n+1 — N
Mm@ =0
entonces de la ecuacion (3;13) se deduce también que

X
. Q“F.ay=1
k=0

pero ésto Ultimo unicamente indica que

RM@) =1

0 sea que expresada en su forma cuadrética, tenemos que

Z
- ® - ®
uR™M (e = . el-t u;TM (Du dt
Z
1 r - ®
“kuk? = el-t ;T (1)u dt:
IS 0

Pero por otra parte obsérvese lo siguiente

1 Za
= kuk? = ei-tkuk? dt;
IS 0
y
Z4 Z 4 - ®
i ei-tkuk’dt = i ei-t u;T™ (1)u dt

lo cual nos indica que

- ®
hu;ui = u;T™M Du

69
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es decir T (1) = 1.

2) implica 3)

Supongamos que Q_ (x) = x:Vamos a demostrar que X = 0:

Como Q_ es completamente positivo( Proposicion;1;0;15), se tiene que

Q. (x)=(Q. ())°:

Gracias a esta igualdad, basta con suponer que x es autoadjunto.
Puesto que
i kxkqg1-x - kxk,1

Empecemos por suponer que

kxk, -1

por lo tanto j1 - x - 1;y al aplicar Q_ iteraramente

iQ(M-x=Q.(-Q @)

iQ?(D) - x-Q*()

iQl(M)-x-Q'®

si hacemos n ¥ 1 ; concluimos que x = 0:
3) implica 2)
Como
X
. QF. @)+t =1

. k=0 }
Y . reo Q‘j (F_ (1)) es una sucesion creciente y acotada de operadores aco-
tados entonces converge ¥%-débilmente. Esto prueba que nIﬂm1 Q"1 (1) existe,

— n-+1 . — n-+1 — - ~
llamemos x = nIﬂle (1) ; entonces Q_ (X) = nlﬂrriQ (1) = x; pero co

mo por hip6tesis tenemos que x = 0; entonces IﬂrriQ“+l D=0 =m
n¥q <.

Proposicion 3.2.7 Supongamos la Hipotesis AA y sea , >0 ..jo. Entonces
para todo x 2 B (h) se tiene que $(x) = _x si y sblo si Q_(x) = x: Donde
$(xX) = _x; se entiende como igualdad entre formas sesquilineales, es decir
para cada u;A 2 D(G); $(X)[A;u] =, hA;xui:

Demostracion. Seguimos [8], pag.61.
Sea x 2 B(h) positivo tal que $(x) = ,x entonces para cada A 2 D (G)
y cada t _ 0; tenemos lo siguiente:

x
B (X) [PtA; PA] = hPA; XGPiAi + hGP{A; xPiAi +  hL-PyA; XL-P{Ai :
=1
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Pero, por otra parte:

hL-P{A; XL-PAi
-

hPA; B (X) PrAi j hPiA; XGPAi j hGPA; xPAi

= hP{A; XPiAi j hPeA; XGPAi j hGPA; XPAi

Ahora bién, al tomar transformada de Laplace,

Za X \
ei-'  hL-PA; xL-PAidt
0 =1
Z u
ei-t(_ hPA; XPiAi j hPiA; XGPAi j hGPA; xPAi) dt
= j —el-thPA; xPAi dt = hA; XAi:
o dt

En otros térmfinos tenemos que hA; Q_ (x) Ai = hA; xAi ; pero como x, Q_ (X)
son operadores acotados y D (G) es denso en h entonces se tiene que

Q. (X) = x. Ahora veamos el reciproco: Sea R i5;G¢el operador resolvente
ig i G¢il. Notese que para = _ 1, el operador L-R ig;G¢ tiene una exten-

i ¢
sion acotada y el operador GR '3; G puede ser extendido al operador aco-

i ¢
tado 3R I5;G i 1: Obsérvese que,

d it i Sy . i-¢‘i-3ﬂ¢
L PtR 5,6 A=LR 5,G #PA= jL-PA+5L-P{R 5;G A 31
para cada A 2 D (G): Por lo tanto, para cada A;© 2 D (G). Sean u' =

i ¢ i ¢ i
R I3;6 u, A =R I3;6 A; entonces se tiene que u = '31 iG u;
S ¢
A= '51 i G A'. Usando el Teorema Fundamental del Calculo se obtiene



72CAPITULO 3. EL SEMIGRUPO DINAMICO CUANTICO MINIMAL (S.D.C.M.)

lo siguiente
X . N
hL-u’; xL-A’i
~=1
le P ¢
di . :
= i — el-"hL-Peu; XxL-P{A'1 dt
<y 0 dt
lel . t¢ )
= i i.et-t (hL-Peu; XL-P{A'T) dt
=1 O
xZa d \
i ef-'—hL-Pyu; XL-PA'i dt
1 O dt )
xZa1; ¢ oo Ho T A
= i i.ei-t L-PR 2iG UXLPR 2:G A dt
= 0 N
Z ; A
-X T i td © u:. ﬂ . u:. ﬂ\
i el-'— L-PtR 2;G u;xL-PtR =;G A dt
-, O dt 2 2 )
*Za, t¢<; oo o T A
= i j.el- L-P¢R ;;G u; XxL-P{R ;;G A dt
=1 O N
le C-'d H T H M 17 A
i el-t —_L-P.R 2:G uxL-Py R 2:G A dt
L 0 dt 2 2 )
Z ; A
-X 1 i tc u:. ﬂ . d u:. ﬂ\
i er-* L-PtR 2;G u,—xL-PtR =2;G A dt
_, 0 2 dt 2 )
xZa1; ¢ VR | T A
= i j.ei-t LP[R 2:G uxL-PiR 2;G A dt
-, O 2 2 )
xZa1 < VIR | Ho TA
i ef-t jL-P°P+2L-P[R 2;G u;xL-PiR 2;G A dt
-, O 2 2 2 )
xZa ¢ Ho T % no T %A
i ei-! L.PRR 2:G ux jLPA+=L-P.R 2;G A dt
-1 O 2 . 2 2
xZ1 ¢ Ho TA
= ei-' jL-Pu;xL-PR ;;G A dt
= 0 N
xZi1 ¢ HooT A
+ ei-t L'PR 2:G u; jxL-P/A dt:

2
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Por lo tanto,
*xZa
hL-u; xL-Ai = el -thL-P.u’; xL-P;Ai dt
=1 =1 0
*xZa
+ ei-thL-Pyu; xL-PA’i dt
=g O

= hu; Q. () AT +hu'; Q. (X)Ai :

Pero como Q_ (X) = x; se tiene que esto ultimo es igual a:

;hu?;xA?i i hGu'; xAi +§hu?;xA?i i hu': XGA'j
= _hu;xAli j [hGu'; xA%T + hu'; xGA'T] -

Deduciéndose asi que,

hL-u'; XL-A'i = _hu'; xAi j [hWGu; XA'i + hu'; xGA'i]
=1

y usando ahora la de..nicién de $ (x) ; se tiene lo siguiente:

hGu'; xA'i +hu'; XGA'T + hL-u; xL-A’i
=1
= hGu'; xA'i +hu'; xGA'i + _ hu'; xA'i
i [h\Gu'; xA'i + hu'; xGA'i]
= _hu';xA'i;

hu'; S (X) A'i

es decir, hemos probado que hu'; $ (X) A'i = hu; XA’ :

73

¢
Como ©;A son a.rbltéarlos en D (G) entonces A’; u’ son arbitrarios en D G2
y puesto que D G2 es esencia de G concluimos que hu; $ (x) Ai = hu; _ XAi ;

esdecir $(X) = . x: =

Proposicidon 3.2.8 Supongamos que se tiene la Hipdtesis AA, para .

..Jo. Las siguientes condiciones son equivalentes:
1) El Semigrupo Dinamico Cuantico T™™ es conservativo;
2) No existe x 2 B (h) distinto de 0 tal que $(x) =

Demostracion. Seguimos [8], pag.62.

1) implica 2)

Supongamos que T™" es conservativo entonces por el Teorema 3;2;7,
Q. (X)=x siysolosix=0:

y por la Proposicién anterior no existe x 2 B (h) distinto de 0 tal que

>0
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X =.x

2) implica 1)

Supongamos que la Gnica solucién x 2 B (h) a la ecuaciéon $(x) = _ x es

X = 0; entonces por 2) del Teorema anterior la a..rmacién 1) queda demos-
trada. m

Finalizamos esta seccion y por consiguiente el capitulo, con dos importantes
proposiciones sobre Semigrupos Dindmicos Cuanticos Conservativos.

Proposicion 3.2.9 Supongamos la Hipodtesis AA. El subespacio lineal V ge-
nerado por jAihuj;u;A 2 D (G) esta contenido en el dominio del generador
in..nitesimal $. del semigrupo predual S™" de T™™" y

$. (jAihuj) = jGAihuj +  jL-AihL-uj + jAIhGuj
t=1
donde la serie converge en la norma de la traza. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

1) El subespacio lineal generado V es esencia de $x;
2) El Semigrupo Dinamico Cuantico Minimal T™™ es conservativo.

Demostracion.
Seguimos [8], pags.62-64.
Para cada A;u 2 D (G) y cada x 2 B(h), la ecuacién:
z t
hA; Te()ui = hAxui+  $(Ts (X)) [A; u]ds (3;14)
0

puede ser escrita como:
i . ¢
tr ' GAinui) x

; o ¢
= tr(Aiujx)+ $ T (x) [A;u]ds
0

de donde .
10 j ... ¢ U
T SN (jAihuj) X § tr(jAihuj x)
A 1
125 o g 28 < i IR
=1 GO, TM (M)A + Lu; TIM LA + u,TM(X)GA  ds

0 o1

ahora_haciendo t r ",y porla continuid\%j de las funciones, i

s Gu;TMM()A ;s 1 u;TMM(X)GA ;s ¥ Lu;TM(x)L-A ; para
* _ 1 tenemos que:

A 1

Aj . ¢!

smin (jAihuj) i jAihuj .
I tr e d H:J)'J IV =$(X) [u; Al
t_ -+
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. © a
Esto muestra que jAihuj estéa en el dominio del generador débil de S t 0
que actua sobre ¢ (h) ; y como el generador fuerte y el generador débil coin-
ciden ([20] Teorema 1;4, pag.43) entonces jAihAj 2 D ($), asi V % D ($u):

Ahora demostramos que:
1) implica 2)
Notese que para cada ¥ 2 V; se tiene que tr ($x (%)) = 0; pues usando la
Hipotesis AA, 0 = hA; $ (1) ui = tr (1$s jAihuj) = tr ($. jAihuj) donde
A;u 2 D (G): Pero siendo V una esencia de $, es claro que también se
tiene para todo % 2 D ($.) : Pues estos % pueden ser aproximados por
elementos de V:
Con lo cual se tiene que:

d

G smﬁ”(l/z) —tris, ! m’*”(l/z) =0

lo cual demuestra que i ¢
tr S™ (%) = Cte

i ¢ . ] i ¢
pero Cte = tr S (%) = tr (%) ;se tiene asi que tr S{™ (%) =tr (%);
por lo tanto resulta que T™™ es conservativo.

2) implica 1)

Ahora supongamos que T™™" es conservativo. Vamos a demostrar que V es
esencia de £5: Pero esto es cierto siy sélosi (1 i $) (V), esdenso en ¢ (h).
Pues supongamos que (, 1 j $=) (V) es denso en ¢ (h) entonces dado ¥% 2

D($a), (1 iS)M2c¢() y (1i %)) I (1 i %))
con 4,9, %2V, por lo tanto:

R($o) (1 i $:) () 1 RS i $a)09)
lo cual implica que

o By (0 $0) (o) = . k) T B Ch);
pero de esto Ultimo se tiene que:

Bo () =, Can) 1 1 i Bo) (hn)

asi $s (1/zn) ! $. (h); por lo tanto V es esencia de $x:

Ahora sea x 2 B (h) entonces tomemos A, el funcional en ¢, (h) de..nido por
A (1§ Bo)juihA)) =tr (L1 § $a) (X)jUIhAJ) veremos que A, es el fun-
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cional 0. Sea A, ((,1 i $o)juihAj) =tr (.1 i $=x) (X)juihAj) = 0;esto impli-
ca que
tr (_x juihAj) = tr ($s (x) juihAj)

es decir
hu;  xAi = hu; $a (X) Ai

Lo cual dice que $ (X) = _ X, pero siendo T™™" conservativo esto es cierto si
X = 0; asi el anulador de (, § $) (V) esigual a fOg: m

Lema 3.2.10 Considerando $™" y su predual $7. Se tiene que D '($L“ﬂ”)°
D($™N):

Demostracion. Primero vamos a demostrar, D($™") 12 D '($;”“”)°
Sea x 2 D($™") y sea % 2 D($I™); tenemos que demostrar que

i ¢
oot S (1) x

es una funcional lineal acotada.
Por otra parte tenemos que

Mg (T

- - ¢¢ -
tr'er'sM™ ) x = Jm o tf'l (%) x
u u nﬁn - ﬂ ﬂ
= Ifmtr % il X

tro+ ¢ t
tr ' 4™ (x)

por lo tanto i ¢
jtr wS™ () - (e $™ (i
resultando asi que la funcional

boutr S () X
i ¢ Zi L ta

es acotada y po(rt lo tanto x2D ¢($mﬁ”)° cytro oI T x
=tr'$M W) x =tr 1/z$m'ﬁn ( ¢
Ahora veamos que D ' ($7™)° l/ Dlgmn’ .
En este caso thremos uso del a'eorema de Hille Yosida ([3] ;Pag. 170).
Como D, ‘s 1, D ! ($rinye ; YgPuesto que $™™ genera un semigrupo,
D, $m“” denso asi D ($m“”) es denso en ¢, (h) : Demostramos que
G'($M™)° (gra..ca de ($7™)°) es cerrada.

a

6 @rmy =it ey () :f2D‘($”“F‘”)“¢

Sea ff®g®2I una red tal que fe ‘F’ fy f®, ($oiny= (f®) /"“ (f;9), veamos
que f 2D '(SIM)° y ($T™)° (f) =0
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i ¢ . i ¢
Tomemos % 2 D ($7™) vy sea la funcional % ¥ tr ($™M () f ;

. ¢ X
tr' (S (4) f Ifm tr $m“” (1/2) feo

ifm tr 1/2 $;““” (fo)
= tr(%g);

a3| la funcignal % ¥ tr ($m'“” (1/z)f¢ resulta acotada, con lo gual f 2

D '($rmy="y ($m“”) (F) = g; deduciéndose que G ($m'“”) ¢es cerrada.
SeaA2D I(\‘]Sm*"”) recuérdese que RI™ : B (h) ¥ D '$m™n " \amos a
demostrar que

i N R
R o1 § ($™)° (A) 2D '$™
Tomemos % 2 ¢ (h) arbitrario.
i i ¢ ¢ i ¢ ¢
tr AREV 01§ (ST (A) =t REMT () @1 i (SI) (A)

i ¢
donde RT™= (1) 2 D '$mn”: asi que

i i ¢ ¢ ¢
tr 'RT™= 1) '@l § (ST (A) = ®| i g Rm“”“(l/z)A i
¢ ¢ :
= tr '™ '@ $T™ T (H)A
= tr (¥A)

lo cual es C|erto si y solo Slttr %Rm“” ®I ($mfimy= (A) =gr (%A), de
donde RYf™" 3®I i ($y)° A A; por lo tanto A 2 D '$™" el cual im-

plica que D '$mn " 15D '™ Por lo tanto tenemos que
i g i ¢
D '$m”° =p's™
Proposicion 3.2.11 Supdngase que se tiene la Hipotesis AA. Entonces las
siguientes condiciones son equivalentes.

1) T es conservativo;
2) D($™) =fx 2 B (h) : $(X) es una forma sesquilineal acotadag.

Demostracion. 1) implica 2) ¢
Tomemos x 2 B (h) tal quex 2 D '$™ entonces $™ (x) 2 B (h) y
se tiene que $™" T{“‘"‘n (x) = &7/ (x), donde la derivada se toma en
la topologia %-débil. Esto implica que para todo A;u 2 D (G)

d -

- i ¢ .0
u; ™ T () A =

®
5 u; T () A -
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Por otra parte también se tiene que:

d - .1 mfin ‘®- — A
o U TM (X)A j=o =S (X)[u;A], parat _ O

de donde se deduce facilmente que

U g x) A® =$X)[u;Al:

- \®
u; MM (A =

Por lo tanto la forma sesquilineal de $ (x) coincide sobre D (G) £ D (G) con
la forma sesquilineal del operador $™™ (x), por lo tanto $ (x) es acotada.
Esto demuestra
D($™M) % fx 2 B (h) : $(x) es una forma sesquilineal acotadag.
Reciprocamente, si $ (X) es acotada entonces existe Y 2 B (h) tal que:

$ (X) [u;A] = hu; Y Ai

para todo u;A 2 D (G): i ¢
Para probar que x 2 D($™™"): Considérese la funcional % ¥ tr "$7™ (1) x
con % 2 D($IM™): Bastara ver que ésta funcional es continua, sea % 2 V el
siguiente operador de traza ..nita

x
Y%= juiihAij
i=1

con ui;A; 2D (G):

Entonces
i ¢ X .t X .
tr $TMw)x = tr T GuiihAi)x = ) [ui;Ail
i=1 i=1
X ‘
= hu; Y Aji = tr (Y jujihA;) =tr (Y %)
i=1 i=1
por lo tanto

i ¢ N

jr SEM () x - JiY iis@mpiitier

lo cual indica que x 2 'D(EBS‘“”)“ , usando el lema anterior se tiene que
X 2 D($M™):

Siendo V esencia de $™ el resultado se extiende a todo D($T):

2) implica 1)

Como $(1) fu: A1 = 0; por la Hipétesis AA, u;A 2 D (G) se deduce que
12D $mMn :

Ahora para todo , > 0;

Rm“”i=+$m“”¢(|
R™ ' 1+$™ (1) = |
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lo que implica que

RN OERE
Para todo u 2 h
- ®
jjujjz. = hu;lui=_, u;R™(1)u
Z 1 _ = ®
= . ef-S u; T (1)u ds
4
N _ 0
JJUJJR — el.s u;TSmﬁn (l)U ds
> 0

lo cual quiere decir que
- ®
u T (M) u = jjujjE. =hu; lui;
por lo tanto se tiene

TMN (1) =1; paratodos _ O:
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Capitulo 4

Criterios de
Conservatividad

En este capitulo damos condiciones su..cientes para la conservatividad de
un S.D.C.M. Ademas de la hipdtesis AA usada en el capitulo anterior supon-
dremos valida la hipotesis C(pag.82). Ambas hipdtesis permiten demostrar la
conservatividad de un S.D.C.M.

81
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4.1. Hipotesis C

Sean G; L- (C _ 1) operadores que satisfacen la HipoOtesis AA.
Estos operadores satisfacen la Hipdtesis C si existe un operador, densa-
mente de..nido, positivo, autoadjunto, C y un subespacio lineal D con las
siguientes propiedades:
1) D esta contenido en el dominio de G:
2) D es esencia de C%:
3) D es invariante bajo el semigrupo fP:g, , Yy el subespacio R(,;G) (D)
esta contenido en el dominio de C2 para cada , > 0:
4) Paracada > 2N, _ >0, el subespacio L-R(_;G) (D)% D(C%):
5) Existe una constante positiva b tal que:

D 15 1 E XD 1 N 1 E 1.
2Re C3A:C3GA + CZL-A;CEL-A - bjjC3Aj2  (41)
=1

para cada A2 R(,;G) (D) y para algin _ > 0:

Nota:

Obsérvese que de laidentidad GR (,;G) = .R(,;G) i 1 ([18]; pags;36 j 37),
se tiene que el subespacio lineal GR (,; G) (D) esta contenido en el dominio
de CZ. Por lo tanto si u 2 R(_; G) (D); existe A 2 D tal que

u=R(,;G)Ay Gu=GR(,;G)A 2 D(C3):

Como consecuencia C2G® tiene sentido en (4;1) : También denotamos por
k:k 1 la norma en el dominio de C%Odadaopor
¢ 1.2 A2 © 1 ‘02
kAKZ 1 = kAkh +°CzA°
C2 h
Esta norma proviene del producto interno:

N N D NN 1 E
hA;Li_y =hA;i+ CiAcla

1
2

Axr2 D(C%); que hace de D(C%) un espacio de Hilbert. Esta nueva norma
induce una topologia estrictamente mas fuerte que la que induce la norma
original. Denotemos por kK., ; la norma de operadores en este nuevo es-

pacio de Hilbert.
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El siguiente resultado es una estimacion sobre R (n; G), el operador resol-
vente (Nl j G)i'enh:

P a .
Proposicion 4.1.1 El operador ‘1=1 (nL-R(n; G)) (nL-R(n;G)); de..nido
en h; satisface:

X
j  hnL-R(n;G)A;nL-R(n;G)Aij - 4njjAjja:
t=1
Demostracion.
Seguimos [8], pag.66.
Sea A 2 D(G); entonces se tiene debido a la Hipotesis A,

jthL‘R(n;G)A;nL‘R(n;G)Aij - 2jhnR(n; G)A; nGR (n; G)Ai j
r=1
- 2jinR(n; G) Ajin JinGR (n; G) Ajjn
- 2jiAiif n%iiR(n; G)Ajjn +n
2 jjAiif, ;2n
= 4njjAjj;
Ahora denotemos por Jn, el operador positivo que satisface

hnL-R (n; G) A; nL-R (n; G) Ai = hA; J,Ai:
=1
u

Proposicion 4.1.2 Supongamos la Hipotesis AA. Para cada A 2 h; se tiene
lo siguiente:

- .® L .®
A:QK(MA - Ifminf A R™ (J)A ;1 (4:2)
K=1 - nt z
Demostracion. Seguimos [8], pag.66.
ParaA2 Dy n _ 1 se satisface:
z 1
hA,F} (Jn)Ai = ei’shpsA,\ansAidS
0
Z 1 X . .
= ef-5  hnL-PsR (n; G)A;nL-PsR (n; G) Aids
0 =1
Z 4 x )
= ef-S  jinL-R(n;G) PsAjjids
0 =1
*Za \
= e’-SjjnL R (n; G) PsAjjads
=1 O
= hnR(n;G)A;nQ_ ()R (n;G)Ai
= AnrRMG)Q_ ()R G)A
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resultando asi que F_ (Jn) = n*R(N;G")Q_ (DR (N;G):
También tenemos acotacion es uniforme para F_(J,); pues
iiF. Qn)iisy = Jin°R(N;GHQ_(HRMG)jj
NZjiR (n; G®) jiiiQ. (1) ig ey iR (; G) i
1. .

- nzﬁJJQ, D jismy

N ORI EYCIO)

- 1L

Por lo tanto para todo n 2 N se tiene jjF_ (In) jjsny - 1:

Como n’R(N;G") Q. ()R (N;G) =nR(N;G*)Q_ (1) nR (n; G)
y nR (n; G), nR (n; G*) ambos convergen fuertemente a I;cuandon ¥ 1
([20]; Lema 3;2; pag;9). Entonces Q_ (1) nR (n; G) . .!1 Q_ (1) fuertemente,

asi resulta que F_ (Jn) . .!1 Q. (1) fuertemente.
Ahora sea © 2 D y usando que Q‘j es normal se tiene que:

- ® - ®
o- Nk o — o k+1 o -
Jm ©QTF. (In) QT (e
Pero por el Lema de Fatou, se deduce también que:

- k+1 ® : X- k ®
%;Q“ () - Hminf  °Q F (3n)°
k=0 N k=0
obteniéndose asi,

- ® - ®
°Q e - Mminf °;R™ (J,)° (=)
= n® 1 =
k=1
y como D es denso en h, el resultado se extiende a todo h. =

Con esta proposicién demostrada podemos preguntarnos ¢Cuando la serie
en (@) converge?. Para ello s6lo serd necesario estimar a R™" (J,,): Pero
esto es posible si para " > 0 se tiene que J, - C+ y

-, ® - ®
Supn_1 A;R™(J)A" - Sup AR™(C)A <1
= n>0 E3

para A en un subconjunto denso de h; siendo C un operador positivo auto-
adjunto y los C~ operadores acotados,

c.=c@+"C)t":
Los operadores C- son las aproximaciones de Yosida para C:
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Lema 4.1.3 Supongamos la Hipdtesis AA y la Hip6tesis C . Entonces para
cada . > bh;D(C?2) es invariante bajo R (_;G) y ademas se tiene que:

KR(.;Gkep - (L i D)

Demostracion. Seguimos [8], pag.68.
Ahora pasamos a demostrar primero la desigualdad. Para ello tomemos
A2Dyseay= R(;G)A=_(Ii G)i'AentoncesA=1(_1 j G)u
='1; _i'G u: Por lo tanto,
. i . ¢

A = et i e ui :

= C2uj , ''ciGu;cz°j  ilCiGu
D E

= jjCZuji i 2.1'Re C2u;C2Gu +  1%jjC3Gujj?
iIC2uii i . MhiiC 2 uiif + . 1%jiC 2 Guii}
"1 . jicuji?
i ¢ .
= 1. jiC.R(;G)AR
= 2" " jiCER(L;G) Aji?
= . ( i DICIR(:G)Aj:

Asi
. 1 PN .. 1 ..
. (L iDICZR(,;G)Ajj2 - jiCZAjjn
con lo cual,
P
jiCZR(_;G)Ajj2 - % ,con . >b
s\ 1
es decir,
Hoy T
. 1 .. 1.
JICZR(.;G)Ajin D] jiC2 Ajjn
1 1 . 1.,
JJC;R(,iG)AJJh i b)JJCéA”h;

puesto que D es esencia de CZ también se tiene que

IR (i @) Al - —sliCH Al para A2 D(C2);
o |
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Por lo tanto
n N N N O

inf M >0;jiR(.;G)Aji_3 - MKkAk_3 ;A2 D(C2)
8 e |

<M >0, jiR(:G)AZ+CIR(:G)A)

- - M jiAji2 +jiCZAjj2; A 2 D(C?)

Nl

IR(:G)icia

I1©

= inf

1.
.ib

Ahora demostramos la invarianza de D(C %) bajo la accién de R(_;G):

Tomemos A 2 D y sea © = R (_; G) A: Claramente se tiene que © 2 D(C?),
. 1 1q.

por lo tanto existe fong,, %2 D tal que ©, . !!1 °yC:z°, . !!1 Cz9;y

R(.;6)° = M R(.;G)®s

pues R(,:G)°, 2D(C2%) 8 n _ 0, lo cual implica que R(_;G)° 2 D(C?),
resultando que R (,;G)D(C2) % D(C2): m

Corolario 4.1.4 R(,;G) (D) es denso en D(C%) con la norma k:kcé :

Demostracion.
Tomemos 1 2 D(C%) tal que se tenga:

D E
0=h%R(,;G)Ai_; =hLR(,;G)Ai+ C32C3R(,;G)A

con A 2 D. Vamos a demostrar que * = 0: Claramente, de la igualdad de
arriba se tiene lo siguiente:

D E
C21;C3R(_;G)A = jh;R(_;G)Ai

pero recordando que D es denso en D(C%); se tiene que existe fAng, %2 D tal

que An ! 1: CzA, ' Cz1; R(.;G)An ! R(;G),.>0y
C%:R(Q;G)An r!] Cé,R(,;G) 1 Porlo taEto se cumple también lo
siguiente C21;,C2_R(_;G)An = ih% _R(;G)Ani ¥

D 1 1 E D 1 1 N E
C31;C3 R(,;G)* fm C2%C2,R(.;G)Aq

i fm b R G)Ani
it R(,;G)%i:



4.1. HIPOTESIS C 87

Recordando que R (,;G) _il I, ésta Gltima igualdad nos muestra que
"D E

C21;C31 = jh1;1j
D E
C%l;c%l +h1:1j

0

lo cual quiere decir que
jitii 3 =0
pero esto es posible si y solo si * = 0: Por lo tanto resulta que R (_;G) (D)
es denso en D(CZ%): m

Proposicion 4.1.5 Supongamos que se tiene la Hip6tesis C. Entonces D(C %)
es invariante bajo P¢; para cada t _ O; y la restricciéon de los operadores P; a
D(C?%) forman un semigrupo fuertemente continuo sobre el espacio de Hilbert
(D(C2);kike., ): Ademés se tiene que

kPike.q - €™

Demostracion. Seguimos [8], pag.69.
De la siguiente identidad, valida para cada _;1>1b

RL:G)iR™®G)=i.) R(L;:G) R*G);

se obtiene una familia de resolventes en el espacio de Hilbert (D(C?); kke.1):
y ker(R(,;G)) =10g; pues R(,;G)(,;G) =1 implica que R(_;G) es
inyectiva, por el corolario de arriba, ahora usando [20] Teorema 9;3
pag.36, se tiene que fR(,;G)g -, es el resolvente de un operador cerra-
do y densamente de..nido en D(C%); llamémosle 2: Por el Teorema de
Hille-Yosida-Phillips-Miyadera-Feller.([17] ; p4g;72) y la proposicion an-
terior se tiene que = genera un semigrupo de contracciones fS:g, , de
clase Co (1;h) ;es decir jjSejjc:a - €% y como

2 .

n n
-R —:G

3
St = n'ﬂ”i t ot

fuertemente en D(C2) entonces para todo © 2 D(C#) ([19];Teorema

8;3; pagy;33) 3 = .
Si° = mm ER E'G n°=Pt°
n¥1 t t’
SO-O PO-O
a0 = gqm 2>t = Igm t 1 —go;
t¥o+ t tYo+ t

resultando asi que 2 es la parte de G en D(C2) ([19];Def;10;3;pag;39):
Por lo tanto P; deja invariante a D(C %); resultando a la vez que es semigru-
po, y ademas jjPjjc:1 - €°t. m
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Corolario 4.1.6 Supongamos que tenemos la Hipotesis C. Entonces para ca-
daA 2 R(,;G)(D) con , > b, la funcién t ¥ jjCZP.Ajj2 es diferenciable y
ademas: d D E

ajjc%PtAjjf1 =2Re C2PA;C2GPA

Demostracion. Seguimos [8], pag.69.
De la Teoria de semigrupos de contracciones, aplicada a

3 - 3 -
P.:D C3 §1D C3
3 3 e
se sigue que R(,;G) D c: =D (®) y ademas para A 2 D (&)
d. iy d. ... .. b E
EtJJPtAJJC% = EthPtA;PtAIC%=hgtaA;PtAI+ ngtaA;CZPtA
+hPA; P@Ai_y + C2PA;CIP=A
D E

= d%ijtAjjﬁ+2Re C2PA; CZP3A

Por otro lado como @A = GA para A 2 D (&)

JIC2PAj? JIPAIZ 5 i JIPAATT

do s vn de o d
d_t”CZPtA”h = d_t”PDtA”c% 'd_t”PtAJ{Eh

2Re CZPA:C3P2A

por lo tanto se tiene que

do 1 s b, ., _.E
d—t”cthA”ﬁ =2Re CZzZPA; C2P2A
| ]

Proposicion 4.1.7 Supongamos que tenemos la Hipdtesis C. Entonces para
cada , >b y A2 D(C%) se tiene lo siguiente:

- ® .
(. ib)Sup A, R™(C.)A - jiCZAjj? (4:3)
"=0 -

donde
c.=@+"c)itc:

Demostracion. Seguimos [8], pag.70.
Sea fR"g,,_, la sucesion de transformaciones lineales positivas consideradas
en el Teorema 3;2;4. Sera su..ciente demostrar que para todon _ 0;, >bhy

LY
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A2 D(C%) el operador R" (C~) satisface:
(. i b)SuphA;R" (C-)Ai - jiC3Ajji:
">0 z

Veamos que la desigualdad se vale paran=0y A 2 R(,;G)(D): Procede-
mos por induccion. Del hecho de que D es invariante bajo Pt y que P
conmuta con R (,; G) se tiene lo siguiente

PtR(,;G) (D) =R(,;G)P«(D) LR(,;G)(D):

Con métodos de Teoria espectral se tiene que hA; C+Ai - hA; CAi para todo
A2D(C);ycomo D(C) es dengo en C? ([¢5]; Teorema 3;35; pag. 281)
también se tiene que hA; C-Ai - CZ%A;C2A : Ahora integrando por par-
tes tenemos:
YA 1

gi-t hPtA, CPtAl dt
2’ b, , E
= | ei-t CPPAC?PA dt
z? .

Lei-YjC? PeAjj2dt

’ 1. z 1 D 1 N 1 E
= jiC?Ajji® + 2Reei-! C?PA;C?GPA dt

I R T I S
- JICZAjip +b  el-YjCePAjjdt

0

SN
A;RC (C-) A

Fy Fy

. - .®
- jiCZAji2 +b A;R%(C-)A
. - .®
- jiC2Ajj2 +bSup A;R°(C-)A :
=0 z
Asi se tiene que,
- 0 - .0
.Sup A;RO(C-)A - jjC2Ajj2 +hbSup A;R°(C)A
">0 - ">0 :
lo cual implica que,
- N
(. ib)Sup AR (C)A " - jiC2Ajjf:
=0 z
Por la densidad de R (_; G) (D) en D(C#) se extiende el resultado en D(C %):
Supongamos que la proposicion se tiene para algiin n y para cada A 2-

D(C2): Es facil ver que para cada A 2 R(_;G) (D), L-P:A 2 D(C2) de
donde por la segunda ecuacion de (3;9), y de la de..nicion de R" del Teo-
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rema 3;2;4; se tiene que:

- . ® X X
A;RM™I(C)A = hAF_(C)AI
xZa \ \
+ ef-*hL-PtA;R™ (C-) L-PiAi dt
=1 O

xZ1

,ib\:l 0

- hA;F_(C)Ai+ ei-fjjiCzL-PAjj2dt

ahora usando la desigualdad 4;1) e integrando por partes nuevamente se
tiene que

xZa o Z1x
el -1jCZ L -PAjjidt

=1 0 0 =1

Z 31 D | o E

= ei-! C2ZL-PA;CzL-P,A dt

0 =1

Z 1 . .

) be ¥ -4jC2 PAjj2dt

Z 1 D 1 N 1 \E

el-"2Re C2PA;CZGPA dt

ei-4iCEL-PAjiAdt

i
Zq

be - 4jjC 2 PAjjdt
7 . Moy T
+ el-t jjiCEPAjR dt
0 dt
i

= JICRAJ2 i (L ib)  ei-YiCIPAjRdt
0
- JIC*Aj2 i (. i b)hAF_ (C-)Ai
por lo que se deduce que,

- 9 O jickAjiz ,

Fy

con lo cual _ ® X
(, ib)Sup AR (C)A - jiCZAjj;
=0 .

y por ser R(_;G) (D) denso en D(C%); la prueba vale en todo D(C2): m

Los siguientes tres resultados son los mas importantes de este capitulo y son
consecuencias de la Hipdtesis C.
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Teorema 4.1.8 Supongamos que hay un operador C que satisface la Hipotesis
C , la Hipodtesis AA y tal que

hA: J,Ai - hA; CAi

para cada A 2 D(C); n _ 1:
Entonces el semigrupo dindmico cuantico minimal es conservativo.

Demostracion. Seguimos [8], pag.72.

Sea , > b;bajo las hipdtesis del mismo teorema tenemos que los operado-
res acotados (Jn). Yy C- son crecientes cuando " decrece y ademas satis-
facen la desigualdad

(n)- - C-
([16]; pag;317) con lo cual para A 2 D(C) se tiene que:

- 0 - @
A R™ (30). A - AR™(CH)A

- ® - .® ] .
Sup A;R™(J,).A - Sup A;R™(CHA - (L i b)PjiCZAji2
"=0 > "=0 =
y asi debido a la Proposicion 4.1.2
UG . - ®
AQCMWA - Mminf Sup A R™ ((In).)A

B "10 "=0 B

k=0
L .®
= lminf A; R™ @A <1
lo que implica que koK (1 A® .
iy A A=
y como jjQ* (1)jjo - 1, por lo tanto tenemos que Q (1) ’ .Yl 0; resultan-

do asi que T™™ es conservativo. Siendo D(C) esencia de CZ ( [14] Teore-
ma 2;1, pag;322; Teorema 2;23,pag.331) la demostracion se extiende a todo
D(C%). m

Teorema 4.1.9 Ahora supongamos que tenemos la Hipdtesis AA y que existe
un operador positivo autoadjunto A en h tal que :

1) D(G) % D(A?) y que para cada A 2 D(G) se tiene lo siguiente:
oo x b, E
i 2RehA; GAI = hL-A;L-Ai = AZA;AZA :
.-

2) Existe un operador positivo autoadjunto C satisfaciendo la Hipdtesis C
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tal que D(C) % D(A?) y para cada A 2 D(C) se tiene que

Entonces el semigrupo dinamico cuantico minimal T™™" es conservativo.

Demostracion. Seguimos [8], pag.72.
Sea . >hbyA 2 D(A): Para" > 0, los operadores acotados A. y C- satisfacen
A. - C.: Asi la sucesion de nimeros positivos hA; F_A.Ai es creciente confor-

me " decrece, veamos que los F_A. estan acotados uniformemente. Para ello

sea A 2 D(G) % D(A?): Obtenemos que PsA 2 D(G) % D(AZ) y por

lo tanto
N Ve N Z 1 N Ve N
hA; F_A.Ail = ei-S hP.A: A.PSAi ds
2’ b, ., E
= ei-S AP,A:ARPA ds
ZO:L D,l N s 1 ‘E
- ei-S AzZP,A:A2P A ds
Zo
u

= ei-S (j2RehPsA; GPsAI) ds
2, H T
— i.s - Yoo a2
. e i ggliPsAlln  ds
o Z a1 ei,S

£ _ i .. ¢ 1 .
= ei-S jjiPsAiiZ i jiPsAjjzds
0

0

Fy

Zl i.s

= JiAiif i jiPsAjinds

Fy

- iAji:

Como jjF_A.jjsmy = SupfihA;F_A.Aij: A 2 D(G); jiAjjn - 19;
se tiene que ij}A..jjB(h) - 1; lo cual implica que F_A. esta uniformemente

acotado por 1: Ahora haciendo uso del Teorema de convergencia mono-
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tona tenemos

SuphAF AAI = MMBAF AAL = el-tImiPAA.PAi dt

entonces F_A. "Eo Q. (1) fuertemente, debilmente y %-debilmente.
Por otra parte recordemos que los QX son %-dgbiles continuos. Entonces

Z 4

Z5 p . ° E

= ei-tifm ATPAATPA dt
ZO:L <1 N

= et-tjjAzPAjjdt
0
. S

= ei-t hL-PA;L-PAidt
0 =1
X%a o

= ef-t hL-PA; L-PeAi dt
=1 O
*xZa \

= ef-* jiL-PAjjdt
=1 O

= hA;Q (DAI

QX (F.A.) "go Q“** (1), es decir dado A2 D C3 ;

Ahora tenemos

A QN(FAY) A - AQM( A

- @ x - G
AQ (A = Ifm A; QX (F_A)A

k=0 k=0

- NC)
asf se tiene que A; Q*1(1)A . _!1 0: Como D(C?%) es denso en h tenemos

que Q“** (1)

k

x- .8
= Ifm A QK(F.A)A
#0 k_=0 0
= Sup A;R™"(A)A

">O_ > 0
- Sup A;R™"(C.)A
">0 =
1 . 1.
- IC2Aj;

Fy

_!1 0y por lo tanto T™" es conservativo. m

93
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Proposicion 4.1.10 Supongamos que se tiene la Hipotesis AA y que existe
un operador autoadjunto C con dominio coincidiendo con el de G. Sea D; una
esencia para C con las siguientes propiedades:

1) L-(D,) uD(C%) para” _ 1.

2) Existe un operador autoadjunto A tal que D; % D (A) y ademés
i 2RehA; GAi = hA; AAi - hA; CAi

para todo A 2 Dy.
3) Existe una constante positiva b tal que la desigualdad

N . X D 1 N 1 N E N N
2RehCA; GAi + CzL-A;CZL-A - bhA;CAI (4;4)
=1
se tiene para todo A 2 Dy:
Entonces el semigrupo dindmico cuantico minimal es conservativo.

Demostracion. Seguimos [8], pag.74.
Consideremos D(G) y D(C) como espacios de Hilbert con sus respectivas
normas

q

jiuie = jiuijf + jiGuijg;
q

jiuic = Jiuijf + jiCuijg:

Con éstas dos normas se tiene que la identidad i : D(G) ¥ D(C); es una
transformacion cerrada y ademas es un homeomor..smo. Resultando asi

que las dos normas son equivalentes y por lo tanto existen constantes c;
Cp; C3; C4 tales que:

jiGAjin - cajiCAjjn + c2jjAjin
jiCAjin - c3jiGAjin + c4jiAijin ,

ya que D; es una esencia de C y de G; para cada A 2 D(C) = D(G) existe
fAng, ;%2 Dital que An ¥ Ay fGAng, ;, fCAng, jconvergen fuerte-

mente a GA y a CA: Vamos a demostrar que se cumple la condicion 1) del
Teorema 4;1;9 ; recordemos que en esta hipotesis se requiere que
D(G) % D(A?) y para todo A 2 D(G)
N . X N s . D L1~ 1 E
i 2RehA; GAI = hL-A;L-Ai = AZA;AzA
=1

Sea A 2 D(G), por demostrar que A 2 D(A?):
Existe fAng, ;% DitalqueA, X A GAy I GAy CA, I CA
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asi por la Hipo6tesis 2)

i 2RehA,: GALi = hA; AALi

i 2RehA; GAi = nlﬂrri hAn; AALi
< PR D,1\ PN E PP B
%comoohAn;AAnl = A2A,;AZA, =jjA2A,jj?; ahora resta demostrar que

PN , . .
AzZAq es convergente. Obsérvese lo siguiente:
n_1

D'l N N PN . E

Az (An i Am) Az (An i Am)

= h(An i Am);AAn i Am)i

- h(An i Am);C (An i Am)i

- iiAn i Amiin JiC (An i Am)iin 1 0;

m¥ 1

jiAZ (An i Am)ji?

n o

PN ., .
por lo tanto Az2A, es una sucesion de Cauchy y en consecuencia es
n_1

convergente.
PN N ~ . .
Supongamos que AzA, _!1 °y A, _!1 A: Como A = A” entonces es cerra-
nt nZt

do y se tiene que A 2 D(A?) y AZA =©. Con lo cual D(G) % D(A?);
deduciéndose también que,

i2RehA;GAI = nIﬂrnl(iZRehAn;GAnl)
D, N s 1 E

Ifm AZAn;AZA,

B** E

A

Nl

=  AZAA

NI

para todo A 2 D(G): Asi hemos probado que se cumple la Condicion 1) del
Teorema 4,1,9:

Ahora como D(C) % D(A?) ya que D(C) = D(G); sea A 2 D(G) entonces
existe fAngn’l Y% Ds tal que A, . .!1 A, GA, . .!1 GA, CA, . .!1 CAy

AZA, _!1 AZA. Se tiene entonces que

n
Drl\ ,le D,l\ ,1‘E
ASAAZA = Ifm AZAnA%A,
n:i D E
- Mm hAn; CAqi =hA; CAi = C2A:CZA
nY1

lo cual quiere decir que
D 1 1 E D 1 1 E
AZA;A2A - CzZA;C2A
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Para ..nalizar la demostracién de éste teorema veamos que se satisfacen las
condiciones de la Hipotesis C:

1) Tomando D = D (G) se cumple la primera condicion.

2) D (G) es esencia de C? ([15] ,Teorema 2;1; pag. 322 y Teorema 2;23;
pag. 331).

3) Siempre se cumple.

4) Paraveri..car, L-R (_;G) (D (G)) %2 D(C%): Veamos que R (_; G) (D (G))
% D(L-) y que L-A 2 D(C?), paraA 2 R(_;G) (D (G)):

Por hipdtesis tenemos,

D (G) % \L,D(L-)
lo cual implica que

R(.;G)(D(G)) 2D (G) % D(L-) para todo ~ _ 1:

-

Asi, solo falta veri..car que L-A 2 D(C?): Por otra parte existe fAng, , %
N N N N N N PN 13

D, tal que Aj . !!1 A, GA, . !!1 GA, CA, ., !!1 CAyAzA, . !!1 AZA,

Gracias a la ecuacion de la Hipotesis AA) también se tiene que:

0 < hL-(AfAn);L-(AiAn)i- hL- (A i An);L-(A i An)i

1
= i2Reh(AjAy):GAiA)i I 0

de donde se deduce que LA, ¥ L-A:
n i

a
Ahora veamos que CZ2L-A, . es sucesion de Cauchy
n.
. 1 N 1 N .. XD 1 N N 1 N N E
JIC2L-A § C2L-Anjjn - C2L-(An i Am);C2L-(An i Am)

=1

- bh(An i Am);C(An i Am)i i 2RehC (An i Am);G(An i Am)i n_m!!1

Sea © = nIﬂmlC%L\An;como C? es cerrado entonces L-A 2 D(C2) y
CiL-A= Ifm CEL-Ay:
ny 1
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Para ver que se cumple la parte 5) de la Hipdtesis C,
tomemos A2 R(,;G)(D(G)) % D(C)%D CZ% , obsérvese lo siguiente

D, , E %D  _ E
2Re C2A:CZGA + C:L-A:CZL-A
_
. X o, E
= nlﬂrTiZRehCAn;GAn|+\_lnlﬂrTi CzL-A,;CZL-A,
o o xb .~ , E
- nlﬂrrizRehCAn,GAnHlmTf 1 CzL-A,;CZL-A,
_ _ .
A s
= Mminf 2RehCAn;GAni+ C2L-A,;CZL-A,
' —
ney D . . E
= Irr_1infb CzA,;C2A,
n_lD 1. 1 E
= Igmb CzA,:C2A,
ni 1 E
= b C2A,C2A, <1

Por lo tanto C satisface la Hipotesis C, y por el teorema anterior T™" es
conservativo. m
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Capitulo 5

Ejemplos de S. D. C.

Aqui se exponen algunos ejemplos en los que el correspondiente semigrupo
dinamico cuantico minimal asociado resulta ser conservativo en algunos ca-
sos, un ejemplo en el cual el minimal es conservativo es el 5;1;4 y otro en

donde no lo es, es el ejemplo 5;1;6 con ~° <~ . Este Gltimo ejemplo mues-

tra que la condicién AA es necesaria pero no su..ciente para la conservativi-
dad.

99
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5.1. Ejemplos

Ejemplo 5.1.1 ([8]; pag. 30:)Sea h cualquier espacio de Hilbert complejo sepa-
rable, y sea P = fP,g, , un semigrupo uniformemente continuo de contracciones
en h. La familia de operadores Ty : B (h) ¥ B (h) de..nidos por

Ti(a)=PgaP

es un Semigrupo Dindmico Cuantico uniformemente continuo, cuyo generador in-
..nitesimal es $ (a) = G”a + aG donde G es el generador de P:
Veamos que Ty es un SDC.
1) To(a) =PgaPo =a
2) Ti+s(8) = P g@Pias = PP (PSaPs)Py = PP (Tsa)Py = Te((Tsd))
= (TeTs)(a)
3) Por Kraus;Capitulo 1: Teorema 1;2;15, T, resulta %-débil continuo.
4) Ahora veamos que es %-débil continuo en el tiempo t; para ello tomemos
% 2 ¢ (h) tal que
X
h= ®n jenihen]
n=1
donde fengnl:l es un sistema ortonormal de h , y los ®, _ 0 con la propiedad
de que
X
®n < 1d:
n=1
Lo que vamos a demostrar aqui, es tr (%:Ta) . =0 tr(%a):

Es claro que,

X
tr (%Ta) = ®n hTaen; eni ( por la Prop.1.1.2):

n=1
Pero, para todo n 2 N;
i®nhTiaen;enij - ®njjTrajja JJenJJ%
= ®njjPraPyja - ®njjajja
y ®,hPiaen; Pieni . Eo ®, haen; eni, porque Py es uniformemente continuo.
Entonces, tenemos que por el Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue,

X ) X )
®n hPtaen, Ptenl E ®n haen, enl
n=1 teo n=1
Pero como,
* +
X X X
®nhaen;enl = ®njenihenjaem; em

n=1 m=1 n=1
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por lo tanto tr (. Ta) . !o tr(%a):

De la continuidad uniforme de Py, se tiene que para todo a 2 B (h) con
jajjia=1
jiT@aiajs = jiPraPei ajja
= jjPfaP: i aP¢ +aP¢ i ajja
= ji(Pfa j a)Pr+a(Pe i Dija
- Ji(Pfa i @)Pdja +jja(Pe i Diia
- Ji(P¢ i DijajialiaiiPdia +jjajiaii(Pe i Dija
- JiPE i Dila +iiPe 1 Dija
= 2jj(Pt i Diisny:
Ahora jjTe i ljle@my =  Sup  jiTeda i ajja - 2jj(Pe i Dija;
azB(h); jiajj=1

asi se tiene que jjTe i ljis@ny) tgo 0: De donde se deduce que T es uni-

formemente continuo para todo t _ 0.
Ahora calculamos $ (a) :

_ Te(@) ia _ PfaPtja _ PiaP: j aPr+aP¢ j a
$@ = W W= =1 t

t¥0

— Hlm(Ptn il )aPt+a(Pt il )
t¥o0 t

= ImHPtﬂil'"aP+ImaHPti|'IT
- t1LO t t tﬂ!o
= ImHPtiI'nﬂaP+ImaHPtil'IT
- tﬂ_o t t tﬁ_o t

H T H il
_ Ptil Ptil
- i e
= G"a+ aG:

Por lo tanto $(a) = G"a + aG:
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Ejemplo 5.1.2 ([9] , pag.198)Sea h espacio de Hilbert .

Tt (a) = gi tiH aetiH
con H autoadjunto, es decir H = H" y acotado en h.
Entonces T¢ en B (h) es un semigrupo dindmico cuantico con generador in...-
nitesimal
$@)=ji[H;a]:
Como se trata de un caso particular del ejemplo anterior, con G = iH;
entonces
G"a+aG
(iH)" +a(iH)
= jiHa+aiH
= ji[H;a]:

$(a)

Ejemplo 5.1.3 ([8], pags.58 j 59)EI Semigrupo asociado al proceso de nacimiento
puro.
Sea -
N ¢ . > .
h=1, N fog = fA,g,%C : jAsjP<1

n

D)

y f.ng,%Ctalque .o &0Oparatodon2 N .
Ahora sean S y T operadores en h; de..nidos por

> D)
D(f) = ©2h: j,njz jonj2<l
> n
) = .n°nén = (0%, .1%1;11)
n
S() = S(%:°) = (0;%;°1;:1);
2

Tomando ahora Ly =S +F; L- =0; operador cero para ~ _ 2; claramente
tenemos que

hGA: Ai + hA; GAi + hL;A; L;Ai =0
es decir se satisface la ecuacién de la Hip6tesis AA, ademas D (G) %2 D (L1) y
para todo A 2 h se cumple que

$(M () =m(A(®)

con © 215 (N U f0g); el algebra de las sucesiones complejas acotadas, m (°)
es el operador de multiplicacién por ©; A es el generador in..nitesimal del
proceso de nacimiento clasico actuando de la siguiente manera,

AC), = j,nj2 (°n+1 i %n): a

© i ¢
Donde D(A) = © 214 (NUT0g): 'j.ni?(Cne1 i ©n) 211 (N UFOgG) :
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La forma cuadratica de Q; satisface
8 )
> Osin&Em =

fami® =
- T4, w2 sin=m =

y por induccién se demuestra que

-em' Q‘l( 1) em® = ¥ 7j,rn+jj2 -
joo L Hiamif?

De acuerdo con el Teorema 3.2.7, el S.D.C., correspondiente es conservativo si y
s6lo si QK (1) . !1 0 y esto sucede si y solo si

X1

i 2
j:OLnﬂJ

Ejemplo 5.1.4 ([8]; pag.87)Un semigrupo dinamico cuéntico minimal asociado
al proceso de nacimiento y muerte con intensidades lineales.

Sea
M (\ > )
h=I, N fog = fA,g,%C : jAjP<1

n

y N; a*;a; los operadores de nimero, creacién y aniquilacion en h; de..nidos
mediante la siguiente regla de correspondencia:

P,
a“(g) = __j+lejus

a(e) = JTejil
N () = Jjej=a"a(e);

donde fe; g; es una base ortonormal de h;sus respectivos dominios son:

i ¢ (\ X ?
Da" = A2h: (+1DjAji<1
G >
D@ = A2h: njA;j2<1
~1
i ¢ r(\ x . )
Data = D(N)= A2h: n?Aj?<d
n=0

donde fe;g; es la base candnica de h:
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Sea $ (x) con x 2 B (h) igual a

i ¢ 2 ¢ £ ol
i; aa*x j 2axat +xaat j 3 atax j 2a*xa+xa‘ta jil ata;x

y dominio D(N), .;%; ' 2R ; ;% _ 0:Si T =0 entonces este ejemplo
corresponde a una extension cuantica del semigrupo asociado al pro-
ceso de nacimiento y muerte con intensidades lineales. Ahora para

$ (x) de..namos los siguientes operadores G;L; y L, de la siguiente

manera:

a1
G = j=(N+1j=N=+IilIN;
I:)2( )i 5 iTN;
L, = =a+;
L, = pIa;
con
C > H 1 l )

D(G)= u2h: j

n

i5(+1)ion+iln unj?< 1

de esta forma podemos escribir a $ (x) como

P2
$(X) =G°x+xG+ <, LL-:
Ahora tomemos

D;=fu2h:9n9 yu,=08n>ngg

claramente se tiene que D; es un subespacio denso de h. Pero como D (L;) =
D(@*);D(L) = D)y D(@") = D(a) se tiene que D(G) % D(L-) para
® = 1;2: Nos bastara trabajar todo este ejemplo sobre Dy, pues siendo este denso
en h y esencia de a;a*y G; todo lo que se haga aqui con los operadores arriba
mencionados lo mismo se seguira valiendo sobre h. Vamos a demostrar que se
satisface la ecuacion de la Hipotesis AA, tomemos ej; e, 2 Dqbasicos: Entonces
tenemos lo siguiente:

hGEj Jepl + hej :Gel + hLlej iLiexi + hLzeJ' s Loexi
Y X T A ¢ n X 1T A
(N+1)i§N+i!N gj;ex + € i (N+1)i§N+i!N ek

P- . B p. p. .
+ a‘ej; .a'ex +hp1aej;p1aek|

At . T A ¢ n X 7T A
iz(+D i §j+i!j gj;ex + € i;(k+1) i §k+i!k [
D E D E

— — P- P-—
+ J T lej+g; k+1legs; +71 J€ji1; Kexi1

kKi.G+1i1

2

- PR

= 0 sij=k
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es decir
hGej;eki +hej;Geki + hL\ej;L‘eki =0
—
el cual es la propia ecuacion de la Hipdtesis AA, y como cualquier otro
elemento del espacio es combinacidn lineal de estos basicos entonces

tenemos que esta ecuacion es valida en todo el espacio. G genera al se-
migrupo de contracciones TP:g, , dadas por la siguiente regla

Pt (»)n — e(i §(n+1) i %n+i ! n)t»n
donde » 2 D (G): Si el lector no se convence de esto puede intentar calcular
¢ 4 A
»,—Pp = Grijent=0:
dt h

3) Ahora sea A el operador en D; de..nido por
A= I—il—l + L;Lz:
Vamos a demostrar que A es esencialmente autoadjunto,
es decir Ker (A" 8 i) = f0g:
Sea A 2 Ker (A" + i) entonces
ho; (A" + i) Ai = 0, para todo © 2 Ds.

en general para los elementos de la base resulta que hej; (A® + i) Ai = 0: Con
lo cual se tiene también lo siguiente:

h(Aji)e;Ai = 0
h(LIL; + L5Ls] i i)ej;Ai = h(,G+D+1)j i)ej;Ai
= _(+1)+1j jihe;Ai
= 0

lo cual implica que A es ortogonal al subespacio generado por fe; g; ; pero
esto quiere decir que A = 0; analogamente se hace para Ker (A® j i) = f0g:
Por lo tanto tenemos que Ker (A° 8 i) = f0g:

4) Ahora de..nimos el operador C en h; de la siguiente forma

C D
i, .t
D(C)= u2h: +1 jujr<d

con
C =cN

donde N es el operador de nUmeroy ¢ > 2(, +1):
Claramente se tiene que C® = C y ademas D;es una esencia para C; pues este
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es multiplo del operador de nimero N :
Veremos que se satisface hu; Aui - hu; Cui :Témese u 2 D,

hu;Aui = hu; (L5Ly + L5Ly) i
-0 L0
= u; ,a” +Taau

LIPS

- o]
= u . 'ata+1 +1a*a u

> .
= Ui [, (K + 1) + TK] uy

K > >
= (L +1)  Kui+ L ju?
X K x
+1)  Kug®+( +1)  Kjuj?
< K
2(,+1)  kjuj?
k

- ¢ Kjukj®> =hu;Cui:
K

Asi hemos probado lo que se habfa planteado y por lo tanto el semigrupo
dindmico cuéntico minimal asociado a los operadores G;L; y L, es con-
servativo.

Ejemplo 5.1.5 ([7]; pags;361 j 367) El Semigrupo asociado a la martingala de
Azéma.
Ahora en este ejemplo tomemos a h = L2 (R, dx) y los Py. paratodo t _ 0,
en B (h) de..nidos por

i1+ A S !
S SR
(Ptf) (X): 1+_7X2 f X 1+_7X2 Aét(X)

donde x2 R, x6&0; &0,

) 23/4
it= X2R: X% _ i=

-

-

con Aét funcion indicadora de ¢ ¢: Es facil veri..car a partir de P¢; que

- As !
. Hoo T o 1
(Pt f) (X) =1 i _—)(2 f X _—)(2 A(.‘ it (X) .

Sea D el espacio de todos los 2 h tales que son in..nitamente diferenciables,
con soportes compacto y que se anulan en una vecindad del 0: El operador
G con dominio D dado por la siguiente expresion se extiende al generador
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in..nitesimal del semigrupo de contracciones en h dado por Py; [7]:

_ oM 1+

G = T 5 re
y —

EHE = i+ E2r

Considérese el operador M en h de..nido por
& u(x % 1
D(M)= u2h:%2h y(Mu)(x)=T(u(x):

Sea S operador unitario en h dado por
5 -

SX) = p—u X ;
JC) c

dondec=1+" con 2R jf0; jlgyL;=S+M, L- =0 el operador
cero para = _ 2:
Ahora sea $ en D; dado por
vl
S )=

T

=, if((:x) i TX) i _xfﬂ(x)¢
X

con T acotada y derivable. Se cumple también que
ho(x); B(WAX)I = hG"°(x);AX)i+h(S+tM)°(x);(S+M)AX)i
+ho (x) ; GA (X)i
=0
por lo que se veri..ca la ecuacion de la Hipdtesis AA. Ahora para estudiar la
conservatividad del S.D.C. minimal asociado; calculemos los operadores Q_
para todo ., _ 0( [12] Lema 2;1, p4g.361 j 367); Q1 viene dado por los sigui-
entes casos,
a)si <0 3 -
132 P—
(Q1F))(X)=E ez *7f cx 1+»

donde » es una variable aleatoria positiva con funcién de distribucién
PO -9)=1i@1+s)7 1)

cons _ 0; siendo E la funcién esperanza matematica.

b) Si~ >0 s b -
(Qif)(X) =Eei?z *>f ¢x 1j»
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donde » es un variable aleatoria con valores en (0; 1) y su funcion de distri-
bucién es dada por

L

P(»-s)=1j(is)z; conO0-s-1. (5;2)

Por induccion se tiene también que para f»;g; sucesion de variables aleato-
rias independientes positivas e identicamente distribuidas en R, con distribu-
cion por (5;1) 6 (5;2) QY (1) ; para cada caso viene dado por

a) <0

P 2k

il Qk .
1 E:']_ Co \:1(1+»\)g.

QD) = Eet ¥

b) >0
QD) (x) = E ei 3Fur’ 22 oo, O @i,

Ahora el paso crucial es la conservatividad del semigrupo dinamico cuéntico
minimal asociado a todas estas condiciones, para ello se hace uso de dos re-
sultados importantes de [12] Teorema 2.3.1 y Teorema 2;3;2, pags.37 j 38.
Analicemos el caso ~ < 0: Por lo tanto, s6lo sera necesario ver la convergen-
cia o divergencia de la serie

C2k»k+l (1+»)
k=1 =1
el cual a la vez depende del pardmetro c:
Sijcj . lentoncesjl+ j_ lyporlotanto™ - j2 pues < 0;y ademas
se tiene que

Merr  C(LH») Lo
=1
pero siendo las variables », ., positivas, independientes e idénticamente dis-
tribuidas se sigue que la serie formada por

CZI(»k_,_l (1+»)
1
diverge con probabilidad 1, obteniéndose asi que el semigrupo minimal es
conservativo.

Si jej <1lentonces j2 < <0y aplicamos [9] Lema 2;3;2; pags.38 j 39,
que dice
h 4 >l
Xy (1 +».) diverge siy sélo si c
k=1 =1 k=1 =1

2k (1+5»-) diverge.
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Tomando logaritmo natural y aplicando la Ley Fuerte de los Grandes NUmeros
a esta Ultima serie obtenemos que

1 Xlnc2 (L+») ¥ EINcEL+»)=In(1+)*j2
k - k¥ 1 1
con probabilidad 1, donde Inc? (1 + »-) tiene distribucion exponencial con
parametro +-:
Considerando la ecuacion (1 + 7)?ei2 = 1:el cual tiene dos raices " =0y
% = §1;278::: la cual es la Unica raiz negativa, analizamos los casos siguien-
tes:
a) "< ;tomemos "< jl<” <O:
Derivando a In (1 + 7)? j 2~ obtenemos que
3 - _
d -2 = 2
— In(1+ i2 =i =
g ( )i i1+

Claramente para todo ~ 2 (ij 1;0) se tiene que In (1 + ") § 2~ es una funcion
creciente. Pero como In (1 + 0)2 i 2(0) =0 entonces se tiene que
In(1+ _)2 i 2 <O0: Por lo tanto se deduce que sik ¥ 1

A 11
Ny K o
c? (1+») C'!deln(1+ i < 1
N

resultando por lo tanto que

o2k (1+»)
k=1 =1
es convergente debido al criterio de la raiz, con lo cual el semigrupo minimal

no es conservativo. Esto demuestra que la Hipotesis AA es necesaria pero
no es su..ciente para la conservatividad.

b) Consideremos ~° <~ < j1: Ahora resulta que paratodo ~— 2 (% j1);
In(1+ )% § 2~ es una funcién decreciente y como In(1+ ®)? j 2 ° = 0,
tenemos otra vez que N+ )%i2° <1y asi
X
¢k (1+»)
k=1 =1

€s convergente.



110 CAPITULO 5. EJEMPLOS DE S. D. C.

c) Ahora tomemos ~ < ~° < j 1. Tenemos que In (1 + ") j 2~ es una funcion
decreciente, de donde se deduce que e+ )?i2” > 1: Lo cual implica que

X Y
o2k (1+»)

k=1 =1

es divergente, resultando asi que el semigrupo minimal es conservativo.

d) El caso critico lo tenemos cuando ~ = ": Aqui se tiene que

>
1=
Py

. ]
@+>) k!':L1

con probabilidad 1, lo cual en este caso el criterio de la raiz no nos proporciona
informacién alguna sobre esta serie. Entonces consideremos la caminata aleatoria
X )
Incc(L+»): K=1;2;::
—

donde Inc? (1 +»-) son v.a.i.i.d, * _ 1y In(1+».) 2 L* porque tiene distribucion
exponencial con parametro +2i_: Tenemos asi lo siguiente

EInc2(1+»)=In(L+ ) +EIN@+»)=In(1+"°)§j2 " =0;

entonces resulta que la caminata aleatoria es recurrente ([4] Teorema 3;38, pag.56).
Asi que la serie

c2 (1+»)
k=1 =1
es divergente casi seguramente por la ley 0-1 de Hewitt-Savage ([4], pag.63). Re-
sultando asi que el semigrupo minimal es conservativo.

Ahora sélo nos resta ver qué pasa cuando =~ > 0. Tomando el respectivo Qf (1) y las
distribuciones dada por (5;2) obtenemos que j In(1 j »-) tiene distribucion expo-
nencial con pardmetro ==: Ahora auxilidndonos de la funcion f (7) = (1 + ei ;
claramente se tiene quef () > 0 paratodo = _ Oy alavez f (") es decreciente.
Por lo tanto se tiene que 0 < ¥ (") - 1 es decir, f alcanza su maximoen =0y
ademaés
INnf()>=In(1+)*j2:
Denotemos por
A =c@ir);
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entonces tenemos que

. o Y Y, 'S
¢ @i») =i c@i»)j- c¢cQi»)= A
t=1 =1 =1 =1

con lo cual, al aplicar el criterio de la raiz, tomando logaritmo natural y aplicando
la ley de los grandes nimeros se tiene lo siguiente

A 1
A"Y, |

A ¥ eEINAL <

Xl

=1
pues
EInNA- = EInc2Li»)=In@+)*+EIn(Lj»)
INnA+)i2 =Inf?(M) <0

Por lo tanto concluimos que
XY
A-
k=1"=1

converge con probabilidad 1, y por consiguiente se tiene que

X
Hoer Qi)
k=1 =1

converge con probabilidad 1, resultando asi que el semigrupo minimal no es conser-
vativo.
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