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INTRODUCCION

En este trabajo se tratard con procesos de decision de Markov (PDMs), a
tiempo discreto, con criterio de rendimiento el costo total descontado (véase
[7], [9], [25], [45]).Un Proceso de Decision de Markov (PDM) tiene asocia-
do un modelo conocido como Modelo de Control de Markov (MCM), cuyas
componentes permiten caracterizar su desarrollo en el transcurso del tiempo.
El objetivo de este tipo de procesos consiste en determinar una politica que
optimice el criterio de rendimiento. A dicha politica se le llama politica dp-
tima y el criterio de rendimiento evaluado en la politica 6ptima se le llama
funcion de valor optimo. Un método muy usado para resolver este tipo de
problemas es la programacion dindmica (véase [7], [9], [25], [45]). A través de
la programaciéon dinamica una forma muy usada para el calculo de la politica
Optima, si ésta existe, es el método de iteracion de valores (véase [25]).

Por otro lado, el principio variacional de Ekeland o “principio variacio-
nal” afirma que existen soluciones 6ptimas cercanas para algin problema
de minimizacion (véase [21]). Es decir, este principio establece que para al-
guna funcién real, bajo ciertas condiciones, se le puede hacer una pequena
perturbacién para hacer que alcance su minimo (véase [12], [21] o [48]) e in-
cluso cuando el conjunto sobre el que se estd minimizando no sea compacto.
Ademés, este minimizador resulta ser unico para la funcion perturbada. El
principio de Ekeland se basa en la completez del espacio métrico y también
caracteriza la completez.

La regularizacion de Moreau-Yosida en una técnica de suavizado de fun-
ciones (véase [8], [12], [48]), las cuales a pesar de no ser diferenciables, con
este tipo de regularizacion se convierten en funciones diferenciables, estricta-
mente convexas y finitas. Ademéas el minimizador también resulta ser tnico
usando la regularizacion de Moreau-Yosida. Es importante mencionar que
para probar la diferenciabilidad en la regularizacion de Moreau-Yosida se
prueba que es subdiferenciable y superdiferenciable con lo que se concluye
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que la regularizacion es diferenciable.

También, desde el punto de vista clasico (por ejemplo, el concepto de
Hadamard sobre problemas bien planteados [1]) en un modelo matematico,
la existencia y unicidad de soluciones siempre han sido las principales preo-
cupaciones de la matematica aplicada. Sin embargo, en muchos ejemplos de
optimizacién no siempre es posible garantizar tanto la existencia como la
unicidad, inclusive si se tienen condiciones las cuales aseguren la existencia
de soluciones, la unicidad de éstas no se obtiene de manera automatica. Por
ejemplo, en la programacion lineal, incluso tenemos el caso extremo de que
cuando hay dos vectores 6ptimos diferentes, todas sus combinaciones lineales
convexas resultan también ser 6ptimas automaticamente. Un método muy
comun, para calcular los puntos que optimizan a dichos problemas, es el
calculo diferencial, pero en la literatura existen muchos problemas los cua-
les no presentan diferenciabilidad, atin cuando el problema si tenga solucion.
Usando el método de iteracion de valores en PDMs, surge la siguiente pregun-
ta, suponiendo que existe una politica Optima, ;serd que siempre o bajo qué
condiciones las politicas de iteracion de valores convergen a la politica 6pti-
ma? y si esto pasa, ;la convergencia serd puntual o uniforme? y ;serd posible
determinar una cota de convergencia la cual nos ayude a hacer estimaciones
sobre la politica 6ptima tnica.

El objetivo principal de la tesis es para un PDM, con costo total des-
contado, al que llamaremos proceso original asociado a un MCM dado, se
supondra que este PDM tiene una politica 6éptima, no necesariamente tnica
y queremos encontrar un nuevo PDM al que llamaremos proceso perturbado,
el cual tenga las mismas componentes que el MCM original, excepto en la
funcion de costo. Esta funcién de costo se perturba adicionando una fun-
cion adecuada, de tal manera que en el proceso perturbado se tengan ciertas
propiedades estructurales de la politica 6ptima y de la funcion de valor 6pti-
mo, tales como: la unicidad de la politica 6ptima, la diferenciabilidad de la
politica 6ptima y de la funcion de valor 6ptimo y también que las politicas
provenientes del método de iteracion de valores converjan a la politica 6ptima
en el proceso proceso perturbado. Ademaés, lo ideal es que las funciones de
valor 6ptimo y las politicas 6ptimas sean las mismas para ambos modelos.

La no unicidad de la politica 6ptima puede ser intrinseca al sistema o pue-
de ser estructuralmente no estable, es decir, una version ligeramente pertur-
bada (dicho de otra manera, adicionando una funcién adecuada a la funcion
de costo) del sistema original puede presentar unicidad de la politica 6pti-
ma. En esta tesis se analiza si la propiedad de unicidad de la politica optima
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es genérica, es decir, si para una familia de procesos de decision de Markov
descontados, siempre en el caso de que un PDM no presente unicidad, puede
perturbarse de tal manera que el modelo perturbado y el modelo original
tengan la misma politica 6ptima y la misma funciéon de valor 6ptimo y ade-
mas el sistema, perturbado tenga una politica 6ptima tnica. Anteriormente se
obtuvieron resultados en este sentido bajo restricciones de convexidad (véase
|38]). También en [3] se obtienen resultados para la singularidad(unicidad) de
politicas usando métodos de programacion lineal. Sin embargo, en esta tesis,
usando el principio variacional de Ekeland (véase [21], Seccion 2.1, pag. 6 en
[12], v la Proposicion 1.43, p. 31 en [48]), es posible obtener nuevos resultados
interesantes, sin las restricciones de convexidad (véase [40]), lo que hace que
el articulo [38| sea obsoleto. Ademas, también se podra encontrar una version
perturbada donde, ademas de unicidad, también se garantice la diferenciabi-
lidad para poder calcular la politica 6ptima y que tanto, la funcién de valor
o6ptimo como la politica 6ptima, sean diferenciables.

Cabe destacar que el resultado que se presenta en esta tesis, con respecto
a la perturbacién basada en el principio variacional de Ekeland, no es una
consecuencia directa de este teorema. Sin embargo, se sigue de cerca el patron
de la prueba original de Ekeland, que, como él mismo afirma, es una adapta-
cion de [11] (véase también el comentario 2.1.4, p. 9 en [12]). En particular,
es necesario hacer la prueba paso a paso para establecer la medibilidad de
la politica 6ptima, lo cual no se sigue automaticamente del resultado clésico
(véase [40]). Es importante mencionar que en este caso, ambos, el espacio de
estados y de acciones son de Borel.

Con respecto a la regularizacion de Moreau-Yosida (véase [8], [12], [48]),
anteriormente para PDMs se obtuvieron resultados en los cuales se imple-
mentan las técnicas de diferenciabilidad para obtener una politica 6ptima
(véase [19]), sin embargo estos resultados solo se pueden implementar cuan-
do tenemos diferenciabilidad en la segunda variable, del lado derecho de la
ecuacion de programacion dinamica (véase [7], 9], [25], [45]). Ademas, se
garantiza que tanto la politica 6ptima como la funciéon de valor 6éptimo son
diferenciables (véase [19]). Es importante mencionar que en [19] se pide que
el costo sea de clase C™, sin embargo en esta tesis se obtiene un nuevo resul-
tado sin esta restriccion y adicionalmente se garantiza la existencia de una
politica 6ptima tnica para cuando el espacio de estados y de acciones son
subconjuntos de R. En cuanto a la convergencia de las politicas provenientes
del método de iteracion de valores se tienen otros resultados en [16] y [17],
que presentan condiciones bajo las cuales es posible garantizar que las poli-
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ticas de iteracion de valores convergen a la politica 6ptima; cabe mencionar
que la unicidad de la politica 6ptima y la compacidad sobre los conjuntos
de acciones admisibles es fundamental para tal convergencia. Sin embargo en
esta tesis, a diferencia de [16] y [17], tanto la convergencia de las politicas
de iteracion de valores como las cotas de convergencia correspondientes se
obtienen como una consecuencia de la perturbacién basada en el método de
Moreau-Yosida.

En este trabajo de tesis, también se presenta un capitulo de ejemplos,
algunos de tipo tedrico para el caso de la perturbacién basada en el prin-
cipio variacional de Ekeland, los que muestran que, con o sin restricciones
de convexidad y sin tener unicidad en la politica 6ptima se puede encontrar
un nuevo modelo en donde si se obtiene unicidad de la politica 6ptima. En
cuanto a la perturbacion basada en la regularizacion de Moreau-Yosida se dan
ejemplos teoéricos los cuales muestran cémo obtener un modelo perturbado
con propiedades adecuadas de diferenciabilidad. Es importante mencionar
que se presenta un ejemplo el cual muestra que este tipo de perturbaciéon
también proporciona un nuevo método para la aproximacion de la politica
optima. Ademaés, también se aborda otro ejemplo muy conocido en la teo-
ria de PDMs, que es el modelo lineal cuadratico (véase [25]) para el cual se
encuentran cotas de convergencia para las politicas de iteracion de valores.

A continuacién presentamos algunos antecedentes para PDMs de las me-
todologias usadas en esta tesis.

En lo que respecta a la perturbacion basada en el principio variacional de
Ekeland, anteriormente se encontré un modelo perturbado (véase [38]) donde
se prob6 la unicidad en este nuevo modelo bajo hipotesis de convexidad.
Cabe mencionar que este tipo de perturbacién no esta basada en el principio
variacional de Ekeland o la regularizacion de Moreau-Yosida, sin embargo los
resultados obtenidos en [38| son un caso particular de ambas perturbaciones.
Ademas, también en la literatura de PDMs se tenian resultados (véase [16])
donde se encontraban condiciones para obtener la unicidad de la politica
Optima, sin embargo éstas son muy restrictivas. Por otro lado, Tanaka (véase
[54]) trabajo este tipo de perturbacion aplicada a PDMs, sin embargo en su
trabajo nunca se exploté la unicidad de la politica 6ptima para el proceso
perturbado. Es importante mencionar que este tipo de perturbacién para
PDMs no es una consecuencia inmediata del teorema de Ekeland, debido
a que se debe probar la medibilidad de la politica 6ptima para el proceso
perturbado.

Ahora, cabe aclara que en la perturbacion basada en el principio variacio-
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nal de Ekeland a pesar de que se presente diferenciabilidad en el lado derecho
de la ecuacién de programacién dinamica con este tipo de perturbacion no ne-
cesariamente es diferenciable, entonces se usa otro tipo de perturbacion, para
garantizar diferenciabilidad, basada en la regularizacion de Moreau-Yosida.
Cabe senalar que no se encontro literatura de antecedentes en su aplicacion
a PDMs. En el articulo [19] se trata la diferenciabilidad en PDMs pero se le
pide al costo que sea diferenciable, sin embargo en esta tesis se puede aplicar
para cualquier funcién de costo, incluyendo alguna que no sea diferenciable.
También como consecuencia de la regularizacion de Moreau-Yosida se dan
cotas de convergencia para las politicas provenientes del método de iteracion
de valores. Anteriormente en [17] se dieron condiciones para la convergencia
de éstas a la politica 6ptima.

La tesis esta organizada de la siguiente manera: en primer lugar se pre-
senta la notacion de la tesis y a continuaciéon se introduce un capitulo de
preliminares donde se dan algunos resultados sobre procesos de decision de
Markov descontados, el principio variacional de Ekeland y la regularizacion
de Moreau-Yosida. Luego se dan los antecedentes que se encontraron en la
literatura sobre el trabajo y entonces se dan los resultados principales, como
son la perturbaciéon basada en el principio variacional de Ekeland y la regu-
larizacion de Moreau-Yosida. Posteriormente se presentan ejemplos usando
ambas perturbaciones y finalmente se presentan las conclusiones y la biblio-
grafia.
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NOTACION

argmin f: Conjunto de puntos donde la funcion f alcanza el minimo
0: Métrica para el espacio de estados X

(-,+) : Producto interior

B(z,¢) : Bola centrada en z y de radio ¢

F: Conjunto de politicas estacionarias

H; : Espacio de historias observadas del proceso hasta el tiempo ¢
K:  Conjunto de parejas estados-acciones admisibles

B(R™) : o-algebra de Borel de R™

B(A) : o-algebra de Borel de A

R: Nimeros reales extendidos

| - ||: Norma euclidiana en R"

Of(x) : Subdiferencial de f en el punto z

IT:  Conjunto de politicas

IIpy - Conjunto de politicas deterministas Markovianas

IIps : Conjunto de politicas deterministas Markovianas estacionarias
IIp : Conjunto de politicas deterministas

Iy : Conjunto de politicas Markovianas aleatorizadas
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[Irs : Conjunto de politicas Markovianas aleatorizadas estacionarias

QY : Métrica para el espacio de acciones A

C: Funcién de costo perturbada basada en la regularizacion de Moreau-
Yosida.
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Capitulo 1
PRELIMINARES

1.1 Procesos de decision de Markov desconta-
dos

Un Modelo de Control de Markov (MCM), estacionario, a tiempo discreto,
consiste de una quintupla:

(X, A {A(x)|z € X}, Q, 0),

donde, X y A son espacios de Borel, llamados espacio de estados y espacio
de acciones (o controles), respectivamente. { A(z)| x € X} es una familia de
subconjuntos A(z) de A medibles y no vacios, donde A(z) denota al conjunto
de acciones admisibles cuando el sistema se encuentra en el estado z € X.
El conjunto K de parejas de estados-acciones admisibles, esta definido por

K:={(z,a)|lz € X,a e A(x)}.

Q(-]-) es llamada la ley de transicion, es un kérnel estocastico definido en X
dado K, y ¢ : K — R es una funciéon medible, llamada la funcién de costo en
un paso. En esta tesis asumiremos que (X,0) y (A, ¢) son ambos espacios de
Borel, donde ¢ y ¢ son las métricas para X y A, respectivamente.

Para introducir el concepto de estrategia o politica, considérese un MCM
y defina H, el espacio de las historias observadas del proceso hasta el tiempo
t, como Hy = X, y Hy = K x H;_q, parat = 1,2,.... Un elemento de Hj
llamado t-historia es un vector de la forma

hy = (130,a07$1,a1, . 7$t—1,at—1>$t)7

donde (z;,a;) € K, parai=0,...,t — 1y x € X.

3



4 PRELIMINARES

1.1.1 Politicas

Una politica es una sucesion m = {m;} de kérneles estocasticos, donde cada
m; esta definido sobre A dado H; y satisface que:

m(A(xy)| hy) = 1, (1.1)

para toda h, € H; vy t = 0,1,2,.... El conjunto de todas las politicas es
denotado por II .
Sea

F:={f: X — A| fesmedibley f(z) € A(x), para todo x € X}.

A los elementos de [F se les conoce como funciones de decision o selectores.

Se dice que un kérnel estocéstico mw, definido sobre A dado Hj, est& con-
centrada en g, donde g : X — A satisface que g(z) € A(x) paratodox € X'y
g es una funcion medible en X, si 7(C| hy) = Ic(g(z¢)) para cada C' € B(A)
y toda h; € H;. Donde, Io denota la funcién indicadora sobre C'y B(A)
denota la o-algebra de Borel de A.

Una politica 7 = {m;} es:

a) Markoviana Aleatorizada. Si existe una sucesion {¢;} de kérneles esto-
césticos, con ¢; definida sobre A dado X, tales que, m(-| hy) = oi(+| z¢),
paratodah; € H; yt =0,1,2,.... El conjunto de politicas Markovianas
aleatorizadas serd denotado por Ilgy;.

b) Markoviana Aleatorizada Estacionaria. Si existe un kérnel estocastico
¢ sobre A dado X, tal que m(-|h) = (| x), para toda h, € H,
vyt =0,1,2,.... El conjunto de politicas Markovianas aleatorizadas
estacionarias sera denotado por Ilzg.

¢) Determinista. Si existe una sucesion {g;} de funciones medibles con
g« Hy — A, tales que para cada hy € H; y t = 0,1,2,..., g(hy) €
A(zy) y m(+| he) esta concentrada en gi(h;). IIp denotara el conjunto
de politicas deterministas.

d) Determinista Markoviana. Si existe una sucesion {f;} C F, tal que
(-] hy) esta concentrada en fi(z,), para cada hy e Hy; y t =0,1,2,....
El conjunto de politicas deterministas Markovianas serd denotado por
Hpp-
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e) Estacionaria. Siexiste f € F tal que m;(-| hy) esta concentrada en f(x;),
para cada hy € H, y t = 0,1,2,.... En este caso m es denotada por f.
ITg denotara el conjunto de politicas deterministas Markovianas esta-
cionarias.

Observacion 1.1.1 Obsérvese que llgg C gy CII y Ilg C Illpy C Ilp C
I1.

Sea (€2, ) un espacio medible que consiste del espacio muestral canénico
Q:= H, = (X x A)>® y § su correspondiente o-algebra producto (véase
|2]). Los elementos de €2 son de la forma w = (x¢, ag, x1,a;,...) conzy € X y
a; € A para todat=0,1,..., denotando simultdneamente elementos en X y
Ay también las proyecciones x; y a; de () sobre X y A son llamados estado
y accion, respectivamente. Obsérvese que H,, := K> C €.

Sean m € II una politica arbitraria, v una medida de probabilidad ar-
bitraria en X y o = » € X. Entonces por el Teorema de Ionescu-Tulcea
(véase [2], [25]), existe una tnica medida de probabilidad PT sobre (€2, )
tal que esta concentrada en H, es decir, PT(Hy) = 1. Ademaés, para cada
CeB(A),BeB(X),h,eH, yt=0,1,2,..., se tiene que

P (zg € B) = v(B), (1.2)
Pi(a, € C|lhy) = m(C| hy), (1.3)
Pl (2441 € Bl hy,ar) = Q(B| x4, ay). (1.4)

El proceso estocastico ((2, §, P7T), {x:}) es llamado un Proceso de Control
de Markov a tiempo discreto o Proceso de Decision de Markov (PDM). La
esperanza con respecto a P es denotada por E.

Observaciéon 1.1.2 En general, en lugar de dar vo = x € X, se puede
conocer una medida de probabilidad v sobre X, referida como distribucion
inictal, la cual cumple que

Pl (xo € B) = v(B),

para cada B € B(X). Ademds, por (1.2), (1.3) y (1.4) se obtiene que para
una distribucion inicial v y m = {p} € gy, {x:} es un proceso de Markov
no homogéneo con kérneles de transicion {Q(-| z, @)}, esto es,

Pl (241 € Blxg, 1, .., x) = Pl (2411 € Blay) = Q(B] ).
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En particular, sim = {f;} € lpu, los kérneles de transicion son Q( B| fi).
Ademds, para politicas estacionarias ¢ € llgs y f € llpg, el proceso es de
Markov homogéneo con kérnel de transicion Q(B|y) y Q(B| f), respectiva-
mente.

Un criterio de rendimiento mide la calidad de las politicas aplicadas al
proceso. En este trabajo se considera el criterio de Costo Total Descontado,
el cual esta definido para cada z € X y 7w € II como

[e.9]
Zatc(xt, at)

t=0

V(m,x) = EL ) (1.5)

donde « € (0,1) es conocido como factor de descuento.
Definicion 1.1.3 Una politica 7 € Il es dptima, si para cada v € X,
*. x) = inf .
V(r*, z) ;Ieln‘/(ﬂ', x)
La funcion definida para cada x € X como
*(z) := inf
v'(x) = inf V(m, ),
es llamada funcion de valor optimo.

El Problema de Control Optimo (PCO) consiste en determinar una poli-
tica 6ptima si es que ésta existe.

1.1.2 Programaciéon dinadmica

En la literatura existente de PDMs se encuentra una herramienta esencial
para resolver el problema de control 6ptimo, conocida como Programacion
Dindmica (PD) (véase [7], [9], [25], [45]). Bajo condiciones adecuadas sobre
el MCM este procedimiento permite determinar la funcién de valor 6éptimo
y/o a la politica 6ptima.

Definicién 1.1.4 Diremos que una funcion medible © : X — R es solucion
de la Ecuacion de Optimalidad (EO), si satisface que

Oz) — f {c(x,a)+a/@(y)@(dy|x,a)}, (1.6)

a€A(x)

para cada x € X.
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Condicién 1.1.5 (a) ¢ es inferiormente semicontinuo (i.s.c.), ¢ > 0 e
inferiormente compacto (i.e., para cada v € X yr € R, el conjunto
{a € A(x) | c(z,a) <1} es compacto).

(b) La ley de transicion Q) es fuertemente continua, i.e.,

W%MZLMWQWW%

es continua para (x,a) € K y acotada por abajo en K, para cada funcion
medible y acotada u : X — K.

(¢) FEziste una politica m € 11 tal que V (m,x) < 00, para cada x € X.

Lema 1.1.6 ([25], Teorema 4.2.3) Supongase que la Condicion 1.1.5 se sa-
tisface. Entonces

(a) La funcidn de valor dptimo v* es una solucion de
v*(x) = min [c(az,a)—i—a/ v (y)Q(dy| x,a)|, (1.7)
ac€A(x) X
para cada x € X y, si pu es otra solucion de la ecuacion, entonces
pul(-) = ().

(b) Eziste un selector f* € F tal que en (1.7) se alcanza el minimo, i.e.,
para cada x € X,

zmmzdaﬁu»+g/mwmwmmfu» (18)

X
y f* es dptima.

(¢) Para todo x € X, V,(x) 1 v*(x), con V, definido como
Vo(x) = min {c@,a) +Oz/ Vn_l(y)Q(dy|x7a)} ,
a€A(x) X

re X, n=12...yVy=0. Ademds, para cada n € N existe f, € F
tal que

min) {c(x,a) +a/XVn_1(y)Q(dyI$,a)}

a€A(z

:qﬁn@»+a/ﬁ@4wQMWun@»

X
para todo v € X.
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Notacién 1.1.7 Para cada (z,a) € K, G y Gy, denotardn lo siguiente

G(z,a) = c(r,a) + a/ v (y)Q(dy|x, a),

X

Gn(z,a) == c(z,a) + a/ Vo(y)Q(dy|z, a).

X

1.2 Principio variacional de Ekeland

En esta seccion se enunciard y se probaré el principio variacional de Ekeland.
Ademés, también se dara otra version del principio de Ekeland, donde la
unicidad del minimizador se encuentra de manera explicita (véase [12], [21]

6 [48]).

Teorema 1.2.1 (Principio variacional de Ekeland (véase [21])) Sea
(X,0) un espacio métrico completo y sea f : X — RU{+o0} una funcion
inferiormente semicontinua y acotada por abajo. Supongase que para cada
e >0 emiste z € X tal que

f(z) < inf f(z) +e.

X
Entonces, existe y € X tal que:

(i) 0(z,y) <1,

(it) f(y) +ed(zy) < f(2)y

(iii) f(x) +6(z,y) > f(y) para todo = € X \ {y}.

Demostracion. Se definird una sucesion {z;} de manera inductiva, co-
menzando con 2y := z. Supdéngase que se tiene definido z;. Definase un con-
junto S; de la siguiente manera

Si={r € X | f(z) +ed(z,2) < f(z)}
y considérese dos posibles casos:

(a) Si iglff = f(z;). Entonces se define z;.; = z;.
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(b) Si i?ff < f(z), se elige z;41 € S; tal que

Flawn) <t + 5 | £ -t ] = 3 |70 +1utr] < ). 09)

Se demostrara que {z;} es una sucesion de Cauchy. En efecto, si (a) se
cumple entonces z; es la misma para ¢ suficientemente grande, por lo tanto
es de Cauchy. De otra forma, de la definicién de S; y de z;41, se obtiene que

€6(zi, ziv1) < f(zi) — f(2it1)- (1.10)
Sumando (1.10) desde i a j — 1 > i se tiene que
€6(zi, zj) < f(zi) = [(%)- (1.11)

Obsérvese que la sucesion {f(z;)} es decreciente y acotada por abajo por el
igl(ff, por lo tanto convergente. Se concluye de (1.11) que {z;} es de Cauchy.

Sea y := lim z;. Se probard que y satisface las conclusiones del teorema.
1—00

Tomando i = 0 en (1.11), se tiene que

e6(z,z;) + f(z5) < f(2). (1.12)
Tomando el limite cuando j — oo se llega a (ii). Como f(z) — f(y) <

f(z) —infx f < g, (i) se sigue de (ii). Solo resta probar que y satisface (iii).
Sea i fijo en (1.11) y tomese el limite cuando j — oo se concluye que y € S;.

Es decir,
i=1

oo
Por otro lado, si xz € ﬂ S; entonces, para todo i =1,2,...,
i=1

e0(w, zip1) < f(zin1) = f(2) < f(zi1) —Inf f. (1.13)

Se sigue de (1.9) que f(zi11) — igff < f(z) — f(zi+1), vy por lo tanto

lim [f(ziﬂ) - igff] =0.

1—00
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Tomando limites en (1.13) cuando i — oo se tiene que €d(z,y) = 0. De esto
se obtiene que

ERE(: (1.14)

Notese que por construccion la sucesion de conjuntos {.S;} son anidados, i.e.,
para todo i, S;y1 C S;. En efecto, para algin z € S;;q, tal que f(x) +
ed(x, ziy1) < f(zip1) v zip1 € S; se concluye que

f(z) +ed(x, ) f(x)+ed(x, ziy1) +€6(z, ziv1)

<
< flzivn) +6(zi, zi) < f(2), (1.15)

lo cual implica que x € S;. Ahora, para algin x # y, se obtiene de (1.14) que
cuando i es suficientemente grande x ¢ S;. Por lo tanto, f(x) + ed(z, z;) >
f(z). Tomando limite cuando i — oo se llega a la desigualdad (iii). m

Nota 1.2.2 Fl principio vartacional de Fkeland o “principio variacional” es
un teorema que fue propuesto por Ivar Ekeland el cual afirma que existen so-
luciones dptimas cercanas para algin problema de minimizacion (véase [21]).
Es decir, este principio establece que para alguna funcion real inferiormente
semicontinua y acotada por abajo (en la cual no necesariamente erista un
minimo), se le puede hacer una pequena perturbacion para hacer que alcan-
ce su minimo (véase [12], [21] o [48]). El principio variacional de Ekeland
puede ser usado cuando los conjuntos de nivel de un problema de minimiza-
cion no sean compactos, lo cual significa que los teoremas de andlisis cldsico
no pueden ser aplicados. El principio de Fkeland se basa en la completez
del espacio métrico y ademads la caracteriza. Mds aun, el principio variacio-
nal provee una herramienta poderosa en andlisis moderno. Sus aplicaciones
cubren numerosas dreas incluyendo optimizacion, geometria en espacios de
Banach, andlisis no suave, economia, teoria de control y teoria de juegos, por
nombrar algunos (véase [12] y [21]).

Es importante mencionar que el caso (iii) del Teorema 1.2.1, establece la
unicidad del minimizador para la funcién perturbada. El siguiente teorema
es una forma equivalente del Teorema 1.2.1, en el cual se da de manera
explicita la unicidad del minimizador, la demostraciéon puede consultarse en
la Proposicion 1.43 de [48].
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Teorema 1.2.3 Sea f : R" — R una funcion i.s.c. con inf f < +o0. Supon-
gase que para cada € >0 y z € X se satisface que

f(z) < ;g)f; f(x) +e.

Entonces, existe y € X tal que
(a) y € B(z,¢) con f(y) < f(2): y

(5) axgmin (£ (x) + £3(.)} = )

donde, B(z,¢e) representa la bola centrada en z y de radio €, y argmin es el
conjunto de puntos donde la funcion alcanza el minimo.

1.3 Regularizaciéon basada en envolventes de Moreau-
Yosida

Un método muy comun para calcular el punto minimo o los puntos mini-
mos de una funciéon cuando éstos existen es mediante las técnicas del calculo
diferencial. Sin embargo, se han encontrado muchos problemas de optimi-
zacion en los cuales la funcién a minimizar resulta ser no diferenciable en
el(los) punto(s) minimo(s). Una forma de poder resolver los problemas en los
cuales la funciéon a optimizar no es diferenciable, es usando el concepto de
subdiferencial (véase [12] y [48]).

La subdiferencial (véase Definicion 1.3.5 abajo) de una funciéon en un pun-
to es un conjunto, el cual se considera el sustituto de la nociéon de derivada,
en donde la funcion objetivo no necesariamente es diferenciable. La subdife-
rencial es un concepto muy importante, debido a que muchos resultados del
calculo se pueden extender, lo cual hace que sea una herramienta ttil cuando
se hace algin tipo de anélisis sobre funciones no diferenciables.

Una forma de poder resolver los problemas de optimizacion no diferencia-
ble, en los cuales se conoce de manera explicita el conjunto de puntos donde
la funcion no es diferenciable (por ejemplo, las funciones con valores absolu-
tos), es usar una técnica especial de suavizado, por ejemplo, la regularizacion
de Moreau-Yosida (véase [48]), la cual se desarrollara en esta seccion.

En esta seccion se usarad la siguiente notacion: (-,-) denota el producto
interior y || - || la norma euclidiana en R”. También, R representa los niimeros
reales extendidos, i.e., R = [—00, +00]. Ademés, R lo consideraremos como
un espacio medible con B(R") la o-dlgebra de Borel de R™.
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1.3.1 Subdiferenciabilidad y Convexidad

Sea g : R” — R una funcién definida en al menos una vecindad del 0. Se dice
que g(h) es o(h) y se escribe g(h) = o(h) para indicar que

lim _g(h) =0.
h—0 H h H

Definiciéon 1.3.1 Sea f : R" — R una funcion. Se dice que una funcion f
es diferenciable en x € R", si existe y € R™ tal que

fla+h) = f(x) = (y, h) +o(h),
para toda h € R™.

Definiciéon 1.3.2 Sea f: R"™ — R una funcion.

(a) Un conjunto C C R™ es convexo si para todo x,y € C y para todo
B € 0,1] se tiene que

Br+(1—ByeC.
(b) Una funcion f: R® — R es conveza, si para todo z,y € R™ y 8 € [0,1],
f(Br+ (1= B)y) < Bf(x)+(1-B8)f(y)
En caso de que
f(Bz+ (1= By) < Bf(x)+ (1 - B)f(y),
se dice que la funcion es estrictamente conveza.

(c) Sea f : R™ — R una funcién convexa. Se define el dominio de f
como el conjunto de puntos donde f es finita, es decir, dom(f) =
{x e R" | f(z) < +oo}. f es propia si dom(f) # 0.

(d) Para f:R™ — R una funcidn, se define el epigrafo como

epi(f) ={(z,t) e R" xR | z € dom(f),t > f(x)}.

La demostracion del siguiente Lema puede consultarse en [48] (Teorema
2.9).
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Lema 1.3.3 Sea f : R® — R una funcidn conveza. Suponga que se quie-
re minimizar a f sobre R"™, entonces cada solucion localmente doptima es
globalmente optima y el conjunto argmin f es convero. Mds ain, si f es es-
trictamente convexa y propia, entonces argmin f, si es no vacio, es de un
solo punto.

La demostracion del siguiente Lema puede consultarse en [47], Teorema
1.6.

Lema 1.3.4 Sea f : R® — R una funcidn. Entonces, las siguientes condi-
ciones son equivalentes

(a) [ es inferiormente semicontinua (i.s.c.) en todo R".
(b) {x e R" | f(x) <~} es cerrado, para cada vy € R.
(¢) El epigrafo de f es un conjunto cerrado en R"L,

Sea X* el espacio dual de X (véase [49]). También (-, -) denota el producto
interior en X o en A(z) para todo x € X.

Ahora, se introducira el concepto de subdiferencial de una funcién con-
vexa. Es importante mencionar que este concepto generaliza el concepto de
derivada clasica (véase Ejemplo 1.3.6 abajo).

Definicién 1.3.5 La subdiferencial de una funcion conveza f : R" — R en
el punto x € R™ estd definida como

Of(x) ={se X" | fly) > f(z)+ (s,y — x) para todoy € R"}.

En este caso en particular X* representa el dual de R™. Una funcion se dice

que es subdiferenciable, si Of(x) # .

Ejemplo 1.3.6 Sea f : R — R una funcion definida por f(x) =| x |. En-
tonces
{-1} s z<0

of(x) =< {1} si x>0

[—1,1] si z=0.

Observe que esta funcion no es diferenciable en 0, sin embargo si es subdife-
renciable en 0.
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El siguiente lema afirma que para toda funcion convexa existe la subdi-
ferencial en € R™. Para la demostracion véase [8].

Lema 1.3.7 Sea f : R® — R una funcién convera y x € int dom(f). En-
tonces, Of (x) # 0.

Definicién 1.3.8 Una funcion f : X — R es Fréchet diferenciable en x
st existe alguna g* € X* tal que

o £ ) = f(@) = (g7 )
h—0 VL|

=0,

g* es llamada la derivada de Fréchet de f en x y puede ser escrita como f'(x)
df

0
Definicién 1.3.9 La subdiferencial de Fréchet de f: X — R es

Orf(z) = {g* € X*: 11%10nff(x +h) - |J;(|"”) — (g% > o},

y [ es Fréchet subdiferenciable si O f(x) es no vacio. Similarmente, la su-
perdiferenctal de Fréchet de [ es

oF f(z) = {g* € X* :lim sup fle+h) _‘J;f‘x) — (g% < O},

h—0

y es Fréchet superdiferenciable si O f(z) es no vacio.

Observacion 1.3.10 Una funcion f es Fréchet diferenciable en xq si y sdlo
st f es a la vez Fréchet subdiferenciable y superdiferenciable en xy en este

caso {df (zo)} = Op f(x) = 0" f(x).

Debe observarse que la subdiferencial presentada en la definicion prece-
dente generaliza la subdiferencial del analisis convexo clasico (véase [8], [12],
[48]). Recuerde que si f es una funcion convexa, la subdiferencial clasica de
f en un punto x se define por

of(x) ={pe X" [(p,y — ) < fy) — f(x) Yy € X}.
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1.3.2 Regularizaciéon de Moreau-Yosida

Definicién 1.3.11 Sea f : R® — R una funcidn propia (véase Definicion
1.3.2 (¢)) y convezxa. Se define la reqularizacion de Moreau-Yosida de f para
A >0 y para cada x € R™ como

Flo) =i { 1)+ 5 v P}, (1.16)
! A
ple) =argmin { 1) + 3 ==} (117

Donde el argmin estd definido como en el Teorema 1.2.3. Observe que el
operador proximal p(x) estd bien definido, ya que, la funcion a minimizar es
estrictamente conveza (véase 1.3.14 abajo) y por lo tanto el minimizador es
unico (véase [8], [48]). Debido a la unicidad se usard la notacion p(x) como
un punto. Fs importante mencionar que tanto los siguientes lemas como su
demostracion aparecen en [8].

Para ver mas detalles del siguiente ejemplo véase [6].
Ejemplo 1.3.12 Sea f : R — R una funcidn definida por f(x) = |x|, para

cada x € X. Entonces

P = {70+ - o

yeR

) A 2
— i {ll+ 5 - o)

yeR

) Ay 2
= f;‘g@{'“*ﬂy —2xy+x)}.

Es facil ver que si x > 0, entoncesy > 0 6 st x < 0, entoncesy < 0. Entonces

F(z) = minmin {n+é(n2—2|x|n+x2)}

n20 |y|=n 2
Ay A 9 1
= 3 + 5 in |IZ§|H=I717 {77 +2 (X - |x|) n} . (1.18)
o1 ‘ 1
Ahora, observe que si X |z| > 0, es decir, |x| < % entonces n = 0 y
1

1
F(z) = 5:162. Por otro lado, X—|x| < 0, es decir, |z| > % entonces derivando
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con respecto a n e igualando a cero se obtiene que
1
2n + 2(X —|z|) = 0.

1
Despejando n se obtiene que n = |z| — Y sustituyendo en la ecuacion (1.18)

se llega a que

Ao A 9 1
F(x) = 57 +§r$12161r;|1ir717{77 +2(X_|xl) 77}
A, A 1\’ 1 1
— — — _— 2 _ _
5% T3 {(m /\) + <)\ \x|> (|x| /\)}
= -
Y
Por lo tanto,
)
~? si |z] <1/
\ ]x\—ﬁ st x| > 1/A
Y
(0 stz < 1/A
plr)=4{ T % si x>1/A
1 :
X—i—x siox < =1/,

para cada x € X.

Proposiciéon 1.3.13 Si f : R* — R es una funcion propia, entonces F,
dada en la Definicion 1.8.11 es una funcion finita valuada.

Demostracién. Si f es una funcién propia, entonces existe x € R” tal que
f(z) < 0o. De esta manera, F' es finita valuada, ya que,

A
@) < fl@)+5 llo—a' |P< o0,

para algin 2’ € R". =
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Proposicion 1.3.14 Si f : R" — R es una funcion convexa, entonces F,
dada en la Definicion 1.3.11 es una funcion convexa. Ademds, la funcion

definida por gx(xz,w) = f(w) + 3 | w— 2 ||? es estrictamente convezra en w.

Demostracion. Sean z,z’ € R" y 8 € (0,1), entonces

BF(z) + (1 - B)F(z')
Bf(p(x)) + (1= B8)f(p(x))

+ 2B e~ I+ - 8) )~ I?)

> [(Bp(e) + (1 - Hpla))

+ 21 Bo(a) + (1~ Aple!) — Bz + (1 — B)a) |
> F(pr+ (1~ f)a)

Por otro lado, notese que la funcion norma || - || es estrictamente convexa
(recuérdese que se estd hablando de la norma euclidiana), entonces g, es
estrictamente convexa, ya que es la suma de una funciéon convexa con una
funcion estrictamente convexa. m

Corolario 1.3.15 Si f : R® — R es una funcidon propia y convezra, entonces
p(x) es inico para cada v € X.

Demostracion. Es una consecuencia directa de la Proposicion 1.3.14 y
del Lema 1.3.3. m

Lema 1.3.16 Si f : R* — R es una funcidn i.s.c., propia y conveza, enton-
ces p(x) es continuo en x € R™.

Demostracién. Véase Teorema 2.26 en [48]. m

Proposicién 1.3.17 Si f : R® — R es una funcion i.s.c., propia y conveza,
entonces F', dada en la Definicion 1.3.11 es una funcion diferenciable con
gradiente, dado para x € R", por

VF(z) =Xz —p(z)),

en donde, F' y X\ son como en la Definicion 1.3.11 arriba.
Mds aun,

| VE(z) = VFE() ||[< MNVF(z) = VF(2'),x — )
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| VE(z) = V@) [ A a—2a' |,
para todo x,x’ € R".

Demostracién. Fijemos una direccion arbitraria d € R", || d ||= 1, y sea
t > 0. Por definicién

F(z + td) — F()

min, | )+ 5 1y =2 = I
t t ,
min | () + 5 w0 |
) t
Fola+ 1) + 5 1 e+ )~ o =1
) t
Pl + e + 5 I oo+ 1)~ o |

t
AMpe+td) —x—td ||* — || p(a + td) — x ||?

v

2 t
_ AMlp(e +td) — p(x) + p(a) —x — td |?
2 t
_ Allp( +td) — p(a) +p(a) — x|
2 t
_ AMlp@) —w—td|? — | p(r) — |
2 t
— Mp(x+td) —p(z),d) (1.19)

A
en donde se usa que F(r) < f(p(:v+td))+§ | p(x+td)—=z ||*. (Nota: Recuerde

que para a, 8 € R" se tiene que || a + 3 [I°=| o [* +2(a,8)+ || B |*
En este caso, para probar la igualdad (1.19) sélo basta sustituir tomando
a=p(x+td) —p(x), B=plx)—x—tdyy=plx)—=.)

Ahora, tomando el limite cuando ¢ — 0, p(z + td) — p(x) (ya que,
p(x) es continuo véase Lema 1.3.16) lo cual implica que

lim F(z +td) — F(x)

t—s0 t

> Mz = p(x)),d).
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A
Por otro lado, como F(z + td) < f(p(z)) + 5 | p(z) — 2z —td ||?,

. A 2
Pty pe M 1045 [y—a -]

t t
min,, {f(w) + % | w— ||}
- ] t
Pl + 5 p(e) =t
< L
B t
f@@»+%nm@_xw}
- t
_ i”p@)—%—thQ—||p(x)_m||2
2 t

Otra vez, tomando el limite cuando ¢t — 0,

o Flaet tc? — F(z)

t—0

< Mz —p(z)),d).

Antes de continuar y poder probar las desigualdades restantes, obsérvese
lo siguiente

I VF(@) = VE@E) |? = MVF(z) = VF(@'),2 —p(z) — 2’ + p(2'))
= MNVF(z) - VF(@'),z -2
+ MVFE(x) = VF('),p(z') — p(x))

Ahora, se probara que los términos anteriores son negativos. Para ello,
se necesitara lo siguiente (conocido como la monotonicidad de df(x)). Sea
s€df(x)y s € 0f(a'), entonces (s — s',x — 2’y > 0. Para probar esto, con-
sidérese las desigualdades de los subgradientes asociados con sy s’ aplicados
a ry 2’ respectivamente,

f@) = f(a) + (s,z — )

f(@) = f(2') + (s,z — )
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Sumando estas desigualdades se obtiene que (s — s',x — 2’) > 0. Ahora,
obsérvese que por la optimalidad de p(x) y p(z'),

o€ (1) + 5 15t0) -+ )

0co () +5 o) o 1?).

Asi, VF(z) = Mz — p(z)) € 0f(p(z)) v VF(2') = A2 — p(z)) €
df(p(z')). Usando la monotonicidad de Of,

(VE(z) = VF(2'),p(a’) — p(z)) < 0. (1.20)
La prueba de la altima desigualdad se obtiene de la desigualdad (1.20),

| VE(z) = VF(@) ||? < MVF(z) - VF(z'),r —2')
< A VF(@) = V@) ||z —2" || -

Por lo tanto,

| VE(z) = VE(@) [< Az —2"].



Capitulo 2

PROBLEMAS ABIERTOS Y
ANTECEDENTES

2.1 Problemas abiertos

En esta secciéon se presentan los problemas que se trataran y se resolveran es
los siguientes capitulos de este trabajo. Los problemas que se abordan estan
motivados principalmente en perturbar el modelo original de un PDM de tal
manera que el modelo perturbado presente caracteristicas que nos ayuden a
obtener unicidad en la politica 6ptima o diferenciabilidad tanto en la politica
o6ptima como en la funcion de valor 6ptimo. Ademés, de encontrar cotas de
convergencia para las politicas provenientes del método de iteracion de valo-
res.

Considérese un proceso de decision de Markov descontado fijo, asociado a
un modelo de control de Markov (X, A, { A(z)|z € X},Q,¢), el cual le lla-
maremos proceso original y serd denotado por M. Se supondré que el PDM
original tiene una politica 6ptima tnica. Ahora, dado el PDM original, se
construird un nuevo PDM con las mismas componentes del MCM asociado
al proceso original, excepto en la funciéon de costo, la cual se remplazara por
otra funcion de costo ¢* o ¢ que difiere del costo por una funcion apropiada.
A la nueva funcion de costo le llamaremos costo perturbado. Al PDM con
el MCM (X, A, {A(z)|z € X},Q, c¢* o¢) le llamaremos PDM perturbado. A

continuacion se presentaran los problemas que se resuelven en este trabajo:

1. Encontrar formas de perturbar la funcién de costo ¢, de tal manera que
la politica 6ptima y la funcion de valor 6ptimo del PDM original y el

21
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PDM perturbado coincidan.

2. Garantizar que en el modelo perturbado la politica 6ptima f* siempre
sea unica.

3. Dado un PDM no necesariamente diferenciable, encontrar un nuevo
PDM perturbado de tal manera que se pueda garantizar la diferencia-
bilidad de la politica 6ptima y de la funcién de valor éptimo del PDM
perturbado.

4. Encontrar una forma de perturbar el PDM original, en la cual no ne-
cesariamente se tenga convexidad estricta, para poder garantizar con-
vexidad estricta en el modelo perturbado.

5. Encontrar cotas de convergencia para las politicas provenientes del mé-
todo de iteracion de valores.

2.2 Antecedentes

En esta secciéon se darda un resumen de los antecedentes que existen en la
literatura relacionados con problemas planteados en la seccién anterior.

2.2.1 Condiciones para la unicidad de las politicas 6p-
timas de un proceso de decision de Markov

En el trabajo de Daniel Cruz-Suarez, Rail Montes-de-Oca y Francisco Salem-
Silva (véase [16]) se presentan condiciones, las cuales garantizan la unicidad
de las politicas 6ptimas. Dichas condiciones que se presentan son sobre el
espacio de estados X, el espacio de acciones A, el conjunto de acciones ad-
misibles A(z), z € X, la ley de transicion @ y la funcion de costo ¢ > 0.
Sea X un espacio de Borel y supongase también que X es completo y par-
cialmente ordenado. Por simplicidad denotaremos el orden parcial en X por
“<”. Mas aun, se dice que una funcion g : X — R es creciente si para cada
z,y € X, x <y implica que g(x) < g(y), donde < es el orden usual en R.

Definicién 2.2.1 Sea X un espacio de Borel completo y parcialmente orde-
nado. Suponga que Py P' son dos medidas de probabilidad en (X, B(X)). Se
dice que P' domina a P estocdsticamente si [ gdP < [ gdP’ para toda
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g : X — R medible, acotada y creciente. Si P' domina a P estocdsticamente

st
lo denotaremos por P < P'.

Condicién 2.2.2  (a) X es un subconjunto convero de R", para algin en-
tero positivo n.

(b) A es un subconjunto convexo de R™, para algin entero positivo m.

(c) (1 —pB)a+ pa’ € A((1 — B)x + pa’), para todo z,2’ € X, a € A(x),
a € A@') y p € [0,1]. Ademds, se supone también lo siguiente: si
r,y € X, x <y, entonces A(z) C A(y), y A(x) es convexo para todo
reX.

(d) Q es inducida por la ecuacion en diferencias x,11 = F(xy,a4,&), con
t=0,1,..., endonde F : X x AxS — X es una funcion medible y {&;}
es una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas (i.i.d) con valores en S C R y con densidad comin A. En
resumen, se supone que F(- - s) es una funcion convera en K, para
cada s € S; ysiz,y € X, x <y, entonces F(x,a,s) < F(y,a,s) para
cada a € A(z) y s € S.

(e) c es convero en K, ysixz,y € X, x <y, entonces c(x,a) < c(y,a) para
cada a € A(x).

Condicién 2.2.3 (a) Lo mismo que en la Condicion 2.2.2 (a) y (b).

(b) (1—p)a+d € A((1 =)z +2') para todo v € X, a € A(x), ' € A(x')
y 5 € [0,1]. Ademds, también se supone que A(z) es convero para cada
reX.

(c) Q es dada por la relacion v, = yry+0a,+&,t=0,1,..., donde {&}
son variables aleatorias i.i.d con valores en S C R y con densidad A,

vy 0 son niumeros reales.

(d) c es estrictamente convezo en K.

Condicioén 2.2.4 (a) X es un espacio completo y parcialmente ordenado.

(b) Suponemos lo siguiente: si x,y € X, con x <y, entonces A(y) C A(x).
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(c) Erviste f € F, tal que

Q( | 2. F(2) £ Q| z,a),

para todo x € X, a € A(x). Mds ain, se supone que

c(z, f(z)) < ez, a), (2.1)

para todo v € X, ya € A(z), a # f(z) (note que, en este caso, f es la
unica politica estacionaria que satisface (2.1)).

(d) Sixz,ye X conz <y, entonces

Q| #,a) < Q- | y,a),
para todo a € A(y).

(e) Six,y€ X, x <y, entonces c(z,a) < c(y,a), para todo a € A(y).

Teorema 2.2.5 Supdngase que la Condicion 1.1.5 se cumple. Entonces exis-
te una unica politica estacionaria bajo cada Condicion 2.2.2, 2.2.8 0 2.2.4.

2.2.2 Convergencia uniforme de las politicas de itera-
cion de valores para procesos de decisiéon de Mar-
kov descontados

En el trabajo de Daniel Cruz-Suérez y Rail Montes-de-Oca (véase [17]) se
asume la unicidad de la politica 6ptima, ésta serd denotada por f*y bajo esta
condicion se dan otras condiciones adicionales para demostrar la convergen-
cia uniforme de las politicas provenientes del método de iteracién de valores.
Donde una condicion fundamental para demostrar tanto la convergencia pun-
tual como la convergencia uniforme es la compacidad sobre el conjunto de
acciones admisibles.

Condicién 2.2.6 (a) La multifuncion x — A(zx) es semicontinua supe-
riormente y cerrada valuada.

(b) c(-,-) es una funcion continua en K.
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(¢) Las integrales
[ V@ | w0 n=1.2.....

/ V()Qdy | ).

son finitas y continuas en K.

Condicioén 2.2.7 (a) El espacio de acciones A es un conjunto compacto.
(b) La multifuncion x — A(z) es compacta valuada.

(¢) La funcion de costo en una etapa es estrictamente acotada, es decir,
existe una sucesion no decreciente de conjuntos compactos X, T X,
n—o00yA,TA n— oo tal que A, := X,, X A,, es un subconjunto de
K, y

lim  inf c¢(x,a) =+o0,
n—00 (z,a)EAS,

donde AS denota el complemento de A,,.
Notaciéon 2.2.8 1. Para x € X, denote
Ax) i= Aoy (z) = {a € A(x) | e(x,0) < v*(2)},
donde v* es la funcion de valor dptimo como en la Definicion 1.1.3.

2. Denote R R
K, := {(x,a) eK|zeg,ac A(x)},

donde ¢ C X es un conjunto compacto no vacio.

Lema 2.2.9 Asuma que las Condiciones (2.2.6(a)), (2.2.6(b)) y (2.2.6(c))
se cumplen. Entonces, cada una de las Condiciones (2.2.7(a)), (2.2.7(b))

y (2.2.7(c)) implican que K es un conjunto compacto para cada conjunto
compacto no vacio ¢ C X.

Lema 2.2.10 Asuma que la Condicidn (2.2.6) y una de las Condiciones
(2.2.7(a)), (2.2.7(b)) y (2.2.7(c)) se cumple. Entonces, la politica dptima
estacionaria f* es una funcion continua.
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Lema 2.2.11 Asuma que la Condicion (2.2.6) se cumple. Entonces, G,, con-
verge uniformemente a G en cada subconjunto compacto de K.

Lema 2.2.12 Bajo la Condicion (2.2.6) y bajo alguna de las Condiciones
(2.2.7(a)), (2.2.7(b)) y (2.2.7(c)) se cumplen. Entonces, para cada compacto
no vacio s C X, se cumple lo siguiente: para cada € > 0, eriste 6 > 0 tal
que, para todo (z,a) € K, si

| Gz, [*(x)) — G(z,a) [< 6

entonces
o(f*(x),a) <e.

Teorema 2.2.13 Supdngase que la Condicion (2.2.6) y una de las Condi-
ciones (2.2.7(a)), (2.2.7(b)) y (2.2.7(c)) se cumplen. Entonces { f,} converge
uniformemente sobre conjuntos compactos a f*.

2.2.3 Teorema de la envolvente y algunas aplicaciones
a procesos de decisiéon de Markov descontados

En el articulo realizado por Hugo Cruz-Suarez y Ratl Montes-de-Oca (véase
[19]) se presenta el teorema de la envolvente en espacios Euclideanos, con
el objetivo de analizar un problema de optimizaciéon y obtener las corres-
pondientes funcion de valor 6ptimo y politica 6ptima, usando técnicas de
diferenciacion. En esta seccion se definird nuevamente un MCM, debido a
que en el trabajo [19] se usa un criterio de rendimiento similar al criterio
de costo total descontado descrito en el capitulo de Preliminares. En este
trabajo se presenta el teorema de la envolvente para PDMs de dos maneras:

e Usando condiciones de concavidad y diferenciabilidad
e 5S6lo usando condiciones de diferenciabilidad.

Notaciones Preliminares:

Sean W, Y y Z espacios Euclideanos. Para algtin subconjunto B C W,
un punto x € B es llamado punto interior de B si existe un conjunto abierto
U tal que x € U C B. El interior de B es el conjunto de todos los puntos
interiores de By es denotado por int(B).
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Dado n : W — Z una funciéon. La funcion inversa de n (si tal funcion
existe) es denotada por n~'. Ademas, si n es diferenciable, su derivada es
denotada por .

Suponga que W es un subconjunto de W x Y.

Sea 0 : W — Z una funcion. Supongase que 6 = 6(w,y) es dos veces
diferenciable. Las derivadas parciales con respecto a w y y son denotadas por
0w y 0y, respectivamente. La notacion para las segundas derivadas parciales
de 0 con respecto a w y y son Oy, y 0y, respectivamente.

También, para ¢ = 1,2, definase

C¢(W; Z):= {0 W= Z | la derivada parcial de orden ¢ de 6
existe y es continua} .

Ahora, sea (X, A, {A(z) | z € X},Q,r) un modelo de control de Markov
fijo, donde

(a) X y A son (no vacios) ambos espacios de Borel de R? y R™ (p,m > 1
enteros), respectivamente. X y A son llamados el espacio de estados y
de acciones, respectivamente.

(b) A(x) representa el conjunto de acciones admisibles en el estado x.
(c) @ esley de transicion.

(d) r: K — R es una funcién medible, llamada funciéon de recompensa en
un paso.

Ahora, para cada politica 7 y estado inicial x € X, considérese

Z alr(wy, at)] ,

t=0

Y(m, )= E]

Y (7, z) es llamado el criterio de la recompensa total esperado descontado,
donde « € (0,1) es el factor de descuento.
Recuerde que para PDMs, K := {(z,a) : x € X,a € A(x)}. Sea ¥ : K —

R una funciéon medible. Supongase que existe una funcion ¢ : X — R tal que
U(z,a) < ®(z), para todo z € X y a € A(x). Defina ¢ : X — R por

U(x) = sup ¥(z,a),
acA(z)

para todo z € X.
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Condicién 2.2.14 (a) ¥ € C?(int(K),R). Mds aiin, V,,(z,-) es definida
negativa, para cada x € X.

(b) FEziste una funcion h : X — A tal que h(z) € int(A(z)) y ¥(x) =
U(z, h(x)), para cada x € X.

Teorema 2.2.15 Asuma que la Condicion 2.2.14 se cumple. Entonces h €
Cl(int(X); A), v € C*(int(X);R), entonces se obliene la siguiente formula
de la envolvente

Y (x) = Valz, h(x)),
para todo x € int(X).

El problema de control éptimo consiste en determinar una politica 7*, tal

que:
T(r*,2) = sup T, ),
mell
xr € X,y n* es llamada politica optima. La funcion ® definida por
O(x) :=sup Y (m,x),
well

para todo x € X, es llamada funcion de valor éptimo.

Supongase que ) es inducida por la ecuaciéon en diferencias

Ti41 = F(xm atyﬁt)»

cont=20,1,...,en donde F' : X x A xS — X es una funciéon medible y
{&} es una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas (i.i.d) con valores en S C R y con densidad comin A y funcion
de distribucion de probabilidad u. Obsérvese que en este caso r es una funcion
de recompensa en un paso.

Sea G : K — R la funcion definida por

G™®(z,a) :=r(x,a) + Oz/CD(y)Q(dy | z,a).

Condici6n 2.2.16 (o) r € C?*(int(K); R).

(b) F(-,-,s) € C*(int(K); X) para cada s € S. Ademds tiene inversa en la
tercera variable R : K x X — S tal que R(-,-,s) € C*(int(K x X);S)
y | detR)(-, -, s) |€ C?(int(K);R), para todo s, en donde en este caso
R3) denota la derivada de R en la tercera variable, y el determinante
de R3) es denotado por detR ).
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(c) S es un conjunto abierto y A € C*(int(S);R).

(d) El intercambio entre derivadas e integrales es vdlido.
Lema 2.2.17 Bajo la Condicion 2.2.16, G* € C?(int(K); R).
Condicioén 2.2.18 (a) A(z) es convezo, para cada x € X.

(b) G=(z,-) es definida negativa, para cada x € X.

(c) f(x) € int(A(x)), para cada x € X.

Teorema 2.2.19 Supingase que las Condiciones 2.2.16 y 2.2.18 se cumplen.
Entonces f € CY(int(X); A) y ® € C?(int(X); R).

Lema 2.2.20 Si se cumplen las Condiciones 2.2.16 y 2.2.18. Entonces, exis-
te una dnica politica estacionaria f tal que f(x) € int(A(z)), para cada
reX.

Lema 2.2.21 G* € C*(int(K);R) y G>(x,-) > 0, para cada x € X .
Lema 2.2.22 & € C?(int(X;R) y f € C'(int(X; A).

Resultados para el Caso no Céncavo

Condicién 2.2.23 (a) Existe una funcidn h : X — A tal que h(z) €
int(A(z)) y ¢(x) = ¥(x, h(x)), para cada z € X.

(b) U € C*(int(K);R) y el determinante de V,,(z,h(x)) es diferente de

cero, para cada x € X.
Condicién 2.2.24 (a) f es dnica y f(z) € int(A(x)), para cada x € X.
(b) G* € C*(int(K);R) y el determinante de G2 (x, f(x)) es diferente de

cero, para cada x € X.

Teorema 2.2.25 Asuma que las Condiciones 2.2.23 se cumple. Entonces
h e C(int(X); A), ¥ € C?*(int(X);R), y la siguiente formula de la envol-
vente se cumple

V(x) = Va(, b)),
para todo x € int(X).

Teorema 2.2.26 Asuma que la Condicion 2.2.16 y 2.2.24 se cumplen. En-
tonces f € CH(int(X); A), y ® € C?(int(X);R).
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2.2.4 No unicidad versus unicidad de las politicas 6pti-
mas en procesos de decisién de Markov convexos

Rail Montes-de-Oca, Enrique Lemus-Rodriguez y Francisco Salem-Silva en
el trabajo [16] proponen un método de perturbacion, que se puede probar en
el modelo resultante, bajo hipdtesis de convexidad sobre el espacio de estados
X, el conjunto de acciones A, la ley de transicion () y la funcion de costo
¢, que tiene una politica 6ptima tnica. Es importante mencionar que en el
trabajo [16], tanto el espacio de estados X como el conjunto de acciones A
son ambos subconjuntos de R.

Para n > 0, considere el siguiente PDM denotado por M, con el modelo de
control (X, A, {A(z) : x € X},Q,¢), donde ¢(x,a) = c(x,a)+na®, (z,a) € K,
donde c es la funcién de costo para M.

Condicién 2.2.27 1. X y A son converos;

2. (1 —=pBa+d € A(1 — B)x + 2') para todo z,2’ € X, a € A(z),
a € A(z') y p € 10,1]. Ademds, también se supone que: si x,y € X,
xr <y, entonces A(y) C A(x), y A(x) son converos para cada x € X;

3. Q es inducida por la ecuacion en diferencias x,11 = F(xy,a4,&), con
t=0,1,..., donde F': X x Ax S — X es una funcidn medible y {&}
es una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas (i.i.d) con valores en S C R y con densidad comin A. En
resumen, se supone que F(-, - s) es una funcion convexa en K, para
cada s € S; y siz,y € X, x <y, entonces F(x,a,s) < F(y,a,s) para
cada a € A(z) y s € S;

4. ces convexo en K, y siz,y € X, x <y, entonces c(x,a) < c(y,a) para

cada a € A(y).

Condicion 2.2.28 1. Lo mismo que en la Condicion 2.2.27 (1);

2. (1-B)a+d € A((1—B)x+2') para todo x,2" € X, a € A(z), a' € A(x')
y B € [0,1]. Ademds, también se supone que A(x) son convexros para
cada v € X;

3. Q es dada por la relacion x, 1 = yry+das+ &, t =0,1,..., donde {&}
son variables aleatorias i.i.d con valores en S C R y con densidad A,
v y 0 son numeros reales.
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4. ¢ es convexo en K.

Condicién 2.2.29 FEzxiste una politica ¢ tal que

o0
E? Zaté(xt,at)] < 00,
=0

para cada x € X.

Condicién 2.2.30 FEziste una funcion medible Z : X — R, la cual podria
depender de «, tal que ¢(x, a)—c(x,a) = na* < nZ(z), y [ Z(y)Q(dy | x,a) <
Z(x) para cada x € X y a € B(x).

Para M,, L*, I* y l,, n = 1,2, ..., denotaran la funcién de valor 6ptimo,
la politica 6ptima y las politicas provenientes de iteracion de valores, respec-
tivamente. Mas atn, sea w,, n = 1,2,..., las correspondientes funciones de
iteracion de valores para M,,.

Teorema 2.2.31 Supingase que se cumplen las Condiciones 1.1.5 y 2.2.29,
y que para M, también una de las dos Condiciones 2.2.27 ¢ 2.2.28 se cum-
plen. Sea n un nimero positivo. Entonces,

(a) Si A es compacto, entonces | L*(z) — v*(z) |< nK?/(1 —a), v € X,
donde K es el diagmetro de un conjunto compacto D tal que 0 € D y

ACD.

(b) Bajo la Condicion 2.2.30, se tiene que | L*(z)—v*(x) |[< nZ(z)/(1—a),
reX.

Corolario 2.2.32 Supongase que se cumplen las Condiciones 1.1.5 y 2.2.29
y que para M, una de las dos Condiciones 2.2.27 ¢ 2.2.28 se cumplen (por
tanto, M no necesariamente tiene una politica dptima inica). Sea n un ni-
mero positivo. Si A es compacto o la condicion 2.2.30 se cumple, entonces
existe un PDM M, con una tnica politica optima l*, tal que las desigualdades
del Teorema 2.2.31 (a) o (b) se cumplen, respectivamente.
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2.2.5 Una politica e-6ptima para procesos de control
estocastico a tiempo discreto

En el trabajo que se desarrolla en |54 se da una version del principio varia-

cional de Ekeland para procesos de decision de Markov descontados a tiempo

discreto, donde el modelo perturbado se hace en base a una politica e-6ptima

(véase [9], [54], [45]), sin embargo en este trabajo no se prueba la medibilidad

de la politica 6ptima para el modelo perturbado y no se trabaja la unicidad
de ella.

Definiciéon 2.2.33 Para € > 0, una politica w. € 11 es llamada e-dptima en
un estado inicial x st
V(r.,z) <v'(x) +e.

Si . es e-optima para cada estado inicial x, ésta es llamada e-dptima.

En este caso se trataran los tres siguientes casos para la funcion de costo.
(D) Si0<a<1yparaalgain N € R, | ¢(x,a) |[< N para cada (z,a) € K.
(P) Sia=1y0<c¢(z,a), para cada (z,a) € K.

(N) Sia=1y c(x,a) <0, para cada (z,a) € K.

Lema 2.2.34 Para un estado inicial x € X y para alguna politica © € 11,
existe una politica Markoviana my, € Iy, tal que

V(mp,x) = V(m, x).

En el siguiente lema se demuestra la existencia de politicas e-6ptimas. La
demostracion se puede consultar en Bertsekas and Shreve [10], Proposicion
9.19.

Lema 2.2.35 Para cada € > 0, existe una politica e-optima markoviana no
aleatorizada y s 0 < a < 1 ésta puede ser tomada estacionaria.

Sea N (X) el conjunto de todas las funciones real valuadas en X, las cuales
son inferiormente semicontinuas. Definimos los operadores 7'y Ty en N(X)
de la siguiente manera: para cada v € N(X), z € X y a € A(z),

Tu(z) = c(z,a) + o / o(1)Qdy | x.a),

X
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Tyo(z) = clz, (z)) + a /X o(9)Qdy | 2, £(z)).

El siguiente Teorema es una consecuencia del Teorema 1.2.1. Tanaka (véa-
se [54]) dio una demostracion de este teorema.

Teorema 2.2.36 Sea € > 0. Dada la politica e-optima f¢ del Lema 2.2.35
la cual cumple que
Treu(x) < Tu(x) +e.

Entonces existe f* € F tal que

(1) o(f (@), [*(x)) < Ve,

(i) Tpu(@) + VEp(f(@), F*(x)) < Tyu(a) y

(ifi) Ty-u(w) < Tyu(x) + Vo (f(x), f*(x)) para toda f € F\{f}.

A continuacion se presentara un Teorema que ha sido aplicado por Tanaka
(véase [54]) a Procesos de Decision de Markov. En ese articulo se mencionan
los siguientes resultados.

Teorema 2.2.37 Para alguna politica s-optima w. € 11, existe una politica
no aleatorizada markoviana ™ = (f5, fy,...) € I tal que para todo estado
inicial x, = x € X,

) + EZak“E (fi (), fola)) | 2o = 2] < V(n., z)

S aME ol fi () i) |0 = 2] < 1.

k=0

Tanaka (véase [54]) da una forma de como perturbar el Modelo de Control
de Markov, para después enunciar el siguiente teorema:

Teorema 2.2.38 La politica 7 = (f§, fy,...) € Il dada en el teorema an-
terior para una politica w. € TR (conjunto de politicas no aleatorizadas
Markovianas) es dptima para el problema de minimizacion perturbado.






Capitulo 3

PERTURBACION BASADA EN
EL PRINCIPIO VARIACIONAL
DE EKELAND

Desde el punto de vista clasico (por ejemplo, el concepto de Hadamard sobre
problemas bien planteados [1]) en un modelo matemaético la existencia y uni-
cidad de soluciones siempre han sido una de las principales preocupaciones
de la matematica aplicada. Sin embargo, en muchos ejemplos de optimiza-
cion no siempre es posible garantizar tanto la existencia como la unicidad,
inclusive si se tienen condiciones que aseguren la existencia de soluciones,
la unicidad de éstas no se obtiene de manera automética. Por ejemplo, en
la programacién lineal, incluso tenemos el caso extremo de que cuando hay
dos vectores 6ptimos diferentes, todas sus combinaciones lineales convexas
resultan también ser 6ptimas automaéticamente.

La no unicidad puede ser intrinseca al sistema o puede ser estructural-
mente no estable, es decir, una version ligeramente perturbada del sistema
original puede presentar unicidad. En este capitulo se indagara si la propie-
dad es genérica, es decir, si para alguna familia de procesos de decision de
Markov descontados (PDM), siempre en el caso de que un sistema presen-
te no unicidad de la politica 6ptima puede perturbarse de tal manera que
la politica 6ptima y funcion de valor 6ptimo del modelo perturbado y del
modelo original coincidan y ademas el modelo perturbado tenga una poli-
tica Optima unica. Anteriormente se obtuvieron resultados en este sentido
(ver [38]) bajo restricciones de convexidad. Usando el principio variacional
de Ekeland (véase [21], Seccion 2.1, pag. 6 en [12], y la Proposicion 1.43, p. 31
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en [48]), es posible obtener nuevos resultados interesantes sin las restricciones
de convexidad, lo que hace que el articulo [38] sea obsoleto.

Vale la pena mencionar que el presente resultado (véase el Teorema 3.3.2
abajo) se cumple bajo condiciones bastante generales y poco restrictivas (ver
Condicion 1.1.5 atras), que satisfacen una gran familia de PDMs.

Cabe destacar que el resultado principal (véase Teorema 3.3.2 abajo) de
este capitulo, no es una consecuencia directa del principio variacional de
Ekeland. Sin embargo, la demostracion sigue de cerca el patréon de la prueba
original de Ekeland, que, como él mismo afirma, es una adaptacion de [11]
(véase también el comentario 2.1.4, p. 9 en [12]). En particular, es necesario
hacer la prueba paso a paso para establecer la medibilidad de la politica
o6ptima, lo cual no sigue automaticamente del resultado clasico.

Es importante mencionar que Tanaka (en [54]) presenta una version del
teorema de Ekeland para PDMs, relacionada con las politicas e-optimas, pero
no discute la unicidad.

Este capitulo esta organizado de la siguiente manera: en primer lugar se
presenta un resultado en relaciéon con la existencia de un dnico maximal,
entonces se da el resultado principal y su prueba. Por tltimo, se incluyen
algunas observaciones y comentarios.

3.1 Modelo perturbado usando el principio va-
riacional de Ekeland

Sea (X, A, {A(z) | x € X},Q,c) un MCM asociado a un PDM descontado
fijo, el cual serd denotado por M y lo llamaremos proceso original. En lo
que resta de este capitulo, se supondra que el proceso original M satisface la
Condicion 1.1.5 (a), (b) y (¢). La Condicién 1.1.5 (a), (b) y (c) para el proceso
M no serd mencionada en cada lema o teorema en este capitulo, pero se
supone que se cumple. Més atn, dado un modelo M sea f* la correspondiente
politica 6ptima cuya existencia estd asegurada en el Lema 1.1.6, la cual no
necesariamente es tnica.

Dado € un ntmero entero positivo el cual se supondra que es fijo en
el resto del capitulo. Ahora sea el siguiente PDM, denotado por M. (del
proceso original M): (X, A, {A(z) | z € X},Q,c*), donde ¢*(x,a) = c(x,a)+
ep(a, f*(z)), = € X, a € A(x) y f* como en el Lema 1.1.6, donde ¢ es
la funcién de costo original de M. Noétese que ambos PDMs, M y M., son
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iguales excepto por la funcién de costo; mas atn, el conjunto de I politicas
estacionarias en el mismo para ambos modelos (en particular, el conjunto II
de todas las politicas admisibles es también el mismo para ambos modelos).
M, le llamaremos proceso perturbado basado en el principio variacional de
Ekeland.

Para M., sea W (m, z) el costo total descontado cuando se aplica la politica
7, dado el estado inicial x, y w* denota su correspondiente funcién de valor
optimo.

Observaciéon 3.1.1 Observe que ahora el criterio de rendimiento para el
proceso perturbado estd definido como

w*(m,x) = EI Zatc*(%,%)]
= ET Zat [C(It,at)—|—€S0(ataf*(37t))]]

+eb7

[ oo
= E7 Zatc(xt7at)
L t=0

S oty <at,f*<a:t>>]

Z@t@ (ax, f*(xt))] ’

= o(m,x)+eE]
t=0

donde a € (0,1) es el factor de descuento, para cada v € X y 7 € 11,

3.2 Existencia de una politica 6ptima maximal
para el modelo perturbado

Definase para cada x € X, una relacién de orden en el conjunto de acciones
admisibles A(x), de la siguiente manera, para a;, as € A(x),

a; < ag siy solo si G(z,as) — G(x,a1) + ep(ay, az) < 0.

Esta relacion claramente establece una relacion de orden parcial, i.e., es una
relacion reflexiva, antisimétrica y transitiva.

Para x € X, un control d € A(x) se le llama mazimal para A(z) sia < d
para todo a € A(x).
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Lema 3.2.1 Para cada n € F, existe una unica politica estacionaria g* € F
tal que, para cada x € X, n(z) < g*(x) y g*(x) es mazimal para A(x).

Demostraciéon. Sea n € F. Se definird una sucesion de politicas estacio-
narias { fx},_,; , de la siguiente manera.

Toémese f; = 7. Definase, para cada x € X,
Si(z) ={a € A(z) |fi(x) < a}, (3.1)

en donde se supone que el conjunto {(z,a) | € X y a € Si(x)} es medible,
es decir, la multifuncion x — S;(z) es medible.

Como Si(x) # 0, para cada x € X (observe que fi(z) € Si(z)), fo se
elegird como se demuestra abajo. Por definicion de Si(z), © € X, se sigue
que para cada g € S1(x):

0< 590(97 f1<l’>> < G(l’,fl(l’)) - G(l’,g) (32)
< Gz, fi(x)) — aeisrﬂx) G(z,a). (3.3)

Considérese que x € X es arbitrario. Notese que las Condiciones 1.1.5 (a)
y 1.1.5 (b) implican que G(z, -) es i.s.c. Por tanto, como la funcion distancia
es continua, implica que el conjunto S;(z) es cerrado. Més atn, es facil probar
que S1(x) C {a € A(x) | ¢(x,a) < G(z, fi(x))}. De esta manera, Si(z) es un
conjunto compacto (véase Condicion 1.1.5 (a)).

Observe que como G(z,-) es i.s.c. en Sy(z) C A(z) y Si(z) es compacto,
para cada x € X, por Proposicion D.5, p. 182 en [25], se sigue que existe
fo € F tal que, para todo x € X, fo(z) € Si(x), y
inf )G(x,a) = G(z, fo(x)).

a€eS1 (v
1
Ahora, tomese 5690(f1(:1:),f2(a:)) > 0, para cada x € X. Entonces, la
siguiente desigualdad evidentemente se cumple para cada z € X,

Glr, @) < inf Glw,a)+ zep(fila), fol)) (3.4)

a€S1(x)

Por (3.3) y (3.4) se obtiene que, para cada = € X,

G(z, fo(x)) < inf G(z,a) +% [G(x, fi(z)) — inf G(x,a)]

T a€Si(w) a€S1(x)

1

- Yewnen+ at ol
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por tanto, resulta que, para cada x € X,

2G(z, fo(z)) — G(z, fi(x)) < inf G(z,a). (3.5)

T a€Si(x)

Asi, tomando para cada =z € X,
So(x) ={a € A(z) |fo(x) < a}. (3.6)

Otra vez, considerando que x € X es arbitrario. Ahora, sea f, € F dado
un entero positivo k > 2. Supéngase que para cada z € X, fp(z) € Sk_1(x)
v fr(z) minimiza G(z,a) sobre todos los a € Si_1(x). Definase Si(z) como:

Sk(x) ={a € A(x) | fx(z) < a}, (3.7)

en donde se supone que el conjunto {(z,a) |z € X y a € Si(z)} es medible,
es decir, la multifuncion x — Si(z) es medible.

Entonces fry1 € F, la cual satisface que fr.1(z) € Si(z) para z € X
es elegida de manera similar como f, € F se obtuvo de f;. Entonces, las
siguientes desigualdades también se cumplen para cada z € X:

2G(z, frot1(z)) — Gz, fu(z)) < aeljSI'}f(‘x)G(x’ a) (3.8)
y
Sk+1(z) = {a € A(z) [frs1(z) < a}. (3.9)

Con este procedimiento, la sucesion { fi }x—12, . es construida. Notese que,
para cada k y x € X, Si(x) es compacto.
Ahora, una vez mas considérese que x € X es arbitrario. Obsérvese que,

para cada k, fy1(x) € Si(z), satisface

gooo

G(z, frp1(z)) < inf G(:z:,a)+% Gz, fr(x)) — inf G(z,a)|. (3.10)

a€Sk(z) a€Sk(z)

En particular, la desigualdad anterior es consecuencia de (3.8). Ahora,
por construccion, para cada k > 1, Spii(x) C Sp(z) (recuerde que < es
transitiva), entonces

inf G(z,a) < if G(z,a);

a€Sy () a€Sky1(x)
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esto implica que

G(z, fru1(x)) — inf  G(x,a) < Gz, fri(x)) — inf G(z,a), (3.11)

a€Sk41(x) a€Sk(x)

para cada x € X.
De las desigualdades (3.10) y (3.11) (recuerde que fri1(x) € Skii(z),
para cada = € X), resulta que, para cada © € X,

G(z, fru1(x)) — inf  G(x,a)

< %\G@,fk(x))— nf G(z,a)

aGSkH(:v) aeSk(m)
1 )
< % G(ﬂ?, fl(x)) - aelsrif()x)G<x7a) :

De la desigualdad anterior, se obtiene que, para cadax € X y [ € Sgi1(x)
(obsérvese que fri1(x) < 1):

G (2, fra(2) = G, D] = Gz, fia(x) = Glx,1)
< Gz, frr1(z)) —  inf  G(z,a)

aESk+1($)
1 .
< 3 |6 A@) - ol Gl

De lo anterior y de la definicion de Sk, (x), implica que, para cada x € X,

G(z, fi(x)) — inf G(z,a)

a€Sy(x)

olfin(@).D) < o

De esta forma, usando la desigualdad triangular, se sigue que

G(z, fi(z)) — inf G(zx,a)

a€S(x)

2

)

para todo x € X, 8,1 € Sk41(x), and k > 1.

Por lo tanto, para cada x € X, Diam(Sk(z)) — 0 (donde Diam(D) es
el supremo de la distancias entre alguna pareja de elementos de D, para D
un subconjunto de un espacio métrico), cuando k — oo; como, para cada
r € X, Si(z) es completo, los conjuntos Si(x) tienen para cada & > 1 un
tinico punto en comin, denotado por ¢g*(x), que es,

{9 (@)} = [ Si(2).
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Ahora, por definicion de Si(x) C A(x), se obtiene que fip(z) < g*(x)
para todo k y z € X. En particular, para k = 1, se sigue que fi(z) <
g*(x). Supdngase que ¢g*(x) no es maximal para A(x). Entonces existe z(x) €
A(zx) tal que g*(x) < z(x). Por transitividad, fix(z) < z(x) para algun k.
Consecuentemente, z(z) € {g*(z)}, ie., z(x) = g*(x). Por lo tanto, g*(x) es
el inico elemento maximal para A(z).

Como z es arbitrario, es posible definir una funcién g* : X — A tal que
g*(z) € A(x) es maximal y tnica, para cada = € X.

Ahora se establecerd que ¢g* es una politica estacionaria. Para ello sea
z € X fijo. Como fi(x) < fri1(x), entonces:

0 < ep(fi(@), frrr1(2) < Gz, fiu(®)) — G(z, frr1(2)), (3.12)
para k =1,2,.... Sumando, para m > k:
ep(fu(@), fm(x)) < Z ), fi+1(2)) (3.13)
< S (G @) - Gl fra (@)}
= Gz, fulz)) — Gz, fn()). (3.14)

Por (3.12) se obtiene que {G(z, fx(2))},_, o es decreciente, y acotada
por abajo, y entonces {G(z, fi(z))},_,, converge. Esto establece que el
término de la parte derecha de la ecuaciéh,(3.14) converge a 0, cuando k, m —
oco. Consecuentemente {fy(z)},_,,  es una sucesion de Cauchy en Si(z) C
A(z). El conjunto Si(x) es completo, y por lo tanto la sucesion de controles
{fx(2)}—1 o, . converge a g*(x) en A(z). Por tanto, como z es arbitrario,
resulta que {f.(7)},_, ,  converge a g*(z) en A(x), para cada x € X. Como
fr € F, que es, cada f; es medible, resulta que ¢g* es también medible, i.e.,
geF. n

3.3 Unicidad de la politica 6ptima en el proceso

perturbado
Lema 3.3.1 Para una politica optima f*, dada por Lema 1.1.6, para el PDM

M, eziste g* € F (dada por el Lema 3.2.1 tomando n = f*), tal que, las
siguientes propiedades se satisfacen:
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(i) Si(f*(x),g"(2)) = 0, entonces f*(z) = g°(z) y G(z, g"(2)) = Gla, f*(x)),
para todo v € X;

(ii)
G(z,9%(x)) < G(z, f(2)) + ep(f(2), 9" (1)), (3.15)

para cada f € F con f(z) # ¢g*(x), para cada v € X. Mds ain, g* es
la tinica politica dptima para el proceso perturbado M..

Demostracion. Tomando n = f* = f; en el Lema 3.2.1, y sea ¢g* definida
como en el Lema 3.2.1.

(i) Tomando k = 1 en (3.14), se obtiene para cadam =2,...,y z € X, la
siguiente desigualdad

ep(f*(x), fm(x)) < Gz, f*(x)) — G(2, fm(2)). (3.16)

Como G(zx,-) es i.s.c. en A(z) para cada z € X, de (3.16), y como
fm(z) — g*(x) para cada x € X se sigue que

G(z,g"(x)) < lim nfG(z, f(2))
< lim inf{G(z, f*(2)) = ep(f*(2), fm(2))}
= Gz, f*(x)) —ep(f*(z), 9" (x)),

para cada x € X. De esta manera,
Gz, g"(x)) + eo(f*(z), 9" (x)) < Gz, [*(x))
y, como f* es 6ptima para el proceso original M,

ep(fH(x), g"(x) < Gla, f(x)) — Gz, 9%(x))
G(z, f*(z)) — inf G(x a) =0,

acA(x)

IN N

para cada z € X. Por tanto, f*(-) = ¢*(-).

(ii) De (i) resulta que para cada z € X, W(g*,z) = V(f*, z)
facil verificar que paracadam € lly x € X, W(rm, z) > V(7T
(obsérvese que ¢*(x,a) > ¢(x,a), paratodor € X ya € A

(2)).
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Combinando estas igualdades y desigualdades, se sigue que, para cada
rellyzr e X, W(r,z) > W(g*, ), por tanto w*(-) = v*(-) = W(g*, )
y g* es oOptima para M.. Ahora, tomando f € Fy z € X, tal que

f(z) # g*(z), usando que p(g*(z), f(z)) > 0 y la maximalidad de g¢*,
resulta que

G(r,g"(x)) < Glx, f(x)) —eplyg’(z), f(z))
< Gl f(x))
< Gz, f(x) +eplg™(), f(z)),

por tanto, la desigualdad (3.15) se sigue.

Finalmente, sea h una politica estacionaria 6ptima para M. y h # g*.
Tomando = € X, tal que h(x) # g*(x). De (3.15) y usando que w*(-) =

v*(:) =Wi(h,)y f*(-) = g*(-), se obtiene que
wi(z) = G(z,9"(x))
< G(z,h(z)) +ep(g(x), h(z
)

= o, h(x)) +ep(f . Q(dylx, h(x))

| v
[ Wik g)Qste. )

)

(x), h(z)) + o
= c(z, h(z)) +ep(f*(z),h(z)) + o
De esta manera,

w'(z) < (o) +o /X W (h, 1)Q(dyla, h(z))
= W(h,x),

en donde la desigualdad anterior se obtiene de (4.2.15), p. 51 en [25].
Por lo tanto, w*(x) < W(h,x), i.e., h no es 6ptima, lo cual es una
contradiccién a la optimalidad de h. Esto finaliza la prueba de la parte
(ii) del Lema 3.3.1.

[ ]

Ahora, todo lo anterior en conjunto establece el resultado principal de
este capitulo, que es claramente una consecuencia inmediata de los dos lemas
previos:
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Teorema 3.3.2 Para un PDM M, sea f* una politica dptima (ndtese que
M no necesariamente tiene una politica dptima unica). Entonces eziste un
PDM M. con una tinica politica optima que coincide con f*.

El resultado principal que se obtuvo en este capitulo es la unicidad de la
politica 6ptima del modelo perturbado.
Las siguientes observaciones de este capitulo son importantes:

1. Con los resultados obtenidos en este capitulo se generalizo [38], debido
a que se extendieron los resultados para funciones de costo no necesa-
riamente convexas.

2. No hay una manera de obtener el resultado principal de este capitulo
como un corolario del principio variacional de Ekeland, sin embargo, la
prueba clasica (véase [21]) puede ser adaptada.

Ademés, el teorema principal de este capitulo, puede ser interpretado
como una propiedad de densidad especifica en el conjunto de modelos de de-
cision de Markov con una politica 6ptima tnica. Debido a que la construccion
del proceso perturbado usa explicitamente una politica 6ptima del modelo
original, este enfoque no ha sido atn establecido, si bajo alguna topologia
natural, el conjunto de todos los modelos de decision de Markov con una
politica 6ptima es abierto o de primera categoria y por tanto es genérica.



Capitulo 4

PERTURBACION BASADA EN
LA REGULARIZACION DE
MOREAU-YOSIDA

En términos generales, la optimizacion trata de obtener maximos o minimos
de una funcién sobre un conjunto de restricciones y usar éstos para poder
calcular el valor maximo o minimo de la funcién objetivo. Un método muy
desarrollado para encontrar los maximos o minimos son los criterios de la
primera y segunda derivada (véase 35|, [53]). Sin embargo, no siempre es
posible hacer uso de este tipo de herramienta debido a que existen muchos
ejemplos de optimizacion en los cuales no es posible encontrar la derivada de
la funcion objetivo, inclusive si se tienen condiciones las que garanticen la
existencia de soluciones 6ptimas. Por ejemplo, la funcion valor absoluto tiene
un minimo en 0, sin embargo no es diferenciable en este punto. Otra de las
grandes preocupaciones en optimizacion es también garantizar la unicidad
del optimizador.

Ahora, dado un PDM asociado a un MCM, en este capitulo se tratara de
encontrar un nuevo modelo perturbado para la familia de procesos de decision
de Markov descontados cuando el espacio de estados y conjunto de acciones
son subconjuntos de R, siempre que el sistema no presente diferenciabilidad
de la politica 6ptima y de la funcién de valor correspondiente, asi como la
no unicidad de la politica 6ptima, de tal manera que el modelo perturbado
presente diferenciabilidad en la funcion de valor 6ptimo y la politica 6ptima
y ésta resulte ser tinica. Ademas, también se estd buscando que, tanto las
funciones de valor 6ptimo como las politicas 6ptimas sean las mismas. Como
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una consecuencia de la diferenciabilidad en el modelo perturbado se quiere
encontrar una tasa de convergencia para las politicas provenientes del método
de iteracion de valores.

Anteriormente se obtuvieron resultados para el criterio de recompensa to-
tal descontado en los cuales se implementan las técnicas de diferenciabilidad
para obtener una politica 6ptima (véase [19]), sin embargo estos resultados
solo se pueden implementar cuando tenemos diferenciabilidad en el lado de-
recho de la ecuacion de programacion dindmica. En esta tesis se obtiene un
nuevo resultado sin la restriccion de diferenciabilidad en la funcién de costo
y adicionalmente se garantiza la existencia de una politica 6ptima tnica. En
cuanto a la convergencia se tienen otros resultados ([16] y [17]) los cuales
presentan condiciones bajo las cuales es posible garantizar que las politicas
provenientes del método de iteracion de valores convergen a la politica 6pti-
ma; cabe mencionar que la unicidad de la politica 6ptima es fundamental en
estos trabajos y no se dan cotas de convergencia.

En este capitulo se usan las técnicas de regularizacion de Moreau-Yosida
(véase Capitulo de Preliminares) la cual consiste en perturbar el modelo
original de tal manera que el modelo perturbado sea diferenciable. Cabe
mencionar que este tipo de regularizacion hasta el momento no se ha aplicado
a PDMs. Usando este tipo de regularizacion no s6lo se obtiene la unicidad y
la diferenciabilidad de la politica 6ptima y de la funcion de valor 6ptimo del
modelo perturbado, sino que ademas se obtiene que la funcién de valor para
el proceso perturbado es finito valuada y estrictamente convexa, sin tener
condiciones de convexidad estricta. Alin mas, como consecuencia de este tipo
de perturbacion se proporciona de manera explicita una cota de convergencia
para las politicas de iteracion de valores.

Este capitulo estd organizado de la siguiente manera: en primer lugar
se presenta la manera de perturbar el PDM basado en la regularizaciéon de
Moreau-Yosida. En segundo lugar se prueba la existencia y unicidad de la
politica 6ptima del modelo perturbado; posteriormente se prueba la convexi-
dad del modelo perturbado; en cuarto lugar se demuestra la diferenciabilidad
del modelo perturbado y por tltimo se dan las cotas de convergencia de las
politicas de iteracion de valores.
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4.1 Regularizacion de Moreau-Yosida

Sean X C R, A C R conjuntos de Borel no vacios y suponga que A(z) C A,
para toda x € X. Denotemos por K := {(z,a) : © € X,a € A(x)}. Definase
G : K — R* una funcién medible y

(x) = fn(f)G(x,a),

a€A(x

reX.
Definicion 4.1.1 Definase para cada (z,a) € K y A > 0 fijo

g A 2
H(z,a) = bell{xl{;p){G<x’b)+§(b a) },

A
P(z,a) := arginf{G(x, b) + = (b— a)2} ,
beA(x) 2

a H y P se le llama la reqularizacion de Moreau-Yosida y el operador proxi-

mal, respectivamente.

Ejemplo 4.1.2 Sean X = A = A(z) = R, para cada v € X. Defina
G(z,a) = |z| + |a| para cada (x,a) € K. Entonces

H(z,a) = min {G(m,b)Jr%(b—a)Q}

beA(x)

= min) {|x| +|0] + % (b — a)Q}

beA(z
el + min (ol + 2 (b a?
= |z min —(b—a)" .
beA(z) 2
Andlogamente, como en el Ejemplo 1.3.12,
A
2] + = a? si Jal <1/X
H(z,a) = 2 1
|z| + |a| — o) st |a| > 1/A
Y
0 sial < 1/A
1
P(z,a)=¢ @~ si a>1/A
1 .
" +a si a< -1/

para cada v € X ya € A(x).
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Condicién 4.1.3 Para cada x € X, se cumple que G(z,-) es una funcidn
convexa.

Observacion 4.1.4  a) Ndtese que el operador proximal P(z,a) estd bien
definido, para cada (z,a) € K, ya que la funcidn a minimizar es estric-
tamente conveza bajo la Condicidn 4.1.3 (véase Teorema 4.1.7 abajo).

b) Ndtese que para todo (x,a) € K, siempre se cumple que H(x,a) <
G(z,a). En efecto, sea (z,a) € K entonces

H(z,a) = inf {G(x,b)Jr%(b_a)g}

beA(x)
< G(a:,a)+%(a—a)2
= G(z,a).

Lema 4.1.5 Sea a € A(x), fijo. Definase L(b) = (b—a)’, para cada b €
A(z). Entonces L es una funcion estrictamente convera en A(x).

Demostracion. Sea a € A(z), fijo. Entonces L'(b) = 2(b — a), mas ain
L"(b) =2 > 0. Por lo tanto, L es estrictamente convexa. ®

Notacion 4.1.6 Para cada (x,a) € K fijo, se usard la siguiente notacion
— A 9
H(z,a,b) := G(x,b) + 3 (b—a)”,
para todo b € A(x).
Lema 4.1.7 Supdngase que la Condicion 4.1.8 se cumple. Entonces H(x, a, -)
es una funcion estrictamente conveza, para cada (x,a) € K. Ademds, P(x,a)
tiene un sdlo elemento, para cada (z,a) € K.
Demostracion. Sea (z,a) € K fijo. Usando la Condiciéon 4.1.3 y el Lema
4.1.5, H(z,a,-) es suma de una funciéon estrictamente convexa y una funcion

convexa. De esto se obtiene que H(x,a,-) es estrictamente convexa. m

Lema 4.1.8 Supdngase que para todo x € X, existe a € A(x) tal que
G(z,a) < co. Entonces, para toda (x,a") € K se cumple que H(x,a") < oo.
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Demostracién. Sea x € X, fijo. Por hipdtesis, existe a € A(x) tal que
G(z,a) < co. Entonces,

H(r,d) < Glr.a)+ 5 d)?
< o0,

para toda o’ € A(z). =

Lema 4.1.9 Suponga que la Condicion 4.1.3 se cumple. Si f* : X — A,
f*(x) € A(z), para cada x € X es la inica funcidn tal que Y (x) = G(z, f*(x)),
para cada x € X, entonces P(x, f*(x)) = {f*(z)}, para cada x € X, es decir,
f* es el dnico infimo para H(z, f*(x)). Ademds, G(x, f*(x)) = H(z, f*(x))
para cada x € X.

Demostracién. Usando el Lema 4.1.7 se tiene que H(x,a,-) es estric-
tamente convexa para cada (x,a) € K, entonces usando el Lema 1.3.3,
H(x, f*(x),-) tiene un tnico infimo b, en A(x). Notese que

Gz, f(z)) < G(a,b)
< G(a:,bx)Jr%(bx—f*(x))Q

30— @)

AN I [\
Q =iz
8 8 5B
% 5 —
O
= =
=

+

IN
\_/9\/—\
8
s

*
=~
8
~

lo cual implica que P(z, f*(z)
H(z, f*(r)). =

Definiciéon 4.1.10 Una correspondencia entre X y A es una aplicacion de-

notada por T', que a cada x € X le asocia un subconjunto I'(x) = A(z) de
A.

Definicion 4.1.11  (a) Una correspondencia I' : X — A es hemicontinua
superior (superiormente semicontinua) en o € X, si para cada con-
junto abierto B de A tal que T'(xy) C B, la preimagen superior de
B, TT[B] := {x € X : T'(z) C B} contiene una vecindad de xy. Una
correspondencia I' : X — A es hemicontinua superior en X si es he-
micontinua superior en cada o € X.
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(b) Una multifuncion T' : X — A es hemicontinua inferior (inferior-
mente semicontinua) en xo € X, si para cada conjunto abierto B
de A tal que T'(xzg) N B # 0, la preimagen inferior de B, T [B] :=
{r e X :T(x)N B # 0} contiene una vecindad de xy. Una correspon-
dencia I' : X — A es hemicontinua inferior en X si es hemicontinua
inferior en cada xg € X.

(¢c) Una correspondencia T : X — A es continua en xo € X si es hemicon-
tinua superior e inferior en xo € X. Una correspondencial’ : X — A es
continua en X si es hemicontinua superior e infertor en cada xg € X.

Una definiciéon equivalente a la anterior es la siguiente

Definiciéon 4.1.12 Una multifuncion I' : X — A es

(a) superiormente semicontinua (s.s.c.) si el conjunto {x € X |T(z) N F # 0}
es cerrado en X, para todo conjunto cerrado F' C X.

(b) inferiormente semicontinua (i.s.c.) si el conjunto {x € X |T'(z) NG # 0}
es abierto en X, para todo conjunto abierto G C X.

(¢) continua si es inferiormente semicontinua y superiormente semiconti-
nua.

El siguiente resultado es una caracterizacion de la semicontinuidad infe-
rior, para mas detalles véase Proposicion D.2 en [25], pag. 182.

Lema 4.1.13 Sea I' : X — A una multifuncion, las siguientes afirmaciones
son equivalentes

(a) T esi.s.c.

(b) el conjunto {x € X | T'(z) C F} es cerrado en X, para todo conjunto
cerrado F' C A.

(c) si xy, — x en X ya € I'(x), entonces existe una sucesion a,, € I'(x,)
tal que a, — a.

Un resultado similar es para la caracterizacion de la semicontinuidad su-
perior, para mas detalles véase Lema 2.20 en [17], pag. 5.
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Lema 4.1.14 Sea T : X — A una multifuncion. Supongase que T'(x) # ()
para todo x € X y mds aun I' es compacto valuada. Entonces, las siguientes
afirmaciones son equivalentes

(a) T es s.s.c.

(b) siz, > x,n— +ooen X ya, €'(x,), n=1,2,---, entonces eziste
una subsucesion {a,,} de {a,} tal que a,, — a, n — +oo.

Lema 4.1.15 Supdngase que se cumple la Condicion 4.1.3, que G es conti-
nua, que los conjuntos A(x) son compactos y que la multifuncion x — A(z)
es continua, para cada x € X. Entonces H es continua y P(z,a) es no vacio,
compacto y la multifuncion a — P(x,a) es continua, para cada v € X.

Demostracién. Sea z € X, fijo. Observe que H(z,a,-) es continua, ya
que es suma de dos funciones continuas. Usando el Lema 4.1.7 P(z,a) es
tinico, para cada a € A(zx). Por lo tanto, usando el teorema del méaximo de
Berge (véase [24]) se obtiene el resultado. m

Nota 4.1.16 Dado que f* es unica para H (véase Lema 4.1.9), cuando
P(x, f*(x)) = {f*(2)}, v € X usaremos la notacion P(x, f*(x)) = f*(x),
para todo x € X.

En lo que resta del capitulo se usardn las siguientes notaciones para las
derivadas parciales, Hy,(z,a), Hyo(x,a) denotardn la primera, sequnda deri-
vada parcial con respecto a a, respectivamente.

Lema 4.1.17 Supdngase que se cumple la Condicion 4.1.3. Entonces, para
cada x € X, existe la derivada parcial H,(x,-) en el int(A(z)),

H.(z,a) = Ma — P(x,a)).
Mds aun, para cada v € X
|Hy(z,a) — Hy(z,d)| < XN|a—d|. (4.2)

para toda a,a’ € A(x).
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Demostracién. Sean x € X y a € int(A(z)) fijos y t > 0. Por definicion

H(z,a+t)— H(z,a)  mineam {G(x,0)+ 5 (b—a—1)*}
t B t
| Mingea) {G(z,w) + 5 (w— a)2}
t

Gz, P(z,a+1t)+ = (P(z,a+1t) —a—1)°

t

DO | >

v

G(z, P(z,a+1) + % (P(z,a+1t) —a)’
B t
A (P(z,a+t) —a—1)°"— (P(z,a+1) —a)’
) t
_ A(P(z,a+1t) = P(x,a) + P(z,a) —a— t)?
2 t
A (P(@,a+t) = Plx,a) + P(z,a) — a)’
2 t
= %(P(m, a)t— a—t) (véase nota abajo) (4.3)
_ A(P(x,a) —a)’
2 t
— A P(z,a+t)— P(z,a)),

A
en donde se usé que H(x,a) < G(x, P(z,a+t)) + 3 (P(z,a+t) —a)®. En
este caso, para probar la igualdad (4.3) so6lo basta sustituir tomando a =
P(m,a—i—t)—P(:E,a), 5:P(x,a)—a—tyfyzp(x,a)—a.

Ahora, dado que P(z,-) es continua por el Lema 4.1.15 tomando el limite
cuando t — 0 se tiene que P(z,a +1t) — P(x,a) de donde se sigue que
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A
Por otro lado, como H(z,a+t) < G(z, P(x,a))+ 3 (P(z,a) —a—1)°, se

tiene que

H(z,a+t) - H(r,a) _ mieaw {G(z,b) + 3 (b—a—1)?}
t
| mitgeap {G(z,w) + 3 (w—a)’}
t
G(z, P(x,a)) + % (P(z,a) —a—t)°
<
o t
- G(z, P(z,a)) + % (P(x,a) — a)®
t
_ A(P(z,a) —a— ) — (P(z,a) —a)?
2 t

Una vez mas, tomando el limite cuando ¢ — 0 se obtiene que

i H(x,a+t)— H(z,a)

t—0 t

< Aa — P(z,a)).

Por lo tanto, H,(z,a) = A(a — P(z,a)). Usando lo anterior se tiene que

’Ha(xaa)_Ha<m7a/)’ = )\‘CL—G,/—FP(:C,CLI)—P(I‘,G,)‘
< MNa—d |+ \P(x,d) — P(z,a)|.

Ahora, se probara que el segundo término de la igualdad anterior es nega-
tivo. Para ésto se usara la monotonicidad de la subdiferencial 0G(z, -). Para
ello sean a,a’ € A(x), s € 0G(z,a)y s’ € 0G(x,d’), entonces (s—s')(a—a’) >
0. Para probar ésto, considérense las desigualdades asociadas a los subgra-
dientes con s y s" aplicado a a’ y a respectivamente.

G(x,ad") > G(x,a) + s(d’ — a)

G(x,a) > G(z,d') + s(d’ — a).

Sumando las dos desigualdades anteriores, se obtiene que

(s —s)(a—d)>0.
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Ahora, nétese que por la optimalidad de P(z,a) y P(x,ad’) se tiene que

0o (G(x, P(z,a)+ % (P(z,a) — G)Q)

0ed (G(x, P(x,ad") + % (P(z,d') — a’)2> :
Asi,
H,(x,a) = MNa — P(z,a)) € 0G(z, P(z,a))
Hy(z,d") = Xd — P(z,d")) € 0G(x, P(x,d")).
Usando la monotonicidad de 0G(z, ) se tiene que
P(z,ad") — P(x,a) <0.

Por lo tanto,
|Hy(z,a) — Hy(z,ad")| < Ma —d|.

Lema 4.1.18 Supdngase que se cumple la Condicion 4.1.3 y que P,(x,a)
existe. Entonces la sequnda derivada parcial H,,(z,-), para cada x € X y
a € int(A(x)), es

Huo(z,a) = N1 — P,(z,a)).

Demostracion. Sea z € X fijo. Por el Lema 4.1.17 se llega a que
H,(z,a) = XMa — P(x,a)). (4.4)

Ahora, usando que P(z,a) es diferenciable con respecto a a y derivando
nuevamente la ecuacion (4.4) se concluye que

Hyo(z,a) = N1 — Py(x,a)).
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4.2 Aplicacion a procesos de decision de Mar-
kov

4.2.1 Modelo perturbado usando la regularizacién de
Moreau-Yosida

Considérese un proceso de decision de Markov descontado fijo, asociado a
un modelo de control de Markov (X, A, { A(x)|z € X},Q,¢), al cual le lla-
maremos proceso original y serd denotado por M. Supdngase que X y A
son ambos subconjuntos de Borel de R. Es importante mencionar que los
resultados que se obtienen en R se pueden extender de manera analoga a R™.

En lo que resta de este capitulo, se supondra que el proceso original M
satisface la Condicion 1.1.5 (a), (b) y (c¢). La Condicion 1.1.5 (a), (b) ¥
(c) para el proceso M no sera mencionada en cada lema o teorema en este
capitulo, pero se supone que se cumple. Mas atin, dado un modelo M sea f*
la correspondiente politica 6ptima cuya existencia esté asegurada en el Lema
1.1.6, la cual no necesariamente es tinica.

Definase para A > 0 fijo, el siguiente PDM denotado por M, con el MCM
(X, A {A(x)|z € X},Q,¢), donde ¢(z,a) = c¢(z,a) + % (a— f*(x))? e X,
a € A(x) y f* es una politica 6ptima del modelo original M, fija y c es la
funcién de costo para M. Obsérvese que ambos PDMs M y M) coinciden
en los componentes del modelo de control de Markov excepto en la funcién
de costo; mas aun, el conjunto [ de las politicas estacionarias es el mismo
para ambos modelos. A M) le llamaremos proceso perturbado basado en la
regularizacion de Moreau-Yosida. En lo que resta del capitulo A se supondra
A > 0y fijo.

Para M), sea W(m, ) la esperanza del costo total descontado cuando la
politica 7 es aplicada, dado el estado inicial x, y w* denota la correspondiente
funcion de valor 6ptimo.

Notacion 4.2.1 Recuerde que en PDMs, para cada (z,a) € K, G y G,
denotan lo siguiente

G(z,a) :=c(x,a) + a/ v (y)Q(dy|z, a),

X

Gn(z,a) :=c(z,a) + a/ Vo1 (y)Q(dy|x, a).

X
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Definicién 4.2.2 Definase para f* del modelo original M y A > 0 fijo

o, (@) = min {Gle.t) + 5 0 7@},

beA(x)

A

P(z, f*(z)) = arg min {G(x7 b) + o)

beA(x)

- 7))

Ademds,

H,(z, f*(x)) := min {Gn(x,b) + % (b— f*(x))2} .

beA(x)

4.2.2 Convexidad en el modelo perturbado

En esta seccion se probard que el modelo perturbado M), bajo condiciones
de convexidad se vuelve estrictamente convexo.

Condicién 4.2.3 1. X y A son convexos;

2. (1-P)a+d € A(1—PB)x+2") para todo x € X, a € A(z), d' € A(2') y
B € [0,1]. Ademds, también se supone que: six,y € X, x <y, entonces
A(y) C A(z), y A(x) son convexos para cada x € X;

3. Q es inducida por la ecuacion en diferencias xi = F(xy,a4,&), con
t=0,1,..., donde F': X x Ax S — X es una funcion medible y {&}
es una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas (i.i.d) con valores en S C R y con densidad comin A. En
resumen, se supone que F(-, - s) es una funcion convexa en K, para
cada s € S; y siz,y € X, x <y, entonces F(x,a,s) < F(y,a,s) para
cada a € A(z) y s € S;

4. ¢ es estrictamente convexo en K, y st v,y € X, x < y, entonces
c(x,a) < c(y,a) para cada a € A(z).

Condicion 4.2.4 1. Lo mismo que en la Condicion 4.2.3 (1);

2. (1-=B)a+d € A(1 = pB)x+2') para todo x € X, a € A(x), a’ € A(x)
y € 1[0,1]. Ademds, también se supone que A(z) es convero para cada
r e X;
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3. Q es dada por la relacion vy = yry + dar + &, t =0,1,..., en donde
{&} son variables aleatorias i.i.d con valores en S C R y con densidad
A, v y 6 son numeros reales.

4. c es estrictamente convezo en K.

Lema 4.2.5 Supongase que una de las Condiciones 4.2.8 6 4.2.4 se cumplen.
Entonces G(x,-) es estrictamente convexa, para cada x € X. Ademds, la
politica optima f* es unica.

Demostracién. Véase [16]. m

Notacion 4.2.6 Para cada (x,a) € K fijo, se usard la siguiente notacidn

Fe, §*(x).b) = G, 0) + 5 (b — ()7,
para todo b € A(x).

Teorema 4.2.7_Sup0’ngase que una de las Condiciones 4.2.8 6 4.2.4 se cum-
plen. Entonces H(x, f*(z),-) es una funcion estrictamente conveza, para cada
reX.

Demostracion. Sea (z,a) € K fijo. Usando el Lema 4.1.7. Se obtiene
que H(z,a,-) es estrictamente convexa. m

4.2.3 Existencia de una politica 6ptima tinica del mo-
delo perturbado

Lema 4.2.8 Supdngase que la Condicion 1.1.5 (c) se cumple. Entonces,
existe m € 11 tal que W (7w, z) < oo, para cada x € X.

Demostracion. Sea x € X fijo. Por la Condicién 1.1.5 (c), existe m € II
tal que V (7, z) < co. Entonces, usando m = f*

W(r,xz) = EI Zat/c\(it, at)]
= E7 Zat (C(fn a) + % (ay — f*(xt))Q)]

= ET Zatc(:pt, at)]
=

= v*(x) < oo,
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en donde f* es la politica 6ptima del modelo original M y est4 dada como
en el Lema 1.1.6. m

Teorema 4.2.9 Sea f* la politica optima del modelo original M como en
el Lema 1.1.6, entonces P(x, f*(x)) = {f*(z)}, para cada x € X, es de-
cir, f* es la 1unica politica optima para el modelo perturbado M. Ademds,
G(z, f*(x)) = H(z, f*(z)) para cada x € X.

Demostracion. Usando el Lema 4.1.9 se tiene que P(x, f*(x)) = {f*(z)}
y que G(z, f*(x)) = H(x, f*(x)). Sélo resta probar que f* es 6ptima para
el proceso perturbado M,. De lo anterior se tiene que para cada z € X,
W(f* x)=V(f* z) =v"(x). Es facil verificar que para cadam € lly z € X,
W(m,x) > V(m,x) > v*(x). Combinando estas igualdades y desigualdades se
sigue que, paracadam € [l y x € X, W(m, x) > W(f*, x), por tanto w*(-) =
v*(-) = W(g*,-) y f* es optima para M,. Sea h una politica estacionaria tal
que h es Optima para My y h # f*. Tomemos = € X tal que h(x) # f*(x).
De (4.1) y usando que w*(-) = v*(-) se obtiene que

w'(x) = Gz, f(z))

< Glah@) + 5 (7 () — b))’
= b)) + 5 (@) = b))+ [ VUl b))
= clah(o) + 5 (@) = @)+ a [ 0 @)k b)),

Asi,

uﬂm<a@mm»+a/ummmwmm@m

X

i.e., h(x) no es 6ptima, lo cual es una contradiccion para la optimalidad de
h. m

Dado que la politica 6ptima f* del modelo original M es una politica
Optima tunica para el proceso perturbado M), (véase Lema 4.2.9), cuando
P(z, f*(z)) = {f*(z)}, v € X usaremos la notacion P(z, f*(z)) = f*(x),
para todo z € X.
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4.2.4 Diferenciabilidad en el modelo perturbado

Condicién 4.2.10 1. Supongase que para cada v € X, los conjuntos
A(x) son compactos y la multifuncion x — A(z) es continua.

2. ¢(,-) es continuo y [v*(y)Q(dy | -,-) es una funcion continua.

Lema 4.2.11 Supdngase que se cumple la Condicion 4.2.10. Entonces en el
modelo perturbado M) se cumple que v* y P(z, f*(x)) = f*(x) son continuas,
para cada x € X.

Demostracién. Véase [37]. m

Teorema 4.2.12 Supingase que se cumple la Condicion 4.2.3 ¢ la Condi-
cion 4.2.4 y la Condicion 4.2.10. Entonces si f*(x) € int(A(x)), se tiene
que

Ho(z, [*(2)) = A(f*(2) — P(z, f*(x))) = 0.

Demostracion. Sea x € X fijo. Del Lema 4.1.17 se tiene que para cada
a € int(A(z))
H,(z,a) = Xa — P(z,a)).

Entonces, evaluando en f*(z) y usando el Teorema 4.2.9 se llega a que

Ho(z, [*(x)) = A(f*(x) = P(z, [*(2))) = A(f*(z) = f*(z)) = 0.

4.2.5 Cotas de convergencia para las politicas prove-
nientes del método de iteraciéon de valores

En esta seccion se dard de manera explicita una cota de convergencia para

las politicas provenientes del método de iteracién de valores, como una con-

secuencia de la perturbacion basada en la regularizacion de Moreau-Yosida
cuando los conjuntos de acciones admisibles son compactos.

~ 1
Condicién 4.2.13 Supdngase que existe una constante k, 1 < d < — y una
o

funcion medible w : X — [1,00) tales que

sup | ¢z, a) |< kw(z), y
A
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sup [ @(w)QUdylr,a) < (),
para todo x € X, donde w es una funcion de peso w >0 en X.

Definiciéon 4.2.14 Sea @ : X — R una funcion medible, se define

I o= || 2] = e L (15

Para una demostracion del siguiente lema véase |26], Teorema 8.3.6.
Lema 4.2.15 Bajo las Condiciones 4.2.10 y 4.2.13, se tiene que existe N €

N tal que, para todo n > N se satisface que

[ Vi = 0" [l=<

(4.6)

para todo a € A(z) y x € X, donde k, &, w(x) son como en la Condi-
cion 4.2.18 y f.(x) son las politicas provenientes del método de iteracion de
valores.

Lema 4.2.16 Bajo las Condiciones 4.2.10 y 4.2.13, se tiene que existe N €
N tal que, para todo n > N se satisface que

< k() (ad)"

—_— 4.
- 1l—-ad ’ (4.7)

para todo a € A(z) y x € X, donde k, 6, w(z) son como en la Condi-
cion 4.2.13 y fn(x) son las politicas provenientes del método de iteracion de
valores.

Demostracion. Por definicién y por el Lema 4.2.15

~

_ SUDsey | Val(a) —v'(z) [ _ K(ad)"”
w(x) T 1l-—ad

H Vn - ||w (48)
Ahora, como | V() — v*(z) |< sup,ex | Va(z) —v*(x) | y despejando a

w(z) se tiene que

< k:w(x)(ozé)”.

N oY)
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Lema 4.2.17 Bajo las Condiciones 4.2.10 y 4.2.13, se tiene que existe N €
N tal que, para todo n > N se satisface que

_ koo () (ad)™

Gl fule) = Glo, @) < 2P0 541), (49)

para todo a € A(x) y v € X, donde k, d, w(z) son como en la Condi-
cion 4.2.18 y f,(x) son las politicas provenientes del método de iteracion de
valores.

Demostraciéon. Sea x € X y n > 1 fijos. Usando el Lema 1.1.6 (¢) y el
Lema 4.2.16 se tiene que

|G, fu(2)) = G(z, f*(2))]

|G, fu(x)) — 0" (2)|
v (y)Q(dylz, fn(x))

Il
=
8
s
0
_l’_

o
PR

T V(@) = Va(a) - v*(@)

< la /X (0 (9) — Vs (4)) Qg fu())

T V() — v (@)

< a /X V" (9) = Vaer ()| QU £ ()

+ Valw) = v (@) A

< MR [ wt@uste, ) + LS
k(ad) ko () (ad)"

= 1—a55w<x)+ 1—ad
kwo(z)(ad)”

- 5+,

Lema 4.2.18 Supdngase que se cumple la Condicion 4.2.3 o la Condicion
4.2.4 y que también se satisfacen las Condiciones 4.2.10 y 4.2.13. Entonces,
para el modelo perturbado M)y, cuando f*(x) € int(A(z)) se satisface que

Haa(z, [*(2)) = A,

para todo v € X.
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Demostraciéon. Sea x € X fijo. Por el Teorema 4.1.18 se tiene que
Huo(z,a) = Ma — P,(z,a)), para cada a € int(A(x)). Notese que en PDMs
para My, P(z, f*(z)) = f*(x) es una funcion que solo depende de z y es
constante en la variable a. Entonces P,(z, f*(x)) = 0. Entonces

Haa(, [*(2)) = A

paracadaxr € X. m

Teorema 4.2.19 Supongase que las Condiciones 4.2.8 o0 4.2.4 y las Condi-
ciones 4.2.10 y 4.2.13 se cumplen. Entonces, para cada x € X existe K(x)

tal que | fu(z) — f*(2) |[< K(z), donde K(z) = \/—%w(x)(aé)”

(1= ad) (0+1). Es

decir, fo 2> f* (fn converge puntualmente a f*, cuando n — oo ). Mds ain,

| fule) ~ (@) < \/ Al 6, (4.10)

para todo x € X, donde k, 6, w(x) son como en la Condicion 4.2.13 y fn(z)
son las politicas provenientes del método de iteracion de valores.

Demostracion. Sea x € X fijo. Primero note que H (z, f,(x)) < G(z, f.(x)),
ya que la Observacion 4.1.4 en particular se cumple para f,(z) € A(x), es
decir,

| >

H(z, fu(x)) = min {G(x,b)—i—

beA(x)

0= )}

< o ful@) +a [ WU L) + 5 (ale) — @)

= G($7 fn(x))

Ahora, desarrollando la serie de Taylor alrededor de f*(z) para H (z, f.(z)),
donde f, son las politicas de iteracion de valores. Usando que H,(x, f*(z)) =
0 (ya que, f* es 6ptima para M, por el Teorema 4.2.9) se tiene que

H(x, fu(x)) = H(z, [*(x)) + l,Haa(l“, fr@)(falz) = f1(2))%,  (4.11)

2!
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debido a que las derivadas de orden tres o méas son todas cero. Usando el
Teorema 4.2.9 y el Lema 4.2.18 se llega a que la ecuacion (4.11) es

Hr, ful@) = Gla, @) 4 A @)~ F@)F, (412)
Luego usando que H(z, f,(z)) < G(z, f.(x)) se tiene que

%(fn(ﬂf)—f*(w))2 = H(z, fu(2)) = H(z, f*(2))
< G($,fn($))—G($,f*(l’)) (4‘13)

Usando el Lema 4.2.17 se concluye que

§<fn<x>—f*<x>>2 < G, ful@) = Gla, f*(2))

k() (ad)"

< TS (6+1). (4.14)

Despejando en la desigualdad (4.14) se llega a que

fulr) = ()] < \/ Al 6 ), (4.15)

Por lo tanto, tomando el limite cuando n — oo las politicas de iteracion
de valores convergen puntualmente a la politica 6ptima (i.e., fn(x) — f*(z),
para todoz € X). m

Observacion 4.2.20 Notese que en el caso de que en la Condicion 4.2.13
el costo sea acotado, la convergencia es uniforme.

El siguiente teorema muestra que la continuidad se obtiene como conse-
cuencia de las cotas de convergencia.

Teorema 4.2.21 Supingase que se cumplen las Condiciones 1.1.5, las Con-
diciones 4.2.10 y 4.2.13 y que la funcion de costo c(-,-) es continua en K.
Entonces f* es continua, si y solo si, v* es continua.

Demostraciéon. Supongamos que f* es continua. Entonces,

V'(e) = el fa)) + o [ 0 0)Qle £ () (4.16)

X
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es continua, para cada x € X.
Por otro lado, supongamos v* continua, y tomemos una sucesion {x,} tal
que x,, — x, usando la igualdad (4.13) y la desigualdad (4.14) se sigue que

|f* () = [ () Gz, f*(z)) — G(z, [*(2n))
vt (z) — vt ()
0. (4.17)

IA A

Por lo tanto, f* es continua. m

En este capitulo se encontré otra manera de perturbar la funcion de cos-
to adicionandole una funcién del tipo cuadratica, con lo cual en el modelo
perturbado M, se demostré la unicidad de la politica 6ptima, la convexidad
y diferenciabilidad de la funcién de valor 6ptimo con lo cual se lograron ob-
tener una cota de convergencia para las politicas provenientes del método de
iteracion de valores.



Capitulo 5
EJEMPLOS Y APLICACIONES

5.1 Ejemplos usando la perturbacién basada en
el principio variacional de Ekeland

En esta secciéon se daran ejemplos que muestran que a pesar de que el modelo
original no presenta unicidad en la politica éptima, en el modelo perturbado
si hay unicidad de la politica 6ptima para el modelo perturbado.

Ejemplo 5.1.1 Sean X = (0,00), A = A(x) = (—00,0), para todo x € X.
La dindmica estd dada por

Tyl = It@at+£t7

t=0,1,.... En donde &,&1, ... es una sucesion de variables aleatorias inde-
pendientes e idénticamente distribuidas (i.i.d) con valores en S = (—00,0] y
con densidad comin y continua denotada por A. La funcidn de costo es dada
por

c(z,a) =z+|al.

Notese que en este caso la funcion de costo es convezxa.

Lema 5.1.2 El Ejemplo 5.1.1 satisface la Condicion 1.1.5 (a), (b) y (c).

Demostraciéon. Primero se probara que el costo es inferiormente com-
pacto, en efecto, sea x € X y r € R, entonces

A (x) ={a € A(x) | ¢(x,a) <r}.

Considérese los siguientes casos para x € X fijo

65
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1. Si r <0, entonces
Ar(z) ={a € A(z) | c(z,a) <71} =10,
el cual es trivialmente un conjunto compacto.

2. Sir > 0, entonces

Ar(r) = faeAlx) [z 4o <r}
= {ac€Az)||a] <r—2a}
= {a€Ax)| —a<r—u}
= {ac€Ax)|a>z—r}

[z —7,0] si z—r<0

1) st x—r>0.

Como [z — 7, 0] es un intervalo cerrado y acotado, se tiene que es com-
pacto.

Notese que en cualquier caso los conjuntos son compactos. Por lo tanto,
el costo es inferiorrmente compacto.

Ahora, se demostrara que la ley de transicion es fuertemente continua:
sea u : X — R una funcion medible y acotada, entonces usando el Teorema
del Cambio de Variable (véase |2]) se tiene que

u dy | x,a) = u(ze®*)A(s)ds
[, ey e = [ a0

= / uw(w)A(ln— — a)—dw
(0,ze?]

T w

para cada (z,a) € K. Como u es una funcion acotada y A es una funcion con-
tinua y acotada, entonces usando el Teorema de la Convergencia Dominada
(véase [2]), se obtiene que

1
/ u(w)A(lnE —a)—duw.
(0,z€9]

T w

es una funcion continua en K. Por tanto,

/ W(y)Qdy | )
(0,00)
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es una funcion continua en K.
Solo resta pobar que V es finita valuada. Para ello sea g(x) = 0, para
cada x € X. Entonces

Vig,z) = EY Zatc(xt,at)]
| =0
= EJ|Y o (at]|a |)]
| =0

> x
EY Zatx] = .
= 11—«

IN

|

El ejemplo anterior (Ejemplo 5.1.1) es presentado en [38], sin embargo
en este trabajo se estudia otra manera de perturbar el modelo usando las
técnicas expuestas en el Capitulo 3 de esta tesis. El proposito principal de este

ejemplo también es mostrar que este trabajo generaliza la teoria presentada
en [38].

Ejemplo 5.1.3 Sea X = R y A =
A(z) = [-2,00), para todo x € X. La
dindmica estd dada por

Tep1 = Ty + ag + &,
y la funcidn de costo L &

oz, a) = Va sia>0yzeX o
10 st —oo<a<0 ]

En donde &, &1, . .. es una sucesion de \\-—4

-1 -1

variables aleatorias independientes e

idénticamente distribuidas (i.i.d) con

valores en S = [0,00) y con densi- Figura 5.1: Grafica de c y ¢*
dad comin y continua denotada por

A. Ndtese que en este caso la funcion

de costo no es convexa.

Lema 5.1.4 FEl Ejemplo 5.1.3 satisface la Condicion 1.1.5 (a), (b) y (c).
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Demostraciéon. Primero se probara que el costo es inferiormente com-
pacto, en efecto, sea x € X fijo y » € R. Analicemos los siguientes casos

1. Sir < 0, entonces
A (x) ={a € A(z) | c(x,a) <r} =0,
el cual es trivialmente un conjunto compacto.
2. Sir > 0, entonces

A(z) = {a € A(x) |
= {a€ Alz) |
= [—2,7"2} .
Observe que [—2,7%] es un intervalo cerrado y acotado, es decir, es
compacto.

Va<r}
Va <r?}

Como en ambos casos los conjuntos son compactos. Entonces se concluye
que el costo es inferiormente compacto.

Ahora, se probara que la ley de transicion es fuertemente continua: sea
B un elemento de la sigma algebra de Borel de X y

Q(B | x,a) = /]B(x +a+ s)A(s)ds,

para cada (x,a) € K. Usando el Teorema de Cambio de Variable (véase [2]),
se obtiene que

Q(B | z,a) = /BA(u—x—a)du,

i.e., A(u—x —a) es una densidad para Q(- | x, a) con respecto a la medida de
Lebesgue de R. Como A(+) es continua, entonces @) es fuertemente continua.
Solo resta pobar que V es finita. Para ello sea g(x) = 0, para cada x € X.
Entonces

Vig.w) = Ef Zatcm,a»]
| t=0

= EY Zozt\/a_t]
=0
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En el Ejemplo 5.1.3 se muestra que la perturbaciéon basada en el principio
variacional de Ekeland funciona en el caso de funciones de costo que no
necesariamente son convexas. Ademas, también de manera grafica es posible
ver que 0 es la unica politica 6ptima del modelo perturbado (véase Figura
5.1 para € = .5).

Ejemplo 5.1.5 Sea X = A = A(x) = R, para todo x € X. La dindmica
estd dada por

Tpy1 = T + ap + &,

y la funcion de costo para (r,a) € K ye >0 fijo,

Jla| siae(—o0,—¢€)U (e, 00),
e(w,a) = { 0 sia € [—¢,¢] '

En donde &y,&1, ... es una sucesion de variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas (i.i.d) con valores en S = [0,00) y con densidad
comun y continua denotada por A.

Lema 5.1.6 El Ejemplo 5.1.5 satisface la Condicion 1.1.5 (a), (b) y (c).

Demostraciéon. Primero se probara que el costo es inferiormente com-
pacto, en efecto, sea x € X fijo y r € R, entonces

1. Sir < 0, entonces
Ap(z) ={a € Alz) | c(z,a) <1} =0,
el cual es trivialmente un conjunto compacto.

2. Sir >0, entonces

A(z) = {a€Ax)]la] <r}
{a € A(x) | —r <a<r}

= [-rr].

Observe que [—r, 7| es un intervalo cerrado y acotado, es decir, es com-
pacto.
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Como en ambos casos los conjuntos son compactos. Entonces se concluye
que el costo es inferiormente compacto.

Ahora, la prueba de que la ley de transicion es fuertemente continua: sea
B un elemento de la sigma algebra de Borel de X y

Q(B|x,a)= /IB(x+a+s)A(s)ds

para cada (z,a) € K. Usando el Teorema de Cambio de Variable (véase [2]),
se obtiene que

Q(B | z,a) :/BA(u—x—a)du

i.e., A(u—z—a) es una densidad para Q(- | z,a) con respecto a la medida de
Lebesgue de R. Como A(+) es continua, entonces @) es fuertemente continua.
Solo resta probar que V es finita valuada. Para ello sea g(z) = 0, para cada
x € X. Entonces

Vig,z) = E] ZatC(xt,at)]
L t=0

[ oo
= FEY Zoﬂat\]
L =0

[ ]

El Ejemplo 5.1.5 muestra que en el modelo original se pueden tener mu-
chas politicas o6ptimas, sin embargo en el modelo perturbado solo se tiene
una unica politica 6ptima.

5.2 Ejemplos usando la perturbacion basada en
la regularizacién de Moreau-Yosida

En esta secciéon se presentaran ejemplos y aplicaciones de la regularizacién
de Moreau-Yosida. Algunos de estos ejemplos son conocidos en la literatura,
sin embargo no existe literatura en donde sean tratados con estos métodos y
se dé una cota de convergencia para las politicas provenientes del método de
iteracion de valores.
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Ejemplo 5.2.1 Sean X = A =
A(z) = R para todo x € X. La di-
ndmica estd dada por

Tip1 = X+ ap + &,
y la funcion de costo

c(x,a) = |x|.

En donde & es una sucesion de varia-
bles aleatorias independientes e idén-
ticamente distribuidas (i.i.d) con va-
lores en S = [0,00). Ndtese que la  Figura 5.2: Grafica de cy ¢
funcion de costo es una funcion no di-

ferenciable en 0.

Lema 5.2.2 En el Ejemplo 5.2.1 se tiene que f*(z) = g*(x) = 0 y que
v¥(z) =0 = w(x).

Demostracion. Usando que vg(x) = 0, se tiene para n = 1

A
fﬁ@w0=£§&{Gﬂ%b%¥§@—@f},

como Gy(x,a) = c(z,a) y fi(x) =0 se obtiene que

A
m@ﬁﬁng%{m+§ﬁ}:ML

Para poder minimizar H; sobre las a € A(x), primero obsérvese que H;
es una funcion diferenciable en todo A, asi, derivando e igualando a cero, se
obtiene que fi(x) = g1(z) = 0 y por tanto vi(x) = 0 = w;(z). Continuando
de la misma forma se obtiene que f*(z) = ¢*(x) = 0, de donde se concluye
que v*(x) =0=w*(z). =

El Ejemplo 5.2.1 muestra de manera grafica (véase Figura 5.2, para A = 1)
como la regularizaciéon de Moreau-Yosida convierte a una funcién no dife-
renciable en una funcién diferenciable. Es importante mencionar que este
ejemplo no cumple las condiciones para tener una cota de las politicas prove-
nientes del método de iteracion de valores. Es decir, sélo es posible obtener
las conclusiones de los Teoremas 4.2.7, 4.2.9 y 4.2.12.
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Ejemplo 5.2.3 (Un sistema de inventario produccién) Sea X =R, y
A= A(z) =[0,00) para todo x € X. La dindmica estd dada por

Tppr = T+ ap — &,
parat=0,1,.... La funcion de costo es dada por
c(xy, a, &) = qag + h - méax(0, x441) + p - max(0, —z411), (5.1)

en donde,

q:= costo por unidad de produccion,

h:=costo unitario por conservar un excesivo inventario, y
p:=costo unitario por una demanda insatisfecha.

Estas unidades de costo son todas positivas, y se supone que p > q. Mads
aun &, &1, . .., son variables aleatorias no negativas, independientes e idén-
ticamente distribuidas, independientes del stock inicial xq, las cuales toman
valores en S = R y con funcion de distribucion de probabilidad denotada por
F, que es, F(s) = P(& < s), para todo s € R, con F(s) =0 si s < 0.
También se supone que la media de la demanda E(&) = [ sdF(s) es finita.

Lema 5.2.4 El Ejemplo 5.2.3 satisface la Condicion 1.1.5 (a), (b) y (c).

Demostracién. Primero se probara que la funcion de costo es inferiormente
compacta, para ello sea r € Ry x € X, entonces

{a € A(x) | ¢(a,r) <r}
= {a€ A(z) | qa + h-max(0,z) + p - max(0, —x) < r}
= [0,qa + h - méax(0,z) + p - max(0, —z)],
el cual es un intervalo compacto. Por tanto, la funcion de costo es inferior-
mente compacta.
Ahora, se demostrara que la ley de transicion es fuertemente continua.
Sea p : X — R una funciéon medible y acotada. Tome (xy,ax) € K tal que

(xg,ar) — (x,a) € K, k — oco. Entonces para cada k = 0,1, ..., usando el
Teorema de Cambio de Variable (véase [2]), se tiene que

/u(y)Q(dy | v, ar) = /[0 )u(mk + ar, — s)A(s)ds
= / M(Z)A(Ik + ap — l)dl
(—o0,z+ay]

_ / Iy o (DDA (g + ap — 1)l
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Por otro lado,

(—oo,z4+a) C lim inf(—oo, z + ax]
C  lim sup(—o0, zy + ag]
C (—o0,z+al.

Por tanto, {I(_Owﬁak}} converge a I(_o 444 Casi dondequiera con res-
pecto a la medida de Lebesgue m en R.

Sea # € R una cota para y, i.e., |u(z)| < 0, para todo x € X. Defina
M) = L omptan (MDD @+ ), 1) o= I DA+ — o),
gk() = 9[(—%,$k+ak]<'>A(xk +ay — ')7 /g\() = 0[(—oo,z+a](')A<x +ta-— ')7 para
todo k = 0,1,... y (z,a), (zg,ar) € K. Notese que {n} v {gr} converge
casi dondequiera respecto a m a n y g, respectivamente. Ademas, para cada
E=0,1,..., |ml(-) < gx(:) v usando el Teorema de Cambio de Variable
(véase [2]) se obtiene que

Jawa= [goa-o,

para cada £ = 0,1,.... Por tanto, usando una version generalizada del
Teorema de la Convergencia Dominada (véase [49], p. 92) se obtiene que

[)dl = [n)dl, k — oo, i.e.,
/ w()A(xg + a, — 1)dl — / w(DA(x + a — 1)dl,
(—o0,zp+ak] (—o0,z+al

k — oo. Por lo tanto, () es fuertemente continua.

Finalmente, para probar que la funciéon de valor 6ptimo es finita, tome
f(z) =0, para todo x € X y denote i := E[¢].

Si x < 0, entonces

c(x, f) = pE [méax(0, ¢ — x)] < p(—z) + 7ip. (5.2)
Si z >0, se tiene que
c(z, f) = hE max(0, z — £)] + pE [max(0, £ — x)] < ha + [ip. (5.3)
Usando (5.2) y (5.3) se concluye que

c(x, f) = r'|lx| + fip,
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para todo x € X, donde r’ := max(p, h) y usando induccion se llega a que
B [c(wy, f)] < v'|2| + t(7r') + fip, (5.4)

para todo x € X y t =0,1,.... Ahora, para cada z € X, usando (5.4)

Pl | Frled | i
l—-a (1-a)? 11—«

V(f,2) <> o (]| + t(iir') + fip) = < 00,
t=0

por lo tanto V(m,z) <ocoparam={f,f,...} yz e X. m

El Ejemplo 5.2.3 es conocido en la literatura como inventarios de produc-
cion (véase |9] y [25]), el cual presenta un costo no diferenciable, pero sin
embargo usando el método de perturbacién antes propuesto el costo pertur-
bado es diferenciable, pero no se da de manera explicita la derivada de este.
Es de suma importancia mencionar que este ejemplo no cumple las condicio-
nes para tener una cota de las politicas provenientes del método de iteracion
de valores. Es decir, s6lo es posible obtener las conclusiones de los Teoremas
4.2.7,4.2.9y 4.2.12.

Ejemplo 5.2.5 (Lineal) Sea X = A =R y A(z) = [-1,1]. La dindmica
estd dada por

Ti1 =Xy +ar + &, para cadat=0,1,..., (5.5)

en donde & ~ N(0,1) son variables aleatorias independientes e idénticamente
distributdas normal estdndar y la funcion de costo estd dada por

c(zya)=lz|+]al. (5.6)

Solucién 5.2.6 La solucion de la politica optima del modelo perturbado se
obtendrd mediante el método de iteracion de valores.

1 , Ao
H'(z,a) = bg};&){|x|+\b|+§(b—a)}
= min {|x|+|b|+é(b2—2ab+a2)}
beA(z) 2
A .
|x|—i—§a2 si|al<1/A

1
|x|+]a|—ﬁ si |al|>1/A
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Entonces

Vi(z) = W) =[ 2| .
H*(z,a) = min {|m|+|b|—I—ozE|a:—|—b+§|+é(b—a)2}.
beA(x) 2

Ahora, calculando la Elx + b+ &|, se tiene que

1
Elx +b+¢ = /ya;+b+s\ds
0

—(z+b) 1
= / —(:c—irb—irs)ds—i—/ (x+b+s)ds
0 —(z+b)
2 2

s 1 —(x+b)
= {(a;+b)s+—1 + {—(:Ir—l—b)s——]
2 —(z+b) 2

0

_ (x—l—b)—i—%-l—(x—i—b)Q—(xzb)2+(x+b)2—(x+b)2
= x+b+%+(x+b)2:x2+x+%—i—bQ—i—be—i—b.
Entonces
H*(z,a) = bgﬁ&){\x!—i—|b\+aE\x+b+£\+%(b—a}2}

1 A
- bg&){\x]—i-w\—i—a [(x+b)2+x+§+b}+§(b—a)2}

= \x|+ozx2+ozcc+g
2
A
+  min {\b[+ab2+2abx+ab+—(b—a)2}
bEA(x) 2

= |x|—i—ozx2—i—ozx—i—g

2
A 1 2a 4o 2a
Zomin {B*+2(=— b 2 4+ b —b
+ 2b1611141(1910){ + (/\ |a!>||+a+/\ + b+~ }
2 a A
= |z|+ax tar+ o +3a

A, 204+ A\ 200 a 1
+ 5%&1&){( )\ )b +2(TIL‘—|—X+X |a|)|b|}
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De donde se sigue que

A
H*(x,a) = |z|+a2® + oz + % + §a2

2 1
+ ;%8?%{( a;)\> 772+2<>\(2ax+2a+1)|a\)n}.

Por tanto,

A
H*(z,a) = |z| + az® + ax + % + §a2

cuandon =0y

1
la| < X(Qoz:v+2a+1)

2 1
\a|—7ax < 5@a+1)
Aa| — 20z 1
_ — (2 1

) < )\(04+ )

Aa| —2az < (2a+1).

En otro caso,

2 A 1
( a)—\i— )77+2<X(2a33+2a+1)—|a|> =0,

despejando n se obtiene

A
200 + A

1
n= [|a| — X(Qozx—l—QoH—l)}

AMa| =20z > 2a+1

la| > %[2a(x+1) +1].
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H?(z,a)

|x!—|—am2+ax+g—|— a?

2
;{(”3“) <2QAH [|a| —i(zax+2a+1)D2

A
2

2 (/1\ (207 +2a +1) — \a|> <2a1,\ ['“‘ N % (B0 + 2o+ DD}

A
|x!+a1:2+ax+%+§a2

() (- Sz
’ <2aA+A> (‘a’ - % (e 20+ 1>>2}

A
|x!+afc2+ax+%+§a2

;{(MAH) (ya\ -1 (20z 420+ 1))2} |

Desarrollando lo anterior se tiene que

A
H:(z,0) = |2|+a2®+az+ =+ 2a?

2 2

A A , 1
- — — 2|a|— (2 2 1
2{(2a+)\) (a |a|)\(a3c+ a+1)

1
+ E(Zaa:+2a+ 1)2>}

= |x\+ozx2+ozx+%+%a2

A A , 1
- 5{(2a+)\> (a —2|a|x(2a:ﬁ+2a—|—1)

/\2

+ 1 (40”2” + daz(2a + 1) + (2a + 1)2)) } :
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Continuando se llega a que

A
H*(z,a) = |z|+az®+az+ % + §a2

A A ) 1
- = —2lal— (2 2 1
2{(2a+)\> (a |a\)\(a:€+ a+1)

1
+ 2 (4a2x2 + 8a’x + dax + 40® + 4o + 1)) } .

Simplificando la ecuacion anterior se obtiene que

a\ 5, al—2a® -2 A+ 2a) =2\

H? =
(z,0) ‘x’+2a+XT - 2a0 4+ A v 2(2a+ )
al — 20 —4da —1
2 20+1 +
T gn g Part a1 220+ \)
Por lo tanto,
]:1:\4—04962—1—041’—1—%4—%(12 s1 \a|<§[2a(m+1)+1]
2] + A x2+a)\—2a2—2a
2 _ 20+ A 2004+ A
H(z,0) =3 32 Toan— 2
2(2a + \)
+2(}\+)\(§aaz+2a+l)\a|
ol —20° —4a—1 1
] > —12 1 1
220N si \a|_)\[a(ac+ )+ 1]

con lo que se concluye que

Wa(z) = Va(x) = |z| + az® + ax + %.

De manera andloga se obtiene

A 5
H3(z,a) = |z| + §a2 + a(l + a)z? +2a(1 + a)z + a(l + Ea)
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1
si |a| < e 20(z 4+ 1) +2(a+ 1)+ —
A o
201+ a) — N? 2
2(A 4 2a(l + )
A2 (x4 1) +2a(a+ 1)+ 1)

H(z,a) = o] +

* 2+ 2a(l+a)) la
N a (A4 20+ aX + 202 — 2a%)
x
A+ 2a(l + «)
aA—a+al+a?—a?)
+ x
A+ 2a(l + a)
2 ) 2
20\ —4a? — = + -Aa? — —at —da — 1
+ 3 3 3

2(A+2a(1+ ) ’

1
si |a|2§{2a(m+1)+2(a+1)+a .

Entonces

Ws(z) = Va(x) = |z| + a(1 + a)z® + 2a(1 + o)z + « (1 + % + %) .

Con lo anterior se obtuvo que H es clase C? y luego usando el Teorema
4.2.19 se tiene que

\ 2k () (ad)"

Ahora, se hard una aprozimacion de la politica dptima [* con un error =
1075, Nétese que k=1=6 yw(x) =1+0?>=1+1=2, para cada x € X.
Entonces es suficiente hacer solo una iteracion. Por lo tanto,

|fi(z) — f*(z)| =0 — f*(x)] < 107°.

Dicho de otra manera, f*(x) =0, para todo x € X.
De manera andloga,

Vi(z) —v*(@)] = [Jz| — v*(2)] < 107°.

Es decir, v*(x) = |z|, para todo x € X.
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El Ejemplo 5.2.5 muestra como la regularizacion de Moreau-Yosida tam-
bién funciona como un método para calcular la politica 6ptima del modelo
original y del modelo perturbado. Es decir, para este ejemplo se obtienen las
conclusiones de los Teoremas 4.2.7, 4.2.9, 4.2.12 y 4.2.19.

Ejemplo 5.2.7 (Lineal Cuadréatico) Sea X = A = R. La dindmica estd
dada por

Tyl =y + Bag + &, para cadat =0,1,..., (5.7)

y la funcion de costo
c(x,a) = qx* +ra’. (5.8)

Condicién 5.2.8 (a) Supdngase que v8 # 0, y que q y r son positivos.
(b) Las variables aleatorias &, para cada t = 0,1,... son independientes e

idénticamente distribuidas con valores en S = R. Mds atin, supongase
que & tiene densidad continua /\, con media 0 y varianza o2; es decir,

E(&) = /Sg(s)ds =0,

B(&) = /szg(s)ds = 0% < oo.
(¢) Para cada x € X, los conjuntos de control son los intervalos
A(z) = [=|v/Blx, |v/Bl «].
Lema 5.2.9 Bajo la Condicion 5.2.8, se tiene que en el Ejemplo 5.2.7

(a) c es inferiormente compacto y estrictamente convezro en K.

(b) La ley de transicion, Q(- | x,a), a € A(z) inducida por (5.7) es fuerte-
mente continua.

(¢) Se cumple la Condicion 4.2.10 (2).

(d) La multifuncion x — A(x) es continua, para todo x € X.
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Demostracién. Para la prueba de (a) y (b) véase [16] Lema 4.9.
2

Para demostrar (c), es suficiente tomar k = ¢ + r%, d=1y w(x) =
22 + o2

(d) Primero se probara que la multifuncion es i.s.c. para ello, sea z, — «
en Xy a€ Ax) =[—|v/Blz|v/Blz]. Sian = —|v/Bl@n 6 an = |7/f] zn,

entonces a, — —|y/B|z 6 a, — |y/B|x, cuando n — oco. De otra forma,
i a € (= |y/Blz, 1v/Bl 2), entonces a = A(— /8] 2) + (1 — X) |7/8| , para
A € (0,1). Entonces a,, = AN(— |v/B| zn) + (1 — ) |v/5| xn, tomando limite
cuando n — oo se tiene que a, — a. Por lo tanto, la multifuncion x — A(x)
es 1.s.c.

Ahora, para demostrar que la multifunciéon es s.s.c., sea r,, =& r en X y

an € A(wy) = [—|v/B| @, |7/B| zn]. Entonces —[v/B|x, < an < |v/B8|xy,
tomando limite cuando n — oo se tiene que

—|y/Bl e <lim infa, < lim supa, < |7/

n—o0

Usando el Teorema 3.17 en [50], pag. 59 se obtiene que la multifuncion
r — A(x) es s.s.c.

Con lo anterior se concluye que la multifuncion x — A(z) es continua.

n

Para la prueba del siguiente lema véase |25].

Lema 5.2.10 Bajo la Condicion 5.2.8 se tiene que en el Ejemplo 5.2.7 la
funcion de valor optimo es

Ko’a
* — K 2
v*(x) x°+ o’
y 2
Ko«
Vn = Kn 2 “ ;
(x) x” + T o
para cada x € R y la politica optima es
f*(x) = Kz,
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para cada x € R, donde K > 0 es la solucion unica de la ecuacion

1 —aKp?
= | ————| aK~? 5.9
g er e (5.9)
y I, > 0 es la solucion unica de la ecuacion
1 —aK,p?
n= | ————— | aK,7* +q. 5.10
R Rt 610
Observacion 5.2.11 Ndtese que f*(x) siempre estd en A(x) para todo x €
X, ya que si f*(x) € A(x) si y sdlo si —|1|x < —Lwa: < |1|x sty
g T r+aKp?r T p
K Kp3?
sdlo st —% < % < % equivalentemente —1 < riaf(ﬁQ 1, es

decir, —1 —2aKp?2 <0 <r.

Teorema 5.2.12 En el Ejemplo 5.2.7 se tiene que

2a" (
| G(z, fulz)) — Gz, [*(2)) [<

para cada x € R y

a (q + r%) (x + 0?)

| ) = () | 2 e

para cada x € R.

Demostracion. Sea k, ¢ y w(x) son como en la demostracion del Lema
5.2.9 (¢) y usando el Lema 4.2.17 se tiene que

2

2am (q + r%) (z +0?)

11—«

ke () (ad)"
1—ad

Ahora, usando el Teorema 4.2.19

| G2, fu(2) =Gz, [*(2)) [< (0+1)=

2

an (q + ﬂ—) (z + o)

. 2k (x)(ad)" B B2
|fn(m)—f(ﬂc)|§\/W(“l)—2 A1 —a)
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El Ejemplo 5.2.7 es muy conocido en la literatura de PDMs, incluso se
han probado que las politicas provenientes del método de iteracion de valores
convergen a la politica 6ptima, sin embargo en este trabajo se da de manera
explicita una cota de convergencia puntual. Es decir, para este ejemplo se
obtienen las conclusiones de los Teoremas 4.2.7, 4.2.9, 4.2.12 y 4.2.19.






Capitulo 6

CONCLUSIONES Y
PROBLEMAS ABIERTOS

6.1 Conclusiones

Considérese un proceso de decision de Markov (PDM) descontado fijo, aso-
ciado a un modelo de control de Markov (MCM) (X, A, { A(z)|x € X}, Q,¢),
el cual le llamaremos proceso original y serd denotado por M. A este PDM
le asignaremos un PDM con las mismas componentes del MCM asociado al
proceso original, excepto en la funciéon de costo, la cual se remplazaré por
otra funcion de costo ¢* o ¢ que difiere del costo original por una funcion apro-
piada. A la nueva funcion de costo le llamaremos costo perturbado. Al PDM
con el MCM (X, A, {A(x)|z € X},Q,c*(¢)) le lamaremos PDM perturbado
y serd denotado por M. o M,.

En esta tesis se estudiaron los PDMs descontados a tiempo discreto. En
este tipo de procesos se dan dos metodologias para perturbar el modelo origi-
nal M, de tal manera que en el nuevo modelo perturbado M, (M)) se pueden
probar la unicidad de la politica 6ptima, la diferenciabilidad del modelo per-
turbado M), y ademés de dar cotas de convergencia uniforme para las politicas
de iteracion de valores.

En el primer capitulo se dieron los preliminares, en donde se aborda las de-
finiciones basicas para PDMs descontados y la version estdndar del Teorema
de Ekeland, asi como la metodologia para perturbar segiin Moreau-Yosida.

En el segundo capitulo se expusieron los antecedentes a este trabajo que
se encontraron en la literatura referente a PDMs descontados. Es importante

85
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mencionar que en este trabajo se lograron obtener condiciones mas generales
que las que se dan en los trabajos expuestos en este capitulo de antecedentes,
lo cual hace que este trabajo pase a ser una generalizacion a cada uno de estos
resultados encontrados en cada trabajo.

En el Capitulo 3 se generaliza |16], debido a que aqui se prueba la unicidad
en el modelo perturbado M. sin usar condiciones de convexidad. Ademas, se
hace una extension del principio variacional de Ekeland a PDMs, ya que, el
resultado que se da para PDMs no es un corolario directo del Teorema de
Ekeland. Sin embargo, su prueba clasica de este principio puede adaptarse a
PDMs cuando tanto el espacio de estados y de acciones son ambos espacios
de Borel.

En el Capitulo 4 se da una forma de cémo aplicar la regularizacién de
Moreau-Yosida a PDMs descontados con espacios de estados y acciones sub-
conjuntos de R. Con esta perturbacion se obtiene la unicidad de politica
o6ptima del modelo perturbado M)y, asi como la convexidad y la diferencia-
bilidad en el modelo perturbado M,. Es importante mencionar que para
demostrar la diferenciabilidad en el modelo perturbado se usaron técnicas de
subdiferenciabilidad y superdiferenciabilidad. Ademés, como una consecuen-
cia de la diferenciabilidad se dan cotas de convergencia para las politicas de
provenientes del método de iteracion de valores.

Por tltimo se resolvieron una serie de ejemplos usando ambas formas de
perturbar el modelo. Cabe mencionar que esto nos muestra el gran potencial
que tiene este tipo de perturbaciones aplicadas a procesos de decisiéon de
Markov descontados.

6.2 Trabajos futuros

A lo largo del desarrollo de este trabajo surgieron algunos problemas nuevos,
los cuales se pretende resolver en un futuro, tales como:

e Demostrar de manera precisa la existencia de una politica e-6ptima; es
importante mencionar que Bertsekas en [9] dio una prueba, sin embargo,
en este texto se omite la prueba de la medibilidad de dicha politica, lo
cual no se puede obtener de manera directa).

e Determinar una forma mas general de perturbar el modelo, de tal mane-
ra que en el perturbado se siga cumpliendo la unicidad, la diferenciabi-
lidad y ademas también se puedan dar cotas de convergencia uniforme.
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e Implementar estas técnicas en algin otro criterio de rendimiento, como
puede ser el costo promedio esperado.

e Aplicar este tipo de perturbaciones a modelos sensibles al riesgo.

e También otra linea a donde se podria aplicar ésto es a la teoria de
juegos.
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