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Capítulo 1

Introducción

El operador de clanes (K) transforma a una gráfica G en su gráfica de clanes
K(G) mediante la intersección de sus clanes (subgráficas completas maximales de
G): los vértices son los clanes y dos de estos vértices son adyacentes si y sólo si los
clanes que los representan comparten por lo menos un vértice en la gráfica G. Las
gráficas iteradas de clanes son definidas por Kn(G) = K(Kn−1(G)) donde K0(G) =
G. Entonces, si para alguna n ≠ m sucede que Kn(G) ≅ Km(G), se dice que G es
clan-convergente (K-convergente), de lo contrario se dice que G es clan-divergente
(K-divergente). El clan-comportamiento (K-comportamiento) de G indica si ésta es
K-convergente o K-divergente mediante la aplicación iterada del operador de clanes
sobre G.

El operador de clanes es ampliamente considerado como uno de los operadores ite-
rados más complejos en gráficas [52]. Además, la caracterización de laK-convergencia
ha resistido todos los intentos por 49 años desde que la noción de las gráficas iteradas
de clanes fue introducida en [24]. Tampoco se ha tenido un avance considerable para
demostrar que la clan-convergencia es decidible, es decir, no se ha demostrado la exis-
tencia de un algoritmo (programa computacional que siempre se detiene) que decida
la clan-convergencia para la clase de gráficas simples finitas, de hecho, este problema
aún se mantiene abierto. La indecibilidad de la clan-convergencia se ha sugerido en
distintos lugares, comenzando en [48] e incluyendo a [53]. La primera declaración
explícita sobre este tema apareció en [44] y la primera declaración explícita en una
publicación formal en [40].

En esta investigación se presenta el primer resultado de indecibilidad para la
clan-convergencia con una relajación en las gráficas que contempla originalmente el
problema, las cuales son gráficas simples finitas. Específicamente se relajó la condición
de finitud tan poco como fuera posible, por lo cual, se consideró sólo al conjunto de
gráficas (posiblemente infinitas pero) finitamente presentables, localmente finitas con
grado acotado, con a lo más un vértice dominado y cuasi-clan-Helly (gráficas que se
convierten en clan-Helly después de eliminar un vértice). Estableciendo condiciones
más estrictas, se restringió aún más la clase de gráficas automáticas, cuyos vértices y
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aristas pueden ser reconocidos por autómatas finitos deterministas (ver sección 2.3).
Los autómatas son los modelos computacionales más simples, por lo que las gráficas
automáticas no sólo tienen algoritmos para determinar los vértices y aristas, sino que
estos algoritmos son de la forma más simple.

Las gráficas automáticas y las estructuras automáticas [2,4,30,31,54] tienen fuer-
tes propiedades de decibilidad heredadas de la teoría de autómatas. De hecho, la
teoría de primer orden (conjunto de expresiones formadas con variables, conjuncio-
nes, disyunciones, negaciones y con los cuantificadores ∀ y ∃) de cualquier estructura
automática es decidible, es decir, que existe un algoritmo que decide la veracidad de
cualquier proposición de primer orden que hable sobre esa estructura [30]. Así mismo,
la teoría de primer orden expandida con la generalización de ciertos cuantificadores
lógicos son aún decidibles [54] e incluso algunos fragmentos de la teoría del segundo
orden son también decidibles [31].

Considerando a las gráficas automáticas, se probó en el capítulo 4 que la K-
convergencia es algorítmicamente indecidible para esta clase de gráficas, incluso si
éstas además son cuasi-clan-Helly, con grado acotado y con a lo más un vértice
dominado. La prueba de este resultado se efectúa mediante una reducción desde el
problema del paro, que es bien conocido como un problema indecidible. Para esta
reducción se tomó en cuenta que las configuraciones (o descripciones instantáneas)
de una máquina de Turing (MT) tendrían concatenada una cadena binaria t (del
lado izquierdo) para representar la estampa de tiempo de la configuración, de modo
que si ts z t′s′ es porque t′ = t + 1 y s z s′, donde el símbolo z indica la relación
de transición entre configuraciones de la máquina de Turing. Dichas configuraciones
son definidas y explicadas en el capítulo 3.

El resultado del párrafo anterior en conjunto con el teorema 2.5.2 implica que
la propiedad de la clan-convergencia no es expresable en lenguaje de primer orden
para gráficas automáticas, ya que de lo contrario, la clan-convergencia sería decidible.
Extendiendo este resultado de inexpresibilidad, en el capítulo 5, se prueba que además
la propiedad de la clan-divergencia no es expresable en lenguaje de primer orden para
la clase de gráficas finitas. El resultado plantea una estrategia ganadora para el juego
de k-rondas de Ehrenfeucht-Fraïssé ocupando dos familias de gráficas cuasi-isomorfas.

Por otra parte, en el año 2001, Medianis [44] planteó si el operador de clanes
es capaz de simular a una máquina de Turing dada la dinámica de dicho opera-
dor. Abordando esta inquietud, en el capítulo 6 se muestra el primer acercamiento
de la simulación de circuitos digitales mediante gráficas de clanes. En él se presen-
ta la simulación de portadores de señal (fotones), cables, divisores, empalmes y la
compuerta OR, sobre lo que fue llamado primera codificación. También muestra la
compuerta NOT sobre lo que fue llamado segunda codificación. Cabe mencionar que
la simulación completa depende de la existencia de la compuerta AND-limpia sobre
la primera codificación, la cual fue buscada mediante algoritmos genéticos pero no
se tuvo algún éxito. Sin embargo, se encontró a la AND-sucia, llamada así porque
además de presentar el comportamiento de la compuerta lógica AND, genera otros
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vértices más en la aplicación iterada del operador de clanes.
En el apéndice A se muestran los códigos diseñados en el software YAGS [9]

que permiten explorar y visualizar a las compuertas OR y AND-sucia sobre la primera
codificación. La implementación de ambas contempla el diseño de otros componentes
básicos como son: portadores de señal, canales, divisores y empalmes. Para visualizar
los componentes se detalla la creación de dos archivos necesarios (gadgetData.g y
gadgets.g), así como el código de exploración y de compilación en YAGS.

Además, usando los componentes digitales (simulados con gráficas de clanes)
y con la suposición de la existencia de la gráfica que simula a la compuerta AND-
limpia, se muestra en el capítulo 7 cómo simular a cualquier máquina de Turing
estrictamente binaria (cuyo alfabeto contiene sólo al 0 y al 1, y que también omite al
símbolo de espacio “␣”). Específicamente se explica cómo sería el diseño de las partes
que conforman a una máquina de Turing, es decir, a la unidad de control y a la cinta
infinita de memoria. La simulación de esta última contempla dos tipos de celdas de
memoria: la celda cero (para considerar el desbordamiento de la cabeza de la MT) y
las i-ésimas celdas (para almacenar la cadena w de entrada de la MT).

Los resultados de esta investigación dieron lugar a tres artículos en revistas inde-
xadas: [11], [12] y [13], donde dos de ellos están en revistas JCR. Además permitió
el enriquecimiento de funciones en YAGS [9] para el desarrollo de los componentes
digitales del capítulo 6 y la creación de [10] como referencia complementaria para
visualizar dinámicamente a dichos componentes.
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Capítulo 2

Antecedentes

En este capítulo se mencionan conceptos y resultados de teoría previamente desa-
rrollada que es necesaria para el desarrollo de los capítulos siguientes. Principalmente
se abordan temas sobre la teoría de la computación pero también de la teoría de grá-
ficas haciendo énfasis en las gráficas de clanes. La combinación de estos conceptos
sustentan la investigación plasmada a lo largo de este documento.

2.1. Teoría de gráficas

Una gráfica G es un par ordenado (V,E) donde V = V (G) es un conjunto finito
no vacío de vértices y E = E(G) es un conjunto de aristas (pares no ordenados de
V ). Se denotará por e = uv a la arista formada por el par de vértices u, v ∈ V ; además
se dirá que u y v son incidentes con la arista e y viceversa. Dos vértices que son
incidentes en una arista en común son adyacentes . Si v1 y v2 son vértices adyacentes
en G, entonces se dice que v1 y v2 son vecinos ; mientras que la vecindad de v1, N(v1),
consiste en todos los vecinos de v1 y la vecindad cerrada de v1 es N[v1] = N(v1)∪{v1}.
El número de vértices y aristas de G son llamados, respectivamente, orden y tamaño
de G. El grado de un vértice v de G, denotado por dG(v), es el número de aristas
incidentes con v. Se denota por δ(G) y ∆(G) al mínimo y máximo grado de los
vértices de G, respectivamente [6].

Las gráficas pueden ser representadas geométricamente: cada vértice es indicado
por un punto o círculo pequeño y cada arista por un segmento de línea o curva
uniendo los puntos. Su representación geométrica ayuda a entender muchas de sus
propiedades. En la figura 2.1 se muestra una gráfica G = (V,E) con orden 13 y
tamaño 24, donde: V = {v1, v2, . . . , v13} y E = {v1v2, v1v4, v1v7, v1v10, v1v12, v1v13, v2v3,
v3v4, v3v5, v4v5, v4v7, v4v10, v5v6, v6v7, v7v8, v7v9, v7v10, v9v10, v9v11, v10v11, v10v12, v10v13,
v11v12, v12v13}, además el grado del vértice v4, el grado mínimo y máximo de G son
respectivamente, dG(v4) = 5, δ(G) = 1 y ∆(G) = 7.
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G ∶

v1

v2

v3

v4

v7

v6

v5

v9

v8

v11

v12

v10

v13

G2 ∶
v1

v4

v7

v8

v10

G1 ∶
v1

v4

v7

v8

v10

Figura 2.1: Gráfica G con orden 13 y tamaño 24. La subgráfica G2 es inducida
mientras que G1 no lo es.

Un camino es una secuencia finita de vértices donde cada par de vértices conse-
cutivos en la secuencia están conectados por una arista. El número de aritas en un
camino se llama longitud del camino. En la gráfica G2 de la figura 2.1, la secuencia
v1, v4, v7, v8 representa un camino entre el vértice v1 y v8 con longitud 3.

Dada una gráfica G, x, y ∈ V y los subconjuntos A, B ⊆ V , se define a la distancia
entre x y y como la longitud de la trayectoria más corta que hay entre dichos vértices
y se denota por dG(x, y). Así mismo se define a dG(x,A) = min{dG(x, y) ∶ y ∈ A} y
a dG(A,B) = min{dG(x, y) ∶ x ∈ A, y ∈ B}. Por ejemplo, si se considera la gráfica G
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de la figura 2.1 y a los conjuntos A, B ∈ V (G), tal que A = {v1, v10, v11, v12, v13} y
B = {v4, v5, v6v7}, entonces dG(v6, v9) = 2, dG(v8,A) = 2 y dG(A,B) = 1.

Dadas dos gráficas G y H se dice que son isomorfas (G ≅ H) si existe una
correspondencia uno a uno entre sus conjuntos de vértices que preserva la adyacencia;
es decir, dos vértices v1 y v2 en G son adyacentes si y sólo si, los correspondientes
vértices u1 y u2 de H son adyacentes. En la figura 2.2 se puede observar que la
gráfica G es isomorfa con G1, pero no lo es con G2. Esto último sucede por que
los vértices a, b, c, d ∈ G tienen correspondencia, respectivamente, con los vértices
v′1, v

′
2, v

′
4, v

′
3 ∈ G2, pero el vértice v′2 tiene una adyacencia diferente en G2.

d

a b

c

G

v3

v1 v2

v4

G1

v′3

v′1

v′2

v′4

G2

Figura 2.2: La gráfica G es isomorfa con G1 pero no con G2.

Una gráfica H es subgráfica de una gráfica G si V (H) ⊆ V (G) y E(H) ⊆ E(G).
Para cualquier subconjunto S de V (G), la subgráfica inducida G[S] es la subgráfica
de G que tiene a S como conjunto de vértices y donde dos vértices son adyacentes en
G[S] si y solo si son adyacentes en G. Por ejemplo, en la figura 2.1, las gráficas G1

y G2 son subgráficas de G y G2 es una subgráfica inducida de G pero G1 no lo es.

Existen distintas familias de gráficas que son de gran utilidad en la teoría de
gráficas. Por ejemplo, las gráficas completas son gráficas donde cada par de vértices
son adyacentes. Una trayectoria también es una gráfica cuyos vértices pueden ser
ordenados en una línea de manera consecutiva, donde dos vértices son adyacentes
si y sólo si estos son consecutivos. Se dice que una gráfica es conexa si para toda
partición de sus vértices en conjuntos no vacíos P1 y P2, existe una arista que una a
P1 con P2, de lo contrario se dice que es disconexa.

Una gráfica es finita si el conjunto de vértices es finito. La gráfica que no tiene
vértices, y por lo tanto que no tiene aristas, es llamada gráfica vacía; mientras que
la gráfica trivial es aquella que sólo tiene un vértice y la gráfica discreta es aquella
que tiene un conjunto de aristas vacío.
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Figura 2.3: Gráfica infinita, usualmente llamada malla cuadrada.

Una gráfica es infinita si el conjunto de vértices es infinito. Si el conjunto de
vértices de una gráfica infinita G es numerable se dice que G es numerable. La figura
2.3 muestra un ejemplo de una gráfica infinita que es resultante del producto carte-
siano de dos trayectorias infinitas. Con frecuencia las propiedades y/o fundamentos
que son válidos para las gráficas finitas se pueden aplicar directamente en gráficas
infinitas.

v4 v3

v5 v2
v6

v1

Figura 2.4: Digráfica D con ingrado mínimo δ−(D) = 0 e ingrado máximo ∆−(D) = 3.

Por otra parte, una gráfica dirigida (o digráfica), también denotada por D =
(V,E), consiste en un conjunto de vértices V y un conjunto de pares ordenados
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de vértices E, llamados flechas. Si la flecha uv ∈ E, entonces la flecha va de u a
v y es incidente con los vértices u y v. El exgrado de un vértice v ∈ D, d+D(v),
es el número de flechas que salen de él, mientras que el ingrado de v, d−D(v), es
el número de flechas que llegan a él. El mínimo ingrado y mínimo exgrado de D
se denota por δ−(D) y δ+(D), respectivamente. Así mismo, el máximo ingrado y
máximo exgrado de D son denotados respectivamente por ∆−(D) y ∆+(D). En
la figura 2.4 se muestra a la digráfica D = (V,E), donde V = {v1, v2, . . . , v6} y
E = {v1v2, v2v3, v3v4, v5v1, v5v4, v6v1, v6v2, v6v3, v6v4, v6v5}, con δ−(D) = 0, δ+(D) = 0,
∆−(D) = 3 y ∆+(D) = 5, mientras que el ingrado y exgrado del vértice v5 son res-
pectivamente, δ−D(v5) = 1 y δ+D(v5) = 2.

2.2. Gráficas de clanes
Dada una gráfica G, se dice que un clan es una subgráfica completa maximal de

G. El operador de clanes transforma a G en la gráfica de clanes , K(G), la cual se
genera con la intersección de los clanes de G: los vértices son los clanes y dos de ellos
son adyacentes si y sólo si comparten por lo menos un vértice. Las gráficas iteradas
de clanes están definidas por K0(G) = G y Kn(G) = K(Kn−1(G)). Si existe n ≠ m
tal que Kn(G) ≅Km(G) se dice que G es clan-convergente (o K-convergente); de lo
contrario G es clan-divergente (o K-divergente). El comportamiento dinámico de G
bajo la aplicación iterada del operador de clanes es llamado el clan-comportamiento
(ó K-comportamiento) de G, por lo que determinar el K-comportamiento de G se
refiere a determinar si G esK-convergente oK-divergente. En la figura 2.5 se muestra
un ejemplo de una gráfica G que es K-convergente ya que K3(G) es la gráfica trivial,
entonces K4(G) ≅K3(G).

G K(G) K2(G)

Figura 2.5: Se muestran dos iteraciones del operador de clanes, K(G) y K2(G), de
la gráfica G. En este caso, G es K-convergente ya que K4(G) ≅K3(G).

Las gráficas iteradas de clanes fueron introducidas en el año de 1972 por Hedetnie-
mi y Slater [24] y desde entonces las gráficas iteradas de clanes han sido estudiadas
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extensivamente. Algunos resultados se pueden consultar en [42, 52, 57]. Específica-
mente la K-convergencia puede ser revisada en [1,5,7,19–21,24,26,32,38,39,51] y la
K-divergencia en [17,19,20,32–37,40,41,49,50].

Una gráfica G es Kn-invariante si Kn(G) ≅ G. En particular, G es K2-invariante
cuando K2(G) ≅ G. Cuando Kn(G) es isomorfa a la gráfica trivial para alguna n, se
dice que G es K-nula.

Se dice que un vértice x es dominado si existe algún vértice y ≠ x tal que N[x] ⊆
N[y]. Una gráfica G es un cono si ésta contiene un ápice, el cual es un vértice
adyacente a todos los otros vértices de G. Dado un triángulo T = {x, y, z} de G, su
triángulo extendido es T̂ = {u ∈ G ∶ ∣N(u) ∩ T ∣ ≥ 2}.

Teorema 2.2.1 (Dragan [15], Szwarcfiter [57,58]). Una gráfica G es clan-Helly si y
sólo si para todo triángulo T ∈ G, su triángulo extendido T̂ es un cono.

Dado un vértice x ∈ G, su estrella es x∗ = {q ∈K(G) ∶ x ∈ q}. Las estrellas pueden
o no pueden ser clanes de clanes de G (es decir, clanes de K(G) y vértices de K2(G))
ya que pueden no ser maximales. Los clanes de clanes que no son estrellas se llaman
corbatas . Si las estrellas x∗, y∗ ∈ K2(G), entonces tienen la propiedad de x∗ ≃ y∗ en
K2(G) si y sólo si x ≃ y ∈ G ya que ambas condiciones son equivalentes a x, y ∈ q
para algún q ∈K(G).

Teorema 2.2.2 (Escalante [17]). Si una gráfica G es clan-Helly sin vértices domi-
nados, entonces G ≅K2(G). Además, el isomorfismo está dado por x↦ x∗.

Ambos teoremas son para gráficas finitas, pero es fácil verificar que sus pruebas
son válidas para gráficas infinitas. El teorema 2.2.2 es válido para gráficas infinitas y
el teorema 2.2.1 es válido para gráficas localmente finitas (es decir, que el grado de
todo vértice es finito).

Se dice que una gráfica G es desmantelable a H en un sólo paso (G
#Ð→ H) si G

contiene una subgráfica inducida H0 ≅H tal que todo vértice en G∖H0 es dominado
por algún vértice en H0, es decir, cuando ∀x ∈ G ∖H0 ∃y ∈H0,NG[x] ⊆ NG[y].

Teorema 2.2.3 (Frías, Neumann-Lara, Pizaña. Teorema 3 en [20]). Si G
#Ð→ H

entonces K(G) #Ð→K(H).

Teorema 2.2.4 (Frías, Neumann-Lara, Pizaña. Teorema 5 en [20]). Si G es des-
mantelable a H, entonces G y H tienen el mismo K-comportamiento. En particular,
si x es un vértice dominado de G, G − {x} tiene el mismo K−comportamiento.

Las gráficas clan-Helly dan pie al siguiente teorema de Escalante:

Teorema 2.2.5 (Escalante [18]). Sea G una gráfica clan-Helly y H cualquier sub-
gráfica inducida minimal de G que satisfaga que ∀x ∈ G ∃y ∈ H tal que y domina a
x. Entonces, K2(G) ≅H. En particular, toda gráfica clan-Helly es K-convergente de
periodo 1 o 2.
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2.3. Teoría de autómatas
Un alfabeto Σ es cualquier conjunto finito, donde los miembros del alfabeto son

llamados símbolos. Una cadena w sobre Σ es una secuencia finita de símbolos del
alfabeto Σ. La longitud de w, denotada por ∣w∣, es el número de símbolos que w
contiene. La cadena de longitud cero es llamada cadena vacía y usualmente denotada
o por ε, con ∣ε∣ = 0. Si w tiene longitud n se escribe w = a1a2 . . . an donde cada ai ∈ Σ
y w[i] = ai denota al i-ésimo símbolo de w, tal que 1 ≤ i ≤ n.

El conjunto de todas las cadenas sobre Σ es denotado por Σ∗. Un lenguaje L
sobre Σ es cualquier conjunto L ⊆ Σ∗. Por ejemplo, Σ = {0,1}, entonces Σ∗ =
{ε,0,1,00,01,10,11, . . .}. El conjunto vacío, ∅, y el conjunto formado por la cadena
vacía {ε} también se consideran como lenguajes. Hay que notar que son dos lenguajes
distintos, el primero no tiene elementos mientras el segundo tiene a uno, a la cadena
vacía.

Un autómata finito (AFD) es una 5-tupla M = (Q,Σ, δ, q0, F ) donde:

1. Q es un conjunto finito de estados,

2. Σ es el alfabeto,

3. δ ∶ Q × ΣÐ→ Q es la función de transición,

4. q0 ∈ Q es el estado de inicio, y

5. F ⊆ Q es el conjunto de estados de aceptación ó estados finales.

Si A es el conjunto de todas las cadenas que reconoce M , A = L(M), se dice que
A es reconocido por M . Un lenguaje que es reconocido por un autómata finito es
llamado lenguaje regular.

Ejemplo 2.3.1. SeaMN = (Q,Σ, δ, q0, F ) el autómata que reconoce al lenguaje regular
N, donde N es el conjunto de todas la cadenas binarias que representan a los números
naturales N. Entonces, MN es definido de la siguiente manera:

1. Q = {q0, q1, q2, †},

2. Σ = {0,1},

3. δ ∶
0 1

q0 q1 q2

q1 † †
q2 q2 q2

† † †

4. q0 ∈ Q es el estado inicial, y
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q0

q1

q2

†

0

0,1

1

0,1

0,1

Figura 2.6: Diagrama de estados del AFD que reconoce a las cadenas binarias que
representan a los números naturales. Nótese que el número cero es el único número
que es representado por una cadena que empieza con el símbolo 0. El estado † es un
estado muerto de MN.

5. F = {q1, q2}.

Obsérvese que si una cadena w ∉ N, la función de transición del autómata MN

llegará al estado denotado por † el cual es nombrado estado muerto. En la figura 2.6
se muestra el diagrama de estados de MN, donde los círculos denotan a los estados
del autómata y las flechas representan las transiciones de estados de la función δ.
Usualmente en la práctica del diseño de estos diagramas no es común mostrar las
transiciones que hay hacia los estados muertos, por lo cual se da por entendido que
la ausencia de ciertas flechas en el diagrama indican que existen transiciones a los
estados muertos. Siguiendo esta práctica de aquí en adelante los diagramas de estados
de los autómatas se mostrarán sin estos estados, tal como se puede ver en el siguiente
ejemplo:

Ejemplo 2.3.2. Sea M1 = (Q,Σ, δ, q0, F ) el autómata (figura 2.7) que reconoce al
lenguaje L1 = {w ∣ w = 1a01b0c, a > 0, b ≥ 0, c ≥ 0}:

1. Q = {q0, q1, q2, q3, †},

2. Σ = {0,1},

3. δ ∶
0 1

q0 † q1

q1 q2 q1

q2 q3 q2

q3 q3 †
† † †
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4. q0 ∈ Q es el estado inicial, y

5. F = {q2, q3}.

1

q0 q1

1 0
1

q2

0
0

q3

Figura 2.7: Diagrama de estados del AFD que reconoce el lenguaje L1 = {w ∣ w =
1a01b0c, a > 0, b ≥ 0, c ≥ 0}. Los estados muertos son omitidos.

Existen tres operaciones en los lenguajes regulares que permiten estudiar sus
propiedades: unión, concatenación y cerradura de Kleene. Sean L,L1 y L2 lenguaje
regulares:

Unión: L1 ∪L2 = {w ∣ w ∈ L1 o w ∈ L2}

Concatenación: L1L2 = {wz ∣ w ∈ L1 y z ∈ L2}

Cerradura de Kleene: L∗ = ∪∞i=0L
i, donde L0 = {ε}, L1 = L, L2 = LL, L3 = LLL,

etc.

La cerradura de Kleene es una operación unaria que une cualquier cantidad de
cadenas en L para formar un nuevo lenguaje. Por ejemplo, si L1 = {10,101} y L2 =
{1,01}, entonces:

L1 ∪L2 = {1,01,10,101}
L1L2 = {101,1001,1011,10101}

L∗2 = {ε,1,01,11,011,101,0101, . . .}
Las operaciones regulares ayudan a construir expresiones regulares que definen

lenguajes más complejos y las cuales describen el conjunto de todas las cadenas que
se desean aceptar por el autómata finito.

La expresión r L se lee como “r es un expresión regular que denota al lenguaje
L” y se define recursivamente por:

1. ∅ ∅,

2. ε {ε},

3. a {a}, ∀a ∈ Σ,

Ahora supóngase que r1 L1 y r2 L2, entonces:
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4. r1 + r2 L1 ∪L2,

5. r1r2 L1L2,

6. r∗1  L∗1,

7. (r1) L1.

Por ejemplo, si Σ = {0,1}, entonces 0+1(0+1)∗ es la expresión regular que denota
a las cadenas binarias que representan los números naturales N.

A pesar de que las expresiones regulares y los autómatas finitos describen de
manera diferente a los lenguajes, cualquier expresión regular puede ser transformada
en un autómata finito que reconozca el lenguaje que describe y viceversa, por lo tanto
ambos reconocen a la clase de lenguajes regulares.

2.4. Lógica de primer orden

La lógica de primer orden (o lógica de predicados) permite el uso de predicados,
los cuales son argumentos que contienen variables y cuantificadores de variables (∀ y
∃). Por ejemplo, si x, y ∈ Z, entonces el predicado P (x, y) = “x < y“, que contiene dos
variables (x y y), será verdadero cuando x sea menor y, de lo contrario será falso. Las
variables x y y representan a cualquier elemento de Z, llamado (de manera general)
dominio o universo de discurso, ya que define los objetos que son de interés en el
argumento.

Un lenguaje de primer orden está formado por términos y fórmulas, los cuales
son expresados por cadenas finitas de símbolos pertenecientes al alfabeto del lengua-
je. Intuitivamente, un término representa un objeto del dominio de discurso y una
fórmula expresa predicados que pueden ser verdaderos o falsos (cuando sus variables
libres son interpretadas o instanciadas). El alfabeto se divide en símbolos lógicos (el
símbolo de igualdad se considerará dentro de esta categoría) y símbolos no lógicos :

Símbolos lógicos: Son aquellos que siempre tienen el mismo significado.

1. Paréntesis, corchetes y otros símbolos de puntuación.

2. Cuantificadores lógicos: ∀ (para todo) y ∃ (existe).

3. Conectores lógicos: ¬,∧,∨,→,↔.

4. Variables (una por cada número entero positivo n): v1, v2, v3, . . .

5. Símbolo de igualdad: =.

Símbolos no lógicos: Son aquellos que su significado varía según la interpreta-
ción. El conjunto de todos los símbolos no lógicos es llamado firma.
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1. Símbolos de predicado o relacionales: Para cada entero n ≥ 0, se estable-
ce un conjunto de símbolos de predicado n-ario, los cuales representan
relaciones entre n elementos.

2. Símbolos de función: Para cada entero positivo n ≥ 1, se establece un
conjunto de símbolos de función n-aria, los cuales reciben n parámetros
formales.

3. Símbolos de constante: Es un conjunto, posiblemente vacío, de símbolos
de funciones con aridad 0.

Los términos se definen como expresiones construidas a partir de símbolos cons-
tante y de variables mediante los símbolos de función. Entonces, cualquier variable
y cualquier constante es un término y cualquier expresión f(t1, t2, . . . , tn) con n ar-
gumentos (donde cada ti es un término y f es un símbolo de función n-ario) es un
término.

Las fórmulas atómicas son fórmulas que no contienen conectores ni cuantificado-
res lógicos. Las fórmulas se definen como expresiones construidas a partir de fórmulas
atómicas y de conectores y cuantificadores lógicos. Formalmente se definen de la si-
guiente manera:

1. Si P es un símbolo de predicado n-ario y t1, t2, . . . , tn son términos, entonces
P (t1, t2, . . . , tn) es una fórmula.

2. Si ti y tj son términos, entonces ti = tj es una fórmula.

3. Si α y β son fórmulas, entonces ¬α, α ∧ β, α ∨ β, α → β y α↔ β son fórmulas.

4. Si α es una fórmula y x es una variable, entonces ∀xα y ∃xα son fórmulas.

Los paréntesis en cualquier fórmula sirven para garantizar que ésta se obtenga de
una manera siguiendo la definición inductiva. En una fórmula, las variables pueden
ser libres o acotadas. Estas últimas son aquellas que no están cuantificadas en la
fórmula, por ejemplo, en la fórmula ∃xP (x, y), y es la variable libre.

Existen convenciones que indican la precedencia de los operadores lógicos en una
fórmula para omitir tantos paréntesis como sea posible y así obtener una fácil lectura
de las mismas. Considérese que α y β son fórmulas, x es una variable, y t1 y t2 son
términos:

1. Los paréntesis extremos se omiten. Entonces ∀xα∨β es equivalente a (∀xα∨β).

2. Los operadores ¬,∀ y ∃ se aplican primero. Por ejemplo:

¬α ∧ β es equivalente a ((¬α) ∧ β), pero no a ¬(α ∧ β),
∀xα ∨ β es equivalente a ((∀xα) ∨ β), pero no a ∀x(α ∨ β),
∃xα → β es equivalente a ((∃xα)→ β), pero no a ∃x(α → β).
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3. Los operadores ∧ y ∨ se aplican después de la convención 2. Por ejemplo:

¬α ∨ β → α es equivalente a ((¬α) ∨ β)→ α.

4. Cuando un operador lógico se usa repetidamente, la fórmula se agrupa de
izquierda a derecha. Por ejemplo:

α → β → ¬α es equivalente a ((α → β)→ (¬α)).

Una interpretación I proporciona significado a los términos y predicados de un
lenguaje; es decir, asigna a cada término un objeto del universo de discurso U y
a cada predicado un valor (verdadero o falso). Entonces, la interpretación de un
símbolo de predicado n-ario, es un conjunto de n-tuplas de elementos del universo de
discurso, de tal manera que se puede establecer si el predicado es verdadero o no una
vez que se especifiquen cuáles son los elementos del universo que están representados
por sus variables libres. Mientras que las interpretaciones de un símbolo de función
n-ario y de un símbolo de constante, son respectivamente, una función f ∶ Un → U
y una función de aridad 0 (a la que simplemente se le considera como un elemento
de U). Por ejemplo, si U = Z, f es un símbolo de función binario y c un símbolo
de constante, entonces I(f) puede significar la multiplicación de dos argumentos y
I(c) = 25 (es decir, a c se le asigna el valor 25).

Una interpretación aplicada a los elementos de un lenguaje formal define una
estructura. Dada una firma σ, una σ-estructura (o modelo) es una tupla A = ⟨A,{cAi },
{PA

i },{fA
i }⟩ que consiste de un conjunto no vacío A que forma el dominio de discurso

(o universo de discurso) y de una interpretación I de σ, donde:

1. A cada símbolo de predicado n-ario PA
i le es asignado una relación I(PA

i ) sobre
An, es decir, un subconjunto de An o equivalentemente una función de An a
{falso, verdadero}.

2. A cada símbolo de constante ci le es asignado un elemento de cAi de A.

3. A cada símbolo de función n-aria fi le es asignado una función fA
i ∶ An → A.

Si la estructura A tiene a un conjunto finito como universo de discurso, entonces
se dice que la estructura A es finita.

Un ejemplo de una estructura es A = ⟨N,<A⟩, donde <A establece el conjunto de
parejas (m,n) tal que m < n. Entonces, la fórmula PA(x, y) = ∃x∀y¬y < x, que es
traducida en A como “existe un número natural tal que no hay número natural menor
que él”, es verdadera.

Una asignación de variables µ es una función que asocia a cada término con un
elemento del universo de discurso; en particular, da significado a las fórmulas con
variables libres. Si I es una interpretación, entonces la asignación se realiza de la
siguiente manera:
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1. Cada variable x evalúa a µ(x).

2. Dada un símbolo de función n-ria f y los términos t1, t2, . . . , tn, entonces

µ(f(t1, t2, . . . , tn)) = (I(f))(µ(t1), µ(t2), . . . , µ(tn)).

Ahora a cada fórmula se le asigna un valor de verdad a través de la siguiente
definición inductiva:

1. Fórmulas atómicas: Si P (t1, t2, . . . , tn) es una fórmula, I(P ) una interpretación
de P y µ(t1) = d1, µ(t2) = d2, . . . , µ(tn) = dn, entonces a P se le asocia el
valor verdadero o falso dependiendo de si (d1, d2, . . . , dn) ∈ I(P ), el cual es un
subconjunto de An. Por otra parte, la fórmula t1 = t2 es verdadera si µ(t1) =
µ(t2).

2. Fórmulas con conectivos lógicos: Las fórmulas ¬α, α∧β, α∨β, α → β y α↔ β
se evalúan a través de las tablas de verdad de los conectivos lógicos, como en
la lógica proposicional.

3. Fórmulas con cuantificadores lógicos: La fórmula ∀xα(x) es verdadera si pa-
ra cada valor de la variable x, (I(α))(µ(x)) es verdadera. Pero si la fórmu-
la es ∃xα(x), entonces ésta es verdadera si para un valor de la variable x,
(I(α))(µ(x)) es verdadera.

Dada una fórmula α (o un conjunto de fórmulas ϕ), un universo A y una inter-
pretación I, se dice que I satisface a α (o a ϕ), denotado respectivamente por I ⊧ α
o I ⊧ ϕ, si α (o cada una de las fórmulas en ϕ) es verdadera bajo la interpretación I.
Cuando las fórmulas contienen variables libres, por convención se dice que una inter-
pretación las satisface si la fórmula es verdadera independientemente de los valores
del dominio de discurso que tomen las variables libres.

Se dice que un fórmula α es lógicamente válida si es verdadera en toda inter-
pretación (como las tautologías en la lógica proposicional) bajo cualquier universo.
Mientras que α es consecuencia lógica de una fórmula β, para cualquier universo, si
toda interpretación que satisface a β también satisface a α.

Una teoría de primer orden sobre una firma σ es un conjunto de sentencias. Se
dice que una σ-estructura A es un modelo de una teoría T si y sólo si para cada
sentencia ϕ de T , la estructura A es un modelo de ϕ, A ⊧ ϕ. Además, la teoría T
es llamada consistente si tiene un modelo. Mientras que una clase elemental es el
conjunto de todas las estructuras que satisfacen una teoría T .

Por ejemplo, la firma σ de la teoría de primer orden de gráficas TG sólo tiene una
relación binaria R, R(x, y), que indica la adyacencia entre el vértice x y el vértice y
(x ∼ y). Entonces, la σ-estructura A está formada por la tupla ⟨V,R⟩, donde V es
el dominio de discurso formado por vértices. Las sentencias (axiomas) en TG son las
siguientes:
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∀x∀yR(x, y)→ R(y, x), indica que las aristas son no dirigidas.

∀x¬R(x,x), indica que ningún vértice tiene lazos.

2.5. Estructuras automáticas
En lo que sigue se considerará el símbolo especial ◇ ∉ Σ que denotará un relleno

en la parte derecha de las cadenas. Sea Σ un alfabeto, entonces el alfabeto extendido
Σ ∪ {◇} será denotado por Σ◇. Si w ∈ Σ se define w[i] = ◇ para toda i > ∣w∣. Para
cualquier conjunto A el producto cartesiano de n copias de A es denotado por An.

Dada una secuencia de cadenas w = (w1,w2, . . . ,wn) sobre Σ, su convolución u =
⊗w = ⊗(w1,w2, . . . , wn) es la cadena de longitud ∣u∣ = max∣wi∣ sobre el alfabeto (Σ◇)n
cuyo i-ésimo símbolo es u[i] = (w1[i],w2[i], . . . ,wn[i]). Por ejemplo: ⊗(101,11011) =
(1,1)(0,1)(1,0)(◇,1)(◇,1) es la cadena de longitud 5 sobre el alfabeto:

(Σ◇)2 = {(0,0), (0,1), (0,◇), (1,0), (1,1), (1,◇), (◇,0), (◇,1), (◇,◇)}.

Un autómata finito síncrono con n entradas es un autómata que lee simultá-
neamente un número finito n de cadenas de entrada. Este autómata es equivalente
al AFD sobre un alfabeto diferente, es decir, sobre el alfabeto (Σ◇)n. Por ejemplo,
sea M un autómata finito síncrono con 3 entradas sobre el alfabeto Σ = {0,1},
el cual acepta la tripleta de cadenas (w1,w2,w3), donde w1 = 011, w2 = 1000,
w3 = 0000; entonces M es equivalente a un AFD sobre el alfabeto (Σ◇)3 quien acepta
a ⊗(w1,w2,w3) = (0,1,0)(1,0,0)(1,0,0)(◇,0,0), como se puede ver en la figura 2.8.

q0 q1

(0,1,0) (1,0,0)

q2

(◇,0,0)
q3q4

(1,0,0)

Figura 2.8: Diagrama del AFD que acepta a la cadena formada por la convolución
de (011,1000,0000) ∈ (Σ◇)3. Los estados muertos son omitidos.

Nótese que la convolución ⊗(w1,w2,w3) agrupó tres símbolos en cada paréntesis,
lo que asemeja a las tres cintas del autómata finito síncrono leyendo simultáneamen-
te a los tres símbolos correspondientes de la tripleta (w1,w2,w3). De esta manera
no se necesita ningún modelo nuevo de computación, y además, toda la teoría en
AFD puede ser fácilmente aplicada a los autómatas finitos síncronos. Por esta razón,



Antecedentes 19

de aquí en adelante, cualquiera de estos dos tipos de autómatas que se describan
simplemente serán llamados autómatas.

Una estructura relacional es una tupla A = (A,R1, . . . ,Rn) donde A es un con-
junto numerable (finito o infinito), llamado dominio y Ri son las relaciones en A
con alguna aridad ri ∈ N, es decir, Ri ⊆ Ari . Si el dominio es el conjunto de cadenas
de Σ∗, se puede definir la convolución de una relación R ⊆ (Σ∗)r como el conjunto
⊗R = {⊗w ∶ w ∈ R}, es decir, ⊗R ⊆ ((Σ◇)r)∗ es el conjunto de convoluciones de las
tuplas en R. Obsérvese que ⊗R es un lenguaje sobre el alfabeto (Σ◇)r y que si existe
un autómata M que lo reconozca, L(M) = ⊗R, entonces ⊗R es un lenguaje regular.
Además, si L(M) = ⊗R, entonces R es una relación automática.

Por ejemplo, considérese la relación RS ∈ N, donde RS = {(t, t + 1) ∣ t ∈ N} es
la relación del sucesor de t en el conjunto de las cadenas binarias que representan
a los números naturales (ver sección 2.3). Entonces, RS es automática ya que su
convolución es reconocida por el autómata que se muestra en la figura 2.9 y denotada
por la siguiente expresión regular (sobre el alfabeto (Σ◇)2):

(0,1) + (1,1)(1,0)∗(◇,0) + (1,1)((1,1) + (0,0))∗(0,1)(1,0)∗

q0

q2

q1

(1,1)
(0,1)

(0,1) (1,1), (0,0)

q5

q6

(1,0)

(1,1), (0,0) (0,1)

(1,0)

(1,0)

q4

q3

(◇,0)

(◇,0)

Figura 2.9: Diagrama del AFD que acepta al lenguaje regular generado por la con-
volución de las cadenas de RS. Los estados muertos son omitidos.

Entonces, si los pares ordenados (0,1), (111,1000) y (1100,1101) ∈ RS, la convo-
lución respectiva a cada una es (0,1), (1,1)(1,0)(1,0)(◇,0) y (1,1)(1,1)(0,0)(0,1),
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las cuales son cadenas que están en ⊗RS y son generadas por la expresión regular
anterior y reconocidas por el autómata anterior.

Las relaciones automáticas tienen propiedades muy fuertes de decibilidad y de
cerradura, las cuales son heredadas de la teoría de autómatas: cada relación finita es
automática, además son cerradas bajo proyección, instanciación, cilindrificación (ver
figura 2.10), permutación de coordenadas (ver figura 2.11) y muchas otras [54]. En
particular, las relaciones automáticas son cerradas bajo construcciones lógicas:

Teorema 2.5.1 (Khoussainov y Nerode. Teorema 4.4 en [30]). Si R1, R2 son rela-
ciones automáticas, entonces R1 ∨R2, R1 ∧R2, ¬R1, ∃x(R1) y ∀x(R1) también son
relaciones automáticas. Además, el autómata para esas relaciones puede ser algorít-
micamente construido del autómata de R1 y R2.

El autómata que reconoce a las operaciones R1 ∨R2 y R1 ∧R2 se obtiene, respec-
tivamente, por la unión e intersección de los autómatas de R1 y R2 (nótese que si la
relación R1 tiene una aridad menor que la de R2, primero se tiene que cilindrificar R1

agregando las coordenadas necesarias para que ambas relaciones automáticas tengan
la misma aridad). Mientras que el autómata que reconoce a ¬R1 se genera por medio
del complemento del autómata de R1.

q0

q2

q1

{(1,1)} ×Σ◇

{(1,1)} ×Σ◇

q5

q6

{(1,0)} ×Σ◇

{(0,1)} ×Σ◇

{(1,0)} ×Σ◇ {(1,0)} ×Σ◇

q4

q3

{(◇,0)} ×Σ◇

{(◇,0)} ×Σ◇

{(0,1)} ×Σ◇ {(1,1)} ×Σ◇

{(0,1)} ×Σ◇

{(0,0)} ×Σ◇
{(0,0)} ×Σ◇

Figura 2.10: Diagrama del AFD que acepta al lenguaje regular generado por la
convolución de las cadenas de R′

S = {(t, t + 1, z) ∣ t ∈ N y z ∈ Σ◇}, la cual establece la
cilindrificación de la relación automática RS al agregar una tercera coordenada. De
manera análoga se procede a cilindrificar a RS si se agrega dos o más coordenadas.
Los estados muertos son omitidos.
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q0

q2

q1

(1,1)
(1,0)

(1,0) (1,1), (0,0)

q5

q6

(0,1)

(1,1), (0,0) (1,0)

(0,1)

(0,1)

q4

q3

(0,◇)

(0,◇)

Figura 2.11: Diagrama del AFD que acepta al lenguaje regular generado por la
convolución de las cadenas de R′′

S = {(t+1, t) ∣ t ∈ N}, la cual establece la permutación
de coordenadas de la relación automática RS. Los estados muertos son omitidos.

Suponiendo que R1 tiene aridad n, las relaciones automáticas ∃x(R1) y ∀x(R1)
son definidas como:

∃xR1 = {(x1, . . . , xi−1, xi, . . . , xn) ∣ ∃x ∈ (Σ◇)∗(x1, . . . , xi−1, x, xi, . . . , xn) ∈ R1}

∀xR1 = {(x1, . . . , xi−1, xi, . . . , xn) ∣ ∀x ∈ (Σ◇)∗ (x1, . . . , xi−1, x, xi, . . . , xn) ∈ R1}.

Entonces, si M1 = (Q1, (Σ◇)n, δ1, q1
0, F1) es el autómata que reconoce a la relación

R1, el autómata finito determinista que reconoce a ∃x(R1) esM ′
1 = (Q′

1, (Σ◇)n, δ′1, q1′

0 ,
F ′

1) donde:

1. Q′
1 = {2Q1},

2. q1′

0 = {q1
0},

3. δ′1(X, a) = ⋃
q∈X

xi∈(Σ◇)
∗

{δ1(q, (x1, . . . , xi−1, a, xi+1, . . . , xn))} y

4. F ′
1 = {X ∈ Q′

1 ∣ X⋂F1 ≠ ∅}.

El autómata finito determinista que reconoce a la relación ∀x(R1) se define igual
al anterior, excepto que el conjunto de estados finales es {X ∈ Q′

1 ∣ X ⊆ F1}.
Cuando R1 es una relación unaria, ambos ∃x(R1) y ∀x(R1) son relaciones 0-arias

las cuales, estrictamente hablando, no pueden ser automáticas por razones técnicas,
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pero en [30] usan relaciones anurias (R = (Σ◇)∗ para la relación verdadera y R = ∅
para la relación falsa) para representar a esas relaciones 0-arias.

Para dar una presentación de la estructura relacional A = (A,R1, . . . ,Rn) por me-
dio de autómatas, se necesita representar cada elemento de A por una o más cadenas
del conjunto L, donde L ⊆ Σ∗ para algún alfabeto Σ y L un lenguaje regular, entonces
L = L(MA) para un autómata MA. Un mapeo µ ∶ L → A indica que un elemento de
a ∈ A es representado por alguna cadena w ∈ L, cuando µ(w) = a. También las rela-
ciones Ri ⊆ Ari serán representadas por las relaciones correspondientes µ−1(Ri) ⊆ Lri
definidas por µ−1(Ri) = {(w1,w2, ...,wri) ∈ Lri ∣ (µ(w1), µ(w2), . . . , µ(wri)) ∈ Ri}.

Una presentación automática de una estructura relacional A = (A,R1, . . . ,Rn) es
un mapeo µ y una n-tupla de autómatas (MA,M1, . . . ,Mn) tal que:

1. µ ∶ L(MA)→ A es suprayectiva.

2. L(Mi) = ⊗µ−1(Ri) ⊆ ((Σ◇)ri)∗.
El siguiente teorema menciona una de muchas propiedades interesantes de deci-

bilidad que tienen las estructuras automáticas:

Teorema 2.5.2 (Khoussainov y Nerode. Corolario 4.2 en [30]). La teoría de primer
orden de cualquier estructura automática es algorítmicamente decidible.

Además, el teorema 2.5.2 ha sido generalizado más allá de la lógica de primer or-
den para incluir varios cuantificadores generalizados (incluyendo ∃ω, ∃(k,m) y ∃k−ram)
e incluso para algunos fragmentos de la lógica de segundo orden llamada FSO.

Usualmente, la relación de identidad en A está incluida entre las relaciones Ri y
por lo tanto, como parte de las presentación automática, un autómata M= es dado,
el cual es capaz de reconocer dos representaciones diferentes w1, w2 por el mismo
elemento a ∈ A, es decir: L(M=) = {⊗(w1,w2) ∶ µ(w1) = µ(w2)}. Aquí, se optará usar
el enfoque equivalente en el cual µ es inyectiva y por lo tantoM= es un autómata muy
simple (L(M=) = {⊗(w,w) ∶ w ∈ L}) y los elementos de A pueden ser identificados
con su representación en L = L(MA). Entonces, se omitirá el autómata M= en lo
sucesivo.

Una gráfica automática es un par ordenado de autómatas G = (MV ,ME), donde
los alfabetos de MV y ME son respectivamente Σ y (Σ◇)2. Los vértices y aristas de
G están dados por V = L(MV ) y ⊗E = L(ME). Nótese que una gráfica automática
es, entonces, una presentación automática de la gráfica (V (G), V (E)) con µ = 1V (G),
pero se preferirá considerar que una gráfica automática es una gráfica por derecho
propio. Se denotará por AG a la clase de todas las gráficas automáticas.

Por ejemplo, sea G ∈ AG la gráfica que se muestra en la figura 2.12 (a). La
gráfica automática correspondiente a G está dada por GA = (MV ,ME), donde Σ =
{0,1, . . . ,8} es el alfabeto del autómata MV (ver figura 2.12 (b)) que reconoce a los
vértices de G, es decir, V = L(MV ). Además, el autómataME (ver 2.12 (c)) reconoce
a la convolución de todas las aristas de G, de tal manera que si uv ∈ G, entonces ME

reconoce a ⊗(u, v) y a ⊗(v, u).
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(a)

1

3

2

45

6

7

8

0

(c)

q0

(0,1)

q1

(0,2)

(8,7)

(8,1)
⋮

(b)
q0 q1

a ∈ Σ

Figura 2.12: (a) Gráfica G. (b) y (c) se muestran los diagramas de los autómatas
MV y ME que reconocen a V (G) y ⊗E(G), respectivamente; donde Σ = {0,1, . . . ,8}
(en ambos casos, los estados muertos son omitidos). Las flechas del autómata ME

están ordenadas de manera lexicográfica de arriba hacia abajo.

(b)

q0

q1

q2

0

1

1

0

(c)

q0

(0,0)
q3

(1,1)

(0,1)

q2
(1,0)

q1

q4

q5

(1,1)

(1,◇), (◇,1)

(0,◇), (◇,0)

(0,1)

(1,0)

(0,0)

(a)

0 01 011 0111 01111 011111 0111111
. . .

. . .
1 10 100 1000 10000 100000 1000000

Figura 2.13: (a) Gráfica infinita G′. Mientras que en (b) y (c) se muestran los diagra-
mas de los autómatas que reconocen a los vértices y aristas de G′, respectivamente
(en ambos, los estados muertos son omitidos).
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Considérese una gráfica infinita G′ tal que sus conjuntos de vértices y aristas son
infinitos. La gráfica automática correspondiente a G′ puede obtenerse si la etique-
tación de los vértices de G′ permite establecer un patrón que reconozca todas sus
aristas por medio de un autómata. Por ejemplo, si G′ es la gráfica que se muestra
en la figura 2.13 (a), los autómatas que conforman a su gráfica automática son los
que aparecen en la figura 2.13 (b) y (c), los cuales respectivamente reconocen a los
vértices y aristas de G′.

2.6. Máquinas de Turing
La máquina de Turing (MT), propuesta por Alan Turing en 1936, es un modelo

teórico de una computadora capaz de realizar todo lo que una computadora actual
puede hacer. La MT cuenta con una unidad de control (UC ), con una cabeza y con
una cinta infinita (ver figura 2.14). La cabeza lee y escribe símbolos en la cinta, y
también realiza movimientos a la izquierda y a la derecha a través de la misma. Los
movimientos están en función del estado de la unidad de control y del símbolo que la
cabeza está apuntando en la cinta. Inicialmente en la cinta se encuentra una cadena
de entrada w y en el resto, el símbolo correspondiente del espacio en blanco de la
MT (“␣”). Se dice que la MT acepta a w, si la máquina de Turing pasa en algún
momento por algún estado de aceptación; en caso contrario w es rechazada.

Una posibilidad es que la máquina de Turing nunca se detenga, pero aún así, la
cadena w se considera aceptada o rechazada, dependiendo de si la máquina de Turing
paso no por algún estado de aceptación en algún momento.

1 0 0 1 1 0 ␣ ␣1 1 . . .

UC

Figura 2.14: Esquema de una máquina de Turing. La cabeza es representada mediante
la flecha que está entre la unidad de control y la cinta.

Una máquina de Turing es una 7-tupla, (Q,Σ,Γ, δ, q0,␣, F ), donde:
1. Q es el conjunto (finito) de estados,

2. Σ es el alfabeto (finito) de entrada que no contiene el símbolo correspondiente
al espacio en blanco,

3. Γ es el alfabeto (finito) de la cinta el cual contiene a los símbolos del conjunto
{Σ ∪ ␣}.



Antecedentes 25

4. δ ∶ Q × ΓÐ→ Q × Γ × {←,→} es la función (parcial) de transición,

5. q0 ∈ Q es el estado inicial,

6. ␣ ∈ {Γ ∖Σ} es el espacio en blanco en la cinta,

7. F , tal que F ⊆ Q, es el conjunto de estados de aceptación.

La ejecución de una máquina de Turing dependerá de la función de transición δ,
ya que es la que contiene las reglas de los movimientos que realizará dependiendo del
símbolo que la cabeza lea en la cinta y del estado en el que se encuentre; entonces, δ
indicará qué símbolo escribirá en la cinta, a qué estado cambiará y la dirección hacia
donde se tiene que mover la cabeza (izquierda ← o derecha →). Para representar
estos movimientos se utilizan las configuraciones o descripciones instantáneas de
una máquina de Turing, las cuales son cadenas del tipo s = uqv ∈ Γ∗QΓ∗, donde
q es el estado actual, uv es la cadena actual que está en la cinta y la cabeza está
posicionada en el primer símbolo de la cadena v. Por ejemplo, 1110q41010 representa
la configuración cuando en la cinta está la cadena w = 11101010, el estado actual es
q4 y la cabeza está posicionada en el quinto símbolo de w, es decir, el primer símbolo
de v.

Para indicar que una configuración s transitó en un sólo paso a otra configura-
ción s′, se escribe s z s′. Por ejemplo, 1110q41010 z 11101q3010 si la función de
transición indica que δ(q4,1) = (q3,1,→), es decir, se pasó al estado q3, escribió 1
en la cinta y se movió a la derecha. Cuando una máquina de Turing pasa de una
configuración a otra en un número de pasos igual o mayor a cero, se denota s ∗z s′.

Una máquina de Turing M reconoce a un lenguaje L si M acepta a todas las
cadenas de L y a ninguna otra; lo cual se denota por L = L(M). Un lenguaje que
es reconocido por una máquina de Turing es llamado recursivamente enumerable. Si
además, el lenguaje es reconocido por alguna máquina de Turing que siempre para
(sin importar la cadena de entrada), entonces, el lenguaje es recursivo.

Ejemplo 2.6.1. La máquina de Turing que reconoce al lenguaje de las cadenas bi-
narias que representan a los números naturales (ver ejemplo 2.3.2), está dada por la
tupla (Q,Σ,Γ, δ, q0,␣, F ), donde:

1. Q = {q0, q1, q2, q3, q4},

2. Σ = {0,1},

3. Γ = {0,1,␣},

4. δ ∶
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0 1 ␣
q0 − (q1,1,→) −
q1 (q2,0,→) (q1,1,→) −
q2 (q3,0,→) (q2,1,→) (q4,␣,←)
q3 (q3,0,→) − (q4,␣,←)
q4 − − −

5. q0 es el estado inicial,

6. F = {q4}.

Dada la máquina de Turing anterior, las configuraciones que se generarán con la
entrada w = 11011 son las siguientes:

q011011z 1q11011z 11q1011z 110q211z 1101q21z 11011q2 z 1101q41

Dado que la sucesión de descripciones instantáneas terminan en el estado q4 y
éste es un estado final, la máquina de Turing se detendrá y aceptará a w.

Nótese, que dadas dos configuraciones s y s′ de una máquina de Turing M , la
notación s z s′ representa una relación binaria entre ambas configuraciones, por lo
que esta relación puede ser considerada como una relación de adyacencia (asimétrica)
sobre el conjunto de todas las configuraciones.

Observación 2.6.2. Si D es el conjunto de todas las configuraciones deM , entonces
D se puede considerar como una digráfica con la relación de adyacencia z.

En una transición s z s′ de una máquina de Turing M , sólo los símbolos que
están a la izquierda y a la derecha del estado son los que cambian en las cadenas
que representan a s y s′ independientemente del movimiento que M realice en la
transición. Por ejemplo, considérese la siguiente máquina de Turing:

Ejemplo 2.6.3. Sea MP una máquina de Turing sobre el alfabeto ΣP = {a, b} que
reconoce cadenas que tienen un número par de ocurrencias del símbolo a, la cual está
dada por la tupla (QP ,ΣP ,ΓP , δ, p0,␣, FP ), donde:

1. QP = {p0, p1, p2},

2. ΣP = {a, b},

3. ΓP = {a, b,␣},

4. δP ∶
a b ␣

p0 (p1, a,→) (p0, b,→) (p2,␣,←)
p1 (p0, a,→) (p1, b,→) −
p2 − − −
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5. p0 es el estado inicial,

6. FP = {p2}.

Si la cadena de entrada a MP es w = ababb entonces se tendrán las siguientes
transiciones:

p0ababbz ap1babbz abp1abbz abap0bbz ababp0bz ababbp0 z ababp2b␣.

Si las configuraciones involucradas en cada transición se escriben una debajo de
otra resulta fácil observar la longitud de las cadenas que las representan y los símbo-
los que las hacen diferentes. Por ejemplo, sin pérdida de generalidad, considérese a
las transiciones abp1abb z abap0bb y ababbp0 z ababp2b␣ en las cuales MP se mueve
hacia la derecha e izquierda, respectivamente. En la tabla 2.1 se observa que las confi-
guraciones que conforman a la transición abp1abbz abap0bb tienen la misma longitud
y que los únicos símbolos que las hacen distintas son los que están en las columnas de
las posiciones 3 y 4; mientras que en la tabla 2.2 se observa que las configuraciones de
la transición ababbp0 z ababp2b␣ tienen una longitud distinta (ya que MP escribe el
símbolo ␣ y posteriormente se mueve a la izquierda) y que sus símbolos difieren sólo
en las posiciones 5,6 y 7. En la posición 7 de la tabla 2.2 podría existir un símbolo
distinto, ya que otra máquina de Turing podría escribir cualquier símbolo distinto
de “␣” y posteriormente moverse hacia la izquierda (segundo renglón).

Posición 1 2 3 4 5 6
a b p1 a b b
a b a p0 b b

Tabla 2.1: Las cadenas de los renglones 1 y 2 corresponden respectivamente a las
configuraciones abp1abb y abap0bb. Ambas configuraciones pertenecen a la transición
abp1abbz abap0bb, donde MP se mueve a la derecha. Sólo los símbolos son distintos
en las columnas de las posiciones 3 y 4.

Posición 1 2 3 4 5 6 7
a b a b b p0

a b a b p2 b ␣

Tabla 2.2: Las cadenas de los renglones 1 y 2 corresponden respectivamente a las
configuraciones ababbp0 y ababp2b␣. Ambas configuraciones pertenecen a la transición
ababbp0 z ababp2b␣, dondeMP se mueve a la izquierda. Sólo los símbolos son distintos
en las columnas de las posiciones 5,6 y 7.
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Por otra parte, nótese que el i-ésimo par ordenado de la convolución ⊗ = (abp1abb,
abap0bb) = (a, a)(b, b)(p1, a)(a, p0)(b, b)(b, b) corresponde a los símbolos que se en-
cuentran en la i-ésima posición (leyendo de arriba hacia abajo) de la tabla 2.1; y
que lo mismo sucede con la tabla 2.2 y la convolución ⊗ = (ababbp0, ababp2b␣) =
(a, a)(b, b)(a, a)(b, b)(b, p2)(p0, b)(◇,␣) a excepción de que en la posición 7 no exis-
te el símbolo ◇ en la primera fila. Esto indica que ambas transiciones pueden ser
descritas por medio de su convolución sobre el alfabeto (ΓP ∪QP )2

◇.
Por lo tanto, los pequeños cambios de símbolos que hay de una configuración a

otra, dada cualquier transición de MP , son fácilmente reconocidos por un autómata
finito deterministaM ′

P sobre el alfabeto (ΓP ∪QP )2
◇, dondeM ′

P acepta la convolución
de cualesquiera dos configuraciones s y s′, tal que s z s′. El autómata M ′

P debe de
revisar dos o tres posibles cambios en las cadenas que aceptará, si respectivamente
s y s′ tienen igual o diferente longitud; además debe de verificar que no haya más
cambios que esos.

En la figura 2.15 se muestra el diagrama de estados deM ′
P que reconoce la relación

de transición de la máquina de Turing MP del ejemplo 2.6.3.

(b, p2)
(p0, b)

(p1, b)

(a, p2)

(p1, a)
(a, a), (b, b), (␣,␣)

q0

(p0, a)

(p0, b)

(p1, a)

(p1, b)

(a, p2)
(p0, a)

(p0, b)

(b, p2)

(p0, a) (a, p1)

(b, p0)

(a, p0)

(b, p1)

(b, p2)
(p0, b)

(a, p2)
(p0, a)

(a, a), (b, b), (␣,␣)

q1

(◇,␣)

(◇,␣)
q2

Figura 2.15: Diagrama del AFD que reconoce a las transiciones sz s′ de la máquina
de Turing MP (ver ejemplo 2.6.3) por medio de las convoluciones ⊗(s, s′). Se llegará
a algún estado final (q1 o q2) sólo cuando sz s′; de lo contrario se alcanzará al estado
muerto, el cual es omitido en el diagrama.

El diagrama de estados del autómata genérico que reconoce a todas las transicio-
nes de cualquier máquina de Turing M = (Q,Σ,Γ, δ, p0,␣, F ) se muestra en la figura
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2.16. En éste se omiten los estados muertos.

⋮

(a, a) (p, b)

q0

(p, c) (c, q)
(p, c)

(p, b)

(◇, q)

(a, a)

⋮

q1

(c, q)(c, q)
(◇, b)

q2

(a, q)

⋮

(a, b)

Figura 2.16: Diagrama del AFD genérico que reconoce a las transiciones si z sj que
se generan con una máquina de Turing M = (Q,Σ,Γ, δ, p0,␣, F ) por medio de las
convoluciones ⊗(si, sj). Los símbolos a, b y c ∈ Γ; mientras que p y q ∈ Q. Los estados
muertos son omitidos en el dibujo.

El siguiente teorema es enunciado en las fuentes [4] y [30] pero no es probado
explicítamente en ninguna de ellas. Para comodidad del lector, se extiende la prueba
completa a continuación:

Teorema 2.6.4 (Khoussainov y Nerode. Prop. 2.6 en [30], Blumensath y Grädel.
Lema 5.12 en [4]). Para toda máquina de Turing, la relación de transición uqv z
u′q′v′ es automática.

Demostración. Sea M = (Q,Σ,Γ, δ, p0,␣, F ) una máquina de Turing. Entonces, el
autómata M ′ = (Q′,Σ′, δ′, q0, F ′) que reconoce todas las transiciones de M está dado
como sigue (recuérdese que † representa el estado muerto del AFD):

1. Q′ = {q0, q1, q2} ∪ (Q × Γ) ∪ (Γ ×Q) ∪ [(Γ ×Q) × (Q × Γ)] ∪ {†}

2. Σ′ = (Γ ∪Q)2
◇/{(␣,◇), (◇,◇)},

3. q0 es el estado inicial,
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4. δ′ ∶
δ′(q0, (a, a)) = q0, ∀a ∈ Γ
δ′(q0, (p, b)) = (p, b), ∀p ∈ Q y b ∈ Γ
δ′(q0, (c, q)) = (c, q), ∀q ∈ Q y c ∈ Γ
δ′((p, b), (a, q)) = q1, si δ(p, a) = (q, b,→)
δ′((p, b), (◇, q)) = q2, si δ(p,␣) = (q, b,→)
δ′((c, p), (p, c)) = ((c, p), (q, c)), si ∀p, q ∈ Q y c ∈ Γ
δ′(((c, q), (q, c)), (a, b)) = q1, si δ(p, a) = (q, b,←)
δ′(((c, p), (q, c)), (◇, b)) = q2, si δ(p,␣) = (q, b,←)
δ′(q1, (a, a)) = q1, ∀a ∈ Γ

5. F = {q1, q2}.

Por lo tanto, la relación de transición de M es automática ya que es reconocida
por M ′.

Por otra parte, un autómata linealmente acotado es una máquina de Turing con
una cantidad limitada de memoria, específicamente por kn celdas, donde n es la
longitud de la cadena de entrada w y k es una constante (factor lineal) asociada al
autómata. A diferencia de las máquinas de Turing, estos autómatas sólo pueden re-
solver problemas que requieren memoria que pueda caber dentro de la cinta utilizada
para la cadena entrada w.

2.7. Teoría de la computabilidad

En la teoría de la computabilidad se analizan los problemas indecidibles o irre-
solubles , es decir, aquellos que no pueden ser resueltos por un algoritmo (programa
que siempre termina). Algunos de estos problemas fueron descubiertos durante pri-
mera mitad del siglo XX por matemáticos como Kurt Gödel, Alan Turing y Alonzo
Church. Algunos problemas irresolubles que se han analizado son:

1. El problema del dominó (The Domino Problem): En este problema se considera
que un dominó es un conjunto finito de láminas cuadradas del mismo tamaño
(fichas de un dominó), etiquetadas con un número (o color) elegido de un
conjunto finito de números (o colores), donde de cada ficha se tiene un número
ilimitado de copias. Además, se considera que una teselación del plano es una
manera de colocar las fichas del dominó para cubrir todo el plano de tal forma
que dos dichas adyacentes compartan el mismo número (o color) en el lado
común. Entonces, lo que se busca es decidir si existe una teselación del plano
infinito, rayado a cuadros del tamaño del domino, que use esas fichas. Es posible
ensamblar las fichas de dominó en un plano infinito, rayado a cuadros del
tamaño de un dominó, bajo ciertas reglas establecidas.
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2. El problema de la palabra para grupos (The Word Problem for Groups): Sea
G un grupo finitamente presentado. Lo que se busca es determinar si existe un
algoritmo que decida si dos palabras en los generadores representan el mismo
elemento. Equivalentemente, lo que se busca es determinar si existe un algorit-
mo que determine si una palabra w en los generadores de G es o no la identidad
en G. [8, 45]

3. El problema del paro (The Halting Problem): Dado un programa P y una
entrada E, se debe decidir si P parará con la entrada E.

Los problemas indecidibles condujeron al desarrollo de modelos teóricos de compu-
tadoras, los cuales eventualmente ayudaron a la construcción de las computadoras
digitales actuales. Uno de estos modelos fue la máquina de Turing, con la cual Alan
Turing demostró que el problema del paro es indecidible.

A continuación se dá una demostración alternativa, sin el uso de máquinas de
Turing, de que el problema del paro es irresoluble. La prueba se realiza por contra-
dicción, por lo cual se va a suponer que este problema tiene solución, es decir, que
existe un algoritmo que lo resuelve.

Entonces, sea Paro(P,E) el algoritmo que resuelve el problema del paro, el cual
recibe como entradas al programa P y a la entrada E, y que responde Si cuando el
programa P se detiene ante la entrada E y responde No en caso contrario. Haciendo
uso de él se construye un algoritmo X(P) que recibe como entrada al programa P y
contiene las siguientes instrucciones:

X(P){
String E;
E:=Copy(P);
if( Paro(P,E) ){

while(true);
}else{

return true;
}

}

Este algoritmo genera una copia de P en E y los pasa como parámetros de entrada
al algoritmo Paro(P,E), que es llamado como subrutina. Si Paro(P,E) indica que P

para ante E, X(P) entra a un ciclo infinito mediante la instrucción while. En caso de
que Paro(P,E) no termine, X(P) regresa verdadero. En la figura 2.17 se muestra el
diagrama de bloques de lo que realiza la función X(P).

Entonces, el algoritmo X obtiene dos resultados posibles:

X(P) = { No para cuando P para ante sí mismo
Para y responde sí cuando P no para ante sí mismo
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Duplica

P

E

Paro

Sí

No

P

X

Sí

Figura 2.17: Diagrama de bloques del algoritmo X que resuelve el problema del paro
en la demostración por contradicción.

Siendo así, X(P) no para cuando la función Paro(P,E) responde que P para ante
sí mismo (ya que E es una copia de P); mientras que X(P) para y responde sí cuando
Paro(P,E) responde que P no para ante sí mismo.

Ahora supóngase que X() recibe como entrada al mismo programa X, es decir
X(X). Entonces, por la definición anterior sólo se tienen opciones:

1. X(X) no para cuando X para ante sí mismo, y

2. X(X) para y responde que sí cuando X no para ante sí mismo.

Nótese que ambas opciones se contradicen, lo cual es resultado de haber supuesto
que el algoritmo Paro(P,E) existía. Por lo tanto, Paro(P,E) no existe y el problema
del paro no tiene solución, es decir, es irresoluble.



Capítulo 3

Configuraciones con estampa de
tiempo

En este capítulo se extiende el concepto de las configuraciones de una máquina
de Turing M . Ahora se considera a una cadena t ∈ N para representar la estampa
de tiempo, la cual está concatenada al inicio de alguna configuración s, formando
cadenas del tipo ts. Recuérdese que N es el conjunto de todas las cadenas binarias
que representan a los números naturales N.

Entonces, se probará que dada cualquier t′ = t+1 y cualquier transición sz s′ de
M , la transición tsz t′s′ es aceptada por un autómata M ′, es decir, que M ′ acepta
a la convolución de tales pares, ⊗(ts, t′s′). Nótese que podría suceder que ∣t∣ = ∣t∣ o
que ∣t∣ < ∣t′∣.

3.1. Definición
Una configuración con estampa de tiempo es una cadena d = ts = tuqv ∈ NΓ∗QΓ∗,

donde t es una cadena binaria que representa el tiempo transcurrido de un cálculo
dado y s = uqv es una configuración (o descripción instantánea) de una máquina de
TuringM . Entonces la configuración con estampa de tiempo inicial paraM , con una
cadena de entrada w, es 0q0w, donde el cero denota la representación del tiempo cero
en binario y q0 al estado inicial de M . Se denota tsz t′s′ (o dz d′) cuando sz s′ y
t′ = t + 1; en tal caso se dice que d′ es sucesor de d y que d es predecesor de d′.

Tomando en cuenta la notación para las descripciones instantáneas de una máqui-
na de Turing, se denota por d nz d1, n ≥ 0, si d transita a d1 en n pasos (dz ⋯z d1),
es decir, en n unidades de tiempo. Si no es relevante mencionar el número de pasos
con los que se transitó de d a d1, siempre y cuando n ≥ 0, se denota d ∗z d1. En este
caso d1 es descendiente de d y d es ascendiente de d1.

De aquí en adelante se supondrá, sin pérdida de generalidad, que Q, Γ y {0,1}
serán conjuntos mutuamente disjuntos. Esta convención permitirá identificar inequí-
vocamente las partes que componen a las configuraciones con estampa de tiempo

33
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d = tuqv.

3.2. Relación de transición en configuraciones con
estampa de tiempo

La relación de transición entre configuraciones con estampa de tiempo también
es automática, ya que el autómata M3 que la reconoce se puede formar usando los
autómatas 2.9 y 2.16 (denotados de aquí en adelante porM1 yM2, respectivamente).
Recuérdese que M1 reconoce la relación del sucesor, mientras que M2 reconoce a la
relación de transición para configuraciones, sin estampa de tiempo, (ver teorema
2.6.4).

Específicamente M3 está compuesto por una copia del autómata M1 y por un
número finito de copias del autómata M2. Esto permite aceptar a las convoluciones
⊗(d, d′), si dz d′, con la distinción de dos posibles casos: cuando ∣t∣ = ∣t′∣ y cuando ∣t∣ <
∣t′∣, tal que t′ = t+1. Para mostrar que sucede en ambos casos, considérese sin pérdida
de generalidad a las transiciones 110u1qiu2v1v2 z 111u1u2qjv1v2 y 111u1qiu2v1v2 z
1000u1u2qjv1v2. Al igual que en la sección anterior, se escribirán las configuraciones
involucradas en cada transición, una debajo de otra (ver tablas 3.1 y 3.2). Nótese
que como en la sección anterior, cada i-ésimo par ordenado de las convoluciones
⊗(110u1qiu2v1v2,111u1u2qjv1v2) y ⊗(111u1qiu2v1v2,1000u1u2qjv1v2) corresponde a
los símbolos que están en la i-ésima posición de su tabla respectiva, con la excepción
de que en la tabla 3.2 en la posición 9, no existe el símbolo ◇.

Posición 1 2 3 4 5 6 7 8
1 1 0 u1 qi u2 v1 v2

1 1 1 u1 u2 qj v1 v2

Tabla 3.1: Caso en donde ∣t∣ = ∣t+1∣ en una transición de configuraciones con estampa
de tiempo. La misma longitud en t permite que las columnas (correspondientes a cada
posición) tengan símbolos pertenecientes a cadenas del mismo lenguaje, ya sea en N

o en Γ∗QΓ∗.

La tabla 3.1 muestra el caso cuando ∣t∣ = ∣t + 1∣. En ella se observa que los len-
guajes N y Γ∗QΓ∗ se mantienen en columnas separadas, ya que en las tres prime-
ras posiciones, hay una cadena de N, mientras que los caracteres de las posiciones
restantes forman una cadena del lenguaje Γ∗QΓ∗. Entonces, cada par ordenado de
⊗(110u1qiu2v1v2,111u1u2qjv1v2) está formado sólo por símbolos de {0,1} o de Γ∪Q,
permitiendo que los pares de la convolución correspondientes a la estampa de tiempo
t sean reconocidos porM1 y el resto de ellos, correspondientes a la parte de la configu-
ración s, por el autómata M2. Para que esto sea posible, M1 = (Q1, (Σ1◇)2, q0

1, δ1, F1)
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Posición 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 1 1 u1 qi u2 v1 v2

1 0 0 0 u1 u2 qj v1 v2

Tabla 3.2: Caso en donde ∣t∣ < ∣t+1∣ en una transición de configuraciones con estampa
de tiempo. La distinta longitud en t provoca un ligero desfasamiento de símbolos en
las columnas (correspondientes a cada posición), de tal manera que en la posición 4
u1 ∈ Γ y 0 ∈ {0,1}.

y de M2 = (Q2, (Σ2◇)2, q0
2, δ2, F2) deben de funcionar de manera conjunta como un

único autómata (ver figura 3.1) con de las siguientes modificaciones:

1. q0
1 es el estado inicial de M3.

2. F2 es el conjunto de estados finales de M3.

3. q0
2 sigue siendo un estado en M3 al igual que el conjunto de estados F1.

4. Se añaden nuevas transiciones que permitan llegar de los estados q1
1 y q5

1 de M1

a algunos estados de M2 (ver definición de δ3, inciso b, del lema 3.2.1). Ahora
el estado q4

1 es un estado muerto porque el par (◇,0) no se presenta en las
convoluciones ⊗(ts, t′s′) cuando tsz t′s′.

Por otra parte, la tabla 3.2 muestra el caso ∣t∣ < ∣t+1∣, cuando ts = 111u1u2qiv1v2 z
1000u1u2v1qjv2 = t′s′. En el segundo renglón se observa que t+ 1 sólo tiene un dígito
más que t, lo cual provoca que los símbolos s′i ∈ s′ estén desfasados sólo una posición
a la derecha y que por lo tanto también estén desplazados en cada par ordenado k,
donde 5 ≤ k ≤ 9. Nótese queM2 no sabe procesar a los pares de las k-ésimas posiciones,
pero que si sabe procesar a los pares (sk−1, s

′
k) que se forman mediante ⊗(s, s′).

También se tiene que observar que el par (u1,0) marca el inicio del desfasamiento
y que ni M1 ni M2 saben procesarlo ya que u1 y 0 pertenecen a alfabetos disjuntos
correspondientes a los lenguajes Γ∗QΓ∗ y N respectivamente. Por estas razones M3

no puede aceptar a la convolución ⊗(ts, t′s′), si ts z t′s′, de la misma manera en
que lo hace cuando ∣t∣ = ∣t + 1∣. Para estos casos con desfasamiento, M3 tendrá las
siguientes adecuaciones (ver figura 3.2):

1. Se añaden n = ∣(Γ∪Q)◇∣ copias del autómataM2 que son denotadas porM2[si],
tal que si ∈ (Γ∪Q)◇. Los estados de cada copia están re-etiquetados por (qi2, si),
qi2 ∈ Q2, para permitir recordar el símbolo si en el siguiente par ordenado y así
simular que M3 tenga lectura de los pares (sk−1, s

′
k) de ⊗(ts, t′s′) después del

par que marca el inicio del desfasamiento. En cada copia M2[si] el estado
(q0

2, si) no es inicial, mientras que sus estados F2 × (Γ ∪Q)◇ sí son finales.
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Figura 3.1: Parte del autómata M3 que reconoce a las configuraciones con estampa
de tiempo, cuando ∣t∣ = ∣t + 1∣. Esta está formada por una copia de los autómatas
2.9 y 2.16 (denotados por M1 = (Q1, (Σ1◇)2, q0

1, δ1, F1) y M2 = (Q2, (Σ2◇)2, q0
2, δ2, F2),

respectivamente). Sólo el estado q0
1 es estado inicial en M3; de igual manera, sólo los

estados del conjunto F2 son finales.

2. Se añaden transiciones de los estados q2
1, q

3
1 ∈M1 a ciertos estados de todas las

copias M2[si] que permiten leer a los pares ordenados que inician el desfasa-
miento, (ver definición de δ3, inciso c, del lema 3.2.1). Por ejemplo, en la tabla
3.2 al leer el par (u1,0) se transita a el estado (qp2, u1) ∈M2[u1].

3. Se añaden transiciones entre la copias M2[si] para simular las transiciones que
ocurren originalmente enM2 y así procesar a los pares de la convolución ⊗(s, s′)
después del par que marca el desfasamiento en ⊗(ts, t′s′), (ver definición de δ3,
inciso e, del lema 3.2.1). Entonces, si el autómata M3 se encuentra en el estado
(qk2 , si) y lee el par (sj, s′j), éste transita al estado (δ2(qk2 , (si, s′j)), sj). Nótese
que δ2(qk2 , (si, s′j)) está permitiendo el procesamiento de los pares ⊗(s, s′) por
medio del símbolo si. Por ejemplo, en la tabla 3.2 cuandoM3 lee el par (u2, u1)
se encuentra en el estado (qk2 , u1) ∈ M2[u1] por lo que transitará al estado
(qr2, u2) ∈M2[u2] si δ2(qk2 , (u1, u1)) = qr2.

Este diseño de M3 conlleva el siguiente lema:
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Figura 3.2: Parte del autómata M3 que reconoce a las configuraciones con estampa
de tiempo, cuando ∣t∣ < ∣t+1∣. Esta está formada por la misma copia deM1 de la parte
anterior (ver imagen 3.1) y por n = ∣(Γ ∪Q)◇∣ copias del autómata M2 (denotadas
por M2[si], si ∈ (Γ ∪Q)◇. Solamente el estado q0

1 es estado inicial en M3; de igual
manera sólo los estados del conjunto {F2 × (Γ ∪Q)◇} son finales. Las flechas curvas
en color negro permiten transitar entre las n copias de M2 para simular la lectura de
⊗(s, s′), si tsz t′s′.
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Lema 3.2.1. La relación de transición de configuraciones con estampa de tiempo
tuqv z t′u′q′v′ es automática para toda máquina de Turing.

Demostración. Sea M1 = (Q1, (Σ1◇)2, q0
1, δ1, F1) el autómata que reconoce la convo-

lución de las cadenas binarias de la relación del sucesor {(t, t + 1) ∣ t ∈ N} (ver figura
2.9) yM2 = (Q2, (Σ2◇)2, q0

2, δ2, F2) el autómata que acepta a las transiciones sz s′ de
una máquina de Turing, es decir, acepta las convoluciones ⊗(s, s′) cuando ts z t′s′,
ver figura 2.16. Recuérdese que por hipótesis, Σ1 ∩ Σ2 = ∅. Entonces el autómata
finito determinista M3 que reconoce a las transiciones ts z t′s′, tal que t′ = t + 1, se
define como M3 = (Q3,Σ3, q0

1, δ3, F3), tal que:

1. Q3 = Q1 ∪Q2 ∪ (Q2 × (Γ ∪Q)◇),

2. Σ3 = (Σ1 ∪Σ2)2
◇,

3. q0
1 es el estado inicial,

4. δ3:

a) δ3(q, (a, b)) = δ1(q, (a, b)), si q ∈ Q1, a y b ∈ Σ1

b) δ3(q, (a, b)) = δ2(q0
2, (a, b)), si q ∈ F1, a y b ∈ Σ2

c) δ3(q, (a, b)) = (q0
2, a), si q ∈ Q1, a ∈ Σ2, b ∈ Σ1 y δ1(q, (◇, b)) ∈ F1

d) δ3(q, (a, b)) = δ2(q, (a, b)), si q ∈ Q2, a y b ∈ (Γ ∪Q)◇
e) δ3((q, a), (b, c)) = (δ2(q, (a, c)), b), si q ∈ Q2, a, b y c ∈ (Γ ∪Q)◇}
f ) El resto de las transiciones van a un estado muerto.

5. F3 = F2 ∪ (F2 × (Γ ∪Q)◇).

Las transiciones que δ3 realiza corresponden a los siguientes movimientos en M3:

Inciso Movimiento
a) Movimientos en M1

b) Paso a M2 cuando ∣t∣ = ∣t + 1∣
c) Paso a M2[si] cuando ∣t∣ < ∣t + 1∣
d) Movimientos en M2

e) Movimientos entre las copias M2[si]

Tabla 3.3: Descripción de los movimientos en δ3 ∈M3 definidos en el lema 3.2.1

Obsérvese que ya que las transiciones en una máquina de TuringM = (Q,Σ,Γ, δ, q0,
␣, F ) son especificadas por la función (parcial) de transición δ ∶ Q×Γ→ Q×Γ×{←,→},
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el número de predecesores de una configuración d siempre es finita: ∣{d0 ∶ d0 z d}∣ ≤
∣Q∣∣Γ∣. Entonces, gracias a las estampas de tiempo, el número de antecesores de una
configuración d también es finita, ya que si t es la etiqueta de tiempo de d, se tiene
que ∣{d0 ∶ d0

∗z d}∣ ≤ 1 + ∣Q∣∣Γ∣ + (∣Q∣∣Γ∣)2 +⋯ + (∣Q∣∣Γ∣)t; por otra parte, el número de
sucesores es 0 o 1. En particular para cualesquiera dos descendientes d1 y d2 de d se
tiene que d1

∗z d2 o d2
∗z d1.

Por cuestiones de simplificación, en lo que sigue se nombraran a las configuracio-
nes con estampa de tiempo simplemente como configuraciones de una máquina de
Turing.
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Capítulo 4

Indecibilidad del K-comportamiento
para gráficas automáticas

La indecibilidad de la clan-convergencia ha sido conjeturada implícitamente por
varios expertos, comenzando en [48] y en [52], y la primera conjetura explícita de
este problema, así como la primera publicación formal, aparecieron respectivamente
en [44] y [40]. El principal objetivo de esta línea de investigación es probar que
el problema de decidir la clan-convergencia es indecidible para la clase de gráficas
finitas (o dar un algoritmo que decida la clan-convergencia). Este problema aún sigue
estando abierto.

Sin embargo, en este capítulo se muestra un avance en esta área de investigación,
probando que el problema de la clan-convergencia para la clase de gráficas automáti-
cas (que incluye gráficas infinitas) es indecidible. La idea principal de la demostración
es reducir el problema del paro al problema de la clan-convergencia simulando las
configuraciones de una máquina de Turing con gráficas iteradas de clanes. Enton-
ces, a cualquier MT que pare le corresponderá una secuencia de gráficas de clanes,
G,K2(G),K4(G), . . ., que convergerá y a cualquier máquina de Turing que no pare,
le corresponderá una secuencia que diverja.

Los resultados de este capítulo fueron publicados en [11].

4.1. La indecibilidad de la clan-convergencia

Las gráficas clan-Helly sin vértices dominados son clan-convergentes incluso en
el caso infinito (ver teorema 2.2.2), por lo tanto, el siguiente teorema de indecibili-
dad para gráficas cuasi-clan-Helly (aquellas gráficas que se convierten en clan-Helly
después de eliminar sólo un vértice) con a lo más un vértice dominado es algo ines-
perado.

Teorema 4.1.1. La clan-convergencia es algorítmicamente indecidible para la clase
de gráficas automáticas. Además el problema permanece indecidible si la clase se
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reduce a aquellas gráficas que sean cuasi-clan-Helly con grado acotado y que a lo más
tengan un vértice dominado.

La demostración se obtiene por la reducción del problema del paro (el cual es
indecidible, ver sección 2.7) al problema de la clan-convergencia, de hecho el anterior
teorema se sigue inmediatamente del siguiente:

Teorema 4.1.2. Existe una función computable λ ∶ TMW → AG tal que para cada
(M,w) ∈ TMW, M para ante la entrada w si y sólo si λ(M,w) es clan-convergente.
Por lo tanto, la clan-convergencia es indecidible para cualquier clase que contenga
AG0 ∶= λ(TMW). Además, λ puede ser elegida de tal manera que las gráficas en
AG0 sean cuasi-clan-Helly, de grado acotado y con a lo más un vértice dominado.

En esta sección se dedicará a demostrar el teorema 4.1.2.
Para reducir el problema del paro al problema de clan-convergencia, se requiere

plantear una función computable γ ∶ TMD → AG tal que para toda descripción
instantánea d z d′, tengamos K2(γ(M,d)) ≅ γ(M,d′). Es decir, γ tiene que hacer
conmutar el siguiente diagrama:

TMD TMD

AG AG

γ

z

γ

K2

Primero se diseñará una función auxiliar que sea computable, γ0 ∶ TM → AG, y
luego γ(M,d) se obtendrá agregando a lo más un vértice (y sus adyacencias) a γ0(M).
Para definir a γ0 se considerará una máquina de Turing M = (Q,Σ,Γ, σ, q0,␣, F ) y
el conjunto de todas las configuraciones con estampa de tiempo de M , D = {tuqv ∶
t ∈ N;u, v ∈ Γ∗; q ∈ Q}. Recuérdese que D se puede considerar como una digráfica (ver
observación 2.6.2).

Definición 4.1.3. Ahora se definirá γ0 ∶ TM→ AG. Dada M ∈ TM, el conjunto de
vértices de γ0(M) es la siguiente concatenación de conjuntos regulares:

V (γ0(M)) = {1,2,3,4,5,6} ⋅ N ⋅ Γ∗ ⋅Q ⋅ Γ∗

donde un vértice xd ∈ V (γ0(M)) es la concatenación de una etiqueta x ∈ {1,2,3,4,5,6}
y una configuración con estampa de tiempo d ∈ D. Dos vértices xd y x1d1 son adya-
centes en γ0(M) si y sólo si se tiene cualquiera de las siguientes condiciones:

1. d = d1 y {x,x1} ∈ {{1,2},{1,4},{2,3},{2,5},{3,6},{4,5},{5,6}}

2. dz d1 y (x,x1) ∈ {(1,1), (2,1), (2,2), (3,1), (3,2), (3,3)}

3. d1 z d y (x1, x) ∈ {(1,1), (2,1), (2,2), (3,1), (3,2), (3,3)}
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(b)

d d′ 1d

2d

3d

1d′

2d′

3d′

4d

5d

6d

4d′

5d′

6d′γ0

d
1d

2d
3d

4d
5d

6d

γ0

(a) (d)

d̄0 d̄

d0 d

γ0

d′ d′′
1d0 1d 1d′ 1d′′

2d0 2d

2d′ 2d′′

3d0 3d 3d′ 3d′′
1d̄0

2d̄0

3d̄0

1d̄

2d̄

3d̄

(c)

Figura 4.1: Construcción de γ0(M). Los vértices de la forma 4d, 5d y 6d se omiten
en (c).

La función γ0(M) recién definida genera por cada d ∈ D, seis vértices y siete
aristas (ver figura 4.1 (a)) cuyos vértices están etiquetados con 1d,2d, . . . ,6d. Estas
etiquetas son cadenas sobre el alfabeto que se genera por la unión del alfabeto de las
configuraciones con estampa de tiempo y del conjunto {1,2, . . . ,6}, es decir, sobre
{0,1,2, . . . ,6}∪Q∪Γ. Además, γ0(M) agrega seis aristas adicionales por cada flecha
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d z d′ de D (ver figura 4.1 (b)). Por ejemplo, si la digráfica que se muestra a la
izquierda de la figura 4.1 (c) fuese un fragmento (subdigráfica) de D, entonces se
produciría el fragmento de γ0(M) que se ve en a la derecha de la figura 4.1 (c), sólo
que aquí, para tener una mayor claridad del dibujo, los vértices de la forma 4d, 5d y
6d son omitidos.

De aquí en adelante, se omitirán los vértices de la forma 4d, 5d y 6d de los dibujos,
pero eso no significa que los vértices puedan ser eliminados de la gráfica γ0(M) ya
que están presentes para evitar la existencia de vértices dominados (y así usar el
teorema 2.2.2) y para evitar isomorfismos no deseados (ver teorema 4.1.14).

d d′ d1

(a)

d d′

(b)

d1

Figura 4.2: Dos fragmentos de la gráfica γ0(M) cuando d es no terminal (de las
dos posibles maneras). Los vértices y aristas en color gris pueden estar o no estar
presentes en la cinta. En (a) se presenta el caso d′ z d1 y en (b) el caso d1 z d′. Para
ambos casos, el triángulo extendido del triángulo azul está sombreado de color rosa
y tiene como ápice al vértice 2d′. Los vértices de la forma 4d, 5d y 6d son omitidos
en los dibujos.

La función γ0 es computable ya que no se necesita tomar una d ∈D a la vez para
producir los vértices y aristas iterativamente (lo cual tomaría un tiempo infinito),
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sino que sólo se tiene que dar dos autómatas finitos, uno que reconozca a los vér-
tices y otro que reconozca las aristas. Para lo cual, recuérdese que los vértices son
fácilmente descritos por una expresión regular y que la relación de transición entre
configuraciones (con estampa de tiempo) de una máquina de Turing es automática.
Por lo tanto, se obtiene la siguiente observación:

Observación 4.1.4. La función γ0 ∶ TM→ AG es una función computable.

Definición 4.1.5. Una configuración (con estampa de tiempo) d es no terminal si
existe d′ y d1 ≠ d tal que dz d′, y d′ z d1 o d1 z d′ (ver figura 4.2). En otro caso es
terminal (ver figura 4.3).

d d′

(a)

d

(b)

Figura 4.3: Dos fragmentos de la gráfica γ0(M) cuando d es terminal (de las dos
posibles maneras). Los vértices y aristas en color gris pueden estar o no estar presentes
en la cinta. En el caso (a), el triángulo extendido del triángulo azul está sombreado
de color rosa y tiene como ápices a los vértices 3d′ y 2d′. Los vértices de la forma 4d,
5d y 6d son omitidos en los dibujos.

Nótese que si d es terminal, entonces d o bien d′ (cuando dz d′) es una configu-
ración de paro y que además cualquier configuración de paro d es terminal.

Ahora se definirá a la función γ ∶ TMD → AG (ver figura 4.4 (a)): γ(M,d)
que es casi lo mismo que γ0(M). De hecho, se define γ(M,d) ∶= γ0(M) cuando d es
terminal. De lo contrario γ(M,d) se obtiene de γ0(M) agregando exactamente un
vértice (específicamente 0d, ver figura 4.4 (a)) y sus adyacencias:

Definición 4.1.6. Sea (M,d) ∈ TMD. Si d es terminal, se define γ(M,d) ∶= γ0(M).
De lo contrario, (d es no terminal), se define V (γ(M,d)) ∶= V (γ0(M)) ∪ {0d}; en
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3

2

1

d0 d d′ d′′ d′′′ d′‵′

0d

(a)

3

2

1

d0 d d′ d′′ d′′′ d′‵′

0d′

(b)

Figura 4.4: (a) y (b) muestra a γ(M,d) y γ(M,d′), respectivamente. Los vértices de
la forma 4d, 5d y 6d son omitidos en los dibujos.
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este caso existe alguna d′ con d z d′ y las adyacencias en γ(M,d) son las mismas
que en γ0(M), excepto que los vecinos de 0d están dados por: N(0d) ∶= {xd̄ ∶ x ∈
{2,3}, d̄ z d′} ∪ {1d′,2d′,3d′,1d′′} (si no existe d′′, tal que d′ z d′′, simplemente se
elimina 1d′′ de N(0d)).

Los cuadros rojos en la figura 4.4 están allí para recordar que varios vértices como
esos pueden estar presentes en N(0d) cuando ∣{d̄ ∶ d̄z d′}∣ > 1. Obsérvese que N(0d)
es exactamente el triángulo extendido de {3d,1d′,2d′} en γ0(M) (el triángulo azul
que está a la izquierda en la figura 4.4 (a)).

Por lo tanto, trayectorias en D como d z d′ z d′′ z ⋯ z d‵′ producen cintas en
γ0(M) como la de figura 4.5. Por Escalante se sabe que ese tipo de cintas son K2-
invariantes (excepto que las cintas de Escalante eran siempre circulares y no tenían
vértices de la forma 4d,5d y 6d) y que ciertas perturbaciones locales en ellas, como
el vértice rojo en la figura 4.4 (a), son perturbaciones viajeras , en el sentido que la
segunda gráfica de clanes de aquella que se muestra en la figura 4.4 (a) es isomorfa
a la gráfica de la figura 4.4 (b). Escalante propuso sólo cintas circulares, mientras
que las cintas que se generan por γ0(M) son más complejas ya que permiten tener
muchas ramificaciones; además también pueden tener “cabos sueltos”, por ejemplo,
cuando una trayectoria en D termina en d‵′ por ejemplo, es decir, cuando d‵′ es una
configuración de paro de una máquina de Turing M y por lo tanto d‵′ no tiene un
sucesor en D. En el último caso, las perturbaciones viajeras simplemente desaparecen
al final de la cinta correspondiente (ver lema 4.1.12).

Observación 4.1.7. Si d es terminal, entonces γ(M,d) = γ0(M). Si d no es ter-
minal, entonces γ(M,d) es obtenido de γ0(M) más la adición de exactamente un
vértice (llamado 0d) y sus adyacencias, como en la figura 4.4 (a).

Las modificaciones que se le hicieron a γ0(M) para obtener γ(M,d) son finitas
(un vértice y un número finito de aristas), por lo cual γ(M,d) es automática ya que
las relaciones finitas son automáticas y la disyunción de relaciones también lo son
(ver teorema 2.5.1).

Observación 4.1.8. γ ∶ TMD → AG es una función computable.

Nótese que cuando está presente 0d siempre es dominado por 2d′ (tal que dz d′)
y que no hay otro vértice en γ(M,d) que sea dominado como se muestra en lema
4.1.9. Para esto se usará el morfismo estrella. Ahora se asume que la concatenación
toma precedencia sobre la estrella, de modo que xd∗ = (xd)∗ y xd′∗ = (xd′)∗.

Lema 4.1.9. La gráfica γ0(M) es clan-Helly sin vértices dominados. En particular,
el morfismo estrella ∗ ∶ γ0(M) → K2(γ0(M)) es un isomorfismo y para toda n ≥ 0,
K2n(γ0(M)) ≅ γ0(M).

Demostración. Por construcción (ver figura 4.1), todo triángulo en γ0(M) está con-
tenido en un conjunto de la forma {xd1 ∶ x ∈ {1,2,3} y d1 ∈ {d, d′}} para algunas d y
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Figura 4.5: Tipos de triángulos de γ0(M). Los vértices de la forma 4d, 5d y 6d son
omitidos del dibujo.

d′, tal que dz d′. De esto se sigue que todos los triángulos de γ0(M) son de alguna
de las siguientes formas:

{1d,2d,1d′},{2d,3d,1d′},{2d,3d,2d′},{2d,1d′,2d′},{3d,1d′,2d′},{3d,2d′,3d′}

Por inspección directa, se puede ver que los ápices de los correspondientes trián-
gulos extendidos son 2d, 2d, 1d′, 3d, 2d′ y 2d′, respectivamente: en la figura 4.5, para
cada triángulo, el ápice de su correspondiente triángulo extendido ha sido marcado
con un círculo (algunos triángulos comparten el ápice); nótese que esos vértices son
ápices de sus triángulos extendidos independientemente de la multiplicidad de los
predecesores de d y d′, e independientemente de la existencia de un sucesor de d′.
Entonces, por el teorema 2.2.1, γ0(M) es clan-Helly.

No hay vértices dominados en γ0(M) ya que si existiera xd1 ≠ yd2, tal que
N[xd1] ⊆ N[yd2], entonces N(xd1) sería un cono y por lo tanto su vecindad se-
ría conexa. Sin embargo (por los vértices de la forma 4d, 5d y 6d) todo vértice de
γ0(M) tiene una vecindad disconexa.

Se sigue que K2(γ0(M)) ≅ γ0(M) por el teorema 2.2.2.

Recuérdese que el número de predecesores de cualquier configuración es a lo más
∣Q∣∣Γ∣ y que el número de sucesores es a lo más uno. Ya que γ(M,d) se obtiene de
γ0(M) añadiendo (a lo más) un vértice y un número finito de aristas, se tiene lo
siguiente:

Observación 4.1.10. γ(M,d) es cuasi-clan-Helly con a lo más un vértice dominado
y de grado acotado.

Lema 4.1.11. Si d ∗z d1 y d ∗z d2, tal que d1 ≠ d2 y d1 es no terminal, entonces
γ(M,d1) ≇ γ(M,d2).

Demostración. Supongamos, para llegar a una contradicción, que existe un isomor-
fismo α ∶ γ(M,d1) → γ(M,d2). Dado que d1 es no terminal, 0d1 es un vértice de
γ(M,d1) y es único vértice dominado de γ(M,d1). Ya que los vértices dominados
van a vértices dominados bajo cualquier isomorfismo, se sigue que 0d2 también debe
de ser un vértice de γ(M,d2) y que α(0d1) = 0d2.
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Ahora, si se toma a d′1 y d′2, tal que d1 z d′1 y d2 z d′2, entonces el vértice
2d′1 ∈ γ(M,d1) es el único ápice de N(0d1) y 2d′2 ∈ γ(M,d2) es el único ápice de
N(0d2); de ésto se sigue que α(2d′1) = 2d′2.

Para cualquier d̄1 tal que d̄1 z d′1, se tiene que {2d̄1 ∶ d̄1 z d′1} es exactamente el
conjunto de vértices de N(0d1) que tienen grado tres (en N(0d1)) y que pertenecen a
una completa de cuatro vértices (de manera análoga sucede en γ(M,d2)). Entonces,
se sigue que el conjunto {2d̄1 ∶ d̄1 z d′1} es mapeado biyectivamente por α sobre {2d̄2 ∶
d̄2 z d′2}. Similarmente, cuando d̄1 es un antecesor de d′1 se tiene que α(2d̄1) = 2d̄2

para algún antecesor d̄2 de d′2, es decir, que {2d̄1 ∶ d̄1
∗z d′1} es mapeado biyectivamente

por α sobre {2d̄2 ∶ d̄2
∗z d′2}.

Ya que d ∗z d1 z d′1, d
∗z d2 z d′2 y d1 ≠ d2, se sigue que d′1 ≠ d′2 y que d′2

∗z d′1
o d′1

∗z d′2; se asumirá la última sin pérdida de generalidad. Se sigue que el número
(finito) de antecesores de d′1 es menor que el número (también finito) de antecesores
de d′2. Pero esto contradice la última afirmación del párrafo anterior.

En el siguiente lema se comenzarán a usar intensamente los clanes de γ(M,d)
y γ0(M). Por lo cual, es conveniente observar todos los tipos de clanes de γ0(M)
que se muestran en la figura 4.1 (d), los cuales están en color azul, verde y rojo.
También, cuando γ0(M) está dibujada con en la figura 4.4(a) (suponiendo que 0d
no está presente), todo clan de al menos tres vértices comienza en su vértice que esté
más a la izquierda. Esto permite indexar los clanes (con al menos tres vértices) de
γ0(M) (ver figura 4.4 (a)):

q1d ∶= {1d,2d,1d′},
q2d ∶= {2d,3d,1d′,2d′},
q3d ∶= {3d,2d′,3d′}.

Lema 4.1.12. d z d′ implica que K2(γ(M,d)) ≅ γ(M,d′). De lo contrario (d /z d′

para cualquier d′), K2(γ(M,d)) ≅ γ0(M) = γ(M,d).

Demostración. Durante esta demostración, se recomienda mantener a la figura 4.4
a la vista. Los cuadros rojos en esta figura están allí para recordar que puede haber
otros vértices relevantes además de los que aparecen en la figura; por ejemplo, en el
caso de la figura 4.4 (a), los vértices extra de la forma 2d̄ y 3d̄ existen por cada d̄
que satisface d̄z d′, con d̄ ≠ d. Esos vértices extras son adyacentes a 0d.

Primero se supondrá que d y d′ no son terminales. Por el lema 4.1.9, γ0(M) es
clan-Helly sin vértices dominados y existe un isomorfismo ∗ ∶ γ0(M) → K2(γ0(M)).
Ya que los clanes son estructuras locales y que γ(M,d) se obtiene de γ0(M) añadiendo
un sólo vértice nuevo, 0d, se puede analizar las propiedades de γ(M,d) en términos
de las propiedades de γ0(M) y las modificaciones que el vértice nuevo produce.
Obsérvese que en particular, el morfismo estrella ∗ ∶ γ(M,d) → K2(γ(M,d)) debe
comportarse como un isomorfismo casi en cualquier parte, excepto, alrededor del
nuevo vértice 0d.
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Alrededor de 0d, sólo se producen cambios menores por el nuevo vértice. Unos
pocos clanes de γ0(M) son extendidos con el vértice 0d, a saber: por cada d̄ con
d̄ z d′ (incluyendo d̄ = d) todos los clanes de la forma: q2d̄ ∶= {2d̄,3d̄,1d′,2d′}, q3d̄ ∶=
{3d̄,2d′,3d′} y q1d′ ∶= {1d′,2d′,1d′′}; entonces, los clanes extendidos son:

q̂2d̄ ∶= q2d̄ ∪ {0d} = {2d̄,3d̄,1d′,0d,2d′}
q̂3d̄ ∶= q3d̄ ∪ {0d} = {3d̄,0d,2d′,3d′}
q̂1d′ ∶= q1d′ ∪ {0d} = {1d′,0d,2d′,1d′′}.

Estos clanes extendidos no cambian las adyacencias entre ellos (como vértices de
K(γ(M,d))) ya que todos ellos ya eran adyacentes por el vértice en común 2d′, ni
tampoco los clanes extendidos cambian las adyacencias con otros clanes ya que los
demás no contienen al vértice 0d. Solamente un clan extra aparece, el clan

q0d ∶= {0d,2d′,3d′,1d′′}.

Se sigue que K(γ(M,d)) puede ser obtenida de K(γ0(M)) añadiendo el vértice
q0d y sus adyacencias.

Ahora los clanes de clanes de γ(M,d) (es decir, los clanes de K(γ(M,d)), los
vértices de K2(γ(M,d))) son en su mayoría los de γ0(M) (los cuales son estrellas
de vértices por el teorema 2.2.2), excepto alrededor del vértice 0d. Obsérvese que
alrededor del vértice 0d, 0d∗ no es clan de clanes ya que éste no es maximal: 0d∗ ⊊
2d′∗, y que las estrellas de los vecinos de 0d son modificados remplazando los clanes
extendidos antes mencionados cuando sea pertinente; por ejemplo, después de añadir
el vértice 0d, la nueva estrella del vértice 1d′ se convierte en:

1d′∗ = {q1d̄ ∶ d̄z d′} ∪ {q̂2d̄ ∶ d̄z d′} ∪ {q̂1d′ ,{1d′,4d′}}.

Además de estas modificaciones, las estrellas de tres vértices (específicamente:
2d′, 3d′ y 1d′′) son extendidos por la adición del nuevo clan q0d = {0d,2d′,3d′1d′′},
por ejemplo, después de añadir el vértice 0d, la estrella de 3d′ se convierte en:

3d′∗ = {q̂3d̄ ∶ d̄z d′} ∪ {q0d, q2d′ , q3d′ ,{3d′,6d′}}.

Se concluye que todas las estrellas xd∗1, para xd1 ≠ 0d, están presentes enK2(γ(M,d))
y que tienen la misma adyacencia entre ellas como las tenían en K2(γ0(M)); recuér-
dese que para cualquier gráfica G, x∗, y∗ ∈ K2(G) implica que x∗ ≃ y∗ si y sólo si
x ≃ y.

Ahora considérese el triángulo extendido T̂ de T ∶= {3d′,1d′′,2d′′} (el triángulo
azul de la derecha en la figura 4.4 (a)). Un nuevo clan de clanes aparece y sus
elementos son precisamente los clanes contenidos en T̂ , a saber:

Q0d ∶= {q2d̄′ ∶ d̄′ z d′′} ∪ {q0d, q3d′ , q1d′′}.

Nótese que cuando d′′′ no existe enD, tampoco el vértice q1d′′ existe enK(γ(M,d))
(en este caso, simplemente se omite q1d′′ en Q0d), pero bajo la suposición que se hizo
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al inicio de la demostración, d′ no es terminal, entonces Q0d siempre es un clan nuevo
de K(γ(M,d)).

Es fácil ver que no hay otro clan además de los ya considerados. Para esto
supongamos que Q = {q1, q2, . . . , qr} es otro clan de clanes, entonces se debe tener
que ∩Q = ∅ y q0d ∈ Q (de lo contrario se tendría Q = xd∗ para algún xd ∈ γ0(M,d)).
Ya que 2d′ ∉ ∩Q, se sigue que Q contiene al menos uno de q3d′ , q1d′′ o q2d̄′ (para
algún d̄′ ≠ d′ con d̄′ z d′′). Ahora las condiciones 3d′,1d′′ ∉ ∩Q implican que Q debe
contener a q3d′ y ya sea a q1d′′ o q2d̄′ para algún d̄′ z d′′ con d̄′ ≠ d′. Cualquier clan
de clanes sujeto a estas condiciones debe satisfacer Q ⊆ Q0d y por lo tanto Q = Q0d.

Por consiguiente, K2(γ(M,d)) puede ser obtenido de K2(γ0(M)) ≅ γ0(M) agre-
gando el vérticeQ0d y sus adyacencias. Ahora, nótese que ∪Q0d = {xd′ ∶ x ∈ {2,3}, d̄′ z
d′′} ∪ {0d,1d′′,2d′′,3d′′,1d′′′} = Nγ(M,d′)(0d′) ∪ {0d}. Entonces, para xd1 ≠ 0d (re-
cuérdese que 0d∗ no es clan de clanes) las adyacencias de Q0d en K2(γ(M,d))
están dadas por Q0d ∼ xd∗1 ⇔ ∃q, q ∈ Q0d ∩ xd∗1 ⇔ ∃q, xd1 ∈ q ∈ Q0d ⇔ xd1 ∈
∪Q0d ⇔ xd1 ∈ Nγ(M,d′)(0d′) ⇔ xd1 ∼ 0d′ en γ(M,d′). Por lo tanto, se sigue que
K2(γ(M,d)) ≅ γ(M,d′).

Ahora, si d′ es terminal y d es no terminal, entonces el vértice 0d′ en γ(M,d′)
por definición no existe en γ(M,d′) y tampoco el vértice Q0d existe en K2(γ(M,d))
ya que en este caso (después de la eliminación de los clanes inexistentes) se tiene
que Q0d ⊊ 3d′∗; por lo tanto, K2(γ(M,d)) ≅ γ0(M) = γ(M,d′). Pero si d′ y d son
terminales, es decir, cuando γ(M,d) = γ0(M) = γ(M,d′), entonces K2(γ(M,d)) =
K2(γ0(M)) ≅ γ0(M) = γ(M,d′).

Finalmente, si d /z d′ para cualquier d′, donde d es terminal y γ(M,d) = γ0(M),
se tiene que K2(γ(M,d)) =K2(γ0(M)) ≅ γ0(M) = γ(M,d).

Lema 4.1.13. Para toda d y a ≥ 0 existe alguna d1 con d
∗z d1 tal que K2a(γ(M,d)) ≅

γ(M,d1).

Demostración. Si existe alguna d1 tal que d az d1, entonces por la aplicación iterada
del teorema 4.1.12, se tiene que K2a(γ(M,d)) ≅ γ(M,d1).

De lo contrario, existe una b < a y alguna d1 con d
bz d1 tal que d1 /z d2

para cualquier d2. En este caso d1 es terminal y γ(M,d) = γ0(M). Por lo tan-
to K2a(γ(M,d)) = K2a−2b(K2b(γ(M,d))) = K2a−2b(γ(M,d1)) ≅ K2a−2b(γ0(M)) ≅
γ0(M) = γ(M,d1).

Lema 4.1.14. Si dada alguna n < m sucede que Kn(γ(M,d)) ≅ Km(γ(M,d)), en-
tonces para alguna a < b se tiene que K2a(γ(M,d)) ≅K2b(γ(M,d)).

Demostración. Por el lema 4.1.13 se tiene que para cada número natural c, existe
algún d1 tal que d ∗z d1 y K2c(γ(M,d)) ≅ γ(M,d1). Esta gráfica tiene muchos vér-
tices cuyas vecindades son isomorfas a una gráfica sin aristas en tres vértices (los
de la forma 5d2 ∈ V (γ(M,d1)), para cualquier d2). Un análisis directo de los clanes



52 4.2 Consecuencias de la indecibilidad de la clan-convergencia

de γ(M,d1) (ver figura 4.1 (d)) y sus intersecciones muestra que K2c+1(γ(M,d)) ≅
K(γ(M,d1)) no tiene tales vértices. Entonces, Kn(γ(M,d)) ≅ Km(γ(M,d)) es só-
lo posible cuando n y m tienen la misma paridad. Por lo tanto, K2a(γ(M,d)) ≅
K2b(γ(M,d)) ya sea para 2a = n <m = 2b o para 2a = n + 1 <m + 1 = 2b.

Lema 4.1.15. Si para alguna a < b se tiene que K2a(γ(M,d)) ≅ K2b(γ(M,d)) ,
entonces:

K2a(γ(M,d)) ≅ γ0(M) ≅K2b(γ(M,d)).

Demostración. Por el lema 4.1.13, existen d1 y d2 con d
∗z d1, d

∗z d2 tal que
K2a(γ(M,d)) ≅ γ(M,d1) y K2b(γ(M,d)) ≅ γ(M,d2).

Si d1 o d2 fueran terminales, se tendría que γ(M,d1) = γ0(M) o que γ(M,d2) =
γ0(M) y el resultado se sigue.

Si d1 y d2 son no terminales, entonces no pueden ser iguales porque las confi-
guraciones deben ser diferentes: si d = ts, d1 = t1s1 y d2 = t2s2 entonces se necesita
que t1 = t + a < t + b = t2. Por el lema 4.1.11 se tiene que K2a(γ(M,d)) ≅ γ(M,d1) ≇
γ(M,d2) ≅ K2b(γ(M,d)), lo cual resulta una contradicción. Por lo tanto, d1 y d2

tienen que ser terminales y el resultado se sigue como en el párrafo anterior.

Lema 4.1.16. M se detiene con una entrada w si y sólo si λ(M,w) ∶= γ(M,0qow)
es clan-convergente.

Demostración. M se detiene con una entrada w ⇔ 0q0w
∗z d para alguna con-

figuración terminal d ⇔ K2a(γ(M,0, q0w)) ≅ γ(M,d) ≅ γ0(M) para alguna a ≥
0 ⇔ K2a(γ(M,0q0w)) ≅ K2b(γ(M,0q0w)) para alguna b > a ≥ 0 ⇔ λ(M,w) ∶=
γ(M,0q0w) es clan-convergente.

Por lo tanto, se concluye que la primera afirmación del teorema 4.1.2 es verdadera
por el lema 4.1.16 y la observación 4.1.8. La segunda afirmación de este mismo es un
corolario inmediato de la primera y el tercera afirmación se sigue de la observación
4.1.10. Esto concluye la demostración del teorema 4.1.2.

4.2. Consecuencias de la indecibilidad de la clan-
convergencia

Ya se ha probado que la clan-convergencia es indecidible para la clase de gráficas
automáticas. Varias consecuencias pueden extraerse a partir de eso, por ejemplo,
cuando las gráficas que se usaron convergen, lo hacen hacia un 2-ciclo de gráficas
clan-Helly (como está definido en [52]: Kn(G) ≅ Kn+2(G), donde ambas, Kn(G)
y Kn+1(G) son clan-Helly). Así el problema de decidir si una gráfica es a la larga
clan-Helly (es decir, Kn(G) es clan-Helly para alguna n) y el problema de decidir
si una gráfica es a la larga 2-autóclana (es decir, Kn(G) ≅ Kn+2(G) para alguna
n) son equivalentes al problema de la clan-convergencia en la clase de gráficas AG0.
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En particular, esos problemas son indecidibles para cualquier clase que contenga a
AG0. El problema de la clan-divergencia también es evidentemente indecidible para
gráficas automáticas. Lo mismo es verdadero para el problema del reconocimiento de
gráficas eventualmente autóclanas (es decir, Kn(G) ≅Kn+1(G) para alguna n):

Teorema 4.2.1. El problema de decidir si una gráfica es eventualmente autóclana
es indecidible para gráficas automáticas.

Demostración. Se usará libremente la notación y resultados de la sección anterior.
La reducción requerida del problema del paro, δ ∶ TMW → AG está dada por

δ(M,w) = λ(M,w) ⊠K(λ(M,w)). Nótese que δ(M,w) ciertamente es automática:
el producto fuerte de gráficas automáticas es automática y la gráficas de clanes
de las gráficas en AG0 son fácilmente descriptibles como gráficas automáticas y los
autómatas correspondientes pueden ser calculados efectivamente a partir de λ(M,w).

Es bien sabido que el operador de clanes se distribuye sobre el producto fuerte,
ésto es, K(A⊠B) ≅K(A)⊠K(B) (la prueba en [47] es válida para gráficas infinitas).
También, las gráficas conexas se factorizan de manera única con respecto a el produc-
to fuerte (hasta repeticiones de factorizaciones triviales). Además, cada componente
conexo de γ(M,d) contiene vértices (específicamente los de la forma 5d1) cuyas ve-
cindades cerradas son isomorfas a K1,3 (gráfica bipartita completa con 1 vértice en
una parte y 3 vértices en la otra). Ya que K1,3 no es factorizable de manera no trivial,
entonces γ(M,d) tampoco lo es. Lo mismo se puede decir paraK(γ(M,d)) ya que las
vecindades cerradas de los clanes de la forma {5d1,6d1} en K(γ(M,d)) tampoco son
trivialmente factorizables. Por lo tanto, resulta que la (esencialmente) única factori-
zación deKn(δ(M,w)), para n par, esKn(δ(M,w)) =Kn(λ(M,w)⊠K(λ(M,w))) ≅
Kn(λ(M,w))⊠Kn+1(λ(M,w)) ≅ γ(M,d)⊠K(γ(M,d)) para alguna d, con 0q0w

∗z d.
Si M se detiene en w, d es terminal para alguna d satisfaciendo 0q0w

∗z d. Por lo
tanto γ(M,d) = γ0(M) y

Kn+1(δ(M,w)) = K(Kn(δ(M,w))) ≅K(γ(M,d) ⊠K(γ(M,d)))
≅ K(γ0(M) ⊠K(γ0(M))) ≅K(γ0(M)) ⊠K2(γ0(M))
≅ K(γ0(M)) ⊠ γ0(M) ≅Kn(δ(M,w))

y así, δ(M,w) es eventualmente autóclana.
Recíprocamente se tiene Kn(δ(M,w)) ≅Kn+1(δ(M,w)) cuando δ(M,w) es even-

tualmente autóclana. Se asumirá sin pérdida de generalidad que n es par, entonces
γ(M,d) ⊠K(γ(M,d)) ≅K(γ(M,d)) ⊠ γ(M,d1) para alguna d y d1 con 0q0w

∗z d, y
dz d1 o d como una configuración de paro y d1 = d. Pero esto sólo es posible si d es
terminal y por lo tanto si M se detiene en w.

Entonces resulta que M se detiene con w si y sólo si δ(M,w) es eventualmente
autóclana.

Como ya se había señalado, el teorema 4.1.2 se puede fortalecer de varias maneras,
redefiniendo λ para reducir la clase AG0. Por ejemplo, es fácil modificar la digráfica
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de configuraciones (con estampa de tiempo) D para que su ingrado sea a lo más
2 (añadiendo vértices extras). Ésto permite declarar que el problema de la clan-
convergencia es indecidible incluso para gráficas automáticas con grado máximo a
lo más 10. Similarmente, se puede restringir que las gráficas en AG0 sean conexas
(añadiendo aristas extra entre componentes conexos, pero sin formar triángulos), con
exactamente un “punto de salida” (conectando todos los vértices de paro en D con
una trayectoria dirigida, quizá infinita en una de sus direcciones), etc.

Gracias al teorema 2.5.2, el teorema 4.1.1 implica que:

Teorema 4.2.2. La propiedad de la clan-convergencia no es expresable en lenguaje
de primer orden para gráficas automáticas.

Además, en vista de la generalización del teorema 2.5.2 el cual aparece en [31,
Teorema 3.2], la propiedad de la clan-convergencia tampoco es expresable cuando se
extiende lógica de primer orden para incluir distintos cuantificadores generalizados
(incluyendo ∃w, ∃(k,m)) e incluso cuando se extiende para incluir la versión restringida
de los cuantificadores de segundo orden considerados en FSO.



Capítulo 5

Inexpresibilidad del
K-comportamiento en lenguaje de
primer orden

El operador de clanes, K, es ampliamente considerado como uno de las más
complejos y la caracterización de la K-divergencia ha resistido todos los intentos
durante 46 años, ya que la noción de las gráficas iteradas de clanes fue introducida
en [25]. Como consecuencia, entre los expertos ha crecido la inquietud de saber si la
clan-divergencia es indecidible, pero no se ha tenido un progreso substancial en esta
dirección.

En el capítulo anterior se probó que la clan-convergencia es indecidible para la
clase de gráficas automáticas (no necesariamente finitas), lo cual implica que la clan-
convergencia no es expresable en lenguaje de primer orden para la misma clase. En
este capítulo se fortalece dicho corolario al demostrar que la propiedad de la clan-
divergencia no es expresable en lenguaje de primer orden incluso para la clase de
gráficas finitas. La expresabilidad lógica tiene fuertes relaciones con la teoría de la
complejidad [28,43] y consecuentemente, se abren nuevas rutas de investigación para
este estudio en el problema de decisión del K-comportamiento.

Los resultados de este capítulo fueron publicados en [13].

5.1. Juegos de Ehrenfeucht-Fraïssé de k-rondas
Dadas un par de gráficas A yB y un número entero k ∈ N, el juego de Ehrenfeucht-

Fraïssé de k-rondas [43, 56] en A y en B es jugado por dos jugadores Duplicador y
Saqueador : en cada ronda, Saqueador primero selecciona a un vértice x en A o en
B (“él decide”) y Duplicador responde seleccionando algún vértice y en la otra grá-
fica. El ganador es determinado como sigue: después de k-rondas, algunos vértices
a1, a2, . . . , ak son seleccionados en A y algunos otros vértices b1, b2, . . . , bk son selec-
cionados en B (el subíndice indica la ronda en la que cada vértice fue seleccionado,
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las repeticiones de vértices es permitida, en este punto no importa cual jugador se-
leccionó cada vértice), entonces Duplicador gana el juego cuando el mapeo dado por
ai ↦ bi es un isomorfismo de la subgráfica de A inducida por {a1, a2, . . . , ak} a la
subgráfica de B inducida por los vértices {b1, b2, . . . , bk}; de lo contrario, Saqueador
gana el juego. Se dice que Duplicador tiene una estrategia ganadora si existe una
forma en la cual Duplicador puede jugar para garantizar la victoria después de las
k-rondas establecidas, no importa como juegue el Saqueador.

Teorema 5.1.1 (Ehrenfeucht-Fraïssé, Corolario 3.10 en [43]). Una propiedad P de
σ-estructuras finitas no es expresable en primer orden si para cada k ∈ N, existen dos
σ-estructuras finitas, Ak y Bk, tal que:

1. Duplicador tiene una estrategia ganadora de k-rondas para el juego de Ehren-
feucht-Fraïssé en Ak y Bk.

2. Ak tiene una propiedad P y Bk no la tiene.

5.2. Clanes y juegos de Ehrenfeucht-Fraïssé

De aquí en lo que resta del capítulo se usarán el tipo de letra estándar de LATEX
“mathnormal” (A,B, . . .) para denotar a las gráficas, a menos que el resultado que
se considera sea más un modelo teórico que una gráfica, en cuyo caso se usará el tipo
de letra fraktur (A,B, . . .).

Considérese las familias de gráficas que se muestran en la figura 5.1:
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Figura 5.1: (a) X4, (b) Y4.
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Definición 5.2.1. Sea m ≥ 2. La gráfica Xm tiene al conjunto de vértices V (Xm) =
Z6m y adyacencias dadas por: x ∼ y siempre que x ≡ 1 mód 3 y y − x ∈ {1,2,3},
o cuando x ≢ 1 mód 3 y y − x ∈ {1,3} (o cuando y ∼ x, de acuerdo a las reglas
anteriores). La gráfica Ym es obtenida de Xm quitando exactamente una arista: {6m−
1,2} ∈ E(Xm).

Estas gráficas, Xm y Ym, pertenecen a la clase de gráficas denominadas relojes
[17, 33, 36]. Recuérdese que el clan-comportamiento de los relojes es decidido por
un algoritmo que se ejecuta en tiempo polinomial [40]. Para los propósitos de este
capítulo, será necesario saber el clan-comportamiento de Xm y Ym:

Observación 5.2.2. Para toda m > 2, Xm es K-convergente y Ym es K-divergente.

Demostración. De acuerdo con la terminología de [40], tanto Xm y Ym son relojes
con vértices no cubiertos, y con cero y un segmento bueno, respectivamente. Se sigue
por el algoritmo descrito en [40, Teorema 3.6] que ∣Kn(Xm)∣ = ∣Xm∣ + 0 ⋅ n = 6m y
que ∣Kn(Ym)∣ = ∣Ym∣ + 1 ⋅ n = 6m + n. Por lo tanto Xm es K-convergente y Ym es
K-divergente.

Obsérvese ahora las gráficas en la figura 5.2. Note que las gráficas (a) y (b) no son
isomorfas pero hay un par de biyecciones de vértices que casi son isomorfismos: una
simple traslación funciona bien excepto en las regiones rojas, mientras una reflexión
(seguida de una traslación) funciona bien excepto en las regiones verdes. Esta noción
es la que se desea capturar con las definiciones de cuasi-isomorfismos y de gráficas
cuasi-isomorfas.

Dadas dos gráficas A y B, un cuasi-isomorfismo es una biyección f ∶ V (A) →
V (B) junto con dos regiones de falla X ⊆ V (A) y X ′ ⊆ V (B) tal que siempre que
f no sea un isomorfismo en un par de vértices x y y (es decir, cuando x ∼ y y
f(x) /∼ f(y) o cuando x /∼ y y f(x) ∼ f(y)), se tiene que x, y ∈X y f(x), f(y) ∈X ′.

Un par de gráficas A y B son cuasi-isomorfas con una distancia de falla s, si
existen dos cuasi-isomorfismos r ∶ V (A) → V (B) con regiones de falla G y G′ y
g ∶ V (A) → V (B) con regiones de falla R y R′ tal que r(G) = G′ = g(G) y r(R) =
R′ = g(R) y tal que dA(R,G) = s.

Dado que cualquier camino de longitud mínima de R a G (respectivamente de
R′ a G′) no usa aristas contenidas en G (respectivamente en G′), y ya que r es
un isomorfismo salvo por las aristas contenidas en G y G′, se debe de tener que
dB(R′,G′) = dA(R,G).

Teorema 5.2.3. Si A y B son gráficas cuasi-isomorfas con una distancia de falla
mayor que 2k, entonces el Duplicador tiene una estrategia ganadora para el juego de
Ehrenfeucht-Fraïssé de k-rondas en A y B.

Demostración. Asúmase que las biyecciones y las regiones de falla son r, g,G,G′,R
y R′ como anteriormente. Se describirá recursivamente la estrategia del Duplicador:



58 5.2 Clanes y juegos de Ehrenfeucht-Fraïssé

14

0
11

2 11

1213

15

11

12 13

14
16

15

16

2

2323

14

0
11

2 11

1213

15

11

12 13

14
16

15

16

2

2323

(a)

(b)

B4

A4

Figura 5.2: (a) A1 = A4, (b) B1 = B4.
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En cada ronda i, 1 ≤ i ≤ k, habrá regiones rojas y verdes Ri, Gi ⊆ V (A) y
R′
i,G

′
i ⊆ V (B) de los vértices previamente seleccionados (inicialmente se coloca R1 =

R, R′
1 = R′,G1 = G,G′

1 = G′). Primero asúmase que Saqueador selecciona un vértice
x ∈ A. La idea es que Duplicador replique con r(x) o g(x) de acuerdo a si x es más
cercano a la región roja Ri o a la región verde Gi, es decir, Duplicador selecciona un
vértice dup(x) ∈B de acuerdo a la siguiente regla:

dup(x) = { r(x) si dA(x,Ri) ≤ dA(x,Gi),
g(x) si dA(x,Ri) > dA(x,Gi).

Después de eso, se calcula una nueva región roja y verde como sigue:

Si dup(x) = r(x): se define Ri+1 = Ri∪{x}, R′
i+1 = R′

i∪{r(x)}, Gi+1 = Gi y G′
i+1 = G′

i,

Si dup(x) = g(x): se define Gi+1 = Gi∪{x}, G′
i+1 = G′

i∪{g(x)}, Ri+1 = Ri y R′
i+1 = R′

i.

Si en cambio Saqueador seleccionó x ∈ B, entonces Duplicador replica análoga-
mente con r−1(x) o g−1(x) de acuerdo a si x es el más cercano a R′

i o G′
i, los nuevos

conjuntos Ri+1, R′
i+1, Gi+1, G′

i+1 también son calculados análogamente en este caso:

Si dup(x) = r−1(x): se define Ri+1 = Ri ∪ {r−1(x)}, R′
i+1 = R′

i ∪ {x}, Gi+1 = Gi y
G′
i+1 = G′,

Si dup(x) = g−1(x): se define Gi+1 = Gi ∪ {g−1(x)}, G′
i+1 = G′

i ∪ {x}, Ri+1 = Ri y
R′
i+1 = R′

i.

Se afirma que para 1 ≤ i ≤ k + 1, dA(Ri,Gi) = dB(R′
i,G

′
i) > 2k−i+1: de hecho para

i = 1 se tiene dA(R1,G1) > 2k por hipótesis y dB(R′
1,G

′
1) = dA(R1,G1) como se señaló

anteriormente. Para el paso de inducción, primero se asumirá que x ∈ A está más
cerca a la región roja Ri, entonces

2k−i+1 < dA(Ri,Gi) ≤ dA(Ri, x) + dA(x,Gi) ≤ 2dA(x,Gi).

Se sigue que dA(x,Gi) > 2k−i+2 = 2k−(i+1)+1. Ahora, obsérvese que

dA(Ri+1,Gi+1) =min{dA(Ri,Gi), dA(x,Gi)} > 2k−(i+1)+1.

También se debe de tener que dB(R′
i+1,G

′
i+1) = dA(Ri+1,Gi+1) ya que cualquier camino

de longitud mínima de la región roja a la verde no usa aristas de adentro de esas
regiones y ya que r ∶ V (A)→ V (B) es un isomorfismo fuera de esas regiones, entonces,
r mapea los caminos de longitud mínima de Ri+1 a Gi+1 en caminos de longitud
mínima de R′

i+1 a G′
i+1. Se sigue que dB(R′

i+1,G
′
i+1) = dA(Ri+1,Gi+1) > 2k−(i+1)+1 en

este caso. Los otros tres casos son análogos, a saber: cuando x ∈ A está más cerca de
la región verde Gi, y cuando x ∈B está más cerca de la región roja Ri y de la región
verde Gi. Esto concluye la prueba de la afirmación.
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La estrategia descrita es una estrategia ganadora para el Duplicador ya que des-
pués de la ronda k-ésima, se tiene dA(Rk+1,Gk+1) = dB(R′

k+1,G
′
k+1) > 2k−(k+1)+1 = 1, lo

cual significa que las regiones roja y verde nunca están en contacto (es decir, siem-
pre quedan a distancia por lo menos dos) y por lo tanto, hay un isomorfismo de la
subgráfica de A inducida por los vértices seleccionados a la subgráfica de B inducida
por los vértices seleccionados: es decir, el isomorfismo que actúa como r en la región
roja Rk+1 y actúa como g en la región verde Gk+1.

Ahora se definirá a las gráficas Am y Bm (ver figura 5.2 (a) y (b)). Para la
construir Am se toma una copia de Xm y una copia de Ym, se renombran los vértices
de Xm como 0,1, . . . ,6m − 1, ahora se identifica el vértice 0 ∈Xm y el vértice 0 ∈ Ym,
finalmente, se remueven las aristas que conectan el conjunto {3m − 1,3m,3m + 1} al
conjunto {3m + 2,3m + 3,3m + 4}; entonces, la gráfica resultante es Am. Ahora, Bm

es obtenida de Am quitando la arista {2,6m − 1} y agregando la arista {2,6m − 1}.

Teorema 5.2.4. La clan-divergencia no es expresable en lenguaje de primer orden.

Demostración. Se define Ak = A2k+2 y Bk = B2k+2. Obsérvese que la distancia de
falla es mayor que 2k en ambas gráficas: para k = 1 (m = 4) se puede ver fácilmente
en la figura 5.2, y siempre que m incrementa en 1, la brecha de distancia también
incrementa en 1. Se sigue por el teorema 5.2.3 que el Duplicador tiene una estrategia
ganadora para el juego de Ehrenfeucht-Fraïssé de k-rondas en Ak y Bk.

También observése que Am se desmantela a Xm y que Bm se desmantela a Ym:
por ejemplo, en la figura 5.2 (a), los vértices 12 y 13 de A4 son dominados por el
vértice 11, y también el vértice 14 es dominado por el vértice 15. Después de eliminar
los vértices 12,13 y 14, los vértices 11,15 y 16 se vuelven dominados. Claramente el
proceso puede continuar hasta que quede una sola copia de X4 (esto se puede hacer
para todam). Consideraciones similares se aplican a Bm. Se sigue por el teorema 2.2.4
y la observación 5.2.2 que cada Am es clan-convergente y cada Bm es clan-divergente.

El resultado se sigue del teorema 5.1.1.



Capítulo 6

Simulación de compuertas lógicas con
gráficas de clanes

La dinámica discreta generada por el operador de clanes cuando se aplica de
manera iterativa en gráficas, ha mostrado ser muy compleja. Esta complejidad ha
fascinado a expertos en el campo de la dinámica de gráficas, así como también ha
derrotado todos sus intentos por caracterizar el clan-comportamiento de las gráficas.
De hecho, desde el año 2001, Medianis [44] sembró la inquietud sobre el poder compu-
tacional del operador de clanes, preguntando si éste es Turing-completo, es decir, si es
capaz de simular el comportamiento de cualquier máquina de Turing. En el esfuerzo
(hasta ahora incompleto) de probar que el operador de clanes es Turing-completo, se
han empezado a simular circuitos digitales a través de gráficas de clanes, los cuales
son reportados en este capítulo.

Los resultados de este capítulo fueron publicados en [12].

6.1. Idea básica para el diseño de una computadora
digital

En electrónica digital es bien sabido que (muchas copias de) las compuertas en
un conjunto funcionalmente completo de compuertas lógicas (por ejemplo {AND,NOT}
o {OR,NOT} o simplemente {NAND} o {NOR}) es todo lo que se necesita para construir
una computadora digital completa [46].

La afirmación del párrafo anterior requiere una serie de supuestos implícitos que
pueden no ser tan obvios como podría pensarse, ya que una computadora digital
también necesita de otros componentes básicos y más complejos. Por ejemplo, dentro
de los componentes básicos están: los cables, portadores de señal, divisores de señal
y empalmes.

Para la creación de flip-flops (componente esencial para almacenar información
en una computadora digital) y otros componentes complejos se necesita contemplar
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que el ancho del pulso de la señal eléctrica sea al menos tan largo como el tiempo de
conmutación de las compuertas, más el tiempo de propagación de las señales en los
cables de los bucles de retroalimentación interna de los componentes.

Con el uso de gráficas y de la dinámica del operador de clanes es posible simular
la mayoría de los componentes mencionados anteriormente. Tener una simulación de
todos los componentes digitales requeridos (aún no logrados), implicaría los siguientes
tres hechos:

1. La simulación de una computadora digital completa utilizando el operador de
clanes.

2. El operador de clanes tendría al menos el mismo poder computacional que los
autómatas linealmente acotados para la clase de gráficas finitas.

3. El operador de clanes tendría todo el poder computacional de las máquina de
Turing para la clase de gráficas cuasi periódicas (definidas en la sección 6.3).

En las siguientes secciones se muestran dos codificaciones distintas, pero no aje-
nas, que permiten la simulación de algunos componentes digitales mediante el uso
de gráficas y del operador de clanes.

6.2. Primera codificación

A continuación se muestran los componentes que forman la primera codifica-
ción. Se recomienda visitar el sitio web, citado en [10], donde se muestra material
suplementario para la visualización de la dinámica del operador de clanes en estos
componentes.

El bloque de construcción básico de esta primera codificación se muestra en la
figura 6.1 (a). Todos los vértices de este bloque son vértices dominados, los cuales
son indeseables para el propósito en cuestión porque tienden a desaparecer cuando
se aplica el operador de clanes. En particular, este bloque colapsaría a un sólo vértice
después de unas cuantas iteraciones deK. Para evitar esto, se añaden algunos vértices
extra como se muestra en la figura 6.1 (b).

(a) (b)

Figura 6.1: (a) Bloque de construcción básico. (b) Bloque de construcción básico sin
vértices dominados.
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Uniendo varios (tantos como sean necesarios) bloques de construcción se pueden
construir canales como el que muestra en la figura 6.2, el cual consta de cuatro
bloques básicos y de los vértices de los extremos. Estos últimos ayudan a no tener
vértices dominados de la misma manera que en la figura 6.1 (b).

Figura 6.2: Canal.

Dentro de los canales podría haber algunas perturbaciones locales, llamadas fo-
tones , las cuales serán representadas en color rojo (ver figura 6.3). Los fotones se
mueven a través del canal cuando se aplica el operador de clanes. De hecho, la grá-
fica de la figura 6.3 (a) es el canal original con su respectiva perturbación (fotón) y
las dos gráficas en los inicisos (b) y (c), de la misma figura, son obtenidas al aplicar
K2 y K4, respectivamente. En lo que resta del capítulo se usarán potencias pares de
K debido a que los componentes básicos son (casi) siempre K2-invariantes pero no
K-invariantes, por lo tanto, resulta más fácil ver qué pasa con potencias pares de K
porque lo único que cambia son las perturbaciones locales.

El comportamiento de desplazamiento de los fotones fue observado por primera
vez por Escalante en [17] y fue estudiando extensivamente en [33,36,40] por otros más.
Con esta teoría ya desarrollada, resulta claro que el comportamiento del operador
de clanes mostrado en la figura 6.3 es exactamente el que se acaba de describir en
el párrafo anterior. De manera alternativa, este comportamiento se puede verificar
por medio de: una computadora, el software GAP + YAGS [9, 22] y el código del
apéndice A.

Primera codificación: La presencia y ausencia de un fotón en un canal codifica
respectivamente al símbolo 1 y al símbolo 0.

Esta primera codificación hace factible la simulación de la compuerta ORmediante
gráficas de clanes. Recuérdese que por definición, la compuerta OR tiene el compor-
tamiento que se muestra en la tabla 6.1. Cada fila, de arriba a abajo, de esta tabla
es simulada respectivamente por la figura 6.4, 6.5, 6.6 y 6.7. En estas tres últimas
simulaciones, cada configuración inicial de la compuerta OR (en su respectiva entra-
da) se muestra en el inciso (a), y cada gráfica de los incisos sucesivos se obtiene al
aplicar el operador de clanes K2 a la gráfica del inciso previo.



64 6.2 Primera codificación

(c)

(b)

(a)

Figura 6.3: Las subgráficas en color rojo representan a las perturbaciones locales
(fotones) de los canales, las cuales se mueven (en este caso, de izquierda a derecha)
a causa del operador de clanes. Si G es la gráfica que se muestra en (a), entonces las
gráficas de (b) y (c) son K2(G) y K4(G), respectivamente.

A B Q
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 1

Tabla 6.1: Definición de la compuerta OR.

Además de la compuerta OR otros componentes también pueden ser simulados
con las gráficas de clanes, tal como se establece en el siguiente teorema:

Teorema 6.2.1. Usando las gráficas de clanes y la primera codificación se pueden
simular canales, portadores de señal (fotones), compuertas OR, divisores (ver figura
6.8 y 6.9) y empalmes (ver figuras 6.10, 6.11, 6.12, 6.13).
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A

B
Q

Figura 6.4: Gráfica que representa la configuración de la compuerta OR cuando en
ambas entradas, A y B, hay un cero (ausencia de fotón). Dado que la gráfica es
K2-invariante en la salida Q no se presentará ninguna perturbación.

(a) (b)
B

A
Q

B

A
Q

(c) (d)
B

A
Q

B

A
Q

(e) (f)
B

A
Q

B

A
Q

Figura 6.5: La gráfica G en (a) representa la configuración de la compuerta OR cuando
en A entra un 1 y en B un 0. Las gráficas de (b) hasta (f) son K2(G) a K10(G),
respectivamente. De (b) a (f) se muestra el traslado gradual del fotón hacia la salida
Q.
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(a) (b)
B

A
Q

B

A
Q

(c) (d)
B

A
Q

B

A
Q

(e) (f)
B

A
Q

B

A
Q

Figura 6.6: La gráfica G en (a) representa la configuración de la compuerta OR cuando
en A entra un 0 y en B un 1. Las gráficas de (b) hasta (f) son K2(G) a K10(G),
respectivamente. De (b) a (f) se muestra el traslado gradual del fotón hacia la salida
Q.
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(a) (b)
B

A
Q

B

A
Q

(c) (d)
B

A
Q

B

A
Q

(e) (f)
B

A
Q

B

A
Q

Figura 6.7: La gráfica G en (a) representa la configuración de la compuerta OR

cuando en A y B entra un 1. Las gráficas de (b) hasta (f) son K2(G) a K10(G),
respectivamente. Obsérvese que en las gráficas de (a) hasta (d) hay dos fotones, los
cuales a partir de (e) se fusionan en uno solo para salir por Q.

A
B

C

Figura 6.8: Divisor de señal con entrada en A y salidas en B y C. Nótese este
componente es el reflejo horizontal de la gráfica que representa a la compuerta OR.
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(a) (b)

A
B

C
A

B

C

(c) (d)

A
B

C
A

B

C

(e) (f)

A
B

C
A

B

C

Figura 6.9: En (a) se muestra la gráfica G que representa al divisor de señal con
un fotón en la entrada A. Las gráficas de (b) hasta (f) son K2(G) a K10(G), res-
pectivamente. En la iteración K8(G), inciso (e), se observan dos fotones en canales
distintos debido a que el operador de clanes duplica el fotón original. En las siguientes
iteraciones, estos fotones continuarán trasladándose por los canales (ver inciso (f))
hasta llegar a las salidas B y C.

A B

C

Figura 6.10: Empalme. Duplica el fotón entrante permitiendo que los dos fotones se
distribuyan hacia los demás canales. Por ejemplo, si el fotón entra por A entonces
saldrá un fotón por B y otro por C (ver figura 6.11).
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(a) (b)
A B

C

A B

C

(c) (d)
A B

C

A B

C

(e) (f)
A B

C

A B

C

Figura 6.11: En (a) se muestra la gráficaG que representa al empalme con un fotón en
la entrada A. Las gráficas de (b) hasta (f) sonK2(G) aK10(G), respectivamente. En
la iteración K4(G), inciso (e), se observa que el fotón de entrada en A es duplicado
por el operador de clanes. En las siguientes dos iteraciones, K6(G) y K8(G), los
fotones se trasladan hacia los canales B y C.
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(a) (b)
A B

C

A B

C

(c) (d)
A B

C

A B

C

(e) (f)
A B

C

A B

C

Figura 6.12: En (a) se muestra la gráficaG que representa al empalme con un fotón en
la entrada B. Las gráficas de (b) hasta (f) sonK2(G) aK10(G), respectivamente. En
la iteración K4(G), inciso (e), se observa que el fotón de entrada en B es duplicado
por el operador de clanes. En las siguientes dos iteraciones, K6(G) y K8(G), los
fotones se trasladan hacia los canales A y C.
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(a) (b)
A B

C

A B

C

(c) (d)
A B
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C

(e) (f)
A B

C

A B

C

Figura 6.13: En (a) se muestra la gráficaG que representa al empalme con un fotón en
la entrada C. Las gráficas de (b) hasta (f) sonK2(G) aK10(G), respectivamente. En
la iteración K4(G), inciso (e), se observa que el fotón de entrada en B es duplicado
por el operador de clanes. En las siguientes dos iteraciones, K6(G) y K8(G), los
fotones se trasladan hacia los canales A y B.
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La afirmación del teorema 6.2.1 es un hecho computacional que es mejor verificarlo
por medio de una computadora (por ejemplo, con el uso del software GAP + YAGS
[9,22] y el código del apéndice A), aunque una explicación teórica también es posible:
la principal consideración es que, salvo los fotones y la compuerta AND-sucia que se
muestra en las figuras 6.14, 6.15, 6.16 y 6.17, todos los componentes son gráficas
clan-Helly sin vértices dominados, y gracias a Escalante, se sabe que tales gráficas
son K2-invariantes. Entonces, el problema se reduce a analizar lo que pasa cerca de
las perturbaciones locales (fotones) que se añaden.

El otro componente que se puede generar con gráficas de clanes es la compuerta
AND-sucia. Ésta tiene el comportamiento de la compuerta AND (ver tabla 6.2) pero
también genera muchos indeseables efectos secundarios (por eso mismo es llamada
así). La simulación de cada fila, de arriba hacia abajo, de la tabla 6.2, es simulada
respectivamente por las figuras 6.14, 6.15, 6.16 y 6.17. Por cuestiones técnicas, las
gráficas que están en estas figuras tienen un canal extra que no está etiquetado. En
particular, sólo la gráfica que se encuentra en el inciso (f) de la figura 6.17 presenta
un vértice extra (pintado en color rojo) en la salida Q.

A B Q
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1

Tabla 6.2: Definición de la compuerta AND.

De esta primera codificación la compuerta AND-sucia es la única que no es K2-
invariante debido a la cantidad de fotones que genera en todos los canales, por lo tanto
no puede ser utilizada para simular circuitos digitales. Pese a esto, esta compuerta
proporciona una pista para el desarrollo de la compuerta AND limpia, lo cual se
conseguiría tratando de aislar el fenónemo que genera el vértice extra en la figura
6.17 (f) para así evitar los efectos secundarios.

Sin embargo, la tan necesitada compuerta NOT no es alcanzable como un com-
ponente modular . Por modular se referirá a que un componente es representado por
una gráfica finita, que no es K-divergente, cuya estructura interna no depende de los
alrededores del circuito. La condición de modularidad es necesaria para el teorema
6.2.2.



Simulación de compuertas lógicas con gráficas de clanes 73

(a) (b)

A

B

Q A

B

Q

(c) (d)

A

B

Q A

B

Q

(e) (f)

A

B

Q A

B

Q

(g) (h)

A

B

Q A

B

Q

Figura 6.14: La gráfica G en (a) representa la configuración de la compuerta AND

cuando en A y B entra un 0. Las gráficas de (b) hasta (h), que son K2(G) a K14(G)
respectivamente, tienen una gran cantidad de fotones indeseados para simular el
comportamiento de la compuerta AND. En particular el orden de la gráfica en (f) es
de 93.
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(a) (b)
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Figura 6.15: La gráfica G en (a) representa la configuración de la compuerta AND

cuando en A entra un 1 y en B un 0. Las gráficas de (b) hasta (h) son K2(G) a
K14(G), respectivamente. En particular el orden de la gráfica en (f) es de 93.
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Figura 6.16: La gráfica G en (a) representa la configuración de la compuerta AND

cuando en A entra un 0 y en B un 1. Las gráficas de (b) hasta (h) son K2(G) a
K10(G), respectivamente. En particular el orden de la gráfica en (f) es de 94.
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Figura 6.17: La gráfica G en (a) representa la configuración de la compuerta AND

cuando en A y en B entra un 1. Las gráficas de (b) hasta (h) son K2(G) a K10(G),
respectivamente. En el canal de salida Q de la gráfica (f) se está produciendo el
fotón extra requerido por la función AND, por eso mismo, el orden de esta gráfica es
de 95.



Simulación de compuertas lógicas con gráficas de clanes 77

Kn

Kn

# #

H1 H2

¿NOT? ¿NOT?

H3 H4

¿NOT? ¿NOT?

Figura 6.18: Esquema de la hipotética compuerta NOT. Éste consta de una caja negra
que tiene conectado un canal de entrada y uno de salida. Las gráficas H1 y H3, que
representan a la compuerta NOT cuando respectivamente entra 1 y un 0, después de
n iteraciones del operador de clanes se transforman en H2 y H4, respectivamente.

Teorema 6.2.2. Una compuerta modular NOT no puede ser simulada con gráficas de
clanes usando la primera codificación.

Demostración. Asúmase que se tiene la compuerta modular NOT, la cual se tratará
como una caja negra que seguramente debe de tener un canal de entrada y uno de
salida como se muestra en la figura 6.18.

Las gráficas H1 y H3 de la figura 6.18 representan a la compuerta NOT recibiendo
en su entrada a un 1 y 0, respectivamente. Estas gráficas, después de un número
finito de iteraciones del operador de clanes, deben ser transformadas en H2 y H4 de
la figura 6.18, es decir H2 = Kn(H1) y H4 = Kn(H3). Por otra parte, el fotón en H1

es un vértice dominado en la misma gráfica y por lo tanto (ya que la compuerta es
modular) H1 es desmantelable a H3 en un sólo paso, es decir H1

#Ð→H3.
Por el teorema 2.2.3, se sabe que H2 = Kn(H1)

#Ð→ Kn(H3) = H4, la cual, por
definición, implica que H2 contiene a una subgráfica H ′

4 isomorfa a H4.
Si primero se supone que el isomorfismo de H ′

4 a H4 envía el canal de salida de
H2 a el canal de salida de H4; entonces se tiene una contradicción ya que no hay
ningún vértice de H ′

4 que podría ser mapeado a el fotón saliente de H4.
Ahora supóngase lo contrario, que el isomorfismo entre H ′

4 y H4 no preserva el
canal de salida. Ésto en principio podría pasar si algún fotón en la estructura interna
de la compuerta NOT, en H ′

4, es mapeado en el fotón saliente de H4. Sin embargo,
la compuerta NOT, por hipótesis, es modular y por lo tanto su estructura interna no
depende de los alrededores del circuito. Como se puede conectar cualquier circuito
al canal de salida de la compuerta NOT (por ejemplo, un canal de salida de cualquier
longitud deseada) y además la compuerta NOT debe producir el isomorfismo entre H ′

4

y H4 en todos y cada uno de los casos, entonces, la compuerta NOT o bien debe (1)
contener una copia interna preexistente de todos los circuitos que se puedan conectar
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al canal de salida (lo cual contradice la suposición de finitud de la modularidad) o bien
debe (2) construir una copia interna de todos los circuitos que se puedan conectar
al canal de salida (lo cual contradice la suposición de la no clan-divergencia de la
modularidad). De esto se sigue que el isomorfismo entre H ′

4 y H4 debe preservar el
canal de salida como en el párrafo anterior y por lo tanto la compuerta NOT modular
no existe.

6.3. Segunda codificación
En vista del teorema 6.2.2, aquí se plantea una nueva codificación que reutiliza los

componentes de la primera codificación para poder transportar información (ceros y
unos) a través de canales dobles, formados por un canal superior y un canal inferior
(ver figura 6.19).

Figura 6.19: Canal doble.

(a) (b)

Figura 6.20: Segunda codificación. En (a) y (b) se muestra la codificación respecti-
vamente del 1 y del 0 usando canales dobles.

Segunda codificación: El símbolo 1 se codifica colocando un fotón en el canal
superior y ninguno en el canal inferior; mientras que símbolo 0 se codifica de manera
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contraria, es decir, colocando un fotón en el canal inferior y ninguno en el canal
superior. Las otras dos posibles combinaciones son consideradas inválidas.

Con esta segunda codificación es posible simular a la compuerta NOT con tan
sólo intercambiar los canales como se muestra en la figura 6.21, donde cada línea
representa un canal.

A Q

Ā Q̄

Figura 6.21: Compuerta NOT. Las líneas etiquetadas con A y Ā representan respecti-
vamente al canal superior e inferior del canal doble de entrada en la compuerta NOT;
mientras que las líneas Q y Q̄ representan al canal superior e inferior del canal doble
de salida.

Muchos de los componentes vistos en la primera codificación pueden volver a
implementarse fácilmente en esta codificación tan sólo haciendo copias de ellos, es
decir, haciendo una copia para el canal superior y otra copia para el canal inferior.
Por lo cual se plantea el siguiente teorema:

Teorema 6.3.1. Usando gráficas de clanes y la segunda codificación se puede simular
canales, portadores de señal, divisores de señal, empalmes y compuertas NOT.

Los siguientes resultados dependen de la existencia de la compuerta AND-limpia
de la primera codificación (recuérdese que hasta el momento sólo se cuenta con la
compuerta AND-sucia) ya que con ella y con la compuerta OR se diseña a la compuerta
AND en esta segunda codificación (ver figura 6.22). Esto se establece en el siguiente
teorema:

Teorema 6.3.2. Si la compuerta AND puede ser simulada mediante gráficas de clanes
en la primera codificación, entonces la compuerta AND también puede ser simulada
en la segunda codificación.
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A

B
QĀ

B̄
Q̄

?

Figura 6.22: Compuerta AND. Está formada por la compuerta OR y AND de la primera
codificación. La compuerta AND tiene el símbolo “?” ya que se está considerando la
posible existencia de la compuerta AND-limpia de la primera codificación.

Con un conjunto funcionalmente completo de compuertas (en este caso {AND,NOT}),
si se puede usar gráficas infinitas, se puede simular cualquier máquina de Turing. No
se necesita una clase enorme de gráficas infinitas para esta simulación (como la clase
de gráficas numerables que tiene cardinalidad del continuo), es suficiente usar gráficas
cuasi periódicas , es decir, gráficas finitas que son repetidas un número numerable de
veces donde algunos vértices en la i-ésima copia pueden ser identificados con algunos
vértices en la (i+1)-ésima copia, en una manera periódica, con solo un número finito
de vértices y aristas adicionales. Las gráficas cuasi-periódicas pueden ser finitamente
representadas y por lo tanto la clase formada por ellas es numerable.

Teorema 6.3.3. Si la compuerta AND puede ser simulada en la primera codifica-
ción, entonces el operador de las gráficas de clanes es Turing-completo para gráficas
(infinitas pero) cuasi-periódicas.

Cabe mencionar que el teorema 6.3.3 depende de la simulación de las máqui-
nas de Turing que se muestra en el capítulo 7. Además, si se hace la restricción a
gráficas finitas y se asume que existe la compuerta AND de la primera codificación,
entonces debe ser claro que la mismas técnicas pueden ser usadas para simular una
computadora de memoria finita (es decir, una computadora real) usando solo grá-
ficas finitas. En particular, un Autómata Linealmente Acotado (LBA), ver sección
2.6, puede ser simulado usando gráficas de clanes finitas si la primera codificación de
la compuerta AND existe.



Capítulo 7

Simulación de las máquinas de Turing

En este capítulo se muestra cómo se puede simular una máquina de Turing usando
(infinitas) compuertas lógicas. Esto ya se había esbozado en la literatura en [14],
pero aquí se procederá con una simulación más explícita donde se contempla que las
compuertas lógicas están simuladas con gráficas de clanes (como se muestra en el
capítulo anterior).

Las máquinas de Turing que se van a simular son estrictamente binarias . Estas se
caracterizan porque su alfabeto es {0,1} en donde se descarta al símbolo del espacio
en blanco (␣). Es fácil mostrar que las máquinas de Turing estrictamente binarias
pueden simular a cualquier máquina de Turing estándar (cuyo alfabeto contiene
cualquier conjunto de símbolos más el espacio en blanco) empleando las técnicas que
se usan en la demostración del teorema 7.10 en [27].

La simulación general contempla la hipótesis de la existencia de la compuerta
AND-limpia en la primera codificación, ya que con ella, se tendría a la compuerta
AND en la segunda codificación (ver figura 6.22). Al tener esta última se obtendría al
conjunto funcionalmente completo de compuertas lógicas {AND,NOT} y por lo tanto,
se podría diseñar a la compuerta OR y a otros componentes más complejos (como los
flip-flops tipo SR o D que permiten almacenar información en el circuito).

En conjunto, las compuertas lógicas, los cables y los flip-flops permiten la cons-
trucción del circuito digital que simula a la unidad de control y a las celdas de
memoria de la máquina de Turing (ver figuras 7.5, 7.6 y 7.7).

El diseño global de la simulación se detalla en la figura 7.1, donde a la derecha de
la unidad de control están las celdas de memoria representadas con rectángulos. El
círculo en la parte superior de cada celda sirve para indicar la posición de la cabeza,
entonces, sólo si éste está relleno, significa que la cabeza está posicionada en esa
localidad de memoria.

La cinta de la figura 7.1 contiene una celda especial llamada celda cero, localizada
a lado de la unidad de control, que detecta si la cabeza se ha desbordado a la
izquierda de la cinta. Esta celda de memoria no almacena ningún dato. El resto
de las celdas, llamadas i-ésimas celdas tal que i > 0, contienen un círculo lleno o

81



82 7.1 Flip-flops

vacío para almacenar respectivamente la presencia o ausencia de la cabeza; además
almacenan los símbolos (0 o 1) pertenecientes a la cadena de entrada w de la máquina
de Turing. Las celdas que están a la derecha de aquella que tiene el último símbolo
de w deben de almacenar un cero. Por ejemplo, en la figura 7.1 está almacenada la
cadena w = 10111 y posteriormente las celdas siguientes contienen ceros.

Las señales que se envían de la unidad de control hacia las celdas de memoria
pasan a través del bus de salida, mientras que las señales que van de las celdas de
memoria hacia la unidad de control pasan a través del bus de entrada. Los canales
(representados por flechas) que hay entre una celda y otra transportan a las señales
locales HFi y HBi, las cuales sirven para enviar la señal de activación de la cabeza
hacia la celda posterior y anterior, respectivamente.

Bus de salida

Bus de entrada

Unidad de
control

HF1

HB1 1

HF2

HB2 0

HF3

HB3 1

HF4

HB4 1

HF5

HB5 1

HF6

HB6 0

HF7

HB7 0

HF8

HB8

. . .

Figura 7.1: Esquema del diseño digital que simula la máquina de Turing. Los rec-
tángulos alargados representan a las celdas de memoria y el círculo relleno marca la
presencia de la cabeza en la celda correspondiente (de lo contrario, el círculo vacío
significa que la cabeza no está en ella). La celda cero (localiza a lado de la unidad
de control) no almacena ningún dato.

La simulación propuesta en este capítulo da pie al siguiente teorema:

Teorema 7.0.1. Cualquier máquina de Turing puede ser simulada con un circuito
digital infinito, pero cuasi-periódico.

7.1. Flip-flops
En el capítulo anterior se mencionó que los flip-flops son circuitos para el al-

macenamiento de bits en el diseño de una computadora digital. Estos circuitos son
secuenciales ya que sus salidas dependen no sólo de las entradas actuales, sino tam-
bién de la historia de las entradas anteriores, equivalentemente, sus salidas dependen
de las entradas y del contenido que tengan en los elementos de memoria. Un flip-flop
mantiene su estado binario indefinidamente hasta que llega una señal que le indica
que debe de cambiar de estado.
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Uno de los flip-flops más básicos que se puede construir es el SR. Éste está for-
mado por dos compuertas NAND acopladas en cruz (ver figura 7.2) y por dos entradas
S (set, establecer) y R (reset, restablecer), las cuales se encuentran negadas. Además
tiene dos salidas Q y Q que son complemento una de otra excepto cuando en ambas
entradas hay un 1, ya que en las dos salidas se genera un 1 (en este caso se dice que
se presenta un estado indefinido y se representa por el símbolo “?”).

S

R

Q

Q

Figura 7.2: Flip-flop SR.

S R Q(t + 1)
0 0 Q(t)
0 1 0
1 0 1
1 1 ?

Tabla 7.1: Definición del flip-flop SR. El símbolo “?” indica estado indefinido.

La tabla 7.1 muestra que cuando S = 1 y R = 0 se ajusta el contenido de las salidas
Q y Q. Cuando S regresa a 0 se mantiene el contenido de las salidas, como si fuese
una especie de memoria del paso anterior. De manera análoga, en el momento en que
ambas entradas regresen a 0, se puede cambiar R = 1, lo cual ajustará nuevamente
las salidas y posteriormente, cuando R regrese a 0, se mantendrá la memoria de las
salidas anteriores. El caso S = 1 y R = 1 se considera indefinido en el flip-flop SR y en
general se desea evitar.

Otro tipo de flip-flop que se usa es el flip-flop D (ver figura 7.3). Nótese que este
flip-flop D consta de dos entradas, D y CLK, y de dos salidas, Q y Q; por lo que S y R

sólo están para indicar que a partir de allí hacia la derecha se tiene un flip-flop SR.
Entonces, la entrada D pasa directamente a S y su complemento pasa a R cuando la
señal del reloj, CLK, así lo indique.

Mientras la entrada CLK (que es el pulso del reloj) se encuentre en 0, llegarán a S y
a R el valor de 0, por lo que no habrá cambio alguno en las salidas independientemente
del valor que tome D. Cuando CLK este activo (es decir, con valor 1) y D = 0, a S y
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S

R

Q

Q

D

CLK

Figura 7.3: Flip-flop D.

CLK D Q(t + 1)
0 X Q(t)
1 0 0
1 1 1

Tabla 7.2: Definición del flip-flop D.

a R llegará un 0 y un 1, respectivamente, por lo que la salida Q(t + 1) tendrá un 0
(ver tabla 7.2). De manera análoga, cuando CLK = 1 y D = 1, a S y a R llegará un 1
y un 0, respectivamente, por lo que la salida Q(t + 1) tendrá un 1. Nótese que dado
este comportamiento, el flip-flop D transporta el dato que hay en D hacia la salida Q

siempre y cuando CLK = 1.
En lo que resta del capítulo se usarán los símbolos gráficos que se muestran en la

figura 7.4 para representar al flip-flop SR y al flip-flop D. En ambas representaciones
las entradas están del lado izquierdo y las salidas del lado derecho. La salida Q se
omitirá lo que resta del capítulo para ambos flip-flops.

S
R

Q

Q

(a)

D Q

QCLK

(b)

Figura 7.4: (a) Símbolo gráfico del flip-flop SR. (b) Símbolo gráfico del flip-flop D.
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7.2. Unidad de control

En esta sección se presenta cómo crear la unidad de control (UC) de cualquier
máquina de Turing. Para ilustrar esto, se usará un ejemplo en partícular de una MT,
cuya función de transición δ y unidad de control se muestran respectivamente en la
tabla 7.3 y la figura 7.5.

0 1
q0 (q1,0,→) (q0,1,→)
q1 (q1,1,←) (q2,0,←)
q2 (q2,1,→) −

Tabla 7.3: Función de transición δ de una máquina de Turing con el conjunto de
estados {q0,q1,q2}, donde q0 es el estado inicial y q2 es el estado final, con alfabetos
Σ = {0,1} y Γ = {0,1}.

q0
Q

D
q1

Q

D
q2

Q

D
D

Q

D

q′0
QD

q′1
QD

q′2
QD

MF
QD

D′
QD

Hlt
QD

2

1

DP0
DB0

Start

5 O1

A1

A2

A3

4

A4

3

R0

W0

DF0

MB0

MF0

Figura 7.5: Diseño de la unidad de control (UC) de la máquina de Turing definida
en la tabla 7.3.
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De manera general, toda unidad de control contiene dos conjuntos de flip-flops
tipo D: 1) estatus actual y 2) estatus nuevo, los cuales respectivamente, tienen n =
∣Q∣ + 1 y m = ∣Q∣ + 3 flip-flops, donde ∣Q∣ es la cantidad de estados de la máquina de
Turing en cuestión.

Los flip-flops del conjunto estado actual están etiquetados mediante qi (0 ≤ i ≤
∣Q∣) y D. Sólo en uno de los qi se almacena un 1 en caso de que qi sea el estado actual
de la MT, mientras que en el resto de los qi se guarda un 0. En D se almacena el
dato actual al que la cabeza está apuntado en la cinta. Es por esto, que en la figura
7.5, este conjunto contiene cuatro flip-flops : q0,q1,q2 y D.

Los flip-flops del conjunto estado nuevo están etiquetados mediante q′i (0 ≤ i ≤
∣Q∣), D′, MF y Hlt. En un solo q′i se almacena un 1 en caso de que qi sea el nuevo
estado al que pasará la MT, mientras que en el resto se guarda un 0. En D′, MF y
Hlt se almacena respectivamente, el dato que se escribirá en la cinta, el movimiento
de la cabeza (1 para la derecha y 0 para la izquierda) y el paro de la máquina de
Turing (0 para continuar y 1 para detenerse). Es por esto, que en la figura 7.5, este
conjunto contiene seis flip-flops : q′0, q′1, q′2, D′, MF y Hlt.

El valor almacenado en cada flip-flop del conjunto estatus nuevo depende del
resultado de su fórmula lógica, etiquetada igual que su respectivo flip-flop, la cual
está en forma normal disyuntiva (FND) y usa como términos a los estados (qi) y al
dato leído en la cinta D, o su negación D̄. Estas fórmulas lógicas siempre pueden ser
generadas a través de la función de transición de una máquina de Turing, para pos-
teriormente ser representadas mediante compuertas lógicas. Por ejemplo, el conjunto
de fórmulas para la máquina de Turing definida en la tabla 7.3 son las siguientes:

1. q′0 = q0 ∧ D

2. q′1 = (q0 ∧ D) ∨ (q1 ∧ D)

3. q′2 = (q1 ∧ D) ∨ (q2 ∧ D)

4. D′ = (q0 ∧ D) ∨ (q1 ∧ D) ∨ (q2 ∧ D)

5. MF = (q0 ∧ D) ∨ (q0 ∧ D) ∨ (q2 ∧ D)

6. Hlt = (q2 ∧ D)

Para generar las fórmulas q′i se toman las condiciones en las que debe de estar
la máquina de Turing en los casos donde se transita al estado qi, tal como lo indica
la función de transición δ. Por esta razón, para q′1 se consideran los dos siguientes
casos (ver tabla 7.3):

1. (q0 ∧ D): cuando se está en el estado q0 y se lee el dato 0, o

2. (q1 ∧ D): cuando se está en el estado q1 y se lee el dato 0.
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De manera similar a como se obtiene cada q′i, la fórmula lógica Hlt sólo considera
los casos donde se detiene la máquina de Turing. Para el ejemplo considerado esto
sucede cuando se está en el estado q2 y se lee un 1 en la cinta: (q2 ∧ D).

Mientras que para las fórmulas MF y D′ sólo se consideran las condiciones de los
casos donde éstas toman valor 1, es decir, cuando respectivamente la función de
transición indique un movimiento a la derecha y la escritura de un 1 en la cinta.

Entonces, para cualquier máquina de Turing, una vez que ya fueron generadas las
fórmulas lógicas (a partir de su función de transición) se obtiene la representación
mediante compuertas lógicas, donde por cada conjunción (∧) se coloca una compuerta
AND y por cada disyunción (∨) una compuerta OR. En la figura 7.5, las fórmulas lógicas
de la máquina de Turing que se está tomando como ejemplo (definida en la tabla
7.3) están representadas mediante el conjunto de compuertas AND y OR que están sin
etiquetar a la izquierda de la figura.

La unidad de control y las celdas de memoria tienen señales que cuando están
activas transportan información en forma de pulsos (ya que pasan de manera transi-
toria de un 0 a un 1), de lo contrario, cuando están inactivas transportan ceros hasta
que vuelvan a activarse. Se consideran tres tipos de señales:

1. Señales de control: Son aquellas que indican la ejecución de cierta instrucción
desde la unidad de control hacia las celdas de memoria o viceversa.

2. Señales locales: Son aquellas que indican la ejecución de cierta instrucción desde
la i-ésima hacia la {i + 1}-ésima celda de memoria o viceversa.

3. Señal de dato: Son aquellas que transportan el dato leído o el dato a escribir en
la cinta. Estas van desde la i-ésima celda hacia la unidad de control y viceversa.

La unidad de control, bajo esta simulación, de cualquier máquina de Turing tiene
cinco señales de control: R0, W0, MB0, MF0 y DP0; y dos señales de dato: DF0 y DB0. A
continuación la descripción de cada una de ellas:

1. DB0 (Datum Backward): Dato que viene del que está almacenado en la celda
memoria a la que está apuntando la cabeza de la máquina de Turing.

2. DP0 (Datum Present): Indica que se está enviando el dato de la celda de memoria
hacia unidad de control en ese momento.

3. R0 (Read): Solicitud de la unidad de control para que se lea el dato almacenado
en la celda donde la cabeza de la máquina de Turing está apuntando.

4. W0 (Write): Solicitud de la unidad de control para que se escriba un dato en la
celda donde la cabeza de la máquina de Turing está apuntado.

5. DF0 (Datum Forward): Dato que se envía para ser escrito en la celda de memoria
a la que está apuntando la cabeza de la máquina de Turing.
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6. MB0 (Move Backward): Indica que la cabeza de la máquina de Turing tendrá
que hacer un movimiento a la celda de la izquierda.

7. MF0 (Move Forward): Indica que la cabeza de la máquina de Turing tendrá que
hacer un movimiento a celda de la derecha.

La descripción de las señales en toda la máquina de Turing es la misma indepen-
dientemente del subíndice que tengan. Este último sólo ayuda a identificar el orden
de conexión entre las celdas de memoria. Por ejemplo, para este caso el subíndice 0
indica que las señales están conectadas a la celda cero.

En toda unidad de control se considera que R0, W0, DF0, MB0 y MF0 son señales
de salida; mientras que DB0 y DP0 son señales de entrada. Además de estas, también
existe la señal Start, la cual inicia el proceso de ejecución en la máquina de Turing
cuando recibe un 1 desde el exterior de la UC.

La unidad de control de cualquier máquina de Turing también tiene cinco retardos
para ayudar a retrasar, por un tiempo constante, el paso de ciertas señales a los
componentes con los que estén conectados. Estos están representados por pequeños
triángulos etiquetados del 1 al 5 (ver figura 7.5). Su numeración sirve para indicar el
orden en el que deben de liberarse para lograr un correcto funcionamiento en toda
la MT, entonces el retardo-1 será primero en liberarse y el retardo-5 será el último.

Técnicamente un retardo está diseñado por un canal doble (ver figura 6.19) de
longitud constante que es proporcional al tiempo de liberación de la señal. Cada
retardo tiene asignado un tiempo distinto, por lo tanto, la longitud del canal que
representa a cada uno de ellos también es distinta.

A continuación se describe la funcionalidad de cada retardo:

Retardo-1: Antes de la activación de este retardo, cada qi ya tiene su valor
correspondiente asignado y además en el flip-flop D ya se almacenó el dato en-
viado desde DB0, mismo que activa el cálculo de las compuertas que representan
a las fórmulas lógicas. Entonces, el retardo-1 deja pasar a la señal DP0 después
de un tiempo t1. Este tiempo asegura que las señales resultantes de las fórmulas
lógicas hayan sido debidamente calculadas y colocadas en las entradas de los
flip-flops del conjunto estatus nuevo.

Retardo-2: Deja pasar a la señal DP0 después de un tiempo t2, tal que t2 > t1.
Este tiempo asegura que la señal de cada flip-flop del conjunto estatus nuevo
haya sido debidamente calculada y transferida a las entradas de los flip-flops
del conjunto estado actual.

Retardo-3: Deja pasar a la señal DP0 después de un tiempo t3, tal que t3 > t2.
Este tiempo asegura que la actualización de los valores en el conjunto estatus
actual ya se haya llevado a cabo.

Retardo-4: Deja pasar la señal proveniente de la compuerta AND etiquetada por
A4 (ver figura 7.5) después de un tiempo t4. Este tiempo permite que las señales
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W0 y DF0 se adelanten ligeramente hacia la i-ésima celda (en la que se encuentra
presente la cabeza) antes de enviar a las señales MB0 y MF0 hacia la misma.

Retardo-5: Deja pasar a la señal proveniente de A4 después de un tiempo t5, tal
que t5 > t4. Este tiempo asegura que el movimiento de cabeza ya se haya reali-
zado en la i-ésima celda (que contiene la cabeza) antes de enviar nuevamente
la señal de lectura.

El conjunto de compuertas AND y OR, etiquetadas respectivamente por Ai y Oi, en
la unidad de control (ver figura 7.5) terminan de concretar las señales de salida que
se envían a la celda cero. Su etiquetación ayuda a describir el funcionamiento de la
UC en cada proceso de la máquina de Turing, como se verá más adelante.

7.3. Celda cero
La activación de la celda cero es otra forma de detener la ejecución de la máquina

de Turing, ya que indica que la cabeza simulada se ha caído a la izquierda de la cinta
(recuérdese que la cinta es infinita sólo hacia la derecha). Esto podría suceder si por
ejemplo, la cadena de entrada es w = 001 y la MT es la descrita en la tabla 7.3.
Entonces, las descripciones instantáneas involucradas son: q0001 z 0q101 z q1011 z
111. Nótese que la última descripción instantánea es excepcional ya que no contiene
ningún estado, lo cual indica que la cabeza se cayó por la izquierda de la cinta.

El diseño interno de la celda cero es sencillo (ver figura 7.6) ya que consta de:

1. Un flip-flop SR, etiquetado por H (Head Here), para almacenar la señal indi-
cadora de que la cabeza de la máquina de Turing está en esta celda.

2. Un conjunto de compuertas lógicas AND y NOT, etiquetadas respectivamente por
Ai y Ni para explicar el funcionamiento de la celda cero en la ejecución de la
máquina de Turing. Cabe mencionar que el componente etiquetado por N1 es
una compuerta NOT y no un retardo como en la unidad de control.

3. Un conjunto de señales de entrada (R0, W0, DF0, MB0, MF0, HB1, DB1 y DP1) y de
salida (R1, W1, DF1, MB1, MF1, HF1, DB0 y DP0) para comunicarse con la unidad
de control y con la siguiente celda de memoria (1-ésima celda). Las señales
conectadas a la unidad de control tienen subíndice 0 y las que están conectadas
a la 1-ésima celda tienen subíndice 1.

De manera general, HF (Head Forward) y HB (Head Backward) son señales locales
de las celdas de memoria que permiten ejecutar el movimiento de la cabeza indicado
por MF y MB, respectivamente.
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Figura 7.6: Diseño de la celda cero de memoria para cualquier máquina de Turing.
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H puede almacenar un 1 o un 0 para indicar respectivamente si la cabeza está o
no en la celda cero. Nótese que si sucede el primer caso, la señal de N1 provocará que
las compuertas AND envíen ceros hacia las señales de salida que están conectadas a la
siguiente (1-ésima) celda de memoria, lo cual impedirá que cualquier proceso en la
máquina de Turing continue, es decir, provocará la detención de la ejecución de ésta.
En caso contrario, N1 dejará que las señales que llegaron de la unidad de control,
pasen a la siguiente celda de memoria.

La compuerta A10 siempre alimenta con ceros a la señal HF1 pues la cabeza de
lectura nunca pasará de la celda cero a la celda uno (ni a ninguna otra celda).

7.4. i-ésima celda

H
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D
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A13

A14

A15

A16
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A18
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MFi+1

HFi+1
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DFi
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HBi+1HBi

DBi

DPi

DBi+1

DPi+1

Figura 7.7: Diseño de la i-ésima celda de memoria (i > 0) para cualquier máquina de
Turing.

Las i-ésimas celdas (ver figura 7.7) son aquellas que conforman a la cinta infinita
de la máquina de Turing (no se contempla a la celda cero). Cada una de la celdas
consta de:

1. Un flip-flop SR, etiquetado por D (Data), para almacenar el dato.



92 7.4 i-ésima celda

2. Un flip-flop tipo D, etiquetado por H (Head Here), para guardar la señal que
indica si la cabeza está o no apuntando a esta celda (1 cuando sí y 0 cuando
no).

3. Un conjunto de compuertas AND, OR y NOT etiquetadas respectivamente por Ai,
Oi y Ni para atender la señales recibidas en la celda y controlar el funciona-
miento de la misma.

4. Un conjunto de señales de entrada (Ri, Wi, DFi, MBi, MFi, HFi, HBi+1, DBi+1 y
DPi+1) y de salida (Ri+1, Wi+1, DFi+1, MBi+1, MFi+1, HFi+1, HBi, DBi y DPi) para
comunicarse con la previa y posterior celda de memoria. Las señales conectadas
a la celda i − 1 tienen subíndice i y las que están conectadas a la celda i + 1
tienen subíndice i + 1.

Las compuertas en la i-ésima celda tienen una finalidad específica, a saber:

N2: Si la cabeza está en la celda i, entonces envía la señal que bloquea a las
señales Ri+1, Wi+1, DFi+1, MBi+1, MFi+1 y HFi+1; de lo contrario, permite el paso
de las señales que llegaron de la celda i − 1 hasta llegar a la celda donde está
la cabeza.

A17: Si la señal de lectura está activa y la cabeza está en la i-ésima celda,
entonces induce a leer el dato almacenado en D, así como a encender la señal
DPi.

O3: Envía el dato almacenado en D a través de la señal DBi. O bien, deja pasar
la señal del dato proveniente de DBi+1 que viene de alguna celda posterior.

O4: Envía la señal de dato presente (DPi) que indica que la señal DBi contiene
un dato válido en ese momento. O bien, deja pasar la señal de dato presente
DPi+1 que viene de alguna celda posterior.

A20: Genera la señal que permite almacenar el dato (enviado por la unidad de
control) en la i-ésima celda de memoria, específicamente en el flip-flop D.

A21: Envía la señal que indica que la cabeza debe ser activada en la celda
anterior.

A16: Envía la señal que indica que la cabeza debe ser activada en la celda
siguiente.

O5: Envía la primera señal para inducir que la cabeza en la i-ésima celda se
apague.

A19: Envía la señal para apagar la cabeza en la i-ésima celda.
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Retardo-1: Libera la señal recibida de A19 para que pasado un cierto tiempo t
la cabeza se apague en la i-ésima celda. Esto para asegurar que la señal de la
cabeza activa se use de manera adecuada en las demás compuertas.

O2: Permite el paso de la señal que indica que la cabeza tiene que activarse en
la i-ésima celda.

7.5. Simulación de la ejecución de la máquina de
Turing

La simulación de la ejecución de la máquina de Turing se lleva a cabo mediante
la sucesión de cuatro procesos: lectura, cambio de estado, escritura y movimiento de
cabeza. Estos se repiten indefinidamente de manera cíclica (ver figura 7.8) a menos
que la máquina de Turing llegue a una forma de paro.

Lectura Cambio de
estado Escritura Movimiento

de cabeza

Figura 7.8: Sucesión cíclica de los procesos que se realizan en la simulación de la
ejecución de la máquina de Turing.

En las siguientes secciones se describe la ejecución de cada proceso y se indica
la configuración inicial que debe de tener la unidad de control y las celda de me-
moria en cada uno de ellos para una correcta funcionalidad. Se recomienda ver en
todo momento las figuras 7.5, 7.6 y 7.7 para identificar las etiquetas usadas en la
explicación.

7.5.1. Lectura

Es el proceso que se encarga de tomar el dato almacenado en la celda de memoria,
donde se encuentra localizada la cabeza, para después enviarlo a la unidad de control.

El proceso de lectura requiere que la unidad de control y las celdas de memoria
tengan cierta configuración inicial. Para la unidad de control se consideran dos po-
sibles configuraciones dependiendo el caso en el que se esté: 1) Cuando ejecución de
la máquina de Turing está por comenzar (ver tabla 7.4) y 2) cuando la ejecución ya
había comenzado previamente (ver tabla 7.5).
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Unidad de control
Conjunto estatus

actual Start Hlt
Señales de
entrada

Señales
de salida

Valor
inicial

Todos los flip-flops
almacenan un 0 a

excepción del
correspondiente al
estado incial de la

MT.

1 0 0 0

Tabla 7.4: Configuración inicial de la unidad de control en el proceso de lectura para
cuando la ejecución de la máquina de Turing está por comenzar. El valor de los
flip-flops del conjunto estado nuevo no es importante.

Unidad de control
Conjunto estatus

actual Start Hlt Retardo-5 Señales de
entrada

Señales
de salida

Valor
inicial

El valor del flip-flop D

no es importante. El
resto de los flip-flops

almacenan un 0 a
excepción del

correspondiente al
estado actual en que
se encuentra la MT.

0 0 1 0 0

Tabla 7.5: Configuración inicial de la unidad de control en el proceso de lectura para
cuando la ejecución de la máquina de Turing ya había comenzado, es decir, cuando el
proceso anterior fue el movimiento de cabeza. El valor de los flip-flops del conjunto
estado nuevo no es importante.

En la tabla 7.6 se muestra la configuración inicial de la celda cero y de cualquier
i-ésima celda, según sea el estatus actual de la máquina de Turing. Si la cabeza está
en dicha celda entonces H debe almacenar un 1; de lo contrario un 0. En esta tabla
se usa el símbolo * para representar de manera general cualquiera de estos dos casos.
Mientras que d indica el valor del dato almacenado en el flip-flop D, el cual puede ser
0 o 1. En el caso de la celda cero, el dato d no existe.
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Celdas de memoria
Celda cero i-ésima celda

H
Señales de
entrada

Señales
de salida D H

Señales de
entrada

Señales
de salida

Valor
inicial * 0 0 d * 0 0

Tabla 7.6: Configuración inicial de la celda cero y de cualquier i-ésima celda en el
proceso de lectura. El asterisco (*) en H hace referencia que puede estar un 1 o un
0 según si la cabeza está o no en la celda, respectivamente. Mientras que d (dato
almacenado en la celda) puede ser 0 o 1.

La lectura comienza en la unidad de control con la activación de la señal R0. Esta
puede activarse mediante:

1. La señal Start, siempre y cuando la ejecución de la máquina de Turing esté
por comenzar, o por

2. la señal liberada del retardo-5, siempre y cuando el proceso anterior haya sido el
movimiento de cabeza. Esta señal proviene de la compuerta A4 como resultado
de procesar la información saliente de Hlt junto con la liberada del retardo-3.

Posteriormente, se envía la señal de lectura (R0) desde la unidad de control hacia
la cinta, donde se busca la señal que indica que la cabeza está activa en alguna celda
de memoria. De aquí surgen cuatro casos:

1. Si la cabeza no está en la celda cero, la compuerta N1 envía unos a las compuer-
tas A5,A6,A7,A8, A9 y A10 para que éstas dejen pasar las señales que recibieron
en sus otras entradas. En particular, la señal R0 pasa a la siguiente celda con el
valor que trae desde la unidad de control. Por el propio diseño de la celda cero
siempre se transfiere un 0 a la señal HF1 mediante la compuerta A10, lo cual
implica que la cabeza nunca saldrá de esta celda una vez que haya llegado ahí.

2. Si la cabeza se encuentra en la celda cero, la compuerta N1 envía ceros a las
compuertas A5,A6,A7,A8, A9 y A10 para que éstas bloqueen el paso de las señales
que recibieron en sus otras entradas. En este caso, la cabeza ya nunca saldrá
de esta celda y el proceso se detiene.

3. Si la cabeza no está en la celda i, la compuerta N2 envía unos a las compuertas
A11,A12,A13,A14 y A15 para que éstas dejen pasar las señales que recibieron en
sus otras entradas. En particular, la señal Ri pasa a la siguiente celda con el
valor que trae desde la unidad de control. Mientras que las compuertas A16 y
A21 generan un 0 que es transferido respectivamente hacia HFi+1 y HBi.
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4. Si la cabeza es hallada en la i-ésima celda, se desactiva la señal Ri+1 y después
se envía a la unidad de control el dato almacenado en D (a través de DBi) junto
con la señal DPi.

En este punto se debe de tener en cuenta que el valor del flip-flop H no ha
cambiado en largo tiempo (desde una lectura anterior o nunca, si es que no
se ha comenzado la ejecución de la máquina de Turing) y que por lo tanto,
su valor ya se ha propagado hacia las compuertas N2, A16 y A21. Entonces,
también se considera que la señal de N2 ya se ha propagado hasta las compuertas
A11,A12,A13,A14 y A15 para que éstas bloqueen el paso de las señales que están
recibiendo en sus otras entradas, en particular, a la señal Ri en el momento en
que llega a esta celda.

Entonces en el momento en que llega la señal Ri a la i-ésima celda, se realizan
las siguientes operaciones:

a) La compuerta A17 procesa la información recibida de H y de Ri.

b) La compuerta A11 genera un cero para bloquear la propagación de la señal
Ri a la siguiente celda.

c) La compuerta A18 procesa la información recibida de D y de A17.

d) La compuerta O3 permite el paso de la señal recibida de A18.

e) La compuerta O4 permite el paso de la señal recibida de A17.

Las señales DBi y DPi se envían hasta la unidad de control. Esto implica que
ambas deben de pasar por todas las celdas de memoria que se encuentran a
la izquierda de la celda i, incluyendo a la celda cero, para llegar al destino
correspondiente. En la celda cero, DBi y DPi pasan de manera directa hacia DB0
y DP0, respectivamente. Mientras que en las demás celdas, las compuertas O3 y
O4 dejan pasar a DBi y DPi, respectivamente, hacia DBi−1 y DPi−1.

En el momento en que señales DBi y DPi llegan a la unidad de control se termina
el proceso de lectura.

7.5.2. Cambio de estado

Este proceso se ejecuta después de la lectura y se lleva a cabo sólo en la unidad
de control. Además de la transición de estado propiamente, calcula también el dato
(d′) a escribir en el proceso de escritura y el tipo de movimiento de cabeza a realizar
(ya sea derecha o a la izquierda) en el proceso respectivo. Posteriormente preparara
a las señales W0 y DF0 para la escritura, a las señales MB0 y MF0 para el movimiento
de cabeza y a la señal R0 para el generar el proceso de lectura (sólo en caso de que
la máquina de Turing aún no pare).
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Esta fase requiere que la unidad de control tenga una configuración inicial (ver
tabla 7.7), donde destaca que la señal DB0 tendrá el valor d (el dato leído en la cinta
previamente) y la señal DP0 tendrá un 1 (para indicar el dato presente en la UC).

Unidad de control
Conjunto estatus

actual Start Hlt
Señales de entrada Señales

de salidaDB0 DP0

Valor
inicial

El flip-flop D

almacena el dato d
del ciclo anterior (o

cero si este es el
primer ciclo).

Mientras que los
demás flip-flops

almacenan un 0 a
excepción del

correspondiente al
estado actual en que
se encuentra la MT.

0 0 d 1 0

Tabla 7.7: Configuración inicial de la unidad de control en el procesamiento de infor-
mación. El valor del dato leído en la cinta es representado por d, el cual puede ser 0
o 1.

Este proceso comienza en el momento que las señales DB0 y DP0, enviadas desde
la i-ésima celda, llegan a la unidad de control. Ya aquí se ejecutan las siguientes
operaciones:

1. El dato (d), transportado por la señal DB0, se posiciona en la entrada del flip-
flop D.

2. El reloj del flip-flop D es activado mediante la señal DP0 para almacenar a d.

3. El nuevo dato d (almacenado en el flip-flop D) se propaga hacia las compuertas
(que representan a las fórmulas lógicas) causando que algunas de ellas cam-
bien de estado. Estos cambios continúan su propagación hasta los flip-flops del
conjunto estatus nuevo.

4. El retardo-1 se libera permitiendo que la señal DP0 llegue a todos los relojes de
los flip-flops del conjunto estatus nuevo, para después almacenar en ellos los
datos posicionados previamente en sus entradas. Además se deja pasar la señal
DP0 hacia el retardo-3.

5. Los datos almacenados en los flip-flops q′i se transfieren a las entradas de sus
respectivos qi pertenecientes al conjunto estatus actual.
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6. El retardo-2 es liberado permitiendo que la señal DP0 llegue a todos los relojes
de los flip-flops del conjunto estatus actual, para después almacenar en ellos los
datos posicionados previamente en sus entradas. Además, las salidas de estos
flip-flops se propagan hacia las compuertas (que representan a las fórmulas
lógicas) y hacia los flip-flops del conjunto estado nuevo. Estos nuevos datos
serán usados hasta el siguiente ciclo en la ejecución de la máquina de Turing.

7. El retardo-3 es liberado permitiendo pasar la señal DP0 hacia la compuerta A4.

8. La señal generada en la compuerta A4 es transferida hacia el retardo-4 y retardo-
5, así como a la señal W0 y a una de las entradas de la compuerta A1.

9. La compuerta A1 procesa la señal recibida previamente junto con el dato alma-
cenado en D′ y envía el resultado hacia la señal DF0.

10. El retardo-4 es liberado permitiendo pasar la señal de A4 hacia las compuertas
A2 y A3.

11. La compuerta A2 procesa la señal recibida previamente junto con la negación
del dato almacenado en MF y envía el resultado hacia la señal MB0.

12. La compuerta A3 procesa la señal recibida previamente junto con del dato
almacenado en MF y envía el resultado hacia la señal MF0.

13. El retardo-5 es liberado permitiendo pasar la señal de A4 hacia la compuerta
O1. En caso de que A4 genere un 1, el proceso de lectura volverá a realizarse
por lo que R0 se activará nuevamente; de lo contrario la máquina de Turing
detendrá su ejecución.

Nótese que las operaciones del punto 3 permiten el cálculo del nuevo estado, del
dato a escribir y del movimiento de cabeza a realizar. Además, las que están en los
puntos 8 y 9 preparan a las señales para el proceso de escritura; mientras que las de
los puntos 10, 11 y 12 preparan a las señales para realizar el movimiento de cabeza.

Es importante mencionar que las señales de escritura (W0 y DF0) salen de manera
conjunta de la unidad de control y que posteriormente, después de la liberación
del retardo-4, salen al mismo tiempo las señales (MB0 y MF0) correspondientes al
movimiento de cabeza. De esta manera las señales de ambos procesos van en tándem
por el bus de salida con el retraso adecuado para dar tiempo a que cada proceso
termine antes de comenzar el siguiente. Si la ejecución de la máquina de Turing aún
no termina, la señal de lectura también saldrá al bus de salida después de cierto
tiempo de la señales del proceso del movimiento de cabeza.
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7.5.3. Escritura

Es el proceso que se encarga de escribir el dato en celda donde está la cabeza
de la máquina de Turing. La escritura requiere de una configuración inicial para la
unidad de control (ver tabla 7.8) y para las celdas de memoria (ver tabla 7.9). Donde
d′ indica el dato a escribir en el flip-flop D, el cual puede ser 0 o 1. Mientras que el
símbolo * representa si la cabeza está o no el la celda, según sea el caso.

Unidad de control

Conjunto estatus
actual S

t
a
r
t

H
l
t Señales de

entrada

Señales de salida

R0 W0 DF0 MB0 MF0

Valor
inicial

El flip-flop D

almacena el dato d
del ciclo anterior (o

cero si este es el
primer ciclo).

Mientras que los
demás flip-flops

almacenan un 0 a
excepción del

correspondiente al
estado al que transitó

la MT.

0 0 0 0 1 d′ 0 0

Tabla 7.8: Configuración inicial de la unidad de control en el proceso de escritura.
El valor a escribir en la cinta es representado por d′, el cual puede ser 0 o 1.

La escritura comienza desde la unidad de control con la activación de W0. Esta
señal se envía junto con DF0 a la cinta para escribir el dato d′ en la i-ésima celda donde
este posicionada la cabeza. En este translado de señales se presentan tres casos:

1. Si la cabeza no está en la celda cero, la compuerta N1 envía unos a las compuer-
tas A5,A6,A7,A8, A9 y A10 para que éstas dejen pasar las señales que recibieron
en sus otras entradas. En particular, las señales W0 y DF0 pasan a la siguiente
celda con el valor que traen desde la unidad de control. Por el propio diseño de
la celda cero siempre se transfiere un 0 a la señal HF1.

2. Si la cabeza no está en la celda i, la compuerta N2 envía unos a las compuertas
A11,A12,A13,A14 y A15 para que éstas dejen pasar las señales que recibieron en
sus otras entradas. En particular, las señales Wi y DFi pasan a la siguiente celda
con el valor que traen desde la unidad de control. Por la configuración inicial de
la i-ésima celda, de las compuertas A16 y A21 se obtiene un 0 que es transferido
hacia HFi+1 y HBi, respectivamente.
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Celdas de memoria
Celda cero i-ésima celda

H
Señales de
entrada

Señales
de salida D H

Señales de
entrada

Señales
de salida

Valor
inicial 0 0 0 d * 0 0

Tabla 7.9: Configuración inicial de la celda cero y de cualquier i-ésima celda en el
proceso de escritura. El asterisco (*) en H hace referencia que puede estar un 1 o un
0 según si la cabeza está o no en la celda, respectivamente. Mientras que d es el valor
del dato almacenado en la celda, el cual puede ser 0 o 1. Recuérdese que en caso de
que H tenga valor 1 será porque la cabeza está en la celda cero, y entonces, la señal
W0 se bloqueará mediante la compuerta A6 (ver figura 7.6) y todo el proceso acabará,
es decir, la máquina de Turing se detendrá.

3. Si la cabeza está en la i-ésima celda se bloquea el paso de la señal Wi+1 y se
bloquea el paso de d′ hacia DFi+1. Posteriormente se almacena el dato d′ en el
flip-flop D de la celda i.

En este punto se debe de tener en cuenta que sólo las señales Wi y DFi han
llegado desde la celda previa, y que dado que la señal de N2 ya se ha propagado
previamente hacia las compuertas A11,A12,A13,A14 y A15, dichas señales serán
bloqueadas hacia la i+1 celda. Además, se considera que la señal Ri ya no está
activa porque sólo es un pulso al momento que se envía la señal de lectura.

Entonces, las operaciones que se ejecutan a la llegada de Wi y DFi son las
siguientes:

a) La compuerta A13 envía un 0 hacia la señal DFi+1.

b) La compuerta A12 envía un 0 hacia la señal Wi+1.

c) El dato d′ es colocado en la entrada del fli-flop D.

d) La compuerta A20 procesa la información reciba de H y de Wi.

e) La señal resultante de la compuerta A20 se envía al reloj del fli-flop D para
almacenar d′ en este mismo.

En el momento en que el dato d′ es almacenado en el flip-flop D termina el
proceso de escritura.

7.5.4. Movimiento de cabeza

Este proceso se realiza poco tiempo después de que la escritura haya terminado.
En él se considera que la cabeza de la máquina de Turing se encuentra en una i-ésima
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celda de memoria para moverla hacia la izquierda (a la {i − 1}-ésima celda) o hacia
la derecha (a la {i + 1}-ésima celda).

Antes de iniciar el movimiento de cabeza se requiere de una configuración inicial
para la unidad de control (ver tabla 7.10) y para las celdas de memoria. En este
caso, la celda cero poseé una configuración idéntica a como se muestra en el proceso
de escritura (ver tabla 7.9). Las celdas que no sean la i-ésima celda (donde está la
cabeza) deben de tener una configuración diferente a la de la celda i (ver tabla 7.11).
Esto se debe a que las señales de este proceso se envían un poco tiempo después de las
señales de escritura, entonces cuando se llegue a la celda i, ésta estará recientemente
modificada.

Unidad de control

Conjunto estatus
actual S

t
a
r
t

H
l
t Señales de

entrada

Señales de salida

R0 W0 DF0 MB0 MF0

Valor
inicial

Todos los flip-flops
almacenan un 0 a

excepción del
correspondiente al

estado al que transitó
la MT

0 0 0 0 0 0 m ¬m

Tabla 7.10: Configuración inicial de la unidad de control en el proceso movimiento
de cabeza. Donde ¬m es la negación de m y además m puede tomar el valor 0 o 1,
según sea el movimiento que se va a realizar.

Celdas de memoria
Celdas distintas a la {i}-ésima celda i-ésima celda

D H
Señales de
entrada

Señales
de salida D H

Señales de
entrada

Señales
de salida

Valor
inicial * 0 0 0 d′ 1 0 0

Tabla 7.11: Configuración inicial en el proceso movimiento de cabeza de la i-ésima
celda (lugar donde se localiza la cabeza de la máquina de Turing) y del resto de las
celdas. El dato que se escribió recientemente en la i-ésima celda se denota por d′,
mientras que el símbolo ∗ representa a el valor del dato almacenado en el resto de
las celdas. Tanto ∗ como d′ pueden tomar valor 0 o 1, según sea el caso.

El movimiento de cabeza comienza desde la unidad de control con la activación
de la señal MB0 (si la cabeza se moverá hacia la izquierda) o MF0 (si la cabeza se
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moverá hacia la derecha). Ambas señales se envían al mismo tiempo hacia la i-ésima
celda donde está posicionada la cabeza para realizar el movimiento respectivo. En la
propagación de estas señales se presentan tres casos:

1. Al paso por la celda cero, la compuerta N1 envía unos a las compuertas A5,A6,
A7,A8, A9 y A10 para que éstas dejen pasar las señales que recibieron en sus otras
entradas. En particular, las señales MB0 y MF0 pasan a la siguiente celda con
el valor que traen desde la unidad de control. Por el propio diseño de la celda
cero siempre se transfiere un 0 a la señal HF1.

2. Si la cabeza no está en la celda i, la compuerta N2 envía unos a las compuertas
A11,A12,A13,A14 y A15 para que éstas dejen pasar las señales que recibieron en
sus otras entradas. En particular, las señales MBi y MFi pasan a la siguiente
celda con el valor que traen desde la unidad de control. Por otra parte, las
compuertas A16 y A21 generan un 0 que es transferido respectivamente hacia
HFi+1 y HBi.

3. Si la cabeza está en la i-ésima celda se bloquea el paso de las señales corres-
pondientes hacia MBi+1 y MFi+1. Además, se activa la señal que indica si se
encenderá la cabeza de la celda izquierda (HBi) o de la celda derecha (HFi+1),
para después apagar la señal de la cabeza en la celda i. Posteriormente, depen-
diendo del movimiento que se debe realizar, se activa la cabeza en la celda i−1
o en la celda i + 1.

En este punto se debe de tener en cuenta que sólo las señales MBi y MFi han
llegado desde la celda previa, y que dado que la señal de N2 ya se ha propagado
previamente hacia las compuertas A11,A12,A13,A14 y A15, dichas señales serán
bloqueadas hacia la i + 1 celda. También se considera que la señal del flip-flop
H ya ha llegado a las compuertas A16 y A21. Por otra parte, no hay que olvidar
que las señales Wi y DFi ya no están activas porque sólo son pulsos al momento
en que envía la señal de escritura.

Entonces, las operaciones que se ejecutan a la llegada de MBi y MFi son las
siguientes:

a) La compuerta A16 procesa la información recibida de MFi. Si la señal MFi
está activa, entonces, la compuerta A16 envía un 1 hacia la señal HFi+1; de
lo contrario envía un 0. La señal HFi+1 indica a la celda siguiente que su
cabeza tiene que ser activada.

b) La compuerta A21 procesa la información recibida de MBi. Si la señal MBi
está activa, entonces, la compuerta A21 envía un 1 hacia la señal HBi; de lo
contrario envía un 0. La señal HBi indica a la celda previa que su cabeza
tiene que ser activada.
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c) La compuerta O5 procesa la información recibida de MBi y de MFi. Aquí se
genera un 1 que es enviado a A19.

d) La compuerta A19 procesa la información recibida del inciso anterior junto
con la señal de H y envía un 1 al retardo-1 de esta i-ésima celda.

e) El retardo-1 libera la señal contenida y lo envía a la entrada de reset
(R) en el flip-flop H para apagar la señal de la cabeza en la celda i. Esto
sucede una vez que la señal H haya sido usada para todos los propósitos
previamente mencionados.

f ) En caso de que la señal HBi se haya activado, entonces en la celda previa
(i−1), la compuerta O2 procesa las señales HFi−1 (que está inactiva) y HBi
(que está activa) y envía el resultado a la entrada set (S) del flip-flop H

para activar la cabeza de la celda i − 1.

g) En caso de que la señal HFi+1 se haya activado, entonces en la celda si-
guiente (i+1), la compuerta O2 procesa las señales HFi+1 (que está activa)
y HBi+2 (que está inactiva) y envía el resultado a la entrada set (S) del
flip-flop H para activar la cabeza de la celda i + 1.

El proceso de movimiento de cabeza finaliza cuando se ejecutan las instruccio-
nes del inciso f o g, dependiendo del movimiento que se haya realizado.

7.6. Ejemplo de simulación de la ejecución de la má-
quina de Turing

Se tomará el ejemplo de la máquina de Turing definida en la tabla 7.3 para
mostrar las instrucciones que se realizan en cada proceso de la simulación tanto en
la unidad de control como en las celdas de memoria. Para esto se usarán tablas con
cuatro secciones:

Señales de entrada: contiene todas las señales de entrada (junto con sus res-
pectivos valores) que tiene la unidad de control o las celdas de memoria, según
sea el caso.

Valores internos: contiene sólo los flip-flops (con su respectivo valor almace-
nado) que son relevantes en el estatus previo a la modificación del proceso
correspondiente.

Cambios internos: contiene sólo los componentes (compuertas y flip-flops) que
son modificados durante el proceso correspondiente. Se considera un cierto
orden de modificación, por lo que el componente etiquetado con un orden 1
será el primero en ejecutarse, y después en cascada, el 2 será el segundo, etc.
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Señales de salida: contiene todas las señales de salida (junto con sus respectivos
valores) que tiene la unidad de control o las celdas de memoria, según sea el
caso.

Para el ejemplo de la simulación se considerará que la ejecución de la máquina
de Turing está por iniciar y que en la cinta está almacenada la cadena w = 10111,
entonces la cabeza está apuntando al primer 1 (de izquierda a derecha) de w, como
se puede ver en la figura 7.1.

Recuérdese ver en todo momento las figuras 7.5, 7.6 y 7.7 para identificar las
etiquetas usadas en las tablas.

7.6.1. Lectura

Dado que la ejecución de la máquina de Turing está por comenzar, en la unidad
de control la señal Start es estimulada con un 1 (es decir, con un pulso) para iniciar
con el proceso de lectura. En este caso, el flip-flop q0 almacena un 1 debido a que es
el estado inicial de la MT en cuestión (ver tabla 7.12). Este valor se matendrá en q0
hasta que se modifique en el proceso de cambio de estado.

Unidad de control
Comienzo de ejecución de la MT

Orden Señal/ ValorComponente

Entradas
Start 1
DB0 0
DP0 0

Valores
internos

q0 1
q1 0
q2 0
Hlt 0

Cambios
internos 1 O1 1

Salidas

R0 1
W0 0
DF0 0
MB0 0
MF0 0

Tabla 7.12: Señales y componentes involucrados en la unidad de control para el
proceso de lectura del primer símbolo de la cadena w.



Simulación de las máquinas de Turing 105

El flip-flop H de la celda cero debe almacenar un 0 ya que la cabeza está inicial-
mente apuntando a la celda 1 de la cinta. Por lo tanto, sólo se activa la señal de
lectura para enviarla a la 1-ésima celda (ver tabla 7.13).

Celda cero

Orden Señal/ ValorComponente

Entradas

R0 1
W0 0
DF0 0
MB0 0
MF0 0
HB1 0
DB1 0
DP1 0

Valores
internos H 0

Cambios
internos 1 A5 1

Salidas

R1 1
W1 0
DF1 0
MB1 0
MF1 0
HF1 0
DB0 0
DP0 0

Tabla 7.13: Señales y componentes involucrados en la celda cero para cuando se está
yendo hacia la celda 1 para leer el primer símbolo de w.

En la celda i = 1 se bloquea la señal de lectura hacia la siguiente celda y se procede
a leer el dato d almacenado en el flip-flop D. En este caso, d = 1 porque w = 10111.
La señal DBi se envía a d y DPi se activa para indicar que el dato ha sido leído (ver
tabla 7.14). Estas dos señales son enviadas hacia la unidad de control.

Cuando las señales DBi y DPi pasan a la celda cero son transferidas directamente
hacia las señales DB0 y DP0, respectivamente, sin que otro componente se vea invo-
lucrado (ver tabla 7.15). Por esto, la fila correspondiente a cambios internos en la
tabla 7.15 está vacía.
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i-ésima celda

Orden Señal/ ValorComponente

Entradas

Ri 1
Wi 0
DFi 0
MBi 0
MFi 0
HFi 0
HBi+1 0
DBi+1 0
DPi+1 0

Valores
internos

H 1
D 1

Cambios
internos

1 A17 1
2 A11 0
3 O3 1
4 O4 1

Salidas

Ri+1 0
Wi+1 0
DFi+1 0
MBi+1 0
MFi+1 0
HFi+1 0
HBi 0
DBi 1
DPi 1

Tabla 7.14: Señales y compuertas involucradas en la i-ésima celda (i = 1) para el
proceso de lectura del primer símbolo de w. En este caso el dato almacenado en el
flip-flop D tiene valor 1.
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Celda cero

Orden Señal/ ValorComponente

Entradas

R0 0
W0 0
DF0 0
MB0 0
MF0 0
HB1 0
DB1 1
DP1 1

Valores
internos H 0

Cambios
internos

Salidas

R1 0
W1 0
DF1 0
MB1 0
MF1 0
HF1 0
DB0 1
DP0 1

Tabla 7.15: Señales y componentes involucrados en la celda cero para cuando se está
enviando el dato leído (d) por la señal DB0 hacia la unidad de control. En este caso
d = 1 porque la cadena de entrada es w = 10111.

7.6.2. Cambio de estado

Ya que se leyó un 1 en la cinta y que el estado actual es q0, entonces se debe
de transitar al estado q0, escribir un 1 en la i-ésima celda y mover la cabeza a la
derecha, tal como lo indica la función de transición a través de las fórmulas lógicas.
Por esta razón, en los flip-flops q0, D′ y MF del conjunto estatus nuevo se almacena
un 1, mientras que en el resto de ellos un cero (ver tabla 7.16). Nótese que si se
tuviera que escribir un 0 en la cinta, entonces en D′ habría almacenado un cero; y
que además si la máquina de Turing hubiera estado en condiciones de paro entonces
el flip-flop Hlt almacenaría un 1.

En la tabla 7.16 se muestra las operaciones involucradas en el procesamiento de
la información desde el momento en que llegan las señales DB0 y DP0 a la unidad
de control hasta que salen las señales correspondientes al proceso de escritura (W0
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y DF0). Mientras que la tabla 7.17 muestra las operaciones desde que se libera el
retardo-4 hasta que las señales para el movimiento de cabeza salen de la unidad de
control. Este proceso se da por separado para asegurar que las señales involucradas
en el proceso de escritura (W0 y DF0) lleguen primero a la i-ésima celda antes que las
señales MB0 y MF0, las cuales indican que tipo de movimiento realizará la cabeza.

Unidad de control

Orden Señal/ ValorComponente

Entradas
Start 0
DB0 1
DP0 1

Valores
internos

q0 1
q1 0
q2 0

Cambios
internos

1 D 1
2 Compuertas lógicas
3 Retardo-1 1
4 q′0 1
5 q′1 0
6 q′2 0
7 MF 1
8 D′ 1
9 Hlt 0
10 Retardo-2 1
11 q0 1
12 q1 0
13 q2 0
14 Retardo-3 1
15 A4 1
16 A1 1

Salidas
R0 0
W0 1
DF0 1
MB0 0
MF0 0

Tabla 7.16: Señales y componentes involucrados en el procesamiento de información.
Se muestra desde el momento que la señales DB0 y DP0 llegan a la unidad de control
hasta que las señales de escritura salen hacia la cinta.

En la tabla 7.18 se muestran las operaciones involucradas en la liberación del
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Unidad de control

Orden Señal/ ValorComponente

Entradas
Start 0
DB0 0
DP0 0

Valores
internos

q0 1
q1 0
q2 0
q′0 1
q′1 0
q′2 0
MF 1
D′ 1
Hlt 0

Cambios
internos

1 Retardo-4 1
2 A2 0
3 A3 1

Salidas
R0 0
W0 0
DF0 0
MB0 0
MF0 1

Tabla 7.17: Señales y componentes involucrados en el procesamiento de informa-
ción. Se muestra desde el momento que se libera el retardo-4 hasta que las señales
correspondientes al movimiento de cabeza salen hacia la cinta.
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retardo-5, el cual envía la señal a las celdas de memoria de que nuevamente se eje-
cutará el proceso de lectura.

Unidad de control

Orden Señal/ ValorComponente

Entradas
Start 0
DB0 0
DP0 0

Valores
internos

q0 1
q1 0
q2 0
q′0 1
q′1 0
q′2 0
MF 1
D′ 1
Hlt 0

Cambios
internos

1 Retardo-5 1
2 O1 1

Salidas
R0 1
W0 0
DF0 0
MB0 0
MF0 0

Tabla 7.18: Señales y componentes involucrados en el procesamiento de información.
Se muestra desde el momento que se libera el retardo-5 hasta que la señal R0 sale
hacia la cinta.

7.6.3. Escritura

Recuérdese que el proceso de escritura comienza cuando se activa la señal W0
desde la unidad de control. Junto con ella sale la señal DF0 para transferir el dato
que se escribirá en la cinta, que en este caso un 1. Dado que la cabeza no está en la
celda cero, entonces a su paso por ella, ésta sólo transfiere las señales W0 y DF0 hacia
las señales de salida W1 y DF1, respectivamente, para enviarlas a la siguiente celda de
memoria (ver tabla 7.19).

En la celda i = 1 (donde está la cabeza) se bloquea la señal de escritura hacia la
siguiente celda y se procede a almacenar el dato en el flip-flop D (ver tabla 7.20).
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Celda cero

Orden Señal/ ValorComponente

Entradas

R0 0
W0 1
DF0 1
MB0 0
MF0 0
HB1 0
DB1 0
DP1 0

Valores
internos H 0

Cambios
internos

1 A7 1
2 A6 1

Salidas

R1 0
W1 1
DF1 1
MB1 0
MF1 0
HF1 0
DB0 0
DP0 0

Tabla 7.19: Señales y componentes involucrados en la celda cero para cuando se está
yendo hacia la celda 1 para escribir el dato transferido a través de la señal DF0.
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i-ésima celda

Orden Señal/ ValorComponente

Entradas

Ri 0
Wi 1
DFi 1
MBi 0
MFi 0
HFi 0
HBi+1 0
DBi+1 0
DPi+1 0

Valores
internos

H 1
D 1

Cambios
internos

1 A13 0
2 A12 0
3 A20 1
4 D 1

Salidas

Ri+1 0
Wi+1 0
DFi+1 0
MBi+1 0
MFi+1 0
HFi+1 0
HBi 0
DBi 0
DPi 0

Tabla 7.20: Señales y componentes involucrados en la i-ésima celda (i = 1) para el
proceso de escritura. En este caso se almacenará un 1 en el flip-flop D.

7.6.4. Movimiento de cabeza

Recuérdese que el proceso de movimiento de cabeza comienza cuando las señales
MB0 y MF0 salen en conjunto de la unidad de control hacia la cinta, y que además éstas
salen un tiempo después de las señales W0 y DF0 para asegurar que primero se realicen
las modificaciones correspondientes al proceso de escritura en la i-ésima celda.

Para este ejemplo en particular, sólo MF0 transfiere un 1 debido a que la cabeza se
moverá a la derecha. Dado que la cabeza no está en la celda cero, entonces a su paso
por ella, ésta sólo transfiere las señales MB0 y MF0 hacia las señales de salida MB1 y
MF1, respectivamente, para enviarlas a la siguiente celda de memoria (ver tabla 7.21).
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Celda cero

Orden Señal/ ValorComponente

Entradas

R0 0
W0 0
DF0 0
MB0 0
MF0 1
HB1 0
DB1 0
DP1 0

Valores
internos H 0

Cambios
internos

1 A8 0
2 A9 1

Salidas

R1 0
W1 0
DF1 0
MB1 0
MF1 1
HF1 0
DB0 0
DP0 0

Tabla 7.21: Señales y componentes involucrados en la celda cero para cuando se está
por apagar la cabeza de la celda 1.
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En la celda i = 1 se bloquean las señales de movimiento de cabeza hacia la
siguiente celda y, dado que se requiere mover la cabeza hacia la derecha, la señal
HFi+1 es activada para enviarla a la celda i+ 1. Posteriormente en la i-ésima celda se
almacena un 0 en el flip-flop H para apagar la señal de la cabeza (ver tabla 7.22) y en
la celda i + 1 se activa la cabeza almacenando un 1 en su correspondiente flip-flop H

(ver tabla 7.23). Con estos pasos se simula el movimiento de la cabeza a la derecha.

Nótese que en caso de que la cabeza se tenga que mover hacia la izquierda,
entonces se activará la señal HBi en la celda i y posteriormente en la celda i − 1 se
encenderá la señal de cabeza.
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i-ésima celda

Orden Señal/ ValorComponente

Entradas

Ri 0
Wi 0
DFi 0
MBi 0
MFi 1
HFi 0
HBi+1 0
DBi+1 0
DPi+1 0

Valores
internos

1 H 1
D 1

Cambios
internos

1 A16 1
2 A21 0
3 O5 1
4 A19 1
5 Retardo-1 1
6 H 0

Salidas

Ri+1 0
Wi+1 0
DFi+1 0
MBi+1 0
MFi+1 0
HFi+1 1
HBi 0
DBi 0
DPi 0

Tabla 7.22: Señales y componentes involucrados en la i-ésima celda (i = 1) para
apagar la señal del flip-flop H que indica que la cabeza está en ella.
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i-ésima celda

Orden Señal/ ValorComponente

Entradas

Ri 0
Wi 0
DFi 0
MBi 0
MFi 0
HFi 1
HBi+1 0
DBi+1 0
DPi+1 0

Valores
internos

H 0
D 0

Cambios
internos

1 O2 1
2 H 1

Salidas

Ri+1 0
Wi+1 0
DFi+1 0
MBi+1 0
MFi+1 0
HFi+1 0
HBi 0
DBi 0
DPi 0

Tabla 7.23: Señales y compuertas involucradas en la i-ésima celda (i = 2) para en-
cender la señal del flip-flop H.

Para este entonces, un nuevo ciclo de la máquina de Turing ya se ha generado
(específicamente, cuando se liberó nuevamente la señal de lectura en el último paso
del proceso de cambio de estado), por lo que ahora se irá a leer el segundo símbolo
de la cadena w para repetir nuevamente los siguientes procesos involucrados en la
simulación de la ejecución de la máquina de Turing.



Capítulo 8

Conclusiones

El contenido de esta investigación mostró el primer resultado en la literatura
sobre la indecibilidad del clan-comportamiento. Por supuesto, el problema original
contempla a las gráficas simples finitas, y aquí se probó dicho resultado para las
gráficas automáticas, incluso si éstas consideran restricciones añadidas como que
sean cuasi-clan-Helly y que tengan grado acotado y a lo más un vértice dominado.
Pese a la relajación de la clase de gráficas, el análisis implicó la inexpresibilidad en
lenguaje de primer orden de la clan-convergencia para gráficas automáticas, aún si
se considera la generalización de cuantificadores (como por ejemplo: ∃∞, ∃(k,m) y
∃k−ram) y si se incluye a ciertos cuantificadores restringidos (monádicos) de la teoría
de segundo orden.

El resultado de la inexpresibilidad fue mejorado ya que se demostró que la propie-
dad de la clan-divergencia también es inexpresable en lenguaje de primer orden para
gráficas finitas. Ahora, lo que queda pendiente es saber si la propiedad se mantiene
inexpresable en lenguaje monádico de segundo orden, así como sucedió con las grá-
ficas automáticas. Además, esto abre nuevas líneas de investigación para el estudio
de la decibilidad computacional del problema de decisión del K-comportamiento.

La prueba de la indecibilidad dio como consecuencia el primer avance sobre la
simulación de componentes digitales mediante gráficas de clanes. Principalmente lo
que se buscaba era encontrar un conjunto funcionalmente completo de compuertas
lógicas, ya fuera el conjunto {AND,NOT} o el conjunto {OR,NOT}. Esta búsqueda generó
la prueba de la no existencia de la compuerta NOT bajo la primera codificación,
misma que se realizó utilizando resultados previos de las gráficas de clanes, tal como
la desmantelabilidad de una gráfica a otra. Ya que se requería de una compuerta
NOT se propuso una segunda codificación donde ésta fuera posible. En esta nueva
codificación, el diseño de la compuerta AND está formada por las compuertas OR y
AND de la primera codificación.

El diseño propuesto de la compuerta AND en la primera codificación genera el
comportamiento esperado pero además produce más vértices cuando se aplica el
operador de clanes sobre la gráfica que la simula, razón por la cual fue llamada AND-
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sucia. Entonces, suponiendo la existencia de la compuerta AND-limpia en la primera
codificación sería posible el diseño de la compuerta AND en la segunda codificación.

Cabe mencionar que aunque la compuerta AND-sucia no se logró estabilizar, ésta
mostró el indicio del diseño de la gráfica que genera el comportamiento esperado en
la compuerta lógica AND, sólo que aún se debe de buscar la manera de reproducir ese
comportamiento de manera aislada y lograr que se mantenga en más iteraciones del
operador de clanes.

De igual manera, con la hipótesis de la existencia del conjunto completo {NOT,AND},
en la segunda codificación, se propuso una simulación de cualquier máquina de Tu-
ring estrictamente binaria mediante circuitos digitales. Esta propuesta surgió porque
no se encontró en la literatura ninguna simulación completa y explícita de máquinas
de Turing usando compuertas lógicas. El hecho de que se consideren sólo máquinas
de Turing estrictamente binarias no implica que el resultado esté límitado debido a
que éstas pueden simular a una máquina de Turing que contenga a cualquier alfabeto
y además al espacio en blanco.



Apéndice A

Código para la construcción de los
componentes

En esta sección se presentan los códigos en YAGS/GAP que permiten explorar
y diseñar los componentes de la primera codificación del capítulo 6. Estos requieren
del software GAP 4.5 [22] y YAGS 0.0.3 [9] para ser ejecutados.

Para el uso de los códigos se necesita la creación de dos archivos con extensión
.g. Uno de esos archivos debe ser llamado gadgetData.g y el otro gadgets.g ya
que posteriormente son invocados bajo esos nombres en el mismo código o en su
compilación. El primer archivo almacenará el código de la sección A.1 y el segundo
el de la sección A.2, los cuales involucrán respectivamente el diseño y exploración de
los componentes. Estos archivos también pueden ser descargados del sitio web citado
en [10].

En la sección A.3 se muestran los pasos para compilar y generar los dibujos de
los componentes, y en la sección A.4 se muestra el código en GAP para la experi-
mentación (si es que lo desea el lector) en la creación de nuevos componentes.

Con la finalidad de guiar al lector, el código de todas las secciones está descrito
por comentarios que comienzan con el símbolo #.

A.1. Código de construcción
# Bloque de construccion basico:
gg1:=Graph( rec( Category := SimpleGraphs, Order := 6, Size := 10, Adjacencies := [ [ 2, 4 ], [ 1, 3,
4, 5 ], [ 2, 4, 5, 6 ], [ 1, 2, 3, 5 ], [ 2, 3, 4, 6 ], [ 3, 5 ] ] ) );
SetCoordinates(gg1,[ [ -285, -234 ], [ -260, -259 ], [ -235, -284 ], [ -236, -235 ], [ -211, -260 ],
[ -186, -285 ] ]);

# Bloque de construccion basico sin vertices dominados:
gg2:=Graph( rec( Category := SimpleGraphs, Order := 12, Size := 20, Adjacencies := [ [ 2, 4, 7 ], [ 1,
3, 4, 5, 8 ], [ 2, 4, 5, 6, 9 ], [ 1, 2, 3, 5, 10 ], [ 2, 3, 4, 6, 11 ], [ 3, 5, 12 ], [ 1, 8 ], [ 2,
7, 9 ], [ 3, 8 ], [ 4, 11 ], [ 5, 10, 12 ], [ 6, 11 ] ] ) );
SetCoordinates(gg2,[ [ -250, -234 ], [ -225, -259 ], [ -200, -284 ], [ -201, -235 ], [ -176, -260 ],
[ -151, -285 ], [ -285, -234 ], [ -260, -259 ], [ -235, -284 ], [ -166, -235 ], [ -141, -260 ], [
-116, -285 ] ]);
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# Canal:
gg3:=Graph( rec( Category := SimpleGraphs, Order := 21, Size := 44, Adjacencies := [ [ 2, 4, 16 ], [
1, 3, 4, 5, 17 ], [ 2, 4, 5, 6, 18 ], [ 1, 2, 3, 5, 7 ], [ 2, 3, 4, 6, 7, 8 ], [ 3, 5, 7, 8, 9 ], [ 4,
5, 6, 8, 10 ], [ 5, 6, 7,9, 10, 11 ], [ 6, 8, 10, 11, 12 ], [ 7, 8, 9, 11, 13 ], [ 8, 9, 10, 12, 13,
14 ], [ 9, 11, 13, 14, 15 ], [ 10, 11, 12, 14, 19 ], [ 11, 12, 13, 15, 20 ], [ 12, 14, 21 ], [ 1, 17
], [ 2, 16, 18 ], [ 3, 17 ], [ 13, 20 ], [ 14, 19, 21 ], [ 15, 20 ] ] ) );
SetCoordinates(gg3,[ [ -250, -234 ], [ -225, -259 ], [ -200, -284 ], [ -200, -235 ], [ -175, -260 ],
[ -150, -285 ], [ -150, -235 ], [ -125, -260 ], [ -100, -285 ], [ -100, -235 ], [ -75, -260 ], [ -50,
-285 ], [ -50, -235 ], [ -25, -260 ], [ 0, -285 ], [ -285, -234 ], [ -260, -259 ], [ -235, -284 ], [
-15,-235 ], [ 10, -260 ], [ 35, -285 ] ]);

# Canal con foton:
gg3a0:=Graph( rec( Category := SimpleGraphs, Order := 22, Size := 50, Adjacencies := [ [ 2, 4, 16 ],
[ 1, 3, 4, 5, 17, 22 ], [ 2, 4, 5, 6, 18, 22 ], [ 1, 2, 3, 5, 7, 22 ], [ 2, 3, 4, 6, 7, 8, 22 ], [ 3,
5, 7, 8, 9, 22 ], [ 4, 5, 6, 8, 10, 22 ], [ 5, 6, 7, 9, 10, 11 ], [ 6, 8, 10, 11, 12 ], [ 7, 8, 9, 11,
13 ], [ 8, 9, 10, 12, 13, 14 ], [ 9, 11, 13, 14, 15 ], [ 10, 11, 12, 14, 19 ], [ 11, 12, 13, 15, 20 ],
[ 12, 14, 21 ], [ 1, 17 ], [ 2, 16, 18 ], [ 3, 17 ], [ 13, 20 ], [ 14, 19, 21 ], [ 15, 20 ], [ 2, 3,
4, 5, 6, 7 ] ] ) );
SetCoordinates(gg3a0,[ [ -250, -234 ], [ -225, -259 ], [ -200, -284 ], [ -200, -235 ], [ -175, -260 ],
[ -150, -285 ], [ -150, -235 ], [ -125, -260 ], [ -100, -285 ], [ -100, -235 ], [ -75, -260 ], [ -50,
-285 ], [ -50, -235 ], [ -25, -260 ], [ 0, -285 ], [ -285, -234 ], [ -260, -259 ], [ -235, -284 ], [
-15, -235 ], [ 10, -260 ], [ 35, -285 ], [ -194, -268 ] ]);

# Canal con foton, iteracion K^2:
gg3a1:=K2(gg3a0);

# Canal con foton, iteracion K^4:
gg3a2:=K2(gg3a1);

# Canal con foton, iteracion K^6:
gg3a3:=K2(gg3a2);

# Compuerta OR con valores cero en las entradas A y B:
gg4:=Graph( rec( Category := SimpleGraphs, Order := 48, Size := 113, Adjacencies := [ [ 2, 4, 40 ], [
1, 3, 4, 5, 41 ], [ 2, 4, 5, 6, 42 ], [ 1, 2, 3, 5, 7 ], [ 2, 3, 4, 6, 7, 8 ], [ 3, 5, 7, 8, 9 ], [ 4,
5, 6, 8, 10 ], [ 5, 6, 7, 9, 10, 11 ], [ 6, 8, 10, 11, 12 ], [ 7, 8, 9, 11, 13 ], [ 8, 9, 10, 12, 13,
14 ], [ 9, 11, 13, 14, 15 ], [ 10, 11, 12, 14, 16, 37, 38, 39 ], [ 11, 12, 13, 15, 16, 17, 38, 39 ],
[ 12, 14, 16, 17, 18, 39 ], [ 13, 14, 15, 17, 19 ], [ 14, 15, 16, 18, 19, 20 ], [ 15, 17, 19, 20, 21
], [ 16, 17, 18, 20, 22 ], [ 17, 18, 19, 21, 22, 23 ], [ 18, 20, 22, 23, 24 ], [ 19, 20, 21, 23, 25 ],
[ 20, 21, 22, 24, 25, 26 ], [ 21, 23, 25, 26, 27 ], [ 22, 23, 24, 26, 43 ], [ 23, 24, 25, 27, 44 ], [
24, 26, 45 ], [ 29, 31, 46 ], [ 28, 30, 31, 32, 47 ], [ 29, 31, 32, 33, 48 ], [ 28, 29, 30, 32, 34 ],
[ 29, 30, 31, 33, 34, 35 ], [ 30, 32, 34, 35, 36 ], [ 31, 32, 33, 35, 37 ], [ 32, 33, 34, 36, 37, 38
], [ 33, 35, 37, 38, 39 ], [ 13, 34, 35, 36, 38 ], [ 13, 14, 35, 36, 37, 39 ], [ 13, 14, 15, 36, 38 ],
[ 1, 41 ], [ 2, 40, 42 ], [ 3, 41 ], [ 25, 44 ], [ 26, 43, 45 ], [ 27, 44 ], [ 28, 47 ], [ 29, 46, 48
], [ 30, 47 ] ] ) );
SetCoordinates(gg4,[ [ -245, -235 ], [ -220, -260 ], [ -195, -285 ], [ -195, -234 ], [ -170, -259 ],
[ -145, -284 ], [ -145, -233 ], [ -120, -258 ], [ -95, -283 ], [ -101, -208 ], [ -76, -233 ], [ -51,
-258 ], [ -56, -190 ], [ -31, -215 ], [ -6, -240 ], [ -6, -192 ], [ 19, -217 ], [ 44, -242 ], [ 44,
-193 ], [ 69, -218 ], [ 94, -243 ], [ 94, -193 ], [ 119, -218 ], [ 144, -243 ], [ 144, -193 ], [ 169,
-218 ], [ 194, -243 ], [ -250, -160 ], [ -225, -185 ], [ -200, -210 ], [ -200, -160 ], [ -175, -185 ],
[ -150, -210 ], [ -151, -163 ], [ -126, -188 ], [ -101, -213 ], [ -102, -174 ], [ -77, -199 ], [ -52,
-224 ], [ -280, -235 ], [ -255, -260 ], [ -230, -285 ], [ 179, -193 ], [ 204, -218 ], [ 229, -243 ],
[ -285, -160 ], [ -260, -185 ], [ -235, -210 ] ]);

# Compuerta OR con valores 0 y 1 en las entradas A y B, respectivamente:
gg4a0:=Graph( rec( Category := SimpleGraphs, Order := 49, Size := 119, Adjacencies := [ [ 2, 4, 40 ],
[ 1, 3, 4, 5, 41, 49 ], [ 2, 4, 5, 6, 42, 49 ], [ 1, 2, 3, 5, 7, 49 ], [ 2, 3, 4, 6, 7, 8, 49 ], [ 3,
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5, 7, 8, 9, 49 ], [ 4, 5, 6, 8, 10, 49 ], [ 5, 6, 7, 9, 10, 11 ], [ 6, 8, 10, 11, 12 ], [ 7, 8, 9, 11,
13 ], [ 8, 9, 10, 12, 13, 14 ], [ 9, 11, 13, 14, 15 ], [ 10, 11, 12, 14, 16, 37, 38, 39 ], [ 11, 12,
13, 15, 16, 17, 38, 39 ], [ 12, 14, 16, 17, 18, 39 ], [ 13, 14, 15, 17, 19 ], [ 14, 15, 16, 18, 19,
20 ], [ 15, 17, 19, 20, 21 ], [ 16, 17, 18, 20, 22 ], [ 17, 18, 19, 21, 22, 23 ], [ 18, 20, 22, 23,
24 ], [ 19, 20, 21, 23, 25 ], [ 20, 21, 22, 24, 25, 26 ], [ 21, 23, 25, 26, 27 ], [ 22, 23, 24, 26,
43 ], [ 23, 24, 25, 27, 44 ], [ 24, 26, 45 ], [ 29, 31, 46 ], [ 28, 30, 31, 32, 47 ], [ 29, 31, 32,
33, 48 ], [ 28, 29, 30, 32, 34 ], [ 29, 30, 31, 33, 34, 35 ], [ 30, 32, 34, 35, 36 ], [ 31, 32, 33,
35, 37 ], [ 32, 33, 34, 36, 37, 38 ], [ 33, 35, 37, 38, 39 ], [ 13, 34, 35, 36, 38 ], [ 13, 14, 35,
36, 37, 39 ], [ 13, 14, 15, 36, 38 ], [ 1, 41 ], [ 2, 40, 42 ], [ 3, 41 ], [ 25, 44 ], [ 26, 43, 45 ],
[ 27, 44 ], [ 28, 47 ], [ 29, 46, 48 ], [ 30, 47 ], [ 2, 3, 4, 5, 6, 7 ] ] ) );
SetCoordinates(gg4a0,[ [ -245, -235 ], [ -220, -260 ], [ -195, -285 ], [ -195, -234 ], [ -170, -259 ],
[ -145, -284 ], [ -145, -233 ], [ -120, -258 ], [ -95, -283 ], [ -101, -208 ], [ -76, -233 ], [ -51,
-258 ], [ -56, -190 ], [ -31, -215 ], [ -6, -240 ], [ -6, -192 ], [ 19, -217 ], [ 44, -242 ], [ 44,
-193 ], [ 69, -218 ], [ 94, -243 ], [ 94, -193 ], [ 119, -218 ], [ 144, -243 ], [ 144, -193 ], [ 169,
-218 ], [ 194, -243 ], [ -250, -160 ], [ -225, -185 ], [ -200, -210 ], [ -200, -160 ], [ -175, -185 ],
[ -150, -210 ], [ -151, -163 ], [ -126, -188 ], [ -101, -213 ], [ -102, -174 ], [ -77, -199 ], [ -52,
-224 ], [ -280, -235 ], [ -255, -260 ], [ -230, -285 ], [ 179, -193 ], [ 204, -218 ], [ 229, -243 ],
[ -285, -160 ], [ -260, -185 ], [ -235, -210 ], [ -189, -269 ] ]);

# Compuerta OR con valores 0 y 1 en las entradas A y B, respectivamente. Iteracion K^2:
gg4a1:=K2(gg4a0);

# Compuerta OR con valores 0 y 1 en las entradas A y B, respectivamente. Iteracion K^4:
gg4a2:=K2(gg4a1);

# Compuerta OR con valores 0 y 1 en las entradas A y B, respectivamente. Iteracion K^6:
gg4a3:=K2(gg4a2);

# Compuerta OR con valores 0 y 1 en las entradas A y B, respectivamente. Iteracion K^8:
gg4a4:=K2(gg4a3);

# Compuerta OR con valores 0 y 1 en las entradas A y B, respectivamente. Iteracion K^10:
gg4a5:=K2(gg4a4);

# Compuerta OR con valores 0 y 1 en las entradas A y B, respectivamente. Iteracion K^12:
gg4a6:=K2(gg4a5);

# Compuerta OR con valores 0 y 1 en las entradas A y B, respectivamente. Iteracion K^14:
gg4a7:=K2(gg4a6);

# Compuerta OR con valores 1 y 0 en las entradas A y B, respectivamente:
gg4b0:=Graph( rec( Category := SimpleGraphs, Order := 49, Size := 119, Adjacencies := [ [ 2, 4, 40 ],
[ 1, 3, 4, 5, 41 ], [ 2, 4, 5, 6, 42 ], [ 1, 2, 3, 5, 7 ], [ 2, 3, 4, 6, 7, 8 ], [ 3, 5, 7, 8, 9 ],
[ 4, 5, 6, 8, 10 ], [ 5, 6, 7, 9, 10, 11 ], [ 6, 8, 10, 11, 12 ], [ 7, 8, 9, 11, 13 ], [ 8, 9, 10, 12,
13, 14 ], [ 9, 11, 13, 14, 15 ], [ 10, 11, 12, 14, 16, 37, 38, 39 ], [ 11, 12, 13, 15, 16, 17, 38, 39
], [ 12, 14, 16, 17, 18, 39 ], [ 13, 14, 15, 17, 19 ], [ 14, 15, 16, 18, 19, 20 ], [ 15, 17, 19, 20,
21 ], [ 16, 17, 18, 20, 22 ], [ 17, 18, 19, 21, 22, 23 ], [ 18, 20, 22, 23, 24 ], [ 19, 20, 21, 23,
25], [ 20, 21, 22, 24, 25, 26 ], [ 21, 23, 25, 26, 27 ], [ 22, 23, 24, 26, 43 ], [ 23, 24, 25, 27, 44
],[ 24, 26, 45 ], [ 29, 31, 46 ], [ 28, 30, 31, 32, 47, 49 ], [ 29, 31, 32, 33, 48, 49 ], [ 28, 29,
30, 32, 34, 49 ], [ 29, 30, 31, 33, 34, 35, 49 ], [ 30, 32, 34, 35, 36, 49 ], [ 31, 32, 33, 35, 37,
49 ],[ 32, 33, 34, 36, 37, 38 ], [ 33, 35, 37, 38, 39 ], [ 13, 34, 35, 36, 38 ], [ 13, 14, 35, 36, 37,
39 ], [ 13, 14, 15, 36, 38 ], [ 1, 41 ], [ 2, 40, 42 ], [ 3, 41 ], [ 25, 44 ], [ 26, 43, 45 ], [ 27,
44 ], [ 28, 47 ], [ 29, 46, 48 ], [ 30, 47 ], [ 29, 30, 31, 32, 33, 34 ] ] ) );
SetCoordinates(gg4b0,[ [ -245, -235 ], [ -220, -260 ], [ -195, -285 ], [ -195, -234 ], [ -170, -259 ],
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[ -145, -284 ], [ -145, -233 ], [ -120, -258 ], [ -95, -283 ], [ -101, -208 ], [ -76, -233 ], [ -51,
-258 ], [ -56, -190 ], [ -31, -215 ], [ -6, -240 ], [ -6, -192 ], [ 19, -217 ], [ 44, -242 ], [ 44,
-193 ], [ 69, -218 ], [ 94, -243 ], [ 94, -193 ], [ 119, -218 ], [ 144, -243 ], [ 144, -193 ], [ 169,
-218 ], [ 194, -243 ], [ -250, -160 ], [ -225, -185 ], [ -200, -210 ], [ -200, -160 ], [ -175, -185 ],
[ -150, -210 ], [ -151, -163 ], [ -126, -188 ], [ -101, -213 ], [ -102, -174 ], [ -77, -199 ], [ -52,
-224 ], [ -280, -235 ], [ -255, -260 ], [ -230, -285 ], [ 179, -193 ], [ 204, -218 ], [ 229, -243 ],
[ -285, -160 ], [ -260, -185 ], [ -235, -210 ], [ -192, -192 ] ]);

# Compuerta OR con valores 1 y 0 en las entradas A y B, respectivamente. Iteracion K^2:
gg4b1:=K2(gg4b0);

# Compuerta OR con valores 1 y 0 en las entradas A y B, respectivamente. Iteracion K^4:
gg4b2:=K2(gg4b1);

# Compuerta OR con valores 1 y 0 en las entradas A y B, respectivamente. Iteracion K^6:
gg4b3:=K2(gg4b2);

# Compuerta OR con valores 1 y 0 en las entradas A y B, respectivamente. Iteracion K^8:
gg4b4:=K2(gg4b3);

# Compuerta OR con valores 1 y 0 en las entradas A y B, respectivamente. Iteracion K^10:
gg4b5:=K2(gg4b4);

# Compuerta OR con valores 1 y 0 en las entradas A y B, respectivamente. Iteracion K^12:
gg4b6:=K2(gg4b5);

# Compuerta OR con valores 1 y 0 en las entradas A y B, respectivamente. Iteracion K^14:
gg4b7:=K2(gg4b6);

# Compuerta OR con valores 1 en las entradas A y B:
gg4c0:=Graph( rec( Category := SimpleGraphs, Order := 50, Size := 125, Adjacencies := [ [ 2, 4, 40 ],
[ 1, 3, 4, 5, 41, 49 ], [ 2, 4, 5, 6, 42, 49 ], [ 1, 2, 3, 5, 7, 49 ], [ 2, 3, 4, 6, 7, 8, 49 ], [ 3,
5, 7, 8, 9, 49 ], [ 4, 5, 6, 8, 10, 49 ], [ 5, 6, 7, 9, 10, 11 ], [ 6, 8, 10, 11, 12 ], [ 7, 8, 9, 11,
13 ], [ 8, 9, 10, 12, 13, 14 ], [ 9, 11, 13, 14, 15 ], [ 10, 11, 12, 14, 16, 37, 38, 39 ], [ 11, 12,
13, 15, 16, 17, 38, 39 ], [ 12, 14, 16, 17, 18, 39 ], [ 13, 14, 15, 17, 19 ], [ 14, 15, 16, 18, 19,
20 ], [ 15, 17, 19, 20, 21 ], [ 16, 17, 18, 20, 22 ], [ 17, 18, 19, 21, 22, 23 ], [ 18, 20, 22, 23,
24 ], [ 19, 20, 21, 23, 25 ], [ 20, 21, 22, 24, 25, 26 ], [ 21, 23, 25, 26, 27 ], [ 22, 23, 24, 26,
43 ], [ 23, 24, 25, 27, 44 ], [ 24, 26, 45 ], [ 29, 31, 46 ], [ 28, 30, 31, 32, 47, 50 ], [ 29, 31,
32, 33, 48, 50 ], [ 28, 29, 30, 32, 34, 50 ], [ 29, 30, 31, 33, 34, 35, 50 ], [ 30, 32, 34, 35, 36,
50 ],[ 31, 32, 33, 35, 37, 50 ], [ 32, 33, 34, 36, 37, 38 ], [ 33, 35, 37, 38, 39 ], [ 13, 34, 35, 36,
38 ], [ 13, 14, 35, 36, 37, 39 ], [ 13, 14, 15, 36, 38 ], [ 1, 41 ], [ 2, 40, 42 ], [ 3, 41 ], [ 25,
44 ], [ 26, 43, 45 ], [ 27, 44 ], [ 28, 47 ], [ 29, 46, 48 ], [ 30, 47 ], [ 2, 3, 4, 5, 6, 7 ], [ 29,
30, 31, 32, 33, 34 ] ] ) );
SetCoordinates(gg4c0,[ [ -245, -235 ], [ -220, -260 ], [ -195, -285 ], [ -195, -234 ], [ -170, -259 ],
[ -145, -284 ], [ -145, -233 ], [ -120, -258 ], [ -95, -283 ], [ -101, -208 ], [ -76, -233 ], [ -51,
-258 ], [ -56, -190 ], [ -31, -215 ], [ -6, -240 ], [ -6, -192 ], [ 19, -217 ], [ 44, -242 ], [ 44,
-193 ], [ 69, -218 ], [ 94, -243 ], [ 94, -193 ], [ 119, -218 ], [ 144, -243 ], [ 144, -193 ], [ 169,
-218 ], [ 194, -243 ], [ -250, -160 ], [ -225, -185 ], [ -200, -210 ], [ -200, -160 ], [ -175, -185 ],
[ -150, -210 ], [ -151, -163 ], [ -126, -188 ], [ -101, -213 ], [ -102, -174 ], [ -77, -199 ], [ -52,
-224 ], [ -280, -235 ], [ -255, -260 ], [ -230, -285 ], [ 179, -193 ], [ 204, -218 ], [ 229, -243 ],
[ -285, -160 ], [ -260, -185 ], [ -235, -210 ], [ -189, -269 ], [ -193, -194 ] ]);
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# Compuerta OR con valores 1 en las entradas A y B. Iteracion K^2:
gg4c1:=K2(gg4c0);

# Compuerta OR con valores 1 en las entradas A y B. Iteracion K^4:
gg4c2:=K2(gg4c1);

# Compuerta OR con valores 1 en las entradas A y B. Iteracion K^6:
gg4c3:=K2(gg4c2);

# Compuerta OR con valores 1 en las entradas A y B. Iteracion K^8:
gg4c4:=K2(gg4c3);

# Compuerta OR con valores 1 en las entradas A y B. Iteracion K^10:
gg4c5:=K2(gg4c4);

# Compuerta OR con valores 1 en las entradas A y B. Iteracion K^12:
gg4c6:=K2(gg4c5);

# Compuerta OR con valores 1 en las entradas A y B. Iteracion K^14:
gg4c7:=K2(gg4c6);

# Divisor:
gg5:=Graph( rec( Category := SimpleGraphs, Order := 48, Size := 113, Adjacencies := [ [ 2, 4, 40 ], [
1, 3, 4, 5, 41 ], [ 2, 4, 5, 6, 42 ], [ 1, 2, 3, 5, 7 ], [ 2, 3, 4, 6, 7, 8 ], [ 3, 5, 7, 8, 9 ], [ 4,
5, 6, 8, 10 ], [ 5, 6, 7, 9, 10, 11 ], [ 6, 8, 10, 11, 12 ], [ 7, 8, 9, 11, 13 ], [ 8, 9, 10, 12, 13,
14 ], [ 9, 11, 13, 14, 15 ], [ 10, 11, 12, 14, 16, 28 ], [ 11, 12, 13, 15, 16, 17, 28, 29 ], [ 12, 14,
16, 17, 18, 28, 29, 30 ], [ 13, 14, 15, 17, 19 ], [ 14, 15, 16, 18, 19, 20 ], [ 15, 17, 19, 20, 21 ],
[ 16, 17, 18, 20, 22 ], [ 17, 18, 19, 21, 22, 23 ], [ 18, 20, 22, 23, 24 ], [ 19, 20, 21, 23, 25 ], [
20, 21, 22, 24, 25, 26 ], [ 21, 23, 25, 26, 27 ], [ 22, 23, 24, 26, 43 ], [ 23, 24, 25, 27, 44 ], [
24, 26, 45 ], [ 13, 14, 15, 29, 31 ], [ 14, 15, 28, 30, 31, 32 ], [ 15, 29, 31, 32, 33 ], [ 28, 29,
30, 32, 34 ], [ 29, 30, 31, 33, 34, 35 ], [ 30, 32, 34, 35, 36 ], [ 31, 32, 33, 35, 37 ], [ 32, 33,
34, 36, 37, 38 ], [ 33, 35, 37, 38, 39 ], [ 34, 35, 36, 38, 46 ], [ 35, 36, 37, 39, 47 ], [ 36, 38,
48 ], [ 1, 41 ], [ 2, 40, 42 ], [ 3, 41 ], [ 25, 44 ], [ 26, 43, 45 ], [ 27, 44 ], [ 37, 47 ], [ 38,
46, 48 ], [ 39, 47 ] ] ) );
SetCoordinates(gg5,[ [ -250, -204 ], [ -225, -229 ], [ -200, -254 ], [ -200, -204 ], [ -175, -229 ],
[ -150, -254 ], [ -150, -206 ], [ -125, -231 ], [ -100, -256 ], [ -100, -206 ], [ -75, -231 ], [ -50,
-256 ], [ -50, -207 ], [ -25, -232 ], [ 0, -257 ], [ -6, -185 ], [ 19, -210 ], [ 44, -235 ], [ 40,
-165 ], [ 65, -190 ], [ 90, -215 ], [ 90, -163 ], [ 115, -188 ], [ 140, -213 ], [ 140, -162 ], [ 165,
-187 ], [ 190, -212 ], [ -3, -223 ], [ 22, -248 ], [ 47, -273 ], [ 46, -232 ], [ 71, -257 ], [ 96,
-282 ], [ 95, -235 ], [ 120, -260 ], [ 145, -285 ], [ 145, -235 ], [ 170, -260 ], [ 195, -285 ], [
-285, -204 ], [ -260, -229 ], [ -235, -254 ], [ 175, -162 ], [ 200, -187 ], [ 225, -212 ], [ 180,
-235 ], [ 205, -260 ], [ 230, -285 ] ]);

# Divisor con foton:
gg5a0:=Graph( rec( Category := SimpleGraphs, Order := 49, Size := 119, Adjacencies := [ [ 2, 4, 40],
[ 1, 3, 4, 5, 41, 49 ], [ 2, 4, 5, 6, 42, 49 ], [ 1, 2, 3, 5, 7, 49 ], [ 2, 3, 4, 6, 7, 8, 49 ], [
3, 5, 7, 8, 9, 49 ], [ 4, 5, 6, 8, 10, 49 ], [ 5, 6, 7, 9, 10, 11 ], [ 6, 8, 10, 11, 12 ], [ 7, 8, 9,
11, 13 ], [ 8, 9, 10, 12, 13, 14 ], [ 9, 11, 13, 14, 15 ], [ 10, 11, 12, 14, 16, 28 ], [ 11, 12, 13,
15, 16, 17, 28, 29 ], [ 12, 14, 16, 17, 18, 28, 29, 30 ], [ 13, 14, 15, 17, 19 ], [ 14, 15, 16, 18,
19, 20 ], [ 15, 17, 19, 20, 21 ], [ 16, 17, 18, 20, 22 ], [ 17, 18, 19, 21, 22, 23 ], [ 18, 20, 22,
23, 24 ], [ 19, 20, 21, 23, 25 ], [ 20, 21, 22, 24, 25, 26 ], [ 21, 23, 25, 26, 27 ], [ 22, 23, 24,
26, 43 ], [ 23, 24, 25, 27, 44 ], [ 24, 26, 45 ], [ 13, 14, 15, 29, 31 ], [ 14, 15, 28, 30, 31, 32 ],
[ 15, 29, 31, 32, 33 ], [ 28, 29, 30, 32, 34 ], [ 29, 30, 31, 33, 34, 35 ], [ 30, 32, 34, 35, 36 ],
[ 31, 32, 33, 35, 37 ], [ 32, 33, 34, 36, 37, 38 ], [ 33, 35, 37, 38, 39 ], [ 34, 35, 36, 38, 46 ],
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[ 35, 36, 37, 39, 47 ], [ 36, 38, 48 ], [ 1, 41 ], [ 2, 40, 42 ], [ 3, 41 ], [ 25, 44 ], [ 26, 43, 45
], [ 27, 44 ], [ 37, 47 ], [ 38, 46, 48 ], [ 39, 47 ], [ 2, 3, 4, 5, 6, 7 ] ] ) );
SetCoordinates(gg5a0,[ [ -250, -204 ], [ -225, -229 ], [ -200, -254 ], [ -200, -204 ], [ -175, -229 ],
[ -150, -254 ], [ -150, -206 ], [ -125, -231 ], [ -100, -256 ], [ -100, -206 ], [ -75, -231 ], [ -50,
-256 ], [ -50, -207 ], [ -25, -232 ], [ 0, -257 ], [ -6, -185 ], [ 19, -210 ], [ 44, -235 ], [ 40,
-165 ], [ 65, -190 ], [ 90, -215 ], [ 90, -163 ], [ 115, -188 ], [ 140, -213 ], [ 140, -162 ], [ 165,
-187 ], [ 190, -212 ], [ -3, -223 ], [ 22, -248 ], [ 47, -273 ], [ 46, -232 ], [ 71, -257 ], [ 96,
-282 ], [ 95, -235 ], [ 120, -260 ], [ 145, -285 ], [ 145, -235 ], [ 170, -260 ], [ 195, -285 ], [
-285, -204 ], [ -260, -229 ], [ -235, -254 ], [ 175, -162 ], [ 200, -187 ], [ 225, -212 ], [ 180,
-235 ], [ 205, -260 ], [ 230, -285 ], [ -193, -238 ] ]);

# Divisor con foton. Iteracion K^2:
gg5a1:=K2(gg5a0);

# Divisor con foton. Iteracion K^4:
gg5a2:=K2(gg5a1);

# Divisor con foton. Iteracion K^6:
gg5a3:=K2(gg5a2);

# Divisor con foton. Iteracion K^8:
gg5a4:=K2(gg5a3);

# Divisor con foton. Iteracion K^10:
gg5a5:=K2(gg5a4);

# Divisor con foton. Iteracion K^12:
gg5a6:=K2(gg5a5);

# Divisor con foton. Iteracion K^14:
gg5a7:=K2(gg5a6);

# Empalme:
gg6:=Graph( rec( Category := SimpleGraphs, Order := 45, Size := 111, Adjacencies := [ [ 2, 4, 37 ], [
1, 3, 4, 5, 38 ], [ 2, 4, 5, 6, 39 ], [ 1, 2, 3, 5, 7 ], [ 2, 3, 4, 6, 7, 8 ], [ 3, 5, 7, 8, 9 ], [ 4,
5, 6, 8, 10, 22 ], [ 5, 6, 7, 9, 10, 11, 22, 23 ], [ 6, 8, 10, 11, 12, 22, 23, 24 ], [ 7, 8, 9, 11,
13 ], [ 8, 9, 10, 12, 13, 14 ], [ 9, 11, 13, 14, 15 ], [ 10, 11, 12, 14, 16, 31, 32, 33 ], [ 11, 12,
13, 15, 16, 17, 32, 33 ], [ 12, 14, 16, 17, 18, 33 ], [ 13, 14, 15, 17, 19 ], [ 14, 15, 16, 18, 19, 20
], [ 15, 17, 19, 20, 21 ], [ 16, 17, 18, 20, 40 ], [ 17, 18, 19, 21, 41 ], [ 18, 20, 42 ], [ 7, 8, 9,
23, 34 ], [ 8, 9, 22, 24, 34, 35 ], [ 9, 23, 31, 32, 33, 34, 35, 36 ], [ 26, 28, 31, 34, 35, 36 ], [
25, 27, 28, 29, 35, 36 ], [ 26, 28, 29, 30, 36 ], [ 25, 26, 27, 29, 43 ], [ 26, 27, 28, 30, 44 ], [
27, 29, 45 ], [ 13, 24, 25, 32, 35 ], [ 13, 14, 24, 31, 33, 35 ], [ 13, 14, 15, 24, 32 ], [ 22, 23,
24, 25, 35 ], [ 23, 24, 25, 26, 31, 32, 34, 36 ], [ 24, 25, 26, 27, 35 ], [ 1, 38 ], [ 2, 37, 39 ], [
3, 38 ], [ 19, 41 ], [ 20, 40, 42 ], [ 21, 41 ], [ 28, 44 ], [ 29, 43, 45 ],[ 30, 44 ] ] ) );
SetCoordinates(gg6,[ [ -172, 218 ], [ -168, 223 ], [ -163, 227 ], [ -121, 152 ], [ -117, 157 ], [-112,
161 ], [ -67, 89 ], [ -62, 94 ], [ -58, 99 ], [ 13, 89 ], [ 17, 94 ], [ 22, 99 ], [ 95, 87 ], [ 100,
91], [ 104, 96 ], [ 146, 152 ], [ 151, 157 ], [ 155, 161 ], [ 198, 217 ], [ 202, 222 ], [ 207, 226 ],
[ -24, 19 ], [ -20, 23 ], [ -15, 28 ], [ 18, -132 ], [ 23, -127 ], [ 27, -123 ], [ 16, -215 ], [ 21,
-211 ], [ 25, -206 ], [ 66, 9 ], [ 71, 13 ], [ 75, 18 ], [ 17, -49 ], [ 22, -45 ], [ 26, -40 ], [
-199, 249 ], [ -194, 255 ], [ -189, 260 ], [ 215, 248 ], [ 220, 250 ], [ 225, 253 ], [18, -247 ], [
24, -243 ], [29, -240 ] ]);
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# Empalme con foton en A:
gg6a0:=Graph( rec( Category := SimpleGraphs, Order := 46, Size := 117, Adjacencies := [ [ 2, 4, 37 ],
[ 1, 3, 4, 5, 38, 46 ], [ 2, 4, 5, 6, 39, 46 ], [ 1, 2, 3, 5, 7, 46 ], [ 2, 3, 4, 6, 7, 8, 46 ], [ 3,
5, 7, 8, 9, 46 ], [ 4, 5, 6, 8, 10, 22, 46 ], [ 5, 6, 7, 9, 10, 11, 22, 23 ], [ 6, 8, 10, 11, 12, 22,
23, 24 ], [ 7, 8, 9, 11, 13 ], [ 8, 9, 10, 12, 13, 14 ], [ 9, 11, 13, 14, 15 ], [ 10, 11, 12, 14, 16,
31, 32, 33 ], [ 11, 12, 13, 15, 16, 17, 32, 33 ], [ 12, 14, 16, 17, 18, 33 ], [ 13, 14, 15, 17, 19 ],
[ 14, 15, 16, 18, 19, 20 ], [ 15, 17, 19, 20, 21 ], [ 16, 17, 18, 20, 40 ], [ 17, 18, 19, 21, 41 ], [
18, 20, 42 ], [ 7, 8, 9, 23, 34 ], [ 8, 9, 22, 24, 34, 35 ], [ 9, 23, 31, 32, 33, 34, 35, 36 ], [ 26,
28, 31, 34, 35, 36 ], [ 25, 27, 28, 29, 35, 36 ], [ 26, 28, 29, 30, 36 ], [ 25, 26, 27, 29, 43 ], [
26, 27, 28, 30, 44 ], [ 27, 29, 45 ], [ 13, 24, 25, 32, 35 ], [ 13, 14, 24, 31, 33, 35 ], [ 13, 14,
15, 24, 32 ], [ 22, 23, 24, 25, 35 ], [ 23, 24, 25, 26, 31, 32, 34, 36 ], [ 24, 25, 26, 27, 35 ], [
1, 38 ], [ 2, 37, 39 ], [ 3, 38 ], [ 19, 41 ], [ 20, 40, 42 ], [ 21, 41 ], [ 28, 44 ], [ 29, 43, 45 ],
[ 30, 44 ], [ 2, 3, 4, 5, 6, 7 ] ] ) );
SetCoordinates(gg6a0,[ [ -172, 218 ], [ -168, 223 ], [ -163, 227 ], [ -121, 152 ], [ -117, 157 ], [
-112, 161 ], [ -67, 89 ], [ -62, 94 ], [ -58, 99 ], [ 13, 89 ], [ 17, 94 ], [ 22, 99 ], [ 95, 87 ],
[ 100, 91 ], [ 104, 96 ], [ 146, 152 ], [ 151, 157 ], [ 155, 161 ], [ 198, 217 ], [ 202, 222 ], [ 207,
226 ], [ -24, 19 ], [ -20, 23 ], [ -15, 28 ], [ 18, -132 ], [ 23, -127 ], [ 27, -123 ], [ 16, -215 ],
[ 21, -211 ], [ 25, -206 ], [ 66, 9 ], [ 71, 13 ], [ 75, 18 ], [ 17, -49 ], [ 22, -45 ], [ 26, -40 ],
[ -199, 249 ], [ -194, 255 ], [ -189, 260 ], [ 215, 248 ], [ 220, 250 ], [ 225, 253 ], [ 18, -247 ],
[ 24, -243 ], [ 29, -240 ], [ -124, 168 ] ]);

# Empalme con foton en A. Iteracion K^2:
gg6a1:=K2(gg6a0);

# Empalme con foton en A:. Iteracion K^4:
gg6a2:=K2(gg6a1);

# Empalme con foton en A:. Iteracion K^6:
gg6a3:=K2(gg6a2);

# Empalme con foton en A:. Iteracion K^8:
gg6a4:=K2(gg6a3);

# Empalme con foton en A:. Iteracion K^10:
gg6a5:=K2(gg6a4);

# Empalme con foton en B:
gg6b0:=Graph( rec( Category := SimpleGraphs, Order := 46, Size := 117, Adjacencies := [ [ 2, 4, 37 ],
[ 1, 3, 4, 5, 38 ], [ 2, 4, 5, 6, 39 ], [ 1, 2, 3, 5, 7 ], [ 2, 3, 4, 6, 7, 8 ], [ 3, 5, 7, 8, 9 ], [
4, 5, 6, 8, 10, 22 ], [ 5, 6, 7, 9, 10, 11, 22, 23 ], [ 6, 8, 10, 11, 12, 22, 23, 24 ], [ 7, 8, 9, 11,
13 ], [ 8, 9, 10, 12, 13, 14 ], [ 9, 11, 13, 14, 15 ], [ 10, 11, 12, 14, 16, 31, 32, 33 ], [ 11, 12,
13, 15, 16, 17, 32, 33 ], [ 12, 14, 16, 17, 18, 33, 46 ], [ 13, 14, 15, 17, 19, 46 ], [ 14, 15, 16,
18, 19, 20, 46 ], [ 15, 17, 19, 20, 21, 46 ], [ 16, 17, 18, 20, 40, 46 ], [ 17, 18, 19, 21, 41, 46 ],
[ 18, 20, 42 ], [ 7, 8, 9, 23, 34 ], [ 8, 9, 22, 24, 34, 35 ], [ 9, 23, 31, 32, 33, 34, 35, 36 ], [
26, 28, 31, 34, 35, 36 ], [ 25, 27, 28, 29, 35, 36 ], [ 26, 28, 29, 30, 36 ], [ 25, 26, 27, 29, 43 ],
[ 26, 27, 28, 30, 44 ], [ 27, 29, 45 ], [ 13, 24, 25, 32, 35 ], [ 13, 14, 24, 31, 33, 35 ], [ 13, 14,
15, 24, 32 ], [ 22, 23, 24, 25, 35 ], [ 23, 24, 25, 26, 31, 32, 34, 36 ], [ 24, 25, 26, 27, 35 ], [ 1,
38 ], [ 2, 37, 39 ], [ 3, 38 ], [ 19, 41 ], [ 20, 40, 42 ], [ 21, 41 ], [ 28, 44 ], [ 29, 43, 45 ], [
30, 44 ], [ 15, 16, 17, 18, 19, 20 ] ] ) );
SetCoordinates(gg6b0,[ [ -172, 218 ], [ -168, 223 ], [ -163, 227 ], [ -121, 152 ], [ -117, 157 ], [
-112, 161 ], [ -67, 89 ], [ -62, 94 ], [ -58, 99 ], [ 13, 89 ], [ 17, 94 ], [ 22, 99 ], [ 95, 87 ], [
100, 91 ], [ 104, 96 ], [ 146, 152 ], [ 151, 157 ], [ 155, 161 ], [ 198, 217 ], [ 202, 222 ], [ 207,
226 ], [ -24, 19 ], [ -20, 23 ], [ -15, 28 ], [ 18, -132 ], [ 23, -127 ], [ 27, -123 ], [ 16, -215 ],
[ 21, -211 ], [ 25, -206 ], [ 66, 9 ], [ 71, 13 ], [ 75, 18 ], [ 17, -49 ], [ 22, -45 ], [ 26, -40 ],
[ -199, 249 ], [ -194, 255 ], [ -189, 260 ], [ 215, 248 ], [ 220, 250 ], [ 225, 253 ], [ 18, -247 ],
[ 24, -243 ], [ 29, -240 ], [ 159, 167 ] ]);
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# Empalme con foton en B. Iteracion K^2:
gg6b1:=K2(gg6b0);

# Empalme con foton en B. Iteracion K^4:
gg6b2:=K2(gg6b1);

# Empalme con foton en B. Iteracion K^6:
gg6b3:=K2(gg6b2);

# Empalme con foton en B. Iteracion K^8:
gg64:=K2(gg6b3);

# Empalme con foton en B. Iteracion K^2:
gg6b5:=K2(gg6b4);

# Empalme con foton en C:
gg6c0:=Graph( rec( Category := SimpleGraphs, Order := 46, Size := 117, Adjacencies := [ [ 2, 4, 37 ],
[ 1, 3, 4, 5, 38 ], [ 2, 4, 5, 6, 39 ], [ 1, 2, 3, 5, 7 ], [ 2, 3, 4, 6, 7, 8 ], [ 3, 5, 7, 8, 9 ], [
4, 5, 6, 8, 10, 22 ], [ 5, 6, 7, 9, 10, 11, 22, 23 ], [ 6, 8, 10, 11, 12, 22, 23, 24 ], [ 7, 8, 9, 11,
13 ], [ 8, 9, 10, 12, 13, 14 ], [ 9, 11, 13, 14, 15 ], [ 10, 11, 12, 14, 16, 31, 32, 33 ], [ 11, 12,
13, 15, 16, 17, 32, 33 ], [ 12, 14, 16, 17, 18, 33 ], [ 13, 14, 15, 17, 19 ], [ 14, 15, 16, 18, 19,
20 ], [ 15, 17, 19, 20, 21 ], [ 16, 17, 18, 20, 40 ], [ 17, 18, 19, 21, 41 ], [ 18, 20, 42 ], [ 7, 8,
9, 23, 34 ], [ 8, 9, 22, 24, 34, 35 ], [ 9, 23, 31, 32, 33, 34, 35, 36 ], [ 26, 28, 31, 34, 35, 36,
46 ], [ 25, 27, 28, 29, 35, 36, 46 ], [ 26, 28, 29, 30, 36, 46 ], [ 25, 26, 27, 29, 43, 46 ], [ 26,
27, 28, 30, 44, 46 ], [ 27, 29, 45 ], [ 13, 24, 25, 32, 35 ], [ 13, 14, 24, 31, 33, 35 ], [ 13, 14,
15, 24, 32 ], [ 22, 23, 24, 25, 35 ], [ 23, 24, 25, 26, 31, 32, 34, 36 ], [ 24, 25, 26, 27, 35, 46 ],
[ 1, 38 ], [ 2, 37, 39 ], [ 3, 38 ], [ 19, 41 ], [ 20, 40, 42 ], [ 21, 41 ], [ 28, 44 ], [ 29, 43, 45
], [ 30, 44 ], [ 25, 26, 27, 28, 29, 36 ] ] ) );
SetCoordinates(gg6c0,[ [ -172, 218 ], [ -168, 223 ], [ -163, 227 ], [ -121, 152 ], [ -117, 157 ], [
-112, 161 ], [ -67, 89 ], [ -62, 94 ], [ -58, 99 ], [ 13, 89 ], [ 17, 94 ], [ 22, 99 ], [ 95, 87 ], [
100, 91 ], [ 104, 96 ], [ 146, 152 ], [ 151, 157 ], [ 155, 161 ], [ 198, 217 ], [ 202, 222 ], [ 207,
226 ], [ -24, 19 ], [ -20, 23 ], [ -15, 28 ], [ 18, -132 ], [ 23, -127 ], [ 27, -123 ], [ 16, -215 ],
[ 21, -211 ], [ 25, -206 ], [ 66, 9 ], [ 71, 13 ], [ 75, 18 ], [ 17, -49 ], [ 22, -45 ], [ 26, -40 ],
[ -199, 249 ], [ -194, 255 ], [ -189, 260 ], [ 215, 248 ], [ 220, 250 ], [ 225, 253 ], [ 18, -247 ],
[ 24, -243 ], [ 29, -240 ], [ 21, -141 ] ]);

# Empalme con foton en C. Iteracion K^2:
gg6c1:=K2(gg6c0);

# Empalme con foton en C. Iteracion K^4:
gg6c2:=K2(gg6c1);

# Empalme con foton en C. Iteracion K^6:
gg6c3:=K2(gg6c2);

# Empalme con foton en C. Iteracion K^8:
gg6c4:=K2(gg6c3);

# Empalme con foton en C. Iteracion K^10:
gg6c5:=K2(gg6c4);
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# Compuerta AND-sucia con valores cero en las entradas A y B:
gg7a0:=Graph( rec( Category := SimpleGraphs, Order := 66, Size := 162, Adjacencies := [ [ 2, 4 ], [ 1,
3, 5 ], [ 2, 6 ], [ 1, 5, 7 ], [ 2, 4, 6, 7, 8 ], [ 3, 5, 7, 8, 9 ], [ 4, 5, 6, 8, 10 ], [ 5, 6, 7, 9,
10, 11 ], [ 6, 8, 10, 11, 12 ], [ 7, 8, 9, 11, 13 ], [ 8, 9, 10, 12, 13, 14 ], [ 9, 11, 13, 14, 15 ],
[ 10, 11, 12, 14, 16 ], [ 11, 12, 13, 15, 16, 17 ], [ 12, 14, 16, 17, 18, 48, 51 ], [ 13, 14, 15, 17,
19, 48, 49, 50 ], [ 14, 15, 16, 18, 19, 20, 51, 52 ], [ 15, 17, 19, 20, 21, 49, 52 ], [ 16, 17, 18,
20, 22, 51 ], [ 17, 18, 19, 21, 22, 23 ], [ 18, 20, 22, 23, 24 ], [ 19, 20, 21, 23, 25 ], [ 20, 21,
22, 24, 25, 26 ], [ 21, 23, 25, 26, 27 ], [ 22, 23, 24, 26, 28 ], [ 23, 24, 25, 27, 28, 29 ], [ 24,
26, 28, 29, 30 ], [ 25, 26, 27, 29, 31 ], [ 26, 27, 28, 30, 32 ], [ 27, 29, 33 ], [ 28, 32 ], [ 29,
31, 33 ], [ 30, 32 ], [ 35, 37 ], [ 34, 36, 38 ], [ 35, 39 ], [ 34, 38, 40 ], [ 35, 37, 39, 40, 41 ],
[ 36, 38, 40, 41, 42 ], [ 37, 38, 39, 41, 43 ], [ 38, 39, 40, 42, 43, 44 ], [ 39, 41, 43, 44, 45 ], [
40, 41, 42, 44, 46 ], [ 41, 42, 43, 45, 46, 47 ], [ 42, 44, 46, 47, 48 ], [ 43, 44, 45, 47, 49 ], [
44, 45, 46, 48, 49, 50 ], [ 15, 16, 45, 47, 49, 50, 51 ], [ 16, 18, 46, 47, 48, 50, 52 ], [ 16, 47,
48, 49, 51, 52, 53 ], [ 15, 17, 19, 48, 50, 52, 53, 54 ], [ 17, 18, 49, 50, 51, 53, 55 ], [ 50, 51,
52, 54, 55, 56 ], [ 51, 53, 55, 56, 57 ], [ 52, 53, 54, 56, 58 ], [ 53, 54, 55, 57, 58, 59 ], [ 54,
56, 58, 59, 60 ], [ 55, 56, 57, 59, 61 ], [ 56, 57, 58, 60, 61, 62 ], [ 57, 59, 61, 62, 63 ], [ 58,
59, 60, 62, 64 ], [ 59, 60, 61, 63, 65 ], [ 60, 62, 66 ], [ 61, 65 ], [ 62, 64, 66 ], [ 63, 65 ] ]) );
SetCoordinates(gg7a0,[ [ -285, -244 ], [ -264, -264 ], [ -243, -285 ], [ -243, -244 ], [ -222, -264],
[ -201, -285 ], [ -201, -244 ], [ -181, -264 ], [ -160, -285 ], [ -160, -244 ], [ -139, -264 ], [
-118, -285 ], [ -118, -244 ], [ -97, -264 ], [ -76, -285 ], [ -76, -244 ], [ -56, -264 ], [ -36, -285
], [ -36, -244 ], [ -15, -264 ], [ 6, -285 ], [ 6, -244 ], [ 27, -264 ], [ 48, -285 ], [ 48, -244 ],
[ 69, -264 ], [ 89, -285 ], [ 89, -244 ], [ 110, -264 ], [ 131, -285 ], [ 131, -244 ], [ 152, -264 ],
[ 173, -285 ], [ -285, -160 ], [ -264, -181 ], [ -243, -202 ], [ -243, -160 ], [ -222, -181 ], [ -201,
-202 ], [ -201, -160 ], [ -181, -181 ], [ -160, -202 ], [ -160, -160 ], [ -139, -181 ], [ -118, -202
], [ -118, -160 ], [ -97, -181 ], [ -76, -202 ], [ -76, -160 ], [ -56, -181 ], [ -36, -202 ], [ -36,
-160 ], [ -15, -181 ], [ 6, -202 ], [ 6, -160 ], [ 27, -181 ], [ 48, -202 ], [ 48, -160 ], [ 69, -181
], [ 89, -202 ], [ 89, -160 ], [ 110, -181 ], [ 131, -202 ], [ 131, -160 ], [ 152, -181 ], [ 173,
-202 ] ]);

# Compuerta AND-sucia con valores cero en las entradas A y B. Iteracion K^2:
gg7a1:=K2(gg7a0);

# Compuerta AND-sucia con valores cero en las entradas A y B. Iteracion K^4:
gg7a2:=K2(gg7a1);

# Compuerta AND-sucia con valores cero en las entradas A y B. Iteracion K^6:
gg7a3:=K2(gg7a2);

# Compuerta AND-sucia con valores cero en las entradas A y B. Iteracion K^8:
gg7a4:=K2(gg7a3);

# Compuerta AND-sucia con valores cero en las entradas A y B. Iteracion K^10:
gg7a5:=K2(gg7a4);

# Compuerta AND-sucia con valores cero en las entradas A y B. Iteracion K^12:
gg7a6:=K2(gg7a5);

# Compuerta AND-sucia con valores cero en las entradas A y B. Iteracion K^14:
gg7a7:=K2(gg7a6);

# Compuerta AND-sucia con valores 0 y 1 en las entradas A y B, respectivamente:
gg7b0:=Graph( rec( Category := SimpleGraphs, Order := 67, Size := 168, Adjacencies := [ [ 2, 4 ], [ 1,
3, 5 ], [ 2, 6 ], [ 1, 5, 7 ], [ 2, 4, 6, 7, 8 ], [ 3, 5, 7, 8, 9 ], [ 4, 5, 6, 8, 10 ], [ 5, 6, 7, 9,
10, 11, 67 ], [ 6, 8, 10, 11, 12, 67 ], [ 7, 8, 9, 11, 13, 67 ], [ 8, 9, 10, 12, 13, 14, 67 ], [ 9,
11, 13, 14, 15, 67 ], [ 10, 11, 12, 14, 16, 67 ], [ 11, 12, 13, 15, 16, 17 ], [ 12, 14, 16, 17, 18,
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48, 51 ], [ 13, 14, 15, 17, 19, 48, 49, 50 ], [ 14, 15, 16, 18, 19, 20, 51, 52 ], [ 15, 17, 19, 20,
21, 49, 52 ], [ 16, 17, 18, 20, 22, 51 ], [ 17, 18, 19, 21, 22, 23 ], [ 18, 20, 22, 23, 24 ], [ 19,
20, 21, 23, 25 ], [ 20, 21, 22, 24, 25, 26 ], [ 21, 23, 25, 26, 27 ],[ 22, 23, 24, 26, 28 ], [ 23, 24,
25, 27, 28, 29 ], [ 24, 26, 28, 29, 30 ], [ 25, 26, 27, 29, 31 ], [ 26, 27, 28, 30, 32 ], [ 27, 29,
33 ], [ 28, 32 ],[ 29, 31, 33 ], [ 30, 32 ], [ 35, 37 ], [ 34, 36, 38 ], [ 35, 39 ], [ 34, 38, 40 ],
[ 35, 37, 39, 40, 41 ], [ 36, 38, 40, 41, 42 ], [ 37, 38, 39, 41, 43 ], [ 38, 39, 40, 42, 43, 44 ], [
39, 41, 43, 44, 45 ], [ 40, 41, 42, 44, 46 ], [ 41, 42, 43, 45, 46, 47 ], [ 42, 44, 46, 47, 48 ], [
43, 44, 45, 47, 49 ], [ 44, 45, 46, 48, 49, 50 ], [ 15, 16, 45, 47, 49, 50, 51 ], [ 16, 18, 46, 47,
48, 50, 52 ], [ 16, 47, 48, 49, 51, 52, 53 ], [ 15, 17, 19, 48, 50, 52, 53, 54 ], [ 17, 18, 49, 50,
51, 53, 55 ], [ 50, 51, 52, 54, 55, 56 ], [ 51, 53, 55, 56, 57 ], [ 52, 53, 54, 56, 58 ], [ 53, 54,
55, 57, 58, 59 ], [ 54, 56, 58, 59, 60 ], [ 55, 56, 57, 59, 61 ], [ 56, 57, 58, 60, 61, 62 ], [ 57,
59, 61, 62, 63 ], [ 58, 59, 60, 62, 64 ], [ 59, 60, 61, 63, 65 ], [ 60, 62, 66 ], [ 61, 65 ], [ 62,
64, 66 ], [ 63, 65 ], [ 8, 9, 10, 11, 12, 13 ] ] ) );
SetCoordinates(gg7b0,[ [ -285, -244 ], [ -264, -264 ], [ -243, -285 ], [ -243, -244 ], [ -222, -264 ],
[ -201, -285 ], [ -201, -244 ], [ -181, -264 ], [ -160, -285 ], [ -160, -244 ], [ -139, -264 ], [
-118, -285 ], [ -118, -244 ], [ -97, -264 ], [ -76, -285 ], [ -76, -244 ], [ -56, -264 ], [ -36, -285
], [ -36, -244 ], [ -15, -264 ], [ 6, -285 ], [ 6, -244 ], [ 27, -264 ], [ 48, -285 ], [ 48, -244 ],
[ 69, -264 ], [ 89, -285 ], [ 89, -244 ], [ 110, -264 ], [ 131, -285 ], [ 131, -244 ], [ 152, -264 ],
[ 173, -285 ], [ -285, -160 ], [ -264, -181 ], [ -243, -202 ], [ -243, -160 ], [ -222, -181 ], [ -201,
-202 ], [ -201, -160 ], [ -181, -181 ], [ -160, -202 ], [ -160, -160 ], [ -139, -181 ], [ -118, -202
], [ -118, -160 ], [ -97, -181 ], [ -76, -202 ], [ -76, -160 ], [ -56, -181 ], [ -36, -202 ], [ -36,
-160 ], [ -15, -181 ], [ 6, -202 ], [ 6, -160 ], [ 27, -181 ], [ 48, -202 ], [ 48, -160 ], [ 69, -181
], [ 89, -202 ], [ 89, -160 ], [ 110, -181 ], [ 131, -202 ], [ 131, -160 ], [ 152, -181 ], [ 173,
-202 ], [ -146, -264 ] ]);

# Compuerta AND-sucia con valores 0 y 1 en las entradas A y B, respectivamente. Iteracion K^2:
gg7b1:=K2(gg7b0);

# Compuerta AND-sucia con valores 0 y 1 en las entradas A y B, respectivamente. Iteracion K^4:
gg7b2:=K2(gg7b1);

# Compuerta AND-sucia con valores 0 y 1 en las entradas A y B, respectivamente. Iteracion K^6:
gg7b3:=K2(gg7b2);

# Compuerta AND-sucia con valores 0 y 1 en las entradas A y B, respectivamente. Iteracion K^8:
gg7b4:=K2(gg7b3);

# Compuerta AND-sucia con valores 0 y 1 en las entradas A y B, respectivamente. Iteracion K^10:
gg7b5:=K2(gg7b4);

# Compuerta AND-sucia con valores 0 y 1 en las entradas A y B, respectivamente. Iteracion K^12:
gg7b6:=K2(gg7b5);

# Compuerta AND-sucia con valores 0 y 1 en las entradas A y B, respectivamente. Iteracion K^14:
gg7b7:=K2(gg7b6);

# Compuerta AND-sucia con valores 1 y 0 en las entradas A y B, respectivamente:
gg7c0:=Graph( rec( Category := SimpleGraphs, Order := 67, Size := 168, Adjacencies := [ [ 2, 4 ], [
1, 3, 5 ], [ 2, 6 ], [ 1, 5, 7 ], [ 2, 4, 6, 7, 8 ], [ 3, 5, 7, 8, 9 ], [ 4, 5, 6, 8, 10 ], [ 5, 6,
7, 9, 10, 11 ], [ 6, 8, 10, 11, 12 ], [ 7, 8, 9, 11, 13 ], [ 8, 9, 10, 12, 13, 14 ], [ 9, 11, 13, 14,
15 ], [ 10, 11, 12, 14, 16 ], [ 11, 12, 13, 15, 16, 17 ], [ 12, 14, 16, 17, 18, 48, 51 ], [ 13, 14,
15, 17, 19, 48, 49, 50 ], [ 14, 15, 16, 18, 19, 20, 51, 52 ], [ 15, 17, 19, 20, 21, 49, 52 ], [ 16,
17, 18, 20, 22, 51 ], [ 17, 18, 19, 21, 22, 23 ], [ 18, 20, 22, 23, 24 ], [ 19, 20, 21, 23, 25 ], [
20, 21, 22, 24, 25, 26 ], [ 21, 23, 25, 26, 27 ], [ 22, 23, 24, 26, 28 ], [ 23, 24, 25, 27, 28, 29
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], [ 24, 26, 28, 29, 30 ], [ 25, 26, 27, 29, 31 ], [ 26, 27, 28, 30, 32 ], [ 27, 29, 33 ], [ 28, 32
], [ 29, 31, 33 ], [ 30, 32 ], [ 35, 37 ], [ 34, 36, 38 ], [ 35, 39 ], [ 34, 38, 40 ], [ 35, 37, 39,
40, 41 ], [ 36, 38, 40, 41, 42 ], [ 37, 38, 39, 41, 43 ], [ 38, 39, 40, 42, 43, 44, 67 ], [ 39, 41,
43, 44, 45, 67 ], [ 40, 41, 42, 44, 46, 67 ], [ 41, 42, 43, 45, 46, 47, 67 ], [ 42, 44, 46, 47, 48,
67 ], [ 43, 44, 45, 47, 49, 67 ],[ 44, 45, 46, 48, 49, 50 ], [ 15, 16, 45, 47, 49, 50, 51 ], [ 16,
18, 46, 47, 48, 50, 52 ], [ 16, 47, 48, 49, 51, 52, 53 ], [ 15, 17, 19, 48, 50, 52, 53, 54 ], [ 17,
18, 49, 50, 51, 53, 55 ], [ 50, 51, 52, 54, 55, 56 ], [ 51, 53, 55, 56, 57 ], [ 52, 53, 54, 56, 58
], [ 53, 54, 55, 57, 58, 59 ], [ 54, 56, 58, 59, 60 ], [ 55, 56, 57, 59, 61 ], [ 56, 57, 58, 60, 61,
62 ], [ 57, 59, 61, 62, 63 ], [ 58, 59, 60, 62, 64 ], [ 59, 60, 61, 63, 65 ], [ 60, 62, 66 ], [ 61,
65 ], [ 62, 64, 66 ], [ 63, 65 ], [ 41, 42, 43, 44, 45, 46 ] ] ) );
SetCoordinates(gg7c0,[ [ -285, -244 ], [ -264, -264 ], [ -243, -285 ], [ -243, -244 ], [ -222, -264 ],
[ -201, -285 ], [ -201, -244 ], [ -181, -264 ], [ -160, -285 ], [ -160, -244 ], [ -139, -264 ], [
-118, -285 ], [ -118, -244 ], [ -97, -264 ], [ -76, -285 ], [ -76, -244 ], [ -56, -264 ], [ -36, -285
], [ -36, -244 ], [ -15, -264 ], [ 6, -285 ], [ 6, -244 ], [ 27, -264 ], [ 48, -285 ], [ 48, -244 ],
[ 69, -264 ], [ 89, -285 ], [ 89, -244 ], [ 110, -264 ], [ 131, -285 ], [ 131, -244 ], [ 152, -264 ],
[ 173, -285 ], [ -285, -160 ], [ -264, -181 ], [ -243, -202 ], [ -243, -160 ], [ -222, -181 ], [ -201,
-202 ], [ -201, -160 ], [ -181, -181 ], [ -160, -202 ], [ -160, -160 ], [ -139, -181 ], [ -118, -202
], [ -118, -160 ], [ -97, -181 ], [ -76, -202 ], [ -76, -160 ], [ -56, -181 ], [ -36, -202 ], [ -36,
-160 ], [ -15, -181 ], [ 6, -202 ], [ 6, -160 ], [ 27, -181 ], [ 48, -202 ], [ 48, -160 ], [ 69, -181
], [ 89, -202 ], [ 89, -160 ], [ 110, -181 ], [ 131, -202 ], [ 131, -160 ], [ 152, -181 ], [ 173,
-202 ], [ -146, -181 ] ]);

# Compuerta AND-sucia con valores 1 y 0 en las entradas A y B, respectivamente. Iteracion K^2:
gg7c1:=K2(gg7c0);

# Compuerta AND-sucia con valores 1 y 0 en las entradas A y B, respectivamente. Iteracion K^4:
gg7c2:=K2(gg7c1);

# Compuerta AND-sucia con valores 1 y 0 en las entradas A y B, respectivamente. Iteracion K^6:
gg7c3:=K2(gg7c2);

# Compuerta AND-sucia con valores 1 y 0 en las entradas A y B, respectivamente. Iteracion K^8:
gg7c4:=K2(gg7c3);

# Compuerta AND-sucia con valores 1 y 0 en las entradas A y B, respectivamente. Iteracion K^10:
gg7c5:=K2(gg7c4);

# Compuerta AND-sucia con valores 1 y 0 en las entradas A y B, respectivamente. Iteracion K^12:
gg7c6:=K2(gg7c5);

# Compuerta AND-sucia con valores 1 y 0 en las entradas A y B, respectivamente. Iteracion K^14:
gg7c7:=K2(gg7c6);

# Compuerta AND-sucia con valores 1 en las entradas A y B:
gg7d0:=Graph( rec( Category := SimpleGraphs, Order := 68, Size := 174, Adjacencies := [ [ 2, 4 ], [
1, 3, 5 ], [ 2, 6 ], [ 1, 5, 7 ], [ 2, 4, 6, 7, 8 ], [ 3, 5, 7, 8, 9 ], [ 4, 5, 6, 8, 10 ], [ 5, 6,
7, 9, 10, 11, 67 ], [ 6, 8, 10, 11, 12, 67 ], [ 7, 8, 9, 11, 13, 67 ], [ 8, 9, 10, 12, 13, 14, 67 ],
[ 9, 11, 13, 14, 15, 67 ], [ 10, 11, 12, 14, 16, 67 ], [ 11, 12, 13, 15, 16, 17 ], [ 12, 14, 16, 17,
18, 8, 51 ], [ 13, 14, 15, 17, 19, 48, 49, 50 ], [ 14, 15, 16, 18, 19, 20, 51, 52 ], [ 15, 17, 19,
20, 21, 49, 52 ], [ 16, 17, 18, 20, 22, 51 ], [ 17, 18, 19, 21, 22, 23 ], [ 18, 20, 22, 23, 24 ], [
19, 20, 21, 23, 25 ], [ 20, 21, 22, 24, 25, 26 ], [ 21, 23, 25, 26, 27 ], [ 22, 23, 24, 26, 28 ], [
23, 24, 25, 27, 28, 29 ], [ 24, 26, 28, 29, 30 ], [ 25, 26, 27, 29, 31 ], [ 26, 27, 28, 30, 32 ], [
27, 29, 33 ], [ 28, 32 ], [ 29, 31, 33 ], [ 30, 32 ], [ 35, 37 ], [ 34, 36, 38 ], [ 35, 39 ], [ 34,
38, 40 ], [ 35, 37, 39, 40, 41 ], [ 36, 38, 40, 41, 42 ], [ 37, 38, 39, 41, 43 ], [ 38, 39, 40, 42,
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43, 44, 68 ], [ 39, 41, 43, 44, 45, 68 ], [ 40, 41, 42, 44, 46, 68 ], [ 41, 42, 43, 45, 46, 47, 68
], [ 42, 44, 46, 47, 48, 68 ], [ 43, 44, 45, 47, 49, 68 ], [ 44, 45, 46, 48, 49, 50 ], [ 15, 16, 45,
47, 49, 50, 51 ], [ 16, 18, 46, 47, 48, 50, 52 ], [ 16, 47, 48, 49, 51, 52, 53 ], [ 15, 17, 19, 48,
50, 52, 53, 54 ], [ 17, 18, 49, 50, 51, 53, 55 ], [ 50, 51, 52, 54, 55, 56 ], [ 51, 53, 55, 56, 57
], [ 52, 53, 54, 56, 58 ], [ 53, 54, 55, 57, 58, 59 ], [ 54, 56, 58, 59, 60 ], [ 55, 56, 57, 59, 61
], [ 56, 57, 58, 60, 61, 62 ], [ 57, 59, 61, 62, 63 ], [ 58, 59, 60, 62, 64 ], [ 59, 60, 61, 63, 65
], [ 60, 62, 66 ], [ 61, 65 ], [ 62, 64, 66 ], [ 63, 65 ], [ 8, 9, 10, 11, 12, 13 ], [ 41, 42, 43,
44, 45, 46 ] ] ) );
SetCoordinates(gg7d0,[ [ -285, -244 ], [ -264, -264 ], [ -243, -285 ], [ -243, -244 ], [ -222, -264 ],
[ -201, -285 ], [ -201, -244 ], [ -181, -264 ], [ -160, -285 ], [ -160, -244 ], [ -139, -264 ], [
-118, -285 ], [ -118, -244 ], [ -97, -264 ], [ -76, -285 ], [ -76, -244 ], [ -56, -264 ], [ -36, -285
], [ -36, -244 ], [ -15, -264 ], [ 6, -285 ], [ 6, -244 ], [ 27, -264 ], [ 48, -285 ], [ 48, -244 ],
[ 69, -264 ], [ 89, -285 ], [ 89, -244 ], [ 110, -264 ], [ 131, -285 ], [ 131, -244 ], [ 152, -264 ],
[ 173, -285 ], [ -285, -160 ], [ -264, -181 ], [ -243, -202 ], [ -243, -160 ], [ -222, -181 ], [ -201,
-202 ], [ -201, -160 ], [ -181, -181 ], [ -160, -202 ], [ -160, -160 ], [ -139, -181 ], [ -118, -202
], [ -118, -160 ], [ -97, -181 ], [ -76, -202 ], [ -76, -160 ], [ -56, -181 ], [ -36, -202 ], [ -36,
-160 ], [ -15, -181 ], [ 6, -202 ], [ 6, -160 ], [ 27, -181 ], [ 48, -202 ], [ 48, -160 ], [ 69, -181
], [ 89, -202 ], [ 89, -160 ], [ 110, -181 ], [ 131, -202 ], [ 131, -160 ], [ 152, -181 ], [ 173,
-202 ], [ -146, -264 ], [ -146, -181 ] ]);

# Compuerta AND-sucia con valores 1 en las entradas A y B. Iteracion K^2:
gg7d1:=K2(gg7d0);

# Compuerta AND-sucia con valores 1 en las entradas A y B. Iteracion K^4:
gg7d2:=K2(gg7d1);

# Compuerta AND-sucia con valores 1 en las entradas A y B. Iteracion K^6:
gg7d3:=K2(gg7d2);

# Compuerta AND-sucia con valores 1 en las entradas A y B. Iteracion K^8:
gg7d4:=K2(gg7d3);

# Compuerta AND-sucia con valores 1 en las entradas A y B. Iteracion K^10:
gg7d5:=K2(gg7d4);

# Compuerta AND-sucia con valores 1 en las entradas A y B. Iteracion K^12:
gg7d6:=K2(gg7d5);

# Compuerta AND-sucia con valores 1 en las entradas A y B. Iteracion K^14:
gg7d7:=K2(gg7d6);

A.2. Código de exploración
# Se carga el paquete YAGS.
RequirePackage("yags");

# Abreviacion del metodo CliqueGraph.
K:=CliqueGraph;

# Calcula el conjunto de estrellas de k2g. Donde k2g es la segunda grafica de clanes de g y una es-
# trella es un clan de clanes tal que la interseccion de todos sus elementos (los cuales son clanes)
# no es vacio.
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Stars:=function(g,k2g)
local L,N;
N:=List(Vertices(g),x->Union([x],Adjacency(g,x)));
L:=Filtered(Vertices(k2g),x->Basement(g,k2g,x) in N);
return L;

end;

# Para cada estrella de k2g (vease abajo), calcula un centro. Donde k2g supone ser la segunda grafi-
# ca de clanes de g. Un centro de una estrella es un vertice de g que pertenece a la interseccion de
# los clanes que pertenecen a la estrella. Una estrella es un clan de clanes que tiene una interse-
# ccion total no vacia.
StarCenters:=function(g,k2g)
local L,N;
N:=List(Vertices(g),x->Union([x],Adjacency(g,x)));
L:=List(Vertices(k2g),q->Position(N,Basement(g,k2g,q)));
return L;

end;

# Calcula el conjunto de corbatas de k2g. Donde k2g supone ser la segunda grafica de clanes de g.
# Una corbata es un clan de clanes que no es una estrella. En las graficas que representan a los
# componentes, las corbatas son consideradas como vertices nuevos y se dibujan en rojo.
Neckties:=function(g,k2g)
return Difference(Vertices(k2g),Stars(g,k2g));

end;

# Calcula la segunda iteracion de las graficas de clanes de una grafica g. Ademas, identifica las
# estrellas en la nueva grafica y las coloca en las mismas coordenadas que en sus centros correspon-
# dientes. Esto permite un dibujo agradable de las graficas iteradas de clanes, asumiendo que g tiene
# un dibujo adecuado.
K2:=function(g)
local sc,k2g,stars,neckties,pos1,pos2,q,x,N;
k2g:=K(K(g));
sc:=StarCenters(g,k2g);
neckties:=Filtered(Vertices(k2g),q->sc[q]=fail);
stars:=Filtered(Vertices(k2g),q->sc[q]<>fail);
pos1:=Coordinates(g);pos2:=[];
for q in stars do

x:=sc[q];
pos2[q]:=pos1[x];

od;
for q in neckties do

N:=Intersection(Adjacency(k2g,q),stars);
if N=[] then

pos2[q]:=[0,0];
else

pos2[q]:=List(Sum(List(N,p->pos2[p]))/Length(N),Int);
fi;

od;
SetCoordinates(k2g,pos2);
return k2g;

end;

# Se carga el codigo de la construccion de los componentes.
Read("gadgetData.g");

A.3. Compilación

Un inicio de sesión típica en GAP, usando los archivos creados anteriormente,
luce de la siguiente manera:
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> gap
--- some GAP info here ---
gap> RequirePackage("yags");
Loading YAGS - Yet Another Graph System 0.0.3.
Copyright (C) 2016 by the YAGS authors; for details type: ?yags:authors
This is free software under GPLv3; for details type: ?yags:copyright
true
gap> Read("gadgets.g");
gap> Draw(gg4c3,Neckties(gg4c2,gg4c3));

En esta ejecución se lee el archivo gadget.g, el cual a su vez carga al archivo
gadgetData.g. Esto sucede sin problemas porque ambos archivos están almacenados
en el mismo directorio que el directorio de trabajo de GAP.

La última línea de la ejecución anterior dibuja a la gráfica gg4c3 y además re-
salta en color rojo a los fotones de la misma. Los fotones de gg4c3 son recupera-
dos con la función Neckties utilizando como parámetros a gg4c2 y a gg4c3. Donde
gg4c3 ∶=K2(gg4c2). Esta técnica de coloreado no funciona para las gráficas iniciales,
específicamente para las nombradas gg??0. Para ellas se considera que los fotones son
representados por los últimos vértices agregados a la gráfica original (es decir, aquella
que no tiene ningún fotón) y por lo tanto, éstos son los que deben ser pintados de
color rojo. Por ejemplo, para colorear los fotones de la gráfica gg4a0 se ejecutan las
siguientes instrucciones:

gap> Order(gg4);
48
gap> Order(gg4a0);
49
gap> Draw(gg4a0,[49]);

En este código se recupera el orden de la gráficas gg4 (gráfica original) y gg4a0.
Esto indica que el vértice 49 es el fóton de gg4a0, mismo que se pintará de color rojo,
tal como se indica en el segundo parámetro de la función Draw. De manera similiar
se procede a pintar los fotones de la gráfica gg4c0:

gap> Order(gg4);
48
gap> Order(gg4c0);
50
gap> Draw(gg4c0,[49,50]);

A.4. Código para la construcción de nuevos compo-
nentes

# Esto es util para exportar descripciones legibles de YAGS para gráficas.
outfile:="outdata.g";
Export:=function(name,g)

AppendTo(outfile,name,":=",g,";\n");
AppendTo(outfile,"SetCoordinates(",name,",",Coordinates(g),");\n\n");

end;

# En las graficas que se tienen de ejemplo, un foton siempre es un nuevo vertice, el cual "casi" es



Código para la construcción de los componentes 133

# un gemelo del vertice ’x’, excepto que éste no es adyacente a ’y’.
AddFoton:=function(g,x,y)
local X;
X:=Union([x],Adjacency(g,x));
X:=Difference(X,[y]);
return AddVerticesByAdjacencies(g,[X]);

end;

# Esta funcion simplemente mueve las coordenadas de una grafica para colocarla en la esquina superi-
# or izquierda de la pantalla de visualizacion.
TopLeft:=function(g)
local deltax, deltay,cc;
cc:=Coordinates(g);
deltax:= -Minimum(List(cc,z->z[1]))-285;
deltay:= -Minimum(List(cc,z->z[2]))-285;
SetCoordinates(g,cc+[deltax,deltay]);

end;

# Incrementos utilizados en la función ’MountingTracks’.
dx:=25;dy:=-25;dl:=35;

# Dada una digrafica D, esta funcion monta vias a las flechas de D. Por ejemplo, para construir
# el canal del componente gg3 se pueden ejecutar los siguientes comandos:
#
# gap> D:=PathGraph(5:GraphCategory:=OrientedGraphs);
# gap> Draw(D);
# gap> G:=MountTracks(D);
#
# Las coordenadas de D se utilizan para intentar obtener un dibujo bueno de G.
MountTracks:=function(D)
local fab,n,eds,Eds,t,a,b,e,x,y,T,G,coords1,coords;
fab:=[[1,1],[2,1],[2,2],[3,1],[3,2],[3,3]];
n:=Order(D);
T:=Filtered(Vertices(D),x->Length(InNeigh(D,x))<1 or

Length(Adjacency(D,x))< 1);
t:=Length(T); # number of terminal vertices.

Eds:=[];
for x in [0..n+t-1] do

Append(Eds,[[3*x+1,3*x+2],[3*x+2,3*x+3]]);
od;
for e in Edges(D) do

a:=e[1];b:=e[2];
Append(Eds,[3*(a-1),3*(b-1)]+fab);

od;
y:=3*n+1;
for x in T do

Append(Eds,[[3*(x-1)+1,y],[3*(x-1)+2,y+1],[3*(x-1)+3,y+2]]);
y:=y+3;

od;
G:=GraphByEdges(Eds);
coords:=Coordinates(D);
coords:=Concatenation(List(coords,c->[c-[dx,dy],c,c+[dx,dy]]));
Append(coords,List([1..3*t],function(z)

local i,j;
i:=Int((z+2)/3);
j:=z-3*(i-1);
if Length(InNeigh(D,T[i]))< 1 then

return coords[3*(T[i]-1)+j]-[dl,0];
else

return coords[3*(T[i]-1)+j]+[dl,0];
fi;
end

));
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SetCoordinates(G,coords);
return G;

end;
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