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Prodlogo

El estudio de las hipersuperficies en espacios Euclidianos y, particularmente el de las
superficies minimas, tiene una larga historia. Su importancia en esta area radica en la
construccién de ejemplos que proveen pruebas para conjeturas y teoremas sobre ciertas
caracteristicas que tienen tales objetos. Dentro de tales caracteristicas es de principal im-
portancia observar si son encajadas, completas y estables (véase el trabajo de Hsiang y
Lawson [1]).

De manera intuitiva, una hipersuperficie est4 encajada en RY si no se autointersec-
ta; es completa si sus geodésicas estan definidas para cualquier valor del pardametro ¢
y por ultimo estables si las variaciones normales de su encaje o inmersion que preservan
volumen cumplen que la segunda variacién de la funcional del drea es mayor o igual a cero.

En 1914 Sergei Bernstein probé el siguiente resultado.

Teorema (Bernstein). Una superficie minima completa y estable en un espacio euclidiano
de dimensién 3 es un plano.

La generalizacién de dicho resultado llevé a la formulacion de la siguiente pregunta:
s La tinica hipersuperficie minima M™ inmersa y completa en R es un hiperplano?

La respuesta a dicha pregunta fue dada por De Giorgi en [2] para el caso n = 3, por
Almgren en [3] para n = 4 y por Simons en [4] para n < 7, quienes confirmaron que dicha
hipersuperficie es efectivamente un hiperplano. Finalmente Bombieri, de Giorgi y Giusti
probaron en [5] que para n > 8 existen hipersuperficies minimas completas que no son
hiperplanos.

Las hipersuperficies con curvatura media constante G-invariantes, es decir, invariantes
bajo la accién de algin subgrupo de isometrias G, han demostrado ser manejables y
ttiles. El trabajo seminal de Delauney [6] estudia las superficies rotacionales con curvatu-
ra media constante, es decir, las que son invariantes bajo el grupo de Lie O(2) y el trabajo
[7] estudia la clasificacién de hipersuperficies invariantes bajo O(n) en una forma espacial.

Generalizando la idea de Delauney, se tenia que clasificar a las acciones de subgrupos
de isometrias de un espacio euclidiano y estudiar la codimensién de las érbitas. La dimen-
sion mayor de tales orbitas, se entiende como la cohomogeneidad del subgrupo que actia
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en tal espacio euclidiano. La clasificaciéon de subgrupos de isometrias de cohomogenidad
baja fue establecida por Hsiang y Lawson en [1]. El siguiente paso fue el estudio de hiper-
superficies minimas con curvatura media constante las cuales son invariantes bajo el grupo
de Lie O(m) x O(n). Por ejemplo, en Hsiang et al [8] se construye una familia de tales
hipersuperficies para el caso m = n, inmersas en R*"**1,

Técnicas desarrolladas por Bombieri-Giusti-de Giorgi en [5] demuestran la existencia
de hipersuperficies completas en R™*™ las cuales son invariantes bajo el grupo O(m) x

O(n).

Utilizando estas técnicas, Alencar en [9] analiza tales hipersuperficies en el caso m = n
y da una clasificacién para m > 3. Estas ideas han sido utilizadas para estudiar el caso
con curvatura escalar nula en [9] y [10].

El resultado principal en este trabajo, extiende los resultados de Alencar [9] y se
enuncia de la siguiente manera.

Teorema. Existen hipersuperficies minimas estables, completas y encajadas en R™*"
para m +n > 8 con m,n > 3, que no son homeomorfas a R™+7~1,

Tal resultado fue obtenido por Alencar, Barros, Palmas, Reyes y Santos en [11] para m,
n arbitrarios y presenta nuevos ejemplos para responder la pregunta de la generalizacion
del teorema de Bernstein.

Esta tesis pretende mostrar los elementos necesarios para poder entender el traba-
jo [11] de manera sencilla. También puede considerarse una introduccién al estudio de
hipersuperficies con curvatura media constante donde pueden estudiarse caracteristicas
importantes antes mencionadas y mediante una inmersién sencilla.
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Capitulo 1

Elementos de Geometria Diferencial
y Sistemas Dinamicos

En este capitulo mencionaremos los resultados referentes a la Geometria Diferencial
y a los Sistemas Dindmicos que seran utiles para el desarrollo de este trabajo. Debido al
corto espacio en el documento, el lector serd referido a textos y articulos para la mayoria
de las pruebas.

En este trabajo entenderemos que U C R"™ es una region si es un subconjunto abierto
y conexo de R™.

Denotamos por C'(U,R") al espacio de las funciones f: U — R" de clase continua-
mente diferenciables o de clase C' en U C R".

Dada una funcién vectorial (curva diferenciable) z: I = [a,b] — U, denotamos su

derivada como Cfl—f(t) 0 en ocasiones como & o ' si no existe confusion.

1.1. Geometria Diferencial

En esta seccién definiremos algunos objetos de la geometria diferencial que utilizaremos
a lo largo del trabajo. El lector interesado en profundizar en estos tépicos puede consultar
a los textos [12], [13], [14] y [15].

Definicién 1. Un espacio topolégico M se denomina de Hausdorff si dados dos puntos
distintos, existen vecindades ajenas que los separan.

Definicién 2. Sea M un espacio topoldgico de Hausdorff. Decimos que M es una variedad
topolégica n-dimensional si para cada p € M, existe una vecindad abierta U de p en M
que es homeomorfa a un subconjunto abierto de R". Si ¢: U — €2 es el homeomorfismo,
siendo €2 un subconjunto abierto de R", entonces la pareja (U, ¢) es llamada una carta. Al

7
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Figura 1.1: Variedad

conjunto de cartas, {(U;, ¢;) }ier tal que M = U;ezU; donde Z es un conjunto de indices,
se le llama un atlas para M.

Con base en el concepto de variedad, se tiene la siguiente definicion.

Definicién 3. A un subconjunto N C M que tiene una estructura de variedad topolégica
con la topologia heredada de M se le denomina subvariedad de M. En el caso que la
dimensién de la subvariedad N sea de dimensiéon n satisfaciendo que m —n =1 y siendo
m la dimension de M, diremos que N es una hipersuperficie de M. Es decir, la codimension
de N en M es 1.

Definicién 4. Decimos que M es una variedad diferenciable, si para toda pareja de cartas
(Ui, i) v (Uj, ¢;) tales que U; NU; # () para i # j se tiene que la aplicacién ¢; o qu_l es
diferenciable en el sentido usual (véase, por ejemplo, [15]).

De la misma manera podemos considerar subvariedades diferenciables e hipersuperfi-
cies diferenciables.

En nuestro contexto, entenderemos una variedad, subvariedad e hipersuperficie como
variedad diferenciable, subvariedad diferenciable e hipersuperficie diferenciable respecti-
vamente.

Definicién 5. Una aplicacién f: M — N entre variedades es llamada de clase C* en
xo € M, si para cada pareja de cartas (U, ¢) alrededor de zq y (V) alrededor de f(xq) €
V, f(z) € V se cumple que (o fo¢™t): Q — A es una aplicacién ordinaria de clase C*

8 Victor A. Cruz Barriguete UAM-Iztapalapa
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T,M

Figura 1.2: Espacio tangente

entre los dominios euclidianos Q = ¢(U) y A = (V). Si f es de clase C* en cada 2y € M,
se dice que f es de clase C*. Denotamos por C*(M, N) es espacio de todas la aplicaciones
CF de M a N.

Definicién 6. Una aplicacién f: M — N se dice difeomorfismo de clase C*, si es una
aplicacién biyectiva de clase C¥ y f~': N — M es también de clase C*. Dos variedades se
dicen difeomorfas si existe un difeomorfismo entre ellas.

Naturalmente, si M y N son difeomorfas entonces tienen la misma dimensién.

Definicién 7. Sea M una variedad diferenciable.

1. Decimos que una curva «a: (—e¢,€) — M es diferenciable si para alguna carta local
(Ui, ;) tal que a(—e, €) C U;, la composicién ¢; o a: (—¢,€) — R™ es diferenciable.

2. Decimos que dos curvas a y (3 son equivalentemente tangentes en el punto p € M si

a(0) =p = B(0) y (¢i 0 @)'(0) = (¢i 0 B)'(0).

3. Definimos el vector tangente de a en a(0) = p como la clase de curvas diferenciables
B: (—e,€) — M tal que B(0) = p v (¢ 0 B)(0) = L(6; 0 a)(0).

Es facil ver que la definicién de vector tangente no depende de la carta escogida (U;, ¢;).

Definicién 8. El espacio tangente a M en p, denotado por 1), M, es el conjunto de vectores
tangentes de todas las curvas diferenciables que pasan por p.

Naturalmente T,M es isomorfo al espacio lineal R™ donde dim M = n.

UAM-Iztapalapa Victor A. Cruz Barriguete 9
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Sean M y N variedades diferenciables y f: M — N una funcién diferenciable. Con-
sideramos la pareja (M, f) como la variedad M y la aplicaciéon f: M — N.

La diferencial de una aplicacion entre dos variedades M y N, f: M — N en cada
punto p € M es la transformacion lineal df,: T,M — Ty, N de tal forma que aplica
vectores tangentes de T,M en vectores tangentes de T,) N de la siguiente manera. Con-
sideremos v € T, M y tomemos una curva diferenciable representante a: (—¢, €) — M tal
que o(0) = py (0) = v en la carta (U;, ¢;) con p € U;. Consideremos la carta (V;, ;)
en N tal que f(U;) CV;y f(p) € V. Observemos que la aplicacién (f o a): (—€,€) = N
es una curva diferenciable pues la aplicacion (¢ o0 foa): (—e, €) — 1;(V;) lo es y ademés
(f o)(0) = f(p). Entonces para la curva (¢ o a) en ¢(U;) consideramos la aplicacion
(thj o fod;'): ¢:i(Ui) — 1;(V;). Asi, la transformacién lineal a (¢ o a)'(0) le asocia
D(ipjo fo gb]_l)(gb(p))(((b o a)'(0)) donde D denota la derivada usual. Consideramos la
clase de equivalencia de las curvas (f o 3) en N tales que (foa)(0) = f(p) = (fo3)(0)y
D(thj 0 f o ¢;)(0(p)) (6 0 a)(0)) = D0 f o d;")(B(p))((¢ o B)(0)). De esta man-
era tenemos que la aplicacion df: T,M — Ty, N es tal que si v € T,M, entonces
df(v) = df|a], = [f o &), donde [], denota la clase correspondiente en los espacios
dados.

Definicién 9. Para p € M, el espacio tangente T,,f y el espacio normal N, f asociado a
la pareja (M, f) son los subespacios lineales de R™ definidos por

T,f :=Imdf, y N,f:=[Imdf,)*
donde L denota el complemento ortogonal en R™ con su producto escalar ordinario.

Definicién 10. Decimos que la pareja (M, f) es una inmersion en la variedad N si la
aplicacion df,: T,M — T,f es una transformacién lineal inyectiva para toda p € M.

En el caso que M es una subvariedad de R™ y f es la inclusién en N = R", la apli-
caciéon df, es la identificacién usual de T, M con un subespacio lineal de R". En este caso
escribiremos T,M y N,M en lugar de T, f y N, f respectivamente.

En lo consecuente consideraremos M como una variedad y f: M — R" como una
inmersion denotada por (M, f).

Ejemplo 1.1. Sea S,.(m) = {x € R™" . ||z||> = r?}, la esfera de dimensién m de
radio 7 en R™*. Tenemos que S,(m) es una subvariedad de R™*! bajo su inclusién,
T,5.(m) = {y e R™* . (z,y) =0} y N,M = R.

Definicién 11. Una inmersién (M, f) que es inyectiva y propia! se le llama encaje.

1Sean X y Y espacios topoldgicos. Una aplicacién f: X — Y es propia si la imagen inversa de todo
conjunto compacto en Y es compacto en X.

10 Victor A. Cruz Barriguete UAM-Iztapalapa
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Otro concepto que utilizaremos es el de curva parametrizada por un parametro natural
y que definimos a continuacion.

Definicién 12. Sea (M, f) una subvariedad inmersa de R™. Una curva : (a,b) — M es
reqular si es continua y (f o~)'(t) # 0 para todo t € (a,b).

Definicién 13. Consideremos v: [a,b] — M una curva suave diferenciable a pedazos, es
decir, existe una division del intervalo a = tg < ... < t,, = b de tal forma que la restriccion
Y(ti1,t,] €8 suave para 1 < ¢ < n. Definimos la longitud de arco o longitud de la curva
denotada por L(y) como

L(v) —/ 1(f o) (t)]|dt.

Si ||(f o) (t)]] = 1 decimos que la curva estd parametrizada por longitud de arco o
pardametro natural.

Definicién 14. La Primera Forma Fundamental o métrica Riemanniana de (M, f) en
un punto p € M denotada por G, = (g;j),, es el producto interior sobre 7,,M definido
mediante la igualdad

Gp(v,w) = {df (p) - v, df (p) - w)
para v, w € T,M.

Si consideramos una carta coordenada ¢: U — V de (M, f), entonces para todo punto

p € U el conjunto
0 0
{ﬁ_m(p)""’%(m}

es una base para T,M y los coeficientes de la matriz g;; = ¢;;(p) de la primera forma
fundamental con respecto a esta base estan dados por

5(6) = () 500 40) - 550)). (11)

En consecuencia los coeficientes g;; son funciones suaves en U.

Definicién 15. A una variedad diferenciable M provista de una métrica Riemanniana se
le llama variedad Riemanniana.

Para definir la Segunda Forma Fundamental nos restringiremos al caso de hipersuperfi-
cies inmersas en R™. Sean M una variedad de dimensién ny f: M — R""! una inmersién.
Para cada p € M existen precisamente dos vectores normales unitarios en N, f. Elegimos
uno de estos vectores al cual denotaremos por 7.

Definicién 16. La Segunda Forma Fundamental de una inmersion (M, f) en p con res-
pecto a n es la matriz, denotada por B, que tiene por entradas

b0 = (5o 1) (12

UAM-Iztapalapa Victor A. Cruz Barriguete 11
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En adelante nos referiremos por B a la Sequnda Forma Fundamental de (M, f) en p
con respecto a 1. Para més detalles se sugiere consultar [16].

Definicion 17. Las curvaturas principales de una variedad M en un punto p son los
valores propios de la ecuacion matricial B — AG = 0.

Tales valores propios se calculan mediante la ecuaciéon polinomial
det(B — AG) =0,
es decir, son las raices de este polinomio.

Definicién 18. Definimos la curvatura media de M en p denotada por H;(p) como el
promedio de las curvaturas principales, es decir,

n—1

nHy(p) = Z)\i

=0
donde {)\;}!=; son las curvaturas principales.

Definicién 19. Una inmersién es minima si para cada p € M se tiene que H;(p) = 0. En
tal caso, M se dice una hipersuperficie minima. (Para més detalles se sugiere consultar
[1] o [16]).

Definicién 20. Una curva parametrizada v: I — M es una geodésica en tg € I si la
derivada covariante? £ (Z—Z) = 0 en ty. Si 7y es geodésica para todo t € I, decimos que

dt
es una geodésica.

Definicién 21. Una variedad Riemanniana M es completa si para todo p € M las
geodésicas 7(t) que inician en p estdn definidas para todos los valores del pardmetro
teR.

Definicién 22. Una variedad G se denomina grupo de Lie si tiene estructura de grupo y
las aplicaciones que definen la estructura de grupo son diferenciables (suaves). En otras
palabras, las aplicaciones p: G — G tal que p(g9) = ¢g7' v ¢¥: G x G — G dada por
(g, h) = gh, son suaves.

Un ejemplo de un grupo de Lie es el grupo ortogonal real a dimension n, denotado
por O(n) y definido por

O(n) = {A € GL(n,R) : AAT =1},

En [13],[14] y [15] pueden verse propiedades de este grupo de Lie.

ZVéase [13] 6 [16].

12 Victor A. Cruz Barriguete UAM-Iztapalapa
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Definicién 23. Sean M una variedad y G un grupo de Lie. Una accion izquierda de G
en M o una G-accion izquierda en M es una aplicacion diferenciable ¢: G x M — M tal
que

» ¢(e,r) = x para toda x € M, siendo e el elemento neutro de G.
» ¢(g,0(h,z)) = ¢(gh, x) para toda x € M y cualesquiera g, h € G.

De manera analoga se define la accion derecha. En adelante, entenderemos por accion
a una accion izquierda.

Denotaremos a ¢(g, x) por gz.

Definicién 24. Decimos que G actia transitivamente en M si para cualesquiera zq, xy €
X existe g € G tal que gz = x».

Definicién 25. Una variedad M en la cual estd definida una accidén transitiva de un
grupo G, se denomina espacio homogéneo de G.

Sean, M una variedad y G un grupo de Lie que actia en M. Consideremos x € M y
g € GG. Entonces tenemos los siguientes conjuntos importantes:

M, = {xeM:gz=x}C M,
G, = {9eG:gx=2}CQG.

El primer conjunto no es mas que el conjunto de puntos fijos para la transformacién dada
ge€aqG.

Lema 1. El conjunto GG, es un subgrupo de G llamado el subgrupo de isotropia o estabi-
lizador del punto x.

Proposicién 1. Para todo punto x € M el grupo de isotropia es un subconjunto cerrado
de GG. Més aun, si M es conexo por trayectorias, entonces para x # y en M se tiene que

G(x) = G(y).

Teorema 1. Sean, M una variedad diferenciable y G un grupo que actia en M. Para los
puntos x1,xs € M, diremos que x; ~ xo, si y sélo si existe g € G tal que gr; = x».

Es facil ver que la relacién ~ definida es de equivalencia y por tanto divide a M en
subconjuntos ajenos.

Definicién 26. A cada clase de equivalencia en M le llamaremos una orbita bajo la accion
del grupo G. Si x € M, la clase que contiene a = es la drbita de x. Denotamos la orbita
como G(x).

De esta manera, la variedad queda dividida en las clases de equivalencia que son las
orbitas obtenidas bajo G.

UAM-Iztapalapa Victor A. Cruz Barriguete 13
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Figura 1.3: Transitividad del grupo O(n)

Proposicion 2. Para cada x € M existe un homeomorfismo
B: GGy — G(x).
En otras palabras G/G, es homeomorfo a G(x).

Para ver mas detalles sobre acciones de grupos, orbitas y sistemas dinamicos se re-
comienda consultar [17] y [18].

Sea M una variedad diferenciable con una accion de un grupo de Lie compacto G.
Dada una G-accidn, ésta nos da una descomposicion de M en orbitas que son espacios
homogéneos de GG con ciertas caracteristicas. Tal descomposicion se le llama la estructura
de la orbita de la G-accion dada y el espacio de descomposicion es llamado el espacio de
orbitas M /G. (Para mas detalles se sugiere consultar [1]).

Ejemplo 1.2. Si G =R y M = R", una accién ¢: R x R” — R" es llamada flujo en M.
Ejemplo 1.3. Consideremos S"~! C R” y la accién : O(n) x S*~! — S"~! dada por
A-x = Ax.

Claramente, la accién es transitiva debido a que dados z v y en S"~! existe una rotacién
(una matriz A en O(n)) tal que lleva a z en y y reciprocamente (véase la figura 1.3).

Si consideramos el polo norte x = (1,0,...,0) de la esfera S"~!, el grupo de isotropia
de x estd formado por las matrices de la forma

(o 5)

14 Victor A. Cruz Barriguete UAM-Iztapalapa
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donde B € O(n —1). Por tanto se tiene que S"~! = O(n)/O(n — 1). También se tiene que
el grupo SO(n) = {A € O(n) : det A = 1} es un grupo de Lie que actiia transitivamente
en la esfera S"~! y su grupo de isotropia es SO(n — 1). Por tanto, tenemos que S"~! =
SO(n)/SO(n — 1). Para més detalles se sugiere consultar [14].

Ejemplo 1.4. El espacio proyectivo RP™ se construye tomando las rectas que pasan
por el origen en el espacio R™*! (véase [14]). El grupo de Lie O(n + 1) actia transitiva-
mente sobre el espacio RP™. Consideremos la recta con vector director (1,0, ...,0). Las
transformaciones que dejan fija la recta anterior, tienen la forma

+1 0

0 B
donde B € O(n). De esta manera el grupo de isotropia de la clase en RP™ de éste vector
es isomorfo a O(1) x O(n) y por tanto se tiene que

RP" = O(n +1)/0(1) x O(n).

Definicién 27. Consideremos ®: G x M — M y W: H x N — N las acciones de los
grupos Gy H en M y N respectivamente. Definimos el producto directo de las dos acciones
dRV: (Gx H),(M x N))— (M, N) mediante la regla

DR Y((g,h),(p,q) = (®(g,2), ¥ (h,y)).

Cuando G = H la accién se llama diagonal.

Ejemplo 1.5. Sea G = O(m) x O(n) el producto cartesiano de los grupos ortogonales
reales a dimensién m y n respectivamente. Entonces G actia diagonalmente en R™*" de
la forma O(m) x O(n) x R™™™ — R™*" mediante la regla (A, B) - (x,y) = (Az, By).

Un tipo de hipersuperficies importantes en R? son las de superficies de revolucién, las
cuales se obtienen de hacer actuar un grupo de rotaciones en un espacio Euclidiano.

Ejemplo 1.6 (Superficies de revolucién). Sean v(t) = (x(t), 2(t)) (con t € I) una curva
regular en el plano z, z. Definimos una inmersién f: I x R — R? mediante

f(t, @) = (x(t) cosp, z(t)sen g, 2(t)), 0< ¢ <2m

y se llama la superficie de revolucién S C R? obtenida al hacer girar la curva ~ alrededor
del eje z. Las curvas tales que ¢ es constante se les llaman curvas de perfil o meridianos
de S y a las curvas tales que t es constante se les llaman paralelos de S. Claramente, los
paralelos de la superficie S se obtienen de hacer rotar los puntos (x(t),y(t)) alrededor
del eje z, mediante el angulo ¢. En otras palabras, esto se realiza mediante la accion del
grupo O(2) en cada punto al hacer girar alrededor del eje vertical como se muestra en la
figura.

Este concepto puede extenderse a dimensiones mayores.
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p [ 70@2)p

Figura 1.4: Superficies de Revolucién

\
TN
T
i

/4

Figura 1.5: Helicoide

Definicién 28. Sea v una curva en el plano. Decimos que v es una curva de perfil de una

hipersuperficie S en RN si genera a S bajo la accién de un subgrupo de isometrias G de
RV,

Ejemplo 1.7. Consideremos una curva regular v(t) = (z(t),y(t)) con t € I en el plano
x,y y un nimero real a > 0. Consideremos la siguiente superficie de dimensién 2 en R3
determinada por la inmersién:

f(t, @) = (x(t) cosp — y(t) sen p, x(t) sen p + y(t) cos p, ap).

La curva ~ es una curva de perfil de esta superficie. Un ejemplo particular de este
tipo de superficies, es cuando se considera v(t) = (¢,0) y a = 1. En este caso tenemos la
superficie llamada helicoide (véase la Figura 1.5).

16 Victor A. Cruz Barriguete UAM-Iztapalapa



Hipersuperficies minimas invariantes bajo O(m) x O(n)

Derivando parcialmente a la inmersion f tenemos
fi = (2'cosp—y'seny, ' senp + 1 cosp,0)
fo = (—xseny —ycosyp,rcosy —ysenp,a)

Observemos que las funciones vectoriales anteriores son linealmente independientes
pues f; # 0y a > 0. Los coeficientes de la matriz de la primera forma fundamental son

gt = ($/>2 + (y/)Q > 0,
Gie gt = vy — 'y,

Jop = z? +y2 + a.

Notamos la independencia de la primera forma fundamental (métrica) con respecto al
parametro .

Con base a lo anterior, consideremos la nueva inmersién en R? definida por

f(t) = f(t, 0+ o).

Un célculo directo prueba que las derivadas parciales de f estan dadas por

ft(t7§0) = ft(tvgo + Oé) + O/f@(tvgp + a)?
fe(t, o+ a),

;h

=

&
Il

y consecuentemente, los coeficientes de la primera forma fundamental estan dados por

gu = (@) + )+ 2 (2 —2'y) + ()@ +y* + ),
Gio = Jot =y —2'y+d(2® +y* +a?),
Jop = z® + y2 + a.
Supongamos que f tiene primera forma fundamental como la de una superficie de

revolucién, entonces Gy, = Jor = 0y Gpp = r* donde la curva de perfil de la superficie de
revolucién estd dada por v = (r, h). Entonces

/ /
Ty — 1Y
o = ———

con r = \/x?2 + y? + a?. Asi,

xx' +yy

U W = ) (P = = @ () - T

de donde obtenemos
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y por tanto
h = i/g, /(x/)z + (y)2dt.
r

Si la curva de perfil esta parametrizada por longitud de arco tenemos

h:i/fdt.
T

Cuando elegimos o = 0 tenemos que 7(t) = Vt2+ 1 y h(t) = arcsenht y entonces
t = senhh y r = coshh, lo cual corresponde a una superficie de revolucion llamada

catenoide (véase la Figura 1.6).

Figura 1.6: Catenoide

1.2. Estabilidad de Hipersuperficies Inmersas y Com-
pletas

En toda esta seccion daremos los resultados importantes para el estudio de la esta-
bilidad de hipersuperficies inmersas de curvatura constante. Para mas detalles se sugiere
consultar el trabajo de Do Carmo y Barbosa [19].

Sea (M, ¢) una inmersién de una variedad orientable de dimensién n en R"*!. Con-
sideremos D C M un dominio relativamente compacto con frontera 0D suave.

Denotemos por

Ap(¢) = [ am
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Figura 1.7: Variacion que preserva volumen y fija la frontera

el n-area de D en la métrica inducida en M y por

Vp(¢) = ! /D (¢, NYdM

_n+1

el volumen de D en ¢, donde N es un campo vectorial normal unitario a lo largo de la
inmersién (M, ¢), dM es el elemento de n-area en la métrica inducida y (, ) es el producto
interior en R"*1.

Definicién 29. Una variacion de la inmersion (D, ¢) es una familia de funciones diferen-
ciables X;: D — R""! con t € (—¢,€) tal que Xy = ¢ y para cada t € (—e¢, €) la aplicacién
(D, X;) es una inmersion.

Sean X;: D — R™! con t € (—¢,€) una variacion de D y Ap(t) = Ap(X;) y
Vp(t) :== Vp(X}) el n-drea y n-volumen correspondientes a la variacién.

Definicién 30. Decimos que una variacién de la inmersién (D, ¢) preserva volumen si
Vp(t) = Vp(0) para todo t € (—e,€) y decimos que fija la frontera si Xy(p) = Xo(p) para
toda p € 9D y todo t € (—e,€) (véase la figura 1.7).

Denotamos por

dX; -
ér) = 02, pep

al vector de variacién de X; en t = 0.

Definicién 31. Una variacién de (M, ¢) es normal si para todo p € D se tiene que
&(p) = f(p)N(p) donde f(p) es un ntmero real.
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Dada una variacién X;: D — R**! de (M, ¢) que fije la frontera, es bien sabido que

A0 (0) = — /D nH fdM

V7 (0) = /D FdM

donde la (") denota la derivada con respecto de t, H es la curvatura media de (M, ¢) y
fN es la componente normal del vector de variacion.

Para cada t € (—¢, €) podemos definir el darea como A(t) = A(X;) y el volumen como
V(t) = V(X;). Veremos mas adelante que las hipersuperficies minimas son los extremales
de la funcional del area. Es decir, las hipersuperficies minimas anulan la primera variacion
del drea A’(0) = 0. Esto nos dice que la funcional del drea tiene un maximo, minimo o pun-
to de inflexion. Para analizar mas profundamente esto estudiamos la segunda variacién
del drea A”(0). De esta manera definimos que la inmersién (M, ¢) es estable en D si
A"(0) > 0. Es decir, de entre las hipersuperficies minimas tomamos aquellas que son
minimos locales de la funcional del area.

De ésta manera tenemos que una hipersuperficie minima es localmente minima en D,
es decir, para cada variacién suave en D suficientemente pequena, no se admite que el
area de la hipersuperficie disminuya. Ahora bien, diremos que (M, ¢) es estable si para
todo dominio relativamente compacto D C M la segunda variaciéon del drea es mayor o
igual que cero, A”(0) > 0.

Lema 1.1. Sea f: D — M una funcién diferenciable a trozos tal que [, fdM = 0.
Entonces existe una variacién normal de la inmersién (M, ¢) que preserva volumen y
cuyo vector de variacion es fIN. Si ademéds, f = 0 en 0D, la variacién puede elegirse de
manera que fije la frontera 0D.

Para una variacién dada X;: D — R"*! de la inmersién (M, ¢), consideremos
H, = A—l/ HdM, A= Ap(0)
D
y definimos la funcional (operador de Jacobi) Jp: (—¢,e) — R dada por

JD(t) = AD(t) + nH1VD(t)

Proposicién 1.1. Sea (M, ¢) una inmersién de una variedad de dimensién n en R™*1.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

1. (M, ¢) tiene curvatura media constante H.
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2. Para cada dominio relativamente compacto D C M con frontera suave y cada
variaciéon X;: D — R™! que preserva volumen y que fija la frontera 0D, se tiene
que A, (0) = 0.

3. Para todo dominio relativamente compacto D C M y cada variaciéon que fija la
frontera se tiene J},(0) = 0.

Observamos que los puntos criticos de J(t) son las hipersuperficies con curvatura me-
dia constante en R™*1,

Consideremos ahora una inmersién (M, ¢) de una variedad de dimensién n en R™*!
con curvatura media constante H;. Sea X;: D — R™"! una variacién de D C M que fije
la frontera y fNN la componente normal del vector de variacion de X;. Denotemos A f el

laplaciano de f en la métrica inducida y ||B]? = Z A? de la norma al cuadrado de la

segunda forma fundamental B de ¢, donde \; son las curvaturas principales de ¢.

Lema 1.2. La segunda variacién del operador de Jacobi J}(0) depende sélo de la com-
ponente de variacion normal f y estd dada por

THO)(f) = /D (—f & f— |B2/2)dM

Sea § el conjunto de todas las funciones f: D — R diferenciables a trozos que satis-
facen f=0en 0Dy [, fdM = 0.

Proposicién 1.2. A7,(0) > 0 para toda variacién de (M, ¢) que preserva volumen y que
fijan 0D si y solo si J}5(0)(f) > 0 para toda f € §.

Definicién 32. Sean (M, ¢) una inmersién en R™*! con curvatura media constante y
D C M un dominio relativamente compacto con frontera suave 0D. El dominio D es
estable si A7,(0) > 0 para toda variacion de (M, ¢) que preserva volumen y que fija 0D.
La inmersién (M, ¢) es estable si lo es para todo dominio D relativamente compacto.

Corolario 1.3. El dominio relativamente compacto D C M es estable si y sélo si
JH(0)(f) > 0 para toda f € §.

La estabilidad de un dominio relativamente compacto D C M puede definirse pidiendo
unicamente que J75(0)(f) > 0 para variaciones que fijan la frontera.

De manera andloga al estudio de curvas geodésicas, en una variedad Riemanniana
se construyen los campos de Jacobi para estudiar las regiones extremales del problema
variacional del area.

UAM-Iztapalapa Victor A. Cruz Barriguete 21



Hipersuperficies minimas invariantes bajo O(m) x O(n)

Definicién 33. Sean, (M, ¢) una inmersién en R"*! con curvatura media constante y
D C M un dominio relativamente compacto con frontera suave. Un campo de Jacobi en
D es un campo vectorial normal J = fN con f € C® vy f € §p que satisface la ecuacidn
de Jacobi

T(f) = Af + B2 = 0.

Una frontera 0D de un dominio D C M es una frontera conjugada si existe un campo
de Jacobi no nulo en D que se anula sobre dD. Si ademés, no existe un dominio D’ C D,
D' #£ D, tal que 0D’ es una frontera conjugada, entonces decimos que 9D es la primera
frontera conjugada.

En el trabajo de Barbosa y do Carmo [19] se prueba el siguiente resultado importante.

Proposicién 1.4. Sean (M, ¢) una inmersiéon de una variedad de dimensién n con cur-
vatura media constante en R"™! y v un vector fijo unitario en R"*!. Entonces la funcién
f = (v, N) satisface la ecuacién de Jacobi T'(f) = Af + ||B||?f = 0.

Consideremos el operador T' dado por la regla T(f) = Af + ||B||>f. En el mismo
trabajo [19] se demuestra el siguiente resultado.

Lema 1.3. Sean, ¢: M" — R""! una inmersién de una variedad Riemanniana conexa y
orientable M en R™*' y h(p) = (f(p), N(p)) la funcién soportede la inmersién ¢. Supong-
amos que la inmersion ¢ tiene curvatura H; = 0. Entonces la funcién soporte h asociada
a ¢ satisface que

T(h) = 0.

Para demostrar la estabilidad de una hipersuperficie M inmersa en R" en la seccién
2.5, se utilizara la funcién soporte h de su inmersién (M, ¢).

1.3. Sistemas Dinamicos

Counsideremos el sistema de ecuaciones diferenciales
T = X(x) (1.3)

donde z(t) € C'(I,R") es una funcién vectorial que depende del pardmetro t y X: U — R"
es una funcién de clase C! definida en el abierto U C R".

Definicién 34. Bajo las hipdtesis anteriores, decimos que la funcion X que define a la
ecuacién diferencial (1.3) es un campo vectorial.

Teorema 2. Consideremos un subconjunto abierto U C R", un campo vectorial X: U —
R” de clase C! y un punto zy € U. Entonces existe una constante real ¢ > 0 y una tnica
solucién x: (—¢,¢) — U que satisface la ecuacién diferencial © = X(x) con condicién
inicial 2(0) = .
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De esta manera (véase [18]) el campo vectorial X genera un flujo en U el cual deno-
tamos mediante ¢: U x I — R". Si se escribe ¢(z) = ¢(z,t) como una funcién suave
definida para toda x € U y para toda ¢ en algin intervalo de la forma I = (a,b) C R,
entonces la aplicacién ¢ satisface la ecuacion (1.3), es decir,

d
6w, emr = X(9(, 7))

para toda x € U y 7 € I. En otras palabras, para un argumento fijo xq, la curva dada
por ¢(xg,t) = ¢g(t) = z(t) es una curva integral o solucion de (1.3).

Al considerar la condicién inicial para la ecuacién diferencial (1.3) dada por
¢(x0,0) =29 € U (1.4)
la solucién ¢(zo,t) cumple que ¢(xg,0) = xo.

Definicién 35. Para zy dado, la aplicacién ¢(xg, t) define la aplicacién vectorial ¢, : [ —
R™ a la que llamamos la orbita, curva integral, curva solucion o trayectoria de la ecuacién
(1.3) con condicidn inicial z.

Por otro lado, cada t € I define una aplicacién ¢;: U — R la cual es un difeomorfismo
en su imagen ¢,(U) C R™

Se sabe que {¢;}ier es un grupo a un pardametro (local) pues satisface:
1. ¢ = Id.
2. G115 = @10 @, para aquellos t,s € [ tal que t +s € 1.

En adelante, si no hay confusién, escribiremos indistintamente ¢(zo,t) = ¢,,(t) para
denotar una solucién de (1.3) que pasa por el punto =y € U.

Definicién 36. Una singularidad o punto singular del campo vectorial X de la ecuacién
(1.3) es un punto p € U C R" tal que

X(p) = 0.

Definicién 37. A la derivada DX(p) del campo vectorial X en el punto singular p se le
llama la parte lineal de X en p.

Definicién 38. Sea x = p una singularidad del campo vectorial (1.3). Llamamos a p
un punto singular hiperbdlico si ninguno de los valores propios de DX(p) tiene parte real
igual a cero.

Diremos ademés que punto critico singular hiperbélico p se llama:
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1. Punto silla: si alguno, pero no todos, de los valores propios de DX(p) tienen parte
real mayor que cero y el resto de los valores propios tienen parte real menor que
cero.

2. Punto nodo estable: si todos los valores propios tienen parte real negativa.

3. Punto nodo inestable: si todos los valores propios tienen parte real positiva.

Definicién 39. Decimos que p es un punto centro si los valores propios son imaginarios
puros diferentes de cero.

Observamos que una érbita del campo vectorial (1.3) es invariante bajo traslaciones
con respecto al parametro t. Es decir, soluciones cuyas condiciones iniciales estan dadas
en tg # 0 pueden llevarse a soluciones que dependan de t; = 0. De esta manera y sin
pérdida de generalidad, podemos suponer que el intervalo I donde se define el flujo del
campo vectorial contiene al 0.

Definicién 40. Decimos que una érbita {¢,, } de campo vectorial X es cerrada si existen
t1,t2 € I con t1 <ty tal que ¢, (t1) = Py (t2).

Definicién 41. Decimos que un campo vectorial es completo si el flujo esta definido para
todo t € R.

En lo subsecuente entenderemos que los campos vectoriales dados son completos.

Definicién 42. Consideremos un subconjunto & C R™. Decimos que S es invariante bajo
el flujo ¢(x,t) del campo vectorial (1.3) si para cada xy € S se tiene que ¢;(x) € S para
todo t € R.

Si restringimos a valores t > 0, entonces diremos que S es un conjunto positivamente
inwvariante y al hacer la restriccion de la definicién anterior sélo para valores t < 0 diremos
que es un conjunto negativamente invariante.

Definicién 43. Consideremos la 6rbita ¢;(x) con t € R. Un punto p € U es un w-punto
limite de la érbita ¢.(z) asociada al campo vectorial (1.3) si existe una sucesion t,, — oo
tal que

lim ¢(x,t,) = lim ¢, (x) = p.

De manera andloga, decimos que ¢ € U es in a-punto limite de la 6rbita ¢,(x) asociada
al campo vectorial (1.3) si existe una sucesién t, — —oo tal que
lim (. 1,) = lim ¢y, (x) = g.
n—oo n—oo
El conjunto de todos los w-puntos limites de una orbita ¢; es llamada el w-conjunto limite
y se denota por w. El conjunto de todos los a-puntos limites de una orbita ¢, es llamada

el a-conjunto limite y se denota por «. El conjunto de todos los puntos limites de v dado
por a U w se le llama conjunto limite de 7.
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No es dificil ver que el w-conjunto limite y el a-conjunto limite son invariantes bajo el
flujo de X.

Definicién 44. Para el punto p € U y su unica 6rbita solucién ¢,(p) del campo vectorial
X, definimos el w-limite de p como el w-limite de su érbita. De igual manera definimos
a-limite de p como el a-limite de su érbita.

Consideremos el campo vectorial X en R™ con la ecuacion diferencial asociada
t=X(z); zeR" (1.5)
y con el flujo inducido ¢;: R™ — R™.

Sea p € R™ una singularidad de X, esto es X(p) = 0. Al linealizar el problema (1.5) en
p se obtiene

£=DX(p)¢, R (1.6)

donde DX = (%) es la matriz Jacobiana de derivadas parciales de la funcion
J

X(x) = (filzr, - ymn)y ooy fulT, oo xn)),

donde z = p + & para |£| < 1. Entonces el sistema de ecuaciones diferenciales (1.6) es
lineal. En particular el flujo lineal de (1.5) en R", dado por D¢ (p)E, se origina a partir
del punto critico p mediante (1.6) por integracién, es decir,

Yi(p) = Do(p)§ = Gth(p)S- (1.7)

Alrededor de un punto singular hiperbdélico, estudiar el problema (1.6) nos da informacién
del problema (1.5) mediante el siguiente resultado.

Teorema 3 (Hartman-Grobman). Consideremos un subconjunto abierto U de R" que
contienen al origen. Sea X € C}(U) y ¢ el flujo del sistema no lineal (1.5). Supongamos
que X(0) = 0 y que la matriz A = DX(0) no tiene valores propios con parte real igual a
cero. Entonces existe un homeomorfismo h de un subconjunto abierto U que contiene al
origen y un abierto V' que contiene al origen tal que para todo zy € U, existe un intervalo
abierto I, C R que contiene al cero tal que para toda zo € U y t € I,

ho ¢u(xo) = e Mh(xy).

En otras palabras, h aplica trayectorias de (1.5) cerca del origen en trayectorias de
(1.6) cerca del origen y preserva la parametrizacion de t.

En tal caso se dice que ambos flujos son localmente (topoldgicamente) conjugados.
Es bien conocido que si la parte real de algunos de los valores propios son cero, entonces
no necesariamente el comportamiento del flujo puede determinarse por la linealizacion.
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Eu

ES

Figura 1.8: Teorema de Hartman-Grobman

Ejemplo 1.8. Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
o= 2°
= —v. (1.8)

La linealizacién de este sistema en el punto singular (0,0) estd dada por
u = 0
) = —u. (1.9)

La Figura (1.9) muestra los retratos fase del sistema cerca del origen. Para una discusién
mas profunda, se sugiere consultar [20].

e

i S 3L SRS

-%%%‘%e‘é eF<
SN
;699 = eee?
‘%%‘% %‘e e%e%

e I
A e

(a) Sis‘éema (1.8) (b) Sistema (1.9)

Figura 1.9: Retratos fase del Ejemplo (1.8).
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Figura 1.10: Teorema de la variedad estable local

Definicién 45. Para un punto singular hiperbélico de un campo vectorial X, definimos
las variedades locales estables e inestables de p, denotadas por WS (p) y Wjt.(p) respecti-
vamente, de la siguiente manera

Wip) = {z €U: () — ponando t — oc y éu(x) € U}
We(p) = {2 €U: () - peuandot — —o0 y ¢u(x) € U}

donde U C R™ es una vecindad del punto critico p. Las variedades W .(p) y W} .(p) tienen
sus analogos en el problema lineal (1.6), es decir, los espacios estable e inestable, E* y E*
respectivamente (véase [21]).

El siguiente resultado garantiza que W .(p) y Wj.(p) son variedades suaves encajadas
en R™ cuyos espacios tangentes en p son £° y E" respectivamente.

Teorema 4 (de la variedad estable local). Supongamos que el campo vectorial (1.5)
tiene un punto singular hiperbélico p. Entonces existen subvariedades W} .(p) y W.(p)
de la misma dimensién de los subespacios £° y E" del sistema linealizado (1.6), que son
tangentes a E*° y E" respectivamente en p, las cuales son invariantes bajo el flujo asociado
al campo vectorial.

Las variedades localmente invariantes W} .(p) y W}%.(p) tienen anédlogas globales defi-
nidas mediante las igualdades

wep) = |JaWi(p).

wh(p) = |Ja(Wi(p).

t>0

El siguiente resultado demuestra la existencia de tales variedades, invariantes bajo el
flujo del campo vectorial
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Teorema 5 (de la Variedad estable). Sean U C R™ un abierto que contiene al origen y
X € CY(U,R"). Consideremos el flujo ¢; del sistema (1.3). Supongamos que X(p) = 0 y que
DX(p) tiene k valores propios con parte real negativa y n—k valores propios con parte real
positiva. Entonces existe una subvariedad diferenciable de dimensién k& denotada W#(p),
tangente al espacio E® del sistema lineal (1.3) en x = p, tal que para toda t > 0 se tiene
que ¢ (W*(p)) C W#(p) y para cualquier xy € W*(p)

tlggo oe(zo) = p. (1.10)

Andlogamente, existe una subvariedad de dimensién n—k denominada W*(p) tangente
al espacio inestable E* de (1.3) en p tal que para todo t < 0 se tiene ¢:(W*"(p)) C W*(p)
y para todo xy € W*(p)

Jim (o) = p. (L11)

A continuaciéon presentamos algunos resultados acerca de campos vectoriales en el
plano que utilizaremos durante el desarrollo de este trabajo. Omitimos sus pruebas pues
escapan a los fines del mismo. Para més detalles, sugerimos al lector consultar [22], [18],
[20] 6 [21].

Teorema 6 (Criterio de Bendixson). Sean f,g € C'(U,R). Consideremos el campo X =
(f,g). Si en una regién U C R? simplemente conexa la expresién DivX = % + Z—z no se
anula y no cambia de signo, entonces el campo vectorial plano X no tiene como soluciones
a orbitas cerradas contenidas en U.

Teorema 7 (Bendixson-Poincaré). Sea S una regién positivamente invariante para un
campo vectorial en U C R? que contiene un ntimero finito de puntos singulares. Sea p € S
y consideremos el conjunto w(p). Entonces se cumple una de las siguientes afirmaciones.

1. w(p) es un punto singular.

es una Orbita cerrada.

[N}

- w(
. w(p
3. w(p) consiste de un nimero finito de puntos fijos p1, ..., p, y 6rbitas v con a(y) = p;

w 7) =Dj-

<

)
)
)
(

Teorema 8 (Bendixson-Poincaré). Si U € R? es una regién simplemente conexa que con-
tiene una érbita cerrada vy del campo vectorial X, entonces dentro de la region encerrada
por 7y existe un punto singular de X.

El lector puede consultar las demostraciones de estos Teoremas en [23] o [20].

28 Victor A. Cruz Barriguete UAM-Iztapalapa



Capitulo 2

Hipersuperficies Invariantes bajo

O(m) x O(n)

En esta parte daremos la construcciéon de la ecuaciéon de curvatura media y estu-
diaremos un campo vectorial asociado mediante las transformaciones de Bombieri-de
Giorgi-Gusti. Esto nos llevara a una clasificacion de las curvas de perfil que generan a
las hipersuperficies minimas invariantes bajo O(m) x O(n) y en consecuencia la clasifi-
cacion de dichas hipersuperficies. También estudiamos la estabilidad de las hipersuperficies
invariantes obtenidas. Por ultimo se muestra el teorema 2.19 del trabajo [11] sobre hiper-
superficies minimas, estables, completas y encajadas en R™*"~! que son invariantes bajo
O(m) x O(n) el cual generaliza el trabajo de Alencar [9] y presenta nuevos ejemplos para
la generalizacion del Teorema de Bernstein.

2.1. Ecuacién de Curvatura

Consideremos la accién diagonal del grupo de Lie G = O(m) x O(n) en R™™" =
R™ x R™ dada por (A, B) - (z,w) = (Az, Bw). Sea II: R™ x R" — R? la aplicacién
definida mediante II(z,w) = (]2, [[w]]). Debido a que cada (A, B) € O(m) x O(n) y
(z,w) € R™™ se tiene que I(Az, Bw) = ([|[Az]], [ Bwl]) = (=], [lw]l) = (=[], lw]]) y el
espacio de érbitas puede representarse mediante

Q:=R"™™/O(m) x O(n) = II(R™™) = {(z,y) € R* : 2 >0, y > 0}.

Observemos que a cada punto (z,y) € £ bajo la accién le corresponde el producto de
esferas S™71(x) x S"(y) de radios x y y, es decir, [T} (z,y) = S™ () x S (y) (véase
la Figura 2.1).

De esta manera, una hipersuperficie M de R™*" invariante bajo la accién de G
estd generada por una curva de perfil y(t) = (z(t),y(t)) contenida en Q. Es decir, la
hipersuperficie M esté parametrizada mediante la inmersién I': I x S~ x §*=1 — Rm+»
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dada por

F(tv ¢17 s 7¢m—1: ¢1a B 7¢n—1) - (.l’(t)(l)(dn ~~~~~ ¢m—1)7 y(t)\l}<w1 """ wn—l))
= (z()®(a), y(t)¥ (b))

donde ¢ y ¥ son las parametrizaciones de las esferas unitarias de dimension m—1yn—1
respectivamente siendo a y b sus parametros respectivos.

Smol ]

Figura 2.1: Curva de perfil de una hipersuperficie en R™*™ invariante bajo el grupo O(m) x
O(n)

Por célculos directos tenemos

Iy =(2'®,y'V), T,=(x9,0),
[y =(0,y0y), Ty=(2"®y"V),
[y = (2'®,,0), Ty =(0,y7y),
Lag = (2Pua,0), Ty = (0,yWy).
donde o' = Z¥(t), ' = %(t), o, = g—f(a) y U, = 2%(b).

Un vector normal unitario para I' esta dado por
]‘ / /
n= —y (t)P(a), 2" (t)W(b)).
(V2@ O0)
La primera forma fundamental estda dada por

(@) +@)* 0 0

G = 0 2?I,, 0
0 0 %,
y la sequnda forma fundamental es ta dada por
1 Q;,//y/ + I,y” 0 O
B = - - 0 —xy'l, 0
(@) + (¥) 0 0 yr' I,
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donde I, e I,, son las matrices identidad de dimensiéon m y n respectivamente.

Las curvaturas principales estan dadas por las raices de la ecuacién polinomial det(B—
AG) = 0. Asi, las curvaturas principales estan dadas por las relaciones

ZL“,y” . x"y’
Ao = '

[(2)? + (y)?]2

y/

A = , 1=12....m—1

z\/(2')? + (y')?

/

A = - "’“" j=1,2,...,n—1

Consecuentemente, la curvatura media para la hipersuperficie M esta dada por

m+n—2

(m+n—1)H, = Z Ak

x’y” a:”y’ (m . 1>y/ B (n o 1)1./ |
(@2 + )27 2/@)2+ )2 y/ @)+ (y)?

Las hipersuperficies minimas satisfacen que la curvatura media es nula, es decir, H; =
0. Por lo tanto, el problema de encontrar las hipersuperficies minimas invariantes bajo
O(m) x O(n) es equivalente a encontrar las curvas de perfil, soluciones de la ecuacién
diferencial de segundo orden

a:’y” _ x//y/ ( _ 1)y/ (n . 1)2?,
nz T o
(@) + (y) z Y
Observemos que si y(t) = (x(t),y(t)) es una solucién de la ecuacién (2.1), entonces al
considerar la familia de curvas v.(t) = (cz(t), cy(t)) para ¢ # 0, se tiene

—0. (2.1)

Ay —2"y)  (m—1)cy ~ (n =1 _
(@) + (v')? cx cy
'y’ — 2"y (m—l)y’_(n—l)x’:
CE WP TR

Es decir, toda curva homotética ~.(t) = (cx(t), cy(t)) a v es también solucion de (2.1).

Py(t) = (a(t
(z ) +(y’) =1

),y(t)) estd parametrizada por longitud de arco, entonces se cumple que
y entonces

n = (= (t)®(a), z'()¥ (b))

es un vector normal a la hipersuperficie generada por v(t) = (x(t),y(t)).
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Derivando la relacién (z')? + (') = 1 obtenemos
2" +y'y" = 0. (2.2)

Por otro lado la ecuacién (2.1) se transforma en

1o "or y, ' .
2y ="y +(m—-1)=—-(n—-1)— =0. (2.3)
T Y
Asi, de las relaciones (2.2) y (2.3) podemos escribir las variables 2 y y” en términos de

las otras variables x, ', y y 3/ obteniendo el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
de segundo orden

o = — (m — 1>yy, — (n — 1)1’33',?/
1Y

y/l - _ (m — 1)yy/ B (n B 1)xx/xl. (24)
Y

Supongamos que y = y(z), entonces y'(z) = 2’9 y por tanto la ecuacién (2.3) se
reduce a la ecuacion diferencial de segundo orden

1
d*y (m — 1)y§—y —(n—1)z dy\*\’
— = £ 1 — . 2.5
dz? + xy * dx (25)

De la misma manera, al suponer que x = z(y) y dado que z'(y) = ¢/ Z—Zj se tiene que

1
d? m—1)y —(n—1)z% dr\?\ 2
_x:q:( o= ey () () (2.6)
dy? Ty dy

Las ecuaciones (2.5) y (2.6) indican que no existen puntos singulares de la ecuacién (2.1)
en €.

2.2. El Campo Vectorial Asociado

Utilizando el método de Bombieri-de Giorgi-Giusti desarrollado en [5], hacemos la
transformacion de coordenadas (z,y) — (u,v) dada por

tanu =

tanv =

(2.7)

SAGERES

definidas en (u,v) € D donde D = (0,%) x (-, ).
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De esta manera, al derivar con respecto al parametro ¢ tenemos

yr — 'y
!/ — x2 + y2 y 'U/ — x/y// _ :C”yl.
Multiplicando la ecuacién (2.3) por el factor ( :23’; 7 v’y utilizando el cambio de coor-
x4y
denadas se tiene
V'[— cosusenusen(u —v)] +u'[(m — 1)senvsenu — (n — 1) cos v cos u] = 0. (2.8)

La ecuacién (2.8) provee de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer
orden para u y v, y un campo vectorial X(u,v) = (X;(u,v), X2(u,v)) definido en D dado
por

Xi(u,v) = u' = cosusenusen(u —v),
Xo(u,v) = v =(m—1)senvsenu — (n — 1) cosv cos u. (2.9)
Lema 2.1. El campo vectorial X satisface las siguientes propiedades:

1. Xy seanulaenlasrectasu =0, u= 5, v=uyv=mu—T.

2. X5 se anula en la imagen de las funciones

m —

n—1
vi(u) = arctan n cotu |,

n—1
ve(u) = arctan ( ] cot u) -7

m —
definido para u € [0, §]. Mas atin, las funciones v; y vy son decrecientes y se tiene

a) lim v (u) = g y lim vy (u) = 0.

u—~0 u—%
Z. 7T Z.
b) hH[l) vo(u) = SR lim vy (u) = —.

2

c) Sin<m (n=mon>m), entonces v; y vy son concavas hacia arriba (rectas
6 concavas hacia abajo respectivamente).

d) vi(0) = v5(0) = === y v} (§) = v5(5) = — 2.
Demostracion. Procedemos a demostrar el Lema.

1. Del sistema (2.9) tenemos que
X (u,v) = cosusenusen(u —v) =0

si y solo si cosusenusen(u —v) = 0. Es decir, cuando cosu = 0, senu = 0 o

sen(u — v) = 0. Lo cual sucede en D si u = 2

su=00u—v=m.
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2. Ahora
X2(u,v) = (m —1)senvsenu — (n — 1) cosvcosu = 0

si y solo si
n—1

m —

cot v.

tanv =

Por lo tanto, dentro de D se tienen dos soluciones

m —

n—1
vi(u) = arctan . cotu |,

n—1
ve(u) = arctan N cotu | —m

m —

Las afirmaciones (2a) y (2b) se siguen de la definicién de la funcién arctan x. Para
demostrar (2¢) y (2d) notemos que para i = 1,2 se tiene

d'UZ' n—l
=— (2.10)
du sen? u + (” 11) cos?u
Y 1
d*v; 221 senwcosu _1\2
d"; _ 1 ~ <1_ <" 1) . (2.11)
U (sen2u+ (2= 11) Cos2u> me
Como 7’;—11 > 0y sen®u + (” 11)20082u > () entonces % < 0 parai = 1,2 y por

v _ = 0, obtenemos los

du?
puntos de inflexion de las funciones v; con 7 = 1,2. Es decir, tenemos que Ccllu”; =0siy

solo si cosu = 0 o senu = 0. Esto es, cuandou =00 u = 7 en D.

tanto las funciones v; con 7 = 1, 2 son decrecientes. De la relacién

Observemos que cosu > 0 y senu > 0 en (0, 2) Asi se tiene que gig > 0 para

u € (0, g) si y solo si (1 — (:1;_11)2> > (. Esto es equivalente a que m —1 >n—1 o

. , 2 . , .
bien m > n. De manera analoga tenemos que % < 0 si y sélo si m < n. Evaluando

directamente en (2.10) tenemos que § i T0)= -2y 3272 (2) = —2=L parai =1,2. Esto

termina la demostracién. ]

Con la informacién del Lema 2.1 obtenemos las graficas de las posibles v; y vy que
mostramos en la Figura 2.2.

De la demostraciéon del Lema 2.1 se siguen los siguientes corolarios.

Corolario 2.1. Los puntos singulares del campo vectorial X en la regiéon D = [O, g} X
[_ﬂ-vﬂ-] son p1:<0 _E) pQZ(O E) b3 = (E - )aplz(%70)7p5: ( ) Y Ps = (O[ O{),
pr = (a,0 — ), donde a = arctan /2L € (0, 3).
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7T Ps ™ ps
D2 P2
T g
2 N 7 2 -
\ /;/«» D6 - /«x
N » v L3 R 6. 7y7
NP6~ 4 _z
L (O -
- //
- 1 - - 1
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1 1
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T
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-
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(c)n>m

Figura 2.2: Grafica de las funciones vy = vy (u) y va = va(u)
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De la continuidad del campo vectorial X se tiene el siguiente resultado.

Corolario 2.2. El campo vectorial X satisface

(0,X3) parav e (—m, —3);
X(0,v) = (0,%5) parav € (_%’ g)’
(0,XF) parawv e (%,W).
T U) _ (0,X5) parawv € (—m,0);
2’ B (0,X5) parawv e (0,7).
x(u u) — <O7 %2—) para O<u< Q;
0 (0,%)) paraa<u< T
X(u,u—7) = (0, %;) para 0 < u < a;
7 | (0,%;) paraa<u<Z.
X(u,vi(u)) = (X7,0) para0<u<a
- N (%1’—70) para o < u < %
X(u,vo(u)) = (X7,0) para 0 <u<a
- - (%1’—70) para o < u < %

donde X >0y X; <0.

Proposicion 2.3. Para todo m,n > 0, los puntos singulares pi, ps, p3, ps v ps del campo
vectorial X son puntos silla. Si m +n < 7, pg es un nodo inestable (repulsor) y p; es un
nodo estable (atractor). Si m +n > 8, entonces pg es un nodo inestable y p; es un nodo

estable.

Demostracion. Para demostrar lo requerido, consideremos la parte lineal del campo vec-
torial dada por la matriz de derivadas parciales DX, = (a;;) donde

a;; = cos2usen(u —v) + cosusenucos(u — v)
ajs = —cosusenucos(u— v)

azg; = (m—1)senvcosu+ (n—1)cosvsenu
azxp = (m—1)cosvsenu+ (n—1)senvcosu
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Sustituyendo los puntos singulares p; con ¢ = 1,...,7 en la matriz DX, tenemos

DXy = <m1—1 —(nO— 1)>

ey
" —(n—=1) —(m—1)

DXy, = <n_—11 m0—1)

DX, = <_(n1_ 1) —(mo— 1))

Para ps = (a, @) con a € (0, §), se tiene que cosa > 0 y sena > 0 y por tanto

1 -1
DX, = senacosa(m+n_2 m—i—n—2>'

Llamemos 3 = m + n — 2, entonces tenemos que

1 -1

DX, = senacosoz<ﬁ ﬁ)
1 -1
=5 5)

pr =318+ 1+ F+1E 87

y los valores propios de

estan dados por

i = 3[5+1— VBT 17 =55

Observemos que g > 0 siy sélosi (3+1)? > (84 1)* —83. Ademds, el discriminante
(B +1)? — 842 es un ntimero real si y sélo si 3 > 3+ 2\/5, es decir, m +n > 8. Por tanto
fip2 > 0y entonces pg es un punto nodo repulsor.

Para el caso p; = (a, & — 7) tenemos que

DX,, = senacos&(:é _15)

y en este caso los valores propios de la matriz

5=(T5 )
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(c)n>m

Figura 2.3: Planos Fase
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estan dados por

Yor1+ ETIE =90 = -

vy = ~3 18+ 1~ /T F P 8] =

Asi, los valores propios cumplen v; < 0y vy < 0. Por tanto, siguiendo un razonamiento
analogo al anterior y bajo la hipdtesis de que m+n > 8 tenemos que p; es un punto nodo
atractor. Esto termina la prueba. O

Para hacer un anélisis més detallado del campo X consideremos las regiones Dy, Dy,
Dy y D5 definidas mediante

ot = (03)%(03)
i = (0% (5.
o - (1) (50)
b = (019)x (=)

Lema 2.2. Para cualesquiera dos enteros m,n > 3, el campo X no tiene érbitas periddicas
en las regiones D", DS, Dy y D

Demostracién. Para el caso donde consideramos la regién D;, las funciones sen u, cosu,
senwv y cosv son positivas. Por otro lado, la divergencia del campo vectorial X estd dada
por

DivX = [3cos®u + (m — 2)]senucosv + [3sen® u + (n — 1)] cos usen v.

Si m,n > 3, el signo de Div depende de f(u,v) = senucosv y g(u,v) = cosusinwv.
Por lo tanto, en la regién Dj se tiene

DivX > 0.

De esta forma, el criterio de Bendixson (véase Teorema 6, pagina 28) implica que no
hay drbitas periédicas en Dy .

Para D, las funciones senv y cosu son negativas, lo que implica que en esta region,
DivX < 0.

Nuevamente, utilizando el criterio de Bendixson se sigue la afirmacién en D, .
Observemos que Xs(u,v) > 0 para

n—1
arctan< cot u> <v<T
m—1
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y X2(u,v) < 0 para

s n—1
—— < v < arctan cotu | .
2 m—1

Esto implica que X no tiene 6rbitas periédicas en la region D;. De manera similar se
sigue la afirmacién para X en Dy . Esto termina la prueba. [l

Corolario 2.4. Para cualesquiera m,n > 3, el conjunto (0,%) x [—Z, 7] estd contenido
en la variedad inestable W*(pg) del punto singular pg.

Corolario 2.5. Para cualesquiera m,n > 3, el conjunto (0,%) x [—m, 0] estd contenido

2
en la variedad estable W*(p;) del punto singular p;.

Proposicién 2.6. El campo vectorial X tiene una tinica curva integral ¢(t) definida para
todo t € R tal que

lim ¢(t) = ps = (a, @)

t——o00

lfm ¢(t) = py = (o, f) .

t—o0 2

Es decir, se tiene que {¢(t)} C W*(p2).

Demostracion. El Teorema 5 de la variedad estable en dimension 2 implica la existencia
de una variedad estable de dimension 1 para ps. El espacio tangente de esta variedad
estd generado por un vector propio & = (£, £?) asociado al valor propio —1 de DX,,. Un
calculo directo muestra que podemos elegir

()

Para m,n € N tenemos que

dvy m—1 m—1

Do) =~

n—1 n

Por tanto W#(ps) es transversal a la grafica de la funcién v; en py. Ademas, el vector &
apunta por encima de la grafica.

Asi la parte de W#(ps) contenida en (O, g) X [—%,7‘1’] también lo estd en W"(pg).
Como estas variedades son de dimensién 1, podemos elegir una curva integral ¢(t) de X
que esta definida para toda t € R porque X esta acotado en [0, g} X [g,ﬂ. Entonces
tenemos que

lm ¢(t) =ps y lim (t) = ps,

t——o00

lo que termina la prueba. O
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De manera similar, existen variedades de dimensién 1 invariantes bajo el flujo de X
que conectan cada punto silla py, p2, ps, p4, ps con pg y pr. En lo posterior, W*(p;),
We(p;), i = 1,2,...,5 denotarén la parte de tales variedades invariantes contenida en
D=10,Z] x [-m, ).

Por otra parte, como D es compacto v ¥ continuo, se sigue que cada érbita es completa,
es decir, esta definida para toda t € R.

Proposicién 2.7. Para m,n > 3, cada érbita {¢(t)} de X contenida en D esté definida
para toda t € R, y ademas es de uno de los siguientes tipos:

1. {¢(t)} esta contenida en el eje v y tiene a p; 0 ps como a-limite o bien como w-limite.
(Las singularidades p; y ps corresponden a este caso.)

2. {¢(t)} estd contenida en la linea 7 y tiene a p3, py 0 ps como a-limites o bien como
w-limites. (Las singularidades ps, ps y ps corresponden a este caso.)

3. o(t) = ps 0 o(t) = pr.

4. {o(t)} € W*(ps) N W?(pr). Esto es,

lim o(t) =ps y lm o(t) = pr.

5. {¢(t)} C W*(ps) N W?(ps), con ps = (o, @ — 7). Esto es,

lm ¢(t) =ps vy lim o(t) = ps.

t——o00
6. {o(t)} € W¥(pg) N W*(p7), con pg = (v, v — 2m). Esto es,

lim ¢(t) =py y lim @(t) = pr.

t——o00 t—o00

7. {o(t)} = W?(p2) C W*(ps). Esto es,

lm ¢(t) =ps vy lim o(t) = pa.

8. {#(t)} = W?(ps) C W"(ps). Esto es,

lm ¢(t) =ps vy lim ¢(t) = pa.

t——o00 t—o00

©

Ao)} =W (p1) C W*(pr). Esto es,

lm ¢(t)=p1 y lim é(t) = pr.

t——o00 t—o0
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10. {¢(t)} = W(ps) C W*(pr). Esto es,

lm ¢(t) =ps vy lm ¢(t) =

t——00

Ahora describiremos todas las 6rbitas no verticales de X contenidas en la cerradura
Wu(pg) NW#(p7). Ya que el comportamiento de los puntos singulares en las otras 2-
variedades invariantes es el mismo que en W*(pg) N W#(p;), el comportamiento global de
X esté representado en D.

Lema 2.3. Cada 6rbita {¢(t)} € W*¥(ps) N W*(p7) interseca a la recta v = u o la recta
v=u—T.

Demostracion. Cada érbita ¢(t) = (u(t),v(t)) contenida en W*¥(pg) N W*(p;) puede ser
reparametrizada por ¢t = ¢(7) con 7 € (0,1). Asi, obtenemos la curva ¥ (1) = ¢(t(7)) =
(a(r),0(7)) con ¥(0) = pg y ¥(1) = p7. Como 11(0) = u(1) = a, por el teorema del valor
medio, existe 7y € (0 1) tal que 2(75) = 0. Pero % (7y) = 2¥(¢,) %L (1), donde to = t(7p).
Esto implica que 2% (t) = 0 pues 4 at (1) # 0 y t =t(7) es una reparametrizacion.

De la misma manera existe tg € ]R tal que u'(ty) = 0. Pero la primera coordenada del
campo X se anula en W"(pg) N W#(p7) solamente sobre las lineas v =uy v =u — m, lo
cual implica que ¢(t) estd en alguna de las lineas. O

Corolario 2.8. Dados m,n > 3 enteros tales que m+n < 7, cada dérbita {¢(t)} contenida
en W*(pg) N W*(pr), interseca a las lineas v = u 0 v = v — 7 una infinidad numerable de
veces. Mas aun, cada érbita sale espiraleando de pg vy entra espiraleando a ps.

Demostracion. Esto se sigue de que pg v pr son nodos hiperbdlicos. [l

Proposicion 2.9. Para cualesquiera enteros m,n > 3 tales que m + n > 8, dada orbita
{o(t)} contenida en W"(pg) N W#(p;) tiene una y sélo una de las siguientes propiedades:

1. {¢(t)} interseca a la linea v = w y no interseca a la linea v = u — m. Mds aun,
{¢(t)} interseca a la curva v = vl(u) = arctan (2=% cotu) y no interseca a la curva

v = v (u) = arctan (2= cotu) —

2. {¢(t)} interseca a la linea v = wu e interseca a la h’nea v = u — m. Méas aun,
{6(t)} interseca a las curvas v = vi(u) = arctan (2=fcotu) y v = vi(u) =

arctan (— cot u) — .

3. {¢(t)} interseca a la linea v = u — 7 y no interseca a la linea v = u. Mds atn,
{#(t)} interseca a la curva v = v;(u) = arctan (2=} cotu) — 7 y no interseca la

curva v = vy (u) = arctan (2= cotu).
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(a) (b)

Figura 2.4: Conjugacién de los campos X y ).

Demostracion. Sea = m + n — 2 como en la demostraciéon de la Proposicién 2.3. Si
consideramos el campo 9 = (D1(z,w),Y2(z,w)), la linealizaciéon de X, y el punto pz,
obtenemos un sistema de ecuaciones diferenciales lineales

2= iz =91(z,w),
w o= pew =Yz, w),

donde
mo= —%[ﬁ+1+ (B+1) - 8f]
pr = —58+1—FF 1780

son los valores propios obtenidos en la demostracion de la Proposicién 2.3 asociados a los
correspondientes vectores propios

& = (»:i,s%)—(l, 2 )
30+ 1+ (B+1)2—-8p

_ 1 ¢#2y _25
52 - (§27§2)_(1735+1_ (ﬁ+1)2—8ﬁ>

Observemos que las segundas coordenadas de estos vectores son negativas y £ < &2, esto
implica que los puntos &; de la regién estan sobre &,.

En un sistema de coordenadas (z, w) relativa a la base {1, &}, el flujo de ) alrededor
del origen se comporta como en la Figura 2.4.
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El Teorema 3 implica que el campo X en una vecindad de p; es Cl'-conjugado del
campo ) cerca del origen.

Como las érbitas ¥~ (t) y ¥ (t) sobre el eje z son separatrices para el campo %),
bajo la conjugacion éstas corresponden localmente a las separatrices de X, llamadas
oY (t) = W™(p1) vy ¢5(t) = W"(ps) respectivamente. Estas érbitas estdn contenidas en
W (pg) N W*(p;) y convergen a p; cuando ¢ — oo con la misma direccién &, esto es, con
pendiente

—23

3B+1+/(B+1)* =803

La drbita ¢~ (t) converge a cero con la misma pendiente, junto con la familia de érbitas
del campo ¥), como se observa en la Figura 2.4. La conjugacién implica la existencia de
una familia de érbitas de X que junto con ¢} (t) convergen a p; con la misma pendiente

—28 . Tal familia no interseca a la linea u = «a y tampoco interseca la linea
38+1+4/(5+1)2-83

v =wu — 7. Del Lema 2.3 se sigue que tal familia sélo interseca a v = u.

Por otra parte, como X es continuo y transversal a la linea u = «, entonces existe una
érbita {¢1(t)} € W¥(ps) N W*(pr) acotando a la familia antes mencionada, que ademés
converge a p; con direccidn &;, esto es, con pendiente

—28
33+1—+/(B+1)2-83
Esta érbita ¢; corresponde bajo la conjugacién con la orbita vertical 1 de ) en la parte

superior del plano z —w. Observemos que ¢; no interseca transversalmente a u = a y por
tanto las orbitas de esta clase intersecan inicamente a la linea v = u.

Una linealizacion cerca del nodo hiperbdlico pg muestra que la familia de érbitas con-
sideradas divergen al acercarse a pg con direccion &;. En particular, aquellas orbitas de
la familia corresponden a la regién izquierda de u = « (o la parte inferior izquierda del
plano z — w) cruzan la linea horizontal v = « saliendo de pg = (a, a). Esto implica la
existencia de un punto v' = 0, o X3 = 0. Por el Lema 2.1 obtenemos un punto (u,v) de
la érbita donde v = v;(u) = arctan (:;_11 cot u) Como la orbita no interseca a u = a,
tampoco interseca a v = vy(u) = arctan (2=L cot u) — 7.

Un analisis similar cerca del nodo hiperbdlico pg prueba la existencia de otra familia
de érbitas de X en W*(pg) N W?*(p;) tal que cada érbita satisface (3) en la Proposicién
2.9, mas aun, ésta familia estd acotada por una érbita {¢o(t)} simultdneamente con la
familia que converge a p; en la direcciéon &;, esto es, con pendiente

—203
364+1++/(B+1)2—-85
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La continuidad de X y su transversalidad relativa con v = u, u = ayv =u—7
implica que cada drbita en la regién acotada por {¢1(t)} v {¢2(t)} satisface la condicién
(2), lo que concluye la demostracién. O

La Proposicion 2.9 completa la descripcion global de los flujos para el campo vectorial
X. La Figura 2.5 muestra los flujos en el caso m +n > 8.

2.3. Las Curvas de Perfil

En esta seccion veremos algunas de las propiedades de las curvas de perfil v obtenidas
mediante la Proposicién 2.7 .

Proposiciéon 2.10. Para m,n > 3, consideremos ¢(t) = (u(t),v(t)) una oérbita de X
contenida en D, definida para toda t € Ry v(t) = (x(t),y(t)) la correspondiente curva
de perfil. Entonces v corresponde a uno de los siguientes tipos numerados de acuerdo a
la Proposicion 2.7.

1 v esta contenida en el eje x.

2 v estd contenida en el eje y.

3 ’yesunrayoy:,/;;;_llx.
n—1

4-6 7 es doblemente asintotica al rayo y = 4/ = .

7-8 v es asintética a y = 1/:1;_113: y entra ortogonalmente al eje . Mas atn, es una
grafica sobre su proyeccion en el eje x.

9-10 v es asintdtica a y = ,/;L;_llx y entra ortogonalmente al eje y. Mas ain, es una
grafica sobre su proyeccion en el eje y.

Demostracion. Primero analizaremos las singularidades de X dadas por el Corolario 2.1.
Se tiene que u(t) = 0 para p; y pa, de las ecuaciones (2.7) se tiene que y(t) = 0. De manera
similar tenemos que u(t) = § para ps, ps y ps y por tanto x(t) = 0. Esto demuestra los
casos (1) y (2). Para pg y pr se tiene que u(t) = a, esto es y(t) = (tan )z (t). Resolviendo
tenemos que « = arctan (ﬁ) que corresponde al caso (3).

Ahora analizaremos el caso (4). De la Proposicién 2.7 tenemos que {¢(t)} estd contenida

en W"(pg) N W*(p7), puesto que

lim (u(t),v(t)) = (,) vy lim(u(t),v(t)) = (o, x — ).

t——o00 t—o00
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(a) n<m (b) n=m

(c)n>m

Figura 2.5: Flujos para los casos m +mn > 8
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Esto implica que la curva de perfil (¢) satisface

/
lim Y L0 g, W

t—>I—noo x(t) =tana y t——o0 x'(t)  t——o0 dx

= tan «,

lo cual muestra que (t) es asintética a y(t) = (tan a)z(t) cuando t — —oo.
Por otra parte, tenemos
t

1o Y0

(t d
fim == =tana y h’my<) = h’m—y:tan(oz—ﬂ).
t—00 x(t) t—00 x’(t) t—oo dx

Como tana = tan(a — ) tenemos que 7 es asintética a y(t) = (tana)z(t) cuando
t — oo. Esto prueba el caso (4). Los casos (5) y (6) pueden tratarse de manera similar.
Veamos los casos (7)-(10). En el caso de (7) de la Proposicién 2.7 tenemos que {¢(t)} C
W (pa) (1 W (p), esto es,

lim 6(t) = p2 = (0,5

t—o0 2
la cual cumple
t "(t d
tm YD oy g L0 gy W z

= tan - = oo.
= 2(2) SR (t)  toisedr g T

Este hecho implica la ortogonalidad en el caso (7). Para mostrar que la curva de perfil
es la gréfica sobre esta proyeccion sobre el eje x, notemos que la érbita asociada (u(t), v(t))
estd contenida en el conjunto D = (0,%) x (0, ). Como tanv(t) = % = Z—f”v, tenemos que
para cada punto en la curva de perfil % > (. El teorema de la funcién implicita implica
que la curva de perfil es una gréfica con respecto del eje x.

Los casos (8) al (10) pueden tratarse de manera similar. ]

Lema 2.4. La curva de perfil 7 tiene un punto de inflexion si y sélo si {¢(¢)} inter-

seca a la curva v = vi(u) = arctan (2=t cotu) o interseca a la curva v = wva(u) =

arctan ( :;_11 cot u) — .

. . <2 . 2 2 .
Demostracion. La demostracion se sigue del hecho de que 372 0 3755 en las ecuaciones (2.6)
y (2.5) cambian de signo si y sélo si

dx
(m= Dyl —(n=Nx=0 o (m-Ly- (-1
Cada una de las ecuaciones anteriores equivale, al hacer la transformacion en el plano
(u,v) a las relaciones

n—1

n—1
. cot u) 0o wvy(u) = arctan ( 1 cot u) — .

m —

vi(u) = arctan (
m —
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Ahora estudiaremos el caso cuando m +n < 7.

Proposicion 2.11. Sean m,n > 3 tales que m +n < 7. Las curvas de perfil correspon-
dientes a los casos (4)-(10) en la Proposicién 2.7 intersecan al rayo y = ,/Z=%z una
infinidad de veces.

Demostracion. Por el Corolario 2.8, cada dérbita {¢(t)} es de cierto modo una espiral
en p; que corta una infinidad de veces a la linea u = «. Esta linea corresponde al rayo

Yy = ﬂ/::z;_lﬁv lo que demuestra la Proposicion. O
Ahora veremos el caso cuando m +n > 8.

Proposicion 2.12. Sean m,n > 3 enteros tales que m + n > 8. Las curvas de perfil de
los casos (4)-(10) en la Proposicién 2.7

1. Estas curvas de perfil corresponden a las drbitas {¢(t)} que satisface (a) en la
Proposicién 2.9, estan siempre debajo del rayo y = 4/ :1;_111: y tienen un tnico punto

de inflexién.

2. Estas curvas de perfil corresponden a las 6rbitas {¢(t)} que satisface (2) en la
Proposicién 2.9, son encajadas y tienen solamente dos puntos de inflexion.

3. Estas curvas de perfil corresponden a las érbitas {¢} que satisfacen (3) en la Proposi-

cién 2.9, estan siempre sobre el rayo y = ,/Z:L;flx y tienen solamente un punto de

inflexién.

Demostracion. Las afirmaciones (1) y (3) son reformulaciones del comportamiento de los
casos correspondientes en la Proposicion 2.9, usando también el Lema 2.4.

Por otra parte, para el caso (2) de la Proposicién 2.9 y el Lema 2.4 tenemos que una curva
del perfil v de tipo (2) en la Proposicién actual tiene solamente dos puntos de la inflexion.

Probaremos ahora que la curva de perfil y no tiene autointersecciones. Sea {¢(t)} una

érbita asociada a 7. Por (3) en la Proposicién 2.9, existen ¢y < ¢; tal que u/(tg) = /(1) =0
y u(to) = u(ty).
Afirmamos que {¢(t)} restringida a [tg,t;] se anula también en cada linea u = 3 para
u(ty) < B < u(ty). Si no fuera el caso entonces existirfan § y tg < ty < t3 < t; tales que
u(ty) = u(ts) = . Por el teorema del valor medio existe t* € (ta,t3) tal que u'(t*) = 0.
Por tanto {¢(t*)} estd en la recta v = u o en la recta v = u — 7, lo cual nos lleva a una
contradiccion.

Esta afirmacién implica que v restringida a [to, t1] se anula en cada linea y = (tan )z
para u(ty) < [ < u(ty) y asi, la curva |, ] estd encajada en el plano x,y. Observemos
que los puntos v(tg) y v(t1) estan en lados opuestos de la linea y = (tan 3)x, pues {¢(t)}
interseca solamente una vez u = «. De manera similar, los conjuntos v(—o0, to] v v[t1, 00)
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estan en lados opuestos de la recta y = (tan o).

De esta misma forma, si la curva suave ~ tiene autointersecciones, éstas deben ocurrir
del mismo lado de la recta y = (tana)z. Pero la existencia de tales autointersecciones
implica la existencia de mas de tres puntos de inflexién en v, lo cual contradice lo probado
anteriormente. O

2.4. Clasificacion de las Hipersuperficies Minimas In-
variantes bajo O(m) x O(n) en R™*"

En esta seccion finalmente traducimos el comportamiento de las trayectorias del campo
X y mostraremos que las curvas de perfil dan la clasificacién de nuestras hipersuperficies.
Aqui utilizamos los siguientes resultados referentes a hipersuperfices M en R™" inva-
riantes bajo O(m) x O(n): M estd encajada si y sélo si la curva de perfil asociada a la
curva de perfil y(t) estd encajada en el espacio de dérbitas. Més atin, si la 6rbita de X
asociada a la curva de perfil y(¢) estd definida para toda ¢ € R, entonces la hipersuperficie
correspondiente es completa (véase [10]).

Utilizaremos como herramienta principal la Proposicion 2.7. Esta claro que los primeros
dos casos en la Proposicion dan lugar a multiples variedades degeneradas de dimensiones
m o n.

Antes de indicar y probar nuestros teoremas de clasificaciéon, esta claro que los casos
m+mn <7y m+n > 8se deben tratar por separado. Ahora describimos el primer caso,
que se prueba con mucho detalle en [9].

Teorema 2.13. Dados enteros m,n > 3 tales que m+n < 7, toda hipersuperficie minima
M C R™™ no extendible invariante bajo O(m) x O(n) es una de los siguientes tipos

1. M es un cono C,,,, con vértice en el origen, generado por el rayo y = 4/ :l;flx

2. M es una hipersuperficie completa inmersa que tiene autointersecciones e interseca
una infinidad numerable de veces a C,,,, y se aproxima a tal cono asintéticamente.

3. M es una hipersuperficie completa encajada que interseca a C,,, una infinidad nu-
merable de veces, se aproxima a tal cono asintéticamente e interseca ortogonalmente

aR™ x {0} o {0} x R,

Demostracion. El caso (1) se sigue de la Proposicién 2.10. La prueba para el caso (2) es
similar a la del Lema 3.6 (ii) de [9].

Para el caso (3), las curvas de perfil corresponden a las separatrices e las singularidades
de X contenidas en (0,%) x (—m, 7). La afirmacién se sigue de los Corolarios 2.8 y los
casos 7-10 de la Proposicién 2.10. Véase la Figura 2.6. O]
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(c)

Figura 2.6: Curvas de perfil que generan las hipersuperficies del Teorema 2.13
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Ahora consideraremos el caso m 4+ n > 8.

Teorema 2.14. Dados enteros m,n > 3 tales que m+n > 8, toda hipersuperficie minima
M C R™™" no extendible e invariante bajo O(m) x O(n) es de uno de los siguientes tipos:

T . o n—1
1. M es un cono C,,, con vértice en el origen, generado por el rayo y = /= .

2. M es una hipersuperficie completa inmersa que no interseca a C,, ,, y que se aproxima
al cono C,, ,, de manera asintdtica.

3. M es una hipersuperficie completa encajada que interseca al cono C,,, una vez y se
aproxima a tal cono de manera asintotica.

4. M es una hipersuperficie encajada completa la cual no interseca a C,, 5, se aproxima
de manera asintética al cono C,, ,, € interseca ortogonalmente a R™ x {0} o a {0} xR".

(Véase la Figura 2.7.)

Demostracion. El caso (1) se sigue de la Proposicién 2.10. En el caso (2), las curvas de
perfil estan asociadas a los casos (1) y (3) dados en la Proposicién 2.12. La Proposicién

2.12 implica que tales curvas de perfil no intersecan la linea y = / %x y son doblemente

asintoticas a esta linea. Esto implica que la hipersuperficie asociada es asintética al cono
Coun-

El caso (3) corresponde a las dérbitas {¢(t)} que satisfacen (2) en la Proposicién 2.12. Por
lo ya desarrollado en esta seccion tenemos que las curvas estan encajadas en el plano y
por lo tanto sus hipersuperficies asociadas también lo estdn en R™*".

Para el caso (4), consideremos la curvas de los casos (7)-(10) en la Proposicién 2.10.
También estas curvas encajadas corresponden a hipersuperficies encajadas.

En los casos (2)-(4), las curvas de perfil son completas en el espacio de érbitas y entonces
las correspondientes orbitas de X son completas. O

2.5. Estabilidad de Hipersuperficies Minimas Inva-
riantes bajo O(m) x O(n)

A continuacion resumiremos las definiciones y los resultados de la seccion 1.2 para pro-
ceder a estudiar la estabilidad de hipersuperficies minimas invariantes bajo O(m) x O(n).

Al considerar el problema variacional de minimizar el drea de una hipersuperficie
inmersa ¢: M — R"*!

A(¢) = /DdM (2.12)
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()

Figura 2.7: Curvas de perfil para m +n > 8
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para las variaciones que preservan volumen y cuya componente normal f posee soporte
compacto, se obtiene que

Aft) = /D H, (1) £(1)dM,

donde f(t) es la componente normal de la variacién.

Para estas variaciones con soporte compacto y que preservan volumen, la segunda
derivada de A en t = 0 esta dada por

A0)f = = [ (75 + B
D
donde A denota el operador de Laplace, ||B|? es el cuadrado de la norma de la segunda

forma fundamental de la inmersiéon ¢ y f es la componente normal de la variacion X.

Definicién 46. Decimos que la inmersién ¢ es estable si y sélo si A”(0) > 0 para toda
g € CX(D).

Asociada a la férmula de la segunda variacion tenemos el operador diferencial de

segundo orden
T = A+ |BJ]*I.

El operador T es eliptico y se le conoce como operador de Jacobi.

Del Lema 1.3 obtenemos la siguiente proposicién cuyos detalles pueden consultarse en

[10].

Proposicién 2.15. El operador de Jacobi T asociado a las hipersuperficies M de R™*"
invariantes bajo O(m) x O(n) con curvatura H; = 0, es un operador eliptico.

La siguiente Proposicién se demuestra también en [10].

Proposicion 2.16. Una inmersion minima ¢ es estable si y sélo si existe una funcion
positiva h € C°(D) definida en M que satisface Th = 0.

Por el Lema 1.3, dada una inmersiéon minima orientable (M, ¢) con campo vectorial
normal 7, la funcién soporte h = (¢, n) satisface Th = 0.

Definiciéon 47. El indice del operador T en D es la dimensién maximal del subespacio
de C°(D) donde la forma cuadratica

I(g,9) = / 4TgdM
D

es definida negativa. El indice de T en M* se define como

Ind (T, M*) = sup Ind(T,D),

Dc Mk

donde el supremo es tomado sobre todos los dominios D relativamente compactos en M*.
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Yy =cx

Figura 2.8: Inestabilidad de una curva

Observemos que la funcién soporte h(t) = (¢,n) se anula si y sélo si y'z — 2’y = 0.
Resolviendo la ecuacion diferencial, tenemos que es equivalente que y = cx. Es decir, para
que esto suceda, las rectas que pasan por el origen deben ser tangentes a la curva de perfil
en los puntos donde se intersecan. De esta manera, las curvas de perfil que tengan alguna
tangencia a alguna recta de la forma y = cx no pueden ser estables. Consecuentemente,
las curvas candidatas a ser estables son aquellas que no tienen tangencia con las rectas
y = cx (véase la figura 2.8).

Usando la transformacién de Bombieri-de Giorgi- Giusti se tiene que h(t) = y'z—2'y =
u'(t)(x* + y?). Asi, traducimos el hecho de que h se anule a que u/(f) = 0 y por tanto
aquellas hipersuperficies que sean candidatas a ser estables deberdn cumplir que u/(t) # 0
para toda t.

Con las observaciones anteriores, procedemos a demostrar el siguiente resultado.

Teorema 2.17. Sean m,n > 3 tales que m + n < 7. Cada hipersuperficie minima M
completa e invariante bajo O(m) x O(n) en R™*™ tiene indice infinito.

Demostracion. Por las parametrizaciones de la inmersion f se tiene que la funcién soporte
h de M puede expresarse como

h(t) = =/ () (x(t)” + y(t)*)
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la cual depende tunicamente de la curva de perfil. Basta estudiar el conjunto donde
u'(t) = 0.

Para el caso de los puntos singulares pg y pr (que son focos hiperbdlicos), cada trayec-
toria en W"(pg) interseca un nimero infinito numerable de veces a la linea u = v. Entonces
existe una sucesién creciente y acotada de puntos t; tal que u/(tx) = 0. Esto implica la
existencia de una sucesiéon creciente de conjuntos compactos

DicDyc---D,Cc---CM

tal que hlpp, = 0, donde 0Dy es la drbita de 7(tx) bajo la accién del grupo de Lie
O(m) x O(n). El teorema del indice de Morse (véase [10]) implica que Ind (T, M) es
infinito. O

Teorema 2.18. Sean m,n > 3 tales que m +n > 8. Las unicas hipersuperficies minimas
estables e invariantes bajo O(m) x O(n) son las de tipo (4) dadas en el Teorema 2.14.

Demostracion. En este caso los puntos singulares hiperbdlicos son nodos. Las curvas se-
paratrices ¢(t) dadas en la Proposicién 2.6 nunca intersecan a las rectasu = vy v =u—m
y por tanto u'(t) # 0 para toda t. Esto implica que las funciones soporte asociadas nunca
se anulan a lo largo de la curva. Por la Proposicion 2.16, las hipersuperficies son estables.
La unicidad se sigue de las Proposiciones 2.6 y 2.7. [l

De ésta manera ya que las hipersuperficies asociadas a las curvas de perfil de tipo (4)
en el Teorema 2.14, son homeomorfas a R™ x S*~! 0 a S™~! x R”, se tiene el importante
resultado:

Teorema 2.19. Existen hipersuperficies minimas estables, completas y encajadas en
R™*™ para m +n > 8 con m,n > 3, que no son homeomorfas a R™ "1,
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Conclusiones

Mediante técnicas clasicas de geometria diferencial equivariante y sistemas dindamicos,
el trabajo presentado muestra ejemplos de hipersuperficies minimas estables, completas
y encajadas en R™"" para m +n > 8 con m,n > 3, que no son homeomorfas a R™"1,

Dichas hipersuperficies muestran la existencia de soluciones a la pregunta del teore-
ma generalizado de Bernstein que poseen la caracteristica de ser estables, completas y la
propiedad de estar encajadas.

El siguiente paso en el estudio de hipersuperficies en R™*" es mostrar ejemplos de

hipersuperficies con curvatura media constante no nula que posean propiedades similares
a las obtenidas en este trabajo.
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