UNIVERSIDAD
AUTONOMA
Casa abierta al tiempo METROPOLITANA

UNIDAD IZTAPALAPA
Divisién de Ciencias Basicas e Ingenieria
Maestria en Ciencias (Matematicas)

“Modelos matematicos en tratamientos de cancer mediante el
uso de virus”

Tesis

Que para obtener el grado de Maestro en Ciencias (Matemaéaticas)

PRESENTA:

Marcos Jair Lépez Diego
Matricula: 2212801568
marcoslpzj09Qgmail.com

Director:
Dr. Mario Gerardo Medina Valdez

Jurado:

Presidenta:
Dra. Martha Alvarez Ramirez
Secretario:
Dr. Gamaliel Bl1é Gonzalez
Vocal:
Dr. Mario Gerardo Medina Valdez

Iztapalapa, Ciudad de México a 22 de Julio de 2024



Agradecimientos

Le agradezco infinitamente a mi familia, por todo su apoyo y confianza, a mi madre
por estar siempre conmigo, a mi padre y mis hermanos, espero nunca defraudarlos.

Agradezco de manera muy especial a la Dra. Martha Alvarez Ramirez, gracias
por compartir sus conocimientos conmigo, por la ayuda que me brindo. Quiero dar
gracias al Dr. Gamaliel Blé Gonzalez, sin duda, gracias a sus valiosas observaciones me
han permitido enriquecer mas mi trabajo y asi poder culminar mi tesis de maestria.
Gracias también a mi director de tesis Dr. Mario Gerardo Medina por aceptarme como
su estudiante. A todos aquellos que compartieron su tiempo con un servidor muchas
gracias.



Indice general

1. Modelos de crecimiento tumoral 11
1.1. Modelo de Malthus . . . . . ... ... ... ... ... .. ... 13
1.2. Modelo logistico . . . . . . . . ... 14
1.3. Modelo de Mendelsohn . . . . . ... .. ... oo 19
1.4. Modelos de crecimiento con respecto a la superficie del tumor . . . . . 20

1.5. Modelo de crecimiento respecto de la superficie con pérdida de masa del

tumor . . ..o e 22
1.6. Modelo de Von Bertalanfty . . . . .. ... ... ... ... ... 24
1.7. Crecimiento de tipo Gompertz . . . . . . . . .. .. ... ... ... .. 26
1.8. Comentarios sobre el andlisis comparativo de varios modelos de creci-
miento de tumores . . . . ... Lo 28
2. Modelo con crecimiento de tipo Gompertz 31
2.1. Punto de equilibrio de tratamiento fallido. . . . . . . ... ... .... 36
2.2. Punto de equilibrio de coexistencia . . . . . . ... ... 36
2.3. Estabilidad del punto Q1 . . . . . . . . . .. ... 38
2.4. Estabilidad del punto Qs con v #1 . . . . . .. ... 39
2.5. Estabilidad del punto @y cony=1 . . .. . .. ... ... ... 41
2.6. Estudio de la bifurcacion en el punto ¢y . . . . . . . ... ... ... 43

3. Estudio numérico del modelo de viroterapia con crecimiento tumoral
tipo Gompertz 46



3.1. Bifurcaciones con respecto del parametro &y v . . . . . ..o

3.1.1. Célculo del primer coeficiente de Lyaponuv ¢; para la bifurcacion
de Hopf en el punto de coexistencia del sistema (2.3) . . . . . .

4. Modelo con crecimiento logistico
4.1. Planteamiento del modelo . . . . . . . . ... ... L.
4.2. Puntos de equilibrio. . . . . . ... ..o
4.3. Estabilidad lineal de los puntos de equilibrio . . . . . . ... ... ...

4.4. Estudio de la bifurcaciénen P, . . . . . . ... ...

5. Bifurcaciones en el modelo logistico
5.1. Bifurcaciones con respecto del parametro 5 . . . . . ... ... L.

5.1.1. Célculo del primer coeficiente de Lyaponuv para la bifurcacién

de Hopf obtenida en el (4.3) con 8 como parametro de bifurcaciéon 70

5.2. Bifurcaciones con respecto del parametro 6y, . . . . . . .. ...

5.3. Bifurcaciones con respecto del parametrod; . . . . . ... ... ...
6. Conclusiones
Apéndice A. Modelos compartimentales
Apéndice B. Sistemas de ecuaciones diferenciales
Apéndice C. Calculo del primer coeficiente de Lyapunov
Apéndice D. Criterio de Routh-Hurwitz

Apéndice E. Bifurcaciénes en puntos de equilibrio no hiperbdélicos

Oy

Apéndice F. Célculo del limite (Ug, Vs, Is) — (1,0,0) cuando § — ( 1
o —

Bibliografia

72

79

81

84

87

89

91

92



Indice de figuras

1.1.
1.2.

1.3.

1.4.
1.5.

1.6.

2.1.

2.2.

3.1.
3.2.

3.3.

3.4.

3.5.

Curvas solucién de la ecuacién logistica cona =05y K =5.. . . . ..

Gréficas de diferentes soluciones de la ecuacion logistica, con misma con-
dicién inicial C'(0) = 1mm? para K = 10, a = 0.02,0.05,0.1,0.3.

Comparativo de distintas soluciones de la ecuacién malthusiana (a =
0.02), logistica (a = 0.02, K = 20), logistica general (¢ = 0.02, K =

20, =0.5; a = 0.02, K = 20,0 = 1.5; a = 0.02, K = 20, = 5.0), con

misma condicién inicial Cy = 1mm3. . . . . .. ...

Curvas de crecimiento proporcional a la superficie tumoral, con b = 0.1

Curvas de crecimiento proporcional a la superficie del tumor y muerte
proporcional al tamano del tumor. . . . . . ... ... ...

Gréfica de la solucion del modelo de Bertalanffy con a — 8 < 0, donde
W(t) es decreciente. . . . . . . ... Lo
Diagrama de flujo de las interacciones de las células tumorales mediante

la inyeccién de un virus oncolitico descrito por el modelo (2.1).

Diagrama de la interaccion de células tumorales descrito por el sistema

Diagrama de bifurcaciéon en el plano (£,U), con v =m = 0.1, K = 100.

Ciclo limite estable en espacio (U, I,V), param =~ = 0.1, K = 100 y
€= 0.0428964. . . .

Diagrama de bifurcacién en plano (v, U) con valores de los pardmetros
m=0.1,£=001y K=100. . . .. .. . ... ... ... .. ... .

Ampliacién del diagrama de bifurcacion en plano (v, U) con valores de
los parametros y =1, m=0.1,{ =001y K =100. . . . .. ... ...

Ciclo limite estable en plano (v, U), para vg = 0.0235026. . . . . . . . .

17

18
21

22

25

32

35

47

49

49



3.6.
3.7.

3.8.

3.9.

o.1.

0.2

5.3.

0.4.

2.5.

0.6.

6.1.

Al
A.2.

C.1.
C.2.

Ciclo limite estable para m = 0.1, £ = 0.01, K = 100 y vz = 0.0235026. 52

Diagrama de bifurcacién en plano (£, U), para valores de los pardmetros

m=05~7=01yK=100. . . .« 53
Ampliacién del ciclo limite inestable en plano (£, U), con m = 0.5, v =

0.1, K=100y &g = 0.138811 . . . . . . . . . . . . . ... 54
Ciclo limite inestable en (U, I, V'), para el pardmetro £ = 0.138811 . . 54

Diagrama de bifurcacién en plano (3,U) con los valores de pardmetros
dados en la tabla 5.1, donde las lineas discontinuas (rojas) representa los
valores donde Pj es inestable, mientras que las lineas continuas (azules)
son valores donde es estable. . . . ... .00 000000000 69

Ciclo limite estable originado por la bifurcacion de Hopf para ry = 0.3,
a=3500,0y =4,0; =1y g =0.00871. . . . .. ... ... ... ... 70

Diagrama de bifurcacién en el plano (dy, U), para valores §; = 1.2, =
0.002y a=3500. . . . . . ... 74

Ampliacién del ciclo limite en el plano (dy, U) para valores de los pardme-
tros ry = 0.3, = 0.002, 0 = 1.2 y 8y, = L2766, . . . . ..o 74

Ciclo limite en el plano (U, V, I') para valores de los pardmetros ry = 0.3,
B=0.0020;,=12ydy, =12766.. . . . . ... ... 75

Diagrama de bifurcacién en el plano (07,U), para valores 8 = 0.002,
oy =5, ry=03ya=3500. ... ... ... ... ... 76

Diagrama de bifurcacién del sistema (4.3) para valores de ry = 0.3,

£ =0.02,0y =4, « =3500y §; =9, en el plano (6y,U). . . ... ... 78
Modelo unicompartimental . . . . . . . ... ... L. 80
Diagrama con tres compartimentos. . . . . . . . .. ... 80
Bifurcacion de Hopf supercritica: ¢4 < 0. . . . . . ... ... ... ... 85
Bifurcacion de Hopf subcritica: ¢, > 0. . . . . ... .. ... ... ... 86



Indice de tablas

1.1. Cuadro comparativo de varios modelos matematicos que se pueden usar

para describir la dindmica de crecimiento tumoral de diferentes tipos de

cancer. Tabla tomada de [22]. . . . . ... ... ... L. 30
2.1. Tabla de Routh-Hurwitz del polinomio (2.13). . . . . . . ... ... .. 40
3.1. Notacién de MatCont y caracterizacion de algunas bifurcaciones. . . . . 46
4.1. Significado biolégico de los pardmetros. . . . . . . . . .. ... ... 59
5.1. Valores de los parametros para el estudio del diagrama de bifurcacién. . 68
D.1. Tabla de Routh-Hurwitz para un polinimio de gradon. . . . . . . . .. 87



Resumen

La viroterapia oncolitica es uno de los multiples tratamientos contra el cancer.
Los virus oncoliticos estan disenados genéticamente para eliminar células tumorales
en crecimiento, basados en experimentos en ratones desnudos (ratones de laboratorio
calvos que tienen la glandula del timo daniada o carecen de ella), pues estos ratones son
capaces de recibir injertos tumorales sin rechazarlos.

Estas modificaciones dieron lugar a una nueva terapia basada en virus para comba-
tir el cancer, llamada viroterapia. En este trabajo se realiza el estudio de dos modelos
mediante sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias de un tratamiento tumoral-
viral. El principal objetivo de este trabajo es el estudio de los modelos presentados en
[10] y [20], del tratamiento de cancer mediante el uso de virus oncoliticos usando dos
modelos de crecimiento tumoral, el modelo de Gompertz y el modelo logistico.

De esta forma, la presentacion del trabajo es la siguiente.

= Se presentan distintos tipos de modelos de crecimiento de un tumor.

= Determinamos los puntos de equilibrio, asi como su estabilidad lineal en el modelo
donde se considera un crecimiento del tumor de tipo Gompertz.

= Llevamos a cabo un estudio computacional de este modelo, donde se usa el paquete
computacional MatCont que permite realizar continuacién numérica de puntos de
equilibrio para determinar la posible existencia de bifurcaciones.

= Se considera un segundo modelo de tratamiento de viroterapia para el cancer,
donde el modelo de crecimiento del tumor es de tipo logistico; asimismo, se de-
terminan los puntos de equilibrio y su estabilidad.

= Con la ayuda del paquete MatCont se realiza un estudio de posibles bifurcaciones
donde el modelo de crecimiento del tumor considerado es de tipo logistico.

= Finalmente, se presentan conclusiones de este trabajo.



Introduccion

El cancer es una de las enfermedades que cobra mayor cantidad de muertes al
ano en el mundo, de hecho es la segunda causa de muerte en el mundo. Informacién
del Instituto Nacional de Geografia y Estadistica (INEGI) nos muestra que en 2022 se
registraron 89,574 muertes relacionadas con el cancer, o tumores malignos. La tasa de
defunciones aumenté de 62.04 por cada 100 mil personas en 2012, a 68.92 en 2022 de
acuerdo a [8].

El cédncer engloba a una gran familia de enfermedades relacionadas con una divi-
sion celular descontrolada y la propagacién de células cancerosas. Un tumor puede ser
solido, estar formado por masas de tejido suave o puede ser no sélido, como la leucemia.
Uno de los fenémenos recurrentes en el cancer es la llamada metastasis que consiste en
la propagacion de células cancerosas de un primer sitio a otros lugares de un organismo.

Desde hace muchos anos se han implementado medidas que buscan restringir
el crecimiento de un tumor o llegar a erradicarlo completamente. Existen muchos y
variados tipos de cancer y las terapias que reciben los pacientes dependen en gran
medida del tipo de cancer y el grado de avance que este presenta.

Desde hace casi un siglo los especialistas han documentado casos de pacientes
de cancer que al sufrir de alguna infeccion viral, el crecimiento del cancer sufria una
disminucién o remision, lo que los llevo a realizar mayores estudios de este tipo de
relacién entre células tumorales y virales [5].

El desarrollo de la llamada oncologia matemaética, podemos decir, es bastante re-
ciente y tiene como objetivo integrar y aplicar modelos matematicos y computacionales
que permitan entender y predecir el inicio, crecimiento y la progresion de un céncer,
dichos modelos ayudan a mejorar los tratamientos contra el cancer.

La terapia de interés en este trabajo es la llamada viroterapia oncolitica, donde el
tratamiento consiste en usar un tipo de virus que infecta y provoca la lisis de las células
cancerosas, con la ventaja de no hacer esto en las células no cancerosas. Algunas veces
esta terapia se usa de manera simultdnea con algunas otras terapias. La viroterapia
oncolitica puede facilitar la destrucciéon de las células tumorales cuando se administra
quimioterapia y radioterapia. Es un tipo de terapia dirigida. También se llama terapia



virica, terapia virica oncolitica o simplemente viroterapia. Se le considera como un
tratamiento experimental para el tratamiento de cancer. Un problema que puede surgir
con este tratamiento consiste en que el sistema inmune ataquen a los virus y los eliminen,
evitando con ello a que estos lleguen al sitio donde se encuentra el tumor. En visto de lo
anterior, estos se deben modificar para mejorar su capacidad para sobrevivir al sistema
inmune. En 2005, China aprob¢ el primer virus oncolitico para el tratamiento contra el
cancer de cuello (H101) [7].

Un buen conocimiento del tumor y su forma en que crece es fundamental en
el estudio de los distintos tipos de cancer. Algunos tipos de funciones usadas para
modelarlos son los modelos de crecimiento de Verhulst o también conocido como modelo
logistico y otro de ellos es el llamado modelo de crecimiento de Gompertz. Existen
otros como los modelos de crecimiento de tipo Bertanalffy. Distintos estudios muestran
que dos de los modelos que pueden ser de mayor utilidad al estudiar el crecimiento
de diferentes tipos de cancer son el logistico y el de Gompertz, esto se debe a que,
experimentalmente, se adaptan de manera muy precisa a la descripcién del crecimiento
de células de diferentes tipos de cancer.

En vista de ello, es que estos modelos de crecimiento de células tumorales con
curvas de crecimiento sigmoidales son los que se usaran para estudiar dos modelos
diferentes para un tratamiento de cadncer mediante la llamada viroterapia.

En estos, se consideran tres tipos de poblaciones, mutualmente excluyentes: células
virales, células tumorales que no han sido infectadas por el virus y aquellas células
tumorales que si han sido infectadas por el virus.

Los modelos mateméticos considerados son sistemas de ecuaciones diferenciales
ordinarias de primer orden, los cuales toman en cuenta solamente los aspectos mas
elementales en la interaccion entre tres especies celulares: células tumorales normales,
células virales y células tumorales infectadas por el virus. Un papel fundamental en el
estudio dinamico lo juegan los pardametros existentes en cada uno de los modelos, los
cuales estan relacionados con aspectos fundamentales de los mismos. Estos son los que
nos permiten estudiar posibles fenémenos de bifurcaciones que puedan llegan a existir
en estos modelos.

Es de observar que en los modelos estudiados no se considera la respuesta inmune
del organismo a la apariciéon de las células tumorales. Esta respuesta inmune de un
organismo influird seguramente en un cambio de la dindmica de la interaccion entre las
poblaciones. Tampoco se considera la posibilidad de que las células normales (no tumo-
rales) puedan ser también infectadas por el virus. Como consecuencia, se tendria una
nueva interaccion pues estas células normales infectadas por el virus pueden contribuir
al crecimiento de la poblacion viral y a una disminucién de las tumorales.

Existen otros modelos (ver, por ejemplo, [1]) para estudiar el tratamiento de cancer
mediante viroterapia, la diferencia radica en el hecho que consideran los tres tipos de



poblaciones mencionados, y ademds se anaden las células T, que son los linfocitos o
células que son parte del sistema inmune del organismo y lo ayudan a proteger de las
infecciones asi como a atacar las células cancerosas y aparecen mas parametros en el
sistema lo que da como resultado un modelo en dimensién cuatro, el cual resulta mas
complejo desde el punto de vista matematico. Por esto es que se han elegido los modelos
mencionados, pues el estudio dindmico resulta menos complicado que este ultimo y se
pueda obtener mas informacion sobre los resultados de este tratamiento.

El propésito principal de este trabajo es estudiar desde un punto de vista del
modelado matemaético la respuesta al tratamiento de cancer mediante viroterapia, con-
siderando dos modelos diferentes, en el primero el crecimiento del tumor obedece a un
comportamiento tipo Gompetz y en el segundo este crecimiento obedece a un modelo
logistico. Ya que ambas curvas son muy semejantes, de tipo sigmoidal, se espera haya
resultados semejantes al estudiar ambos modelos.

En el capitulo 1 se hace una revisién de distintos tipos de modelos de crecimiento
de un tumor. Existen estudios que comparan diferentes modelos y determinan cuales de
esos modelos se adaptan mejor para predecir el comportamiento en la manera en que
aumentan su tamano ciertos tipos de tumores. En el capitulo 2 se estudian los equilibrios
existentes, asi como su estabilidad lineal en el modelo donde se considera un crecimiento
del tumor de tipo Gompertz. Un estudio computacional de este modelo se realiza en
el capitulo 3, donde se usa el paquete computacional MatCont que permite realizar
continuaciéon numérica de puntos de equilibrio y orbitas periddicas para determinar la
posible existencia de bifurcaciones. Para el capitulo 4 se considera el tratamiento de
viroterapia para el cancer, pero el modelo de crecimiento del tumor es logistico; se
determina la existencia de puntos de equilibrio y su estabilidad. En el capitulo 5, con la
ayuda del paquete MatCont se realiza un estudio de posibles bifurcaciones. Finalmente,
se presentan conclusiones de este trabajo.



Capitulo 1

Modelos de crecimiento tumoral

Un aspecto importante a tomar en cuenta en el proceso de modelado es que de
un problema del mundo real se toman usualmente sus caracteristicas mas simples, pues
a partir de ellos se entiende cudles procesos son mas o menos importantes en el estudio
de la dinamica del problema, y de esta forma, tomar en cuenta aquellos que no afecten
de manera sustancial la utilidad del modelo. Un modelo no representa cabalmente
al fenémeno, no es una reproduccién fiel del mismo, sino una herramienta que nos
permite entenderlo lo mejor, posible, en la medida que, al contrastar los resultados y
la interpretacion de ellos y estos reproduzcan informacion ya sea experimental o in situ
podemos pensar que tenemos considerados los elementos mas importantes del fenémeno
en el modelo, si esto no ocurre, se debe modificar el modelo tomando en cuenta mas
informacion del problema a estudiar y proceder a establecer un nuevo modelo.

El cancer engloba un conjunto de més de cien enfermedades, cada una de ellas
con una naturaleza dinamica distinta y medio ambientes que son tnicos; cada uno
de ellos posee caracteristicas propias. Entre los distintos tipos de cancer, algunos de
los mas conocidos son la leucemia, el cdncer de mama, de pulmoén, de vejiga. Dichos
modelos contienen una cierta cantidad de parametros y cada uno de ellos representan
caracteristicas especificas del tipo de céncer, las cuales son asignadas a partir de expe-
rimentos de laboratorio y de la muy extensa literatura clinica dependiendo el tipo de
cancer que se desee modelar.

La llamada oncologia matematica se ha hecho de distintos modelos cuantitativos
para estudiar el crecimiento de los tumores y posiblemente proveer de tratamientos. Po-
demos hallar en la literatura aproximadamente seis modelos que se consideran clasicos
y han sido avalados por estudios de laboratorio que los consideran ttiles en el estudio
de la dindmica de crecimiento de ciertos tipos de cancer. Entre estos se encuentran los
modelos exponencial, logistico, modelo clasico de Bertalanffy, el conocido como modelo
clasico de Gompertz y un modelo de Gompertz generalizado. Son parte de innumerables
articulos cientificos, libros y de cursos curriculares de oncologia matemética [12] y [22].
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Los modelos llamados homogéneos, deben su nombre a que se supone que los
tipos de céncer se componen de tejido semejante y no toman en cuenta los efectos
espaciales para dar una explicacién del crecimiento dindmico de los tumores. Estos
modelos, que veremos en este capitulo, se presentan a través de una ecuacién diferencial
o un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias. Debemos enfatizar que estos modelos
son obtenidos de manera empirica y no a través de leyes naturales, como los modelos que
se estudian en cursos clasicos de matematicas aplicadas, fisica o quimica, entre otros.
Por esta misma razon no es posible nos provean de informacién sobre los mecanismos
inherentes de crecimiento de los tumores.

Hemos comentado que un aspecto importante a tomar en cuenta es la forma en que
un tumor crece. A lo largo de los anos se han desarrollado distintas maneras de explicar
la forma en las cuales crecen los tumores, para ello se han propuesto distintos modelos
matematicos que intentan dar respuesta a las interrogantes que se han planteado. Los
modelos que se presentaran mediante ecuaciones diferenciales de primer orden, o en
su caso, sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden. Es claro que estos son
importantes no solo desde el punto de vista de las matematicas, sino porque nos pueden
proveer de material sobre la forma en que crece un tumor, ademdas que pueden ser
cotejados con datos experimentales.

De acuerdo a [24], publicado en 1982, un modelo matemético de crecimiento tu-
moral debe poseer las siguientes caracteristicas:

1. Tener una base fisiolégica.
2. Poseer un ntimero minimo de parametros.

3. Las variables que describen el modelo deben ser medibles de modo que sea posible
recabar datos experimentales.

4. El modelo debe ajustarse a los datos experimentales.

5. Predecir el comportarmiento del crecimiento de un tumor con una precisién ra-
zonable.

6. Mejorar la comprension del crecimiento del tumor a niveles microscopico y ma-
croscopico.

7. Debe ser lo suficientemente amplio de modo que pueda usarse en diferentes pa-
cientes o animales que padezcan el mismo tipo de tumor. Al no ser el cancer de
un solo tipo, no puede ser posible usar un modelo para todos los distintos tipos
de tumores.

Un tumor es un sistema terriblemente complejo, ya que involucra un gran niimero
de procesos biolégicos, donde se incluye la regulacién de la proliferacion del ciclo de
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una célula, angiogénesis y la forma que el cancer escapa al proceso inmunitario, solo
por mencionar algunos de ellos. Durante los 1ltimos anos se han desarrollado distin-
tos modelos, usando ecuaciones diferenciales. Con modelos relativamente simples en
apariencia, pero se ha logrado atrapar la esencia del crecimiento de tumores, algunos
modelos que veremos son mas propicios para estudiar el crecimiento de cierto tipos de
cancer, lo que se ha corroborado con estudios experimentales que han sido publicados
en articulos en revistas de investigacion. Algunos fueron desarrollados con datos de dos
sistemas experimentales en vivo: un carcicoma pulmonar de Lewis y un carcicoma de
mama, los modelos fueron contrastados con datos experimentales y que permitiesen
realizar predicciones de crecimiento tumural.

Estos modelos comprenden el exponencial-lineal, la ley de las potencias, logistico,
de Gompertz, logistico generalizado, de von Bertalanftfy y el modelo con capacidad
de carga dinamica. Para el caso de cancer de mama los modelos de Gompertz y el
exponencial-lineal tuvieron los mejores resultados. Este tltimo tuvo un éxito de mas
del 80 % en sus predicciones de hasta 12 dias. En el caso de cancer de pulmén los modelos
de potencias y de Gompertz tuvieron resultados bastante interesantes con predicciones
de al menos 70 %. Algunas tasas de éxito desde 14.9 % hasta 62 %.

1.1. Modelo de Malthus

En esta seccién estudiaremos el llamado modelo malthusiano, conocido también
como exponencial, asi como el exponencial lineal. Este modelo es uno de los primeros
modelos que se estudian en un curso de ecuaciones diferenciales,

— =aN, N(0)= Ny, (1.1)
dt
donde N(t) denota el nimero o concentracién de células tumorales, a es su tasa de
crecimiento intrinseco (a = n — d, donde n es la tasa de nacimiento y d es la correspon-
diente a los decesos) y Ny es su cantidad inicial. Sabemos que la solucién de (1.2) estd

dada por la funcién
N(t) = Noe™. (1.2)

Una pregunta, ciertamente natural, consiste en determinar el tiempo que le lleva a un
tumor duplicar su tamano. Es interesante observar que en este modelo el tiempo de
duplicaciéon 75 de un tumor es el mismo para cualquier cantidad inicial Ny de células
tumorales. Usando (1.2), un calculo directo muestra que 75 = 1“72, valor que es indepen-
diente de Ny. Este valor 75 nos dice qué tan rapido crece un tumor cuando es modelado

mediante (1.1).

El modelo (1.1) ha sido contrastado con experimentos in vitro de crecimiento
de tumores, donde se provee de nutrientes y otros factores de crecimiento de manera
abundante. Desafortunadamente, los tumores, experimentalmente y en pacientes no
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muestran este comportamiento en su crecimiento para todo tiempo t. Lo que ocurre
realmente es que el tumor tiende a una saturacion final. Este modelo no logra capturar
la disminucién que se observa en la tasa de crecimiento en los experimentos in vitro o
in vivo. jcudl es la razén de esto? Al crecer y aumentar el nimero de células tumorales
no todas ellas tienen acceso de igual manera a los nutrientes y otros elementos que les
ayudan en su crecimiento.

El modelo exponencial solo captura datos de manera adecuada en las primeras
etapas de crecimiento de los tumores.

Un hecho que se ha visto experimentalmente, que no todas las células presentan
divisién celular. Muchas células tumorales tienen un ntcleo necrético’ que no con-
tribuyen al crecimiento celular total y el crecimiento del tumor presenta un modelo
exponencial-lineal

dN aN, sit<T

— = T (1.3)

dt b, sit>T
con condicién inicial N(0) = Ny, donde el instante 7 es elegido de modo que la solucién
de (1.3) sea una funcién continua y representa el instante en el cual el modelo cambia
de un comportamiento exponencial a uno lineal.

1.2. Modelo logistico

Podria decirse que para el modelo logistico no existe una base fisiologica clara
sobre su uso en el modelado de crecimiento de tumores. Sin embargo, no deja de ser
sorprendente que se adapta muy bien a distintos conjuntos de datos experimentales
y aun su uso continda en distintos modelos de crecimiento tumoral. De hecho, este
fue quiza el primer modelo usado para estudiar la dindamica de crecimiento de células
cancerosas en 1923 ([21]).

Este modelo lo hemos encontrado en otras circunstancias. Recordemos que en
una poblacién de células cancerosas, cuando su nimero es pequeno, su crecimiento
sigue un modelo malthusiano % = aC. Al crecer el numero de células o el volumen del
tumor, las células no tendran suficiente alimento o, en su caso, espacio vital para seguir
desarrollandose en nimero o volumen, por lo que habra enfrentamientos entre ellas, lo
que produce cierta cantidad de muertes. Esta cantidad corresponde a una proporcion

de todos los enfrentamientos posible entre ellas, la cual denotamos por bC?.

Siguiendo una ecuaciéon de balance, considerando los elementos ya explicados,

1La necrosis es un proceso que resulta en la destruccién de células o tejidos después de sufrir un
dano irreversible
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tenemos que la variacién de C, con respecto del tiempo, esta dada por

dc = aC — bC”.
dt

Esta ecuacién puede reecribirse como

dC C
i 1- =~
dt aC( K)’

a
donde K = 7 es la capacidad de carga del sistema, la constante a es la constante de

crecimiento de las células cuando su nimero es pequeno y en este caso, el crecimiento
de ellas es exponencial. Mas atn, si la capacidad de carga es muy grande, entonces el
término % es suficientemente pequeno y el término que dicta la dindmica corresponde
al crecimiento multhusiano para tiempos pequenos, y a medida que la poblacién crece
la tasa de crecimiento de la poblacién disminuye, y la poblaciéon tiende al valor K.
O también, si la constante b que es la tasa de muertes de células cancerosas es muy
pequena, entonces K es muy grande, y efectivamente, el crecimiento exponencial rige

en estas circunstancias el crecimiento de las células tumorales.

En [23] se considera una condicién inicial fija para el volumen del turmor de 1 mm?

donde hay aproximadamente 10° células tumorales, ademas la capacidad de carga se
mide en mm?, y la tasa de crecimiento se mide en dfas™*. Si imponemos que C(0) = C,
tenemos el problema con condicion inicial

dc C

—=aC|1—-— C(0) = Cp. 1.4

i-c(1-%). co-c (1)

Antes de resolver esta ecuacion, hagamos ciertas consideraciones respecto a este modelo.

Primero recordemos que la tasa de crecimiento per capita %9 esta dada por la funcién

C dt
g(C)za(l—%).

Como funcién de C, g(C') es una funcién decreciente cuando C' crece. En el caso de que
el tamano (volumen) del tumor sea muy pequeno respecto de la capacidad de carga
K, es decir C < K, tenemos que 1 — % ~ 1. En consecuencia, la tasa de crecimiento
per capita es practicamente constante y el crecimiento de las células tumorales es casi
exponencial.

Al crecer el numero de células y ser cercano a la capacidad de carga K, entonces
1— % ~ 0 y la tasa de crecimiento per capita es casi nula y el crecimiento de la poblacién

se desacelera.

La solucién de (1.4) estd dada por

K
ko donde k¢ =

o) = e~ + ko’ K—-Cy
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A partir de esta expresién podemos calcular el volumen del tumor cuando ¢ es suficien-

temente grande,

koKX
lim C(t) = lim ——— = K,

t—00 t—oo €7 + ko
independientemente de la condicién inicial Cy, siempre y cuando esta constante no se

anule.

Siguiendo con el andlisis de (1.4), los puntos de equilibrio corresponden a los
valores

01:07 y CQZKJ

es decir, un punto de equilibrio corresponde al origen y el segundo al valor de la capa-
cidad de carga.

Soluciones de la ecuacion logistica,a=0.5,K=5

0 5 10 15 20 25 30
tiempo t

Figura 1.1: Curvas soluciéon de la ecuacion logistica con a = 0.5y K = 5.

Con el fin de determinar la estabilidad del punto de equilibrio calculamos la deri-
vada del campo vectorial real asociado a (1.4), dado por

1(0) = a0~ ),
de donde 90
F(C)=a— “7

Asi, tenemos que
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» f/(Cy) = f'(0) = a > 0, y por tanto, el punto de equilibrio C; = 0 es inestable.
Por otra parte,

n f(Cy) = f/(K) = a— 2 =a—2a = —a < 0. En consecuencia, el punto de
equilibrio C5 = K es estable.

Crecimiento logistico,K=10, distintas valores de a

0 50 100 150 200 250 300

Figura 1.2: Graficas de diferentes soluciones de la ecuacion logistica, con misma condi-
cién inicial C'(0) = 1mm3 para K = 10, a = 0.02,0.05,0.1,0.3.

En las graficas de soluciones del modelo logistico, si observamos con cuidado,
vemos que las soluciones presentan una simetria en su forma. Dicha simetria se da
con respecto al punto de inflexién de la curva misma, el cual estd dado por el punto
(t.,C(t.)) donde C"(t,) = 0y C = X, esto es, cuando se alcanza la mitad de la
capacidad de carga del sistema. Esta simetria, no permite mucha flexibilidad del modelo
cuando se quiere adaptarlo a mediciones de laboratorio.

Para buscar sobrepasar esta desventaja, se ha propuesto un modelo dependiente
de un pardmetro més, «, a los ya existentes en el modelo logistico (a y K), donde se
pueden tener una familia de curvas dependiente de tres parametros las cuales pueden
saturarse, ya sea mas lenta o mas rapidamente a lo mostrado en las soluciones del
modelo logistico, dependiendo del valor a considerado, ver figura 1.3.

Esta familia de modelos, dependiente de los parametros a, o, K esta dada por

aC a C\“
%250[1_(?)], a#0, a>-1 (1.5)
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Comparativo de soluciones
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Figura 1.3: Comparativo de distintas soluciones de la ecuacién malthusiana (a = 0.02),

logistica (a = 0.02, K = 20), logistica general (a = 0.02, K = 20, = 0.5; a = 0.02, K =

20, = 1.5; a = 0.02, K = 20, @« = 5.0), con misma condicién inicial Cop = 1 mm3.

la cual es una ecuacién de Bernoulli. Con el cambio de variable u = Ot~ (@) = O~ ge
obtiene la ecuacion diferencial lineal

u+ a
— tau = —
dt K«

cuya solucién esta dada por
u(t) = cre™™ + K.

De esta forma, como C' = u’i, entonces
1
C(t) = [cle_“t + K_a} * y

es la solucién general. Si se considera la condicién inicial C'(0) = Cp, la solucién parti-
cular que la satisface esta dada por la funcién

C(t) = [(Cyo — K—) ™t + K=°] 7% |

En [13] se muestra que para algunos valores especificos de « se obtienen modelos
que describen el crecimiento de ciertos tipos de cancer. Por ejemplo, o = }1 da un buen
ajuste para el estudio del crecimiento de cancer de mama basado en estudios de grupos
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de mamografias, asi como datos, tanto in vivo como in vitro. Notemos que al tomar
a = 1, recuperamos el modelo logistico, ver [2].

A partir de los datos experimentales, los investigadores interesados en el modelado
del crecimiento de tumores malignos, dedujeron que la forma sigmoidal de la estructura
de estos datos era debida a un decremento en la tasa de crecimiento del tamano del
tumor tiende a la capacidad de carga.

Otro modelo logistico generalizado que aparece en otros trabajos, lo definen me-

diante la ecuacion diferencial
dC cl?

observemos que el caso p = 1 corresponde al modelo logistico. Este modelo es una
ecuacién diferencial de Bernoulli ademas es muy semejante a (1.5).

Para hallar la solucién realizamos el cambio de variable u = C'~®+1_ obteniendo
la ecuacién diferencial lineal

d
d_?zf +pru =prK"

cuya solucién esta dada por
u(t) = cre P+ KP,

_1 L
Del cambio de variable propuesto, se tiene que C' = u~ 7. Por lo tanto, la solucién de la
ecuacion original corresponde a la funcién

Ct) = [ce™" + K’p]_% : (1.7)

1.3. Modelo de Mendelsohn

Este modelo, introducido en [16], el cual es una generalizaciéon del modelo mal-
thusiano.

ac

% = CLOp, O(O) = O(), (18)
conp>0yp+#1, pues en caso p = 1 se tiene el modelo malthusiano. C representa el
volumen del tumor, ‘fi—? es su tasa de crecimiento y p determina el modo de crecimiento,

ya sea lineal, cuadratico, exponencial, raiz cubica, etc.

La solucién al problema de valor inicial (1.8) es

1

Ct) = {a(l —p)t+q;lp}”. (1.9)
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1.4. Modelos de crecimiento con respecto a la su-
perficie del tumor

En cierto tipo de cancer se ha encontrado que el crecimiento de un tumor depende
esencialmente de la superficie del mismo. Si consideramos una hipétesis relativamente
sencilla y pensamos que el tumor tiene una forma esférica, entonces debemos buscar una
relacién entre el volumen de la esfera y su superficie. En ambos casos, estos dependen
del radio de la esfera. Asi, si r es el radio de una esfera, su volumen V' estd dado por

4.3

V' = 3mr®, mientras que la superficie S o drea corresponde a S = 47r?. De esta forma

podemos relacionar ambas mediante la igualdad

[3
S =Ary|—V3
T 47 °

. . 2 . : o
es decir, S es proporcional a V3. Ahora bien, si el crecimiento del volumen del tumor
(esférico) es proporcional a la superficie del tumor, entonces debe ser proporcional a la
expresion anterior. En resumen, se tiene el modelo de crecimiento dado por

av
dt

win

=bVs,

el cual es un caso particular de (1.22).

Para resolver el problema de valor inicial

av

— —bVi,  V(0) =V, (1.10)

vemos a la ecuacién diferencial como una ecuacién de variables separables, la solucién
es 5
bt
V(t) = 3 +k| . (1.11)

Haciendo uso de la medicién inicial del volumen del cédncer V(0) = Vj, tenemos
que
Vo = k?,

por lo que k = V), v

3

Sigue presentando un crecimiento no acotado. Es posible calcular el tiempo de duplica-
cion del tamano del tumor, resolviendo la ecuacién

b 3
2%:‘/(72):(%—1— 3Vg) .

V(t) = (@ + A %)3. (1.12)
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Ecuacion crecimiento superficie sin muerte tumoral, b=0.1
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Figura 1.4: Curvas de crecimiento proporcional a la superficie tumoral, con b = 0.1

b
Asi, tenemos que % = (\3/5 — 1) /Vy, de donde obtenemos

3(V2-1)V,
b Y

To =

donde Vj es el volumen inicial del tumor, en el instante ¢ = 0.

Observamos que mientras en el caso de crecimiento malthusiano, el tiempo de
duplicacion del volumen del tumor era inversamente proporcional a la constante k de la
velocidad de crecimiento, que no depende del volumen inicial del tumor. Mientras que
en este caso el tiempo de duplicacién del tamano del tumor también es inversamente
proporcional a la constante de crecimiento b, pero si depende del volumen inicial del
tumor.

En este modelo donde el crecimiento de las células tumorales depende proporcio-
nalmente del area de la superficie del tumor las soluciones presentan un crecimiento no
acotado. A continuacién veremos modelos donde el crecimiento que presenta el tumor
es acotado.
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Tamaio del tumor con distintas condiciones iniciales
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tiempo t

Figura 1.5: Curvas de crecimiento proporcional a la superficie del tumor y muerte
proporcional al tamano del tumor.

1.5. Modelo de crecimiento respecto de la superficie
con pérdida de masa del tumor

El modelo de la seccion anterior, donde la tasa de variacién del volumen es propor-
cional la superficie del mismo, puede ser modificado de modo que incluya la pérdida de
la masa del tumor y la muerte de células tumorales sea proporcional a la masa tumoral,
lo cual se traduce matematicamente en la siguiente ecuacién

dN

i aN?*3 —bN,  N(0) = N,, (1.13)
donde a y b son constantes positivas que tienen significado fisiolégico. Este modelo es
también llamado modelo de Von Bertalanffy en varias referencias, ver [24], es uno de
modelos que mejor se ajustan en el estudio de crecimiento de tumores en personas.

Observemos que las curvas soluciéon también tienen una forma sigmoidal, ver la
figura 1.5. En otras palabras, el tumor tiende a un volumen limite, es decir, a una
capacidad de carga constante. Esto refleja un balance entre el crecimiento del tumor y
el término asociado a la muerte de células tumorales.

Existen algunos tipos de cancer donde las curva de crecimiento del mismo se
adaptan, de manera quiza sorprendente a una curva sigmoidal, inclusive con un mejor
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ajuste que los modelos logistico o el modelo Gompertz. El modelo (1.13), con condicién
inicial N(0) = Ny = 1 tiene como solucién a la funcién

3

1e_bt <b—a+ae%) : (1.14)

G

cuyo comportamiento asintético cuando ¢ — oo esta dado por

N(t)

ltm (1) = & (1.15)

t—o0 b3

donde a,b > 0.

No se puede dejar de notar que en varios tipos de cancer este modelo se ajusta de
manera muy precisa a distintas mediciones experimentales. Incluso, en algunos tipo de
cancer esta adaptacién a los datos experimentales mejora aquellos asociados a modelos
que ha sido méds usados como son el logistico y el modelo de Gompertz, ver [24]. Es
de observar que (1.13) como modelo de crecimiento de céncer solo puede representar
tumores vasculares (tumores que se forman a partir de células anormales de los vasos
sanguineos o vasos linfaticos) en el que el crecimiento esta limitado por los nutrientes, y
solo las células que estan a una distancia lo suficientemente cercana a un tejido tienen
los suficientes nutrientes para crecer.

Sea S(t) una superficie asociada a un organismo N (t). Supongamos que la forma
de S(t) no cambia aunque aumente el nimero de células que la constituyen. Sea N(t) =
~S3, donde 7 es constante, con potencia tres porque estamos considerando el volumen
de S. Derivando a N(t) con respecto del tiempo, obtenemos

Sustituyendo N = 5% en (1.13), tenemos que

3wﬁ<%§)zaN§—ﬁN,
Yy, en consecuencia
35t (9 ) =08} - s’
Por lo tanto,
%z%(d—ﬂS), d:%. (1.16)

Para resolver (1.16) se usa el factor de integracién § = e’ y obtenemos
as A
(E;+ﬁsaoe?::%£ﬁ
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Finalmente llegamos a

S(t) = % + e, (1.17)
Observemos que la condicién inicial S(0) = Sy > 0, por tanto la solucién particular es
S(t) = % + (So - %) e 5t (1.18)
Notemos que K
tllglo S(t) = %'
Por otro lado tenemos que el inico punto de equilibrio de (1.16) es S = %, luego este

es asintoticamante estable.

1.6. Modelo de Von Bertalanfty

El modelo de crecimiento de Von Bertalanffy [12] se basa en los proceso anabdlicos
y catabdlicos. Von Bertalanffy planteé la ecuacién

aw
— =nS — W, (1.19)

dt
donde W es la masa del organismo, n.S es el resultado de los proceso anabdlicos, donde
S es la superficie asociada a la masa del organismo y SW el resultado de los proceso
catabdlicos. Para una densidad constante p = %, se asume que entre la superficie y el

volumen hay una relacién de proporcionalidad

S=puV’ 0<r<l1.

Ya que V = %, entonces S = u‘f)/:. Sea o = %, luego tenemos que (1.19) toma la
pr
forma e

la cual, es una ecuacién de Bernoulli.
El modelo generalizado de Bertalanffy estd dado por

% = oW — BWH, (1.21)

donde aW?* corresponde a la tasa de crecimiento celular y SW* representa la muerte
celular, con a y 3 las tasas de natalidad y mortalidad, respectivamente. Se obtienen
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distintos modelos al ir variando los pardmetros A y p. Un caso particular es A = u = 1,
de tal forma que (1.21) se transforma en

aw
E:aW—BW:(a—B)W

La solucién a esta ecuacion es W (t) = Ce® ) la cual es una funcién creciente o
decreciente, dependiendo del signo de o — 5. En la figura 1.6 mostramos la grafica de
W (t) para valores de o y 8 que satisfacen a — 8 < 0.

. W(t) = Celo=P1t
para o — (3 <0

Figura 1.6: Gréfica de la solucién del modelo de Bertalanffy con v — 5 < 0, donde W (t)
es decreciente.

Es claro que si tomamos A =1y u = 2 tenemos el modelo logistico

dW , W
W—QW—BW —OéW(l—?),

«
donde « es la tasa de crecimiento, § es la tasa de mortalidad y £ = — es la capacidad

de carga. Fijando p = 1 y variando A\ obtendriamos una ecuacién tipo Bernoulli en cuyo
caso (1.21) se transforma en

dd_vzf = aW* — BW. (1.22)

Bertalanffy planteé la hipdtesis de que la tasa de mortalidad es proporcional a la masa
del organismo (W).
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Notemos que considerando A # 0,1, y n = A, ademds del cambio de variable
u = W1 obtenemos que la ecuacién (1.22) es de tipo Bernoulli y se transforma

du
m + 81— XNu=a(l —N).

Esta es una ecuacién diferencial lineal que podemos resolver con el factor integracion
z = eP=Nt v 1a solucién general estd dada por

1
W(t) = (9 — ce_ﬁ(l_)‘)t> =X azo,1L
&
Si tomamos la condicién inicial W (0) = W} la solucién particular estd dada por
b
wio = (G (=)o) A ey

1.7. Crecimiento de tipo Gompertz

El modelo de Gompertz es uno de los modelos mas usados al describir el creci-
miento de tumores. En particular, se ha usado en el modelado de crecimiento en el
céncer de mama, ver [18], donde se comenta que este modelo se adapta a datos clinicos
de pacientes que no recibieron tratamiento alguno. Més ain, el modelo Gomperciano
de crecimiento cinético de un tumor ha sido un piedra angular tedrica en la histo-
ria del tratamiento de este tipo de cancer y ha sido usado para implementar algunos
tratamientos.

El modelo de Gompertz tienen la forma

dN

— —G)N(b),

= GON(1) .
G _ —aG(t)

dt ’

con condiciones iniciales N(0) = Ny > 0, G(0) = G¢ > 0 donde N(¢) es el nimero
de individuos en la poblacién, G(t) representa la tasa de crecimiento. En este modelo
la tasa de crecimiento decrece exponencialmente con el tiempo con una tasa a, por el
aumento en las tasas de mortalidad.

Para resolver la segunda ecuacién diferencial en (1.24) separamos variables y usamos la
condicién inicial G(0) = Gy, con lo que obtenemos

G(t) = Goe ™. (1.25)
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Al sustituir G(t) = Goe™ " en la primera ecuacién en (1.24) se obtiene

dN
RV 7at'
dt (t)Goe

Nuevamente aplicamos separacion de variables para resolver esta ecuacién, obteniendo

@efat

N(t)=Ce a° |
ademds, con la condicién inicial N(0) = Ny, la solucién particular estd dada por
N(t) = NoelZ0=72) = Nyeo™(Go=6®), (1.26)

Calculemos el limite
, , (@(176—%)
lim N(t) = lim Nge\™= :

t—+00 t——+o0

obtenemos .

lim N(t) = Noe = .

t—+o0
G
Denotemos K = Nye = , observemos que tlim G(t) = 0. Con estas observaciones con-
—+00
sideremos nuevamente la expresiéon (1.26) para N (t),
N(t) = Npe® (Go=G®),

aplicando logaritmo natural a ambos lados

In(N(t)) = In(Np) + a *(Go — G(1)).

Luego, tomando el limite cuando ¢ — 400, obtenemos que Gy = aln (NK()) Como
consecuencia (1.25) toma la forma G(t) = aln <%) En otras palabras, tenemos la
siguiente ecuacién diferencial auténoma para N (t),

dN K

— =aN({t)In| —= 1.27

&=V (). (1.27)

la cual es conocida como el modelo de Gompertz. En lo que sigue vamos a resolver la
ecuacién (1.27), que reescribimos como

1 dN
NW = Oé(lIlK—th),
con el cambio de variable
z(t) =InN,
se tiene p
d—f =aln K — az, (1.28)
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la cual es una ecuacién lineal de primer orden. Para determinar la condicion inicial para
esta tltima ecuacién diferencial hacemos uso de la igualdad

z(0) = In Ny,
la solucién general de (1.28) estd dada por la funcién
z(t) =ce ™ + In K. (1.29)
Aplicando la condicién inicial se tiene que ¢ = In % y

No

z(t) =In (f) e +InK.

Solamente queda invertir la igualdad z(¢) = In N, en consecuencia,

—at

N(t) = Ke(#)e

1.8. Comentarios sobre el andlisis comparativo de
varios modelos de crecimiento de tumores

En las secciones anteriores hemos visto varios modelos de crecimiento de tumores,
lo cuales se han usado para estudiar la evoluciéon de un tumor maligno bajo algin tipo
de tratamiento para combatirlo, ya sea para disminuir su crecimiento o en el mejor de
los casos producir su lisis. Entre estos tratamientos se encuentra uno de los tratamientos
mas recientes llamado viroterapia, asi como los tratamientos tradicionales, como son la
radioterapia o la quimioterapia, entre otros.

Una de las preguntas de interés es determinar cudl de los modelos de crecimiento
tumoral es el mas adecuado segun el tipo de tumor. Esto es todavia un area de investi-
gacién de muy obvia importancia. En 2014, se publicé un estudio donde se determiné
el mejor ajuste de la dindmica de crecimiento tumoral y los valores de los tres tipos de
parametros que aparecen en los modelos: la tasa de crecimiento, la capacidad de carga
y exponentes [22].

Particularmente, se consideraron cinco diferentes modelos y diez tipos de céncer,
y se tomaron en cuenta al menos cinco distintos tipos de conjuntos de datos publicados
sobre crecimiento para cada unos de esos canceres. Los modelos considerados son el
exponencial, el de potencia, Gompertz, logistico y de Von Bertalanffy. Por otro lado, los
diez tipos de cancer considerados en el estudio de referencia fueron el cancer de vejiga,
mama, colon, higado, pulmén, melanoma, ovarios, pancreas, carcinoma escamoso de
cabeza y cuello (HNSCC, por sus siglas en inglés), asi como el carcicoma hepatocelular
o cancer de higado y el carcicoma renal (RCC, por sus siglas en inglés). Ver la tabla
1.1.
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En el estudio realizado se llevaron a cabo ajustes en cada uno de los conjuntos
de datos proporcionados, para los cuales se ajustaron los pardmetros necesarios (tasa
de crecimiento intrinseco, exponentes y capacidad de carga), de acuerdo a los mode-
los considerados. Los autores del estudio determinaron un conjunto de valores de los
parametros, asi como el orden de prioridad de los diferentes modelos para describir el
tipo de cancer en cuestion. En la tabla 1.1 resumimos el resultado del estudio, donde
se puede apreciar cual modelo describe mejor la dinamica del crecimiento del tumor
maligno segun el tipo de cancer.
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Capitulo 2

Modelo de tratamiento con
viroterapia oncolitica de un tumor
con crecimiento tipo Gompertz

Como se ha comentado, existen distintos tipos de tratamientos para cancer y el
uso de virus oncoliticos es uno de ellos. El objetivo de los tratamientos es disminuir el
tamano del tumor o en su caso, provocar la lisis o muerte de las células tumorales. En
este capitulo se considera uno de los modelos matematicos existentes para estudiar la
dindmica de la enfermedad bajo el tratamiento con viroterapia.

En particular, se considera un modelo matematico mediante ecuaciones diferen-
ciales introducido en [9] y estudiado en [10], el cual describe la relacién dindmica entre
células tumorales infectadas mediante un virus, aquellas no infectadas por el virus y
el virus mismo en un tratamiento tumoral mediante el uso de un adenovirus, el cual
es un virus oncolitico. Este modelo fue ajustado en [9] de manera que reprodujera da-
tos experimentales obtenidos en [11] y tal que los pardmetros existentes en el modelo
estuvieran optimizados.

En este modelo, 7 denota el tiempo, 1% representa la cantidad o proporcion de
particulas de virus en el sitio del tumor, U son las células tumorales susceptibles al
virus pero no infectadas, I corresponde a las células infectadas por el virus y el término
U + I es la poblacion total de células tumorales.

En el modelo mediante ecuaciones diferenciales el crecimiento del tumor se descri-

be mediante una funcién de tipo Gompertz, rIn T U, donde K es la capacidad de
carga del tumor y r su tasa de crecimiento, esta funcién representa la lucha que se da
entre las células tumorales no infectadas ya sea por los nutrientes o el espacio vital. En

[15] se demostr6 que el crecimiento de un tumor se puede medir mediante una funcién
de Gompertz. Es de notar que la forma en que las particulas virales infectan a las células
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cancerosas no es obedeciendo a la ley de acciéon de masas, sino que el término SU V,
asociado a la ley de acciéon de masas se normaliza usando la poblacion total de células
tumorales, tanto las infectadas como las no infectadas. La probabilidad de que un virus
infecte una célula tumoral depende del ntimero total de células tumorales disponibles
para infectar. Asi, en el modelo esto se usa para obtener la expresion %, donde [ es
la tasa de contagio, este término esta completamente justificado pues se supone que el
virus se encuentra localizado principalmente en el tumor. El mismo término con signo
positivo conforma la tasa de crecimiento de las células tumorales infectadas, y por otra
parte, las células tumorales infectadas por el virus mueren a una tasa igual a d;. De
las células infectadas que mueren por unidad de tiempo, d;I, una parte proporcional
ad;l con constante de proporcionalidad igual a a genera nuevas particulas virales. Por

ultimo, dy V' representa las muertes de virus por unidad de tiempo.

El modelo busca obtener predicciones acerca de cudl es la respuesta del tumor al
tratamiento mediante virus oncoliticos y obtener informaciéon mas alla de los experi-
mentos sobre la disminucién o posible remision del tumor.

Asimismo, debido a la cantidad de pardametros existentes en el sistema de ecuacio-
nes diferenciales, es pertinente realizar un estudio sobre la existencia de bifurcaciones
en los posibles puntos de equilibrio u 6rbitas peridédicas del sistema.

En la figura 2.1 mostramos el diagrama de flujo de las tres poblaciones descritas
en las ecuaciones. El sistema de ecuaciones diferenciales que describen la interaccién

Células Tumorales

Inyeccion Infeccion

particulas virales

adl /I

Lisis

Células Tuwmorales no infectadas

Figura 2.1: Diagrama de flujo de las interacciones de las células tumorales mediante la
inyeccién de un virus oncolitico descrito por el modelo (2.1).
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dindamica del virus con las células tumorales infectadas y no infectadas estda dado por
el sistema de ecuaciones diferenciales

v =rln <5) U — —EUV

dr U U+1’

dl  BUV

— = 4, (2.1)
dr  U+1 dil,

dV .

E = O{d[] - dVV

Con el fin de reducir el nimero de parametros involucrados en el sistema se consideran
reescalamientos de la variable V' y el parametro «. Denotemos por

~

[V] = # viriones,

y
[a] = # viriones por célula.

La variable V se reescala mediante la relacion

V =aV.
Luego tenemos que V= aV,y
V] = Vi _ # virus.
o]

Realizando la sustitucién V = aV, en las dos primeras ecuaciones del sistema
(2.1) tenemos que

aw_ <K) i BalV

dr U U+1’
dl  BaUV
T

Con el fin de determinar e derivamos la igualdad V =aV con respecto de la variable
T

temporal 7, y obtenemos

av - dv
—_— = —
dr dr’
de donde,
av
— =d;I —d;V.
dr ! v
Con el fin de estandarizar la notacién, escribimos dy = dy,, por lo que
d
v =d;l —dyV.
dr
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Por tanto, después de reescalar todo el sistema, obtenemos un nuevo sistema de ecua-
ciones diferenciales, el cual esta dado por

v =rln (5> U — ﬁoz—UV

dr U U+’
dl Uuv

@ Al

dr ﬁanLI e
d—V:d]]—dVV.

dr

Ahora, usamos el parametro § para reparametrizar la variable temporal 7. Observemos
que las unidades de  son

[ p— !

= X .
# viriones  por unidad de tiempo

El reescalamiento adecuado para reparametrizar la variable temporal 7 estd dado por
£ = Ba, por lo tanto las unidades de 8 son

~ tiempo’

Para reescalar el tiempo, definimos ¢ = 7, con unidades [t] = [][r] = 1, el sistema de

ecuaciones ahora se puede reescribir adimensionalmente para la variable t, con 7 = —,

dr 1
derivada — = —.
y su derivada o

Usando la regla de la cadena,
- ()(5)-(u(5) -2 ()
= (i) () = (o7 -01) (5)
() () = o an (1)

En consecuencia, tenemos un nuevo sistema de ecuaciones diferenciales

dU r K Uv

— =5 (7)) U - 57

dI .

dt - UUJ‘r/I o FII’ (2'2)
v .4

ar Al EY



Ahora, definimos

<
QU
~
S

<

dt U)~ U+

dI Uv

= _¢T 2.3
dt U+1 &l (2:3)
dv

Z = — AV

i

En la figura 2.2 mostramos el diagrama de flujo de la interaccion entre las células

tumorales no infectadas, células tumorales infectadas y los virus, descrito por el sistema
(2.3).

crecimiento

particulas
de virus

células tumorales

. I no infectadas
infeccion f

IZI lisis

células tumorales
O parametros originales del modelo infectadas

O parametros adimensionales del modelo

Figura 2.2: Diagrama de la interaccién de células tumorales descrito por el sistema
(2.3).

El lado derecho asociado a este sistema de ecuaciones diferenciales lo denotaremos
por el vector F(U,I,V),

m In (5) U— Y

U U+
§1 -~V
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El siguiente paso en nuestro estudio es determinar los puntos de equilibrio y su
estabilidad lineal. Notemos que los puntos de equilibrio son las soluciones s simultaneas
las ecuaciones

au 0 dl av. 0

il 0 °r
a0 a0 Y

2.1. Punto de equilibrio de tratamiento fallido

dr  dv

Notemos que — y — se anulan cuando I =V = 0. Ademas, el modelo no esta

definido cuando U = 0 o U + I = 0. Luego, consideramos el caso U >0y V =1 =10
con el fin de determinar los puntos de equilibrio que satisfacen estas condiciones.

Para hallar estos posibles puntos de equilibrio se requiere determinar cuando

K
In( — =0.
mn(U)U 0

Ya que U > 0y m > 0, esta igualdad se cumple sélo cuando U = K. En resumen, el
punto de equilibrio estd dado por Q1 = (K,0,0), el cual depende de la capacidad de
carga K. En este punto de equilibrio estan ausentes las células tumorales infectadas y
la poblacion de virus. Esta es la razén por la cual nos referiremos a ()1 como el punto
de equilibrio de tratamiento fallido (el tumor estd libre de la infeccién por el virus
oncolitico).

2.2. Punto de equilibrio de coexistencia

En esta seccién vamos a identificar los puntos de equilibrio de coexistencia, es
decir, aquellos donde todas las coordenadas son diferentes de cero. Iniciemos por con-
siderar el siguiente sistema algebraico

K v Uv
mn(U)U U~+1 0, U+1 &=0, WHEr=0 (24)

Si sumamos la segunda y tercera ecuacién de (2.4) obtenemos

uv
AV +——=0
7 +U+I ’
lo cual implica que
U
TTU+r



siempre que V' # 0. Despejando I, se tiene que

U(l—7)
—

I= (2.5)

Por otra parte, sumamos la primera y segunda ecuacién de (2.4), y obtenemos
K
mln <—) U—-¢l=0. (2.6)
U
Lo siguiente es sustituir (2.5) en (2.6) y tenemos

U(mm (=) -Sa-y)=o.
vy v

Ya que que U # 0, en consecuencia, obtenemos que

(K)o

De aqui podemos despejamos a U, la cual estd dada por

U= Kemn0™D, (2.7)

Ahora reemplazamos este valor de U en (2.5), y obtenemos

K(1-7) &6
Y

I =

Finalmente, sustituyendo U dado en (2.7) en la tltima ecuacién de (2.4), llegamos a

EK £
V="70 —y)erm 7Y,

Como consecuencia, el punto de equilibrio de coexistencia esta dado por @)y =

(U*,I*,V*), con

U* = }(QW%(W—U)7
K —7)
v

. SR £ (y
vt = S = e O

. _ £ (-1)
I = e, (2.8)

Es importante notar que, a partir de los valores de U*, I* y V* de las coordenadas
del punto de equilibrio )5, en el caso que el parametro v = 1, obtenemos que el punto
()2 se transforma en el punto @; = (K,0,0). En otras palabras, el punto @1 = (K, 0, 0)
corresponde al caso limite del punto de equilibrio ()5, cuando v — 1.
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2.3. Estabilidad del punto ()

Para analizar la estabilidad lineal de los puntos de equilibrio requerimos la matriz
jacobiana del sistema (2.3), evaluada en dichos puntos de equilibrio. La matriz jacobiana
esta dada por

mIn (%) -—m-= (UYFII)Q (Uli‘;ﬁ _ULH
VI A% U
DF(U,I,V) = U117 —£— WDz U4 | (2.9)
0 £ -7
y evaluada en @1 = (K, 0,0),
-m 0 -1
DF(K,0,00=| 0o —¢ 1 |. (2.10)
0 & —

El correspondiente polinomio caracteristico es
pA) = =N +m)(A\ + (£ +NA+E(v — 1)), (2.11)

y sus raices son los valores propios,

—(E+7) £ (E+7)2 -4y 1)
5 .

Estudiaremos el signo del discriminante para determinar si hay valores propios comple-
jos. Ya que C (£ —v)? > 0y 4€ > 0, se sigue que

(€ — ) +4€ > 0.
Ahora sumamos y restamos 2§+, es decir,

§ — 2y + 77 + 4+ 26y — 26y > 0,

AL =—m, )\2,3 =

(2.12)

y al factorizar obtenemos

(E+7)° —4(v—1) > 0.
Por lo tanto, el discriminante es siempre positivo, y como consecuencia Ay 3 son raices
reales de p(\).

Proposicién 2.1. Para el sistema (2.3), los tres valores propios asociados a la lineali-
zacion del punto de equilibrio Q1 son reales, y sus expresiones estin dadas por (2.12).
Si v < 1, entonces dos de éstos son negativos y uno positivo, es decir, Q1 es un punto
inestable. Si vy > 1, entonces todos los valores propios son negativos, es decir, ()1 es un
punto de equilibrio estable. En el caso v =1 se tiene un valor propio igual a cero.
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Demostracion. Es claro que A\ = —m < 0, pues m > 0.

Notemos que si v < 1 tenemos que

E+7) < V(E+7)2—4¢(v—1).

En otras palabras,

_ N +VEF) 40 - 1)
2

A2 >0

N — —(€+v)—\/(£;7)2—4§(7—1) <0

y concluimos que en este caso ()7 es un punto inestable.

Ahora consideremos v > 1, para esta condicién

(E+7) > V(E+7)2—4E(v - 1).

En otras palabras, A23 < 0. Ya que los tres valores propios son negativos concluimos
que ()7 es un punto estable.

Para el caso v = 1 se tiene que Ay = 0, por lo que no es posible determinar la
estabilidad del punto de equilibrio usando los criterios establecidos en el teorema de
Hartman-Grobman. Mas adelante se realizara un estudio particular para este caso. [

2.4. Estabilidad del punto (); con v # 1

La matriz jacobiana (2.9) en el punto Qs = (U*, I*, V*) estd dada por
=) —m &1—-7) —v
DFEU* IV )= | (1-7)?° €v-2) 7 |,
0 &
con polinomio caracteristico

pA) =X+ (E+m+7)\ + <7m(1 —§€) — %2 + €(2m + §)> A yém(l — ). (2.13)

Ya que estamos interesados en el signo de la parte real de los valores propios, vamos a
utilizar el teorema de Routh-Hurwitz [6], para lo cual aplicamos el algoritmo dado en el
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apéndice D. La condicién necesaria para aplicar este criterio es que todos los coeficientes
de (2.13) sean positivos, lo cual se satisface si y sélo si

€20 0<y<l, m>_=DE (2.14)

(€ —1) =2
Bajo estas condiciones en los pardmetros, vamos a calcular el arreglo de Routh-Hurwitz.

2
Sean py = 1, p1 = E+m+7, p2 = ym(l = &) =S +EQ2m+ &) y ps = ¥Em(l — 7).
Luego, aplicando el algoritmo de Routh-Hurwitz, y usando la notacién del apéndice D,
tenemos que

(v = DE(y 4+ &) + mPy(y 4+ 26 — &) + m(y® — (£ — 2)6 — £2 4 37E?)
v(m+y+§)

g = m(l —7)vE, by = 0y cg = 0. Finalmente obtenemos el arreglo dado en la tabla
2.1.

by =

)

A3 1 ym(l—€) — £ +€@m+¢)
M| EHm+ry yém(1 — )

A by 0

A0 m(1 =)y 0

Tabla 2.1: Tabla de Routh-Hurwitz del polinomio (2.13).

Por el teorema D.2, la condicién necesaria y suficiente para que todas las raices de
la ecuacién (2.13) tengan parte real negativa es que todos los coeficientes de la ecuacion
sean positivos y que todos los términos de la primera columna del arreglo en 2.1 tengan
signo positivo. Usando el programa Mathematica obtenemos que estas condiciones se
cumplensi £ > 0,0 <y <1y

73+ 2926 — £2 + 34£2 — 42¢?
2y(—y — 26 + 7€)

1\/76 + 4996 + 29362 + 69167 — 29967 + 8¢2€5 — 49387 + €1 + 296% —42¢t — 29960 + 4%t
2 V(€ - 26 =) '

m >

Para ilustrar estos resultados, vamos a dar un ejemplo numérico. Sean £ = 0.5, v =
1/3 y m = 0.47. Para estos valores el punto de equilibrio es (0.119116 K, 0.238231 K, 0.357347K)
y la respectiva ecuacién caracteristica (2.13) es

A+ 1.30333A% + 0.0483333\ + 0.0522222 = 0,
con valores propios
A= —1.29711, g3 = —0.00311187 =+ 0.200626 i,

los cuales tienen parte real negativa, es decir, (0.119116K,0.238231K,0.357347K) es
un punto de equilibrio estable, para cualquier valor de K.

39



2.5. Estabilidad del punto ); con v =1

En la seccion anterior vimos que la matriz de linealizacion del punto de equilibrio
(21 con v = 1 tiene un valor propio cero, luego no es un punto de equilibrio hiperbélico y
no podemos determinar su estabilidad haciendo uso del teorema de Hartman-Grobman.
Para determinar su estabilidad haremos uso del teorema de la variedad central.

Iniciemos por trasladar el origen de coordenadas al punto de equilibrio, es decir,
(U,[, V) — (Xl + K,XQ,Y).

El sistema (2.3) queda de la siguiente forma

dX, (X1 + K)Y
2R X _ T
dt mn(X1+K)< IR Al cary ouny e
it~ X, + Xo+ K

dy

X, — Y.

i §Xo— 7y

La matriz jacobiana de (2.15) con v =1 en el punto (0,0,0) estd dada por

-m 0 -1
J(0,0,0)=1 0 —=¢ 1|,
0 & -1
cuyos valores propios son A\; = 0, Ay = —m y A3 = —(£ + 1). Con el fin de diagonalizar
esta matriz, calculamos la matriz de cambio de base formada por los vectores propios
asociados a los valores propios A\ = 0,As = —m y A\3 = —(£ + 1). Estos son,
1
_1 m—§—1
m 1
Vi=| ¢ |, Va=|[0 y V= 4 : (2.16)
1 0
1

respectivamente.

40



Por lo tanto, la matriz de cambio de base es

1 1
- 1 —
m m—E&—1
p=|1
— 0 —1 9
3
1 0 1
con inversa
0o 5 &
E+1 E+1
Pi=11 s m—¢
mE+1—-—m) mim—&—1)
—¢ 1
§+1 +1
Luego, las nuevas coordenadas estan dadas por
X1 X1
T2 = P_l X2 s
ZTs3 Y
o equivalentemente,
(Xo+Y)E
Ty = —F——7
E+1
o EXo+Y)—m? Xy +m(X; — Y + X;8)
’ m(€ —m+1) ’
Y (X
r3 = —————
3 [

Ahora escribimos las coordenadas X1, X5 e Y en términos de la coordenadas 1,
To y T3,

X X
ﬁ, X2 = a1 — I3, Y:$1+ZE3 (217)

X
X1:——1+.T2+
m 3

El sistema (2.15) toma la siguiente forma:
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§(F — x3) (21 + 23)

NETUr04

Ty = Al _1m+§> (§x3—x1)(a:1—|—x3)+m2(K—%+x2—|—1_$—£+§)8
- mf(% — 25) A — (21 + 73) A o
—(K—%—i—ajg—l—JT?’_%)((xl—i—xg—m)B—i—(mlexg))A
—§<K—%+$2+1_I—n§_i_£)(x1+x3—mAB)

1-m+¢&

. (1 +23)(A+ (K — 2 + 29+ 22))
T3 = T1 — 3G — .

A(1+¢)
donde . . .
— - e B Mot S
A m+x2+1—m+§+§ =
y
K
B=x +23—mAln — — )
K—El%—xg—l-l_rs%

El siguiente paso es calcular el desarrollo de Taylor alrededor del origen, para el
lado derecho de las ecuacién (2.18), obteniendo un sistema polindmico

1 9 1
o o ,
h=garah trea gt Olen e asl),
Lo = —Miy — m$21’3 + ?ZL‘II’Q —+ O(|ZE1, T, £E3|3),
. 1— —1
s = —(1+&)ws + ﬁxl% n (£K2£ -

Aplicando el teorema 1, pagina 151 de [19], podemos concluir que el punto de equilibrio
(0,0,0) es una silla-nodo, o equivalentemente, @1, topolégicamente es una silla-nodo.

2.6. Estudio de la bifurcacién en el punto ()

En la seccion anterior vimos que la estabilidad del punto de equilibrio () cambia
cuando el parametro v varia. Aqui vamos a clasificar el tipo de bifurcacién que presenta
el sistema (2.3) cuando el parametro pasa a través de v = 1, para lo cual aplicaremos
el teorema de Sotomayor enunciado en el apéndice E.
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Sea
mln (K) U-—4Y4

i U U+l
f=|r]= g =&l . (2.19)
/s §1 =V
Luego tenemos que
£, (U, 1,V,y) = 8 ,
-V
y para @)1 = (K,0,0) y 7o = 1 obtenemos
0
£,(Q1,7) = 8

Ahora calculamos las derivadas del campo vectorial definido por el sistema (2.3):

K VI Uv U
mIn (U) - M= w2 U+1)2 T
_ VI 0A% U
0 § —
Ahora evaluamos esta matriz jacobiana en el punto @), y 7 = 1,
-m 0 -1
0o ¢ -1
cuyo vector propio asociado al valor propio A = 0 es
1
(%1 m
v=|wl|=]1 (2.22)
U3 §
1

Ahora consideremos la matriz transpuesta de la matriz (2.20) con vy = 1, es decir,

—-m 0 0

(DH) Q)= 0 —¢ ¢ |,



con vector propio asociado al valor propio A = 0 dado por

0

Con el fin de hacer méas simplificada la notacién, definimos

Pho, ., Ph *fi fi Ph o, Oh o,
Uzt 2 auar P arav e T P avar et t e
2 _ | 2f 0% f 0 fo 0 fo 0% f 0% f
PAHQONY) = | Gt + g7+ 2gmgv e + 2yarten * gratt T Gt
0% f3 0% f3 0 f5 P f5 0% f3 0% f3
507 2gpar e 2anar st 2gyar et gy g v

donde vy, v9 y v3 son las componentes del vector propio v dado en (2.22). Ahora vamos
a utilizar las componentes del campo (2.19) y obtenemos

1 2
Km ' K¢
D2f(Q1770)(v,v) = _l
K¢
0

El siguiente paso es calcular las condiciones dadas en (E.2) evaluadas en el punto
de equilibrio y parametro de bifurcacion:

WTf’Y(Q17 70) = 07

wl[D*(Q1,v)(v,Vv)] = —% £0.

Ya que w'f,(Q1,7) = 0, debemos aplicar las condiciones dada por (E.3), es decir

WTfV(Qh /70) = 07
w![DE,(Q1,%)v] = =1 # 0,
WT[D2f(Q1770>(V7V)] = _% 7é 0.

Luego, el teorema de Sotomayor E.1 nos asegura que el sistema (2.3) presenta una
bifurcacién transcritica en )1 para v = 1. Es decir, hay un cambio en la estabilidad
del punto de equilibrio ()¢, de tal forma que cuando el valor del parametro cruza por
v =1, @) pasa de ser inestable a estable.
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Capitulo 3

Estudio numérico del modelo de
viroterapia con crecimiento tumoral
tipo Gompertz

En este capitulo haremos uso del software MatCont el cual funciona en el entorno
Matlab, para llevar a cabo un estudio numérico de continuacién de puntos de equilibrio
y posibles bifurcaciones. En la tabla 3.1 listamos algunas las abreviaciones para las
bifurcaciones que se obtienen en las pantallas de salida al realizar las simulaciones con
el software MatCont.

] Abrevacion \ Nombre \ Propiedades ‘
BP Punto de ramificacién A =0, M2 #0
H Bifurcaciéon de Hopf A <0, Agg==xbi
SN Silla Nuetral (Punto silla) | A\;2 <0, A3 >0
LPC Punto del ciclo limite

Tabla 3.1: Notacién de MatCont y caracterizacion de algunas bifurcaciones.

En las gréficas obtenidas mediante MatCont las lineas discontinuas (rojas) repre-
sentan puntos de equilibrio inestables u orbitas periédicas inestables, mientras que las
lineas continuas (azules) corresponden a puntos de equilibrio estables u érbitas periédi-
cas estables.

Como el sistema de ecuaciones diferenciales (2.3) depende de varios parametros,
sus puntos de equilibrio también dependen de ellos. Nuestro objetivo en este capitulo es
estudiar numéricamente la estabilidad de los puntos de equilibrio, y realizar continua-
cion numeérica de ellos con respecto de un pardmetro adecuado, con el fin de determinar
la posible existencia de bifurcaciones.
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3.1. Bifurcaciones con respecto del parametro £ y v

El modelo (2.3) depende de cuatro pardmetros (m,y, K, ), pero solamente estu-
diaremos la continuaciéon de los puntos de equilibrio con respecto a los parametros, & y
v, por su relevancia biolégica. Fijamos los valores de los otros parametros m = v = 0.1
y K =100, los cuales se han obtenido de [10].

En la figura 3.1 se presenta el diagrama de bifurcacién que aparece como resultado
de realizar la continuaciéon numérica con respecto del pardametro & con MatCont.

Figura 3.1: Diagrama de bifurcacién en el plano (£, U), con v =m = 0.1, K = 100.

En el diagrama mostrado en la figura 3.1 se muestran 4 diferentes ramas las cuales
son:

» Caso 1 (coexistencia de las tres poblaciones)

Partimos del punto de equilibrio (U*, I*, V*) = (40.6569, 365.912, 36.5912) y del
valor del parametro & = 0.01, para el estudio numérico del punto de equilibrio, la
continuacion hacia adelante del punto de equilibrio se muestra estable. Hasta que
para el valor de £ = 0.0428964 tenemos el punto de coexistencia (U*, [*, V*) =
(2.10538, 18.9484, 8.12818) donde se presenta una bifurcacién de Hopf y apartir de
& > 0.0428964 este ounto de equilibrio es inestable y aparece una érbita periddica
estable, por iltimo la continuacién hacia atras para Egp = 0, Q2 se bifurca dando
origen a ().

» Caso 2 (oscilaciones estables)
El punto de Hopf se puede verificar (U*, I*,V*) = (2.10538,18.9484, 8.12818)
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con el valor del parametro £y = 0.0428964, al calcular la matriz jacobiana (2.9)
evaluada en este punto de equilibrio

—0.0613936  0.0386064 —0.1
DF(2.10538,18.9484,8.12818) = 0.347458  —0.0815024 0.1

0 0.042896  —0.1
cuyo polinomio caracteristico es
p(A) = =A% — 0.242896)\% — 0.00158964\ — 0.000386064
y sus valores propios
A1 = —0.242896 y A3 = £0.039867:.

Una de las raices es real negativa, mientras la segunda y tercera son comple-
jas e imaginarias puras. Por lo tanto, tenemos una bifurcacion de Hopf en el
parametro £ = 0.0428964, donde aparecen ciclos limite estables, los cuales son
estables porque el coeficiente de Lyapunov obtenido por medio de MatCont es
¢, = —1.890714 x 107°, el cual es negativo. El calculo del primer coeficiente de
Lyapunov se obtiene analiticamente siguiendo el procedimiento establecido en el
texto de Kuznetsov, para mas informacién ver el apéndice C. El ciclo limite se
muestra en la figura 3.2 en el espacio de coordenadas (U, I, V).

» Caso 3 (tratamiento fallido)
Es representado por el punto de equilibrio @; = (K,0,0) = (100, 0,0). La conti-
nuacién numérica hacia adelante de {gp = 0, muestra la aparicién de un punto
silla neutral (punto silla) para {5y = 0.02500631. De las simulaciones numéricas
realizadas con MatCont muestran que (; es inestable sin importar los valores de

¢,

» Caso 4 (erradicacion completa del tumor)

Corresponde a (U, I,V) = (0,0,0), que no es un punto de equilibrio del modelo
(2.3). Pero, es posible realizar un estudio en una vencindad muy cercana al origen.
El punto del cual partimos para la simulacién es (U, I,V) = (1077,1074,107%),
con valor del parametro & = 0.01, los resultados de la simulacién se muestran en
la figura 3.1, el cual es inestable para distintos valores de &.

Ahora estudiaremos los cambios en la estabilidad de los puntos de equilibrio del

sistema (2.2) con respecto del parametro v donde fijamos los valores de los pardmetros
m = 0.1, K =100, £ = 0.01.

En la figura 3.3 se pueden observar los resultados obtenidos de la simulaciones
realizadas con MatCont.
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Figura 3.2: Ciclo limite estable en espacio (U,1,V), para m = v = 0.1, K = 100 y
&g = 0.0428964.

100 —

Figura 3.3: Diagrama de bifurcacién en plano (v,U) con valores de los pardmetros
m=0.1, £ =0.01 y K = 100.

» Caso 1 (coexistencia de las tres poblaciones)

Partiremos nuevamente de (U*, I*,V*) = (40.6569, 365.912,36.5912) y v = 0.1

para la simulacién con Matcont. Al realizar la continuaciéon numérica hacia ade-
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lante con respecto del parametro 7 encontramos que el punto de equilibrio se
mantiene estable y que para el valor v = 0.0235026 aparece una bifurcacién
de Hopf correspondiente al punto de equilibrio de coexistencia (U*, I*,V*) =
(1.56882,65.182,27.7339), para v < 0.0235026 es inestable, por tltimo notemos
que para ygp = 1, el punto (); se bifurca en el punto de equilibrio ;.

Caso 2 (oscilaciones estables)

El punto de Hopf (1.56882,65.182,27.7339) se puede verificar facilmente, al cal-
cular la matriz jacobiana (2.9) evaluada en este punto de equilibrio, estd dada
por

—0.090235 0.00976497 —0.0235026
DF(1.56882,65.182,27.7339) = 0.40572  —0.019765 0.0235026 |,

0 0.01 —0.0235026
cuyo polinomio caracteristico es
A? +0.13350A% + 0.00017A + 0.0002 = 0

el cual nos proporciona un valor propio real negativo y un par de valores propios
complejos puros

A1 = —0.133503, Ao,3 = £0.0131113872532700744.

Tenemos una bifurcacion de Hopf, el primer coeficiente de Lyapunov ¢; = —1.12520017 x
107° es negativo tenemos un ciclo limite estable. El ciclo limite se puede apreciar

en la figura 3.5 en el plano (v, U) y en la figura 3.6 se pueden apreciar en el espacio

de coordenadas.

En la figura 3.3 observamos que para el valor de ygp = 1, el punto de equilibrio
de coexistencia y equilibrio @; (tratamiento fallido) se fusionan, cambiando sus
estabilidades al pasar por el valor de v = 1. Estos datos numéricos estan concuer-
dan con los resultados obtenidos en la seccion 2.6, donde hemos demostrado que
(21 presenta una bifurcacion transcritica cuando v = 1 ver figura 3.4.

Caso 3 (tratamiento fallido)
En la seccién 2.5 se determiné que el punto de equilibrio ¢); con ygp = 1 es un
silla-nodo. Al realizar la continuacién hacia adelante se encontré que el punto

de equilibrio es estable para valores de v > 1 e inestable para v < 1, dicho
comportamiento se puede observar en la recta U = 100 en la figura 3.3.

Caso 4 (erradicacion completa del tumor)
El punto (U, 1,V) = (1077,107%,107°) es inestable para distintos valores de .
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Figura 3.4: Ampliacién del diagrama de bifurcacién en plano (v, U) con valores de los
pardmetros vy =1, m = 0.1, £ = 0.01 y K = 100.

80
60 [ [ caso 2 ‘
Lrc

40 [~
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0.01 0.015 0.02 0.025 003

Figura 3.5: Ciclo limite estable en plano (v, U), para vy = 0.0235026.

En la subseccion 3.1.1 utilizaremos el método de Kuznetsov descrito en el apéndice
C para verificar la criticidad de la bifurcacién de Hopf y por lo tanto la estabilidad del
ciclo limite mostrada en la figura 3.4.

Ahora nos interesa estudiar numéricamente los cambios en la estabilidad dre los
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Figura 3.6: Ciclo limite estable para m = 0.1, £ = 0.01, K = 100 y vy = 0.0235026.

puntos de equilibrio con un valor mayor de m, tomando m = 0.5, £ = 0.136, mante-
niendo sin cambio los valores de K = 100, v = 0.1, los cuales han sido sugeridos en el
articulo [9].

En la figura 3.7 presentamos el diagrama de bifurcacién, en la cual observamos
una dinamica similar al diagrama mostrado en la figura 3.1. De manera semejante a lo
que ocurre en la figura 3.1, se muestran 4 ramas de bifurcacién.

» Caso 1(coexistencia de las tres poblaciones)
Partiremos de (U*,I*,V*) = (8.6466,77.8197,105.8348) y £ = 0.136, para la
simulaciéon con Matcont. Al realizar la continuaciéon numérica hacia adelante se
encontré que es estable para £ € (0,0.1388) inestable para £ € (0.1388,0.25). En
¢ = 0.1388, aparece una silla neutral. En {gp = 0, nace la rama de puntos de
equilibrio ;.

» Caso 2 (oscilaciones inestables)
Para el valor del parametro £ = 0.138811, se obtiene el punto de coexistencia
(U*, I*,V*) = (8.22002, 73.9801, 102.693), el cual corresponde a una bifurcacién
de Hopf, donde el primer coeficiente de Lyaponuv toma el valor de ¢; = 1.015202 x
107% > 0, y en consecuencia tenemos una bifurcacién de Hopf subcritica, por ello
los ciclos limite son inestables. En la figura 3.8 se muestran dichos ciclos limite
en el plano (&, U) y en la figura 3.9 se muestran en las coordenadas (U, I, V).
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= caso 3 (tratamiento fallido)
La recta U = 100 representa el punto de equilibrio )1, el cual es inestable para
un continuo de valores de &.

» caso 4 (erradicacién completa del tumor)
El punto (U, 1,V) = (1077,107%,107°) es inestable para distintos valores de &.

120 —
\

Figura 3.7: Diagrama de bifurcacién en plano (£, U), para valores de los pardmetros
m =0.5,7=0.1y K = 100.
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Figura 3.8: Ampliacién del ciclo limite inestable en plano (£,U), con m = 0.5, v = 0.1,
K =100y &y = 0.138811
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Figura 3.9: Ciclo limite inestable en (U, I, V), para el pardmetro £y = 0.138811
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3.1.1. Calculo del primer coeficiente de Lyaponuv /; para la
bifurcacién de Hopf en el punto de coexistencia del sis-
tema (2.3)

En esta seccion realizaremos el calculo del primer coeficiente de Lyapunov siguien-
do el método de Kuznetsov descrito en el apéndice C.

Consideremos los valores de los parametros m = 0.1, K = 100, £ = 0.01 y v =
0.0235026 en el punto de equilibrio de coexistencia (U, I, V') = (1.5688, 65.1819, 27.74339)
donde el sistema (2.3) tiene una bifurcacion de Hopf, ver figura 3.5.

Para llevar a cabo el calculo de #; iniciamos por trasladar el origen de coordenadas
al punto de equilibrio

(U, I,V) — (U + 1.5688, I + 65.1819, V + 27.74339).

Luego el sistema (2.3) toma la forma

dU 100 (U + 1.5688) (V" + 27.74339)

& 0l (" ) (U +1.5688) —

dt " (U ¥ 1.5688) U+ ) U+1+66.7508

dI (U4 15688)(V 21.74339) o (3.1)
dt U+ 1+ 66.7508

% = 0.017 — 0.0235026V.

Ahora calculamos la matriz jacobiana de (3.1):

100 0.1 U+1.5688
0.11n (U+145688> + (U +1.5688) (7 TT1.5688 T b) —b (U + 1.5688)b ~ U+I1+66.7508
DF I = 1807.75+65.183V +1(V +27.74339)
(U, 1,V) ITreaTsoe —0.01+ (U + 1.5688)b (U + 1.5688)b
0 0.01 —0.0235026
V +27.74339 i
donde b = . Esta matriz la evaluamos en (U, I,V) = (0,0,0) para

(U + I + 66.7508)>
—0.090235 0.00976497 —0.0235026

tener

A

0.40572  —0.019765 0.0235026 |,

0 0.01 —0.0235026

cuyos valores propios son
A = —0.133503, Aoz = £0.013111387253270074:.

Luego el valor de la frecuencia es wy = 0.013111387253270074.
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Ahora calculemos los vectores propios ¢ vy p, los cuales satisfacen Aq = iwpq y
AG = —iwyq y ATp = —iwep v AG = iweq. Llevando a cabo los respectivos calculos

obtenemos
—0.0280114 — 0.04007467

q= —0.936259 ,
—0.303812 + 0.169488:

0.0414647 + 0.4795681
p = | 0.00025092 — 0.000108502¢
0.876525

Lo siguiente es calcular las formas bilineal B(x,y) y trilineal C(z,y, 2) del desa-
rrollo descritas en el apéndice C:

—0.014629z3y1 + 0.00035209523y2 + 1 (—0.051586y1 + 0.00593184y5 — 0.014629z3) + ¢
B(z,y) = | 0.01462923y1 — 0.000352095z3y2 + y2(—0.00593184z1 + 0.00029258z2 — 0.000352095y3) + d | ,

0

0.0400845y1 z121 + 0.0000131495y2x222 — 0.000359845(y2z121 + y12221 + Yy12122) — €
C(z,y,z) = | 0.000546342y1 2121 — 0.0000131495y22z222 + 0.000359845(y2x121 + y1x221 + y1z122) + f |,

0

donde z = ($1,$27$3), Y= (yhyQ;yi’))a Z = (21722723) y
c= x2(0.00593184y1 — 0.00029258y5 + 0.000352095y3),
d= xl(—0.0121563y1 — 0.00593184y, + 0.014629y3),

€ = 0000173348(y2x221 + Y2129 + y1$222) + 0000438317(@/31‘121 + Y1321 + y1x1z3)
— 00000105495(y3x222 + Y2322 + y2x2z3),

f == 00000173348(y21’221 + Y2122 + yll'QZQ) - 0000438317(2%),[[‘121 + Y1321 + ylxlzg)
-+ 00000105495(3/337222 + Y2322 + y2x223).

Ahora usaremos la férmula (C.5) para calcular el primer coeficiente de Lyaponuv

0(0) = —[(p.C(0.0.9) — 2(p. B(g, ~ A" B(0.))

2w
+ (. B(7, (2iwIy — A)'Blg, )]
donde
0.000332113 — 0.000498179i

C(q,q9,9) = | —0.000647661 4+ 0.000561839i | ,
0
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0.00170501 + 0.001828221

B(q,q) = | —0.00404011 — 0.000846058i | ,
0
0.0364058 — 0.00812512i
B(7, 2iwly — A)"'B(g,q)) = | 0.0200443 — 0.320747i | ,

—0.0642277 — 0.0686411¢

—0.0000513428 + 0.00003072814
B(q, (2iwly — A)"'B(q,q)) = | —0.000128829 + 5.62065 x 1075
0

Finalmente obtenemos que el primer coeficiente de Lyapunov estda dado por
¢, = —0.010397 < 0,

de donde podemos concluir que la bifurcaciéon de Hopf es supercritica y el ciclo limite
es estable.

Nota 3.1. Sea /Xt = —0.010397 el valor del primer coeficiente de Lyapunov que aca-
bamos de obtener y /¢ = —1.12520017 x 10 el valor obtenido con MatCont . Es
claro que estos valores no son iguales, pero como senalé Kuehn en [3], pdgina 4, lo que
importa es el signo. Més atn, ¢l hace notar que cuando se calcula £}V con la versién
de MatCont 2018 se satisface w/X" = (1€ sin embargo, en la versién 2022 de MatCont
esto ya no se cumple.
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Capitulo 4

Modelo de tratamiento con
viroterapia oncolitica de un tumor
con crecimiento de tipo logistico

4.1. Planteamiento del modelo

En este capitulo estudiaremos un modelo de un tratamiento de viroterapia on-
colitica, el cual fue presentado en [20], en este modelo se considera que el tumor presen-
ta un crecimiento de tipo logistco. El modelo es un sistema de ecuaciones diferenciales
parciales que describen la interaccion de tres poblaciones U, V e I disjuntas, que descri-
ben la propagacion del virus del herpes simple cuando es administrado por inyeccion a
un tumor sélido. En el modelo se estudian células no infectadas e infectadas, ademas se
estudia la dinamica del contagio y como afecta al crecimiento del tumor, asi mismo se
introduce un parametro de infeccién que regula la capacidad de los virus para infectar
a las células tumorales. Es importante notar que no se toma en cuenta la eliminacién
del virus debido al sistema inmunitario, sin embargo, se estudian cambios en el com-
portamiento de nuestro sistema para las tasa de muerte viral y se estudia la dinamica
del modelo temporal sin difusién utilizando la teoria de bifurcaciones.

Sean U(r,t), V(r,t) e I(r,t) las células no infectadas, las particulas de virus y
las células infectadas, respectivamente, a una distancia r del centro del tumor en el
tiempo t. Suponiendo que la difusion es esféricamente simétrica en dimension tres, las
ecuaciones que describen la interacion entre los miembros de la poblaciones mencionadas
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Parametros Significado
Ty tasa de crecimiento tumoral
o] tasa de contagio
o carga de virus
Or tasa de muerte de las células infectadas
Oy tasa de muerte del virus

Tabla 4.1: Significado biolégico de los parametros.

son

D I
U _Dud (TQa—T> +ryU (1 - UL) — BUV,

ot r2 Or 0 k

OV Dy d [ ,0

e (r 87“) +ad =6,V — BU+1)V, (4.1)
I D, d [ ,0I

5= (7’ 5) + BUV — &;1.

En la tabla 4.1 mostramos el significado biolégico de cada uno de los parametros.

En la primera ecuacién de (4.1) el término de difusién y el crecimiento de las
células tumorales no infectadas se modelan usando la ecuacién de Fisher, ver [17], la
proliferacion del tumor se considera inversamente proporcional al tamano del tumor,
donde D, es la tasa de difusion de las células tumorales, la cual se supone constante,
mientras que 7y representa el crecimiento del tumor y k es la capacidad de carga. Por
otro lado, suponemos que el tumor no presenta un sistema vascular, es decir no tiene
vasos sanguineos. Ademads se considera que el crecimiento del tumor es de tipo logistico.

La segunda ecuacién de (4.1) describe la dindmica del virus oncolitico donde el
primer término representa la difusion de las particulas virales, el término —g(U + 1)V,
describe la interaccion del virus con las células tumorales que para este modelo puede
ocurrir tanto en las células infectadas como en las no infecatadas, esto permite describir
la pérdida del virus en las células infectadas antes del ciclo litico, esto ocurre a una tasa
B, =o'V, representa la muerte de los virus antes de realizar el ciclo litico, el término
adrl, describe el nacimiento de nuevos virus debido al ciclo litico. El parametro «
representa las nuevas particulas virales al momento de la explosién de una célula tumoral
por el ciclo litico y d; la tasa de muerte de los virus. En la tltima ecuacién de (4.1) se
supone que las células infectadas tienen la misma tasa de difusion que las células no
infectadas D,,, mientras que los otros dos términos representan la infeccion por el virus
y la muerte de las células tumorales infectados.

Con el fin de reducir el sistema (4.1) a un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias, consideraremos que el radio del tumor r es constante y que los coeficientes
de difusién D,, Dy se anulan. Asi tenemos que U(r,t) = U(t), V(r,t) =V (t)y I(r,t) =
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I(t) asi, el sistema (4.1) se transforma en

d I
U v (1 _ UT+> _ UV,

At
d
d—z — ad ] — 6y V — BU + 1)V, (4.2)
dl
— = —or1.
g = UV o
Para simplificar las ecuaciones anteriores, consideramos los tres reescalamientos son
_ Y
U= %, 1= PR V= % Obtenemos el sistema de ecuaciones diferenciales
au k(U +1) S
k% =rykU (1 — T) — Bk*UV,
av .
k:E = adrkl — oy kV — BE*(U + 1)V,
dl - _
k— = BK*UV — 61k
dt 6 IThi,

simplificando este sistema, obtenemos

dU _ L
E:TU (1—U+I)—BUV,
% o
E = &5][—5vv—/6(U—|—I)V,
dl - _
S BUV — 5,0
dt 5 I+,

donde B = Bk. Sin pérdida de generalidad, mantendremos las variables originales de tal
forma que el sistema esta dado por

U=ryU(l—(U+I))-BUV,
V =ad I -6,V —BU+1)V, (4.3)
[ =80V =61,

donde el punto denota la derivada con respecto de t.

Para simplificar la notacién en la siguiente seccién, definimos

rgU(1 — (U +1)) = UV
G(U,‘/,]): a6[]—6VV—B(U+])V s
BUV — 671

al lado derecho de las ecuaciones diferenciales (4.3).
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4.2. Puntos de equilibrio

Para encontrar los puntos de equilibrio de (4.3) buscamos la solucién del sistema,
de ecuaciones

U=0, V=0, I=0
o equivalentemente,
rgU(1—(U+1))—pUV =0, ad =6y V—3B(U+I)V =0, UV =6, =0. (4.4)

Evidentemente, el origen es un punto de equilibrio, Py = (0,0,0). Como los pardmetros
son positivos y U > 0, si [ =V = 0 el sistema (4.4) se reduce a

T UU (1 -U ) = O,
es decir, U = 1. Luego, otro punto de equilibrio es P, = (1,0,0).
Ahora consideremos la tercera ecuacion de (4.4), la cual equivale a

= 2ov (4.5)
or

Sustituyendo esta relacién en la primera y segunda de las ecuaciones en (4.4), obtenemos
U(TU((S[ + ﬁUV) + 51(BV - TU)) = O,

V(=BUV +aBéU — 616y — B6,U) =0
Ya que U,V # 0, entonces

’I"U((SI + ﬂUV) + 5](5‘/ — ’I"U) = O,

(4.6)
—52UV + OéﬁéjU - 516‘/ - ﬁéIU = 0,
de la segunda ecuacién de (4.6) podemos determinar V,
V= (Oé - 1)51 515\/ (47)

g2 U

Reemplazando (4.7) en la primera ecuacion de (4.6) obtenemos
aFrydU? + (B (o — 1) — 1y (0y + B)) 0;8U — 6678 = 0,

cuya solucion positiva es

(1 — a)ﬁcs[ +TU(ﬁ + 5\/) + \/E
2081y ’

donde m = (a—1)?8206% +1(8+ 0y )*+ 2By (1 — @) + (a + 1)dy). Reemplazamos
Us en (4.7) en consecuencia se obtiene Vg

Us =
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(1 —a)Bor +ru(B+dv) —vm
252 '

Finalmente, se sustituye Us y Vs en (4.5) y se obtiene Ig

Vs =

(a=1)(Brv+1) — (a+ Ddyry + (o — 1) (1 — a)Bd; + v/m)
2a0ry

Is =

Por lo tanto, el tercer punto de equilibrio es P, = (Ug, Vs, Is), donde

(1 — 05)55] + ’I”U(ﬁ + (Sv) + \/m

Us = 2afr ’
e = U —a)ﬁ(51+7“2yﬁ(2ﬁ+5v) - Vm. ws)
1o = D(Bro+1) = (0 + Dovry + (@ = 1) (1 = )86 + i)

2a6ry

Antes de continuar, nos gustaria comentar que los puntos P; y P, se fusionan,
es decir, el punto interior se transforma en punto frontera, cuando § — %. Esto se
traduce que (Ug, Vg, Is) — (1,0,0). El cdlculo de estos limites estan desarrollados en el
apéndice F.

4.3. Estabilidad lineal de los puntos de equilibrio

Para determinar la naturaleza de los puntos de equilibrio necesitamos la matriz
jacobiana del sistema (4.3),

ru(1—1—2U) — BV —BU —ryU
DG(U,I,V) = —BV —BI+U) =6y —BV +ad|. (4.9
2% BU —07

Evaluando en Py = (0,0,0),
ry 0 0
DG(0,0,0) =1 0 —d0y «d; |,
0 0 =9
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la cual es una matriz triangular superior y sus valores propios son
)\1 =Ty, )\2 = —(S[, )\3 = —5\/. (410)

Ya que todos los pardmetros son positivos, entonces A\; > 0y A3 < 0. Luego, obtenemos
que Py = (0,0,0) es un punto de equilibrio inestable.

Ahora vamos a estudiar la estabilidad del punto P; utilizando su correspondiente
matriz jacobina,

—Tu —p —Tu
DG(l,0,0) = 0 —5—(5\/ 045[ s
0 B —07

cuyo polinimio caracteristico es
p()\) = —(/\ -+ T‘u>(/\2 + (6 -+ 5[ + 5\/))\ + (SV{S[ + ﬂé[ — 056(5[)

y valores propios

)\1 = -1y < 0,

N = ZBH Ot ov) + V(B 01+ 6v)2 = 45;(dy — Bla— 1))
2 )

N = ZBF 0 H0v) = V(B + 081+ 6v)2 = 45;(dy — Bla — 1))
5 .

Con el fin de determinar cuando A3 son reales o complejos, vamos a analizar el
signo del discriminante

(B+ 61+ 0v)* — 46(6y — Bla — 1)).
Iniciemos por observar que (3 + 07 — dy)? + 40703 > 0, a la cual le sumamos
2070y — 2616y + 2018 — 20;0,

y obtenemos (32+20y 8—20;8+8%2 — 2810y +0% +40raf+2010v — 2010y +28;8—26;5 > 0,
es decir,
(B+ 61+ 6v)* — 46;(6y — B(a — 1)) > 0.

Por lo tanto, el discriminate siempre es positivo y los tres valores propios son reales.
En el caso de que oy — f(a — 1) = 0, es decir

p=pr = (4.11)
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obtenemos que Ay = 0, en cuyo caso el punto de equilibrio P, no es hiperbdlico y su
estabilidad la estudiaremos mas adelante utilizando otra técnica.

Si 5 > (%, entonces dy — f(a — 1) < 0y como consecuencia obtenemos

(B+ 61+ 0v)* —461(6y — Bla— 1)) > (B+ 61+ 6v)* — (B4 01 + d0v)
+ V(B + 61+ 0v)? — 45;(6y — B(a — 1)) > 0.

Luego, en este caso, P; es punto de equilibrio inestable.

Por otro lado, si 5 < * obtenemos dy — B(a — 1) > 0, entonces

—(B4 01+ 0v) + /(B + 61 + 0y)% — 46;(0y — Bla — 1)) < 0,

y concluimos que P, es un punto de equilibrio estable.

Por 1ltimo, vamos a estudiar la estabilidad lineal del punto de equilibrio P;. La
respectiva matriz jacobiana esta dada por

TU(l—IS—QUs) —5‘/5 _BUS —TUUS
DG (Us, Is,Vs) = —BVs —B(Is +Us) =y —pVs+ad; |,
BVs BUs —0;
cuyo polinomio caracteristico es
1
p(N) = ———=((=B(B*5r — adr) + vVm)(=2ad7 + a>57 + 61\ + (07 + 67\ — \?))
2rya??

+ 1288+ 0v) (B + 0v)A — a(B61 + 10y + N2) + 62(80; — N2 + 8157 + )

+ru((8+ 01)(28%01 + Vm)A + o 8201 (=281 + 207) (dv — 61\ + \%)

— Oé(ﬁ(S[\/% —|— B3(25? —|— 25[)\ — )\2)) —|— \/E(&[(SV + )\2) —|— 52(2(5%5‘/ + (5[/\2 — (5\/)\2)

+ (43357 + BOrv/m) + BEA(6F + 26X — 20%) + V/m(A2 + 01(—20y + N))).
Notemos que este polinomio depende de 5 parametros, lo cual complica su estudio.

Sin embargo, en el siguiente capitulo llevaremos a cabo un estudio numérico sobre la
estabilidad de los puntos, para ciertos valores de los parametros.

4.4. Estudio de la bifurcacién en P

Con el fin de determinar el tipo de bifurcaciéon que ocurre en el punto de equilibrio
Py, en esta seccién realizaremos un procedimiento similar al llevado a cabo en la seccion

2.6, pero tomando =

1% . . -
1 como parametro de bifurcacion.
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Sea

5 roU(1 — (U + 1)) — BUV
g=|g|=adl—-0nV-BU+I1)V
UV — 671
g3
Luego obtenemos
uv
gﬂ(U7V7lvﬁ) = _(U+I)V
uv
ov
Evaluando en P, = (1,0,0,) y By = o obtenemos
0
gﬁ(-PlaﬁO) = 0
0

Ahora calculamos la matriz jacabiana del sistema (4.3):

ro(1—1—2U) =BV —BU —ryU
Dg: —BV —B(I—FU)—(SV —BV—FOéé[ R
BV pU —0r

Evaluando esta matriz en P; y parametro 8 = 3, llegamos a
s

Dg(PhBO) = 0 —1 06(5] . (412)

El vector propio de Dg(P;, ) asociado al valor propio A = 0 es

ry + 01
U1 B ru
vV = () = (1+Oé)(5]
oy
U3
1
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Ahora consideremos la transpuesta de la matriz (4.12),

—TU 0 0
) )
(Dg)" (p1, Bo) = = X N -1 - l/ Ak (4.13)
—TU Oz(S[ —(S[

cuyo vector propio asociado al valor propio A = 0 es

0

1
o
1

Luego utilizando las componentes del campo (4.3) obtenemos
0
252
D?g(P1, fo)(v,v) = oy
~ 207(ry + 61)

Ty

Lo siguiente es calcular las condiciones dadas en (E.2) evaluadas en Py y By =
oy

a—1

)

w'gs(Pr, By) = 0,
wl[D%g(P1, Bo) (v, V)] = 26 (rya+ (a — 1)d;) 0

ary

Ya que wl'g, (P, ) = 0, debemos aplicar las condiciones dada por (E.3), es decir
WTgv<P1, Bo) =0,
20 201(ry + 90
W Dg, (P, fo)v] = o - 200 200
ryo Ty
_2(5[(7"[]0[ + (CY — 1)51)

w' [D*g(P1, o) (v, V)] = - # 0.

Luego, el teorema de Sotomayor E.1 nos asegura que el sistema (4.3) presenta una

bifurcacién transcritica en P para § = —Vl Es decir, hay un cambio en la estabilidad
a R

del punto de equilibrio P, de tal forma que cuando el valor del parametro cruza por

B = —Vl’ P, pasa de ser inestable a estable.
a —_
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Capitulo 5

Estudio numeérico de diagramas de
bifurcaciéon en el modelo de
viroterapia oncolitica con
crecimiento tumoral tipo logistico

Este capitulo esta dedicado al estudio numérico de bifurcaciones para ilustrar los
resultados tedricos realizados en los capitulo 4. Para llevar a cabo el estudio numérico
utilizaremos el programa MatCont para valores fijos de los pardmetros. En particu-
lar estudiaremos numéricamente las bifurcaciones considerando como parametros de
bifurcacién a 8y a dy .

5.1. Bifurcaciones con respecto del parametro

En el capitulo anterior mostramos que la estabilidad del punto de equilibrio P
depende de los parametros ry, a, 3,07, 6y, lo cual hace dificil el estudio. Con el fin de
mostrar los cambios en la estabilidad que existen en este punto de equilibrio llevaremos
a cabo un estudio numérico utilizando el programa MatCont tomando como parametro
de bifurcacion a .

En la tabla 5.1 mostramos los valores de los parametros con los que llevaremos
acabo el estudio numérico y la obtencién del diagrama de bifurcacién en el plano 5-U.
Tomaremos como parametro de bifurcacién a §, mientras que los otros cuatro permane-
cen fijos sugeridos por Pooladvamd et al. en el articulo [20]. Al introducir estos valores
en MatCont obtenemos el diagrama de bifurcacion de la figura 5.1. A partir de los
resultados numéricos vemos que el punto P; = (1,0, 0) se bifurca en dos ramas para dar
origen al punto P,. En particular, notamos la existencia de cuatro ramas de bifurcacion,
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Parametro Valor
Ty 0.3/ dias
B 1.5 x 1072 mm? /virus xdia
o} 3500 virus/célula
) I 1 / dia
5V 4/dia

Tabla 5.1: Valores de los parametros para el estudio del diagrama de bifurcacién.

las cuales describiremos enseguida.

» Caso 1 (coexistencia de las tres poblaciones)
El punto P; se bifurca al punto de equilibrio de coexistencia P,, el cual es conti-
nuado numéricamente. Para § € (0.00114318376,0.00871) el punto de equilibrio
es estable, en By = 0.00871 hay un punto de Hopf y para 8 € (0.00871,0.025) el
punto es inestable.

Ya que el primer coeficiente de Lyapunov en el punto de Hopf es /1 = —3.099890 x
107% < 0, se presenta una bifurcacién supercritica y el ciclo limite producido por
la bifurcacién de Hopf es estable.

En la subseccién 5.1.1 calcularemos ¢; utilizando el método de Kuznetsov descrito
en el apéndice C.

= Caso 2 (oscilaciones estables)

El punto de Hopf lo obtenemos al calcular la matriz jacobiana (4.9) en P, dado
por (U,V, 1) = (0.13125,28.78988,0.03291) con § = By = 0.00871, es decir,

—0.0393933 —0.00114327 —0.0393767
DG(0.13125,28.78988,0.03291) = | —0.250766 —4.00143 3499.75 ,

0.250766 0.00114327 —1
cuyo polinimio caracteristico es
A? +4.96209010* — 0.1871131\ + 1.00425559 = 0,

con valores propios

A1 = —5.0408548, o3 = £0.45478163.

Ya que ¢; = —3.099890 x 10~% < 0 tenemos que la bifurcacién de Hopf es su-
percritica, asi, en el punto (U,V,I) = (0.13125,28.78988,0.03291) nacen 6rbitas
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periddicas o ciclo limite estables. En la figura 5.2 mostramos estas érbitas en el
espacio fase.

» Caso 3 (tratamiento fallido)
La rama que no se bifurca a P, hace la continuacién del punto P; y encontramos
que para 3 < [Bgp el punto P; es estable, mientras que para (3 > [gp es inestable,
en la seccion 4.4 determinamos que este cambio en la estabilidad corresponde

a una bifurcacién transcritica, ademas presenta una silla neutral para sy =
0.0015977363.

» Caso 4 (erradicacién completa del tumor)
Corresponde al punto de equilibrio Py = (0,0, 0) el cual es inestable y se continua,
para todo valor del parametro § el punto de equilibrio es inestable.

caso 2

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025
beta

Figura 5.1: Diagrama de bifurcacién en plano (3, U) con los valores de parametros dados
en la tabla 5.1, donde las lineas discontinuas (rojas) representa los valores donde P; es
inestable, mientras que las lineas continuas (azules) son valores donde es estable.
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Figura 5.2: Ciclo limite estable originado por la bifurcacion de Hopf para ry = 0.3,
a = 3500, 0y =4, 6; =1y By = 0.00871.

5.1.1. Calculo del primer coeficiente de Lyaponuv para la bi-
furcacién de Hopf obtenida en el (4.3) con  como parame-
tro de bifurcacion

En esta seccién utilizaremos el método descrito en el apéndice C, y por lo tanto
un procedimiento similar al llevado a cabo en la seccién 3.1.1.

En el punto de equilibrio de coexistencia (U, V,I) = (0.13125,28.78988,0.03291)
hay una bifurcaciéon de Hopf cuando el parametro g = 0.00871, con ry = 0.3, a = 3500,
(5\/ =1 y (SV =4.

Iniciemos por trasladar el origen de coordenadas al punto de equilibrio, es decir,
U = —0.3(0.131259 + U)(I + U + 0.0290333V),

V = U(—-0.250748 — 0.00871V) + 1(3499.75 — 0.00871V') — 4.00143V, (5.1)
I = —0.032913 — I +0.00871(0.131259 + U)(28.7886 + V).
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Ahora calculamos la matriz jacobiana de (5.1),

—0.0393777 — 0.31 — 0.6U — 0.00871V —0.00871(0.131259 + U) —0.3(0.131259 + U)
DG(U,V,I) = —0.250748 — 0.00871V —4.00143 — 0.008711 — 0.00871U  3499.75 — 0.00871V" | ,
0.00871(28.7886 + V') 0.00871(0.131259 + U) -1

la cual evaluada en (U, V,I) = (0,0,0) es
—0.0393777 —0.00114327 —0.0393777

A= 0.250748 —4.00143 3499.75 ,

0.250748 0.00114327 -1
con valores propios
A1 = —5.0408548, A3 = £0.45478163.

Luego, en ese caso la frecuencia w = 0.4547816.

En este caso los vectores propios ortonormales ¢ y p requeridos para el calculo

son:
—0.000235749 + 0.002592541

q= 0.999996 ,
0.00114333 + 0.000130128:

—0.813131
p = | —0.180846 + 0.0262774:
0.471032 + 0.289052¢

Sea x = (x1,22,23), ¥y = (Y1,Y2,Y3) ¥ 2 = (21, 29, 23), de tal forma que en este caso

B(z,y) = —0.00871(z2y1 + 2132) — 0.00871(z3ys + T2y3)
0.00871(xoy1 + 1Y2)

Ya que el el sistema es un campo vectorial polinomico de grado dos el vector

0
C(x,y,z)= |0
0
Como consecuencia se sigue que
0
Clg,q.9)= (0],
0
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—1.255 — 7.25309i
B(q,q) = | —4.89384 — 6.12081i | ,
1.8413 + 6.86579

0.0364058 — 0.008125121
B(q, q) = 0.0290443 — 0.329747: |,
—0.0642277 — 0.0686411:

9.14642 — 0.785536i
B(7, 2iwly — A)"'Blg,q)) = | 7.99695 — 2.2379i
—8.66228 + 2.31762i

Por lo tanto al construir

(0) = 5[, Cla.0.3) - 2, Bla, A7 B(a.)

2w
+ (p, B(q, (2iwly — A) ' B(q, Q)M :
obtenemos que el primer coeficiente de Lyapunov es
4,(0) = —1.06828 < 0

Por lo tanto la bifuracion de Hopf es supercritica y el ciclo limite producido es estable.
Notemos que el signo de ¢; que acabamos de calcular es el mismo que el que obtuvimos
con el calculo de MatCont.

5.2. Bifurcaciones con respecto del parametro dy

En esta seccion vamos a estudiar numéricamente las bifurcacién de los puntos de
equilibrio tomando como parametro de bifurcaciéon a dy. Lo primero que notamos es
que el punto de coexistencia P, surge como bifurcacion tanto de Fy como de P;. Para
la descripcién de las bifurcaciones, igual que en el caso anterior, consideramos cuatro
casos.

» Caso 1 (coexistencia de las tres poblaciones)
La continuacién del punto P; da origen a la rama del punto de coexistencia P,
para dy € (0,1.12766), donde sufre cambios de estabilidad. Para dy < 1.2766
obtenemos que P, es inestable, para dy = 1.2766 el punto de coexistencia tiene
coordenadas (Ug, Vs, Is) = (0.18244,117.28516,0.03566) y es un punto de Hopf,
y por ultimo para &y > 1.2766 el punto P, es estable.

» Caso 2 (oscilaciones estables)
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La existencia del punto de Hopf lo verificamos al calcular la matriz jacobiana (4.9)
evaluada en (Ug, Vs, Ig) = (0.18244,117.28516,0.03566), es decir,

—0.0547311 —0.000364874 —0.0547311
DG(0.18243,117.28516,0.03566) = | —0.23457 —1.27706 4199.77 ,

0.23457 0.000364874 —1.2
cuyo polinomio caracteristico es
A3 4 2.53179A% + 0.148409\ + 0.375745 = 0,
con valores propios

A1 = —2.53179, A3 = £0.38524.

En este punto de Hopf el programa de MatCont nos dice que el primer coeficiente
de Lyapunov es ¢; = —3.203922 x 107 < 0. Luego hay una bifurcacién de Hopf
supercritica, donde nace un ciclo limite estable, el cual se muestra en el espacio
fase. En las figuras 5.4 y 5.5 mostramos los ciclos limite estables en el plano (éy, U)
y el espacio fase (U, V, I), respectivamente. Ver figura 5.3.

Caso 3 (tratamiento fallido)

El punto de equilibrio P; = (1,0,0) existe para todo dy, tal que dy € (0,6.998)
el punto es inestable, en dy = 6.998 hay un punto de bifurcaciéon dando origen al
punto P, al cambio de estabilidad de Py, es decir, para dy € (6.998,12) tenemos
que P; es estable.

Caso 4 (erradicacion completa del tumor)
La continuacién del punto Py nos dice que este es inestable para todos los valores
de 5{/.
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Figura 5.3:

Diagrama de bifurcacién en el plano (dy, U), para valores 0y = 1.2, § = 0.002

v a = 3500.

0.7
0.6
0.5
0.4
03
0.2

0.1

Figura 5.4:

[ LPC
caso 2
M ot

o e
77"'—" - T T

0 0.5 1 15

delt:

Ampliacién del ciclo limite en el plano (dy, U) para valores de los pardmetros

ry = 0.3, 8=0.002, 6, = 1.2 y &y, = 1.2766.
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Figura 5.5: Ciclo limite en el plano (U, V,I) para valores de los parametros ry = 0.3,
B=0.002, 6; = 1.2y &y, = 1.2766..

5.3. Bifurcaciones con respecto del parametro o;

En la figura 5.6 mostramos el diagrama de bifurcacién tomando a §; (tasa de

muerte de las células infectadas) como pardmetro de bifurcacién para valores fijos § =
0.002, oy =5, ry = 0.3 y o = 3500.

Los resultados numéricos nos muestran que ¢; no es un buen parametro de bifur-
cacion, pues no hay bifurcaciones y las estabilidad de los puntos de equilibrio no cambia
al variar d;.
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Figura 5.6: Diagrama de bifurcacién en el plano (d7, U), para valores 5 = 0.002, dy = 5,
ry = 0.3 y a = 3500.
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Capitulo 6

Conclusiones

Ambos modelos presentan los 2 diferentes tipos de puntos de equilibrio, uno de
ellos es el punto de equilibrio de coexistencia y el otro es el punto de equilibrio llamado
tratamiento fallido. Una diferencia que tienen estos modelos es con respecto al origen
de coordenadas, mientras que el modelo de viroterapia con crecimiento tumoral de tipo
Gompertz no admite al origen como punto de equilibrio, en el modelo de viroterapia con
crecimiento tumoral de tipo logistico el origen de coordenadas es un punto de equilibrio
al cual denotamos por Fy. Esta informacion se resume en la tabla

Punto de equilibrio Forma del punto de equilibrio | Gompertz | Logistico
Coexistencia (U,1,V) #(0,0,0) Qo Py
Tratamiento fallido (K,0,0) Q1 P
Erradicacién completa del tumor (0,0,0) X P,

En el modelo de Gompertz aparecen tanto ciclos limite estables como inestables
al continuar numéricamente puntos de equilibrio con respecto al parametro £&. Mientras
que en el modelo logistico no se encontraron bifurcaciones de Hopf supercriticas, pero
para el valor 0; = 9, tomando como pardametro de bifurcacién a dy fijando los valores
de los otros pardmetros ry = 0.3, § = 0.02 y a = 3500, en el plano (dy,U) ya no
podemos encontrar puntos de bifurcacion, en particular, no hay ningin punto de Hopf
que origine un ciclo limite como se puede ver en la figura 6.1.

En el modelo de viroterapia con crecimiento tumoral de tipo Gompertz se detectd
que para el valor del pardmetro v = 1, el punto de equilibrio @; = (K, 0,0), su linealiza-
cioén, para cualquier valor de K, presenta un valor propio nulo, por lo que fue necesario
calcular la forma normal, y se encontré que el punto de equilibrio es un silla-nodo y
en la seccion 2.6 se logro determinar el tipo de bifurcacién que ocurre en el punto de
equilibrio )1 y para el valor de v = 1 siendo una bifurcacién transcritica. Este es un
resultado que no se conocia anteriormente.
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Figura 6.1: Diagrama de bifurcacién del sistema (4.3) para valores de r;; = 0.3, 5 = 0.02,
oy =4, «=3500y é; =9, en el plano (dy,U).
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Apéndice A
Modelos compartimentales

El modelo compartimental es un sistema que se ve como un conjunto de bloques.
A través de este tipo de modelos se plantea el flujo de elementos entre estos bloques, y
se determina el comportamiento de dichos flujos.

Muchos procesos pueden estudiarse por medio de compartimientos en los que hay
entradas, generacion y salidas de una alguna sustancia a lo largo del tiempo. Dicha
sustancia ingresa con cierta tasa, también se genera a una segunda tasa y sale del
compartimiento con una tercera tasa. Podemos describir a este proceso mediante una
ecuacién de balance:

La variacién de la la cantidad de
cantidad de sustancia = sustancia que entra
por unidad de tiempo por unidad de tiempo

la cantidad de sustancia
+ que se genera
por unidad de tiempo

la cantidad de sustancia
— que sale
por unidad de tiempo

Los modelos compartimentales son usados, entre otros tépicos, en

= Modelos de poblaciones, como lo son depredador-presa, competencia entre espe-
cies, entre otros.

= Transmisién de enfermedades infecciosas como los modelos SI, SIR, por mencionar
solo un par de ellos

= Flujo en sistemas de tanques de mezclado continuo.
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Entrada

Generacion

salida

Figura A.1: Modelo unicompartimental

También es posible considerar modelos compartimenteles con mas de un bloque. Por
ejemplo, en la figura A.2 se muestra un modelo con tres compartimentos. La ecuaciones

B

aB;

By

VB>

Bs

Figura A.2: Diagrama con tres compartimentos.

de balance de cada bloque B;, By vy Bs estan dadas, respectivamente, por

4B,
dt

4B,
dt

4B,
dt

= _aB1>
= OéBl — ’)/BQ,

= ’)/Bg

Finalmente, observemos que en este tltimo modelo compartimental no hay generacion
en ninguno de los compartimentos, solamente entradas y/o salidas.
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Apéndice B
Sistemas de ecuaciones diferenciales

Considerando el sistema de ecuaciones de primer orden de R".

ZL:1 fl(l'l,l‘g,...,l'n)
1;2 . fg(l‘l,l’z,...,l‘n) (B 1)
*/E‘n fn(xlax%"'awn)

Si X(t) y F(X) denotan respectivamente los vectores columna

T fl(l’l,l’g,...,l’n)

) fg(l]l,l‘g,...,l’n)
x= |7 v Fx)-= | ,

T falzy, 2oy . xy)

el sistema (B.1) se puede escribir de manera compacta en forma de vector columna
X' =F(X). (B.2)

Cuando la variable ¢ se interpreta como el tiempo, llamaremos al sistema (B.1) de
ecuaciones diferenciales como sistema dindmico y a una solucién X (t) como la respuesta
del sistema, cuando n = 3, con condicién inicial X (0) = (z1,, z2,, T3,), €l sistema toma
la siguiente forma

dx

d_tl = f1($1,l’2,$3)7

dx

d_; - fQ(l’l,xQ,x:;), (B3)
dx

d—; = f3(951,952,$3)-
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un punto Xy € R™, es un punto de equilibrio si es una solucién del sistema de ecuaciones
algebraicas

f1(£171,$€27133) =0,
fa(x1, g, 23) = 0,
=0.

f3(l’1,$2,$3)

Un sistema puede tener varios puntos de equilibrio. El sistema original X’ = F(X) se
puede aproximar en una vecindad del punto de equilibrio X, con el sistema lineal

X'=DF(Xy)(X — X)),
para X (0) = (z1,, T2,, T3,) cOn

af1($107x207$30) af1<$10,$20,1'30) afl(xloaxZ())xSo)

0xy 0xs O0x3

DF(X ) _ 8f2(x10,x20,$30) af2<$10,$20,l‘30) afz(x107x207x30)
’ I, O Oxs

af3($107x207x30) 3f3(£(:10,x20,9530) af3($107x207x30)

0xy 0xs w3

Esta matriz es la jacobiana de F(x) en X, y nos proporciona la aproximacién lineal
de (B.3) en el punto de equilibrio Xj. Luego el sistema lineal asociado se escribe como
Y'=DF(X,)Y = AY, cuyo unico punto de equilibro es el origen Y = 0.

Un punto de equilibrio Xy de X’ = F(X) se dice que es hiperbdlico si para todo
valor propio de DF(Xj) la parte real es diferente de cero. Los punto de equilibrio
hiperbdlicos pueden clasificarse de la siguiente forma:

= X es un sumidero si para todo A valor propio de A la parte real de A es negativa.

= X, es una fuente si para cada A valor propio de A la parte real es positiva

» Xj es un punto silla si existe al menos un valor propio A; tal que Re(\) < 0y
una Ay tal que Re(Ag) > 0.

Teorema B.1 (Teorema de la variedad central). Sea F' € C"(E), donde E es un abierto
de R™ que contiene al origen y r > 1. Supongamos que F(0) = 0 y que DF(0) tiene
c valores propios con parte real cero y s valores propios con parte real negativa, donde
c+ s =n. El sistema X' = F(X) se puede escribir de la forma

' =Cx+ G(z,y),
y = Py+ M(z,y)
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donde (x,y) € R°xR*, C' es una matriz cuadrada con s valores propios que tiene parte
real cero, P es una matriz cuadrada con s wvalores propios con parte real negativa y
G(0) = M(0) = 0, DG(0) = DM (0) = 0; ademds existe un 6 > 0 y una funcion h €
C"(Ns(0)) que define la variedad central W, = {(x,y) € R*xR*/y = h(x) con |x| < §}
y satisface
Dh(x)[Czx + G(z, h(z))] — Ph(x) — M(x,h(x)) =0,
para |x| < § y el flujo en la variedad central estd definida por el sistema de ecuaciones
diferenciales
' = Cx + G(z,h(x)), Yo € R® con |z| < 4.

y = h(x) entonces y = Dh(z)z' define la variedad central.
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Apéndice C

Calculo del primer coeficiente de
Lyapunov

En esta seccion describiremos el célculo del primer coeficiente de Lyapunov si-
guiendo lo descrito por Kuznetsov en el libro [14]. Mds atin, este es el método que
utiliza el programa MatCont.

Consideremos una ecuacion diferencial ordinaria en dimensiéon n en un punto de
bifurcacion de Hopf no degenerado. Supongamos que el punto de equilibrio lo traslada-
mos al origen de coordenadas,

x = Ax +g(x), para x€R" (C.1)

donde g(x) = O(|x]*) y A = (a;;). Escribimos la expansién de Taylor de g(x) en un
entorno de x = 0 de la siguiente forma

1 1
g(X) = §B(ZE,(L’) + EO(ZE,I,ZL’) + O(|l‘|4>,
donde B(z,y) y C(z,y, z) son las formas multilineales cuyas componentes son
0 o7g;s,Y) (£,0) ’
Z LY, (02)
a2 0606 le=o
- 6’3gj £,0) ‘
(z,v, TEY1Zm, C.3
KA Dl o o (C3)
donde j = 1,2,...,n. Sean A2 = %iw con w > 0 los valores propios de la matriz A.

Sea ¢ € CV un vector propio complejo de A asociado al valor propio \; = iw y p € CV
el correspondiente vector propio de la matriz transpuesta A” entonces
Aq = iwg, Aq = —iwg,

CA4
ATp = —iwp, Aq = iwq, (G-4)
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donde p y § denotan el conjugado de las componentes complejas de los vectores. Se
sigue que el primer coeficiente de Lyapunov se puede calcular dada la siguiente formula
invariante

01(0) = L (p,C(q,q,9) — 2(p, B(q.—A™"'B(¢,7)))

2w
+ (p, B(7. (2iwly = A)'B(g,q)))] - (C5)

Podemos normalizar a p tal que el producto interno de p con ¢ en C (producto Hermi-
tiano) cumple

N
(p.q)=D"q¢=> Pg;=1.
j=1

Para el caso de bidimensional en el espacio vectorial dado por g(g', ¢g?) el cdlculo del
primer coeficiente de Lyapunov dada en la expresién (C.5) se puede expresar de la
siguiente forma (ver [14], pagina 110):

6 = iRe((ﬁB(q, 0))®"B(q,9)) +wp"' C(q,4.7))- (C.6)

2w?
Observemos que la notacién utilizada no es unica, ver por ejemplo [4].

Si /1 > 0 corresponde a una bifurcacion de Hopf subcritica, donde el punto de
equilibrio gana estabilidad, dando origen a ciclos limite inestables (ver la figura C.2),
mientras que para ¢; < 0 la bifurcacion de Hopf es supercritica donde el punto de
equilibrio pierde estabilidad y se originan ciclos limite estables (ver la figura C.1).

T2

N, % ©

Figura C.1: Bifurcacién de Hopf supercritica: ¢, < 0.

T

NZ
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Figura C.2: Bifurcacion de Hopf subcritica: ¢; > 0.
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Apéndice D

Criterio de Routh-Hurwitz

Consideremos un polinomio
PA) = poA" +piA" T A+ paA" T A pu i A s (D.1)

donde p; € R con i = 0,1,2,...,ny po # 0. Notemos el orden decreciente de los
exponentes de la variable y creciente de los subindices de los coeficientes.

Definicién D.1. Se dice que el polinomio p(A) es estable cuando todas sus raices tienen
parte real estrictamente negativa.

Al polinomio p(\) se le asocia llamada tabla de Routh-Hurwitz D.1.

A" I'po | p2| pa | Pe
AUy | ps | ops | pr
A2 by | by | bg
)\n—3 C1 Co

A3 dy | dy

/\1 €1 €9 0

X Lol o

Tabla D.1: Tabla de Routh-Hurwitz para un polinimio de grado n.

La tabla de Routh-Hurwitz se construye a partir de los coeficientes by, bs, b3, . ..

b
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c1, €2, C3, ..., etc. dados por:

_ DP1P2 — PoPs _ bips — pibo by —bicy
b= PEEBOE o S PR g, o T
h by C1
_ P1P4 — pop2 _ bips — p1bs _c1bg —bics
by=—"—"" =—7"— d=— "
b1 b1 €1
. — P1Ps — Popr _ bipr — p1by
3=———— G=—,—,
p1 by

Este procedimiento sigue hasta que los coeficientes restantes se anulen. El siguiente
teorema caracteriza la estabilidad de un polinomio de grado n.

Teorema D.2. Sea p(\) = poA™ + pi N L+ po A2 + p 1 A+ p, el polinomio de grado
n con coeficientes reales. Si py # 0, p(A) es un polinomio estable si y sélo si todas las
entradas de la primera columna del arreglo en la tabla de Routh-Hurwitz son diferentes
de cero y tienen el mismo signo.

Para mayores detalles, el lector puede consultar el libro de Gantmacher [6].
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Apéndice E

Bifurcaciones en puntos de
equilibrio no hiperbdlicos

Sea
x = f(x, p), (E.1)

donde x € R" y u € R es el pardmetro donde el sistema presenta una bifurcacién
cuando p = .

La versién del siguiente teorema fue tomada de [19], pagina 338.

Teorema E.1 (Sotomayor). Supongamos que f(xq,10) = 0 y que la matric n X n
A = Df(xq, j1o) tiene un valor propio simple A = 0 con vector propio v y la matriz AT
tiene vector propio w correspondiente la valor propio A = 0. Ademds, supongamos que
A tiene k valores propios con parte real negativa y (n —k — 1) valores propios con parte
real positiva y que se cumplen las siguientes condiciones

w''f, (%0, po) # 0, w' [D*f(xq, o) (v, V)] # 0. (E.2)

Entonces eziste una curva suave de puntos de equilibrio de (E.1) en R" x R que pasa
a través de (Xo, po) y es tangente al hiperplano R™ x {uo}. Dependiendo del signo de
las expresiones en (E.2), no existen puntos de equilibrio de (E.1) cerca de xo cuando
w < po (o cuando p > o) y existen dos puntos de equilibrio de (E.1) cerca de xg
cuando (1 > po (0 cuando p < o). Los dos puntos de equilibrio de (E.1) cerca de xg
son hiperbolicos y tienen variedades estables de dimension k y k + 1, respectivamente;
es decir, el sistema (E.1) presenta una bifurcacion silla-nodo en el punto de equilibrio
Xo cuando el pardmetro p pasa a través de el valor de bifurcacion pgy. El conjunto de
campos vectoriales de clase C* que satisfacen las condiciones de arriba es un subcon-
Junto abierto y denso en el espacio de Banach de todas los campos vectoriales de clase
C*, dependientes de un pardmetro con un punto de equilibrio en Xq, que tienen un valor
propio simple cero.
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Si las condiciones (E.2) se cambian por las siguientes

wf,(xo, tto) = 0,
w[Df, (%0, o) V] # 0, (E.3)
w[D*(x0, o) (v, V)] # 0,

entonces el sistema (E.1) presenta una bifurcacion transcritica en el punto de equilibrio

xg cuando p pasa a través del valor po. En el el caso de que las condiciones (E.2)

cambien a
WTfu(X07 MO) = 07

w’[Df,(x0, po)v] # 0,
WT[DZf(Xo, f0)(v,v)] =0,
w[D*€(x0, o) (v, v, V)] # 0,

entonces el sistema (E.1) presenta una bifurcacion de trinche en el punto de equilibrio
Xo cuando u pasa a través del valor .

(E.4)
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Apéndice F

Calculo del limite
(Ug,Vg,Ig) — (1,0,0) cuando

. Oy
g Py

Evaluando directamente

(1 —Oé)ﬁ(5]+TU<ﬁ+5v) —|—\/m

lim Ug = lim
g SV B 2V 2a0ry
Tu 2 T a— 2 — 2
(o = 1)? (il Joz (010 + 1 (0v + 25)))
B 27’UOC(5V
ryo+(a—1)87)262
CEY (—5155 T (o — 1)y /et on V>
2 + 2ryad
1 N ryadi
2 2rpadd
=1
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De manera analoga resolvemos el siguiente limite

(1 — Oé)ﬂ(SI + TU(ﬁ + 5\/) — \/ﬁ

lim Vg = lim

B3 BV 232
Tu 2 r a— 5 62 —0[5 52
(Oé — 1)3 ( oy + U5V((a711);2— 1%y 10y + \/(5‘2/ ((S[(SV +ry (5\/ + %)))
253 ,
(a—1) (—rvoﬁ% +(a—1) (—5155 +(a—1)y/ <Tva+(<;v:11)lal>254v>)
o 263

(o= D (ryady = rpady)
203,

= 0.

Por ltimo,

lim Ig= lim <
B2V B2V

(a = 1)(—ryady + (o —1) (—515‘2/ +(a— 1)\/(rua+(fl1))45,)25;1,)

2ryadi

(a—=1)Brv+1) — (a+1D)oyry + (o —1) ((1 — a) B8 + \/ﬁ)>
2a0ry

(a —1)[-rpadi — 6;0% (a — 1) + ryady + 608 (o — 1)]
2ryadd
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