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por gran amistad. A Luis Daniel Vargas Sánchez por su amistad y apoyo.
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Resumen

En el presente trabajo se estudia el comportamiento dinámico de part́ıculas coloidales ópticamente
anisotrópicas confinadas dentro de geles de poliacrilamida, esto a través de la técnica de dispersión
dinámica depolarizada de luz. El objetivo es estudiar las propiedades reológicas de los geles (módulos
de viscosidad y elasticidad) por medio de la dinámica (movimientos de translación y rotación) de las
part́ıculas que actúan como trazadoras a medida que el grado de rigidez del gel aumenta. Los módulos de
elasticidadG

′
(ω) y de viscosidad G

′′
(ω) son medidos a partir de la dinámica translacional (desplazamien-

to cuadrático medio translacional W (t)) y rotacional (desplazamiento cuadrático medio orientacional
Ω(t)) de las part́ıculas. Los geles poliméricos han sido preparadas en el laboratorio por el método de
polimerización entrecruzadop mientras que las part́ıculas de cristal ĺıquido han sido sintetizadas por
el método de emulsificación y polimerización. Aśımismo se propone un modelo viscoelástico (Mode-
lo Isotrópico de Kelvin-Voigt) para explicar las diferencias observadas en los módulos viscoelásticos
medidos por ambas dinámicas.
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entrecruzado a fbis = 2.0 % medida en la geometŕıa VH para dos ángulos de dispersión
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4.20. Módulos de elasticidad para el gel de poliacrilamida a fbis = 1.5 % medidos por dinámica
translacional y orientacional de las LCP. Śımbolos: puntos experimentales, ĺıneas: ajustes
polinomiales. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

4.21. Módulos de elasticidad para el gel de poliacrilamida a fbis = 2.0 % medidos por dinámica
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Caṕıtulo 1

Introducción

A nivel microscópico prácticamente todas las células presentes en los reinos vegetal y animal poseen
un citoesqueleto compuesto por redes de protéınas inmersas dentro de un medio gelatinoso. Dentro del
cuerpo humano los geles se pueden encontrar en el aparato digestivo dentro de las células epiteliales
de la mucosa gástrica, en el respiratorio en las superficies internas de los pulmones, en el aparato re-
productor femenino y masculino, en tejidos conectivos, en fluidos sinoviales que sirven de lubricación
para las articulaciones del esqueleto y en la córnea de los ojos. En la industria los geles sintéticas han
tenido un gran desarrollo, tal es el caso de la industria cosmética en donde se producen productos
tales como shampoo, geles de cabello, cremas entre otros. En la Medicina en años recientes se han
estudiado diferentes biomateriales y sus aplicaciones han reparado y remplazado tejidos. Por otro lado,
los sistemas coloidales han tenido un gran impacto en el desarrollo de nuevas tecnoloǵıas y productos
en la industria. Medicamentos en la actualidad están desarrollados a través de emulsiones y suspen-
siones coloidales, tratamientos modernos utilizan técnicas que consisten de microcapsulas coloidales las
cuales liberan de forma dosificada medicamentos dentro del organismo. En la industria de alimentos el
procesamiento y producción de los mismos está basado en el entendimiento de sistemas coloidales, tal
es el caso de productos lácteos como la leche y yogures. En la industria cosmética, de pinturas y de
materiales de construcción la ciencia de poĺımeros y coloides ha tenido una gran variedad de aplicaciones.

El entendimiento de las propiedades reológicas de los geles naturales en la Medicina y la Bioloǵıa
es de relevancia dentro de los seres vivos. El estudio dinámico de los coloides y el reológico de las
geles sintéticas ha hecho posible crear nuevas tecnoloǵıas. Actualmente el autoensamblado coloidal y la
producción de bio-geles ponen nuevos horizontes a la ciencia de materiales y la Medicina.

1.1. Sistemas coloidales

Los coloides empezaron a estudiarse formalmente como una disciplina cient́ıfica en el siglo XIX.
Francesco Selmi en 1845 estudió disoluciones turbias que consist́ıan de sulfuros disueltos en agua y
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1. INTRODUCCIÓN

disoluciones que inclúıan alúmina y almidón, a estas soluciones las llamó pseudosoluciones. En 1850
Michael Faraday estudió disoluciones compuestas por part́ıculas de oro suspendidas en agua, sus estu-
dios revelaron que muchas de estas disoluciones son termodinámicamente inestables y una vez que han
coagulado el proceso es irreversible, algunas de sus disoluciones se encuentran aún en el museo Británico
de Londres.

En 1827 el Botánico Robert Brown mientras analizaba por microscopio una suspensión de granos
de polen en agua de la planta Clarkia pulchella observó que estos se mov́ıan aleatoriamente cambiando
constantemente de dirección. Este movimiento conocido ahora como movimiento browniano en su hon-
or, es el resultado de las colisiones de las moléculas del solvente circundante en contra de las part́ıculas
dispersas como causa de las fluctuaciones térmicas del medio. De esta manera el movimiento browniano
probó la naturaleza molecular del medio solvente. En 1861 Thomas Graham publicó un art́ıculo titulado
“Liquid Diffusion Applied to Analysis”, en el mismo hizo una distinción entre dos clases de disoluciones:
disoluciones en las que las especies disueltas son capaces de difundirse a través de un membrana y dis-
oluciones en las que no se observó difusión. A las primeras soluciones las llamo “cristaloides” y a las
segundas “coloides” (del griego κo′λλα que significa pegamento). Estas part́ıculas conocidas actual-
mente como part́ıculas coloidales no se difunden a través de la membrana debido a que son demasiado
grandes comparadas con las dimensiones de los poros de la membrana. En 1906 Albert Einstein rela-
cionó el movimiento browniano con los coeficientes de difución traslacional y rotacional. Langevin en
1908 describe a las part́ıculas coloidales como “moléculas grandes” dos años después, en 1910 Jean
Baptiste Perrin en su libro titulado “Brownian Movement and Molecular Reality” ratificó experimen-
talmente la naturaleza molecular de un medio ĺıquido.

Hay dos tipos de mezclas: las disoluciones y las suspensiones. Una disolución es una mezcla ho-
mogénea en la cual el material disuelto se encuentra en un estado de separación molecular y no se
precipita. Una suspensión es una mezcla heterogénea en la cual el material disuelto puede precipitarse.
Una suspensión coloidal está constituida por dos fases, una fase continua y una fase dispersa en menor
proporción (normalmente part́ıculas sólidas pero pueden puede ser cualquier otro estado de agregación)
suspendida o dispersa en el medio continuo. En las suspensiones coloidales formadas por una fase ĺıqui-
da (fase continua) y una fase discreta (part́ıculas) las part́ıculas dispersoras dentro del solvente no se
pueden disolver a nivel molecular ya que son más grandes que las moléculas del solvente y quedan
inmersas de manera discreta en el mismo (2). El término coloide es en general usado para referirse a
una mezcla de un material suspendido dentro de otro de forma que permanecen estables en el tiempo (3).

Para que una part́ıcula sea considerada coloidal esta debe ser muy grande comparada con las dimen-
siones de las moléculas del solvente en el que están inmersas de manera este sea considerado como un
continuo, pero también debe ser lo suficientemente pequeña para exhibir movimiento browniano. Las
suspensiones coloidales deben ser estables en intervalos de tiempos largos, de esta manera las part́ıculas
suspendidas deben ser pequeñas para no precipitarse a causa a la gravedad. Las suspensiones coloidales
son también conocidas como dispersiones coloidales ya que un material (fase discreta) esta “disperso”
en una fase continua. El tamaño de una part́ıcula coloidal debe ser por lo menos 10 veces el tamaño
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1.2 Medios viscoelásticos y geles poliméricos

de una molécula del solvente siendo que el tamaño mı́nimo de una part́ıcula coloidal debe ser de 1
nm. El tamanño máximo de una part́ıcula coloidal debe ser tal que esta exhiba movimiento browniano
a escalas de tiempo grandes, siendo aśı que el tamaño máximo de una part́ıcula coloidal debe ser de
aproximadamente 10 µm. En la tabla 1.1 se muestran algunos sistemas coloidales.

Fase continua Fase dispersa Nombre común ejemplos

Sólido Sólido Dispersión sólida Vidrios coloreados, cerámicas, caramelos

Sólido Ĺıquido Emulsión sólida o gel Queso, gelatina, cremas de helado

Sólido Gas Espuma sólida Aerogeles, espuma aislante

Ĺıquido Sólido Sol o dispersión Pinturas, tinta de impresión

Ĺıquido Ĺıquido Emulsión Leche, mayonesa, sangre, cremas cosméticas

Ĺıquido Gas Espuma Espuma de afeitar, nata, espuma de la cerveza

Gas Sólido Aerosol sólido Humo

Gas Ĺıquido Aerosol ĺıquido Niebla, nubes, spray para pelo

Gas Gas Dispersión gaseosa Atmósfera

Tabla 1.1: Sistemas coloidales formados por diferentes fases de agregación.

1.2. Medios viscoelásticos y geles poliméricos

El término poĺımero fue usado por primera vez por el qúımico sueco Jön Jacob Berzelius en 1832
para referirse a un compuesto con un peso molecular que es múltiplo del peso molecular de otro con la
misma composición elemental. Marcellin Berthelot en 1863 hace la primer discusión sobre la polimer-
ización, observó que a muchas especies qúımicas se les puede incorporar moléculas idénticas de manera
consecutiva y que no hay ĺımite en la longitud de la cadena que puede formarse por este proceso. En 1826
Faraday demostró que el caucho es un hidrocarburo con una razón C:H de 6,812. En 1879 Bouchardat
demostró que el caucho hevea puede ser reconstruido después de una pirólisis. Willians en 1860 con-
cluyó que el calor rompe un cuerpo polimérico en componentes que guardan una simple relación con el
hidrocarburo original.

La polimerización es el enlace de pequeñas moléculas llamadas monómeros para formar una cadena
larga molecular polimérica ó macromolécula. Los poĺımeros lineales son cadenas longitudinales formadas
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1. INTRODUCCIÓN

por el enlace consecutivo de las moléculas monómero. Los poĺımeros entrecruzados están formados por
el enlace de poĺımeros lineales a través de moléculas entrecruzadoras o enlazantes. Una gel es una red
polimérica entrecruzada que absorbe el medio ĺıquido en el que se encuentra inmersa. El ĺıquido previene
el colapso de la red polimérica en una masa compacta y la red retiene al ĺıquido.

Naturales Sintéticos

Gel de aloe vera Geles de silicón

Geles enzimáticos producidos por algunas especies Geles de acrilamida

Miel Geles de Hidroxietilmetacrilato

Resina Geles de metacrilato sódico

Arcilla Geles de alcohol polivińılico

Secreciones mucosas Geles de polidimetilaminoetil metacrilato

Tabla 1.2: Ejemplos de medios viscoelásticos.

Un gel es un estado de la materia que no es ĺıquido ni sólido sino que presenta ambos compor-
tamientos. A estos materiales se les conoce como medios viscoelásticos, materiales blandos ó materiales
suaves. Existen innumerables sistemas biológicos que presentan un comportamiento viscoelástico, los
geles poliméricos sintéticos sirven como modelo de estudio para investigar el comportamiento de sistemas
biopoliméricos.

1.3. Dispersión de luz

La radiación eletromagnética es una fuente mensajera de información ya que por medio de ella
podemos investigar la naturaleza de muchos sistemas. Cuando la luz interactúa con la materia, el cam-
po de radiación electromagnética induce momentos dipolares oscilantes en las moléculas del material.
Como consecuencia de esto, dichas moléculas actúan como fuentes secundarias de radiación y dispersan
luz. La luz dispersada nos aporta información acerca de la las propiedades dinámicas de los materiales
aśı como información estructural. Los cambios de frecuencia, la distribución angular, la polarización y
la intensidad de luz dispersada son determinados por el tamaño de las moléculas del material, forma y
el tipo de interacción molecular (4).

La radiación ultravioleta, visible, infrarroja y de micro-ondas ha proporcionado información de-
tallada acerca de los niveles de enerǵıa electrónicos, vibracionales y rotacionales de las moléculas y
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1.3 Dispersión de luz

ha permitido determinar estructuras moleculares complejas. La espectroscoṕıa de radiofrecuencia y la
difracción de rayos X han jugado un papel importante en determinación estructural de sólidos y macro-
moléculas biológicas. La luz dispersada es una herramienta que se usa en la actualidad para sondear
la estructura molecular aśı como la dinámica de muchos sistemas tales como emulsiones, suspensiones
coloidales, cristales ĺıquidos, geles, soluciones biológicas, dispersiones de microorganismos y virus, solu-
ciones poliméricas entre otros.

Los estudios experimentales de dispersión de luz datan desde 1869 con Tyndall en sus trabajos sobre
dispersión de luz por aerosoles. En 1881 Rayleigh se interesó por la dispersión debida a ensambles de
part́ıculas no interactuantes y presentó una teoŕıa aproximada para part́ıculas de forma arbitraria y
tamaño teniendo un ı́ndice de refracción relativo al medio igual a uno. En 1899 explicó el color azul del
cielo como una consecuencia de la dispersión preferencial del azul por las moléculas de la atmósfera.
Considerando a cada elemento dispersor del medio como un dipolo oscilador independiente y teniendo
en cuenta las relaciones fijas de fase entre las ondas dispersadas desde diferentes puntos de la mis-
ma part́ıcula, en 1918 Rayleigh derivó la expresión completa para esferas de tamaño arbitrario. Debye
y Gans en 1925 hicieron extensas contribuciones a la teoŕıa de part́ıculas grandes de Rayleigh y ex-
tendieron los cálculos a part́ıculas de forma no esférica. Mie en 1908 y Debye independientemente en
1909 encontraron la solución completa al tratamiento de part́ıculas esféricas grandes con ı́ndice de re-
fracción diferente de uno.

La teoŕıa desarrollada por Rayleigh aplicada a ĺıquidos no tuvo éxito ya que la intensidad dispersada
por éstos fue menor por más de un orden de magnitud. Este efecto fue correctamente atribuido a la
interferencia destructiva entre las ondas dispersadas por diferentes moléculas, sin embargo, los medios
para calcular la extensión de esta interferencia no fueron conocidos en aquel tiempo. Smoluchowski en
1908 y Einstein en 1910 salvaron elegantemente esta dificultad considerando al ĺıquido como un medio
continuo en el cual las fluctuaciones térmicas producen inhomogeneidades locales y por lo tanto fluctua-
ciones de densidad y concentración. De acuerdo a esta teoŕıa, la intensidad de luz dispersada puede ser
calculada a partir de las fluctuaciones cuadráticas medias de densidad y concentración, las cuales a su
vez pueden ser determinadas a partir de datos macroscópicos tales como la compresibilidad isotérmica
y la dependencia en la concentración de la presión osmótica. De esta manera la intensidad de la luz
dispersada puede obtenerse sin considerar la estructura molecular detallada del medio.

El estudio de la anisotroṕıa molecular óptica sobre la intensidad, la dependencia angular, y las car-
acteristicas de la polarización de la luz dispersada fue realizado por Gans en 1921 y Cabannes en 1929.
Zernike y Prins en 1927 estudiaron la dispersión de luz de un sistema de part́ıculas cuyas posiciones
están correlacionadas en conexión con la teoŕıa de difracción de rayos X de ĺıquidos. Debye y Zimm
desarrollaron la teoŕıa de dispersión de luz como un método para estudiar pesos moleculares, tamaños,
formas e interacciones moleculares de suspensiones macromoleculares. Pecora en 1969 mostró que la
distribución de frecuencias de la luz dispersada por soluciones macromoleculares podŕıa usarse para
estudiar el movimiento rotacional y la flexión de las moléculas aśı como para obtener valores del coe-
ficiente de difusión. En este mismo año Cummins, Knable y Yeh usaron la técnica de mezclado óptico
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para estudiar la dispersión en suspensiones diluidas de esferas de poliestireno. El trabajo de P. N. Pusey
y W. van Megen (encaminado en obtener funciones de correlación de intensidad de luz dispersada)
en 1989 (5) sobre Dispersión dinámica de luz en medios no ergódicos abrió el camino al estudio de
materiales suaves.

1.4. La Micro-reoloǵıa como una herramienta para caracteri-

zar materiales

La Micro-reoloǵıa es una técnica que permite medir las propiedades reológicas de un medio vis-
coelástico a través de la dinámica de part́ıculas introducidas dentro de él. La dinámica de las part́ıculas
producida por el movimiento browniano es obtenida por las técnicas de Espectroscoṕıa de Onda Difu-
siva (DWS), Dispersión Dinámica Depolarizada de Luz (DDLS), Dispersión Dinámica de Luz (DLS) o
Rastreo de Part́ıculas por Videomicroscoṕıa Optica Digital (DOVM). Los inicios de la micro-reoloǵıa
fueron establecidos por T. G. Mason y D. A. Weitz en 1995 (6). Ellos presentaron una nueva forma
de hacer reoloǵıa a través de un método experimental que permite medir módulos viscoelásticos de
fluidos complejos por medio de la dinámica de part́ıculas inmersas dentro del medio a estudiar, para
ello generalizaron la ecuación de Stokes-Einstein usando la ecuación de Langevin translacional y usaron
dispersión dinámica de luz para sondear la dinámica de las part́ıculas. En su trabajo estudiaron solu-
ciones poliméricas usando part́ıculas esféricas de poliestireno y confirmaron la validez experimental de
esta técnica usando reoloǵıa mecánica. Trabajos posteriores tales como el de Cardinaux et al en 2001
(7) estudiaron por DWS soluciones micelares gigantes usando la ecuación generalizada translacional
de Stokes-Einstein y compararon sus resultados con medidas mecánicas. Z. Cheng y T. G. Mason en
2003 en su trabajo Micro-reoloǵıa de difusión rotacional (8) presentaron la ecuación generalizada de
Stokes-Einstein para el caso rotacional usando la ecuación de Langevin en su versión rotacional. B. R
Dasgupta et al en 2005 (9) estudiaron por DDLS, DWS, DOVM y reoloǵıa mecánica, soluciones de
poliacrilamida usando esferas de poliestireno como trazadores.

Hasta aqúı todos los trabajos estuvieron encaminados en obtener módulos viscoelásticos de soluciones
poliméricas a bajas concentraciones usando la ecuación generalizada de Stokes-Einstein translacional o
rotacional. En el caso de medios no ergódicos tales como geles poliméricos entrecruzados se han publicado
trabajos como los de Jacques et al (10) en los que se ha usado la corrección no ergódica de Pusey y
van Megen (5) pero solo encaminados en la dinámica translacional. El estudio de medios no ergódicos
a través de la dinámica rotacional fue presentada por Dı́az-Leyva et al (11). En el trabajo de tesis
doctoral de Dı́az-Leyva (12) se observan diferencias en los módulos viscoelásticos de geles entrecruzadas
de poliacrilamida medidos por difusión translacional y rotacional. Los módulos viscoelásticos medidos
por dinámica rotacional son mayores que los medidos por la dinámica translacional para grados de
entrecruzamiento mayores a 1.5. En este trabajo estudiamos experimentalmente el mismo sistema y
explicamos las diferencias a través de un modelo isótropo.
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Caṕıtulo 2

Desarrollo Teórico

2.1. Teoŕıa de dispersión de luz

2.1.1. Introducción

En un experimento de dispersión de luz un medio dispersor (tal como una suspensión de part́ıculas
coloidales o una solución de poĺımeros o surfactantes) es iluminado por una fuente de luz monocromática
coherente. La radiación dispersada causada por las fluctuaciones del ı́ndice de refracción del medio dis-
persor, es detectada por un detector óptico puesto a un ángulo de dispersión θ y la intensidad de la
radiación dispersada I(θ, t) es medida. Existen dos tipos de experimentos de dispersión de luz: Dispersión
estática de luz (SLS por sus siglas en inglés) y Dispersión dinámica de luz (DLS por sus siglas en inglés).

En dispersión estática de luz se mide la dependencia angular del promedio de intensidad de luz
dispersada por el medio dispersor, y el análisis de datos proporciona información estructural. Para el
caso de sistemas diluidos (sistemas en los que la dispersión múltiple es despreciable), SLS proporciona
la forma de las part́ıculas dispersoras (factor de forma). Para el caso de sistemas concentrados, SLS
proporciona información relativa a la disposición espacial media de las part́ıculas dispersoras en el
medio (correlaciones posicionales) (13). La dispersión dinámica de luz analiza la dependencia temporal
de las fluctuaciones de intensidad de la radiación dispersada, para el caso de sistemas diluidos DLS
proporciona la distribución de tamaños de part́ıculas (incluyendo el ı́ndice de polidispersidad) y propor-
ciona información dinámica (desplazamiento cuadrático medio translacional y orientacional) enlazada
al movimiento de las part́ıculas dispersoras.

2.1.2. Dispersión de luz

Consideramos un medio dispersor no magnético, no conductor, ni absorbente, el cual es radiado por
una onda plana electromagnética polarizada perpendicularmente al plano dispersor Figura (2.1) (a), el
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campo eléctrico incidente está dado por:

~Ei (~r, t) = n̂iE0 exp (i (~qi · ~r − ωit)) (2.1)

Detector

Detector

O

dV

Medio dispersor
Radiación incidente

Haz verticalmente
polarizado

θ

Volumen dispersor

θ

(a)

(b)

(c)

θ

Figura 2.1: (a) Vista superior de un experimento t́ıpico de dispersión de luz. (b) Vista expandida del volumen

dispersor, en él se muestra la dispersión de un elemento de volumen dV localizado en la posición ~r (Adaptado

de Lindner y Zemb en Neutrons, X- Rays and Light: Scattering Methods Applied to Soft Condensed Matter).

En donde n̂i es un vector unitario en la dirección del campo eléctrico incidente, E0 es la amplitud
del campo ~qi es el vector de propagación de magnitud |~qi| = 2π/λ donde λ es la longitud de onda de la
luz incidente y ωi es la frecuancia angular. En el proceso de dispersión se asume que:

1. Pocos fotones son dispersados por el medio dispersor, y la probabilidad de dispersión múltiple es
despreciable.

2. La aproximación de Rayleigh-Gans-Debye equivale a suponer que el haz incidente no es alterado
significativamente por el medio dispersor.

3. Los cambios de frecuencias (o enerǵıas) durante el proceso de dispersión son despreciables (Dis-
persión cuasielástica)
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Se considera al medio con una constante dieléctrica local dada por:

ε(~r, t) = ε0I + δε(~r, t) (2.2)

En donde ε(~r, t) es el tensor de fluctuación de la constante dieléctrica en la posición ~r (respecto al
origen O de la Figura (2.1) (b)) y al tiempo t, ε0 es la constante dieléctrica promedio del medio e I es el
tensor unitario de segundo rango. Los campos totales en un punto arbitrario dentro del medio dispersor
están dados por:

~E = ~Ei + ~Es (2.3)

~D = ~Di + ~Ds (2.4)

~H = ~Hi + ~Hs (2.5)

Donde ( ~Ei, ~Di, ~Hi) y ( ~Es, ~Ds, ~Hs) son los campos iniciales y dispersados respectivamente. Dichos
campos satisfacen las ecuaciones de Maxwell. Las ecuaciones de Maxwell para los campos dispersados
por el medio descrito son:

∇× ~Es = −1

c

∂ ~Hs

∂t
(2.6)

∇× ~Hs =
1

c

∂ ~Ds

∂t
(2.7)

∇ · ~Hs = 0 (2.8)

∇ · ~Ds = 0 (2.9)

Resolviendo las ecuaciones anteriores (14, 15) se obtiene la amplitud del campo de radiación disper-

sada ~Es(~R, t) en la posición ~R del detector al tiempo t.

dEs(~R, t) = −k
2E0

4πR
exp (i (kR− wt))

(
ε (~r, t)− ε0

ε0

)
exp (−i~q · ~r) d3r (2.10)

En donde ε0 es la constante dieléctrica promedio del medio, V es el volumen dispersor o volumen
iluminado y ~q es el vector de onda de dispersión definido como la diferencia entre los vectores de
propagación dispersado e incidente (Figura (2.1) (c)):

~q = ~qi − ~qf (2.11)

Las magnitudes de ~qi y ~qf son (2πn)/λi y (2πn)/λf respectivamente, donde λi y λf son las longitudes
de onda en el vaćıo de la radiación incidente y dispersada y n es el ı́ndice de refracción del medio
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dispersor. El ángulo entre los vectores de propagación ~qi y ~qf es el ángulo de dispersión θ. De la Figura
(2.1) (c)) la magnitud del vector ~q está dada por:

q =
4πn

λi
sin

(
θ

2

)
(2.12)

Dado que la dispersión es cuasielástica, la longitud de onda de la luz incidente λi cambia muy poco
durante el proceso de dispersión por lo que:

|~qi| u |~qf | ⇒ λi = λf = λ (2.13)

Luego la ecuación (2.12) queda como sigue:

q =
4πn

λ
sen

(
θ

2

)
(2.14)

El principio de superposición de la Electrodinámica Clásica permite comprender la F́ısica que emana
de la ecuación (2.10); esto es, esta última ecuación es vista como la suma de elementos diferenciales de

amplitudes de campos dispersados dEs(~R, t) debido a cada elemento diferencial de volumen dV dentro
del volumen dispersor V .

Es(~R, t) =

∫
dEs(~R, t) (2.15)

Donde

dEs(~R, t) = −k
2E0

4πR
exp (i (qR− wt))

(
ε (~r, t)− ε0

ε0

)
dV exp (−i~q · ~r) (2.16)

La ecuación (2.16) es el campo radiado por un dipolo puntual oscilante. Esto es, el campo eléctrico
incidente de magnitud E0 y vector de propagación k, induce en cada elemento de volumen dV (~r)
un momento dipolar cuyo campo de radiación oscila a una frecuencia angular w y es proporcional a
(E0 (ε (~r, t))−εo)/εodV . Si el medio dispersor es totalmente homogéneo: ε (~r, t) = εo y no hay radiación.
Aśı, el campo eléctrico de radiación dispersada es causado por las fluctuaciones en las propiedades
dieléctricas de la muestra.

2.1.3. Dispersión de luz en sistemas coloidales discretos

Una suspensión coloidal está conformada por objetos dispersores discretos en un ĺıquido. Consid-
eramos a nuestro volumen dispersor V formado por N part́ıculas. Sea ~Rj (t) el vector de posición del
centro de masa de la part́ıcula j, y ~rj(t) el vector de posición del elemento de volumen dVj = d3rj dentro

de la part́ıcula j relativo a ~Rj(t). Entonces, el campo de radiación dado por la ecuación (2.16) queda
expresado (13) por:
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2.1 Teoŕıa de dispersión de luz

Es(~R, t) = −E0

R
Exp(i(qR− wt))

N∑
j=1

∫∫∫
4ρ(~rj(t), t) exp(−i~q · ~rj(t))d3rj exp(−i~q · ~Rj(t)) (2.17)

Donde:

4 ρ(~rj, t) =
k2

4π

(εp(~rj, t)− εL
ε0

)
(2.18)

y εp(~rj, t) es la constante dieléctrica local en la part́ıcula j, εL es la constante dieléctrica del ĺıquido
y ε0 es la constante dieléctrica de toda la suspensión. La cantidad 4ρ(~rj, t) es considerada como una
medida de la densidad local del material dispersor. Se define la amplitud de dispersión bj(, t) de la
part́ıcula j como:

bj (~q, t) =

∫ ∫ ∫
4ρ (~rj, t) exp (−i~q · ~rj) d3rj (2.19)

Por lo que la expresión para el campo de radiación por la dispersión queda:

Es(~R, t) = −E0

R
exp (i (qR− wt))

N∑
j=1

bj (~q, t) exp(−i~q · ~Rj (t)) (2.20)

La ecuación (2.20) muestra que el campo de radiación dispersado, es causado por la contribución de
las longitudes de dispersión de las part́ıculas dentro del medio. En un experimento de dispersión de luz,
usualmente se mide la intensidad de luz dispersada: I (~q, t) = |E (~q, t) |2. La expresión para intensidad
dispersada instantánea se obtiene de la ecuación (2.20):

Is (~q, t) =
E2

0

R2

N∑
j=1

N∑
k=1

bj (~q, t) b∗k (~q, t) exp(−i~q · (~Rj(t)− ~Rk(t))) (2.21)

Considerando que la dispersión es espacialmente isótropa en promedio, se puede obtener el promedio
en el ensamble de la intensidad de luz dispersada como una función solamente del vector de dispersión
~q.

〈Is (~q)〉E =
E2

0

R2

N∑
j=1

N∑
k=1

〈
bj (~q, t) b∗k (~q, t) exp[−i~q · {~Rj (t)− ~Rk (t)}]

〉
(2.22)

2.1.4. Sistemas diluidos

En un sistema diluido las part́ıculas están ampliamente separadas unas de otras, por lo que sus
posiciones no están correlacionadas. La ecuación (2.22) puede separarse en dos términos, uno para

11



2. DESARROLLO TEÓRICO

k = j y el segundo para k 6= j. Como no hay correlación, en el transcurso del tiempo la part́ıcula
j puede asumir cualquier posición sin ser afectada por la posición de las otras, se trata de eventos
independientes por lo que el término para k 6= j puede separarse como el producto de dos factores:

〈Is (~q)〉E =
E2

0

R2

N∑
j=1

〈|bj (~q, t)|〉2 +
E2

0

R2

N∑
j 6=k

〈
bj (~q, t) exp(−i~q · ~Rj)

〉 N∑
k=1

〈
b∗k (~q, t) exp(−i~q · ~Rk)

〉
(2.23)

Debido a la independencia estad́ıstica sobre las posiciones de las part́ıculas, los promedios que
aparecen en el segundo término de la ecuación (2.23) se distribuyen aleatoriamente alrededor de cero,

por lo que 〈bj(~q, t) exp(−i~q · ~Rj)〉 = 〈b∗k(~q, t) exp(−i~q · ~Rk)〉 = 0. Luego la ecuación (2.23) expresa que el
promedio de intensidad dispersada por un sistema diluido está dado por la suma de los promedios de
intensidades dispersadas debido a cada part́ıcula.

〈Is (~q)〉E =
E2

0

R2

N∑
j=1

〈
|bj (~q, t)|2

〉
(2.24)

Para el caso de part́ıculas con la misma forma geométrica: bj(~q, t) = b(~q), y el promedio de intensidad
dispersada es:

〈Is (~q)〉E =
E2

0

R2
N |b (~q)|2 (2.25)

Definiendo el factor de forma P (q) de la part́ıcula dispersora como una función tal que P (q) → 1
cuando q → 0:

P (q) =
|b (~q)|2

|b (0)|2
(2.26)

Se tiene que la ecuación (2.25) queda reescrita como:

〈Is (~q)〉E =
E2

0

R2
N |b (0)|2 P (q) (2.27)

2.1.5. Sistemas concentrados

En una dispersión concentrada las posiciones de las part́ıculas son cercanas unas con otras. Debido a
esto, existe una correlación estad́ıstica posicional como consecuencia de las interacciones entre part́ıculas.
El promedio en el ensamble de la intensidad de luz dispersada debido al ensamble de part́ıculas discretas
es:

〈Is (~q)〉E =
E2

0

R2

N∑
j=1

N∑
k=1

〈
bj (~q, t) b∗k (~q, t) exp

(
−i~q ·

(
~Rj (t)− ~Rk (t)

))〉
(2.28)

12



2.2 Dispersión Dinámica de Luz

Se define el factor estático de estructura S(q) como sigue:

S (q) =
1

N

N∑
j=1

N∑
k=1

〈
exp

(
−i~q · {~Rj (t)− ~Rk (t)}

)〉
(2.29)

Si la forma geométrica de las part́ıculas de nuestro ensamble es la misma entonces: bj(~q, t) = b(~q) y
podemos usar la ecuación (2.26) y la definición de S(q) para reescribir la ecuación (2.28) como sigue:

〈Is (~q)〉E =
E2

0

R2
N
〈
|b (0)|2

〉
P (q)S (q) (2.30)

En esta última ecuación, el factor de estructura representa la modificación al promedio de intensidad
dispersada causada por la correlación espacial de las part́ıculas en una dispersión concentrada. Para
un sistema sin correlación espacial (sistema diluido), el factor de estructura S(q) = 1 y el promedio de
intensidad de radiación dispersada se reduce a la ecuación (2.27).

En sistemas concentrados se define la función de distribución radial g(R), la cual está asociada con
la probabilidad de encontar el centro de alguna part́ıcula a una distancia R del centro de otra dada como
referencia. La función de distribución radial es la transformada inversa de Fourier del factor estático de
estructura menos uno:

g (R) = 1 +
1

2π2

∫ ∞
0

[S (q)− 1] q2

(
sin (qR)

R

)
dq (2.31)

Y resulta de desarrollar el factor estático de estructura dado por la ecuación (2.29):

S (q) = 1 + 4π
N

V

∫ ∞
0

[g (R)− 1]R2

(
sin (qR)

qR

)
dR (2.32)

Para medir experimentalmente el factor de estructura de una dispersión primero se mide la intensidad
de luz dispersada en un régimen diluido, después se mide la dispersión a régimen concentrado. Luego,
combinando las ecuaciones (2.27) y (2.30) se obtiene S (q):

S (q) ∝
〈Is (q)〉E,concNdil

〈Is (q)〉E,dilNconc

(2.33)

2.2. Dispersión Dinámica de Luz

2.2.1. Introducción

Consideramos un medio dispersor formado por una suspensión de part́ıculas coloidales la cual es
iluminada por luz coherente (Sección 1.1). Al ser iluminada la suspensión, una pantalla revela el patrón
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2. DESARROLLO TEÓRICO

de difracción granular el cual fluctúa a medida que transcurre el tiempo (Figura (2.2) (a)). Dicho patrón

fluctúa de una configuración a otra debido a que las posiciones de las part́ıculas ~Rj(t) cambian como
consecuencia del movimiento browniano. En contraste con este movimiento, las fases de las part́ıcu-
las (~q · ~Rj(t)) también cambian y la intensidad de luz dispersada se convierte en una señal aleatoria
cambiante en el tiempo I(~q, t) (Figura (2.2) (b)). En algunos puntos del campo lejano, las fases de
luz dispersada por las part́ıculas individuales interfieren constructivamente dando lugar a una mayor
intensidad en la pantalla, en otros puntos las fases interfieren destructivamente y la intensidad es menor.

En dispersión dinámica de luz (DLS por sus siglas en inglés) la información referente al movimiento
de las part́ıculas esta codificada en la señal que proviene de las fluctuaciones de intensidad dispersada
(13). Para ello se construye la función de autocorrelación temporal de intensidad dispersada:

〈I (~q, 0) I (~q, τ)〉 ≡ ĺım
T→∞

1

T

∫ T

0

I (~q, t) I (~q, t+ τ) (2.34)

La definición anterior compara la señal I(~q, t) con una señal posterior I(~q, t + τ) para todos los
tiempos de inicio t y un rango de tiempos de retardo τ . El comportamiento t́ıpico de la función de
autocorrelación temporal de intensidad se muestra en la figura (2.2) (c)). En el tiempo de retardo
τ = 0, la ecuación (2.32) se reduce a lo siguiente:

ĺım
τ→0
〈I (~q, 0) I (~q, τ)〉 =

〈
I2 (~q)

〉
(2.35)

Para tiempos de retardo mucho mayores al tiempo t́ıpico de fluctación de intensidad tc, las in-
tensidades I(~q, t) y I(~q, t + τ) no están correlacionadas (son eventos independientes) y la función de
autocorrelación temporal de intensidad dispersada puede separarse:

ĺım
τ→0
〈I (~q, 0) I (~q, τ)〉 = 〈I (~q, 0)〉 〈I (~q, τ)〉 = 〈I (~q)〉2 (2.36)

De esta forma la función de autocorrelación temporal de una propiedad no periódica decae de 〈I2〉
a 〈I〉2 como se muestra en la figura (2.2) (c).
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2.2 Dispersión Dinámica de Luz

Figura 2.2: (a) Patrón de difracción de una suspensión de part́ıculas coloidales al ser iluminada por una

fuente de luz coherente. (b) Intensidad fluctuante observada por un pequeño detector. (c) La parte dependiente

del tiempo de la función de correlación decae con una constante de tiempo tc igual al tiempo de fluctuación

t́ıpico de la luz dispersada. (Adaptado de Lindner y Zemb en Neutrons, X- Rays and Light: Scattering

Methods Applied to Soft Condensed Matter).
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La función de autocorrelación es una medida de la similitud entre las señales I(t) e I(t+ τ), cuando
τ = 0 estas dos señales están completamente en fase una con la otra y 〈I(t)I(t+τ)〉 es grande, conforme τ
crece I(t) e I(t+τ) salen de fase una de la otra y la función de autocorrelación es pequeña. En virtud del
movimiento térmico aleatorio las posiciones y momentos de las part́ıculas cambian constantemente en
el tiempo por lo que la intensidad de luz dispersada también lo hará. Al llegar el sistema al equilibrio la
intensidad de luz dispersada fluctuará alrededor de su valor promedio siguiendo una trayectoria aleatoria.
Una señal experimental de intensidad dispersada se muestra en la figura (2.2) (b). La correspondiente
función de autocorrelación temporal (promediada en el tiempo) está dada en la figura (2.2) (c).

2.2.2. Funciones de correlación en dispersión dinámica de luz

Consideramos una suspensión diluida formada por part́ıculas esféricas idénticas. El campo de ra-
diación dispersada Es(~R, t) está dado por la ecuación (2.20) de la sección (2.1.3):

Es(~R, t) = −E0

R
exp (i (qR− wt))

N∑
j=1

bj (~q, t) exp
(
−i~q · ~Rj (t)

)
(2.37)

Donde ~q es el vector de dispersión definido por la ecuación (2.11), bj(~q, t) es la amplitud de dispersión

de la part́ıcula j dada por la ecuación (2.19) y ~Rj(t) es la posición del centro de masa de la part́ıcula j.
Teniendo en cuenta que las amplitudes de dispersión son las mismas para part́ıculas idénticas, el campo
de radiación dispersada se convierte en:

Es(~R, t) = −E0

R
b (~q) exp (i (qR− wt))

N∑
j=1

exp
(
−i~q · ~Rj (t)

)
(2.38)

La función de autocorrelación temporal normalizada del campo eléctrico de radiación dispersada se
define como:

ĝ(1)(q, τ) ≡ 〈E (~q, 0)E∗ (~q, τ)〉E
〈I (~q)〉E

(2.39)

En donde el sub́ındice E en la ecuación (2.39) denota el promedio en el ensamble. Substituyendo
el campo de radiación dispersada (ecuación 2.38) y el promedio de intensidad dispersada debido a la
dispersión diluida de part́ıculas idénticas (ecuación (2.27) Sección (2.1.4) se obtiene:
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2.2 Dispersión Dinámica de Luz

ĝ(1) (q, τ) =
1

N

〈
N∑
j=1

exp
(
−i~q · ~Rj (0)

) N∑
k=1

exp
(
i~q · ~Rk (τ)

)〉
E

=
1

N

〈
N∑
j=1

exp
(
i~q ·
(
~Rj (τ)− ~Rj (0)

))〉
E

=
〈

exp
(
−i~q ·

(
~R (0)− ~R (τ)

))〉
E

(2.40)

Los dos últimos pasos de la ecuación anterior se siguen del hecho de que la suspensión es diluida (no

hay correlación entre part́ıculas distintas) y del hecho de que el promedio
〈

exp
(
−i~q ·

(
~Rj (0)− ~Rj (τ)

))〉
será el mismo para cada part́ıcula.

La función de correlación temporal normalizada de intensidad dispersada se define como sigue:

ĝ(2) (q, τ) ≡ 〈I (~q, 0) I (~q, τ)〉T
〈I (~q)〉2T

(2.41)

En una suspensión diluida las part́ıculas se difunden a través de toda la suspensión explorando todas
las posibles configuraciones espaciales. Un medio ergódico (como se verá en la sección (2.7)) cumple con
esta condición. Además, el promedio temporal de una variable f́ısica aleatoria y(t) es equivalente a su
promedio en el ensamble. Usando esta propiedad los promedios temporales que involucran a la función de
correlación temporal normalizada de intensidad pueden remplazarse por sus correspondientes promedios
en el ensamble. Aśı, sustituyendo el campo de radiación dispersada (ecuación (2.38)) y el promedio de
intensidad dispersada debido a la dispersión diluida (ecuación (2.25) sección (2.1.4) se tiene:

ĝ(2) (q, τ) =

〈
|E (~q, 0)|2 |E∗ (~q, τ)|2

〉
E

〈I (q)〉2E

=
1

N2

N∑
j=1

N∑
k=1

N∑
l=1

N∑
m=1

〈
exp

(
−i~q ·

(
~Rj (0)− ~Rk (0)

))
exp

(
−i~q ·

(
~Rl (τ)− ~Rm (τ)

))〉
E

(2.42)
La suma cuadrupolar anterior se realiza tomando en cuenta todos los casos posibles, para el caso en

que algún ı́ndice j sea diferente de los demás, se puede factorizar el promedio referente a este ı́ndice:〈
exp

(
i~q · ~Rk (0)

)〉
〈. . .〉, el cual es cero. Para el caso en el que j = l, k = m la suma cuadrupolar da:∑N

l=1

〈
exp

(
−i~q ·

(
~Rl (0) + ~Rl (τ)

))〉
E

∑N
m=1

〈
exp

(
i~q · ~Rm (0) + ~Rm (τ)

)〉
E

= 0. Las únicas contribu-

ciones a la suma cuadrupolar se dan cuando j = k, l = m y cuando j = m, k = l quedando:
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ĝ(2) (q, τ) =
1

N2

(
N2 +N2

∣∣∣〈exp
(
−i~q ·

(
~R (0)− ~R (τ)

))〉
E

∣∣∣2)
= 1 +

∣∣∣〈exp
(
−i~q ·

(
~R (0)− ~R (τ)

))〉
E

∣∣∣2 (2.43)

Luego usando la ecuación (2.40), se tiene que la función de correlación temporal normalizada de
intensidad dispersada está dada por:

ĝ(2) (q, τ) = 1 +
[
ĝ(1) (q, τ)

]2
(2.44)

La ecuación anterior es conocida como la relación de Siegert y también es válida para un sistema
de part́ıculas interactuantes no idénticas siempre que el campo de dispersión esté dado por la ecuación
(2.38) y cuyo rango de correlaciones espaciales sea mucho menor que las dimensiones lineales del volumen
dispersor (16). La función de autocorrelación temporal normalizada del campo eléctrico ĝ(1)(q, τ) es

comúnmemte llamada función intermedia de dispersión f̂(q, τ), luego la ecuación (2.44) queda de la
siguiente forma:

f̂(q, τ) = β−1/2
√
ĝ(2) (q, τ)− 1 (2.45)

En donde β es un factor de eficiencia menor que uno que depende de la geometŕıa del equipo dispersor
(13).

2.2.3. Dispersión dinámica de luz: part́ıculas isótropas

Consideramos la función de autocorrelación temporal del campo eléctrico dispersado para un sistema
monodisperso de part́ıculas esféricas ópticamente isotrópicas (Sección (2.3)).

f̂(q, τ) =
〈

exp
(
−i~q ·

(
~Rj (0)− ~Rj (τ)

))〉
E

(2.46)

La función de van Hoove es la transformada inversa de Fourier de la función de correlación temporal
normalizada del campo eléctrico dispersado (17)

Gs(~R, τ) =
1

(2π)3

∫ ∞
0

exp
(
i~q · ~R

)
f̂(q, τ)d3q (2.47)

Dada la condición inicial Gs(~R, 0) = 〈δ(~R)〉 = 1, la función de van Hoove es la solución a la ecuación
de difusión:

∂

∂τ
Gs(~R, τ) = D∇2Gs(~R, τ) (2.48)

en donde D es el coeficiente de difusión translacional:
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D =
kBT

6πηa
(2.49)

kB es la constante de Boltzmann, η es la viscosidad, T es la temperatura del medio y a es el radio
hidrodinámico de la part́ıcula. La transformada de Fourier de la ecuación (2.48) da:

∂

∂τ
f̂(q, τ) = −Dk2f̂(q, τ) (2.50)

Resolviendo esta ecuación sujeta a la condición inicial f̂(q, τ)(q, 0) = 1 se obtiene como solución,
que la función de correlación temporal normalizada del campo eléctrico está dada por:

f̂(q, τ) = e−q
2Dτ (2.51)

De esta última ecuación se puede determinar experimentalmente el coeficiente de difusión transla-
cional midiendo la función de correlación temporal del campo eléctrico f̂(q, τ).

2.2.4. Dispersión dinámica depolarizada de luz: part́ıculas anisótropas

En un experimento de dispersión de luz una fuente de luz monocromática coherente con una po-
larización dada incide sobre un medio dispersor, el haz induce momentos dipolares oscilantes en cada
elemento de volumen dVi del medio los cuales subsecuentemente rad́ıan. Las magnitudes y direcciones de
los momentos dipolares inducidos dependen en general de las orientaciones de los objetos dispersores (si
es que estos son anisótropos) con respecto a la dirección del campo eléctrico de la luz incidente. Debido
a las fluctuaciones térmicas del medio, los objetos dispersores cambian constantemente de posición y
como consecuencia sus momentos dipolares inducidos fluctúan en magnitud y dirección. Resultado de
esto, es que las polarizaciones y amplitudes de los campos eléctricos dispersados también fluctúan en el
tiempo.

Consideramos a nuestro sistema dispersor compuesto por un sistema de part́ıculas anisótropas. Las
componentes del momento dipolar inducido µi de un objeto anisótropo debido a un campo eléctrico
externo están dadas por: µxµy

µz

 =

αxx αxy αxz
αyx αyy αyz
αzx αzy αzz

ExEy
Ez

 = α~E (2.52)

µx = αxxEx + αxyEy + αxzEz

µy = αyxEx + αyyEy + αyzEz

µz = αzxEx + αzyEy + αzzEz (2.53)
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En donde las αij con i, j = 1, 2, 3 son las componentes del tensor de polarizabilidad α y Ex, Ey

y Ez son las componentes del campo eléctrico incidente
−→
E . Para el caso de part́ıculas isótropas la

polarizabilidad α es una cantidad escalar (αxx = αyy = αzz = α ) y se tiene una matriz diagonal. En
el caso de un sistema diluido de part́ıculas idénticas ópticamente anisótropas se deben tomar en cuenta
las componentes de polarizabilidad de las mismas, por lo que la función de autocorrelación del campo
eléctrico es ahora (14)

f(q, τ) =

〈
N∑
j=1

αji,f (0)αji,f exp
(
i~q ·
(
~Rj (τ)− ~Rj (0)

))〉
E

(2.54)

En donde αji,f (t) son las proyecciones del tensor de polarizabilidad sobre la part́ıcula j en las direc-
ciones de polarización inicial y final al tiempo t. Si se supone que hay independencia estad́ıstica entre las
posiciones del centro de masa de las part́ıculas y sus correspondientes orientaciones de ejes de simetŕıa,
la ecuación (2.54) queda como sigue:

f(q, τ) =
N∑
j=1

〈
αji,f (0)αji,f (τ) exp

(
i~q ·
(
~Rj (τ)− ~Rj (0)

))〉
E

(2.55)

Ya que el producto resultante de funciones de correlaciones involucradas en la ecuación (2.55) son
promedios en el ensamble de part́ıculas idénticas, se tiene que:

f(q, τ) = N 〈αi,f (0)αi,f (τ)〉E
〈

exp
(
i~q ·
(
~Rj (τ)− ~Rj (0)

))〉
E

(2.56)

Luego usando las ecuaciones (2.40) y (2.51) la ecuación (2.56) queda como sigue:

f(q, τ) = N 〈αi,f (0)αi,f (τ)〉E e
−q2Dτ (2.57)

La proyección del tensor de polarizabilidad cambia con el tiempo debido a la reorientación continua
de las part́ıculas y para calcular el promedio 〈αi,f (0)αi,f (τ)〉E consideramos una part́ıcula dispersora
iluminada por un haz incidente sobre el plano xy de un marco de referencia montado sobre el centro de
la part́ıcula visto desde el laboratorio (Figura (2.3)). El haz se propaga en el plano xy e incide sobre el
objeto dispersor a un ángulo θ con respecto al eje x, la luz dispersada se propaga en la dirección x. Un
polarizador puesto entre la muestra y el haz incidente selecciona la dirección del vector de propagación
n̂i del haz incidente paralelo al eje z, un segundo polarizador puesto entre la muestra y el sistema de
detección permite seleccionar dos geometŕıas dependiendo de la dirección del vector de polarización n̂f
del haz dispersado. En la geometŕıa VV el vector de polarización n̂f es puesto en la dirección z y en la
geometŕıa VH el vector de polarización n̂f es puesto en la dirección y.

Usando la ecuación (2.57) las funciones de correlación de campos de luz depolarizada para estas
geometŕıas son:

f(q, τ)V V = N 〈αzz (0)αzz (τ)〉E e
−q2Dτ (2.58)
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f(q, τ)V H = N 〈αzy (0)αzy (τ)〉E e
−q2Dτ (2.59)

Consideramos a nuestro objeto dispersor con un solo eje de simetŕıa coincidente con uno de los ejes
de un sistema de referencia x

′
y

′
z
′

puesto en el centro de masa del objeto dispersor. En coordenadas
esféricas polares las proyecciones de los vectores unitarios ẑ y ŷ del sistema del laboratorio sobre las
coordenadas x

′
y y

′
del sistema anclado al centro de masa son:

ẑ =

 cos (θ)
sen (θ)

0

 (2.60)

ŷ =

 sen (θ) sen (φ)
− cos (θ) sen (φ)
− cos (φ)

 (2.61)

Figura 2.3: Geometŕıas VV y VH para los polarizadores lineales en el sistema de referencia del laboratorio.

Consideramos a nuestro objeto dispersor con dos componentes de polarizabilidad: una paralela a su
eje de simetŕıa α‖ y otra componente perpendicular α⊥ a ese mismo eje orientada en cualquier dirección.
Con esto las componentes de polarizabilidad αzz y αzy son:
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αzz =
(

cos (θ) sen (θ) 0
) αq 0 0

0 α⊥ 0
0 0 α⊥

 cos (θ)
sen (θ)

0


= αq cos2 (θ) + α⊥ sen2 (θ)

(2.62)

αzy =
(

sen (θ) sen(φ) − cos(θ) sen(φ) − cos(φ)
) αq 0 0

0 α⊥ 0
0 0 α⊥

 cos (θ)
sen (θ)

0


= (αq − α⊥) cos(θ) sen(θ) sen(φ) (2.63)

Usando los armónicos esféricos de orden dos:

Y2,0 (θ, φ) =

√
5

16π

(
3 cos2 (θ)− 1

)
Y2,±1 (θ, φ) =

√
15

8π
sin (θ) cos (θ) e±iφ (2.64)

podemos escribir las componentes de polarizabilidad αzz y αzy como sigue:

αzz = α +

(
16π

45

)1/2

βY2,0 (θ, φ) (2.65)

αzy = i

(
2π

15

)1/2

β (Y2,1 (θ, φ) + Y2,−1 (θ, φ)) (2.66)

Donde α y β están dados por:

α =
1

3

(
α‖ + 2α⊥

)
β = α‖ − α⊥

(2.67)

Los parámetros α y β se conocen como las partes isotrópica y anisotrópica del tensor de polarizabil-
idad α respectivamente.

Substituyendo las ecuaciones αzz y αzy en f(q, τ)V V y f(q, τ)V H se obtiene:

f(q, τ)V V = N

(
α2 +

16π

45
β2F 2

00 (τ) e−q
2Dτ

)
(2.68)
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f(q, τ)V H = N
2π

15
β2
(
F 2

11 (τ) + F 2
1−1 (τ) + F 2

−11 (τ) + F 2
−1−1 (τ)

)
e−q

2Dτ (2.69)

En donde:

F l
mm (τ) = 〈Y ∗lm (θ (0)φ (0))Ylm (θ (τ)φ (τ))〉E (2.70)

son las funciones de correlación orientacionales y reflejan como los ángulos θ(τ) y φ(τ) cambian en
el tiempo. La orientación del objeto dispersor anisotrópico puede especificarse por medio de un vector
unitario û representado en coordenadas esféricas polares y dirigido a lo largo de su eje de simetŕıa. Si se
considera al vector û dentro de una esfera unitaria, dicho vector marca un punto en cualquier instante
de tiempo. Debido a las fluctuaciones de posición del objeto dispersor causadas por el movimiento
browniano, el objeto dispersor se reorientará continuamente y el vector û se moverá aleatoriamente
sobre la esfera dejando marcado un camino aleatorio (Figura (2.4).

Figura 2.4: Los vectores unitarios al tiempo inicial û(0) y al tiempo posterior t: û(t) apuntan a lo largo

del eje de simetŕıa del objeto dispersor anisótropo. La reorientación del objeto puede ser considerada como

una trayectoria sobre la superficie de la esfera unitaria. (Adaptado de Bruce J. Berne y Robert Pecora, en

“Dynamic Light Scattering” ).

Debye en 1929 desarrolló un modelo que describe el proceso de reorientación en un ensamble de
moléculas. Su modelo está basado en la suposición de que en un ĺıquido las colisiones son tan frecuentes
que una molécula solamente puede rotar a través de pequeños ángulos sufriendo aśı una reorientación
debida a las colisiones (difusión de pequeños pasos). Debye consideró una nube de puntos sobre la esfera
unitaria en la dirección û(θ(0)φ(0)) = û0 debido a un ensamble de objetos orientados inicialmente en
esta dirección. Al evolucionar el sistema en el tiempo cada objeto tendrá la tendencia a reorientarse
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siguiendo diferentes trayectorias sobre la superficie de la esfera y la nube de puntos se extenderá sobre la
superficie de la esfera cubriéndola uniformemente. Esta idea es la suposición básica de Debye: La nube
de puntos inicialmente orientados en û(θ(0)φ(0)) = û0 se difundirá hasta cubrir totalmente la superficie
de la esfera.

La ecuación que gobierna este movimiento es la ecuación de difusión:

∂

∂τ
c (û, τ) = D∇2c (û, τ) (2.71)

en donde c(û, τ) es la concentración de objetos anisotrópicos en la dirección û sobre la superficie
de la esfera al tiempo τ y D es el coeficiente de difusión . Para resolver la ecuación (2.71) utilizamos
coordenadas esféricas polares, el laplaciano en dichas coordenadas está dado por:

∇2 =

(
1

r

∂

∂r
r

)2

+
1

r2 sen2 (θ)

[
sen (θ)

∂

∂θ

(
sen (θ)

∂

∂θ

)
+

∂2

∂φ2

]
Dado que r es constante las derivadas con respecto a r son cero, por lo que:

∇2 =
1

sen2 (θ)

[
sen (θ)

∂

∂θ

(
sen (θ)

∂

∂θ

)
+

∂2

∂φ2

]
Operando este último operador en la ecuación de difusión se obtiene la ecuación de difusión rotacional

o ecuación de Debye:

∂

∂τ
c (û, τ) = Θ

1

sen2 (θ)

[
sen (θ)

∂

∂θ

(
sen (θ)

∂

∂θ

)
+

∂2

∂φ2

]
c (û, τ) (2.72)

En donde Θ es el coeficiente de difusión rotacional. Para una esfera de radio a:

Θ =
kBT

8πηa3
(2.73)

El operador diferencial que aparece en la ecuación (2.72) es la parte angular del operador laplaciano
−Î2 en donde Î es el operador adimensional de momento angular orbital. Luego la ecuación (2.71) puede
ser expresada como:

∂

∂τ
c (û, τ) = −ΘÎ2c (û, τ) (2.74)

Los armónicos esféricos son eigenfunciones de Î2 e Iz con eigenvalares l(l+ 1) y ml respectivamente:

Î2Ylm (û) =l(l + 1)Ylm(û) I = 0, 1, 2, . . .∞
ÎYlm (û) =mlYlm (û) I = −l, . . . , 0, . . .∞

(2.75)

Los armónicos esféricos forman un conjunto completo ortonormal de forma que:
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∫
Y ∗lm (û)Yl′m′ (û) d2u = δll′δmm′ (2.76)

Y cumplen la propiedad de cerradura:

δ (û− û0) =
∞∑
l=0

+∑
m=−l

lYlm (û0)Y ∗lm (û) (2.77)

La solución formal de la ecuación (2.74) sujeta a la condición inicial:

c (û, 0) = δ (û− û0) =
∞∑
l=0

+∑
m=−l

lYlm (û0)Y ∗lm (û) (2.78)

es:

c (û, τ) = exp
(
−τΘI2

)
c (û, 0)

= exp
(
−τΘI2

) ∞∑
l=0

+1∑
m=−l

Ylm (û0)Y ∗lm (û)

=
∞∑
l=0

+1∑
m=−l

exp
(
−τΘI2

)
Ylm (û0)Y ∗lm (û) (2.79)

Usando la primera ecuación que aparece en (2.75) se obtiene:

c (û, τ) =
∞∑
l=0

+1∑
m=−l

Ylm (û0)Y ∗lm (û) exp (−l (l + 1) Θτ) (2.80)

Esta solución final a la ecuación de difusión puede ser interpretada como una probabilidad conjunta
o de transición Ks: esto es, la densidad de probabilidad de que un objeto dispersor tenga una orientación
û al tiempo t dado que inicialmente teńıa una orientación û0.

Ks (û (τ) , τ |û (0) , 0) =
∞∑
l=0

+1∑
m=−l

Ylm (û0)Y ∗lm (û) exp (−l (l + 1) Θτ) (2.81)

Para un tiempo muy grande se tiene que:

ĺım
τ→∞

Ks (û, τ |û0, 0) = Y00 (û0)Y ∗00 (û) =
1√
4π

1√
4π

=
1

4π

Esto último significa que los objetos dispersores se distribuirán eventualmente sobre la superficie
de la esfera. Las funciones de correlación medidas en dispersión dinámica de luz (Ecuaciones 2.66 y
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2.67) involucran el promedio 〈Y ∗lm (θ (0)φ (0))Ylm (θ (τ)φ (τ))〉E. Usando la definición del vector unitario
orientacional û este promedio puede escribirse como:

〈Y ∗lm (û (0))Ylm (û (τ))〉E =

∫ ∫
Ylm (û (τ))Gs (û, τ |û0, 0)Y ∗lm (û (0)) d2ud2u0 (2.82)

En donde Gs(û, τ |û0, 0) es la probabilidad conjunta de encontrar al objeto dispersor con orientación
û en d2u al tiempo τ dado que estaba inicialmente con orientación û0 en d2u0. La probabilidad conjunta
Gs puede ser expresada en términos de Ks y de la función de distribución de probabilidad de orientación
inicial P (û0):

Gs (û, τ |û0, 0) = Ks (û (τ) , τ |û(0) , 0)P (û0) (2.83)

En un ensamble de objetos dispersores en equilibrio se espera una distribución uniforme de orienta-

ciones de tal forma que P (û0) =
1

4π
.

Usando la propiedad (2.76) junto con las ecuaciones (2.81) y (2.83), la ecuación (2.82) queda como
sigue:

〈Y ∗l′m′ (û (0))Ylm (û (τ))〉E = Fl (τ) δll′δmm′ (2.84)

En donde:

Fl (τ) =
1

4π
e−l(l+1)Θτ

Comparando la ecuación (2.70) con la (2.84) se obtiene que:

F l
mm′ = Fl (τ) δll′δmm′ = Fl (τ) δmm′ (2.85)

Luego las funciones de correlación orientacionales requeridas son:

F l=2
mm′ = F2 (τ) δmm′ =

1

4π
e−6Θτδmm′ (2.86)

Finalmente usando la ecuación (2.86) las funciones de correlación (ecuaciones (2.68) y (2.69)) quedan
de la siguiente manera:

fV V (q, τ) = N

(
α2 +

4

45
β2e−6Θτ

)
e−q

2Dτ (2.87)

fV H(q, τ) =
N

15
β2e−6Θτe−q

2Dτ (2.88)

Al substituir la ecuación (2.88) en la (2.87) se obtiene la siguiente relación:

fV V (q, τ) = Nα2e−q
2Dτ +

4

3
fV H (q, τ) = α2Nf̂ (q, τ) +

4

3
fV H (q, τ) (2.89)
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Al primer término del segundo miembro de la ecuación (2.89) se le conoce como término de dispersión
isotrópica fiso(q, τ), luego la ecuación (2.89) queda rescrita como sigue:

fV V (q, τ) = fiso(q, τ) +
4

3
fV H (q, τ) (2.90)

La derivación de las ecuaciones mostradas en esta sección están basadas en las siguientes suposiciones:

1. Se considera una solución diluida.

2. Se supone que hay independencia estad́ıstica entre las rotaciones moleculares y las traslaciones.

3. Los movimientos translacionales de los dispersores están gobernados por la ecuación de difusión.

4. Los movimientos rotacionales están descritos por la ecuación de difusión de Debye.

El tratamiento anterior ha sido considerando objetos dispersores esféricos, el enfoque para objetos
dispersores con forma arbitraria conlleva a los mismos resultados para las funciones de correlación (2.87)
y (2.88) (14). En dispersión dinámica de luz se trabaja con cantidades normalizadas, las funciones de
correlación normalizadas de campos para dispersión dinámica depolarizada de luz (DDLS por sus siglas
en inglés) (ecuaciones (2.87) y (2.88)) son:

f̂V V (q, τ) =
fV V (q, τ)

fV V (q, 0)
=

45α2e−q
2Dτ + 4β2e−6Θτe−q

2Dτ

45α2 + 4β2
(2.91)

f̂V H(q, τ) =
fV H(q, τ)

fV H(q, 0)
= e−6Θτe−q

2Dτ (2.92)

2.2.5. Funciones intermedias de dispersión

En esta sección presentamos el método propuesto por Dı́az-Leyva et al (18) para encontrar los
coeficientes de difusión translacional y orientacional de los trazadores coloidales anisótropos en términos
de funciones de correlación de campos. Para ello usamos la función de correlación normalizada de campos
en la geometŕıa VH (ecuación 1.93), obtenemos las funciones de correlación f̂V H(q, τ) para dos vectores
dispersores diferentes q1 y q2:

f̂V H (q1, τ) = e−6Θτe−q
2
1Dτ (2.93)

f̂V H (q2, τ) = e−6Θτe−q
2
2Dτ (2.94)

Al dividir la ecuación (2.93) entre la (2.94) se obtiene la función de dispersión intermedia transla-
cional.
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f̂V H (q1, τ)

f̂V H (q2, τ)
=
e−q

2
1Dτ

e−q
2
2Dτ

= e(q
2
2−q21)Dτ (2.95)

Sacando el logaritmo natural de la ecuación (2.95) se tiene:

ln

∣∣∣∣∣ f̂V H (q1, τ)

f̂V H (q2, τ)

∣∣∣∣∣ =
(
q2

2 − q2
1

)
Dτ (2.96)

Definiendo a Γt ≡ (q2
1 − q2

2)D la ecuación (2.96) queda como sigue:

ln

∣∣∣∣∣ f̂V H (q1, τ)

f̂V H (q2, τ)

∣∣∣∣∣ = −Γtτ (2.97)

De esta última ecuación por medio de un ajuste lineal se puede obtener el coeficiente de difusión
translacional de las part́ıculas midiendo experimentalmente las funciones de correlación de campos a
dos vectores dispersores diferentes. Si el comportamiento de la ecuación 2.97 no es lineal, se puede usar
el método de cumulantes (19) extendido para DDLS (20).

Sacando el logaritmo natural a las ecuaciones (2.93) y (2.94) se obtiene lo siguiente:

ln
(
f̂V H (q1, τ)

)
= −6Θτ − q2

1Dτ (2.98)

ln
(
f̂V H (q2, τ)

)
= −6Θτ − q2

2Dτ (2.99)

Por otro lado al multiplicar la ecuación (2.99) por q2
1 y restarle la ecuación (2.98) multiplicada a su

vez por q2
2 se obtiene:

q2
1 ln
(
f̂V H (q2, τ)

)
− q2

2 ln
(
f̂V H (q1, τ)

)
= −6q2

1Θτ + 6q2
2Θτ (2.100)

Aplicando la propiedad para el logaritmo de una potencia y un cociente al miembro derecho de la
ecuación (2.100) obtenemos la función de dispersión intermedia orientacional:

ln

∣∣∣∣∣∣∣
[
f̂V H (q2, τ)

]q21
[
f̂V H (q1, τ)

]q22
∣∣∣∣∣∣∣ = 6

(
q2

2 − q2
1

)
Θτ (2.101)

Definiendo la a Γr ≡ 6(q2
1 − q2

2)Θ la ecuación (2.101) queda como sigue:

ln

∣∣∣∣∣∣∣
[
f̂V H (q2, τ)

]q21
[
f̂V H (q1, τ)

]q22
∣∣∣∣∣∣∣ = −Γrτ (2.102)
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En la práctica experimental se obtienen las funciones de correlación de intensidad de luz depolarizada
ĝ

(2)
V H (q1, τ) y ĝ

(2)
V H (q2, τ). Por medio de la relación de Siegert (válida solo para sistemas ergódicos)

obtenemos las funciones de correlación de campos f̂V H(q1, τ) y f̂V H(q2, τ). Luego podemos graficar las
ecuaciones (2.97) y (2.102) y a si obtener las constantes Γt y Γr que nos permitirán encontrar de manera
experimental los coeficientes de difusión traslacional y rotacional respectivamente. Después combinando
las ecuaciones de Stokes- Einstein translacional (ecuación (2.49)) y rotacional (ecuación (2.73)) podemos
calcular el radio hidrodinámico promedio de la suspensión coloidal:

D

Θ
=

Γr
Γr

=

KBT
6πηr

KBT
8πηr3

=
4

3
r2 (2.103)

Por lo que el radio hidrodinámico está dado por:

r =

√
3D

4Θ
(2.104)

El análisis anterior es el utilizado para el caso de sistemas monodispersos. Para el caso de sistemas
polidispersos se sigue el método de análisis de cumulantes para dispersión dinámica depolarizada de luz
(20).

2.2.6. Sistemas no ergódicos

En Mecánica Clásica el estado instantáneo de un sistema aislado con f grados de libertad (en
nuestro caso el ensamble de part́ıculas) puede especificarse por el conjunto de coordenadas gener-
alizadas (q1, q2, ..., qf ) y momentos generalizados (p1, p2, ..., pf ). Un estado de tal sistema puede ser
representado por un punto Γt = (q1 (t) , . . . qf (t) , . . . , p1 (t) , . . . , pf (t)) en un espacio cartesiano 2f-
dimensional cuyos ejes coordenados ortogonales están dados por esas f posiciones y esos f momen-
tos generalizados, a dicho espacio se le llama espacio fase. Dado el estado inicial del sistema Γ0 =
(q1 (0) , . . . qf (0) , . . . , p1 (0) , . . . , pf (0)) las ecuaciones canónicas de movimiento (o ecuaciones de Hamil-
ton):

q̇i =
∂H

∂pi

ṗi =
∂H

∂qi

(2.105)

con i = 1, 2, ..., f

Tienen soluciones únicas de tal forma que todos los estados subsecuentes del sistema están ambigua-
mente especificados para todo tiempo. Es decir dado el Hamiltoniano del sistema (que para el caso
de un sistema conservativo es posible expresarlo como H = T (p1, ..., pf ) + V (q1, ..., qf ) donde T es la
enerǵıa cinética y V la enerǵıa potencial del sistema) las posiciones y momentos en cualquier instante
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de tiempo t: Γt = (q1 (t) , . . . qf (t) , . . . , p1 (t) , . . . , pf (t))) están determinadas por el estado inicial del
sistema y las ecuaciones canónicas de movimiento. La evolución del sistema se puede representar por
una trayectoria en el espacio fase como se muestra en la Figura (2.5) (a).

Una propiedad mecánica del sistema es una función que depende del estado instantáneo Γt. Por
ejemplo si y es una propiedad mecánica, entonces y(t) = y(Γt) es una variable aleatoria que depende
del estado instantáneo del sistema. Ejemplos de propiedades mecánicas de un sistema son la presión,
temperatura, densidad o intensidad de luz dispersada. El comportamiento t́ıpico de una propiedad
mecánica correspondiente a una trayectoria dada en el espacio fase se muestra en la Figura (2.5) (b).

Figura 2.5: (a) Representación esquemática de una trayectoria en el espacio fase, Γ0 representa el estado

del sistema al tiempo cero y Γt el estado del sistema al tiempo t. (b) Variación de la propiedad mecánica

correspondiente a la trayectoria en (a). (Adaptado de Bruce J. Berne y Robert Pecora, en “Dynamic Light

Scattering”).

El promedio en el ensamble de una variable aleatoria y denotado por 〈y〉 a un tiempo dado, se realiza
sobre todos los sistemas del ensamble (Figura (2.6) (a)) y está definido de la siguiente manera:

〈y (t)〉 ≡ 1

N

N∑
k=1

yk (t) (2.106)
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Donde yk(t) es el valor asumido por y(t) en el k-ésimo sistema del ensamble y N es el número (muy
grande) total de sistemas en el ensamble.

Figura 2.6: (a) Sistema de ensambles de la variable aleatoria y. (b)Promedio temporal en el k-ésimo ensamble

de la variable aleatoria y.

El promedio temporal de una variable aleatoria y denotado por {y} es el realizado por un sistema
en particular yk del ensamble (Figura (2.6) (b)) y se realiza sobre un intervalo de tiempo muy grande
2Θ (en donde Θ→∞):

{
yk (t)

}
≡ 1

2Θ

∫ Θ

−Θ

yk (t+ t′) dt′ (2.107)
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El promedio de ensamble es tomado verticalmente para un tiempo t mientras que el promedio tem-
poral es tomado horizontalmente para algún k.

Los promedios en el ensamble y en el tiempo conmutan ya que:

〈({
yk (t)

})〉
=

1

N

N∑
k=1

[
1

2Θ

∫ Θ

−Θ

yk (t+ t′) dt′
]

=
1

2Θ

∫ Θ

−Θ

[
1

N

N∑
k=1

yk (t+ t′)

]
dt′

=
1

2Θ

∫ Θ

−Θ

〈y (t+ t′)〉 dt′

=
{〈
yk (t)

〉}
(2.108)

Si y es una propiedad estacionaria, entonces su promedio temporal no depende del origen elegido
como referencia para su descripción estad́ıstica. Esto equivale a decir que el mismo ensamble se produce
cuando todos los sistemas yk(t) del ensamble se desplazan por cantidades arbitrarias en el tiempo.
Para un ensamble estacionario hay una relación entre los promedios temporales y de ensamble. Si se
supone que (con la posible excepción de un número despreciable de sistemas en el ensamble) la variable
yk(t) para cada sistema del ensamble pasa a través de todos los valores accesibles al ensamble (lo que es
equivalente a decir que cada sistema recorre todas las posibles configuraciones espaciales del espacio fase)
en el transcurso de un tiempo suficientemente largo (Suposición Ergódica) (21), entonces el promedio
temporal de y debeŕıa ser el mismo para cada sistema del ensamble, esto es:{

yk (t)
}

= {y (t)} (2.109)

De igual forma el promedio en el ensamble de la variable aleatoria y debeŕıa ser independiente de
en qué tiempo se realice, esto es:

〈y (t)〉 = 〈y〉 (2.110)

Tomando el promedio en el ensamble a la ecuación (2.109) se tiene:〈{
yk (t)

}〉
= {y (t)} (2.111)

Tomando el promedio temporal a la ecuación (2.110) se tiene:{〈
yk (t)

〉}
= 〈y〉 (2.112)

Luego comparando la ecuación (2.108) con las ecuaciones (2.111)y (2.112) se obtiene la siguiente
conclusión: para un sistema ergódico estacionario el promedio temporal de una variable aleatoria y es
igual a su promedio en el ensamble:
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{y (t)} = 〈y〉 (2.113)

Un medio no ergódico es aquel en el que la ecuación (2.113) no es válida. Tal es el caso del sistema
estudiado en este trabajo en el que las part́ıculas trazadoras exploran solo una parte del espacio de con-
figuraciones debido a que sus movimientos translacionales y rotacionales están restringidos por el gel.
Como consecuencia, los promedios temporales y de ensamble de las variables de estudio ya no son los
mismos (la relación de Siegert ya no es válida). Peter Pusey y Van Megen (5) derivaron un procedimine-
to para el dinámica translacional de part́ıculas isótropas en un medio no ergódico. Ellos relacionaron
la función de correlación de intensidad dispersada promediada en el tiempo (obtenida del experimento)
con la función de correlación de campos promediada en el ensamble (relación de Siegert para sistemas
no ergódicos). Pedro Dı́az y colaboradores (11) basados en el método de Pusey y Van Megen incluyeron
la rotación para un sistema compuesto de part́ıculas ópticamente anisótropas dentro de un medio no
ergódico. Los cálculos muestran que la relación de Siegert resultante es la misma que la encontrada
por Pusey y Van Megen para el caso translacional. En lo siguiente se esbozará el procedimiento para
encontrar dicha relación.

Las componentes del campo eléctrico dispersado por part́ıculas brownianas ópticamente anisótropas
están dadas por (14) :

EV X (~q, t) =
N∑
j=1

αjV Xe
i~q·~rj(t) (2.114)

En donde el sub́ındice X se refiere a la proyección del tensor de polarizabilidad de la part́ıcula j sobre
las direcciones de polarización vertical u horizontal (V o H). Simplificando la notación nos referimos a
cada componente como:

E (~q, t) =
N∑
j=1

αjei~q·~rj(t) (2.115)

ya que la discusión que sigue se aplica a ambos. De la referencia [(5)] definimos:

~rj = ~Rj + ~∆j(t) (2.116)

En donde

~Rj = 〈~rj (t)〉T (2.117)

es la posición promedio fija de las part́ıculas.
y 〈

~∆j (t)
〉
T

= 0 (2.118)
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el desplazamiento limitado alrededor de las posiciones promedio de la part́ıculas.

La definición para ~rj dada por la ecuación (2.116) permite separar el campo eléctrico dispersado
(ecuación (2.115)) por la suspensión de part́ıculas anisótropas en dos términos, uno constante y uno
fluctuante:

E (~q, t) = EF (~q, t) + EC (~q, t) (2.119)

En donde el término fluctuante está dado por:

EF (~q, t) =
N∑
j=1

ei~q·
~Rj
[
αj (t) ei~q·

~∆j (t)−Wj

]
(2.120)

y el término constante por:

EC (~q, t) =
N∑
j=1

Wje
i~q·~Rj (2.121)

Con la constante Wj dada por:

Wj =
〈
αj (t) ei~q·

~∆j(t)
〉
T

(2.122)

Usando la definición de Wj obtenemos la siguiente propiedad:

〈EF (~q, t)〉T =
N∑
j=1

ei~q·
~Rj
[〈
αj (t) ei~q·

~∆j (t)
〉
T
−Wj (t)

]
= 0 (2.123)

Este desarrollo está bajo las siguientes suposiciones: (1) El número de part́ıculas N dentro del vol-
umen dispersor es muy grande, (2) La dimensión lineal V 1/3 es muy grande comparada con q−1, (3)

El rango de correlaciones espaciales entre las part́ıculas es mucho menor que V
1/3
s (4) En algún suben-

samble el rango de correlaciones espaciales entre los desplazamientos ~∆j es mucho menor que V 1/3. El
campo fluctuante EF (~q, t) es una función compleja gaussiana cuyo promedio temporal es cero (ecuación
(2.123)) formada por una suma de muchos términos aleatorios independientes.

Usando la propiedad (2.123) el promedio temporal de la intensidad de luz dispersada está dada por:

〈I (~q)〉T =
〈
|E (~q, t)|2

〉
T

=
〈
|EF (~q, t) + EC (~q, t)|2

〉
T

= IC (~q) + 〈IF (~q, t)〉T (2.124)

El término de intensidad constante IC(~q) define una región de luminosidad constante (zona de co-
herencia no fluctuante) la cual es caracteŕıstica de un sistema dispersor no ergódico. Este término es
cero sólo en el caso en el que ∆j(t) o αj(t) muestrean todo el espacio de configuraciones espaciales. En
este caso Wj → 0 y IC(~q) ≡ |EC(~q)|2 → 0. De esta manera Wj aparece como una medida de la no
ergodicidad para los movimientos de translación y de rotación de part́ıculas ópticamente anisótropas
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dentro del medio.

La función de autocorrelación temporal para el campo eléctrico está dada por:

〈EF (~q, 0)E∗F (~q, τ)〉T =
N∑
j=1

N∑
k=1

ei~q·(
~Rj−~Rk)

〈(
αj (0) ei~q·

~∆j(0) −Wj

)(
α∗k (τ) ei~q·

~∆j(τ) −W ∗
k

)〉
T

(2.125)

Usando la definición de Wj se tiene que:

−
〈
αj (0) ei~q·

~∆j(0)
〉
T
W ∗
k −Wj

〈
α∗k (τ) e−i~q·

~∆k(τ)
〉
T

= −WjW
∗
k −WjW

∗
k

= − 2WjW
∗
k

(2.126)

Substituyendo esta última ecuación en la (2.125) se obtiene lo siguiente:

〈EF (~q, 0)E∗F (~q, τ)〉T =
N∑
j=1

N∑
k=1

ei~q·(
~Rj−~Rk)

[{〈
αj (0)α∗k (τ) ei~q·(

~∆j(0)−~∆k(τ))
〉
T
−WjW

∗
k

}]
(2.127)

La ecuación (2.127) puede ser escrita de la siguiente manera usando usando las siguientes definiciones
(ecuaciones: 2.129 y 2.130 ):

〈EF (~q, 0)E∗F (~q, τ)〉T = N {f (q, τ)− f (q,∞)} (2.128)

En donde f(k, τ) es ahora la función de autocorrelación de campo eléctrico para un sistema de
part́ıculas ópticamente anisotrópicas en un medio no ergódico:

f (q, τ) =
1

N

N∑
j=1

N∑
k=1

〈
αj (0)α∗k (τ) ei~q·(~rj(0)−~rk(τ))

〉
E

=
1

N

N∑
j=1

N∑
k=1

ei~q·(
~Rj−~Rk)

〈
αj (0)α∗k (τ) ei~q·(

~∆j(0)−~∆k(τ))
〉
E

(2.129)

y f 3(q,∞) es f 3(q, τ) para grandes tiempos de retardo en donde Ej(t = 0) y Ek(t = 0 + τ) están
sin correlación por lo que:

f (q,∞) =
1

N

N∑
j=1

N∑
k=1

ei~q·(
~Rj−~Rk)WjW

∗
k (2.130)

De esta última ecuación se observa que el campo eléctrico fluctuante llega a descorrelacionarse a
tiempos grandes, es decir:
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ĺım
τ→∞
〈EF (~q, 0)E∗F (~q, τ)〉T = 0 (2.131)

De la ecuación (2.129) la relación entre la intensidad promediada en el ensamble y el factor dinámico
de estructura a t = 0 es:

〈I (~q, 0)〉E = Nf (q, 0) (2.132)

Usando (2.128) y esta última ecuación se obtiene:

〈EF (~q, 0)E∗F (~q, τ)〉T = 〈I (~q, 0)〉E
[
f̂ (k, τ)− f̂ (k,∞)

]
(2.133)

En donde f̂(q, τ) es la función de correlación normalizada del campo eléctrico para part́ıculas
anisótropas en el medio no ergódico:

f̂ (q, τ) =
f (q, τ)

f (q, 0)
(2.134)

En t = 0 la ecuación (2.133) se reduce a lo siguiente:

〈IF (~q, 0)〉T = 〈I (~q)〉E
[
1− f̂ (q,∞)

]
(2.135)

En esta última ecuación se puede observar que 〈IF (~q)〉T < 〈I (~q)〉E puesto que f̂(q, τ) está valuada
entre 0 y 1. De esta manera la intensidad promediada en el tiempo y la promediada en el ensamble
para un sistema no ergódico difieren, mientras que para un sistema ergódico tienen el mismo valor;
f̂(q,∞) = 0.

Usando una situación heterodina (22) se tiene lo siguiente:

〈I (~q, 0) I (~q, τ)〉T = 〈IF (~q, 0) IF (~q, τ)〉T + 2IC 〈EF (~q, 0)E∗F (~q, τ)〉T + 2 〈IF (~q)〉T IC (k) + I2
C (2.136)

Usando la propiedad de gaussianidad para el campo eléctrico fluctuante EF , la ecuación anterior
queda escrita como sigue:

〈IF (~q, 0) IF (~q, τ)〉T = 〈IF (~q)〉2T + 〈EF (~q, 0)E∗F (~q, τ)〉2T (2.137)

Haciendo uso de las ecuaciones (2.133) y (2.135) la ecuación anterior queda escrita como sigue:

〈IF (~q, 0) IF (~q, τ)〉T = 〈IF (~q)〉2T
{[

1− f̂ (q,∞)
]2

+
[
f̂ (q, τ)− f̂ (q,∞)

]2
}

(2.138)

Usando las ecuaciones (2.124),(2.133),(2.135) y (2.138) en la ecuación (2.137) se tiene lo siguiente:
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〈I (~q, 0) I (~q, τ)〉T − 〈IF (~q)〉2T = 〈I (~q)〉2E
[
f̂ (q, τ)− f̂ (q,∞)

]2

+ 2IC (~q) 〈I (~q)〉E
[
f̂ (q, τ)− f̂ (q,∞)

] (2.139)

De las ecuaciones (2.124) y (2.135) se tiene:

IC (~q) = 〈I (~q)〉T − 〈I (~q)〉E
[
1− f̂ (q,∞)

]
(2.140)

Finalmente usando las ecuaciones (2.139) y (2.140), la función de correlación normalizada de inten-
sidad dispersada (ecuación (2.41)) por un sistema de part́ıculas ópticamente anosotrópicas confinadas
en un medio no ergódico, está dada por la siguiente ecuación:

ĝ(2) (q, τ) ≡ 〈I (~q, 0) I (~q, τ)〉T
〈I (~q)〉2T

= 1 + Y 2

[(
f̂ (q, τ)

)2

−
(
f̂ (q,∞)

)2
]

+ 2Y (1− Y )
[
f̂ (q, τ)− f̂ (q,∞)

] (2.141)

En donde el parámetro Y está dado por el siguiente cociente:

Y =
〈I (~q)〉E
〈I (~q)〉T

(2.142)

En un experimento de dispersión dinámica de luz por part́ıculas anisotrópicas dentro de un medio
no ergódico, la función de correlación de intensidad (ecuación (2.41)) y el promedio de intensidad tem-
poral 〈I(~q)〉T son obtenidos del correlador digital. El promedio de intensidad dispersada en el ensamble
〈I(~q)〉E se obtiene al medir la intensidad dispersada por varios elementos de volumen independientes
de la muestra. Para esto, en la práctica la muestra se rota mientras el haz incide sobre ella iluminando
aśı las diferentes regiones del volumen dispersor.

La ecuación cuadrática (2.141) puede ser resuelta para encontrar f̂(k, τ) en términos de ĝ(2)(k, τ)
(10):

f̂ (q, τ) =
Y − 1

Y
+

1

Y

√
ĝ(2) (q, τ)− ĝ(2) (q, 0) (2.143)

Considerando la suposición (4) de esta sección la función de correlación g(3)(k, τ) queda escrita de
la siguiente manera:

f (q, τ) =
1

N

N∑
j=1

〈
αj (0)α∗j (τ) ei~q·(

~∆j(0)−~∆j(τ))
〉
E

(2.144)

La ecuación (2.144) es idéntica a la función de correlación f(q, τ) dada por la ecuación (2.54) de
la sección 2.5 salvo el factor 1/N . Al realizar el mismo desarrollo de la sección 2.5 para la función de
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correlación f(q, τ) (ecuación (2.144)) se obtienen expresiones idénticas para las funciones de correlación
normalizadas depolarizadas de campos (ecuaciones (2.91)y (2.92)). Aśı, aplicando el modelo de la sección
2.5 al tratamiento de dispersión dinámica de luz para part́ıculas anisotrópicas en un medio no ergódico
obtenemos lo siguiente:

f̂V V (q, τ) =
fV V (q, τ)

fV V (q, 0)
=

45α2e−q
2Dτ + 4β2e−6Θτe−q

2Dτ

45α2 + 4β2
(2.145)

f̂V H (q, τ) =
fV H (q, τ)

fV H (q, 0)
= e−6Θτe−q

2Dτ

(2.146)

En donde:

fV V (q, τ) =

(
α2 +

4

45
β2e−6Θτ

)
e−q

2Dτ (2.147)

fV H (q, τ) =
1

15
β2e−6Θτe−q

2Dτ (2.148)

En estas últimas ecuaciones el factor 1/N no aparece debido a la definición de f(k, τ) dada por la
ecuación (2.144). Luego siguiendo el procedimiento de la sección (2.6) también tenemos las siguientes
ecuaciones:

ln

∣∣∣∣∣
{
f̂V H (q1, τ)

f̂V H (q2, τ)

}∣∣∣∣∣ =
(
q2

2 − q2
1

)
Dτ (2.149)

ln

∣∣∣∣∣∣∣
[
f̂V H (q2, τ)

]q21
[
f̂V H (q1, τ)

]q22
∣∣∣∣∣∣∣ = 6

(
q2

2 − q2
1

)
Θτ (2.150)

En general el movimiento de part́ıculas trazadoras dentro de un medio no ergódico tal como un gel
es subdifusivo por lo que es necesario realizar los siguientes cambios de variables (23)

Dτ → W (τ) (2.151)

Θτ → Ω (τ) (2.152)

Luego las ecuaciones (2.149) y (2.150) quedan de la siguiente forma:

W (τ) =
1

q2
2 − q2

1

ln

∣∣∣∣∣
{
f̂V H (q1, τ)

f̂V H (q2, τ)

}∣∣∣∣∣ (2.153)
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Ω (τ) =
1

6 (q2
2 − q2

1)
ln

∣∣∣∣∣∣∣
[
f̂V H (q2, τ)

]q21
[
f̂V H (q1, τ)

]q22
∣∣∣∣∣∣∣ (2.154)

En donde W (t) y Ω(t) es el desplazamiento cuadrático medio translacional (TMSD por sus siglas en
inglés) y rotacional (RMSD por sus siglas en inglés) respectivamente cuyas definiciones son las siguientes
(24)

W (t) =

〈
|~r(0)− ~r(t)|2

〉
E

6
(2.155)

Ω (t) =

〈
|θ (0)− θ (t)|2

〉
E

4
(2.156)

Combinando la ecuación (2.153) con la (2.155) y la ecuación (2.154) con la (2.156) obtenemos el
desplazamiento cuadrático medio translacional (RMSD por sus siglas en ingles) y rotacional (RMSD)
de las part́ıculas trazadoras anisótropas dentro del gel en términos de cantidades medidas por dispersión
dinámica depolarizada de luz:

〈
|~r (0)− ~r (τ)|2

〉
E

=
6

q2
2 − q2

1

ln

∣∣∣∣∣
{
f̂V H (q1, τ)

f̂V H (q2, τ)

}∣∣∣∣∣ (2.157)

〈
|θ (0)− θ (τ)|2

〉
E

=
2

3 (q2
2 − q2

1)
ln

∣∣∣∣∣∣∣
[
f̂V H (q2, τ)

]q21
[
f̂V H (q1, τ)

]q22
∣∣∣∣∣∣∣ (2.158)

Por último dado que la ecuación (2.144) es un caso especial de la ecuación (2.129), la ecuación
(2.143) también es válida para la función de correlación f(k, τ) dada por (2.144). Luego las funciones
de correlación f̂V V (k, τ) y f̂V H (k, τ) dadas por las ecuaciones (2.145) y (2.146) respectivamente se
calculan de la ecuación (2.143) al utilizar las correspondientes geometŕıas (VV o VH). Finalmente, las
expresiones referentes al desplazamiento cuadrático medio traslacional y rotacional son:

〈
|~r (0)− ~r (τ)|2

〉
E

=
6

q2
2 − q2

1

ln

∣∣∣∣∣
{

(Y − 1) /Y + (1/Y )
√
ĝ(2) (q1, τ)− ĝ(2) (q2, 0)

(Y − 1) /Y + (1/Y )
√
ĝ(2) (q2, τ)− ĝ(2) (q2, 0)

}∣∣∣∣∣ (2.159)

〈
|θ (0)− θ (τ)|2

〉
E

=
2

3 (q2
2 − q2

1)
ln

∣∣∣∣∣∣
[
(Y − 1) /Y + (1/Y )

√
ĝ(2) (q2, τ)− ĝ(2) (q2, 0)

]q21[
(Y − 1) /Y + (1/Y )

√
ĝ(2) (q1, τ)− ĝ(2) (q2, 0)

]q22
∣∣∣∣∣∣ (2.160)

Con el parámetro Y y la función ĝ(2)(q, τ) medidos para la geometŕıa VH.
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2.3. Micro-reoloǵıa translacional y rotacional de trazadores

coloidales

La Micro-reoloǵıa es una técnica utilizada para medir las propiedades reológicas de un medio vis-
coelástico a través de la dinámica de part́ıculas trazadoras inmersas dentro del mismo. Es una nueva
forma de hacer reoloǵıa la cual se realizaba tradicionalmente con un reómetro (reoloǵıa mecánica). Mien-
tras que en la reoloǵıa mecánica se miden propiedades promedio de bulto, en micro-reoloǵıa se hace
una caracterización localizada sobre cierto lugar de la muestra. En reoloǵıa mecánica se requieren canti-
dades apreciables de muestra (15-50 gr) sin embargo micro-reoloǵıa puede usar pequeñas cantidades de
muestra (1-5 g). Debido a limitaciones mecánicas, reoloǵıa mecánica solo puede muestrear frecuencias
de hasta unos pocos cientos de Hz mientras que en micro-reoloǵıa se pueden acceder a frecuencias de
corte de hasta MHz debido a que el movimiento browniano de las part́ıculas alcanza frecuencias de corte
muy altas dentro del medio.

Muchos materiales poseen estructuras complejas que almacenan y disipan enerǵıa mecánica cuando
sufren una deformación de corte. A estos materiales se les conoce como medios viscoelásticos o fluidos
complejos (6), las enerǵıas involucradas dependen de la frecuencia de corte impuesta sobre el medio.
La capacidad para almacenar o disipar enerǵıa en un fluido complejo es medida por el módulo de corte
complejo G∗(ω) (módulo viscoelástico o viscosidad compleja), el cual determina la deformación inducida
en el material al realizar una deformación de corte oscilatoria a una frecuencia ω (25). La parte real
del módulo complejo es la componente elástica de la deformación o el módulo elástico G

′
(ω) y está en

fase con la deformación de corte impuesta. Dicho módulo esta relacionado con la enerǵıa almacenada
por el medio complejo como consecuencia de realizar una deformación sobre él. Por otra parte, la parte
imaginaria del módulo complejo es la componente viscosa o módulo viscoso o de pérdida G

′
(ω) de la

deformación y está fuera de fase con la deformación de corte impuesta. Este módulo está ligado a la
enerǵıa disipada por el medio como resultado de hacer una deformación de corte sobre el mismo.

En lo que sigue se esbozará el método de T. G. Mason y colaboradores (26) para obtener el módulo
complejo G∗T (s) de medios viscoeláticos a partir de la dinámica translacional (desplazamiento cuadrático
medio translacional 〈δr2(s)〉) de part́ıculas trazadoras inmersas dentro del medio, asimismo se esbozará el
método de Z. Cheng and Mason (8) para obtener el módulo complejo G∗R(s) a partir de la dinámica
rotacional (desplazamiento cuadrático medio orientacional 〈δθ2(s)〉) de las part́ıculas trazadoras. Am-
bos métodos consisten en generalizar la ecuación de Stokes-Einstein para cada dinámica a través de
la ecuación de generalizada de Langevin. El resultado es la ecuación de Stokes-Einstein para ambas
dinámicas dependiente de la frecuencia en el dominio de Fourier (ω).

El movimiento de una esfera flotante neutra inmersa dentro de un medio complejo puede ser descrito
por medio de la ecuación generalizada de Langevin (27)
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mv̇ = fR (t)−
∫ t

0

ξ (t− τ) v (τ) dτ (2.161)

en donde m es la masa de la part́ıcula y v̇(t) su aceleración. La ecuación (2.161) expresa las fuerzas
que actúan sobre la part́ıcula; la fuerza gaussiana fR representa las fuerzas aleatorias sobre la part́ıcula
e incluye la contribución de fuerzas directas con otras part́ıculas (o estructuras en el medio) y las
fuerzas brownianas estocásticas. El término integral representa el amortiguamiento viscoso del fluido, e
incorpora una función de memoria generalizada dependiente del tiempo ξ(t) la cual describe la respuesta
viscolelástica local del fluido. La enerǵıa almacenada en el medio viscoelástico como consecuencia de una
deformación, produce cambios de importancia en las correlaciones temporales de las fuerzas estocásticas
que actúan sobre la part́ıcula en el equilibrio térmico. A saber, el teorema de fluctuación disipación es
ahora:

〈fR (0) fR (t)〉 = kBTξ (t) (2.162)

en donde kB es la constante de Boltzman y T es la temperatura. La distribución de fuerzas aleatorias
están enteramente desacopladas de la distribución pasada de velocidades:

〈v (0) fR (t)〉 = 0 (2.163)

en donde los corchetes angulares denotan promedio en el ensamble. La equipartición de la enerǵıa
interna establece el valor insatantáneo de la velocidad cuadrática media:

m 〈v (t) v (t)〉 = kBT (2.164)

Para relacionar la velocidad de la esfera y la función de memoria local, resolvemos la ecuación (2.161)
tomando la trasnformada unilateral de Fourier teniendo en cuenta que ξ(t) = 0 para t < 0 por lo que
los ĺımites de integración en el término de convolución pueden ser cambiados de (0, t) a (0,∞):

v∗ (ω) =
f ∗R +mv (0)

ξ∗ (ω) + iωm
(2.165)

en donde se han conservado las condiciones iniciales para la velocidad. Para calcular la transformada
de la función de autocorrelación de velocidad, multiplicamos la ecuación (2.165) por v(0) y promediamos
en el ensamble:

〈v (0) v∗ (ω)〉 =
kBT

ξ∗ (ω) + iωm
(2.166)

La ecuación (2.166) ha sido simplificada usando la equipartición de la enerǵıa ( ecuación (2.164)) y
la ausencia de correlación entre la fuerza aleatoria y la velocidad inicial (ecuación (2.163)). El término
kBT refleja la disipación de fluctuación térmica en el medio mientras que el término iωm es debido a la
inercia y es despreciable excepto para frecuencias muy altas. Resolviendo para la función de memoria
local, tenemos:
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ξ∗ (ω) =
kBT

〈v (0) v∗ (ω)〉
(2.167)

Expresando la ecuación (2.167) en términos de la transformada de Fourier del desplazamiento
cuadrático medio en tres dimensiones para ω > 0, por medio de la relación u {〈∆r2 (t)〉} =

[
6/ (iω)2]

u {〈v (0) v (t)〉}
, tenemos:

ξ∗ (ω) =
6kBT[

(iω)2
u {〈∆r2 (t)〉}

] (2.168)

Para obtener el módulo complejo macroscópico, asumimos que el fluido puede ser tratado como
un continuo alrededor de la esfera. Esto es estrictamente valido cuando las escalas de longitud de las
estructuras que conforman al medio son mucho más pequeñas que el radio a de la esfera coloidal.
Puesto que la solución exacta para el flujo de campo de un fluido complejo arbitrario circundante a una
esfera en movimiento es conocido, nosotros suponemos que la relación de Stokes para el arrastre de un
fluido puramente viscoso puede ser usado para determinar la viscosidad compleja: η(ω) sobre todas las
frecuencias. De esta manera, suponemos que la función de memoria microscópica es proporcional a la
frecuencia de bulto:

η∗ (ω) =
ξ∗ (w)

6πa
(2.169)

en donde ω representa la frecuencia en el dominio de Fourier. Esta relación es exacta en el ĺımite de un
fluido puramente viscoso, aqúı nosotros asumimos el mismo comportamiento para fluidos viscoelásticos
en todas las frecuencias. De esto el módulo de corte complejo puede ser calculado usando la siguiente
relación: G∗(ω) = iωξ∗(ω)

G∗T (ω) =
kBT

iωπau {〈∆r2 (t)〉}
(2.170)

El sub́ındice T en esta última ecuación denota el módulo complejo obtenido a partir de la dinámica
translacional de las part́ıculas trazadoras. La difusión rotacional unidimensional del eje de simetŕıa de
una part́ıcula en un medio viscoelástico, puede ser descrita usando una ecuación de torca de Langevin:

Iv̇ (t) = τR (t)−
∫ y

0

v (τ) ξ (t− τ) dτ (2.171)

en donde ν = dθ/dt es la velocidad angular del eje de simetŕıa, I es la inercia rotacional de la
part́ıcula alrededor de un eje central perpendicular al eje de simetŕıa, τR es la torca térmica aleatoria
y ζ(t) es la función de memoria rotacional. La solución de la ecuación (2.171) es análoga a la solución
de la ecuación de Langevin para el caso de difusión translacional. Tomando la transformada unilateral
de Fourier de la ecuación (2.171) conservando las condiciones iniciales, multiplicando por la frecuencia
angular inicial y promediando en el ensamble se obtiene:
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〈v (0) v∗ (ω)〉 =
kBT

ξ∗ (ω) + IS
(2.172)

Despreciando el término de inercia y usando la identidad 〈v (0) v∗ (ω)〉 = (iω)2
u {〈∆2θ (ω)〉} /2 ,

podemos relacionar la función de memoria rotacional con el desplazamiento cuadrático medio orienta-
cional:

ξ∗ (ω) =
2kBT

(iω)2
u {〈∆2θ (ω)〉}

(2.173)

Para esferas de radio a suponemos que la función de memoria rotacional es proporcional a la vis-
cosidad dependiente de la frecuencia η∗(ω): ζ∗(ω) = 8πa3η∗(ω). Luego de esta relación y la ecuación
(2.173) tenemos:

η∗ (ω) =
2kBT

4πa3 (iω)2
u {〈∆2θ (ω)〉}

(2.174)

Finalmente el módulo complejo obtenido de la dinámica rotacional es G∗R(ω) = iωη∗(ω):

G∗R (ω) =
2kBT

4πa3 (iω) u {〈∆2θ (ω)〉}
(2.175)

2.3.1. Estimación del módulo viscoelástico de fluidos complejos

En esta sección describimos el método de Tomas G. Mason (28) y su contraparte extendida por
D. Leyva y colaboradores (29) para rotación y obtenemos el módulo complejo G∗(ω) de medios vis-
coelásticos a través de la dinámica translacional y rotacional (TMSD y RMSD respectivamente) de
las part́ıculas que actúan como trazadoras dentro del medio. Los métodos consisten en desarrollar el
TMSD junto con el RMSD en una serie de potencias y substituir estas transformaciones algebraicas en
los correspondientes módulos complejos (G∗T (ω) y G∗R(ω) respectivamente). Este enfoque se hace con
designio de corregir errores de truncamiento en los módulos cerca de los extremos de frecuencia, ya que
el intervalo temporal de un experimento de dispersión de luz es finito y la transformada de Fourier del
TMSD (u{〈∆r2(t)〉}) como del RMSD (u{〈∆2θ(ω)〉}) toman en cuenta intervalos infinitos de frecuencias.
Basados en este método, nosotros calculamos el cociente correspondiente a la parte elástica del módu-
lo complejo bajo ambas dinámicas: G′R(ω)/G′T (ω) y el correspondiente a la parte viscosa: G′′R(ω)/G′′T (ω).

Consideremos un ensamble de part́ıculas coloidales de radio a inmersas en un medio viscoelástico
descrito por el módulo complejo G∗(ω). Si enfocamos nuestra atención en el movimiento translacional de
las part́ıculas exploradoras, tenemos que usar la Ecuación Generalizada de Stokes-Einstein Translacional
(Ecuación (2.170) sección 2.8.):

G∗T (ω) =
2kBT

πaiωu {〈δr2 (t)〉}
(2.176)
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en donde kBT es la enerǵıa térmica que induce el movimiento de las part́ıculas trazadoras y
Fu{〈δr2(t)〉} es la transformada unilateral de Fourier del desplazamiento cuadrático medio translacional
〈δr2(t)〉 el cual es medido en este trabajo por dispersión dinámica depolarizada de luz. La contraparte
rotacional de la ecuación (2.176) está dada por la ecuación (2.175).

G∗R (ω) =
2kBT

4πa3iωu {〈δθ2 (t)〉}
(2.177)

en donde Fu {〈δθ2 (t)〉} es la transformada unilateral de Fourier del desplazamiento cuadrático medio
orientacional 〈δθ2(t)〉 el cual también es medido en este trabajo por dispersión dinámica depolarizada
de luz. En orden de realizar una comparación fiable entre los módulos elásticos, necesitamos expresar las
transformadas unilaterales de Fourier de una manera más conveniente. Los desplazamientos cuadráticos
〈δr2 (t)〉 y 〈δθ2 (t)〉 pueden ser expresadas por medio de un desarrollo en ley de potencias y = axk

alrededor de t = 1/ω: 〈
δr2 (t)

〉
=
〈
δr2 (1/ω)

〉
(ω (t))αT (ω) (2.178)

〈
δθ2 (t)

〉
=
〈
δθ2 (1/ω)

〉
(ω (t))αR(ω) (2.179)

en donde αT (ω) y αR(ω) son las derivadas logaŕıtmicas del TMSD y del RMSD respectivamente,
evaluadas en t = 1/ω:

αT (ω) =
d log 〈δr2 (t)〉
d log (t)

∣∣∣∣
t=1/ω

(2.180)

αR (ω) =
d log 〈δθ2 (t)〉
d log (t)

∣∣∣∣
t=1/ω

(2.181)

En general consideramos que tenemos una variable dependiente del tiempo A(t) (que puede ser r(t)
o θ(t)). La figura (2.7) muestra la gráfica del logaritmo del tiempo contra el logaritmo del desplaza-
miento cuadrático medio de A(t). El rango de α(ω) está localizado entre 0 y 1, siendo 1 para el caso de
movimiento libre (movimiento difusivo) y cero para el caso de movimiento sub-difusivo (arresto dinámi-
co). Usando las ecuaciones (2.178) y (2.179), las transformadas unilaterales de Fourier del TMSD y del
RMSD están dadas por:

Fu
{〈
δr2 (t)

〉}
=

1

iω

〈
δr2 (1/ω)

〉
iαT (ω)Γ [1 + αT (ω)] (2.182)

Fu
{〈
δθ2 (t)

〉}
=

1

iω

〈
δθ2 (1/ω)

〉
iαR(ω)Γ [1 + αR (ω)] (2.183)

44
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Figura 2.7: (a) Desplazamiento cuadrático medio de una variable dinámica A(t). El parámetro α(ω) se

encuentra entre 0 y 1.

Sabiendo que i−α puede ser reescrita como e−(iπα)/2, sustituimos las ecuaciones (2.182) y (2.183) en
(2.176) y (2.177):

G∗T (ω) =
kBTe

(iπαT (ω))/2

πa 〈δr2 (1/ω)〉Γ [1 + αT (ω)]
(2.184)

G∗R (ω) =
kBTe

(iπαR(ω))/2

4πa3 〈δθ2 (1/ω)〉Γ [1 + αR (ω)]
(2.185)

en donde αT (ω) y αR(ω) están dados por las ecuaciones (2.180)y (2.181) respectivamente. Usando
la ecuación de Euler sobre la ecuación (2.184), obtenemos:

G∗T (ω) = G′T (ω) + iG′′T (ω) (2.186)

En donde:

G′T (ω) = |G∗T (ω)| cos

(
παT (ω)

2

)
(2.187)

G′′T (ω) = |G∗T (ω)| sin
(
παT (ω)

2

)
(2.188)

con:

|G∗T (ω)| = kBT

4πa 〈δr2 (1/ω)〉Γ [1 + αT (ω)]
(2.189)
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Similarmente, usando la ecuación de Euler sobre (2.185), obtenemos:

G∗R (ω) = G′R (ω) + iG′′R (ω) (2.190)

En donde:

G′R (ω) = |G∗R (ω)| cos

(
παR (ω)

2

)
(2.191)

G′′R (ω) = |G∗R (ω)| sin
(
παR (ω)

2

)
(2.192)

con:

|G∗R (ω)| = kBT

4πa3 〈δθ2 (1/ω)〉Γ [1 + αR (ω)]
(2.193)

Los paréntesis angulares 〈〉 que aparecen aqúı, denotan un promedio en el ensamble. En este trabajo
tratamos una situación representada por un ensamble de trazadores coloidales confinados dentro de una
red visco-elástica hecha de un gel polimérico entrecruzado. Nosotros queremos comparar los módu-
los viscoelásticos explorados por el movimiento translacional de los trazadores con el explorado por el
movimiento rotacional de las mismos. En otras palabras, nosotros queremos saber cómo se comportan
las razones: G′R(ω)/G′T (ω) y G′′R(ω)/G′′T (ω). Estamos interesados en estos cocientes para dos reǵımenes
de tiempo: a) tiempos muy cortos, cuando el sistema se mueve casi libremente, y b) tiempos muy largos,
cuando el sistema ha alcanzado la condición de arresto dinámico.

De las ecuaciones (2.187) y (2.191) tenemos:

G′R (ω)

G′T (ω)
=
〈δr2 (1/ω)〉Γ [1 + αT (ω)] cos (παR (ω) /2)

4a2 〈δθ2 (1/ω)〉Γ [1 + αR (ω)] cos (παT (ω) /2)
(2.194)

Similarmente de las ecuaciones (2.188) y (2.192):

G′′R (ω)

G′′T (ω)
=
〈δr2 (1/ω)〉Γ [1 + αT (ω)] sin (παR (ω) /2)

4a2 〈δθ2 (1/ω)〉Γ [1 + αR (ω)] sin (παT (ω) /2)
(2.195)

Como primer caso, de la figura (2.7), nosotros observamos que el parámetro α(ω) tiende a 1 en el régi-
men t → 0 (o similarmente cuando ω →∞), en consecuencia αR (ω) = αT (ω) = 1 ⇒ Γ [1 + αR (ω)] =
Γ [1 + αT (ω)] = Γ [2] = 1⇒ G′T (ω →∞) = G′R (ω →∞) = 0 , por lo que:

G′′R (ω →∞)

G′′T (ω →∞)
=

1

4a

〈δr2 (t→ 0)〉
〈δθ2 (t→ 0)〉

(2.196)

Para el segundo caso, nosotros observamos que en la figura (2.7) el parámetro α(ω) tiende a cero
para el régimen de tiempo t→∞ (o similarmente cuando ω → 0), en consecuencia αR(ω) = αT (ω) = 0
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⇒ Γ[1 + αR(ω)] = Γ[1 + αT (ω)] = Γ[1] = 1 ⇒ G′′T (ω → 0) = G′′R(ω → 0) = 0 por lo que:

G′′R (ω →∞)

G′′T (ω →∞)
=

1

4a

〈δr2 (t→ 0)〉
〈δθ2 (t→ 0)〉

(2.197)

Si nosotros consideramos el movimiento de una sola part́ıcula inmersa en el medio viscoelástico,
podemos rescribir la ecuación (2.196) como sigue:

G′′R (ω →∞)

G′′T (ω →∞)
=

1

4a2

r2
min

θ2
min

(2.198)

en donde θ2
min es el mı́nimo desplazamiento angular de una part́ıcula para tiempos cortos, esto es

θ2
min ≈ 〈δθ2(t → 0)〉, mientras que r2

min es el mı́nimo desplazamiento lineal en el mismo régimen de
tiempo; r2

min ≈ 〈δr2(t→ 0)〉. De la misma manera de la ecuación (2.197):

G′R (ω →∞)

G′T (ω →∞)
=

1

4a2

r2
min

θ2
min

(2.199)

en donde θ2
max es el máximo desplazamiento angular de una part́ıcula para tiempos largos, esto es

θ2
maz ≈ 〈δθ2 (t→∞)〉, mientras que r2

max es el máximo desplazamiento lineal en el mismo régimen de
tiempo; r2

max ≈ 〈δr2(t→∞)〉.

2.4. Modelo Isótropo

En esta sección proponemos un módelo isótropo (30) para describir el comportamiento dinámico
de part́ıculas coloidales confinadas dentro de los geles poliméricos entrecruzados. El módelo consiste en
confinar a una part́ıcula coloidal dentro de un medio homogéneo isótropo, el cual asumimos incompresi-
ble. Consideramos que nuestra part́ıcula coloidal puede ser modelada por una esfera ŕıgida mientras que
el gel por el medio isótropo el cual responde al movimiento de la esfera de acuerdo con la condición de
ĺımite no deslizante (es decir la matriz polimérica se adhiere a la superficie de las part́ıculas). Nuestra
part́ıcula de radio a se encuentra inmersa dentro del medio el cual es representado por una esfera más
grande de radio L≫ a (Figura (2.8)). En este modelo se describe la dinámica translacional y rotacional
de la esfera bajo la constricción del medio y se calculan las enerǵıas mecánicas involucradas bajo dichas
dinámicas, para ello primero se realiza una deformación lineal sobre la part́ıcula por un desplazamiento
translacional z y luego una deformación rotacional sobre la misma en un ángulo φ. Aśı mismo, se calcula
el cociente de enerǵıas involucradas por ambas dinámicas.

2.4.1. El sólido hookeano

Un medio homogéneo isótropo es tal que sus propiedades materiales son independientes de las
part́ıculas trazadoras inmersas en él. Para un sólido isótropo puramente hookeano, la incompresibilidad
fija la relación entre el módulo de Young Y y el módulo de corte G como: Y = 3G.

47



2. DESARROLLO TEÓRICO

Figura 2.8: Representación del desplazamiento translacional sobre la part́ıcula dentro del medio elástico en

una distancia z a lo largo del eje z y desplazamiento rotacional por un ángulo Φ alrededor del eje z.

2.4.1.1. Desplazamiento translacional

Consideremos una deformación lineal sobre nuestra part́ıcula por una distancia z ≪ L a lo largo
del eje z sin rotación (Figura (2.8)). El desplazamiento de un elemento infinitesimal arbitrario de área
dA del medio elástico es z, el cual produce tanto un corte como una deformación sobre el medio.
Dado que tanto los esfuerzos cortantes como las deformaciones o tensiones normales son opuestos al
desplazamiento, un elemento diferencial de trabajo realizado sobre cualquier elemento superficial de
área es la magnitud de dicho diferencial multiplicado por dz. Aśı, el trabajo total hecho sobre el medio
puede obtenerse al calcular la fuerza total sobre toda la superficie involucrada para luego integrar. En
el régimen L ≫ a la deformación es ε = z cos(θ/L) y el corte es γ = z sin(θ/L). Luego, la fuerza neta
sobre un elemento diferencial de área es:

√
τ 2 + σ2dA con los esfuerzos dados por τ = Gγ,σ = εY por

lo que dFz =
√
G2
T sin2 θ + Y 2 cos2 θ(z/L)dA , donde dA = a2 sin θdθdφ es el elemento diferencial de

área en coordenadas esféricas polares y GT es el módulo de corte medido por dicho desplazamiento
translacional. La fuerza neta es entonces:

Fz =

∫
dFz

z

L

∫ θ=π

θ=0

√
G2
T sin2 θ + Y 2 cos2 θ a2 sin θdθdφ (2.200)

Al factorizar las constantes, usar el hecho de que las cantidades son independientes de φ y utilizar
la suposición de incompresibilidad para eliminar Y:

48



2.4 Modelo Isótropo

Fz = 2πa2GT
z

L

∫ θ=π

θ=0

√
sin2 θ + 9 cos2 θ sin θdθ

= 2πa2GT
z

L

∫ θ=π

θ=0

√
1 + 8 cos2 θ sin θdθ ,

(2.201)

Usando el cambio de variable u = cos θ, du = − sin θdθ, (2.201) queda como sigue:

Fz = − 2πa2GT
z

L

∫ u=−1

u=1

√
1 + 8u2 du

= 2πa2GT
dz

L

∫ u=1

u=−1

√
1 + 8u2 du = 4πa2GT

z

L

∫ u=1

u=0

√
1 + 8u2 du ,

(2.202)

Integrando:

Fz = 4πGTa
2 z

L

[
2
√

2

(
u
√
u2 + 1/8

2
+

1

16
ln
(
u+

√
u2 + 1/8

))]1

0

, (2.203)

Al evaluar los ĺımites de integración:

Fz = 4πGTa
2 z

L

[
2
√

2

(
3/2
√

2

2
+

1

16
ln
(

1 + 3/2
√

2
)
− 1

16
ln
(

1/2
√

2
))]

= 4πGTa
2 z

L

(
3

2
+

√
2

8
ln
(

2
√

2 + 3
)) (2.204)

Por lo que el trabajo hecho es entonces:

Wz = GT
4πa2

L

(
3

2
+

√
2

8
ln(2
√

2 + 3)

)∫ z

0

z′dz′

= GT
2πa2z2

L

(
3

2
+

√
2

8
ln(2
√

2 + 3)

)
,

(2.205)

El cual puede simplificarse como:

Wz = GT
πa2z2

L

(
3 +

√
2

4
ln(2
√

2 + 3)

)
(2.206)

2.4.1.2. Desplazamiento rotacional

Consideremos una rotación sobre la part́ıcula en un ángulo Φ alrededor del eje z (Figura (2.8)). Como
consecuencia de este movimiento, el material no experimenta deformación pero si corte. Un elemento
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infinitesimal de superficie arbitrario experimenta un desplazamiento lineal de magnitud: s = Φa sin θ
cortando al medio por: γ = Φa sin θ/L. Luego, el elemento infinitesimal de superficie experimenta un
diferencial de fuerza dado por:

dFΦ = τdA = GRγdA = GR
Φa sin θ

L
a2 sin θdθdφ = GR

Φ

L
a3 sin2 θdθdφ (2.207)

En donde GR es el módulo de corte medido por dicho desplazamiento rotacional. El diferencial de
trabajo hecho es:

dWΦ =

∫ s=aΦ sin θ

s=0

dFΦds =

∫ Φ′=Φ

Φ′=0

dFΦa sin θdΦ′

= GR
a3 sin2 θdθdφ a sin θ

L

∫ Φ′=Φ

Φ′=0

{Φ′} dΦ′ = GR
Φ2

2L
a4 sin3 θdθdφ

(2.208)

La cantidad total de trabajo es:

WΦ =

∫ θ=π

θ=0

∫ φ=2π

φ=0

GR
Φ2

2L
a4 sin3 θdθdφ

= GR
Φ2a4

2L

∫ θ=π

θ=0

∫ φ=2π

φ=0

sin3 θdθdφ = GR
πΦ2a4

L

∫ θ=π

θ=0

sin3 θdθ , (2.209)

Usando el cambio de variable u = cos θ, d cos θ = − sin θdθ :

WΦ = −GR
πΦ2a4

L

∫ u=−1

u=1

(1− u2)du

= GR
πΦ2a4

L

∫ u=1

u=−1

(1− u2)du = GR
2πΦ2a4

L

∫ u=1

u=0

(1− u2)du ,

(2.210)

Integrando:

WΦ = GR
2πΦ2a4

L

2

3
= GR

4πΦ2a4

3L
(2.211)

2.4.1.3. Proporción de trabajo

Usando los trabajos dados por las ecuaciones (2.206) y (2.211), encontramos el cociente de trabajos:

Wz

WΦ

=
GT

2πa2z2

L

(
3
2

+
√

2
8

ln(2
√

2 + 3)
)

GR
4πΦ2a4

3L

=
3z2GT

2a2Φ2GR

(
3

2
+

√
2

8
ln(2
√

2 + 3)

)
(2.212)

Simplificando:
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Wz

WΦ

=
3z2GT

4a2Φ2GR

(
3 +

√
2

4
ln
(

2
√

2 + 3
))

=
3GT

4GR

( z

aΦ

)2
(

3 +

√
2

4
ln
(

2
√

2 + 3
))

(2.213)

2.4.2. El medio de Kelvin-Voigt

El análisis anterior asume que el trabajo realizado por la part́ıcula trazadora sobre el medio es
solamente debido a la elasticidad del medio, es decir, tratamos al medio como puramente sólido. Esta
suposición es razonable para geles altamente entrecruzados en donde su comportamiento como un
sólido predomina más, en general la mayoŕıa de materiales tienen estructuras moleculares complejas
que disipan enerǵıa como consecuencia de una deformación. Un modelo más general debe tratar al
medio como un material viscoelástico para ello nosotros usamos el modelo de Kelvin-Voigt, en el cual
las tensiones son la suma de una tensión hookeana proporcional a la deformación o corte, y una tensión
newtoniana proporcional a las velocidades de deformación o de corte. En esta extensión, analizamos la
dinámica de translación y rotación del trazador dentro del medio viscoelástico y calculamos al igual
que en apartado anterior las energias involucradas como consecuencia de ambas dinámicas. Para ello
suponemos que la velocidad lineal y angular, vz y w respectivamente, son constantes durante ambos
movimientos.

2.4.2.1. Movimiento translacional

Siguiendo un análisis análogo al del medio hookeano, consideramos una deformación lineal hecha
por un desplazamineto translacional en una distancia z (Figura (2.9)), la razón de deformación en un
punto arbitrario sobre la superficie del trazador es ε̇ = vz cos θ/L y la razón de corte es γ̇ = vz sin θ/L.
Entonces, la contribución viscosa a la tensión normal es σ = 3η0ε̇ = 3η0vz cos θ/L y la contribución
viscosa al esfuerzo de corte es τ = η0γ̇ = η0vz sen θ/L. Luego tomando en cuenta la componente elástica
del movimiento (sección 2.9.1), el diferencial de fuerza en un elemento diferencial de área dA es:

dFz =

[
GT

z

L

√
sin2 θ + 9 cos2 θ +

√
9 (η0vz cos θ/L)2 + (η0vz sin θ/L)2

]
a2 sin θdθdφ , (2.214)

El cual puede simplificarse como:

dFz =
[
GT

z

L

√
1 + 8 cos2 θ +

η0vz
L

√
1 + 8 (cos2 θ)

]
a2 sin θdθdφ (2.215)

Entonces tenemos:

51



2. DESARROLLO TEÓRICO

Fz =

∫ θ=π

θ=0

∫ φ=2π

φ=0

dFz = 4πGTa
2 z

L

(
3

2
+

√
2

8
ln
(

2
√

2 + 3
))

+ 4πη0a
2vz
L

(
3

2
+

√
2

8
ln
(

2
√

2 + 3
)) (2.216)

Luego el trabajo realizado es:

Wz = GT
4πa2

L

(
3

2
+

√
2

8
ln
(

2
√

2 + 3
))∫ z

0

z′dz′

+ 4πη0a
2vz
L

(
3

2
+

√
2

8
ln
(

2
√

2 + 3
))∫ z

0

dz′

(2.217)

El cual conduce a:

Wz = GT
2πa2z2

L

(
3

2
+

√
2

8
ln
(

2
√

2 + 3
))

+ η0
4πa2vz z

L

(
3

2
+

√
2

8
ln
(

2
√

2 + 3
))

(2.218)

Figura 2.9: Representación del desplazamiento translacional sobre la part́ıcula dentro del medio viscolelásti-

co en una distancia z a lo largo del eje z y desplazamiento rotacional por un ángulo Φ alrededor del eje z.
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2.4.2.2. Movimiento rotacional

Consideramos una deformación angular hecha por una rotación sobre la esfera en un ángulo dφ
(Figura (2.9)). Para este movimiento, la velocidad lineal de un punto arbitrario sobre la superficie de
la esfera es: vφ = ωa sin θ. Solo hay esfuerzo pero no deformación. La razón de corte es γ̇ = ωa sin θ/L.
Por lo que la contribución viscosa al esfuerzo es: τ = η0γ̇ = η0ωa sin θ/L. Luego tomando en cuenta la
contribución elástica (sección 2.9.1), un elemento infinitesimal de área experimenta una diferencial de
fuerza total dado por:

dFΦ =

[
GR

aΦ sin θ

L
+ η0

ωa sin θ

L

]
a2 sin θdθdφ =

GRΦ + η0ω

L
a3 sin2 θdθdφ (2.219)

y un diferencial de trabajo dado por:

dWΦ =

∫ s=aΦ sin θ

s=0

dFΦds =

∫ Φ′=Φ

Φ′=0

dFΦa sin θdΦ′ , (2.220)

el cual usando la ecuación (2.219) da:

dWΦ = GR
a4 sin3 θdθdφ

L

∫ Φ

0

Φ′dΦ′ + η0ω
a4 sin3 θdθdφ

L

∫ Φ

0

dΦ′

= GR
a4 sin3 θdθdφ

L

Φ2

2
+ η0ω

a4 sin3 θdθdφ

L
Φ

(2.221)

La cantidad total de trabajo es:

WΦ =

∫ θ=π

θ=0

∫ φ=2π

φ=0

[
GR

Φ2

2L
+ η0ω

Φ

L

]
a4 sin3 θdθdφ

=

[
GR

Φ2

2L
+ η0ω

Φ

L

]
a4

∫ θ=π

θ=0

∫ φ=2π

φ=0

sin3 θdθdφ ,

(2.222)

realizando la integración en dφ:

WΦ = 2πa4

[
GR

Φ2

2L
+ η0ω

Φ

L

] ∫ θ=π

θ=0

sin3 θdθ (2.223)

Luego:

WΦ = − 2πa4

[
GR

Φ2

2L
+ η0ω

Φ

L

] ∫ u=−1

u=1

(1− u2)du

= 4πa4

[
GR

Φ2

2L
+ η0ω

Φ

L

] ∫ u=1

u=0

(1− u2)du = 4πa4

[
GR

Φ2

2L
+ η0ω

Φ

L

]
2

3

(2.224)

Por lo que:
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WΦ = GR
4πa4Φ2

3L
+ η0ω

8πa4Φ

3L
(2.225)

2.4.2.3. Razón de trabajo

El cociente de trabajos es:

Wz

WΦ

=
GT

2πa2z2

L

(
3
2

+
√

2
8

ln
(
2
√

2 + 3
))

+ η0
4πa2vz z

L

(
3
2

+
√

2
8

ln
(
2
√

2 + 3
))

GR
4πa4Φ2

3L
+ η0ω

8πa4Φ
3L

, (2.226)

El cual se convierte en:

Wz

WΦ

=
2πa2z2GT + 4πa2vz zη0

4πa4Φ2GR + 8πa4ωΦη0

(
9

2
+

3
√

2

8
ln
(

2
√

2 + 3
))

, (2.227)

Simplificando:

Wz

WΦ

=
zGT + 2vz η0

2ΦGR + 4ωη0

z

Φa2

(
9

2
+

3
√

2

8
ln
(

2
√

2 + 3
))

=
zGT + 2vz η0

4ΦGR + 8ωη0

z

Φa2

(
9 +

3
√

2

4
ln
(

2
√

2 + 3
)) (2.228)

Para el modelo de Kelvin-Voigt, los módulos de almacenamiento y perdida son: G′ = G and G′′ = η0ω
respectivamente. Luego, en términos de esos módulos la ecuación (2.228) queda como sigue:

Wz

WΦ

=
3zG′T + 6vz (G′′T/ω)

4ΦG′R + 8G′′R

z

Φa2

(
3 +

√
2

4
ln
(

2
√

2 + 3
))

(2.229)

De esta última ecuación vemos que si no consideramos los módulos de viscosidad, esta reduce al caso
del sólido hookeano.
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Caṕıtulo 3

Procedimiento experimental

En este caṕıtulo se describe el desarrollo experimental para la realización de este trabajo. En la
primera parte se describe la limpieza del material utilizado. En la segunda parte se aborda el protocolo
de śıstesis de part́ıculas de cristal ĺıquido hecha por Torre Valenzuela y Kozina (1). En la tercera parte se
muestra la preparación de geles de poliacrilamida a través del método de polimerización entrecruzada,
aśı como la manera de confinar las part́ıculas de cristal ĺıquido dentro de las mismas. Finalmente se
expone la manera de medir la intensidad de luz dispersada de los sistemas preparados por medio de la
técnica de dispersión dinámica depolarizada de luz (DDLS).

3.1. Limpieza del material

Los materiales utilizados para este trabajo son tubos ciĺındricos (Borosilicate glass,Kilble chase,
U.S.A) con una capacidad de 3 ml. Estos tubos son utilizados para medir dispersión de luz y en ellos
estarán confinadas las part́ıculas de cristal ĺıquido por medio de las geles de poliacrilamida. Para realizar
la tercera parte del procedimiento experimental se usaron tubos ciĺındricos (Bolorilicate glass vial, ESS,
Oakland, California, U.S.A) con una capacidad de 40 ml. Toda la cristaleŕıa utilizada en el presente
trabajo es lavada inicialmente con agua entubada del servicio público y jabón suave (Alconox, Inc.
New York, U.S.A). Después el material es enjuagado con alcohol (Alcohol proṕılico, Baker S.A de C.V,
Xalostoc, Ecatepec, Edo. de México, México), acetona (Acetona, Merck - México S.A de C.V, Naucalpan,
Edo. de México, México) y agua tridestilada (Water Reactivo Meyer, Qúımica Suastes, S.A de C.V,
Tláhuac, México D.F ) para remover cualquier impureza. Posteriormente el material se deja secar en un
horno a una temperatura de 50◦C por un periodo de 30 min..
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3. PROCEDIMIENTO EXPERIMENTAL

3.2. Śıntesis de part́ıculas coloidales de cristal ĺıquido

Las part́ıculas de cristal ĺıquido (LCP por sus siglas en inglés) han sido elaboradas por el método
de emulsificación y polimerización. Para realizar la emulsión se usan dos soluciones, la primer solución
(fase dispersa) está formada por 5 g de etanol (Etanol, Sigma - Aldrich, Misuri, U.S.A), 20 mg de
Darocur 1173 (Darocur 1173, Sigma - Aldrich, Misuri, U.S.A) y 40 mg de moléculas de cristal ĺıquido
Reactive Mesogen 257 (Reactive Mesogen 257, Sigma - Aldrich, Misuri, U.S.A). Dichas moléculas son
termotrópicas e insolubles en agua pero solubles en etanol. Su temperatura de fase nemática estable
se encuentra entre los 70 y 126◦C y poseen la propiedad de polimerizar bajo ciertas condiciones. Su
peso molecular es de 588.6 g/mol y su estructura qúımica se muestra en la figura (3.1). El Darocur es
un fotoiniciador que junto con el cristal ĺıquido RM 257 polimeriza bajo radiación ultravioleta. Es un
ĺıquido insoluble en agua pero soluble en etanol. Su peso molecular es de 164.2 g/mol.

O (H2C)3 O

O (C H2)3 O

O

O

O O

O

O

Figura 3.1: Representación esquemática de la estructura qúımica de la molécula de cristal ĺıquido RM 2587.

La segunda solución (fase continua) está formada por 200 ml de H2O MQ (agua destilada y desioniza-
da) y 0.46 g de dodecilsulfato sódico (SDS) (dodecilsulfato sódico, Sigma - Aldrich, Misuri, U.S.A). Este
surfactante tiene un peso molecular de 288.4 g/mol. El método de preparación se describe acontinuación:

Se pone la primer solución en un vaso de precipitado de 100 ml y posteriormente se coloca sobre
una plancha de agitación magnética. La segunda solución se pone en un vaso de precipitado de 300 ml
y se calienta a una temperatura de 70◦C. Posteriormente la segunda solución se inserta en un baño de
ultrasonido y se mantiene a una temperatura constante de 70◦C. Después la primer solución se calienta
a una temperatura de 70◦C con el objetivo de solubilizar las part́ıculas de cristal ĺıquido. Al alcanzar los
70◦C se calienta la primer solución por unos segundos más y posteriormente se transvasa a una jeringa
de vidrio para hacer la adición en la segunda solución. Tanto el cristal ĺıquido como el fotoiniciador son
insolubles en agua y al ser dispersados en la segunda solución, se forma la emulsión en donde la fase con-
tinua es H2O + SDS y la fase discreta son pequeñas gotitas formadas por la primer solución. El etanol
en la mezcla actúa como un surfactante, una pequeña cantidad se coloca en la superficie de las gotitas
solubilizandolas en agua y el resto se evapora. La adición debe realizarse en menos de 1 min para luego
dejar la mezcla resultante en el baño de ultrasonido por una hora a una temperatura constante de 70◦C.
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Subsecuentemente en una plancha con agitación magnética se calienta un baño de aceite a 70◦C.
Luego, después de haber estado la mezcla en el baño de ultrasonido por una hora esta se coloca en el
baño de aceite, se le pone un frijol magnético y se agita por 3 hrs bajo radiación de luz ultraviolenta.
Con este último proceso las gotitas son solidificadas obteniendo aśı nuestras part́ıculas coloidales con
las moléculas de cristal ĺıquido atrapadas en su interior, el fotoiniciador Darocur 1173 es usado ya que
este polimeriza con el cristal ĺıquido RM 257 al ser irradiados con luz ultravioleta. El siguiente paso es
lavar las part́ıculas de cristal ĺıquido, con esto se retira la segunda solución (H2O+SDS ) para aśı dejar
limpias las part́ıculas coloidales. Para ello se centrifuga la mezcla resultante por un periodo de 1 hr
a 4000 revoluciones por minuto. Una vez pasado este periodo se retira el sobrenadante y se completa
el volumen con H2O MQ. Se repite este último proceso de 5 a 10 veces hasta que ya no se observe
turbidez. Una vez que las part́ıculas quedan limpias se retira todo el sobrenadante y se tapa el tubo que
las contiene con papel parafilm, finalmente este se introduce en un desecador conectado a una ĺınea de
vaćıo por un periodo de 3 a 5 d́ıas.

3.3. Confinamiento de part́ıculas de cristal ĺıquido en geles

poliméricos entrecruzados

Los geles de poliacrilamida son elaboradas a partir del monómero acrilamida (Figura (3.2)) (Acry-
lamide, Sigma- Aldrich,Misuri, U.S.A), el entrecruzador n-n-metil- bis- acrilamida (Figura (3.3)) (N,N’-
Methylenebisacr-ylamide, Sigma-Aldrich,Misuri, U.S.A), una sal iónica como iniciador de reacción:
persulfato de amonio (Ammonium persulfate, Sigma-Aldrich,Misuri, U.S.A) y un catalizador: n,n,n,n-
tetrametil-etilen-diamina (TEMED)(N,N,N’,N’-Tetramethylethylene-diamine, for electrophoresis, aprprox.-
99 %, Sigma-Aldrich, Misuri,U.S.A). La molécula acrilamida tiene dos puntos de enlace mientras que
la molécula bis acrilamida es tetrafuncional. El persulfato de amonio crea un intercambio iónico en las
moléculas de acrilamida dando lugar a la polimerización de las mismas y a su subsecuente entrecruza-
miento.

Figura 3.2: Representación esquemática de la estructura qúımica del monómero acrilamida.
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Figura 3.3: Representación esquemática de la estructura qúımica de la molećula entrecruzadora bis acril-

amida.

Para la preparación de las geles de poliacrilamida se sigue el método estándar usado en Bioloǵıa para
hacer electroforesis de protéınas (31) . Las part́ıculas de cristal ĺıquido son confinadas dentro del gel al
polimerizar ésta. Las geles de poliacrilamida se han preparado al 2.5 % de poĺımero en agua MQ para
40 g de gel, antes de proceder al protocolo de preparación de geles se definen las siguientes cantidades:

AA = masa en gramos de monómero acrilamida (3.1)

bis = masa en gramos de entrecruzador bisacrilamida (3.2)

φpol = fracción polimérica =
cantidad total del poĺımero

peso total

=
bis+ AA

bis+ AA+ (H2O + LCP )

(3.3)

fbis = fracción de entrecruzamiento =
cantidad de entrecruzador

cantidad total de poĺımero

=
bis

bis+ AA

(3.4)

Determinamos la cantidad total de poĺımero para 40 g de gel

φpol = 0.025 =
bis+ AA

bis+ AA+ (H2O + LCP )
=

x

40g
=

1g

40g
(3.5)

Conociendo la cantidad total de poĺımero calculamos la cantidad máxima de entrecruzamiento para
una fracción de entrecruzamiento máxima de 5 %.

fbis = 0.05 =
bis

bis+ AA
=

y

1g
=

0.05g

1g
(3.6)

Las cantidades de TEMED y PSA a poner son las siguientes: 64 µL del catalizador TEMED por
cada 40 g de gel y 16 mg de PSA por cada 40 g de gel. Estos valores han sido tomados de la referencia
(31) (en donde usan 160 µL de TEMED / cada 100 g de agua y 40 mg de PSA / cada 100 g de agua)
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para 40 g de gel . De la ecuación (3.5) la cantidad de suspensión coloidal (H2O+LCP ) a utilizar es de
39g, y de la ecuación (3.6) el máximo entrecruzamiento es de 0.5 que corresponde a la máxima rigidez
de la gel. Las cantidades a utilizar de bisacrilamida son tomadas de la ecuación (3.4):

bis = [bis+ AA]fbis = 1gfbis (3.7)

En donde el grado de entrecruzamineto fbis se ha variado en intervalos de 0.005. Finalmente la
cantidad de acrilamida a usar en cada muestra está dada por:

AA = [bis+ AA]− bis = 1g − bis (3.8)

Teniendo en consideración las cantidades calculadas con anterioridad, el protocolo de preparación
de muestras es el que se muestra acontinuación.

Se prepara una suspensión de part́ıculas de cristal ĺıquido en agua a una fracción en volumen de
10−6. Una vez preparada la suspensión, ésta se pone por un periodo de 1 hr en un baño de ultrasonido
con la finalidad de degasar el agua y dispersar enteramente a las part́ıculas. La solución es guardada
para sus uso posterior. Se toman 7 tubos (Borosilicate glass vial, ESS, Oakland, California, U.S.A) con
una capaciadad de 40 mL (viales) y 8 para dispersión de luz (Borosilicate glass,Kilble chase, U.S.A) con
capacidad de 3 mL previamente lavados siguiendo el tratamiento de limpieza presentado en la sección
(3.1), en el primer tubo de dispersión se ponen 2 ml de suspensión coloidal con ayuda de una jeringa dosi-
ficadora de 5 mL y subsecuentemente se sella con un tapón hermético. Los tubos de dispersión restantes
y sus respectivos tapones se almacenan en un contenedor cerrado con el propósito de resguardarlos del
polvo. En los 7 viales de 40 mL se ponen las siguientes cantidades de bisacrilamida y acrilamida pesadas
con una balanza digital (Mettler HK 160, Mettler Instrumente AG, Zurich, Germany). Estas cantidades
se muestran en la siguiente en la tabla (3.1) y han sido calculadas con las ecuaciones (3.7) y (3.8).
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3. PROCEDIMIENTO EXPERIMENTAL

fbis [AA]g [bis]g

0.000 1 0.000

0.005 0.995 0.005

0.010 0.990 0.010

0.015 0.985 0.015

0.020 0.980 0.020

0.025 0.975 0.025

0.030 0.970 0.030

Tabla 3.1: Cantidades de acrilamida y bisacrilamida puestas en los viales de 40 ml para la preparación de

geles de poliacrilamida .
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Figura 3.4: Representación esquemática de la estructura quimica del gel poliacrilamida.
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3.4 Experimento de dispersión dinámica depolarizada de luz

El siguiente paso es confinar las part́ıculas coloidales de cristal ĺıquido para ello se agregan 39 ml de
suspensión coloidal, 64 µl de TEMED y 16 mg de PSA en cada uno de los 7 viales. En el momento de
agregar el PSA inicia la reacción de polimerización y las part́ıculas coloidales quedan atrapadas dentro
de la red polimérica, es por eso que una vez agregado el PSA se transvasa inmediatamente una cantidad
de 2 mL de cada vial en un correspondiente tubo de dispersión. Se observa que cada tubo de dispersión
haya polimerizado, de no ser aśı se vuelve a realizar el protocolo de preparación. Todo el proceso de
confinamiento citado con anterioridad se realizó utilizando una cámara de guantes (Portable glove box
system with gas ports, SP Scienceware, New Jersey,U.S.A) con la finalidad de evitar cualquier tipo de
contaminación durante el proceso de confinamiento. Una vez que han quedado preparadas las muestras
se guardan y se dejan reposar por 48 hrs antes de ser medidas por dispersión dinámica depolarizada de
luz.

Figura 3.5: Geles de poliacrilamida.

3.4. Experimento de dispersión dinámica depolarizada de luz

En un experimento de dispersión dinámica depolarizada de luz un haz proveniente de una fuente de
luz monocromática coherente es polarizado antes de incidir sobre el medio a estudiar, la luz dispersada
por la muestra es polarizada nuevamente para luego ser recolectada por un sistema de dectección. En
este trabajo utilizamos la geometŕıa VH; un polarizador vertical se pone entre el haz incidente y la
muestra, y un polarizador horizontal se pone entre la muestra y sistema de detección. Un filtro de
densidad neutral está ubicado entre el haz incidente y el polarizador vertical y su objetivo es regular la
intensidad de luz que incide en la muestra. Entre el polarizador vertical y la muestra está puesto un lente
bifocal cuyo objetivo principal es colimar y enfocar el haz polarizado verticalmente en la muestra. Entre
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3. PROCEDIMIENTO EXPERIMENTAL

la muestra y el polarizador horizontal se pone una segunda lente bifocal con el objetivo de enfocar la
luz dispersada por la muestra hacia un sistema de fibras ópticas las cuales recolectan la luz dispersada,
la coliman y la transfieren al detector principal. El detector consta de dos fotomultiplicadores los cuales
convierten la luz dispersada por la muestra en corriente eléctrica y a su vez la amplifican para luego
ser analizada por un correlador digital, un cubo divisor de haces se encarga de dirigir la luz dispersada
a ambos fotomultiplicadores. Finalmente los datos (función de correlación de intensidad dispersada e
intesidad de luz dispersada ) obtenidos del experimento por medio del correlador son guardados en una
computadora para su análisis posterior. En la figura (3.6) se muestra la geometŕıa del experimento de
dispersión dinámica depolarizada de luz.

Láser de Helio-Neón (632.8 nm)

Polarizador vertical

Filtro de densidad 
neutral

Lente bifocal 
convexa

Polarizador horizontal

Lente bifocal 
convexa

Colimador

Fibra óptica 
mono modo

Fotomultiplicadores

Detector fotónico

Correlador digital
multiple tau

Computadora

Contenedor cilíndrico

Tubo de dispersión

Divisor de haz

Figura 3.6: Representación esquemática del montaje experimental

A continuación se detallan los puntos del procedimiento experimental.

Todo el equipo ha sido montado sobre una mesa óptica con la finalidad de aislarlo de vibraciones
mecánicas externas. La mesa óptica esta soportada por cuatro ciĺındros neumáticos de aire y ha
sido alineada siguiendo las especificaciones del fabricante.

El equipo utilizado es un espectrómetro de dispersión de luz (3D LS Spectrometer, LS instruments
AG, Fribourg, Suiza) y es alineado antes de realizar los experimentos sobre las muestras, la alin-
eación consta de tres etapas: alineación de la fuente de luz, alineación mecánica y alineación de
fibras ópticas. La alineación del equipo es un punto de suma importancia y se ha llevado a cabo
siguiendo las especificaciones de alineación del fabricante.
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3.4 Experimento de dispersión dinámica depolarizada de luz

La fuente de luz utilizada es un láser de helio-neón (Laser radiation, JDSU, California, U.S.A)
con una longitud de onda de 632.8 nm , una potencia máxima de salida de 35 mW y plano de
polarización vertical (Cap. 2, sección 2.5). Antes de realizar cualquier medición se deja en fun-
cionamiento el láser por un periodo de 30 min para estabilizar su emisión y aśı evitar fluctuaciones
de intensidad. Todos los experimentos han sido realizados con la máxima intensidad de la fuente
de luz.

Los polarizadores usados son del tipo Glan-Thompson hechos a base de calcita óptica con una
razón de extinción menor a 10−5.

Las lentes bifocales tienen una distancia focal de 25 cm y una vez que son alineados quedan fijos
asegurados por candados.

La muestras a estudiar se encuentran sobre el centro geométrico de un contenedor ciĺındrico el cual
está montado sobre un goniómetro cuyo intervalo angular controlado por software es de 0◦ a 180◦.
El contenedor ciĺındrico es de vidrio óptico hellma y es llenado con Decalin (Decahydronaphthalene,
mixture of cis + trans, Sigma- Aldrich, Misuri, U.S.A) con la finalidad de empatar el ı́ndice de
refraccición del contenedor y aśı evitar luz extraviada durante el experimento.

La temperatura a la que se realizan los experimentos se controla a través de un baño térmico
(Refrigerated and Heating Circulator F 12, Julabo Labortechnik GmbH,Seelbach,Germany ‘ ) el
cual circula agua alrededor del contenedor ciĺındrico manteniendo una temperatura constante.
Todos los experimentos realizados en este trabajo se han hecho a una temperatura de 293.3 K
(20.3◦C). Antes de realizar las cesiones de medición sobre las muestras, el banõ térmico se dejó en
funcionamiento por un periodo de 30 min con el propósito de estabilizar la temperatura.

El equipo de dispersión cuenta con tres fibras ópticas las cuales están diseñadas para trabajar en
el modo mono-modo a 632.8 nm, cada una con un área de detección de 100 µm2 de diámetro.
Dependiendo de los propósitos del experimento se usarán una o dos fibras ópticas, en el caso
de realizar experimentos de correlación cruzada se usan dos fibras ópticas, en este trabajo solo
usamos una fibra óptica para captar la luz dispersada.

El detector LS Instruments cuenta con dos fotomultiplicadores, cada uno puede detectar una
cantidad máxima de señal de 100 nW que corresponde a una señal de 3 millones de fotones por
segundo (3 GHz). Es importante no exceder este ĺımite de señal ya que de hacerlo podŕıa quemarse
el detector.

El correlador digital Flex02-12D puede ser operado en modo sencillo y modo rápido. En modo
sencillo el correlador opera a un tiempo de retardo de 125 ns, en el caso de ser operado en modo
rápido el tiempo de retardo es de 12.5 ns. En este trabajo el correlador es operado en modo sencillo
debido a que la dinámica de las part́ıculas coloidales dentro de los geles poliméricos es lenta. Los
datos arrojados por el correlador son guardados en formato ASCII para su análisis posterior.
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3. PROCEDIMIENTO EXPERIMENTAL

Los tubos de dispersión están contenidos dentro de un rotor que ha sido diseñado con el propósito
de permitir girar la muestra alrededor de su eje de simetŕıa a la hora de realizar mediciones.

Para reducir efectos de contaminación debida al polvo, durante el experimento se ha usado un
purificador de aire (Maircare 3000, Equipar S.A de C. V., Mexico D.F.) el cual se mantiene
encendido durante todas las mediciones.

Al realizar cualquier medición se limpian las partes ópticas del equipo (lentes, polarizadores y
parte frontal del contenedor ciĺındrico. Primero con aire comprimido y luego con papel óptico
(Lens paper,Clay Adams, New Jersey, U.S.A) y acetona para remover cualquier impureza.

Antes se realizar cualquier medición sobre una muestra, el tubo dispersor que la contiene se limpia
con papel óptico y acetona para remover cualquier impureza.

Una vez que se han tomado en cuenta todos los parámetros mostrados con anterioridad, todas
las muestras se miden como se describe a continuación: Se inserta cada tubo de dispersión dentro
de la pieza rotatoria para luego ser introducida dentro del contenedor ciĺındrico del aparato y se
mide a cuatro ángulos de dispersores (en nuestro caso hemos elegido medir de 35◦ a 50◦ variando
el ángulo de 5 en 5 grados) por un periodo de 1 hr. Una vez que ha sido medida cada muestra
a estos cuatro ángulos, esta se vuelve a medir a los mismos ángulos de dispersión pero ahora la
muestra se rota manualmente por un periodo de 100 s. Esto último se hace para tomar en cuenta
la naturaleza no ergódica de las muestras y hacer la corrección propuesta por Peter Pusey (ver
caṕıtulo 2 sección 2.7).
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3.4 Experimento de dispersión dinámica depolarizada de luz

Figura 3.7: Equipo de dispersión de luz 3D-DLS (LS Instruments).
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Caṕıtulo 4

Resultados y discusión

En este caṕıtulo se presentan los resultados experimentales obtenidos en este trabajo y se trata su
discusión. En la primera parte se muestran fotograf́ıas de los geles de poliacrilamida elaborados para los
distintos grados de entrecruzamiento. También se muestran fotograf́ıas del experimento de dispersión
de luz y fotograf́ıas tomadas por microscoṕıa electrónica de barrido (SEM por sus siglas en ingles) de la
śıntesis de part́ıculas de cristal ĺıquido RM 257 hecha por Torre Valenzuela y Kózina (1). En la segunda
parte se muestran las funciones de correlación de campos (f̂(k, τ)) obtenidas a partir de los promedios
temporales y de ensamble de la intensidad de luz dispersada por las part́ıculas coloidales, también se
muestran los desplazamientos cuadráticos medios translacional 〈δ2~r(τ)〉 y orientacional 〈δ2~θ(τ)〉 para
los diferentes grados de rigidez de los geles. En la tercera parte se muestran los módulos viscoelásti-
cos obtenidos por ambas dinámicas (TMSD y RMSD). Finalmente, en la cuarta parte se compara el
modelo propuesto en el caṕıtulo 2 sección 2.9.2 (Kelvin-Voigt) con los módulos viscoelásticos obtenidos
experimentalmente en este trabajo.

4.0.1. Part́ıculas coloidales de cristal ĺıquido RM-257 y geles poliméricos

Las part́ıculas coloidales de cristal ĺıquido RM 257 se muestran en las figuras (4.1), (4.2) y (4.3).
Cada fotograf́ıa corresponde a un lugar diferente de la muestra observada por SEM.
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4. RESULTADOS Y DISCUSIÓN

Figura 4.1: Part́ıculas RM 257. Corteśıa de Torre Valenzuela y Kózina (1).

Figura 4.2: Part́ıculas RM 257. Corteśıa de Torre Valenzuela y Kózina (1).
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Figura 4.3: Part́ıculas RM 257. Corteśıa de Torre Valenzuela y Kózina (1).

El tamaño de las LCP ha sido caracterizado por dispersión dinámica depolarizada de luz y micro-
scoṕıa electrónica de barrido. Por DDLS, se preparó una suspensión diluida de LCP en agua a una
fracción en volumen aproximada (volumen de LCP/ volumen de solvente + volumen de LCP) de 10−6.
Para ello fue necesario estimar la densidad de las LCP encontrándose un valor de 1.173 g/ml. Posteri-
ormente se midió la solución a dos ángulos de dispersión diferentes (35 y 45 grados) manteniendo una
temperatura de 293K. Se obtuvieron las funciones de correlación de campos f̂V H(q1, τ) y f̂V H(q2, τ) y
se usó el método de cumulantes extendido para DDLS (20).

D(m2/s) r(10−9m)

(1.71 ± 0.188)×10−12 125.16 ± 14.35

Tabla 4.1: Radio hidrodinámico obtenido por DDLS

La caracterización por SEM se llevó a cabo por medio del análisis de las fotograf́ıas 4.1 - 4.3 utilizando
el programa ImageJ. La distribución de tamaños y el radio promedio de las part́ıculas obtenido por esta
táctica se muestra acontinuación.
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4. RESULTADOS Y DISCUSIÓN

Figura 4.4: Distribución de tamaños de las LCP RM 257. Corteśıa de Torre Valenzuela y Kózina (1).

r(nm) Polidispersidad

120.74 ± 9.41 7.8 %

Tabla 4.2: Radio promedio de las part́ıculas e ı́ndice de polidispersidad obtenidos por SEM. Corteśıa de

Torre Valenzuela y Kózina (1).

La anisotroṕıa óptica de las LCP ha sido observada en trabajos anteriores por medio de un microsco-
pio óptico entre polarizadores cruzados. A causa de su movimiento rotacional las LCP aparentemente
prenden y se apagan cuando son vistas por esta técnica (10). Esto debido a que su movimiento rota-
cional depolariza (ver sección 2.5) el vector de polarización de la luz incidente. Este comportamiento es
una prueba de que debe existir en el interior de las part́ıculas coloidales cierto arreglo de las moléculas
de cristal ĺıquido RM 257, el cual produce la anisotroṕıa óptica que permite caracterizar su movimiento
rotacional (12). Suponemos que el arreglo de las moléculas LCP 257 dentro de la esfera coloidal es de
tipo radial (32) , (33). Las geles de poliacrilamida fueron elaboradas siguiendo en procedimiento mostra-
do en el caṕıtulo 3 sección 3, se observó que a medida que el grado de entrecruzamiento aumenta la gel
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se va haciendo más rigida. Cabe mencionar que en Micro-reoloǵıa las propiedades medidas son locales y
estas están determinadas por la homogeneidad del sistema en cuestión. Nosotros creemos que el proceso
de polimerización no es totalmente homogéneo ya que pensamos que debe haber cadenas sin polimerizar.

De acuerdo a Reina y colaboradores (34), existe absorción de poĺımero sobre la superficie de los
trazadores durante el proceso de polimerización de la gel. En este trabajo estudiaron part́ıculas isótropas
en geles poliméricos, separaron trazadores de la matriz polimérica y al ser estudiados en agua no pudieron
reproducir el coeficiente de difusión libre.

Figura 4.5: Geles de poliacrilamida.

4.0.2. Funciones de correlación de campos y desplazamientos cuadráticos

medios translacional y orientacional

Los experimentos de dispersión de luz de este trabajo han sido realizados a cuatro ángulos de
dispersión diferentes (de 35 a 50 grados) variando el ángulo de 5 en 5 grados. Se midió la intensidad
de luz dispersada en el tiempo (1 hora) y en el ensamble (100 segundos rotando la muestra) en cada
ángulo, se realizaron los promedios temporales y de ensamble y se calcularon las funciones de correlación
de campos f̂(k, τ) (ecuación (2.143)) correspondientes a cada ángulo. Posteriormente se calcularon los
desplazamientos cuadráticos medios translacional y orientacional por medio de las ecuaciones (2.159) y
(2.160) para cada una de las combinaciones de funciones de correlación de campos f̂(k, τ) resultantes.
Finalmente se tomaron las mejores curvas experimentales para los TMSD y RMSD.
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4. RESULTADOS Y DISCUSIÓN
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Figura 4.6: Función de correlación del campo eléctrico dispersado por las LCP en agua medida en la

geometŕıa VH para dos ángulos de dispersión diferentes.
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Figura 4.7: Función de correlación del campo eléctrico dispersado por las LCP en gel polimérico entrecruzado

a fbis = 0.0 % medida en la geometŕıa VH para dos ángulos de dispersión diferentes.
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Figura 4.8: Función de correlación del campo eléctrico dispersado por las LCP en gel polimérico entrecruzado

a fbis = 0.5 % medida en la geometŕıa VH para dos ángulos de dispersión diferentes.
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Figura 4.9: Función de correlación del campo eléctrico dispersado por las LCP en gel polimérico entrecruzado

a fbis = 1.0 % medida en la geometŕıa VH para dos ángulos de dispersión diferentes.
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4. RESULTADOS Y DISCUSIÓN
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Figura 4.10: Función de correlación del campo eléctrico dispersado por las LCP en gel polimérico entre-

cruzado a fbis = 1.5 % medida en la geometŕıa VH para dos ángulos de dispersión diferentes.
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Figura 4.11: Función de correlación del campo eléctrico dispersado por las LCP en gel polimérico entre-

cruzado a fbis = 2.0 % medida en la geometŕıa VH para dos ángulos de dispersión diferentes.
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Figura 4.12: Función de correlación del campo eléctrico dispersado por las LCP en gel polimérico entre-

cruzado a fbis = 2.5 % medida en la geometŕıa VH para dos ángulos de dispersión diferentes.
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Figura 4.13: Función de correlación del campo eléctrico dispersado por las LCP en gel polimérico entre-

cruzado a fbis = 3.0 % medida en la geometŕıa VH para dos ángulos de dispersión diferentes.
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4. RESULTADOS Y DISCUSIÓN
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Figura 4.14: Desplazamiento cuadrático medio translacional de LCP confinadas dentro de los diferentes

sistemas.
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Figura 4.15: Desplazamiento cuadrático medio orientacional de LCP confinadas dentro de los diferentes

sistemas.

Observamos que las funciones de correlación de campo eléctrico caen más cerca de uno conforme
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el entrecruzamiento aumenta, esto como consecuencia del arresto dinámico (5) (10). En el caso de
los TMSD y RMSD, estos se achatan a medida que el entrecruzamiento crece. Cabe mencionar que
la normalización de las funciones de autocorrelación de campos f̂V H(q, τ) para los sistemas viscosos
Agua− fbis = 1.0 % se hizo tomando el primer punto experimental ĝ(2)(q, 0). Para los sistemas elásticos
fbis = 1.5 % − fbis = 3.0 % se tomó inicialmente el primer punto experimental para la normalización,
sin embargo, las funciones de desplazamiento cuadrático medio (translacional e orientacional) aśı como
los módulos de elasticidad resultaron tener pocos datos experimentales, esto debido al ruido estad́ıstico
a tiempos cortos en las funciones de correlación de campos. Atendiendo a esto, se optó por elegir un
punto experimental diferente de cero en la normalización para lograr tener un mayor número de puntos
experimentales en los dezplazamientos cuadráticos medios (tanto translacionales como orientacionales)
aśı como en los módulos de elasticidad. Teniendo en cuenta que ambas funciones (f̂(q1, τ) y f̂(q2, τ))
deben de coincidir a tiempos cortos como en el caso de los sistemas viscosos.

4.0.3. Módulos viscoelásticos

En esta sección se presentan los módulos viscoelásticos medidos para cada sistema en base a la
dinámica de translación y rotación de las LCP, se han obtenido a partir de las ecuaciones (2.170) y
(2.175) y haciendo uso de los desplazamientos cuadráticos medios translacional e orientacional mostrados
en la sección anterior. Mostramos los módulos que se definen mejor para cada sistema. Para las LCP
en agua, LCP en fbis = 0.0 %, LCP en fBis = 0.5 % y LCP en fBis = 1.0 % los módulos de viscosidad
se definen mejor que los de elasticidad. Para los sistemas restantes (LCP en fbis = 1.5 % , LCP en
fbis = 2.0 %, LCP en fbis = 2.5 % y LCP en fbis = 3.0 %) los módulos de elásticidad se definieron mejor
que los de viscosidad.
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4. RESULTADOS Y DISCUSIÓN
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Figura 4.16: Módulos de viscosidad del agua medidos por dinámica translacional y orientacional de las

LCP. Śımbolos: puntos experimentales, ĺıneas: ajustes polinomiales.
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Figura 4.17: Módulos de viscosidad para la solución polimérica de acrilamida fbis = 0.0 % medidos por

dinámica translacional y orientacional de las LCP. Śımbolos: puntos experimentales, ĺıneas: ajustes polino-

miales.
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Figura 4.18: Módulos de viscosidad para el gel de poliacrilamida a fbis = 0.5 % medidos por dinámica

translacional y orientacional de las LCP. Śımbolos: puntos experimentales, ĺıneas: ajustes polinomiales.
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Figura 4.19: Módulos de viscosidad para el gel de poliacrilamida a fbis = 1.0 % medidos por dinámica

translacional y orientacional de las LCP. Śımbolos: puntos experimentales, ĺıneas: ajustes polinomiales.
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Figura 4.20: Módulos de elasticidad para el gel de poliacrilamida a fbis = 1.5 % medidos por dinámica

translacional y orientacional de las LCP. Śımbolos: puntos experimentales, ĺıneas: ajustes polinomiales.
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Figura 4.21: Módulos de elasticidad para el gel de poliacrilamida a fbis = 2.0 % medidos por dinámica

translacional y orientacional de las LCP. Śımbolos: puntos experimentales, ĺıneas: ajustes polinomiales.
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Figura 4.22: Módulos de elasticidad para el gel de poliacrilamida a fbis = 2.5 % medidos por dinámica

translacional y orientacional de las LCP. Śımbolos: puntos experimentales, ĺıneas: ajustes polinomiales.
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Figura 4.23: Módulos de elasticidad para el gel de poliacrilamida a fbis = 3.0 % medidos por dinámica

translacional y orientacional de las LCP. Śımbolos: puntos experimentales, ĺıneas: ajustes polinomiales.
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Observamos que los módulos de viscosidad medidos por ambas dinámicas coinciden dentro del mar-
gen experimental para la solución de LCP en agua y que se van separando a medida que el sistema
empieza a tener entrecruzamento (fbis = 0.0 % a fbis = 1.0 % ). La transición del sistema como un medio
elástico se presenta en el grado de entrecruzamiento fbis = 1.5 % . Observamos que tanto los módulos de
viscosidad como de elasticidad medidos ambos por ambas dinámicas (para grados de entrecruzamineto
mayores o iguales a fbis = 0.5 %) presentan un peculiaridad importante: los módulos correspondientes
a cada sistema medidos por la dinámica de rotación de las LCP son mayores que los medidos por la
dinámica de translación. En las gráficas siguientes se comparan estos módulos y su comportamiento
tomando frecuencias arbitrarias de referencia (ωref ) .
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Figura 4.24: Módulos de viscosidad medidos por la dinámica translacional de las LCP para los sistemas

con comportamiento viscoso (LCP en agua - fbis = 1.0 %). Śımbolos: puntos experimentales, ĺıneas: ajustes

polinomiales.
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Figura 4.25: Módulos de viscosidad medidos por la dinámica orientacional de las LCP para los sistemas

con comportamiento viscoso (LCP en agua - fbis = 1.0 %). Śımbolos: puntos experimentales, ĺıneas: ajustes

polinomiales.
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Figura 4.26: Módulos de elasticidad medidos por la dinámica translacional de las LCP para los sistemas

con comportamiento elástico (fbis = 1.5 % − fbis = 3.0 %). Śımbolos: puntos experimentales, ĺıneas: ajustes

polinomiales.
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Figura 4.27: Módulos de elasticidad medidos por la dinámica orientacional de las LCP para los sistemas

con comportamiento elástico (fbis = 1.5 % − fbis = 3.0 %). Śımbolos: puntos experimentales, ĺıneas: ajustes

polinomiales.
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Figura 4.28: Módulos de viscosidad medidos por la dinámica translacional de las LCP para los sistemas

con comportamiento viscoso (LCP en agua - fbis = 1.0 %) tomando algunas frecuencias de referencia ωref .
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Figura 4.29: Módulos de viscosidad medidos por la dinámica orientacional de las LCP para los sistemas

con comportamiento viscoso (LCP en agua - fbis = 1.0 %) tomando algunas frecuencias de referencia ωref .
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Figura 4.30: Módulos de elasticidad medidos por la dinámica translacional de las LCP para los sistemas

con comportamiento elástico (fbis = 1.5 %− fbis = 3.0 %) tomando algunas frecuencias de referencia ωref .
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Figura 4.31: Módulos de elasticidad medidos por la dinámica orientacional de las LCP para los sistemas

con comportamiento elástico (fbis = 1.5 %− fbis = 3.0 %) tomando algunas frecuencias de referencia ωref .

Las gráficas anteriores muestran que tanto los módulos de viscosidad como los de elasticidad medidos
por ambas dinámicas aumentan con forme el grado de entrecruzamiento va aumentando. Interpretamos
esto como cambios en las propiedades estructurales de nuestros sistemas, de tal manera que tanto la
viscosidad como la elasticidad van incrementando conforme el sistema se va haciendo más ŕıgido. En
las siguientes gráficas mostramos una medida cuantitativa de las diferencias entre los módulos medidos
por ambas dinámicas para cada sistema. Para ello nosotros tomamos una frecuencia de referencia ωref
y calculamos G

′′
R(ωref )/G

′′
T (ωref ) para los sistemas con comportamiento viscoso, y G

′
R(ωref )/G

′
T (ωref )

para los sistemas elásticos. Los resultados se muestran a continuación.
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Figura 4.32: Cociente de los módulos de viscosidad medidos por ambas dinámicas para los sistemas con

comportamiento viscoso (LCP en agua - fbis = 1.0 %) tomando algunas frecuencias de referencia ωref .
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Figura 4.33: Cociente de los módulos de elasticidad medidos por ambas dinámicas para los sistemas con

comportamiento elástico (fbis = 1.5 %− fbis = 3.0 %) tomando algunas frecuencias de referencia ωref .

Las gráficas anteriores muestran un comportamiento creciente para el caso de los sistemas elásti-
cos (fbis vs G

′
R(ωref )/G

′
T (ωref )) como para los sistemas viscosos (fbis vs G

′′
R(ωref )/G

′′
T (ωref )). De esto

podemos ver que las diferencias en los módulos viscoelasticos aumentan con forme el grado de entre-
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cruzamiento crece. Nosotros comparamos este comportamiento con el modelo que hemos propuesto, los
resultados se muestran a continuación.

4.0.4. Modelo

Nosotros hemos usado los datos experimentales obtenidos en la sección anterior (módulos de vis-
cosidad y de elasticidad medidos por ambas dinámicas, TMSD, RMSD y radio hidrodinámico) para
ver el comportamiento de los modelos aqúı propuestos. Para el modelo de Kelvin-Voigt nosotros hemos
descartado los módulos de elasticidad para el caso de sistemas viscosos (LCP en agua - fbis = 1.0 %)
y los módulos de viscocidad para el caso de los sistemas elásticos (fbis = 1.5 % − fbis = 3.0 %). Esto
debido a que los resultados experimentales para ambos casos resultaron tener mucho ruido. Con esto,
la ecuación (2.229) para los sistemas viscosos (LCP en agua - fbis = 1.0 %) queda como sigue.

WZ

WΦ

=
6vzz

8Φa2ω

G
′′
T (ω)

G
′′
R(ω)

(3.6232) (4.1)

Mientras que para el caso de sistemas elásticos la ecuación (2.229) queda de la siguiente manera.

WZ

WΦ

=
3z2

4Φ2a2

G
′
T (ω)

G
′
R(ω)

(3.6232) (4.2)

Nosotros hemos usado la velocidad vz que aparece en la ecuación (4.1) como la magnitud de la
velocidad promedio de cada trazador proveniente de derivar la ráız cuadrada del TMSD. También
hemos usado el radio hidrodinámico medido por DDLS y al 6W (t) ≡ z2 y a 4Ω(t) ≡ Φ2 para graficar
el cociente de enerǵıas vs fbis. Esto para las frecuencias de referencia tomadas en la sección anterior
(ωref = 100− ωref = 500). Los resultados se muestran acontinuación.

Para los sistemas viscosos (LCP en agua - fbis = 1.0 %) obtuvimos lo siguiente.
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Figura 4.34: Cociente de enerǵıas usando el modelo de Kelvin-Voigt para los sistemas con comportamiento

viscoso (LCP en agua - fbis = 1.0 %) tomando algunas frecuencias de referencia ωref .

Y para los sistemas elásticos (fbis = 1.5 %− fbis = 3.0 %) lo siguiente.

1 . 5 2 . 0 2 . 5 3 . 0
0
5

1 0
1 5
2 0
2 5
3 0
3 5
4 0
4 5
5 0

W z(ω
re

f)/W
Φ
(ω re

f)

 ωr e f =  1 0 0  H z
 ωr e f =  2 0 0  H z
 ωr e f =  3 0 0  H z
 ωr e f =  4 0 0  H z
 ωr e f =  5 0 0  H z

f b i s  ( % )

Figura 4.35: Cociente de enerǵıas usando el modelo de Kelvin-Voigt para los sistemas con comportamiento

elástico (fbis = 1.5 %− fbis = 3.0 %) tomando algunas frecuencias de referencia ωref .

Vemos que para los sistemas viscosos el cociente de enerǵıas mecánicas se acerca a 1 dentro del
margen experimental mientras que para el caso de los sistemas elásticos el cociente oscila aproximada-
mente al rededor de 10. Nosotros interpretamos esto como una medida de equilibrio. En el caso de los
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sistemas viscosos el cociente de enerǵıas sugiere el equilibrio termodinámico obedeciendo la equiparti-
ción de la enerǵıa. Para el caso de los sistemas elásticos el cociente de enerǵıas predice el estado fuera
de equilibrio al que están sometidos los mismos. Esto como consecuencia de que nuestros sistemas se
encuentran en arresto dinámico. También con el cociente de enerǵıas mecánicas, nosotros damos una
interpretación cualitativa del cociente de módulos de viscosidad y de elasticidad (Figuras 4.33 y 4.34).
Esto lo mostramos acontinuación.

De las ecuaciones (2.194) y (2.195) tenemos lo siguiente:

G′R
G′T
≈ 〈δr

2(1/ω)〉
〈δθ2(1/ω)〉

> 1 (4.3)

G′′R
G′′T
≈ 〈δr

2(1/ω)〉
〈δθ2(1/ω)〉

> 1 (4.4)

Los cuales resultan ser mayores a uno experimentalmente (Figuras 4.31 y 4.32). Por otro lado,
del modelo tanto la enerǵıa mecánica translacional como la enerǵıa mecánica rotacional son propor-
cionales al desplazamiento cuadrático medio translacional y rotacional respectivamente (Ecuaciones
(4.1) y (4.2)), es decir:

WZ ≈ z ≡
√
〈δr2(1/ω)〉 (4.5)

WR ≈ φ ≡
√
〈δθ2(1/ω)〉 (4.6)

Para el caso de la viscocidad y:

WZ ≈ z2 ≡ 〈δr2(1/ω)〉 (4.7)

WR ≈ φ2 ≡ 〈δθ2(1/ω)〉 (4.8)

Para el caso de la elasticidad.

Luego combinando la ecuación (4.3) con las ecuaciones (4.7) y (4.8) y la ecuación (4.4) con las
ecuaciones (4.5) y (4.6) se tiene lo siguiente:

G′R
G′T
≈ WT

WR

(4.9)

G′′R
G′′T
≈ W 2

T

W 2
R

(4.10)

La ecuación (4.9) se cumple ya que ambos cocientes son mayores a uno (4.35), sin embargo la
ecuación (4.10) no se cumple ya que los cocientes de enerǵıas para el caso de los sistemas viscosos
resultaron ser menores que uno (4.34).
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Caṕıtulo 5

Conclusiones y Perspectivas

En este trabajo hemos estudiado los módulos de viscosidad y elasticidad de geles de poliacrilamida
variando el grado de entrecruzamiento, a través de la técnica de dispersión dinámica depolarizada de
luz. Como trazadores coloidales usamos part́ıculas de cristal ĺıquido RM-257 las cuales debido a su
anisotroṕıa óptica permitieron caracterizar su movimiento rotacional. Por medio de la intensidad de
luz dispersada en el tiempo y en el ensamble obtuvimos la función de autocorrelación normalizada de
campo eléctrico en la geometŕıa VH a dos ángulos dispersores diferentes, usando la teoŕıa de Robert
Pecora (14) y Petter Pusey (5) extendida para autocorrelación de luz depolarizada (11) en medios no
ergódicos. Medir a dos ángulos dispersores diferentes nos permitió separar la dinámica translacional y
rotacional de los trazadores y obtener aśı el desplazamiento cuadrático medio translacional y rotacional
en términos de la función f̂V,H(q, τ), la cual está en función de la ĝ(2)V,H(q, τ) y de promedios temporales
y de ensamble de luz dispersada (ecuación (2.143)).

Los módulos viscoelásticos se obtuvieron usando el método de T.G. Masson (28) para la dinámi-
ca translacional y el método de Andablo-Reyes et al (35) para la dinámica rotacional. Las part́ıculas
coloidales de cristal ĺıquido RM-257 fueron sintetizadas por el método de emulsificación y polimerización
(1) obteniendo una polidispersidad menor al 8 % lo que permitió realizar los experimentos sin necesidad
de someterlas a algún método de fraccionamiento de tamaños. Para poder cumplir con la teoŕıa de
una sola dispersión (Primera aproximación de Born) usamos una fracción en volumen de part́ıculas de
10−6. Los geles poliméricos fueron preparados siguiendo el procedimiento estándar usado en Bioloǵıa
Molecular para hacer electroforesis de protéınas (31).

Los resultados experimentales para las funciones de autocorrelación de campos f̂V,H(q, τ) y para los
TMSD y RMSD reflejaron el comportamiento de difusión libre para el caso del Agua y para fbis = 0.0 %,
y el comportamiento subdifusivo para los sistemas con entrecruzamineto. Para el caso de las f̂V,H(q, τ)
estas caen más cerca de uno conforme la rigidez aumenta y en el caso de los TMSD y RMSD estos
tienden a aplastarse en la misma tendencia. Los módulos de viscosidad medidos por ambas dinámicas
para el caso de los sistemas Agua-fbis = 1.0 % aumentan a medida que el entrecruzamiento crece (Fig-
uras (4.28) y (4.29)), al igual que los módulos de elasticidad de los sistemas fbis = 1.5 %− fbis = 3.0 %
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(Figuras (4.30) y (4.31)). Sin embargo encontramos nuevamente diferencias en las módulos medidos por
ambas dinámicas para cada sistema como ya se hab́ıan observado en trabajos anteriores (12).

Las diferencias fueron medidas cuantitativamente a través del cociente G
′′
R/G

′′
T para los sistemas

viscosos (Agua-fbis = 1.0 %) y por medio del cociente G
′
R/G

′
T para los sistemas elásticos (fbis =

1.5 % − fbis = 3.0 %) encontrándose un comportamiento creciente en ambos casos (Figuras (4.32) y
(4.33)).

El modelo de Kelvin-Voigt que se ha propuesto en este trabajo explica de manera cualitativa el ori-
gen de las diferencias en los módulos viscoelásticos en términos de enerǵıa mecánica cedida por el medio
sobre los trazadores. Es decir, el medio le proporciona diferentes cantidades de enerǵıa a los trazadores
para realizar ambas dinámicas. Ciertamente nosotros hemos calculado el trabajo hecho por el trazador
sobre el medio pero es el medio que por medio de las fluctuaciones térmicas mueve al trazador. En el
caso de los sistemas elásticos la enerǵıa mecánica translacional es mayor que la rotacional, siendo un
indicativo de que estamos fuera de equilibrio como consecuencia del arresto dinámico. Por otra parte,
para los sistemas viscosos esperábamos que ambas enerǵıas fueran aproximadamente iguales siendo su
cociente cercano a uno, esto como consecuencia del equilibrio termodinámico y del Teorema de Equipar-
tición. Sin embargo, dicho cociente resulto ser muy cercano a uno lo cual consideramos viable dentro
del margen de error experimental.

Resumiendo mostramos acontinuación las conclusiones de este trabajo teórico-experimental.

1. Usando Micro-reoloǵıa translacional y rotacional por la técnica DDLS hemos encontrado nueva-
mente diferencias en los módulos de viscosidad y elasticidad de geles de poliacrilamida. En ambos
casos los módulos medidos por la dinámica rotacional son mayores que los medidos por la dinámi-
ca translacional, y las diferencias aumentan a medida que el grado de entrecruzamineto aumenta
(Figuas (4.32) y (4.33)). Las diferencias las atribuimos a la F́ısica del medio viscolástico explorado
por los trazadores (Sección 2.9).

2. El modelo Isotrópico de Kelvin-Voigt basado en la suposición de no resbalamiento, explica de
manera cualitativa el origen de las diferencias en términos de enerǵıa mecánica cedida por el
medio sobre los trazadores al realizar ambas dinámicas: translación y rotación.

3. Para el caso de los sistemas elásticos el medio le permite a los trazadores ocupar una cantidad de
enerǵıa mayor para transladarse que para rotar. Por lo que los trazadores miden ”aparentemente”
un módulo de elasticidad explorado por dinámica rotacional mayor que el muestreado por dinámica
translacional (Ecuación 4.9).

4. Para el caso de los sistemas viscosos el medio le permite a los trazadores ocupar aproximadamente
la misma cantidad de enerǵıa para trasladarse que para rotar. Sin embargo creemos que la enerǵıa
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mecánica translacional es ligeramente mayor que la rotacional lo cual explica también el origen
de las discrepancias (Ecuación 4.10).

Como trabajo a futuro se desea incorporar el Modelo de Maxwell al Modelo Isotropico aqúı expuesto
y obtener el cociente de enerǵıas para la dinámica translacional y orientacional de los trazadores usando
los datos experimentales.

Aśımismo se desea desarrollar a futuro el modelo de telaraña tridimensional considerando el modelo
de Kelvin-Voigh y el modelo de Maxwell.

También se desean estudiar sistemas biológicos tales como tejidos y fluidos sinoviales en donde
por medio de la Micro-reoloǵıa por DDLS podamos obtener las propiedades reológicas del medio en
cuestión usando Micro-reoloǵıa pasiva y activa. Esto nos dará la F́ısica del medio viscoelástico pero
también pensamos que puede tener utilidad práctica dentro del área de la Medicina ya que tener un
mejor entendimiento de estos sistemas permitirá conocer por ejemplo el estado de salud de un tejido.
Pensamos que si se encuentra saludable nos arrojará una reoloǵıa diferente al de uno degradable.
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