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1 Introduccion

Los métodos de la fisica matemética han sido fundamentales para el
desarrollo de la mecéanica cuantica. Desde el origen de esta ciencia la
herramienta matematica contribuyé a entender los principios que gobiernan
las leyes de las particulas atémicas asi como su funcionamiento y logica.

El auge de la quimica cuéntica en aplicaciones que involucran la
interaccion entre varias particulas exige el uso de métodos aproximados o
numéricos. La importancia de calcular numéricamente integrales viene del
hecho de que con frecuencia no se cuenta con las funciones explicitas o
analiticas ya que s6lo se cuenta con datos numéricos o experimentales.

La correlaciéon entre las variables posiciéon x y momento p que aparece
de manera natural en la mecénica cuéntica y su relacién con el principio de
incertidumbre de Heisenberg explican la existencia de una transformacion
fundamental entre ambos espacios. En este punto radica la importancia
de estudiar la informacion que cada espacio puede capturar de un sistema
quimico debido a su reciprocidad.

El estudio de modelos atéomicos en tres dimensiones fue en un inicio
el tema principal de la quimica cuantica. Posteriormente el desarrollo de
modelos atémicos en dos dimensiones se convirtié en un asunto de interés por
su aplicacion en areas como la denominada quimica plana, nanotecnologia en
2D, grafeno, entre otras.

En este trabajo se estudia y explora la transformacion al espacio de
momentos mediante la transformada de Fourier usando una metodologia de
calculo numérico aplicada a funciones radiales para el 4tomo de hidrégeno
y el oscilador arménico en dos dimensiones ademés de &tomos en tres
dimensiones. En particular la transformada de Fourier en 2D de la parte
radial de la funcién de onda es la transformada de Hankel y la transformada
de Fourier en 3D de la parte radial de la funciéon de onda corresponde a la
transformada de Bessel esférica.

Para el caso de dos dimensiones se estudia la posibilidad de aplicar la
metodologia de Wong a transformadas de Hankel en donde el orden de dichas
funciones tiene una dependencia respecto al nimero cuantico magnético |m|.
También se extiende su uso a funciones de Bessel de primer tipo de 6rdenes
mayores a cero como Ji(z), Jo(x) y J3(x).

Para el caso de tres dimensiones se desarrolla y aplica una nueva
metodologia en funciones de Bessel de orden semientero correspondientes
a las funciones de Bessel esféricas jo(z), ji1(z), j2(x), j3(x) v ja(x). El orden
de estas funciones tiene una dependencia respecto al nimero cuantico de
momento angular [.

Se presentan las ventajas y dificultades que aparecen al utilizar este



procedimiento para transformar funciones de tipo exponencial y Gaussiana
con diferente comportamiento.

Los resultados numéricos obtenidos con esta metodologia son comparados
con otros procedimientos lo cual permite realizar un estudio completo de su
alcance y factibilidad en dichas aplicaciones.

Las pruebas realizadas para sistemas cuanticos en 2D muestran que este
método funciona para el &tomo de hidrogeno dando resultados muy buenos
en la region asintotica con O6rdenes de cuadratura bajos. Sin embargo para
el oscilador arménico falla.

Las pruebas efectuadas en el caso 3D para funciones de base tipo Slater
dan buenos resultados. En el caso de las funciones de base tipo Gaussianas
se introdujo un parametro para poder usar la metodologia propuesta bajo
ciertas restricciones.

Finalmente se probé el uso de esta metodologia en la transformacion
de orbitales atémicos correspondientes a ciertos atomos para estudiar la
dependencia con respecto a los valores de las constantes en el exponente
de la exponencial de funciones de base tipo Slater.



2 Espacio de momentos

El espacio de momentos y el espacio de posicion son fundamentales en
la quimica cuantica debido a su relacién de reciprocidad originada por el
principio de incertidumbre de Heisenberg y la no conmutatividad de los
operadores. El estudio de ambos espacios permite una comprension mas
precisa de los sistemas quimicos. En esta parte es importante senalar que
algunos fenémenos fisicos se estudian con mayor facilidad a través del espacio
de momentos.

2.1 ;jPor qué estudiar el espacio de momentos?

London [1] en sus estudios sobre la superconductividad establece que los
electrones se mueven con la misma velocidad lo cual significa que se
encuentran méas correlacionados en el espacio de momentos por lo que aparece
una condensacién en este espacio. Dirac y Jordan [2] mostraron que la
distribuciéon de momentos es tan importante como la distribucién espacial.
Sin embargo, es mas conocida y usada en quimica cuéntica la densidad de
carga p(r).

Es fundamental, por ejemplo, encontrar expresiones tebricas para la
distribucién de momentos de los electrones en 4tomos ya que con estas se
pueden determinar las curvas de densidad para el momento p y calcular
las formas de las lineas de Compton modificadas en atomos [3]. Es decir,
el problema de determinar el perfil de la linea de Compton modificada se
reduce a encontrar la funcién de densidad radial de momentos

I(p) = /@(p)lszdQ- (2.1.1)

Ademés estas distribuciones son experimentalmente accesibles a través de la
espectroscopia (e, 2e) [4].

Sabemos que la densidad de carga p(r) en atomos y moléculas es un
concepto muy importante el cual permite interpretar algunos fenémenos
quimicos. Por ejemplo los conceptos empiricos estrechamente relacionados
con la densidad de carga son las longitudes de enlace, angulos, radios
atomicos, radios de Van der Waals, electronegatividad, etc [5]. También es
posible obtener de manera experimental la densidad de carga p(r) a través
de la difraccion Rayleigh de rayos X [6].

Es importante destacar que el analisis de la densidad radial de momentos
(2.1.1) nos permite obtener informacién complementaria para estudiar
atomos y moléculas.



La definicion de los momentos (p*) a partir de la densidad radial de
momentos es

") = /Ooop’“l(p)dp, (2.1.2)

esto hace posible obtener algunos valores relacionados con los momentos de p
que tienen interpretaciones fisicas importantes. Asi tenemos que el momento
con k = 2 es proporcional a la energia cinética electréonica no relativista.
También (p) es proporcional a la energia de intercambio de Slater-Dirac (con
un alto grado de precision) y (p3) es aproximadamente proporcional al valor
inicial de la funcion de Patterson en cristalografia de rayos X [7]. Se puede
obtener una forma cuasirelativista de la energia cinética de los electrones
dada por
2 4
po ) ) (2.1.3)
2m.  8mic?

donde m, es la masa del electrén, c es la velocidad de la luz en el vacio, asi
el primer término es la energia cinética no relativista y el segundo término
es la correccion de masa-velocidad de Breit-Pauli [8] que involucra a (p*).

En la Fig. (2.1) tenemos las graficas correspondientes a la densidad
radial en el espacio de posicion y momentos para el atomo de Neon (Ne)
las cuales proporcionan distinta informacion en cada espacio. Por ejemplo
la grafica de la densidad de carga promediada esféricamente p(r) muestra
un comportamiento monotonamente decreciente. Mientras que la grafica
para la densidad de momentos promediada esféricamente II(p) presenta un
méximo y después decae més lentamente que p(r). También mostramos
la grafica correspondiente a la distribucion de carga radial D(r) en donde
observamos claramente las capas K y L del atomo de Neon. Por otro lado
en la grafica de la densidad radial de momentos I(p) vemos que solo aparece
la capa L para el mismo atomo de Neén. Debido a lo anterior existe una
motivacién e interés por estudiar y desarrollar una quimica cuéntica en el
espacio de momentos [9]. Asimismo con esto podemos apreciar la importancia
de estudiar ambos espacios para tener una comprensién mas completa sobre
los sistemas quimicos.

La resoluciéon de la ecuacién de Schrodinger con el enfoque de la
quimica cuantica en el espacio de posicion es fundamental pero también
se puede formular el problema en el espacio de momentos aunque esta via
no esta completamente desarrollada. Entonces el modo més usado para
obtener funciones y densidades en el espacio de momentos es a través de
la transformada de Fourier. Por eso el interés en desarrollar metodologias
numeéricas que permitan calcular estas transformadas.
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Figura 2.1: Representacion en el espacio de posicion y momentos de las
densidades para el atomo de Neon (Ne).

2.2 Representacion en el espacio de momentos

Veamos la forma en que se cambia de la representacion en el espacio de
posicion |r) a la representacion en el espacio de momentos |p) [10,11]. Por la
relacion de cerradura se asume que cada ket |¥) tiene una expansion tnica
sobre la base ortonormal continua {|u,)}

V) = /ca |tua) da, (2.2.1)
siendo el coeficiente
Co = (ua| V). (2.2.2)

Para esto se establecen dos representaciones (bases ortonormales
continuas) {|r)} v {|p)} dadas por

7)) =d(r — 1), (2.2.3)

1 7% 1p-T
p) = (— S (2.2.4)




donde los coeficientes (r|W) y (p|W¥) se calculan como

(r|W) = /(5(7‘ — ) U(r)dr, (2.2.5)

(p|¥) = / (ﬁ) _ge”"ﬁ’\lf(r)dr. (2.2.6)

El cambio de una base a otra esta determinado por

[N

* 1 N pr
r = T = —_— e h . 227
trip) = tplr)” = (577 ) (227
Asi que considerando un ket |¥) el cual queda representado como (r|¥) =
U(r) en el espacio de posicién. Mientras que la representacion en el espacio

de momentos esta dada por (p|V) = U(p).
La formula para el cambio de representacion al espacio de posicion es

(r[ ) = / (rlp) (p|¥) dp, (2.238)

W(r) = <%)_ /e ¥ (p) dp. (2.2.9)

En nuestro caso estamos interesados en el espacio de momentos

(Pl T) = / (plr) (r[T) dr, (2.2.10)

por lo que tenemos

U(p) = (%)_3 /e”’ﬁ’" U(r) dr, (2.2.11)

la ecuacion anterior representa la transformada de Fourier de la funcion W (7).
Por lo cual ¥(r) y \T/(p) estan relacionadas a través de la transformada de
Fourier.

La interpretacion fisica de esto es que cualquier funcion de onda W(r)
puede expresarse como una superposicion de estados e con momento
definido |p).

Ademéas es importante mencionar que los operadores |r) y |p)
son equivalentes con el operador unitario dado explicitamente por la
transformada de Fourier, esto significa que tienen el mismo espectro.
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Por otro lado, se puede pensar en reformular la ecuacién de Schrodinger
en el espacio de momentos para obtener sus soluciones en términos de |p) [10].
Pero este tratamiento no es muy comutn por lo que no se ha desarrollado de
forma extendida su aplicaciéon en la quimica cuantica. B

El estudio de la funcion de distribucion de momentos ¥(p) que vamos
a tratar se basa en las transformadas de Fourier de las funciones de onda
espaciales W(r). Por lo que a partir de la teoria de Dirac [12]| tenemos que
U(p) es simplemente la transformada de Fourier en tres dimensiones (3.3.1)
de la funcion de onda V(7).

Si consideramos sistemas atomicos o moleculares con n electrones la
funcion de onda de momentos V(pq,po, ..., p,) se obtiene de la funcion
de onda espacial W(ry, 7, ...,7,) usando la transformada de Fourier de 3n
dimensiones [3]

3n
_ 1\2 [ oo
\Ij(plap27"'apn) = (%) / / \D(’rlv,r?v--wfrn)

« efz(pl-7‘1+"'+Pn""n)drldr2 e d’r‘n. (2212)

10



3 Transformada de Fourier

Las transformadas integrales aparecen en multiples problemas aplicados [13]
en donde se requiere pasar de un espacio de funciones a otro a través del
kernel integral K(p, z) mediante el operador

Fw) = / " f@)K(p,x)da, (3.0.13)

asi tenemos la proyeccion de todo el espacio de funciones f(z) € U sobre

K(p,z) en cada valor de f(p) € V, donde U y V € L'(R") son funciones de
tipo Lebesgue integrable.

Transformada

de Fourier

\

Figura 3.1: Esquema de la transformada de Fourier de f(z) =e~".

Existen varias transformadas integrales para distintos fines y dependiendo
del tipo de kernel K(p, z) en el operador reciben su nombre [14].

En particular en este trabajo estamos interesados en usar la transformada
de Fourier en dos y tres dimensiones. Asi tenemos que el kernel integral usado
en (3.0.13) se expresa en términos de la exponencial compleja K(p, x) = e %,

Estamos enfocados en el estudio de las transformadas de Fourier
en espacios Euclidianos debido a la interpretacion dada a las variables
(z-posicion, p-momento) y a la dimensionalidad del problema. Ademas en
nuestro caso por la existencia de variables conjugadas o complementarias
(x,p) que se relacionan con el principio de incertidumbre de Heisenberg
usamos la transformada de Fourier para pasar de una representaciéon a la
otra.

11



3.1 Transformada de Fourier en una dimension

La definicion de la transformada de Fourier f(p) de f(z) en una dimension
esta dada por

1 > e g
fir) = == [ s@peas, B.11)

y la transformada inversa de Fourier es

L[
flx) = E/m f(p)e™ dp. (3.1.2)

Se tiene que f(x) debe satisfacer las condiciones de Dirichlet en su dominio
de integracion y la integral [~ _|f(z)|dz debe ser convergente [3].

Se ha trabajado ampliamente en usar la transformada de Fourier
unidimensional para transformar la representacion de la funciéon de onda
dependiente en una variable (posicién o momento) vease [15].

3.2 Transformada de Fourier en dos dimensiones

Nuestro trabajo comienza con el estudio de la transformada de Fourier en dos
dimensiones. Asi consideramos la transformada de Fourier f(p) = f(p1, p2)
de f(x) = f(z1,x2) la cual esta dada por

F(p1.p2) = / / Flag, ma)e @m0 do Ay (3.2.1)

y su transformada inversa de Fourier es

1 o 0 —
flz1,20) = %/ / f(pl,p2)e’(p1w1+p2x2)dp1dp2. (3.2.2)

Donde sabemos que en un espacio de dos dimensiones el producto punto
entre dos vectores se define como p - * = p1x1 + poxs. El cual aparece en el
kernel integral K(p, z) = e=P®,

Existe una relacion entre la transformada de Fourier en dos dimensiones
y la transformada de Hankel al cambiar el sistema de coordenadas.

3.2.1 Transformada de Hankel

En este caso al transformar el sistema de coordenadas cartesianas a
coordenadas polares los cambios de variable correspondientes son

1 =rcosf, xy=rsenf, p, =pcoso, py=psenaqo,

12



r =/ + 3, p=1/pi+D3

de donde el elemento de volumen y el producto punto se representan como
dzidzy = rdrdd, P11 + poxe = prcos (0 — ¢).

Considerando una funcién de tipo separable f(r) = f(r,¢) tal que
tenemos el producto de la parte radial y angular como f(r) = f(r)e™?
que al sustituirse en (3.2.1)

1 o0
= %/0 f(r)e PTdr, (3.2.3)

1 o) 2T
f(p) — 2_/ / f(,,,)ezmqbefzprcos (¢*¢p)rdrd¢’ (3.2.4)
T™Jo Jo

donde ¢, es el angulo entre el vector resultante y el eje ¢ = 0. Definiendo
entonces 0 = ¢ — ¢, y utilizando la periodicidad del integrando sobre las
variables angulares [3,13,16]

f(p) —zme“"%/ f(r rdr[/ ’mae’p”osadel, (3.2.5)

el paréntesis es la representacion integral de la funcion de Bessel de m-ésimo
orden con argumento pr multiplicado por 2m™

f ) =1 e””d’?’/ f(r)dm (pr)rdr, (3.2.6)

por lo que la integral [° f(r)J,,(pr)rdr se conoce como la transformada de
Hankel de m-ésimo orden de la funcion radial f(r). Asi la transformada de
Fourier en 2D esté relacionada con la transformada de Hankel de la funcién
radial.

3.2.1.1 Simetria circular

Es importante senalar que los sistemas en dos dimensiones muestran con
frecuencia simetria circular. Si existe simetria circular se tiene que

f(zlaxQ) :f('l"), r? :I%+:L'g,

fpi,p2) = f(p),  p*=pi+pd

13



y ademas

Ty +awy = 1, 1+ 1py = pe'

Al aplicar la transformada de Fourier en dos dimensiones a una funcion se
prefiere pasar a coordenadas polares e integrar sobre la variable angular [13],
tal y como se hizo en (3.2.4). También si la funcion f(r) resulta circularmente
simétrica (m = 0) consideramos que el angulo ¢ esta entre el vector r y el
eje ¢ = 0. Con lo que obtenemos la transformada de Hankel de orden cero
de la funcion f(r)

o) = / " f () ho(pr)dr, (3.27)

mientras que la transformada inversa de Hankel de orden cero es
1) = [ Tl (323)
0

3.3 Transformada de Fourier en tres dimensiones

Sea la transformada de Fourier en tres dimensiones

o= () [ [ s

si usamos coordenadas esféricas tenemos

f(p, pa¢p_( )/// f(r,0,¢)e ""r?sen fdrdode,  (3.3.2)

donde los cambios de variable correspondientes son

p = p(sen 6, cos ¢, sen Oysen ¢,, cos,), 1 = r(sen b cos ¢, sen fsen ¢, cosb),

p = pr(sen Osen 0, cos(¢, — ¢) + cosf cosb,).

La integral (3.3.2) se usa para transformar la funcién de onda del atomo
hidrogenoide en el espacio de posicién al espacio de momentos. Asi en el
articulo de Podolsky y Pauling [17] se efectua el tratamiento y desarrollo de
esta integral para obtener la expresion general de las funciones hidrogenoides
en el espacio de momentos.

14



3.3.1 Transformada de Bessel esférica

En este caso utilizamos el sistema de coordenadas esféricas f(r)
A partir de la ecuacion (3.3.1) con una funcion f(r) = f
separable la transformada integral se convierte en

_ % oo T 21
f(,,):(%) /0 /0 /0 F(r)Y (0, ¢)e P “r?*sen Odrddde,  (3.3.3)

donde se define w = (sen @sen b,cos(¢p, — @) + cosfcosb,) y también
YVim(0,6) = Ne ™ Pm(cosf) con su correspondiente constante de
normalizacion N

flp) = (%) ’ /000 f(r)ridr [/OTr /0% e P (cos B)e P sen AdOdo |

(3.3.4)

f(r,0,¢).
Yim(

,0)

Il

r)

considerando el tratamiento en |16,17] las integrales en el corchete llevan a

N =

Fio) = 0 (2) Yinttpon) [0 339

la integral [ r2f(r)ji(pr)dr corresponde a la transformada de Bessel
esférica. Por lo que la transformada de Fourier en 3D esta relacionada con
la transformada de Bessel esférica de la funciéon radial.

En general se considera que la transformada de Fourier de una funcion
radial es también una funcion radial para dimensiones de n > 2 [16], donde
si n = 2 tenemos a la transformada de Hankel relacionada con funciones de
Bessel de orden entero. Para n = 3 lo que aparece en el integrando de las
transformadas de funciones radiales es una funciéon de Bessel esférica o de
orden semientero.

3.4 Transformada de Fourier en n-dimensiones

Existe una generalizacion en dimensiones mayores donde la funcién de varias
variables f(ry, g, ...,x,) = f(r) y r = /23 + 23 + ... + 22. Considerando la
transformada de Fourier como

f(plup%“vpn =< ) / / fz, 2, ..., )

p1x1+p21‘2+ +pn1'n dx de dIT“ <341)
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donde p-r = p1x1 + P22+ ... + prx, es el producto interno correspondiente.
En términos generales si se conoce la funcién de onda espacial
U(ry,rg,...,7,) entonces determinar la funciéon de onda de momentos

U(p1, pa, ..., pn) consiste en aplicar la transformada de Fourier a la funcion
U (11,79, ey Tn)-

3.5 Transformada de Dirac-Fourier de funciones de
onda en el espacio de posiciéon

La transformada de Dirac-Fourier se define como en (2.2.12)

- 1\2z [
\I/(P,a-):(2—> / U(R,o)e "PRIR, (3.5.1)

™ — 0o
donde P = (p1,p2,...,pn) son las coordenadas de momento, R =

(r1,79,...,7,) son las coordenadas de posicién, o = (01,09, ...,0,) son las
coordenadas de espin y dR = drydry - - - dr, es el elemento de volumen [18].

De acuerdo a [19-21] se considera que las variables de espin no aparecen
en la transformacion de Dirac-Fourier. Por lo que se puede expresar en
términos de los orbitales naturales x (r) = {x1(7), x2(7), ..., xn(7)} los cuales
son combinaciones lineales de un conjunto de funciones de base linealmente
independientes ¢(r) = {p1(r), do(T), ..., dn(7r)} como en la aplicacion para
orbitales atomicos (7.3). Asi se definen las transformadas de Fourier x(p)
v ¢(p) de los orbitales naturales x(r) y las funciones de base ¢(r) como

(3.5.1)
3n
= Ly [ ()
Xi(p):(%> / xi(r)e "P"dr
N - N (3.5.2)
= (2_> e—Z(p-Ai)/ xi(ry)e P dr,,
™ —0o0
y

bi(p) = (%) 2 /_ N di(r)e P dr

1 2 o0
— —i(p-Aj) (r)e P
(27‘() c /oo pilri)e T

donde r = A, + r; tal que A; es la posicion del centro para ¢; a partir de la
cual se define r; [18].

(3.5.3)
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3.6 Transformada de Dirac-Fourier de orbitales
atoémicos

La ecuacion de Schrodinger para una particula con un potencial central en
coordenadas polares esféricas resulta separable. Ademés sabemos que las
soluciones en el espacio de posicién se escriben como

¢n,l,m(r) = fn,l(T)Yl,m(ea 925)7 (3'6'1)

donde n, [ y m son los nimeros cuanticos y Y, (6, ¢) corresponde a la funciéon
armonica esférica normalizada para m > 0 [22].

Para poder transformar ¢(r) se deben cambiar las variables a su centro
A y utilizar la expansion de Messiah en (3.5.3) tal que

) l
P = 4r 3 ST (<) (P Yo (0, 0) Vi (O ), (36.2)

=0 m=-—I

asi j;(pr) es una funcién de Bessel esférica de orden [ mientras que 6, y ¢,
son las variables angulares en el espacio de momentos. Al integrar sobre la
parte angular en la transformada de Dirac-Fourier y usando propiedades de
ortogonalidad de los armonicos esféricos tenemos que

/00 2 fi(r)ii(pr)dr,  (3.6.3)

0

Ontm(D) = ¢ TA ()Y (0, ) (%) 5

se debe mencionar que esto es una manera analoga a las expresiones dadas
en (3.3.4) y (3.3.5).

El factor de fase e *®4) se descarta en sistemas atomicos seleccionando
como origen el nicleo. Por lo tanto tenemos que

Gntn (D) = Uni(D)Yim (0p, ), (3.6.4)

identificando a w,;(p) como la parte radial del orbital en el espacio de
momentos

i (p) = (=)' (2) % /000 P fnar)pr)dr (3.6.5)

p

donde h,,(p) es la transformada de Hankel de orden v = [+ 1 ver (3.2.8) de
la funcion rf, ;(r) definida como

bae) = [ o] oy ) o) (3.6.6)

Es importante mencionar que [18§]
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e u,;(p) es una transformacion que depende en la simetria de la parte
radial de ¢, 1, (7) la cual se relaciona con una funcion de Bessel esférica
del mismo orden que el nimero cuantico orbital /.

e Como uy,,(p) estda determinada por esta transformacion dependiente de
la simetria y no por la transformada de Fourier unidimensional. Se
debe tener cuidado en hacer suposiciones acerca de u, (p) a partir de
fni(r) en particular cuando se comparan orbitales con diferente .
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4 Aproximaciones numéricas

El problema matematico general consiste en resolver integrales de la forma

I, v,p) = / " () (pa)d, (4.0.7)

donde la integracion analitica es imposible en muchos casos [14]. Asi por
ejemplo en algunas aplicaciones relacionadas con fenémenos ondulatorios es
necesario calcular la integral numéricamente.

Las integrales referentes a la ecuacion (4.0.7) son dificiles de resolver
numéricamente debido a la oscilacién en el integrando y ademéas esto se
intensifica cuando el valor del argumento p crece [14,23-34].

Los métodos numéricos para resolver integrales con funciones de Bessel
se restringen a los casos donde f(x) es una funcion suave.

Un método para resolver este tipo de integrales consiste en transformar
la integral (4.0.7) en una integral doble [35] lo cual se abordara en la seccion
(6.5).

También existe un método para calcular integrales que implican funciones
de Bessel de primer tipo Jo(z). Esto mediante cuadraturas Gaussianas
no estandar basadas en funciones de peso que se representan a través de
funciones de Bessel de tercer tipo Ky(z) [36]. Este método es el que se
estudia y se aplica para resolver el problema de transformar al espacio de
momentos funciones radiales del &tomo de hidrogeno y el oscilador armoénico
en 2D. Ademads se examina su extension y uso en funciones de base tipo
Slater, Gaussianas y orbitales atomicos en 3D.

Es importante mencionar que en el trabajo original de Wong [36] solo
se estudian funciones de Bessel de orden entero y de tipo Jy(z) aplicadas
a funciones que no presentan comportamiento exponencial ni Gaussiano.
Ademas este es un excelente método para regiones asintoticas, donde existe
dificultad en la aplicacién de métodos tradicionales debido a la oscilacion de
las funciones de peso en el integrando (4.0.7).

Sin embargo en este trabajo estudiamos la regiéon no asintotica y su
aplicabilidad a érdenes méas altos de J,(z), donde el valor de v tiene relaciéon
con el nimero cuéntico magnético |m| en los sistemas cuanticos en 2D y su
extension a sistemas en 3D.

Las relaciones entre las funciones de Bessel de distinto orden y tipo pueden
encontrarse en diversos tratados de funciones especiales [37-40].
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4.1 Cuadratura Gaussiana

En muchas aplicaciones es imprescindible calcular numéricamente integrales
lo cual consiste en obtener el valor aproximado de una integral definida

b
/ f(z)dz. (4.1.1)

Existen diversos esquemas para resolver (4.1.1) dependiendo del
comportamiento de la funcién f(z) a integrar y del intervalo de integracion
[a, b].

En este trabajo estamos interesados en integrales que tienen un intervalo
de integracion que se extiende a infinito [0,00] y la funcién f(z) oscila
rapidamente. Para superar las dificultades mencionadas se puede usar el
método para integrar un producto de funciones mediante cuadraturas con
peso, donde se incorpora el comportamiento problemético en la funcién de
peso w(x) convirtiéndose en un factor en el integrando mientras que el otro
factor f(x) representa una funcioén bien comportada [41,42].

Por lo que la cuadratura con peso se representa mediante una formula de
integracion numeérica como

/ f@yw(@)de =" wpf(zr) + En(f), (4.1.2)

k=1

donde se cumple que la funcion de peso w(x) > 0 es definida positiva en el
intervalo [a,b]. Ademds de que todos sus momentos p, = fab z"w(x)dx con
n=0,1,2,..., existen y son finitos [42,43]. Es importante mencionar que en
nuestro caso J,(x) no cumple con la primera condicion sobre la positividad
de la funcion de peso w(x). Asimismo no es una funcion bien comportada
por su fuerte oscilacion en la regiéon asintética.

Asi tenemos que la formula de cuadratura (4.1.2) es una formula de
Newton-Cotes

[ s~ 3w (413)

que consiste en aproximar el lado izquierdo de la ecuacion (4.1.2) a través
de una suma finita que involucra n valores de f(xy) evaluados en distintos
nodos x; seleccionados adecuadamente.

Se considera que la formula (4.1.3) es de tipo interpolatorio si y sélo si
es exacta para la base de polinomios {ﬂj}?zo = {1,z,..,2"1}, donde el
problema de encontrar los pesos wj consiste en resolver el sistema lineal
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(matriz de Vandermonde transpuesta) que se obtiene imponiendo las n
condiciones de exactitud.

La formula de cuadratura tiene grado de precision d si es exacta para todo
polinomio p(z) de grado menor o igual a d. Una formula de tipo interpolatorio
con n nodos posee al menos grado de precision n — 1.

4.2 Polinomios ortogonales

Una sucesion de polinomios ortogonales {m,}°, forma una base por lo que
fyg € m(x) definen el producto escalar con respecto a una funcion de peso
w(x) como

(19) = [ 1@gle)ula)d (4:2.1)

(mj,m) =0, J#k. (4.2.2)

Lo anterior significa que dada una sucesion de polinomios ortogonales
respecto a una funcion de peso cada m,(x) estd determinado de forma tunica
salvo por la multiplicacién de una constante no nula. Por lo tanto todos los
polinomios tienen el coeficiente con la potencia x de mayor grado igual a 1.

Otro aspecto fundamental de la teoria de polinomios ortogonales es la
existencia de relaciones de recurrencia, las cuales son importantes para el
calculo efectivo de los polinomios ortogonales y de las formulas de cuadratura
Gaussiana.

4.3 Foérmulas de cuadratura Gaussiana y polinomios
ortogonales

La teoria sobre la construccion de formulas de cuadratura Gaussiana se basa
en la teoria de polinomios ortogonales [44].

Existe una relacion con las formulas interpolatorias en las cuales la
aproximacion se obtiene integrando el polinomio de interpolacion p(x) de
la funcion f(z) tal que a partir de (4.1.3) tenemos

/ab f@)w(z)dz ~ / bp(x)w(x)dx, (4.3.1)

[ e =3 wfm), (43.2)
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donde suponemos que p(x) es el polinomio interpolante de Lagrange de f(x)
en los puntos x4, ..., x,.

A partir de 1a definicion de los polinomios interpolantes de Lagrange
() = H? 1 =L tenemos que en la base de Lagrange {{(z)}] se puede

Tp—x]

expresar p(w) como

Mz

k=1

Asi que la formula es de tipo interpolatorio si los pesos wy, vienen dados
por

b
w :/ G@w@)de, k=12, .n. (4.3.4)

Cabe mencionar que la formulacién en términos de las integrales de los
polinomios de Lagrange es equivalente a encontrar la solucion de la matriz
de Vandermonde transpuesta.

Ahora definimos al polinomio ortogonal de n-ésimo grado relacionado con
la funcion de peso w(x) como m,(z) = [[,_,(z — ), el cual es ortogonal al
conjunto de polinomios P;_; donde k < n y satisface [42]

/ mo()p(x)w(x)de =0  V p e Py . (4.3.5)

Vamos a mostrar que los ceros del polinomio ortogonal son 6ptimos para
esta formula interpolatoria y tiene 2n — 1 grados de exactitud. Por lo que
primero dividimos el polinomio p(z) € Py, _; por el polinomio 7, (z) tal que

p(x) = q(e)m (@) +r(z),  ¢(z),r(z) € Pooy, (4.3.6)

donde ¢(z) es el cociente y r(x) es el residuo, asi tenemos que

b b b
/p(a:)w(x)dx:/ q(x)ﬂn(:v)w(at)d$+/ r(x)w(x)dr, (4.3.7)

de donde la primera integral del lado derecho es cero por la condicion (4.3.5)

ya que q(z) € P,_;. Como la regla es interpolatoria resulta exacta para
r(z) € Ppy

b b
/p(a:)w(a:)dx:/ r(x)w(xr)dr, (4.3.8)
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N

Zwkp(xk) = Zwk[ p(xr) — q(og)mo(zr)] = Zwkr(xk), (4.3.9)

k=1

va que m,(zx) = 0 para k = 1,2,...,n. Por lo tanto los ceros del polinomio
ortogonal optimizan la féormula interpolatoria y la cuadratura tiene una
exactitud de 2n — 1.

La féormula que se construyo es la llamada cuadratura Gaussiana asociada
con la funcion de peso w(x) en la que los nodos corresponden a los ceros de
() = P,(x;w) y los pesos wy estan dados por [42]

P, (xp;w) =0 k=1,2,..,n.

= ’ P w) w(x)dx
wk—/a o —su(a)dr, (4.3.10)

La regla de cuadratura es 6ptima ya que presenta el maximo grado de
exactitud con 2n — 1 usando n nodos.

A partir de lo anterior se pueden establecer algunas caracteristicas
importantes para la regla de cuadratura Gaussiana

e Todos los nodos x; son reales, distintos y estan contenidos en
el intervalo (a,b) esto cumple con la propiedad para los ceros de
polinomios ortogonales.

e Todos los pesos wy son positivos.

e Existen algoritmos eficientes para calcular féormulas de cuadratura
Gaussiana en los que se definen coeficientes de recursion oy = ag(w) y
Br = Br(w) para los polinomios Py(z) = Py (x;w) que cumplen con la
relacion de recurrencia de tres términos

Pk+1(x) = (l’ - Oék)Pk<l’) — ﬁkpkfl(l’), (4311)
Py(z)=1 P_i(xz) =0, k=0,1,2,..,

definiendo [y = fabw(:v)dx que se conoce como primer momento gy y
es la medida del intervalo (a, b).

De donde calcular la férmula Gaussiana consiste en resolver un
problema de eigenvalores y eigenvectores para una matriz tridiagonal
simétrica correspondiente a la matriz de Jacobi de orden n (J,) para
la funcion de peso w(zx) [42].
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Los coeficientes ay, v B se definen a partir del producto interno de los
polinomios ortogonales

(Pk,l’Pk)
ap =R k=01, 4.3.12
(Pk,ka)
= MR k=12,
i (Pre—1, Pp—1)

La matriz de Jacobi de orden n (J,) se construye a partir de
los coeficientes «ap vy [ con la relaciéon de recurrencia para los
polinomios monicos ortogonales respecto al producto escalar (4.2.1).
Los coeficientes (5 son todos positivos y por lo tanto podemos tomar
la raiz cuadrada positiva 8 de cada uno de ellos.

ag Vb e 0 0
VB o VB2 e 0
J, = , (4.3.13)
0 s ﬁn—Q Op—2 Bn—l
0 0 ce \/ 571_1 Ap_q
Asi los nodos zj, correponden a los valores propios de (J,) para la
formula de cuadratura Gaussiana con n puntos. Los pesos vienen dados
por wy = v,il con k = 1,2,...,n, donde v;; es la primer componente
del vector propio vy.

En la Tabla (4.1) se presentan las funciones de peso clasicas con sus
respectivos polinomios ortogonales y coeficientes de recursion que los generan.

Aunque existe una metodologia bastante conocida para cuadraturas
Gaussianas clésicas el problema que presentamos no se puede resolver
directamente usando alguno de los esquemas para polinomios clasicos.

4.4 CaAlculo numérico de integrales con funciones de
Bessel y cuadratura Gaussiana en el plano complejo

En la evaluacion numérica de la integral (4.0.7) se podria pensar en utilizar
una cuadratura compuesta de Gauss-Legendre transformada para considerar
los intervalos entre los nodos del integrando. Sin embargo la convergencia
seria lenta dependiendo del valor de p. Es posible desarrollar y aplicar
cuadraturas Gaussianas especificas con funciones de peso J,(t) (t = pzx)
sobre el intervalo [0,00]. Sin embargo el problema que aparece esta
relacionado con la forma usual de definir cuadraturas Gaussianas mediante
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Polinomio ortogonal w(x) [a, 0] Qg Bk
Legendre 1 —1,1] 0 2 (k=0)
P, 4=k (k>0)
Chebyshev tipo 1 (1 —22)71/2 [—1,1] 0 7 (k=0)
I, b k=)
1 (k>1)
Chebyshev tipo 2 (1 —a?)1/? [—1,1] 0 ir (k=0)
U, 1 (k>0)
Jacobi (1—2)*(1+2)" [-1,1] - -
p?) a>-1, B>—1
Laguerre x%e 0,0] 2k+a+1 TA+a) (k=0)
LY a> -1
Hermite e’ [—00, ] 0 Vi (k=0)
H, 1k (k> 0)

Tabla 4.1: Polinomios ortogonales clasicos [42].

los polinomios ortogonales asociados y su construccion a través de las
relaciones de recurrencia de tres términos [44] las cuales se cumplen cuando
w(t) > 0 en el intervalo. Pero la funcién J,(t) no cumple con la condicion
anterior y ademas los momentos de orden mayor para la funcién de peso no
existen. En [45] se aborda una generalizacion de polinomios ortogonales con
funciones de peso negativas.

Otra alternativa consiste en formular el problema como un sistema
de ecuaciones no lineales cuyas soluciones son los nodos y pesos en
donde los momentos de la distribucion auxiliar se definen como la
integral fooo tPtn ], (t)e"tdt, asi el factor exponencial que aparece permite
la convergencia de las integrales. FEste problema es dificil ya que implica
encontrar la solucién de un sistema de n ecuaciones no lineales en dos
variables. Ademés el vector que contiene los pesos y las abscisas puede
ser de valor complejo [46], vedse el apéndice F (15). Los métodos en el
plano complejo para la evaluacion de este tipo de integrales son de interés y
aparecen en [45,47-49|.

Existe la alternativa de transformar la representacion integral de la
funcién de Bessel como un problema de una integral doble en el que las
cuadraturas de Gauss-Laguerre y Gauss-Chebyshev pueden ser usadas. En
este caso las cuadraturas de Gauss-Laguerre permiten transformar al plano
complejo [35].

La caracteristica principal en el desarrollo de cuadraturas Gaussianas
con funciones de peso J,(t) es que la funcion de Bessel puede tomar valores
negativos en el intervalo [0, 00]. En el trabajo de Wong [36] se presenta una
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manera de resolver esta dificultad usando la funcion de Bessel de primer tipo
en términos de las funciones de Hankel

() = % CHO@) + HO(1)) . (4.4.1)

A su vez las funciones de Hankel estan definidas en términos de K, (t) que
son las funciones de Bessel modificadas de tercer tipo

2
HWM(t) = Ze™/2K, (—t) (4.4.2)

v m

2
HP(t) = —=e™/2K,(1t). (4.4.3)
YY)

v

El beneficio es que la funcién de Bessel modificada del tercer tipo no es
negativa en el intervalo [0,00]. Por lo tanto los polinomios ortogonales y
la cuadratura Gaussiana se pueden construir usando K,(z) [z = +ut] como
funciéon de peso. Esto conduce a reglas de cuadratura que son de valor real
y que sirven para resolver integrales de tipo I(n,v,p) = fooo 2 f(x)J,(pr)dx
en (4.0.7) que al realizar la sustitucion (4.4.1) obtenemos

1 [e.9] (e 9]
Hmum=§{/ ﬂﬂw&Wmmm+/'ﬂﬂmH9@@w},u4®
0 0
donde se debe satisfacer n + v > —1 para asegurar la convergencia de las
integrales [36]. Usando la transformacion ¢ = pz en las dos integrales de

(4.4.4) tenemos que

I(n,v,p) = QP}]H{/OOO tf(t/p)HOD (¢)dt +/

0

(e o]

wﬂﬁ@ﬂ@@ﬁ%,
(4.4.5)

y sustituyendo las expresiones de las ecuaciones (4.4.2) y (4.4.3)

1

I(n,v,p) =

{e—””/Q /OOO tf(t/p) K, (—ut)dt —

e/ /Oot"f(t/p)Kl,(zt)dt}. (4.4.6)

Finalmente reemplazamos x = =+t

I(n,v,p) = {62(”‘”)“/ 2 / N 2" f (1 /p) K, (z)dx +
0

e Hn—vIm/2 /000 x”f(—m/p)KV(x)d:p}. (4.4.7)
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Asi estas integrales son construidas para cuadraturas Gaussianas con respecto
a funciones de peso x"K,(z) sobre el intervalo [0,00|. Estas cuadraturas
Gaussianas se pueden utilizar para aproximar la integral de una funciéon g(z)

N

/Ooog(x)JE”K,,(x)dm R~ Zg(xk)wk, (4.4.8)

k=1

donde zj y wy que dependen de 7 y v corresponden a las abscisas y pesos de

la cuadratura Gaussiana de orden N con funcién de peso w(x) = 2"K,(x).

La formula es exacta cuando g(x) es un polinomio de grado 2N — 1 o menor.
La integral original en la ecuacion (4.0.7) puede escribirse como

N
1
I(n,v,p) ~ {6’(”‘”)”/ 2N fa/p)we +
k=1

7Tp77+1
N
etr/2 3 f(—mk/mwk}, (1.4.9)
k=1

donde x; y wy son los valores de las abscisas y pesos para la formula de
cuadratura Gaussiana de orden N basada en la funcién de peso z"K,(z).
Estas cuadraturas pueden obtenerse de rutinas como el procedimiento de
Stieltjes [50,51]. El procedimiento en este caso particular consiste en calcular
los respectivos polinomios ortogonales a través de su relacion de recurrencia
de tres términos (4.3.11)

Po(nv,x) = (x —an)Po(n,v,x) — BpnPr1(n, v, x), (4.4.10)

donde los coeficientes de recursion «,, y [, se definen como en (4.3.12)
(

Iy P2 (n, v, x)w(n, v, x)dx 15" P2n, v, x)w(n, v, z)dx
QAp = < Do ) Bn = X po
fo P2(n,v,x)w(n, v, z)dx fo P2 (n,v,x)w(n,v,r)dz’
(4.4.11)
w(n,v,x) = x2"K,(x) es la funcion de peso del sistema de polinomios

ortogonales g = [7 w(n,v,x)dx y Py(x) = 1 mientras que P_(z) = 0.

Las integrales correspondientes a los coeficientes de recursion se calculan
por la cuadratura de Féjer. Las cuadraturas Gaussianas se obtienen de los
coeficientes de recursiéon por la diagonalizacién de una matriz tridiagonal de
Jacobi (J,,) (4.3.13) cuyas entradas dependen de los coeficientes de recursion.

Wong [36] examiné las reglas de cuadratura de la funcion de peso
Ky(z) para el caso de las integrales con Jy(px) y la funcién de prueba

flx) = (l}rm). El método funciona muy bien en las regiones asintoticas
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de p precisamente donde uno encuentra problemas debido a la naturaleza
oscilatoria del integrando. Ademés cabe destacar que los resultados se
obtuvieron con cuadraturas de orden bajo (N = 5).

La ventaja del procedimiento de Wong es que se consiguen funciones de
peso positivas w(z) = 27K, (x) en el intervalo [0, 0o].

4.5 Aplicacion de la metodologia

Los polinomios ortogonales asi como las formulas de cuadratura Gaussiana
para funciones de peso Ky(z), K;(x), 2*Ky(z) y 23K3(x) en el intervalo
[0, 00] fueron calculadas para 6rdenes de N = 5 hasta N = 70 usando el
procedimiento de Stieltjes discretizado [50,51]. Los coeficientes de recursion
asi como las cuadraturas para cada funcién de peso se presentan en el
apéndice A (10). Las graficas de los polinomios ortogonales de primer,
segundo y tercer orden para estas funciones de peso se presentan en la Fig.
(11.1) del apéndice B (11). Los ceros de estos polinomios corresponden a las
abscisas de la respectiva cuadratura Gaussiana de orden V.

En el trabajo de Wong [36] solo se reportan formulas de cinco puntos
para Ky(z), las cuales fueron comparadas y verificadas para demostrar su
consistencia. Se han presentado polinomios ortogonales para la funcion de
peso Ky /3(x) [52].

El algoritmo de Stieltjes requiere de los valores de la funcién de peso en
diferentes valores de x. Esto se hizo para K,(z) usando la representacion
integral

Kl,(x):/ e~ m0sh®) cosh (vt)dt, (4.5.1)
0
se calcul6 la integral usando una cuadratura estidndar de Gauss-Legendre

subdividiendo el intervalo de [0,00] en subintervalos. Para valores de x
pequernios se usé la expansion en serie [37]

1 (— )P — k= 1)! o\ 2%
=y CU e
%(_1)'/—12%[2@ (%) (k1) — ek + v+ 1))

donde v (z) es la derivada logaritmica de la funcion gamma y la primera suma
se omite para v = 0.

Las funciones radiales del 4&tomo de hidrégeno y del oscilador armoénico
en 2D fueron elegidas para probar la metodologia (4.4.9) en esta aplicacion
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particular consideramos x = r. Asf la aproximacion (4.4.9) toma la forma

- N
~ [
Rym(p) = {el("”)ﬂ/z Z(Zrk/p)Rn,m(Wk/P)wk +

1
™ k=1

k=1

e~n=v)m/2 Z(—zrk/p)Rn,m(—zrk/p)wk } , (4.5.2)

donde las r; y wy son las abscisas y pesos de la cuadratura Gaussiana con
funciéon de peso w;,,(z) donde n = v = m. El factor ur;,/p en ambas sumas
representa el elemento Jacobiano de la integracion.
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5 Objetivos y alcance

En este trabajo estamos interesados principalmente en:

e Extender y examinar el funcionamiento del método propuesto por
Wong para transformar del espacio de posicion al espacio de momentos
funciones de tipo exponencial y Gaussiano.

e Estudiar el funcionamiento del método cuando se transforma al espacio
de momentos en dos dimensiones mediante la transformada de Hankel
para el atomo de hidrogeno y el oscilador armonico.

e Introducir una nueva metodologia para transformar al espacio de
momentos en tres dimensiones mediante la transformada de Bessel
esférica en funciones radiales de tipo f279(r) y fCTO(r).

n,l

e Aplicar la metodologia en tres dimensiones para transformar orbitales
atomicos al espacio de momentos.

Debemos resaltar que en este trabajo no se va a calcular ninguna integral
que tenga un significado fisico como en los ejemplos mostrados en la seccion
(2). Sin embargo, si destacamos la importancia de calcular las funciones en
el espacio de momentos \T/(p) como primer paso para obtener la densidad
de momento I(p) ya que una vez calculadas las ¥(p) no resulta complicado
conseguir los momentos (p*) a través de las correspondientes densidades.
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6 Transformada de Hankel

En esta parte examinamos el funcionamiento y extendemos la metodologia
de Wong transformando del espacio de posicion al espacio de momentos
funciones de tipo exponencial con diferente comportamiento tales como
filz) = ey fo(x) = e . Ambas funciones son importantes y aparecen
en los modelos del &tomo de hidrogeno y el oscilador armoénico en 2D.
Exploramos el comportamiento del método para valores pequenos de la
variable p. Estudiamos las propiedades de convergencia en varias regiones
de p. Analizamos su factibilidad para diferentes 6rdenes v de la funcion
de Bessel correspondientes al numero cuantico magnético |m|. Finalmente
comparamos esta metodologia con otro procedimiento.

6.1 Atomo de hidrégeno en dos dimensiones

Sabemos que los orbitales hidrogenoides son soluciones de la ecuacion de
Schrodinger no relativista e independiente del tiempo ademés forman un
conjunto bésico que describe el movimiento de un electréon en un campo
Coulémbico con un nicleo.

El 4tomo de hidrégeno en dos dimensiones puede definirse en el contexto
de la mecanica cuantica si el movimiento del electrén alrededor del niicleo
queda restringido al plano [53]. Para tener una aplicaciéon directa en el mundo
fisico real ciertas fuerzas tienen que aplicarse para imponer la restriccion de
planaridad sobre el electron y el nicleo.

La solucion de

HU(z) = EV(z), (6.1.1)

se puede obtener en forma cerrada usando coordenadas polares (r,¢). En
. . . _ 762 .

este caso se considera una energia potencial V' (r) = % al igual que en un

sistema unidimensional [54] (en unidades atomicas)

(R0 1
or?2  rdr  r20¢?

) _ 2762} Uy, 6) = BV, (r, 6), (6.1.2)

B 2me

usando separacion de variables se puede escribir

\I’njm(T, ¢) = R(T)n7m®m(¢)a (613)

donde para la parte angular tenemos

P, () = (6.1.4)
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y para la parte radial

d? 1d 2m Ze? m?
T otlnm S Lnm - E - __i| n,m = U, 1.
e R () + - Ron(r) + | 5 ( += ) | () = 0, (6.1.5)
siendo (6.1.5) la ecuacion radial de Schrodinger en dos dimensiones cuya
solucion R(r) depende solo de |m|. Asi la solucion (6.1.4) es también la

funcion propia del momento angular a lo largo de la direccion z [55]

0
op’
que conmuta con el Hamiltoniano por lo que m es un nimero cuantico

adecuado.
La funcién de onda en coordenadas polares en el espacio de posicion es

L,=—ih (6.1.6)

m| _—por 12|m m
W (7, ) = Ny (2por) e L2 (2pgr)e™, (6.1.7)
donde tenemos que py = % con Z como la carga nuclear; los nimeros
cuanticosn =1,2,3,....m=0,+1,£2,..; Limmq el polinomio de Laguerre

(n—|m|—1)! ] 1/2
@D m—DF | -

En la Tabla (6.1) mostramos las funciones radiales normalizadas para el
atomo de hidrogeno (Z = 1) en dos dimensiones [53, 55, 56] que se usaron
para probar la metodologia propuesta.

Es importante enfatizar que estamos interesados en aplicar la
transformada de Fourier en dos dimensiones (transformada de Hankel) a la
funcion de onda en el espacio de posicion (6.1.7).

En [57] se menciona que las funciones de onda en el espacio de momentos
son los homologos a través de la transformada de Fourier de los orbitales
en el espacio de posicion. Sin embargo, en esta misma referencia aplican la
proyeccion de Fock al 4&tomo de hidrégeno en dos dimensiones y consiguen
las eigenfunciones que corresponden a los armoénicos esféricos ordinarios en
el espacio de momentos

Ejn,m(}% ¢p> - Zm<_1)n_1 \/gp(%

asociado y la constante de normalizacion N, ,, = 2p

(p% + p2)3/2 Y”—Lm(gpa ¢p) (6.1.8)

En este punto debemos considerar que los armoénicos esféricos de (6.1.8)

tienen expresiones que dependen de senos y cosenos los cuales se representan
como [56]

: 2pop
S1n ep - W’ (619)
(5 —p*)
COs Hp = W’ (6110)
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nom Ry (7) Ry (D)

0 2e7PoTpg %
2 0 [%}e"’“po(l ~ 2p7) %
2 +1 [%]e—porpgr é 14; ;/;i
3 0 { \/5} e P po(2 — 8por + Apir?) 20 ﬁ’(iliz 54;2(;1;/;620174)
3 +1 [%} e~ p2r(3 — 2por) ~ %
3 42 [V%]e—porpgrz _(ﬁgim
10 L‘aﬁ} e P"po (6 — 36por + 36par® — 8par?) 3 %(11764?Zi;§§3$5i4+7056p2764)
4 £1 [ﬁ] e~ p2r(12 — 16por + 4pir?) B 7481\/477?$;§8;i+2401p4)
4 +2 [\/%To}e—por 312(5 — 2por) 1097@(4::;)2)(:/9;,2 1)
P [sf?] e " por? %

Tabla 6.1: Funciones de onda radiales para el 4&tomo de hidrégeno en dos
dimensiones R, ,,(r) con Z = 1 [57]. Las funciones de onda radial en el

espacio de momentos son R, ,,(p) [58].

estas dos transformaciones permiten escribir la ecuacion (6.1.8) solamente en
términos de p y de la eigenfuncién del momento angular e"™?». Por lo tanto
es posible conseguir las formulas analiticas en el espacio de momentos y asi
comparar los resultados del método numérico.

Las funciones radiales en el espacio de momentos estan relacionadas con
el espacio de posicion a través de la transformada de Hankel

Rom(p) = 1™ /0 Ry (7)o (pr)rdr. (6.1.11)

Las soluciones en forma cerrada de estas integrales estan disponibles en
|14]. Las representaciones analiticas de las funciones en el espacio de
momentos pueden usarse para probar el procedimiento numérico y obtener
las transformaciones de las funciones del espacio de posicion.

Los resultados obtenidos se analizan y presentan en graficas que aparecen
en la seccion (6.3).
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6.2 Oscilador armoénico en dos dimensiones

El oscilador armoénico en dos dimensiones se define a partir de la ecuaciéon

de Schrédinger (6.1.1). Considerando un potencial V(r) = $A%r? para el

oscilador armonico isotropico tenemos la siguiente ecuacién en coordenadas
polares

(o 19 1\ 1,, B
[‘%%Gﬁ+;a—z@ﬁ)*?TT%M%@—E%MWW7
(6.2.1)

podemos realizar la separacion de variables como en (6.1.3). Con lo que se
obtiene la ecuacion diferencial asociada a la parte radial

- 1 (d2 1d  m?

PR )

1
o > + EA%«?} Rum(r) = ERym(r),  (6.2.2)
al igual que en la expresion para el atomo de hidrogeno (6.1.5) existe una
dependencia con respecto al nimero cudntico magnético |mj.
Resolviendo la ecuacion (6.2.2) obtenemos las soluciones normalizadas

[59]

7>2
\I[n,m<r7 ¢) = Nn’mrmef%[/;n(/\r)ezm¢7 (623)

donde L7 es el polinomio de Laguerre asociado y la respectiva constante de

apI M+l
I'(n+m+1)

a la ecuacion (6.2.3) tenemos

1/
normalizacion N, ,, = [ } . Al aplicar la transformada de Fourier

. 2

m o~ rm (P
(s ¢p) = Npyup™e” X L (X)Ym(ep,gbp), (6.2.4)

2pI\—m—1 ] 1/2
T'(n+m+1)

Las expresiones analiticas para el oscilador armonico en dos dimensiones
se encuentran en la Tabla (6.2).

Los resultados obtenidos se analizan y presentan en graficas que aparecen

en la seccion (6.3).

en la que la constante es N, ,,, = [

6.3 Discusiéon de resultados
6.3.1 Atomo de hidrégeno en dos dimensiones

Los resultados para el &tomo de hidrégeno se agrupan y analizan de acuerdo
al valor de m ya que controla el orden de la transformada de Hankel. El
método utiliza una cuadratura diferente para cada valor de m.
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n o m Rym(T) R, mQ(p)

0 0 V2 ﬁ
bt refr(2—r?) g

1 2 {7;} e (3 — 12) w

20 [2Je @ - art ) ey

23 {Qf] “Br(20 — 1072 + 1Y) W
31 Z5]e 4 - 3607 120t ) e*%@zx—ls;ej?mw—p%
32 {G\ﬁ} “Ar*(60 — 6072 + 157 — 1) 621722172(601—2631;;+15p4—p6)

4 0 [g =B (24 — 9612 + 724 — 1615 + %) e—%(24—96p22:\;§p4_16p6+p8>

4 3 [245’@ | g5 (840 — 84072 + 252" — 2876 + 1) e*éﬁ(szxmg;g%%‘iﬂs;ﬂps)

Tabla 6.2: Funciones de onda radiales para el oscilador armoénico en dos
dimensiones R, ,,(r) donde = % con A = 1. Las funciones de onda radial

en el espacio de momentos son Ry, (p) [58].

Las gréficas se dividen para analizar el funcionamiento del método en dos
intervalos llamados la regiéon asintotica 1 < p < 50 y la regiéon no asintotica
0 < p < 1. Estudiamos la convergencia del método con respecto al orden de
la cuadratura N y los valores de p en la region no asintotica. También
se presentan las graficas de una funciéon por cada valor de m. Ademas
tenemos que los resultados y el comportamiento son representativos para
otras funciones con el mismo valor de m.

Usamos la metodologia de Wong para calcular numeéricamente las
integrales que involucran la transformacion de funciones radiales en el espacio
de momentos empleando un cédigo escrito en FORTRAN. Se calcularon las
integrales para funciones radiales con m = 0, m =1, m =2y m = 3
utilizando aritmética en precision doble para diferentes valores de la variable
p y comparamos con los valores que se obtienen a partir de las expresiones
analiticas presentes en la Tabla (6.1). Las graficas se generaron calculando
valores con pasos de una unidad en la region 1 < p < 50 y 0.02 unidades
en la region 0 < p < 1. Graficamos el logaritmo base 10 del valor absoluto
del error relativo logjo[Error] contra los valores de p, donde definimos al
Error = || con v, y v, como el valor numérico y el valor analitico
respectlvamente
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6.3.1.1 m=0

En la Fig. (6.1) se muestra el error como una funcion de p la cual se obtiene
a partir de las cuadraturas de orden NV =5y N = 10 basadas en la funcion
de peso Ky(r). Las graficas del célculo de R4(p) muestran que el método
funciona mejor (el error disminuye) a medida que p aumenta para un orden de
cuadratura particular. Resaltamos que se pueden obtener buenos resultados
para p mayor con tan s6lo una cuadratura de cinco puntos lo cual esta de
acuerdo con la observacion de Wong [36].

El método funciona mejor en regiones grandes del valor de p donde
los métodos convencionales tienen problemas debido a la naturaleza
oscilatoria del integrando. La cuadratura de diez puntos produce resultados
esencialmente exactos para p > 2.

El mejor funcionamiento del método para p grande con una cuadratura
de orden inferior significa que el integrando debe comportarse como un
polinomio de orden inferior para p grande. Lo anterior se puede entender
a partir de (4.5.2) donde R4(p) es una funcién de valor real por lo que
los componentes imaginarios de la ecuacion (4.5.2) deben cancelarse. El
comportamiento de la componente real del integrando en el primer término
para diferentes valores de p se presenta en la Fig. (6.2). Se observa que
el comportamiento oscilatorio del integrando para p menor se amortigua
a medida que p aumenta de hecho la funcién se asemeja a un polinomio
de orden inferior para p grande. El integrando del segundo término de la
ecuacion (4.5.2) muestra el mismo comportamiento.
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R4 0(p)

logqolError]
0

0 10 20 30 40 50 P

Figura 6.1: Grafica del logaritmo del error relativo contra el valor de p para
funciones radiales con m = 0 en la regién de 1.0 — 50.0 en p.

La comparacion de las curvas de la Fig. (6.1) muestra que se pueden
obtener mejores resultados para un valor particular de p aumentando el orden
de la cuadratura. Esto es evidente en las regiones mas pequenas de p. Una
caracteristica importante del método es que el error aumenta al disminuir p.
Uno de los objetivos principales de este trabajo es determinar si se pueden
obtener resultados confiables con este método en esta region.
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p=0.1 p=0.25

Re [Ryo(irlp) - (irlp)] Re [Ry,o(irlp) - (irlp)]
1.5x108 2.9x10°
. ~or i r
10 30 0 10 20 30 0
_ 8
1910 ~3.9%10°
Re [Ry4,o(irlp) - (irlp)] Re [Ry4,0(irlp) - (irlp)]
0 ' ' ' r 0.9
10 30
0 : : : r
-36 10 20 30

Figura 6.2: Gréfica de Re [Ry(ur/p) - (vr/p)] contra r para diferentes valores
de p.

La Fig. (6.3) presenta el analisis del error con diferentes 6rdenes de
cuadratura para 0 < p < 1. Se observa que cuadraturas de orden superior
tienen que ser empleadas en esta regién con el fin de alcanzar resultados
razonables. Por lo que se obtienen mejores resultados aumentando el orden
de la cuadratura.

Un estudio del error frente al orden de la cuadratura para p = 0.2 se
muestra en la Fig. (6.4). Vemos que pueden conseguirse resultados confiables
aumentando el orden de la cuadratura, sin embargo, se enfatiza que el método
falla para valores menores de p.
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R4,0(p)

loglError]
0,

15/

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 6.3: Grafica del logaritmo del error relativo contra el valor de p para
funciones radiales con m = 0 en la regién de 0.0 — 1.0 en p.

R40(0.2)
loglError]
o
_5}
-10+
-15+
. . . . I . . . . I . . . . I . . . . I . . ' N
0 10 20 30 40

Figura 6.4: Grafica del logaritmo del error relativo contra el orden de la
cuadratura N para la funcion con m =0 en p = 0.2.
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6.3.1.2 m=1

En esta seccion se estudia el funcionamiento de las cuadraturas basadas en
la funcion de peso rK;(r). Es importante senalar que graficamos el error en
los valores de la norma o densidades para la funcién de tipo m = 1, es decir,

- 2
‘R471(p)} ya que la funcion en si es de valor complejo.

La Fig. (6.5) presenta las graficas para la funcion m = 1 donde se
observan resultados similares a los de la funcion m = 0. La cuadratura
de cinco puntos produce valores esencialmente exactos para p grandes del
mismo modo la cuadratura de diez puntos produce resultados exactos en el
intervalo 2 < p < 50. Una observacion adicional para la grafica N = 5 es
que esta cuadratura logra resultados exactos a valores més pequenos de p en
comparacion con las cuadraturas Ky(r) de cinco puntos para m = 0 en la
Fig. (6.1).

Los resultados para valores pequetnios de p (0 < p < 1) se presentan en la
Fig. (6.6). Obtenemos excelentes resultados con una cuadratura de N = 40
hasta p ~ 0.2 y no se pueden conseguir resultados significativos para p < 0.2
con las cuadraturas estudiadas. Por otro lado la Fig. (6.7) para p = 0.2
ilustra que los resultados se pueden mejorar incrementando el orden de la
cuadratura.

/':?4,1(,0)

logo[Error]
0,

0 10 20 30 40 50 P

Figura 6.5: Grafica del logaritmo del error relativo contra el valor de p para
funciones radiales con m = 1 en la region de 1.0 — 50.0 en p.
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R4 1(p)

loglError]
0,

15/

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 6.6: Grafica del logaritmo del error relativo contra el valor de p para
funciones radiales con m = 1 en la regién de 0.0 — 1.0 en p.

R4,1(0.2)
loglError]
o
_5}
-10+
-15+
. . . . I . . . . I . . . . I . . . . I . . ' N
0 10 20 30 40

Figura 6.7: Grafica del logaritmo del error relativo contra el orden de la
cuadratura N para la funciéon con m =1 en p = 0.2.
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6.3.1.3 m=2,3

Los resultados obtenidos de las cuadraturas basadas en la funcion de peso
r3K3(r) se presentan en las Figs. (6.8 - 6.10). Debemos tomar en cuenta que
el error en la norma y no el error en la funcion es el que se representa para

~ 2
‘R473(p)} . También se estudiaron las graficas pertenecientes a los valores de

las cuadraturas con la funcion de peso r*K,(r) pero no se presentan. Las
graficas muestran un comportamiento similar a lo visto para m = 3.

Los resultados son semejantes a los presentados en m = 0,1. La
cuadratura de cinco puntos produce valores esencialmente exactos para
p > 20 mientras que la cuadratura de diez puntos da un excelente resultado
en el intervalo de 1 < p < 50. La cuadratura en orden N = 40 proporciona
buenas aproximaciones para p > 0.2. El error aumenta rapidamente con
p < 0.2 por lo que al método le cuesta proporcionar valores precisos en esta
region.

La Fig. (6.10) muestra la convergencia del método con el orden de
cuadratura en p = 0.2 lo cual demuestra que se pueden obtener mejores
resultados aumentando el orden de la cuadratura.

/51’4,3(,0)

logError]
0

0 10 20 30 40 50 P

Figura 6.8: Grafica del logaritmo del error relativo contra el valor de p para
funciones radiales con m = 3 en la regién de 1.0 — 50.0 en p.
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R4 3(p)

loglError]
0,
-5/ — N=20
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-10}
— N=40
15/

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 LOp

Figura 6.9: Grafica del logaritmo del error relativo contra el valor de p para
funciones radiales con m = 3 en la regién de 0.0 — 1.0 en p.

R45(0.2)
loglError]
o
_5}
-10+
-15+
. . . . I . . . . I . . . . I . . . . I . . ' N
0 10 20 30 40

Figura 6.10: Gréfica del logaritmo del error relativo contra el orden de la
cuadratura N para la funcion con m = 3 en p = 0.2.
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6.3.2 Comportamiento del método para valores de Z > 1

En esta parte mostramos como cambia el comportamiento del método cuando
se modifican los valores de Z. Para demostrar esto usamos la funcion de
prueba Ry o(p) con m =1y w(r) = Ko(r). En la Fig (6.11) se observa que al
incrementar el valor de Z al método le cuesta conseguir buenos resultados en
la region para valores de p pequenos. Esto es evidente con el valor de Z = 20
ya que al compararse contra el valor de Z = 1 se muestra que la diferencia
es notable aun incrementando el orden de la cuadratura. No se consiguen
buenos resultados para p < 10 al incrementar el orden de la cuadratura N
en Z = 20.

Mostramos que conforme crece el valor de Z se requieren érdenes de
cuadratura cada vez mayores para conseguir valores en la regiéon no asintotica
de p. Lo anterior indica que el método funciona muy bien para valores de Z
pequenos usando cuadraturas de orden bajo.

R1,0(p), Z=1 R1.0(p), Z=5
logolError] logolError]
Or 0r
_5f — N=20 -5r — N=20
— N=40 — N=40
-10r -10r
\ N=60 N=60
-150 8 TSNS ECTAA ALK IAAFR K -15¢ AN
0 10 20 30 40 50 P 0 10 20 30 40 50 P
R10(p), Z=10 Ri.0(p), Z=20
logolError] logolError]
0- -
=57 — N=20 =57
— N=40 _
-10¢ 10— N=20
=60 — N=40
157 SETROFR ~15— N=60 O
0 10 20 30 40 50 P 0 10 20 30 40 50 P

Figura 6.11: Grafica del logaritmo del error relativo contra el valor de p para
la funcion radial Ry o(p) con diferentes valores de Z = 1,5, 10, 20 en la region
de 1.0 — 50.0 en p.

44



6.4 QOscilador armoénico en dos dimensiones

La metodologia de Wong falla al calcular la transformada de Hankel. Por esta
razon se realiza un estudio para identificar por qué el método no funciona en
la aplicaciéon del oscilador armoénico.

Este resultado se puede entender al considerar la ecuacion (4.5.2) donde
se observa que en todas las funciones de peso consideradas [Ky(r), rK;(r),
r?Ky(r), r*K3(r)] n = v por lo que los factores de fase que preceden a
las sumas de la ecuacion (4.5.2) son iguales a uno en todos los casos. La
inspeccion de la Tabla (6.2) muestra que los factores 7™ en las funciones
radiales se incorporan a las funciones de peso de la cuadratura gaussiana
(n = m) y las restantes funciones gaussianas multiplicadas por polinomios
que son funciones pares. Pero también hay otro factor de r a considerar que
viene del elemento Jacobiano de la integracion. La multiplicacién de una
funcién par por r conduce a una funcion impar donde f(—r) = —f(r). Al
sustituir tales funciones en la ecuacion (4.5.2) da como resultado que cada
término de la segunda suma sea el negativo del término correspondiente en
la primera suma esto conduce a la cancelacion y por lo tanto el valor da cero.

También se puede considerar la incorporaciéon del factor r del elemento
de integracion a la funcion de peso de la cuadratura Gaussiana es decir
r™ K, (r). Los factores de fase de la ecuacion (4.5.2) ahora son +12y —1
respectivamente. Las funciones radiales a integrar son ahora pares y cada
término (valor real) de la primera suma es igual al término correspondiente
de la segunda. Sin embargo, el primer término se multiplica por +: mientras
que el segundo con —2 que conduce a la cancelacion y por lo tanto también
da un valor de cero. Se debe considerar que existen restricciones en el tipo
de particion de las funciones de peso que se pueden considerar debido a
ntv>-—-1.

El método aplicado a la funcién Gaussiana da cero para la integral
(4.5.2) independientemente del valor de p esto puede analizarse examinando
la ecuacion (4.4.9). Debido a los valores de n y v los prefactores de cada
suma en la ecuacion (4.4.9) dan términos iguales con signos contrarios. Por
lo tanto para una funcion que satisface f(—ury/p) = f(wrg/p) la primera
suma se cancela con la segunda y de esto tenemos un resultado de cero en la
transformada de Hankel.

Veamos lo anterior considerando la funcion del oscilador armoénico como
fio(r) = ce=% . Entonces a partir de la ecuacién (4.4.7) para n = 1 con
m = 0 tenemos que n = 1 y v = 0 ya que la transformada de Hankel tiene
un factor de r en la representacion integral. Para este caso el factor de peso
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es w(r) = rKo(r) de donde
1) = — {e [ st + e [ panfpyrmorar
= At = [T emuarg
-2 {/Oooe(” w(r )dr—/oooeww(r)dr}
- = {/Oooe%;wmdr - /OOO e;;;w(r)dr}
0. (6.4.1)

Lo mismo se observa para los casos en que w(r) es igual a Ko(r) y rKi(r).

Una estrategia que podria resolver el problema consiste en romper
la simetria que provoca la cancelacion de términos en (4.4.7) mediante
la introduccion de un factor como e®*e~®" (multiplicar por uno). Esto
funcionaria si fuera posible incorporar el factor e=*" dentro de la funciéon de
peso. Pero al no existir una expresion en términos de funciones elementales
(exponenciales) para las funciones de Bessel de orden entero [37] no se puede
eliminar la simetria. Sin embargo, en el caso de las funciones de Bessel
esféricas si es posible introducir este factor.

Otra funcion problematica es f(r) %3z estudiada por Linz

1472

|23] y tratada en [35] que sin estar relacione(mda )con la aplicacion de las
transformadas integrales también falla cuando se calcula usando el método
de Wong.

Algo interesante es que el método funciona bien en la region asintética
(p > 10). Para expresiones de tipo Gaussiano en las que no se aplica la
transformada de Hankel, es decir en integrales donde el término r"7 = 1
siendo la funcién de peso w(r) = Ky(r). En la Fig. (6.12) se muestran
algunos resultados numéricos que confirman lo anterior. Ademas tenemos
que al sustituir en la ecuacion (4.4.9) el valor de la integral I(p) es diferente
de cero.

El problema en la aplicacién de la metodologia al oscilador armoénico
es el elemento Jacobiano de la integracion en la transformacion de Hankel.
Aunque el método puede aplicarse a una integral con funcién general
de Bessel la Fig. (6.12) muestra los resultados para los calculos de
17 f(r) Jo(pr)dr con f(r) = ~* . Observamos que el método funciona bien
en las regiones de p més grandes asimismo se pueden obtener resultados més
precisos usando cuadraturas de orden superior pero no es posible conseguir
resultados significativos para p cercanas a cero. En realidad hay regiones en
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p donde la cuadratura de orden inferior produce mejores resultados que la
de orden superior y aparecen problemas con la representacion de la maquina
para las cuadraturas de orden superior.

w(r)=Ko(r)

logolError]
0,

-10-

-15¢

0 10 20 30 40 50 P

Figura 6.12: Gréfica del logaritmo del error relativo contra el valor de p para
la funcion Gaussiana sin transformar f(r) = e~ utilizando la funcién de
peso w(r) = Ky(r) en la region de 1.0 — 50.0 en p.

6.5 Comparacién con otra metodologia

A continuaciéon se compara este método con otra metodologia que se
desarrolla en [14] como una alternativa para resolver el problema de calcular
numéricamente integrales dadas por la ecuacion (4.0.7).

Este procedimiento numérico calcula integrales que tienen la funciéon
de Bessel y en donde aparecen funciones con comportamiento de tipo
exponencial. FEl método utiliza la representacién integral de la funcién de
Bessel para reformular el problema como una integral doble. En donde una
de las integrales se calcula con la cuadratura de Gauss-Chebyshev mientras
que la otra integral utiliza una cuadratura de Gauss-Laguerre dependiente
de un pardmetro en el plano complejo [35]. Por lo anterior se espera que
esta metodologia sea exacta cuando se calcule una funcién exponencial como
f(r)y=e.

Se debe considerar que al tratarse de una integral doble cada integral
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requiere de un orden cuadratura diferente para poder calcularse. Por esta
razon se establecen dos ordenes de cuadratura N y M tales que (N, M) =
N x M donde para obtener el nimero total de puntos necesarios para calcular
la integral original se multiplican los 6rdenes de ambas cuadraturas. La
cuadratura de Gauss-Chebyshev para la primera integral es de orden N = 25
y la cuadratura de Gauss-Laguerre para la segunda integral es de orden
M = 50, lo cual da N x M = 1250 puntos de evaluacion total para calcular
la integral.

La segunda integral requiere la introduciéon de un pardmetro a que se
utiliza para modelar el comportamiento exponencial de la funcién. Para esta
prueba se selecciona un valor del pardametro ov = 20 de acuerdo a [35].

En este caso no estamos usando la transformada de Hankel para
transformar funciones. Lo que hacemos es calcular las integrales asociadas
con la funciéon de Bessel y la funcion de prueba seleccionada considerando
integrales de la forma (4.0.7). Comparamos con respecto al logyg[Error] en
ambos métodos.

En la Tabla (6.3) se muestra el comparativo para una funcién con
comportamiento de tipo exponencial f(r) = 1‘?—_57“ Se selecciona esta
funciéon de prueba para que pueda ser comparado el calculo con el método
de Wong. Por lo mencionado arriba si se tomard solamente una funciéon
exponencial por construcciéon serfa exacta usando el método de Luna el al.

p  Lunaetal. (o =20) logig|Error] Wong logyo[Error]
(N x M) = 1250 N =15
0.5 2.99822295 -9.8 2.38919972 -0.6
2.99822295 2.99822295
1.0 2.31243834 -9.7 2.27666191 -1.8
2.31243834 2.31243834
2.0 1.64723115 -9.5 1.64725797 -4.7
1.64723115 1.64723115
5.0 0.88137359 -9.3 0.88137359 -12.0
0.88137359 0.88137359
10.0 0.48121189 -9.0 0.48121189 -11.4
0.48121189 0.48121189
20.0 0.24746646 -8.7 0.24746646 -11.1
0.24746646 0.24746646
50.0  9.98340784 - 102 -8.3 9.98340789 - 1073 -10.6
9.98340789 - 102 9.98340789 - 1073

Tabla 6.3: Para f(r) = =" con Jo(r) (n =0, v = 0).

r

48



Lo primero que se debe mencionar es la difencia entre el nimero de puntos
necesarios en cada método para realizar el calculo numérico de la integral.
El método de Luna et al. requiere 1250 puntos de evaluaciéon mientras que
el método de Wong usa solamente 15 puntos de evaluacion para esta prueba
comparativa.

Para p < 5 observamos que el método de Luna et al. funciona bien en
la region no asintotica mientras que con el método de Wong no se obtienen
buenos resultados.

Para p > 5 vemos que el método de Luna et al. comienza a fallar y el
método de Wong da mejores resultados para la region asintética hasta p = 50.

Lo anterior se justifica por el hecho de que el método de Luna et al. no
es un método de tipo asintotico por esto es muy efectivo en la region donde
los valores de p son pequenos. Por otro lado el método de Wong al ser un
método de tipo asintotico es mas efectivo en regiones donde los valores de p
son grandes.

Con esto se puede pensar en desarrollar un método de tipo hibrido en el
que se apliquen ambas metodologias para cada regiéon de p asintotica y no
asintotica.

En la Tabla (6.4) se muestra el comparativo para una funcién con
comportamiento Gaussiano f(r) = e . La seleccion de esta funcion
se justifica porque estamos interesados en probar funciones como las que
aparecieron en la transformada de Hankel.
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p  Lunaetal. (o =20) logip|Error] Wong logro[Error]

(N x M) = 1250 N =15
0.5 0.859170309 “14.6 NaN -
0.859170309 0.859170309
1.0 0.785150550 -14.3 NaN -
0.785150550 0.785150550
5.0 0.210416562 -14.0 3.705214007 - 107 -
0.210416562 0.210416562
10.0 0.101049304 -15.8 0.101049304 -11.3
0.101049304 0.101049304
20.0  5.012643647 - 1072 9.9 5.012643648 - 102 -15.0
5.012643648 - 102 5.012643648 - 102
30.0  3.336942420 - 102 4.4 3.337055729 - 1072 -14.9
3.337055729 - 1072 3.337055729 - 1072
40.0  2.491745719 - 1072 2.4 2.501566918 - 102 155
2.501566918 - 102 2.501566918 - 102
50.0  1.927353936 - 1072 1.4 2.000801445 - 1073 15.7
2.000801445 - 102 2.000801445 - 103

Tabla 6.4: Para f(r) = e con Jo(r) (n =0, v = 0).

También en este caso el método de Luna et al. requiere 1250 puntos de
evaluacion y el método de Wong usa 15 puntos de evaluaciéon para realizar
la prueba comparativa.

Para p < 5 observamos que el método de Luna et al. funciona bastante
bien en la regién no asintética mientras que el método de Wong falla
completamente. En valores de p pequenos el método de Wong presenta
problemas con la representacién numérica de la maquina (NalV).

Sin embargo para p > 10 vemos que el método de Luna et al. comienza
a fallar y el método de Wong da mejores resultados para la region asintotica
hasta p = 50.

Los resultados mostrados en este comparativo se explican por las
caracteristicas propias de cada uno de los métodos. Esto se debe a que
el método de Luna et al. no es un método de tipo asintotico y funciona para
valores de p pequenos. Mientras que el método de Wong es un método de
tipo asintotico y funciona para valores de p grandes.

También se puede pensar en desarrollar un método de tipo hibrido
aplicando ambas metodologias para cada region de p.
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6.6 Conclusiones

Se definen cuadraturas Gaussianas especializadas basadas en funciones de
peso correspondientes a las funciones de Bessel modificadas de tercer tipo
K,(r) para ser usadas en calcular integrales con funciones que tienen
comportamiento exponencial como fi(r) =e "y fo(r) = e

Las cuadraturas gaussianas para estas funciones de peso se construyen y
aplican en el calculo numérico de integrales con las funciones de Bessel Jy(r),
Ji(r), Jo(r) v J3(r). Extendiendo el trabajo original hecho por Wong para
la funcion Jy(r).

Los resultados numéricos muestran que en general el método funciona
muy bien en las regiones asintoticas con p grande incluso para cuadraturas
de orden inferior.

En valores de p cercanos a cero es dificil obtener una mayor precision atn
incrementando el orden de la cuadratura siendo el valor limite p = 0.1. Por
otro lado en el rango de [0.2 — 1.0] es posible obtener resultados precisos con
ordenes de cuadratura mayores.

También encontramos casos donde la convergencia es monoténa para las
funciones radiales con m = 1, m = 2 y m = 3. De los cuales no es posible
conseguir mayor precision al aumentar el orden de la cuadratura.

Para las funciones de Bessel de orden superior se deben incluir factores
r™ en la funcion de peso asegurando asi la convergencia de las integrales en
el célculo de cuadraturas gaussianas referentes al atomo de hidrogeno en dos
dimensiones.

El método no funciona para la transformaciéon en el espacio de momentos
del oscilador armoénico en dos dimensiones.

Se puede aplicar esta metodologia para calcular integrales de funciones
que poseen expansiones en series multipolares f(r,¢) = > oo f,.(r)e™
en donde cada término de la expansion es la transformada de Hankel de
m-ésimo orden de f,,(r).
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7 Transformada de Bessel esférica

En la primera parte de este trabajo se plante6 la metodologia para
transformar numéricamente funciones con comportamiento exponencial y
Gaussiano del espacio de posicion al espacio de momentos. Se us6 esta
metodologia para transformar funciones radiales del atomo de hidrogeno en
dos dimensiones. Ademas se estudi6 el caso del oscilador armoénico en dos
dimensiones donde falla el método.

Ahora en esta segunda parte estudiamos el problema en tres dimensiones
donde desarrollamos una nueva metodologia la cual permite transformar
numéricamente funciones de base tipo Slater. También probamos funciones
de base tipo Gaussiana ya que para este caso no falla el método con la
introducciéon de un parametro que llamamos .

La dificultad de resolver este tipo de integrales estd en el hecho de
que la funcion j(pr) en el integrando oscila demasiado para valores de
p grandes. Ver la discusion alrededor de la ecuacion (4.0.7). Por lo
cual es importante encontrar métodos numéricos que permitan calcular con
precision dichas integrales. Algunos autores han trabajado en este problema
[60, 61] enfatizando en la precision obtenida [18]. En este sentido estamos
interesados en tratar dicho problema mediante una nueva metodologia. Ver
el planteamiento del método en la seccion 4.4. Por lo que desarrollamos
el método para resolver el problema en tres dimensiones relacionado con la
transformada de Bessel esférica.

El objetivo es examinar el funcionamiento de esta nueva metodologia
cuando se transforma del espacio de posicidon al espacio de momentos en 3D.
Por lo que probamos funciones con comportamiento exponencial y Gaussiano
que aparecen en las funciones de base tipo Slater ;ffo(r) y tipo Gaussianas
G1O(r). También exploramos el funcionamiento del método para valores
pequenos de la variable p. Estudiamos las propiedades de convergencia en
varias regiones de p. Analizamos su factibilidad para diferentes 6rdenes v
de la funcion de Bessel semientera correspondientes al nimero cuantico de
momento angular [. Examinamos el comportamiento del parametro o que
aparece en la transformacion de funciones de base tipo Gaussiano. Ademas
comparamos con otra metodologia para ver sus alcances.

7.1 Funciones de base tipo Slater

Estas funciones con comportamiento exponencial se usan ampliamente como
funciones de base en atomos [62] y moléculas [63]. Se pueden representar
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como

00 = N, (711
2n-+1 2
ConC>0, n—lZlZOY N;ZS:Z;O = 5“2(42)71—1-1)

La expresion general para la transformada de Hankel (3.6.6) de estas
funciones es

BIOw) = N3O [ el menian (112)
0

En la Tabla (7.1) mostramos las funciones de base tipo Slater
normalizadas radiales con ¢ = 1 en tres dimensiones [18]| que se usaron para
probar la metodologia propuesta

n 1 w1 (r) a1 (p)
—r 42
0 2e T3

2 _r —161p\/%

2 1 [ Fler e
2\/§ 2, —r —64p?

32 [ 35]T € Vom(14p2)4

2 3 _r 25611)3\/27T

13 [gag)re Tk
5 4 |2 214 —r 1024p*

5 |7 € 3/7n(14p2)0

Tabla 7.1: Funciones de base tipo Slater normalizadas f57°(r) con ¢ = 1[18].

Las funciones de base tipo Slater en el espacio de momentos son f;ﬁfo(p)
[18,58].

7.1.1 Desarrollo

Es importante resolver numéricamente integrales que tienen funciones de
Bessel esféricas j;(pr) por ser usadas como eigenfunciones para sistemas de
coordenadas esféricas [64]

En quimica cuantica aparecen las funciones tipo Slater que se utilizan
como base para los orbitales atomicos por lo que se representa la parte radial
como en (7.1.1) siendo la funcién transformada

I(l,p) = /Ooo r® f(r)ji(pr)dr, (7.1.3)
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donde f(r) = f579(r) y l es el niimero cuéntico de momento angular.

El problema radica en la evaluacion numérica de la ecuacion (7.1.3) para
funciones que decaen lentamente en valores grandes de p cuando el integrando
oscila demasiado.

Wong [36] introdujo una metodologia para tratar a las funciones de Bessel
de orden entero J,,(pr). Por lo que en esta parte desarrollamos una nueva
metodologia para funciones de Bessel esféricas j;(pr).

Para la funcion de base tipo Slater radial f73°(r) (I = 0) sustituimos
Jo(pr) usando la relacion de la funcion de Bessel de orden semientero con la

funcion de Bessel esférica

Jilpr) = \/§J§+,(pr), (7.1.4)

por lo cual jo(pr) = /5= J1 (pr) que al sustituirse en la ecuacion (7.1.3)

K\J

3/2
I(l,p) = 517 1/2/ F(r)Ja (pr)r®/2dr, (7.1.5)

se cumple la condicion (2+1) £ (3 +1) > —1 a fin de asegurar la convergencia
de las integrales [36].
Se transforma a las funciones de Bessel modificadas de segundo tipo K1 (t)

de donde sabemos que se cumple J1( ) =3 {H(l)(t) + H(Z) (t)} ademés de
2
H(l)(t) =2 _””/ZK1( it) y H( )( t) = —2e ””’/2[(1 (at). Al sustituirse en

(7 1.5)y reahzar los correspondlentes cambios de Varlable tenemos

™

1/2 1 o0
_ /2 L 3/2
I(l,p) = (21/2]01/2) (71']95/2) [e /0 f(zr/p)Ki(r)r dr +

e~m/? /OOO f(=wr/p)Ki(r)r®?dr|. (7.1.6)

Considerando que la funciéon de Bessel esférica modificada de tercer tipo
K, 1(r) se puede escribir en términos de funciones elementales a través de
2

1
2

la siguiente relacion de recurrencia [37, 38|

filr) = (=) TKZ+2() 1=0,1,2,.., (7.1.7)

2

donde sabemos que

Ky (r) = Ky (r), (7.18)
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20+1
r

Jioa(r) = fia(r) = fi(r), (7.1.9)

para | = 0 usamos K (r) = \/5-¢"" [38] en la ecuacion (7.1.6)

1 1/2 00
1400) = (gums ) (G ) o [ stortmrear -

. /0 h f<—zr/p)frerdr1, (7.1.10)

separamos a la funcién de peso para obtener

]

I(l,p) = 3 {/OOO rf(u/p)e"dr — /OOO rf(—zr/p)e’”dr}, (7.1.11)

o0

f(z,p>:2—;2[ | wmsermerar + (—zr/p)f(—lr/p)e’"dr],

(7.1.12)

en donde dicha funcién de peso es w(r) = e . Se realizo el mismo
procedimiento para funciones de base tipo Slater radiales [ =1,1=2,1=3
yl=4.

También es importante notar de las Ecs. (7.1.7 - 7.1.9) que las
funciones de Bessel esféricas modificadas de orden semientero K, 1 pueden
ser representadas en términos de funciones exponenciales lo cual no se puede
hacer para el caso de las funciones de Bessel de orden entero K,,.

Ahora veamos que si se emplea la definicion de las funciones de Bessel
esféricas en términos de funciones trigonométricas es posible obtener la misma
representacion (7.1.12) sin usar el procedimiento anterior para calcular la
transformada de Bessel esférica.

Por lo que comenzamos definiendo a la funcion de Bessel esférica para
[=0

sen pr

o(pr) = 7.1.13
jnlpr) = 222 (71.13)
que al sustituirse en la ecuacion (7.1.3)
I(l,p) = / r2f(r) [ Senpr]dr, (7.1.14)
0 pr

25



I(l,p) = ]10/000 rf(r) sen prdr, (7.1.15)

representando la expresion en términos de exponenciales tenemos que

1 o0 ePr _ o=Wpr
I(l,p) = 5/0 rf(r) (2—z) dr, (7.1.16)

Ip) = — /0 ) (ew - e-W) dr, (7.1.17)

21p

](l,p):%p[ /O T fr)emdr — /0 Oorf(r)e_””"dr} (7.1.18)

Efectuamos los siguientes cambios de variable z = +upr, despejando a r
tenemos que r = +1z/p y sustituyendo en la ecuacion anterior

I(l,p) = %p{ /0 OO(ZZ/p)f(ZZ/p)e‘z(le/p) -
/ °°<—zz/p>f(—zz/p)e—%—zdz/p)}, (7.1.19)

finalmente llegamos a la misma representacion obtenida en (7.1.12).

1) = s | [Tesmstemea + [ w(—zz/p)f(—zz/p)ezjio)

con funciéon de peso w(z) = e .

Se realiz6 el mismo procedimiento para funciones de base tipo Slater
radiales [ = 1,1 =2, =3y [ = 4.

Es importante resaltar que las funciones de peso w(r) que aparecen para
esta aplicacion de la transformada de Bessel esférica estan relacionadas con
los polinomios de Bessel inversos ©;(r). Esto se debe a que pueden escribirse
las funciones de Bessel esféricas modificadas de tercer KH_%(’I“) tipo como [65]

KH%(T) = \/gr(”é)er@l(r). (7.1.21)
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Por lo cual presentamos en la Tabla (7.2) los primeros cinco polinomios de
Bessel inversos ©;(r) asociados a las funciones de peso wf;:lm(r)

l @l<7’)
0 1

1 r+1
2 r24+3r+3
3
4

3 4+6r2+15r +15
r* + 1073 + 4572 + 1057 + 105

Tabla 7.2: Los polinomios de Bessel inversos ©,(r) para 0 <1 < 4.

Es posible generalizar este procedimiento para calcular las transformadas
de Bessel esféricas de funciones de base tipo Slater radiales asi la ecuacion
(4.4.9) toma la forma

N
Fai(p) = a HQ{Z /) foi(vre/p)wr +

k=1

Z — /D) fri( zrk/p)wk}. (7.1.22)

k=1

Donde las r, y wj son las abscisas y pesos de la cuadratura Gaussiana
con funciéon de peso wS?O(r). El factor i;’"“ representa la factorizacion

del elemento de volumen r2dr en este procedimiento. Se enfatiza que
fua(r) = rm~(FDe=¢" eg distinto a la definicion de la funcién de base tipo
Slater (r"~te¢"), esto se debe a que el factor 7! estd incluido en la funcion
de peso para poder obtener los polinomios de Bessel inversos ©;(r).

Las soluciones en forma cerrada de las integrales (7.1.3) estan disponibles
en la Tabla (7.1). Las representaciones analiticas de las funciones en el
espacio de momentos pueden usarse para probar el procedimiento numeérico
y obtener las transformaciones de las funciones del espacio de posicion.

7.1.2 Procedimiento

Polinomios ortogonales y formulas de cuadraturas Gaussianas para funciones
de peso w; [ (r) en el intervalo [0, c0] se obtuvieron hasta el orden N = 145

utilizando el procedimiento de Stieltjes discretizado, ver apéndice C (12).
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Tabla 7.3: Funciones de peso wffo

Bessel inversos ©;(r) ver Tabla (7.2).

(r) dependientes de los polinomios de

Se realiz6 un analisis de los resultados numéricos obtenidos utilizando
este método para cinco funciones de base tipo STO (Slater-type orbital)
correspondientes a [ =0, =1,1 =2, =3 y [ = 4 que fueron comparados
con los valores analiticos de la Tabla (7.1) para un valor de ( =1 en (7.1.1).
Los resultados obtenidos se analizan y presentan en graficas que aparecen en
la seccion (7.4).

7.2 Funciones de base tipo Gaussianas

Las funciones de tipo Gaussiano se definen como la clase de funciones con
comportamiento de largo alcance dominante en una exponencial Gaussiana
[18]. Fueron introducidas en célculos atémicos y moleculares en 1950 [66,67]
v posteriormente las funciones de base para orbitales tipo Gaussiano [68|.
Tienen la siguiente forma

GTO(r) = Nfgornfle’w, (7.2.1)

n,l

n+1 2
donde ( >0,n—1>1>0y N9 = hﬁ;f '

La transformada de Hankel (3.6.6) para estas funciones es
o0 . .
hST9(p) = NST© /0 "¢ ) s (pr) (pr) 2. (7.2.2)

En la Tabla (7.4) mostramos las funciones de base tipo Gaussianas
normalizadas radiales con ¢ =5 en tres dimensiones [18]| que se usaron para
probar la metodologia propuesta

7.2.1 Desarrollo

Veamos el procedimiento para obtener la transformacion de una funciéon de
base tipo Gaussiana con [ = 0.

o8



n 1 GTO(T) fGlTO (p)
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Tabla 7.4: Funciones de base tipo Gaussianas normalizadas f&T°(r) con

¢ = 5 [18]. Las funciones de base tipo Gaussianas en el espacio de momentos

son f 19 (p) [18,58).

Utilizando la representacion de la transformada de Bessel esférica (7.1.3)
tal y como se hizo con la funcién de base tipo Slater [ = 0 llegamos a la
representacion

71.1/2 ()
I(l,p) = S, /O f(r)J%(pr)r?’/zdr, (7.2.3)

que cumple la condicion de (24 1) £ (5 +1) > —1. Se realizan algunas
transformaciones hasta llegar a las funciones de Bessel esféricas modificadas
de tercer tipo K%(r)

1/2 1 0
I(l,p) = (217/;]01/2) (Wps/z) [GW/Q/O f(”/p)K%(T)TS/QdT’ +
e/ /OO f(—zr/p)K% (r)r?’/er], (7.2.4)
0

100 = (s ) (52 ) o[ Sntrear o [ s,
(7.2.5)




1 oo [e.e] .
109 = 55| [ st & [T Cuprcnperal,
0 0
(7.2.7)
En este punto y por el cardcter par de la funcion f(r) = f7°(r) ambas

integrales en (7.2.7) son iguales en magnitud y opuestas en signo por lo que
se cancelan como en el caso 2D en la transformada de Hankel para el oscilador
armonico.

Sin embargo al introducir el factor e**"/Pe=**"/P en la expresion de arriba se
puede romper la simetria evitando la cancelaciéon. Lo anterior sirve porque las
funciones de Bessel esféricas de tercer tipo pueden escribirse en términos de
funciones elementales como las exponenciales [37]. Sustituyendo este factor
se obtiene

1 o0
[p) =55 { /0 (er/p) f (ur [p)e "/ Pe " Pe="dr +

/0 () f(—ar /p)elm/pe_’ar/pe_Tdr] (7.238)

1 [ [~ (e
fu,p):z—pzM (ur/p) for [p)e 70 dr

/0 OO<—w/p)f<—m~/p>e—m/pe—m—z&“>dr] (729

Efectuamos los siguientes cambios de variable z = r(1 41 /p) despejando
a r tenemos r = z/(1 £1/p) = zp/(p £ 1) que sustituyendo en la ecuacion
anterior

1 o 12 12 (zaz) pe~*
= — ptia —d
e 2]72[/0 (p+m>f(p+m)6 Tt T

[ ) 5] oam

1 P & 12 12 (zaz) B
I(l,p) = — | —— rra)e”?d
(.p) 2p2[(p+wz)/o (pﬂ&)f(pﬂa)e e e

(p_’;m)/om (p:zja>f(p:zja>e<pl?§)e_zdz}, (7.2.11)
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1 1 e 12 12 (’Laz) B
I(l,p) = — pia) e *d
(.p) 229{(19“06)/0 (pﬂa)f(pﬂfx)e re

ﬁ /0OO (p_—zjo) / (p_—ljc) e<;ﬁ?;) e—ZdZ} (T2

esta es la expresion usada para realizar calculos en una funcién de base tipo
Gaussiana radial con [ = 0 y funcién de peso w(z) = e~ .

Ahora vamos a obtener la expresion (7.2.12) a partir de la definicion de
las funciones de Bessel esféricas en términos de funciones trigonométricas
usando la definicion (7.1.13) que al sustituirse en la ecuaciéon (7.1.3) se tiene

I(l,p) = /OOO r2f(r) { Se;npr}dr, (7.2.13)
I(l,p) = %/OOO rf(r) sen prdr, (7.2.14)

representamos la expresion trigonométrica en términos de exponenciales

I(,p) =~ /OOO rF(r) (%) dr, (7.2.15)

p

21p

Ip) = — /0 T ) (ew - e—W) dr, (7.2.16)

1(,p) i[ /Ooorf<r)ewdr _ /Oorf(r)emdr] (7.2.17)

- 21p 0

Debido a que la expresion de arriba da cero por la paridad de la funcién
Gaussiana f(r) introducimos el factor e* e~ " para evitar la cancelacion de
términos

1 b I~
I(l,p) = %{/0 rf(r)e®e e dr — /O 'r’f(r)eme"”e’p’”drl,
(7.2.18)
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1 o0 S
[(l, p) = % {/0 7a]f<7n)eme—r(oz—zp)dr _ /0 rf(r)eocre—r(a+zp)dr )
(7.2.19)

Realizamos los siguientes cambios de variable z = r(a F1p) despejando a
r tenemos que r = z/(«a F 1p) y sustituyendo en la ecuacion anterior

I(l,p) = 2—1}9 [/OOO (a - Zp)f(& - Zp)e(;‘ip) (ij@p)dz _

[ (o (o g,

fhp) = %P {rlzp) /oO;(a j Zp>f<a j Zp)e(o‘az”’)e_zdz -
(OéiZP)/o (ajzp)f(aij)e(ﬂz”’)e_de} (7.2.21)

Multiplicamos por el factor (:/2) los argumentos de la primera integral y por
el factor (—:/ — 1) los argumentos de la segunda integral

171 [ e . oy
fthr) = 2_]3[(]9—1—1(1)/0 (p+la)f<p+la>e(p+za)e dz —
1 <z —iz o)
m/o (p_w)f(p_m)e(m)e dz}, (7.2.22)

para finalmente llegar a la misma representacion que en (7.2.12)

1 1 oo 1z 1z (miz) 3
I(l,p) = — ) e=2d
(p) 2p{<p+204)/0 (p+za)f<p+za>e rete Az

m/ooo (p__z';é)f(p__lja)e(;fi)eZdz}. (7.2.23)

Se realiz6 el mismo procedimiento para funciones de base tipo Gaussianas
radiales [ =1, =2y [l =3.

En las transformaciones de funciones de base tipo Gaussianas para cada
I se requieren [ + 1 funciones de peso wS[©(r) ver Tabla (7.5). Lo anterior
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se debe a la introduccion del factor que rompe la simetria que provoca la
particion de la ecuacion (4.4.9) en varias sumas.

Es posible generalizar este procedimiento para calcular las transformadas
de Bessel esféricas de funciones de base tipo Gaussianas radiales; asi, la
ecuacion (4.4.9) toma la forma

1 N
T ) L L2k L2k k) ()
i (2) % 2pl+1{Z<p+w>“’c”’l<p+wa>€(p+ i+
1

k=
Ay —1z oz :
Z ( : )fn,l( u )e( P—“f)w,(f)}. (7.2.24)
p— 0 p—

k=1
Donde las z; y wi son las abscisas y pesos de la cuadratura Gaussiana con
funciéon de peso wS7¢(r). El factor ]% representa la factorizaciéon del
elemento de volumen 72dr en este procedimiento. Es importante destacar
que fp,(r) = r"= e ge considera que es distitnto a la definicion de la
funcién de base tipo Gaussiana (r”fle*“Z) esto por el hecho de que el factor
r! esta incluido en la funcién de peso para poder obtener los polinomios de
Bessel inversos ©,(r) y los polinomios P\ "(—r) correspondientes. Por lo
que la aproximaciéon total jll(p) estd dada por la suma de cada una de las
particiones referentes a las funciones de peso w'/)

I+1
Fua@) =Y MPFY) (p), (7.2.25)
j=1
siendo el factor Ml(j )
e CE i (7.2.26)

con los k9 siendo los coeficientes constantes del polinomio de Bessel inverso
correspondiente a [ considerando el valor positivo del término (42a)’~! para
la primera suma y el negativo para la segunda suma en (7.2.24).

Las soluciones en forma cerrada de estas integrales estan disponibles en la
Tabla (7.4). Las representaciones analiticas de las funciones en el espacio de
momentos pueden usarse para probar el procedimiento numérico y obtener
las transformaciones de las funciones del espacio de posicién.

7.2.2 Procedimiento

Polinomios ortogonales y formulas de cuadraturas Gaussianas para funciones
de peso wS]9(r) en el intervalo [0, oo] se obtuvieron hasta el orden N = 145

utilizando el procedimiento de Stieltjes discretizado.
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L uTo()
0 671“@0(7’)
1 e "Oo(r)
e "O1(r)
2 e "Oy(r)
e "(r+2)
e "Oy(r)
3 e "Oy(r)
e "(r+3)
e "(2r? 4+ 10r 4+ 15)
e "O3(r)

G

“T9(r) dependientes de los polinomios de

Tabla 7.5: Funciones de peso w

Bessel inversos ©,(r) y de los polinomios qul_l)(—r) para [ > 0.

De la tabla anterior se observa que O;(r) = Pl(o)(—r) ademas tenemos
P (=) =(r+2)y PP (=) = (r+3).

Se realizé un anélisis de los resultados numéricos obtenidos utilizando
este método para cuatro funciones de base tipo GTO (Gaussian-type orbital)
correspondientes a [ = 0, [ = 1,1 = 2 y [ = 3 que fueron comparados con
los valores analiticos de la Tabla (7.4) para un valor de ¢ = 5 en (7.2.1)
y pardmetro a = 20 en (7.2.11). Los resultados obtenidos se analizan y
presentan en graficas que aparecen en la seccion (7.4).

7.2.3 Analisis del parametro «

Es importante analizar el pardmetro o ya que la seleccion adecuada de un
valor nos permite obtener resultados satisfactorios en el calculo numérico
de las transformadas de Bessel esféricas aplicadas a funciones de base tipo
Gaussianas.

El parametro « lleva a la transformacion r = zp/(p £ 1) que da como
resultado la evaluacion de argumentos con la forma % ver ecuaciones
(7.2.8-7.2.11), donde tenemos que el argumento a evaluar estd en funciéon
de tres términos (a,p,z). Los nodos zj de las cuadraturas calculadas
corresponden a la discretizacion de la variable z.

El estudio del comportamiento del pardmetro se hizo para dos regiones
de « graficando el valor de z (nodos de la cuadratura) contra el valor de la

parte real de <pfm)fn,l <pfm>€<szzza) que aparece en la ecuacion (7.2.24),

2

por lo que se escogi6 la funcion de prueba Ry o con fio(z) = e~
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Re [Rl,o}:< = )fl,o( = )e(ﬁfa), (7.2.27)

P+« P+«

en este caso tomamos el argumento con signo positivo ya que para el
argumento con signo negativo obtenemos el mismo resultado.

7.23.1 a<l

Cuando o = 0 el argumento =2 se convierte en ££ que aparece en las
ptia p

funciones de base tipo Slater que no tienen el parametro a. Por lo que para
valores de « cercanos a cero el comportamiento del método se aproxima al
caso en el que no existe parametro a.

El argumento £Z£ se acota en valores de p grandes, es decir, tiende
a valores pequenos del argumento lo cual le da el caracter asintotico a
la metodologia para funciones de base tipo Slater. Sin embargo con la
introducciéon del parametro a a través de las funciones exponenciales el
comportamiento del método cambia dejando de ser asintodtico.

e Caso I. Fig. (7.1). Para0 < o < 1y 0 < p < 1. Observamos que
para a = 0.1 (cercano a cero) el valor de Re |[R; | oscila o crece méas
que para a = 0.25 y a = 0.5 independientemente de los valores de p en
el intervalo (0, 1). Esto demuestra que o amortigua la oscilacion de la
funcion. Ademéas a < 1 se aproxima al comportamiento de la funcion
sin la introduccién del parametro.
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Figura 7.1: Caso I. Grafica de Re |R; | contra z para diferentes valores de
a<lyp<lenlaregion( <z <2

e Caso II. Fig. (7.2). Para0 < a < 1y 1 < p < 50. Tenemos que
con @ = 0.1 y p=1 el valor de Re [R;p| explota. Por otro lado en
valores de p mayores a cinco se invierte el comportamiento observado
anteriormente ya que el valor de Re [R; | para o = 0.5 crece mas que
en a = 0.25 y @ = 0.1. Asimismo vemos que los valores de Re [Ry ]
disminuyen al incrementar p por lo que esta variable también amortigua

el comportamiento oscilatorio.
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Figura 7.2: Caso II. Gréfica de Re [R; | contra z para diferentes valores de
a<lyp>1lenlaregion 1<z <20.

7232 a>1

Cuando « tiende a valores grandes (¢« — o0) entonces el argumento %

se aproxima a valores cercanos a cero. En esta region de o es maés factible
encontrar los valores 6ptimos del parametro ya que en principio se espera
tener un comportamiento semejante al método asintotico.

e Caso I. Fig. (7.3). Parab < a <30y 0 < p < 1. Tenemos que el
valor de Re |Ryo] para a = 5 crece mas que en a = 20 y o = 30.
Ademaés los valores de Re [R; o] no aumentan tanto como en la figura
(7.1), también dichos valores se incrementan al hacer p grande. Las
curvas de esta grafica presentan una tendencia méas uniforme respecto
al mismo caso en a < 1.
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Figura 7.3: Caso I. Gréfica de Re [R; | contra z para diferentes valores de
a>lyp<lenlaregion 0 <z <2.

e Caso Il Fig. (7.4). Para5 < a <30y 1< p<50. Observamos que en
p = 1las curvas para a = 20 y @ = 30 tienen el mismo comportamiento.
Conforme p se incrementa los valores de Re [R; o] disminuyen lo cual
demuestra que p contribuye con el amortiguamiento de las funciones.
En general o = 5 no crece al compararse con los otros dos valores de
a.

Comparando las curvas en la Fig. (7.1) y la Fig. (7.3) para p = 0.1
distinguimos claramente la diferencia entre o = 0.1 y a = 20 donde se
confirma que la seleccion de valores grandes del pardmetro « sirve para
amortiguar el comportamiento de la funcion.
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Figura 7.4: Caso II. Grafica de Re [R; | contra z para diferentes valores de
a>1yp>1enlaregion 1 <z < 20.

Por lo anterior se tiene que con v > 1 los valores de Re [R; o] se mantienen
més acotados y uniformes para p < 1y p > 1. Ademas de que dichos
valores de Re [R;o| se aproximan mejor a los resultados analiticos dados
para cada region de p estudiada. A continuacion presentamos un estudio de
convergencia para diferentes valores de a > 1.

En la Fig. (7.5) se presenta el comportamiento para la funcion fGTO (p)
con ¢ = 5.0, una cuadratura de orden N = 60 y usando tres valores diferentes
del pardmetro a = 20, a = 25 y a = 30. Tenemos que para estos valores
de o graficados las tres curvas mantienen la misma tendencia respecto al
logaritmo del error relativo en la region de 1 < p < 30, lo cual indica que se
encuentra acotado en este intervalo el valor 6ptimo para el pardmetro a.

La Fig. (7.6) confirma lo anterior ya que para la misma funcion fGTO (p)
con ( = 5.0, orden de cuadratura N = 60 y usando valores del parametro
a = 10 y a = 40 ambas curvas estan por encima de las curvas mostradas
en la Fig. (7.5). También se hicieron las mismas pruebas para las funciones
NlGOT (p), GTO( )y fGTO( ) encontrandose el mismo comportamiento.

Las pruebas realizadas para la transformacién de las funciones de base
tipo Gaussianas se hicieron considerando un valor del pardmetro a = 20 esto
por ser el valor de o mas pequeno que se mantiene en el intervalo 20 < o < 30.
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Figura 7.5: Grafica del logaritmo del error relativo contra el valor de p para la
funcion de tipo Gaussiana con [ = 1y a = 20, 25, 30 en la region de 1.0—30.0
en p.
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Figura 7.6: Grafica del logaritmo del error relativo contra el valor de p para
la funciéon de tipo Gaussiana con [ = 1y o = 10,40 en la region de 1.0 — 30.0
en p.

7.2.3.3 Analisis de las sucesiones generadas en el plano complejo
al evaluar el método

En esta seccién mostramos un andlisis de tipo cualitativo de las sucesiones
generadas en el plano complejo por la evaluacion de las respectivas funciones
de acuerdo al método (ver ecuaciones 7.1.22 y 7.2.24).

En la Fig. (7.7) se presentan las sucesiones generadas para funciones de
base tipo Slater y Gaussianas donde usando un valor de p = 1 en ambos casos
y un pardmetro o = 20 para la Gaussiana se muestra un comportamiento
bastante diferenciado. En ambos casos se aprecia que existe simetria y
cancelacion de la parte imaginaria (eje vertical Im) al sumarse los términos
positivos (puntos rojos) y negativos (puntos azules). Ademads se observa
que la grafica del lado izquierdo correspondiente a la funcion de base tipo
Slater (I = 0) barre en todos los cuadrantes y converge a cero muy rapido.
Mientras que la grafica del lado derecho correspondiente a la funciéon de base
tipo Gaussiana (I = 0) se mantiene acotada en el primero y cuarto cuadrante
formando dos bucles que pasan por cero.
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Figura 7.7: Grafica en el plano complejo de las funciones de base tipo Slater
y Gaussianas evaluadas de acuerdo al método. Tenemos en color rojo la
evaluacion con signo positivo y en color azul la evaluacion con signo negativo
para una cuadratura de orden N =20y p =1 (Gaussiana con o = 20).

En la Fig (7.8) se presenta el comparativo para una funcion de base tipo
Gaussiana usando diferentes valores del parametro « para p = 1 con una
cuadratura de orden N = 20. Para a = 0 se tiene que los valores de la
sucesion son nimeros con parte imaginaria inicamente los cuales al sumarse
se cancelan y dan cero esto demuestra que el método falla sino se introduce
el parametro o. Ademés observamos que conforme se incrementa el valor del
parametro se presenta una estructura mas definida en la sucesion de puntos
(no es dispersa como en o = 1 donde el método falla). Para los casos de
a = 20,30 obtenemos la misma estructura de bucle lo cual se relaciona con
las pruebas mostradas en el apartado anterior ya que al usar estos valores
del parametro se consiguen los mejores resultados. Asimismo al incrementar
el valor del parametro se pierde la estructura de bucle y el método falla. De
acuerdo a esto la estructura de bucle en la sucesiéon de puntos esta relacionada
con los valores del pardmetro o que funcionan en el método.
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Figura 7.8: Grafica en el plano complejo de la funcion de base tipo Gaussiana
evaluada de acuerdo al método para una cuadratura de orden N = 20 con
diferentes valores de oy p = 1.

En la Fig. (7.9) se presenta el comportamiento de la sucesion al variar el
valor de p en la regién no asintotica para o = 20. En este caso y de acuerdo
a las pruebas previas (ver Fig. 7.5) al usar este valor del parametro « se
consiguen buenos resultados en esta region de p. Mientras se obtengan formas
de la sucesion semejantes a una estructura de bucle (cerrado en p = 0.1,0.25
o abierto en p = 0.5,0.75) esto nos indica que el método no falla.
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Figura 7.9: Grafica en el plano complejo de la funcion de base tipo Gaussiana
evaluada de acuerdo al método para una cuadratura de orden N = 20 con

valoresde a =20y 0 <p < 1.

En la Fig. (7.10) se muestra el comportamiento de la sucesion para una
funcion de base tipo Gaussiana en la region asintética de p con a = 20.
Observamos que para el valor de p = 1 se tiene la estructura de bucle bien
definida. Para p = 5,10 se va perdiendo esta estructura y la mayor parte
de los puntos pasan al segundo y tercer cuadrante, todavia en esta region
el método funciona. Sin embargo para los valores de p > 20 la sucesion de
puntos se va colapsando a cero y se pierde la estructura de bucle ya que el
método falla completamente en esta region.
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Figura 7.10: Grafica en el plano complejo de la funciéon de base tipo
Gaussiana evaluada de acuerdo al método para una cuadratura de orden
N = 20 con valores de « =20y 1 < p < 50.

7.3 Aplicaciéon a sistemas atémicos: extensiéon a
orbitales atémicos
Se probo la metodologia para transformar al espacio de momentos funciones
de onda atomicas provenientes del método de Hartree-Fock-Roothaan [69].
Los 4tomos de He, Ne y Fe fueron probados por lo que se usaron los
valores para exponentes orbitales ((;;) y coeficientes de expansion lineales
(C;y) de las tablas que estan en la referencia [70], ademas usamos la notacion
de Clementi [71]. Sabemos que el orbital ¢, ;,, se expande en términos de
funciones de base como

k
Gntm = Y Craxits (7.3.1)
i=1

donde las funciones de base tipo Slater x;,; son

Ximg = Nigr™ e, (7.3.2)
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y la constante de normalizacion es

(7.3.3)

7.3.1 Atomo de Helio (He)

Para el orbital atomico ¢(1s) del Helio se usan los datos de la tabla que esta
en la referencia [70]| donde tenemos

¢(1s) = 0.0272015; + 0.7407925y + 0.1801610y3 + 0.0798826 4 +
0.0008103y5 (7.3.4)

con funciones de base tipo Slater

x1 = Nirtexp(—1.354958r)
X2 = Norlexp(—1.455077r)
x3 = Narleaxp(—2.177906r)
X4 = Nyrlexp(—3.3843567)
X5 = Nsr'exp(—6.437494r) (7.3.5)

Para probar la metodologia se utilizé la expresion completa para el orbital
atomico (7.3.4) lo cual evito calcular de manera individual cada funcion
de base tipo Slater x;,; (7.3.5). Aprovechando la simetria de este orbital
atomico ¢(1s) solo necesitamos de las cuadraturas relacionadas con | = 0
que corresponden a la funcion de peso w(r) = e "Oy(r).

7.3.2 Atomo de Neén (Ne)

Para los orbitales atomicos ¢(1s) y ¢(2s) del Neon usamos los datos de la
tabla en la referencia |70| por lo que

¢(1s) = —0.0001014y; — 0.0002064x5 — 0.0017244y5 — 0.0417988x,4 —
075272025 — 0.0891954y6 — 0.1341233y7 — 0.0005654ys  (7.3.6)

$(25) = 0.0127644y + 1.0809135y> + 0.1258193y3 — 0.4632619y4 —
0.10448815 + 0.0131200x4 + 0.0046073x7 — 0.0001682ys (7.3.7)

que tienen funciones de base tipo Slater
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x1 = Nirleap(—1.304155r
Y2 = Norleap(—2.016153r
X3 = N3rlexp

(- )
(— )
(—3.574219r)
X4 = Nyrlexp(—6.491668r)
x5 = Nsrlexp(—9.144899r)
(_
(_
(_

X6 = Nor'exp(—13.516489r)
16.3544847)

29.214419r)

X7 = N77"Oexp

xs = Ngr'exp (7.3.8)

En este caso también se usaron las expresiones de los orbitales atomicos
completos lo cual evitd calcular de manera individual cada funcién de base
tipo Slater. Aprovechando la simetria de estos orbitales atomicos ¢(1s) y
¢(2s) requerimos de las cuadraturas relacionadas con [ = 0 correspondientes
a la funcion de peso w(r) = e "Oy(r)

Para el orbital atomico ¢(2p) del Nedn usamos los datos de la tabla en la
referencia [70] donde tenemos que

6(2p) = 0.0510413x; + 0.32039282 + 0.39584895 + 0.28018664 +
003408665 + 0.0203038x6 + 0.0000409y; (7.3.9)

con funciones de base tipo Slater

x1 = Nirtexp(—1.3041557)

X2 = Nor'exp(—1.7104361)

X3 = Nar'exp(—2.648660r)

X4 = Nyr'exp(—4.295590r)

X5 = Nsr?exp(—8.124569r)

X6 = Ner'exp(—10.674843r)

x7 = Nor?exp(—25.731219r) (7.3.10)

Utilizamos la expresion para el orbital atémico completo lo cual evita calcular
de manera individual cada funcion de base tipo Slater. Aprovechamos
la simetria de este orbital atomico ¢(2p) ya que sblo necesitamos de las
cuadraturas relacionadas con [ 1 siendo la funcion de peso w(r)

e "0 (r).
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7.3.3 Atomo de Hierro (Fe)

Para el orbital atomico ¢(3d) del Hierro usamos los datos de la tabla que
aparece en la referencia [70]

$(3d) = 0.0003175x; + 0.0891893 2 + 0.2865224y3 + 0.3855914 4 +
0.2946262y5 + 0.0981612y¢ + 0.0069661y7 + 0.0016054ys (7.3.11)

con funciones de base tipo Slater

X1 = Nir?exp(—0.718583r)

X2 = Nor?exp(—1.404987r)

X3 = Nar?exp(—2.122232r)

X4 = Nyr?exp(—3.309121r)

x5 = Nsr?exp(—5.208309r)

X6 = Ner?exp(—7.891984r)

x7 = Nyrlexp(—18.020857r)

xs = Ngrlexp(—23.292198r) (7.3.12)

También se utiliz6 la expresion para el orbital atémico completo lo cual evita
calcular de manera individual cada funcién de base tipo Slater. Considerando
la simetria de este orbital atomico ¢(3d) sélo requerimos de las cuadraturas
relacionadas con [ = 2 donde la funcion de peso es w(r) = e "Oy(r).

7.4 Discusion de resultados
7.4.1 Funciones de base tipo Slater

Los resultados para las funciones de base tipo Slater se agrupan y analizan
de acuerdo al valor de [ ya que controla el orden de la transformada de Bessel
esférica. Este método utiliza una cuadratura diferente para cada valor de [.

Las gréficas se dividen para analizar el funcionamiento del método en dos
regiones. La regién asintotica 1 < p < 50 y la regiéon no asintotica 0 < p < 1.
Se estudia también la convergencia del método con respecto al orden de la
cuadratura N y los valores de p en la region no asintética. Se presentan
las gréaficas de una funciéon por cada valor de . Ademads se tiene que los
resultados y el comportamiento son representativos para otras funciones con
el mismo valor de [.

Usamos una nueva metodologia para calcular numéricamente estas
integrales que transforman funciones radiales al espacio de momentos
empleando un codigo escrito en FORTRAN. Se calcularon las integrales para
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funciones radiales con | = 0,1 = 1,1 = 2,1 = 3 y [ = 4. Los célculos se
hicieron utilizando aritmética en precision doble para diferentes valores de
p. Los resultados numéricos se comparan con los valores que se obtienen a
partir de las expresiones analiticas, ver Tabla (7.1). Las graficas se generaron
calculando valores con pasos de una unidad en la region 1 < p < 50 y 0.02
unidades en la region 0 < p < 1. Graficamos el logaritmo base 10 del valor
absoluto del error relativo log,o[Error| contra los valores de p donde el error
relativo se ha definido en (6.3.1).

74.1.1 [ =0

En la Fig. (7.11) se muestra el error como una funcion de p la cual se
obtiene a partir de las cuadraturas de orden N = 5y N = 10 basadas en
la funcion de peso e "G (r). Las gréficas del célculo de f77°(p) muestran
que el método funciona mejor (el error disminuye) a medida que p aumenta
para un orden de cuadratura particular. Tomando en cuenta que se pueden
obtener buenos resultados para p mayor con tan sélo una cuadratura de cinco
puntos. Esto muestra que se comporta como el método de Wong usado para
la transformada de Hankel.

El método funciona mejor en regiones grandes del valor de p donde
los métodos convencionales tienen problemas debido a la naturaleza
oscilatoria del integrando. La cuadratura de diez puntos produce resultados
esencialmente exactos para p > 5.

El mejor funcionamiento del método para p mayor con una cuadratura
de orden inferior significa que el integrando debe comportarse como un
polinomio de orden inferior para p mayor. Esto se puede entender a partir
de (7.1.22). fT°(p) es una funcion de valor real por lo que los componentes
imaginarios de la ecuacion (7.1.22) deben cancelarse. El comportamiento
de la componente real del integrando en el primer término para diferentes
valores de p se presenta en la Fig. (7.12). Se observa que el comportamiento
oscilatorio del integrando para p menor se amortigua a medida que p
aumenta. De hecho la funcién se asemeja a un polinomio de orden inferior
para p mayor. El integrando del segundo término de la ecuacion (7.1.22)
muestra el mismo comportamiento.
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Figura 7.11: Grafica del logaritmo del error relativo contra el valor de p para
la funcioén tipo Slater con [ = 0 en la regiéon de 1.0 — 50.0 en p.
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Figura 7.12: Gréfica de Re [f51°(ur/p) - (ur/p)?] contra r para diferentes
valores de p.

En la Fig. (7.13) se presenta el andlisis del error con diferentes 6rdenes
de cuadratura para 0 < p < 1. Se observa que cuadraturas de orden
superior tienen que ser empleadas en esta region con el fin de obtener
resultados razonables. Obtenemos mejores resultados aumentando el orden
de la cuadratura. Ademaés enfatizamos que el método falla para valores de
p < 0.2.

Un estudio del error frente al orden de la cuadratura para p = 0.5 se
muestra en la Fig. (7.14), donde se ve que pueden conseguirse resultados
confiables aumentando el orden de la cuadratura.
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Figura 7.13: Grafica del logaritmo del error relativo contra el valor de p para
la funcién tipo Slater con [ = 0 en la regiéon de 0.0 — 1.0 en p.
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Figura 7.14: Gréfica del logaritmo del error relativo contra el orden de la
cuadratura N para la funcién con [ =0 en p = 0.5.
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74.1.2 [=1

En esta parte estudiamos el funcionamiento de las cuadraturas basadas en la
funcion de peso e "O1(r). Debemos sefialar que la funcion f519(p) de tipo
[ = 1 es de valor complejo pero al realizar el célculo del error relativo los
valores de 2 que aparecen se cancelan.

La Fig. (7.15) presenta las graficas para la funcion [ = 1 donde se observan
resultados similares a los de la funcién [ = 0. La cuadratura de cinco puntos
produce valores exactos para p > 50. Del mismo modo la cuadratura de diez
puntos produce resultados exactos para b < p < 50.

Una observacion adicional para la grafica con N =5y N = 10 es que
con estas cuadraturas se logran resultados menos exactos para valores mas
pequefios de p en comparacion con las cuadraturas e "6y(r) de cinco y diez
puntos para [ = 0 como en la Fig. (7.11).

Los resultados para valores pequetios de p (0 < p < 1) se presentan en
la Fig. (7.16) donde obtenemos excelentes resultados con una cuadratura de
N = 60 para p > 0.5. No se pueden obtener resultados significativos para
p < 0.2 con las cuadraturas estudiadas.

Por otro lado la Fig. (7.17) para p = 0.5 ilustra que los resultados se
pueden mejorar elevando el orden de la cuadratura. Sin embargo existe un
problema ya que esta convergencia no es mondtona por lo que presentamos
la Fig. (7.18) para p = 0.7 la cual si presenta una convergencia monotona.
Esto demuestra que la convergencia mondtona es dependiente del valor de p
seleccionado aunque en ambos casos se observa que existe convergencia.
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Figura 7.15: Grafica del logaritmo del error relativo contra el valor de p para
la funcioén tipo Slater con [ = 1 en la regiéon de 1.0 — 50.0 en p.
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Figura 7.16: Grafica del logaritmo del error relativo contra el valor de p para
la funcién tipo Slater con [ =1 en la regiéon de 0.0 — 1.0 en p.
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Figura 7.17: Grafica del logaritmo del error relativo contra el orden de la
cuadratura N para la funcién con [ =1 en p = 0.5.
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Figura 7.18: Gréfica del logaritmo del error relativo contra el orden de la
cuadratura N para la funcién con [ =1 en p = 0.7.
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7413 [=2

Ahora estudiamos el funcionamiento de las cuadraturas basadas en la funcion
de peso e7"O;(r) donde usamos la funcion f53°(p) de tipo I = 2.

La Fig. (7.19) presenta las graficas para la funcion [ = 2 donde se observan
resultados similares a los de las funciones [ = 0 y [ = 1. También notamos que
la cuadratura de cinco puntos produce valores exactos para p > 50. Asimismo
la cuadratura de diez puntos produce resultados exactos para b < p < 50.

Para la grafica con cuadraturas N = 5y N = 10 se logran resultados
menos exactos para valores méas pequenos de p en comparaciéon con las
cuadraturas de cinco y diez puntos para [ = 0 y [ = 1 como vemos en la
Fig. (7.11).

Los resultados para valores pequefios de p (0 < p < 1) se presentan en la
Fig. (7.20) donde conseguimos excelentes resultados con una cuadratura de
N = 60 para p > 0.55. No se pueden obtener resultados significativos para
p < 0.2 con las cuadraturas estudiadas. Por otro lado la Fig. (7.21) para
p = 0.5 ilustra que los resultados se pueden mejorar elevando el orden de la
cuadratura.

~ STO
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loglError]
0
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Figura 7.19: Grafica del logaritmo del error relativo contra el valor de p para
la funcién tipo Slater con [ = 2 en la regiéon de 1.0 — 50.0 en p.
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Figura 7.20: Grafica del logaritmo del error relativo contra el valor de p para
la funcién tipo Slater con [ = 2 en la regiéon de 0.0 — 1.0 en p.
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Figura 7.21: Gréfica del logaritmo del error relativo contra el orden de la
cuadratura N para la funcién con [ =2 en p = 0.5.
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7.4.14 [=34

Los resultados obtenidos de las cuadraturas basadas en la funcion de peso
e "O4(r) se presentan en las Figs. (7.22 - 7.23) para la funcion de prueba
Ngffo(p). También se estudiaron las graficas pertenecientes a los resultados
de las cuadraturas con la funcién de peso e "O3(r) pero no se presentan,
las cuales muestran un comportamiento similar a las graficas mostradas para
[ =4.

Los resultados son similares a los presentados para [ = 0,1,2. La
cuadratura de cinco puntos no da buenos resultados en este intervalo ya que
no mejora para p < 50 mientras que la cuadratura de diez puntos produce
resultados esencialmente exactos para p > 5. La cuadratura en orden N = 60
proporciona buenos resultados para p > 0.7. El error aumenta rapidamente
con p < 0.7 por lo que el método se esfuerza por proporcionar resultados
precisos en esta region.

La Fig. (7.24) muestra la convergencia del método con el orden de
cuadratura en p = 0.5. Lo cual demuestra que se pueden obtener mejores
resultados aumentando el orden de la cuadratura.

~ STO
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logo[Error]
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0 10 20 30 40 50 P

Figura 7.22: Gréfica del logaritmo del error relativo contra el valor de p para
la funcion tipo Slater con [ = 4 en la region de 1.0 — 50.0 en p.
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Figura 7.23: Grafica del logaritmo del error relativo contra el valor de p para
la funcién tipo Slater con [ =4 en la regiéon de 0.0 — 1.0 en p.
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Figura 7.24: Gréfica del logaritmo del error relativo contra el orden de la
cuadratura N para la funcién con [ =4 en p = 0.5.
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7.4.2 Funciones de base tipo Gaussianas

La nueva metodologia estudiada falla al calcular la transformada de Bessel
esférica en funciones de base tipo Gaussianas si no se introduce el parametro
a que rompe la simetria. Para mostrar el funcionamiento del método
estudiamos funciones con [ = 0, [ = 1,1 = 2 y [ = 3 en las cuales usamos
valores de ( = 5y a = 20. Ademas se establecen las mismas condiciones
de prueba que previamente fueron consideradas para las funciones de base
tipo Slater. En este caso no analizamos la convergencia por el hecho de que
el funcionamiento del método depende de un pardmetro. Las funciones con
[ =1yl = 3 dan valores complejos pero las ¢ que aparecen se cancelan
al calcular el error relativo. A continuacién presentamos los resultados
obtenidos con la introduccion de « en esta nueva metodologia (7.2.1)

7.4.21 [=0

En la Fig. (7.25) se muestra el error como una funcion de p la cual obtenemos
a partir de las cuadraturas de orden N = 20 y N = 40 basadas en la

funcion de peso e "Oy(r). Las graficas del calculo de 7 (p) muestran que el

método funciona mejor (el error disminuye) a medida que p disminuye para un
orden de cuadratura particular. En este caso no podemos conseguir buenos
resultados para p grandes. Esto muestra que el método no se comporta de
manera asintotica al introducir el pardmetro y es distinto al comportamiento
del Slater.

El método se desempena mejor en regiones pequenas del valor de p donde
los métodos convencionales funcionan. La cuadratura de cuarenta puntos
produce resultados esencialmente exactos para p < 15.

En la Fig. (7.26) presentamos el andlisis del error con diferentes 6rdenes
de cuadratura para 0 < p < 1. Se observa que con un orden de cuadratura
N = 20 conseguimos resultados razonables obteniéndose valores exactos al
incrementar el orden de la cuadratura. Ademas se enfatiza que el método no
falla en esta region.
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Figura 7.25: Grafica del logaritmo del error relativo contra el valor de p para
la funcion tipo Gaussiana con [ = 0y ¢ = 5.0 en la regién de 1.0 — 29.0 en p.
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Figura 7.26: Grafica del logaritmo del error relativo contra el valor de p para
la funcion tipo Gaussiana con [ =0y ¢ = 5.0 en la regiéon de 0.0 — 1.0 en p.
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7422 [=1

En la Fig. (7.27) se muestra el error como una funciéon de p para cuadraturas
de orden N = 20 y N = 40 basadas en las funciones de peso e "Oy(r)

y €7O1(r). Las graficas del calculo de f§7°(p) muestran que el método

funciona mejor a medida que p disminuye para un orden de cuadratura
particular. Al igual que con [ = 0 no se consiguen buenos resultados para p
grandes lo cual inidica que el método no es asintético.

El método funciona mejor en regiones de p pequenas. Ademads la
cuadratura de cuarenta puntos produce resultados esencialmente exactos
para p < 15.

En la Fig. (7.28) se presenta el analisis del error con diferentes érdenes de
cuadratura para 0 < p < 1. Observamos que con los 6rdenes de cuadratura
presentados se consiguen resultados razonables. Cuando se incrementa el
orden de la cuadratura mejora el funcionamiento del método, sin embargo,
el método comienza a perder precision en la region cercana a cero.

~GTO
f2,1 (p)

logqo[Error]
0

0 5 10 15 20 25 30 P

Figura 7.27: Grafica del logaritmo del error relativo contra el valor de p para
la funcién tipo Gaussiana con [ =1y ¢ = 5.0 en la regiéon de 1.0 — 30.0 en p.
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Figura 7.28: Grafica del logaritmo del error relativo contra el valor de p para
la funcion tipo Gaussiana con [ =1y ¢ = 5.0 en la regiéon de 0.0 — 1.0 en p.

7.4.23 [=23

En la Fig. (7.29) se presenta el error como una funcion de p para cuadraturas
de orden N = 20 y N = 40 basadas en las funciones de peso e "Oq(r),
e "(r+2)y e "0y(r). Las graficas del calculo de ]?fQTO(p) muestran que
el método funciona mejor a medida que p disminuye para un orden de
cuadratura particular. Al igual que con [ = 0 y [ = 1 no se consiguen
buenos resultados para p grandes.

En este caso el método no funciona para regiones de p pequenas ademas
comienza a fallar para valores cercanos a p = 1. La cuadratura de cuarenta
puntos produce resultados esencialmente exactos para 2 < p < 15.

En la Fig. (7.30) mostramos las graficas para el célculo de la funcion
ZG:;‘F O(p) con I = 3 que tiene un comportamiento similar al caso anterior.
Ademas de que se acentia el problema de la precision en la regién cercana a

cero.

93



~GTO

f 3,2 (p)
loglError]
o
_ 5
-10+
— N=20
-157 — N=40

0 5 10 15 20 25 30 P

Figura 7.29: Grafica del logaritmo del error relativo contra el valor de p para
la funcion tipo Gaussiana con [ =2y ¢ = 5.0 en la regién de 1.0 — 31.0 en p.

~GTO
f43 (P)
logplError]
0
-5
-10
— N=20
-15 — N=40

0 5 10 15 20 25 30 P

Figura 7.30: Grafica del logaritmo del error relativo contra el valor de p para
la funcion tipo Gaussiana con [ = 3y ( = 5.0 en la regién de 1.0 — 32.0 en p.
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7.4.2.4 Gaussiana sin transformar

El método funciona bien para expresiones de tipo (Gaussiano en las que no
se aplica la transformada de Bessel esférica en la region asintotica (p > 10).
Es decir en integrales donde el término r? no aparece y la funcién de peso
es w(r) = e "O(r). Para este caso tenemos que al sustituir en la ecuacion
(7.1.22) el valor de la integral I(p) es diferente de cero.

El problema en la aplicacién de la metodologia a las funciones de base
Gaussianas es el elemento Jacobiano de integracion en la transformada de
Bessel esférica. Sin embargo el método puede aplicarse a una integral con
funcion general de Bessel esférica. La Fig. (7.31) muestra los resultados
para los calculos de fooo f(r)jo(pr)dr con f(r) = e, Observamos que el
método funciona bien en las regiones de p més grandes y se pueden conseguir
resultados mas precisos para cuadraturas de orden superior. En este caso no
es posible obtener resultados significativos para valores de p cercanos a cero.
Existen regiones de p donde la cuadratura de orden inferior produce mejores
resultados que la de orden superior y problemas con la representacion de la
magquina para las cuadraturas de orden superior.

w(r)=e~" Oy(r)

logo[Error]
0,

-10

-15/

0 10 20 30 40 50 P

Figura 7.31: Grafica del logaritmo del error relativo contra el valor de p para
la funcion Gaussiana sin transformar f(r) = e utilizando la funcién de
peso w(r) = e "Og(r) en la region de 1.0 — 50.0 en p.
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7.4.3 Aplicacién a sistemas atémicos: extensiéon a orbitales

Para esta aplicacion se utilizdé la nueva metodologia para funciones de
base tipo Slater (7.1.1). La ventaja en este caso es que se toma a la
expansion del orbital ¢;(n,[) para obtener la transformada de Bessel esférica
correspondiente a la misma simetria, es decir, con el mismo valor de [. Por
lo cual ya no se calcula cada funcién de base tipo Slater x;; de manera
individual para después sumarse. Estudiamos el comportamiento del método
en la region 1 < p < 50.

7.4.3.1 Atomo de Helio (He)

Es importante senalar que para el orbital atémico ¢(1s) se calculan las
funciones de base tipo Slater [ = 0 relacionadas con la funcién de peso
w(r) = e "O(r).

La Fig. (7.32) presenta las graficas para el orbital atomico ¢(1s) donde
la cuadratura de veinte puntos produce valores exactos para p > 10. Las
cuadraturas con N = 40, 60 producen resultados exactos para p > 5.

Una observacion importante es que se requieren de 6rdenes de cuadratura
mayores que cuando se calculan funciones de base tipo Slater de manera
individual. Ademas no se consiguen resultados en la regiéon 0 < p < 1.

@(1s)

logo[Error]
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Figura 7.32: Grafica del logaritmo del error relativo contra el valor de p para
el orbital ¢(1s) para el 4tomo de Helio region de 1.0 — 50.0 en p.

96



7.4.3.2 Atomo de Neon (Ne)

En este caso para los orbitales atomicos ¢(1s) y ¢(2s) también se calculan
las funciones de base tipo Slater [ = 0 relacionadas con la funcion de peso
w(r) = e "O(r).

En las Figs. (7.33 - 7.34) presentamos las graficas para los orbitales
atomicos ¢(1s) y ¢(2s) respectivamente donde la cuadratura de sesenta
puntos produce valores exactos para p =~ 15 en ambos casos. Mientras que
se requieren de cuadraturas de orden mayor con N = 135 para producir
resultados exactos en p = 10.

Tampoco es posible conseguir resultados satisfactorios en la region 0 <
p < 1. Inclusive se aprecia que el comportamiento para ¢(2s) en la region
cercana a cero no es monotono decreciente como en ¢(1s).

@(1s)

logo[Error]
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Figura 7.33: Grafica del logaritmo del error relativo contra el valor de p para
el orbital ¢(1s) para el atomo de Nedn en la region de 1.0 — 50.0 en p.

97



P(2s)

logqolError]
0
-5 — N=60
— N=80
-10
N=135
-15 A ANTAAAR I VY
0 10 20 30 40 50 P

Figura 7.34: Gréfica del logaritmo del error relativo contra el valor de p para
el orbital ¢(2s) para el 4tomo de Neon en la region de 1.0 — 50.0 en p.

La Fig. (7.35) presenta las graficas para el orbital atémico ¢(2p) donde
se calculan las funciones de base tipo Slater [ = 1 relacionadas con la funciéon
de peso w(r) = e "O(r).

La cuadratura de sesenta puntos genera valores exactos para p > 15.
Ademas las cuadraturas con N = 80,135 producen resultados exactos para
p > 10. El método fallaen 0 < p < 1.
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Figura 7.35: Grafica del logaritmo del error relativo contra el valor de p para
el orbital ¢(2p) para el atomo de Neon en la region de 1.0 — 50.0 en p.

Se probaron dos valores diferentes de ( correspondientes a dos funciones
de base tipo Slater las que aparecen en el orbital ¢(1s) para el &tomo de Neon.
Para la funcion de base con el primer valor ¢ = 1.304155 en la Fig. (7.36)
observamos que el mejor funcionamiento del método es para p grandes donde
se amortigua la oscilacion. Sin embargo para la segunda funciéon con valor
¢ = 16.354484 en la Fig. (7.37) vemos que el comportamiento oscilatorio del
integrando no se amortigua lo suficiente a medida que p aumenta. En este
caso las oscilaciones son mas fuertes para la region de p pequenias. Por lo que
al incrementar el valor de ( la metodologia presenta dificultades en regiones
de p pequenas. Esto demuestra la influencia del coeficiente en el exponente
sobre el comportamiento del método.
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Figura 7.36: Grafica de Re [f73¢(ur/p) - (ur/p)?] contra r para diferentes
valores de p y ¢ = 1.304155.
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Figura 7.37: Gréfica de Re [f73°(ur/p) - (ur/p)?] contra r para diferentes
valores de p y ( = 16.354484.
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7.4.3.3 Atomo de Hierro (Fe)

La Fig. (7.38) presenta las graficas para el orbital atomico ¢(3d) donde se
calculan las funciones de base tipo Slater [ = 2 relacionadas con la funcion
de peso w(r) = e "O4(r).

Observamos que la cuadratura de sesenta puntos da valores exactos para
p = 15. Ademés la cuadratura con N = 135 produce resultados exactos para
p > 8. También el método falla en 0 < p < 1.

$(3d)
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Figura 7.38: Grafica del logaritmo del error relativo contra el valor de p para
el orbital ¢(3d) para el atomo de Hierro en la region de 1.0 — 50.0 en p.

Finalmente debemos mencionar que no existe una dependencia marcada
con respecto al valor de [ y el funcionamiento adecuado de la nueva
metodologia. Lo anterior significa que es més importante la contribucion de
los coeficientes en el exponente ( ya que valores grandes de estos provocan
que el método falle para valores de p pequenos. Por otro lado valores de (
cercanos a uno o menores hacen que el método funcione bien en la region
asintotica y no asintotica.
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7.5 Extension de la metodologia para las funciones de
base tipo Slater usando el parametro «

Es posible implementar el procedimiento usado para las funciones de base
tipo Gaussianas a las funciones de base tipo Slater con el propoésito de
obtener mejores resultados en la region no asintotica de p. Es decir, podemos
introducir el pardmetro « (ver ecuaciones 7.2.24-7.2.26) y con esto usar las
mismas funciones de peso que en la base tipo Gaussiana, ver la Tabla (7.5).
Lo anterior significa que intercambiamos la funcion a evaluar por las funciones
de base tipo Slater ya que con el paradmetro se mejora el comportamiento del
método al incrementar el valor de ¢ en las funciones de base tipo Slater.

A continuacion se muestra el comparativo de una funcién de base tipo
Slater y; = Nze " para el orbital ¢(1s) del Neén que tiene un coeficiente
¢ = 16.354484. Observamos que sin usar el pardmetro (o = 0) y utilizando
un valor de a = 20.0 para los mismos 6rdenes de cuadratura la introduccion
del pardmetro o permite conseguir mejores resultados incluso con N = 10.

X7 orbital ¢(1s) Nedn X7 orbital ¢(1s) Nedn

@=0.0y {=16.354484 @=20.0y {=16.354484

logglError] logg[Error]
0 0

. \/\,\f\ .
— N=5 — N=5
—10— N=10 ~10 w

Figura 7.39: Gréfica del logaritmo del error relativo contra el valor de p para
la funcién tipo Slater x7 con ¢ = 16.354484 para el atomo de Nedn con dos
valores del parametro a.

En la Fig. (7.40) presentamos una funcién de base tipo Slater x; = Nye™¢"
para el orbital ¢(2p) del Neon con un coeficiente ¢ = 25.731219. Se muestra
un comportamiento similar al de la figura anterior (7.39) ya que el parametro
a = 20.0 permite conseguir valores de p en la regién no asintotica con un
orden de cuadratura de N = 10.
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X7 orbital ¢(2p) Nedn
a=20.0y {=25.731219

X7 orbital ¢(2p) Nedn
a=0.0y {=25.731219
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Figura 7.40: Grafica del logaritmo del error relativo contra el valor de p para
la funcioén tipo Slater x7 con ¢ = 25.731219 para el &tomo de Nedn con dos
valores del parametro a.

Ahora veamos una prueba més fuerte ya que calculamos un orbital
completo en el que se involucran varias funciones de base tipo Slater que
poseen la misma geometria (igual valor de [). Esto tiene la ventaja de calcular
todo en un sélo paso en vez de hacerlo individualmente para cada funcion de
base tipo Slater.

En la Fig. (7.41) se muestra el comparativo para el célculo del orbital
atomico ¢(1s) del &tomo de Neon usando dos valores de « distintos. En este
caso la grafica de la izquierda no tiene pardmetro o mientras que la grafica
de la derecha tiene un parametro o > 0. Observamos que para oOrdenes
de cuadratura mas bajos es posible conseguir mejores resultados usando el
parametro a = 13.0. Incluso es posible obtener valores de p en la regiéon no
asintotica.
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Figura 7.41: Grafica del logaritmo del error relativo contra el valor de p para
el orbital ¢(1s) para el atomo de Nedn en la region de 1.0 — 50.0 en p con

dos valores del parametro .
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Algo muy similar ocurre para el célculo del orbital ¢(2p) en el mismo
atomo de Neon ver Fig. (7.42) donde es notable el orden de cuadratura
necesario (N = 80) para alcanzar buenos resultados en las regiones
asintoticas y no asintoticas de p.

@(2p) Nedn a=0.0 #(2p) Neén a=10.0
log gl Error] logo[Error]
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Figura 7.42: Grafica del logaritmo del error relativo contra el valor de p para
el orbital ¢(2p) para el atomo de Nedn en la region de 1.0 — 50.0 en p con
dos valores del parametro a.

7.6 Comparacién con otra metodologia

A continuacién se compara el método con otra metodologia que se
desarrolla en [64] como una alternativa para resolver el problema de calcular
numéricamente la transformada de Bessel esférica para funciones de base tipo
Slater y Gaussianas.

Este procedimiento numérico calcula la transformada de Bessel esférica a
través de la transformada de Fourier rapida con una férmula de recurrencia.
El método utiliza una representacion integral de la funcion de Bessel esférica
considerando un cambio de variable en la integracion. En [64] grafican el

error absoluto el cual definen como Error = Loglo‘fmm(k) — fam(k)‘ contra

la variable momento la cual llaman k y estd dada en unidades atémicas
inversas. Ademas presentan a las distintas curvas en las graficas en términos
de mallas N.

7.6.1 Funciones de base tipo Slater

A partir de los resultados mostrados en la seccion (7.4.1.1) tenemos que para
una funciéon de base tipo Slater con [ = 0 el método que proponemos requiere
de 6rdenes de cuadratura bajos N = 5,10. Asimismo nuestro método es
competitivo ya que se consiguen mejores resultados que los mostrados en el
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método de Toyoda, ver Fig. (7.43) inciso (a), aun cuando ellos grafican
contra el error absoluto y nosotros lo hacemos contra el error relativo.
Observamos en el inciso (a) de la Fig. (7.43) que el método no es asintotico
y con los 6rdenes de malla N = 256, 2048 no alcanzan el valor analitico en
[ = 0. En términos generales la metodologia que proponemos es convergente
asintoticamente e inclusive funciona para regiones donde p < 1 ya que en [64]
no presentan un estudio de la region no asintotica.

También de acuerdo a los resultados mostrados en la seccion (7.4.1.1)
podemos inferir que la prueba para [ = 15 que presenta Toyoda en el inciso
(b) de la Fig. (7.43) con nuestra metodologia se alcanzaria la convergencia
en p < 2 usando 6rdenes de cuadratura bajos.

: U T T = {) T T T T —
= (a) = L (t
2 3] : 5 @
N LN
v N=256 " M
s i g *°
E g ~mmmmmmmmeme ] E 9|
f\..H: N = 2048 (_': X
12 ] = -120 8 V= 1024
B N= 24
éﬁ _|5 PR SENRN] PO T N _._A_A_._I 3, ,.lS- — *W‘fm L n L
0 5 10 15 20 25 30 35 40 0 2 -+ 6 8 10

k(1/a.u.) k(1l/au.)

Figura 7.43: Gréafica del logaritmo del error absoluto contra el valor de k

para diferentes mallas N. (a) Para [ = 0. (b) Para [ = 15. Figura tomada
de |64].

7.6.2 Funciones de base tipo Gaussianas

En este caso tenemos que nuestra metodologia presenta un buen
funcionamiento ver Figs. (7.44 - 7.45) para una region de 0 < p < 10
donde los resultados obtenidos superan a los mostrados en la Fig. (7.46)
para un orden de cuadratura de cuarenta puntos. La Fig. (7.46) muestra
que el método de Toyoda no es asintotico y para ningin valor de malla
N se alcanza el valor analitico. Es importante mencionar que nuestra
metodologia falla para valores de p grandes ver la seccion (7.4.2) por lo
que ambos métodos no son asintoéticos. Algo interesante es el hecho de que
este tipo de transformaciones con funciones de base (Gaussianas muestran

un comportamiento probleméatico en ambos métodos para alcanzar buenos
resultados con valores de p grandes.

105



~GTO
f 1,0 (p)

loglError]
0,

-10

-15

Figura 7.44: Grafica del logaritmo del error relativo contra el valor de p para
la funcion tipo Gaussiana con [ = 0y ¢ = 1.0 en la regién de 1.0 — 10.0 en p.
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Figura 7.45: Grafica del logaritmo del error relativo contra el valor de p para
la funcion tipo Gaussiana con [ =0y ¢ = 1.0 en la regiéon de 0.0 — 1.0 en p.

106



& :
56 :
C..:- _15 PR B | . 1 - IR

- 0O 5 10 15 20 25 30 35 40

k(l/au.)

Figura 7.46: Grafica del logaritmo del error absoluto contra el valor de k para
[ = 0 se presentan diferentes mallas con valores de N = 128,256,512,1024
donde las curvas correspondientes a cada valor de N vienen en orden
descendente. Figura tomada de [64].

7.7 Conclusiones

Una nueva metodologia fue desarrollada para aplicarla en el calculo numérico
de integrales que involucran funciones de Bessel esférica jo(r), ji(r), ja(r),
Js(r) v ja(r). Por lo que se definieron cuadraturas Gaussianas basadas en
funciones de peso relacionadas con los polinomios de Bessel inversos usadas
en la transformada de Bessel esférica para funciones con bases tipo Slater y
Gaussiana.

Los resultados numeéricos muestran que el método funciona muy bien
en las regiones asintoticas con p grande incluso con cuadraturas de orden
bajo. Los resultados exactos para p pequenas se pueden obtener mediante
el incremento del orden de la cuadratura asi los valores estan convergiendo
mondtonamente al resultado analitico. Sin embargo no es posible obtener
valores para p < 0.2. También se debe resaltar que este método es
competitivo al compararse con otra metodologia [64].
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El método se puede aplicar para funciones de tipo Gaussiano donde la
introducciéon de un parametro evita que falle como en el caso del oscilador
armonico en dos dimensiones. Ademaés este parametro provoca que el método
ya no sea de tipo asintotico. Los valores 6ptimos del parametro se encuentran
acotados en cierto intervalo (a &~ [20,30]). Para las funciones Gaussianas
con valores de p grandes el método falla. Aunque presenta dificultades
este método es competitivo para ciertas regiones al compararse con otra
metodologia [64].

Se aplico la metodologia para transformar orbitales atémicos al espacio
de momentos obteniéndose buenos resultados en la regién asintotica de p.
Mostramos que con valores de ¢ grandes para funciones de base tipo Slater
el método pierde precision en valores de p pequenos. Por otro lado se puede
mejorar el método en esta region no asintética introduciendo el pardmetro «
como en el caso de las funciones de base tipo Gaussianas.
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8 Conclusiones generales

Los resultados numéricos muestran que en general la metodologia
funciona muy bien en regiones de p asintéticas para cuadraturas de
orden bajo N = 10 en los casos de la transformada de Hankel del
atomo de hidrogeno y la transformada de Bessel esférica para funciones
de base tipo Slater.

En la region no asintotica es dificil obtener una mayor precision
incrementando el orden de la cuadratura para p < 0.2. La metodologia
es convergente en esta region para la transformada de Hankel del &tomo
de hidrogeno y para la transformada de Bessel esférica en funciones de
base tipo Slater.

El método de Wong no funciona para la transformacion al espacio de
momentos en el caso del oscilador armonico en dos dimensiones. Sin
embargo es posible utilizar la metodologia para calcular integrales con
funciones Gaussianas asociadas a funciones de Bessel entero en las que
no aparece la transformada de Hankel.

La metodologia nueva no funciona para la transformacion al espacio de
momentos en el caso de las funciones de base tipo Gaussianas en tres
dimensiones. Sin embargo la introducciéon de un parametro a permite
obtener valores numéricos usando la metodologia. Los resultados
exactos para p grandes no se pueden conseguir mediante el incremento
del orden de la cuadratura ni modificando el valor del pardmetro o.. Los
resultados numéricos muestran que la metodologia nueva funciona muy
bien en la regiéon no asintotica de p incluso con cuadraturas de orden
bajo. Ademas es posible utilizar la metodologia para calcular integrales
con funciones Gaussianas asociadas a funciones de Bessel esféricas en
las que no aparece la transformada de Bessel esférica.

La metodologia para el caso de dos dimensiones es competitiva en la
region asintotica al compararse con otro método [35] para funciones
con comportamiento exponencial y Gaussiano.

La metodologia nueva para el caso de tres dimensiones es competitiva
en la regiéon asintOtica y no asintotica al compararse con otro método
|64] para funciones de base tipo Slater. Para el caso de las funciones
de base tipo Gaussianas la metodologia nueva resulta competitiva al
compararse con respecto a [64] en la regién no asintotica. En ambos
casos nuestra metodologia nueva requiere de ordenes de cuadratura
menores a sesenta.
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e La metodologia nueva fue aplicada para transformar orbitales atémicos
al espacio de momentos dando buenos resultados en la regiéon asintotica
y mostrando la dependencia con respecto a los valores de los coeficientes
en el exponente de las funciones de base tipo Slater. Ademaés se
muestra que los resultados en la region no asintotica pueden mejorarse
introduciendo el pardmetro a.
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9 Perspectivas

Aplicar esta metodologia para la evaluacién de integrales de repulsion
electron-electron |72-74).

Generar los polinomios ortogonales correspondientes y usar este método

para calcular las integrales con intervalo de integracion acotado por los
limites [a, b] 75, 76].

Probar la metodologia en espacios de dimensiones mayores n > 3 para
explorar su alcance.

Examinar y desarrollar otras metodologias incluyendo las del plano
complejo [77].
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10 Apéndice A

10.1 Coeficientes de recurrencia y cuadraturas
Gaussianas para funciones de peso w(x) = 2™ K,,(x)
param=0, m=1,m=2y m=3.

Qp,

Bn

0.636619772367581+00
0.257476461293110+01
0.455674548258986+-01
0.654745603869502+-01
0.854158085501622+-01
0.105374441563584+-02
0.125343315227843+-02
0.145318810974393+-02
0.165298876757858+-02
0.185282251677061+-02
0.205268112978841+-02
0.225255898112020+-02
0.245245207759544+-02
0.265235749640011+-02
0.285227304266007+-02
0.305219703196624+-02
0.325212814733259+-02
0.345206534225286+-02
0.365200777327563+-02
0.385195475203576+-02
0.405190571043985+-02
0.425186017494634+-02
0.445181774726063+-02
0.465177808963684+-02
0.485174091354139+-02
0.505170597080629+-02
0.525167304665085+-02
0.545164195412281+-02
0.565161252963000+-02
0.585158462931839-+02
0.605155812611341+-02
0.625153290728580+-02
0.645150887243528+-02
0.665148593181015+-02
0.685146400489843+-02

0.157079632679490+01
0.594715265430649+00
0.313882578680290+-01
0.767060044233757+-01
0.141964862164733+-02
0.227188108611067+02
0.332387014752612+-02
0.457567990542895+-02
0.602735074118681+02
0.767890996444386+02
0.953037703243276+02
0.115817663720878+-03
0.138330890231810+03
0.162843536521054+03
0.189355672072447+03
0.217867353592334+-03
0.248378628063819+-03
0.280889534924376+-03
0.315400107655404+03
0.351910374966539+03
0.390420361694034+03
0.430930089493162+-03
0.473439577379489+-03
0.517948842157416+03
0.564457898763379+03
0.612966760543573+03
0.663475439480831+03
0.715983946381573+03
0.770492291031088+-03
0.827000482323455+03
0.885508528370981+03
0.946016436596974+03
0.100852421381484+04
0.107303186629588+-04
0.113953939982775+-04
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-continuacion-

O,

B

0.705144301924028+-02
0.725142290942177+-02
0.745140361621808+-02
0.765138508586072+-02
0.785136726940801+-02
0.805135012220208+-02
0.825133360339874+-02
0.845131767555882+-02
0.865130230429185+-02
0.885128745794420+-02
0.905127310732539+-02
0.925125922546707+-02
0.9451245787410224-02
0.965123277001677+-02
0.985122015180230+-02
0.1005120791278724-03
0.102511960343637+4-03
0.104511844991776+-03
0.106511732910210+4-03
0.108511623947375+-03
0.110511517961358+-03
0.112511414819121+4-03
0.1145113143958014-03
0.116511216574074+4-03
0.118511121243582+4-03
0.120511028300409+-03
0.122510937646605+-03
0.124510849189755+-03
0.126510762842580+-03
0.128510678522579+-03
0.130510596151696+-03
0.132510515656019+-03
0.134510436965497+-03
0.136510360013691+-03
0.138510284737532+4-03

0.120804681976499+-04
0.127855413107304+-04
0.135106133836664+04
0.142556844594353+04
0.150207545781403+04
0.158058237772724+-04
0.166108920919424+-04
0.174359595550866-04
0.182810261976506+04
0.191460920487539+04
0.200311571358366+04
0.209362214847921+-04
0.218612851200862+-04
0.228063480648648+-04
0.237714103410514+04
0.247564719694356+04
0.257615329697529+-04
0.267865933607590+-04
0.278316531602953+-04
0.288967123853510+-04
0.299817710521183+-04
0.310868291760444+04
0.322118867718777+04
0.333569438537120+-04
0.345220004350261+-04
0.357070565287206+04
0.369121121471521+04
0.381371673021649+-04
0.393822220051201+-04
0.406472762669226+-04
0.419323300980464 04
0.432373835085583+04
0.445624365081392+-04
0.459074891061051+04
0.472725413114254+-04
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-continuacion-

Qp,

Bn

0.140510211077108+-03
0.142510138975463+-03
0.144510068378411+03
0.146509999234367+03
0.148509931494187+03
0.150509865111023+-03
0.152509800040185+-03
0.154509736239018+-03
0.156509673666780-+03
0.158509612284537+03

Tabla 10.1: Coeficientes de recurrencia

Tabla 10.2: Cuadratura Gaussiana de diez puntos para la funcién de peso w(x) =

Ko(z).

Abscisas

0.486575931327411+4-04
0.500626445783813+-04
0.514876956563788+-04
0.529327463744842+-04
0.543977967401801+-04
0.558828467606939+04
0.573878964430091+-04
0.589129457938776+04
0.604579948198296+-04
0.620230435271841+04

para la funcién de peso w(x) = Ky(z).

Pesos

8.982513946507351-02

5.897923377431657-01

1.574481470283905-+00
3.076485168049643+-00
5.140112867471345+00
7.833343693912404+00
1.126446663794674-+01
1.561778565480894-+01
2.125071587180707+01
2.908192754018544+01

6.829948961994860-01
5.830426341981469-01
2.403056562639477-01
5.641660683767700-02
7.486688107514948-03
5.313425045101793-04
1.824683798220893-05
2.548106024523016-07
1.034504058033080-09
0.251417484918089-13
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Op,

B

0.127323954473516+-01
0.334375770060194+-01
0.537466242867702+01
0.739261165744769+01
0.940460447497128+-01
0.114133180332566+-02
0.134200104312221+4-02
0.154253567158969+-02
0.174297544317213+-02
0.194334544450458+-02
0.214366237310800+-02
0.234393782370461+-02
0.254418012988880+-02
0.274439545485356+-02
0.294458846755186+-02
0.314476277825718+-02
0.334492122846222+-02
0.354506608934532+-02
0.374519920101924+-02
0.394532207236237+-02
0.414543595397074-+02
0.434554189238418+-02
0.454564077101366+-02
0.4745733341460424-02
0.494582024778364+-02
0.514590204551974+-02
0.534597921674419+-02
0.554605218211384+-02
0.574612131058024+-02
0.594618692728830+-02
0.614624932004795+-02
0.634630874467395+-02
0.654636542942050+-02
0.674641957868683+-02
0.694647137613125+-02
0.714652098730208+-02
0.734656856187183+-02
0.754661423554324+4-02
0.774665813168291+-02
0.794670036272716+-02

0.157079632679490+-01
0.137886106172260+-01
0.479184076622125+-01
0.102226950377245+-02
0.176643030917875+02
0.271130893358387+-02
0.385670295898178+-02
0.520248713474705+-02
0.674857857597322+-02
0.849491950074074+-02
0.104414679261394+03
0.125881923092245+03
0.149350682880638+-03
0.174820766084342+-03
0.202292017536461+-03
0.231764310091248+03
0.263237538056313+03
0.296711612467175+03
0.332186457613645+03
0.369662008437541+03
0.409138208550024+-03
0.450615008698038+03
0.494092365561941+03
0.539570240801173+03
0.587048600288326+03
0.636527413488160+03
0.688006652949456+03
0.741486293885662+03
0.796966313826079+03
0.854446692323645+03
0.913927410708467+03
0.975408451878670+03
0.103888980012186+04
0.110437144096191+04
0.117185336102684+04
0.124133554793427+-04
0.131281799019178+-04
0.138630067710976+-04
0.146178359872497+04
0.153926674573321+04
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-continuacion-

On

Bn

0.814674103139695+-02
0.834678023175156+-02
0.854681805010591+02
0.874685456583183+-02
0.894688985206021+-02
0.914692397629829+02
0.934695700097388+-02
0.954698898391654+-02
0.974701997878424+-02
0.994705003544249+-02
0.101470792003023+-03
0.103471075166220+03
0.105471350247773+03
0.107471617625037+03
0.109471877651149+03
0.111472130656982+-03
0.113472376952928+-03
0.115472616830493+03
0.117472850563752+03
0.119473078410666+03
0.121473300614284+03
0.123473517403827+03
0.125473728995689+03
0.127473935594343+03
0.129474137393173+03
0.131474334575236+03
0.133474527313960+-03
0.135474715773784+4-03
0.137474900110753+03
0.139475080473055+03
0.141475257001528+-03
0.143475429830119+03
0.145475599086312+-03
0.147475764891525+4-03
0.149475927361475+03
0.151476086606518+03
0.153476242731963+03
0.155476395838366+03
0.157476546021805+03
0.159476693374127+-03

0.161875010942985+-04
0.170023368165697+04
0.178371745475652+-04
0.186920142152836+-04
0.195668557519285+-04
0.204616990935719+04
0.213765441798520+-04
0.223113909537006+04
0.232662393610966+04
0.242410893508429+-04
0.252359408743640+-04
0.262507938855213+-04
0.272856483404457+04
0.283405041973839+-04
0.294153614165582+-04
0.305102199600380+-04
0.316250797916222+-04
0.327599408767301+04
0.339148031823019+-04
0.350896666767070+04
0.362845313296580+-04
0.374993971121333+-04
0.387342639963031+04
0.399891319554628+-04
0.412640009639699+-04
0.425588709971858+-04
0.438737420314217+4-04
0.452086140438880+-04
0.465634870126473+04
0.479383609165702+-04
0.493332357352947+04
0.507481114491872+-04
0.521829880393069+-04
0.536378654873717+04
0.551127437757270+04
0.566076228873154+04
0.581225028056494+-04
0.596573835147846+-04
0.612122649992951+-04
0.627871472442503+-04

Tabla 10.3: Coeficientes de recurrencia para la funcién de peso w(z) = xK;(x).
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Abscisas

Pesos

3.236388725848161-01
1.619014763308521+00
3.953726791864134+4-00
7.591825239709581+00
1.330067013896603-+01

Tabla 10.4: Cuadratura Gaussiana de

w(z) = oK (x).

Tabla 10.5: Cuadratura Gaussiana de diez puntos para la funcién de peso w(z) =

x Ky (x).

Abscisas

7.312100574923358-01
6.794547596829900-01
1.519246960873696-01
8.148784443736022-03
5.802908846518882-05

cinco puntos para la funcién de peso

Pesos

1.630098883239737-01
8.279820439457481-01
1.991851553324522+00
3.6703242163317924-00
5.904745221614970+00
8.763650402364749+-00
1.235717198742878-+01
1.687253706118580-+01
2.267222714832694+01
3.068727034072851+-01

3.983898903221983-01
6.188755246031987-01
3.988025948990537-01
1.304122723114443-01
2.230190835044418-02
1.934604861616689-03
7.827069275976689-05
1.255000393068355-06
95.750518879552425-09
3.269064931048025-12
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Op,

B

0.169765272631355+-01
0.391316319224135+-01
0.601902264806164+01
0.808257796620297+-01
0.101258268619112+-02
0.121577020559160+-02
0.141824830207253+-02
0.162024870635148+-02
0.182190892357882+-02
0.202331641814978+-02
0.222452989905597+-02
0.242559048475672+-02
0.262652797762908+-02
0.282736459490983+-02
0.302811729335535+-02
0.322879927547966+-02
0.342942099837966+-02
0.362999086884657+-02
0.383051573421159+-02
0.403100123645435+-02
0.423145207253024-+02
0.443187218898510+-02
0.463226492963906+-02
0.483263314917656+-02
0.503297930158449+-02
0.523330550977516+-02
0.543361362095494+-02
0.563390525106771+-02
0.583418182077559+-02
0.603444458481941+-02
0.623469465615325+-02
0.643493302591893+-02
0.663516058008273+-02
0.683537811337464+-02
0.703558634103257+-02
0.723578590874887+-02
0.743597740113597+-02
0.763616134896472+-02
0.783633823538067+-02
0.803650850126454+-02

0.471238898038469+-01
0.211797522084017+-01
0.6290669164612534-01
0.125234083276395+-02
0.207962567230252+-02
0.310961791900020+-02
0.434154392524348+02
0.577492726476044+02
0.740945744375976+-02
0.924492086537446+-02
0.112811636247757+03
0.135180705106504+03
0.159555525501625+-03
0.185935392645514+-03
0.214319736441523+4-03
0.244708087632553+03
0.277100054240450+03
0.311495304698667+03
0.347893555478696+03
0.386294561819155+03
0.426698110650425+-03
0.469104015106999+03
0.513512110210136+03
0.559922249427933+-03
0.608334301903245+03
0.658748150196855+-03
0.711163688433074+03
0.765580820763115+03
0.821999460081951+03
0.880419526949235+-03
0.940840948675886+03
0.100326365854623+-04
0.106768759515183+04
0.113411270181804+04
0.120253892610789+-04
0.127296621939093+04
0.134539453646700+-04
0.141982383523647+04
0.149625407641020+04
0.157468522325356+04
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-continuacion-

On

Bn

0.823667254987287+-02
0.843683075087034+-02
0.863698344384597+-02
0.883713094138941+-02
0.903727353179103+-02
0.923741148141903+02
0.943754503681817+-02
0.963767442656804+-02
0.983779986293256+-02
0.100379215433281+03
0.102380396516332+03
0.104381543593596+03
0.106382658267021+03
0.108383742034813+03
0.110384796299916+-03
0.112385822377669+-03
0.114386821502715+03
0.116387794835261+03
0.118388743466750-+03
0.120389668425019+-03
0.122390570678983+03
0.124391451142916+-03
0.126392310680345+03
0.128393150107621+03
0.130393970197177+03
0.132394771680529+03
0.134395555251013+-03
0.136396321566316+-03
0.138397071250797+03
0.140397804897630+03
0.142398523070775+03
0.144399226306807+03
0.146399915116600+03
0.148400589986890+-03
0.150401251381721+03
0.152401899743790+03
0.154402535495690+03
0.156403159041073+03
0.158403770765723+-03
0.160404371038567+03

0.165511724135956+-04
0.173755009844741+04
0.182198376418286+-04
0.190841821001765+04
0.199685340904563+-04
0.208728933587336-+04
0.217972596650367+04
0.227416327823042+-04
0.237060124954322+-04
0.246903986004111+-04
0.256947909035402+04
0.267191892207121+-04
0.277635933767608+-04
0.288280032048649+-04
0.299124185460010+-04
0.310168392484431+-04
0.321412651673014+-04
0.332856961640993+-04
0.344501321063820+-04
0.356345728673569+-04
0.368390183255595+-04
0.380634683645457+-04
0.393079228726055+04
0.405723817424980+-04
0.418568448712048+-04
0.431613121597010+-04
0.444857835127417+-04
0.458302588386626+-04
0.471947380491950+04
0.485792210592916+04
0.499837077869644+-04
0.514081981531330+-04
0.528526920814821+-04
0.543171894983278+-04
0.558016903324927+-04
0.573061945151875+04
0.588307019799009+-04
0.603752126622951+-04
0.619397265001076+-04
0.635242434330585+-04

Tabla 10.6: Coeficientes de recurrencia para la funcién de peso w(z) = 22Ky ().
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Abscisas

Pesos

Tabla 10.7: Cuadratura Gaussiana de cinco puntos para la funcién de peso

w(z) = ?Ky(x).

4.028804443733526-01
1.943507878887528+-00
4.554322827789002+-00
8.469268246102408+-00
1.446826399757837+01

Abscisas

1.920550470548815+00
2.160291525691454+-00
5.933454933664700-01
3.788834268079449-02
3.131480971565248-04

Pesos

Tabla 10.8: Cuadratura Gaussiana de diez puntos para la funcién de peso w(z) =

12Ky (x).

1.929214440099163-01
9.711682620400458-01
2.285663116948677+00
4.122501924760546+-00
6.514375363009271+4-00
9.528225287750705+00
1.327505302523484+01
1.794445582806802-+01
2.3903565154612244-01
3.209523954573858+-01
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9.674203346551806-01
1.730934120551488+00
1.357381826605418+00
5.368351816130900-01
1.084564311211495-01
1.085529142372329-02
4.968716782625190-04
8.877849556293435-06
4.485880813299287-08
2.801400939011396-11



Op,

B

0.203718327157626+-01
0.439628819543049+-01
0.658112833097809+01
0.869415512267929+-01
0.107722988878063+-02
0.128307090169876+-02
0.148766536092345+-02
0.169140932710264+-02
0.189454028087682+-02
0.209721108074902+-02
0.2299525517405014-02
0.2501557041133174-02
0.270335937196047+-02
0.290497287119940+-02
0.310642855188989+-02
0.330775070249421+-02
0.350895865967512+-02
0.371006803943645+-02
0.391109161256764+-02
0.411203994013383+-02
0.431292184324747+4-02
0.451374475599770+-02
0.471451499446751+4-02
0.4915237964484744-02
0.511591832397038+-02
0.531656011118203+-02
0.551716684702153+-02
0.571774161739498+-02
0.591828714007084+-02
0.611880581937493+-02
0.631929979125706+-02
0.651977096067272+-02
0.672022103278381+-02
0.692065153915244+-02
0.712106385985131+-02
0.732145924222317+-02
0.752183881687396+-02
0.772220361136965+-02
0.792255456201680+-02
0.812289252403625+-02

0.235619449019234+02
0.284988431800984+-01
0.773524588487516+-01
0.147275376046612+02
0.237930333417394+02
0.349073989021315+-02
0.480565934338115+-02
0.632322122408102+02
0.804288425094676+-02
0.996427544012018+02
0.120871236165510+03
0.144112234163521+-03
0.169364143983965+03
0.196625681351078+-03
0.225895798003111+403
0.257173624460508+-03
0.290458429707600+03
0.325749591970449+03
0.363046577031706+03
0.402348921814664+03
0.443656221741382+-03
0.486968120850483+03
0.532284303969402+03
0.579604490440382+-03
0.628928429038146+03
0.680255893813124+03
0.733586680661790+03
0.788920604474167+03
0.846257496743838+-03
0.905597203551846+03
0.966939583855286+03
0.103028450802604 04
0.109563185659631+04
0.116298151917628+-04
0.123233339351574+04
0.130368738468702+04
0.137704340437060+-04
0.145240137022786+04
0.152976120534856+04
0.160912283776224+-04
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-continuacion-

On

Bn

0.832321828038274+-02
0.852353254941869+02
0.872383599161422+-02
0.892412921541606+02
0.912441278240482+-02
0.932468721184032+02
0.952495298467906+-02
0.972521054713495+02
0.992546031384325+-02
0.101257026706792+-03
0.103259379772748+-03
0.105261665692717+03
0.107263887603412+03
0.109266048440014+-03
0.111268150952521+-03
0.113270197720523+03
0.115272191166542+4-03
0.117274133568131+03
0.119276027068847+03
0.121277873688221+03
0.123279675330844+03
0.125281433794646+-03
0.127283150778458+03
0.129284827888932+03
0.131286466646875+03
0.133288068493061+03
0.135289634793570+-03
0.137291166844694+-03
0.139292665877460+03
0.141294133061792+03
0.143295569510364+03
0.145296976282150+03
0.147298354385711+03
0.149299704782245+03
0.151301028388406+03
0.153302326078927+03
0.155303598689053+03
0.157304847016803+03
0.159306071825082+-03
0.161307273843638+-03

0.169048620000481+04
0.177385122873286+04
0.185921786437949+-04
0.194658605084617+-04
0.203595573522629+-04
0.212732686755641+04
0.222069940059184+-04
0.231607328960389+-04
0.241344849219603+04
0.251282496813711+-04
0.261420267920948+-04
0.271758158907065+04
0.282296166312691+-04
0.293034286841765+04
0.303972517350943+-04
0.315110854839864+-04
0.326449296442207+-04
0.337987839417450+-04
0.349726481143268+-04
0.361665219108520+-04
0.373804050906755+-04
0.386142974230196+-04
0.398681986864172+-04
0.411421086681936+04
0.424360271639855+04
0.437499539772929+-04
0.450838889190623+-04
0.464378318072969+-04
0.478117824666935+04
0.492057407283026+04
0.506197064292106+04
0.520536794122420+-04
0.535076595256805+-04
0.549816466230070+-04
0.564756405626533+04
0.579896412077719+04
0.595236484260173+-04
0.610776620893423+-04
0.626516820738045+-04
0.642457082593844+-04

Tabla 10.9: Coeficientes de recurrencia para la funcién de peso w(z) = 23 K3(z).
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Abscisas

Pesos

Tabla 10.10: Cuadratura Gaussiana de cinco puntos para la funcién de peso

w(z) = 3 K3(x).

4.606906809186083-01
2.206118326958725+00
5.066858223535144+-00
9.238246176753681+00
1.550914040030430-+01

Abscisas

8.909700140124831+-00
1.097673030814545-+01
3.425778321623442+4-00
2.474459730151987-01
2.290159014531770-03

Pesos

Tabla 10.11: Cuadratura Gaussiana de diez puntos para la funcién de peso

w(z) = B3 K3(x).

2.140458170312080-01
1.079818573263136-+00
2.525180308440953+-00
4.507294968400214+-00
7.046779907534519+-00
1.020741334175151+01
1.410040013700009+01
1.891735417959003-+01
2.502977930588859+-01
3.339195678307718+-01

123

4.316589251175842+-00
8.149254495909784+-00
7.104060586848880+-00
3.181611792741240+-00
7.252284961629501-01
8.102636014962487-02
4.093520106828389-03
7.995980810871634-05
4.387231804682895-07
2.970102160416987-10



11 Apéndice B

Se presentan las graficas correspondientes a los polinomios ortogonales con
respecto a funciones de peso w(z) = Ko(z), w(z) = 2K, (z), w(x) = 2> Ky (x)
y w(r) = 3 K3(x).

11.1 Graficas de polinomios ortogonales para w(x) =

" K ().
Ko(x) xK1(x)
Pp(x) Pn(x)
100} 100}
80t 8ot
60} 60}
40} 40}
20} 20}
— — T L )
v 2 07 2 4 6 8 10"
20t -20}
x2Ks(x) x3Ks(x)
Pn(x) Pn(x)

40/ 40}

20} 20}
N ‘ ‘ . 0*\\¢f/’j‘\\\\\ : ‘ ‘ .
//’ ? 1 6 8 10 T o— 6 8 10

_20f _20

-40t -40t

Figura 11.1: Gréaficas de los tres primeros polinomios ortogonales en el
intervalo 0 < z < 10. El polinomio de primer grado P;(z) (verde), el
polinomio de segundo grado Py(x) (azul) y el polinomio de tercer grado
Ps(x) (rojo).
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12

Apéndice C

12.1 Coeficientes de
Gaussianas para funciones de peso w(zr) = e 70;(x)
paral=0,l=1,l =2y [ =3 con el polinomio de
Bessel inverso O,(z).

Qp,

recurrencia |y

B

cuadraturas

(0.100000000000000+-01
0.300000000000000+-01
0.500000000000000+01
0.700000000000000+01
0.900000000000000+01
0.110000000000000+-02
0.130000000000000+-02
0.150000000000000+-02
0.170000000000000+-02
0.190000000000000+-02
0.210000000000000+-02
0.230000000000000+-02
0.250000000000000+-02
0.270000000000000+-02
0.290000000000000+-02
0.310000000000000+-02
0.330000000000000+-02
0.350000000000000+-02
0.370000000000000+-02
0.390000000000000+-02
0.410000000000000+-02
0.430000000000000+-02
0.450000000000000+-02
0.470000000000000+-02
0.490000000000000+-02
0.510000000000000+-02
0.530000000000000+-02
0.550000000000000+-02
0.570000000000000+-02
0.590000000000000+-02
0.610000000000000+-02
0.630000000000000+-02
0.650000000000000+-02
0.670000000000000+-02

0.100000000000000+-01
0.1000000000000004-01
0.400000000000000+-01
0.900000000000000+-01
0.160000000000000+-02
0.250000000000000+-02
0.360000000000000+-02
0.490000000000000+-02
0.640000000000000+-02
0.810000000000000+-02
0.100000000000000+03
0.121000000000000+-03
0.144000000000000+4-03
0.169000000000000+03
0.196000000000000+03
0.225000000000000+03
0.256000000000000+03
0.289000000000000+03
0.324000000000000+4-03
0.361000000000000+03
0.400000000000000+03
0.441000000000000+03
0.484000000000000+03
0.529000000000000+4-03
0.576000000000000+4-03
0.625000000000000+03
0.676000000000000+03
0.729000000000000+03
0.784000000000000+03
0.841000000000000+-03
0.900000000000000+4-03
0.961000000000000+03
0.102400000000000+04
0.108900000000000+04
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-continuacion-

O,

B

0.690000000000000+-02
0.710000000000000+-02
0.730000000000000+-02
0.750000000000000+-02
0.770000000000000+-02
0.790000000000000+-02
0.810000000000000+-02
0.830000000000000+-02
0.850000000000000+-02
0.870000000000000+-02
0.890000000000000+-02
0.910000000000000+-02
0.930000000000000+-02
0.950000000000000+-02
0.970000000000000+-02
0.990000000000000+-02
0.101000000000000+-03
0.103000000000000+4-03
0.105000000000000+-03
0.107000000000000-+03
0.109000000000000+-03
0.111000000000000+-03
0.113000000000000+-03
0.115000000000000+-03
0.117000000000000+4-03
0.119000000000000+-03
0.121000000000000+-03
0.123000000000000+-03
0.125000000000000+-03
0.127000000000000+4-03
0.129000000000000+-03
0.131000000000000+-03
0.133000000000000+-03
0.135000000000000+-03
0.137000000000000+-03
0.139000000000000+-03
0.141000000000000+-03
0.143000000000000+-03
0.145000000000000+-03
0.147000000000000+-03
0.149000000000000+4-03
0.151000000000000+-03
0.153000000000000+-03

0.115600000000000+-04
0.122500000000000+-04
0.129600000000000+04
0.136900000000000+04
0.144400000000000+04
0.152100000000000+-04
0.160000000000000+-04
0.168100000000000+-04
0.176400000000000+04
0.184900000000000+04
0.193600000000000+04
0.202500000000000+-04
0.211600000000000+-04
0.220900000000000+-04
0.230400000000000+04
0.240100000000000+04
0.250000000000000+04
0.260100000000000+-04
0.270400000000000+-04
0.280900000000000+-04
0.291600000000000+04
0.302500000000000+04
0.313600000000000+04
0.324900000000000+-04
0.336400000000000+-04
0.348100000000000+04
0.360000000000000+04
0.372100000000000+04
0.384400000000000+04
0.396900000000000+-04
0.409600000000000+-04
0.422500000000000+04
0.435600000000000+04
0.448900000000000+04
0.462400000000000+04
0.476100000000000+-04
0.490000000000000+-04
0.504100000000000+04
0.518400000000000+04
0.532900000000000+04
0.547600000000000+-04
0.562500000000000+-04
0.577600000000000+-04
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-continacion-

O,

B

0.155000000000000+-03
0.157000000000000+4-03
0.159000000000000+-03
0.161000000000000+-03
0.163000000000000+-03
0.165000000000000+4-03
0.167000000000000+-03
0.169000000000000+-03
0.171000000000000+-03
0.173000000000000+-03
0.175000000000000+-03
0.177000000000000+4-03
0.179000000000000+-03
0.181000000000000+-03
0.183000000000000+-03
0.185000000000000+-03
0.187000000000000+-03
0.189000000000000+4-03
0.191000000000000+-03
0.193000000000000+-03
0.195000000000000+-03
0.197000000000000+-03
0.199000000000000+-03
0.201000000000000+4-03
0.203000000000000+-03
0.205000000000000+-03
0.207000000000000+-03
0.209000000000000+-03
0.211000000000000+-03
0.213000000000000+4-03
0.215000000000000+-03
0.217000000000000+-03
0.219000000000000+-03
0.221000000000000+-03
0.223000000000000+-03
0.225000000000000+-03
0.227000000000000+-03
0.229000000000000+-03
0.231000000000000+-03
0.233000000000000+-03
0.235000000000000+4-03
0.237000000000000+4-03
0.239000000000000+-03

0.592900000000000+-04
0.608400000000000+-04
0.624100000000000+04
0.640000000000000+04
0.656100000000000+04
0.672400000000000+-04
0.688900000000000+-04
0.705600000000000+-04
0.722500000000000+04
0.739600000000000+04
0.756900000000000+04
0.774400000000000+-04
0.792100000000000+-04
0.810000000000000+-04
0.828100000000000+04
0.846400000000000+04
0.864900000000000+04
0.883600000000000+-04
0.902500000000000+-04
0.921600000000000+-04
0.940900000000000+04
0.960400000000000+04
0.980100000000000+04
0.100000000000000+-05
0.1020100000000004-05
0.104040000000000+-05
0.106090000000000+-05
0.108160000000000+-05
0.110250000000000+-05
0.1123600000000004-05
0.1144900000000004-05
0.116640000000000+-05
0.118810000000000+-05
0.121000000000000+-05
0.123210000000000+-05
0.1254400000000004-05
0.127690000000000+-05
0.129960000000000+-05
0.132250000000000+-05
0.134560000000000+-05
0.136890000000000+-05
0.1392400000000004-05
0.1416100000000004-05
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Tabla 12.1: Coeficientes de recurrencia para la funcién de peso de Laguerre
w(z) =e 7.

T

-continuacion-

Qp,

B

0.241000000000000+4-03
0.243000000000000+4-03
0.245000000000000+03
0.247000000000000+03
0.249000000000000+03
0.251000000000000+03
0.253000000000000+-03
0.255000000000000+4-03
0.257000000000000+03
0.259000000000000+03
0.261000000000000+03
0.263000000000000+-03
0.265000000000000+4-03
0.267000000000000+4-03
0.269000000000000+03
0.271000000000000+03
0.273000000000000+03
0.275000000000000+03
0.277000000000000+4-03
0.279000000000000+-03
0.281000000000000+03
0.283000000000000+03
0.285000000000000+03
0.287000000000000+-03
0.289000000000000+-03
0.291000000000000+03
0.293000000000000+03
0.295000000000000+03
0.297000000000000+03
0.299000000000000+-03

0.1440000000000004-05
0.146410000000000+4-05
0.148840000000000+05
0.151290000000000+05
0.153760000000000+05
0.156250000000000+-05
0.158760000000000+-05
0.161290000000000+4-05
0.163840000000000+05
0.166410000000000+05
0.169000000000000+05
0.171610000000000+-05
0.174240000000000+4-05
0.176890000000000+4-05
0.179560000000000+05
0.182250000000000+05
0.184960000000000+05
0.187690000000000+-05
0.1904400000000004-05
0.193210000000000+05
0.196000000000000+05
0.198810000000000+05
0.201640000000000+05
0.204490000000000+4-05
0.207360000000000+4-05
0.210250000000000+05
0.213160000000000+05
0.216090000000000+05
0.219040000000000+05
0.222010000000000+-05
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Abscisas

Pesos

Laguerre w(z) = e 7.

2.635603197181409-01
1.413403059106517+00
3.5964257710407224-00
7.085810005858838+00
1.264080084427578-+01

xT

Abscisas

5.217556105828087-01
3.986668110831759-01
7.594244968170760-01
3.611758679922048-03
2.336997238577623-05

Tabla 12.2: Cuadratura Gaussiana de cinco puntos para la funcion de peso de

Pesos

Laguerre w(z) = e 7.

1.377934705404924-01
7.294545495031705-01
1.808342901740316-+00
3.401433697854900+-00
5.552496140063804+00
8.3301527467644974-00
1.184378583790007-+01
1.627925783137810-+01
2.199658581198076+01
2.992069701227389+01

T

129

3.084411157650201-01
4.011199291552736-01
2.180682876118094-01
6.208745609867775-02
9.501516975181101-03
7.530083885875388-04
2.825923349599566-05
4.249313984962686-07
1.839564823979631-09
9.911827219609009-13

Tabla 12.3: Cuadratura Gaussiana de diez puntos para la funcién de peso de



Op,

B

0.150000000000000+01
0.364285714285714+4-01
0.571008403361345+-01
0.774992963692654+-01
0.977681870794828+-01
0.117964941659060+-02
0.138116945914183+-02
0.158238991080652+-02
0.1783398242338244-02
0.198424984942197+-02
0.218498173407223+-02
0.238561968298025+-02
0.258618229692186+-02
0.278668338096499+-02
0.298713342887475+-02
0.318754058129638+-02
0.338791126496665+-02
0.3588250631402524-02
0.378856286548675+-02
0.398885140727882+-02
0.418911911452675+-02
0.438936838377348+-02
0.458960124199085+-02
0.478981941687004+-02
0.499002439141256+-02
0.519021744680947+-02
0.539039969646997+-02
0.559057211328287+-02
0.579073555164738+-02
0.599089076542050+-02
0.619103842264715+-02
0.639117911773361+-02
0.659131338157319+-02
0.679144169001939+-02
0.699156447101626+-02
0.719168211063074+-02
0.739179495818122+-02
0.759190333061855+-02
0.779200751628463+-02
0.799210777815087+-02

0.200000000000000+-01
0.1750000000000004-01
0.555102040816327+-01
0.113901384083045+-02
0.192537716627367+02
0.291339729954529+-02
0.410260614318552+02
0.549271227358904+-02
0.708352365682654+-02
0.887490727485758+-02
0.108667670262942+03
0.130590310018693+03
0.154516438004406+03
0.180445616853798+-03
0.208377494129913+-03
0.238311780849870+03
0.270248236508800+03
0.304186658361952+03
0.340126873577114+03
0.378068733371600+-03
0.418012108552907+-03
0.459956886072569+03
0.503902966324856+03
0.549850261002121+03
0.597798691372375+03
0.647748186881475+03
0.699698684007959+03
0.753650125316711+03
0.809602458670727+03
0.867555636569763+03
0.927509615591718+-03
0.989464355917840+-03
0.105341982092686+04
0.111937597684614+04
0.118733279245044+-04
0.125729023880038+-04
0.132924828901459+-04
0.140320691807025+-04
0.147916610262784+04
0.155712582087662+04
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-continuacion-

O,

Bn

0.819220435661926+-02
0.839229747195442+-02
0.859238732640261+-02
0.879247410604437+-02
0.899255798241948+-02
0.919263911395646+-02
0.939271764723404+-02
0.959279371809726+-02
0.979286745264770+-02
0.999293896812427+-02
0.101930083736886+-03
0.103930757711268+-03
0.105931412554784+4-03
0.107932049156008+-03
0.109932668346769+-03
0.111933270906727+-03
0.113933857567510+4-03
0.115934429016450+4-03
0.117934985899976+-03
0.119935528826692+-03
0.121936058370175+4-03
0.123936575071526+-03
0.125937079441698+-03
0.127937571963622+4-03
0.129938053094152+4-03
0.131938523265848+-03
0.133938982888616+-03
0.135939432351205+-03
0.137939872022598+-03
0.139940302253280+-03
0.141940723376416+4-03
0.143941135708938+-03
0.145941539552545+-03
0.147941935194633+-03
0.149942322909158+-03
0.151942702957428+-03
0.153943075588849+-03
0.1559434410416114-03
0.157943799543329+-03
0.159944151311639+-03

0.163708605239787+04
0.171904677804353+-04
0.180300797982808+-04
0.188896964083199+04
0.197693174511527+04
0.206689427763981+-04
0.215885722419948+-04
0.225282057135704+-04
0.234878430638708+04
0.244674841722432+-04
0.254671289241657+04
0.264867772108201+-04
0.275264289287014+-04
0.285860839792617+04
0.296657422685837+04
0.307654037070817+04
0.318850682092270+04
0.330247356932947+-04
0.341844060811315+04
0.353640792979403+-04
0.365637552720823+-04
0.377834339348929+-04
0.390231152205117+-04
0.402827990657250+-04
0.415624854098186+04
0.428621741944422+-04
0.441818653634822+-04
0.455215588629433+-04
0.468812546408383+-04
0.482609526470853+-04
0.496606528334109+-04
0.510803551532603+04
0.525200595617129+-04
0.539797660154029+04
0.554594744724449+-04
0.569591848923644+-04
0.584788972360319+-04
0.600186114656012+-04
0.615783275444512+-04
0.631580454371312+04
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-continuacion-

O,

Bn

0.161944496554753+-03
0.163944835471979+4-03
0.165945168254202+-03
0.167945495084341+-03
0.169945816137764+4-03
0.171946131582692+-03
0.173946441580565+-03
0.175946746286390+-03
0.177947045849065+-03
0.179947340411692+-03
0.181947630111855+-03
0.183947915081896+-03
0.185948195449170+4-03
0.187948471336279+-03
0.189948742861302+-03
0.191949010138006+-03
0.1939492732760474-03
0.195949532381157+-03
0.197949787555325+4-03
0.199950038896964-+03
0.201950286501073+-03
0.203950530459385+-03
0.205950770860512+4-03
0.207951007790079+-03
0.2099512413308534-03
0.211951471562863+-03
0.213951698563519+-03
0.215951922407716+-03
0.217952143167943+-03
0.219952360914378+-03
0.221952575714983+4-03
0.223952787635596+-03
0.225952996740010+-03
0.227953203090058+-03
0.229953406745689+-03
0.231953607765040+-03
0.233953806204508+-03
0.235954002118814+-03
0.237954195561068+-03
0.239954386582830+-03

0.647577651093088+-04
0.663774865277216+04
0.680172096601311+04
0.696769344752784+04
0.713566609428439+-04
0.730563890334076+04
0.747761187184126+-04
0.765158499701298+-04
0.782755827616247+04
0.800553170667260-+04
0.818550528599956+04
0.836747901167001+-04
0.855145288127839+-04
0.873742689248433+-04
0.892540104301021+04
0.911537533063884+04
0.930734975321122+4-04
0.950132430862446+04
0.969729899482969+-04
0.989527380983021+-04
0.100952487516796+05
0.102972238184800+-05
0.105011990083804+-05
0.107071743195751+4-05
0.109151497503021+-05
0.111251252988415+-05
0.113371009635145+-05
0.115510767426816+05
0.117670526347418+05
0.119850286381307+-05
0.1220500475132004-05
0.124269809728159+05
0.1265095730115824-05
0.1287693373491924-05
0.131049102727029+05
0.133348869131436+-05
0.135668636549053+-05
0.138008404966808+-05
0.140368174371907+-05
0.1427479447518274-05
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Tabla 12.4: Coeficientes de recurrencia para la funcién de peso w(z) = e *(z +

1).

-continuacion-

Qp,

B

0.241954575234164+-03
0.243954761563699+-03
0.245954945618677+03
0.247955127445006+03
0.249955307087307+03
0.251955484588958+-03
0.253955659992144+-03
0.255955833337891+-03
0.257956004666114+03
0.259956174015651+03
0.261956341424301+-03
0.263956506928859+-03
0.265956670565153+-03
0.267956832368071+403
0.269956992371598+-03
0.271957150608844+03
0.273957307112069+-03
0.275957461912717+03
0.277957615041438+-03
0.279957766528115+-03
0.281957916401891+03
0.283958064691185+03
0.285958211423725+03
0.287958356626561+-03
0.289958500326091+-03
0.291958642548078+03
0.293958783317673+03
0.295958922659431+03
0.297959060597328+-03
0.299959197154783+03

0.145147716094308+-05
0.147567488387343+4-05
0.150007261619175+05
0.152467035778285+05
0.154946810853390+05
0.157446586833431+05
0.159966363707574+4-05
0.162506141465196+-05
0.165065920095883+05
0.167645699589426+05
0.170245479935812+-05
0.172865261125221+4-05
0.175505043148018+-05
0.178164825994753+-05
0.180844609656152+05
0.183544394123113+05
0.186264179386703+05
0.189003965438153+-05
0.191763752268853+-05
0.194543539870350+05
0.197343328234341+05
0.200163117352672+05
0.203002907217335+05
0.205862697820459+05
0.208742489154313+05
0.211642281211299+-05
0.214562073983951+05
0.217501867464929+-05
0.220461661647018+-05
0.223441456523126+-05
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Abscisas

Pesos

3.674290529550515-01
1.791726093042943+00
4.268337995162533+-00
8.047833898869262+-00
1.390436248131562-+01

Tabla 12.5: Cuadratura Gaussiana de
w(z) =e " (x+1).

Tabla 12.6: Cuadratura Gaussiana de diez puntos para la funcién de peso w(z) =

e " (z+1).

Abscisas

8.617669902056584-01
8.989578828888994-01
2.258431597814047-01
1.332912541468874-02
1.028417093486880-04

cinco puntos para la funcién de peso

Pesos

1.797881951792418-01
9.057639228288455-01
2.147796401990209+00
3.907290042545831+-00
6.221819170055896+-00
9.1593369584431334-00
1.283050114446644-+01
1.742377422124112-+01
2.330400253857352+01
3.140818570901279+-01

4.477173138673236-01
7.610542479174122-01
5.500932797342007-01
2.000200564822172-01
3.745314600380328-02
3.507848380915104-03
1.515231677324516-04
2.572034847206277-06
1.240414323015975-08
7.405040097785192-12
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Op,

B

0.187500000000000+01
0.416273584905660+01
0.630804337172262+-01
0.839614535739332+-01
0.104565831797832+-02
0.125014502083910+-02
0.145365458691447+-02
0.1656501871452574-02
0.185887458325360+-02
0.206089280316981+-02
0.226263760261387+-02
0.246416607029748+-02
0.266551978406724+-02
0.286672987085730+-02
0.306782017495408+-02
0.326880932093765+-02
0.346971210178598+-02
0.367054043938972+-02
0.387130406540888+-02
0.4072011014144174-02
0.427266798598730-+02
0.447328061987322+-02
0.467385370054085+-02
0.487439131830141+-02
0.507489699368174+-02
0.527537377573142+-02
0.547582432033577+-02
0.567625095317514+-02
0.587665572076989+-02
0.607704043218979+-02
0.627740669338309+-02
0.647775593562175+-02
0.667808943922009+-02
0.687840835342842+-02
0.707871371321064+-02
0.727900645346715+-02
0.747928742115069+-02
0.767955738563471+-02
0.787981704762473+-02
0.808006704684868+-02

0.800000000000000+-01
0.248437500000000+-01
0.701744393022428+-01
0.136336834837241+-02
0.223064800283651+-02
0.330172417706895+-02
0.457550498478749+-02
0.605132816102859+-02
0.772876574238139+-02
0.960752379725166+02
0.116873899390755+03
0.139682043889507+03
0.164498430676212+-03
0.191322071574788+-03
0.220152163381590+-03
0.250988042175751+03
0.283829151367034+03
0.318675018690733+03
0.355525239233294+-03
0.394379462643979+03
0.435237383325982+-03
0.478098732794598+-03
0.522963273641436+03
0.569830794708691+03
0.618701107188547+03
0.669574041439138+-03
0.722449444362091+03
0.777327177224899+03
0.834207113839075+03
0.893089139025418+-03
0.953973147312877+03
0.101685904182892+-04
0.108174673334801+04
0.114863613947145+04
0.121752718391711+04
0.128841979590146+04
0.136131390959977+-04
0.143620946367257+04
0.151310640084883+04
0.159200466755760+04
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-continuacion-

O,

Bn

0.828030796871955+-02
0.848054035012854+-02
0.868076468450016+-02
0.888098142621765+-02
0.908119099450962+-02
0.928139377687374+-02
0.948159013210121+4-02
0.968178039295608+-02
0.988196486855495+-02
0.100821438464858+-03
0.102823175946994+-03
0.104824863632009+-03
0.106826503855676+-03
0.108828098803114+-03
0.110829650521063+-03
0.112831160928958+-03
0.114832631828936+-03
0.116834064914898+-03
0.118835461780732+4-03
0.120836823927778+-03
0.122838152771632+4-03
0.1248394496483424-03
0.126840715820067+-03
0.128841952480251+4-03
0.130843160758361+-03
0.132844341724233+-03
0.134845496392060+-03
0.136846625724059+-03
0.138847730633850+-03
0.140848811989567+-03
0.142849870616728+-03
0.144850907300890+-03
0.1468519227901034-03
0.148852917797184+4-03
0.150853893001817+4-03
0.152854849052515+4-03
0.154855786568430+-03
0.156856706141043+-03
0.158857608335734+4-03
0.160858493693244+-03

0.167290421360157+04
0.175580499186673+04
0.184070695806343+04
0.192761007049469+04
0.201651428984852+-04
0.210741957901108+-04
0.220032590289825+-04
0.229523322830351+-04
0.239214152376013+04
0.249105075941610+-04
0.259196090692042+-04
0.269487193931949+-04
0.279978383096246+-04
0.290669655741479+-04
0.301561009537888+-04
0.312652442262142+-04
0.323943951790648+-04
0.335435536093396+-04
0.347127193228281+-04
0.359018921335867+-04
0.371110718634541+04
0.383402583416021+-04
0.395894514041207+-04
0.408586508936311+-04
0.421478566589275+-04
0.434570685546432+-04
0.447862864409393+04
0.461355101832153+04
0.475047396518380+-04
0.488939747218885+04
0.503032152729258+-04
0.517324611887650+04
0.531817123572697+04
0.546509686701573+04
0.561402300228158+-04
0.576494963141321+4-04
0.591787674463301+-04
0.607280433248190+04
0.622973238580490+04
0.638866089573769+04
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-continuacion-

O,

Bn

0.162859362731040+-03
0.164860215944587+-03
0.166861053808536+-03
0.168861876777838+4-03
0.170862685288781+-03
0.172863479759962+-03
0.174864260593201+4-03
0.176865028174397+-03
0.178865782874326+-03
0.180866525049401+-03
0.182867255042371+4-03
0.184867973182998+-03
0.186868679788673+-03
0.188869375165014+4-03
0.190870059606416+-03
0.192870733396581+4-03
0.194871396809008+-03
0.196872050107462+4-03
0.198872693546413+4-03
0.200873327371458-+03
0.202873951819710+-03
0.2048745671201714-03
0.206875173494090+-03
0.208875771155294+4-03
0.210876360310503+4-03
0.212876941159638+-03
0.214877513896097+-03
0.216878078707033+4-03
0.218878635773609+-03
0.220879185271240+-03
0.222879727369829+-03
0.224880262233985+-03
0.226880790023234+-03
0.2288813108922214-03
0.230881824990896+-03
0.232882332464702+4-03
0.234882833454740+-03
0.236883328097942+-03
0.238883816527223+-03
0.240884298871632+4-03

0.654958985369382+-04
0.671251925135266+-04
0.687744908064804+04
0.704437933375747+04
0.721331000309193+04
0.738424108128629+-04
0.755717256119011+-04
0.773210443585901+-04
0.790903669854643+04
0.808796934269587+04
0.826890236193341+04
0.845183575006073+04
0.863676950104837+-04
0.882370360902940+-04
0.901263806829330+04
0.920357287328021+-04
0.939650801857544+04
0.959144349890418+-04
0.978837930912652+-04
0.998731544423266+04
0.101882518993383+-05
0.103911886696805+-05
0.105961257506130+4-05
0.108030631376029+-05
0.110120008262263+-05
0.112229388121651+05
0.114358770912029+05
0.116508156592224+-05
0.118677545122017+05
0.120866936462112+-05
0.123076330574109+-05
0.125305727420475+05
0.127555126964517+-05
0.129824529170355+05
0.132113934002896+-05
0.134423341427813+05
0.136752751411520+4-05
0.139102163921151+05
0.141471578924536+05
0.1438609963901824-05
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-continuacion-

Qp,

B

0.242884775256498+-03
0.244885245803563+-03
0.246885710631117+03
0.248886169854120+03
0.250886623584320+03
0.252887071930374+03
0.254887514997949+-03
0.256887952889834+-03
0.258888385706034+03
0.260888813543872+03
0.262889236498077+03
0.264889654660870+03
0.266890068122058+-03
0.268890476969102+-03
0.270890881287207+03
0.272891281159387+03
0.274891676666545+03
0.276892067887533+03
0.278892454899227+03
0.280892837776584+-03
0.282893216592704+03
0.284893591418893+03
0.286893962324714+-03
0.288894329378045+03
0.290894692645128+-03
0.292895052190622+03
0.294895408077651+03
0.296895760367850+03
0.298896109121408+-03
0.300896454397116+03

0.146270416287256+-05
0.148699838585561+4-05
0.151149263255519+05
0.153618690268158+05
0.156108119595087+05
0.158617551208488+-05
0.161146985081091+-05
0.163696421186169+-05
0.166265859497515+05
0.168855299989430+05
0.171464742636713+05
0.174094187414642+-05
0.176743634298966+-05
0.179413083265890+-05
0.182102534292062+05
0.184811987354567+05
0.187541442430907+05
0.190290899499000+-05
0.193060358537161+4-05
0.195849819524099+-05
0.198659282438900+05
0.201488747261024+05
0.204338213970294+-05
0.207207682546883+-05
0.210097152971312+4-05
0.213006625224436+05
0.215936099287440+05
0.218885575141828+-05
0.221855052769419+-05
0.224844532152336+05

Tabla 12.7: Cuadratura Gaussiana de diez puntos para la funcién de peso w(z) =
e %(z% + 3z + 3).
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Abscisas

Pesos

4.334107263780284-01
2.080432318855032+-00
4.819002869988582+-00
8.864360640960049+00
1.500130120177409+01

3.126285312315232+-00
3.706170202838551+-00
1.092351345744303+00
7.453894181599578-02
6.541972859189739-04

Tabla 12.8: Cuadratura Gaussiana de

cinco puntos para la funcién de peso
w(z) = e *(2* + 3z + 3).

Abscisas

Pesos

2.040999954584994-01
1.028387094770998+00
2.410435520337926+00
4.321374767420807+4-00
6.788153904232589+-00
9.876310697774448+-00
1.369702559142198-+01
1.844094381895615-+01
2.447741364509646+-01
3.275505137878136+-01
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1.540405131078210+00
2.845897766236949-+00
2.369962904285137+00
1.003385222036850+00
2.162759908385876-01
2.294596348425800-02
1.106205741579204-03
2.070701955826230-05
1.092077619367787-07
7.110886208049865-11

Tabla 12.9: Cuadratura Gaussiana de diez puntos para la funcién de peso w(z) =
e % (x% + 3z + 3).



Op,

B

0.218750000000000+01
0.461687424058323+-01
0.684097433647064+01
0.897907268480269+-01
0.110752589635655+-02
0.131476069761617+-02
0.152047965944759+-02
0.172515798299534+-02
0.192908233617017+-02
0.213243832328397+-02
0.233535261073412+-02
0.253791521837523+-02
0.274019221849538+-02
0.2942233402212104-02
0.314407712749077+-02
0.334575350344164+-02
0.354728654917744+-02
0.374869569744102+-02
0.394999686653239+-02
0.415120324018612+-02
0.435232584525358+-02
0.455337398650990+-02
0.475435557864809+-02
0.495527740307023+-02
0.515614530885360+-02
0.535696437171720+-02
0.555773902100199+-02
0.575847314201595+-02
0.595917015920975+-02
0.615983310429328+-02
0.636046467241764+-02
0.656106726882100+-02
0.676164304779692+-02
0.696219394543699+-02
0.716272170729164+-02
0.736322791185692+-02
0.756371399061255+-02
0.776418124519491+-02
0.796463086217729+-02
0.816506392584223+-02

0.480000000000000+-02
0.321484375000000+-01
0.844654222689417+-01
0.158091158709766+-02
0.252613627146857+02
0.367732373487596+-02
0.503277286677345+-02
0.659147478318503+02
0.835277908123652+-02
0.103162348393842+03
0.124815118564845+03
0.148483584512177+03
0.174165769584679+03
0.201860084872488+-03
0.231565229057218+-03
0.263280119736306+03
0.297003844719389+03
0.332735626538171+03
0.370474795996244+-03
0.410220772075637+03
0.451973046417579+4-03
0.495731171160502+03
0.541494749285090+03
0.589263426860321+03
0.639036886750866+03
0.690814843461841+03
0.744597038878725+03
0.800383238719080+03
0.858173229555600+03
0.917966816301714+03
0.979763820074663+03
0.104356407636890+-04
0.110936743348640+04
0.117717375118092+-04
0.124698289948163+-04
0.131879475766788+04
0.139260921337202+-04
0.146842616179110+4-04
0.154624550499197+04
0.162606715129629+-04
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-continuacion-

O,

Bn

0.836548142926069+-02
0.856588428393752+-02
0.876627332823754+-02
0.896664933477058+-02
0.916701301688416+-02
0.936736503438882+-02
0.956770599862082+-02
0.976803647693141+-02
0.996835699667758+-02
0.101686680487788+-03
0.103689700908941+-03
0.105692635502671+4-03
0.107695488262787+-03
0.109698262927422+4-03
0.111700962999721+4-03
0.113703591766511+4-03
0.1157061523151914-03
0.117708647549037+-03
0.119711080201092+-03
0.121713452846798+-03
0.123715767915500+-03
0.125718027700939+-03
0.127720234370836+-03
0.129722389975664+-03
0.131724496456683+-03
0.133726555653309+-03
0.135728569309888+-03
0.137730539081925+-03
0.139732466541825+-03
0.141734353184176+4-03
0.143736200430640+-03
0.145738009634467+-03
0.147739782084670+-03
0.149741519009898+-03
0.151743221582020+-03
0.153744890919463+-03
0.155746528090302+4-03
0.157748134115138+-03
0.159749709969784+-03
0.161751256587755+4-03

0.170789101473471+-04
0.179171701456082+-04
0.187754507481712+04
0.196537512394626+04
0.205520709444202+-04
0.214704092253511+-04
0.224087654790964+-04
0.233671391344668+-04
0.243455296499182+-04
0.253439365114399+-04
0.263623592306330+04
0.274007973429577+04
0.284592504061318+-04
0.295377179986654+04
0.306361997185164+04
0.317546951818571+04
0.328932040219387+-04
0.340517258880452+-04
0.352302604445292+-04
0.364288073699200+-04
0.376473663560993+04
0.388859371075368+-04
0.401445193405816+04
0.414231127828044+-04
0.427217171723849+04
0.440403322575424+-04
0.453789577960049+04
0.467375935545135+04
0.481162393083598+-04
0.495148948409530+-04
0.509335599434158+-04
0.523722344142043+-04
0.538309180587529+04
0.553096106891407+04
0.568083121237776+-04
0.583270221871097+04
0.598657407093423+-04
0.614244675261785+04
0.630032024785732+04
0.646019454125008+-04
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-continuacion-

O,

Bn

0.163752774862603+4-03
0.165754265650088+-03
0.1677557297702124-03
0.169757168009114+-03
0.171758581120853+-03
0.173759969829068+-03
0.175761334828541+4-03
0.177762676786660+-03
0.179763996344792+-03
0.181765294119575+-03
0.183766570704129+-03
0.185767826669200+-03
0.187769062564231+4-03
0.189770278918376+-03
0.1917714762414524-03
0.193772655024841+-03
0.195773815742335+4-03
0.197774958850940+-03
0.199776084791635+-03
0.201777193990083-+03
0.203778286857312+4-03
0.205779363790354+-03
0.207780425172855+4-03
0.209781471375646+-03
0.211782502757290+-03
0.213783519664600+-03
0.215784522433130+-03
0.217785511387637+-03
0.219786486842529+-03
0.221787449102280+-03
0.223788398461836+-03
0.225789335206988+-03
0.2277902596147414-03
0.229791171953655+-03
0.231792072484173+4-03
0.233792961458934+-03
0.235793839123073+4-03
0.237794705714503+-03
0.239795561464188+-03
0.241796406596399+-03

0.662206961787366+04
0.678594546326494+-04
0.695182206340058+04
0.711969940467859+04
0.728957747390073+04
0.746145625825599+-04
0.763533574530481+-04
0.781121592296423+-04
0.798909677949370+04
0.816897830348163+04
0.835086048383270+04
0.853474330975562+-04
0.872062677075168+-04
0.890851085660371+04
0.909839555736563+04
0.929028086335252+04
0.948416676513105+04
0.968005325351048+-04
0.987794031953399+-04
0.100778279544704+-05
0.102797161498065+-05
0.104836048972390+-05
0.106894941886680+-05
0.108973840161895+-05
0.111072743720894+05
0.113191652488366+05
0.115330566390773+-05
0.1174894853562924-05
0.119668409314759+05
0.121867338197617+-05
0.124086271937861+-05
0.126325210469995+05
0.128584153729980+05
0.1308631016551924-05
0.133162054184378+-05
0.135481011257611+05
0.137819972816257+-05
0.140178938802930+-05
0.1425579091614574-05
0.144956883836845+-05
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Qp,

B

0.243797241328966+03
0.245798065873511+4-03
0.247798880435673+03
0.249799685215326+03
0.251800480406784+03
0.253801266198998+-03
0.255802042775745+-03
0.257802810315811+403
0.259803568993159+03
0.261804318977102+03
0.263805060432455+03
0.265805793519690+-03
0.267806518395085+-03
0.269807235210858+-03
0.271807944115308+03
0.273808645252939+03
0.275809338764585+03
0.277810024787532+03
0.279810703455627+03
0.281811374899395+-03
0.283812039246135+03
0.285812696620030+03
0.287813347142241+-03
0.289813990931001+03
0.291814628101706+03
0.293815258767000+03
0.295815883036863+03
0.297816501018686+03
0.299817112817354+-03
0.301817718535317+03

0.147375862775242+4-05
0.149814845923908+-05
0.152273833231182+05
0.154752824646450+-05
0.157251820120117+-05
0.159770819603578+-05
0.162309823049190+-05
0.164868830410247+405
0.167447841640953+05
0.170046856696399+05
0.172665875532536-+05
0.175304898106156+05
0.177963924374867+05
0.180642954297073+05
0.183341987831951+05
0.186061024939436-+05
0.188800065580194+05
0.191559109715611+-05
0.194338157307770+405
0.197137208319434+-05
0.199956262714031+05
0.202795320455636-+05
0.205654381508956+05
0.208533445839312+-05
0.211432513412628+-05
0.214351584195414+-05
0.217290658154753+05
0.220249735258285+05
0.223228815474199+-05
0.226227898771214+-05

Tabla 12.10: Cuadratura Gaussiana de diez puntos para la funcién de peso
w(x) = e *(a® + 62 + 152 + 15).
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Abscisas

Pesos

4.856397204365821-01
2.322943622519654+-00
5.300917914775939+-00
9.594450731980713+00
1.599572823570913+01

Abscisas

1.767567198376409-+01
2.242442391649330+01
7.337666788536437+00
5.568334586622845-01
5.403852543884571-03

Tabla 12.11: Cuadratura Gaussiana de cinco puntos para la funcién de peso
w(z) = e (23 + 62% + 15z + 15).

Pesos

2.231269688967887-01
1.126944113234777-+00
2.631956961477349+00
4.682584404835726+-00
7.2927624856121024-00
1.052419789528722+01
1.448797342967301+01
1.937659688426222-+01
2.556367111733745+4-01
3.400905595993764+-01

8.448330854095689+00
1.619852066263472-+01
1.463539994003167-+01
6.870558759754008+-00
1.644418987882815+00
1.924194238741014-01
1.014413253898122-02
2.060654091398202-04
1.172955323584843-06
8.235547686627145-10

Tabla 12.12: Cuadratura Gaussiana de diez puntos para la funcién de peso
w(x) = e *(a® + 62 + 152 + 15).
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Op,

B

0.246093750000000+01
0.502710707169388+-01
0.732831797310007+01
0.951654159603280+-01
0.116493835633401+-02
0.137503753782961+-02
0.158308665389149+-02
0.178971352534647+-02
0.199530116690086+-02
0.220010001087101+-02
0.240428235362128+-02
0.260797146304880+-02
0.281125832530329+-02
0.301421184065812+-02
0.321688531646057+-02
0.341932075698882+-02
0.362155178657620+-02
0.382360569464403+-02
0.402550489946184+-02
0.422726801701718+-02
0.442891065544624+-02
0.463044601485887+-02
0.483188534666824+-02
0.503323830984120+-02
0.523451325041175+-02
0.5435717423107174-02
0.563685716877644+-02
0.583793805769791+-02
0.603896500627664+-02
0.623994237279288+-02
0.644087403651489+-02
0.664176346349416+-02
0.684261376161878+-02
0.704342772694171+4-02
0.724420788287523+-02
0.744495651351664+-02
0.764567569211790+-02
0.784636730551529+-02
0.804703307518041+-02
0.824767457543234+-02

0.384000000000000+03
0.394378662109375+-01
0.985567614999046+-01
0.179456776682826+-02
0.281570846181982+-02
0.404489959818953+02
0.547989994939242+-02
0.711939054990667+-02
0.896251310902562+-02
0.110086640551224+03
0.132573956224636+03
0.157083629627076+03
0.183612930328100+03
0.212159649165508+-03
0.242721967010396+03
0.275298363715294+03
0.309887552956916+03
0.346488434416856+03
0.385100057931781+03
0.425721596119981+-03
0.468352323142666+03
0.512991597990447+03
0.559638851164179+03
0.608293573940291+03
0.658955309630533+03
0.711623646399556+-03
0.766298211312755+03
0.822978665365470-+03
0.881664699302238+-03
0.942356030077444+03
0.100505239784080+-04
0.106975356335535+-04
0.113645930577433+04
0.120516942071763+04
0.127588371859995+04
0.134860202317125+-04
0.142332417023768+-04
0.150005000653614+-04
0.157877938874069+04
0.165951218258220+-04
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-continuacion-

O,

Bn

0.844829324925283+-02
0.864889042206952+-02
0.884946731380882+-02
0.905002504946994+-02
0.925056466843005+-02
0.945108713265684+-02
0.965159333397723+-02
0.985208410052781+-02
0.100525602024939+-03
0.102530223572284+-03
0.104534712338274+4-03
0.106539074572309+-03
0.108543316119046+-03
0.110547442451527+4-03
0.1125514587010524-03
0.114555369684166+-03
0.116559179927081+-03
0.118562893687819+-03
0.120566514976328+-03
0.122570047572775+03
0.124573495044222+-03
0.126576860759841+-03
0.1285801479048234-03
0.130583359493110+-03
0.132586498379061+-03
0.134589567268167+-03
0.136592568726894+-03
0.1385955051917424-03
0.140598378977597+-03
0.142601192285427+4-03
0.144603947209402+4-03
0.146606645743463+-03
0.148609289787421+4-03
0.150611881152587+-03
0.152614421567019+-03
0.154616912680371+4-03
0.156619356068420+-03
0.1586217532372624-03
0.160624105627233+-03
0.162626414616551+4-03

0.174224826206599+-04
0.182698750877429+-04
0.191372981124273+04
0.200247506440120+04
0.209322316907139+04
0.218597403151398+-04
0.228072756301966+-04
0.237748367953889+-04
0.247624230134600+04
0.257700335273382+04
0.267976676173552+04
0.278453245987076+04
0.289130038191349+-04
0.300007046567943+-04
0.311084265183093+04
0.322361688369773+04
0.333839310711198+-04
0.345517127025610+-04
0.357395132352242+4-04
0.369473321938333+-04
0.381751691227119+04
0.394230235846690+-04
0.406908951599657+04
0.419787834453549+-04
0.432866880531873+-04
0.446146086105799+04
0.459625447586395+04
0.473304961517387+04
0.487184624568392+-04
0.501264433528587+04
0.515544385300783+-04
0.530024476895874+04
0.544704705427621+-04
0.559585068107770+04
0.574665562241449+-04
0.589946185222851+-04
0.605426934531160+-04
0.621107807726725+04
0.636988802447443+-04
0.653069916405351+04
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O,

Bn

0.164628681524729+-03
0.166630907615745+4-03
0.168633094101020+-03
0.1706352421421924-03
0.1726373528537214-03
0.174639427305323+4-03
0.176641466524255+-03
0.178643471497462+4-03
0.180645443173586+-03
0.182647382464858+-03
0.184649290248877+-03
0.186651167370284+4-03
0.188653014642337+4-03
0.190654832848394+-03
0.192656622743312+4-03
0.194658385054770+-03
0.1966601204845134-03
0.198661829709530+-03
0.200663513383164+-03
0.202665172136167+03
0.204666806577693+-03
0.206668417296239+-03
0.208670004860541+4-03
0.210671569820416+-03
0.212673112707568+-03
0.214674634036341+4-03
0.216676134304451+4-03
0.218677613993662+-03
0.220679073570445+4-03
0.222680513486591+-03
0.224681934179805+-03
0.226683336074261+4-03
0.228684719581140+4-03
0.230686085099134+-03
0.232687433014932+4-03
0.234688763703678+4-03
0.236690077529414+4-03
0.238691374845497+-03
0.240692655994999+-03
0.2426939213110914-03

0.669351147383409+-04
0.685832493232456+-04
0.702513951868339+04
0.719395521269190+04
0.736477199472849+04
0.753758984574426+04
0.771240874723987+04
0.788922868124357+04
0.806804963029040+04
0.824887157740238+-04
0.843169450606969+04
0.861651840023284+-04
0.880334324426561+-04
0.899216902295887+-04
0.918299572150517+04
0.937582332548401+-04
0.957065182084787+04
0.976748119390880+-04
0.996631143132568+-04
0.101671425200920+-05
0.103699744475244+05
0.105748072012512+05
0.1078164076920224-05
0.109904751395980+-05
0.112013103009408+-05
0.114141462420047+05
0.116289829518269+05
0.118458204196993+05
0.120646586351599+-05
0.122854975879853+-05
0.125083372681831+-05
0.127331776659846+-05
0.129600187718376-+05
0.131888605764003+4-05
0.134197030705344+-05
0.136525462452992+05
0.138873900919453+-05
0.141242346019096+05
0.143630797668091+-05
0.146039255784359+-05
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Qp,

B

0.244695171117403+03
0.246696405728378+-03
0.248697625449600+03
0.250698830578118+03
0.252700021402742+4-03
0.254701198204343+03
0.256702361256127+03
0.258703510823902+-03
0.260704647166335+03
0.262705770535197+03
0.264706881175597+03
0.266707979326205+03
0.268709065219472+4-03
0.270710139081835+03
0.272711201133914+03
0.274712251590706-+03
0.276713290661765+03
0.278714318551379+03
0.280715335458741+03
0.282716341578108+-03
0.284717337098958+03
0.286718322206143+03
0.288719297080029+03
0.290720261896639+03
0.292721216827783+03
0.294722162041189+03
0.296723097700628+03
0.298724023966029+03
0.300724940993599+03
0.302725848935929+-03

0.148467720287524+-05
0.150916191098858+-05
0.153384668141240+05
0.155873151339106+05
0.158381640618410+05
0.160910135906575+05
0.163458637132460+-05
0.166027144226315+-05
0.168615657119744+-05
0.171224175745673+05
0.173852700038308+-05
0.176501229933106+05
0.179169765366739+-05
0.181858306277063+05
0.184566852603089+05
0.187295404284952+-05
0.190043961263879+05
0.192812523482167+05
0.195601090883152+-05
0.198409663411186+05
0.201238241011606+05
0.204086823630718+-05
0.206955411215765+05
0.209844003714911+05
0.212752601077213+4-05
0.215681203252604+05
0.218629810191870+05
0.221598421846630+05
0.224587038169316+05
0.227595659113154+-05

Tabla 12.13: Cuadratura Gaussiana de diez puntos para la funcién de peso
w(z) = e "(x* + 102% + 452% + 105z + 105).
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Abscisas

Pesos

5.305812861509350-01
2.536207092935022+-00
5.735844745506172+4-00
1.026350610283796-+01
1.691614847673673-+01

Abscisas

1.358220332619339-+02
1.796388609811520+-02
6.327381970652042+-01
5.210433302655349+00
5.485274773833875-02

Tabla 12.14: Cuadratura Gaussiana de cinco puntos para la funcién de peso
w(r) = e *(z* 4+ 1023 + 4522 + 105z + 105).

Pesos

2.394753416728400-01
1.211845745033918+00
2.827067796266381+00
5.007615713168725+00
7.753735215036700+-00
1.112224268436729+01
1.522357277696554+01
2.025180986588678+-01
2.658459772810010+01
3.519271378606304+-01

149

6.357953668602757+-01
1.244506182881016+02
1.184521571016887-+02
5.988971602953811+-01
1.554442963337607+01
1.969218801386250+00
1.118716465283256-01
2.436979062283901-03
1.482316758208445-05
1.112352424440037-08

Tabla 12.15: Cuadratura Gaussiana de diez puntos para la funcién de peso
w(z) = e "(x* + 1023 + 452% + 105z + 105).



13 Apéndice D

Se presentan las graficas correspondientes a los polinomios ortogonales con
respecto a funciones de peso w(z) = e~* que es de Laguerre, w(z) = e *(z +
1), w(x) =e*(2*+3x+3) y w(z) = e *(2% + 622 4+ 15z + 15).

13.1 Graficas de polinomios ortogonales para w(x) =

e "0 (x).

e’ e ¥ (x+1)
PU(X)

401

20+

e ~X(x?+3x+3) X(x3+6x2+15x+15)

(x) (x)
N % N %
SnVAR aaaQyh

-20

Figura 13.1: Gréaficas de los tres primeros polinomios ortogonales en el
intervalo 0 < z < 10. El polinomio de primer grado P;(z) (verde), el
polinomio de segundo grado Py(x) (azul) y el polinomio de tercer grado

Ps(x) (rojo).
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14 Apéndice E

Se presentan las graficas correspondientes a las funciones de peso para la
transformada de Hankel w(z) = Ky(z), w(z) = 2K,(z), w(z) = 2°Ky(z) y
w(z) = 3 K3(x).

14.1 Graficas de las funciones de peso w(x) = 2™ K,,(x).

“‘ ‘ X
0 2 4 6 8

Figura 14.1: Graficas de las funciones de peso correspondientes a la
transformada de Hankel en el intervalo 0 < x < 8.
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Se presentan las graficas correspondientes a las funciones de peso para la
transformada de Bessel esférica w(z) = e 0g, w(x) = e "0, w(x) = e "0y
vy w(z) = e *0Os.

14.2 Graficas de las funciones de peso w(x) = e 70;(x).

e ¥ @/(X)
15

10

S ‘ X
0 2 4 6 8

Figura 14.2: Graficas de las funciones de peso correspondientes a la
transformada de Bessel esférica en el intervalo 0 < x < 8.
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15 Apéndice F

A través del tratamiento de cuadratura Gaussiana se plantea la solucién en
términos de un problema de &lgebra lineal por lo que definimos la integral
(4.0.7) como la aproximacién

/000 f(@)w(x)de ~ Zf(xk)wk, (15.0.1)

k=1

donde las z; corresponden a los nodos y las w;. a los pesos de la cuadratura
Gaussiana para N puntos. Esta formulacion del problema corresponde a un
sistema de ecuaciones no lineales de tamano 2N x 2N, respecto a una base
polinomial P, = {1,z,22 23, ...}, tal que dimP,, = 2N. La construccién
de cada una de las ecuaciones no lineales a partir de (15.0.1) se define
imponiendo la condicién de que f(x) sea exacta para cada elemento de la
base, asi al tomar sucesivamente un nuevo elemento de P,, se construye una
ecuacion diferente. Lo anterior se hace considerando la funcién de peso
w(x) particular en este caso de acuerdo a la integral (4.0.7) tenemos que
w(z) = J,(r)e” ™. La introduccion del término e™* en la funcién de peso es
para asegurar la convergencia de las integrales fooo " J,(x)e *dx.

La construccion general para el sistema de 2N ecuaciones no lineales con
2N incognitas {x1, z2,...,xn} y {wy, we, ..., wy} estd dada por

wy +we +ws + - +wy = / Jy(x)e *dx (15.0.2)
0

Wy + Towy + Tzws + -+ + TNWN = / zJ,(z)e *dz (15.0.3)
0

riwy + Towy + T3W3 + - - + TRWN = / 22 J,(z)e "dx (15.0.4)
0

se continia asi hasta completar la base P,

o0
2N—1 aN—1 aN-1 2N—1 2N—1 -
7w+ w25 ws 4oy wN:/ x Jy(x)e *du.
0

(15.0.5)

Las integrales que aparecen en el lado derecho del sistema de ecuaciones no

lineales corresponden a los momentos generados por la funcion de peso w(x)
y la base [P, mediante fooo z"J,(x)e *dx que tiene solucion analitica.

Considerando funciones de Bessel de primer tipo con v = 0 se prob¢ la

aplicacion de esta metodologia para calcular las cuadraturas Gaussianas ya
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que para algunos momentos se tiene que fooo x"Jo(x)e*dxr < 0. Usando
el paquete Mathematica version 10.0 [78] se resolvieron los sistemas de
ecuaciones no lineales. A continuacion se presentan los valores de pesos
{z;}} y nodos {w;}} de la cuadratura Gaussiana de cuatro puntos

Nodos Pesos
0.443744+01 + 7 0.128721+01 -0.321954-02 + 7 0.900534-03
0.443744+01 - ¢ 0.128721+01  -0.321954-02 - 7 0.900534-03

0.949345-+00 0.334834-+00
0.175784-+00 0.378711-+00

Tabla 15.1: Cuadratura Gaussiana N = 4 y funcion de peso w(x) = Jo(x)e ™.

Para estos sistemas no lineales las soluciones, es decir nodos y pesos
pueden ser valores complejos {zy, w}Y € C. Sin embargo para N = 5
se tiene que las soluciones son valores reales, ademas encontramos valores
negativos, lo cual indica que los nodos se encuentran fuera del intervalo de
integracion. En la Tabla (14.2) se muestra la aplicacién de estas nuevas
cuadraturas generadas con N = 4 para calcular integrales del tipo (4.0.7).

p file) = 5 fo(x) = oy

0.5 1.184497 1.156487
1.184714 1.167650
2.0 0.440581 0.537450
0.441931 0.537908

10.0  9.907407 - 1072 0.101126
9.993135 - 1072 0.101924

20.0 4.987765 - 1072 5.012801 - 1072
5.046292 - 1072 5.083596 - 102

30.0 3.329665 - 10~2 3.337075 - 1072
3.374011 - 1072 3.391081 - 1072

Tabla 15.2: Resultados de la regla de cuadratura aplicados a la integral
(4.0.7). La primera entrada muestra el resultado analitico mientras que la
segunda entrada es el resultado numérico.

Mediante el paquete Mathematica version 10.0 no se pudo resolver
sistemas de ecuaciones no lineales para N > 5, ya que el programa no fue
capaz de dar una solucién para N = 6. No obstante, uno espera mejorar la
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aproximacion incrementando el orden de la cuadratura resolviendo sistemas
de ecuaciones no lineales més grandes.
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