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Los principios y leyes cientificas no yacen sobre la superficie de la Naturaleza.
Estos estan escondidos, y deben ser arrebatados de la Naturaleza

por una técnica activa y elaborada de investigacion.

John Dewey (1859-1952)
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RESUMEN

Dos elementos que han contribuido a modificar de manera radical nuestra visién del
universo son la Mecdnica Cuantica y la Teoria General de la Relatividad. La primera
surgio como consecuencia de explicar fenémenos que la mecanica newtoniana no podia.
La segunda, para unificar en forma consistente la relatividad especial y la interaccion
gravitacional.

Debido al gran éxito que han tenido cada una de estas teorias en forma indepen-
diente, el siguiente paso logico es unificarlas en una teoria mas general que llamamos
teoria cuantica de la gravedad; la cual deberia tomar en cuenta, en forma consistente,
el comportamiento cuantico y la gravedad. Sin embargo, éste proceso ha llevado casi el
mismo tiempo que lleva establecida la Relatividad General y aiin no disponemos de dicha
formulacion.

De principio, las teorias exhiben incompatibilidades, una de ellas, y quizas la mas
importante, es el concepto del Tiempo. En la Mecanica Cuantica el tiempo es una variable
absoluta, como lo es el tiempo newtoniano; en la Relatividad General el tiempo es una
variable dinamica local. Al aplicar los métodos de cuantizacion a la Relatividad General,
se hace evidentes mas problemas como el hecho de que sea necesario romper la covariancia
de la teoria, y que parece no poseer una variable natural de tiempo.

Ademas, los problemas son no solo conceptuales, sino también estan relacionados con
la poca informaciéon que se tiene del comportamiento de la gravedad a escalas pequenas,
donde la Mecéanica Cuantica lleva el rol clave, por lo que es necesario la realizacién de
experimentos a nivel cuantico en presencia de interaccion gravitacional.

En el presente trabajo se encaran los dos aspectos del intento de unificar ambas teorias,
uno de ellos, completamente tedrico, dentro de la cosmologia cudntica supersimétrica y el
otro asociado con la fenomenologia de los fundamentos de las teorias métricas.

En el primer aspecto se resuelven las constricciones supersimétricas y de Lorentz, a
diferentes niveles dentro del superespacio, es decir, tomando un modelo que esta contenido
en el midisuperespacio como lo es el modelo de Gowdy T, v los que yacen en el minisu-
perespacio como son los modelos de Bianchi. Se muestra que, en efecto, existen estados
fisicos, tanto en el midi como en el minisuperespacio, lo que contradice lo afirmado en la
literatura de que no existen estados fisicos, lo que nos indica que esas afirmaciones tienen
validez restringida y es necesario revisarlas.

En lo que concierne a la fenomenologia, se estudia un condensado de Bose-Einstein y
se muestra que la temperatura critica se ve modificada con la presencia de un potencial
gravitacional homogéneo, lo que nos permitiria usar a este sistema como una herramienta
experimental para verificar la validez del Principio de Equivalencia de Einstein. Sin em-
bargo, estudios previos en el contexto experimental recurren a una aproximacion clasica
para hacer la deduccién de la temperatura del gas, pero este andlisis esta en franca con-
tradiccién con la naturaleza del fenémeno. Aqui, se deduce una expresion que relaciona la
temperatura del gas y el cambio de fase de un haz laser de referencia que interactiia con
la nube atémica, el modelado de la interacciéon radiacion-materia es mecanico-cuantico.

v



Indice general

1. Introduccién General. 1
2. Cosmologia Cuantica Supersimétrica 9
2.1. Introduccion. . . . . . ..o 11
2.1.1. SUSY y el modelo estandar de particulas. . . . .. ... ... ... 11
2.1.2. Estatus de la fenomenologia de SUSY. . . . . ... ... ... ... 13
2.2. La Cosmologia Cuédntica Supersimétrica. . . . . . . . . .. .. ... . ... 14
2.2.1. Formulacién Canonica de la Supergravedad N =1. . . . ... ... 16
2.2.2. La Constriccién de Lorentz . . . . . . . . .. .. .. ... ... 28
2.2.3. Midisuperespacio de los modelos cosmolégicos de Gowdy T3. . . . . 30
2.2.4. Minisuperespacio de los modelos de Bianchi. . . . . .. ... .. .. 34
2.2.5. Meétrica del Bianchi tipo IX. . . .. ... ... ... ... 36
2.2.6. Los Modelos de Bianchi clase A . . . . . . . ... ... ... .... 41
3. Sobre los Fundamentos de la Relatividad General. 45
3.1.  Los Fundamentos de la Relatividad General. . . . . . . . .. ... ... .. 48
3.1.1. De la universalidad de « a la validez de las teorias no-gravitacionales. 49
3.2. Experimentos de Alta Precisién sobre el EEP. . . . . . . ... .. ... .. 50
3.2.1. Experimentos sobre el WEP. . . . . . ... .00 50
3.2.2. Experimentos sobre la Invariancia Local de Lorentz (LLI) . . . . . . 92
3.2.3. Experimentos sobre la Invariancia Local de Posicién (LPI) . . . . . 54
3.2.4. Pruebas de GR en el régimen de campo fuerte. . . . . . . .. .. .. 56
3.2.5. Pruebas Cuanticas sobreel EEP. . . . .. .. ... ... ...... 57
3.3. El EEP y los Condensados de Bose-Einstein. . . . . . . ... ... .. ... 61
3.3.1. Termodinamica de un gas ideal de bosénes. . . . . . . . . . . .. .. 61

3.3.2. Un gas de bosénes més realista en presencia de un campo gravita-
clonal. . . .. 65
3.3.3. La temperatura de un BEC sin conceptos clasicos. . . . . . . . . .. 69
3.3.4. La realizacion del experimento. . . . . . . . ... .. ... 7
4. Conclusiones y Perspectivas 80
4.1. Conclusiones . . . . . . . . . L 80
4.2. Perspectivas . . . . . . . 83



Apéndice A. Materiales no-lineales y la generacion del segundo armonico

optico 85
Apéndice B. El Bombeo ()ptico y el problema del calentamiento. 89
Apéndice C. El uso de pulsos y los problemas experimentales. 91

C.1. La duracion y el ancho espectral de un pulso, ;Cémo se relacionan? . . . . 92

C.2. Un pulso propagédndose en un medio transparente. . . . . . . . . . . .. .. 93

VI



Capitulo 1

Introduccion General.



El objetivo real de mi investigacion
ha sido siempre la simplificacion

y unificacion del sistema

de la fisica teorica.

Albert Einstein (1879-1955).



Durante el siglo XX se tuvo un desarrollo cientifico y, en consecuencia, tecnolégico que
no ha tenido precedente con el cual compararlo; la razén es que éste no solo ha contribuido
a cambiar nuestro estilo de vida sino que, ademas, modific6 de manera radical la vision
que habiamos tenido del universo mismo.

Dos elementos que han contribuido a dicho cambio fue la apariciéon de la Mecanica
Cuéntica (QM) y la Teoria General de la Relatividad (GR); la primera, construida para
evitar las inconsistencias y contradicciones generadas al utilizar las ideas Newtonianas
para explicar ciertos fenémenos fisicos relacionados con la interaccion radiacion-materia; y
la segunda, surgié como consecuencia de la unificacién de la teoria especial de la relatividad
y la interacciéon gravitacional de los cuerpos, en una forma consistente. Cabe mencionar
que, en ambas teorias fisicas, estuvo involucrada la genialidad del muy conocido cientifico
de origen aleméan Albert Einstein.

La QM empez6 a dar senales de existencia a finales de 1900, cuando el fisico aleméan
Max Planck propuso que el intercambio de energia entre el campo de radiacién y la
materia, tiene que llevarse a cabo a través de pequenos paquetes o quanta de energia
proporcionales a la frecuencia angular de la radiacion, lo cual lo llevd a descubrir la ley
de radiacién del calor, denominada ley de Planck, que explica el espectro de emisién de
un cuerpo negro. Sin embargo, la propuesta de M. Planck tenia un error de consistencia
(relacionado con la ahora conocida energia del punto cero) que fue corregido por A.
Einstein una vez que utilizé las ideas estadisticas del fisico hindu Satyendra Nath Bose
[18]. En 1905, A. Einstein utiliz6 la propuesta de M. Planck (los quanta de energia) para
darle explicacién a un fenémeno que habia mantenido en jaque a los fisicos de finales del
siglo XIX, el efecto fotoeléctrico, ya que después de la publicacion de los trabajos de C.
Huygens en el siglo XVII se creia que la luz era solamente de naturaleza ondulatoria y
dicho comportamiento era inconsistente con lo observado en el laboratorio [78].

Hacia 1913, basando su trabajo en el modelo atémico de E. Rutherford, Niels Bohr
cuantizé las érbitas electrénicas a través del momento angular, lo que le permitié deducir
el ya bien conocido espectro del atomo de hidrogeno. Lo que motivé a muchos otros a
aplicar la idea de Planck a atomos mas complicados. En este periodo la mecanica cuantica

esta intimamente relacionada con la formulacién de Hamilton y Hamilton-Jacobi, es decir,



muy cercana a la mecanica clasica en la forma de estudiar los problemas.

En 1925, Werner Heisenberg desarrolla un formalismo de la QM en el que subyace
un gran pragmatismo, en vez de concentrarse en la evolucién de los sistemas fisicos de
principio a fin, concentra sus esfuerzos en obtener informacién sabiendo el estado inicial
y final del sistema, sin preocuparse demasiado por conocer en forma precisa lo ocurrido
en el medio (ya no es importante el concepto de trayectoria). Concibe la idea de agrupar
la informacion en forma de cuadros de doble entrada, que mas tarde Max Born identifico
con una forma de trabajar que ya habia sido estudiada por los matematicos y no era otra
cosa que la teoria de matrices. Uno de los resultados mas llamativos es que la multiplica-
ciéon de matrices no es conmutativa, por lo que toda asociacién de cantidades fisicas con
matrices tendré que reflejar este hecho matematico. Esto lleva a Heisenberg a enunciar
el Principio de Incertidumbre. Finalmente, en 1926 la teoria cudntica alcanza un punto
crucial, el fisico austriaco Erwin Schrodinger publicé una trabajo denominado Quanti-
sierung als Figenwertproblem (La Cuantizacién como un problema de Valores Propios)
[127], en donde se formula la QM ondulatoria, y mas tarde muestra que esta forma de
trabajar es completamente equivalente a la QM matricial de Heisenberg. Estos y muchos
més trabajos debidos a Paul Dirac, Max Born y otros [125]; nos permiten formular a la

QM en la siguiente forma axiomatica [81]:

= Existe un espacio vectorial con campo en los nimeros complejos para un siste-
ma cudntico, cuyos elementos son los estados cuanticos del sistema; dicho espacio

estd dotado con una norma positivo definida.

= Un observable clasico es reemplazado por un operador Hermitiano que actia sobre
los elementos del espacio. Al medir un observable, el resultado debe coincidir con

uno de los eigenvalores del operador en cuestion.

= Si ¢; v p; son las variables del espacio fase del sistema, sus correspondientes opera-
dores cudnticos deben satisfacer [q;, pr] = ih(1)k, [q;,qx] = [P, Px] = (0);1 a un

tiempo dado.

= Si un operador A es, explicitamente, independiente del tiempo, su evoluciéon tempo-

ral queda determinada por la ecuacién de evolucién de Heisenberg % = —ih[A, H],

4



que en la descripcion de Schrodinger conduce a la ecuacion de Schrédinger ih%\w) =
H]v)), donde H y |1)) son el operador hamiltoniano y la funcién de estado del sistema,

respectivamente.

= En general, la mediciéon de una variable fisica A en un sistema fisico a un tiempo

fijo produce un resultado aleatorio cuyo valor de expectacion ésta dado por (A) =
WA @®)[Y)

(ble)

La funcién de onda v, no es mas que la amplitud de probabilidad de hallar a la particula
en cierto estado a un tiempo fijo, con respecto a cierto sistema de coordenadas, ya sea en
el espacio de momenta o en el espacio de configuraciéon. Como lo menciona Jun J. Sakurai
al introducir su capitulo sobre la dindmica cuédntica [123], el primer punto importante que
debemos mantener en mente es que el tiempo es solo un pardmetro, no un operador. El
tiempo no es un observable.

En 1916, aparecié publicado un articulo en la revista alemana Annalen der Physik
bajo el titulo Die Grundlage der allgemeinen Relativititstheorie (Las Bases de la Teoria
General de la Relatividad) [48]; en dicho trabajo Albert Einstein establecié las ideas que
permean muchos de los modelos que intentan dar una explicacién a fenémenos observados
en la naturaleza, que van desde los astrofisicos y cosmolédgicos hasta la fisica cudntica y
de las particulas elementales. Ambas fronteras de la fisica se vuelven una al tratar de
entender el origen del universo mismo, el Big Bang. Sin embargo, es necesario enfatizar
que GR es una teoria clasica en el sentido que no se basa en principios de la QM, por lo
que es importante conocer la teoria cudntica de la gravitacién.

Tan pronto como la teoria cuantica de campos fue formulada, se comenzaron a rea-
lizar intentos para aplicarla a otros campos distintos al campo electromagnético. Como
se comenta en [42], L. Rosenfeld [119] en 1930, fue el primero en aplicarla al campo
gravitacional; notando las dificultades de indole técnica que involucraba el proceso de
cuantizacion de la teoria. Realizo algunos primeros intentos para desarrollar las técnicas
que permitieran manejarlas. De este primer intento se pudo pronosticar que una teoria
cuantica de la gravitacién estaba destinada a estar inextricablemente ligada a dificulta-

des, no solo de indole técnica, sino yacentes en los fundamentos tedricos de la fisica de



particulas, dichos fundamentos estan intimamente relacionados a los principios de la QM.

Una de dichas dificultades es el problema del tiempo, la interpretacion de la QM esta
intimamente relacionada con el caracter de variable absoluta que toma el tiempo, ya que
el producto interno es una cantidad conservada en el tiempo y los elementos de matriz
de algin operador mecanico-cuantico se calculan a un tiempo fijo; es decir, el tiempo en
QM es un tiempo newtoniano. La transicién a una teoria de campos cuantica relativista
puede realizarse al reemplazar el tiempo newtoniano por un conjunto de parametros tipo-
tiempo asociados a la familia de sistemas inerciales relativistas, aunque continua siendo
tratado como un parametro externo de fondo. Sin embargo, en la GR el tiempo es una
variable dinamica local, la geometria del espacio-tiempo influye sobre los relojes para
permitirles medir el tiempo propio y estos a su vez reaccionan sobre la métrica cambiando
la geometria. GR no parece poseer una variable temporal natural, mientras que la teoria
cuantica se asienta sobre un tiempo privilegiado, un analisis méas profundo respecto a esto
se encuentra en [80].

Mucho trabajo se ha realizado para tratar de cuantizar a GR y acoplarla con campos
de materia; en 1975, B. Zumino [144] afirma que la aplicacién maés interesante de la idea
de la Supersimetria es la posibilidad de construir teorias unificadas de la gravitacion y la
materia. La Supersimetria denota un tipo particular de élgebra de Lie gradada (graded),
los elementos de dicha algebra se distinguen entre elementos pares e impares y su algebra
queda especificada dando para cualesquiera dos elementos su bracket de Lie, el cual de
nuevo es un elemento del dlgebra. Para dos elementos pares, o para uno par y otro impar
el bracket de Lie (conmutador) es impar; para dos impares el bracket de Lie (anticonmu-
tador) es par. Un ejemplo sencillo es el siguiente, sea (), un espinor de Majorana de cuatro
componentes, cuyo adjunto es Q, = (Q74),, ahora sea P, el operador de 4-momentum;

entonces, el dlgebra de Lie gradada es:

{Qu; D} = 2(v)wPa  [Qu, Pa] = [Pa, Pa] = 0. (1.1)

Claramente los elementos impares del algebra son los espinores, y los pares los 4-momentum.
Si se incluyen los operadores de momentum angular M, s, esta nueva algebra gradada es

una extension del algebra del grupo de Poincaré.



Sin embargo, para construir una teoria de la gravitacién y la materia, deben enfrentar-
se no solo los problemas subyacentes a la naturaleza altamente no-lineal de la Relatividad
General, sino que ademas, a los que surgen al querer acoplar campos de espin en forma
consistente (ver apéndice A en [38]). En [39], se presenta al candidato mds simple para la
unificacién del campo gravitacional con un sistema de espin 3/2; dicho sistema es la suma
de la acciéon de Einstein-Hilbert y la asociada al campo no-masivo de Rarita-Schwinger,
la consistencia esta relacionada a la invariancia de la teoria bajo transformaciones super-
simétricas locales. La clave detras de sus resultados yace en el uso de una formulacion
a primer orden para la gravitacion, en donde tratan a los vierbeine y las conexiones en
forma independiente.

A pesar de la consistencia, el modelo no esta libre de problemas, muchos de ellos
relacionados con la funcion de estado del sistema, que van desde su existencia no-trivial,
pasando por los problemas de normalizacion hasta su posible interpretaciéon fisica; que
para el caso de la QM no aparecen o pueden ser manejados adecuadamente.

Lo antes mencionado estd completamente enmarcado en el ambito de la fisica tedrica.
Sin embargo, toda teoria fisica debe tener una contraparte experimental por lo que es
muy importante verificar si la aparente incompatibilidad entre la teoria cuantica y la
relatividad general tiene como origen una posible incompatibilidad de los fundamentos
experimentales que permiten formular cada una de ellas.

En la presente tesis se intenta abordar los dos aspectos:

» La parte experimental al proponer un experimento que, de realizarse, podria decir-
nos si la gravedad clasica tiene influencia sobre el comportamiento cuantico de la

materia.

= La parte tedrica, al seguir estudiando los modelos de la cosmologia cudntica super-
simétrica, y encarar uno de los problemas asociados a los estados del sistema, el de

su existencia.

La presentacion del trabajo es como sigue, en el capitulo 2 se estudia un modelo
cosmoldgico en el ambito de la cuantizacion supersimétrica de la GR, con la intencion

de hallar estados fisicos no-triviales y encararlos con un resultado previo acerca de su



existencia. Este trabajo ya esta publicado como Is the non-physical state conjecture valid?
en General Relativity and Gravitation [87].

En el capitulo 3, discutimos los fundamentos de la GR lo més cuidadosamente posible y
los experimentos que se han realizado para ponerlo a prueba, y se introduce una propuesta
que intenta hacerlo desde un nivel cuantico, parte de este capitulo fue publicado como
Alternative method for the measurement of the temperature of a Bose-FEinstein Condensate

en Central European Journal of Physics [24].



Capitulo 2

Cosmologia Cuantica Supersimétrica
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El gran libro de la naturaleza esta
escrito en simbolos matemdticos.

Galileo Galilei (1564-1642)



2.1. Introduccion.

La supersimetria (SUSY) es una simetria entre bosénes y fermiénes, es decir, esta
requiere que el nimero de estados de helicidad de bosones y fermiones, en un multiplete,
sea igual.

Las primeras ideas de supersimetria se consideran que aparecieron a principios de la
decada de 1970, sin embargo, una SUSY relacionando mesones y bariones fue propuesta
en el contexto de la fisica hadrénica por H. Miyazawa [96] en 1966, pero su trabajo fue
ignorado. A principios de la década de 1970, Yu. A. Golfand y E. P. Likhtman [58], D. V.
Volkov y V. P. Akulov [136] y J. Wess y B. Zumino [138] redescubrieron la supersimetria,
un radicalmente nuevo tipo de simetria del espacio-tiempo y campos fundamentales, la
cual establece una relacion entre particulas elementales de diferente naturaleza cuanti-
ca, bosones y fermiones, y unifica el espacio-tiempo y las simetrias internas del mundo
microscopico.

Golfand y Likhtman fueron los primeros en mostrar que el dlgebra de Poincaré puede
ser extendida a través de la introduccién de cuatro generadores espinoriales que anticon-

mutan (en 4D), los cuales después fueron llamados supercargas.

2.1.1. SUSY y el modelo estandar de particulas.

El modelo esténdar (SM) ha pasado un muy gran numero de pruebas experimentales
y esta actualmente en un excelente acuerdo con los datos. Sin embargo, del lado tedrico,
muchos aspectos son insatisfactorios, conduciéndonos a sospechar que uno esta viendo la
manifestacion de baja energia de una teoria mas fundamental. Algunas de las dificultades

SOo1:

1. El modelo estandar tiene 19 parametros ajustables. Se espera que una teoria funda-

mental tenga un numero mas pequeno de pardametros arbitrarios.

2. El rompimiento de SU(2) x U(1) se inserta a mano, en lugar de ser una consecuencia
de principios tedricos del modelo. Es decir, el modelo estandar puede acomodar el

rompimiento espontaneo electrodébil, pero no explica el origen.

11



3. No hay una unificacion electrodébil real, ya que, el grupo del modelo estandar es un

producto de grupos.

4. Quizés el asunto mas serio es el problema de jerarquias de norma (gauge hierarchy).
Las correcciones de lazo a la masa del Higgs son cuadraticamente divergentes. Una
posibilidad alterna es elegir la masa para cancelar las correcciones, esto conduce al

problema de fine tuning.

Una de las principales motivaciones para SUSY viene de las contribuciones cuadra-
ticamente divergentes a la masa cuadrada del Higgs (el problema de jerarquias). Las
interacciones mecanico-cuanticas del boséon de Higgs causa una renormalizaciéon de la ma-
sa del Higgs y a menos que haya una cancelacién accidental, el tamano natural de la masa
del Higgs es la mas alta posible. SUSY reduce el tamano de las correcciones por tener can-
celaciones automaticas entre interacciones de Higgs bosénicas y fermionicas. Si SUSY es
restaurada a la escala débil, entonces, la masa del Higgs esta relacionada al rompimiento
de SUSY el cual puede ser inducido de efectos no-perturbativos pequenos explicando las
muy diferentes escalas en las interacciones débiles y gravitacionales. Otra caracteristica es
el hecho de que SUSY proporciona un candidato para la materia oscura y un mecanismo
natural para el rompimiento de la simetria electrodébil.

La primera version SUSY realista del modelo estandar de particulas fue propuesto en
1981 por Savas Dimopoulos y Howard Georgi [45] es llamado Modelo Estandar Super-
simétrico Minimo o en ingles Minimal Supersymmetric Standard Model (MSSM). Este
fue propuesto para resolver el problema de jerarquias y predice super-companeros con
masas entre los 100 GeV y 1 TeV. La incorporacion de la supersimetria en el modelo
estandar requiere duplicar el niimero de particulas ya que no hay forma de que alguna
de las particulas del modelo estandar pueda ser super-companera de alguna otra. Con la
adicion de nuevas particulas, hay muchas posibilidades de nuevas interacciones.

Para obtener un rompimiento espontaneo aceptable de la supersimetria, desde el punto
de vista de la fenomenologia del problema, parece que es necesario promover a la super-
simetria global a un punto de vista local. Lo que resulta en que la gravedad debe ser

incluida en el analisis, es decir, supersimetria local es Supergravedad, para ver porque la

12



supersimetria nos obliga a incluir gravedad, en [9] se muestra un andlisis con el sistema

supersimétrico global mas simple.

2.1.2. Estatus de la fenomenologia de SUSY.

SUSY es un blanco ideal para las actuales bisquedas de los colisionadores, ya que estos
estan dentro de la escala de masa esperada. Se espera que particulas SUSY puedan ser
descubiertas en el gran colisionador de electrén -positrén (LEP), Tevatrén [62] o el gran
colisionador de hadrones. El rango relevante para resolver el problema de la cancelacion
fina en la auto-energia del bosén de Higgs es cubierto por estos experimentos.

Analisis de produccién de sLeptons, sQuarks, Charginos, Neutralinos y Bosones de
Higgs neutros fueron realizados con la coleccién de datos por los detectores ALEPH,
DELPHI y OPAL en el LEP con energias hasta de 209.2 GeV. No se observo evidencia
para alguna de las senales [31]. La unién de las tres constantes de acoplamiento del modelo
estandar en una sola escala de unificacion solo puede ser obtenida suponiendo SUSY, y
esta en completo acuerdo con los resultados experimentales del acelerador LEP en el
CERN. Sin embargo, la nula evidencia de super-companeros a las particulas elementales
conocidas, indica que SUSY esta rota, conduciendo a la existencia de particulas més
masivas que las particulas elementales. Existen argumentos que conducen a la conclusion
de que la masa de los super-compafieros debe estar en el rango de los 100 a los 1000 GeV,
es decir, 100 a 1000 veces mas pesadas que el protén.

Una de las principales motivaciones de los experimentos del Gran Colisionador de
Hadrones (LHC) en la Organizacién Europea para la Investigacion Nuclear (CERN),
que ya esta realizando colisiones, es la bisqueda de superparticulas, es decir, particulas
predichas por el MSSM. La regiéon del MSSM donde SUSY puede ser descubierta esta
siendo investigada. Una de las metas del LHC sera descubrir la escala débil SUSY o
excluirla.

EL LHC es un un colisionador protén-protéon que explora energias de alrededor de 1

TeV, los dos mas grandes experimentos de seis en planeacion

= Solenoide Compacto para Muones (CMS) y

13



» Un Aparato toroidal del LHC (ATLAS).

Tienen una colaboracién mutua y seleccionaron cinco puntos en el modelo de super-
gravedad minimo para su anélisis [1]. Dado el rango de energias es viable que el LHC de

resultados contundentes sobre SUSY, como lo analiza S. Khalil [72].

2.2. La Cosmologia Cuantica Supersimétrica.

Como hemos visto, una consecuencia de la buisqueda de una teoria unificada de las
fuerzas fundamentales ha llevado a considerar modelos de supergravedad, es decir, modelos
de gravedad consistentes con SUSY. Sabemos que la gravedad es la fuerza fundamental
que domina a escalas cosmoldgicas, sin embargo, basados en las observaciones y modelos
actuales, el universo tuvo un tamano en que los efectos cuanticos fueron importantes y, en
principio, dichos efectos tuvieron una influencia que lo llevaron a ser el que actualmente
observamos, es decir, un enfoque mecanico cuantico a los modelos cosmoldgicos se vuelve
necesario en el estudio de la evolucién del universo temprano.

La cosmologia cuantica es la metodologia para hacer este andlisis, su objetivo es ex-
plicar el Como y Por qué nuestro universo es de esta forma, empleando a la Mecdanica
Cuéntica para estudiar al universo como un todo. La investigacién en esta area comienza
con los trabajos de C. Misner, J. Wheeler y B. DeWitt [9, 93, 94, 139, 42] , que construyen
los fundamentos de la gravedad cuantica candnica, establecen las condiciones que debe
satisfacer un estado cuantico de universo y definen el espacio de configuracion en cuestion
(Superespacio). Casi todos los modelos considerados son modelos con un finito nimero de
grados de libertad, el resto son congelados, para realizar esto se pide que a los campos ser
espacialmente homogéneos, a este sector homogéneo del superespacio, es decir, el conjunto
de modelos homogéneos es conocido como el minisuperespacio, termino acunado por C.
Misner [94].

La creencia de que estados fisicos no pueden ser hallados en el caso de la supergravedad
cuantica (con un numero finito de campos de gravitino) data de 1994 [28], y esta es una
afirmaciéon aceptada sin dudar.

Carroll et al. [28] refutan la afirmacién de D’Eath acerca de la existencia de funcionales
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de estado bosdnicas [36]. Esto es realizado al recurrir a un argumento de escalamiento,
el cual es aplicado a la constriccién supersimétrica. El aspecto relacionado al caso de un
numero finito de nimeros de Grassmann fue tratado introduciendo un conjunto de ecua-
ciones, la llamada descomposicién en modos del campo del gravitino, sobre una superficie
de valores iniciales. La independencia lineal de los términos que aparecen en las ecuaciones
de constriccién requiere el explicito conocimiento de las funciones de los modos [28]. Ellas
se pueden resolver explicitamente solo si el valor inicial de la superficie es una 3-superficie
plana, cuando la independencia lineal es facilmente mostrada. Ademas, ellos creen, pero
no tienen prueba explicita, que esta propiedad se mantiene para una superficie general
[28]. Esta conjetura es la parte medular para la generalizacion de los autores, quienes con-
cluyen que todos los estados fisicos en la supergravedad canénicamente cuantizada deben
tener un nimero infinito de niimeros de Grassmann. Tiene que ser enfatizado que su prue-
ba esta restringida solo inicialmente a 3-superficies planas y la generalizacién esta basada
sobre una conjetura, y no sobre una prueba explicita.

Vale la pena enfatizar el hecho que ésta suposicién no fue sujeta a escrutinio, es decir, la
relacion entre la independencia de las funciones modo con las propiedades de la superficie
de valores iniciales permanece como una pregunta abierta. Ademads, la revision de la
mencionada creencia usando el campo de espin-3/2 libre [28] y la supuesta compatibilidad
con un analisis topolégico (14 2)-dimensional en una supergravedad N = 2 involucra solo
3-superficies planas. Por lo tanto, este argumento implica que la mencionada conjetura
solo es eso, una conjetura.

Macias et. al. investigaron la cuantizacién candnica en el sistema de supergravedad
N =1 para el caso de un midisuperespacio muy simple descrito por modelos cosmolégicos
de Gowdy T3. Ellos consideran una cosmologfa cudntica supersimétrica en el mencionado
midisuperespacio, donde se utiliza una representacion matricial para el covector-espinor
del gravitino, encontrando que hay, de hecho, estados fisicos en el sector midisuperespa-
cio de la teoria, un hecho que contradice la mencionada conjetura de no-estados fisicos.
Después de una sugerencia de Matzner, en este trabajo se realiza el corte dimensional
del midisuperespacio de los modelos de Gowdy T, para ver si los estados fisicos encon-

trados en los modelos de midisuperespacio mencionados se reducen a estados fisicos de
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minisuperespacio no-triviales. Debido a que este es de hecho el caso revisamos también
los modelos de minisuperespacio Bianchi clase A y encontramos también estados fisicos
no-triviales.

La presentacién de este capitulo es como sigue: en la seccién 2.2.1 la formulacion
canodnica de una supergravedad sencilla es revisada brevemente. En la seccién 2.2.2, pre-
sentamos una solucién de la constricciéon de Lorentz. En la seccion 2.2.3, los modelos
cosmoldgicos de Gowdy 7T° y soluciones no-triviales para la constriccién supersimétrica
son presentados. En la seccion 2.2.4, enfatizamos el hecho de que la variable usada para
la parametrizaciéon de los modelos de Bianchi no es un tiempo real sino un elemento de
volumen. En la seccion 2.2.5 analizamos los modelos de Bianchi tipo I X y encontramos
los correspondientes estados fisicos. En la seccién 2.2.6, generalizamos nuestros resulta-
dos a los modelos Bianchi clase A completos. Y hacia el final de la tesis presentamos las

conclusiones y perspectivas.

2.2.1. Formulacion Canénica de la Supergravedad N = 1.

De acuerdo con [130] P. Dirac, fue el primero en estudiar los métodos para analizar
sistemas constrenidos con un numero finito de grados de libertad, desde estos primeros
anos se tuvo en mente la cuantizacion de estos sistemas. En los anos 1960’s se dio un
gran salto al incorporar las constricciones a la cuantizacion de integrales de trayectoria
de Feynman. Al aparecer la SUSY, crecio el interés en generalizar los métodos a grados

de libertad fermiodnicos.

Cuantizacion de Sistemas Hamiltonianos con Constricciones.

Para hacer autocontenida esta tesis, en esta seccién vamos a discutir que son los
Sistemas Dinamicos con constricciones y cudl es el procedimiento para obtener una teoria

cuantica de ellos [128].

» Sistemas Dindmicos con Constricciones o Sistemas Singulares.

Una teoria de norma (gauge) se puede pensar como aquella donde las variables

dindmicas son especificadas con respecto a un sistema de referencia. Las variables
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fisicas son aquellas que no dependen de la eleccion del sistema local de referencia;
si realizamos un cambio arbitrario en el sistema de coordenadas se produce una
transformacién en las variables, éste proceso se conoce como transformacion de
norma, bajo esta definicion las variables fisicas son aquellas independientes de la

transformacién de norma, es decir, son invariantes de norma [64].

La discusion acerca de la dinamica de los sistemas de norma parte del principio de
accion en forma Lagrangiana. Las ecuaciones de movimiento clasicas de un sistema
son aquellas que hacen que la funcién
to
su= [ La.d (2.1)
t1
tome un valor extremal bajo variaciones §¢"(t) de las variables de la Lagrangiana

q*,n=1,2,...,N y que satisfacen
5q"(t1) = 8¢ (t2) = 0. (2.2)

Las condiciones para que la accién tome un valor extremal se conocen como las

ecuaciones de Euler-Lagrange que son [57]

d <8L> oL ~0 (2.3)

dt\og) o

Si desarrollamos explicitamente el primer término de las ecuaciones anteriores, se

tiene
d /0L 2L 2L
—(a—.) _ g Ok g Ok (2.4)
dt \og" 0¢log™ 0¢log™
y las ecuaciones de FEuler-Lagrange toman la forma
2L L 2L
g 0 0 g 0 (2.5)

Toqog ~ o~ L agog

La ecuacién anterior nos dice que la aceleracion puede ser expresada en funcién de
las posiciones y velocidades, siempre que el término

O*L

oo 20
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sea invertible, una condicién necesaria y suficiente para esto, es que

O*L

—_— 2.
S| 70 (27

Sin embargo, Relatividad General y teorias que la contienen tienen el problema
de que dicho determinante si tiene el valor cero, por lo que es necesario un nuevo
método para analizar el problema, a estos sistemas se les conoce como sistemas

singulares.

En el formalismo Hamiltoniano definimos los momenta candénicos

y la no-invertibilidad de (2.6) es, en este contexto, la condicién para la no-invertibilidad
de las velocidades como funcién de las coordenadas y los momenta. Lo que nos dice

que no todos los momenta son independientes, pero existen algunas relaciones

dm(q,p) =0, l=1,.., M, (2.9)

que vienen de la definicién (2.8).

Las condiciones (2.9) se conocen como constricciones primarias, para enfatizar que
las ecuaciones de movimiento no son usadas para su obtenciéon y que no implican

alguna restriccion sobre las coordenadas y sus velocidades.

P. Dirac [43] fue el primero en encarar el asunto de desarrollar una Dindmica Hamil-
toniana Clasica consistente para sistemas singulares, despues aparecieron trabajos

debidos a P. Bergmann et al. [16].

A partir de aqui seguiremos la notacién de Dirac, y las constriccién primarias (2.9)

se escribe en la forma
(ﬁl((bp)zov lzlv"'7M7 (21())

el simbolo ~ 0 se lee como débilmente cero vy significa que ¢,, podria tener un

paréntesis de Poisson no cero, con alguna de las variables canodnicas.
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Dada la singularidad del sistema, el hamiltoniano no es tinico. Podria ser reempla-

zado por un hamiltoniano efectivo, es decir,

H=H.+u"¢p ={"ppn— L+ u"d,, ~ H, (2.11)

El hamiltoniano efectivo, genera nuevas ecuaciones de movimiento

. - OH, O, y - 0H, 0P,
=g H' ~ _ m ! =t H} ~ — —u™ : 2.12
qZ {QZ b } apl + U 8])’ ) p {p ) } 8% (4 an 9 ( )
donde
A OB A OB
{A,B}:8 0B _ 040 (2.13)

dq; Op*  Op* Dy
es el parentesis de Poisson. Las nuevas ecuaciones de movimiento son consistentes

con las variaciones y preservan las constricciones.

Para que el sistema sea consistente, las constricciones deben preservarse en el tiempo,

es decir,
Om = {bm, H} = {dm, He} + " {dm, $n} = 0. (2.14)

Si la ecuacion anterior no es cierta, se pueden tener dos posibilidades:

1. Que solo imponga condiciones sobre la forma de las u™.

2. Podria implicar una nueva relacién entre las coordenadas y momenta, indepen-
diente de las u™. Estas son conocidas como constricciones secundarias y deben

anadirse al conjunto de constricciones primarias.

Se repite el proceso para ver si las constricciones secundarias se preservan en el
tiempo, hasta encontrar todas las constricciones independientes y las condiciones
sobre las ©™. Supongamos que con éste procedimiento se encontraron M’ constric-
ciones adicionales, por lo que ahora tenemos un conjunto de M + M’ constricciones

independientes, es decir,

¢a(q,p) =0, a=1,2,...M+M (2.15)
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Y finalmente, la consistencia de todas las constricciones con las ecuaciones de mo-
vimiento requiere la existencia de una solucién para u'™, como funcion del espacio

fase, es decir,
u™ =u"(q,p) (2.16)

tal que el hamiltoniano H es posible expresarlo en términos de todos los pares (q,p).

Se definen funciones de primera clase R(q,p), como aquellas cuyo paréntesis de

Poisson con todas las constricciones sea débilmente cero
{R, 9o} =~ 0, a=1,2,...M+ M (2.17)

y cantidades de segunda clase R(q,p), como las que su paréntesis de Poisson con, al

menos, una de las constricciones no sea débilmente cero

(Ri¢} 0  a=L. (2.18)

Con las definiciones previas, se pueden dividir a las constricciones en dos conjuntos,
uno de ellos consistiendo de todas las constricciones de primera clase linealmente

independientes
o; ~ 0, 1=1,2,...N (2.19)

y el resto de las N = M + M’ — N son constricciones de segunda clase; y en principio

en ambos conjuntos puede haber tanto condiciones primarias como secundarias.

Se puede mostrar que el paréntesis de Poisson entre las constricciones de segunda

clase generan una matriz de paréntesis de Poisson no singular de tamano N’ x N’

[44]

Cap = {¢a, 93} (2.20)

Debemos aclarar que para calcular la matriz anterior y todos los paréntesis de Pois-
son donde aparezca una constriccion, la condiciéon de débilmente cero se impone
después de realizadas las derivadas. Del dlgebra lineal, el determinante de una ma-
triz antisimétrica solo se hace cero si la dimension es impar, entonces, el niimero de

constricciones de segunda clase es par.
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Dada la no singularidad de C,g, debe existir su inversa que denotamos por C*.

Con todo lo anterior se re-define cualquier variable dindmica, digamos A(q, p), por
A=A—{A ¢, }CPppg, (2.21)
notando que

{Aa QS/@} ~ {Av ¢ﬂ} - {A7 ¢a}oaa0aﬂ’ (222>

dado que C,5CP = 6,7, el parentesis de Poisson de las nuevas variables dindmicas

con las constricciones de segunda clase es débilmente cero.

Para evitar cargar con todas las re-definiciones de las variables dinamicas, P. Di-
rac introdujo un paréntesis de Poisson generalizado, que ahora conocemos como

paréntesis de Dirac, y que tiene la siguiente forma
{Av B}D = {Aa B} - {Av ¢a}0aﬂ{¢ﬁ7 B} (223>

Notemos que el hamiltoniano, ahora puede se entendido, como una re-definicion del

hamiltoniano original, en funcion de las constricciones de segunda clase, es decir,
H = H.—{H., ¢.}C ¢y, (2.24)
donde hicimos
u® = —{H.,, g5} C"". (2.25)

Sin embargo, la eleccion del hamiltoniano efectivo aun no esta completamente deter-
minada, ya que las ecuaciones de movimiento no sufren alteracién alguna si anadi-
mos a H alguna combinacién de las constricciones de primera clase. Entonces, es

necesario tomar el hamiltoniano total
H=H+v¢i(q,p),i=1,2,...,N; (2.26)

donde este hamiltoniano tiene paréntesis cero con todas las constricciones, a pesar

del hecho de que éste contiene las N funciones arbitrarias v'. El papel jugado por las
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constricciones de primera clase, es la de generar transformaciones infinitesimales de
las coordenadas y momenta que no afectan el estado fisico, es decir, son generadores
de las transformaciones de norma [64]. Las funciones arbitrarias v* son consecuen-
cia de que el lagrangiano posee N grados de libertad de norma asociados con las
constricciones de primera clase. Se podria fijar los valores de v(¢) al elegir formas

explicitas para cada norma (gauge)
9i(¢,p,t) = 0,i=1,2,...,N (2.27)

e imponerlas como constricciones que no surgen del lagrangiano. La eleccion de
norma (2.27) debe realizarse en tal forma que las constricciones de primera clase
dejan de serlo, es decir, la matriz {qgl, g;} debe estar bien definida y no-singular.
Entonces, se reemplazaran todos los paréntesis de la teoria por aquellos consistentes
con ¢; = 0,g; = 0, y la arbitrariedad de las v'.

Cuantizacion de Sistemas Singulares con Constricciones

Para cuantizar una teoria en forma estandar, se pide que el conmutador de los
operados asociados a las variables fisicas coincida ¢h veces el parentesis de Poisson

evaluado en la trayectoria clasica, es decir,
(X, Xp] = in{ Xa, X} (2.28)

Al considerar sistemas singulares con constricciones, solamente, de segunda clase.
Es necesario que para un estado |W¥), con las constricciones ahora entendidas como

operadores, se tenga
¢i| ) = 0, (2.29)

que conduce a que cualquier funcién de las constricciones f(¢;), genere el valor

esperado cero para todo tiempo

(f(9:)) =0, (2.30)
cuya consecuencia es
(01, 65]|¥) = 0, (2.31)
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y la contraparte clasica seria
{0i;} =0 (2.32)

Pero partimos de que nuestro sistema solo tiene constricciones de segunda clase,
como satisfacer una ecuacién del tipo (2.32), la solucién es usar el paréntesis de

Dirac, ya que ahi se cumple {¢;, ¢;}p = 0, entonces, para cuantizar se debe cumplir

[Xa Xo] = ih{Xa, Xs} . (2.33)

Si el sistema tuviera, solamente, constricciones de primera clase tenemos que impo-

ner
6il¥) =0, (2.34)

como una restriccién sobre el espacio de Hilbert. Los vectores de estado que satis-
facen la ecuacion anterior se dicen ser fisicos, y el espacio que ellos generan es el
espacio fisico de estados. El procedimiento anterior es el procedimiento de cuantiza-
cién de Dirac, que implica que las cantidades clasicas equivalentes a los observables
cuanticos son constricciones de primera clase, las cuales son invariantes de norma
en el formalismo hamiltoniano; y por lo tanto los estados fisicos se interpretan como

cantidades invariantes de norma.

Antes de continuar, es necesario enfatizar que existen versiones alternativas a la de

nuestro interés, como lo es el caso presentado por E. Mielke et al. [91], donde se propone

una reformulacion quiral de la supergravedad simple. Esto es debido al uso de un término

de Chern-Simons imaginario que actia como una funcién generadora la cudl induce la

descomposicion en partes dual y anti-dual en ambos sectores el bosénico y femidénico. La

primera diferencia aparece en el acoplamiento resultando ser, en contraste a la supergra-

vedad simple [111], minimo. Adem4s, presenta un andlisis de las anomalias de la teorfa y

compara el tamano de estas con respecto a los campos de Dirac y SUSY Yang-Mills.

El caso de nuestro interes es la Supergravedad N = 1, la densidad lagrangiana esta

dada por

1 1 0
L= 5v/=Wg R — Zie" 3157, Dot (2.35)
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Las variables canodnicas son las componentes covariantes espaciales de los vierbeine e“,,
sus momenta conjugados p,*, v las componentes covariantes espaciales del vector-espinor
del campo gravitino 1), definido sobre una hipersuperficie genérica tipo espacio [28].

Hay tres diferentes constricciones en el problema, las cuales son: los generadores 'H,, de
las translaciones y difeomorfismos, los generadores 7, de rotaciones de Lorentz locales y
los generadores supersimétricos de espinores de Majorana S.

Los multiplicadores de Lagrange que constrinen a los generadores de translaciones, ro-
taciones y transformaciones de supersimetria son las componentes normales ey, woap vy
1y, respectivamente, de los correspondientes campos de norma e > WuAB'Y %u con respec-
to al vector normal tipo tiempo n. La forma candnica del lagrangiano de supergravedad

simple (N=1) puede ser escrito como [111]

1 _
H = erHA + §woABjAB + @DOS

. 1 _
= NH, + N"H; + §w0ABJAB + 1,S; (2.36)

donde Hy, JA2 y S son construidos a partir de las variables canénicas solamente y no
dependen de los multiplicadores. En forma equivalente del Lagrangiano canénico H |,
H,; v JAP son las constricciones Hamiltoniana, difeomorfismos, y rotacional de Lorentz
bosoénica, respectivamente, y S es la constriccién fermiénica supersimétrica. Ahora la
funcion lapso N = eq” , el vector corrimiento N; = ¢,°, woap ¥ ¥, son los correspondientes
multiplicadores de Lagrange.

Los generadores de supergravedad satisfacen el algebra descubierta por Teitelboim

[132], que escribimos a continuacién

{S(x),8(')} = 6(x, ")y Ha (2.37)

(8(x), Ho(2)} = %5(55, ) Sean TP (2.39)

{S(z), T*E (@)} = —6(z,2")o*BS  (2.39)

{Hale), Ha(o')} = 6(2,2") (3 2apenT P + HapS)  (2.40)

{He(x), T )} = 6(x,2') (6c"H — 6 HP)  (2.41)

(7A8(2). P2} — 8. of) (T BD € FAD D A _ D 7BCY (34
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Noétese que para la ecuacién (2.37) el parentesis es simétrico, es decir, el apropiado para
variables fermidnicas [29]. El mismo Teitelboim, comenta que la relacién (2.37) muestra
que la supergravedad es la raiz cuadrada de la Relatividad General. De hecho los estados

fisicos en la teoria cudntica deben satisfacer

S|¥) =0, Ha|V) =0, Jap|¥) =0. (2.43)
y que al tomar en cuenta (2.37) implica

(8S +88)|¥) =0 = HA|V) =0, (2.44)

por lo que la 1ltima es una condicién redundante. Entonces, nos concentraremos solo en
las constricciones de Lorentz J4p y la supersimétrica S.

Cabe mencionar que el algebra de Teitelboim no es un algebra de Lie, es decir, para
algunos de los paréntesis entre los generadores no existen constantes de estructura sino
funciones de estructura en las ecuaciones (2.38) y (2.40). Ademads, de la presencia men-
cionada por A. Macias et al. [86] de un término adicional en funcién de la torsién en la
ecuacion (2.40).

El problema de no tener un algebra de Lie es abordado por Brown et al.[23] en el
contexto de Relatividad General, ellos acoplan la métrica con un polvo incoherente que
introduce en el espacio-tiempo un marco de referencia privilegiado y una foliacién tem-
poral. Las coordenadas co-moviles a las particulas de polvo y el tiempo propio a lo largo
de las lineas de mundo del polvo se convierten en las coordenadas candnicas en el espacio
fase del sistema, el sistema de constricciones estandar puede ser cambiando en tal forma
que genera un algebra de Lie, es importante resaltar que los resultados obtenidos depen-
den solamente de las variables geométricas, es decir, no dependen de las coordenadas del
polvo y el tiempo. El cambio mencionado esta dado por una combinaciéon cuadrética de

las constricciones, es decir,
G(z) = Hi(z) = g"Ha(x)Ho(2),  {G(2),G(2")} = 0. (2.45)

Ahora, nos preguntamos que pasaria si se tuvieran ecuaciones equivalentes en la Super-

gravedad, y como estas afectarian al proceso de cuantizaciéon. Debido a que en nuestro
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caso, aparece la constriccién supersimétrica, que no se tiene en el caso de Brown [23],

debemos escribir una relacién equivalente a la G(z) que la contenga, es decir,

G(z) = AP HAHp + 28 + fIHAS + fASH.. (2.46)
Por el método de Dirac, los estados fisicos en la teoria cudntica deben satisfacer

GIW) = (A*PHaHp + 28 + [ HaS + [1SH)|W) =0, (2.47)

notese que la solucién mas simple al caso anterior es, que cada término aniquile al estado

fisico por separado, es decir,

FAPHAHB|P) =0 (2.48)
f2S8?|¥) =0, (2.49)
AHAS|T) =0, (2.50)
fiSHAY) =0, (2.51)

que nos conduce a las primeras ecuaciones en (2.43), por lo tanto, las soluciones a S|¥) = 0
y Ha|¥) = 0 también lo son de G|¥), en este trabajo, nos reducimos a trabajar con el
caso mas simple.

Para las matrices 7 usaremos una representacién de Majorana

0
v = Y= Y= Y= , (2.52)
o 0 0 o o 0 0 —io!

que satisfacen las siguientes relaciones de anticommutacién {y4,v%} = 2n4B8  donde

o' son las matrices de Pauli usuales. Ademds, usamos v; = i7"y'72y3. El campo de
Rarita-Schwinger v := 1 4w?, una 1-forma espinor-valuada, que esta sujeta a la condicién
de Majorana ¢ = ¥"C, con C la matriz de conjugacién de carga. El campo vectorial-

espinorial del gravitino puede ser escrito en forma de componentes como

1%1
¢u2
1%3 ’
¢M4

Yua = (2.53)
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donde g es un indice vectorial y A es un indice espinorial. En esta representacién la
condicién de Majorana es 1) = —itp)710.

Las constricciones de Lorentz J4p son explicitamente dadas como sigue [111]:

JAB = PA“€Ba — DB CAa — T ATaBYs"
= 2pia“eBja + TABO
1
= 2pia”epja + §¢[IAA¢B]A, (2.54)

donde

97—
Tuv\ = Z¢[u|’y)\¢\u]a (255>

son las componentes del tensor espinorial, ¢ 44 son las componentes locales densitizadas
del gravitino, y

7 _
T = 550“%5%%, (2.56)

es el momentum conjugado al campo del gravitino. En el dltimo paso se uso la condicion
de Majorana [92] En forma equivalente, en términos de los generadores duales
1
Ja = §€0ABCJBC = Jo=0, (2.57)

la constriccién de Lorentz es
) 1
Ja = 0ABC <2p[3a€C]a + §¢T[BA¢C]A>- (2.58)

Es interesante notar que, como se esperaba, debido a la arbitrariedad del tiempo, la
condicion Jy = 0 implica que Jyp = 0, por lo tanto, reduciendo la constriccion de Lorentz

a rotaciones espaciales puras sobre la hipersuperficie de tiempo constante.

El generador de la supersimetria es [111]
4 i 1, Y
S = =i 57,V — 5P 4" o+ e vat Yy, (2.59)

donde v, = —N~Y, con N la funcién lapso.

Una constriccion adicional, la relacion de Cartan

T;U/)\ = _47—w/)\ = —W[M%\@DM, (260)
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relaciona el tensor de torsion al campo de Rarita-Schwinger y es usado para eliminar
la torsién de la teoria, dejando a ésta con constricciones de primera clase [80]. Es bas-
tante conveniente usar en lugar del campo de gravitino mismo sus componentes locales

densitizadas

¢; = ee;"tha, (2.61)

como los campos basicos conmutan con todas las variables no-espinoriales, aqui e =
e = det(e,”). Esta variable fue encontrada para ser la variable natural para el campo

de gravitino [38]. Esta eleccién sugiere una realizacién matricial de la ¢; 4, obedeciendo

{bia, bjs} = —%(VjWi)AB- (2.62)

Aqui A y B son indices espinoriales, y las variables gravitacionales no aparecen en algiun

lado.

2.2.2. La Constriccién de Lorentz
Asumiremos la siguiente forma para la funcién de estado del universo

Uy
U

) =0, = . (2.63)
Uit

Wiy

Usando la representacion real de Majorana para las matrices vy [71, 101], asi como la
relacion de anticonmutacién entre las componentes del campo gravitino, podemos escribir
las componentes del generador de Lorentz y las del generador supersimétrico.

Al fijar una base particular para los vierbeine; como ejemplo, la representaciéon SO(3),

la constriccién de Lorentz se reduce a

) 1
Ja= %60,430 <§¢63A¢C]A)- (2.64)
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Entonces,

R ] (2.65)
Jo = —%[¢3A¢1A + d1as™], (2.66)
T3 = —%[¢1A¢2A + ¢2A¢1A]- (2.67)

Por medio del algebra, la cual son satisfechas por el campo de gravitino, arribamos a
una realizacién para las componentes de las constricciones de Lorentz en términos de los

generadores estandar del grupo de rotacién ordinario O(3) [71]

00 0 0 000 0 0 0 00

00 0 0 000 —1 0 0 10
==l oo 0 1" 2=l o000 o "= 100 |
00 -1 0 010 0 0 0 00

68)

[\

(

Consecuentemente, por ejemplo, la componente ¥;; de la funcién de estado debe
tener cuatro componentes, es decir, U;; = (U1, ¥% W3 ¥1). En forma andloga, para
el resto de las componentes. Analicemos la condicién de Lorentz Jap|¥) = 0 la cudl

explicitamente es

0 O 0 0 5

0 0 Ji2 T3 L 07;
) = =0. 2.69
Tl =10 _7, 0 2 || v (2.69)

0 =Ji3 —=Joz O Uy

Esto implica las siguientes condiciones [85]

T2V = =TV v, (2.70)
Ji2¥ir = JasVrv, (2.71)
T3V = =J23V 111, (2.72)

o, en forma equivalente las ecuaciones anteriores pueden ser re-escritas como

T3V = JVrv, (2.73)
T3V =TV, (2.74)
TV =NV, (2.75)
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respectivamente. Estas relaciones son bastantes generales, no dependen del modelo par-
ticular en consideracién, ver [101]. Es interesante notar que no hay alguna condicién que
involucre a W;. Al reemplazar explicitamente la representacion de las matrices J;, en las
ecuaciones de arriba, hallamos un sistema algebraico de ecuaciones para las diferentes

componentes de la funcion de estado del universo

\IJ%H = q’?v =Y \IJ%H = _‘Ijz}w (2-76>
q’?[ = q’?v =0, \Ij?l - _\I#Va (277)
\I}Z}I = \1'3111 =0, qj%] - _\Ij§ll' (2'78>

La solucion de las ecuaciones anteriores es muy sencilla de obtener, la cudl es

Uy
\I’l
W) = "ol (2.79)
1
Wi
Uy
y reduce a cada una de las componentes de W, W;;; v Uy a solo una componente.
Notese que el numero de componentes en nuestro andlisis difiere del presentado por
Obregén [103], ya que restringimos nuestro andlisis a la hipersuperficie 3-dimensional,
con el uso de los generadores duales. Ademads, que en la solucion de Wigner bosénica tipo

sistema en reposo para la funcién de estado del universo ésta es un escalar con solo una

componente independiente. Esto finaliza el andlisis de la constriccion de Lorentz.

2.2.3. Midisuperespacio de los modelos cosmolégicos de Gowdy
T3,

Los modelos cosmolégicos de Gowdy son soluciones no-homogéneas dependientes del
tiempo de las ecuaciones de vacio de Einstein con hipersuperficies espaciales de Cauchy
compactas cuya topologia puede ser T3 o ST x S? [60, 61]. Otras topologias particulares
estan contenidas en estas dos como casos especiales. Aqui nos concentraremos en los

modelos T° que son los modelos inhomogéneos més simples, para los cuales el elemento
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de linea puede ser escrito como [95]
ds? = e 237 dr? — e T2 — ¥ [ep(da + QdS)* + e*Pdéz] , (2.80)

donde P, @, \, y 7 depende de las coordenadas no-ignorables ¢ y . Las hipersuperficies
espaciales (t = constante) son compactas si requerimos que 0 < x,0,d < 27. La expre-
sién en los paréntesis cuadrados representa a la métrica sobre el subespacio T2 el cual
es generado por los vectores de Killing que conmutan 0, y 0s. La coordenada y etiqueta
los diferentes toros. Cuando los vectores de Killing son ortogonales a la hipersuperficie, el
elemento de linea general se vuelve diagonal con () = 0 y los modelos cosmoldgicos corres-
pondientes son llamados polarizados. Estamos encarando una teoria de campo genuina la
cual es un caso especial de un modelo de midisuperespacio. Nétese que el niimero infinito
de grados de libertad contenidos en este modelo de midisuperespacio puede ser asociado
con el caracter no-homogeneo del espacio-tiempo. Si despreciamos las no-homogeneidades
presentes en el modelo, obtendriamos un modelo de minisuperespacio con un nimero finito
de grados de libertad, probablemente relacionados a un modelo cosmoldgico de Bianchi.
Para escribir el elemento de linea de Gowdy en la forma ADM, introducimos la funcién

lapso N y funciones corrimiento NV; como sigue, ver [95]
N =g /2 [goo]

Ni = goi = 0, (2.82)

-1/2

A3

= exp [ BV 57] [900} _1/2> (2.81)

donde, como es usual, N y N; son funciones de norma usualmente fijadas a N = 1y
N; = 0, lo que implica una restricciéon sobre la evolucion temporal de las coordenadas
para la hipersuperficie inicial. Una restriccion adicional es que 7 no depende de y, es
decir,

ay = 0= T =T A= 0, (2.83)

y es también introducida para reducir el espacio de configuracién del problema a uno
en el cual X\ tiene solo un grado de libertad, aunque P y () retienen su infinitos grados
de libertad como funciones arbitrarias de x [83] . Ademds, para reducir el modelo a su

minisuperespacio, vamos a, de manera adicional, asumir que tanto P y () son solamente
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funciones del tiempo. Por lo tanto, el elemento de linea puede ser escrito como

ds® = N2> — e 2 7dy? — ¥ [e" (do + Qd6)? + e "ds?]. (2.84)
La estructura del elemento de linea nos sugiere la siguiente eleccién para la base

WO =dr, w! = dy, w? = do + Qdo, w? = do, (2.85)

para escribir al elemento de linea de Gowdy en la formulacién ADM, i. e. ds? = N2dr? +

gijw'w’ [121]. Entonces, en esta base la métrica toma la forma
A
ds* = N?dr* — exp(—a — 7)(w")? — exp(27) | exp(P)(w?)* + exp(—P)(w?)|, (2.86)
por lo tanto, el correspondiente co-espacio es

P _P
wl, e =e"tTw?, e =e"208, (2.87)

;IR

Al
e’ = Ndr, el =e 1

y éste satisface las condiciones de ortonormalidad esténdar g"’e?,eBv = nB  con e =

A p
e’ wh.

La Constriccién Supersimétrica.

Debido a que {S4,Sp} = 0 para A # B podemos tomar cada S para operar en

subespacios ortogonales, y podemos escribir Sy¥ = 0 en la forma

S; 0 0 0 L5
0 Sy 0 0 v
? Tl =o. (2.88)
0 0 S3 O Uirr
0O 0 0 S, N a%

Descomponiendo el vector-espinor gravitino en sus correspondientes componentes

Pan = : (2.89)
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podemos escribir la expresion general para la constriccién supersimétrica, la cudl se reduce

a

- _aoc Z (04 — a
S = —ie" 57, Viee op — 3P avie e

IL. II II
= i{(’yl% - ’73¢3)Z — (Vo + 73 — 71¢1)§A — (37%¢pe — 2’7%3)7}3

IT
—(V*s — 717273¢1)6P7Q}, (2.90)
donde II.,II,IIp y Iy son los momenta conjugados, en la foliacion seleccionada, a

T, A\, P, @, respectivamente. Para cuantizar el problema esbozado, convertiremos IL,, I1y, I1p,

0 ;0 ;0

g, P,Q en operadores i5-, i3y, 955,

i%, P, @, respectivamente. Estos operadores actian
sobre la funcién de estado del universo W y la constriccion supersimétrica S se vuelve
también un operador el cual de acuerdo al procedimiento de cuantizacién candnica de

Dirac, debe aniquilar la funcion de estado del universo, es decir,
S| = 0. (2.91)
Por lo tanto, la ecuacién (2.90) se reduce a

A ) ) ) 5 0
Sy=i"— +il?— +il®— + e’ —. 2.92
A oT i) 5P, 5Q0 (2.92)
Como puede verse, necesitamos encontrar una realizacién matricial consistente de un
conjunto de cuatro matrices independientes que satisfagan el dlgebra {I'4, TP} = 0, para

A # B =1,...,4. Para resolver las ecuaciones & = 0 para el caso polarizado, usamos la

siguiente realizacién matricial 4 x 4 de las matrices I'4:

0001 00 0 —i

o loorof , [0 o0 o0

= 2= , (2.93)
0100 0 — 0 0
1000 i 000
00 1 0 00 —i 0

., o oo -1] , [0o0 0 —

= Tt = , (2.94)
1 0 0 0 i 00 0
0 -1 0 0 0 i 0 0
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esta eleccion implica que cada V¥4 se divide a si mismo en un objeto de cuatro com-

ponentes. Por lo que, la constriccion supersimétrica se reduce al siguiente conjunto de

ecuaciones
(5§ (5 6]
or Ton| T =0 5 T T =0 (2:95)
(5 5] (5 5]
or Pan [T =0 | sl (296)

Es facil ver que la solucién a las ecuaciones de arriba es:

W41 = U gy explm(A — 7)), (2.97)
W 4 = U gn0 explm(A + 7)), (2.98)
U5 = U450 explm(A — 7)), (2.99)
W4y = Uago explm(A + 7)), (2.100)

con m una constante de separacion.

o'o'o

KB |
Yais KL ggg:"é"bb

Figura 2.1: Comportamiento de las componentes de la funciéon de estado del universo de

Gowdy T® W 4 con respecto a A\ y 7 para las soluciones con el valor de m fijo.

2.2.4. Minisuperespacio de los modelos de Bianchi.

El minisuperespacio es frecuentemente conocido como el sector cosmolégico homogéneo,
a saber, muchos del infinito nimero de grados de libertad son artificialmente congelados

por las simetrias [75]. Dicha reduccién es tan drastica que solo un nimero finito de grados
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de libertad no-fisicos es dejado. El requerimiento de la homogeneidad limita las hipersu-
perficies permitidas a las hojas de una foliaciéon privilegiada, la cudl es etiquetada por una
sola variable temporal arbitraria. Uno puede parametrizar tales hipersuperficies de homo-
geneidad por las dngulos coordenados estandar de Euler y caracterizar la métrica espacial
unicamente por los tres pardmetros reales, 2, f+. La () esta relacionada al volumen de la

hipersuperficie > como sigue:

Q:ln/zd?’x lq(z)]. (2.101)

Los parametros (8 describen la anisotropia de la hipersuperficie X. Debido a la si-
metria del modelo, las constricciones del super-momentum son satisfechas identicamente,

mientras que la constriccién del super-Hamiltoniano se reduce a:
Ho = —ph 472 +72 +exp(—Q)[V(Bs, 6) — 1] = 0. (2102

El potencial V((.,3-) — 1 es una combinacién de términos exponenciales, éste se
anula en el origen y es positivo fuera de éste. El parametro €2 es usualmente considerado
como un tipo de tiempo auziliar interno[75, 81]. Un andlisis sistematico del problema
global del tiempo para modelos cosmologicos homogéneos parece conducir, en general, a
la falta de una funcién temporal global. Incluso el tiempo volumétrico €2 no es globalmente
permitido, por ejemplo, en modelos oscilantes, debido a que el universo tendria un valor
dado © < 2,4, al menos dos veces, una vez al expandirse y otra al contraerse.

Como ya hemos supuesto, el espacio-tiempo 4D puede ser foliado con secciones espa-

ciales 3D, es decir,
M=RxX (2.103)

La R es la variable temporal, y cada X es etiquetada con un valor del tiempo; por
construccién, cada ¥ es un espacio 3D homogéneo. Para ¥, se tienen tres diferentes posi-

bilidades

1. dim Isom(M) = 6: ¥; es un espacio multiplemente transitivo de simetria maxima.

Estos son los modelos de Freedman-Robertson-Walker.

35



2. dim Isom(M) = 4: ¥; es multiplemente transitivo con un subgrupo de isotropia

Z,(M) = S0(2).
3. dim Isom(M) = 3: 3}, es simplemente transitivo.

Estamos interesados en el tercer caso, ;Cuantas algebras de Lie se tienen en tres
dimensiones? esta respuesta fue respondida por Bianchi, y cada una de las algebras esta
etiquetada por un numero I-IX. Al usar una de estas dlgebras se construyen los modelos

cosmoldgicos espacialmente homogéneos conocidos como modelos de Bianchi.

Bianchi Constantes de Estructura
I C'p = 0,Vi,j, k.
II 0123 - —0132 =1
I11 Ch=-C3=1
v Cliy=—-C'3=Cly3 =1

—Clyy =%y = (%3 =1

Vv Clig=—C'3=C%3=-C% =1
VI 0113 == —0131 == 1,

0223 = —C232 7£ 0, 1

VII 0132 - —0123 = 0213 - —0231 - 1
0223 = —0232 =h (h2 < 4)

VIII 0123 - —0132 = 0312 - 1
—(C?% =C%3=—-C?3 =1
X Cijk = 5ijk

Cuadro 2.1: Clasificacién de los modelos de Bianchi [121].

2.2.5. Meétrica del Bianchi tipo /X.

Las variables de campo bésicas en la formulacién graviton-gravitino de la supergra-
vedad (N=1) son los vierbein e#, y el covector-espinor del campo del gravitino ¥,. Ob-
viamente, ellos obedecen el sistema de Einstein-Cartan-Rarita-Schwinger de Freedman

[53, 54]. La métrica tipo Bianchi general puede ser escrita en la forma
ds® = (N? — N7 N;)dt* — 2N;dtw' — e‘QQ(t)e?f(t)wiwj, (2.104)

donde €2(t) es un escalar y (3;;(t) es una matriz 3 x 3, y las funciones lapso y corrimiento

son N(t) y N;(t), respectivamente. Las 1-formas w’ son caracteristicas para un universo
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de Bianchi particular, aqui tomaremos [121]

w! = —sinz3da! + sin 2! cos 23dx?,

w? = cos ¥dx! + sin z! sin #3dx?,

w? = cosx'dz?® + da®, (2.105)

para los modelos tipo /.X. Tomaremos también 3;; diagonal y usaremos la parametrizacién
de Misner [93, 95, 3i; = diag(B: + V36_, B+ — V38_,—28). La 1-forma w' apropiada

para este caso obedece la ecuacién Maurer-Cartan

. 1 . )
dw' = —§€ljkw3 Aw", (2.106)

donde €5, son las constantes de estructura del grupo movimientos SO(3) asociados con
los modelos de Bianchi tipo IX. Tomaremos a la cosmologia cudntica a significar al
cuantizacién de modelos homogéneos con 1, = 1,(t) y el conjunto completo de variables
dindmicas es §2(t), 5;;(t) ¥ Yua,(t).

Vamos a realizar una transformacién a las variables naturales para nuestro problema,

a saber:

r=—0+ 3 + V306
W= y=0+8,—V368. - (2.107)
Z:Q+ﬁ+—2ﬁ_

En términos de las coordenadas y la base, los vierbein e,/‘ estan dados por
e’ =N(), e’=N;, e*=0d exp[u?], (2.108)

donde los paréntesis quieren decir no sumar. Por simplicidad trabajaremos en la norma

N; = 0. Los correspondientes coeficientes de rotacién son [121]

1 |
wijk = 5 exp(—u)eys, (2.109)

para el Bianchi tipo IX. Nétese que e = exp[—(z + y + z)], tal que usando, es facil

encontrar la expresion local para el campo del gravitino

¢a = exp[— (7 + y + 2) |, (2.110)
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Usamos para las matrices v la representacién real de Majorana [71, 101], en la cudl
todas las matrices y son puramente imaginarias y las componentes del vector-espinor son,

en consecuencia, reales con C' = —iy". La constriccién supersimétrica en este caso es

S =exp[—(z+y+ Z)]ivo{vl [(72% + 7 $3)0, — %exp(fv)(v?’% + 7%3)]

+7? [(71¢1 + 73 $3)0, + %exp(y)(v%l — vléz)]

+7° [(’quﬁl + 7% 2)0. + %exp(z)(y%l + ’}/1¢2)} } (2.111)

La constriccion Supersimétrica

Debido a {S4, Sp} = 0 para A # B tomamos una vez més, a cada S, para operar en
subespacios ortogonal. Descomponiendo el vector-espinor gravitino en sus correspondien-

tes componentes las condiciones supersimétricas pueden ser escritas como sigue:

1 1 1
S, = —iIﬂ@w—i—an exp (x)] W+ [iF33y+F4§ exp (y)] W+ [iF582—F6§ exp (2)|¥; =0,

(2.112)
y

1 1 1
SoWyr = [—ifl(')m—l—FQé exp (x)} U+ [if‘gﬁy—F4§ exp (y)} U+ [if‘58z+1"6§ exp (z) |V = 0.

(2.113)

El dlgebra que satisfacen las componentes del campo del gravitino es

{pia, b5} = _%(%‘%‘)AB, (2.114)

donde A y B son indices espinoriales. Las condiciones implican la siguiente algebra para
las matrices [': {T'A, TP} = 98 para A,B = 1,...,6. Las otras dos ecuaciones tienen
exactamente la misma forma. Para resolver las ecuaciones S 4V 4 = 0 para el caso Bianchi
IX. Usamos las siguiente realizacién de matrices 8 x 8 de las matrices I'4:

0 0 —il

| , , (2.115)
~i0 il 0
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con " una matriz de Dirac estandar e I la matriz identidad. Esta eleccién implica que cada

U 4 se separa en un objeto de ocho componentes. Entonces, la condicién supersimétrica

S7¥7 = 0 se reduce al siguiente conjunto de ecuaciones

51,
ox ¢
51,
ox

_i_l__egc
ox

_i—i__ex
ox

(5 1,
— — —¢
ox

_5_ ;
ox

_5+1$
ox 2e
'5+1m
ox 26

\IJII - 07

\IIIQ = 07

\1113 = 07

‘PI4 = Oa

\1115 = 07

\III6 = 07

\IJI'? = Oa

Vg =0,

% + %ey:
i
% + %@y:
o
o

En consecuencia, el estado ¥7! es

Uz = Wzygexp|

W1y = Wy exp[
Vs = Wrs exp[
Wy = Wryp exp|

Vs = Vs exp[

et —e¥ —e*

e +e¥+ef

—e* 4 e¥ — e

et 4+ e¥ —e*

)

)

—e’ —e¥ +ef

2 ]7

)

—1,

\IIII - 07

W7y =0,
V73 =0,
U7y =0,
Vs =0,
Wz =0,
V77 =0,
Vg =0,

:% + %6{ Yz =0,
:% - 16{ Uy =0,
:c;iz - %ez: Vs =0,
:% + %ez: Uy =0,
:%+% Z:‘IJI5:()7
%—% Z:\Ifm:o,
:% — —ez: U =0,
:% + %ez: Vs = 0.

(2.116)

(2.117)

(2.118)

(2.119)

(2.120)

(2.121)

(2.122)

(2.123)

(2.124)

(2.125)
(2.126)
(2.127)

(2.128)

!Estas soluciones han sido corregidas con respecto a las presentadas en [87]. Y no cambian la conclusién

alcanzada en él.
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e’ —e’ +¢e*

W6 = Wr6o exp| 5 ], (2.129)

V17 = Yrro eXP[W], (2.130)

Wrg = Vg exp[W] (2.131)
A | V\ L ' i

NG

Figura 2.2: Comportamiento de las componentes no-cero de la funciéon de estado del

universo del primer Bianchi I X W 4; con respecto a x v y para las soluciones.
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Anélogamente, la solucién para la condicién SzzVUz72 es

V7 = Yo eXp[W], (2.132)
Wzre = Vz120 exp[#], (2.133)
V73 = U3 eXp[WL (2.134)
Vrzs = Va0 eXp[WL (2.135)
Vzzs = Wzzs50 eXp[L;jLez], (2.136)
V776 = V1760 exp[e’”—i—e—;—ez]’ (2.137)
Vrrr = Yzz70 eXp[w], (2.138)
Vzzs = Wzzs0 GXP[WI (2.139)

2.2.6. Los Modelos de Bianchi clase A

Las variables de campo bésicas en la formulacion gravitén-gravitino (N = 1) de la
supergravedad son los vierbein eAH y el covector-espinor del campo de gravitino ¢, las
cuales obedecen el sistema Einstein-Cartan-Rarita-Schwinger de Freedman [40, 53, 54].

La métrica tipo Bianchi general puede ser escrita en la forma

ds® = (N? — NYN;)dt? — 2N;dtw’ — e~ 220200 i, (2.140)

]
donde€(t) es un escalar y §;;(t) es una matriz 3 x 3, y las funciones lapse y shift son
N(t) y N;(t), respectivamente. Las 1-formas w’ son caracteristicas para un universo de
Bianchi particular, ver [121]. Ellas obedecen la relacién dw' = —%Cijkwj Aw”, donde C'j
son las constantes de estructura del grupo particular de movimientos asociados con los
modelos de Bianchi. De acuerdo al esquema de clasificacion de Ellis y MacCallum [47],
las constantes de estructura estan escritas en la forma: Cijk = ijsmSi + 5,iaj — 5§ak, con

la matriz m = (m%) y el triplete (a;). Para la clase A de los modelos se cumple a; = 0 y

2Estas soluciones han sido corregidas con respecto a las presentadas en [87]. Y no cambian la conclusién

alcanzada en él.
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( 0 type I
diag(1,0,0) type 11
—« type VI_4

m= diag(—1,—1,0) type VI, ’ (2.141)
diag(—1,1,1) type VIII
L (Sij type 11X
con
010
a=|1 00 (2.142)
0 00

Tomaremos una vez mas (3;; diagonal y usaremos la parametrizacién de Misner. En
términos de las coordenadas y la base w’ caracteristica del modelo de Bianchi particular
en consideracion, los vierbeine estan dados por eo” = N(t), ;" = N; y ;% = exp(u))d,
donde los paréntesis quieren decir no-suma. Los correspondientes coeficientes de rotacion
son [121] wy, = %exp(u(i))C’ijk para todos los modelos de Bianchi clase A. Nétese que
e = exp|—(x + y + 2)], tal que es ficil encontrar la expresion local para el campo de
gravitino ¢, = exp|—(x +y + 2)|¥,.

La constriccion supersimétrica para los modelos clase A es

S= 6_12'70{71 [(72% +9°¢3)0; — %exp@)(mg +m3) (VP ha — 723)

I

#2001 + %6510, + 5 exply)omd +md) (701 —~'65)]

++° [(71(251 + 72 2)0, + %exp(z)(mi +m3) (21 + qubz)] } (2.143)

La constriccién supersimétrica.

En este caso las ecuaciones pueden ser dadas como sigue

b
S1¥; = [—if13x+f‘2% exp (l‘)} U+ [iF38y+F4§ exp (y)} U+ [ZTE’(?Z—FGE exp (z)} v, =0,
(2.144)

y

b
SoWr = [—iflﬁm—l—FQg exp (x)] W+ [ZT38y—F4§ exp (y)] U+ [iF58Z+F6§ exp (z)} U =0.
(2.145)
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donde las I'* son las matrices 8 x 8 involucrando las componentes del gravitino las

cuales aparecen en (2.143), a = m3 + m3, b = m{ + m3 y ¢ = m! + m3. Las otras dos

ecuaciones tienen exactamente la misma forma. Como puede verse, necesitamos encontrar

un conjunto de seis matrices independientes que satisfagan el algebra {I'*, TP} = 0, para

A # B =1,...,6. Usaremos el mismo conjunto de matrices I' usadas antes para Bianchi

tipo I.X.
La solucién de (2.144) estd dada por?

ae® — beY — ce*

)

V7 = Vg exp[

ae® + beY + ce?

)

Wro = Wrgg exp|

2
W73 = Wrs0 eXp[—ae“” — ;)ey i cez]’
Wzs = Vg0 exp[—ae“’ i 12769 — 662]7
Wzs = Wrso eXp[aez i b;ay — Cez];
W76 = Yze0 exp[aex — ery - 062]7
W7 = W7o eXp[—ae“ i ;)ey i Cez];
Wzs = Wzso eXP[_aex — ;)ey - cez]‘

Anélogamente, la solucién a la condicién SzzWU7rz?* es

ae® + beY + ce?
2

B

Uz = Uz exp]

ae® — be¥ — ce?
2 )

Vrzo = Yz eXp[

—ae® + be¥ — ce?
U3 = Wrzsp exp] 5 ,

—ae® — beY + ce?
Vrzs = Va9 exp[ 9 ],

(2.146)

(2.147)
(2.148)
(2.149)
(2.150)
(2.151)
(2.152)

(2.153)

(2.154)

(2.155)
(2.156)

(2.157)

3Estas soluciones han sido corregidas con respecto a las presentadas en [87]. Y no cambian la conclusién

alcanzada en dicho trabajo.

4Estas soluciones han sido corregidas con respecto a las presentadas en [87]. Y no cambian la conclusién

alcanzada en dicho trabajo.
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ae® — beY + ce?

Wrrs = Wrrs0 exp| 5 ], (2.158)
@Im::qumexpﬁwx+%§y_“ﬁﬁ, (2.150)
Vi = Y70 eXp[_aew - (2)@9 — Cez], (2.160)
Wrrs = Vrzs0 eXp[—ae’” i zey i cez]‘ (2.161)

V70 v Yzzjo son constantes de integracion. Nétese que esta solucion a la funcién de
estado es de tipo soliton. Este tipo de soluciones han ya sido obtenidas en la cosmologia
cudntica supersimétrica, para el generador de rotaciones de Lorentz arbitrario [32, 86],

y también ha sido encontrado en el contexto del esquema de Wheeler-DeWitt estandar

13, 75, 97].
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Capitulo 3

Sobre los Fundamentos de la

Relatividad General.
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46

Lo que sabemos es una gota de agua;
lo que ignoramos es el oceano.
Sir Isaac Newton (1642-1726).



Podemos afirmar que la teoria que trata de explicar la atracciéon entre los cuerpos
neutros masivos, esta ligada a la historia misma de la Fisica.

Galileo Galilei (1564-1642) es considerado el creador de la Fisica como ciencia moderna,
por introducir el método experimental y utilizar a las mateméticas como una herramienta
fundamental para la explicacion de los fendmenos de la naturaleza. Sin embargo, es mayo-
ritariamente conocido por haber realizado experimentos de caida libre desde lo alto de la
torre inclinada de Pisa, en Italia. Aunque la veracidad de éste hecho no se ha corroborado,
lo cierto es que, estuvo consciente del problema en cuestion como lo muestra su carta a

Pierre Calcavy de 1637 [108],

Yo discuto ex suppositione, imaginando un movimiento hacia un punto
alejado de los demas, que se va acelerando, aumentando su velocidad en la
misma proporcion en que aumenta el tiempo, y a partir de este movimiento
demuestro en forma concluyente muchas propiedades. Agrego que si la expe-
riencia mostrara que tales propiedades se verifican en el movimiento de cuer-
pos pesados cayendo naturalmente, podemos afirmar sin error que se trata del

mismo movimiento que yo defini y supuse.

Muchos anos después, Sir Isaac Newton (1642-1727) al introducir el concepto de masa
en sus Principia Mathematica [100], afirma que llevé a cabo experimentos con péndulos;
en 1830 se public6 un trabajo de F. W. Bessel (1784-1846) donde también al usar péndulos
mejora la precisién que habia obtenido Newton. En 1890, aparecié publicado un trabajo
del cientifico hingaro Roland von Eotvos (1848-1919) donde reporta un experimento, en
el que utilizé una balanza de torsion, dicho aparato le permitié la mayor precision de la

época (ver tabla (3.1)).

Pero, ;qué es lo que estos connotados cientificos perseguian al llevar al cabo

dichos experimentos? La respuesta es: Verificar que el cociente

I =k (3.1)
es una constante universal.
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Donde, m, y m,;, son la masa gravitacional e inercial del mismo cuerpo de prueba,
respectivamente. Ademas, estamos considerando a la masa gravitacional como pasiva, es
decir, es la medida de la intensidad de la interaccion del objeto con un campo gravitacional
externo. Lo que permite que cualquier cuerpo, no importando su composicién o estructura

interna, caiga con la misma aceleracién en un campo gravitacional dado.

3.1. Los Fundamentos de la Relatividad General.

El cociente antes mencionado es pieza clave en las ideas que condujeron a Einstein a

su Relatividad General (GR).

Entonces, se me ocurrié ” die glicklichste Gedanke meines Lebens”, la idea
mas feliz de mi vida, en la forma siguiente. El campo gravitacional tiene solo
existencia relativa... debido que para un observador cayendo libremente del
techo de una casa no existe [al menos en sus alrededores| campo gravitacional.
Incluso, si el observador suelta algunos cuerpos entonces estos permanecen
en un estado de reposo o movimiento uniforme relativo a él, independiente
de su naturaleza fisica o quimica particular. El observador tiene el derecho a

interpretar su propio estado como de reposo [105].

La conclusion alcanzada por Einstein, es ahora conocida como el Principio de Equiva-

lencia Débil (WEP), y que ahora podemos enunciarlo con un lenguaje moderno:

St un cuerpo de prueba neutro es colocado en un evento inicial en el espacio-
tiempo y dada una velocidad inicial ahi, entonces, su trayectoria subsecuente

serd independiente de su estructura y composicion interna.

Dejemos en claro un aspecto del parrafo anterior; por cuerpo de prueba neutro, se
quiere decir: un cuerpo electromagnéticamente neutro que tiene energia auto-
gravitante despreciable y que es suficientemente pequeno en tamano, tal que,
su acoplamiento a las inhomogeneidades en campos externos puede ser ignora-
do. Nétese que el enunciado del WEP, queda completamente restringido a experimentos

puramente mecanicos; pero, ;que sucede con el resto de las interacciones fundamentales
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que describe la Fisica?, como el comportamiento mecanico-cuantico, el electromagnético,

etc. Es la restriccién mecdnica la que le da el adjetivo de débil (weak) al principio.

3.1.1. De la universalidad de x a la validez de las teorias no-

gravitacionales.

Einstein noté que para incluir al resto de la fisica, era necesaria una generalizacion del
principio obtenido del analisis puramente mecanico. Dicha generalizaciéon ahora se conoce
como: Principio de Equivalencia de Einstein (EEP) [3].

Antes de enunciar al EEP, vamos a introducir la siguiente definicién:

= Experimentos locales no-gravitacionales: Es cualquier experimento que se lle-
ve a cabo i) en un laboratorio en caida libre que esta protegido y es suficientemente
pequeno, de tal manera, que las inhomogeneidades en los campos externos pue-
den ser ignoradas en todo su volumen, y ii) en el cudl efectos autogravitantes son

despreciables.
El EEP afirma:

i) El WEP es valido, ii) el resultado de cualquier experimento local no-gravitacional
es independiente de la velocidad del aparato (Invariancia Local de Lorentz),
y iii) el resultado de cualquier experimento local no-gravitacional es indepen-
diente de dénde y cuando (en el universo) éste es llevado a cabo (Invariancia

Local de Posicién).
El enunciado del EEP, puede ser parafraseado en una manera menos técnica:

Las leyes de la naturaleza se comportan como en Relatividad Especial, en
un sistema en caida libre en un campo gravitacional, al menos en una reqgion

suficientemente pequena.

Suponiendo la validez de EEP, ademas, de que en aquel tiempo las interacciones fun-
damentales de la fisica se reducian a la interaccion electrodinamica; Einstein mostré que

un rayo de luz que se propague hacia afuera de un pozo de potencial gravitacional sufre
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un corrimiento al rojo. Por lo que no es sorprendente que el crecimiento en la precisién de
las pruebas experimentales de la universalidad de x y mediciones del corrimiento al rojo
gravitacional permanecen entre las méas reconocidas pruebas de la validez de EEP, y aun
hoy en dia los dos tipos de pruebas contintan siendo refinadas, como se mostrara en la

siguiente seccién.

3.2. Experimentos de Alta Precision sobre el EEP.

Como hemos visto, la Relatividad General descansa sobre la validez de EEP, la cual
esta conformada por tres ingredientes: la validez de WEP, la invariancia local de Lorentz y
la invariancia local de posicién. Pero, se espera que la teoria deba fracasar en algin nivel,
para poder ser unificada con el resto de los campos completando asi el modelo estandar
de la fisica de particulas. Esto obliga a poner a prueba los fundamentos de la teoria con

la mas alta precisién posible, para poder encontrar esa escala.

3.2.1. Experimentos sobre el WEP.

Al tipo de experimentos que ponen a prueba al WEP, pueden ser organizado en las

siguientes categorias:

i) Experimentos con péndulos,
ii) Experimentos tipo E6tvos, que utiliza balanzas de torsion.

iii) El método celeste de caida libre 6 de Galileo, donde los cuerpos de prueba pue-
den ser los planetas mismos y sus lunas, que caen libremente en el campo gravita-

cional del Sol.

Como puede verse en el cuadro 3.1, el uso de la balanza de torsiéon ha permitido
realizar mediciones muy precisas. En las primeras siete décadas del siglo XX, se logré un
incremento muy importante en la precision de los experimentos en hasta 5 érdenes de
magnitud, cabe mencionar que los experimentos de Dicke et. al. y Braginsky et al. se

utilizé al Sol como fuente del campo gravitacional.
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Ano Experimentador Instrumento Precision

1680 Newton Péndulo 2 x 1073
1827 Bessel Péndulo 2 x107°
1890 Eotvos Balanza de Torsién | 5 x 1078
1922 | Eotvos, Pekar, Fekete | Balanza de Torsién | 3 x 107
1935 Renner Balanza de Torsién | 2 x 10710

1964 | Dicke, Roll, Krotkov | Balanza de Torsién | 3 x 10~
1971 Braginsky, Panov Balanza de Torsién | 9 x 10713

Cuadro 3.1: Lista de Experimentos sobre x, hasta la decada de 1970. La precision esta

dada por || [26].

mg

En 1986, las pruebas sobre el WEP entraron en una nueva etapa, la cudl fue inicia-
da por la aparicién de un trabajo de Ephraim Fischbach [51], donde se muestra que los
datos del trabajo de Eotvos-Pekar-Fekete de 1922 fueron lo suficientemente sensibles a
la composicion de los materiales usados y que los resultados soportan la existencia de
un acoplamiento entre el campo gravitacional y el nimero bariénico. En la Universidad
de Washington se llevaron a cabo los experimentos conocidos como Eot-Wash, para la
busqueda de esa quinta interaccién sugerida por Fischbach, donde usaron una sofisticada
balanza de torsién para comparar las aceleraciones de diferentes materiales hacia la topo-
grafia local de la tierra, masas movibles en el laboratorio, el Sol y la galaxia, alcanzando

niveles de precisién de 4 x 10713 [131, 11].

Los experimentos tipo Eotvos y Galileo son los que ofrecen una mayor sensibilidad
a la fecha. En [126] se presenta los resultados de un experimento tipo E6tvos donde se
utilizé una balanza de torsion rotante y se consideraron diferentes fuentes del campo
gravitacional, una de ellas es el campo terrestre que les permitié mediciones con una
precisién del orden de 107!3 y al considerar la aceleracién hacia el centro de la galaxia,
pudieron estimar una igualdad en las atracciones del orden de 107°.

Un ejemplo del método de Galileo es presentado en [142], en donde se han alcanzado a
medir diferencias en las aceleraciones del orden de 107!, Este experimento estd ligado a
la historia del programa espacial APOLLO que permitio la llegada del hombre a la Luna

y de las misiones soviéticas; hace uso de arreglos retro-reflectores que permiten que un
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pulso laser tenga un viaje de ida y vuelta a la fuente en un laboratorio terrestre, lo que
permite medir el tiempo de vuelo, y con ello medir las aceleraciones en caida libre de la

Tierra y la Luna hacia el Sol.

moon
1. Outbound pulses start out 3.5 meters in diameter, 2 cm thick
retroreflector

2. Atmosphere causes beam to diverge by one arcsecond or more array )
3. At the moon, 1 arcsecond is 1.8 km, so beam at moon is about 2 km across
4. Only about 1 in 30 million photons in this 2 km beam hit the suitcase—sized reflector - ~ 7
5. Each outgoing laser pulse contains 300 quadrillion phetens
»

Pl
_
Vs
-~ NN
outbound
pulses

6. Returning beam expands due to corner—cube diffraction

7. Returning beam divergence is about 8 arcseconds

8. Return beam footprint on earth is about 15 km across

9. About 1 in 30 millien of the returning photens hit 3.5 m mirror

10. APOLLO launches 20 pulses per second
11. The round—trip time is about 2.5 seconds
12. There are about 50 pulses en—route at any moment in time

Figura 3.1: Experimento APOLLO (Apache Point Observatory Lunar Laser-ranging
Operation)

Sin embargo, en el trabajo de Overduin et al. [104] se menciona que los métodos
anteriormente descritos, han alcanzado un nivel muy avanzado de madurez y es improbable
que avancen significativamente més alla de la precisién mencionada en un periodo cercano;
por lo que, para obtener mayor grado de precisién proponen el uso del método de Galileo,
solo que ahora montado en un satélite que simula una torre de 7000 km. de alto que
invierte constantemente su direcciéon para dar una senal periddica continua, en lugar de
una caida de 3 segundos. Ademas, estiman que su Satellite Test of Equivalence Principle
(STEP) avanzara sobre las limitaciones experimentales acerca de las violaciones de WEP

de un orden de 10~!2 hasta un orden de 10718,

3.2.2. Experimentos sobre la Invariancia Local de Lorentz (LLI)

Este segundo ingrediente de EEP, también ha estado bajo escrutinio experimental

incluso antes de la aparicion de la teoria de la relatividad especial, con el famoso experi-
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Galileo STEP

Figura 3.2: Comparativo de la Torre de Pisa y el STEP [104].

mento de Michelson y Morley de 1887 [90], cuyos resultados son considerados la primera
evidencia fuerte contra la existencia del Eter luminico, y la primer evidencia hacia la
isotropia del espacio con respecto a la velocidad de la luz.

Las técnicas experimentales introducidas a lo largo del siglo XX condujeron a un
continuo mejoramiento en el escrutinio de la relatividad especial (SR). Los experimentos

pueden ser clasificados en la siguiente manera:

i) Tipo Michelson-Morley (MM), buscan anisotropias en la velocidad de la luz;

ii) Tipo Kennedy-Thorndike (KT), investigan la posible dependencia de la veloci-
dad de la luz con respecto a la velocidad relativa entre el laboratorio y un sistema

privilegiado;
iii) Tipo Ives-Stilwell (IS), ponen a prueba la dilacién temporal relativista.

En 1964, Jaseja et al. [70] utilizaron masers de He-Ne infrarrojos altamente mono-
cromaticos colocados en forma perpendicular, lo que les permitié medir una diferencia
en las frecuencias de una parte en 10'3. Ademds, probaron que no existe anisotropia del
espacio o efecto de arrastre mayor que 107 del término (v/c)? asociado a la velocidad
orbital de la Tierra; a pesar de ser resultados preliminares, observan un crecimiento en la
precision de tres 6rdenes de magnitud sobre el experimento de MM.

En 1977, apareci6 publicado un trabajo de K. Bretcher [21] en donde utiliz6 datos de
fuentes regulares de rayos-X pulsantes en sistemas binarios y suponiendo que la luz se
propaga con una velocidad ¢ = ¢ + kv, para un observador en reposo con respecto a la

fuente con velocidad v, encontré que el tiempo de arribo de los pulsos indican k < 2x107Y.
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En 1979, Brillet y Hall [22] pusieron a prueba la teorfa de la contraccién de Lorentz-
Fitzgerald, encontrando que si dicha contraccién existe debe encontrarse por debajo de
un cambio dado por Al/l = (1,5 +2,5) x 10715

A pesar de los altos grados de precision alcanzados en el siglo pasado, en esta primera
década del siglo XXI se han realizado y se continian planteando proyectos experimentales
para poner a prueba a la relatividad especial, ejemplo de éstos se mencionan a continua-
cién.

En 2003 se publicaron los resultados de una version moderna del experimento de MM,
trabajo debido a H. Miiller et al. [98], quienes colocaron dos resonadores perpendiculares
en el interior de una camara criogénica, que permite tener un bajo coeficiente de expansién
térmica, con lo que pudieron medir una diferencia relativa en la velocidad de la luz de
Ac/e= (2,6 £1,7) x 10715

En Alemania se han realizado los experimentos mas precisos hasta la fecha, concer-
nientes a los tipo IS y MM, los resultados del primero, debidos al grupo de Novotny et
al. [102], aparecieron a mediados del 2009 y consistié en utilizar un haz de iones de "Li*
como relojes en movimiento a una velocidad de 0,338¢c y con la ayuda de dos laseres, pro-
pagandose en una direccién paralela y antiparalela a la de los relojes, se observé una linea
espectral de 114 MHz que dentro del modelo de IS corresponde a |as| < 1,2 x 1075 que
es una limitacién 25 veces mds rigurosa sobre desviaciones del término de orden (v/c)*
que cualquier otro experimento previo. Los resultados correspondientes al tipo MM apa-
recieron a finales de 2009, y son del grupo de S. Herrmann et al. [65] quienes utilizaron
dos resonadores épticos montados perpendicularmente sobre un bloque de silice fundido
y que fueron rotados en forma continua sobre una mesa de precision de soporte de aire,
lo que permitié limitar a la anisotropia de la velocidad por debajo del orden de 10717, lo

que constituye a la fecha la prueba de laboratorio mas precisa sobre la isotropia de c.

3.2.3. Experimentos sobre la Invariancia Local de Posicién (LPT)

Dado que tanto WEP y LLI ha sido puestos a prueba con una gran precision, experi-
mentos concernientes a la LPI deben llevarse hasta el mismo nivel de precision.

La LPI esta relacionada con la universalidad del corrimiento al rojo gravitacional,
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Ano Experimentador Instrumento Cotas

1964 T. Jaseja et al. Maseres He-Ne % <1x107°

1977 K. Bretcher Fuentes de Rayos X d=cH+kvk<2x107°
1979 Brillet y Hall Laseres S« (1,5£25) x 107 x 1078
2003 H. Miiller Resonadores en 8¢ < (2,6+1,7) x 1071

camara criogenica

2009 | S. Herrmman et al. | Resonadores dpticos | anisotropia de la luz menor al orden 107

Cuadro 3.2: Lista de Experimentos sobre LLI, y cotas medidas.

por lo que violaciones a la LPI implicarian que el ritmo de un reloj en caida libre seria
diferente cuando es comparado con uno de referencia, por ejemplo sobre la superficie de
la tierra.

Violaciones a la LPI pueden ser parametrizadas por la siguiente expresion

Av U
p—a il 2
” ( +M)CQ, (3.2)

donde v, U, ¢ son la frecuencia de luz, el potencial gravitacional y la velocidad de la luz,
respectivamente; u es cero si LPI es vélido.

La primera observacion del corrimiento al rojo gravitacional fue la que se midi6 en el
corrimiento de las lineas espectrales de la estrella enana blanca Sirius B por el astrénomo
norteamericano W. S. Adams en 1925 [137]. Aunque sus mediciones concuerdan con la
prediccién, dicho corrimiento podia deberse a otras causas, por lo que se prefiere que las
pruebas experimentales se lleven a cabo con el campo gravitacional terrestre.

El corrimiento fue verificado en forma concluyente por el experimento de Pound, Rebka
y Snider [113, 114, 115]; y fue uno de los primeros experimentos de precisién que puso a
prueba a la GR, el experimento hizo uso del efecto Mdssbauer entre fuentes y detectores,
ademas, de una torre de 22.5 m en la Universidad de Harvard, obteniendo el siguiente

valor

A
2 (2,57 40,26) x 10719, (3.3)
1%

que conduce a un valor de la incertidumbre relativa de pu ~ 1072,

Vessot et. al. [133, 134] en 1976, realizaron una verificacién mds precisa de LPI, al

comparar las frecuencias de dos Masers de Hidrégeno, uno sobre la superficie terrestre y
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el otro en un cohete suborbital que alcanzo una altitud de mas de 10000 km., verificando
que el cambio fraccional en la medicién de frecuencias es consistente con la GR hasta un
nivel de precisién de 107 y estableciendo un limite de |u| < 2 x 107

La universalidad del corrimiento al rojo gravitacional ha sido verificada usando otro
tipo de relojes; en la actualidad, la cota mas estricta sobre una posible violacion de la LPI
es |u| < 2,1x1075[14]. Para este ano, la Agencia Espacial Europea tiene planeado lanzar la
misién ACES (Atomic Clock Ensemble in Space), que entre otros objetivos se encuentra

la medicién de corrimiento al rojo gravitacional con una precisién de 2 x 1075[124].

Ano Experimentador Instrumento Av/v —( + )U /c?
1960 | Pound, Rebka y Snider Effecto Mossbauer y ~ 1072
una torre de 22.5 m
1976 R. Vessot Maseres de H, uno ln| <2 x 107
terrestre y otro suborbital.
2002 | A. Bauch y S. Weyers Atomos de Cesio lu] < 2,1 x 1075
y Maser de Hidrogeno

Cuadro 3.3: Lista de Experimentos sobre LPI, y cotas medidas.

3.2.4. Pruebas de GR en el régimen de campo fuerte.

Es muy importante mencionar que toda teoria fisica debe ser puesta aprueba no solo
en sus fundamentos, sino en sus predicciones, los experimentos mencionados han sido
realizados o planificados en el contexto del régimen de campo gravitacional débil. Pruebas
en el limite de campo fuerte, involucrando particularmente los aspectos radiativos de la
GR, deben ser realizados. Se ha mostrado que en sistemas binarios de estrellas con al
menos una de ellas neutrénica contiene regiones de campo gravitacional fuerte y, por
lo tanto, una base de pruebas alternativa a la deteccién de ondas gravitacionales, para
pruebas en el régimen de campo fuerte [33]

Los pulsares son estrellas de neutrones rotantes altamente magnetizadas, que emiten
un haz electromagnético a lo largo de su eje magnético, cuando el eje magnético esta
inclinado con respecto al eje de rotacién actian como un faro césmico de un pulso en
radio-frecuencia que puede ser detectado una vez por cada rotacién cuando el haz se

dirige hacia la Tierra. Para los pulsares con frecuencia de rotacion muy alta, los llamados
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pulsares de milisegundos, la estabilidad del periodo es similar a la alcanzada por los
relojes atémicos terrestres. Por lo que son los relojes astronémicos mas precisos con muy
amplias aplicaciones, una de ellas son las pruebas de precisién de la GR en el régimen
de campo fuerte. Sin embargo, los pulsares dobles, es decir, sistemas binarios de pulsares
tienen una gran ventaja sobre un solo pulsar en un sistema binario, ya que se tienen
acceso a la combinacion de dos relojes de alta precisién en un sistema donde las masas
de prueba interactiian inicamente en forma gravitacional. Un sistema de pulsares dobles,
fue descubierto en 2003 conocido como el sistema PSR J0737-3039 y ha abierto una
ventana enorme de investigacién, un anélisis presentado por M. Kramer [74] muestra que

el comportamiento del sistema esta en acuerdo con lo predicho por GR dentro de un error

del 0.05 %.

3.2.5. Pruebas Cuanticas sobre el EEP.

De las paginas previas, puede uno quedarse con la idea de que los experimentos solo
han sido disenados tomando en cuenta argumentos puramente clasicos, y por clasicos que-
remos decir, basados en principios que no toman en cuenta el comportamiento cuantico
de la naturaleza, es decir, se describe a la materia como particulas puntuales y se estu-
dian sus trayectorias. Sin embargo, sabemos que al tomar en cuenta el comportamiento
cuantico de la materia, aparecen nuevos grados de libertad que no necesariamente tienen
contraparte clasico (espin), nuevas restricciones como las relaciones de Heisenberg, y al-
gunos conceptos pierden sentido fisico como el de trayectoria; ademas, la evolucion de un
sistema fisico queda descrito por la funcién de onda que se encuentra extendida sobre una
cierta region del espacio-tiempo, las particulas no son puntuales. Es necesario implementar
experimentos que tomen en cuenta las caracteristicas cuanticas de la naturaleza.

Hasta la fecha no se dispone de una teoria cuantica de la gravedad en sentido estricto,
es decir, todas las teorias que tratan de cuantizar a la gravedad son solo modelos, como
supergravedad, gravedad cuantica de lazos, teoria de cuerdas y mundos membrana. Debe-
mos tener en mente que una teoria de la gravedad a nivel cuantico puede ser diferente a
la Relatividad General a nivel clasico y debera basarse, en principio, usando solo Mecani-

ca Cuantica. Por ejemplo, la gravedad a nivel cuantico tiene que estar descrita por mas
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campos que el campo de la métrica.

Para explicar pruebas experimentales de los fundamentos de la relatividad general a
nivel cudntico, uno esta obligado a tomar en cuenta que pueden existir mas posibilidades
de romper la Invariancia Local de Lorentz y la Invariancia Local de Posicion a nivel
cuantico que a nivel clésico. Esto no quiere decir que estemos cuantizando la gravedad,
solo estamos poniendo a prueba el EEP desde el punto de vista cuantico.

Sin embargo, debemos recordar que la LLI no es un ingrediente exclusivo de la GR,
sino de las teorfas fundamentales de la Fisica, como el modelo estandar de particulas (SM)
con el cudl es incompatible. Un niimero de teorias tratando de incorporar a la gravedad
con las tres fuerzas del SM podrian contener pequenas correcciones que violan la LLI; lo
que obliga a poner a prueba a ésta desde una perspectiva cuantica, como tarea primordial
para la busqueda de una teoria cuantica de la Gravedad.

Existen trabajos y propuestas experimentales que intentan observar los efectos de la
GR sobre fendmenos fisicos relacionados al aspecto cuantico de la materia, uno de los mas
importantes es el que pone a prueba a la LLI a muy alta precisién (aunque surgié del
contexto de poner a prueba el principio de Mach ) cuyas primeras versiones son de los
experimentos realizados por los grupos de las Universidades de Yale y Glasgow, encabe-
zados por Hughes y Drever, respectivamente [66, 46]. En la década de 1980 se realizaron
versiones muy mejoradas del experimento tipo Hughes-Drever, que incluyo el uso de técni-
cas para atrapar atomos enfriados por ldser. Una manera de interpretar los resultados es
la siguiente: suponer que la interaccion electromagnética sufre una ligera violacion de
LLI, a través de un cambio en la velocidad de la luz, relativa a la velocidad limite de las
particulas de prueba. En tal forma que, una violacion selecciona un sistema de reposo
universal, quizds el de la radiacion cosmica de fondo. Dicha interaccion no-invariante de
Lorentz causaria cambios en los niveles de energia atomicos y nucleares, que dependen
de la orientacion del eje de cuantizacion del estado relativo a nuestro vector universal de
velocidad. Una manera de hallar dichos cambios, es buscar en los niveles que estén, en
general, igualmente espaciados como los cuatro estados J = 3/2 del nicleo de Litio-7 en
presencia de un campo magnético, que fue donde busco el experimento de Drever. Otra

forma es comparar los niveles de un nicleo mucho mas pesado con los niveles hiperfinos
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de un reloj maser de hidrogeno [55].

En los ultimos diecisiete anos, A. Kostelecky [73] ha desarrollado la extensién al mo-
delo estandar (SME), que es una modificacién al SM y la GR. Esta propuesta proporciona
una descripcién cuantitativa de las violaciones a la LLI y a CPT, al desarrollar un con-
junto de coeficientes que pueden ser experimentalmente restringidos, lo que hace posible
descartar modelos tedricos que hacen predicciones relacionadas al tamano de las violacio-
nes. Las pruebas experimentales incluyen comparacién de relojes [25, 141], pruebas sobre
electrodindmica cuédntica en trampas Penning [37, 56], experimentos con fotones [27, 129],
mediciones de oscilaciones en neutrinos [10], kaones [68]; experimentos con péndulos de

torsién con espin polarizado [63] y otros basados en muones [67].

En 1998, C. Lammerzahl [76] propuso el uso de una ecuacién de Pauli generalizada
para describir violaciones tanto para LLI como para LPI, cuyos términos correspondientes
pueden ser puestos a prueba por experimentos tipo Hughes-Drever o por interferometria
atémica. En 1999, Peters et al. [109] reportan los resultados de usar un interferémetro
atémico para medir la aceleracion de la gravedad, obteniendo que un objeto macroscopico
cae con la misma aceleraciéon que un atomo de cesio, en 7 partes en 10°.

En un trabajo de C. Alvarez [2], se presentan los resultados de un enfoque para exa-
minar potenciales violaciones al EEP, debido a efectos radiativos de origen cuantico los
cuales incluyen energias de transicion del efecto Lamb en atomos hidrogenoides y en mo-
mentos magnéticos anémalos de leptones masivos. Al suponer que positrones y electrones
no tienen acoplamientos equivalentes al campo gravitacional, encuentran una contribucion

radiativa adicional debido a la polarizacién del vacio.

En lo que concierne a propuestas experimentales mas recientes, existe una encabezada
por W. Ertmer [49] que propone una misién satelital para poner a prueba al WEP, por
vez primera, a nivel cuantico; para ello usarian ondas de materia en lugar de cuerpos
macroscopicos, ensambles puros de fermiénes y bosones, con una precisién de una parte

en 10'°. Adicionalmente, la misién se puede extender para proporcionar informacién extra
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sobre procesos fundamentales de decoherencia en el contexto de la fenomenologia de la
gravedad cuantica.

Lo que mostraremos en lo que resta de este trabajo es, la posibilidad de utilizar un
fenémeno que solo es posible explicarlo al tener en cuenta el comportamiento cudntico de
la materia, y que uno de los parametros que caracteriza a dicho fenémeno se ve modificado

por la presencia de un campo gravitacional.
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3.3. El EEP y los Condensados de Bose-Einstein.

En 1995, después de muchas décadas de trabajo en el desarrollo de innovadoras técnicas
experimentales en diferentes grupos de investigacion, finalmente el grupo de la Universidad
de Colorado reporté sus logros al observar que en una nube de gas de Rubidio-87 [4], se
puede llevar a un estado que habia sido descrito por Einstein, al basarse en las ideas
puramente estadisticas de S. N. Bose [18] en 1924 y el comportamiento cudntico de la
materia; que ahora conocemos como condensado de Bose-Einstein (BEC). Hasta la fecha,
el alcance experimental de los BEC’s ha estimulado la generaciéon de muchas preguntas

en el ambito tedrico asi como en el experimental.

3.3.1. Termodinamica de un gas ideal de bosoénes.

Consideremos un conjunto N de Bosénes idénticos no-interactuantes de masa m, en-
cerrados en una caja de volumen V = L3 y que se encuentra a una temperatura 1. De
la Mecéanica Estadistica [106], sabemos que la siguiente expresién es valida para un gas

ideal de bosones:
N => Q.n.). (3.4)

El nimero de particulas por estado de energia (n.), esta dado por la expresién

1
z~lexp <k:;T> — 17

y €1, corresponde a la degeneracién del correspondiente estado. Donde kg es la constante

(n.) = (3.5)

de Boltzmann, ¢ es la energia de particula individual (valores que se obtienen al resolver
la ecuacién de movimiento que describe a la particula); z es la fugacidad del gas y esta

relacionada con el potencial quimico del sistema en la forma:

Z = exp (k‘BLT> . (3.6)

Si la ecuacion de movimiento de la particula es la ecuacién de Schrodinger, es decir, si la
funcién de estado satisface la ecuacién

[ - h—2v2 +V(r)

2m

(r) = Ey(r), (3.7)
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y el potencial es dado por la expresion

0,re (0,L) x(0,L) x(0,L
Vie) = (0.L) % (0,L) x (0, 1) .
00 cualquier otro punto

La ultima expresién nos dice que las particulas no interactuan entre ellas, y que esta
encerradas en una caja cubica de volumen V = L3.
Puede mostrarse que los niveles de energia de particula individual son dados por la
expresién [59]:
him?

— 2 2 2
lyl. = 2771—‘/2/3 lx‘f‘ly—'—lz

oy, L€ {1,2,3, ). (3.9)

g = €lz7

Lo que nos indica, que la suma que aparece en las expresiones de la mecanica estadisti-

ca, en realidad, son tres series sucesivas infinitas:

oo 0 X

ZHZZZZ (3.10)

o=11,=11,=1

Dada la expresion para la energia de particula individual, podemos afirmar que si el
volumen de la caja, donde esta encerrada la particula, es suficientemente grande, el espec-
tro de la particula es, casi, un continuo. Este tltimo argumento, nos permite reemplazar
las sumas anteriores por integrales y nos obliga a preguntarnos, ;jcuantos estados de la
particula tienen energia en el intervalo (g, 4+ Ae)?; para poder calcular la degeneracion.
Notemos que la expresion para la energia describe a una esfera de radio R, en el espacio
de los nimeros cuanticos

) 2/3
RR=2VE e (3.11)

Por lo que el nimero de estados con energia ¢, esta dado por un octavo del volumen de
dicha esfera (ya que los nimeros cudnticos permitidos se encuentran en el primer octante),

y que denotamos por

1V [2m3e3

Ya estamos en condiciones de calcular el nimero de estados de particula individual,

comprendidos en el intervalo ya mencionado; cantidad dada por la expresion
Ac(e) =o(e+ Aeg) — o(e) = Q(e)Ae, (3.13)
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donde hemos definido la funcién

do 'V [m3e

que es la degeneracion del sistema, que sabemos se define como el niimero de estados por
unidad de energia. Nétese que la expresion anterior tiene la misma forma funcional que la
mostrada en [106], pero en nuestro caso la constante de Planck aparece en forma natural,
es decir, no fue introducida para tener consistencia dimensional ya que es consecuencia
directa de usar la ecuacién de Schrodinger.

Cabe enfatizar que, en la mayoria de los libros de texto el andlisis anterior lo hacen
considerando que la energia de particula individual en el estado base es cero (quizas,
pensando en un comportamiento cldsico de la particula), pero siendo rigurosos un bosén
es una particula sujeta a las leyes de la mecdnica cuantica, en particular, limitada al
principio de incertidumbre de Heisenberg

La expresion (3.14) no refleja el hecho de que el estado base es el inico no-degenerado,
por lo que antes de usar la hipdtesis del continuum debemos separar la suma en dos
términos, el que describe al estado base, y al que describe a los estados excitados.

Entonces, bajo el esquema anteriormente desarrollado, la expresién (3.4) toma la forma

Q 1
N = > = + ~ (3.15)

z7lexp o — 1 z7lexp =1

e€estados excitados

/°° Qe)de N Z
0 Z—lexp<5>—1 1=z

kpT

Donde hemos introducido una fugacidad efectiva, dada por Z = zexp ( — Z;—%)

Introduciendo las llamadas funciones de Bose-Einstein [106]

1 * v ldy VAR A
(2) = —z+ 12y 3.16
9:(%) F(V)/O Zoe—1 Tty T (3.16)

Noétese que si Z = 1, las funciones de Bose se reducen a la funcién ((v) de Riemann,

1 1
§(1/)21+§+3—V+~--. (3.17)

Finalmente, podemos escribir

No(T) = o P i T) 2 g12(2), (318)
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Z

(no(1)) = 1—— (3.19)
Z = zexp ( — Z;gﬂ) (3.20)

que son el nimero de estados excitados accesibles a las particulas, en el estado base y la
fugacidad efectiva, respectivamente.
Es necesario recordar que la expresién (3.5) que nos da el nimero de particulas por

nivel de energia, fue deducida bajo la condicién [106]
Z = zexp < — —) <1, (3.21)

la cudl conduce, a que el potencial quimico solo toma valores en el intervalo (—oo, £111).
Para altas temperaturas Z < 1, que corresponde a situaciones cercanas al comporta-
miento cldsico, el ltimo término de la expresién (3.15) es del orden de N~! [106], es decir,
es despreciable comparado con el resto. Para éste régimen, el niimero de estados excitados
accesibles al sistema es mucho mayor que el nimero de particulas que conforman al gas.
Sin embargo, de la definicién de las funciones de Bose-Einstein y de la condicién anterior,
puede verse que N, tiene una cota superior, dada por
Npee = %@(@TWC@/%. (3.22)
Supongamos ahora, que el nimero de particulas N del gas excede al niimero maximo

de estados excitados accesibles para algun valor de la temperatura, es decir,
N > N, (3.23)

por lo que el nimero de particulas que ya no pueden estar en un estado excitado tiene que
estar en el estado base, a dicha transicion se le conoce como el proceso de condensacion.

Pero, ;jcomo caracterizar que dicha transicion comienza a ocurrir?. Como ya se men-
ciono, para altas temperaturas N, — N > 0, pero conforme disminuye la temperatura ésta
cantidad se acerca mas al cero, entonces, debe existir una temperatura 7, bajo la cual el
proceso de condensacion se lleve a cabo, a dicha temperatura de transicién se le conoce
como temperatura critica.

Claramente, debe cumplirse que por debajo de la temperatura critica
(no) = N — NJ*, (3.24)
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que justo en la temperatura critica (ng) ~ 0, que nos permite deducir de la ecuacién de
arriba el valor de dicha temperatura, y que para este sistema en particular se expresa
como

1 RPp  [2mt 2
TFE(«M) W) | .

Este fenémeno de condensacién también ocurre en un gas ideal clasico, solo que la
energia del estado base es cero y la transicién se lleva a cabo a una temperatura critica
igual al cero absoluto, lo que nos indica que el comportamiento cuantico de un gas de
bosones queda reflejado en una temperatura de transicién diferente de cero.

El comportamiento de la fraccién condensada del gas de bosones, por debajo de T,

puede expresarse con la ecuacion

3/2
(o) _ | N(T) (z) | (3.26)

1.

donde se uso que el hecho de que para la temperatura critica y por debajo de ella, la
fugacidad toma el valor constante correspondiente al valor 1, es decir, el potencial quimico
toma el valor mas grande permitido, pu(7,) = €113.

Cabe resaltar que el comportamiento antes descrito, es consecuencia de la estadistica
de Bose-Einstein, por lo que es un fenémeno completamente cuantico. Lo que nos hace
pensar en su posible utilidad para poner a prueba los fundamentos de la Relatividad
General a nivel cuantico, y que es un resultado que sera presentado en lo que resta del

capitulo.

3.3.2. Un gas de bosénes mas realista en presencia de un campo
gravitacional.

Obviamente, el analisis mostrado en la subseccién previa es una andlisis ideal, en
donde se han supuesto muchas aproximaciones, una de ellas estd relacionada con el tipo
de potencial que se utiliza para confinar a las particulas del gas. Sin embargo, para alcanzar
las temperaturas tan bajas en el gas, es necesario utilizar técnicas de confinamiento mas

elaboradas que permitan enfriarlo suficientemente para la observacién del BEC.
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Puede verse en [110], que el potencial en el que se ha logrado observar la presencia de
un gas condensado es el dado por la expresion

V(r) = % (wixQ +wly® + w522> + mgz. (3.27)

En la expresion anterior, hemos agregado un potencial gravitacional uniforme, debido a
que las dimensiones en las que se llevan a cabo los BECs son despreciables comparadas
con el radio terrestre; y se ha agregado pensando en los efectos gravitacionales sobre la
termodindmica del gas de bosénes. Ademas, no se han tomado en cuenta las interacciones
entre particulas. Para un analisis mas completo de la termodinamica de este sistema, sin
campo gravitacional, se recomienda [118, 122].

Notese que el potencial anterior puede ser escrito en la forma

V(r) = %[ 20 4wy + W (z + u%)? — %mw_g; (3.28)
La ecuacién de Schrodinger, que satisfacen las particulas en forma individual es :

h? m g\2 1 mg?
{ — %VQ + ? [wixQ + wsyQ -+ w? (Z -+ E) ] - 57 w(r) = EQﬂ(I‘), (329)

al tomar el siguiente cambio de variable z = 2,y = ¢/, 2 + % = 2’ y definiendo un nuevo
z

mg2

S0z > se obtiene la ecuacion de Schrodinger para un oscilador
z

valor de la energia K/ = F +

armonico anisotrépico usual

h2
{ - %V’Q + % [wix'Q + wa’g - wgz'Q] }w’(r') = EY/(v'), (3.30)

Puede mostrarse que la solucién para las eigenenergias del problema anterior, son
dadas por [59]:

1 1 1 1 mg?
T T (nm + 5) + hw, (ny + 5) + hw, (nz + 5) =E+ 577;—%, (3.31)

ng, ny,n, € {0,1,2,3,...}.
Las energias para una particula individual, en un potencial de oscilador armonico

anisotropico en presencia de un potencial gravitacional homogéneo son

1 1 1 1 mg?
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Siguiendo el analisis ya presentado en la subseccién previa, el nimero de estados

accesibles por unidad de energia del sistema esta dado por

(e —&g)?
Oe) = = 20" 3.33
(¢) 2h3wxwywz ( )
h mg>
€0 = 5(@% +wy +w,) — 2—w§ (3.34)

La ultima expresion es la energia del estado base del sistema.
Del analisis termodinamico se puede mostrar que el niimero de estados excitados ac-
cesibles al sistema y el estado base, son

N, = <’“BT) 931, (3.35)

I,

1
yt =1

y(T) = exp (Mk;;()). (3.37)

Permitiéndonos deducir la expresién para la temperatura critica

(no) =

(3.36)

hoy (( N\

w

T = 2| — , 3.38
b <c<3>> (3:3%)
donde w, = (w,w,w.)'® es el promedio geométrico entre las frecuencias del oscilador

armoénico.

A simple vista, podriamos decir que la presencia del campo gravitacional no afecta el
valor de la temperatura, pero eso es incorrecto. Recordemos que en la temperatura critica,
la fugacidad toma el valor uno, es decir,

mg?

I
(1Y) = - (we + wy +w.) — Q_W,Z

: (3.39)

Entonces, es claro que al menos a éste nivel la presencia del potencial gravitacional tiene

un efecto sobre las variables termodinamicas del sistema.

Desde el punto de vista experimental, una de las cantidades que afirman medir (por

lo menos en forma indirecta) es la temperatura de la nube del gas bajo estudio, en [4]
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afirman que el BEC de Rubidio-87 aparecioé en una temperatura de alrededor de 170 nK.
Que nos indica la importancia de verificar si existe una modificacion por la presencia del
campo gravitacional en la temperatura critica.

Para mostrar que efectivamente la temperatura de transicion se ve modificada por el
campo gravitacional, partamos del hecho que el niimero de particulas en el gas se mantiene
constante, y que ademas, es funcién de la temperatura y el potencial quimico, es decir, se

debe satisfacer

ON ON
”w T
permitiéndonos llegar a la expresion
8M N oT " EM T 3C(S)k3 kB
entonces,
_ 2) ((2) mg’
79 —T9 Oz—LA = 7 42
e e 3¢3)ks " T 3C(3)kp 202 (342)

Si tomamos al Rubidio, que tiene una masa de 1.4048 x 10~2° kg, v que las frecuencias
angulares son del orden de 103s71[110] y el campo gravitacional g = 1073, debemos medir
una diferencia en la temperatura de AT = 232 nK.

El resultado anterior, nos muestra que un BEC puede ser usado como una herramienta
experimental para verificar la presencia de un campo gravitacional en la regién donde se
encuentre el sistema.

Pero, como ya se ha mencionado, aiin existen muchas preguntas que responder acerca
del desarrollo experimental de los BEC’s, y una de ellas relacionada con la manera en que
se deduce la temperatura. De hecho, ésta dltima siempre se obtiene al recurrir al método
conocido en ingles como absorption imaging [35], y el cudl consiste que durante el proceso
de confinamiento (enfriamiento) de la nube atémica 6 después de apagar el potencial de
confinamiento, se hace interactuar a la nube con una luz de referencia, una vez que dicha
luz atraviesa la nube es captada para obtener imagenes del tiempo de vuelo de los dtomos

y dichas imagenes son comparadas contra una funcién de distribucién de velocidades de
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Maxwell-Boltzmann, y de aqui se deduce el valor de la temperatura.

Es importante mencionar que en el contexto del tema, la deduccion de la temperatu-
ra siempre se realiza recurriendo a la estadistica de Maxwell-Boltzmann, la cudl solo es
valida para altas temperaturas, muy por encima de la temperatura critica de los gases
bosénicos, como puede verse en [106]. Para dejar claro este punto, debemos explicarlo en
la manera més cuidadosa posible y para ello tomaremos un parrafo de [5], el cudl afirma
la temperatura fue derivada de la raiz cuadrdtica media (rms) de la velocidad de la com-

ponente normal de la nube.

De entrada, a cada particula que compone el gas se le asocia una velocidad y con
ello es posible definir una velocidad promedio y términos superiores para el analisis del
condensado, el cudl es un concepto clasico, el cual implica el uso de la estadistica de
Maxwell-Bolztmann como elemento clave en el procedimiento, pues se requiere una ex-
presion que relacione los datos experimentales con la velocidad y temperatura, y la tnica
que presenta ambos conceptos es la muy conocida distribucion de velocidades de Maxwell-

Boltzmann, ya que en este contexto, la temperatura de un gas esta dada por:

1 3
§m<v2) = 5/~cBT. (3.43)

Adicionalmente, en el libro de Pethick [110], se parte de la funcién de onda del estado
base, via la transformada de Fourier se encuentra una funcion del espacio de momenta vy,
en consecuencia, del espacio de velocidades; ademas, de que se ignora a la parte del gas

que aun se encuentra en los estados excitados.

3.3.3. La temperatura de un BEC sin conceptos clasicos.

Debe afirmarse que, a pesar de los comentarios anteriores, el método de deduccién de
la temperatura es una muy buena aproximacién. Sin embargo, dicha deduccion presenta
severos problemas conceptuales pues recurre a modelos que ya no tienen validez en la

regién de interés (con respecto a la temperatura), y si deseamos utilizar a los BEC’s como
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una herramienta de prueba cuantica, estos problemas deben ser corregidos, al menos, desde
el punto de vista conceptual. Lo que nos lleva a plantearnos la siguiente pregunta: ; Puede
ser la temperatura de un BEC deducida sin recurrir a conceptos clasicos, y tomar en cuenta
la presencia de la llamada nube térmica? La respuesta es afirmativa y a continuacién se

presenta el analisis.

A. El Experimento Pensado.

Consideremos un haz de luz laser, con longitud de onda A, que es dividido en dos
partes. Una de las cuales serd utilizada como el haz de referencia, mientras que el otro lo
haremos pasar a través del BEC. Después, ambos haces seran unidos para poder medir la

diferencia de fase en un cierto detector y de ahi deducir la temperatura.

B. El Sustento Teodrico.

Procedamos a presentar el analisis que nos permite encontrar la diferencia de fase
como funciéon de las variables del condensado. Para hacerlo es necesario conocer el co-
rrespondiente indice de refraccion como funcion de propiedades mecanico-cuanticas de las

particulas que conforman al gas.

1. El indice de refraccién y los parametros de confinamiento. Recordemos que
el indice de refraccion es una consecuencia de la respuesta que tienen los atomos al inter-
actuar con un campo electromagnético. Debido a que el atomo esta conformado por un
nicleo positivamente cargado y una nube electronica cargada negativamente, se espera
que debido a la presencia de un campo eléctrico externo y su influencia sobre los dtomos
vecinos, éste debe adquirir un momento dipolar eléctrico, que podemos escribir en la forma

[69]
(d) = aco(Eigser + E), (3.44)

donde estamos suponiendo que el campo eléctrico efectivo es lo suficientemente débil,
para mantener al atomo en el limite elastico. La constante de proporcionalidad « es la

polarizabilidad del atomo.
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Se puede mostrar (ver [69]) que la polarizacién del gas esta dada por:
P = EOXeElasera (345>

y que el campo debido a los vecinos como funcién de la polarizacion total, es

1
E=—P. 3.46
360 ( )

Ademas, si el gas tiene un ntimero de particulas por unidad de volumen N, entonces

la polarizacién es
P = N(d) = aeN(Ejgser + E). (3.47)

De las cuatro expresiones de arriba, podemos despejar a la susceptibilidad eléctrica

Xe, dando

Xe= ——, (3.48)

Xe =7" —1, (3.49)

que nos permite escribir a la polarizabilidad en funcién del indice de refraccién

3a2—1 @’ -1

N = —=<=— ~ ~
N n?+2 N

(3.50)

Notese que hemos usado, el hecho, que nuestro sistema es un gas diluido. Lo que nos resta
hacer, es escribir a la polarizabilidad en funcién de las caracteristicas cuanticas del atomo
en la nube. Debido a la intensidad del campo electromagnético, podemos tratarlo como

una perturbacion al hamiltoniano del atomo dada por

SH = —d - (Ejgyer + E) = —(1 + %)d  Epaser- (3.51)

Consideremos, ahora, que el campo electromagnético apunta en la direccion y, enton-

ces, la perturbacion al hamiltoniano como funcion del tiempo es

0,t<0
SH = (3.52)

_<1 + %)dyEo cos(wt),t >0
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Obviamente, es necesario utilizar una teoria de perturbaciones dependiente del tiempo;
sin embargo, aqui presento un andlisis alternativo [107]. Antes de introducir el campo
electromagnético del laser, claramente, los electrones del a&tomo en cuestién se encuentran

en un estado no perturbado, descrito por

i

Pp = e n oy, (3.53)
y después de ser perturbado, se encuentra en un estado que podemos escribir en la forma
P = e 1y, + 0. (3.54)
Y el problema de Schrodinger a resolver es
Hy =il 0 ¥ (3.55)
=ih— )
ot"’
al sustituir la funcién de onda perturbada, encontramos la ecuaciéon para 01

<H0 - @h%)(sw - (1 + %) gdygpk [e*“wrw)t IO Iy (3.56)

En donde hemos despreciado términos de segundo orden en las perturbaciones; la tultima

expresion nos sugiere escribir la solucién como
otp = u_e Rt |y eilwRtw)t (3.57)

para obtener el siguiente par de ecuaciones independientes del tiempo, para las funciones

U+,

Hy — h(wy, — w)] U_ = <1 + Xg) Ldyor, [ﬁo — h(wg + w)] uy = <1 + %)%dygok.
(3.58)

El sistema de ecuaciones anterior, se resuelve al escribir a las funciones u4, en la forma
_ ()
Uy = E a,” i, (3.59)
!

lo que nos permite obtener

e &)E Udylk) 3.60
al + 3 9 h(wlkq:w)’ Wik wy Wi ( . )
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Y finalmente, la funcién de onda perturbada es:

b = ekt [cpk + (1 + %)% Z @l%(wlk cos(wt) — iw sin(wt))} : (3.61)
1 lk

por lo tanto, el valor esperado del momento dipolar eléctrico, es:

) Xe\ 2 x— wie] (I|dy| )|
d) ={,)j= (1 —————FEjpeer- 3.62
(d) = (dy)j ( + 3>hl§;ék: —w? (3.62)

De donde, facilmente, puede leerse que la polarizabilidad, esta dada por la expresién:

_ 2 wir|(1dy %) |2 AN
 eoh w2 — w? 47?260m€c2 Z flk)\ A%
£k Ik

(3.63)

En la expresion anterior, hemos introducido la cantidad adimensional llamada intensidad

de oscilador [110],

2mewlk
fir = =5 [lldy[R)[*. (3.64)

Y esto, nos permite escribir al indice de refraccion en la forma

= N 1 Ne? . AN?
Ar) = V1t Naml+ 2 =14 > ‘

2 8menc? TMe fis A2 — A2

12k
)‘lk
N 87‘(’6 02 I#Zk plk -2

(3.65)

donde hemos denotado por pj al nimero de atomos por unidad de volumen que tienen
la probabilidad de tener una transicion entre los k y l-esimos estados [17].

Ahora, debemos recordar que el fenémeno de condensacién solo se ha podido conseguir
en atomos alcalinos y, por mucho, la principal contribucion a la polarizabilidad en éstos
surge del electrén de valencia; ademas, antes de la perturbacion el sistema se encuentra
en el estado base y como la intensidad del campo electromagnético es pequena, la proba-
bilidad de provocar una transicion del electréon de valencia, en un estado muy excitado es
muy baja, comparada con la de encontrarlo en el primero de ellos, pues estamos pensando
que el experimento se realiza a una temperatura en la que el sistema completo ya esta
manifestando la transicion al estado condensado, es decir, el sistema se encuentra por
debajo de la temperatura critica. Dado que para dicho régimen de temperaturas la mayor

parte de la energia viene de la contribucién del movimiento atémico, esto quiere decir, que
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los tinicos posibles estados excitados que pueden contribuir al sistema estan relacionados
al movimiento del centro de masa y no a los de la parte electréonica. Para éste caso, la

densidad de particulas en un estado con energia ¢, esta dada por [110]

Pv = <nu>|¢u(r)|27 (366)

donde la funcién ¢,(r), es la funcién de onda del dtomo, en el v-esimo estado debido al
potencial (3.27). Con éste ultimo paso, podemos llegar a la siguiente expresién para el
indice de refraccién de la nube:

1 AfpN’
8mepc? N2 _ )\ion(r),

() = (m)le(r)f. (3.68)

v

Cabe enfatizar que hasta el momento no hemos introducido algiin concepto no-cuantico

Ar) =1+ (3.67)

relacionado con el sistema que estamos estudiando.

2. El cambio de fase de un haz de referencia y la temperatura del BEC. De la

expresion (3.35), encontramos que para nuestro sistema, la fracciéon condensada estd dada

o) . (T
el (T) . (3.69)

Ademas, por simplicidad, vamos a suponer que solo esta disponible el primer estado

por

excitado del sistema, es decir,

T 3
(ny) :N<i> . (3.70)

Las primeras dos funciones de onda (¢(o)(r) ¥ ¢q)(r)) asociadas a nuestro caso, y la

densidad de probabilidad del estado base, son

¢o(r) = <%>3/4 exp{—% [waZ + wyy® + w,(z + u%>2] }, (3.71)
00 = V3 T () el Tt g B}
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o)l = () " exp{ = [ore? +a? (e 5]} (3.73)

Bajo las cuales la densidad se expresa en la forma

n(r) = N|¢0(r)|2{1 + (%) 2”;”2 <z+ %)2 - 1] } (3.74)

La relacién entre el indice de refraccién 7n(r) y la densidad n(r) es proporcionada por

(3.67)

3
i 1 A ) T\ |2mw, 9\2
i) =1+ g b @ L () |5 <2+E) —1] 3. (3.75)

Las expresiones anteriores son validas en y por debajo de la temperatura de transicién

como consecuencia de que (3.69) y (3.70) son vélidas en dicho intervalo. Definamos el
parametro

1 A

8megc2 A2 — A}

A1 = Aro. (3.76)

El arribo al sistema detector de nuestros haces mostrara una diferencia en el tiempo,
consecuencia de que el haz de referencia viaja a la velocidad ¢ y el que cruza al condensado

lo hace a una velocidad mas baja v = ¢/n.

1+ A|¢(0)(r)]2{1 + (%)3 {27”;2 (z + %)2 - 11 }] _1. (3.77)

Claramente, la velocidad a la que se mueve el haz de luz dentro de la nube, depende

V==¢C

de la posicién en la que cruza. Supongamos que el segundo haz cruza por la zona con
coordenadas z y y constantes.

El calculo de la diferencia en el camino éptico requiere el conocimiento de la distancia
que el haz de luz viaja al interior del condensado. Este punto debemos manejarlo con
cuidado, originalmente, en [24] habiamos supuesto que dicha distancia se podia manejar
como dos veces la longitud caracteristica del oscilador en la direccién x, es decir, 21, =
\/m [34]. Sin embargo, todas las observaciones que se han realizado sobre un BEC,
se hacen después de una expansién libre de los dtomos [4, 5, 143] alcanzando longitudes

del orden de los milimetros [143].
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Figura 3.3: Trampa magnéto-éptica del proyecto QUANTUS, y distribucion espacial de
un BEC.

Entonces, vamos a suponer que la interaccién de la nube con la luz se lleva a cabo en
un momento dado en que el tamanio de la nube es del orden alcanzado en la figura de
arriba, aproximadamente 2/, = 0.15mm, donde se esta suponiendo que [, se mide desde el
centro de la nube. Denotando por At al tiempo requerido por el segundo haz para moverse
de —I, a l,. Entonces

At = / " deo. (3.78)

1y

Explicitamente,
3
21 Al T
At="2+""a 1 — 3.79
=+ Gz +ﬁ(2)<TC> ] (3.79)

donde definimos a las funciones

5 mw, \ 3/2 m
=) oe{ -2

wyy? + w, <z + %) ] }, (3.80)
mw, g
B(z) = [2 > (z + w_§> - 1] : (3.81)

Ademas, se tiene

Iz
I = / exp{ — %ﬁ}daf;, (3.82)
l

La tultima expresiones I es la probabilidad de encontrar a una particula en la region

x € [—l;,1;]. La expresion (3.79) es el resultado principal del capitulo. Nétese que ésta
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contiene una relacion entre la temperatura del gas y el tiempo de llegada del haz de luz al
detector. El tiempo de llegada para el haz de referencia es 21, /¢, por lo tanto, la diferencia

en el tiempo de arribo al detector entre ambos haces esta dado por

1+ () (%) :

Claramente, hemos podido expresar a la temperatura del sistema como funcién del

ot = %&(z, ) (3.83)

cambio de fase del laser utilizado, debido a la presencia del condensado; ahora, nos resta
ver la factibilidad de llevar a la practica nuestra propuesta. En este punto es importante
recalcar que ningin concepto clasico ha sido empleado, es decir, no fue necesario recurrir

a la estadistica de Maxwell-Bolztmann.

3.3.4. La realizacion del experimento.

Nuestra propuesta experimental consiste en lo siguiente:

Hacer uso de un dispositivo laser de longitud de onda A, que no coincide con
alguna longitud de onda asociada con una transicién atémica (ver apéndice

B); ademads, que permita la emisién de pulsos ultra-intensos, de intensidad Ij.

Condensate

F:3
{ Mirror . -

Non-linear material

Source of heam

heam splitter 2
Figura 3.4: Nuestra Propuesta Experimental.

Al emitirse dicho pulso, se divide en dos partes (ver fig. 3.4), una de las
cuales se hace viajar a través de un condensado de gas de Rubidio, penetrando

en un punto con coordenadas (y1,21) (ver fig. 3.5).
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Nube de Gas de Rubidio

Haz Laser VL 7
1

Figura 3.5: El condensado y el haz Laser.

La eleccion del Rubidio fue motivada por el hecho de que su indice de re-

fraccién ya ha sido determinado por métodos interferométricos [79]. En otras

palabras, la tecnologia que nuestra propuesta requiere esta a nuestra disposi-

cién en la actualidad.

Una vez que el haz ha cruzado al condensado, ambos son reunidos y di-

rigidos sobre un material no-lineal, que permite la observacién del segundo

armoénico 6ptico, cuya intensidad umbral (ver apéndice A) es igual a la inten-

sidad del laser . La diferencia entre caminos épticos de ambos haces implica

que, en general, éstos no estaran en fase al alcanzar el medio no-lineal. Para

una discusion sobre el los posibles problemas experimentales debidos al uso de

pulsos ver apéndice C.

Para alcanzar dicha intensidad umbral I, hace falta que los haces de luz, al alcanzar

el material, se encuentren en fase; claramente esto no sucede por la presencia del gas;

para recuperar la respuesta no-lineal, debemos modificar la longitud del brazo superior

del interferémetro. Al observar el segundo armoénico del haz laser generado por material,

sabremos que ambos haces estan en fase. En éste sentido, sabemos que la diferencia en

camino 6ptico es determinada por dos variables:
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1. La diferencia en la longitud entre los brazos del interferémetro, y

2. La presencia del condensado.

Al observar la generacion del segundo arménico, podriamos decir que la diferencia
en camino optico es igual a un multiplo de la longitud de onda del haz laser. Esto nos
permite determinar, experimentalmente, la diferencia en camino 6ptico generada por la
presencia del BEC en la trayectoria del haz, y la precision sobre dicho valor es provista,
unica y exclusivamente, por la éptica no-lineal; si embargo, en el caso tradicional se tiene
el error debido al método de absorption imaging y, adicionalmente, otro por el uso de la
estadistica clésica.

Supongamos que la modificacion requerida para recuperar la respuesta no-lineal, en la
longitud del brazo superior del interferémetro esta dada por Al, lo que nos lleva a poder

escribir
Al + cot = A, (3.84)

de la expresion de arriba, sabemos que Al es una cantidad medible experimentalmente y
A es una caracteristica del haz laser, entonces, con la ayuda de (3.83) podemos afirmar
que la temperatura esta dada por la expresion:

3
T\ 1
(T) ]

A-AL
Ala

(3.85)
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Capitulo 4

Conclusiones y Perspectivas

En esta tesis se ha visto que existe una cantidad enorme de trabajo, tanto teérico como
experimental que se esta realizando o en proceso de realizacién, cuya finalidad es alcanzar
un mejor entendimiento de la naturaleza; y que, en consecuencia, nos permitiria lograr
la formulaciéon de una teoria cudntica de la gravedad. A pesar de toda la gran cantidad
de trabajo, por el momento, no tenemos la certeza de cuanto tiempo nos tome llegar a
dicha meta. Sin embargo, si podemos afirmar que cada pequena aportacion, como la del

presente trabajo, nos acerca mas a ella.

4.1. Conclusiones

Hemos visto que, para el caso de la cosmologia cudntica supersimétrica, aunque no
logramos aportar algo que nos permita eliminar los problemas asociados a la funcion
de estado del universo, como el problema de la normalizacién [75] o el problema del
tiempo [81]; el andlisis ha permitido mostrar en forma muy clara la restringida validez
del resultado sobre la no-existencia de estados fisicos. El punto inicial en este capitulo
ha sido el midisuperespacio asociado a los modelos cosmolégicos de Gowdy T, dentro de
la supergravedad N = 1 [83]. El corte dimensional de estos modelos de midisuperespacio
a los correspondientes minisuperespacios fue realizado. La idea detras de éste corte es
la busqueda de estados fisicos no-triviales sobre el minisuperespacio inducido por los
estados fisicos del midisuperespacio. Las ecuaciones claramente muestran que de hecho hay
estados fisicos no-triviales asociados a este minisuperespacio. Resultado que contradice la

conjetura de estados no-fisicos. Dicha conjetura no puede ser llamada una prueba debido
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a que se toma por vélido un argumento el cudl debié ser sujeto a escrutinio. Es decir,
la relacion entre la independencia lineal de los términos de las relaciones de constriccion
y las propiedades geométricas de la superficie de valores iniciales, ver suposiciones (a)
y (b) en la pagina 679 [28]. En otras palabras, la relacién antes mencionada no es un
comportamiento general, y la revisién realizada concerniente a un campo de espin-3/2
libre y la presunta compatibilidad con un andlisis topoldgico (1 + 2)-dimensional en una
supergravedad N = 2 cae dentro de los casos en el cual la conjetura es valida. En el
mismo sentido que el presente trabajo refleja las propiedades de aquellas situaciones en
las cuales la conjetura falla.

Adicionalmente, se realizd el andlisis en conexion con los modelos de Bianchi tipo
IX y clase A, los correspondientes estados fisicos no-triviales han sido explicitamente
mostrados. En este punto podriamos preguntarnos si los estados bosénicos obtenidos por
D’Eath carecen de significado fisico [36], como lo afirma la conjetura de estados no-fisicos.
Notese que en el correspondiente argumento la relacion entre la independencia lineal de las
ecuaciones de constriccién y las propiedades geométricas de la superficie de valor inicial
no juegan del todo un rol importante. La razéon puede ser encontrada en un argumento
de escalamiento. En este sentido tenemos claramente que establecer que nuestro trabajo
no puede decir algo acerca del trabajo de D’Eath [36].

Con respecto a la parte relacionada a la fenomenologia, hemos visto que en principio
la gravedad tiene influencia sobre el comportamiento cudntico de la materia, como se
mostro en el estudio de un gas de bosénes en presencia de un campo gravitacional ho-
mogéneo. Dicha influencia se ve reflejada en modificaciones en las variables termodinami-
cas del sistema, un ejemplo concreto es el incremento, con respecto a un sistema sin campo
gravitacional, de la temperatura critica. Debe recalcarse que el analisis se realizé con un
potencial realista, es decir, aquel utilizado experimentalmente para conseguir los conden-
sados de Bose-Einstein.

Dado los problemas que atun existen con respecto al marco conceptual en que se de-
duce la temperatura de los BEC’s, es decir, al uso de una aproximacién al utilizar la
funcién de distribucion de Maxwell-Boltzmann, fue posible encontrar una expresién basa-

da completamente en el comportamiento cuantico de los atomos, que nos puede permitir

81



deducir la temperatura a partir de medir correcciones sobre las longitudes de los brazos
del interferémetro y las caracteristicas de la luz laser a ser usada.

Enfatizando que nuestra propuesta es cuantica y dado que se observa una modificacién
en la temperatura critica del gas de bosénes debida al campo gravitacional, se convierte
en un excelente candidato para poner a prueba el Principio de Equivalencia de Einstein a
nivel cuantico. El experimento completo consistiria en llevar al sistema al estado BEC en
un ambiente sin campo gravitacional para deducir la temperatura critica y comparar esos
resultados con las observaciones del mismo sistema pero ahora en presencia del campo
gravitacional. Se debe mencionar que la manera de eliminar el campo gravitacional es
permitiendo que el sistema se mueva sobre una trayectoria geodésica durante el proceso
de condensacion, es decir, dejando que tenga un movimiento en caida libre.

Esto permitiria verificar si efectivamente la temperatura de transicién se ve modificada
por la presencia del campo gravitacional, y en consecuencia la validez del Principio de
Equivalencia de Einstein a nivel cuantico, el cudl es el punto de interés en esta parte del

trabajo.
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4.2. Perspectivas

Una de las perspectivas que se tienen en relacion al capitulo 1 de la tesis, es tratar
de buscar un argumento que permita discriminar que tipo de modelos de la cosmologia
cuantica si satisfacen la conjetura de no-estados fisicos, es decir, encontrar que condiciones
generales deben satisfacer los modelos o que tipo de geometria deben tener las hipersu-
perficies. Para concentrar los esfuerzos en estudiar solo aquellos sistemas que si tienen
estados fisicos no-triviales.

En relacion a nuestra propuesta experimental, la perspectiva es promover la realizacion
del experimento, el lugar mas viable es el Zentrum fiir Angewandte Raumfahrt Microgra-
vitationen (Centro de Tecnologia Espacial Aplicada y Microgravedad) de la Universidad
de Bremen en Alemania; que cuenta con una torre de Caida Libre que permite condicio-
nes de microgravedad por un lapso de tiempo de 4.74 s y que desde 2006 forma parte del
proyecto de colaboracién QUANTUS que persigue la generacién de un BEC de Rubidio
en condiciones de microgravedad [135].

Aunque el presente trabajo se ha enfocado en afrontar la relacion entre la Relatividad
General y la Mecanica Cuantica; tanto desde el punto de vista tedrico, al estudiar un mo-
delo de la cosmologia cuantica en un contexto supersimétrico, como con la fenomenologia
subyacente, al proponer un experimento que pone a prueba al EEP a nivel cuantico. Siem-
pre es necesario recurrir al resto de las areas de la Fisica que estan mas alla del objetivo
principal de estudio; para el caso de la propuesta experimental fue necesario estudiar los
condensados de Bose-Einstein y los problemas relacionados a la parte experimental, que
permiten su observacion.

Los sistemas donde se han observado los BEC’s son gases diluidos de atomos alcalinos
[4] v el gran avance tecnoldgico ha permitido obtener evidencia de que la interaccién entre
particulas es importante [20], para estos sistemas las longitudes de dispersién son del
orden de 100ag, donde ag es el radio de Bohr, por lo que los efectos predominantes en las
interacciones son debidas a interacciones entre pares de particulas, un analisis de un gas
interactuante lo presenta Romero-Rochin [117], que obliga a hacer uso de una teoria que

permita entender al BEC como un todo, la primera aproximacién a ese estudio se relaciona
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con la teoria de campo medio que conduce a la ecuacién de Gross-Pitaevski [110]; por lo
que un punto a perseguir seria encontrar una generalizacién a dicha ecuacién consistente
con la relatividad especial. Ademads, se puede estudiar el asunto anterior en presencia
de un campo gravitacional, para buscar posibles diferencias en el comportamiento del

sistema.
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Apéndice A

Materiales no-lineales y la generacion
del segundo armoénico 6ptico

La optica no-lineal se encarga de estudiar la modificacién de las propiedades 6pticas
de la materia debido a la interaccién con la luz, y solo un haz laser es lo suficientemente
intenso para modificar las propiedades 6pticas de la materia. La vez primera que se ob-
serv6 el comportamiento anterior fue por Franken et al. en 1961 [52]. En dicho trabajo
se muestra la generacion del segundo armonico, es decir, al hacer cruzar un haz laser de
frecuencia w con cierto material transparente a dicha frecuencia (cuarzo en el caso men-
cionado), detectaron, en el extremo opuesto al de entrada del haz incidente, una senial con
el doble de la frecuencia de la incidente 2w.

Conforme un haz de luz se propaga a través de una pieza de material, la polarizacion
generada en los atomos que lo constituyen aparece como una respuesta a la excitacion
definida por el correspondiente campo eléctrico, que puede escribirse en la forma (en

unidades gaussianas)

P(t)=xWE®) |1+ &?E(t) + ﬁE(zﬁ)2 + .. ] (A1)

Y
En la expresién anterior podemos ver que, si la amplitud del campo eléctrico permanece
mas pequena que un cierto valor umbral I, la interaccién es lineal.

Si el campo eléctrico incidente estda dado por
E(t) = Ege ™" + Eje™, (A.2)
y la amplitud de éste se encuentra por encima del mencionado valor umbral, entonces, el
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segundo término de la expresion (A.1) ya no es despreciable, y tiene la siguiente forma
PA(t) = X(Q)(2|Eo\2 b ERemit 4 2 itety (A.3)

éste término esta asociado con una fuente de campo eléctrico dentro del material,
n? 9 4t O?

vip - L% =
c2 Ot2 2 o2 g

(A.4)
que claramente conduce a la generacién de un campo eléctrico con el doble de la frecuencia
del haz incidente, y por lo tanto, a un espectro de luz con méas de una componente, donde
el segundo arménico es a menudo el méds importante [19].

Supongamos que se tiene un material no-lineal donde se tienen solo dos componentes,

es decir, el campo eléctrico total es:
E ( ) Al( ) i(k1z—wit) —|—A*( ) —i(k1z—wit) —|—A ( ) i(koz—wat) —|—A*( ) —z(kgz—wgt)‘ (A5)

Ademas, cada una de dichas componentes satisface la correspondiente ecuacién de onda
no-homogenea,

0? n? o2 dm O
—Ej- 2 E=— P A.
0227 2o aoati (1) (A.6)

Este problema fue ya resuelto por J. A. Armstrong et al. [6] en 1962, aqui solo presentare
un resumen de los resultados; las ecuaciones a resolver son las siguientes:

d d do 0 dln(u?
u:uvsin@ _U:_U2Sin9 _:As+cos n(u v)‘

dc ’ d¢ TdC sinf  d¢

(A7)

donde se han introducido las definiciones y realizado los siguientes cambios de variable:

1 n3nyc?
8muwdeg \| 27l

,/ el | Ay ,/ vel2 ¢ = 20 = 26, — byt Akz, As = Akl (A.9)

l. es la longltud caracteristica en la cudl los campos intercambian energia y Ak es un

Ak = Zkl - kQ, (AS)

o~

parametro de disparidad entre las fases.

Puede mostrarse que la intensidad total I; de la luz es una constante, lo que conduce

u? 4+ 0? = 1. (A.10)

86



La soluciéon maés simple, al sistema de ecuaciones, se obtiene cuando se satisface que las
velocidades de fase del arménico fundamental y el segundo son iguales, es decir, Ak = 0;
ademds, esto genera la siguiente constante de integracién I' = u?v cos§. SI I' = 0, se tiene

la solucién
u = tanh((), v = sech((), (A.11)

donde se considerd la condicion de frontera en que la luz incidente solo esta compuesta
por el armoénico fundamental, es decir, al interior del material no-lineal se genera a la com-
ponente del segundo armoénico. Ademas, la intensidad total I; corresponde a la intensidad
de la luz incidente.

Una descripcion para el caso anterior y diferentes valores de As, del comportamiento

de la amplitud del segundo arménico, se muestra en las figuras A.1 y A.2, respectivamente.

~——— FUNDAMENTAL
—--— 2nd HARMONIC

NORMALIZED AMPLITUDE
&
T
\

0 1 1 -
t 210 z

Figura A.1: Amplitud normalizada de los campos al interior del material no-lineal.

T ol

SECOND HARMONIC AMPLITUDE
&
I

[«]

2! z

Figura A.2: Comportamiento de la amplitud del segundo armoénico para diferentes grados
en la disparidad normalizada.
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De la figura A.1 puede concluirse que si el material es lo suficientemente extenso, en
la direccion de propagacion del haz, la senal de salida estara solo compuesta por el campo
del segundo armonico.

Es importante recalcar, por el propdsito del presente trabajo, que el comportamiento
anterior esta completamente ligado a la intensidad de la luz incidente [;, ya que hemos
supuesto que la amplitud del campo eléctrico incidente esta por encima del valor umbral

que permite la observaciéon del fenémeno no-lineal.
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Apéndice B

El Bombeo ()ptico y el problema del
calentamiento.

Es importante que la frecuencia del haz laser, a ser utilizado en la propuesta experi-
mental, no coincida con alguna de las frecuencias de transicién del atomo. Esto para evitar
fendmenos de resonancia que lo lleven a niveles de energia muy altos, y en consecuencia
a un calentamiento de la nube y probablemente a la destruccion de la fase condensada;
y por lo tanto, a la mediciéon de una temperatura diferente a la que inicialmente tenia la
nube atémica.

Dicho fenémeno es conocido como proceso de bombeo éptico [89] y es el mismo efecto
usado, en sentido opuesto, con la finalidad de llevar al atomo a unas condiciones que le
permitan la emision de energia, para alcanzar las temperaturas tan bajas necesarias para
la observacién de los BECs. Como ya hemos dicho, éste se presenta cuando la frecuencia del
laser coincide o su valor es cercano a alguna de las frecuencias de transicion del atomo.
Lo que implicaria la transferencia de la poblacién atémica de un estado a otro, dicha
fraccion de atomos es una funcién de la intensidad de la luz, su frecuencia y la frecuencia
de resonancia del dtomo [88].

La degeneracion del estado base, consecuencia de la estructura hiperfina. Esto implica
que después del decaimiento el &tomo podria hacerlo a un estado que no seria el base, sino
en uno con energia mayor [89]. El fenémeno involucra un proceso de absorcién de energia
por el dtomo, y por lo tanto, el gas sera calentado. Dicho incremento de temperatura
estd relacionado al concepto de parametro de saturacion. Si dicho pardmetro es mucho

mas pequeno que el valor 1, entonces, la poblacién atémica esta mayoritariamente en su
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estado inicial, y por lo tanto, el calentamiento puede ser despreciado. Este caso se alcanza

si
Q< (04 %)2 (B.1)

donde Q y 771, son las frecuencia de Rabi y la vida media del estado excitado, respec-
tivamente; 0 es la variable de desintonizacién, que se define como la diferencia entre la
frecuencia del laser y la frecuencia asociada a la transicién atémica. Dentro del reino de la
tecnologia de laseres actual, y para gases alcalinos, la condicién se satisface. Por lo tanto,
el calentamiento del gas debido al bombeo éptico es posible despreciarlo al considerar

nuestra propuesta experimental.
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Apéndice C

El uso de pulsos y los problemas
experimentales.

Es necesario mencionar los problemas experimentales que conlleva la realizacion de
nuestra propuesta, una de ellas es la asociada al uso de un pulso de luz. Para conseguir

un pulso de luz pensado se parte de una onda plana, dada por [120]
E,(t) = Re(Epe™). (C.1)

La representacion en el tiempo del campo eléctrico corresponde a una funcién coseno
no-limitada, es decir, un tren de onda infinito. La construccién de un pulso implica la
multiplicacién de (C.2) por una funcién que la limite en el tiempo, digamos una funcién

gaussiana,
E,(t) = Re(Eye T+t (C.2)

I" es el factor de forma de la envolvente gaussiana, es proporcional al cuadrado del inverso
de la duracién del pulso #o, I' o< #;2.

Notese que, una onda plana al tener duracion infinita su espectro contiene solo una
frecuencia angular, es decir, su distribucién es una delta de Dirac §(w), en cambio, un
pulso tiene una distribucion de frecuencia més amplia. Para calcular el espectro del pulso
propuesto, se utiliza la transformada de Fourier, que resulta en una funcién gaussiana.

Es claro, que el contenido de frecuencias del pulso gaussiano es mayor que el de la

onda plana.
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Figura C.1: Pulso con envolvente gaussiana.

E(®) = exp {ﬁ)__wi)__}
4T

Arbitrary Units

+ o
®, (O]

Figura C.2: Distribucién espectral del pulso anterior.

C.1. La duracion y el ancho espectral de un pulso,

., Cémo se relacionan?

Partamos de la definicién de transformada de Fourier en el tiempo y en el espacio de

frecuencias:
> +iwt 1 > —iwt
Ew)= e(t)e™ " dt, e(t) = o E(w)e ™ dw.
e T J) oo
De las definiciones estandar,
B oo 2 A o 1 )
=T swra YT T Bwra

se calcula el ancho espectral y la duracion, que satisfacen la desigualdad

VARV (Aw?) = AtAw > %
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ésta es una relaciéon clasica que conduce al principio de incertidumbre de energia-tiempo.

Para tener un pulso con duracién At ~ O(1)fs (107 segundos) serd necesario que
el ancho espectral Aw > O(10'®)Hertz, casi el tamaiio del espectro visible que tiene un
ancho del orden de 10** Hertz.

El ancho de banda del pulso es muy importante en nuestro experimento, ya que una
de las suposiciones que hemos hecho es, que el pulso de luz este lejos de la frecuencia de
transicién del atomo, para evitar el calentamiento. Entonces, debe elegirse apropiadamente
la duracion del pulso, de tal forma que no afecte al condensado, es decir, que el pulso no
contenga a la frecuencia de transiciéon. Sin embargo, no es el inico problema como veremos

a continuacion.

C.2. Un pulso propagandose en un medio transpa-
rente.

Como ya se ha visto en el capitulo 3, el condensado tiene un indice de refracciéon
dado por (3.75), en la figura de abajo se muestra su comportamiento como funcién de la

frecuencia angular.

ndice de_Refraccién

1.0004

1.0002

0.9998

23706x 1015 2.3708x 1015 2.371x 1013 [2.3712x1015 23714x10'% 23716x 101
Figura C.3: Indice de refraccién, como funciéon de la frecuencia.
Un problema asociado a este comportamiento del condensado y al ancho espectral

del pulso, es que éste ultimo sufrird una distorsién en su fase, lo que incrementara la

duracion del mismo, es decir, un ensanchamiento del pulso disminuyendo la intensidad del
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pulso, ademas, del retraso esperado. La importancia de la constancia en la intensidad del
pulso, radica en que hemos supuesto el uso de un material no-lineal, cuyo comportamiento
no-lineal depende de la intensidad umbral (ver apéndice A). Si a la hora de realizar el
experimento, no es posible alcanzar la intensidad umbral sera necesario cambiar nuestra
técnica para medir el retraso del pulso.

En resumen, el ancho espectral del pulso debe ser elegido de tal forma que la fre-
cuencia de resonancia no sea una de sus componentes, y la frecuencia central no debe
alejarse demasiado de la resonancia, de tal manera, que sea detectable la presencia del
condensado al paso de la luz. Sino, el indice de refraccion sera, practicamente, de valor
uno. Y no serd estrictamente necesario el uso de un material no lineal, esto dependera de

las caracteristicas de la luz a ser usada.
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