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NOTACION Y CONVENCIONES

= Unidades. Se toma la velocidad de la luz c, la constante de planck 7 y la constante de
gravitacion igual a la unidad ¢ =% = G =1 asi como la constante de Einstein 871G = 1.

= Punto en el espacio-tiempo. Se designa como x a un punto cualquiera del espacio-
tiempo. Es decir, el evento (¢,x,y,z) se designa simplemente como x.

= Signatura de la métrica. Se asigna el signo — a la componente temporal y el signo
+ a las componentes espaciales de la metrica. Por ejemplo, la métrica de Minkowski
en cuatro dimensiones tendria la forma n = diag(—1,1,1,1). Es decir, escogemos la
signatura de la métrica s = +2.

= Indices. Se emplea la convencién de suma de Einstein; indices repetidos arriba y abajo
en un término indican suma en todos sus posibles valores.

e indices griegos t,v,A,0,--- estan asociados a componentes de tensores es-
critos en una base coordenada {dy} para vectores y la base dual {dx*} para
vectores duales. El intercambio entre las componentes covariantes y contrava-
riantes de un tensor definido en una base coordenada se da por medio de la
métrica g del espacio-tiempo general

\4 \4
Ay = g5 APYY .
e indices latinos (indices de espacio-tiempo plano) estan asociados a componentes
de tensores en una base no coordenada ortonormal local {e,} para vectores y
la base dual {e} para vectores duales. El intercambio entre las componentes

covariantes y contravariantes de un tensor definido en una base no coordenada
local se da por medio de la métrica plana n

Aab - nd _Aabd .

= Matrices de Dirac. Se toma la convencion usada en [ll] para signatura s = +2. Es decir,
que el factor i se absorbe en las matrices de Dirac para que se cumpla el dlgebra de
Dirac

. =+20"L, (")P’=-L, (¥)’=L.
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RESUMEN

En este trabajo se estudia una familia de soluciones de un parametro a las ecuaciones
de Einstein para un modelo de Bianchi | con simetria rotacional local con un campo escalar
libre sin masa. La simetria rotacional local es equivalente a 4 vectores de Killing linealmente
independientes que generan tres traslaciones espaciales y una rotacion local, que se considera
en el plano XY. A su vez, se estudia la propagacion de campos cuénticos de prueba, tanto
escalares como espinoriales en modelos cosmolégicos is6tropos de Friedman y modelos no
isotropos de Bianchi I. Esta dinamica se representa por nuevas soluciones exactas a las
ecuaciones de Klein-Gordon y Dirac para los casos m # 0 y m = 0. Una consecuencia muy
interesante de la teoria cuantica de campos en espacio-tiempo curvo es la produccion de
particulas debida a campos gravitacionales muy intensos como los campos producidos por
agujeros negros o la propia expansion del universo. La solucion a las ecuaciones de Klein-
Gordon y de Dirac nos permite obtener el nimero promedio de produccion de particulas
creadas por las fluctaciones cuanticas del vacio creadas por la expansion del universo de
Bianchi | con simetria rotacional local. Para ello se debe encontrar un método para definir el
estado de vacio en un espacio-tiempo con una singularidad en el Big Bang (r = 0), ya que el
método usual para definir el estado de vacio en un espacio-tiempo curvo no estatico falla en
la singularidad. Se presenta el método de la aproximacion WKB para identificar los estados
de frecuencia positiva y negativa en los limites asintoticos + — 0, t — c de un universo
homogéneo anisdtropo en expasion con una singularidad inicial en t = 0 para asi poder
definir el vacio en los tiempos correspondientes. La relacion que existe entre el vacio en el
universo temprano y en el futuro infinito se da mediante las transformaciones de Bogolubov
que se presentan con todo detalle en el capitulo 1. Finalmente, se estudia la produccion
de particulas escalares y de neutrinos no masivos para modelos de Bianchi | con simetria
rotacional local y se analizan los resultados obtenidos para el nimero promedio de particulas
creadas por la expansion del universo.






INTRODUCCION

La mecanica cuéntica junto con la teoria de la relatividad son dos de las teorias fisicas con
mayor impacto en la actualidad. La mecénica cuéntica describe por medio de la ecuacion
de Schrodinger, todos los sistemas fisicos microscopicos no relativistas, como particulas
elementales, 4dtomos y moléculas. La teoria de la relatividad desarrollada por Einstein en el
periodo de 1905-1915 es una teoria sobre el espacio-tiempo, los sistemas de referencia y el
caracter absoluto de las leyes de la fisica. La unificacion de ambas teorias (mecénica cuéntica
y relatividad especial), gracias al desarrollo de la teoria relativista del electrén de Dirac, abrio
paso a lo que se conoce hoy en dia como teoria cuantica de campos, uno de los mayores
logros intelectuales de la humanidad. Describe de manera cuantica y consistente con los
postulados de la relatividad especial, las interacciones entre particulas por medio de campos
cuanticos. La electrodindmica cuantica, teorias de norma como el modelo de Weinberg-
Salam o la cromodindmica cuéntica, o inlcuso la mecéanica cuantica de sistemas de muchas
particulas en interaccion que es de gran importancia para la materia condensada, tienen
como fundamento base los principios de la relatividad especial; es decir, son teorias escritas
bajo la suposicion que el espacio-tiempo es el de Minkowski (espacio-tiempo plano). A pesar
de que hoy en dia no se tiene una teoria satisfactoria sobre los fendmenos cuanticos de la
gravedad, no existe ningin impedimento en desarrollar una teoria de campos en un espacio-
tiempo que no sea plano; se puede desarrollar la teoria cudntica de campos incluyendo
fendmenos gravitacionales sin la necesidad de una teoria cuantica de la gravedad, tratando
la gravitacion de manera clasica, es decir, dada una métrica Lorentziana que se obtiene
mediante las ecuaciones de Einstein. El esquema que se tiene es una teoria que describe
la dindmica de campos cuénticos que se propagan en un fondo de espacio-tiempo curvo,
descrito por una variedad Lorentziana dotada de una métrica clasica gy, general. De esta
manera se puede ir bastante lejos generalizando la teoria cuantica de campos sin tener en
consideracion las dificultades y problemas que conlleva cualquier teoria cuantica del campo
gravitacional. El efecto Unruh, la radiacion Hawking, la produccion de particulas en el universo
temprano, la generacion de ondas gravitacionales primordiales o incluso la explicacion de la
isotropia del universo son algunas de las consecuencias de la teoria cuantica de campos en
espacio-tiempo curvo.

Uno de los efectos més increibles que es una prediccion de la teoria cuantica de campos es
la creacion de particulas a partir del vacio. El primer cientifico en anticipar este efecto fue el
fisico austro-germano Fritz Sautera, y posteriormente el efecto fue estudiado por Heisenberg
y Hans Heinrich Euler, pero no fue hasta que Julian Schwinger le dio un fundamento teérico
mas solido. El efecto Schwinger que es como se conoce hoy en dia, consiste en la produc-
cion de pares particula-antiparticula a partir del vacio por causa de un campo eléctrico muy
intenso|38]. En teoria cudntica de campos en espacio-tiempo curvo existe el mismo fenémeno
de produccion de particulas, pero a diferencia del efecto Schwinger, la produccién se debe a
la presencia de campos gravitacionales muy intensos como la expansién del universo, efecto
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que fue anticipado por Schrédinger [37], o por el campo producido por un agujero negro,
efecto estudiado por Hawking [I8]. La teoria predice creacion de particulas en etapas muy
tempranas de la expansion del universo [26] que es posible que esté caracterizada por las
constantes fundamentales c¢,7,G. Esta creacion es consistente con la entropia demandada
por la radiacion cosmica de fondo con temperatura de 2,7K. Sin embargo, existe un proble-
ma relacionado con la creacion de particulas por campos gravitacionales y es la ambigiiedad
en la definicion del estado de vacio: en relatividad general, cada observador tiene su propio
estado de vacio que en general no son iguales, por lo que la propia definicion de particula
no es clara. Existen diversos métodos para estudiar el estado de vacio en relatividad general,
tales como la aproximacion adiabética [26], el método WKB para identificar los estados de
frecuencia positiva y negativa [l, 46], la diagonalizacion del Hamiltoniano en una hipersuper-
ficie de Cauchy a tiempo constante [6, [I7] o el método de integrales de trayectoria [10]. Todos
los métodos, salvo el primero, son aplicables a modelos cosmolbgicos con una singularidad
presente en t = 0. En particular el modelo de Bianchi | estudiado en el capitulo dos de este
trabajo tiene una singularidad en # = 0, lo que hace que la definicién del estado de vacio se
complique.

El trabajo de esta tésis esta estructurado de la siguiente manera: el primer capitulo esta
dedicado al desarrollo de la teoria cuantica de campos en espacio-tiempo curvo; se presenta
la generalizacion de la ecuacion de Klein-Gordon y la ecuacion de Dirac a espacio-tiempo
curvo y se discute a detalle la descomposicion de un campo escalar y espinorial en sus
modos de frecuencia positiva y negativa, haciendo énfasis en la dificultad que existe en la
definicion del estado de vacio. A su vez, se presenta el método de las transformaciones de
Bogolubov para la produccion de particulas escalares y espinoriales. En el capitulo dos, se
introducen los modelos de Bianchi, en particular se discute el modelo Bianchi | con simetria
rotacional local como una familia de soluciones de un parametro a las ecuaciones de Einstein
con un campo escalar libre sin masa como fuente de campo gravitacional. Posteriormente
en el capitulo tres se estudia la propagacion de campos escalares y espinoriales en modelos
cosmologicos y se dan algunas soluciones exactas a las ecuaciones de Dirac y de Klein-
Gordon. El capitulo cuatro esta destinado para la produccion de particulas escalares de
espin cero y espin 1/2 sin masa en modelo solucion de Bianchi | encontrado en el capitulo
2; en particular, se analiza el modelo con parametro ¢ =0y g = 1. Se presenta el método de
aproximacion WKB como criterio para identificar y definir los estados de frecuencia positiva
y negativa en las cercanias de la singularidad inicial # =0 y en el futuro infinito  — oo; se
define el vacio en cada region asintdtica y se calcula el nimero promedio de produccion
de particulas por medio de las transformaciones de Bogolubov. Finalmente, el capitulo cinco
esta destinado para la discusion de las conclusiones, el trabajo que queda pendiente y las
perspectivas a futuro.
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CAPITULO 1

Teoria cuantica de campos en
espacio-tiempo curvo

La ecuacion de Klein-Gordon es el primer resultado de la unificacion entre la mecanica
cuantica y la relatividad especial; es un intento de tener una ecuacion que cumpla las reglas
de la covariancia de Lorentz y que sea compatible con la mecanica cuantica. Fue propuesta
por primera vez por Schrédinger como una ecuacion que describiera el comportamiento
cuantico-relativista de una particula libre. Posteriormente, Oskar Klein y Walter Gordon pro-
pusieron que dicha ecuacion explicara el comportamiento de las particuas elementales, como
los electrones. Sin embargo, Schrodinger se dio cuenta que la interpretacion probabilistica
de la teoria cuantica se perdia y por esta razon consider6 una ecuacion no relativista para
la mecanica cuantica. Hoy en dia, la ecuacion de Klein-Gordon es la ecuacién que describe
la dindmica de campos escalares de espin cero y es fundamental para la teoria cuantica de
campos.

SECCION 11
Campo escalar en espacio-tiempo de Minkowski

La manera usual de deducir la ecuacion de Klein-Gordon (KG a partir de ahora), es usar el
principio de correspondencia para la relacion de dispersion relativista

E?=m*+p?, )
donde E es la energia de la particula y p su 3-momento. En términos del vector de onda

k y la frecuencia o, se tiene
0> =i +m*. (1.2)

Esta relacion se se puede obtener haciendo el producto invariante del 4-momento p* =
(E,p) o del 4-vector de onda k* = (@ ,Kk). El invariante formado por p“ consigo mismo es

NapP? PP = p* pa = —m* = —E* 4 p?, 13)



I. Teoria cudntica de campos en espacio-tiempo curvo

donde n,, = diag(—1,1,1,1) es la métrica de Minkowski. La ecuacién de KG se obtiene
después de hacer la correspondencia
p* —id,

d
en (I.3) y aplicar el resultado a un campo escalar ®(x), donde 9% = (_E’V) es la

derivada ordinaria. El resultado es

Papt ®(x) = —Mw, 09 0°P(x) = —m> D(x). (1.4)

La ecuacidon de KG se escribe usualmente como

(O—m?)®(x) =0, (1.5)

donde 00 = 1,,3*d” es el operador D‘Alambertiano. La cantidad m se interpreta como
la masa del campo escalar ®(x) cuando la teoria se cuantiza, via segunda cuantizacion o
integrales de trayectoria. El mayor problema de la ecuacion de KG es que predice densidades
de probabilidad negativas

o . 1.6

ot ot 10

Esta densidad no es positiva definida, un cambio muy abrupto en el tiempo de ®* puede

llevar a un instante en el que p < 0, algo sin sentido si se le da la interpretacion de densidad

de probabilidad. Hoy en dia a p se le da una interpretacion de densidad de carga eléctrica
asociada al campo.

SUBSECCION 1.1
Solucion a la ecuacion de Klein-Gordon

La solucion a la ecuacion de KG para particula libre son, evidentemente, ondas planas. El
conjunto solucion uk(x), también conocido como base fundamental en el espacio solucion
de la ecuacion de KG, o simplemente modos base, se esciben como

ug(x) = A exp(ik“x,) = Ax exp(—i@ot+k-r), (1.7)

donde x* = (f,r) y Ak es una constante de normalizacion. Al sustituir en se obtiene
la relacion de dispersion

0 =m* + k. (1.8)



L1 Campo escalar en espacio-tiempo de Minkowski

Claramente hay una solucion (I.7) diferente para cada valor diferente de k. El conjunto
solucion a la ecuacion de KG sirve para establecer la segunda cuantizacion del campo ®(x)
y para definir los estados de frecuencia positiva y negativa, algo fundamental para entender
el estado de vacio en teoria cuantica de campos, tanto en espacio-tiempo plano como
curvo. Los modos base forman el conjunto completo de modos ortonormales linealmente
independientes de la ecuacion de KG, por lo que la soluciéon mas general se pueda expresar
como una combinacion lineal de éstos. Para enteder la ortonormalidad de cualquier par de
modos diferentes uy,, uk, se debe intoducir el producto interno en el espacio solucion de la
ecuacion de KG. Este se define en una hipersuperficie X, a tiempo ¢ = cte como

(@) ,dy) = —i / (@) 0D — B} 9, D) dx = —i / (@) 0 ®3) dx, (19)

El‘ z:l

donde @, J, P; = P 9, P; — P; J;P. Para la solucién de ondas planas, el producto interior

resulta
(eikalxa7eik“2x6;) — —i/ (eikalxaé;e_iku2xa)d3x
%
= a)l/zexpi[(kl—kz)-r—(wl—a)z)t]d3x+
tay /Z expil(ki —kz) -1 — (@1 — ) 1] dx

— (w1+a)2)e—i(w1—0h)f/ ol (ki—k2) g3,
%

= (04 ) (D=2 (271)3 83 (k) —k»),

donde se ha usado la representacion de Fourier de la delta de Dirac

/ ol ki—k2) 43, (27)%8(k; — ky).
%

De este célculo se ve que el producto interior (1.9) de los modos uy, y ui, es cero a menos
que tanto el vector de onda k como la frecuencia @ sean iguales para ambos modos. Para
hacer ortonormales los modos, la constante de normalizacion se escoge

1
. (110)

V2r)32ay
por lo que los modos (I.7) se escriben como
exp(ik®x,)

=T " 7 (1.1
N T ERTY
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Con esta eleccion de la constante de normalizacion, los modos son ortonormales

(ukl :Mkz) = 53<k1 -ky). (1.12)

Los estados de frecuencia positiva-negativa se definen a partir de los modos (I.1l). Para
>0

0 =+\Vk*+m?, (1.13)

se definen los estados de frecuencia positiva y negativa, respectivamente como

dug = —i®ug, Juy = iMuy, (1.14)

donde u;(x) es la solucion complejo conjugada de (I.7). Estas expresiones definen ecua-
ciones de eingevalores, donde uy, uj; son las eigenfunciones del operador d; con eingevalores
Fiw, respectivamente. Vemos que los estados de frecuencia positiva y negativa estan rela-
cionados con la existencia del operador derivada d;, el cual esta definido en un sistema de
coordenadas en particular (¢,x,y,z) donde la métrica de Minkowski tiene la forma

ds? = —dr® + dx? + dy* + dZ°. (1.15)

Formalmente, el operador d; es un vector de Killing tipo tiempo del espacio-tiempo de
Minkowski (I.15) que es ortogonal a hipersuperficies X; a tiempo t = cte [ver [4} capitulo 3].
La existencia de vectores de Killing tipo tiempo dependerd, claro esta, del tipo de espacio-
tiempo bajo estudio. En un espacio-tiempo estatico o asintoticamente plano se pueden
definir vectores de Killing tipo tiempo sin ninguna ambigiiedad, y por tanto, los estados de
frecuencia positiva y negativa. Pero en espacio-tiempo generales esto no es valido, por lo que
en general no es posible asociar vectores de Killing tipo tiempo para definir los estados de
frecuencia positiva y negativa. Esto sin duda es un problema, porque como veremos en las
proximas secciones, los estados de frecuencia positiva y negativa estan relacionados con la
definicion del estado de vacio. Definir el estado de vacio en relatividad general es escencial
para estudiar el fendmeno de creacion de particulas debida a campos gravitacionales muy
intensos, como los que produce un agujero negro o la propia expansion del universo.

La ecuacion de KG se puede deducir a partir del Lagrangiano de un campo escalar libre

1
Zka(x) = = (N 9,® AP + m*> B?) (116)

construyendo la accion

SkG[®] = /Q Zka(x)d*x (117)



L1 Campo escalar en espacio-tiempo de Minkowski

y usando el principio de minima accion. En efecto, la variacion de la accion respecto al
campo & debe ser cero

§Skalo] = & / Feox)dx=0. 118)
Q

Explicitamente la variacion de la accion resulta

5Skg[®] = (21 9,® 8 (9,®) + 2m*> ®)d*x = 0 (1.19)

3/

_ nabaaabq>5q>‘ag+ / (1% 3,09y ® — m” @) 5D d'x. 1.20)
Q

Al fijar la variacion del campo en la frontera de Q, d®P(dQ) = 0 se obtiene la ecuacion de
KG

5526‘ = 0% 9,0p® —m?*® = (O —m*)> = 0. (1.21)

El formalismo Lagrangiano para campos permite pasar al formalismo canénico de Hamil-

ton, que es crucial para la segunda cuantizacion. La densidad Hamitoniana 7# del campo &
se define como

G = J'C(X) 8,<I>(x) — gK(}(X) , (1.22)

donde 7(x) es el momento candnico conjugado del campo ® que se define como

0.7
m(x) = 3D o, P(x), (1.23)

donde se ha usado (.16). Explicitamente, la densidad Hamiltoniana de un campo escalar
d(x) es

M (x) = w* + %(n“b 0y ® 9y ® + m*> ®?), (1.24)
o bien
kg (x) = %(n2+ (VD) +m> d?). (1.25)

El Hamiltoniano total del campo se obtiene por integracion directa de la expresion (.25)
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1
Hke = / Hiodx = > / (7 + (V®)* +m* @) d’x. 1.26)
Q Q

El formalismo canénico de Hamilton en teoria de campos sirve para la segunda cuanti-
zacion, que es la manera mas sencilla de cuantizar un campo. El operador (.26) representa
el operador de Hamilton asociado al campo @, y sus eingenvalores los posibles estados de
energia del campo.

SUBSECCION 1.1
Segunda cuantizacion del campo escalar

El método de segunda cuantizacion es una descripcion cuéntica en términos de operadores
de sistemas de muchas particulas que se pueden formular como una teoria de campo;
consiste en convertir el campo ®(x) y el momento conjugado asociado al campo 7(x) a
operadores que cumplan las reglas de conmutacién canénicas a tiempos iguales

[@(t,r),n(t,x)]=id(r—1), [®@,r),®@,r)]=|x(,r),n,r)]=0. (1.27)

La reglas de conmutacion son similares a las reglas de cuantizacion de la mecénica
cuantica ordinaria; la diferencia radica en que ahora se trata de operadores de campo y no
de variables dinamicas representadas como operadores. Se dice que un campo cuantizado
®(x) cumple la estadistica de Bose si cumple (I.27).

La solucion més general a la ecuacion de KG se puede escribir como combinacion lineal
de (.T) pues estos modos forman una base completa en el espacio solucion de la ecuacion
de KG. El operador de campo ®(z,r) también se puede escribir como combinacién lineal de

(1.11)

®(1,r) — / it 1) +al (1, 0)] &k, 128)

donde los coeficientes ay, alt son operadores a determinar. El operador de momento
candnico asociado al campo es

7(t,r) = 9(t,r) — / (—io)ax (¢ ,v) — al " (1, )] k. (1.29)

Para que las reglas de conmutacion (.27) sean consistentes con ([.28) y (1.29), los operadores
deben cumplir las reglas de conmutacion [7]

i af) = 8 (k—K'),  [ay o] = [af,af] =0. (1.30)
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Estas reglas de conmutacion son equivalentes a (1.27), ademas de que son similares a las
reglas de conmutacion de los operadores de creacion-aniquilacion del oscilador armanico.
La diferencia es que en teoria cuantica de campos, existe un ntmero infinito de estos
operadores, uno por cada valor de k. Los estados de frecuencia positiva y negativa (.14) son
relevantes para definir estos operadores: el operador de creacion a}; es el coeficiente de los
modos de frecuencia negativa u; (t,r) y el operador de aniquilacion ax es el coeficiente de
los modos de frecuencia positiva uk(z,r). En términos de estos operadores, el operador de
Hamilton, que no es mas que (.26) pero convertido en operador, resulta [I6].

1
H=> / oy (a) ay + axal ) &k (1.3

Al establecer los operadores de creacion y aniquilacion podemos usarlos para definir la
base de Fock, que es la base de eigenestados del operador de nimero Ng que esta definido
como

N = ay ay . (132)

Estos eigenestados denotados por |ng) son el nimero de excitaciones en los niveles
de energia por cada vector de onda k. Estas excitaciones se interpretan como creacion o
aniquilacion de particulas con el vector de onda k dado. El estado de vacio del campo,
denotado por |0) se define como el estado que aniquila el operador ax

ax|0) = 0. (133)

El estado |ngx) que contiene n particulas con vector de onda k se obtiene de aplicar de
manera sucesiva el operador de creacion alt al estado de vacio

1
=

Si cada particula tiene un vector de onda diferente k;, entonces se tienen los estados de
muchas particulas

(af)™0) . (134)

1

\/nkl!nkzl ---nkf!

(ax, )™ (ar,)™2 -+ (ar,)™ |0) . (1.35)

‘nkl s Ky 5 Ak, 5 ankf>

Esto quiere decir que existen ni, particulas con vector de onda ki, ng, particulas con
vector de onda kj, etc. Los eigenestados del operaddor de namero (.32) definen la base de
Fock del espacio de Hilbert de la segunda cuantizacion

Ny,

Nk s Mky 5 AK; 7nkf> = nk; }nkl yMky 5K ankf> . (1.36)
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Estos eigenestados son comunes al Hamiltoniano ya que conmuta con (.32). La base
de Fock, y por tanto el estado de vacio es invariante ante transformaciones del grupo de
Lorentz. Eso significa que dos observadores inerciales mediran las mismas propiedades del
mismo estado de vacio. Recordar que los operadores de creacion y aniquilacion son los
coeficientes de los modos de frecuencia positiva y negativa, que estan relacionados con las
simetrias del espacio-tiempo de Minkowski (en concreto, con la asignacion de vectores de
Killing tipo tiempo); se tiene la habilidad de poder diferenciar y definir estos estados en el
espacio de Minkowski gracias a las simetrias que presenta.

Supongamos que se tienen dos observadores inerciales &'y &’ cuya velocidad relativa es
V. Los modos de frecuencia positiva y negativa se transformaran para el par de observadores.
En efecto, la derivada parcial d, y el 4-vector de onda k* = (w,k) se transforman ante
transformaciones de Lorentz como

) =Ny, kY =AWk, (1.37)

En particular, la frecuencia en el sistema del observador primado es

@ =AWkb = A%k + A%k = y (@ — V- K). (1.38)

Por lo tanto, los modos de frecuencia negativa y positiva en el sistema del observador
primado seran

a(l)uk = Ao duu = A()O Aok —l—Aoi diug =Y (—io+iV-Kug = —io uy. (1.39)

Si se tiene un sistema con ng particulas con vector de onda k y frecuencia ®, al pasar
a un sistema de referencia inercial con velocidad relativa V, se tiene el mismo naimero de
particulas pero con su vector de onda y frecuencia transformadas segtin una transformacion
de Lorentz. Entonces, la eleccion del sistema de referencia es irrelevante en el espacio-tiempo
de Minkowski. La descomposicion en los modos de frecuencia positiva y negativa (.28) es
invariante; la base de Fock descrita por los eigenestados del operador de nimero y por
tanto el estado de vacio, coicidiran para cualquier observador inercial.

SECCION 1.2
Campo escalar en espacio-tiempo curvo

La generalizacion de la teoria del campo escalar a espacio-tiempo curvo es de manera
directa respetando el principio de covariancia general para que la teoria se mantenga inva-
riante ante cambios generales de coordenadas. Formalmente, la teoria del campo escalar en
espacio-tiempo curvo se obtiene del siguiente Lagrangiano

1
L= (g VPVt m &+ ERP?), (1.40)
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donde gy es la métrica del espacio-tiempo general, R = R,* el escalar de curvatura, V,
la derivada covariante asociada a la métrica guv y & es un parametro adimensional. Como
% es un escalar, para construir la accién correspondiente se debe multiplicar por la raiz
cuadrada el determinante de la métrica e integrar sobre un 4-volumen €. La accion asociada

a (LA0) es
1
S[®, guv] = —5/Q\/_—g(g“VVuCIDVVCID—i—mZCI)z+§R¢2)d4x. (1.41)

La ecuacion de campo se obtiene al variar (I.4]) respecto al campo escalar ®

558 = —%/Q\/—_g[Zg“VVuCDS(VvCI))+2(m2+§R)CI>56D]d4x
_ —/Q\/—_g[g“VV“CI)VV(SCD)+(m2+§R)CI)5CI>]d4x

_ —/Q\/_—g[—DCI>6(I>+Vu(g“VVv<I>5CI>)—|—(m2+§R)CI>5q)]d4x.

El segundo término se anula en virtud del teorema de Gauss por ser un término de
frontera. Por lo tanto, la variacion (I.41) resulta

S8 = — /Q 00 + (m? + ER)D] 5D d*x = (O —m? — ER)D(x) =0, 142)

Esta es la generalizacion a la ecuacion de KG en espacio-tiempo curvo. El operador UJ
es el operador de Laplace-Beltrami

O = ghV V, Vy® = ghV V,, (9,®) = (—g) /20, (v/—g " v ®).

En términos de este operador, la ecuacion de KG para espacio-tiempo curvo es

[(—&) 204 (v/—g "’ o) —m® — ER|®(x) =0. (143)

El resto de este trabajo se centra en la solucién de esta ecuaciéon para modelos cosmo-
légicos. Notese que si la métrica es plana, el Lagrangiano se reduce al caso plano, (1.16), y
por tanto la ecuacion se reduce a (.5). El término que es proporcional al escalar de
curvatura tiene justificacion; existen por lo menos dos razones; [ver [I5, capitulo 6]

. 1
1. Invariancia conforme de la teoria cuando m=0y & = —

6

2. Renormalizacién de la teoria con término de interacciéon A ©*
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La invariancia conforme quiere decir que si se tiene una solucién a en un espacio-
tiempo con métrica gy (x), también serd solucién con una métrica Q*(x) gy donde Q(x)
es una funcion positiva arbitraria del espacio-tiempo. En otras palabras, al hacer las trans-
formaciones de la métrica guy — Q%(x)guyv y del campo ® — Q2(x)®, la accién (4] y

. 1
la ecuacion (I.43) se mantienen invariante de forma para el caso de m =0y E.our = 3 en
: : . . . : n—2
cuatro dimensiones; en n dimensiones, el parametro .o, ¢ tiene el valor Eqone = m En
n —

particular, existen dos valores de interés del pardmetro &: un campo escalar que satisface
([43) en un espacio-tiempo 4-dimensional se dice que es minimamente acoplado si & =0

y conformalmente acoplado si Eqonp = 3 En este sentido, el parametro & es un parametro

libre de la teoria, no existe ninguna justificacion de preferir el acoplamiento minimo sobre el
acoplamiento conforme. La invariancia conforme no es una simetria fundamental de la natu-
raleza, existen teorias que no manifiestan esta simetria, como por ejemplo la cromodindmica
cuantica.

SUBSECCION 1.2
Tensor energia-momento

El Lagrangiano (1.40) describe la dindmica del campo escalar ®(x) per se, asi como la
influencia que tiene sobre el comportamiento de un campo gravitacional. Este hecho se ve
reflejado en las ecuaciones de Einstein

1
Ruv_igu_szgnT‘uv7 (].44)

donde Tyuv es el tensor energia-momento de todas las formas de materia-energia presentes,
excepto el propio campo gravitacional. Para determinar el tensor energia-momento de un
campo escalar, se construye la accion de materia asociada al campo, que no es mas que ([.41)

1
Srnat: _E/Q\/ _g(gqu“q)Vvq)+m2q)2+€Rq)2)d4x

Para obtener 7, de manera general se debe variar la accion respecto a la métrica; la
definicion general el tensor energia-momento es

7 _ 2 OSma
VAT E

Explicitamente, se tiene que

1
& Smat = —5/9{5(x/—g)[g“vvuq>vv<b+(m2+§R)<I>2]+x/—g[5g“vvu<1>Vv<I>+

+(m? +ESR)D?]}d*x. (1.45)

10
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Usando las siguientes relaciones

1
0(v—g) = 7V —88uv 5gMY

(1.46)
8R = S(R‘uvg”v) :g'uVSRuv +Ruv Sg'uv,
y la identidad de Palatini
3R“v — Va(ara\/'u) - Vv<6raa“) , (].47)
se llega al resultado ([ver [30, capitulo 2])
5R = _R,UV Sg’uv +nggHV(Vu Vv5gp0' — vaﬁégu\/) . (].48)

Sustituyendo en la variacion de la accion y haciendo cero los términos de frontera, se
tiene que el tensor energia-momento de la teoria es

1 1
Tuv - VM(I)VVCI) - Eguv(VaCDVocCD—f-mzq)z) +§ (R’uv — Eg'uvR> CI>2 +
+& (guy OP* — V,, V, %) (1.49)

En el siguiente capitulo se da una solucién a las ecuaciones de Einstein para un modelo
de Bianchi | con un campo escalar libre sin masa como fuente de campo gravitacional, cuyo
tensor energia-momento se deduce de (.49) al hacer m =0, £ =0

1

El tensor energia-momento (.49) cumple su respectiva ley de conservacion

vV, T" =0 (1.51)

y tiene traza nula en el caso de invariancia conforme cuando atn no se ha cuantizado la
teoria. La traza de este tensor se obtiene de manera directa de la expresion (.49):

T=TH, =g" Ty = —V,OVFED - 2m?> ®? — ERD? +3E D2, (152)

Ademas se tiene el resultado

1
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O0@? =V, VI®? = 2V, ®VFD 4+ 20000 (1.53)

que con ayuda de (.43) que satisface el campo @ el resultado anterior se reduce a

O®? =2V, dVHD +2(m* + ER) 2, (1.54)

por lo que la traza del tensor (1.49) resulta

T = —V,dVH® - 2m?d* —ERD? +6EV,PVHD+6E(m> +ER)DP? (155
= (6& — 1)V, ®VFD +m*D*(6E —2) + ER(6E — 1)D?. (1.56)

Si el campo escalar esta conformalmente acomplado, se tiene trivialmente que la traza es
cero cuando la masa es nula

1

¢ m=0. (1.57)

T =0, éconf =

Como muestra Parker [30, capitulo 3], al calcular el valor esperado de T*, en el estado de

vacio, existe una discrepancia con el valor (.57) y el que se obtiene por la teoria cuantica.

En el limite de m — 0, el resultado (0|7, |0) es diferente de cero. Esto se conoce como
anomalia de la traza para un campo escalar.

SUBSECCION 1.2
Estado de vacio en espacio-tiempo curvo

Formalmente la cuantizacion candnica del campo escalar en espacio-tiempo curvo es
analoga a la segunda cuantizacion en espacio-tiempo plano presentada en la seccion anterior.
La diferencia radica en que la segunda cuantizaciéon debe ser escrita de manera covariante.
Las reglas de cuantizacion para espacio-tiempo curvo son analogas a la reglas de la segunda
cuantizacion (.27) y se deben de mantener.

El producto interior en el espacio solucion de la ecuacion de KG, (1.9) se debe generalizar a
espacio-tiempo curvo, siempre y cuando se respete la invariancia de la expresion. El producto
interior en espacio-tiempo curvo en el espacio solucion de la ecuacion de KG debe ser
invariante ante cambios generales de coordenadas. Para una hipersuperficie de Cauchy tipo
espacio X con vector unitario normal n* definida a tiempo constante ¢ = cte, el prodcuto
interior en el espacio solucion de (I.43) se define como

(P, D) = —i/(cpl du®3) /=y nt d’x, (1.58)
)y

12
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donde y=det(7;;) es el determinante de la métrica espacial definida en la hipersuperficie
YH. Con este producto interior, los modos solucion a (.43) son ortogonales

(ui,uj):&j, (u}*,uj):—&j, (u,-,uj):O, (].59)

donde los indices i, j pueden ser discretos o continuos, y representan una etiqueta para los
diferentes modos solucion a (.43). Evidentemente, para el caso general éstos no son ondas
planas como en el caso de espacio-tiempo de Minkowski. Si los modos solucion {u;(x)}
se escogen como conjunto completo, cualquier solucion a se puede expresar como
combinacion lineal de los elementos de este conjunto

B(x) = / (ari(x) +al () da (i), (1.60)

donde la integracion se hace respecto a la etiqueta i que representa los modos solucion,
los cuales dependen de la forma funcional de la ecuacion (.43). Si el indice i es discreto, la
integral es una suma sobre los diferentes modos

d(x) = Z(ai ui(x) + a:f uy (x)). (1.61)

1

En adelante se hace la suposicion que i es discrteto. Al igual que en el caso plano, los
coeficientes de los modos son los operadores de creacion y aniquilacion de los estados de
particulas del operador de nimero, por lo que la manera de construir la base de Fock y por
tanto el estado de vacio, es idéntica al caso de espacio-tiempo plano. Sin embargo, existe una
diferencia fundamental relacionada con la unicidad del estado de vacio en espacio-tiempo
curvo. En espacio-tiempo plano se puede descomponer el operador de campo en sus modos
de frecuencia positiva y negativa segin (.28); los coeficientes resultan en los operadores de
creacion y aniquilacion en el espacio de Fock lo que permitia definir el estado de vacio.
Estos modos de frecuencia positiva y negativa estan definidos en un sistema de referencia
particular en el que la métrica de Minkowski posee un vector de Killing tipo tiempo. Ademas,
se mostro que al hacer una transformacion de Lorentz, el estado de vacio se mantiene
invariante, es decir, que cualquier observador inercial observa el mismo vacio.

En espacio-tiempo curvo existe una ambigiiedad en la definicion de los modos de frecuen-
cia positiva y negativa, y en consecuencia en la definicion del estado de vacio. Esto se debe
a que en general un espacio-tiempo no presenta vectores de Killing tipo tiempo, por lo que
no podremos, en general, encontrar una solucién a que se pueda separar en sus modos
de frecuencia positiva y negativa. Se puede encontrar un conjunto soluciéon de modos base
de (I.43) pero el problema es que tal conjuto no es nico, cada observador puede definir su
propio conjunto solucion de modos base de ([.43). Esto es una dificultad a la hora de definir
la base de Fock y el estado de vacio; el vacio y el concepto de particula dependera de la
eleccion del conjunto de modos base. Existen casos especiales de espacios-tiempo en los
que se pueden definir vectores de Killing tipo tiempo y asi recuperar la descomposicion del

13
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operador de campo en sus modos de frecuencia positiva y negativa, como espacio-tiempo
que sea asintoticamente plano.

Consideremos dos observadores .% y ¢ , cada uno define un conjuto soluciéon de modos
base de la ecuacion (I43), digamos {fi(x)} y {gi(x)} respectivamente. El operador de campo
® se puede desarrollar en cada uno de estos modos base

= Observador .%:

D(x) = Y (ai filx) +a] f7(x)) (1.62)

1

= Observador ¥¢:

D(x) = Y (bigi(x) +b] g (x)))- (1.63)

i

Los coeficientes del desarrollo del operador de campo en términos de los modos {g;(x)}
definen una nueva base de Fock con operador de ntimero

Nig)i = b} b;. (1.64)

Cada observador define su estado de vacio y son igualmente vélidos, no existe ningin
argumento fisico para preferir uno sobre otro.
Para el observador .# el estado de vacio es

a;|0f) =0, (1.65)
mientras que para el observador ¢ el estado de vacio es
bi|0g) =0. (1.66)

Los modos base {fi(x)} y {gi(x)} se relacionan entre si por medio de unas transfor-
maciones lineales conocidas como transformaciones de Bogolubov. Dicho de otra manera,
las transformaciones de Bogolubov permiten desarrollar los modos {fi(x)} en términos de

{gi(x)} y visceversa

filx) = Y.(igi(x)—Bjigi(x))

J
(1.67)

gilx) = Y (o fi(x)+Bjifi(x))-

J

14
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Los coeficientes o;;,[B;; se conocen como coeficientes de Bogolubov. De las condicio-
nes de ortonormalidad (I.59) de los modos base {fi(x)}, {gi(x)} se encuentra que dichos
coeficientes estan dados por

o= (i fi), (& fj)=—Bi- (1.68)

Ademas, éstos coeficientes cumplen las propiedades

Z(aik O‘;k — Bix B;‘kk) = §;j
k
(1.69)

Y (04 Bj — B otfy) = 0.

k

De la descomposicion del operador de campo en los modos {fi(x)}, {gi(x)}, de y
de la relacion (I.59) para los modos base, se pueden escribir los operadores de creacion-
aniquilacion del observador ¢ en términos de los operadores del observador .7

bi = Z(ai ai*‘_a; B;;')
j
(1.70)
ai = Y (04bj+pb}).

J

Es claro que la base de Fock no coincide para ambos operadores si al menos una compo-
nente de fB;; es diferente de cero; es de esperarse que el estado de vacio tampoco coincida.

Supongamos que el observador .# define el estado de vacio }0f> segin (.65) en el que
no hay particulas

<N(f)i>0f = ni(k) = <0f}ajai |Of> =0 a.71)

;Como ve el observador ¢ este estado, usando la descomposicion del operador de campo
en sus modos base {g;(x)}? Lo que se requiere es el valor esperado del operador de nimero
[64) en el vacio del observador .#

(07| Nigyi[05) = (07| b bi[05) = (Ngyi), = / ni(k) d’xd’%. 172)

Se usa (I.70) para expresar los operadores bi,biT en términos de ai,a}L para asi obtener

15
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(N (g)i>of = Y (0f| (af oij — ai Bij) (a o — a] Bix) |0f) (1.73)
i

= Y BijBii (0f|ajal |0f) (.74)
ik

= Y BijBi 6. (1.75)
ik

La densidad del namero de particulas que observa ¢4 en el vacio |0f> se expresa en
términos de uno de los coeficientes de Bogolubov

ni(k) =X By 0.76)

J

Claramente no es cero si al menos una de las componentes de f8;; es no nula; el vacio
del observador ¢ no coincide con el vacio de .%. Se dice que el vacio en el sistema de
referencia de & contiene }; |Bi;|* particulas en el vacio |Of>; hubo creacion de particulas
para el observador ¢. Esto se puede entender de la siguiente manera: si se da el caso de
poder definir los modos de frecuencia positiva y negativa respecto algin vector de Killing
tipo tiempo, entonces fB;; es una mezcla de modos de frecuencia positiva y negativa segtin
la descomposicion del operador de campo en los modos {g;(x)}. La mezcla de modos de
frecuencia positiva y negativa es lo que ocasiona la creacion de particulas en espacio-tiempo
curvo. Esta mezcla ocurre por la dependencia temporal del campo o por la curvatura del
espacio asociada con la métrica.

SECCION 1.3
Ecuacion de Dirac en espacio-tiempo de Minkowski

La ecuacion de Dirac es la ecuacion que describe de manera adecuada el comportamiento
de particulas de espin 1/2, y es completamente consistente con la mecénica cuéntica y la
relatividad especial. Incluye de manera natural el espin de las particulas, algo que no era
posible con la mecénica cuéntica ordinaria, pues el espin se debe introducir a mano, lo que
da lugar a la teoria del espin de Pauli. Ademas, no presenta el problema de interpretacion
de probabilidades negativas como en el caso de la ecuacion de Klein-Gordon. Dirac se dio
cuenta que el mayor problema que presenta la ecuacion de KG eran las segundas derivadas
temporales ya que éstas son las que hacen que la densidad de probabilidad no sea positiva
definida. Asi que propuso que el operador de la ecuacion de KG,

0%y
ot?
tenia que ser lineal en las derivadas temporales y también en las derivadas espaciales:

= (_V2_|-m2)1P (1.77)
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i%f = (—id&-V+Bm)¥, (1.78)

donde @ y BB son coeficientes indeterminados. Esta ecuacion se reescribe de la siguiente
manera,

iaa—‘f = —i&-Vy+mBy=Hp¥Y (1.79)

donde

Hp=—id-V+Bm=3a-p+fm, (1.80)

es el Hamiltoniano de Dirac. Este Hamiltoniano aplicado dos veces a la funcion y debe
recuperarse la ecuacion de Klein-Gordon, por construccion. En efecto, aplicando dos veces
H se obtiene

PAVY) . .
_837 = (—id'd;+mp) (—io/ d;mpB) ¥
= [~d'al90;—im(a'B+Ba’) +m* B P

Si comparamos esta ecuacion con la ecuacion de Klein-Gordon, obtenemos que, dado que
0d;d; es simétrico, solo la parte simétrica del producto o'/ debe aparecer y que junto con
P cumplen el élgebra siguiente:

a'a +ala’ ={d,a} =28, a'f+pa’={a',p}=0, B>=I. (1.81)

De esta algebra vemos que los coeficientes & y B deben ser tal que su cuadrado nos de
la unidad y que anticonmuten entre ellos. Estas propiedades son imposibles que las cumplan
nameros, ya sean reales o complejos; deben ser matrices.

SUBSECCION 1.3
Matrices de Dirac

Las matrices & y 3 deben ser Hermitianas ya que el Hamiltoniano de Dirac es Hermitiano.
Otra propiedad interesante de estas matrices es que tienen traza nula; esta propiedad se

deduce directamente de (1.8])

(1.82)
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El mismo procedimiento se hace para la matriz 8. Los coeficientes o y B se tratan de
matrices Hermitianas, sin traza de dimension par. Esto conlleva a n”> — 1 grados de libertad
para una martiz con estas propiedades, donde n es la dimensionalidad. Automéaticamente
n =2 queda descartado porque sélo existen tres matrices Hermitianas sin traza de 2 x 2, las
matrices de Pauli, y tenemos cuatro matrices (tres matrices o y ). Por lo tanto, el orden
mas bajo de la dimension de las marices debe ser 4. Entonces se tratan de matrices sin
traza, Hermitianas de por lo menos 4 x 4. La definicién de las matrices en la representacion
de Dirac-Pauli o estindar es

i (0 o (T 0
o (99) B ). s

donde o' son las matrices de Pauli

L (01 (0 —i 5 (10
o=(00) @=( ) o=t %) 084

y I es la identidad de 2 x 2. De esta manera la funcion de onda en la ecuacién de Dirac,
V¥, debe ser un vector columna de 4 componentes llamado espinor de Dirac:

U4
%]
Y(x) = . 1.85
(x) v (1.85)
Ya

Para mostrar explicitamente la covariancia de la ecuacion de Dirac, se deben definir otras
matrices ¥* conocidas como matrices de Dirac. En la representacion estandar, estas matrices
se definen como

Y=p, ¥="ad, Y=iy'vry, (1.86)

de tal manera que ¥ = (Y°,7). ¥ es la quinta matriz de Dirac y sirve para definir la
simetria quiral y la simetria € 22.7. Al multiplicar por la izquierda la ecuacion por
7" = B y empleando la defincion de las matrices 7 se llega a la forma covariante estandar
de la ecuacion de Dirac

(iy" 0y —m)¥W = 0. (1.87)

Esta forma de la ecuacion de Dirac resulta Gtil al momento de estudiar las simetrias de
la ecuacion, como lo son la conjugacion de carga, paridad e inversion temporal usando las
matrices 7%, mientras que la forma sirve para estudiar problemas de dindmica, como el
atomo de hidrogeno o particula libre.
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1.3. Ecuacion de Dirac en espacio-tiempo de Minkowski

Las matrices y* cumplen con relaciones similares a (.81), ademas de ser matrices sin traza
Tr(y*) = 0. El dlgebra que cumplen las marices de Dirac, que se conoce como dlgebra de
Dirac que se obtiene directamente de (I.86) y de (I.81)

{(¥.,7"} =211 (1.88)

Se deduce que

(") =-1, (¥)*=I, (1.89)

para i = 1,2,3. Ademés se tiene que el adjunto Hermitiano de cada matriz es

P =7, H'=-7. (1.90)

Esto se resscribe en una sola expresion

() =7y (1.91)

La representacion estandar de las matrices de Dirac no cumple (I.88), lo que se debe hacer
es absorber el factor i en la definicion de las y*

(V"9 —m)¥(x) =0, 1.92)

o bien, multiplicar las matrices por —i

(Y9 9y +m)®¥(x) = 0. (1.93)

La representacion de Jauch-Rohrlich [20]

W=—iB, Y=ol (1.94)

cumple ([.88). Otra representacion que cumple (I.88) es la representacion usada por Parker
[28]

P=-iB, ¥=—ifa. (1.95)

Para ambas representaciones la ecuacion de Dirac es (.93). En lo que resta de este trabajo
se usara la ecuacion de Dirac ([1.93).
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I. Teoria cudntica de campos en espacio-tiempo curvo

SUBSECCION 1.3
Segunda cuantizacion del campo de Dirac

Como en el caso de campos escalares, el método de segunda cuantizacion para el campo
de Dirac consiste en escribir el campo W(x) y el momento conjugado my en términos
de operadores de sistemas de muchas particulas, siempre y cuando cumplan las reglas de
anticonmutacién canénicas a tiempos iguales

{Wu(t,r), ¥l (1,1)} = 8,48 (r— 1), (1.96)

donde a,b=1,2,3,4 son los indices que corresponden a los cuatro espinores de Dirac.
Todo campo que cumpla estas reglas de anticonmutacién se dice que cumple la estadistica
de Fermi-Dirac. La solucion a la ecuacion de Dirac se puede escribir como combinacion
lineal de sus modos solucion base, los cuales se escriben como ondas planas

P (x) = u(k)e R W (x) = v(k) ek (1.97)

donde u(k), v(k) son espinores constantes de cuatro componentes. P} (x) representa las
soluciones de energia positiva mientras que ¥, (x) son las soluciones de energia negativa.
El desarrollo del operador de campo de Dirac en términos de los modos base se escribe de
manera similar al caso del operador de campo de Klein-Gordon

W(x) = / B [ag (k) e X 4 b v(k) elha'] = / Chla Wy (1) +bL W ()], 1.98)

Como en el caso de KG, ag y b:; son operadres de creacién-aniquilacion; ak es el operador

de aniquilacion de particulas correspondiente al estado de frecuencia positiva ¥ (x) y bli es
el operador de creacion de antiparticulas correspondiente al estado de frecuencia negativa
Y~ (x). Los modos solucién base son ortonormales respecto al producto interior definido en
el espacio solucion de la ecuacion de Dirac. Si ¥ y x son solucion a la ecuacion de Dirac,
se dice que son ortonormales si

(v.x)= /El/‘fyoxd3x, (1.99)

donde el producto interior estd definido en una hipersuperficie de Cauchy X a tiempo
constante. Los modos solucién son ortormales respecto a (1.99) en el sentido

(PP = (P Py ) =6’ (k—q). (1100)

Las reglas de anticonmutacion (.96) en términos de los operadores ak y bIT( se escriben
como
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1.3. Ecuacion de Dirac en espacio-tiempo de Minkowski

{af,al"} = {b b7} = 27)* 83 (k — q) /" 1101)

El resto de anticonmutadores entres dichos operadores son cero. El espacio de Fock para
el campo de Dirac se construye de manera idéntica al caso del campo de KG. Se comienza
por definir el estado de vacio como

aj [0) = b [0) = 0. (1102)

El operador de nimero de particulas para el estado ¥,/ (x) se define de manera analoga
al caso de KG

N =Y a, (1103)
J

mientras que el operador de niimero de antiparticulas para el estado W, (x) se define
como

ti I 41
N = Y phT (1104)
l

donde los indices j,/ indican las soluciones independientes de la ecuaciéon de Dirac:
Jj=1,2,1=73,4. El operador de nimero total de particulas y antiparticulas es la suma de
antipar par,
Ny y N -

Nt = NP 4 e (1.105)

Para construir la base de Fock y por consiguiente el estado de vacio para el campo de
Dirac se necesita, al igual que el caso de KG, los modos base solucion. Los estados de
frecuencia positiva y negativa son fundamentales para definir el estado de vacio, como ha
quedado claro con la exposicién de la segunda cuantizacion para los campos de KG y de
Dirac.

La aplicacion simultdnea ordenada de los operadores alt, blT( al estado de vacio |0) permite
la construccion de los estados que continene un namero arbitrario de particulas y anti-
particulas; claro esta, estos estados deben respetar y estar en acuerdo con el principio de
exclusion de Pauli. Finalmente, por completez se escribe el operador Hamiltoniano H para el

. P . , ti
campo de Dirac en términos de los operadores de niimero Ny 0 y Np*"

1 i 1
H=> / o (VP + M) = 5 / o N k. (1106)

Evidentemente, los estados de particulas y antiparticulas son eigenestados del Hamiltoniano
ya que éste conmuta con el operador de nimero de particulas y antiparticulas.

21
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SECCION 1.4
Ecuacion de Dirac en espacio-tiempo curvo

La generalizacion de la ecuacion de Dirac a espacio-tiempo curvo no es tan directa como
en el caso de la ecuacion de KG. Se debe construir una conexién que nos permita derivar de
manera covariante a los espinores de Dirac, respetando la covariancia de Lorentz al pasar a
una region local del espacio-tiempo. Esto se logra escogiendo una base ortonormal local {e“}
que nos ayuda a relacionar cantidades tensoriales entre dos bases diferentes. El desarrollo
del formalismo de bases ortonormales se presenta en el apéndice B} La generalizacion de la
ecuacion de Dirac para espacio-tiempo curvo es

(7" (x) Vi +m)¥(x) =0, (1.107)

donde V, debe ser una adecuada conexiéon que generaliza la conexiéon de Levi-Civita;
y(x) son las matrices de Dirac que depende de las coordenadas del espacio-tiempo, la
cuéles estan relacionadas con las matrices de Dirac del espacio-tiempo de Minkowski ¥* por
medio de las componentes de la tétrada e,

Px) =ela(x)y". (1108)

7 (x) cumplen con la regla de anticonmutacion

{77} =28"14 (1109)
Para los célculos de esta seccion, se estd siguiendo la convencion de signos de [Il]. Otra
excelente referencia para ver la generalizacion de la ecuacion de Dirac a espacio-tiempo

curvo es [9].

Consideremos el caso general de un campo W(x) que puede ser escalar, tensorial o
espinorial, que bajo transformaciones locales de Lorentz transforme como

¥ (x) =S(A)¥P(x), (1110)

donde S(A) es alguna representacion del grupo de Lorentz. Por ejemplo, si W(x) es un
campo vectorial, entonces S(A) es simplemente A, la matriz de Lorentz. Para el espinor de

Dirac, la regla de transformacion es (A.4), con S(A) dada por o (A2]). Sea

V¥ (x) = (dy — ) ¥(x) (.

tal que transforme bajo transformaciones locales como
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14. Ecuacion de Dirac en espacio-tiempo curvo

VW' (x) = S(A) V¥ (x). (1112)

Esto implica que I';; transforme de la siguiente manera:

(Ou—Tp)¥'(x) = S(A)(Iu—Ty)¥(x)
(Ou—Tp)S(A)P(x) = S(A)(y —Tu)¥P(x).

Simplificando se llega a la regla de transformacién de I';; ante tranformaciones locales de
Lorentz dada una representacion S(A)

T, =S(A)TuS™ (A) = du(S(A) S (A). (L113)
Para nuestros propdsitos, basta considerar una tranformacion local infinitesimal de Lorentz
como
Ay =06%+ 6%,

tal que la matriz S(A) sea de la forma

S(I4+8€) =14+ 5eb %, (1.114)

donde X, es una matriz antisimétrica independiente de las coordenadas y 8¢%;, es la
matriz 0%, que dé lugar a la covariancia de Lorentz de la ecuacién de Dirac, solo que
se ha cambiado la notacién por conveniencia. Para una tranformacion local infinitesimal de
Lorentz dada la representacion S(A), resulta a primer orden en 8¢,

r, = (]14 4 5e za,,) I, (]14 _ e za,,) — []14 + 8e za,,} <]14 _ e zab>
= [y+8e®L,Ty— 8Ty 0y —Lop du(5™)
I, = Tu+08e” S, Tu]— du(8“%yp). (1.115)

Supongamos que I';; se puede escribir como

Ty =0, "%, (1.116)

tal que los coeficientes a)ﬂab sean antisimétricos en los indices latinos a,b. Dichos coefi-

centes se conocen como coeficientes de rotacién de Ricci (Ver apéndice [C).
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Escribir de esta manera I';; es tomar como base las matrices X,,. Entonces (o“ab son
las componentes de I';, sobre la base de X,. Al introducir este resultado en (L15), los
coeficientes de rotacion de Ricci @, se transforman de la siguiente manera:

0P = w0, + 56wy’ — 5e @, — 9, 5e . (1.117)

I';; es una generalizacién de la conexion de Levi-Civitta I'*;, que se usa comunmente en
relatividad general y geometria diferencial; recibe el nombre de conexién de espin. Todos los
célculos relacionados con la conexion de espin estan detallados en el apéndice

Finalmente se puede escribir la ecuacion de Dirac en espacio-tiempo curvo. La represen-
tacion espinorial del grupo de Lorentz permite hacer la identificacion

1 i
Yap = 7 Ya¥="—7 0w (1.118)

donde oy, es el tensor de espin definido en (AT9). La derivada covariante sobre espinores

de Dirac, de acuerdo con (I176) y (I.T18)

1
V() = O T¥0) = (0~ ™) = (3~ ) W) 019
La ecuacion de Dirac para espacio-tiempo curvo se contruye con los resultados (1.108),
[I.119)
By (9 <yl ¥(x) =
ety =3 Qucd +m|¥(x)=0. (1.120)

Los factores e#,I'y se conocen como coeficientes de Fock-Ivanenko

1
I,=e Ty = i My ouca¥’ v (1.121)

Para ver més detalles sobre la conexion de espin se recomienda ver [30, 35]. Por lo tanto,
para construir la ecuacion de Dirac para un espacio-tiempo curvo se debe construir la base
de tétradas e?;; y los coeficientes de Fock-lvanenko. La ecuacién de Dirac en espacio-tiempo
curvo se puede reescribir en una forma méas compacta

[P (x)(dy —Tu) + m]¥(x) =0, (1122)

donde y* = &M, v* son las matrices de Dirac en espacio-tiempo curvo. En el capitulo tres
se construye la ecuacion de Dirac y se dan algunas soluciones exactas para algunos modelos
cosmologicos.
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SUBSECCION 1.4
Transformaciones de Bogolubov para el campo de Dirac

Para terminar este capitulo, se expondra el método de las transformaciones de Bogolubov
que relacionan los diferentes estados de vacio de dos observadores arbitrarios para el caso
del campo de Dirac. Este método es completamente idéntico al que se emplea en el caso de
campo escalar, aunque los coeficientes de Bogolubov son ligeramente diferentes del caso de
campo escalar.

El producto interior en el espacio solucion de la ecuacion de Dirac se debe generalizar
a espacio-tiempo curvo, respetando la invariancia de forma de la expresion, ya que el pro-
ducto interior del espacio solucion de (I.122) debe ser invariante ante cambios generales de
coordeandas. Siguiendo a Parker [28], el producto escalar invariante en el espacio solucion
de la ecuacion de Dirac se define como

(0, v)=— /Z V=89 P (x)wd'x, (1123)

donde 7°(x) = €%, 7 y g es el determinante de la metrica guv- La integracion se realiza en
una hipersuperficie de Cauchy X a tiempo constante x° = cte. Con ([[123), los modos solucién
de la ecuacion (.122) son ortonormales

(ui(k) suj(k)) = (vik),v;(k)) = &, (ui(k),v;(k)) =0. (1124)

Supongamos que existen dos obervadores, cada uno con su respectivo conjunto de modos
solucion a la ecuacion de Dirac (1122). El observador .# mide los estados de particula-
antiparticula U;, V; mientras que el observador ¢ mide los estados Ui’, Vi’. Como se trata de
modos solucion base de la ecuacion de Dirac, el operador de campo de Dirac W se puede
escribir como una combinacion lineal de los estados del observador . y ¢:

W) = Ylati(x) + b i(x)], ¥(x) = LleiU/(x) +d] V)], 0125

i i

donde el indice i incluye los indices de espin y del indice continuo del vector de onda k.
El observador . mide un vacio ‘Of> definido como

a;[05) =0, b;|0s)=0, (1.126)

mientras que el observador ¢ asocia el estado de vacio ‘0g> definido como

¢i|0g) =0, d;i|0g)=0. (1127)

Los modos base {U;,V;}, {U/,V/} se relacionan por las transformaciones de Bogolubov
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Ui =) (ai;U;+BiVy), V=Y (BjUj+oVy), (1128)

J J

donde @;;, B;; son los coeficientes de Bogolubov. Por la ortonormalidad de los modos base
{U;,V;}, {U!,V!} respecto al producto interior (I123), los coeficientes de Bogolubov estan

i
determinados por le producto interior de los modos

o= (U, U, Bij=(V;,U}). (1129)

Nétese que hay una diferencia en un signo respecto al caso del campo de KG del coeficiente
Bij, que se manifiesta en la condicion de ortnogonalidad de los coeficientes

Y (o o+ B Bi) = 8, Y. (0 B+ B aje) = 0. (1130)
k k

Al calcular el nimero promedio de particulas <N(g)i> = n; que observa el observador ¢

usando el estado de vacio }Of> del observador .# se llega al resultado de que no es cero, es
decir, hubo produccion de particulas por efectos del campo gravitacional, al igual que en el
caso del campo de KG. Si N(y); es el operador de nimero que define el observador .7, en
su estado de vacio ‘0f> observa que no existen particulas

(N(p)i)o, = (Of|al ai+b] b;]05) =0. (113D

Lo mismo ocurre para el observador ¢4

f

(Nig)i)g, = (0| ci ci+d] di [0g) = 0. (1132)

Sin embargo, al calular el valor esperado del nimero de particulas del observador ¢ en el
estado }0f> no es cero

(Of| el ei+df dijog)y =2 |Bul*- (1.133)
k

Este es el nimero total de particulas y antiparticulas de ¢ usando el vacio ‘0f>. Es el doble
del resultado de KG debido a que en el caso de Dirac se incluyen los operadores de creacion
y aniquilaciéon de anitparticulas; si s6lo tratamos el caso de producciéon de particulas, el
resultado coincide con el caso de KG.
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CAPITULO 2

Modelos cosmologicos

La cosmologia estandar es el modelo tedrico-observacional del Big Bang que concuerda
con las observaciones de la fisica de la radiacion coésmica de fondo, de la estructura a gran
escala, de la expansion acelerada del universo asi como la composiciéon de materia y ener-
gia del mismo. A pesar de que este modelo no puede explicar el origen del universo, nos
da una explicacion de la evolucion e historia del universo desde que éste tenia una edad
de aproximadamente trescientos ochenta mil anos, la época del desacoplo de la radiacion
con la materia. La cosmologia estandar esta basada en el Principio Cosmoldgico y en las
ecuaciones de Einstein de la relatividad general. El principio Cosmolégico establece que el
universo, a escalas cosmicas del orden de 100Mpc, el universo presenta homogeneidad e
isotropia espacial. La homogeneidad significa que cada punto del espacio es estadisticamen-
te equivalente, es decir, que no existe lugar privilegiado en el universo. La isotropia quiere
decir que cualquier direccion en la que se realicen observaciones, el universo es estadistica-
mente equivalente, es decir, que se miden las mismas magnitudes termodinamicas (presion,
temperatura, densidad de materia, entre otras). Existe fuerte evidencia observacional de la
homogeneidad e isotropia del universo a gran escala que estd basada en las observaciones
de la temperatura de la radiacion césmica de fondo y en la distribucion de camulos y sa-
per camulos de galaxias. Aceptar que somos obervadores tipicos, que no ocupamos ningin
lugar privilegiado en el cosmos se combina con la isotropia que observamos, que implica
estrictamente homogeneidad, se convierte en un principio muy poderoso.

Sin embargo, y aunque existe fuerte evidencia observacional sobre el principio cosmo-
l6gico, hay modelos cosmolbgicos alternativos a la cosmologia estandar como los modelos
cosmologicos homogéneos no is6tropos de Bianchi. En estos universos no se asume que el
universo sea igual en todas las direcciones en cualquier punto; s6lo se asume que cualquier
punto es equivalente, es decir que el universo no es isétropo, pero si homogéneo. ;Qué
sentido tiene estudiar universos que no son isotropos, si el nuestro lo es? Principalmente
porque no se sabe si siempre ha sido asi y siempre lo sera. Estudiar una clase de universos
mas generales que el nuestro quizds permita entender la estructura del universo en sus
origenes, ya que es muy probable que tuviese un comportamiento altamente caético y todo
lo contrario a is6tropo. Uno podria pensar que las geometrias o estructuras homogéneas de
tres dimensiones posibles son pocas y sencillas, pero por su complejidad fue en primer lugar
necesaria una clasificacion que fue llevada a cabo por Luigi Bianchi [3].
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SECCION 2.1
Universos de Friedmann

Los modelos de Friedmann son modelos cosmolbgicos que describen un universo isétropo,
homogéneo y en expansion; cumplen el Principio Cosmoldgico y la dinamica del universo
esta gobernada por las ecuaciones de Einstein. La métrica de Friedmann en coordenadas
comoviles se escribe como

2
ds? = —dr® + a2 (1) <L e dQZ) , @)
1—xr?

donde (r,0,¢) son coordenadas comoviles y ¢ es el tiempo cosmico, el tiempo que
mide un observador en reposo respecto a la expansion del universo, mientras que dQ? =
d6? + sin? 9d¢2 es el elemento diferencial de dngulo s6lido, k¥ es una medida de la curvatura
de las hipersuperficies is6tropas y puede tomar tres valores: k = —1,0,1, describiendo un
universo espacialmente abierto, plano o cerrado, respectivamenteﬂ a(t) es el factor de escala
que es el que describe la evolucion del universo a lo largo del tiempo c6smico t. Es comin
describir la evolucion del universo en términos de otro parametro, el tiempo conforme 1 que
no es mas que la distancia comévil que ha viajado la luz desde el Big-Bang hasta nuestros
dias. Este pardmetro se define como

tody
— . 2.2
=y o) (&2

La métrica de Friedmann en términos de 7 resulta

2
ds? = a*(n) (—dn2 + % + 72 d§22> : (2.3)

De esta expresion para la métrica se puede ver por qué se llama tiempo conforme, porque
la métrica de Friedmann es conformalmente plana cuando k¥ =0 con una funcion conforme
a(n) > 0. El caso mas simple es el universo de Friedmann plano k¥ = 0 en coordenadas
comoviles cartesianas

ds?> = a>(n)(—dn® 4+ dx® + dy?> + dz?) . 2.4)

El factor de escala a(r) depende de la materia considerada en el universo, que va desde
materia baridnica, radiacion, materia y energia oscura, campos escalares o materia exotica, y
queda determinado por las ecuaciones de Friedmann y la conservacion del tensor energia-
momento.

'Para ver mas detalles sobre la cosmologia estandar [ver 31|
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SECCION 2.2
Universo Bianchi | con simetria rotacional local

Ademas de los modelos cosmolégicos de Friedmann, existe una gran variedad de modelos
que tratan de describir de la mejor manera posible el univero. Sin embargo, el modelo de
Friedmann es el més reconocido debido a que todas las observaciones que se han realizado
concuerdan con la teoria basada en la cosmologia estandar. Los llamados modelos de Bianchi
son modelos cosmolbgicos que a diferencia de los modelos de Friedmann, no cumplen el
principio cosmoldgico, es decir, describen universos homogéneos anisétropos en expansion.
Los modelos de Bianchi son una clasificacion algebréica de todas las élgebras de Lie reales
en tres dimensiones sobre una variedad 3-dimensional semi-Riemanniana. La clasificacion
consiste en ver las constantes de estructura del dlgebra de Lie de los vectores de Killing del
grupo de isometrias de cada modelo. En total son 11 modelos, 9 de ellos contienen un élgebra
de Lie simple y dos de ellos tienen un élgebra de Lie de tamafio continuo. En cosmologia, la
clasificacion de Bianchi es usada para describir universos espacialmente homogéneos, donde
la métrica correspondiente satisface las ecuaciones de Einstein para algiin modelo de materia
particular. Para ver mas detalles de modelos cosmologicos homogéneos se recomienda el
excelente libro [36].

De los 9 modelos con algebra de Lie simple, el tipo | es el mas sencillo; la métrica del
modelo tiene la forma

ds? = —d® +a(t)? & + b(1)2 dy? + (1) d2?, (2.5)

donde a(t), b(t) y c¢(t) son los distintos factores de escala en las direcciones espaciales
X, ¥y z, que son funciones exclusivamente del tiempo césmico ¢. El modelo de Bianchi tipo
| se caracteriza por tener tres vectores de Killing linealmente independientes, los cuales son
los generadores de las traslaciones espaciales

5(1) = 0, 5(2) = ay, 5(3) =d,, (2.6)

que cumplen el algebra de Lie

[S6i) ()] = 0. 2.7)

Las constantes de estructura asociadas son cero. Se han encontrado numerosas soluciones
a las ecuaciones de Einstein para los modelos de Bianchi, entre las mas reconocidas se
encuentra [19], [21], [22] o las soluciones presentadas por [13].

SUBSECCION 2.2
Modelo con campo escalar

Los modelos cosmoldgicos estudiados por [43] son modelos de Bianchi | y la caracteristica
que poseen es que tiene dos direcciones equivalentes en cada punto del espaio-tiempo; dos
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2. Modelos cosmolégicos

direcciones transversales en comun y una direccion longitudinal diferente; ademas, no tienen
rotacion. La métrica para un modelo espacialmete plano con estas caracteristicas es de la
forma

ds? = —di? + a(r)*(d® + dy?) + (1) d2?, (2.8)

donde a(t) y c¢(t) son factores de escala que sélo dependen del tiempo cdsmico ¢, los
cuales miden el ritmo de expansion o contraccion del modelo en la direccion transversal
x,y y direccion longitudinal z. Estos modelos homogénenos se conocen en la literatura
como modelos de Bianchi con simetria rotacional local (LRS symmetry), cuyas siglas en
inglés significan locally rotationally symmetric, han sido objeto de estudio en numerosos
articulos que van desde la formacion de elementos primordiales [43], modelos cosmolégicos
homogéneos con fluido perfecto y energia oscura [19] hasta soluciones exactas a la ecuacion
de KG [33]. El modelo cosmoldgico de este trabajo asume que contiene un campo escalar Y
libre sin masa que cumple la ecuacion de Klein-Gordon ([.43) para m = 0. El campo escalar es
la fuente de campo gravitacional; la dindmica del modelos cosmolégico queda determinado
por los factores de escala de (2.8) que se determinan por la solucién a las ecuaciones de
Einstein-Klein-Gordon en unidades relativistas c =1, 871G =1

T
R,uv = Tuv - Eguw (2.9)

donde Ry es el tensor de Ricci, 7,y el tensor energia-momento del campo escalar y T
su traza. El tensor energia-momento para un campo escalar libre sin masa viene dado por,

segin

1

Como la derivada covariante sobre campos escalares se reduce a derivadas ordinarias, el
tensor Ty, se reescribe como

1
Tyy = Oy Yoy y — 7 8uv 0%yaoy v, . 2.11)

La traza de este tensor es simplemente

Por lo que las ecuaciones de Einstein-Klein-Gordon se escriben como

Ruv — aull/avw, (2.13)
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2.2. Universo Bianchi | con simetria rotacional local

junto con la ecuacién de KG que cumple el campo escalar

(—&) " *9ul(—8)'* " o]y =0. 2.4)
Para la métrica (2.8), las componentes no nulas del tensor de Ricci son
¢ a
Roe = Ry=d+2“1ai 2.16)
c
R, = c (5+2E) : 217
a

donde el punto indica derivacion respecto al tiempo cosmico ¢. Por lo tanto, las ecuaciones
de Einstein resultan:

_ (E' +2§> — () 218)
C a
@+ Y L i = (9,y) = 81 (A ) 219)
C
¢ <c'+ 2 @> = (d.y)%. (2.20)
a

Como los factores de escala son funciones exclusivamente del tiempo césmico 7, el miem-
bro izquierdo de cada ecuacion define una ecuacion diferencial ordinaria, esto implica que
el campo escalar sdlo puede ser funcion del tiempo t. Asi, las derivadas parciales respecto a
x, y 'y z del campo escalar son cero, por lo que las ecuaciones de Einstein se simplifican

_ (E +2“_’> — P @2
C a

a2+%+aa‘:0 2.22)

c <5+2E) —0. (2.23)
a

El campo escalar y se obiene de la ecuacion de Klein-Gordon; como sélo depende de ¢,
la ecuacion resulta

—(ca®) ' o, [(ca®)y] =0, (2.24)
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2. Modelos cosmolégicos

SUBSECCION 2.2
Solucion a las ecuaciones de campo

La ecuacion de Klein-Gordon (2.24) acepta una primera integral de movimiento

(ca®)yr=cte = x, (2.25)

lo que permite resolver las ecuaciones de Einstein. Sustituyendo (2.25) en (2.21) resulta

¢ K
— (5425 ) =5, (2.26)

Las ecuaciones (2.22) y (2.23) se pueden integrar, lo que nos da una relacion entre los
factores de escala a(t) y c(t). Por ejemplo, 2.22) es equivalente a

a ¢ d
4L 4%, (2.27)
a c a

que se obtiene después de dividir por ad toda la ecuacion. Integrando se obtiene

d d d
— loga+ — logc+ a loga=0

dr dr d
= Yios(adc) =0
— adac) =
a8
adc=cte=A. (2.28)
La ecuacion (2.23) es equivalente a
C12%_ 9, 2.29)
¢ a
que integrando resulta
¢a® =cte =B. (2.30)

De (2.28) y (2:30) se elimina ¢(¢) y se sustituye en (2.26) para encontrar una ecuacion para

a(t)
d a\’
i, (—) =0, 2.31)
a a
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2.2. Universo Bianchi | con simetria rotacional local

K B ) ) ., .,
donde 2 A = r es una constante. Una primera integracion de esta ecuacion se puede

obtener si se integra respecto a a

. .da (2.32)
d=da—. .
da
La ecuacion (2.31) resulta
da a
da a
Integrando se obtiene
a=a"+A, (2.34)

donde A es una constante de integracion. Volviendo a integrar, ahora respecto al tiempo
césmico ¢ se encuentra a = a(t):

a(t) = (Bt +C)V/+1, (2.35)

donde B,C son constantes de integracion. Si impone la condicién inicial a(0) = 0, el
comportamiento del factor de escala a(t) es

a(t) ~ D) =44 2.36)

donde g = (r+1)~! es otra constante. El factor de escala c(t) se obtiene de 2.28) o (2.30)

adc=qtiti Ve =gr* 7 e =cte

c(t) ~ 1%, (2.37)

Por lo tanto, el espacio-tiempo que genera un campo escalar libre sin masa es

ds? = —dr? + 129 (dx® + dy?) + 1201729 42| (2.38)
Este universo es interesante por diversas razones, una de ellas es que para ciertos va-

lores de g se obtienen modelos cosmolégicos interesantes. Algunos ejemplos se enlistan a
continuacion

33



2. Modelos cosmolégicos

g = 0, ds’>=—d’+dx?+dy*+12dZ?, (2.39)
g = 1/3, ds* =—d?+*3 (A +dy? +d2?), (2.40)
g = 1/5, ds* =—d®> +25(dx® +dy?) +1%°d2?. (2.4)

El modelo presenta una singularidad en t = 0; esto se puede ver del escalar de curvatura
R

29(3¢-2)

R= 5

(2.42)

Salvo los casos ¢ =0, ¢ =2/3, que son espacio plano, para cualquier valor de g presenta
una singularidad a # = 0. Estos modelos son tipo Kasner en el sentido que la suma de los ex-
ponentes es igual a uno pero la suma de los cuadrados no es igual a uno. El comportamiento
cualitativo de la expansion de este universo depende del valor de ¢ de la siguiente manera:
para ¢ > 1/2 el universo se expande desde una singularidad tipo cigarro; para ¢ =1/2 la
expansion es transversal desde una barrera inicial; para 0 < g < 1/2 la singularidad es como
un punto. El caso ¢ =0 es un caso particular de la solucién de Kasner [22]

ds? = —dr* + 2P1 dx® 4 12P2 dy? +12P3 d22, (2.43)

donde se debe cumplir ¥, p; = Zipiz = 1. La métrica (2.38) con g = 0 se obtiene haciendo
p1=p2=0y p3 =1 en la solucion de Kasner. El caso ¢ = 1/3 es un universo de Friedmann
espacialmente plano con un fluido rigido (stiff en inglés) que cumple la ecuacion de estado
barotrépica p = p, donde p es la densidad de materia y p la presion del fluido. Cabe
mencionar que la métrica (2.38) es un grupo uniparamétrico de soluciones a las ecuaciones
de Einstein con un fluido perfecto rigido, donde el parametro ¢ esté relacionado con la
densidad de energia del fluido por

2—-3
p:p:‘I( > Q)' (2.44)

La métrica fue encontrada por primera vez por Jacobs en [19] con un modelo de
fluido rigido perfecto con ecuacion de estado barotropica p = p y posteriormente por Vajk
y Eltgroth [44] bajo consideraciones similares. Madsen [23] demostr6 que un campo escalar
libre en relatividad general tiene un tensor energia-momento equivalente a un fluido rigido
y Pimentel [32] lo demostré para las teorias tenso-escalares que ya tienen incorporado un
campo escalar.

Finalmente, el comportamiento del campo escalar y en el espacio-tiempo (2.38) se obtiene
de la ecuacion de Klein-Gordon (2.24)
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2.2. Universo Bianchi | con simetria rotacional local

VL S 2.45
V=@ Ty o
y(t) = K logr +cte. (2.46)

La constante k queda en términos de la constante g debido a la definicion de la constante
1,y que ésta esté relacionada con g. Notese que las constantes A y B se obtienen directamente

de 2.28) y (2.30).

Para la relacion (2.28) se obtiene

adc=qrlt9 11720 = A = cte

A=gq. (2.47)

Para (2.30) se tiene algo similar:

¢ca’> = (1-2q)t 21?1 =B =cte
B=1-2gq. (2.48)
K B .
Por lo tanto, la constante F — Z = r en términos de q resulta:

kK B k 1-2q

A2 A g q "

Por lo tanto
1 1
I+r ., & 1-2¢ 1
l+——-——
q q
Simplificando, se tiene
Kk=q(2—3q). (2.49)

Para cualquier valor de ¢, se tiene el valor de la constante k, y por tanto, la solucion a la
ecuacion de Klein-Gordon se escribe como

y(t) =q(2—3q) logt +cte. (2.50)

El comportamiento del campo escalar es mondtonamente creciente en funcion del tiempo,
y en la singularidad diverge, al igual que la curvatura.
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CAPITULO 3

Campos escalares y espinoriales en modelos
cosmolbgicos

La dinamica de campos escalares y espinoriales en espacios-tiempo curvos esta descrita
por las ecuaciones de Klein-Gordon y de Dirac, respectivamente, estudiadas en el primer
capitulo. En este capitulo se deducen las ecuaciones correspondientes a campos escalares y
espinoriales en modelos cosmolbgicos isotropos y no isétropos, como el modelo de Bianchi
| estudiado en el capitulo anterior. Se analizan casos de interés fisico y se encuentran
soluciones exactas a las ecuaciones de KG y de Dirac. Los campos estudiados en este capitulo
son campos de prueba, no autoconsistentes; es decir, no son fuente de campo gravitacional
pero si se ven afectados por la expansion del universo, que es causada por otras fuentes de
materia, como materia barionica, materia oscura fria, radiacion u otros campos cuanticos.
En este sentido, las soluciones presentadas son un caso aproximado debido a que no se
considera otra fuente de materia-energia que no sean los campos escalares que cumplen la
ecuacion de KG y campos espinoriales que cumplen la ecuacion de Dirac.

SECCION 3.1
Ecuacion de Klein-Gordon para el universo de Friedmann

Buscar solucién a la ecuacion de KG para la métrica (2.3) puede ser muy complicado, de
hecho soélo existe solucion analitica para casos muy particulares del factor de escala. El caso
mas sencillo es cuando kK =0 y se usan coordenadas espaciales coméviles (x,y,z), es decir,
la métrica 24). Si se redefine el factor de escala como C(1) = a?(n), el determinante de
y el escalar de curvatura son respectivamente

C 1 c‘z)
, (3.0)

4 —1
g=-C'(n), R(n)=3C""(n) (E_EE
donde el punto indica derivacion respecto al tiempo conforme. El escalar de curvatura
se introduce al final de todo el calculo para simplificar. Para la ecuacion de KG se pueden
separar variables si se notan las simetrias de (2.4). Este espacio-tiempo posee 6 vectores de
Killing, tres asociados a traslaciones espaciales y tres asociados a rotaciones. Debido a la
invariancia traslacional, el campo se puede escribir como
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3. Campos escalares y espinoriales en modelos cosmolégicos

@ (x) = C 12 () e u(n). 3.2)
El factor C~1/2(n) se introduce para eliminar la primera derivada de 1, ¢/*T refleja la
invariancia traslacional de 2.4) y ux(n) es una funcién a determinar que eventualmente
describird el comportamiento del campo respecto a la expansion del universo. Es decir, uy
definira los modos base de la solucion, y si es posible de alguna manera, definira los modos
de frecuencia positiva y negativa. Introduciendo todo lo necesario en la ecuacion de KG se
otiene la ecuacion

d d
g {c@«?”zuk)} +[KC(n) +C*(n)(m* +ERM))IC P u(n) =0. 3.3)
Simplificando
Pu Lo LEY ZLE L i+ 2R | m(m =0 64
dn? a\c) “2cTHm )| ki) =0 '

Introduciendo el escalar de curvatura dado en se obtiene finalmente la ecuacion para
el modo ux(n)

d2uy 1

ek e (i (8- ) ron )| mim =o. a5

donde R(m) esta dado en (). Esta es la ecuacion diferencial que se debe resolver dado
un factor de escala C(n) para determinar la dindmica de un campo escalar que se propaga
en la métrica (2.4).

SUBSECCION 3.1
Soluciones exactas para dos modelos diferentes

Hay casos muy especificos de la forma de C(n) para los que se puede resolver (3:5) de
manera exacta. En este trabajo se analizan los siguientes casos

1. Universo de Sitter con ley de expansion a(t) = e’

2. Universo con ley de expansion a(t) =t con s una constante

Para el universo de Sitter, el tiempo conforme estd dado por

nHy = —e ! 3.6)
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3.I. Ecuacién de Klein-Gordon para el universo de Friedmann

donde Hj es la constante de Hubble. El factor de escala a(n) resulta

1
aln) =~ 3.7)

por lo que la métrica de Friedmann se escribe como

1
dS2 = m(—dnz + dx2 + dy2 + dZ2> . (38)
0

El escalar de curvatura R = R(7) resulta constante en el tiempo conforme 1

R=12H,. (3.9)

Por consiguiente la ecuacion de KG para el universo de Sitter resulta

W‘i‘ +(H0T])2 m2+12Ho(§—1/6)) ug =0. (3.10)

Esta ecuacion se puede llevar a la ecuacion general de Bessel

dZ
e dxy+(1—2a LB+ 02— V2 P]y(x) =0, 3.1

que tiene como solucion

y(x) = AxHY (B7) + Bx*HY (B7), (3.12)

donde H\(,1 2) son funciones de Hankel. Haciendo @ =1/2, y=1, la solucién a (3.10) resulta

\JH —4lm? + 12Hy (&~ 1/6)]

3.13
2Ho (3.13)

uk(n)=+M2zZv(kn), v=

donde Z,(kn) es una funcion de Bessel arbitraria que satisface (3.10), en este caso, Z, (k1)
son funciones de Hankel H,(12),

Para un universo que cumpla la ley de expansion a(t) ~ %, el tiempo conforme estad dado
por

n=0-s)"trt 41, (3.14)
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3. Campos escalares y espinoriales en modelos cosmolégicos

El caso s =1 corresponde al Univero de Milne con factor de escala a(r) =t y tiempo
conforme 1 =,logt; este caso queda fuera para el andlisis del factor de escala en términos
del tiempo conforme 1n; el factor de escala a(n) y la métrica (2:4) se escribe como

s
~n" = 3.15
am)~n", r=o—., (3.15)
ds?> = n? (—dn? + dx? + dy* + d2?). (3.16)
El escalar de curvatura para esta métrica es
R(M) =6r(1—r)n 2047, (3.17)

El escalar de curvatura sdlo es cero si r = 1, que implica a s = 1/2 con ley de expansion
a(t) = v/, lo cual corresponde a un universo dominado por radiacién. La ecuacion de KG
para un universo con ley de expansion a(t) =¢t* en términos del tiempo conforme es

2
u
iyt [ o 6r(1 =) (6~ 1/6)) () =0 318
Para un universo dominado por radiacion, s = 1/2, para materia oscura fria s =2/3
y para un fluido rigido, s = 1/3, que corresponden a los valores r=1, r=2, r=1/2
respectivamente. La ecuacion de KG para cada caso es, respectivamente

2 2
W+(k +(mn))uy=0, s=1/2, r=1, (3.19)
2
%+(k2+m2n4—12(5—1/6)n_2)uk(n):0, s=2/3, r=2, (3.20)
dzuk 2 2 3 )

Notese que para el caso r =1 el factor & —1/6 desaparece.

1. Caso r =1, universo dominado por radiacion. La ecuacion (3.19) acepta soluciéon exacta
con el cambio de variable z = imn?:

Qi iz Sk (3.22)
dn dz

d%uy 1 1 ) du d?uy

CUE g2 (128 12T 3.23
dn? e (2Z a LA 629
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Sustituyendo en la ecuacion (3.19) se obtiene

d?u 1 duy, 1 K
Sl I S (P —0. 3.24
2 "2 4 +( 4+4imz) “t(2) B2y

Si se hace el cambio de variable u(z) =z~ /% f(z) se obtiene

=+ —=+

d? fi 1 3 N k>
dz2 4 1672 4imz

) fr(z) =0. (3.25)

Esta ecuacion es la ecuacion de Whittaker cuya solucién son funciones de Whittaker
[25]

fi(z) =AMy (z) + BWiep(2), (3.26)

con i = 1/4, k = —ik?/4m. Por lo tanto, la solucién de es

we(n) =12 [AMy(imn?) + BWyu (imn?)]. (3.27)

El comportamiento asintdtico de las funciones de Whittaker es [25]

Para z — 0
I'(2
Mycu ()22, Wiep(2) ~ O /21’:1 )_ 3 M/ (3.28)
Para z — o
F<21u+1) 7/2 _—K —z/2 K
MKH (Z> F(1/2—|—/.L — K) e’z ) WK‘;,L (Z) e Z . (3.29)

. Caso r =2, universo dominado por materia oscura fria. La ecuacion (3.20) sélo tiene
soluciones exactas en el caso de m =0

—— (K> —12(E = 1/6)n"2)u(n) = 0. (3.30)
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3. Campos escalares y espinoriales en modelos cosmolégicos

La solucion de esta ecuacion son funciones de Bessel

u() = VT (AR (k) +BH (k1)) .30
donde v = +,/9—48& /2. Recordando que si E =1/6 y m =0, se tiene el caso de

invariancia conforme, para este caso, la ecuacion (3.20) se reduce a la ecuacion del
oscilador arménico y su solucién son funciones periddicas del tiempo conforme, igual
que el caso en espacio-tiempo plano. La situacion es que no hay creacion de particulas
ya que se tiene un campo escalar conformalmente invariante que se propaga en un
espacio-tiempo que es conformalmente plano [27].

3. Caso r = 1/2, universo con fluido rigido. La ecuacion (3:21) sélo tiene solucion exacta
sim=00&=1/6.Sim=0, la ecuacion es

Sy (124202 1/6) ) =0 332
dnz 277 u(n)=~0. .

La solucion son funciones de Bessel

u () =1 (AR (kn) +BH (k1)) v=12-6E/2. (3.33)

Para el caso & =1/6, m # 0, la ecuacion a resolver es

dzl/{k 2 2
anz T Fmn)u(mn) =0. (3.34)
Si se hace el cambio de variable z = —m~*/3 (m?>n +k2), la ecuacién se reduce a la
ecuacion de Airy
d?u
_dzzk —zug(z) =0, (3.35)

que tiene por solucion funciones de Airy

we(n) = AAi[—m~ 4> (m> 1 +12)] + BBi[—m~*3 (m? 0 +12)]. (3.36)

El comportamiento asintotico de estas funciones en el limite z — o es

14t 1ot
Z e Z e
, B (C) ~ )
NG N

2
donde § = §z3/2. Las formulas asintdticas son vélidas si |argz| < 7 — & donde § denota

Ai(g) ~ (3.37)

un valor pequefio constante.
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SECCION 3.2
Ecuacion de Klein-Gordon para el universo de Bianchi |

Al igual que en el caso de Friedman, buscar soluciones exactas a la ecuacion de KG
para modelos de Bianchi | puede resultar muy complicado, por lo que es natural recurrir
a métodos perturbativos [49] para resolver la ecuacion de KG de manera aproximada. Sin
embargo, es posible resolver la ecuacion de KG de manera exacta para la solucion (2.38) para
ciertos casos de interés de fisico (ciertos valores de g). Primero, se deduce la ecuacion de
KG para y después se hace el caso particular de la solucion (2.38).

Como la métrica es diagonal el determinante de la misma es

g=g(t)=—(a*c)*. (3.38)

La ecuacion de Klein-Gordon se escribe, para esta métrica, de la siguiente manera:

(a*c) ' du(a*cg"’ dvg) — (m* +ER) @ =0
(@®c) [0 (a*cd, §) + 0 (a*cg’d; )| — (m* +ER) D =0,

donde los indices i, j son espaciales. Entonces, la ecuacion resulta

—(@*c) 'O (a*cdr ¢) + i (870 ¢9) — (m* +ER)P =0
—(@®¢) 710, (AP @) +a (Dt )+ 200 — (m>+ER)D =0, (3.39)
donde se ha usado que g = g = a~2(t) y g° = ¢ %(t). La ecuacién que se obtiene,
(8:39), no depende de (x,y,z) debido a la homogeinedad del espacio. Entonces es posible

separar las variables (z,x,y,z) proponiendo una solucion de onda plana por una funcién que
depende sélo del tiempo

@ (x) = (a®c) "2 *T fi(r), (3.40)

donde el factor (a?c)~1/2 se introduce para eliminar la primera derivada de ¢, igual que
para el caso de Friedmann. Sustituyendo en (3.39) se obtiene:

—(azc)I% (azc% [(026)1/2](]{(1)}) +

—(@ )V a2 (ke k) +c 2k +mP +ER] fil(t) = 0.

Desarrollando las derivadas que aparecen en la ecuacion
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1 d d d2 d2
b os@o S @0 S B g e 4 (@ T

Con la propuesta solucion 3.40) se ha logrado eliminar la primera derivada de f;(z), por
lo que la ecuacion que se obtenga estara escrita en su forma candnica o forma de Liouville.
Por consiguiente, la ecuacion diferencial que se obtiene para f () resulta

2
@Jr l(aZC)*2 i(aZC) —1(6120)*l & (@®c)+a 2k * + 2k +m* +ER| fild)
T dr 2 dr? ) |
o bien
CLi 4 o) ) =0 34
dr2 k — Yy ’
donde

2 2
o(t) = %(azc)_z (i (azc)) - % (azc)—lj7 (a*c)+a 2k >+ c 2k +m? +ER,
con k2 = k,? + k2. El escalar de curvatura se calcula hasta que se tenga una forma fun-
cional de los factores de escala, esto para simplificar la notacion. Notese que tanto como
(B:47) tienen la forma de la ecuacion del oscilador arménico con frecuencia que depende del
tiempo 1 o t, respectivamente. Sin embargo, buscar soluciones exactas a dicha ecuacion
resulta muy complicado, y en la mayoria de los casos, no habré solucion. Para el caso que
nos interesa, que es la métrica (2.38), la ecuacion se simplifica considerablemente. Si

a(t) ~19, c(t) ~t'7H (3.42)

la ecuacion a resolver en este caso es
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d? 1 /1
dt];k + L—? (Z +2q&(3g— 2)) +17 2k 222+ m? | fi(r) =0, (3.43)

donde se ha usado la forma del escalar de curvatura R dada en (2.42). El campo escalar
para este caso es

D(x) =125 £ (1) (3.44)

SUBSECCION 3.2
Soluciones exactas

Pimentel [33] encontré soluciones exactas a para los valores g =0,g=1/3,q=1/2
y ¢ = 1 para & arbitrario. En esta tesis se estudian los casos ¢ =0, ¢g=1/5y g=1. Los
casos ¢ =0y g = 1, aunque ya estén registrados en la literatura, es conveniente presentar
las soluciones exactas ya que se utilizaran en el proximo capitulo para calcular el namero
promedio de particulas creadas; la solucién al caso ¢ = 1/5 es una nueva solucion exacta a
la ecuacion de KG.

1. Caso ¢ = 0. Este caso corresponde al universo de Kasner

ds? = —di? + dx? + dy? + 12dZ?, (3.45)

con parametros p; = p» =0y p3 = 1. La ecuacion a resolver es

d? 1 /1
T];k + LE <Z +kzz) +kL2+m21 fk(t) =0. (3.46)

Esta ecuacion es un caso particular de la ecuacion general de Bessel 3.1) con o =1/2,

B =k 2+m?y y=1. Solucién exacta

filt) = VilA H (Ve 2+ m2 1)+ BUHD (V2 m)], (3.47)

por lo que la solucion a la ecuacion de KG para este modelo se escribe como
@(x) = (A HY) (Vi 2+ mPe) + BUH (Ve 2+ ml)]. (3.48)
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2. Caso g = 1. Este caso corresponde a un modelo de Bianchi | con métrica

ds? = —dr? + 2 (dx® + dy?) +172dZ?

La ecuacidn a resolver es

d>fi

1 /1
W—i- |:ZE (Z+2€ +kJ_2) +t2kz2+m2} fi(t)=0.

Al hacer el cambio de variable z = ik,#? la ecuacion toma la forma

df, 1 df 1 /1 S\ 1 2
—r =K 4284k )= — =0.
@2 Ta | ae\a TRtk Jil@)

(3.49)

(3.50)

(3.30)

Si se define una nueva funcion u(z) =z~ '/* fi(z) la ecuacion que se obtiene para

uy(z) es la funcion de Whittaker

1 im?
(1428 +k1%) — 5= o7

— ++ 1 4kzz} ur(z) =0.

dz?

d2uk
4k;?

La solucién son funciones de Whittaker

ur(z) = Ay My ;i (2) + B1 Wi u(2),

donde

) .
mm l
K=——\, w=-1/k2+2€E.
4k h=3 12+28

La funcion f () resulta en

felt) =7V A My (ik 1%) + By Wi i ik, 12)].

Por lo tanto, la solucién a la ecuacion de KG para este modelo de Bianchi es

P(x)=1"" e’k [Ay MK,u(ikztz) + By WK,u<ikzt2)] :

(3.52)

(3.53)

(3.54)

(3.95)

(3.56)



3.2. Ecuacién de Klein-Gordon para el universo de Bianchi |

3. Caso g = 1/5. La métrica correspondiente este modelo es

ds? = —dr? + 723 (dx® + dy?) +19/° d22. 3.5
La ecuacion a resolver es
df [1 /1 14& k2 k2 5
T L_Z <Z ~ 25 ) Tt Es | ) =0. 058

Esta ecuacion se puede llevar a la forma de la ecuacion de Whittaker con un cambio
de variable y haciendo m = 0; para m # 0, la ecuacion no tiene soluciéon exacta. El
cambio de variable que nos lleva a la ecuacion de Whittaker es

_dtkL a5
2

Entonces

—1/4
v 2ikL< 21) ‘(ll—f
<

dr Sik,
Ef (2N apdr s
dr2 L\ 5k, A2 4 dz |’

Sustituyendo estas derivadas en (3.58) se obtiene la siguiente ecuacion:

&2f 1df 1 Sik, \> /1 14¢ 5 5ikZk,
et () () 2 o

27 4 25 2z

Si convertimos esta ecuacion en su forma canénica (forma de Liouville) se tiene qué

hacer la sustituciéon

f(z) =exp (%/%> u(z) =23 u(z), (3.59)

4

lo cual implica la siguiente ecuacion para u(z):
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<

d?u [1 /1 14& 1 Sik? 1
d_zz+[_2(z_1_6>___—_}u(z)_o. 3.60)

Se trata de la ecuacion de Whittaker con pardmetros

Sik;? . 14¢ 7€

_5iky

4/5 1
sk, Mo T8 T W 569

Por lo tanto, la solucion a la ecuacion diferencial para u(z) es

u(z) = A1 Micu(z2) +Aa Wieu(2) (3.62)

donde My (z), Wicu(z) son las funciones de Whittaker de primera y segunda especie,
respectivamente, y Aj, Ay son constantes de integracion. Con (3.62) obtenemos la
funcion fi(z)

filz) = 273 (A1 My (2) + A Wi (2)) - (3.63)

En terminos del tiempo césmico la solucion es

fet) =1"/10 [Alqu (S’f z4/5) + Ay Wi (S’f "/ 5)] : (3.64)

Por consiguiente, la solucion a la ecuacion de KG para este modelo de Bianchi es

~ 5ik 5ik
D(x) =1 2T [Ale< 12%4/5) +A2W;<u( 12%4/5)] . (3.65)

SECCION 3.3
Ecuacion de Dirac para el universo de Friedmann

La ecuacion de Dirac se complica mas que la ecuacion de KG en modelos cosmolbgicos
debido a que se trata de un sistema de 4 ecuaciones diferenciales de primer orden acopladas.
En la siguiente seccion se presenta un método general para separar variables de la ecuacion
de Dirac que servira para buscar soluciones exactas para el modelo de Bianchi I; para el
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3.3. Ecuacién de Dirac para el universo de Friedmann

modelo de Friedmann espacialmente en coordenadas comaviles cartesianas no es necesario
separar vairbales, como se vera a continuacion.

Segin lo expuesto en el capitulo 1, para deducir la ecuacion de Dirac en espacio-tiempo
curvo se debe calcular la conexion de espin I'; que estd asociada a una base de tétradas
{e*}. Para la métrica (2:4), a eleccion de la base de tétradas es directa ya que la métrica es
diagonal; la tétrada se elige diagonal

L =am)dn, e'=an)dx, =a(n)dy, & =a(n)dz, (3.66)

de tal manera que la métrica de Friedmann se escribe

guv = Tlabeau ebw (3.67)

donde M, es la métrica de Minkowski. Para obtener las componentes de la conexion de
espin (C.7) se neeceistan las componentes no nulas de los simbolos de Christoffel asociados
a la métrica de Friedmann; éstos son

Ty =, = = =T, =T =17, = g (3.68)

donde a indica derivacion respecto al tiempo conforme. Por medio de (C.7) se encuentran
las componentes no nulas de los coeficientes de rotacion de Ricci

a
W10 = Wy20 = W30 = e (3.69)

Por lo tanto, las componentes de la conexion de espin son

1a 1a
Th=0, x=——w‘) L=5-77, Ti=2-77. (3.70)

Las matrices de Dirac en espacio-tiempo curvo (.I08) quedan explicitamente determinadas
por medio de

71(x mY, ¥w=a'mr, Pk my F=a'mr.

(3.7

Con las conexiones de espin calculadas, la ecuacion de Dirac para el modelo de Friedmann
en consideracion es

[—yo(an+—c—;)+é(ylax+y28y+y381)+m ¥(x)=0. (3.72)
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Se trata de un sistema de ecuaciones diferenciales parciales de primer orden en el tiempo
conforme. Sea W(x) = a—3/2e/¥TW(n), donde Wo(n) es un espinor que sélo depende del
tiempo conforme; el factor a=3/2 se introduce para cancelar la contribucion de la conexion
de espin. Sustituyendo, se obtiene la ecuacion

d .
(Voﬁﬂvfkﬁma(n)) Wo(n) =0. (3.73)

Se escoge la representacion de Jauch-Rohrlich para las matrices de Dirac

Y= —i(g _OH> , V= (((,)i ‘{f) (3.74)

y se descompone el espinor Wo(7n) en dos biespinores

Po(n) = (zg) : (3.75)

donde y; y ¥, son biespinores

yi(n) = (g) () = (gi) : (3.76)

De esta manera se obtiene el sistema de ecuaciones diferenciales para y »:

d . —
(E—Fzma) vi = k-oy
3.77)
d . —
(E—zma> v, = —k-oy,

donde G son las matrices de Pauli. Despejando Y, de la primera ecuacion, usando la
propiedad (k- G)? = k?, sustituyendo en la segunda se encuentra una ecuacion para yi; se
hace el mismo procedimiento para encontrar una ecuacion para Y,

d*y da =5 5 2
— im—+m-a”+k =0. 3.78
anz T\ T gy e+ Jvi(m) (3.78)

El problema de encontrar una solucion a la ecuacién de Dirac en el universo de Friedmann
2:4) se reduce a encontrar soluciones a (3.78) para un factor de escala a(n) dado. El signo
— en el primer término corresponde a la primer componente de y;, mientras que el signo
+ a la segunda componente de y;. Como en el caso de Klein-Gordon, se analizan los casos
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3.3. Ecuacién de Dirac para el universo de Friedmann

1

1. Universo de Sitter a(n) = _H—Tl
0

2. Universo con ley de expansion a(n)=n".

Barut y Duru [2] obtienen soluciones exactas de la ecuacion de Dirac para un modelo de
Friedmann espacialmente plano en coordenadas cartesianas en términos del tiempo c6smico
t para los casos del universo de Sitter, para un universo dominado por radiacion y para el
modelo con ley de expansion a(t) =1t.

Para el universo de Sitter, la ecuacion (3.78) resulta

d? m?  im 1 [0)
— — | = +k? ) =o. 3.79
{dnﬁ (HoﬁHo) e } (‘Pz) )

La solucién a esta ecuacion son nuevamente funciones de Bessel.

I im
oi(m) = VA (kn)+BE (), v =35+
(3.80)
o2n) = VAR, (kn)+BH, (kn))
Para un universo con ley de expansion a(n) = 1", la ecuacion (3.78) resulta
Py 5, 2\ ()
(d112 +Fimrn™ +m N7 +k ) (fpz) =0 (3.81)

La ecuacion correspondiente para los casos r=1/2, r=1y r =2, los mismos que se
analizaron en KG son, respectivamente

d im 2 2\ (P11 _
(dn2+i2n1/z+m n+k ) ( ) —0, (3.82)

d?y . 2, 2.2\ [P _
<—dn2 ++im+k +m°n ) <(P2) =0, (3.83)

d?y, : 2.4, .2\ [P _

Desafortunadamente, solo el caso r =1 tiene solucion exacta, que corresponde a un
universo dominado por radiacion. La ecuacion para este caso es idéntica a (3.19) por lo que
la solucion es

¢1(n) = 77_1/2 (AMx,u(imnz) +BWx,u(imn2))
(3.85)

P2(n) =12 (AMy_1 /2y (im0?) +BWy_ 12 (imn?))
donde x = 1/4 —ik?/4m, u =1/4.
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SECCION 3.4
Ecuacion de Dirac para el universo de Bianchi |

Para la métrica (2.8), la eleccion de la base de la tétrada también es trivial de elegir, ya que
la métrica es diagonal, por lo que escoge diagonal igual que el caso de Friedmann.

L=dr, e =a(l)dx, e =a(r)dy, & =c()dz. (3.86)

Los simbolos de Christoffel correspondientes son

a ¢
Fxtx — 1—‘yty = 5 ) thz = E ) F[xx = l—‘tyy = a(t)d<t) ) FIZZ = C<t) é(t> .

(3.87)

Por medio de (C.7) se obtienen las componentes no nulas de los coeficientes de rotacion
de Ricci

Wy 10 = Wy20 = a(t), @;z0=2¢(1). (3.88)

Por lo tanto las componentes de la conexiones de espin I'; no nulas son

1 1

I,=0, szid(t)ylyo, Iy =-a(t) Yy, Fzzzc'(t)fyo. (3.89)

Por otro lado, las matrices de Dirac en espacio-tiempo curvo son

Yo =7, 7¥o=a'@y, PO=a'@7, FE=c'0r. 690

Se tiene todo lo necesario para construir la ecuaciéon de Dirac para el modelo de Bianchi
| con simetria rotacional local; la ecuacion a resolver es

Y
[yo (a,+g+5§> +a ' (Y o +7Vd) e P o, +m|P(x)=0. (3.91)

Si se propone ¥(x) = (a?¢c)~/2¥y(x), las contribuciones de las conexiones de espin se
cancelan y se obtiene la ecuacion

[yoac?,—k}/lax—k}/z&y—i—ac*ly382+am} Yo(x) =0 (3.92)

Notese que se trata de un sistema de ecuaciones diferenciales parciales, sin embargo el
hecho de que se tengan dos direcciones de propagacion iguales y una diferente hace que
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al desacoplar la ecuaciones sea muy complejo de hacer. Existe un método general para
separar variables en la ecuacion de Dirac en espacio-tiempo curvo desarrollado por Shishkin
y Villalba en [40, 42] y en [4]] encuentran nuevas soluciones a la ecuacion de Dirac en
diferentes coordenadas. Basicamente el método consiste en escribir la ecuacion de Dirac en
términos de la suma dos operadores diferenciales de primer orden K;, K; que satisfagan las
relaciones

{H}¥y(t) = {H)TT'"¥y(t) =0 = (K; + K;)@(x) =0, [K;,K;] =0, (3.93)

donde ®(x) = T"!¥(x) es un espinor auxiliar y I'" es una matriz de separacién no
singular que se puede escribir como productos de matrices de Dirac cuya eleccion depende
del conjunto de variables a separar, con el requisito que dicha eleccion cumpla (3.93). La
ecuacion matricial para I” se obtiene del conmutador de los operadores K;. Shishkin propone
dos maneras de separar variables en la ecuacion de Dirac:

1. Separando coordenadas de manera sucesiva {x',x/ X" x*} — x!/{x/ ,x™ x"} — x/ {X" X"} —
x"/x", donde / indica que una coordenada fue separada del resto.

Bajo este esquema, los operadores K que se eligen segtn la forma de la ecuacion de
Dirac, dependen de la variable que se quiere separar del resto. Por ejemplo

Ki=Ki(x'), Kjmn=Kjmn(x/,x",x"), (3.94)

tal que

[Kiijmn] - 07 (Ki +ijn)q)(x) =0. (3.95)

Las posibilidades de la forma de I" son

=y, T=yy"Y, (3.96)

donde 7y son matrices de Dirac.

2. Separando por pares de coordenadas {x',x/ ,x™,x"} — {x',x/}/{x™ x"}. Bajo este
esquema, los operadores K que se eligen segtin la forma de la ecuacion de Dirac,
dependen de la variable que se quiere separar del resto. Por ejemplo

Kij=Kij(x',x7),  Kpn = Kpn(¥™,X"), (3.97)

tal que
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Kij,Kmn) =0,  (Kij+ Kmun)®(x) =0. (3.98)

Las posibilidades de la forma de I" son

L=y, T=y"y (3.99)

donde 7y son matrices de Dirac. Cabe mencionar que las posibilidades de escoger la
matriz de separacion I son validas para el caso m#0y m =0.

Para la ecuacion (3.92) conviene separar (z,¢)/(x,y). Los operadores K para esta ecuacion
son

Ki=a@)[Y’d+c ' Yo +my’ Y, K= o+7)rY, (3.100)

donde se ha elegido I' = ¥°7°. La ecuacion de Dirac (3.92) se recupera si

(K1 +K)0O(1) =0, 0=77"¥(r), (3.101)

donde ® = O(t) es un espinor auxiliar que tiene la estructura

O(x) = (8;) , O = (2) , @y = (gi) . (3.102)

Como el modelo de Bianchi | es homogéneo, se puede proponer como solucion

O(x) = e'KTOy(1), (3.103)

donde ® es un espinor que sdolo depende del tiempo. Como las variables quedan sepa-
radas de acuerdo con (3.101), entonces

K10y = —K,0p = —k®, (3.104)

donde k es una constante de separacion. La constante k se obtiene de la ecuacion

K20 = i(Y ke + 7 k)Y 1 @9 = k @y . (3.105)

Conviene usar la siguiente representacion de las matrices de Dirac [39)
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P (8 5) A5 %) (T 2

La ecuacion (3.105) es equivalente al sistema de ecuaciones
(ks +iky)®) = ko2 ®,

(ky — iky)0? @y = kO,
lo que implica que k = \/k> +ky2 =k, y a su vez

ky+ ik
®2=—+l y62®1.
ki

Por tanto el espinor auxiliar @ tiene la siguiente estructura

0
O = | ky+ik,
ki

Para determinar ®( se debe resolver la ecuacion

]

(Por+ic i +myP P +a 1k )0y=0

que es equivalente al sistema de ecuaciones
d . —1 1 . —1
E—szc O,=0 (m—ik,a )0,

d
(Eﬂ'kzc—l) O, =c'(m—ik a)O,.

Desacoplando el sistema, se obtienen las siguientes ecuaciones:

d’e de
dl‘zl —ikLaizd(m—ikLail)ild—tl—F
Hm? ki Pa P r ke —ike P erkeki T a P a(m— ik a!)] O
d?e de
TZZ —f—ikJ_a_zC.l(m—f—l.kJ_a_])_]d—tz—'—

.(3.106)

(3.107)

(3.108)

(3.109)

(3.110)

(3.1

0,

+m? ki 2a ke dik e Pe ok e ta P d(mt ik a )@, =0
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Por la estructura del biespinor ®,, ambas ecuaciones son equivalentes, consecuentemente
el problema de resolver la ecuacion de Dirac para el universo de Bianchi (2.38) se reduce a
resolver las ecuaciones para las componentes &1 y &

d? d
d%z :FikLa_zd(m:FikLa_l)_l—Z]t’z—i—
+[m2—|—kL2a*2—|—kZ2c*2:Fikzc*%—|—kzklc*1a*2d(m:|:ikla*1)]5172 =0,

3.112)

donde el signo de arriba corresponde a la ecuacion de &;, mientras que el signo de abajo
corresponde a la ecuacion para &. Al hacer a(t) =19y c(t) =t 729 la ecuacion B112) resulta

d?€) iqgk| (g +1) d&; »
dr? mFik t=4 dr

_|_

kik,q

_LRE g2 g, 0.
mZFikJ_t_q 6172

+ (kT F ik, (1—2q) 2972 K22 4
(3.13)

Se pudo haber empezado directamente con la forma funcional de los factores de escala
dados por la solucion (2.38) y se hubiera obtenido (3.1T3) como es de esperarse, e incluso el
célculo habria sido mas sencillo. Sin embargo, haber obtenido la ecuacién de Dirac general
para el modelo de Bianchi | con simetria LRS permite analizar soluciones exactas de la
ecuacion de Dirac (si es que las hay) en modelos cosmoldgicos homogéneos de Bianchi |
con simetria LRS que sean solucion a las ecuaciones de Einstein para diferentes modelos de
materia, y no solo para el modelo de campo escalar analizado en el capitulo 2.

SUBSECCION 3.4
Solucion exacta para g =0

Ahora se procede a encontrar soluciones exactas a a ecuacion (3.113). Lamentablemente,
s6lo existe una solucion exacta y corresponde para g = 0. Este caso es el universo de Kasner
(3.45) con parametros p; = p» =0y p3 = 1. La ecuacion a resolver es

d2
di’z + [m? kP ke (ke F i) 2] &1 2() = 0. (3.114)

La ecuacion de Dirac en el espacio-tiempo plano tipo Kasner fue considerada por Shishkin
y Andrushkevich [39]; se trata de un caso particular de la ecuacion diferencial de Bessel (3.11).
Siseasignaa=1/2, y=1,B=+m?+k, 2y vy =1/2+ik; en la ecuacién de Bessel, se
obiene (3.114), por lo que la solucion a (3.114) es
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Era(t) =1 [AI,ZHVJ”(\/mZJrkﬁt) +Bl,sz¢(2)(\/m2+kﬁt)} : (3.115)

donde A; »,B; > son constantes de integracion y

1 1
V+:§+ikz, V_:E—l.kz, (3"6)

por lo que el biespinor auxiliar ®; se escribe como

ArHy D(/m2+k,2t)+B Hy D (\/m?+k 21

O(t) =t : (3.117)

Ay Hy, O (\/m? K, 21) + By Hy, O (\/m? 1k, 21)

Este resultado implica que la forma de ®; sea de la forma

ketik, . (MH O/ m2 k20 4B Hy O (/m? 4k 20)

Vi . (3.118)

kL AZHV+(1)(\/mz—f—kj_zl‘)—l—BzH\q(z)(,/m2_|_kj_2t)

Esto resuleve la ecuacion de Dirac para el espinor ®(x) y por lo tanto la ecuacién de Dirac
para el espinor de Dirac W(x). El espinor auxiliar resulta

AIHV_(I)( \V m2+kj_2l) +BIHV_(2)(* /m2 +kJ_2t)
Ay Hy, O (\/m? 1k, 20) + By Hy, O (\/m? 1k, 21)

Ox) =1 ; kT (3719)
(.X) \/_ kx"’lky |:(A1Hv7(1)( m2+k2t)+Ble7(2)( m2+k2t):| e

(1) =

i
ky+ik
:’ 4 [AZHV+(1)(\/m2+kL2t)+B2HV+(2)(\/m2+kL2t)}
i

Las constantes de integracion Aj »,Bj 2 se determinan imponiendo condiciones iniciales
en la solucion, sin embargo, no es necesario determinarlas para estudiar la produccion
de particulas como veremos en el capitulo siguiente. El caso de particulas no masivas se
encuentra al hacer el caso limite m — 0 en la solucion (.119). Esto simplemente modifica el
argumento de las funciones de Hankel

ArHy Dk t)+BiHy (k1)
AsHy, Dk, t)+ByHy, ) (ky 1)
lim ©(x) = V7 | k,+ik, ek (3.120)

m—0 [(AIHV_(I)(kt)+BIHV_(2)(kt)]
ky

kleky [AzHu(l)(kﬂ)+Bsz+(2)(kﬂ)}
1
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Esta solucion fue encontrada por Pimentel [34] por medio de la solucion a la ecuacion de
Weyl en el modelo de Bianchi (2.38).

SUBSECCION 3.4
Soluciones exactas para m = 0

Existen diferentes maneras de abordar el problema de buscar soluciones exactas a la
ecuacion de Dirac para particulas de espin 1/2 sin masa; este caso corresponde a neutrinos
no masivos (se cree que el neutrino electronico V, tiene una masa un milléon de veces menor
que la del electron, por lo que en primera aproximaciéon se puede considerar de masa nula).
Para encontrar soluciones exactas a la ecuacion de Dirac para neutrinos sin masa se puede
proceder de tres formas distintas, todas equivalentes:

1. Encontrar soluciones exactas a la ecuacion de Dirac para m # 0 y después hacer el
limite de masa nula m — 0 en las soluciones encontradas, como en el caso de ¢ = 0.
Lamentablemente, es la Gnica solucion encontrada que acepta la ecuacion de Dirac
para m # 0.

2. Resolver la ecuacion de Weyl para espinores de dos componentes imponiendo la con-
dicién de quiralidad

L+ )¥=0, ¥Y=iy'vVy. (3.121)

Este método fue empleado por Pimentel [34] para encontrar las soluciones exactas de
la ecuacion de Weyl para la métrica (2.38).

3. Imponer desde el principio m =0 en la ecuacion de Dirac y emplear el método de
separacion de variables.

En este trabajo se usard la tercer alternativa para emplear el método de separacion de
varibables. En la seccion anterior se ha deducido la ecuacion de Dirac para m # 0 para el
universo de Bianchi | empleando el método de separacion de variables. Para el caso de
neutrinos sin masa, basta hacer m =0 en (3.113), lo que simplifica notablemente la ecuacion

d*é1n I déi »

dr? t dt

+ [k 22 Fik, (1-3q) 122 + k214 72] & 5 (1) =0. (3.122)

Se buscaran soluciones exactas para los casos ¢ =1/2y g =1; el caso ¢ =0 se obtuvo
para m # 0 (por lo que también se tiene el caso m = 0). Estos casos fueron estudiados por
Pimentel [34] ademas del caso ¢ = 1/3. Salvo el caso ¢ = 1/3, que corresponde a un universo
de Friedmann conformalmente plano (no hay creacién de particulas para m = 0) con fluido
rigido, las soluciones exactas de los distintos casos nos ayudaran en el siguiente capitulo
para estudiar la produccion de neutrinos no masivos debido a la expansion del universo
(2.38).
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3.4. Ecuacién de Dirac para el universo de Bianchi |

1. Caso ¢ =1/2. La ecuacion a resolver es

ISP n 1.d&i

- —1 52 _
3t g kL Eik/2) k] &1 a(1) = 0. (3123)

Al hacer el cambio de variable & =1~1/4U (t), la ecuacion se reduce a

¢U T3
dr? 16

1724 (k2 +ik,/2) +k§] U(t)=0. (3.124)

Con otro cambio de variable z = 2k, se obtiene la ecuacion de Whittaker

d2U+ 31 ik 2 1\1 1U()_0 5125
a2 162 2k T4 =0 '

La solucion son funciones de Whittaker

ik 2 1
U(t) =AMy (2k.t) + BWiu (2k,1), iz = ’2; T, H=3/2, G
Z
por lo que la solucion a (3.123) es

E1a(t) =1tV (Ax M,y (2kyt) + B Wi, u(2Kk.1)). (3.127)

Con la solucion (8.127), el espinor @ () resulta
0Q(t) = =t HEE o 3.128
1) (sz As My, u(2ket)+ B Wi, u(2ket), 120

donde AL ,B. son constantes de integracion que se determinan por medio de las
condiciones iniciales. El espinor ®; (3.108) sera

ketiky 4 (A_Me 1 (2k.t)+B_ Wi . (2k.1)
Oy(t) = =214 Ko i) 3.129
2< ) kl A+MK+,‘U<2th)+B—WK'+,[,L(2th)7 ( )

por lo que la solucion a la ecuacion de Dirac para este modelo de Bianchi en términos
del espinor auxiliar (3.103) es
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A_My y(2k;t)+B_Wy 1 (2k;t)
A+MK'+ #(Zkzt) +B7 ‘4/;(+ 7‘u'(zkzl‘)

O) =4 | kot ik o eBo
(x) % [A_My u(2ket) +B- Wy u(2ket)] | © Y
1

ky

[A+MK+ M (2k;1) +B- Wi, (Zkzt)}

2. Caso g = 1. La ecuacion de Dirac correspondiente a este caso es

dé1 5 1d&i»

2 T + [k 22 20k, + K212 & 2(1) = 0. (313D

Con la nueva funcion & »(¢) =t7'/2E 5(¢) la ecuacion se reduce a

d?Z1, 1 /1 . -
—7t L—z (Z+kﬁ) iszZ—kkgtz] Z12(1)=0. (3132)

Al hacer el cambio de variable z = ik,? la ecuacién toma la forma

+ -
dz? 2z dz

B,  1dEp [ 1
4 4z \4 2z

1 /1 1
+-— <—+kf> i—} E12(z) =0. (3133)

Finalmente si se hace Z1 5(z) = z~'/*Qj »(z) se obtiene la ecuacion de Whittaker

d2Q 1
12 {_ i
4z

1
—r— (14— Q =0. 3.134
422 2t (1+&.%) z} 12(2) (3.134)

La solucién son funciones de Whittaker

1
Q172(Z) :AiMKiu(Z)_'_B:tWKi‘u,(Z)? Kt =4+—-, U=+——. (3.135)

Por lo tanto la solucion a 3.131) es
Eia(t) =t [As My o, po(ik:t?) + B Way o i, o(iket)] . (3.136)
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Con esta solucion, se obtienen los biespinores @1 (¢) y ®;(¢)

» ALMy ik, 2 (iket?) + By Wy ik, o (ike %)
O,(t) =t ,

A_M_y i, ik t?)+B-W_y g o(ik;t?)

(3.137)
ke +iky ( AL M,y g i, (i) + B Wy e, o (iko 1) )
=y

A

©:() = k 22 )
- My o, j2(iket7) +BoW_y g i, j2(iket7).

La solucion a la ecuacion de Dirac para la métrica (3.49) en términos del espinor
auxiliar O(x) es

AL My i, ik )+ By Wy e pa(ike )
A_M_y s i p(ikt?)+B-W_y 5 i, o (ik:1?)
@(X):t_l kx+lky

k|
e+ iky
ky

KT (3.138)

(A My i, (k1) + By Wy g ) o(ike 7))

[A-M_y 5 g ik t?)+B-W_y 3 g po(ik:?)]

Las soluciones exactas (.119), 3.127) y (3:138) las usaremos en el siguiente capitulo para
estudiar los efectos cuanticos de la expansion del universo (2.38) sobre los campos de
prueba; en especifico, para determinar la produccién de neutrinos no masivos en el universo
temprano.
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CAPITULO 4

Produccion de particulas escalares y
neutrinos no masivos en modelos de

Bianchi |

En el capitulo anterior se encontraron soluciones exactas a las ecuaciones de KG y de Dirac
en diversos modelos cosmolbgicos, concretamente en el modelo de Bianchi | estudiado en el
capitulo dos y en modelos de Friedmann. Esas soluciones serviran para estudiar la produccion
de particulas escalares y de espin 1/2 a causa de la expansion del universo en dichos
modelos, una vez que se haya dado una definicion del estado de vacio. Si es posible tener
un criterio para definir el estado de vacio, es posible dar una interpretacion de particulas a
las soluciones encontradas en el capitulo anterior. Existen diversos métodos para identificar
el vacio en teoria cudntica de campos en espacio-tiempo curvo. Si un espacio-tiempo es
asintticamente estatico en 17 — +oo, el espacio-tiempo es plano. En estas regiones se puede
definir el vacio tal y como se hace en teoria cuéntica de campos usual, definiendo los estados
de frecuencia positiva y negativa como eigenestados de vectores de Killing tipo tiempo, por
lo que no existe ambigiiedad para definir dicho estado. Un ejemplo creacion de particulas en
modelos cosmoldgicos asintoticamente planos se encuentra en [24]. Sin embargo, modelos
cosmologicos con esta caracteristica son poco realistas por diversas razones, una de ellas
es que no presentan Big Bang; son modelos en los que se apaga, en el pasado y futuro, el
campo gravitacional de la expansion. Otro método es suponer que la expansion del universo
es adiabatica, lo suficientemente lenta para hacer un desarrollo adiabatico a la ecuacion de
KG [} 26]; el vacio definido por esta aproximacion se conoce como vacio adiabadtico. El
problema con este método es que sdlo es aplicable a modelos cosmolbgicos que no tienen
singularidad; la apoximacion adiabatica diverge para cualquier modelo con una singularidad
fisica en r = 0. Un diferente enfoque al problema esta basado en la idea de la diagonalizacion
del Hamiltonino en una hipersuperficie de Cauchy a tiempo constante, definiendo a ese
tiempo los estados de frecuencia positiva y negativa, en analogia con la definicion en espacio-
tiempo de Minkowski [I7]. Chitre y Hartle [I0] usan el método de integral de trayectoria para
definir el estado de vacio en espacio-tiempo curvo y analizan la produccion de particulas
escalares para el modelo a(r) ~t analizado por Schrédinger [37]. Este método pone de
manifiesto que la aproximacion adiabética falla para modelos cosmoldgicos singulares. Existe
otra alternativa para definir los estados de frecuencia positiva y negativa que consiste en
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4. Produccién de particulas escalares y neutrinos no masivos en modelos de Bianchi |

usar el método semiclasico o WKB para la ecuacion de Schrodinger; este método es el que
se analiza a continuacion.

SECCION 4.1
Aproximacion WKB como método para definir los

estados de energia positiva y negativa

En esta seccion se describe de manera detallada la aproximacion WKB para el campo de
Klein-Gordon como para el campo de Dirac como una alternativa a los métodos tradicionales
que se emplean para la identificacion y definicion de los estados de frecuencia positiva y
negativa y del estado de vacio. El método para Dirac y Klein-Gordon es muy similiar, de hecho,
todo se resume a resolver la ecuacion de la aproximacion semicldsica que corresponde a la
ecuacion de Hamilton-Jacobi.

SUBSECCION 4.1

Método WKB para el campo de Klein-Gordon

La aproximacion WKB de la teoria de KG consiste en escribir el campo escalar ®(x) como

OVEB (1) g (x) €S 4.1

donde S(x) es una funcién escalar desconocida y ag otra funcion arbitraria que debe
satisfacer la ecuacion de KG en espacio-tiempo curvo. Sustituyendo en ([[.42) se obtiene
la ecuacion

Clag — ERag+ig" Vu(a§VyS) —ao(g"VuSVyS+m?) = 0. 4.2)

La aproximacion WKB es solucion a la ecuacion de KG si se satisfacen las ecuaciones
WKB en la aproximacion semiclasica Lag << g“VVuSVvS+m2

gV (adVyS) =0, g"'VuSV,S+m* =0, (4.3)

siempre y cuando se satisfaga
Cag—ERag=0. (4.4)
La ecuacion que cumple la funcién S es la ecuacion covariante de Hamilton-Jacobi para la

accion clasica S

g duSayS+m* =0, (4.5)
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4.1. Aproximacién WKB como método para definir los estados de energia positiva y negativa

donde VS = d,;S. Esto quiere decir que si se cumple el método semiclasico la funcion §
se puede aproximar mediante la accion clasica dada por la ecuacion de Hamilton-Jacobi.

La ecuacion que cumple la funcion ag no es necesario resolverla debido a que no interesa
encontrar soluciones aproximadas a la ecuacion de KG; el interés en este método de aproxi-
macion radica en la alternativa que nos da para definir los estados de frecuencia positiva y
negativa, asi que so6lo es necesario resolver la ecuacion de Hamilton-Jacobi.

Para dar una definicion de particulas a la solucion exacta de la ecuacion de KG se debe
usar un enfoque generalmente covariante, que es basado en soluciones de la ecuacion WKB
en el espacio-tiempo respectivo [l].

Si un sistema a un tiempo # (0 en un régimen asintético) la aproximacion WKB es completa
respecto al producto interior en el espacio solucion de la ecuacion de KG y cumple la
dindmica de la ecuacion de campo, es decir, es solucion a la ecuacion de KG, describe
particulas en el tiempo respectivo. Para definir los estados de particulas de frecuencias
positivas y negativas, se procede de la siguiente manera

1. Se encuentra solucion exacta a la ecuacion de campo correspondiente para un modelo
cosmoladgico particular

2. Se resuelve la ecuacion de Hamilton-Jacobi para el modelo cosmolégico respectivo

3. Se estudia el comportamiento asintético de las soluciones exactas de la ecuacion de
campo correspondiente y de la ecuacion de Hamilton-Jacobi

4. Los estados de frecuencia positiva y negativa se obtienen comparando las soluciones
asintoticas de (1.43) y segun la correspondencia

e~'S  Estados de frecuencia positiva
P (x) ~ (4.6)

¢S Estados de frecuencia negativa.

Esta correspondencia se elige con base en la definicion de los estados de frecuencia
positiva y negativa dada en (.I14). Ademas, permite descomponer el operador de campo
® en sus estados de frecuencia positiva y negativa tal y como se hace en espacio-
tiempo de Minkowski

D(x) = Y (@ @B +af (@) FB)"), .7

i

donde, recordemos, el operador de aniquilacion a; es el coeficiente de los estados
de freecuencia positiva mientras que el operador de creacion es el coeficiente de
los estados de frecuencia negativa. El campo se debe descomponer en sus estados de
frecuencia positiva y negativa correspondientes al tiempo 7y, o en los limites asintoticos
t = 0,t — oo; los estados en t — 0 y t — o« se relacionan entre si mediante las
transformaciones de Bogolubov expuestas en el primer capitulo.
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El método WKB ha sido aplicado en distintos escenarios [12, 46, 47] dando resultados
positivos si se compara con los resultados que se obtienen mediante los otros métodos
usuales que se usan para definir los estados de particulas.

SUBSECCION 4.1

Método WKB para el campo de Dirac

El método WKB para las soluciones de la ecuaciéon de Dirac es similar a la aproximacion
WKB de la teoria de KG desarrollada en la primera seccion de este capitulo. Consiste en
escribir el campo espinorial ¥(x) como

PWEB (1)~ by (x) €' (4.8)
donde nuevamente, S es una funcion escalara a determinar y by un espinor arbitrario que

debe satisfacer la ecuacion de Dirac en espacio-tiempo curvo.
Sustituyendo (4.8) en la ecuacion de Dirac, se obtiene la ecuacion

S (P Vb +ibg PV S+m) =0, 4.9)

donde V, = dy +T'y y T’y es la conexion de espin. La aproximacion WKB consiste en el
limite semiclasico, es decir

?“Vub() << ib077”V“S+m. (4.10)

La ecuacion que debe satisfacer el espinor by es

PV by =0, @

mientras que la funcion S debe satisfacer la ecuacion

(i7* VS +m)by = 0. (4.12)

Elevando al cuadrado para eliminar 7 es obtiene

1
E(ff*‘ 7+ 7 ) IS S +m?* | by =0. (4.13)

Finalmente, al usar la regla de anticonmutacion de las matrices de Dirac (.I09) se llega a
que la funcion S, al igual como en el caso de KG, debe satisfacer la ecuacion covariante de
Hamilton-Jacobi
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4.2. Creacién de particulas escalares en universos de Bianchi |

g 9SS +m*=0. 4.14)

Al igual que el caso de la ecuacion de KG, la ecuacién para el espinor by no es necesaria
resolver para la produccion de particulas; el criterio para identificar los estados de frecuencia
positiva y negativa es el mismo que se us6 para el caso de produccion de particulas escalares

@0).

SECCION 4.2
Creacion de particulas escalares en universos de Bianchi

El método WKB nos permite definir el estado de vacio en tiempos asintdticos de la expan-
sion del universo, siempre y cuando se satisfaga la ecuacion de Hamilton-Jacobi. Se aplicara
este método de correspondencia de los estados de particulas para estudiar la produccion
de particulas en el modelo cosmoldgico de Bianchi | para dos casos distintos, g =0y
g =1 . Villalba [46] 47] analiza la produccion de particulas escalares y de espin 1/2 en un
universo anisotropo de Bianchi | con métrica

ds? = —dr? +12(dx® + dy?) + dz2. (4.15)

Este modelo no corresponde a ningtin caso concreto de la solucion (2.38) obtenida en el
capitulo dos. Sin embargo, para ciertos valores de g se puede analizar la creacién de parti-
culas. Por ejemplo, Duru [14] analiza los casos ¢ =0, g =1/2 y ¢ =1 usando el método de
integrales de trayectoria para el célculo de las amplitudes de probabilidad de particulas esca-
lares creadas. En primer tiempo se calcula la solucion a la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi para
la métrica correspondiente para posteriormente estudiar el comportamiento asintético de la
solucion y poder comparar con la solucion exacta de la ecuacion de KG (3.13). Posteriormente,
se construyen los estados de frecuencia positiva y negativa.

SUBSECCION 4.2

Caso g=0

Se procede a calcular la solucion asintética de la ecuacion de Hamilton-Jacobi del
caso ¢ = 0 para poder identificar los estados de frecuencia positiva y negativa en los limites
asintoticos t — 0, t — oo segin el método de indentificaciéon que proporciona la aproximacion
WKB.

El universo de Bianchi | para g = 0 tiene por métrica

ds? = —dr® + dx? + dy? +£2dZ>. (4.16)
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La ecuacion de Hamilton-Jacobi correspondiente es

—(30S)* + (2:S)* + (3,8)* +172(9,8)* +m* =0, (4.17)

Debido a las simetrias del modelo {#.16), la ecuacion de Hamilton-Jacobi permite separar
variables de la forma

Sk,r,t)=k-r+f(z), (4.18)

donde f(z) es una funcion a determinar. Al sustituir S en la ecuacion @I7) se obtiene
precisamente la ecuacion que satisface la funcion f(7)

df\?
— (E) +k 2 m? =0. (4.19)

La solucion esti dada a una cuadratura

F(6) =+ / VE 212 k2 e (4.20)

Interesa el comportamiento asintotico de f(¢) en t — 0 y en t — oo, por lo que no es
necesario resolver la integral. En la singularidad incial, la solucion f(¢) presenta el siguiente
comportamiento asintotico

f(t) ~+logr, t—0. (4.21)

Este resultado es el término dominante del desarrollo en serie de potencias de ¢ de la
funcion f(t). Por otro lado, en el futuro infinito, f(¢) presenta el siguiente comportamiento

ft) ~ £k 2+m?t, t— oo. (4.22)

Por lo tanto, la accion clasica para este modelo de Bianchi tiene el siguiente comporta-
miento asintotico

k-r+logtk, r—0
S(k,r,t) ~ (4.23)
K-rt+k 2+m?t, t—5oo.

La aproximacion WKB del campo escalar en las regiones asintéticas de la expansion es

L LN
VKB (4.24)

eik~r eii\/kJ_Z—O—mzt , t—oo.
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La solucion exacta de la ecuacion de KG para este universo esta dada por (3.48). Para
identificar los estados de frecuencia positiva y negativa en las regiones asintdticas r — 0,
t — oo, se debe dar el comportamiento asintético de (3.48) para comparar con la solucion del
método WKB (4.24). Por comodidad, se reescribe la solucion (3.48)

®(x) = XM [A HY) (Vi 2+ mPe) + BUH (V2 +mP)].

7
Z

El comportamiento asintdtico de la de la funcion de Bessel Jy(z) en las cercanias de la
singularidad inicial + = 0 esta dado por la formula asintdtica

ZV
J ~N . 4.25
V@~ ST (429)
Para v =ik, y z = \/k 2 +m?t, se tiene que
sk, .
Jre(Wk 24m2t)~v ———— ~ ik 0. 4.26
VR Hme) ~ S i) ’ (420)

Al comparar con (#.24) se ve que el comportamiento de la funcién de Bessel en la singu-
laridad t = 0 es idéntico al comportamiento dado por la aproximacion WKB en ¢ — O con el
signo +. Por lo tanto, los estados de frecuencia negativa en t — 0 corresponden a la funcion

de Bessel Jii_(\/k 2+ m?1). Si se denota este estado por fo) (1), entonces

fio) () = A Jie (V> +m?t), (4.27)

donde A, es una constante de normalizacion. El estado de frecuencia positiva f(J{)) (1) es
el complejo conjugado de (@.27)

f(g)(t) = [f(B)(t)]* :AZB)inkZ (Vk 2+m?t). (4.28)

Los estados (4.27) (4.28) definen los modos base {f(io) ()} enlas cercanias de la singularidad

t = 0. Por consiguiente, el campo escalar se puede descomponer en sus modos base en t — 0

O(x) = Y lae™ " £, (1) +ape ™ fig, (0], (4.29)
k

donde ak,az son los operadores de aniquilaciéon y creacion, respectivamente, en las cer-

canias de la singularidad inicial # = 0. Esto nos permite definir el estado de vacio en t — 0;
si dicho estado se denota por |0p), entonces
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ay |0p) =0. 4.30)

Por otro lado, el comportamiento asintdtico de la funciéon de Hankel H‘(,z) (z) para z — oo
es

HY () ~ \/EZZ exp|—i(z— v /2 —1/4)]. (43D

Si v=ik, yz=+/k %2+ m?t, entonces se tiene lo siguiente

HO (VT mor 12 VRTR 432

Si se compara con (#.24), el comportamiento en t — oo de la solucién exacta es idéntico al
dado por la aproximacion WKB con el signo —. Por tanto, los estados de frecuencia positiva

en t — oo corresponden a la funcion de Hankel Hi(é)(\/kLz +m?t). Si se denota este estado
por f(J;)(t), entonces

fl () =B, H,-(,fz) (Vi 2+m?t), (4.33)

donde BZ;) es una constante de normalizacion, que se determina mediante el producto

interior en t — oo, El estado de frecuencia negativa es el complejo conjugado de f(J;) (1):

Foy@) = U O =B [HY (VL 2+ m2r)])" 4.34)

Estos estados definen los modos base {f(fo)(t)} del campo en t — . Por lo tanto, el

campo escalar se puede descomponer en sus modos de frecuencia positiva y negativa en
1 — o0

®(x) = Y [bxe™ £ (1) +bje ™ £ (1)), 4.35)
k

donde by ,b; son los operadores de aniquilacion y creacion, respectivamente, en el futuro
infinito. Esto nos permite definir el estado de vacio en t — oo; si dicho estado se denota por
|0s), entonces

by |0.0) = 0. (4.36)

El método WKB nos proporciona un criterio para identificar los estados de frecuencia
positiva y negativa cerca de la singularidad inicial # =0 y en el futuro infinito t — oo y asi
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definir el estado de vacio en dichas regiones. Esto nos permite calcular el nimero promedio
de particulas escalares creadas en el futuro infinito usando el vacio |0p); o bien, el nimero
promedio de particulas escalares creadas en el universo temprano usando el vacio |Ow).
Los modos f(to)(t) estan relacionados con f(ﬂ(;)(t) por medio de las transformaciones de

Bogolubov lo que nos permite escribir

Fily () = afg)(0) + B f)(0). (4.37)

donde a, B son coeficientes de Bogolubov que cumplen la relacion de ortogonalidad (.69)

o>~ B> =1. (4.38)

El nimero promedio de particulas escalares creadas estd dado por (I.76). Gracias a la
formula de conexion de las funiones de Bessel

inv .
B (@) = DI
1sSinmwTv

es posible calcular el coeficiente . Sustituyendo @.27) (@.28), @.33) en (@.37) y usando la
formula de conexion (#.39), se obtiene

iB(,) esc(imke)Uoin, (Vhi2+mPt) —e ™ Jy (Vk 2+ m21)] = aA ) T, (Vki 2 +mP1)
+BAg) Jik, (V12 +m?t).

: (4.39)

(4.40)
Los coeficientes &, 3 resultan
aAZ[)) = iBZZo) csc(imks), BAZB) = —iB?;o) e "k cse(imky,) . (4.41)
Entonces
2
(04
% _ 2k, (4.42)

Por lo tanto, el nimero promedio de particulas escalares creadas en el universo (.16) es

-1
n(k) = (ﬁ— ) = (¥ 1)1, (4.43)

Este resultado, que es la distribucion de Bose-Einstein (BE), coincide con el resultado
de Duru [M4] obtenido por medio del método de integrales de trayectoria, lo que reafirma
el método WKB para identificar los estados de frecuencia positiva y negativa en regiones
asintoticas de la expansion. La dependencia en la direccion k; indica que la densidad de
particulas creadas se distribuye de manera unifrome a lo largo de k; es decir, que la
expansion del universo tiene una dirreccion privilegiada para crear particulas escalares.
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SUBSECCION 4.2
Casog=1

El universo de Bianchi | (2.38) para ¢ = 1 tiene por métrica

ds? = —d? +£2(dn? + dy?) +12d2>. (4.44)

La ecuacion de Hamilton-Jacobi resulta

—(98)* +172((9:8)* + (9,8)?) +12(2.8)* +m* = 0. (4.45)

Debido a la simetria traslacional del modelo, la ecuacion anterior permite separar variables
de la forma

S(k,r,t) =Kk -r+ fi(t), (4.46)

donde fi(t) es una funcion a determinar. Sustituyendo en {#.45) se obtiene la ecuacion
diferencial para fi(¢), y por tanto, la solucion a (@.45)

d
g =R 2k e, R =k Ak (4.47)

La solucion estd dada a una cuadratura

fi(t) = i/\/m2+t2ki+t2k§dt. (4.48)
En la singularidad inicial t = 0, la solucion a fi(¢) presenta el siguiente comportamiento

asintotico

filt) ~+logi*t | t—0, (4.49)

mientras que en futuro infinito # — oo la solucion fi(¢) tiene un comportamiento

kz l2 2

2

k,m

+

fe(t) ~+ logt, t—>oo. (4.50)

Por lo tanto, la accion clasica presenta el siguiente comportamiento asintotico

k-r+logtht, t—0

S(k,r,t) ~ 2 2 4.51)
15 k,t k
kop+ 2l g

logt, t— oo.
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La aproximacion WKB en los limites asintdticos para el campo escalar ®(x) es

e gk iEik 4y
o ~ (4.52)
k . . ;
ezk~re:tlkzt2/2titkzm2/2, f— o0,

La solucion exacta a la ecuacion de KG para este modelo cosmélogico de Bianchi | esta
dada en
D(x) =12 ®T (AW, (iko12) + BMyc (k1)) (4.53)
donde My, Wi, son funciones de Whittaker y

im i

K== H=3 K +2¢&. (4.54)

Como se muestra en el capitulo 3, el comportamiento asintético de las funciones de
Whittaker es [25]

Para z — 0
I'(2u _
Micu(z) ~ 22 Wie(2) ~ F(I/Z(—i—‘u)— 9 H (4.55)
Para z — oo
FRu+1)  n 22k
My (2) T2t ° Wieu(z) ~ e 422", (4.56)

Notese que el comportamiento asintdtico del campo de la solucion exacta de la ecuacion
de KG en la singularidad inicial # = 0 para la funcion MK”(ikztz) corresponde a CIDkWKB para
t — 0 con el signo —; es decir, de acuerdo con (@.6), los estados de frecuencia positiva en las
cercanias de la singularidad inicial # = 0 corresponden a la funcion de Whittaker MK”(ithz).

Si se denota este estado por ”Z?)) (1), entonces

+ (l‘) =A+

uly oyt P Miculiker?), (4.57)

donde A?E)) es una constante de normalizaciéon que se determina por medio del producto

interior (1.58). El estado de frecuencia negativa es el complejo conjugado de ”E:))

) (1) = [ ()] = Ayt~ 2(e™) P My (iket?). (4.58)
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Esto define los modos base {uz—g) (t)}. Por lo tanto, el campo escalar se puede descomponer

en los modos base {ui)) (1)} cerca de la singularidad  — 0

)=t 1/22 Ty (1) +ape ™ g (1)), (4.59)

donde ay, a}: son los operadores de aniquilacion y creacion cerca de la singularidad. Esto

nos permite definir el estado de vacio en r — 0. Si denotamos el estado de vacio como |0p)
cerca de la singularidad, entonces

ai|0p) =0. (4.60)

El comportamiento asintdotico del campo escalar de la solucion exacta de la ecuacion de
KG en el futuro infinito # — oo para la funcion WKu(ikZIZ) corresponde a CIDZVKB para t — oo
con el signo — de acuerdo con {4.52). Es decir, los estados de frecuencia positiva en t — oo
corresponden a la funcién de Whittaker Wi, (ik.t%). Si este estado se denota por uz;)(t),
entonces

uly (6) =Bt P Wepliker?), (4.61)
mientras que el estado de frecuencia negativa es el complejo conjugado de uz;) (1)
iy () = [l (O] = Byt P Mp(—ikt?). (4.62)

Esto define los modos base {uto) (t)}. Por lo tanto, el campo escalar se puede descompo-

ner en los modos base {uio) (1)} de particulas en el futuro infinito  — o

1/2 Z lk r ) + bT u(—oo) (t)) , (4.63)

donde by, bz son los operadores de aniquilacion y creacion en el futuro infinito. El estado
de vacio |0w) en t — oo cumple

by [0.) = 0. (4.64)

Gracias al método WKB fue posible encontrar los estados de frecuencia positiva y negativa
cerca de la singularidad inicial # =0 y en el futuro infinito t — oo y asi definir el estado
de vacio en dichas regiones. Esto nos permite calcular el nimero promedio de particulas
escalares creadas en el futuro infinito usando el vacio |0p); o bien, el nimero promedio
de particulas escalares creadas en el universo temprano usando el vacio |0w). Los modos
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base {uz—g) (1)}, {uto) (1)} estén relacionados mediante las transformaciones de Bogolubov. El

estado uz;) se puede expresar en términos de los modos base {u?a) (1)}

uy (1) = aug (1) + B (1), (4.65)

donde a, B son los coeficientes de Bogolubov. La densidad promedio de particulas creadas
en t — 0 usando los modos {uto) (x)} esta dado por

ni(k) = |B?|. (4.66)

Para calcular los coeficientes de Bogolubov se usa la formula de conexion de las funciones
de Whittaker [25]

. I'(—2p) . (2u) .
2y 2 2
Wieu(ik;t7) = T02— -7 My (ik ") + T2+ 0—x) My _u(ik;t7). (4.67)
Sustituyendo en (4.65) y comparando se obtiene
+ +
o — By T(=2p) B— %eﬁk-r (eim)1/2H I'(2u) (4.68)
AZB) r(1/2-pu—x)’ Ay I(1/2+p—x)’ '
Entonces
2 T 2
o IC(1/2+p —K)|
De la ortonormalidad de los coeficientes de Bogolubov
af? — B =1, (4.70)

se obtiene el promedio de nimero de particulas creadas cerca de la singularidad

2N\ e D(12+p—x)  \
n(k) = B> = (%— ) = (e_”\/m ;rélfzjﬁ—glz_l) . )

Se puede simplificar este resultado usando la siguiente propiedad de la funcion gamma
23]

IT(1/2+i2)* = 4.72)

cosh(mz)
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Definiendo las siguientes variables

1 m? 1 m?
K2 4 J= — — k2 +2E+ 4.73
Y 2 L & 4kz7 Y 2 1 s 4kz’ (*.73)

la densidad de particulas escalares creadas resulta

~ -1
n(k) = (e—”\/"i+—25 coshzy _ 1) . (4.74)

coshmy
Simplificando
- GE=H coshmy _ T /K +28 (4.75)
coshmy

Por lo tanto, el nGmero promedio de particulas escalares creadas con vector de onda k en
un universo de Bianchi | (4.44) debido a la expasion del universo estd dado por

n(k) = (" VK28 )L, (4.76)

Esta relacion muestra que la densidad de particulas creadas es la distribucion de Bose-
Einstein, ademas coincide, una vez mas, con el resultado de Duru [[4] obtenido mediante
el método de integrales de trayectoria. Si se tiene el caso del campo escalar minimamente
acoplado, el nimero promedio de particulas escalares es simplemente

n(k) = (e™ —1)71, 4.77)

lo cual indica que la direccion transversal kK, es en la que se lleva a cabo la produccion
de particulas escalares para este modelo de universo anisotropo.

SECCION 4.3
Creacion de neutrinos en universos de Bianchi |

Uno de los trabajos pioneros de la produccion de neutrinos sin masa en campos gravi-
tacionales es el trabajo de Brill y Wheeler [5]; estudian soluciones exactas a la ecuacion de
Dirac en un campo gravitacional esféricamente simétrico y encuentran la creacion de pares
de neutrinos. Posteriormente, Chandrasekhar [8] encuentra soluciones exactas a la ecuacién
de Dirac en el espacio-tiempo de Kerr usando el formalismo de Newman-Penrose. Después
de la publicacion de los trabajos de Brill y Wheeler y Chandrasekhar, han aparecidos nume-
rosos articulos que tratan el problema de la separacion de variables y creacion de particulas
de espin 1/2 en diferentes métricas, todas diagonales. Audretsch [I], usando la aproximacion
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WKB encuentra la produccién térmica de particulas de espin 1/2 en un univeso de Friedman
espacialmente plano dominado por radiacion; Villalba [45] 46| 47] estudia la produccion de
particulas de espin 1/2 en el modelo de Bianchi @I5) y en el univero De Sitter, incluyendo un
campo eléctrico constante, todos los casos abordados por el método WKB. En esta seccion
se estudia la produccion de neutrinos no masivos en el modelo de Bianchi | (2.38) para los
casos ¢ =0y g =1, empleando el método WKB para identificar los estados de frecuencia
positiva y negativa del neutrino.

SUBSECCION 4.3

Caso g=0

La solucion (3.119) a la ecuacion de Dirac para el universo (4.16) estd dada por las dos
componentes del espinor ®;. Por comodidad, se reescribe la solucion (3.119)

Erat) = Vi [Alvsz;“)(\/mZ Tk, 21) +Bl72Hv;(2)(\/m2+kL2t)] 4.78)

Para identificar los modos base en las regiones asintdticas t — 0, t — oo, se debe resolver la
ecuacion de Hamilton-Jacobi para (4.16). En la seccion de produccion de particulas escalares
se da la solucion (4.20)

k-r+logik, t—0
S(k,r,t) ~ 4.79)
K-rt+/k 2+m2t, t—oo.

La aproximacion WKB del campo de Dirac es

eik-rtiikz7 r 50
pyWKB (4.80)

KT NV T o

El comportamiento de las funciones de Bessel en t — 0, t — oo esta dado en las expresiones
@25) y @310, respectivamente. Si se compara el comportamiento asintético en r — 0 de la

funcion de Bessel J,_(\/m?+k,2t) con v_ = —1/2— ik,

tY .
Jv,(\/mz—qul)Nm“ﬂfl/2 k10, (4.81)

Con el comportamiento dado por la aproximacion WKB #.80), se observa que es idéntico
para t — 0 con el signo —, por lo que los estados de frecuencia positiva en la singularidad
inicial £ = 0 corresponden a la funcion de Bessel J,_(y/m?+k,2t). Si se denota este estado

como un biespinor ®1+(0))(t)' entonces
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®+ J\/i(\/ mz‘{’kj_zt)

L)t =Ap Vi : (4.82)

JV+( \% m2+kL2t)

donde A es una constante de normalizacion. Los estados de frecuencias negativa es el

0)
complejo conjugado de @T(O) (1)

v (VPR 21)

O (1) =4 Vi . (4.83)

J7v+(\/ m2+kl2t)

De igual manera se construyen los estados de frecuencias positiva y negativa en la region
t — oo, El comportamiento asintdtico de la funcion de Hankel H, ®)(\/m2 4k 21) ent — oo

es, segin (4.3])

Hv_(2)( /m2 +kl2t) ~ t—1/2 e—i\/ m2+kL2te7rkZ/2 ~ t—1/2 e—i\/ m2+kL2t . (4.84)

Si se compara con (4.80), se llega a la conclusion que la funcion de Hankel Hy,_ (2)(\/m2 +k,21)
corresponde al estado de frecuencia positiva del campo de Dirac con el signo —. Los estados

de frecuencia positiva, expresados por un biespinor @T(m) (t) son

0., (1) =B, V1 : (4.85)

Hy, @ (\/m?+k, 2t)

La aproximacion WKB permiti6 encontrar los estados de frecuencia positiva y negativa
cerca de la singularidad 7 = 0 y en el futuro infinito # — oo, lo que implica definir el estado
de vacio para el campo de Dirac en el universo en los tiempos correspondientes.
El célculo del nimero promedio de particulas creadas de espin 1/2 es similar al célculo
empleado para el caso de particulas escalares. Ahora, usando la formula de conexion de las
funciones de Bessel [#39), se puede expresar @T(w) () en términos de @f(o) () con ayuda

de las transformaciones de Bogolubov

O (o) (1) = 0O (1) + B O (1) (4.86)

Con esta relacion junto con las formula de conexion de las funciones de Bessel se obtienen
los coeficientes de Bogolubov:

iCler - iCl
o=— csc(mv_)e'™, =——csc(mv_). (4.87)
o) Dy
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Con los coeficientes de Bogolubov calculados, se tiene

o> ok
T = ke (4.88)
|BJ?

Estos coeficientes deben cumplir la relacion de ortonormalidad (1.I30). Por lo tanto, el

namero promedio de neutrinos debido a la expansion del universo (4.16) viene dada por la
expresion

n(k) = |B]* = (¥ +1)7". (4.89)

El nimero promedio de neutrinos resulta en la distribucion de Fermi-Dirac con potencial
quimico Uy, =0, lo que quiere decir que la expansion del universo crea particulas de
estas caracteristicas de manera térmica. Este resultado era de esperarse, ya que para el caso
de particulas escalares se obtuvo la distribucion de Bose-Einstein (4.43). De hecho, nétese
que la temperatura a la que se crean los neutrinos es la misma que se tiene para el caso de
produccion de particulas escalares para el acomplamiento minimo & = 0.

SUBSECCION 4.3

Caso g =1

Finalmente se analiza el caso de la produccion de particulas sin masa de espin 1/2
para el universo (4.44). Para identificar los estados de frecuencia de positiva y negativa se
procede como en los casos anteriores; se debe resolver la ecuacion de Hamilton-Jacobi con
el término de masa m = 0. El comportamiento asintético de la ecuacion de Hamilton-Jacobi
con el término de masa m = 0 se obtiene directamente de

k-r+logrkt, r—0

S(k,r,1) ~ (4.90)

k.t?

k-r+
r 7

1 —r o0,

Con este comportamiento asintotico, se obtiene la aproximacion WKB en los limites t — 0,
t— oo

e P
SR S 4.91)
o KT pEik;t /2’ f—> o0

El signo + (—) corresponde a los estados de frecuencia negativa (positiva) cerca de la
singularidad t — 0 y en el futuro infinito # — c. Se compara el comportamiento asintético de
la solucion exacta de la ecuacion de Dirac (3.131) con la aproximacion WKB @.91) del campo
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de Dirac. La solucion exacta a la ecuacion de Dirac para este universo estd dada en términos
de las dos componentes del biespinor auxiliar @, ()

E1a(t) =17 [As My o, po(iket®) + BoWay o i, po(iket)] (4.92)

El comportamiento asintdtico de las funciones de Whittaker en t — 0 y t — oo estd dado
por @55) y @56), respectivamente. Los estados de frecuencia negativa en la singularidad
inicial # — O corresponde a la funcion de Whittaker Mil/zjkl/z(ikztz). Para comprobarlo, en

el limite ¢+ — 0, la funcion Ml/zjikl/z(ikztz) se comporta como

M:tl/z,ikl/z(ikztz) ~ ik (4.93)

Al comparar con (4.9]) se nota que tienen el mismo comportamiento en ¢t — 0. Por con-
siguiente, los estados de frecuencia negativa en la singularidad + — O corresponden a la
funcion de Whittaker Mi1/27ikl/2(ikzt2)- Se denota este estado por el biespinor ®;(0) (1)

M /2 i, ok 1?) ) w9

O, (1)=Cr 17! <
10 0 .
© © M_y 2 ik, o ik t?)

donde C(?)) es una constante de normalizacion. Los estados de frecuencia positiva en t — 0

son el complejo conjugado de O (1)

M 15 ik, o(ik 1?)
[k (4.95)

® (1) =Cgp (™) 2! (
100 0 '
) ©) M1 i, j2(ik1%)

En el limite t — oo, los estados de frecuencia positiva corresponden a la funcion de
Whittaker W1/27,h/2(ikzt2) ya que en dicho limite tiene un comportamiento dado por la
formula

Wi, o(iket?) ~te 012 (4.96)

que si se compara con (4.9]) en t — oo, el comportamiento es idéntico. Por lo tanto, el
estado de frecuencias positivas en la region t — o estd dado por el espinor

Wi 2 ik, 2 (ik:1%) > w9

O _\(t) =D/t (
1) =) W_1 /2., j2(ike1%)

donde D}, es una constante de normalizacién. La aproximaciéon WKB permiti6 encontrar
los estados de frecuencia positiva y negativa cerca de la singularidad t =0 y en el futuro
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infinito # — oo, lo que implica definir el estado de vacio para el campo de Dirac en el universo
(4.44) en los tiempos correspondientes.
Los espinores @T(oo) (1), 9\ o) (t) se relacionan mediante las transformaciones de Bogolu-

bov

O (1) = O, (1) + B O (1), (4.98)

donde o, B son los coeficientes de Bogolubov. Al usar la relacion de conexion de las
funciones de Whittaker {@.67) y (4.98) se obtienen los siguientes coeficientes

D+ . .
() T(=iks) k2 —inp2 D) T(ik;)
o= et g 4.99)
C(JB) [(—ik;/2) b= Co) [(ik;/2)
Usando |T'(z)|? ='(z) [(z*), se obtiene
2
o’ _ i (4.100)

B2

Los coeficientes de Bogolubov deben cumplir la relacion de ortonormalidad (.130), por lo
que el namero promedio de particulas sin masa de espin 1/2 en el universo de Bianchi (.44)
esta dado por la relacion

-1
n(k)=|B|* = (|a\2+1) = (e"F 1)L (4.101)

Esta relacion muestra que el nimero promedio de neutrinos sin masa en el universo
es nuevamente la distribucion de Fermi-Dirac con potencial quimico igual a cero, igual que
para el caso ¢ = 0. La produccion de neutrinos no masivos en este modelo se lleva a cabo
en la direccion transversal k|, igual que el caso de particulas escalares. De hecho, la forma
funcional de |ct|?/|B|? es idéntica al caso de particulas escalares (22), lo que significa que la
temperatura a la que se crean las particulas es la misma para ambos casos.
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CAPITULO 5

Conclusiones y perspectivas

En este trabajo se discuti6 la propagacion de campos escalares y espinoriales como solu-
ciones exactas a las ecuaciones de Klein-Gordon y Dirac en modelos cosmoldgicos is6tropos
y no isétropos, en particular, en un modelo de Bianchi | con simetria rotacional local que se
encontr6 como una familia de soluciones de un pardmetro a las ecuaciones de Einstein con
campo escalar libre y sin masa como fuente de campo gravitacional. Esta familia de solu-
ciones fue encontrada por Jacobs [19] con un modelo de fluido rigido perfecto con ecuacion
de estado barotropica p = p y posteriormente por Vajk y Eltgroth [44] bajo consideraciones
similares encontr6 una familia de soluciones mas general. En esta tesis nos limitamos a dar
la misma solucion, de una manera mas sencilla, con otro modelo de materia para el mismo
universo de Bianchi I. Las soluciones exactas encontradas en el capitulo tres a las ecuaciones
de Klein-Gordon y de Dirac (en especial las soluciones a la ecuacién de Dirac) son nuevas
soluciones exactas que podran servir en trabajos futuros; para el campo de Klein-Gordon, la
nueva solucion exacta es el caso de ¢ = 1/5.

Con la soluciones exactas encontradas para las ecuaciones de Klein-Gordon y de Dirac, se
analiz6 el problema de la produccion de particulas escalares y de espin 1/2 sin masa debido
a la expansion del universo, en particular en un universo de Bianchi I, por medio del método
de aproximacion WKB para identificar y definir los estados de energia positiva y negativa de
los campos en los limites asintoticos de la expansion t — 0, t — oo, Para el caso de particulas
escalares, se obtuvieron los mismos resultados que obtuvo Duru con el método de integrales
de trayectoria [14]. El resultado fue, para los casos de ¢ =0y ¢ =1 del modelo de Bianch |
previamente obtenido, la distribucion de Bose-Einstein, algo que era de esperarse, mientras
que para el caso de particulas de espin 1/2 sin masa el resultado que se obtiene es la
distribucion de Fermi-Dirac. Este calculo corrobora que el método semiclasico WKB coincide
con el método mas sofisticado de integrales de trayectoria para definir el estado de vacio en
relatividad general, lo cual lo hace més eficiente y accesible en muchos casos de interés.

Finalmente, como trabajo a futuro, se espera analizar la produccion de particulas cargadas
eléctricamente en presencia de un campo electromagnético externo cuando el espacio-
tiempo es curvo. Se espera que el campo eléctrico modifique los resultados obtenidos en
este trabajo, y que la distribucion de particulas sea mas compleja que la de Bose-Einstein
para particulas escalares, y la de Fermi Dirac para particulas de espin 1/2. También se
desea, como una aplicaciéon de la ecuacion de Dirac en espacio-tiempo curvo, estudiar el
corrimiento de los niveles de energia del dtomo de hidrogeno bajo un espacio-tiempo que

83



5. Conclusiones y perspectivas

no sea plano. Para este problema se hace la suposicion que el atomo esta en caida libre a lo
largo de geodésicas radiales durante el proceso de emision. Se usan coordenadas normales
de Fermi para describir el movimiento geodésico y se hace un desarrollo en serie de potencias
de la métrica y de los simbolos de Christoffel en éstas coordenadas. También se escribe la
ecuacion de Dirac como una ecuacion tipo Schrédinger, con el Hamiltoniano de Dirac escrito
en en coordenadas de Fermi y se usa teoria de perturbaciones independiente del tiempo
para el caso degenerado para resolver la ecuacion de Dirac y encontrar el corrimiento de
los niveles de energia inducidos por la curvatura del espacio-tiempo, trabajando a primer
orden en el tensor de Riemann escrito en coordenadas de Fermi. Con el trabajo pionero de
Parker [28] y poestriormente con el trabajo de Pimentel y Parker [29] se logré determinar de
manera aproximada el corrimiento de las lineas espectrales de un atomo en presencia de
campos gravitacionales, en particular en el espacio-tiempo de Schwarszchild y en métricas
tipo PPN. Conociendo de manera detallada la dependencia de los niveles de energia con la
curvatura del espacio via el tensor de Riemann puede servir como una prueba en bsqueda
de regiones de curvatura significativa que pueden existir en una escala menor que la que se
haya estudiado previamente.
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APENDICE A

Covariancia de la ecuacion de Dirac

Consideremos dos observadores inerciales & y &' que ven una particula de espin 1/2 que
cumple la ecuacion de Dirac. Se deben imponer dos requisitos para establecer la covariancia
de Lorentz de la teoria:

1. Debe existir una manera explicita para el observador ¢”, dado ¥(x) medido por el
observador &, para calcular ¥/ (x’) que describe el mismo estado fisico de la particula.

2. De acuerdo al principio de covariancia de Lorentz, W’'(x') debe ser solucion a la
ecuacion de Dirac en el sistema del observador &’

(Y9 +m¥'(x') =0, (A1)

donde las matrices Y’ deben cumplir el algebra de Dirac

(v, v =20 A2)

Los observadores inerciales & y ¢’ estan relacionados por transformaciones correspon-
dientes al grupo de Lorentz x' = Ax

P'(x) =¥ (Ax), (A.3)

donde A es una transformacion de Lorentz, que puede ser un bost o una rotacion.

Supongamos que P’/ (x’) y W(x) estan relacionados por una tranformacion lineal relacionada
con la transformacion de Lorentz A

P'()=S(A)P(x), Px)=S"(A)P (). (A4)

Sustituyendo W(x) dado por en la ecuacion de Dirac y multiplicando a la derecha
por S(A) se obtiene

85



A. Covariancia de la ecuacién de Dirac

(iS(A)Y*S Y (A)d, —m)¥P'(X) =0, (A.5)

o bien

(iS(A)Y* ST A) AL —m)P'(X) =0. (A.6)

Esta es una forma invariante y es equivalente a (A.l), por lo que si se comparan ambas
ecuaciones, se muestra que ¥'¢ puede ser obtenida por medio de la relacion

Y= S(A) A% yPSTHA), A7)

o de manera equivalente

S(A) Y STHA) = AP,y (A.8)

Esta es la relacion fundamental que permite calcular de manera explicita la transformacion
S(A). Para encontrar la forma funcional de la transformacion S(A), se hace una transforma-
cion infinitesimal de Lorentz

AL =68L+680.0, (A.9)

donde Sw,” son parametros relacionados con la transformacién de Lorentz tal que
|6w,?| << 1. Por la propiedad de A

AL A = 8., (A.10)

se llega al resultado

S = s (A1)

Es decir, existen 6 parametros independientes asociados a la transformacion de Lorentz A.
Se desarrolla S(A) en potencias de §®,” despreciando términos de potencias de orden
dos o mayor

S(1+8wy) ~ 14+ Si1(1+8wy,), (A12)

donde I es la matriz identidad 4 y S| es el primer término del desarrollo, el cual dependera
del parametro @,;,. Sustituyendo las correspondientes transformaciones infinitesimales en la
relacion (A7) se obtiene, a primer orden en Sw,’
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[79,81] = y* S, = N ¥ Sy, . (A13)

Por la antisimetria de d @y, se tiene que

1
oWy, = 5w[ab] = 3 (8 — Opy) , (A14)
por lo que al sustituir en (A.I3) se tiene
a _ l ab ,,c b ..ac
ysi =5 (7 =" n") Sa.. (AT5)

Utilizando el élgebra de Dirac se llega al resultado

1 1
v.sil= 5 (¥ 77 =7 Yy ) S = 1 [ ¥ v S (A16)

Si se comparan los conmutadores, se obtiene

1 1
S1=7 Y2y Swpe = 3 [v?, v S @ , (A1)

donde se ha utilizado el algebra de Dirac nuevamente para obtener la segunda igualdad.
Por lo tanto, el operador S(A) infinitesimal dada una transformacion de Lorentz infinitesimal
resulta

SI+8w) =14+ 411 Y yb Sy, (A.18)

o bien, introduciendo el tensor de espin ¢* definido por

o = [y 7" = iy'Y (A19)

se tiene finalmente

S(I+8w) =1, — icab Sy, (A.20)

para una transformacion inifitesimal de Lorentz y

S(A) = exp <—£cab a)ab> (A.2])
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A. Covariancia de la ecuacién de Dirac

para una transformacion finita. Asi, los espinores de Dirac transforman ante transforma-
ciones de Lorentz como

¥ (x') = exp <—£G“b a)a;,> Y(x). (A.22)

Se dice que S(A) es la representacion del grupo de Lorentz sobre los espinores de Dirac
W¥(x); las componentes del tensor de espin 6% son los generadores de la representacion
y @y los pardmetros de la transformacion de Lorentz. La covariancia de la ecuacion es
particularmente til al momento de generalizar la ecuacion de Dirac a espacio-tiempo curvo.
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APENDICE B

Bases ortonormales

En relatividad general, una base ortonormal es una generalizacion de una base coordena-
da definida en el espacio tangente de una variedad Lorentziana que consiste de 4 vectores
linealmente independientes, ortonormales entre si, uno tipo tiempo y tres tipo espacio lla-
mados tétrada. Es conveniente trabajar en el formalismo de bases ortonormales sobre el
formalismo de bases coordenadas por el hecho de que se puede escoger un sistema de
referencia local en el que el espacio-tiempo sea plano; la base de vectores en ese sistema
de referencia es local, pero las componentes de los vectores se pueden expresar en términos
de una base coordenada. Incluso se puede encontrar un sistema de referencia en el que
el espacio-tiempo sea plano a lo largo de toda una geodésica, tal sistema es inercial y se
conoce como de Fermi-Walker. En tal sistema, las bases ortnormales son méas convenientes
de usar. También es conveniente a la hora de generalizar la ecuacion de Dirac para espacios
curvos.

En el estudio de las variedades diferenciales, es comin trabajar con una base coordenada
{Xyu = du} en cada punto del espacio tangente V,; también es posible elegir una base
coordenada en el espacio dual (contangente) V,; denotada por {dx"}. Cualquier vector v €
V, puede ser escrito como combinacion lineal de los elementos de la base coordenada

{Xu = 8”}
V= v“Xu ,
mientras que cualquier 1-forma @ € V; se escribe como combinacion lineal de la base
dual {dx*}
o = o, dxt.

Los elementos del espacio dual V) son aplicaciones lineales @ : V), — R tal que se cumple

La métrica g puede desarrollarse en la base coordenada dual {dx"} en términos de sus
componentes gy
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B. Bases ortonormales

g =ds* = guyditdx’. (B.)

La base coordenada junto con su base dual no son en general ortonormales, salvo el caso
de que se trate de coordeandas cartesianas. Por otro lado, por el principio de equivalencia, un
observador en caida libre es localmente equivalente a un observador inercial en ausencia de
gravedad, es decir, que en cada punto de una variedad diferenciable es posible construir un
sistema localmente plano. En el mismo punto, existe coordenadas generales x* asociadas con
la métrica (B.I). En el sistema localmente plano, se puede construir una base local ortonormal
no coordenada {e,}, con su correspondiente base dual {®“} tal que la métrica se escribe

ds?> = Ny 0 0’ (B.2)

donde 7M., es la métrica plana. {®?} son el conjunto de diferenciales en el sistema
localmente plano, los cuales estan relacionados con la base coordenada dual {dx*} por

0 = ¢ dxt (B.3)

Los coeficientes e, = e, (x) forman una matriz de 4 x 4 invertible; estos coeficientes se

conocen como tetradas o vierbein. Los elementos inversos de las tetradas se denotan por

eM, y satisfacen
etyety, =08, ety =064, (B.4)

Al sustituir en se obtiene

ds? = Nabe“u el dxtdxV.

La invariancia del intervalo espacio-tiempo para la base coordenada {dx*} y para la base
local ortonormal {@“} permite la comparacion con (Bl), obteniendo la importante relacion

b
guv:nabeaue vzeaueaw nabzeauebvguv- (B.5)
Los elementos inversos de las tetradas sirven como componentes de la base coordenada
{dx*} en términos de la base local ortonormal
dxt =e*, 0".

Noétese que las tetradas ey sirven como componentes de la base local ortonormal de
1-formas {@“} en términos de la base coordenada dual, mientras que los elementos inversos
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B.1. Transformaciones locales de Lorentz

e*, sirven como componentes de la base local ortonormal de vectores en términos de la
base coordenada

ey :e“aXu.

En general cualquier vector puede ser expresado en términos de sus componentes en la
base ortonormal. Si {e,} es la base local ortonormal de vectores y {X } la base coordenada,
entonces el vector v € V), se escribe en ambas bases como

v=w"X,, v=V9, =V X,.

Las componentes de v eb la base local y base coordenada se relacionan por

VE=el, v vi=el, VH. (B.6)

La tetrada cambia indices griegos en indices latinos y visceversa. Es por eso que los
inidices latinos se conocen como indices planos y los indices griegos como curvos, haciendo
referencia a que estan asociados a la base coordenada asociada con el siste de coordeandas
generales x*.

SECCION B.1
Transformaciones locales de Lorentz

En el sistema localmente plano se cumple la relatividad especial, por lo que se pueden
hacer transformaciones locales que permitan pasar de una tetrada e“;, a otra e’“;. Es posible
expresar la nueva tetrada como combinacion lineal de la vieja tetrada

ey — e'au =A% (x) ebﬂ (B.7)

tal que ambas tetradas deben cumplir

/ v
Nab = €a 'ueb guv -

Sustituyendo (B.7) en esta expresion, se obtiene

Nab = A" Ap? et eg” guv = A Ay Nea

o bien como matrices

n=A"nA. (B.8)

9l



B. Bases ortonormales

Esto muestra que la transformacion local que relaciona las dos tetradas pertenece al grupo
de Lorentz, por lo que en relatividad general, el grupo de Lorentz se considera como el grupo
de rotaciones de las tetradas.

El hecho de que tanto ¢?; como ¢'“; cumplan (B5), quiere decir que ambas tetradas
determinan la misma métrica del espacio-tiempo, y por ende las mismas ecuaciones de
campo, que es equivalente a decir que la métrica es invariante ante tranformaciones
locales de Loremtz. Al hacer un cambio general de coordenadas x — x/, esta tranformacion
induce un cambio local en las transformaciones locales de Lorentz, entonces ante un cambio
general de coordenadas, ¢%;(x) debe transformar como un vector covariante hasta una
tranformacion local de Lorentz

a v
a;'u A% (x) el (x), (B.9)

eu(x) =y (x) =

mientras que las componentes V¢ del vector v en la base local ortonormal deben trans-
formar como escalares ante un cambio general de coordenadas

Ve (x) = V') = A% (x) VP (x). (B.10)

En general, un tensor mixto del tipo 7%, transforman ante cambios generales de coor-
denadas como

/
d axo- axu Cl

lau __AG
Ty = Ne ANy =5 o7 [ de

(B.1
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APENDICE C

Conexion de espin

En geometria diferencial, asociamos un operador derivada covariante a una base coorde-
nada {X,} como una aplicacién lineal que toma elementos del espacio dual V; y da un
tensor del tipo (0,2)

V’u a)v — a'u wv_l—‘)v‘uv (D}L, (C.])

una vez se haya escogido una base coordenada {X, }. Para un vector, la derivada covariante
acttla como

V‘utv:autv‘f—rvu/lt/l, (C.Z)

donde FVM es la conexion de Levi-Civitta, simbolos de Christoffel; el calculo de las
componentes de la conexion requiere del conocimiento de las componentes de la métrica
guv- En una base ortonormal local {e“} se generaliza la conexion de Levi-Civitta por la
conexion de espin I'y cuyos coeficientes se conocen como coeficientes de rotacién de
Ricci @y “b. Se pide que la métrica 1,, sea compatible con el operador derivada covariante
VuNap» = 0. Por cada indice latino se debe incluir un coeficiente de Ricci contraido con el
vector. Por ejemplo

VuVe =0u V9 — oy p Ve + oy V. (C.3)

La derivada covariante V, V¢ debe tranformar covariantemente ante cambios generales de
coordenadas como

A4V VP (C4)

JoxV
! ysla
Vuve=

Esto implica que los coeficientes de Ricci transformen ante cambios generales de coorde-
nadas de la siguiente manera:

a v
OV + "V = ST A OV @ V).
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C. Conexién de espin

El vector V¢ y la derivada ordinaria d;, transforman como

Ve — A Vb V'€ = A€ Vd 9 = Ea
- b ’ — i d ’ u = ox'H Vs
por lo que (C4) resulta:
dx¥ . dx”
S O (A%) + @ AV = ST A (VP + e V).

Simplificando, se llega a la regla de transformacion de los coeficientes de Ricci ante
cambios generales de coordenadas

a A%
W' = axifu A%y g (A1), — (3y A“,) (A—l)cb] . (C.5)

Para transformaciones infinitesimales de Lorentz, se tiene la siguiente regla de transforma-
cion para @y “y
1ab b b d b b
0y =0y — 80y +0e " — 9y 5™

Para calcularlos se requieren ciertos resultados de bases ortonormales, como el postulado
de la tétrada. La accion de la derivada covariante sobre V¢ se obtiene con ayuda de la

ecuacion (B.6):
V“ Va — V'u (eavvv) — (V“ ea\/)Vv“l‘eav(a“ Vv‘l‘rv”k Vl) — auva+w”abvb
= (V) +ap,et VY.

Comparando, se obtiene la derivada covariante de la tetrada e“,

V” eav = a‘ueav + a)ﬂab ebv — FAMV ea)d . (C6)

La accion de la derivada covariante sobre la tetrada ey es cero, resultado que se conoce
como postulado tetrada [48]. Para demostrarlo, se considera la derivada covariante escrita en
la base coordenada dual {dx*}

V=V, d.

Ahora el vector V = V#X,;; entonces
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VV = (VuVV)deH @ Xy
= (V' +TVpVHdH @ X, .

Ahora expresamos el vector V en la base local ortonormal

V=Vie,=e" Vte,=e" V¥ (e'uXy).

La accidn de la derivada covariante sobre el vector V escrito en la base ortonormal resulta:

VV = (9uV¥ +e"4 VO due's +e'ae’ s iy, VO)dxt @ Xy .

Comparando con VV, con V escrito en la base coordenada, se obtiene el resultado

\Y \ v b
I uo =€ aaueac+€ a owuab»

o bien

Oy = €%y (ey Fvuo —dyels). (C.7)

Esta es la expresion general para el calculo de los coeficientes de rotacion de Ricci, que
como se muestra, depende de manera implicita de las componentes de la métrica g, por
medio de las componentes de la conexion de Levi-Civitta. Si ahora se sustituye este resultado

en (C.6) se obtiene

Vyely =0, (C.8)

Por el requisito de compatibilidad de la métrica plana con la derivada covariante se muestra
facilmente que las componentes de la conexion de espin son antisimétricas en los indices
latinos

V[Jnab = a/Jrlab - wuca Neb — w[.tdb Nad = 0

wuab = _wuba- (C.9

Esta es la gran diferencia que existe entre los coeficientes de Ricci y las componentes
de la conexion de Levi-Civitta: ['™; es simétrica en los indices covariantes, mientras que
Oy qp €s antisimétrico en los indices latinos, lo que reduce considerablemente el nimero de
componentes independientes.
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