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2.2.1. Osciladores acoplados sin esṕın . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
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2.5. Relación funcional entre los parámetros de los potenciales (ω±, λ±) en es-
pacios opuestos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.6. Potencial efectivo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

III
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3.4.1. Entroṕıas de distribuciones acumulativas de una variable . . . . . . 33
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3.4.3. Entroṕıas de distribuciones acumulativas de tres variables . . . . . . 35

4. Medidas de correlación estad́ıstica: de pares 36
4.1. Información mutua . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
4.2. El coeficiente de correlación y la matriz de correlación . . . . . . . . . . . . 37
4.3. Medidas de correlación estad́ıstica de pares basadas en distribuciones acu-

mulativas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
4.4. Medidas de correlación estad́ıstica de pares basadas en momentos de orden

superior . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

5. Medidas de correlación estad́ıstica: de tres variables y de órdenes altos 42
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la información de tercer orden (I3

x = I3
p ) contra 1

ω
para funciones de onda

simétricas (azul) y antisimétricas (rojo). Ambas figuras para el estado |012〉. 51
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derecha: gráficas de la información de tercer orden I3

x (rojo) e I3
p (azul)

vs λ con potencial repulsivo para el estado simétrico |000〉 (primera fila)
y el estado antisimétrico |001〉 (segunda fila). La ĺınea vertical discontinua
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(ĺınea discontinua) y entroṕıa de Shannon de una variable Sx vs λ para el
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densidad reducida de una variable para el potencial repulsivo con valores
λ = 0, 0,1, 0,3, 0,57. Las densidades de |000〉 se presentan en rojo mientras
que las de |001〉 en azul. ω se fija a uno en ambos casos. . . . . . . . . . . . 66
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N
3 y Cok(x1, x2, x3) contra λ para
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8.11. Gráficas de Ip3 , Ip e I3
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(ĺıneas discontinuas) contra el potencial λ. En espacio de momentos para el
estado |001〉 con potencial repulsivo y ω = 1,0. La ĺınea vertical discontinua
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C2. Primera fila: gráficas de las marginales ρ(x) para la función de Wigner.
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Sπ Entroṕıa de Shannon de una variable en espacio de momentos.
Sρ Entroṕıa de Shannon de una variable en espacio de posición.
SΠ Entroṕıa de Shannon de dos variables en espacio de momentos.
SΓ Entroṕıa de Shannon de dos variables en espacio de posición.
SΦ Entroṕıa de Shannon de tres variables en espacio de momentos.
SΨ Entroṕıa de Shannon de tres variables en espacio de posición.
CRE, εa Entroṕıa residual acumulativa.
JCRE Entroṕıa residual acumulativa conjunta.
mJCRE Entroṕıa residual acumulativa conjunta modificada.
CCRE Entroṕıa residual acumulativa cruzada.
mCCRE Entroṕıa residual acumulativa cruzada modificada.
εab Entroṕıa residual acumulativa de pares.
TCRE Entroṕıa residual acumulativa de tres variables.
TcCCRE Correlación acumulativa total en términos de densidades acumula-

tivas.
TCCRE Correlación acumulativa de tercer orden en términos de densidades

acumulativas.
SH Entroṕıa de Husimi.
SW Entroṕıa de Wigner.
|σ1, σ2, σ3〉 , Esṕın.
|±,±,±〉
ε Excentricidad.
P (xi, xj) Función de distribución conjunta.
H(x, p) Función de Husimi.
Hn(x, p) Función de Husimi para n-estados excitados.
φ(p) Función de onda en espacio de momentos.
ψ(x) Función de onda en espacio de posición.
Φ(p1, p2, p3) Función de onda de tres variables en espacio de momentos.
Ψ(x1, x2, x3) Función de onda de tres variables en espacio de posición.
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|n1, n2, n3〉 Función de onda en términos del número cuántico ni.
W (x, p) Función de Wigner.
Wn(x, p) Función de Wigner para n-estados excitados.

Ĥ,H Hamiltoniano.
He Hamiltoniano efectivo en coordenadas canónicas.
I(x1, x2), Ix Información mutua.
INx Información mutua normalizada.
I3(x1, x2, x3), Ix3 Información de correlación total.
IN3 Información de correlación total normalizada.
I3(x1, x2, x3), I3

x Información mutua de tercer orden.
IxpH Información mutua de la función de Husimi.
IxpW Información mutua de la función de Wigner.
m Masa.
Mc Matriz de cokurtosis.
Mτ Matriz de correlación.
MCov Matriz de covarianza.
ρ(x, x′) Matriz de densidad.
M−1 Matriz inversa.
MT Matriz transpuesta.
µ Media.
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Ln(z) n-ésimo polinomio de Laguerre.
µx2 Nueva medida relacionada con la información de correlación total

en términos de momentos de orden superior.
µ2
x2 Nueva medida relacionada con la información mutua de tercer orden

en términos de momentos de orden superior.
ηx Nueva medida basada en la diferencia de la cokurtosis de dos y tres

variables.
ηrx Nueva medida basada en el cociente entre la cokurtosis de tres y

dos variables.
ni Número cuántico principal.

Â Operador.
α Parámetro relacionado con el ancho del potencial de tres cuerpos.
αj,

1
αj

Parámetros de potencial de interacción en espacio de posición y
espacio de momentos.

ω+, ω− Parámetros de potencial central atractivo y repulsivo.
λ+, λ− Parámetros de potencial de pares atractivo y repulsivo.
κ+, κ− Parámetros de potencial de tres cuerpos atractivo y repulsivo.
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{a, b, c}, Parámetros variacionales no lineales en espacio de posición y espacio
{ 1
a
, 1
b
, 1
c
} de momentos.

V̂ , V Potencial.
VT Potencial definido como la suma del término armónico de un cuerpo,

dos cuerpos y de tres cuerpos.
λ′, ω′ Potenciales efectivos.
pi Probabilidad del i-ésimo evento.
P (xi|xj) Probabilidad condicional.
CRET , JCRET , Sumas de las medidas acumulativas.
TCRET
SDT Suma entrópica.
K3 Tercer cumulante conjunto.
〈·〉, E[·] Valor esperado.
E[S(x1|x2)] Valor esperado de la entroṕıa condicional.
E[S(x3|x1x2)] Valor esperado de la entroṕıa condicional de tres variables.
E[ε(b|x1)] Valor esperado de la entroṕıa residual acumulativa.
E[ε(c|x1x2)] Valor esperado de la entroṕıa residual acumulativa de tres variables.
νi, µi, λi Valores propios.
X, Y Variables aleatorias continuas.
σ2
x, σ

2
p Varianza en espacio de posición y en espacio de momentos.

ei, fi, ui Vectores propios.
u,x Vectores.
xT Vector transpuesto.
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Humberto G. Laguna, Saúl J.C. Salazar and Robin P. Sagar. Entropic Kullback-Leibler ty-
pe distance measures for quantum distributions. Int. J. Quantum Chem. 2019, 119:e25984,
doi: 10.1002/qua.25984
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Saúl J.C. Salazar, Humberto G. Laguna and Robin P. Sagar. Higher-Order In-
formation Measures from Cumulative Densities in Continuous Variable Quan-
tum Systems. Quantum Rep. 2020, 2, 560-578, doi: 10.3390/quantum2040039
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Introducción

La interacción entre part́ıculas y sus efectos es un tema de interés tanto en la qúımica
cuántica como en otras áreas de la ciencia donde se estudian interacciones entre distintos
cuerpos u objetos. Por lo que la relevancia en estudiar este tema radica en la existencia de
diversos fenómenos que se manifiestan como resultado del efecto no aditivo de la interac-
ción entre part́ıculas, dicha situación la encontramos en fenómenos colectivos de sistemas
complejos tales como los efectos cooperativos.

Como una aproximación al estudio de sistemas con muchos cuerpos podemos considerar
el caso de un sistema de tres part́ıculas interactuantes. En este trabajo estudiamos sistemas
cuánticos de tres part́ıculas (variables continuas) donde el objeto matemático de interés
es la función de onda la cual contiene toda la información del sistema f́ısico. Usamos
la densidad para construir una función de densidad de probabilidad asociada con los
observables del sistema, por medio de la densidad obtenemos las correlaciones que vienen
de la interacción entre part́ıculas.

En particular examinamos osciladores acoplados [1, 2] ya que son de los pocos modelos
con soluciones anaĺıticas donde la interacción entre sus part́ıculas es de tipo armónica.
La trascendencia del modelo se debe a que el oscilador armónico es uno de los poten-
ciales más importantes en mecánica cuántica, además, este tiene aplicaciones en qúımica
cuántica para modelar interacciones entre dos o tres part́ıculas [3, 4, 5, 6, 7]. Aśı tenemos
que los sistemas de part́ıculas interactuantes atrapadas en pozos de potencial (clústeres
atómicos o puntos cuánticos) están descritos en forma teórica como sistemas confinados
armónicamente con parámetros de control ajustables [8]. Estos sistemas se consideran can-
didatos prometedores para la construcción de computadoras cuánticas. Lo anterior muestra
la importancia de estudiar la información cuántica que poseen los sistemas sometidos a
potenciales armónicos.

Además debido a la naturaleza del problema mecánico cuántico las variables posición
y momento están correlacionadas [9]. Por lo que el estudio de las correlaciones estad́ısticas
entre part́ıculas en el espacio de posición, en el espacio de momentos y la correlación entre
sus posiciones y momentos en espacio fase es fundamental.

Las herramientas matemáticas que se utilizan en la estad́ıstica son la primera apro-

1



2 INTRODUCCIÓN

ximación natural para intentar resolver el problema de medir correlación estad́ıstica en
sistemas cuánticos [10]. Sin embargo, la teoŕıa de la información [11, 12, 13, 14, 15, 16, 17]
en principio ha probado ser una herramienta útil para abordar problemas relacionados
con la medición de la incertidumbre de variables y propiedades en sistemas cuánticos
[18, 19, 20, 21]. Examinar la densidad del sistema utilizando medidas estad́ısticas e in-
formacionales nos permite interpretar los fenómenos de interacción relacionados con la
localización y la correlación entre variables y part́ıculas [22, 23, 24, 25]. En este sentido
las interacciones son estudiadas usando medidas de correlación a través del cambio en las
intensidades de los potenciales de un cuerpo y de dos cuerpos atractivos o repulsivos. Por
otro lado también consideramos analizar como influye el tipo de simetŕıa de la función de
onda en diferentes estados.

La existencia de varias formulaciones matemáticas para abordar el problema de me-
dir las interacciones entre part́ıculas hace imprescindible plantear la pregunta de ¿cuál es
la mejor manera de medir correlaciones? Aśı cuando hablamos de correlación la primera
aproximación es entre pares de part́ıculas o variables, pero existen correlaciones de órdenes
superiores. Por lo que otras preguntas son ¿cómo medir correlaciones de orden superior en
sistemas cuánticos? y ¿cúales son los efectos de estas correlaciones en el comportamiento
de los sistemas cuánticos? Además cuando se tiene un gran número de part́ıculas interac-
tuando se incorpora una mayor complejidad al problema, entonces resulta otra pregunta
de śı ¿es factible e inmediata la construcción de medidas para estudiar sistemas complejos?

En la literatura han sido exploradas nuevas medidas [26, 27] que permiten capturar
efectos de orden superior debidas a interacciones entre part́ıculas por su potencial aplica-
ción en experimentos de sistemas cuánticos con varios cuerpos [28, 29, 30].

La teoŕıa de la información proporciona diversas medidas informacionales que son sen-
sibles a la correlación estad́ıstica de los sistemas. Sin embargo, en este trabajo estudiamos
y contrastamos medidas estad́ısticas como el coeficiente de correlación, y proponemos la
construcción de nuevas medidas basadas en momentos de orden alto. Dichas medidas son
comparadas con sus respectivos equivalentes de la teoŕıa de la información. En esta misma
ĺınea de investigación examinamos medidas relacionadas con la información mutua y la
correlación total donde extendemos su estudio a nuevas formulaciones de orden superior
como es el caso de la correlación de tercer orden.

Asimismo, con referencia a lo anterior proponemos nuevas definiciones de medidas
basadas en densidades acumulativas que son capaces de captar las correlaciones de orden
superior.

En otra aplicación particular de las medidas basadas en densidades acumulativas ha-
cemos un estudio informacional de las funciones en espacio fase de Wigner y de Husimi
para un oscilador armónico cuántico.

También se estudiarán las diferencias en los patrones de correlación cuando hay un
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potencial de interacción de dos cuerpos y cuando hay un potencial de interacción de tres
cuerpos en el modelo de tres osciladores acoplados (part́ıculas interactuantes).
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Caṕıtulo 1

Antecedentes

1.1. La ecuación de Schrödinger

Existen diferentes formulaciones de la mecánica cuántica tales como la de Schrödinger,
Heisenberg, Wigner y Feynman que corresponden a esquemas lógicamente independientes
de cuantización [31]. Sin embargo, en este trabajo empleamos la formulación basada en la
función de onda para describir los sistemas cuánticos y sus interacciones. En este sentido
resumimos las definiciones y consideraciones más relevantes de la mecánica cuántica de
operadores en espacios de Hilbert.

Un sistema f́ısico se describe mediante un espacio de Hilbert o espacio de estados
(vectores unitarios).

El espacio de Hilbert para los estados de posición y momento está constituido por
funciones de onda de N - variables Ψ(x1, ..., xN) de cuadrado integrable L2(RN)∫

Ψ∗(x1, ..., xN)Ψ(x1, ..., xN)dx1 · · · dxN <∞, (1.1)

tal que la integral existe y es finita.

En mecánica cuántica la cantidad fundamental es la función de onda donde su módulo
al cuadrado define la densidad de probabilidad

ρ(x1, ..., xN) = Ψ∗(x1, ..., xN)Ψ(x1, ..., xN) = |Ψ(x1, ..., xN)|2, (1.2)

por lo que la información se puede extraer de la función de onda a través de la
densidad de probabilidad [32].
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La densidad de probabilidad es una función no negativa y que integra a la unidad

ρ(x1, ..., xN) ≥ 0,

∫
ρ(x1, ..., xN)dx1 · · · dxN = 1. (1.3)

Las propiedades del sistema que se pueden medir se denominan observables (posición,
momento, enerǵıa, entre otros) y se describen mediante operadores autoadjuntos Â
en el espacio de Hilbert.

El valor esperado del operador Â se define como

〈Â〉 =

∫
Ψ∗(x1, ..., xN)ÂΨ(x1, ..., xN)dx1 · · · dxN . (1.4)

La ecuación de onda de Schrödinger describe el comportamiento estad́ıstico de las
part́ıculas en algún sistema

ĤΨ(x1, ..., xN) = ÊΨ(x1, ..., xN), (1.5)

donde se definen los operadores de enerǵıa y el Hamiltoniano

Ê = ı~
∂

∂t
, (1.6)

Ĥ =
N∑
i=1

(
− ~2

2mi

∇2
i

)
+ V̂ (x1, ..., xN), (1.7)

en términos de las variables de posición xi y momentos pi. Además, dichos operadores
actúan sobre las correspondientes funciones de onda Ψ(x1, ..., xN). Es aśı como nos res-
tringimos al estudio de la ecuación estacionaria y no relativista de Schrödinger para N -
part́ıculas idénticas

− ~2

2m

N∑
i=1

∇2
iΨ(x1, ..., xN) + V (x1, ..., xN)Ψ(x1, ..., xN) = EΨ(x1, ..., xN). (1.8)

Una vez que se define el modelo f́ısico a estudiar éste queda especificado a través de
la ecuación de Schrödinger mediante la selección de la función de enerǵıa potencial que
depende de la posición de las part́ıculas

V (x1, ..., xN) =
N∑
i=1

V1(xi) +
N−1∑
i=1

N∑
j=i+1

V2(xi, xj) + · · · , (1.9)

5
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donde usualmente se considera hasta la interacción de dos cuerpos. El primer término del
potencial es el que experimenta cada part́ıcula y el segundo término del potencial es el
que experimentan los pares de part́ıculas. Usando esta forma funcional del potencial es
posible estudiar los efectos de alto orden a través de un Hamiltoniano de dos cuerpos, es
decir, se pueden estudiar correlaciones de órdenes más altos. Los efectos de potenciales de
tres o más cuerpos se pueden analizar como potenciales efectivos de uno y dos cuerpos.

Cuando los potenciales de dos cuerpos son armónicos la ecuación de Schrödinger es
separable y tiene solución anaĺıtica. En este caso la ecuación de Schrödinger se puede
resolver por lo que se obtienen las correspondientes funciones propias Ψ(x1, ..., xN), esto
significa que la función propia Ψ(x1, ..., xN) cumple con la ecuación de valores propios
(1.5).

Las dos representaciones más importantes de la mecánica cuántica son las coordenadas
en espacio de posición (x1, ..., xN) y las coordenadas en espacio de momentos (p1, ..., pN).
El cambio de representación se efectúa aplicando la respectiva transformada de Fourier a
las funciones de onda Ψ(x1, ..., xN) y Φ(p1, ..., pN)

Ψ(x1, ..., xN) =

(
1

2π~

) 3
2
∫

Φ(p1, ..., pN)eı(x1p1+···+xNpN )/~dp1 · · · dpN , (1.10)

Φ(p1, ..., pN) =

(
1

2π~

) 3
2
∫

Ψ(x1, ..., xN)e−ı(p1x1+···+pNxN )/~dx1 · · ·xN . (1.11)

1.2. Interacción f́ısica y correlaciones estad́ısticas

En un sentido f́ısico una interacción es un proceso de acción que requiere dos o más
part́ıculas u objetos y que se describe a través de un campo fundamental o fuerza fun-
damental. Aśı la interacción viene de la f́ısica del problema a causa de los potenciales
aplicados y las propiedades de las part́ıculas. En el principio de causalidad observamos
que a la causa determinada por el potencial le corresponde un efecto determinado sobre
las part́ıculas.

En razón de lo anterior es que estamos interesados en medir el efecto del potencial sobre
las part́ıculas mediante la correlación. La propiedad de correlación es fundamentalmente
una construcción estad́ıstica (matemática) que mide la magnitud y el tipo de relación
(lineal, no-lineal) entre variables aleatorias. En términos generales si existe interacción
entre part́ıculas entonces la correlación depende de la distancia ya que los potenciales son
funciones dependientes de la posición. Ahora si consideramos las variables de posición
como variables aleatorias entonces podemos asociarles una medida de probabilidad que
puede examinarse usando su función de distribución conjunta P (xi, xj).

6
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La relación entre variables aleatorias se puede estudiar a través de la definición de
independencia y dependencia de eventos. En términos de probabilidades un sistema f́ısico
estad́ısticamente independiente implica distribuciones independientes por lo que no existe
correlación si se cumple la relación

P (xi, xj) = P (xi)P (xj). (1.12)

Además un sistema f́ısico estad́ısticamente dependiente implica distribuciones dependien-
tes por lo que existe correlación cuando se cumple la relación

P (xi, xj) 6= P (xi)P (xj) ⇒ P (xi, xj) = P (xi|xj)P (xj), (1.13)

donde P (xi|xj) corresponde a la probabilidad condicional del evento xi dado el evento xj.

Figura 1.1: Interacción entre dos part́ıculas xi y xj separadas a una distancia dij sometidas
a un potencial de interacción donde existe correlación por lo que se cumple la condición
P (xi, xj) 6= P (xi)P (xj).

La probabilidad condicional también se conoce como probabilidad de causas la cual
puede contener una relación real de causa-efecto del sistema. De acuerdo con la idea
anterior la definición de probabilidad condicional tiene un sentido intuitivo ya que implica
recurrir a las caracteŕısticas de los fenómenos f́ısicos que describe.

1.2.1. Correlación de variables en la mecánica cuántica

En la teoŕıa de la mecánica cuántica la función de onda de N -part́ıculas Ψ(x1, ..., xN)
contiene la información del sistema f́ısico en estudio. Sin embargo, se usa |Ψ(x1, ..., xN)|2
que define una función de densidad de probabilidad. Aśı en principio obtenemos una
probabilidad de ocurrencia sobre las variables en la representación de posición o momentos.
Por lo anterior el estudio de la correlación de varias variables o part́ıculas requiere de la
existencia de una función de distribución conjunta no separable (1.13). Por otro lado, la
interacción entre part́ıculas debida al efecto de potenciales y de su confinamiento puede
controlarse mediante el ajuste de los parámetros en los potenciales. Aqúı vemos como

7
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la aparición de un potencial de interacción provoca la no separabilidad de la ecuación
de Schrödinger en las coordenadas originales (canónicas). Por lo que es conveniente usar
un sistema de coordenadas que permita separar el problema original. Además, se debe
mantener la indistinguibilidad ante el intercambio de las variables canónicas. Asimismo es
importante considerar los efectos a causa de la simetrización de la función de onda por la
indistinguibilidad entre part́ıculas y la aparición de huecos de simetŕıa que se explican por
el principio de exclusión de Pauli.

En mecánica cuántica las variables canónicas conjugadas (x̂, p̂) cumplen las siguientes
reglas de conmutación

[ x̂i, x̂j ] = 0, [ p̂i, p̂j ] = 0, (1.14)

[ x̂i, p̂j ] = ı~, (1.15)

donde el último conmutador no se anula, por lo que las dos variables dinámicas son canóni-
cas conjugadas. Además, dichas reglas de conmutación son fundamentales en mecánica
cuántica. Lo anterior es debido a la naturaleza estocástica de los sistemas cuánticos, ya
que no es posible medir de manera simultánea y con precisión arbitraria la posición y el
momento asociados a una part́ıcula individual. Para cuantificar la propiedad de no con-
mutatividad de dos variables canónicas conjugadas se utiliza el principio de incertidumbre
o la desigualdad de Heisenberg [33, 34]

σx σp ≥
~
2
, (1.16)

la desigualdad de Heisenberg establece que el producto de las dispersiones de dos variables
conjugadas no conmuta y no puede ser menor que cierta cota. En la sección 3.2 se
introduce la definición de la desviación estándar σx.

1.2.2. Enerǵıa de correlación vs correlación estad́ıstica

El concepto de correlación estad́ıstica en mecánica cuántica ha sido examinado en
diversos contextos [10, 35]. Tal como se ha visto las part́ıculas en los sistemas cuánticos
están representadas por las variables aleatorias asociadas con la densidad de probabilidad.
Debido a esto el estudio de la correlación a partir de la densidad de probabilidad es
distinto de otras alternativas como la enerǵıa de correlación en qúımica cuántica [36] que
utiliza criterios energéticos. En este caso la enerǵıa de correlación para cierto estado se
define como la diferencia entre el valor propio del Hamiltoniano y su valor esperado en la
aproximación de Hartree-Fock [37]

Ecorr = 〈Ĥ〉exacto − 〈Ĥ〉HF , (1.17)

8
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dicha ecuación corresponde a la enerǵıa de correlación, pero se ocupa como criterio de
calidad de la función de onda aproximada variacional cuando el primer término se reem-
plaza por 〈Ĥ〉aprox, donde a mayor enerǵıa de correlación tenemos una mejor función de
onda. La enerǵıa de correlación utiliza como referencia un sistema de part́ıculas indepen-
dientes, distinto al sistema de interés, mientras que las medidas estad́ısticas no utilizan
una referencia externa. Además, esta enerǵıa de correlación se emplea en qúımica cuántica
para medir los efectos de correlación en funciones de onda aproximadas. En este sentido
debemos enfatizar que las funciones de onda que conducen a buenas enerǵıas no predicen
otras propiedades con la misma precisión.

La diferencia fundamental entre ambos enfoques es que en el caso de la correlación
estad́ıstica el énfasis se pone en el análisis de las caracteŕısticas de las densidades de pro-
babilidad relacionadas con las funciones propias del Hamiltoniano más que en los valores
propios del Hamiltoniano.

Actualmente existe un interés por comprender la naturaleza de las correlaciones es-
tad́ısticas en sistemas cuánticos debido a la interpretación del módulo al cuadrado de la
función de onda como una densidad de probabilidad. Con referencia a lo anterior sabemos
que la densidad electrónica es un observable fundamental que se puede medir [38, 39, 40].
Asimismo existen técnicas de imágenes que pueden determinar simultáneamente las po-
siciones de todos los átomos en redes ópticas dentro de una sola trampa aislada donde
puede existir información relevante del sistema. Sin embargo, las correlaciones espaciales
de orden superior que son dif́ıciles de detectar en la densidad reducida de una variable
pueden manifestarse a partir de la densidad de probabilidad de N -part́ıculas [41, 42, 43].

De igual manera para la medición de la densidad en espacio de momentos encontramos
un soporte coincidente con los experimentos de espectroscoṕıa (e,2e) [44] en una part́ıcula
y (e,3e) en pares de part́ıculas [45, 46, 47].

Ahora bien, en el caso de fermiones el estudio del origen y tipo de correlaciones en
especial de órdenes superiores es fundamental para entender sistemas complejos de muchos
cuerpos [28, 29, 48]. Recientemente con la observación experimental de los cristales de
Pauli [49, 50] la atención se centra en la detección de correlaciones de N -part́ıculas en las
posiciones relativas o bien en los momentos de dichas part́ıculas.

1.3. Densidades probabiĺısticas y la correlación es-

tad́ıstica

Las medidas de correlación estad́ıstica se utilizan para cuantificar la interacción de
part́ıculas en las densidades y funciones de onda de los sistemas cuánticos, ya que estas
contienen la información del sistema. En ese sentido encontramos la razón del porqué

9
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existe interés en examinar diferentes medidas de correlación estad́ıstica.

Como puede observarse, una caracteŕıstica fundamental de la mecánica cuántica es
el principio de incertidumbre de Heisenberg el cual relaciona el comportamiento de la
densidad de probabilidad en la representación del espacio de posición con la densidad de
probabilidad en el espacio de momentos. Aqúı se pueden plantear varias preguntas con
respecto a las correlaciones estad́ısticas en los sistemas cuánticos, tales como ¿cuáles son
las diferencias o similitudes entre las correlaciones estad́ısticas entre part́ıculas observa-
das en una representación en comparación con la otra? Es decir, ¿cómo se correlacionan
las posiciones de las part́ıculas y en qué se diferencia esto de las correlaciones entre sus
momentos? ¿Existen simetŕıas en el comportamiento de las medidas de correlación en un
espacio en comparación con el otro?

Otro aspecto de los sistemas cuánticos con múltiples part́ıculas es la simetŕıa de la
función de onda, donde la pregunta fundamental es ¿qué papel tiene la simetŕıa de la
función de onda en las correlaciones estad́ısticas entre part́ıculas? ¿Es lo mismo en las
representaciones de posición y momento?

Por último está la cuestión de la naturaleza de las interacciones presentes en los sis-
temas cuánticos de múltiples part́ıculas y sus manifestaciones en las densidades de pro-
babilidad multivariada y las correlaciones estad́ısticas. ¿Cómo se traduce la intensidad de
las interacciones en el Hamiltoniano en las correlaciones estad́ısticas? ¿Aumentan estas
correlaciones con una intensidad creciente de interacciones? ¿Existe una semejanza entre
las correlaciones en el estado fundamental en oposición a los estados excitados? ¿Surgen
patrones o cada estado posee sus propias caracteŕısticas particulares con respecto a la
correlación? ¿Existen diferencias entre las caracteŕısticas de la correlación por pares y las
de las correlaciones de orden superior?

A continuación presentamos la estructura de la tesis. En el Caṕıtulo 2 se introducen
los modelos de tres osciladores no interactuantes e interactuantes estudiados en la tesis. En
el Caṕıtulo 3 se presentan las medidas de localización estad́ıstica usadas en los modelos.
Posteriormente en el Caṕıtulo 4 se abordan las medidas de correlación de pares, y en
el Caṕıtulo 5 se tratan las medidas de correlación de tres variables y de orden alto. En
estos tres caṕıtulos se introducen nuevas medidas informacionales.

En el Caṕıtulo 6 se presentan los resultados de las medidas informacionales aplica-
das a los estados basales de osciladores interactuantes. En el Caṕıtulo 7 se muestran
los resultados de las medidas informacionales en comparación con las medidas basadas
en momentos de la densidad para los estados basales y estados excitados. En estos dos
caṕıtulos se introducen las nuevas medidas de correlación de tres variables y de orden alto
para las medidas informacionales de Shannon y las medidas basadas en momentos de la
densidad. En el Caṕıtulo 8 se comparan los resultados de las medidas informacionales de
Shannon contra las medidas basadas en densidades acumulativas para los estados basales.

10
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Además en este caṕıtulo se introducen las nuevas medidas de correlación de tres variables
y de orden alto basadas en densidades acumulativas. Finalmente en el Caṕıtulo 9 se es-
tudian las medidas informacionales en presencia de la interacción entre tres cuerpos para
el estado basal. Estos son algunos de los temas que proponemos abordar en las siguientes
secciones.
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Caṕıtulo 2

Modelos de estudio para tres
part́ıculas

A continuación presentamos los modelos de tres part́ıculas no interactuantes e inter-
actuantes para sistemas sin esṕın y con esṕın en el caso de potenciales de interacción
atractivo y repulsivo.

2.1. N-Osciladores acoplados

El modelo de osciladores acoplados se puede definir en términos del siguiente Hamil-
toniano unidimensional con potenciales armónicos

H =
N∑
i=1

(
1

2m
p̂2
i +

1

2
ω2mx̂2

i

)
+

N−1∑
i=1

N∑
j=i+1

λ2(x̂i − x̂j)2, (2.1)

donde x̂i = xi, p̂i = −i~ ∂
∂xi

, m es la masa de los osciladores, ω y λ corresponden a las
frecuencias armónicas. La interacción entre pares de part́ıculas está dada por el potencial
de un oscilador armónico entre pares (xi, xj), como se ve en el tercer término de la ecuación
(2.1).

Para resolver la ecuación de Schrödinger asociada a la ecuación del Hamiltoniano (2.1)
es necesario transformar las coordenadas canónicas (xi, pi) a un nuevo sistema de coor-
denadas (ri, qi). Lo anterior con la finalidad de cambiar el problema original que no es
separable a uno que es separable. Aśı introducimos las nuevas coordenadas de Jacobi [51]
en términos de las coordenadas del centro de masa

R = N−
1
2

N∑
j=1

xj, (2.2)
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y de las N − 1 coordenadas relativas

ri = [i(i+ 1)]−
1
2

(
i∑

j=1

xj − ixi+1

)
. (2.3)

Debido a la importancia de este modelo enfatizamos la siguiente caracteŕıstica del
potencial armónico. En sistemas reales cualquier potencial atractivo considerado como una
función suave V (x) presenta un mı́nimo en su posición de equilibrio. Asimismo alrededor
del mı́nimo el potencial se aproxima por una expansión en serie de Taylor

V (x) = V (0) +
dV

dx

∣∣∣∣
x=0

x+
1

2

d2V

dx2

∣∣∣∣
x=0

x2 + ...+, (2.4)

donde x es la distancia al mı́nimo, el primer coeficiente se puede fijar como el valor constan-
te V (0) = 0 y el segundo coeficiente dV

dx
|x=0 = 0 toma éste valor en la posición de equilibrio.

Debido a lo anterior el oscilador armónico aproxima a cualquier potencial atractivo en una
región cercana al mı́nimo. Por lo que la enerǵıa potencial de cualquier sistema se puede
escribir como

V (x; k) =
1

2
kx2, (2.5)

definiendo el tercer coeficiente como d2V
dx2
|x=0 ≡ k, donde k = ω2m con m la masa y ω la

frecuencia [52].

2.1.1. Potenciales e interacciones

Las interacciones en sistemas mecánico cuánticos están descritas a través de la función
potencial V (x; k) que en general depende de las coordenadas en el espacio de posición x y
de un parámetro k = {λ, ω} que mide la intensidad de la interacción. Para el caso de tres
part́ıculas sometidas a un potencial de tipo armónico con interacción como una suma de
pares

V (x1, x2, x3;ω, λ) = ω2

3∑
i=1

x2
i ± λ2

2∑
i=1

3∑
j=i+1

(xi − xj)2, (2.6)

donde x1, x2 y x3 corresponden a las coordenadas canónicas en el espacio de posición y
ω describe la intensidad de interacción del oscilador mientras que λ es la intensidad de
la interacción de pares entre las part́ıculas interactuantes. Además la enerǵıa del sistema
depende en los valores de los parámetros ω y λ que se pueden controlar para modificar los
valores de este observable y del sistema en general.
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2.2. 3- Osciladores acoplados

El modelo de tres osciladores acoplados lo escribimos a partir del Hamiltoniano (2.1)
en coordenadas canónicas en el espacio de posición considerando unidades (m = ~ = 1)

H = −1

2

(
∂2

∂x2
1

+
∂2

∂x2
2

+
∂2

∂x2
3

)
+

1

2
ω2(x2

1 + x2
2 + x2

3)

± 1

2
λ2[(x1 − x2)2 + (x1 − x3)2 + (x2 − x3)2], (2.7)

donde ω es la frecuencia natural del oscilador y λ el potencial de interacción siendo el
signo positivo para el caso atractivo y el signo negativo para el caso repulsivo.

Las coordenadas canónicas en el espacio de posición de las tres part́ıculas (x1, x2, x3)
se transforman en las coordenadas de Jacobi (R, r1, r2) aplicando las ecuaciones (2.2-2.3)

R =
1√
3

(x1 + x2 + x3), (2.8)

corresponde a las coordenadas del centro de masa y

r1 =
1√
6

(x1 + x2 − 2x3), r2 =
1√
2

(x1 − x2), (2.9)

son las coordenadas relativas. Al sustituir las nuevas coordenadas en la ecuación (2.7)
tenemos que el Hamiltoniano se escribe como

H =
1

2

[(
− ∂2

∂R2
+ α1R

2

)
+

(
− ∂2

∂r2
1

+ α2r
2
1

)
+

(
− ∂2

∂r2
2

+ α3r
2
2

)]
, (2.10)

donde consideramos α1 = ω2 y α2 = α3 = ω2±3λ2 con el signo positivo para la interacción
atractiva y el signo negativo para la interacción repulsiva. Además se impone la restricción
λ < ω√

3
sobre el potencial de interacción en el caso repulsivo [7] para obtener estados

ligados.
La ecuación de Schrödinger se resuelve en las nuevas coordenadas usando el Hamilto-

niano (2.10) lo cual transforma el problema en uno separable respecto a las coordenadas
de Jacobi

HΨnRnr1nr2
(R, r1, r2) = EΨnRnr1nr2

(R, r1, r2), (2.11)

[
− 1

2

(
∂2

∂R2
+

∂2

∂r2
1

+
∂2

∂r2
2

)
+

1

2

(
α1R

2 + α2r
2
1 + α3r

2
2

)]
ΨnRnr1nr2

(R, r1, r2) =

EΨnRnr1nr2
(R, r1, r2), (2.12)
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donde el número cuántico principal nR corresponde a la coordenada del centro de masa R
y los números cuánticos nr1 y nr2 corresponden a las coordenadas relativas, y la función
propia se escribe como un producto de tres funciones propias

ΨnRnr1nr2
(R, r1, r2) = ψnR(R)ψnr1 (r1)ψnr2 (r2) = |nRnr1nr2〉 , (2.13)

donde tenemos

ψnR(R) =

(
α1

1
4

2nRnR!π
1
2

) 1
2

e−
1
2

√
α1R2

HnR

(
α

1
4
1R

)
, (2.14)

ψnr1 (r1) =

(
α2

1
4

2nr1nr1 !π
1
2

) 1
2

e−
1
2

√
α2r21Hnr1

(
α

1
4
2 r1

)
, (2.15)

ψnr2 (r2) =

(
α3

1
4

2nr2nr2 !π
1
2

) 1
2

e−
1
2

√
α3r22Hnr2

(
α

1
4
3 r2

)
, (2.16)

donde Hn(x) es el polinomio de Hermite de orden n. Además el correspondiente valor
propio es

E = ER + Er1 + Er2 ,

E = ω

(
nR +

1

2

)
+
√
ω2 ± 3λ2(nr1 + nr2 + 1). (2.17)

Es importante resaltar que la permutación de x1, x2 o x3 no resulta necesariamente en un
estado indistinguible del original |nR, nr1 , nr2〉. Esto se puede ver en la definición de las
coordenadas relativas en (2.9).

Por otro lado para obtener la función de onda en el espacio de momentos Φ(p1, p2, p3)
podemos aplicar la transformada de Fourier a la función de onda en el espacio de posición
Ψ(x1, x2, x3) correspondiente a las ecuaciones (2.14-2.15)

Φ(p1, p2, p3) =

(
1

2π~

) 3
2
∫

Ψ(x1, x2, x3)e−ı(p1x1+p2x2+p3x3)/~dx1dx2dx3. (2.18)

Otra alternativa para conseguir dicha función de onda es reescribir el Hamiltoniano de
la ecuación (2.10) en términos de la variable canónica p en el espacio de momentos [53]

H =
1

2

[(
Q2 − α1

∂2

∂Q2

)
+

(
q2

1 − α2
∂2

∂q2
1

)
+

(
q2

2 − α3
∂2

∂q2
2

)]
, (2.19)

donde las coordenadas (Q, q1, q2) corresponden a las coordenadas de Jacobi en el espacio de
momentos las cuales se obtienen usando las ecuaciones (2.2-2.3) respecto a las coordenadas
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canónicas (p1, p2, p3). Por lo que la función de onda en el espacio de momentos corresponde
a

ΦnQnq1nq2
(Q, q1, q2) = φnQ(Q)φnq1 (q1)φnq2 (q2) = |nQnq1nq2〉 , (2.20)

donde tenemos

φnQ(Q) =

(
1

α1
1
4 2nQnQ!π

1
2

) 1
2

e
− 1

2
√
α1
Q2

HnQ

(
Q

α
1
4
1

)
, (2.21)

φnq1 (q1) =

(
1

α2
1
4 2nq1nq1 !π

1
2

) 1
2

e
− 1

2
√
α2
q21Hnq1

(
q1

α
1
4
2

)
, (2.22)

φnq2 (q2) =

(
1

α3
1
4 2nq2nq2 !π

1
2

) 1
2

e
− 1

2
√
α3
q22Hnq2

(
q2

α
1
4
3

)
. (2.23)

2.2.1. Osciladores acoplados sin esṕın

Para construir funciones de onda simétricas consideramos que la función de onda toma
la forma |nR, 0, 0〉 donde se cumple que nR ≥ 0, la cual es indistinguible

ΨnRnr1nr2
(R, r1, r2) = |nRnr1nr2〉 , (2.24)

aśı la densidad simétrica es

|ΨnRnr1nr2
(R, r1, r2)|2 = M2 |nRnr1nr2〉 〈nRnr1nr2| , (2.25)

donde M es la constante de normalización. Para generar las correspondientes funciones de
onda y densidades en el espacio de momentos usamos |nQnq1nq2〉. A continuación veremos
cómo la inclusión del esṕın permite generar funciones de onda antisimétricas.

2.2.2. Osciladores acoplados con esṕın

Las funciones de onda antisimétricas en el espacio de posición con esṕın |σ1, σ2, σ3〉 =
(±,±,±) se pueden construir usando la permutación ćıclica de las coordenadas de Jacobi
(R, r1, r2) [7]

R = R′ = R′′ =
1√
3

(x1 + x2 + x3), (2.26)

r′1 =
1√
6

(x1 − 2x2 + x3), r′′1 =
1√
6

(−2x1 + x2 + x3), (2.27)

r′2 =
1√
2

(x3 − x1), r′′2 =
1√
2

(x2 − x3), (2.28)
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donde los números cuánticos están definidos como nR = nR′ = nR′′ para las coordenadas
de centro de masa R, nr1 = nr′1 = nr′′1 y nr2 = nr′2 = nr′′2 para las correspondientes
coordenadas relativas r1 y r2.

Las funciones de onda antisimétricas se construyen para part́ıculas indistinguibles con-
siderando el esṕın como

ΨnRnr1nr2
(R, r1, r2) = N

[(
|nRnr1nr2〉 −

∣∣nR′nr′1nr′2〉 ) |+ +−〉 +( ∣∣nR′′nr′′1nr′′2 〉− |nRnr1nr2〉 ) |+−+〉 +( ∣∣nR′nr′1nr′2〉− ∣∣nR′′nr′′1nr′′2 〉 ) |−+ +〉
]
, (2.29)

para valores de nr2 par siendo N la constante de normalización adecuada.
Por otro lado tenemos

ΨnRnr1nr2
(R, r1, r2) = N ′

[( ∣∣nR′′nr′′1nr′′2 〉 |+ +−〉+
∣∣nR′nr′1nr′2〉 |+−+〉+

|nRnr1nr2〉 |−+ +〉
)]
, (2.30)

para valores de nr2 impar siendo N ′ la constante de normalización.
Usando la función de onda antisimétrica adecuada generamos la función de densidad

por lo cual integramos con respecto al esṕın |σ1, σ2, σ3〉, donde existen términos que se
hacen cero debido a la ortogonalidad de las funciones de esṕın, para nr2 par

|ΨnRnr1nr2
(R, r1, r2)|2 = N2

[
2 |nRnr1nr2〉 〈nRnr1nr2|+ 2

∣∣nR′nr′1nr′2〉 〈nR′nr′1nr′2∣∣
+ 2

∣∣nR′′nr′′1nr′′2 〉 〈nR′′nr′′1nr′′2 ∣∣− 2 |nRnr1nr2〉
〈
nR′nr′1nr′2

∣∣
− 2 |nRnr1nr2〉

〈
nR′′nr′′1nr′′2

∣∣− 2
∣∣nR′nr′1nr′2〉 〈nR′′nr′′1nr′′2 ∣∣ ], (2.31)

y para nr2 impar

|ΨnRnr1nr2
(R, r1, r2)|2 = N ′2

[
|nRnr1nr2〉 〈nRnr1nr2|+

∣∣nR′nr′1nr′2〉 〈nR′nr′1nr′2∣∣
+
∣∣nR′′nr′′1nr′′2 〉 〈nR′′nr′′1nr′′2 ∣∣ ]. (2.32)

La función de densidad reducida a dos part́ıculas o marginal Γ(x1, x2) se obtiene inte-
grando la función de densidad |ΨnRnr1nr2

(R, r1, r2)|2 con respecto a una part́ıcula en las
coordenadas originales. Finalmente la función de densidad reducida a una part́ıcula ρ(x)
se consigue integrando la densidad |ΨnRnr1nr2

(R, r1, r2)|2 con respecto a dos part́ıculas en
las coordenadas originales.

En el espacio de momentos se define la función de onda antisimétrica

ΦnQnq1nq2
(Q, q1, q2) = N

[(
|nQnq1nq2〉 −

∣∣nQ′nq′1nq′2〉 ) |+ +−〉 +( ∣∣nQ′′nq′′1nq′′2 〉− |nQnq1nq2〉 ) |+−+〉 +( ∣∣nQ′nq′1nq′2〉− ∣∣nQ′′nq′′1nq′′2 〉 ) |−+ +〉
]
, (2.33)
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para nq2 par y N la constante de normalización.

ΦnQnq1nq2
(Q, q1, q2) = N ′

[( ∣∣nQ′′nq′′1nq′′2 〉 |+ +−〉+
∣∣nQ′nq′1nq′2〉 |+−+〉+

|nQnq1nq2〉 |−+ +〉
)]
, (2.34)

para nq2 impar y N ′ la constante de normalización. Por un procedimiento análogo al
anterior se obtienen las funciones de densidad correspondientes.

2.3. Osciladores no acoplados

Como comparativo con el modelo interactuante ahora consideramos el estudio del Ha-
miltoniano asociado con tres osciladores armónicos isotrópicos no interactuantes. En este
caso las funciones de onda del oscilador no interactuante se pueden obtener fijando λ = 0
en el Hamiltoniano de la ecuación (2.7). Por lo que la ecuación es separable en coordena-
das canónicas y cuya solución corresponde a productos de la función de onda del oscilador
armónico en espacio de posición.

Por otro lado este modelo lo podemos definir a partir de tres osciladores armónicos
independientes en un sistema de coordenadas canónicas (x̂, p̂) tal que los correspondientes
Hamiltonianos son

Hx1 =
1

2m
p̂2
x1

+
m

2
ω2x̂2

1, (2.35)

Hx2 =
1

2m
p̂2
x2

+
m

2
ω2x̂2

2, (2.36)

Hx3 =
1

2m
p̂2
x3

+
m

2
ω2x̂2

3, (2.37)

donde el Hamiltoniano total se escribe como la suma

H = Hx1 +Hx2 +Hx3 , (2.38)

por lo que resolvemos la ecuación de Schrödinger independiente del tiempo para el oscilador
armónico en coordenadas canónicas en el espacio de posición x para un sistema de tres
part́ıculas no interactuantes (osciladores no acoplados)

HΨnx1nx2nx3
(x1, x2, x3) = EΨnx1nx2nx3

(x1, x2, x3), (2.39)

[
− 1

2

(
∂2

∂x2
1

+
∂2

∂x2
2

+
∂2

∂x3
1

)
+

1

2
ω2(x2

1 + x2
2 + x2

3)

]
Ψnx1nx2nx3

(x1, x2, x3) =

EΨnx1nx2nx3
(x1, x2, x3), (2.40)
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aśı podemos escribir la función propia total asociada a la ecuación anterior

Ψnx1nx2nx3
(x1, x2, x3) = φn1(x1)φn2(x2)φn3(x3), (2.41)

con

φn1(x1) =

(
ω

1
2

2n1n1!π
1
2

) 1
2

e−
ωx21
2 Hn1

(
ω

1
2x1

)
, (2.42)

φn2(x2) =

(
ω

1
2

2n2n2!π
1
2

) 1
2

e−
ωx22
2 Hn2

(
ω

1
2x2

)
, (2.43)

φn3(x3) =

(
ω

1
2

2n3n3!π
1
2

) 1
2

e−
ωx23
2 Hn3

(
ω

1
2x3

)
, (2.44)

donde cada función es la solución de un oscilador armónico.
El correspondiente valor propio es

E = Ex1 + Ex2 + Ex3 ,

E = ω

(
nx1 + nx2 + nx3 +

3

2

)
. (2.45)

Como (2.41) no es una función indistinguible construimos el determinante de Slater
para conseguir funciones de onda indistinguibles simétricas y antisimétricas para tres os-
ciladores

|nx1 , nx2 , nx3〉 = N±|φn1(x1)φn2(x2)φn3(x3)|±, (2.46)

tenemos que cada factor en el producto se considera como un orbital donde se pueden
formar productos simetrizados (S) y antisimetrizados (A). Aśı obtenemos la función de
densidad antisimétrica en el espacio de posición

|ΨA|2 =

[
1√
6

(
φn1(x1)φn2(x2)φn3(x3)− φn3(x2)φn2(x3)− φn1(x2)φn2(x1)φn3(x3)

− φn3(x1)φn2(x3) + φn1(x3)φn2(x1)φn3(x2)− φn3(x1)φn2(x2)

)]2

, (2.47)

y la función de densidad simétrica en el espacio de posición

|ΨS|2 =

[
1√
6

(
φn1(x1)φn2(x2)φn3(x3) + φn3(x2)φn2(x3) + φn1(x2)φn2(x1)φn3(x3)

+ φn3(x1)φn2(x3) + φn1(x3)φn2(x1)φn3(x2) + φn3(x1)φn2(x2)

)]2

. (2.48)
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También definimos las funciones de densidades reducidas a dos part́ıculas

ΓA =
1√
6

(
φ2
n1

(x1)φ2
n2

(x2) + φ2
n2

(x1)φ2
n1

(x2) + φ2
n2

(x1)φ2
n3

(x2) + φ2
n3

(x1)φ2
n2

(x2)

+ φ2
n1

(x1)φ2
n3

(x2) + φ2
n3

(x1)φ2
n1

(x2)− 2φn2(x1)φn3(x1)φn2(x2)φn3(x2)

− 2φn1(x1)φn3(x1)φn1(x2)φn3(x2)− 2φn1(x1)φn2(x1)φn1(x2)φn2(x2)

)
, (2.49)

ΓS =
1√
6

(
φ2
n1

(x1)φ2
n2

(x2) + φ2
n2

(x1)φ2
n1

(x2) + φ2
n2

(x1)φ2
n3

(x2) + φ2
n3

(x1)φ2
n2

(x2)

+ φ2
n1

(x1)φ2
n3

(x2) + φ2
n3

(x1)φ2
n1

(x2) + 2φn2(x1)φn3(x1)φn2(x2)φn3(x2)

+ 2φn1(x1)φn3(x1)φn1(x2)φn3(x2) + 2φn1(x1)φn2(x1)φn1(x2)φn2(x2)

)
. (2.50)

La función de densidad de una part́ıcula

ρA = ρS =
1

3

(
φ2
n1

(x) + φ2
n2

(x) + φ2
n3

(x)

)
. (2.51)

En el espacio de momentos la función de un oscilador armónico es

φ̃n(p) =

(
1

2nn!(ωπ)
1
2

) 1
2

e−
p2

2ωHn

(
p

ω
1
2

)
, (2.52)

con los orbitales (2.52) se construye el determinante de Slater para obtener las funciones
de densidad en el espacio de momentos |ΦA|2 y |ΦS|2 usando (2.47 - 2.48) y las correspon-
dientes funciones de densidad reducidas ΠA,ΠS, πA y πS usando (2.49 - 2.51).

2.4. La distribución Gaussiana multivariada y los mo-

delos de osciladores

En los modelos propuestos como en el caso de los osciladores interactuantes para el
estado |000〉 se tiene asociada la función Gaussiana en su distribución de probabilidad. En
este sentido dicho modelo se considera análogo a la distribución Gaussiana multivariada
de tres variables (x1, x2, x3), (ver Apéndice A)

G(x | µ,Mcov) =
1

(2π)3/2 det[Mcov]
1/2

exp

(
−1

2
(x− µ)TM−1

cov(x− µ)

)
, (2.53)
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donde x es un vector en 3- dimensiones, µ es el vector de medias en 3- dimensiones, Mcov

es una matriz de covarianza 3 × 3 y det[Mcov] corresponde al determinante de la matriz
de covarianza.

En este punto si consideramos la forma geométrica de la distribución Gaussiana enton-
ces existe una dependencia funcional de la Gaussiana en x mediante la forma cuadrática
que aparece en el argumento de la función exponencial

(x− µ)TM−1
cov(x− µ), (2.54)

aśı la distribución Gaussiana presenta un perfil de superficies en el espacio x para deter-
minada forma cuadrática.

Por otro lado, se puede escribir la ecuación del vector propio para la matriz de cova-
rianza como

Mcovui = λiui, (2.55)

ya que Mcov es una matriz simétrica con valores reales entonces sus valores propios son
reales y sus vectores propios forman una base ortonormal, tal que, la matriz de covarianza
se puede expresar como una expansión en términos de sus vectores propios [54]

Mcov =
D∑
i=1

λiuiu
T
i , (2.56)

cuando todos los valores propios λi son positivos entonces (la matriz de covarianza es semi-
definida positiva) las superficies representan elipsoides con centros en µ y ejes orientados

a lo largo de ui con factores de escala en las direcciones de los ejes dadas por λ
1
2
i .

Por todo lo anterior, tenemos que la matriz de covarianza describe la forma y la orien-
tación de la distribución a través de sus varianzas y covarianzas. Para el caso de la distri-
bución Gaussiana multivariada la matriz de covarianza define completamente la forma de
la distribución.

Ahora extendemos esta idea al caso de variables continuas, como ejemplo, presentamos
la densidad de contornos para el estado |000〉 con diferentes valores del parámetro λ (ver
Figura 2.1) en todos los casos la distribución Gaussiana está centrada en el origen por lo
que µ = 0. En la figura a la izquierda para λ = 0 la densidad de contornos corresponde a
ćırculos concéntricos. En la figura en el centro para un valor de potencial atractivo λ = 5
tenemos elipses concéntricas que presentan una determinada orientación. En la figura a la
derecha para un valor de potencial repulsivo λ = 0,57 tenemos también elipses concéntricas
pero con otra orientación. En este punto se puede apreciar la existencia de una relación
entre el perfil de contornos y su correspondiente matriz de covarianza, por lo que, en este
trabajo vamos a examinar dicha relación con detalle.
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Figura 2.1: Gráficas de contornos de la función de densidad reducida |000〉 no interactuante
con potencial λ = 0 (izquierda), con potencial atractivo λ = 5 (centro) y con potencial
repulsivo λ = 0,57 (derecha). En espacio de posición y ω = 1.

En el caso de funciones simétricas de estados excitados y funciones antisimétricas
(estado basal y estados excitados) no tenemos solamente funciones Gaussianas asociadas
a la función de distribución sino que tenemos combinaciones lineales entre polinomios
de Hermite con funciones Gaussianas. Aśı, en este trabajo ampliaremos el uso y análisis
de las densidades de contornos para dichos estados. En la sección 7 se examinarán los
contornos de densidad junto con las medidas de información para encontrar e interpretar
rasgos significativos entre ambas representaciones. Además, estudiamos la covarianza y
el coeficiente de correlación los cuales describen el grado de similitud entre dos variables
aleatorias asumiendo la existencia de una relación lineal.
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2.5. Relación funcional entre los parámetros de los

potenciales (ω±, λ±) en espacios opuestos

Las funciones de onda en espacio de momentos se pueden obtener aplicando la trans-
formada de Fourier o resolviendo el Hamiltoniano en la representación p.

En este sentido, vemos que dichos procedimientos conducen a funciones de onda análo-
gas a las ecuaciones (2.13-2.16) al hacer las siguientes sustituciones

R→ Q, r1 → q1 y r2 → q2, (2.57)

además las coordenadas de Jacobi Q, q1 y q2 se definen usando las ecuaciones (2.26-2.28),
por lo que transformamos

xi → pi, (2.58)

αj →
1

αj
, (2.59)

esta relación inversa entre los parámetros αj para las funciones de onda en espacio de posi-
ción y espacio momentos es fundamental en la siguiente discusión. Si usamos la definición
de los parámetros

α1 = ω2, (2.60)

α2 = α3 = ω2 ± 3λ2, (2.61)

junto con la relación de inversión entre los espacios de posición y momentos dada en
ecuación (2.59) se obtienen funciones en espacio de posición para un conjunto particular
de parámetros αj que son idénticas en su forma funcional a las del espacio de momentos
para un conjunto distinto de parámetros. Es decir, la función de onda en el espacio de
posición para el régimen atractivo (αj+) es funcionalmente igual a la función de onda en
el espacio de momentos para el régimen repulsivo (αj−) y viceversa, si se cumplen las
siguientes relaciones

α1+ =
1

α1−

, (2.62)

α2+ =
1

α2−

y α3+ =
1

α3−

. (2.63)

La formulación en términos de las intensidades de los potenciales de uno y dos cuerpos se
puede obtener sustituyendo las correspondientes definiciones de los parámetros αj. Aśı la
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primer expresión se obtiene sustituyendo la definición (2.60) en la ecuación (2.62)

ω2
+ =

1

ω2
−
, (2.64)

ω2
− · ω2

+ = 1, (2.65)

donde ω± se refiere a las magnitudes de los potenciales de un cuerpo cuando hay interacción
atractiva o repulsiva en espacios opuestos (posición y momentos).

La segunda expresión se obtiene sustituyendo la correspondiente definición de (2.61)
en la correspondiente ecuación (2.63), tal que

ω2
+ + 3λ2

+ =
1

ω2
− − 3λ2

−
, (2.66)

(ω2
+ + 3λ2

+)(ω2
− − 3λ2

−) = 1, (2.67)

ω2
+ω

2
− − 3ω2

+λ
2
− + 3ω2

−λ
2
+ − 9λ2

+λ
2
− = 1, (2.68)

si restamos la ecuación (2.65) a la ecuación anterior tenemos que

−3ω2
+λ

2
− + 3ω2

−λ
2
+ − 9λ2

+λ
2
− = 0, (2.69)

ω2
−

λ2
−
−
ω2

+

λ2
+

= 3, (2.70)

donde λ± son las magnitudes de los respectivos potenciales atractivos y repulsivos en
espacios opuestos. En la Figura 2.2 se muestra un ejemplo de la relación anterior. Aqúı
vemos como la gráfica de contornos de las densidades son iguales para diferentes valores
del parámetro λ±. Esto se debe a que se cumplen las relaciones de invariancia (2.65 y 2.70)
para la primera fila

x/λ+ → p/λ−, (2.71)

y en la segunda fila
x/λ− → p/λ+. (2.72)

Lo anterior nos permite afirmar que para cualquier función de onda en espacio de posición
existe una igualdad funcional con respecto a la función de onda en el espacio de momentos.
Esta clase de igualdad funcional también existe en el caso de dos osciladores acoplados,
(ver Apéndice B).
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Figura 2.2: Gráficas de contorno de la función de densidad de pares para el estado |001〉
con ω± = 1. Primera fila: potencial atractivo λ+ = 2,236 en espacio de posición y potencial
repulsivo λ− = 0,559 en espacio de momentos (izquierda-derecha) . Segunda fila: potencial
repulsivo λ− = 0,553 en espacio de posición y potencial atractivo λ+ = 1,936 en espacio
de momentos (izquierda-derecha).

2.6. Potencial efectivo

Ahora presentamos el modelo de tres part́ıculas sujetas a un potencial de tres cuerpos
de tipo Gaussiano. En este punto el objetivo es usar un potencial Gaussiano para simular
sistemas en los que hay interacciones expĺıcitas de tres cuerpos, para evaluar la influencia
de esta interdependencia en las medidas de información. Algunos aspectos de sistemas
cuánticos sujetos a potenciales de tipo Gaussiano se han discutido y examinado en otros
trabajos [55, 56].

Para abordar este modelo definimos el Hamiltoniano como

H = −1

2

(
∂2

∂x2
1

+
∂2

∂x2
2

+
∂2

∂x2
3

)
+ VT , (2.73)
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donde el potencial VT se define como la suma de los términos armónicos de uno, dos cuerpos
y un término adicional de tres cuerpos el cual ha sido estudiado en otras aplicaciones
[57, 58]

VT =
1

2
ω2(x2

1 + x2
2 + x2

3)± 1

2
λ2[(x1 − x2)2 + (x1 − x3)2 + (x2 − x3)2]

± κ2e−α
(
x21+x22+x23

)
, (2.74)

ω se asocia con la frecuencia natural de los osciladores mientras que λ controla la intensidad
de interacción entre dos part́ıculas. Para el parámetro λ el signo positivo corresponde a
potenciales atractivos mientras que el signo negativo a repulsivos. Sin embargo, para el
parámetro κ el signo tiene significado contrario. En este caso κ controla la fuerza de las
interacciones positivas (repulsivas) o negativas (atractivas) de tres cuerpos. Por otro lado,
el parámetro α del potencial de tres cuerpos ajusta el ancho de dicho potencial. Cuando
κ = 0 (sin potencial de tres cuerpos) el potencial VT tiene solamente términos de uno y
dos cuerpos para los cuales existen soluciones anaĺıticas usando las coordenadas de Jacobi
(R, r1, r2). Sin embargo, la inclusión del potencial de tres cuerpos ±κ2e−α(R2+r21+r22), con
κ 6= 0 en la ecuación (2.10) hace que la ecuación de Schrödinger no sea separable en las
coordenadas de Jacobi.

Por otro lado, si consideramos funciones de onda variacional de la forma dada por las
ecuaciones (2.14-2.16) con α1, α2 y α3 donde se reemplazan por los parámetros variacio-
nales no lineales a, b y c, que se obtienen optimizando la enerǵıa con el término de tres
cuerpos en las ecuaciones (2.73) y (2.74). Las funciones son soluciones exactas a este Ha-
miltoniano cuando κ→ 0. Como estas funciones son soluciones exactas del Hamiltoniano
en la ecuación (2.10) entonces los parámetros variacionales obtenidos de la optimización
a = ω′2 y b = c = ω′2 ± 3λ′2 pueden relacionarse con los términos efectivos ω′ y λ′. La
enerǵıa variacional, sin embargo, no es la misma que la obtenida por la sustitución de ω′

y λ′ en la ecuación (2.17). De esta manera un Hamiltoniano efectivo con términos de uno
y dos cuerpos puede definirse a partir del Hamiltoniano con términos de uno, dos y tres
cuerpos. Este Hamiltoniano efectivo en coordenadas canónicas es

He = −1

2

(
∂2

∂x2
1

+
∂2

∂x2
2

+
∂2

∂x2
3

)
+

1

2
ω′2(x2

1 + x2
2 + x2

3)

± 1

2
λ′2[(x1 − x2)2 + (x1 − x3)2 + (x2 − x3)2]. (2.75)

Los cálculos variacionales se pueden realizar en las coordenadas canónicas o de Jacobi.
Donde ambas representaciones en espacio de posición conducen a los mismos resultados.

Los potenciales efectivos en estos sistemas de osciladores han sido objeto de reciente
interés [59, 60]. Por otro lado las funciones de onda en espacio de momentos se obtienen
sustituyendo αi por 1

a
, 1
b

y 1
c

en las ecuaciones (2.14)-(2.15) respectivamente.
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Caṕıtulo 3

Medidas de localización

La teoŕıa de información ofrece herramientas para el estudio de variables aleatorias
(x, y) asociadas con una función de probabilidad conjunta o de densidad. Sin embargo, las
dos medidas de localización más conocidas son la entroṕıa y la desviación estándar. Además
dichas definiciones se generalizan para estudiar sistemas n-dimensionales en espacio de
posición y espacio de momentos.

3.1. Entroṕıa de Shannon

C. E. Shannon [11] dio una interpretación de la cantidad

S(p) = −
N∑
i=1

pi ln pi, (3.1)

como una medida de la incertidumbre o medida de la información. En donde pi representa
la probabilidad del i-ésimo evento. Es decir, los valores pi provienen de una función que
da la probabilidad de que una variable aleatoria discreta sea exactamente igual a algún
valor. En este caso se cumple con la definición de probabilidad

0 ≤ pi ≤ 1, (3.2)

N∑
i=1

pi = 1. (3.3)

La ecuación (3.1) se utiliza en el contexto del estudio de variables discretas.
En un principio Shannon definió la cantidad de información asociada con pi como

I(pi) = ln
1

pi
= − ln pi, (3.4)
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por lo que podemos considerar que el valor esperado de I(pi) corresponde a la cantidad
promedio de información S(p) definida en la ecuación (3.1)

S(p) =
N∑
i=1

piI(pi). (3.5)

Por otro lado en el caso de variables continuas la definición de la entroṕıa de Shannon
diferencial esta dada por

S(f(x)) = −
∫
f(x) ln[f(x)]dx, (3.6)

donde la entroṕıa diferencial S(f(x)) queda definida por la función de densidad de proba-
bilidad f(x) de la variable aleatoria continua X, tal que

f(x) ≥ 0, (3.7)∫
f(x)dx = 1. (3.8)

Una observación importante es que el integrando f(x) ln[f(x)] en la ecuación (3.6) debe
ser Riemann integrable para que la integral exista y en consecuencia también la entroṕıa
diferencial. El espacio de integración (o intervalo de integración) que se conoce como el
conjunto de soporte de la variable aleatoria depende del problema a estudiar.

Por definición tanto en la versión discreta como en la continua la entroṕıa de Shannon
cumple que

ĺım
x→0+

x lnx = 0. (3.9)

La interpretación de la entroṕıa de Shannon es que para valores más grandes de la
entroṕıa la densidad está más deslocalizada, mientras que para valores más pequeños de
la entroṕıa la densidad está más localizada.

3.1.1. Entroṕıa de Shannon multivariada

A continuación definimos las entroṕıas de tres variables en espacio de posición (x1, x2, x3)
y en espacio de momentos (p1, p2, p3) en términos de la función de onda como

S3
x = SΨ = −

∫
|Ψ(x1, x2, x3)|2 ln

[
|Ψ(x1, x2, x3)|2

]
dx1dx2dx3, (3.10)

S3
p = SΦ = −

∫
|Φ(p1, p2, p3)|2 ln

[
|Φ(p1, p2, p3)|2

]
dp1dp2dp3. (3.11)
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Estas distribuciones de tres variables pueden reducirse integrando sobre cualquiera de las
tres variables debido a la indistinguibilidad. Por lo que, las distribuciones de dos variables
o marginales son

Γ(x1, x2) =

∫
|Ψ(x1, x2, x3)|2dx3, (3.12)

Π(p1, p2) =

∫
|Φ(p1, p2, p3)|2dp3, (3.13)

y las correspondientes entroṕıas de Shannon de las densidades reducidas

S2
x = SΓ = −

∫
Γ(x1, x2) ln

[
Γ(x1, x2)

]
dx1dx2, (3.14)

S2
p = SΠ = −

∫
Π(p1, p2) ln

[
Π(p1, p2)

]
dp1dp2. (3.15)

Al realizar una reducción a la densidad de pares por integración obtenemos las densidades
de una variable

ρ(x) =

∫
Γ(x1, x2)dx2, (3.16)

π(p) =

∫
Π(p1, p2)dp2, (3.17)

y las entroṕıas de Shannon de las distribuciones de una variable

Sx = Sρ = −
∫
ρ(x) ln[ρ(x)]dx, (3.18)

Sp = Sπ = −
∫
π(p) ln[π(p)]dp. (3.19)

Las variables son indistinguibles entonces se cumple que ρ(x1) = ρ(x2) = ρ(x3) y
Γ(x1, x2) = Γ(x1, x3) = Γ(x2, x3), lo mismo ocurre en el espacio de momentos. Por lo
anterior el sub́ındice se ha suprimido en las densidades de una variable para enfatizar
la indistinguibilidad. Los ĺımites de integración no se especifican pero están en el rango
[−∞,∞] por tratarse de sistemas con osciladores armónicos. Además todas las densidades
están normalizadas a la unidad∫

|Ψ(x1, x2, x3)|2dx1dx2dx3 =

∫
Γ(x1, x2)dx1dx2 =

∫
ρ(x)dx = 1, (3.20)∫

|Φ(p1, p2, p3)|2dp1dp2dp3 =

∫
Π(p1, p2)dp1dp2 =

∫
π(p)dp = 1. (3.21)
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3.1.2. Entroṕıa relativa

En el caso de variables continuas considerando dos distribuciones de probabilidad f(x)
y g(x) la entroṕıa relativa (clásica o conmutativa) se define como

S(f(x), g(x)) =

∫
f(x) ln

[
f(x)

g(x)

]
dx, (3.22)

para que la medida esté bien definida el soporte de f(x) debe estar contenido en el soporte
de g(x) y se deben compartir los mismos ceros en ambas funciones. El integrando en la
ecuación (3.22) puede separarse en dos términos

S(f(x), g(x)) =

∫
f(x) ln f(x)dx−

∫
f(x) ln g(x)dx, (3.23)

donde el primer término corresponde a la entroṕıa de Shannon multiplicada por un signo
negativo y el segundo término a la entroṕıa cruzada o surprisal.

La entroṕıa relativa es una medida de la distancia estad́ıstica entre dos estados en los
casos discreto y continuo. El concepto de entroṕıa relativa [61] que proviene de la teoŕıa
de la información se ha aplicado a otras disciplinas como la mecánica estad́ıstica, sistemas
complejos y estructuras disipativas [62, 63, 64]. En el contexto de teoŕıa de la información
a la ecuación dada en (3.22) se le conoce también como divergencia de Kullback-Leibler
[12].

La entroṕıa relativa se puede definir para el caso multivariado, por lo que la siguiente
definición se usará posteriormente

S(x|y) = −
∫
f(x, y) ln[f(x|y)]dxdy, (3.24)

esta es la entroṕıa diferencial condicional, donde f(x|y) = f(x,y)
g(y)

corresponde a la función

de densidad condicional de X dado que Y toma el valor de y. Aśı S(x|y) representa
la incertidumbre que tenemos sobre la variable x después de obtener información de la
variable y.

3.2. Desviación estándar

La desviación estándar es una medida estad́ıstica que se utiliza para cuantificar la
variación o la dispersión de una variable aleatoria

σx =

(
E[(x− 〈x〉)2]

) 1
2

, (3.25)

30
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en particular para una variable aleatoria x con función de densidad de probabilidad f(x)

σx =

(∫
(x− 〈x〉)2f(x)dx

) 1
2

, (3.26)

también se define la dispersión en el espacio de momentos con la respectiva densidad de
probabilidad f(p)

σp =

(∫
(p− 〈p〉)2f(p)dp

) 1
2

. (3.27)

En el caso de densidades de probabilidad cuando σx es pequeño indica que la densidad
se concentra o tiende a localizarse, mientras que cuando σx es grande indica que la densidad
se extiende o tiende a deslocalizarse. Debido a la interpretación de la desviación estándar
esta es análoga a la entroṕıa de Shannon para una variable.

La varianza es una medida del grado de dispersión de la variable aleatoria y se define
en ambos espacios como

σ2
x = E[(x− 〈x〉)2] ≥ 0, (3.28)

σ2
p = E[(p− 〈p〉)2] ≥ 0. (3.29)

El principio de incertidumbre se define en términos de la desviación estándar [9], el cual
se reformula en términos de las entroṕıas (3.30).

3.3. Suma entrópica

Como se ha mencionado es fundamental examinar la propiedad de no conmutativi-
dad de los operadores de posición x̂ y momento p̂ ya que esto conduce al principio de
incertidumbre de Heisenberg (1.16) donde el producto de las dispersiones de dos variables
canónicas conjugadas que no conmutan está acotado por cierta cantidad que depende del
valor esperado de su conmutador.

Debido a lo anterior es posible realizar el estudio de la información en espacio de posi-
ción y/o momento mediante las relaciones de incertidumbre de Heisenberg y el principio
de incertidumbre entrópico de una variable

Sx + Sp ≥ 1 + ln π, (3.30)

aśı la relación de incertidumbre se expresa directamente en términos de las entroṕıas Sx
y Sp que son medidas de incertidumbre utilizadas en la teoŕıa de la información [65]. El
estudio de la relación de incertidumbre en términos de las entroṕıas de Shannon [65, 66]
ha llevado a las relaciones de incertidumbre entrópica en D- dimensiones [67, 68, 69]

SDT = SDx + SDp ≥ D ln(eπ~). (3.31)
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En este trabajo estamos interesados en sistemas con tres variables, por lo que definimos
las sumas entrópicas asociadas a una, dos y tres variables. La suma entrópica para una
variable

Sx + Sp = −
∫
ρ(x1)π(p1) ln [ρ(x1)π(p1) ]dx1dp1, (3.32)

donde se cumple la cota

Sx + Sp ≥ 1 + ln π. (3.33)

La suma entrópica para dos variables

S2
x + S2

p = −
∫

Γ(x1, x2)Π(p1, p2) ln [Γ(x1, x2)Π(p1, p2) ]dx1dx2dp1dp2, (3.34)

donde se cumple la cota

S2
x + S2

p ≥ 2(1 + ln π). (3.35)

La suma entrópica para tres variables

S3
x + S3

p = −
∫
|Ψ(x1, x2, x3)|2|Φ(p1, p2, p3)|2 ln

[
|Ψ(x1, x2, x3)|2|Φ(p1, p2, p3)|2

]
× dx1dx2dx3dp1dp2dp3, (3.36)

donde se cumple la cota

S3
x + S3

p ≥ 3(1 + ln π). (3.37)

3.4. Entroṕıas basadas en densidades acumulativas

En la definición de la entroṕıa de Shannon diferencial dada en (3.18) la densidad ρ(x)
debe normalizar a la unidad, pero ρ(x) no necesariamente está acotada como en el caso
discreto lo cual puede generar valores negativos en la entroṕıa. Además, se ha debatido
sobre la consistencia dimensional, en particular cuando la densidad dentro del argumento
logaŕıtmico contiene unidades [38, 70].

Un enfoque para superar las dificultades que presenta la entroṕıa diferencial es exa-
minar las densidades de probabilidad acumulativas en lugar de la densidad original ρ(x).
En este sentido las densidades acumulativas están acotadas por la unidad, son positivas-
definidas y son adimensionales.
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3.4.1. Entroṕıas de distribuciones acumulativas de una variable

Las densidades residuales acumulativas o de supervivencia sux(a) y las densidades
acumulativas cux(a) se definen como

sux(a) = P (x > a) =

∫ ∞
a

ρ(x)dx = 1− cux(a), (3.38)

donde

cux(a) = P (x ≤ a) =

∫ a

−∞
ρ(x)dx. (3.39)

En particular, se puede definir una entroṕıa para la densidad sux(a) dada por

εa = −
∫ ∞
−∞

sux(a) ln sux(a)da. (3.40)

Esta definición se conoce como entroṕıa residual acumulativa (CRE) [71]. Las defini-
ciones entrópicas para la densidad acumulativa cux(a) también se han considerado [71].
Las interpretaciones obtenidas de εa y Sx son de naturaleza consistente cuando se aplican
a sistemas cuánticos de variables continuas aunque existen diferencias [72].

3.4.2. Entroṕıas de distribuciones acumulativas de dos variables

Una distribución de probabilidad acumulativa conjunta se puede definir en términos
de la distribución principal de dos variables como

cux(a, b) = P (x1 ≤ a, x2 ≤ b) =

∫ a

−∞

∫ b

−∞
Γ(x1, x2)dx1dx2, (3.41)

mientras que la densidad acumulativa residual conjunta es

sux(a, b) = P (x1 > a, x2 > b) =

∫ ∞
a

∫ ∞
b

Γ(x1, x2)dx1dx2. (3.42)

Ahora usamos la densidad acumulativa residual para definir la entroṕıa residual acumula-
tiva de pares como análoga a la entroṕıa de Shannon de pares

εab = −
∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

sux(a, b) ln sux(a, b)dadb, (3.43)

sin embargo, esta definición no se puede aplicar ya que la integral diverge en el caso de
soporte infinito. En el caso de soporte finito dicha entroṕıa śı es convergente.
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En la definición de la entroṕıa diferencial tenemos que las entroṕıas de Shannon de
una y dos variables están relacionadas por

SΓ = Sx + S(x2|x1), (3.44)

donde el segundo término es una entroṕıa condicional o un valor esperado condicional

E[S(x2|x1)] = S(x2|x1) = −
∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

Γ(x1, x2) ln

[
Γ(x1, x2)

ρ(x1)

]
dx1dx2. (3.45)

Aśı, por analoǵıa para obtener una definición adecuada de la entroṕıa residual acumulativa
de pares usamos la entroṕıa residual acumulativa conjunta (JCRE) [71] dada por la
ecuación (3.44)

JCRE = εa + E[ε(b|x1)], (3.46)

donde el último término

E[ε(b|x1)] = −
∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

P (x1, x2 > b) ln

[
P (x1, x2 > b)

ρ(x1)

]
dbdx1, (3.47)

es el valor esperado de

ε(b|x1) = −
∫ ∞
−∞

P (x1, x2 > b)

ρ(x1)
ln

[
P (x1, x2 > b)

ρ(x1)

]
db, (3.48)

con

P (x1, x2 > b) =

∫ ∞
b

Γ(x1, x2)dx2, (3.49)

E[ε(b|x1)] = E[ε(a|x2)] por tratarse de part́ıculas indistinguibles. Los comportamientos de
SΓ y JCRE han sido comparados y contrastados en sistemas cuánticos de dos part́ıculas
[72].

Una forma alternativa para definir entroṕıas modificadas de dos variables es a través
de la entroṕıa residual acumulativa conjunta modificada (mJCRE)

mJCRE = −
∫ ∞
−∞

sux(a, a) ln sux(a, a)da, (3.50)

donde sux(a, b) se obtiene a partir de la densidad reducida de dos part́ıculas Γ(x1, x2). Aśı,
mJCRE se considera una generalización de εab en ecuación (3.43) donde se fija b = a, lo
cual evita la divergencia en la integral.
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3.4.3. Entroṕıas de distribuciones acumulativas de tres variables

Como este trabajo está orientado al estudio de la información en sistemas cuánticos
de tres variables se propone construir una definición de la entroṕıa de tres variables en
términos de la densidad acumulativa. En este punto usamos una relación en cadena para
la entroṕıa de tres variables [12] similar a la ecuación (3.44)

SΨ = Sx + S(x2|x1) + S(x3|x1x2) = SΓ + S(x3|x1x2), (3.51)

donde el último término es un valor esperado condicional

E[S(x3|x1x2)] = S(x3|x1x2) = −
∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞
|Ψ(x1, x2, x3)|2

× ln

[
|Ψ(x1, x2, x3)|2

Γ(x1, x2)

]
dx1dx2dx3. (3.52)

la ecuación (3.51) se puede utilizar para obtener una expresión análoga para la entroṕıa
residual acumulativa de tres variables (TCRE)

TCRE = εa + E[ε(b|x1)] + E[ε(c|x1x2)] = JCRE + E[ε(c|x1x2)], (3.53)

donde

ε(c|x1x2) = −
∫ ∞
−∞

P (x1, x2, x3 > c)

Γ(x1, x2)
ln

[
P (x1, x2, x3 > c)

Γ(x1, x2)

]
dc, (3.54)

y

E[ε(c|x1x2)] = −
∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

P (x1, x2, x3 > c)

× ln

[
P (x1, x2, x3 > c)

Γ(x1, x2)

]
dx1dx2dc, (3.55)

con

P (x1, x2, x3 > c) =

∫ ∞
c

|Ψ(x1, x2, x3)|2dx3. (3.56)

Enfatizamos el hecho que la definición de TCRE no se ha presentado antes ni se ha
estudiado en sistemas cuánticos de variables continuas.
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Caṕıtulo 4

Medidas de correlación estad́ıstica:
de pares

El concepto de correlación estad́ıstica por pares es estándar y se ha utilizado en muchos
campos de la ciencia. En este sentido tanto la información mutua como el coeficiente de
correlación se han aplicado para estudiar la correlación en sistemas cuánticos [10, 35, 73,
74]. También se ha demostrado que las interpretaciones obtenidas de estas dos medidas
no siempre son consistentes [74, 75]. En esta sección introducimos algunas definiciones de
medidas de pares estudiadas y desarrolladas para entender los sistemas de osciladores a
través de las medidas de correlación. En este caṕıtulo y en el siguiente las definiciones
se presentan en espacio de posición pero las correspondientes definiciones en espacio de
momentos se obtienen sustituyendo las respectivas densidades de momentos.

4.1. Información mutua

La correlación por pares entre dos variables puede ser cuantificada en términos de la
información mutua (IM) [12, 53, 73, 74, 76]

Ix = I(x1, x2) =

∫
Γ(x1, x2) ln

[
Γ(x1, x2)

ρ(x1)ρ(x2)

]
dx1dx2 ≥ 0, (4.1)

= Sx − S(x1|x2)

= 2Sx − SΓ,

donde la entroṕıa condicional se define como [12, 77]

S(x1|x2) = −
∫

Γ(x1, x2) ln

[
Γ(x1, x2)

ρ(x1)

]
dx1dx2, (4.2)
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en este punto la información mutua se puede interpretar como la diferencia entre la entroṕıa
reducida de una variable y la entroṕıa condicional, es decir, la entroṕıa con conocimiento
de la otra variable. La información mutua es una medida que crece mientras las variables
(x1, x2) están más correlacionadas. En el caso de part́ıculas no interactuantes la informa-
ción mutua es igual a cero ya que las part́ıculas no se encuentran correlacionadas. Las
correspondientes medidas de información mutua en el espacio de momentos se obtienen
sustituyendo Γ(x1, x2) con Π(p1, p2) y ρ(x) con π(p).

Por otro lado la forma normalizada de la información mutua se define como

INx =
2Sx − Sx1x2

2Sx
= 1− Sx1x2

2Sx
. (4.3)

dicha normalización se encuentra acotada entre 0 ≤ INx ≤ 1. El valor 0 indica que x1 y x2

no tienen correlación, el valor 1 indica que el conocimiento de x1 predice completamente
el de x2.

4.2. El coeficiente de correlación y la matriz de co-

rrelación

El coeficiente de correlación corresponde a una forma normalizada de la covarianza
Cov(x1, x2) la cual se define como

Cov(x1, x2) = E
[
(x1 − 〈x1〉)(x2 − 〈x2〉)

]
. (4.4)

En forma general se pueden estudiar las densidades de dos variables considerando el análisis
de los eigenvalores de la matriz de covarianza. Por lo que definimos la matriz de covarianza
para tres part́ıculas indistinguibles (con densidades reducidas)

MCov =

 σ2
x Cov(x1, x2) Cov(x1, x3)

Cov(x2, x1) σ2
x Cov(x2, x3)

Cov(x3, x1) Cov(x3, x2) σ2
x

 , (4.5)

de la cual obtenemos los vectores propios {d1, d2, d3}

{d1, d2, d3} =


−1
−1
1

 ,

0
1
1

 ,

1
0
1

 , (4.6)

y los valores propios en términos de la varianza σ2
x y la covarianza Cov(x1, x2)

{υ1, υ2, υ3} = {σ2
x − Cov(x1, x2), σ2

x − Cov(x1, x2), σ2
x + 2Cov(x1, x2)}. (4.7)
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El coeficiente de correlación se ha utilizado para cuantificar y examinar la correlación
de sistemas cuánticos [10, 35]. Por otro lado los comportamientos y propiedades de la
información mutua y el coeficiente de correlación se han estudiado en sistemas cuánticos
de dos part́ıculas [74]. El coeficiente de correlación también se define en términos de la
desviación estándar

τx =
Cov(x1, x2)

σx1σx2
=

〈x1x2〉 − 〈x1〉〈x2〉√
〈x2

1〉 − 〈x1〉2
√
〈x2

2〉 − 〈x2〉2
, −1 ≤ τx ≤ 1, (4.8)

τx es sensible a las correlaciones lineales entre pares de variables x1 y x2. Sin embargo, la
información mutua es una medida más general de correlación la cual es capaz de detectar
dependencias no lineales. Este coeficiente está acotado por valores que se encuentran entre
uno y menos uno. Los valores positivos del coeficiente de correlación corresponden a situa-
ciones donde las variables cambian en la misma dirección (relación directa), mientras que
los valores negativos indican que las variables cambian en direcciones opuestas (relación
inversa).

El valor esperado en términos de la densidad de pares Γ(x1, x2) es

〈xn1xm2 〉 =

∫ ∞
−∞

xn1x
m
2 Γ(x1, x2)dx1dx2. (4.9)

El valor esperado para la densidad de una variable ρ(x) es

〈xn1 〉 = 〈xn2 〉 = 〈xn〉 =

∫ ∞
−∞

xnρ(x)dx, (4.10)

los valores esperados con n y m par son positivos.
La ecuación (4.8) se reduce a

τx =
〈x1x2〉 − 〈x〉2

〈x2〉 − 〈x〉2
, (4.11)

para variables indistinguibles, además si las distribuciones son simétricas o con media cero
〈x〉 = 0 se simplifica como

τx =
〈x1x2〉
〈x2〉

. (4.12)

En este sentido una caracteŕıstica de los sistemas con osciladores es que poseen distribu-
ciones simétricas.

La correlación por pares se puede estudiar considerando el análisis de los valores propios
de la matriz de correlación correspondiente. En este caso la matriz de correlación para
sistemas de tres part́ıculas indistinguibles es

38
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Mτ =

 1 τ(x1, x2) τ(x1, x3)
τ(x2, x1) 1 τ(x2, x3)
τ(x3, x1) τ(x3, x2) 1

 , (4.13)

donde todos los elementos τ son iguales. Los vectores propios son

{e1, e2, e3} =


−1

0
1

 ,

−1
1
0

 ,

1
1
1

 , (4.14)

los valores propios correspondientes expresados en términos del coeficiente de correlación
τ son

{ν1, ν2, ν3} = {1− τ, 1− τ, 1 + 2τ}, (4.15)

los dos valores propios diferentes son iguales cuando τ es cero.

4.3. Medidas de correlación estad́ıstica de pares ba-

sadas en distribuciones acumulativas

La segunda expresión dada en la ecuación (4.1) se puede utilizar para establecer una
definición análoga de la información mutua en términos de entroṕıas acumulativas llamada
la entroṕıa residual acumulativa cruzada (CCRE) [71, 78, 79],

CCRE = εa − E[ε(b|x1)]. (4.16)

CCRE y IM se han comparado en sistemas cuánticos de dos part́ıculas [72].
Además, una forma alternativa de la entroṕıa residual acumulativa cruzada modificada

(mCCRE) se define como

mCCRE = 2εa −mJCRE. (4.17)

4.4. Medidas de correlación estad́ıstica de pares ba-

sadas en momentos de orden superior

Con frecuencia se afirma que la información mutua es capaz de detectar correlaciones
no lineales mientras que el coeficiente de correlación solo detecta correlaciones lineales. En
este punto planteamos la siguiente pregunta ¿es posible capturar tendencias no lineales
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considerando definiciones similares al coeficiente de correlación o covarianza pero basadas
en momentos de orden superior de la distribución?

Bohm sugirió una definición de las covarianzas generalizadas [80] que puede reformu-
larse de la siguiente forma

Cov(xn1 , x
m
2 ) = 〈xn1xm2 〉 − 〈xn1 〉〈xm2 〉, (4.18)

esta nueva definición se usa para captar correlaciones sutiles. En nuestro caso por tratarse
de variables indistinguibles tenemos que n = m = 2, por lo que el coeficiente de correlación
basado en la definición de covarianza generalizada es

τx2 =
Cov(x2

1, x
2
2)

σx21σx22
=

〈x2
1x

2
2〉 − 〈x2

1〉〈x2
2〉√

〈x4
1〉 − 〈x2

1〉2
√
〈x4

2〉 − 〈x2
2〉2

=
〈x2

1x
2
2〉 − 〈x2〉2

〈x4〉 − 〈x2〉2
, (4.19)

donde la última igualdad corresponde a variables indistinguibles.
Uno de los objetivos en este trabajo es comparar y contrastar los comportamientos

de τx, τx2 y Ix como medidas de correlación por pares en sistemas cuánticos. Los deno-
minadores de τx y τx2 son de interés ya que son medidas de las distribuciones marginales
subyacentes. También estudiamos las relaciones entre la covarianza generalizada en el de-
nominador de la ecuación (4.19) y otras medidas existentes.

La cokurtosis [81, 82] de dos variables se define como

Cok(x1, x2) =
E
[
(x1 − 〈x1〉)n(x2 − 〈x2〉)m

]
σnx1σ

m
x2

, (4.20)

esta medida es de interés en diferentes contextos [83, 84, 85, 86, 87]. Expandiendo el
numerador para n = m = 2 tenemos

〈x2
1x

2
2〉 − Cov(x2

1, x2)〈x2〉 − Cov(x1, x
2
2)〈x1〉+ 4Cov(x1, x2)〈x1〉〈x2〉
− 〈x2

1x2〉〈x2〉 − 〈x1x
2
2〉〈x1〉+ 〈x1〉2〈x2〉2, (4.21)

para distribuciones simétricas el primer término es el único que permanece

Cok(x1, x2) =
〈x2

1x
2
2〉

σ2
x1
σ2
x2

=
〈x2

1x
2
2〉

〈x2〉2
> 0, (4.22)

donde se ha utilizado la indistinguibilidad de variables. Esta expresión se puede relacionar
con la covarianza generalizada en el numerador de la ecuación (4.19) como

Cov(x2
1, x

2
2)

〈x2〉2
= Cok(x1, x2)− 1. (4.23)
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Por lo tanto, existe una relación entre la covarianza generalizada y la cokurtosis. Además,
se sabe que la cokurtosis para una distribución Gaussiana o normal [88] se puede expresar
en términos del coeficiente de correlación como

CokG(x1, x2) = 1 + 2τ 2
x , (4.24)

esta ecuación muestra cómo la cokurtosis de pares está asociada con una medida de co-
rrelación entre pares. Por lo anterior la novedad del estudio de la cokurtosis está en su
aplicación al utilizar part́ıculas indistinguibles donde n = m en ecuación (4.20).
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Caṕıtulo 5

Medidas de correlación estad́ıstica:
de tres variables y de órdenes altos

Las correlaciones de orden superior que representan las interacciones como grupo en-
tre varias variables (part́ıculas) y que van más allá de las interacciones por pares se han
estudiado poco. Existe un gran interés en cuantificar las correlaciones de orden superior
o triple en varias disciplinas, que van desde las neurociencias [89, 90, 91], hasta las apli-
caciones en el análisis de big data [92]. Se han examinado medidas de orden superior en
sistemas con distribuciones discretas [26, 93], pero se ha hecho poco para extender estos
estudios a sistemas de variables continuas [27].

5.1. Información mutua de tres variables

También se puede considerar información de orden superior que mide la correlación
entre tres variables. Existen diferentes formas de definir dicha medida, una de estas es la
correlación total [94, 95]

Ix3 =

∫
|Ψ(x1, x2, x3)|2 ln

[
|Ψ(x1, x2, x3)|2

ρ(x1)ρ(x2)ρ(x3)

]
dx1dx2dx3, (5.1)

= 3Sx − SΨ ≥ 0,

y mide los distintos tipos de correlaciones en el sistema. Ix3 es una entroṕıa relativa entre
una distribución de tres variables y el producto de sus marginales de una variable. La
correlación total también puede normalizarse

IN3 =
3Sx − Sx1x2x3

3Sx
= 1− Sx1x2x3

3Sx
, (5.2)

con cotas entre cero y uno.
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5.1.1. Correlación de orden alto

Por otro lado la información mutua de tercer orden, también conocida como informa-
ción de interacción [12, 26, 27, 93, 96, 97] mide la correlación o interacción compartida
entre las tres part́ıculas se define como

I3
x = I(x1, x2|x3)− I(x1, x2) (5.3)

donde el primer término corresponde a la información mutua condicional con lo cual

I3
x =

∫
|Ψ(x1, x2, x3)|2 ln

[
|Ψ(x1, x2, x3)|2ρ(x3)

Γ(x1, x3)Γ(x2, x3)

]
dx1dx2dx3 − (2Sx − SΓ), (5.4)

= 3SΓ − 3Sx − SΨ,

a diferencia de la información mutua de pares la información mutua de tercer orden puede
ser negativa en el caso de variables continuas. Una pregunta abierta es sobre la naturaleza
del signo de I3

x y su relación con las propiedades del sistema. Se han utilizado versiones
discretas en neurociencias para medir cómo se activan las neuronas como grupo [89, 90, 91]
y también en el estudio de estructura de protéınas [98].

La información mutua de tercer orden puede reescribirse como

I3
x = I(x1;x2, x3)− I(x1, x2)− I(x1, x3), (5.5)

o

I3
x =

∫
|Ψ(x1, x2, x3)|2 ln

[
|Ψ(x1, x2, x3)|2

ρ(x1)Γ(x2, x3)

]
dx1dx2dx3

− I(x1, x2)− I(x1, x3), (5.6)

I3
x = (SΓ + Sx − SΨ)− 2Ix, (5.7)

en este caso los tres términos en ecuación (5.5) corresponden a informaciones mutuas
(entroṕıas relativas) y por lo tanto deben ser mayores o iguales a cero por construcción.
Los dos últimos términos en esta misma ecuación corresponden a interacciones entre pares
que pueden considerarse redundantes (redundancia) en correlaciones de orden superior. Lo
que resulta interesante es el primer término en ecuación (5.7) que contiene las correlaciones
entre las tres variables y se denomina sinergia.

Uno puede escribir
I3
x(x1, x2, x3) = Ix3 (x1, x2, x3)− 3Ix, (5.8)

donde la información de tercer orden es la correlación total menos las correlaciones por
pares. Es decir, tenemos una medida de correlación más allá de los pares que mide la
correlación entre las tres variables. Tomando la diferencia (Ix3 − I3

x) obtenemos 3Ix, aqúı
se muestra que las correlaciones incluidas en Ix3 no están presentes en I3

x y son pares.
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5.2. Medidas de correlación estad́ıstica de tres varia-

bles basadas en distribuciones acumulativas

Una medida de información de tres variables es la correlación acumulativa total (TcCCRE)
la cual corresponde al análogo de la correlación total (5.1). Esta se define en términos de
la entroṕıa residual acumulativa de una variable (3.40) y la entroṕıa residual acumulativa
de tres variables (3.53)

TcCCRE = 3CRE − TCRE. (5.9)

Por otro lado se puede obtener una expresión para la correlación de orden superior o de
tercer orden basada en densidades acumulativas (TCCRE) sustituyendo las expresiones
por SΨ y SΓ de las ecuaciones (3.51) y (3.44) en la ecuación (5.7) tal que

TCCRE = 2E[ε(b|x1)]− εa − E[ε(c|x1x2)],

= (JCRE + CRE − TCRE)− 2CCRE. (5.10)

Tanto TcCCRE como TCCRE no han sido discutidos previamente en la literatura.

5.3. Medidas de correlación estad́ıstica de tres varia-

bles basadas en momentos de orden superior

También es posible ampliar el concepto de coeficiente de correlación para considerar
correlaciones de tercer orden utilizando momentos de la distribución. De acuerdo a lo
anterior podemos definir la correlación en términos de cumulantes conjuntos. En este
punto se establece que el tercer cumulante conjunto K3 es una extensión de la covarianza
con tres variables

K3 = K(x1x2x3) = E
[
(x1 − 〈x1〉)(x2 − 〈x2〉)(x3 − 〈x3〉)

]
, (5.11)

al expandir los términos para variables indistinguibles tenemos que

K3 = 〈x1x2x3〉 − 3〈x1x2〉〈x〉+ 2〈x〉3, (5.12)

=
[
〈x1x2x3〉 − 〈x1x2〉〈x〉

]
− 2Cov(x1, x2)〈x〉.

La expresión anterior es de naturaleza similar por construcción a la ecuación (5.7). To-
mando la diferencia entre 〈x1x2x3〉− 〈x〉3 y K3 se obtiene 3Cov(x1, x2)〈x〉. Esta expresión
cuantifica la correlación de pares y se asemeja al término 3Ix que se obtiene de la diferencia
(Ix3 − I3

x).
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Los valores esperados de órdenes altos se definen en términos de la función de onda
para sistemas de tres part́ıculas como

〈xn1xm2 xl3〉 =

∫ ∞
−∞

xn1x
m
2 x

l
3|Ψ(x1, x2, x3)|2dx1dx2dx3. (5.13)

Lo más importante es que κ3 = 0 para distribuciones Gaussianas donde 〈x1x2x3〉 y 〈x〉
son cero. Por lo tanto, el cumulante conjunto no puede medir la correlación entre las tres
variables, aśı la interpretación es que no existe correlación en este caso. Los cumulantes
han sido estudiados en aplicaciones a la qúımica cuántica [99].

En este punto queremos plantear si es posible utilizar definiciones con momentos de
orden superior para construir medidas que son distintas de cero para distribuciones Gaus-
sianas. Además, ¿existe una forma en la que se puedan encontrar medidas basadas en
momentos de orden superior pero donde se utiliza la teoŕıa de la información como gúıa
para obtener nuevas medidas?

Las medidas basadas en momentos tienen beneficios ya que con frecuencia estos mo-
mentos se pueden obtener de forma anaĺıtica mientras que el cálculo de las entroṕıas de
Shannon suele requerir de una integración numérica.

La diferencia entre la distribución de tres variables y el producto de sus marginales
representado por la correlación total (Ix3 ) puede reconstruirse con el uso de momentos de
orden superior como

µx2 = 〈x2
1x

2
2x

2
3〉 − 〈x2〉3, (5.14)

para variables indistinguibles. Aqúı, µx2 es distinto de cero para distribuciones de tipo
Gaussiano en contraste con el tercer cumulante conjunto.

La cokurtosis de tres variables es

Cok(x1, x2, x3) =
E
[
(x1 − 〈x1〉)n(x2 − 〈x2〉)m(x3 − 〈x3〉)l

]
σnx1σ

m
x2
σlx3

, (5.15)

al expandir el numerador con n = m = l = 2, tenemos

〈x2
1x

2
2x

2
3〉 − Cov(x2

1, x2)〈x2〉〈x3〉2 − 〈x2
1x2〉〈x2〉〈x3〉2 − Cov(x1, x

2
2)〈x1〉〈x3〉2

− 〈x1x
2
2〉〈x1〉〈x3〉2 − Cov(x2, x

2
3)〈x1〉2〈x2〉 − 〈x2x

2
3〉〈x1〉2〈x2〉 − 5〈x1〉2〈x2〉2〈x3〉2

− 8〈x1x2x3〉〈x1〉〈x2〉〈x3〉+ 4〈x1x2〉〈x1〉〈x2〉〈x3〉2 + 4〈x1x3〉〈x1〉〈x2〉2〈x3〉
+ 4〈x2x3〉〈x1〉2〈x2〉〈x3〉 − 2〈x1x

2
2x

2
3〉〈x1〉+ 〈x1〉2〈x2

2x
2
3〉 − 2〈x2

1x2x
2
3〉〈x2〉+ 〈x2〉2〈x2

1x
2
3〉

− 2〈x2
1x

2
2x3〉〈x3〉+ 〈x3〉2〈x2

1x
2
2〉+ 4〈x2

1x2x3〉〈x2〉〈x3〉 − 2〈x2
1x3〉〈x2〉2〈x3〉

+ 4〈x1x
2
2x3〉〈x1〉〈x3〉 − 2〈x2

2x3〉〈x1〉2〈x3〉+ 4〈x1x2x
2
3〉〈x1〉〈x2〉 − 2〈x1x

2
3〉〈x2〉2〈x1〉. (5.16)
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CAPÍTULO 5

En distribuciones simétricas con variables indistinguibles el primer término es el único que
permanece

Cok(x1, x2, x3) =
〈x2

1x
2
2x

2
3〉

σ2
x1
σ2
x2
σ2
x3

=
〈x2

1x
2
2x

2
3〉

〈x2〉3
> 0. (5.17)

El numerador corresponde al primer término de µx2 , mientras que el denominador corres-
ponde al segundo término, por lo que

µx2

〈x2〉3
= Cok(x1, x2, x3)− 1, (5.18)

donde la medida de momentos de orden superior que se modela con Ix3 usando la ecuación
(5.14) está relacionada con la cokurtosis de tres variables.

5.3.1. Correlación de orden alto

En el intento de construir medidas de alto orden se han examinado medidas de asimetŕıa
multivariada y medidas de cokurtosis en alta dimensión para variables discretas [100, 101].
Además, en este caso se han introducido las matrices de información mutua [102, 103].

Sin embargo, nos planteamos la siguiente pregunta ¿es posible concebir una medida
de correlación de orden alto usando momentos de orden superior y que sea similar en
estructura a la ecuación (5.8)? En este sentido construimos la siguiente medida

µ2
x2 =

(
〈x2

1x
2
2x

2
3〉 − 〈x2〉3

)
− 3Cov(x2

1, x
2
2), (5.19)

en términos de momentos.

Una segunda propuesta se basa en tomar la diferencia entre la cokurtosis de dos varia-
bles y la cokurtosis de tres variables

ηx = 3Cok(x1, x2)− Cok(x1, x2, x3)− 2, (5.20)

se incluye el término constante −2 para que la medida sea cero cuando la distribución es
separable (sin correlación). Aqúı vemos que los términos de dos y tres variables se invierten
cuando se comparan con la ecuación (5.8).

La tercer propuesta es el cociente o razón entre la cokurtosis de tres variables y la
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cokurtosis dos variables

E
[
(x1 − 〈x1〉)2(x2 − 〈x2〉)2(x3 − 〈x3〉)2

]
σ2
x1
σ2
x2
σ2
x3

/
(
E
[
(x1 − 〈x1〉)2(x2 − 〈x2〉)2

]
σ2
x1
σ2
x2

E
[
(x1 − 〈x1〉)2(x3 − 〈x3〉)2

]
σ2
x1
σ2
x3

E
[
(x2 − 〈x2〉)2(x3 − 〈x3〉)2

]
σ2
x2
σ2
x3

)
, (5.21)

para el caso de distribuciones simétricas con variables indistinguibles tenemos

ηrx =
Cok(x1, x2, x3)

Cok(x1, x2)3
=
〈x2

1x
2
2x

2
3〉〈x2〉3

〈x2
1x

2
2〉3

, (5.22)

esta medida es mayor a uno cuando la cokurtosis de tres variables es mayor que la de dos
variables y es menor a uno cuando la cokurtosis de dos variables es mayor.

Otra manera de abordar el análisis estad́ıstico multivariado con momentos de orden
superior es a través de las matrices de co-momentos [104]. También se han explorado las
propiedades de la matriz de kurtosis y sus vectores propios como direcciones que muestran
la estructura de grupo en conjuntos de datos [105]. Ahora basados en estas ideas pensamos
que la correlación entre tres variables se puede estudiar usando el tensor de momentos de
orden superior como una matriz de cokurtosis rectangular (n, n3) [85, 106, 107, 108]. Por
analoǵıa con la matriz de correlación proponemos usar los bloques 3 × 33 del tensor de
cokurtosis para construir una matriz cuadrada de dimensión 9×9 (matrización o despliegue
del tensor). Cuyos elementos matriciales corresponden a momentos de orden superior como
la kurtosis kur(xi) y la cokurtosis Cok(xi, xj)

MC =



kur(x) 0 0 0 Cok(x1, x2) 0 0 0 Cok(x1, x3)
0 Cok(x2, x2) 0 Cok(x2, x1) 0 0 0 0 0
0 0 Cok(x3, x3) 0 0 0 Cok(x3, x1) 0 0
0 Cok(x1, x2) 0 Cok(x1, x1) 0 0 0 0 0

Cok(x2, x1) 0 0 0 kur(x) 0 0 0 Cok(x2, x3)
0 0 0 0 0 Cok(x3, x3) 0 Cok(x3, x2) 0
0 0 Cok(x1, x3) 0 0 0 Cok(x1, x1) 0 0
0 0 0 0 0 Cok(x2, x3) 0 Cok(x2, x2) 0

Cok(x3, x1) 0 0 0 Cok(x3, x2) 0 0 0 kur(x)


.

(5.23)

esta matriz es simétrica con n(n+1)(n+2)(n+3)
24

elementos diferentes. Sin embargo, debido a
la indistinguibilidad de las part́ıculas solo necesitamos calcular dos términos kur(x) y
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Cok(x1, x2) para tener toda la información de la matriz. Además, los vectores propios son

{f1, f2, f3, f4, f5, f6, f7, f8, f9} =



0
0
0
0
0
−1
0
1
0


,



0
0
−1
0
0
0
1
0
0


,



0
−1
0
1
0
0
0
0
0


,



0
0
0
0
0
1
0
1
0


,



0
0
1
0
0
0
1
0
0


,



0
1
0
1
0
0
0
0
0


,



−1
0
0
0
0
0
0
0
1


,



−1
0
0
0
1
0
0
0
0


,



1
0
0
0
1
0
0
0
1




, (5.24)

y los correspondientes valores propios en términos de la kurtosis y la cokurtosis son

{µ1, µ2, µ3, µ4, µ5, µ6, µ7, µ8, µ9} =

{0, 0, 0, 2Cok, 2Cok, 2Cok, kur − Cok, kur − Cok, 2Cok + kur}. (5.25)

Los dos valores propios distintos de cero y más pequeños se igualan

2Cok = kur − Cok, (5.26)

y cumplen la siguiente relación
3Cok = kur. (5.27)
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Caṕıtulo 6

Medidas informacionales en los
estados basales

Como afirmamos anteriormente existe un gran interés por las correlaciones de orden
superior que ocurren entre tres o más variables. Sin embargo, hay una escasez de las medi-
das que cuantifican correlaciones de orden superior, por otro lado las medidas disponibles
se construyen a partir de la teoŕıa de la información. Debido a esto uno de los objetivos en
este apartado es explorar medidas de correlación basadas en momentos de la distribución
de probabilidad y comparar con las ya existentes de la teoŕıa de la información.

Debemos destacar que los sistemas interactuantes de osciladores tienen soluciones
anaĺıticas. Por lo tanto los resultados presentados son exactos y no dependen de la ca-
lidad de funciones de onda aproximadas. En la sección 2.2 se presentan las funciones de
onda para los tres osciladores no acoplados y acoplados.

Presentamos los resultados de osciladores no interactuantes en los cuales se muestra
un análisis de la influencia debida a la simetŕıa de la función de onda en las entroṕıas y
en las medidas de información de pares y de orden superior. Posteriormente, mostramos
los osciladores interactuantes donde examinamos los efectos de la naturaleza (atractiva o
repulsiva) del potencial de interacción sobre las entroṕıas y las medidas de información.

6.1. Osciladores no acoplados

La Figura 6.1 muestra el comportamiento de las entroṕıas de tres variables, en espacio
de posición y en espacio de momentos como función inversa del potencial de un cuerpo
1
ω

. Las entroṕıas de una y dos variables no se presentan, pero son muy similares en com-
portamiento a las de tres variables. Aqúı, consideramos el estado |012〉 como una función
de onda antisimétrica. La función de onda simétrica correspondiente produce gráficas que
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son muy similares a las antisimétricas. Sin embargo, los valores de las entroṕıas de las
funciones de onda simétricas y antisimétricas son diferentes.

0.5 1
1/ω

-1
0

5

9

SΨ,SΦ

0 0.5 1
1/ω2

8

ST
D

Figura 6.1: Izquierda: gráficas de las entroṕıas en espacio de posición SΨ (rojo) y en espacio
de momentos SΦ (azul) contra 1

ω
. Derecha: gráficas de la suma entrópica SDT contra 1

ω
para

D = 3 (verde), D = 2 (rojo) y D = 1 (azul). Ambas figuras para el estado |012〉.

Vemos que las entroṕıas en espacio de posición aumentan con 1
ω

, mientras que las en-
troṕıas en espacio de momentos disminuyen. La interpretación es que las densidades en
espacio de posición se localizan al aumentar ω, mientras que las densidades en espacio de
momentos se deslocalizan. Es importante notar que las tres sumas entrópicas son cons-
tantes con 1

ω
y todas obedecen la cota SDT ≥ D(1 + ln π). Tenemos que el incremento en

el espacio de posición es igual en magnitud a la disminución en el espacio de momentos.
Debemos considerar en este caso que no existe potencial de interacción entre pares (λ = 0).

En la Figura 6.2 se compara el comportamiento de la información mutua y la infor-
mación de tercer orden para funciones de onda simétricas y antisimétricas con los mismos
números cuánticos. En estos sistemas no interactuantes no existe potencial de interacción,
por lo que toda la correlación se debe a la simetŕıa particular de la función de onda.

Las magnitudes de la información mutua y la información de tercer orden son iguales
tanto en espacio de posición como en espacio de momentos. Por lo tanto, la correlación
debida a la indistinguibilidad de part́ıculas no muestra alguna distinción entre ambos
espacios. Estas magnitudes también son constantes con 1

ω
ya que no está presente el

potencial de interacción.
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0 0.5 1
1/ω0.1

0.3

Ix,Ip

0 0.5 1
1/ω0.1

0.2
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3

Figura 6.2: Izquierda: gráficas de la información mutua (Ix = Ip) contra 1
ω

para funciones
de onda simétricas (azul) y antisimétricas (rojo). Derecha: gráficas de la información de
tercer orden (I3

x = I3
p ) contra 1

ω
para funciones de onda simétricas (azul) y antisimétricas

(rojo). Ambas figuras para el estado |012〉.

La magnitud de la información mutua es mayor para la función de onda antisimétrica
en comparación con la simétrica. La función de onda antisimétrica está más correlacionada
porque hay más restricciones en las variables [27]. Esto se explica por el hueco de Fermi que
está presente en las funciones antisimétricas, ya que la función de onda se anula cuando
las dos variables tienen el mismo valor lo cual se cumple si

Ψ(x1, x2, x3) = 0, cuando x1 = x2 o x1 = x3 o x2 = x3. (6.1)

Por otro lado, son las funciones de onda simétricas las que tienen la mayor información
de tercer orden. Esto es distinto de la información mutua de pares. Tanto las funciones
simétricas como las antisimétricas tienen información de tercer orden con valores positivos.
Por lo que, el primer término sinérgico de la ecuación (5.7) supera a las redundancias en
el segundo término. La interpretación en este punto es que la indistinguibilidad en estos
sistemas de tres part́ıculas conduce a un tipo de interacción estad́ıstica donde domina la
sinergia.

6.2. Osciladores acoplados

En la Figura 6.3 se presentan las entroṕıas de Shannon de tres variables para oscila-
dores interactuantes con potenciales atractivos en función del potencial λ para el estado
|001〉 antisimétrico.
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Figura 6.3: Arriba a la izquierda: gráficas de las entroṕıas en espacio de posición SΨ (rojo)
y en espacio de momentos SΦ (azul) contra el potencial λ para el estado |001〉 potencial
atractivo. Arriba a la derecha: gráficas de la suma entrópica S3

T (verde) contra el potencial
λ. Fila inferior: gráficas de las sumas de entrópicas S2

T (rojo) y S1
T (azul) contra el potencial

λ.

En este caso consideramos el valor de ω = 1 para todos los cálculos que involucran
osciladores interactuantes. Los resultados con diferentes valores de ω son cualitativamente
semejantes.

Las entroṕıas en espacio de posición disminuyen al aumentar λ, es decir, a medida que
se localizan las densidades. Mientras que las entroṕıas en espacio de momentos aumentan
a medida que se deslocalizan las densidades. Por otro lado, las entroṕıas de una y dos
variables tienen tendencias similares pero no se presentan.

La suma entrópica de tres variables es constante con el potencial de pares λ de forma
similar al comportamiento de los osciladores no interactuantes con 1

ω
. Sin embargo, las

sumas entrópicas para las densidades reducidas de una y dos variables no son constantes
y aumentan con λ. Esto es diferente del comportamiento observado con los osciladores no
interactuantes. Por lo tanto, las sumas entrópicas de las cantidades reducidas son sensibles
a la correlación que proviene del potencial.
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Figura 6.4: Arriba a la izquierda: gráficas de las entroṕıas en espacio de posición SΨ (rojo)
y en espacio de momentos SΦ (azul) contra el potencial λ para el estado |001〉 potencial
repulsivo. Arriba a la derecha: gráficas de la suma entrópica S3

T (verde) contra el potencial
λ. Fila inferior: gráficas de las sumas de entrópicas S2

T (rojo) y S1
T (azul) contra el potencial

λ. La ĺınea vertical discontinua indica el valor ĺımite de λ.

La Figura 6.4 muestra las entroṕıas para el potencial de interacción repulsivo. Los
comportamientos de SΨ y SΦ son ahora opuestos a los observados en el potencial atractivo.
Las entroṕıas en el espacio de posición aumentan a medida que las densidades subyacentes
se deslocalizan con el aumento de λ y las entroṕıas en el espacio de momentos disminuyen
a medida que se localizan las densidades correspondientes.

Las gráficas de las sumas entrópicas muestran el mismo tipo de comportamiento que
en el potencial atractivo. La suma entrópica de tres variables no depende del potencial de
pares, mientras que las sumas entrópicas de dos variables aumentan con λ, en particular
para valores mayores del potencial de pares.

En la Figura 6.5 se muestran las gráficas de las densidades reducidas a una part́ıcula
en espacio de posición y en espacio de momentos para dos valores del potencial λ. Dichas
figuras ilustran cómo cambian las densidades en ambos espacios con el incremento en
λ. Observamos que la densidad en espacio de posición se deslocaliza (es más ancha) al
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CAPÍTULO 6

aumentar el potencial repulsivo lo cual se manifiesta con un aumento en la entroṕıa.
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p
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Figura 6.5: Fila superior: gráficas de las densidades de una variable ρ(x) (rojo) contra x
para un potencial repulsivo con λ = 0,1 (izquierda) y λ = 0,4 (derecha). Fila inferior:
gráficas de las densidades de una variable π(p) (azul) contra p para un potencial repulsivo
con λ = 0,1 (izquierda) y λ = 0,4 (derecha). En ambos casos para el estado |001〉.

Por otro lado, la densidad en espacio de momentos se localiza (es más estrecha) lo cual
se manifiesta con una disminución en la entroṕıa. La suma entrópica (S1

T ) en la Figura
6.4 es constante en el intervalo de λ = 0,1− 0,4 y después aumenta ligeramente. Aśı, los
efectos de la deslocalización en espacio de posición no corresponden de forma equivalente
con la localización en espacio de momentos al aumentar λ.

Las entroṕıas del estado simétrico |000〉 tienen comportamientos muy similares a los
presentados en las Figuras 6.3 - 6.4 y por consecuencia no se incluyen.

La Figura 6.6 muestra el comportamiento de la información mutua de pares y de la
información de tercer orden en función del potencial atractivo para los estados simétrico
|000〉 y antisimétrico |001〉. En este caso las magnitudes de ambas medidas son diferentes
en cada espacio. Este resultado es distinto al de los osciladores no interactuantes presen-
tados en la Figura 6.2 donde son iguales. Aqúı, la presencia del potencial entre pares de
part́ıculas separa las magnitudes de las medidas en las dos representaciones.

54
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Figura 6.6: Columna izquierda: gráficas de la información mutua Ix (rojo) e Ip (azul)
vs λ con potencial atractivo para el estado simétrico |000〉 (primera fila) y el estado
antisimétrico |001〉 (segunda fila). Columna derecha: gráficas de la información de tercer
orden I3

x (rojo) e I3
p (azul) vs λ con potencial atractivo para el estado simétrico |000〉

(primera fila) y el estado antisimétrico |001〉 (segunda fila).

La información mutua para el estado simétrico (primera fila) aumenta con el potencial
de acoplamiento y es mayor en el espacio de posición en comparación con el espacio de
momentos. Por otro lado, las magnitudes de la información de tercer orden son iguales
|I3
p | = |I3

x| y ambas aumentan con el potencial λ. La interpretación es que las interacciones
dominantes son sinérgicas en el espacio de momentos (región positiva) mientras que en el
espacio de posición (región negativa) son las redundancias o correlaciones entre pares las
que dominan el balance.

En el caso antisimétrico hay una región donde la información mutua en el espacio de
posición pasa por un mı́nimo poco profundo. En el mı́nimo se cumple la siguiente condición
de cambio entre pares respecto de una variable 2∂Sρ

∂λ
= ∂S

∂λ
, la cual proviene de analizar la

pendiente en la correspondiente gráfica de la Figura 6.6, donde el cambio de correlación
está relacionado con el cambio de las medidas de localización. Para valores mayores de λ
las medidas de información mutua se comportan como en el estado simétrico.
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En el caso antisimétrico se cumple que |I3
p | 6= |I3

x|. Sin embargo, el comportamiento de
la información de tercer orden en espacio de momentos no parece cambiar al compararse
con el estado simétrico. En el espacio de posición hay una región donde la información de
tercer orden es positiva para λ más pequeña. Esto es distinto al estado simétrico donde se
observa que dicha medida es negativa en todo λ. Para valores de λ grandes en ambos casos
la información de tercer orden tiene un valor negativo. La región con valores positivos se
interpreta como un equilibrio a favor de las interacciones sinérgicas. El cero corresponde
al valor particular del potencial donde las magnitudes de las interacciones sinérgicas y
redundantes son iguales. Esto también sugiere que el equilibrio entre las interacciones
sinérgicas y redundantes se puede ajustar con el potencial.
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Figura 6.7: Columna izquierda: gráficas de la información mutua Ix (rojo) e Ip (azul)
vs λ con potencial repulsivo para el estado simétrico |000〉 (primera fila) y el estado
antisimétrico |001〉 (segunda fila) Ix (rojo) e Ip (azul). Columna derecha: gráficas de la
información de tercer orden I3

x (rojo) e I3
p (azul) vs λ con potencial repulsivo para el

estado simétrico |000〉 (primera fila) y el estado antisimétrico |001〉 (segunda fila). La ĺınea
vertical discontinua indica el valor ĺımite de λ.

Los resultados del potencial repulsivo se presentan en la Figura 6.7. En el caso simétri-
co la información mutua es mayor en el espacio de momentos para todo el rango del poten-
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cial. Este comportamiento es opuesto al del potencial atractivo de la Figura 6.6 donde
el espacio de posición es mayor.

Los comportamientos de la información de tercer orden también son opuestos a los del
potencial atractivo. Esto se justifica observando como están relacionados ambos espacios
a través de las ecuaciones funcionales de los potenciales (2.65 y 2.70). La medida en el
espacio de posición tiene un valor positivo mientras que el espacio de momentos tiene un
valor negativo. Por lo tanto, ahora es el espacio de posición el que exhibe las interacciones
sinérgicas y aumenta en magnitud con el potencial. El espacio de momentos por otro lado
presenta redundancia. Lo que es semejante con el potencial atractivo donde las magnitudes
son iguales |I3

x| = |I3
p |.

Los estados simétrico (fila superior) y antisimétrico (fila inferior) muestran algunas
diferencias relevantes. Por ejemplo, la información mutua para el estado antisimétrico es
mayor en el espacio de posición que en el espacio de momentos. Asmimismo es notable
que la información mutua en el espacio de momentos pasa por un mı́nimo en valores
relativamente mayores del potencial de acoplamiento antes de aumentar hasta el valor
ĺımite de λ. La siguiente condición 2∂Sπ

∂λ
= ∂S

∂λ
, se cumple en este mı́nimo, aśı, la información

mutua en el espacio de momentos disminuye con valores mayores del potencial antes del
mı́nimo.

La información de tercer orden en el espacio de posición se comporta de manera similar
en los estados simétrico y antisimétrico. Sin embargo, existen marcadas diferencias en el
espacio de momentos. La medida ahora es positiva para un amplio rango de λ antes de
volverse negativa en el ĺımite de mayor potencial. De manera similar al espacio de posición
con potencial atractivo (ver Figura 6.6) la medida pasa por un valor de λ donde es
cero y cambia de un dominio de interacciones sinérgicas a uno donde hay redundancias.
La diferencia aqúı es que este cambio ocurre con un potencial mayor, mientras que en
el potencial atractivo ocurre con un potencial menor. Por lo que, el tipo de interacción
dominante se puede modular con el potencial.

Los comportamientos de los componentes sinérgico (S) y de redundancia (R) de la
información de tercer orden se presentan para potenciales atractivos (espacio de posición)
y repulsivos (espacio de momentos) correspondientes al estado |001〉. En la Figura 6.8
vemos las gráficas de las medidas en función de Eint, el cual se define como

Eint = E − ENI = (
√
ω2 ± 3λ2 − ω)(nr1 + nr2 + 1), (6.2)

donde E es la enerǵıa del sistema interactuante y ENI es la enerǵıa del sistema no inter-
actuante (λ = 0).
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Figura 6.8: Izquierda: gráficas de los componentes de sinergia S (rojo) y de redundancia R
(azul) de I3

x contra la enerǵıa de interacción Eint para el estado |001〉 potencial atractivo.
Derecha: gráficas de los componentes de sinergia S (rojo) y de redundancia R (azul) de
I3
p contra la enerǵıa de interacción |Eint| para el estado |001〉 potencial repulsivo. La ĺınea

vertical discontinua indica el valor ĺımite de λ.

Aqúı, observamos que las dos componentes tienen comportamientos similares. Tenemos
que R es el doble de la información mutua de pares. Es importante considerar que ambas
componentes aumentan con Eint. Además, la componente R domina en ambos casos para
valores relativamente mayores de Eint o de interacción por pares.

6.3. Conclusiones

Las sumas entrópicas de una variable, dos variables y tres variables cumplen con las
respectivas cotas y son constantes al variar 1

ω
para funciones de onda simétricas y

antisimétricas de osciladores no acoplados.

La información mutua para funciones de onda simétricas y antisimétricas de oscila-
dores no acoplados en ambos espacios es constante al variar 1

ω
, además se tiene que

Ix = Ip.

La información de tercer orden para funciones de onda simétricas y antisimétricas
de osciladores no acoplados en ambos espacios es constante al variar 1

ω
, además se

tiene que I3
x = I3

p .

Las suma entrópica de tres variables cumple con la respectiva cota y es constante al
variar λ. Sin embargo, las sumas entrópicas de una y dos variables no son constantes
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ya que son sensibles al potencial de pares por lo que se consideran como medidas de
correlación. Además, cumplen con las respectivas cotas.

La información mutua detecta un mı́nimo para la función de onda antisimétrica con
potencial atractivo en espacio de posición y con potencial repulsivo en espacio de
momentos. Para la función de onda simétrica con potenciales atractivo y repulsivo
se tiene que Ix y Ip son funciones crecientes. Lo anterior muestra que la introducción
de λ rompe la simetŕıa entre posición y momentos.

La información de tercer orden tiene regiones positivas y negativas para la función
de onda antisimétrica con potencial atractivo en espacio de posición y con potencial
repulsivo en espacio de momentos. Para la función de onda simétrica con potenciales
atractivo y repulsivo se tiene que |I3

x| = |I3
p |.

El balance entre sinergia y redundancia se controla con el potencial de pares λ.
Aśı cuando aumenta la interacción de pares aumenta la redundancia y cuando el
potencial de pares es pequeño se manifiestan las interacciones de las tres part́ıculas
con el incremento de la sinergia.
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Caṕıtulo 7

Medidas informacionales vs. Medidas
basadas en momentos de la densidad:
estados basales y estados excitados

El objetivo de esta sección es examinar y comparar las definiciones de medidas de
correlación por pares y de tercer orden basadas en las medidas de momentos de la densidad
junto con las medidas de la teoŕıa de la información estudiadas en la sección anterior.
Además, se evalúa la consistencia entre las medidas de correlación, donde se enfatiza el
uso de las medidas de correlación de tres variables y de orden alto ya que son escasas tales
medidas. Para este estudio se usan sistemas de tres osciladores interactuantes para los
estados basales y excitados. Aqúı señalamos que existe una diferencia fundamental entre
el estado basal y el estado excitado debido a la presencia de los polinomios de Hermite
de orden superior. Esto conduce a la cuestión de cómo la estructura nodal en los estados
excitados influye en las medidas de correlación.

7.1. Osciladores no acoplados

Comenzamos la discusión con la presentación de las medidas de correlación entre pares
en el estado simétrico |100〉 sin interacción (λ = 0). En la Figura 7.1 se observan las
medidas en función de ω (frecuencia natural del oscilador) en el espacio de posición. Las
gráficas muestran además que todas las medidas son constantes con ω y son consistentes
en sus interpretaciones. Es decir, la correlación entre pares no depende de ω.

Los valores de todas las medidas son distintos de cero, ya que la correlación estad́ıstica
en estos sistemas no interactuantes se debe a la simetŕıa de las funciones de onda. Es decir,
las funciones de onda no se factorizan en forma de producto. Asimismo, la magnitud de
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Figura 7.1: Medidas de correlación de pares vs ω para el estado simétrico |100〉 sin interac-
ción en el espacio de posición. Primera fila: τx e Ix vs. ω. Segunda fila: (izquierda) valores
propios ν1 = 1 + 2τ(ω) (rojo) y ν2 = 1− τ(ω) (azul), (derecha) Cok(x1, x2).

cada medida es igual en espacio de posición y en espacio de momentos. Las gráficas en
espacio de momentos no se presentan por brevedad.

Los comportamientos de los dos valores propios de la matriz de correlación también se
presentan como función de ω. Se puede apreciar que ambos valores propios son constantes
y no se cruzan en ningún punto. Aqúı vemos que el valor del coeficiente de correlación
es positivo, es decir, existe una correlación positiva en este estado simétrico. Lo cual es
distinto en el estado antisimétrico |011〉 no interactuante cuyo coeficiente de correlación es
negativo. No se presentan gráficas para el estado antisimétrico pero son consistentes con
los del estado simétrico.

La Figura 7.2 muestra las medidas de correlación entre las tres part́ıculas para el
estado simétrico |100〉 sin interacción en espacio de posición. Aqúı vemos como todas las
medidas son consistentes en su interpretación, puesto que la correlación entre las tres
part́ıculas no depende de ω. También tienen un valor distinto de cero debido a la simetŕıa
de la función de onda.

La Figura 7.3 muestra las densidades de contornos para el estado simétrico |100〉 sin
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Figura 7.2: Medidas de correlación entre tres part́ıculas vs ω para el estado simétrico |100〉
sin interacción en el espacio de posición.
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Figura 7.3: Primera fila: gráficas de contornos de la función de densidad reducida para
el estado simétrico |100〉 en espacio de posición con potencial ω = 1, 5. Segunda fila:
gráficas de contornos de la función de densidad reducida |100〉 en espacio de momentos
con potencial ω = 1, 5.
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interacción en espacio de posición y en espacio de momentos, donde vemos que parecen
ser invariantes ya que tienen la misma forma y dirección en los cuatro perfiles de densidad
salvo escalas.

7.2. Osciladores acoplados

La desviación estándar σx, σx2 , la entroṕıa Sx y la kurtosis kur(x) (una cantidad
relacionada con 〈x4〉 [109]) se presentan a continuación.
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Figura 7.4: Primera fila: gráficas de la desviación estándar σx (ĺınea continua), σx2 (ĺınea
discontinua) y entroṕıa de Shannon de una variable Sx vs λ para el potencial atractivo.
Segunda fila: gráficas de la desviación estándar σx (ĺınea continua), σx2 (ĺınea discontinua)
y entroṕıa de Shannon de una variable Sx vs λ para el potencial repulsivo. Todas las gráficas
corresponden al estado |001〉 con ω = 1. Las ĺıneas verticales discontinuas corresponden al
valor ĺımite del potencial repulsivo.

Un tema relacionado con la correlación estad́ıstica es el de la cuantificación de la
incertidumbre o dispersión en una distribución de probabilidad. Esto es aśı, ya que la
correlación estad́ıstica se puede concebir como la diferencia entre las incertidumbres en el
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CAPÍTULO 7

nivel de una variable y aquellas en el nivel de dos o más variables. Lo anterior es válido para
medidas de la teoŕıa de la información como en las medidas relacionadas con momentos
de la distribución. Las incertidumbres también se pueden interpretar como medidas de la
forma de la distribución subyacente. La idea aqúı es que la distribución tiene la información
de un sistema f́ısico. Por lo tanto, examinamos los comportamientos de σx (

√
〈x2〉) y σx2

(
√
〈x4〉 − 〈x2〉2) y comparamos con Sx. La Figura 7.4 muestra su comportamiento en

función de λ para el estado |001〉 con potenciales atractivos y repulsivos.

Se puede apreciar que las tres medidas tienen un comportamiento consistente. La
incertidumbre disminuye (localización) en presencia de un potencial atractivo cada vez
más fuerte mientras que aumenta la incertidumbre (deslocalización) en presencia de un
potencial repulsivo más fuerte. Los resultados para el estado |000〉 son similares y no se
presentan por brevedad.

Otra medida es la kurtosis que está relacionada con el cuarto momento de la dis-
tribución. La cual mide las propiedades de las colas de la distribución y se define para
distribuciones simétricas como

kur(x) =
E
[
(x− 〈x〉)4

](
E
[
(x− 〈x〉)2

])2 =
〈x4〉
〈x2〉2

. (7.1)

Se sabe que kur(x) de una distribución Gaussiana tiene un valor de tres [110]. Las desvia-
ciones de este valor se pueden utilizar para caracterizar distribuciones como Gaussianas o
no Gaussianas.

En nuestro caso particular el estado |000〉 tiene distribuciones con carácter puramente
Gaussiano ya que el polinomio de Hermite en la función de onda es de orden cero. Esto es
distinto del estado |001〉 donde aparece el polinomio de Hermite de primer orden. Aśı la
presencia de este polinomio le otorga a las distribuciones |001〉 un carácter no Gaussiano.

La Figura 7.5 presenta las gráficas de kur(x) para el estado |001〉. En el caso del
potencial atractivo los valores de kur(x) a valores más pequeños de λ son diferentes del
valor ĺımite kur(x) = 3 para una Gaussiana. Sin embargo, al aumentar λ los valores se
acercan al ĺımite (y al valor del estado |000〉). Por lo tanto, la densidad de una variable
se comporta más similar a la de Gaussiana a medida que aumenta λ. Por el contrario la
gráfica del potencial repulsivo muestra que kur(x) se aleja de tres en valores mayores de
λ. La interpretación aqúı es que la densidad se comporta menos similar a la Gaussiana
cuando se incrementa λ.
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Figura 7.5: Izquierda: gráficas de kurtosis kur(x) vs λ para el potencial atractivo. Derecha:
gráficas de kurtosis kur(x) vs λ para el potencial repulsivo. Las ĺıneas rojas corresponden
al estado |000〉 con ω = 1 mientras que las curvas azules corresponden al estado |001〉 con
ω = 1. La ĺınea vertical discontinua corresponde al valor ĺımite del potencial repulsivo.
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Figura 7.6: Primera fila: gráficas de la densidad reducida de una variable para el potencial
atractivo con valores λ = 0, 1, 2, 20. Segunda fila: gráficas de la densidad reducida de una
variable para el potencial repulsivo con valores λ = 0, 0,1, 0,3, 0,57. Las densidades de |000〉
se presentan en rojo mientras que las de |001〉 en azul. ω se fija a uno en ambos casos.

Estos efectos se pueden observar a partir de la secuencia de densidades que se presentan
en la Figura 7.6. La primera fila para el potencial atractivo muestra que la densidad |001〉
(azul) se aproxima a la de |000〉 igual a uno (ĺınea roja que es Gaussiana) para valores
mayores de λ. Se puede ver cómo las colas más gruesas en el estado |001〉 se presentan en
valores más pequeños de λ y se transforman en colas Gaussianas (|000〉) para valores de λ
grandes. Es interesante que en el potencial repulsivo parece que hay mayores diferencias
con la curtosis para λ grande.
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CAPÍTULO 7

7.2.1. Estados basales

Primero examinamos la cokurtosis de pares y la comparamos con otras medidas de
correlación entre pares. Las medidas τx, τx2 , I

N
x y Cok(x1, x2) del estado |000〉 y su de-

pendencia con λ se muestran en la Figura 7.7. La primera fila muestra que todas las
medidas de correlación por pares aumentan con λ en presencia de un potencial de pares
atractivo. Los comportamientos de τx y τx2 son similares en este caso. Vemos que τx, τx2
y INx son cero en λ = 0 (correlación cero) para el estado |000〉 (separable). Por otro lado
Cok(x1, x2) tiene valor de uno en λ = 0 en la ecuación (4.24) ya que |000〉 es separable y es
una distribución Gaussiana. De hecho ambas curvas de Cok(x1, x2) obedecen a la ecuación
(4.24). Otro punto importante aqúı es la similitud entre las curvas INx y Cok(x1, x2).

0 10 20
λ0

1

τx, τx2

0 10 20
λ0

1

Ix
N

0 10 20
λ1

3

Cok(x1x2)

0.6
λ

-0.5

0.2

τx, τx2

0 0.6
λ0

0.025

Ix
N

0 0.6
λ1

1.34

Cok(x1x2)

Figura 7.7: Primera fila: gráficas de τx (ĺınea continua), τx2 (ĺınea discontinua), INx y
Cok(x1, x2) vs λ para el potencial atractivo. Segunda fila: gráficas de τx (ĺınea continua),
τx2 (ĺınea discontinua), INx y Cok(x1, x2) vs λ para el potencial repulsivo. Las gráficas
corresponden al estado |000〉 con ω = 1. Las ĺıneas verticales discontinuas corresponden al
valor ĺımite del potencial repulsivo.

En el caso del potencial repulsivo segunda fila de la Figura 7.7 tenemos que τx ahora
tiene un valor negativo cuya magnitud aumenta con λ por lo que x1 y x2 tienen una corre-
lación negativa que describe la medida en que dichas variables se mueven en direcciones
opuestas debido a la presencia del potencial repulsivo. Por el contrario τx2 tiene un valor
positivo y aumenta con λ. El segundo término en el numerador de τx2 en la ecuación (4.19)
es menor que el primer término lo cual genera un valor positivo de τx2 .
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τx puede ser positivo o negativo (potencial de pares atractivo o repulsivo) para dis-
tribuciones de tipo Gaussiano mientras que τx2 siempre es positivo y similar a INx . La
semejanza entre las curvas INx y Cok(x1, x2) también es sugerente.
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Figura 7.8: Primera fila: gráficas de τx (ĺınea continua), τx2 (ĺınea discontinua), INx y
Cok(x1, x2) vs λ para el potencial atractivo. Segunda fila: gráficas de τx (ĺınea continua),
τx2 (ĺınea discontinua), INx y Cok(x1, x2) vs λ para el potencial repulsivo. Las gráficas
corresponden al estado |001〉 con ω = 1. CokG(x1, x2) = 1 + 2τ 2

x (ĺınea de puntos roja)
se muestra junto con Cok(x1, x2) en el caso del potencial atractivo. Las ĺıneas verticales
discontinuas corresponden al valor ĺımite del potencial repulsivo.

La Figura 7.8 presenta el comportamiento de las medidas para el estado |001〉. Los
coeficientes de correlación y la información mutua son distintos de cero en λ = 0.

Cok(x1, x2) ahora es menor que uno en λ = 0 para potenciales atractivos y repulsivos
ejemplificando aqúı un comportamiento no Gaussiano. De hecho, el comportamiento que
uno esperaŕıa de una distribución Gaussiana ecuación (4.24) se da en el caso del potencial
atractivo (curva roja). Se observa que la curva Cok(x1, x2) se acerca a esta referencia en
valores mayores de λ.

Con el potencial atractivo (primer fila) tanto τx como τx2 muestra regiones negativas
antes de volverse positivas y aumentar a mayor λ. La transición de negativo a positivo
en τx ocurre en la región de λ donde hay un mı́nimo en INx . La región negativa en τx2
ocurre donde Cok(x1, x2) < 1, es decir, donde hay una desviación del comportamiento
estrictamente Gaussiano. La observación importante aqúı es la similitud general en el
comportamiento entre τx y τx2 aśı como entre INx y Cok(x1, x2).
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En el caso del potencial repulsivo (segunda fila) los comportamientos de τx y τx2 ahora
divergen. τx se vuelve cada vez más negativo con λ grande mientras que τx2 es positivo.
τx2 tiene un valor negativo mientras que la cokurtosis es menor que uno. La curva de
referencia para la cokurtosis Gaussiana no se presenta en este caso ya que las magnitudes
de sus valores son mucho mayores que la curva mostrada, aunque sus comportamientos
son similares. Por lo tanto, el comportamiento Gaussiano no se recupera para λ mayores
como en el caso del potencial atractivo. La desviación del comportamiento Gaussiano es
mayor en el caso de los potenciales repulsivos en comparación con los atractivos. También
hay una similitud notable entre las curvas INx y Cok(x1, x2) para el potencial repulsivo.
Una observación general aqúı es que τx y τx2 exhiben un comportamiento similar con
potenciales atractivos y diferente para potenciales repulsivos cuando las densidades son de
naturaleza no Gaussiana.

7.2.1.1. Medidas de información de orden alto
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Figura 7.9: Primera fila: gráficas de µx2 , I
N
3 y Cok(x1, x2, x3) contra λ para el potencial

atractivo. Segunda fila: gráficas de µx2 , I
N
3 y Cok(x1, x2, x3) contra λ para el potencial

repulsivo. Todas las gráficas corresponden al estado |000〉 con ω = 1. Las ĺıneas verticales
discontinuas corresponden al valor ĺımite del potencial repulsivo.

En este apartado consideramos los comportamientos de las medidas de correlación
de tercer orden. µx2 , I

N
3 y Cok(x1, x2, x3) se presentan en la Figura 7.9 para el estado

|000〉. Todas las medidas aumentan con λ independientemente de la presencia del potencial
atractivo (fila superior) o repulsivo (fila inferior). µx2 e IN3 son cero cuando λ = 0, mientras
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que la cokurtosis tiene un valor de uno para la distribución separable. En este punto
sabemos que µx2 se basa en IN3 por lo que no debe sorprender que sus comportamientos
sean similares. Por otro lado, hay una gran semejanza entre IN3 y Cok(x1, x2, x3) tanto en
el caso atractivo como en el caso repulsivo.
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Figura 7.10: Primera fila: gráficas de µx2 , I
N
3 y Cok(x1, x2, x3) contra λ para el potencial

atractivo. Segunda fila: gráficas de µx2 , I
N
3 y Cok(x1, x2, x3) contra λ para el potencial

repulsivo. Todas las gráficas corresponden al estado |001〉 con ω = 1. Las ĺıneas verticales
discontinuas corresponden al valor ĺımite del potencial repulsivo.

Las medidas para el estado |001〉 se presentan en la Figura 7.10. El comportamiento
de µx2 no es semejante al de IN3 tanto para potenciales atractivos como para potenciales
repulsivos. La cokurtosis en la ecuación (5.17) es menor que 1 cuando el denominador es
mayor que el numerador. En este caso µx2 que viene de la ecuación (5.14) es negativa. Esto
se puede observar en la fila superior de la Figura 7.10 para el potenial atractivo. µx2 es
negativa mientras que la cokurtosis es menor que 1 y luego se vuelve positiva y aumenta.
Con el potencial repulsivo se vuelve cada vez más negativa a medida que aumenta λ ya
que la cokurtosis es menor que 1. La observación más importante aqúı es la semejanza
entre las curvas IN3 y Cok(x1, x2, x3) tanto para potenciales atractivos como repulsivos.

Las gráficas de las medidas de orden superior se presentan en la Figura 7.11 para el
estado |000〉. La interpretación de la información de tercer orden es que las redundancias
(correlaciones por pares) son dominantes aqúı y aumentan con λ. Con el potencial repulsivo
el comportamiento de µ2

x2 ahora no es consistente con las otras dos medidas mostrando
regiones tanto positivas como negativas. Por otro lado, I3

x y ηx crecen con λ grandes. Si
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Figura 7.11: Primera fila: gráficas de µ2
x2 , I

3
x y ηx contra λ para el potencial atractivo.

Segunda fila: gráficas de µ2
x2 , I

3
x y ηx contra λ para el potencial repulsivo. Todas las gráficas

corresponden al estado |000〉 con ω = 1. Las ĺıneas verticales discontinuas corresponden al
valor ĺımite del potencial repulsivo.

bien el comportamiento es similar las interpretaciones obtenidas de I3
x y ηx son diferentes.

ηx es negativo cuando el segundo (término de tres variables) domina mientras que I3
x es

negativo cuando dominan las correlaciones de pares (dos variables).
La Figura 7.12 presenta las medidas para el estado |001〉. Aqúı, los valores de ηx que se

muestran no contienen el −2 de la ecuación (5.20) ya que existe una correlación estad́ıstica
en λ = 0. Para el potencial atractivo todas las medidas son consistentes en comportamiento
y muestran la transición positiva a negativa para mayor λ. La interpretación de I3

x es que
el sistema pasa de una situación en la que las interacciones sinérgicas son dominantes a
una en la que prevalecen las interacciones por pares. En el caso del potencial repulsivo µ2

x2

aumenta negativamente con λ más grande mientras que las otras dos medidas aumentan
positivamente. Por otro lado, el comportamiento de la medida µx2 no es consistente con
las otras dos medidas (I3

x y ηx). También son significativas las similitudes entre I3
x y ηx

tanto para potenciales de pares atractivos como repulsivos.
Las curvas ηrx para los estados |000〉 (fila superior) y |001〉 (fila inferior) en presencia

de potenciales atractivos (columna izquierda) y repulsivos (columna derecha) se presentan
en la Figura 7.13. La intensidad del potencial separa la medida en distintas regiones con
λ menor ηrx > 1, mientras que ηrx < 1 para λ mayor. Por lo tanto, la curtosis por pares es
mayor que la de tres variables con λ mayor. El estado |000〉 con potencial repulsivo es el
único que no presenta esta transición. Curiosamente, los potenciales atractivos en ambos
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Figura 7.12: Primera fila: gráficas de µ2
x2 , I

3
x y ηx contra λ para el potencial atractivo.

Segunda fila: gráficas de µ2
x2 , I

3
x y ηx contra λ para el potencial repulsivo. Todas las gráficas

corresponden al estado |001〉 con ω = 1. Las ĺıneas verticales discontinuas corresponden al
valor ĺımite del potencial repulsivo.

estados se caracterizan por curvas que presentan puntos cŕıticos en valores menores de λ.
Además, ηrx decae monótonamente a valores mayores de λ para todos los casos.
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Figura 7.13: Primera fila: gráficas de ηrx contra λ para el potencial atractivo (izquierda)
y el potencial repulsivo (derecha), correspondientes al estado |000〉 con ω = 1. Segunda
fila: gráficas de ηrx contra λ para el atractivo potencial (izquierda) y potencial repulsivo
(derecha), correspondientes al estado |001〉 con = 1. Las ĺıneas horizontales azules co-
rresponden a ηrx = 1. Las ĺıneas verticales discontinuas corresponden al valor ĺımite del
potencial repulsivo.

7.2.1.2. Espacio de momentos

En este apartado presentamos los comportamientos de las medidas informacionales y
de cokurtosis en espacio de momentos para los estados basales.

En la Figura 7.14 se presenta una comparación de las medidas por pares, donde se
aprecia la similitud entre las medidas Ip y Cok(p1, p2). El mı́nimo que está presente en
Ip en el estado antisimétrico |001〉 con potencial repulsivo, también está presente en la
medida de Cok(p1, p2). En este estado τp tiene un valor negativo en valores de λ pequeños
y pasa a valores positivos a medida que λ aumenta. Este punto de transición también es
detectado por los mı́nimos en Ip y en Cok(p1, p2) que aparecen en la misma región. La
posición de estos mı́nimos cambia a valores más pequeños en comparación con el punto
de transición.
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Figura 7.14: Gráficas del comportamiento de las medidas de correlación por pares contra la
intensidad de un potencial de interacción atractivo y repulsivo en el espacio de momentos,
para el estado |001〉 (primera, tercera filas) y el estado |000〉 (segunda, cuarta filas). La
ĺınea discontinua magenta corresponde al valor ĺımite del potencial repulsivo, mientras que
la ĺınea discontinua negra (λ = 0,5) corresponde al punto de transición en el coeficiente
de correlación.

La Figura 7.15 presenta la comparación entre las medidas de tercer orden y de orden
superior. Las medidas Ip3 son consistentes en las tendencias con Cok(p1, p2, p3) excepto para
el estado antisimétrico |001〉 con potencial atractivo cuya cokurtosis muestra un máximo.

74
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Figura 7.15: Gráficas del comportamiento de las medidas de correlación de tercer orden
contra la intensidad para un potencial de interacción atractivo y repulsivo en el espacio de
momentos, para el estado |001〉 (primera, tercera filas) y el estado |000〉 (segunda, cuarta
filas). La ĺınea vertical discontinua corresponde al valor ĺımite del potencial repulsivo.

La presencia del mı́nimo en Ip3 para el estado |001〉 con potencial repulsivo también es
capturado por un mı́nimo en Cok(p1, p2, p3) en la misma región. Por otro lado tenemos
una gran similitud entre la información de tercer orden I3

p y la medida ηp basada en las
cokurtosis. ηp captura la transición (positiva a negativa) en I3

p a mayor λ en el estado |001〉
con potencial repulsivo. Aqúı enfatizamos que los valores de λ en el punto de transición
son distintos para cada medida.
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7.2.2. Estados excitados

En este apartado mostramos cómo la matriz de correlación y sus valores propios se
relacionan con las distintas medidas informacionales de pares.
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Figura 7.16: Gráficas de contorno de la función de densidad de pares para el estado |011〉
con potencial atractivo λ = 0, 10 (izquierda-derecha), en el espacio de posición (fila supe-
rior) y en el espacio de momentos (fila inferior).

En la Figura 7.16 tenemos las densidades de contorno de pares en espacio de posición
y momentos para el estado |011〉 con potencial atractivo para dos valores de λ. Vemos que
las densidades de pares sufren reorganizaciones a medida que vaŕıa el parámetro λ. Por
ejemplo, la gráfica en espacio de posición con λ = 0 donde tenemos que las áreas con una
densidad mayor corresponden a regiones donde x1 y x2 son de signo diferente (con una
correlación negativa o relación negativa). En λ = 10 aparecen regiones de mayor densidad
donde x1 y x2 son del mismo signo (con una correlación positiva o relación positiva). Es
decir, los valores máximos en la densidad de pares reducida se orientan primero en la
diagonal de pendiente negativa (λ = 0) y luego en una de pendiente positiva (λ = 10). Por
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otro lado, no se perciben diferencias en las caracteŕısticas de las densidades en momentos
cuando λ cambia. Las áreas de mayor densidad se localizan en regiones donde p1 y p2 tienen
signos opuestos (con una correlación negativa o relación negativa) para ambos valores de
λ = 0, 10. Los valores máximos de la densidad están orientados hacia una diagonal de
pendiente negativa en ambos casos. En λ = 10 estas áreas ahora están deslocalizadas
sobre regiones donde p1 y p2 están dispersas.
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Figura 7.17: Gráficas de gx(x1) frente a x1 y x · ρ(x) frente a x para el estado |011〉
(rojo, filas superiores). Gráficos de gp(p1) vs p1 y p · π(p) vs p para el estado 100 (azul,
filas inferiores). Primera columna (λ = 1), segunda columna (λ = 1,63), tercera columna
(λ = 2).

En la primera fila de la Figura 7.17 se ilustra el comportamiento local de 〈x1x2〉 como
función de x1

gx(x1) = x1

∫ ∞
−∞

x2Γ(x1, x2)dx2, (7.2)

77
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para diferentes valores de λ. Esto se compara con el comportamiento local de xρ(x) que
se presenta en la segunda fila. Dado que 〈x〉 = 0 se puede apreciar que el comportamiento
local se divide en dos regiones con valores negativos y positivos de x cuyas áreas se cancelan
entre śı. Esto es distinto de gx(x1) donde hay pares de regiones positivas y negativas tanto
en valores negativos y positivos de x1. Además, estos pares de regiones son consecuencia
de una simetŕıa impuesta por la segunda variable o cuasipart́ıcula. La proporción de estas
áreas negativas y positivas es lo que determina si τx tiene un valor positivo o negativo.
De la misma forma se aprecia cómo las regiones negativas dominan las regiones positivas
para valores más pequeños de λ (gráfico de la izquierda) mientras que la inversa es cierta
para valores más grandes de λ (gráfico de la derecha). Las dos primeras gráficas en el
centro corresponden a un valor de λ donde τx es cero. En este caso se ilustra cómo las
regiones positivas y negativas se cancelan entre śı cuando τx es cero. En contraste para
una densidad de pares separable todas estas gráficas son cero. Por otra parte las gráficas
correspondientes a gp(p1), para el espacio de momentos estado |100〉, se presentan para
ilustrar que esta descripción también es válida en p.

La Figura 7.18 muestra tres medidas de correlación por pares para el estado anti-
simétrico |011〉 en función de λ para un potencial de pares atractivo, tanto en espacio
de posición como en espacio de momentos. Los cambios en las correlaciones estad́ısticas
debido a los cambios en las densidades son capturados por las medidas de correlación.
Aqúı vemos cómo contrastan estas medidas con el comportamiento de los sistemas no
interactuantes en función de ω presentado previamente en la Figura 7.1.

El coeficiente de correlación pasa de valores negativos a positivos a medida que aumen-
ta λ. Es negativo para valores más pequeños de λ debido a la simetŕıa de la función de
onda. De hecho, es posible ajustar el tipo de correlación (negativa o positiva) ajustando
la fuerza del potencial atractivo. Los valores negativos del coeficiente de correlación se
relacionan con la orientación de la pendiente negativa en el semieje mayor de la densi-
dad elipsoidal en Figura 7.16. De manera similar, los valores positivos del coeficiente
de correlación corresponden a densidades de pares cuyas formas son elipses con semiejes
mayores orientados hacia una pendiente positiva. Esto ejemplifica el significado de corre-
lación positiva y negativa en estos sistemas. Esta discusión también es válida en todos los
estados analizados.
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Figura 7.18: Gráfica del coeficiente de correlación e información mutua vs λ en espacio de
posición (primera fila) para el estado |011〉. Gráfica de los valores propios 1+2τ(λ) (rojo),
1−τ(λ) (azul) y Cok vs. λ en espacio de posición (segunda fila) para el mismo estado. Las
dos filas inferiores presentan las correspondientes medidas en espacio de momentos. La
ĺınea vertical discontinua muestra el punto de transición en el coeficiente de correlación.
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El valor cero de τx en el punto de transición no implica que la densidad de pares
correspondiente sea factorizable, sino que la simetŕıa en la densidad en este valor de λ
particular da como resultado que

〈x1x2〉 =

∫ ∞
−∞

g(x1)dx1 = 0. (7.3)

Por otro lado, también mostramos el comportamiento de los dos valores propios de la
matriz de correlación, donde un valor propio aumenta en función de λ mientras que el
otro disminuye. Se puede ver que el punto de transición en el coeficiente de correlación
se captura mediante un cruce de los valores propios de la matriz de correlación. El punto
de transición en τx también es capturado por un mı́nimo en la información mutua por
pares y en la cokurtosis. Existe una gran similitud en el comportamiento de estas dos
medidas entre pares. Los valores de λ donde ocurren estos mı́nimos están en la misma
región pero no coinciden exactamente con el valor de λ donde se ve el cero en τx. No se
esperan coincidencias exactas ya que τx es una medida de correlaciones lineales mientras
que la información mutua captura correlaciones no lineales.

La situación es diferente en el espacio de momentos. No hay puntos de transición
o cruces de valores propios y todas las medidas aumentan en magnitud a medida que
aumenta λ. Notamos también la similitud en el comportamiento entre Ip y Cok(p1, p2).

Los resultados para el estado antisimétrico |011〉 pero en presencia de un potencial de
interacción repulsivo se presentan en la Figura 7.19. El punto de transición y el cruce
ocurren ahora en el espacio de momentos con τp el cual pasa de valores negativos a valores
positivos. El punto de transición también es capturado por un mı́nimo en Ip y Cok(p1, p2).
Es notable que ambas medidas no lineales capten el punto de transición. Las magnitudes de
las tres medidas aumentan monótonamente con λ en espacio de posición. Estos resultados
son congruentes con lo observado en el estado fundamental antisimétrico |001〉.
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Figura 7.19: Gráfica del coeficiente de correlación e información mutua vs λ en espacio de
posición (primera fila) para el estado |011〉. Gráfica de los valores propios 1+2τ(λ) (rojo),
1 − τ(λ) (azul) y Cok vs. λ en espacio de posición (segunda fila) para el mismo estado.
Las dos filas inferiores presentan las correspondientes medidas en espacio de momentos.
La ĺınea discontinua magenta indica el valor ĺımite de λ, mientras que la ĺınea discontinua
negra muestra el punto de transición en el coeficiente de correlación.
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La Figura 7.20 presenta los resultados para el estado excitado simétrico |100〉 en
presencia de un potencial atractivo. La transición y el cruce ahora ocurren en el espacio
de momentos opuesto al estado antisimétrico |011〉 donde ocurre en el espacio de posición.
τp en este caso pasa de valores positivos a negativos a medida que aumenta λ. No hay
transición ni cruces en espacio de posición. En todos los casos existe una sorprendente
similitud entre la información mutua y las curvas de cokurtosis. Este resultado puede
explicarse observando que ambas medidas son sensibles a las correlaciones no lineales. La
influencia de un potencial repulsivo se puede observar en la Figura 7.21. La transición y
los cruces ahora aparecen en el espacio de posición opuesto al potencial atractivo mientras
que ninguno está presente en el espacio de momentos. Las medidas de información mutua
y cokurtosis también muestran una fuerte similitud.

Es importante tomar en cuenta que no hay transiciones o cruces en el estado simétrico
basal |000〉 en espacio de posición ni en espacio de momentos. Esto es independiente de
la presencia de un potencial atractivo o repulsivo. En resumen, la aparición de puntos de
transición o cruces en un espacio particular parece estar controlada por la simetŕıa de la
función de onda y la naturaleza del potencial de interacción que está presente (atractivo
o repulsivo).
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Figura 7.20: Gráfica del coeficiente de correlación e información mutua vs λ en espacio de
posición (primera fila) para el estado |100〉. Gráfica de los valores propios 1+2τ(λ) (rojo),
1−τ(λ) (azul) y Cok vs. λ en espacio de posición (segunda fila) para el mismo estado. Las
dos filas inferiores presentan las correspondientes medidas en espacio de momentos. La
ĺınea vertical discontinua muestra el punto de transición en el coeficiente de correlación.
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CAPÍTULO 7

0.54
λ

-0.3

0.5

τx

0 0.54
λ0

0.15

Ix

0 0.54
λ0

2

ν

0 0.54
λ0.7

1.5

Cok(x1x2)

0 0.6
λ0.3

0.9

τp

0 0.6
λ0.1

0.7

Ip

0 0.6
λ0

3

ν

0 0.6
λ0.8

1.7

Cok(p1p2)

Figura 7.21: Gráfica del coeficiente de correlación e información mutua vs λ en espacio de
posición (primera fila) para el estado |100〉. Gráfica de los valores propios 1+2τ(λ) (rojo),
1 − τ(λ) (azul) y Cok vs. λ en espacio de posición (segunda fila) para el mismo estado.
Las dos filas inferiores presentan las correspondientes medidas en espacio de momentos.
La ĺınea discontinua magenta indica el valor ĺımite de λ, mientras que la ĺınea discontinua
negra muestra el punto de transición en el coeficiente de correlación.
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7.2.2.1. Medidas de información de orden alto
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Figura 7.22: Gráficas que muestran el comportamiento de las medidas de correlación de
tercer orden en función de la intensidad del potencial de interacción atractivo en espacio
de posición (rojo) y en espacio de momentos (azul). La primera y tercera fila corresponden
al estado |011〉 mientras que la segunda y cuarta fila al estado |100〉.

Los resultados de las medidas de orden superior (tercer orden) se presentan en la Fi-
gura 7.22 para los estados excitados antisimétrico |011〉 y simétrico |100〉 en presencia de
un potencial atractivo en espacio de posición y en espacio de momentos. Hay puntos de
transición en el espacio de posición para ambos estados donde la información de interac-
ción pasa de valores positivos a negativos a medida que aumenta λ. Aqúı, el predominio de
interacciones sinérgicas o redundantes puede controlarse mediante la intensidad del poten-
cial. Este comportamiento previamente observado en el estado antisimétrico basal |001〉
no está presente en el estado simétrico basal |000〉. Este resultado ilustra una diferencia
fundamental en el comportamiento entre el estado basal y el estado simétrico excitado.
Por tanto, estas transiciones están presentes tanto en estados excitados simétricos como
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antisimétricos. Por otro lado, no se observan puntos de transición en el espacio de momen-
tos para estos sistemas con un potencial de interacción atractivo. I3

p aumenta en magnitud
a medida que aumenta λ.

También hay un comportamiento semejante entre la información total y las medidas
de cokurtosis tanto en espacio de posición como en espacio de momentos. El mı́nimo que
está presente en I3 también es capturado por la medida de Cok. Estos mı́nimos en I3

son el resultado de una estructura similar en la información mutua I. Sin embargo, hay
una excepción a este comportamiento para el estado |011〉 en espacio de momentos. Un
máximo en Cok(p1, p2, p3) está presente mientras que no hay uno correspondiente en Ip3 .
Esto se observa en el estado basal antisimétrico |001〉.

Este resultado enfatiza que aunque ambas son medidas de correlaciones no lineales
existen diferencias. Por otro lado, cabe señalar que existe consistencia entre el comporta-
miento de la información mutua y las medidas de cokurtosis a nivel de dos variables en
los estados estudiados.

La medida de correlación de orden superior η se presenta para comparar con la infor-
mación de tercer orden. Hay similitudes en las caracteŕısticas de ambas medidas para el
estado |011〉 pero una semejanza menor para el estado |100〉.

La Figura 7.23 presenta los comportamientos de las medidas para ambos estados
en presencia de un potencial repulsivo. Los puntos de transición donde la información de
tercer orden cambia de signo ahora ocurren en el espacio de momentos. Este resultado es
consistente con el estado |001〉. Hay un punto de transición en el estado simétrico |100〉
que no está presente en el estado basal |000〉. Aśı, la presencia de un punto de transición
en un espacio particular parece depender de la naturaleza del potencial de interacción
(atractivo o repulsivo) y no de la simetŕıa de la función de onda. Esto es diferente de las
medidas de pares discutidas anteriormente, donde la presencia de puntos de transición en
un espacio particular depende tanto de la naturaleza de la interacción como de la simetŕıa
de la función de onda. El valor λ para un potencial atractivo donde la información de tercer
orden tiene un cruce en espacio de posición para un potencial atractivo está relacionado
con un valor donde hay un cruce en espacio de momentos para un potencial repulsivo de
λ mediante la expresión previamente discutida en la ecuación (2.70).

Existe una congruencia general en el comportamiento entre las medidas I3 y Cok
excepto para el estado |011〉 en espacio de posición. Aqúı, la medida de Cok presenta un
máximo que no está presente en I3 similar al caso del potencial atractivo en espacio de
momentos (Figura 7.22). Esto se puede entender a partir de la relación en la ecuación
(2.70) donde las caracteŕısticas de correlación en un espacio e interacción en particular se
transfieren al otro espacio con una interacción opuesta. El mı́nimo cuando está presente
en I3 también está presente en la medida de Cok. Por lo tanto, existe un comportamiento
congruente entre I3 y Cok en el estado simétrico |100〉 pero no en el estado antisimétrico
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Figura 7.23: Gráficas que muestran el comportamiento de las medidas de correlación de
tercer orden en función de la intensidad del potencial de interacción repulsivo en espacio de
posición (rojo) y en espacio de momentos (azul). La primera y tercera fila corresponden
al estado |011〉 mientras que la segunda y cuarta fila al estado |100〉. La ĺınea vertical
discontinua indica el valor ĺımite de λ.

|011〉. Dicha diferencia se observa entre los estados basal simétrico |000〉 y antisimétrico
|001〉. La medida η se asemeja a la I3 en el estado |011〉 y en menor grado en el estado
|100〉 similar al caso de potencial atractivo.

La Figura 7.24 presenta la medida ηr y los dos valores propios más pequeños de la
matriz de cokurtosis para los dos estados excitados de diferente simetŕıa en espacio de
posición y en espacio de momentos. Los cruces en estos valores propios ocurren cuando

3Cok = kur, o cuando 3〈x2
1x

2
2〉 = 〈x4〉, (7.4)

esta condición se cumple para λ → 0 en el estado simétrico |100〉 pero no en el estado
antisimétrico |011〉. También hay valores de λ 6= 0 donde los valores propios se cruzan
lo cual ocurre para ambos estados excitados. Encontramos que la simetŕıa de la función
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de onda junto con el tipo de potencial de tercer orden es responsable de la aparición de
estos cruces. Por ejemplo, en el estado antisimétrico |011〉 hay un cruce en espacio de
posición con un potencial de interacción atractivo y uno en el espacio de momentos para
un potencial repulsivo. Esta situación se invierte para el estado simétrico |100〉. El cruce
en el espacio de posición ocurre para el potencial repulsivo y en el espacio de momentos
para el potencial atractivo.
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Figura 7.24: Gráficas que muestran el comportamiento de las medidas de orden superior
basadas en la cokurtosis contra la intensidad del potencial de interacción atractivo o re-
pulsivo en espacio de posición y en espacio de momentos para el estado |011〉 (primera
(x) y tercera (p) filas) y el estado |100〉 (segunda (x) y cuarta (p) filas). Los dos valores
propios distintos de cero más pequeños de la matriz de cokurtosis se presentan en la cuarta
columna con 2Cok(λ) (rojo) y kur(λ)−Cok(λ)(azul). La ĺınea vertical discontinua indica
el valor ĺımite de λ.

Es significativo que los cruces en los valores propios de la matriz de cokurtosis donde
λ 6= 0 ocurren cuando las medidas de cokurtosis por pares correspondientes exhiben mı́ni-
mos. Estos cruces van acompañados de la aparición de puntos extremos para la medida

88
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propuesta ηr. En la Tabla 5.1 se resume la información sobre los valores de λ donde
ocurren cruces en los valores propios de las matrices ν y µ y se compara con los valores
de λ donde se observan puntos extremos (cuando están presentes) en la medida ηr. Vemos
que los puntos extremos en ηr ocurren en las mismas regiones donde están presentes los
cruces en los valores propios de ν o µ. Por ejemplo, en la medida ηrp estado |011〉 con
potencial repulsivo hay un mı́nimo en ηrp en el mismo valor en que hay un cruce de los
valores propios ν. Mientras que el valor máximo en ηrp está muy cercano al valor donde
cruzan los valores propios en la matriz µ. Esto también se observa en el caso del estado
basal antisimétrico |001〉 pero contrasta con el comportamiento del estado basal simétrico
|000〉 donde los únicos cruces en los valores propios de las matrices ν y µ están en el origen.

ν µ ηrx ηrp
interacción / estado (cruces) (cruces) (min, max) (min, max)

atractivo |011〉 1.63 (0.45, 2.67) (1.63, 4.13) -
repulsivo |011〉 0.54 (0.35, 0.56) - (0.54, 0.57)
atractivo |001〉 1.0 1.63 (1.1, 2.8) -
repulsivo |001〉 0.5 0.54 - (0.5, 0.56)
atractivo |100〉 1.63 2.82 - (-, 1.46)
repulsivo |100〉 0.54 0.56 (-, 0.53) -
atractivo |000〉 0 0 (-, 1.46) -
repulsivo |000〉 0 0 - (-, 0.53)

Cuadro 7.1: Tabla comparativa para los valores de λ donde ocurren los puntos de máximos
(max) y mı́nimos (min) en ηr, y los valores donde están presentes los cruces de los valores
propios de las matrices ν y µ para los estados |011〉 y |100〉.

7.3. Conclusiones

El coeficiente de correlación cuando presenta un cruce entre regiones positivas y ne-
gativas, dicho cruce está relacionado con la presencia de un mı́nimo en la información
mutua. Esto se asocia con los cruces en los eigenvalores de la matriz de correlación
correspondiente.

La similitud entre el comportamiento de la información mutua y las medidas de
cokurtosis es evidente en los sistemas de osciladores acoplados.
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En el caso de la correlación de alto orden para estados excitados (simétricos y anti-
simétricos) y basal (antisimétrico) vemos un punto de cruce donde la información de
interacción de tercer orden cambia de valores positivos a negativos. Lo cual significa
que el equilibrio de interacciones sinérgicas o redundantes se puede controlar con la
intensidad del potencial de interacción entre pares.

El comportamiento de la correlación total es en general consistente con el de la medi-
da de cokurtosis de tres variables. Sin embargo, hay casos que presentan diferencias
significativas y esto contrasta con la consistencia observada entre la información
mutua de pares y la cokurtosis de dos variables.

La medida de alto orden basada en momentos de la densidad que consiste en la
diferencia entre la cokurtosis de tres y dos variables es consistente con la medida de
correlación de alto orden. Mientras que la medida de alto orden basada en momentos
de la densidad que consiste en el cociente entre la cokurtosis de tres y dos variables
muestra estructura de máximos y mı́nimos.

El análisis de las medidas basadas en momentos de las densidades se complementa
con el estudio del comportamiento de los valores propios de la matriz de cokurtosis
de dos variables. Los cruces en estos valores propios se relacionan con las regiones
de transición en donde aparecen estructuras de máximos y mı́nimos en las nuevas
medidas basadas en momentos de orden superior.
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Caṕıtulo 8

Medidas informacionales de Shannon
vs. Medidas basadas en densidades
acumulativas: estados basales

En esta sección se estudia una definición de la entroṕıa residual acumulativa de tres
variables que se utiliza para obtener expresiones de medidas de correlación de orden supe-
rior. Dichas medidas se basan en valores de densidades residuales acumulativas las cuales
se comparan con medidas análogas a la teoŕıa de la información. Además, se utilizan sis-
temas de osciladores no interactuantes e interactuantes de tres part́ıculas cuyas funciones
de onda se pueden representar anaĺıticamente. Las funciones de onda interactuantes y no
interactuantes se pueden ver en las secciones (2.2-2.3). En el caso no interactuante se
estudian los efectos de la indistinguibilidad sobre las medidas de información como fun-
ción del potencial ω. En el caso interactuante examinamos los efectos del potencial de
acoplamiento λ atractivo o repulsivo sobre las medidas de información. El objetivo prin-
cipal de esta discusión consiste en comparar las medidas usando entroṕıas de Shannon
y entroṕıas de densidades acumulativas. Además, se presenta una discusión de las sumas
entrópicas para ambas aproximaciones informacionales (entroṕıas de Shannon − entroṕıas
acumulativas).

8.1. Osciladores no acoplados

Las entroṕıas han sido discutidas previamente en función del potencial 1
ω

, pero en
este apartado se incluyen para comparar con los comportamientos de las nuevas medidas.
La Figura 8.1 presenta el comportamiento de las entroṕıas de Shannon y las entroṕıas
acumulativas en función de ω. Todas las entroṕıas disminuyen con ω por lo que las entroṕıas
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Figura 8.1: Primera fila: gráficas de las entroṕıas de Shannon de tres, dos y una variable
(ĺıneas continuas) y TCRE, JCRE y CRE (ĺıneas discontinuas) en el espacio de posición
contra ω. Segunda fila: gráficas de Ix3 , Ix y I3

x (ĺıneas continuas) y TcCCRE, CCRE y
TCCRE (ĺıneas discontinuas) en el espacio de posición contra ω. Las ĺıneas discontinuas
(verde) son 0,2∗TcCCRE/CCRE, CCRE/CRE y 0,3∗TCCRE/CCRE respectivamen-
te. Función de onda antisimétrica estado |012〉.

acumulativas y de Shannon son consistentes en su interpretación. Es decir, las densidades
subyacentes se localizan al aumentar ω. Vemos que SΨ y SΓ presentan valores negativos
para ω mayores. Sin embargo, TCRE y JCRE se mantienen positivos por lo que se
enfatiza la propiedad de que las densidades de supervivencia acumulativas están acotadas
entre cero y uno por lo que tenemos entroṕıas con valores positivos.

La segunda fila de la Figura 8.1 muestra las medidas de correlación acumulativas y
de Shannon. Las dos medidas exhiben una diferencia importante en sus comportamientos,
ya que las medidas de Shannon son constantes con ω. Por otro lado las medidas basadas
en acumulativas disminuyen con ω. En este caso el coeficiente de correlación es constante
con ω y negativo. Además, los comportamientos de Ix y τx son consistentes.
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Se puede conseguir un comportamiento constante en función de ω a partir de los
cocientes de las medidas acumulativas. Dichas curvas se presentan en Figura 8.1 como
CCRE/CRE, TcCCRE/CCRE y TCCRE/CCRE (ĺıneas discontinuas en verde), las
cuales son constantes para todos los valores de ω. Este resultado ilustra que las entroṕıas
acumulativas de una, dos y tres variables poseen la misma dependencia con ω. El cambio
de escala nos permite recuperar una interpretación que es coherente con las medidas de
Shannon. Es decir, las correlaciones por pares y de orden superior son constantes en estos
sistemas desacoplados.
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Figura 8.2: Primera fila: gráficas de entroṕıas de Shannon de tres, dos y una variable (ĺıneas
continuas) y TCRE, JCRE y CRE (ĺıneas discontinuas) en el espacio de momentos contra
ω. Segunda fila: gráficas de Ip3 , Ip e I3

p (ĺıneas continuas) y TcCCRE, CCRE y TCCRE
(ĺıneas discontinuas) en el espacio de momentos contra ω. Las ĺıneas discontinuas (ver-
de) son 0,2 ∗ TcCCRE/CCRE, CCRE/CRE y 0,3 ∗ TCCRE/CCRE respectivamente.
Función de onda antisimétrica estado |012〉.

En la Figura 8.2 se presentan las medidas en el espacio de momentos donde las en-
troṕıas de Shannon y acumulativas crecen con ω y son consistentes en su comportamiento.

93
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Es decir, las densidades en el espacio de momentos se deslocalizan al aumentar ω. Las
medidas de correlación basadas en Shannon son todas constantes como en el espacio de
posición mientras que las medidas acumulativas ahora aumentan con ω. La interpretación
de las medidas acumulativas es que la magnitud de la correlación aumenta con ω en el
espacio de momentos mientras que disminuye en el espacio de posición.

El coeficiente de correlación aqúı es constante con ω y tiene un valor negativo. En este
sentido, tanto Ip como τp son consistentes en su comportamiento. Al igual que en el espacio
de posición el cambio de escala de las medidas acumulativas produce un comportamiento
constante que es consistente con las medidas de Shannon. Además, se observaron resultados
similares para la función de onda del estado simétrico correspondiente.
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Figura 8.3: Gráficas de JCRE,CCRE (ĺınea continua) y mJCRE,mCCRE (ĺınea dis-
continua) contra el potencial ω. Función de onda antisimétrica estado |012〉, espacio de
posición (rojo) y espacio de momentos (azul).

En la Figura 8.3 vemos como en espacio de posición las medidas de JCRE, mJCRE,
CCRE y mCCRE son decrecientes al aumentar el valor de ω. Mientras que en espacio de
momentos JCRE, mJCRE, CCRE y mCCRE son crecientes al aumentar el valor de ω.
Aśı, tanto mJCRE como mCCRE son consistentes con lo observado en [72] para el caso
de dos osciladores no interactuantes.
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8.2. Osciladores acoplados para la función de onda

simétrica

Ahora examinamos el sistema interactuante |000〉 para un potencial atractivo en espacio
de posición y ω = 1,0. La Figura 8.4 muestra los comportamientos de las medidas
entrópicas en función del potencial λ.
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Figura 8.4: Gráficas de las entroṕıas de Shannon de tres, dos y una variable (ĺıneas conti-
nuas) y TCRE, JCRE y CRE (ĺıneas discontinuas) contra el potencial λ. En espacio de
posición para el estado |000〉 con potencial atractivo y ω = 1,0.

Vemos cómo las entroṕıas de Shannon y acumulativas disminuyen al aumentar λ y son
consistentes en su comportamiento aunque las formas funcionales son diferentes. TCRE
conserva su positividad para valores de λ grandes, mientras que SΨ tiene valor negativo.

Por otro lado, en la columna izquierda de la Figura 8.5 se presentan las gráficas de
la densidad de supervivencia y la densidad principal reducida a una variable en espacio
de posición. Aqúı, se observa cómo el incremento en la intensidad del potencial atractivo
provoca la localización en ambas densidades alrededor del origen. Aśı, la localización se
manifiesta en la disminución de las entroṕıas (ver Figura 8.4). Además, existe otra dife-
rencia entre la densidad principal y la densidad de supervivencia, ya que las densidades
principales se pueden representar anaĺıticamente y las densidades de supervivencia no tie-
nen expresiones en forma cerrada. Estas densidades de supervivencia se calculan mediante
la integración numérica de las densidades principales.

Las magnitudes de las medidas de correlación acumulativa y de Shannon en la Figura
8.6 crecen con λ y son consistentes en su comportamiento. Por lo tanto, las correlaciones
estad́ısticas por pares y de orden superior aumentan con el potencial de pares. Esta con-
sistencia entre los comportamientos de Shannon y las medidas acumulativas es distinta en
el caso no interactuante presentado en la Figura 8.1. Aśı, la interpretación que se obtu-
vo de los dos conjuntos de medidas ahora es consistente al incluir la interacción. Vemos
que tanto I3

x como TCCRE tienen valores negativos al aumentar λ. La interpretación de
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CAPÍTULO 8

-2.5 0 2.5
x

1

ρ(x)

-5 0 5
p

1

π(p)

-2.5 0 2.5
a

1

sux(a)

-5 0 5
b

1

sup(b)

Figura 8.5: Gráficas de las densidades principales reducidas a una variable y las densidades
acumulativas de supervivencia en espacio de posición (columna izquierda) y en espacio de
momentos (columna derecha) para potenciales atractivos λ = 0,1 (azul), λ = 2 (rojo) y
λ = 5 (verde) en el estado |000〉 con ω = 1,0.

ambas medidas es que las interacciones dominantes de orden superior son de naturaleza
redundante. Además, como se espera todas las medidas de correlación van a cero cuando
se desactiva el acoplamiento (λ→ 0).
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Figura 8.6: Gráficas de Ix3 , Ix e I3
x (ĺıneas continuas) y TcCCRE, CCRE y TCCRE

(ĺıneas discontinuas) contra el potencial λ. En espacio de posición para el estado |000〉 con
potencial atractivo y ω = 1,0.
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Figura 8.7: Primera fila: gráficas de entroṕıas de Shannon de tres, dos y una variable (ĺıneas
continuas) y TCRE, JCRE y CRE (ĺıneas discontinuas) en espacio de momentos contra
λ. Segunda fila: gráficas de Ip3 , Ip e I3

p (ĺıneas continuas) y TcCCRE, CCRE y TCCRE
(ĺıneas discontinuas) en espacio de momentos contra λ. Todas las gráficas corresponden a
la función de onda simétrica del estado |000〉 con ω = 1,0.

La fila superior en Figura 8.7 muestra el comportamiento de Shannon y las medidas
acumulativas para el estado |000〉 en espacio de momentos. También se observa que las
entroṕıas acumulativas y de Shannon aumentan con λ. Por lo que, ambos conjuntos de
medidas son consistentes en sus interpretaciones. Es decir, las densidades subyacentes se
deslocalizan al incrementar la intensidad del potencial atractivo. La deslocalización de las
densidades en espacio de momentos, a medida que aumenta λ, se muestra en las gráficas
de la columna derecha en la Figura 8.5.

La fila inferior de la Figura 8.7 muestra que las respectivas medidas de correlación
acumulativa y de Shannon tienen un comportamiento consistente en espacio de momentos,
ya que todas las medidas aumentan con λ. Asimismo, todas las medidas son cero sin
acoplamiento. Esta consistencia en el comportamiento es diferente del caso examinado
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anteriormente para osciladores no interactuantes (ver la Figura 8.2.)
En la Figura 8.8 para el caso atractivo se muestra cómo en espacio de posición

JCRE y mJCRE son decrecientes al aumentar λ. Mientras que CCRE y mCCRE tienen
tendencias opuestas al aumentar el valor de λ. Por otro lado, en espacio de momentos
JCRE,mJCRE,CCRE y mCCRE son crecientes al aumentar el valor de λ.

En el caso repulsivo en espacio de posición JCRE,mJCRE,CCRE y mCCRE son
crecientes al aumentar el valor de λ. En espacio de momentos JCRE y mJCRE son
decrecientes al aumentar el valor de λ. Mientras que CCRE y mCCRE tienen tendencias
opuestas al aumentar el valor de λ.
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Figura 8.8: Primera y segunda fila: gráficas JCRE, CCRE (ĺınea continua) y mJCRE,
mCCRE (ĺınea discontinua) contra el potencial atractivo λ. Tercera y cuarta fila: gráficas
JCRE, CCRE (ĺınea continua) y mJCRE, mCCRE (ĺınea discontinua) contra el poten-
cial repulsivo λ. Función de onda simétrica estado |000〉 con ω = 1,0, espacio de posición
(rojo) y espacio de momentos (azul).
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8.3. Osciladores acoplados para la función de onda

antisimétrica

Todas las entroṕıas de Shannon y acumulativas para este estado con potenciales atracti-
vos y repulsivos en espacio de posición y espacio de momentos, exhiben un comportamiento
consistente como en las figuras anteriores.

La Figura 8.9 muestra el comportamiento de las medidas de correlación para el po-
tencial atractivo en espacio de posición, donde hay mı́nimos que son caracteŕısticos en este
estado (ver sección 6). Los mı́nimos indican un cambio en la correlación al incrementar
el potencial de pares λ. Es significativo que el mı́nimo en Ix3 para valores de λ pequeños
también es capturado por TcCCRE. Además, el mı́nimo correspondiente en Ix aparece
en CCRE. Sin embargo, las posiciones de los mı́nimos en las medidas de Shannon son
diferentes de las acumulativas.
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Figura 8.9: Gráficas de Ix3 , Ix e I3
x (ĺınea continua) y TcCCRE, CCRE y TCCRE (ĺınea

discontinua) contra el potencial λ. En espacio de posición para el estado |001〉 con potencial
atractivo y ω = 1,0.

La transición de dominancia sinérgica a redundante (valor positivo a negativo) en I3
x

también es detectada por TCCRE. Por lo tanto, las interpretaciones que se obtuvieron de
las medidas de Shannon son consistentes con las medidas acumulativas. Las medidas de
correlación aqúı no van a cero cuando la interacción está desactivada. Es decir, la función
de onda cuando λ = 0 no es separable. Esto se debe a la simetŕıa de la función de onda.

La presencia de los mı́nimos en Ix y CCRE se puede estudiar examinando τx. Esto se
presenta en la Figura 8.10. La ubicación de los mı́nimos en Ix y CCRE corresponden a
las regiones de λ donde τx cambia de signo. Este valor de λ es donde la densidad de pares
reducida pasa de estar correlacionada negativamente a correlacionarse positivamente. τx
tiene valor cero en este punto ya que 〈x1x2〉 también tiene valor cero. Este punto también
se caracteriza por la transición de 〈x1x2〉 de valores negativos a positivos. Por otro lado,
Ix y CCRE no pueden ser negativos por construcción. Aśı, estas medidas detectan esta
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Figura 8.10: Gráficas del coeficiente de correlación τ contra el potencial λ para el estado
|001〉. Con potencial atractivo en el espacio de posición (izquierda) y potencial repulsivo
en el espacio de momentos (derecha) con ω = 1,0. La ĺınea vertical discontinua indica el
valor ĺımite de λ.

transición con la presencia de un mı́nimo.
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Figura 8.11: Gráficas de Ip3 , Ip e I3
p (ĺıneas continuas) y TcCCRE, CCRE y TCCRE

(ĺıneas discontinuas) contra el potencial λ. En espacio de momentos para el estado |001〉
con potencial repulsivo y ω = 1,0. La ĺınea vertical discontinua indica el valor ĺımite de λ.

En la Figura 8.11 se presenta la gráfica correspondiente para el estado |001〉 con un
potencial repulsivo en espacio de momentos. Al igual que el espacio de posición todas las
medidas tienen valores distintos de cero sin acoplamiento. También hay mı́nimos en Ip3
y TcCCRE, en Ip y CCRE pero para valores mayores de λ. Tanto I3

p como TCCRE
exhiben una transición de valores positivos a negativos con λ mayores. Por lo tanto, los
comportamientos de Shannon y de las medidas acumulativas son similares y consistentes
en el espacio de momentos. Otro punto importante es que TcCCRE y CCRE son capaces
de detectar los mı́nimos que están presentes en Ip3 e Ip. La medida de orden superior
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TCCRE detecta la transición positiva a negativa que está en I3
p para λ mayores.

La Figura 8.10 muestra el comportamiento de τp que se puede comparar con Ip y
CCRE en la Figura 8.11. τp transita de valores negativos a positivos en la región de λ
donde Ip y CCRE exhiben mı́nimos. Tanto τx como τp se acercan a la unidad (correlación
perfecta) en el ĺımite de λ grande.

La Figura 8.12 tiene un comportamiento semejante al del estado simétrico |000〉 en
Figura 8.8.
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Figura 8.12: Primera y segunda fila: gráficas JCRE, CCRE (ĺınea continua) y mJCRE,
mCCRE (ĺınea discontinua) contra el potencial atractivo λ. Tercera y cuarta fila: gráfi-
cas JCRE, CCRE (ĺınea continua) y mJCRE, mCCRE (ĺınea discontinua) contra el
potencial repulsivo λ. Función de onda antisimétrica estado |001〉 con ω = 1,0, espacio de
posición (rojo) y espacio de momentos (azul). La ĺınea vertical discontinua indica el valor
ĺımite de λ.
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8.4. Sumas entrópicas

Las sumas entrópicas en los niveles de una variable (ST1 ), dos variables (ST2 ) y tres
variables (ST3 ) como se define en la ecuación (3.31) han sido objeto de creciente atención
y estudio debido a su conexión con el principio de incertidumbre. Por lo que comparamos
y contrastamos su comportamiento con las sumas de las medidas acumulativas en espacio
de posición y espacio de momentos (CRET , JCRET y TCRET ).
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Figura 8.13: Gráficas de las sumas entrópicas de Shannon (ĺıneas continuas) para una
variable (S1

T ), dos variables (S2
T ) y tres variables (S3

T ), junto con las correspondientes
sumas entrópicas acumulativas (ĺıneas discontinuas), (CRET , JCRET y TCRET ) contra
el potencial armónico ω. Para tres osciladores no interactuantes en el estado antisimétrico
|012〉.

En la Figura 8.13 se comparan los comportamientos para el estado antisimétrico |012〉
sin interacción, donde se pueden apreciar diferencias entre los dos conjuntos de medidas.
Por una parte todas las sumas entrópicas de Shannon son constantes con ω mientras que
todas las medidas acumulativas aumentan con ω. El comportamiento constante observado
en las sumas entrópicas de Shannon es resultado de la simetŕıa. Es decir, la localización
de la densidad en el espacio de posición al aumentar ω da como resultado una entroṕıa de
Shannon en espacio de posición más pequeña. Lo anterior corresponde exactamente con
un aumento en la entroṕıa de Shannon en espacio de momentos debido a la deslocalización
de la densidad de momentos con ω más grande. Aśı vemos que el efecto neto en la suma
entrópica de Shannon corresponde al comportamiento constante observado. Sin embargo,
las medidas acumulativas no conservan esta simetŕıa. Por lo que el aumento de la medida en
el espacio de momentos debido a la deslocalización de la densidad por el incremento de ω no
corresponde con una disminución equivalente de la medida en el espacio de posición debido
a la localización. Comportamientos semejantes se observaron para el estado simétrico |012〉
sin interacción.
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Figura 8.14: Gráficas de las sumas entrópicas de Shannon (ĺıneas continuas) para una
variable (S1

T ), dos variables (S2
T ) y tres variables (S3

T ), junto con las correspondientes su-
mas entrópicas acumulativas (ĺıneas discontinuas), (CRET , JCRET y TCRET ) contra el
potencial de interacción λ. Para tres osciladores interactuantes en el estado antisimétrico
|001〉. La primera fila corresponde a medidas en presencia de potenciales atractivos mien-
tras que la segunda fila corresponde a potenciales repulsivos. La ĺınea vertical discontinua
indica el valor ĺımite de λ.

Las sumas entrópicas en sistemas que interactúan se presentan en la Figura 8.14
para el estado antisimétrico |001〉 en presencia de potenciales atractivos y repulsivos. S3

T

es constante con el potencial de interacción λ en ambos potenciales. Lo anterior es similar
al caso no interactuante donde la simetŕıa se conserva. Sin embargo, S2

T y S1
T obtenidos

a partir de densidades reducidas se comportan como funciones crecientes de λ. Por lo
que la simetŕıa se rompe en estos casos. El comportamiento creciente de S2

T y S1
T con λ

también se observa en las medidas JCRET y CRET . Por otro lado, el comportamiento
constante en S3

T no es comparable con la medida TCRET que aumenta con λ. Para el
potencial repulsivo todas las medidas presentan un comportamiento aproximadamente
constante para valores pequeños de λ. También se observaron comportamientos similares
en el estado |000〉 simétrico. Además, se cumplen las cotas para las sumas entrópicas de
Shannon (ver Figuras 8.13 y 8.14).
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Figura 8.15: Gráfica de la suma entrópica de Shannon S1
T (ĺınea roja) y suma entrópica

acumulativa CRET (ĺınea azul) para un oscilador armónico en el estado fundamental
contra el potencial ω.

El oscilador armónico en el estado fundamental representa la cota inferior de S1
T en

ecuación (3.31). S1
T junto con CRET se muestran en la Figura 8.15 para un solo oscilador

con el fin de contrastar sus comportamientos. La suma entrópica de Shannon es invariante
al potencial ω y corresponde con la cota inferior de la ecuación (3.31), por otro lado CRET
es una función creciente con el potencial ω. Dicho comportamiento es similar al caso de
tres osciladores que interactúan y no interactúan presentados en las Figuras 8.13 y 8.14.

8.5. Conclusiones

Los comportamientos de las entroṕıas basadas en densidades acumulativas de una,
dos y tres variables son consistentes con los obtenidos de las entroṕıas de Shannon.

Las medidas de correlación de pares basadas en densidades acumulativas detectan la
presencia de mı́nimos que también están presentes en las medidas de correlación de
pares de Shannon. Además, los mı́nimos aparecen en regiones donde el coeficiente
de correlación cambia de signo.

Las medidas de correlación de tercer orden basadas en densidades acumulativas
detectan la transición de región positiva a negativa al igual que las medidas de
correlación de tercer orden de Shannon.
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Las sumas entrópicas para las medidas basadas en densidades acumulativas se com-
portan como una función creciente con el potencial en el caso de osciladores no
acoplados y osciladores acoplados (atractivo y repulsivo).
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Caṕıtulo 9

Medidas informacionales en la
presencia de interacción entre tres
cuerpos: estado basal

En esta sección nos interesa estudiar las medidas de correlación estad́ıstica en los
sistemas de osciladores acoplados cuando las tres part́ıculas están sujetas a un potencial
expĺıcito de tres cuerpos de tipo Gaussiano

κ2e−α
(
x21+x22+x23

)
. (9.1)

La introducción de este potencial nos permite examinar cómo reaccionan las medidas a la
interacción de acoplamiento del potencial pero también nos permite monitorear los cambios
con respecto al ancho del potencial. En este sentido analizamos las medidas de correlación
en presencia de potenciales de pares atractivo o repulsivo y de potenciales de tres cuerpos
positivo (repulsivo) o negativo (atractivo). Por lo cual para efectuar los cálculos se utilizan
funciones de onda variacional de prueba cuya forma corresponde a las soluciones exactas
del Hamiltoniano con interacciones armónicas de dos cuerpos (ver sección 2.6).

Comenzamos la discusión con un análisis de los potenciales efectivos que se generan a
partir de los cálculos variacionales. Además, anexamos otras propuestas de potenciales tipo
Gaussiano para su discusión. Esto será útil para comprender los comportamientos de las
entroṕıas de Shannon y las medidas de correlación. Después discutimos el comportamiento
de las entroṕıas y las medidas de correlación con el parámetro de acoplamiento de tres
cuerpos κ±. Empleamos la notación donde κ+ se refiere a un potencial positivo de tres
cuerpos mientras que κ− corresponde a un potencial negativo de tres cuerpos. Finalmente,
los comportamientos de las entroṕıas y las correlaciones se presentan cuando cambia el
ancho del potencial de tres cuerpos de uno amplio a uno estrecho.
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9.1. Potenciales efectivos

En la Figura 9.1 vemos el comportamiento de ω′ y λ′ en función del parámetro de
tres cuerpos κ±. En donde ambos parámetros disminuyen con respecto a κ+, sin embargo,
ω′ decae más rápido que λ′.

Por el contrario ω′ aumenta con κ− además λ′ aumenta para valores de κ− pequeños
hasta alcanzar un valor máximo después del cual se mantiene en un valor constante para
valores de κ− grande.
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Figura 9.1: Gráficas de parámetros efectivos ω′ y λ′ contra el parámetro κ± para potenciales
de tres cuerpos (azul) positivo y (rojo) negativo con ω = λ = α = 1 (potenciales de pares
atractivos).

La interpretación de estos comportamientos es que el efecto del potencial de tres cuer-
pos positivo (repulsivo) para valores grandes atenua el término efectivo de un cuerpo
mientras que este término se intensifica para el potencial de tres cuerpos negativo (atrac-
tivo) para valores grandes. El parámetro efectivo de dos cuerpos también disminuye cuando
aumenta el potencial de tres cuerpos positivo, pero con el potencial de tres cuerpos nega-
tivo inicialmente se incrementa y alcanza un valor máximo el parámetro efectivo de dos
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cuerpos.
En la Figura 9.2 se presentan la relación de las enerǵıas entre el Hamiltoniano efectivo

en la ecuación (2.75) (E ′) y el del Hamiltoniano sin el término de interacción de tres cuerpos
(E) en función de κ±. Ambas enerǵıas se calculan a partir de la ecuación (2.17), usando
ω′ y λ′ en el numerador y ω, λ en el denominador. E es constante y no depende de κ±.
En κ± = 0 (sin interacción de tres cuerpos) E ′/E es la unidad ya que el numerador es
igual al denominador. Las curvas divergen de la unidad a mayor κ± cuando la presencia
del potencial de tres cuerpos se incorpora a la enerǵıa efectiva. Los comportamientos de
estas curvas son similares a los de ω′ presentados en la Figura 9.1.
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17
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Figura 9.2: Gráficas de E ′/E contra el parámetro κ± para potenciales de tres cuerpos κ±
(azul) positivo y (rojo) negativo con ω = λ = α = 1 (potenciales de pares atractivos).

9.2. Entroṕıas de Shannon

En la Figura 9.3 se presenta el caso de potenciales atractivos de dos cuerpos. En la
primera fila se tiene el potencial positivo de tres cuerpos en donde las entroṕıas en el espacio
de posición aumenta con κ+ mientras que en el espacio de momentos todas las entroṕıas
disminuyen. Por lo tanto las densidades del espacio de posición se deslocalizan al aumentar
κ+ (repulsión creciente) mientras se localizan las densidades del espacio de momentos.
Estas tendencias pueden entenderse a partir de la discusión previa de los parámetros
efectivos. Dado que tanto ω′ como λ′ disminuyen con κ+ los términos de los potenciales
atractivos de uno y dos cuerpos son menores lo que resulta en una deslocalización de
las densidades en el espacio de posición. La respuesta a la deslocalización en el espacio
de posición es la localización en espacio de momentos. La tercera fila de la Figura 9.3
muestra las entroṕıas en presencia del potencial negativo de tres cuerpos. Las tendencias
de todas las entroṕıas son opuestas a las presentadas para el potencial positivo de tres
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cuerpos. Las entroṕıas en el espacio de posición disminuyen al aumentar κ− (atracción)
mientras que las entroṕıas en el espacio de momentos aumentan.
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Figura 9.3: Gráficas de las entroṕıas de Shannon para una, dos y tres part́ıculas en espacio
de posición (azul) y en espacio de momentos (rojo) contra el parámetro κ± para potenciales
de tres cuerpos positivo (primera fila) y negativo (tercera fila). Las sumas entrópicas
correspondientes se presentan debajo de cada par de componentes. ω = λ = α = 1
(potencial de pares atractivo).

Las densidades del espacio de posición se localizan mientras que las de momentos se
deslocalizan. La observación importante en este punto es que el signo del potencial de
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tres cuerpos (repulsivo, atractivo) define el comportamiento de las entroṕıas (aumentan-
do, disminuyendo) en cada espacio. Estas tendencias pueden explicarse con el uso de los
parámetros efectivos, ya que ω′ aumenta con κ− mientras que λ′ aumenta para valores más
pequeños de κ−. Estos incrementos en la atracción efectiva de las interacciones conducen
a la localización en el espacio de posición y a la deslocalización en el espacio de momentos.
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Figura 9.4: Gráficas de las entroṕıas de Shannon para una, dos y tres part́ıculas en espacio
de posición (azul) y en espacio de momentos (rojo) contra el parámetro κ± para potenciales
de tres cuerpos positivo (primera fila) y negativo (tercera fila). Las sumas entrópicas
correspondientes se presentan debajo de cada par de componentes. ω = α = 1 y λ = 0,4
(potencial de pares repulsivo).
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Las sumas entrópicas que forman la base de la relación de incertidumbre entrópica
[ver ecuación (3.31)] se presentan en la segunda y cuarta filas de la Fig 9.3. Se puede
apreciar que S3

T es constante independiente de κ± tanto para los potenciales de tres
cuerpos positivos como negativos. Por otro lado, S2

T y S1
T no son constantes. La diferencia

es que ambos muestran una tendencia creciente a potenciales positivos de tres cuerpos
mientras que disminuyen en el caso negativo.

En la Figura 9.4 se muestran las entroṕıas cuando el Hamiltoniano incluye un poten-
cial repulsivo de dos cuerpos. Se muestra que todas las tendencias son consistentes con las
del caso positivo presentado en la Figura 9.3.

Las densidades de una variable se muestran en la Figura 9.5 en espacio de posición
y espacio de momentos con potenciales de tres cuerpos positivo y negativo para tres
valores del parámetro κ. Cuando el potencial de dos cuerpos es repulsivo las densidades
en el espacio de posición se deslocalizan aumentando κ+ mientras que las densidades en
el espacio de momentos se localizan. En el caso de κ− las densidades en el espacio de
posición se localizan mientras que las del espacio de momentos se deslocalizan. Además
estos resultados son consistentes con las tendencias en las entroṕıas que se presentan en
la Figura 9.4.

9.3. Medidas de información de orden alto

En este apartado examinamos y comparamos el comportamiento de la información mu-
tua de pares y la información mutua de orden alto cuando el parámetro de acoplamiento
del potencial de tres cuerpos κ es negativo y positivo. Además estudiamos el comporta-
miento de las entroṕıas y las informaciones cuando se vaŕıa el ancho del potencial de tres
cuerpos α.

9.3.1. Altura del potencial

En la Figura 9.6 se comparan las medidas de información de orden alto en función de
κ± para un potencial positivo (primera fila) y un potencial negativo (segunda fila) cuando
el potencial de pares es atractivo fijando λ = 1.

Aparecen máximos y mı́nimos en las gráficas para la información mutua de pares
con un potencial positivo de tres cuerpos tanto en espacio de posición como en espacio de
momentos. Estos máximos o mı́nimos sugieren que la magnitud de la correlación estad́ıstica
por pares se puede ajustar con κ+ y además existe un valor de κ+ para el cual esta
correlación es óptima.

Observamos que la correlación en el espacio de posición es mayor que en el espacio de
momentos para todos los valores de κ+. El comportamiento es distinto para las gráficas
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Figura 9.5: Gráficas de las densidades de probabilidad de una variable ρ(x) en el espacio
de posición (azul) y π(p) en el espacio de momentos (rojo) para diferentes valores del
parámetro κ = 1 (primera columna), κ = 5 (segunda columna) y κ = 10 (tercera columna).
Las primeras dos filas corresponden a κ+ y las últimas dos a κ−. ω = α = 1 con λ = 0,4
(potencial de pares repulsivo).

correspondientes a un potencial negativo de tres cuerpos donde no se observan máximos
ni mı́nimos. De hecho, las curvas se comportan de manera monótona hacia cero. Lo que
es similar con las gráficas anteriores para el caso positivo es que Ix es más grande que Ip.
Sin embargo, tanto Ix como Ip van a cero para κ− más grande ya que la correlación por
pares se sustrae del sistema para potenciales de tres cuerpos atractivos más grandes.

Este resultado puede entenderse desde la perspectiva de las tendencias y magnitudes
de ω′ y λ′ con respecto a κ−. Para κ más grande el Hamiltoniano efectivo en la ecuación
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Figura 9.6: Gráficas de la información mutua (columna izquierda) y de la información de
orden alto (columna derecha), espacio de posición (azul) y espacio de momentos (rojo)
como función del parámetro κ±. Para un valor positivo (fila superior) y un valor negativo
(fila inferior). ω = λ = α = 1 (potencial de pares atractivo).

(2.75) se comporta como si solo tuviera términos de un cuerpo (ω′ � λ′). Es decir, como
un sistema de tres osciladores desacoplados cuya función de onda es un producto y es
separable en las coordenadas canónicas. Esto se puede ver en las ecuaciones (2.14)-(2.16)
considerando los parámetros variacionales b, c ≈ ω′ = a. Aśı, la solución se reduce a una
donde las tres part́ıculas están en el mismo orbital del estado basal con ω′.

La correlación estad́ıstica par para tales sistemas separables es cero. Es importante
notar que esto es distinto de lo que ocurre en función de λ donde las medidas realmente
aumentan (ver sección 6). Por lo tanto el potencial de tres cuerpos se puede modular
para provocar que el sistema se comporte como si estuviera desacoplado a pesar de que
existe un potencial de pares que acopla las part́ıculas.

Ahora considerando las medidas de orden alto se puede observar que I3
p muestra un

máximo mientras que I3
x tiene un mı́nimo para el caso positivo κ+. La interpretación es que

las interacciones dominantes de orden superior son sinérgicas en el espacio de momentos
(I3
p > 0) y redundantes (I3

x < 0) en el espacio de posición. Asimismo la presencia de estos
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puntos extremos sugiere que las magnitudes se pueden ajustar con κ.
Las gráficas para potenciales negativos de tres cuerpos son consistentes con el caso

positivo en que las interacciones dominantes son sinérgicas en el espacio de momentos y
redundantes en el espacio de posición. Sin embargo, estas gráficas no muestran un máximo
o un mı́nimo y se acercan a cero para κ− más grande. Es importante señalar que existe
un equilibrio entre componentes sinérgicos y redundantes para valores de κ− más grande.

En la Figura 9.7 se presentan los resultados con un potencial repulsivo de dos cuerpos.
Lo que es diferente es que todas las correlaciones ahora son mayores en el espacio de
momentos. Además, para las correlaciones de orden alto las interacciones dominantes
ahora son sinérgicas en el espacio de posición y redundantes en el espacio de momentos
para potenciales de tres cuerpos positivos y negativos.
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Figura 9.7: Gráficas de la información mutua (columna izquierda) y de la información de
orden alto (columna derecha), espacio de posición (azul) y espacio de momentos (rojo)
como función del parámetro κ±. Para un valor positivo (fila superior) y un valor negativo
(fila inferior). ω = α = 1 y λ = 0,4 (potencial de pares repulsivo).

En la Figura 9.8 se analizan los componentes sinérgicos (S) y redundantes (R) de la
información de alto orden en función de κ± en el espacio de posición (izquierda) y en el
espacio de momentos (derecha) para las respectivas curvas que se presentaron en la Fi-
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gura 9.6. Las cuales corresponden a sistemas con potenciales de pares atractivos. La fila
superior es para potenciales positivos de tres cuerpos y la fila inferior es el caso negativo.
Aqúı se observa que el componente redundante domina en el espacio de posición (colum-
na izquierda) mientras que el componente sinérgico domina en el espacio de momentos
(columna derecha).

En la fila inferior de la Figura 9.8 para un potencial negativo de tres cuerpos se
observa que las medidas de orden alto van a cero para κ grande porque cada componente
individual (S, R) también van a cero.
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Figura 9.8: Gráficas de las componentes sinérgica (S) y redundante (R) de la información
de orden alto en el espacio de posición (columna izquierda) y en el espacio de momentos
(columna derecha) como función del parámetro κ±. Caso positivo (fila superior) y caso
negativo (fila inferior). ω = λ = α = 1 (potencial de pares atractivo).

9.3.2. Ancho del potencial

En este punto estudiamos cómo el ancho o la forma del potencial de tres cuerpos
influye en las entroṕıas de Shannon y las medidas de información. El ancho del potencial
se modula con el parámetro α en el exponente del potencial Gaussiano de tres cuerpos.
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Un valor pequeño de α corresponde a un potencial más amplio mientras que uno grande
resulta en un potencial más estrecho.

En la Figura 9.9 se muestran las tendencias de las entroṕıas en función de κ+ para
diferentes valores de α. Además, se observa que con α más grande los sistemas se localizan
en el espacio de posición (entroṕıas más pequeñas) mientras que se deslocalizan en el
espacio de momentos (entroṕıas más grandes).
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Figura 9.9: Gráficas de las entroṕıas de Shannon para una, dos y tres part́ıculas (primera
fila) contra el parámetro κ+ en espacio de posición (azul) y en espacio de momentos (rojo).
Para α = 0,1 (ĺınea continua), α = 1,0 (ĺınea punteada) y α = 5,0 (ĺınea discontinua).
La segunda fila muestra las sumas entrópicas correspondientes. ω = λ = 1 (potencial de
pares atractivo).

Las sumas entrópicas también se presentan en la Figura 9.9 S3
T la cual es constante

y su valor no depende de α. Por otro lado las gráficas de S2
T y S1

T muestran máximos
pronunciados que son más prominentes para valores de α más pequeños. Con un aumento
en α los máximos desaparecen. Estas curvas ilustran que la presencia de los máximos y
los valores de estas sumas entrópicas están controlados por la altura (κ) y el ancho (α)
del potencial de tres cuerpos.

Los comportamientos de las medidas de información de orden alto se presentan en la
Figura 9.10 en función de κ para diferentes valores de α. Aqúı también se aprecia la
presencia de máximos y mı́nimos en las curvas de las medidas de información. En donde
la altura de los máximos o mı́nimos depende del valor de α. Un valor más pequeño de α
induce un máximo más alto. Los máximos o mı́nimos desaparecen para un α más grande.
Por lo tanto, las magnitudes de la información de orden alto dependen del ancho del
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Figura 9.10: Gráficas de la información mutua (primera fila) y la información de alto orden
(segunda fila) como función del parámetro κ+ en espacio de posición (azul) y en esacio de
momentos (rojo). Para α = 0,1 (ĺınea continua), α = 1,0 (ĺınea punteada) y α = 5,0 (ĺınea
discontinua). ω = λ = 1 (potencial de pares atractivo).

potencial de tres cuerpos. Asimismo la posición de los máximos y mı́nimos cambia con
respecto a κ+ y α.

9.4. Potencial producto y potencial Gaussiano alter-

nativo

Otra propuesta natural para estudiar el efecto de un potencial de tres cuerpos es el
potencial producto de tres part́ıculas con la siguiente forma (ver sección 2.6)

± κ2x2
1x

2
2x

2
3. (9.2)

En este caso para κ− (potencial negativo caso repulsivo) no se consiguen enerǵıas
acotadas. Por lo que las pruebas se hicieron con κ+ (potencial positivo caso atractivo). En
la Figura 9.11 para el potencial producto (9.2) con κ+ y potencial de pares λ (atractivo

119
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Figura 9.11: Gráficas de los parámetros efectivos ω′ y λ′ contra el parámetro κ+. Para
potencial de pares positivo (azul) con ω = λ = 1 y potencial de pares negativo (rojo) con
ω = 1 y λ = 0,5.

o repulsivo) se muestra que ω′ aumenta y λ′ disminuye cuando crece κ. En ambos casos
predomina el efecto del potencial de un cuerpo el cual se intensifica al aumentar κ. El
comportamiento de ω′ es casi igual y crece monótonamente para ambos casos (potencial
de pares atractivo y repulsivo). Por lo tanto el potencial efectivo en función de κ+ depende
del valor de ω′. En este sentido se comporta como si sólo tuviera términos de un cuerpo,
es decir, como un sistema de tres osciladores desacoplados.

También presentamos resultados para el potencial de tres cuerpos (ver sección 2.6)

± κ2e−α
2
3

[
(x1−x2)2+(x2−x3)2+(x3−x1)2

]
. (9.3)

Esta forma particular de potencial ha sido estudiada en la literatura [111]. El cual se puede

expresar en términos de las coordenadas relativas de Jacobi como ±κ2e−α
′
(
r21+r22

)
.

La Figura 9.12 muestra los parámetros efectivos ω′ y λ′ en función de κ± donde los
potenciales de dos y tres cuerpos son repulsivos o atractivos. Se observan varias diferencias
en el comportamiento en comparación con la Figura 9.1. En primer lugar los valores de
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ω′ son constantes para κ± con ω = ω′ = 1. Por lo tanto no hay cambios en los términos de
un cuerpo del potencial efectivo para valores mayores de κ±. En segundo lugar λ′ aumenta
con κ±. Por lo que el potencial efectivo en función de κ± depende estrictamente del valor
de λ′. El valor se fija como λ = 1 para κ− (atractivo) mientras que λ = 0,01 para κ+

(repulsivo).

Estas pruebas muestran que los potenciales efectivos que se generan dependen total-
mente de λ′ y también las intensidades más grandes del potencial de tres cuerpos corres-
ponden a valores más grandes de λ′. Esto sustenta la idea de que un estudio de las entroṕıas
y las medidas de correlación con el aumento de λ puede concebirse como un estudio del
potencial efectivo generado por la interacción de tres cuerpos. De hecho las medidas de
información mutua y de orden alto generadas a partir de este potencial en función de
κ+ tienen el mismo comportamiento de las curvas que se mostraron en la sección 6 en
función de λ.
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Figura 9.12: Gráficas de los parámetros efectivos ω′ y λ′ contra el parámetro κ+. Para
potenciales de tres cuerpos positivo (azul) y negativo (rojo). Se establece que κ− con
ω = λ = α = 1 (potencial atractivo de pares) y κ+ con ω = α = 1 y λ = 0,01 (potencial
repulsivo de pares). El valor ĺımite de λ′ = 1/

√
3 para κ+ se muestra como una ĺınea

discontinua horizontal.
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9.5. Conclusiones

El sistema sujeto a un potencial expĺıcito de tres cuerpos de tipo Gaussiano se estudia
como un sistema en términos de un Hamiltoniano efectivo con potenciales efectivos
de uno y dos cuerpos.

Las correlaciones estad́ısticas de pares y de alto orden se modulan a través del
potencial de acoplamiento y con el ancho del potencial de tres cuerpos.

Las sumas entrópicas para tres variables son constantes al variar el potencial de tres
cuerpos. Sin embargo, las sumas entrópicas para dos variables y una variable no son
constantes. En los tres casos se cumple la respectiva cota.

Las correlaciones de pares y de alto orden exhiben máximos locales (o mı́nimos) al
variar el potencial de acoplamiento de tres cuerpos.

El sistema sujeto al potencial expĺıcito de tres cuerpos de tipo Gaussiano tiene un
parámetro adicional que sirve para ajustar el ancho del potencial de tres cuerpos y
funciona también para modular la magnitud de las correlaciones estad́ıticas de pares
y de alto orden.

La posición de los puntos extremos (máximos o mı́nimos) en las medidas de co-
rrelación depende del ancho de potencial y estos desaparecen a medida que dicho
potencial crece.
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Conclusiones generales

En un principio se plantearon algunas preguntas cómo hipótesis de trabajo y en este
sentido la tesis responde a estas de la siguiente manera.

La primera de estas preguntas es ¿cuál es la mejor manera de medir correlaciones?
Para dar respuesta a esto hemos introducido algunas medidas de pares y de orden alto
en términos de las densidades acumulativas que tienen acuerdo con las correspondientes
medidas informacionales de Shannon. Por otro lado, las medidas basadas en momentos de
la densidad de alto orden resultan ser representaciones anaĺıticas para el nivel de dos y
tres variables. En particular estas últimas medidas no requieren del cálculo de integrales
de forma numérica.

Otra pregunta relacionada con la construcción de las medidas es ¿cómo medir correla-
ciones de orden superior en sistemas cuánticos? En este caso una consideración importante
en este trabajo fue usar analoǵıas que provienen de la teoŕıa de la información para cons-
truir medidas que capturan las correlaciones de alto orden en espacio de posición y espacio
de momentos en los sistemas de osciladores cuánticos.

Una cuestión importante fue estudiar ¿cúales son los efectos de estas correlaciones en el
comportamiento de los sistemas cuánticos? El acto de medir es fundamental en las ciencias
f́ısicas y qúımicas, aśı en el intento de explorar nuevas formas de medir la correlación en
sistemas cuánticos interactuantes se plantearon alternativas que se basan principalmente
en examinar la información que proviene de la densidad. Además, se identificó que existe
una relación funcional la cual depende de la intensidad y la naturaleza de los potenciales
de interacción en espacio de posición y en espacio de momentos que es consecuencia de la
relación entre los potenciales de un cuerpo y dos cuerpos.

Por otro lado nos cuestionamos ¿si las nuevas medidas pueden capturar la información
significativa en los sistemas estudiados? La información significativa śı es capturada con
las medidas propuestas. En los sistemas estudiados vimos que la interpretación de las
medidas informacionales de Shannon se puede complementar con la utilización de las
otras medidas basadas en desidades acumulativas y en los momentos de la densidad. Por
ejemplo, la presencia de los puntos de cruce en la información de interacción de tercer
orden para una representación particular está determinada por la naturaleza del potencial
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de interacción y no por la simetrıa de la función de onda. Asimismo, la presencia en ambos
espacios es resultado de la relación que iguala el comportamiento funcional de las funciones
de onda en cada representación.

Finalmente, ¿es factible e inmediata la construcción de medidas para estudiar sistemas
complejos? Resulta viable la alternativa de construir medidas de alto orden para sistemas
multivariados en términos de medidas basadas en momenos de la densidad. En este punto
podemos considerar a las medidas de cokurtosis de alto orden cómo opciones admisibles
para ser usadas en sistemas con más de tres part́ıculas.
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Perspectivas

Estudiar como cambian los sistemas sometidos a potenciales armónicos bajo el con-
trol de campos eléctricos y magnéticos.

Estudiar las medidas basadas en densidades acumulativas para los estados excitados
|100〉 y |011〉.

Estudiar cómo cambia el potencial de tres cuerpos κ resolviendo el Hamiltoniano
efectivo en la representación de momentos p.

Estudiar la entroṕıa de Rényi y la información mutua (con parámetro α = 2) en
relación con las medidas informacionales para las funciones de Wigner y de Husimi.

Estudiar los sistemas termales de dos bosones y dos fermiones con un potencial
de interacción de pares utilizando las medidas de correlación de órdenes altos en
términos de entroṕıas de Shannon y densidades acumulativas. Además, extender el
estudio a tres part́ıculas (bosones y fermiones) sin interacción y con interacción.

Estudiar las medidas informacionales basadas en momentos de orden superior de las
densidades para sistemas atómicos (átomo de helio) con la inclusión de la componente
angular.

En el contexto de este trabajo reconocemos que existen otras medidas de información
y complejidad las cuales se basan en una part́ıcula (una variable). Tal es el caso de la
entroṕıa de Fisher que se construye a partir de la densidad de una variable. Aunque
no se estudió dicha medida informacional en este caso la pregunta que nos hacemos
es la siguiente ¿cómo se puede extender la definición de la entroṕıa de Fisher a
densidades de pares [18] a órdenes altos y aśı estudiar la correlación?
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Apéndice A
Coeficiente de correlación para la
distribución Gaussiana del estado
basal |000〉

El coeficiente de correlación en densidades reducidas a 2 part́ıculas (para el estado
|000〉) se puede determinar de forma alternativa a la planteada anteriormente. Si conside-
ramos que la solución general para un oscilador armónico en dos dimensiones es una elipse.
En nuestro caso para el estado simétrico |000〉 escribimos la distribución de la densidad
reducida de dos part́ıculas como una distribución Gaussiana en dos dimensiones también
conocida como binormal

Γ(x1, x2) = k exp

[
−1

2
(a11x

2
1 − 2a12x1x2 + a22x

2
2)

]
, (A1)

donde k es una constante y los coeficientes a11, a12 y a22 dependen del parámetro λ.
Para este tipo de distribución el coeficiente de correlación se define como

τ = − a12√
a11a22

. (A2)

Además, tenemos que al incrementar el valor del parámetro de correlación τ el perfil de
densidad se comprime en la dirección de la ĺınea recta dada por

y(z) = sgn(τ)
σx1
σx2

(
z − 〈x1〉

)
+ 〈x2〉, (A3)

en particular para nuestro caso tenemos a la función de densidad Gaussiana con 〈x1〉 =
〈x2〉 = 0, y al ser indistinguibles σx1 = σx2 por lo que

y(z) = sgn(τ)z, (A4)
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donde la función signo sgn(τ) toma los valores

sgn(τ) =


−1 si τ < 0,
0 si τ = 0,
1 si τ > 0,

lo cual depende solamente del signo en el coeficiente a12 en la forma cuadrática de la
Gaussiana.

Por otro lado de la forma cuadrática general tenemos que

Ax2 +Bxy + Cy2 +Dx+ Ey + F = 0, (A5)

donde la excentricidad se define como

ε =

√
2
√

(A− C)2 +B2

η(A+ C) +
√

(A− C)2 +B2
, (A6)

para un ćırculo ε = 0 y para una elipse 0 < ε < 1. En ecuación (A6) debemos especificar
el valor de la constante η a partir del signo en el determinante de la matriz simétrica M
asociada a la forma cuadrática (A5)

si el det[M ] < 0 ⇒ η = 1, (A7)

si el det[M ] > 0 ⇒ η = −1, (A8)

con

det[M ] = det

A B
2

D
2

B
2

C E
2

D
2

E
2

F

 .
En particular de la ecuación (A1) tenemos

det[M ] = det

[
a11 −a12

−a12 a22

]
= a11a22 − a2

12,

y la excentricidad

ε =

√
2
√

(a11 − a22)2 + a2
12

η(a11 + a22) +
√

(a11 − a22)2 + a2
12

. (A9)

Con este procedimiento se llega a los mismos valores del coeficiente de correlación τ que
con la ecuación (4.8) para el estado |000〉. Las excentricidades ε calculadas muestran que
la deformación de las elipses están determinadas por el parámetro λ. En la Figura A1
se observa que el eje mayor de la elipse cuando λ > 0 está sobre la recta con pendiente
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1 en el espacio de posición donde τx > 0 y en la recta con pendiente −1 en el espacio de
momentos donde τp < 0.
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Figura A1: Gráficas de contornos de la función de densidad reducida estado |000〉 con
potencial atractivo y ω = 1. Primera fila: espacio de posición Γ(x1, x2) con potencial
λ = 0, 1, 5 y excentricidad ε = 0, 0,22, 0,52 de izquierda a derecha. Segunda fila: espacio de
momentos Π(p1, p2) con potencial λ = 0, 1, 5 y excentricidad ε = 0, 0,22, 0,52 de izquierda
a derecha. El color rojo indica una región de mayor densidad y el color verde una región
de menor densidad.

Por otro lado de la Figura A2 se observa que el eje mayor de la elipse cuando 0 <
λ < 1√

3
está sobre la recta con pendiente −1 en el espacio de posición donde τx < 0 y en

la recta con pendiente 1 en el espacio de momentos donde τp > 0.
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Figura A2: Gráficas de contornos de la función de densidad reducida estado |000〉 con
potencial repulsivo y ω = 1. Primera fila: espacio de posición Γ(x1, x2) con potencial λ =
0, 0,4, 0,57 y excentricidad ε = 0, 0,06, 0,11 de izquierda a derecha. Segunda fila: espacio
de momentos Π(p1, p2) con potencial λ = 0, 0,4, 0,57 y excentricidad ε = 0, 0,06, 0,11 de
izquierda a derecha. El color rojo indica una región de mayor densidad y el color verde
una región de menor densidad.

En ambas figuras se muestra que cuando λ = 0 entonces el valor de ε = 0 lo cual
corresponde a ćırculos concéntricos donde el valor del coeficiente de correlación es igual a
cero.
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Apéndice B
Relación funcional entre los
parámetros de los potenciales
(ω±, λ±) en espacios opuestos: 2-
Osciladores acoplados

Presentamos el análisis de los valores propios para la matriz de covarianza y la matriz
de correlación en el caso de dos osciladores interactuantes con esṕın. Definimos la matriz
de covarianza para dos part́ıculas indistinguibles

MCov =

(
σ2
x Cov(x1, x2)

Cov(x2, x1) σ2
x

)
, (B1)

con vectores propios

{d1, d2} =

{(
−1
1

)
,

(
1
1

)}
, (B2)

y valores propios

{υ1, υ2} = {σ2
x − Cov(x1, x2), σ2

x + Cov(x1, x2)}. (B3)

Por otro lado definimos la matriz del coeficiente de correlación

Mτ =

(
1 τ(x1, x2)

τ(x2, x1) 1

)
, (B4)

de la cual obtenemos los vectores propios

{e1, e2} =

{(
−1
1

)
,

(
1
1

)}
, (B5)
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y sus correspondientes valores propios que dependen solamente del coeficiente de correla-
ción

{ν1, ν2} = {1− τ, 1 + τ}, (B6)

donde se cumple que los dos valores propios son iguales cuando τ es cero.
En este caso también se cumple la relación inversa para los parámetros {ω±, λ±} en el

espacio de posición y momentos (ver sección 2.5)

ω2
− · ω2

+ = 1,
ω2
−

λ2
−
−
ω2

+

λ2
+

= 2. (B7)

La Figura B1 muestra las gráficas donde se pueden apreciar los valores de λ+ = 2 y
λ− = 0,66 que cumplen con la segunda relación en (B7).

de los valores propios y los coeficientes de correlación para el estado |01〉 antisimétrico
en los casos de potencial atractivo λ+ y repulsivo λ−. Además se presentan las correspon-
dientes gráficas de contornos de las funciones de densidad de pares Figura B2. También
en la Figura B3 se muestran las gráficas de los valores propios y los coeficientes de co-
rrelación para el estado |10〉 simétrico en los casos de potencial atractivo λ+ y repulsivo
λ−.

En Figura B4 se tienen las gráficas de contornos de las funciones de densidad de
pares. Se impone un valor del parámetro ω = 1 en todos los casos.

Las cuatro figuras son consistentes con lo analizado previamente en la sección 7. Por
un lado el valor de λ donde cambia de signo el coeficiente de correlación se da en el punto de
cruce de ambos valores propios. La orientación del eje mayor de las elipses (densidades con
huecos de simetŕıa) va de acuerdo con el signo y magnitud del coeficiente de correlación.
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Figura B1: Gráficas del coeficiente de correlación y valores propios 1 + τ (rojo) y 1 − τ
(azul) estado |01〉. Primera fila espacio de posición y segunda fila espacio de momentos.
Ĺınea vertical magenta valor ĺımite de λ− = 1√
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Figura B2: Gráficas de contorno de la función de densidad de pares estado |01〉. Espacio de
posición λ+ = 0, 10 (primera fila de izquierda a derecha). Espacio de momentos λ− = 0, 0,7
(segunda fila de izquierda a derecha).
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Figura B3: Gráficas del coeficiente de correlación y valores propios 1 + τ (rojo) y 1 − τ
(azul) estado |10〉. Primera fila espacio de momentos y segunda fila espacio de posición.
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Figura B4: Gráficas de contorno de la función de densidad de pares estado |10〉. Espacio de
momentos λ+ = 0, 10 (primera fila de izquierda a derecha). Espacio de posición λ− = 0, 0,7
(segunda fila de izquierda a derecha).
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Apéndice C
Distribuciones de fase cuánticas y
medidas basadas en densidades
acumulativas

En esta sección examinamos la construcción de densidades de probabilidad conjunta
para variables canónicas continuas que no conmutan en espacio fase xp. El estudio de
las relaciones entre las variables mecánico cuánticas posición y/o momento permite una
comprensión más completa de los sistemas cuánticos. En este sentido la función de Wigner
se ha utilizado en mediciones de sistemas atómicos, aqúı tenemos el trabajo de J. P. Dahl
et al. que examinó la estructura atómica del estado fundamental del átomo de hidrógeno
en espacio fase con la función de Wigner [112, 113]. También existen otros estudios en
qúımica cuántica donde se utiliza la función de Wigner [114, 115, 116]. En esta sección
estudiamos otra distribución en espacio fase como es el caso de la función de Husimi con
la cual evitamos la negatividad en la función de Wigner. En este punto es importante
mencionar que las probabilidades cuánticas no son estrictamente Kolmogorovianas [117].
Debido a la existencia de términos de interferencia en la densidad de probabilidad que
pueden dar lugar a densidades de probabilidad negativas, o bien porque el valor esperado
de una variable dinámica puede tener valores negativos.

La función de Wigner sobre un espacio de Hilbert de dimensión infinita proporcio-
na la descripción más completa de cualquier estado [118, 119, 120, 121]. Además, dicha
descripción está relacionada con la matriz de densidad en la representación de variables
continuas.

En términos generales la función de Wigner se define como la transformada de Weyl
de la función de onda en posición f(x− y, x+ y)

W (x, p) =
1

π~

∫
f(x− y, x+ y)e−2ipy/~dy. (C1)
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También se escribe como la transformada de Weyl de la matriz de densidad ρ(x′, x′′)

W (x, p) =
1

π~

∫
〈x+ y| ρ̂ |x− y〉 e−2ipy/~dy, (C2)

donde, sustituimos x′ = x+y, x′′ = x−y y aplicamos la transformada de Fourier respecto
a la variable y. Para un estado puro 〈x′| ρ̂ |x′′〉 = Ψ∗(x′′)Ψ(x′) se reduce a

W (x, p) =
1

π~

∫
Ψ∗(x− y)Ψ(x+ y)e−2ipy/~dy, (C3)

esta es una función generadora para todas las funciones de autocorrelación espacial de una
función de onda Ψ(x).

Además la función de Wigner tiene propiedades que permiten interpretarla como el
equivalente cuántico de una densidad de probabilidad en el espacio fase. Sin embargo, la
función W (x, p) puede tomar valores negativos por lo que se considera como una distribu-
ción de cuasiprobabilidad en el espacio fase, donde las marginales son

ρ(x) =

∫
W (x, p)dp, (C4)

π(p) =

∫
W (x, p)dx, (C5)

ρ(x) y π(p) están normalizadas a la unidad, por lo que se cumple∫ ∫
W (x, p)dxdp = 1. (C6)

El volumen de la parte negativa en la función de Wigner es una caracteŕıstica que
indica propiedades no clásicas del estado cuántico. Es decir, cuanto mayor sea el volumen
negativo de la función de Wigner, más fuertes son las propiedades cuánticas del estado
[122]. La función de Wigner se ha estudiado en sistemas cuánticos como la part́ıcula en la
caja y el oscilador armónico [19, 21, 123]. En esta sección estudiamos la función de Wigner
y Husimi para los estados excitados de un oscilador.

La función de Wigner para los n-estados excitados se define como

Wn(x, p) = (π~)−1(−1)ne

(
− 2H

~ω

)
Ln

(
4H

~ω

)
, (C7)

donde H corresponde al Hamiltoniano

H(x, p) =
p2

2m
+
mω2x2

2
, (C8)
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y Ln(z) es el n-ésimo polinomio de Laguerre.
Ahora definimos la entroṕıa de Wigner

SW = −
∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

Wn(x, p) ln[Wn(x, p)]dxdp, (C9)

y las correspondientes entroṕıas marginales

SxW = Sx = −
∫ ∞
−∞

ρ(x) ln[ρ(x)]dx, (C10)

SpW = Sp = −
∫ ∞
−∞

π(p) ln[π(p)]dp. (C11)

Por otro lado la información mutua para la función de Wigner es

IxpW = −
∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

Wn(x, p) ln

[
Wn(x, p)

ρ(x)π(p)

]
dxdp. (C12)

Una propuesta para estudiar a la función de Wigner es la introducción de medidas
informacionales usando las densidades acumulativas. Aśı, definimos las entroṕıas residuales
acumulativas CRE como

suWx (a) =

∫ ∞
a

ρ(x)dx, (C13)

CREx
W = −

∫ ∞
−∞

suWx (a) ln suWx (a)da, (C14)

suWp (a) =

∫ ∞
a

π(p)dp, (C15)

CREp
W = −

∫ ∞
−∞

suWp (a) ln suWp (a)da. (C16)

La entroṕıa residual acumulativa conjunta JCRE para la función de Wigner es

JCREx
W = CREx

W + E[ε(b|x)], (C17)

donde el término

E[ε(b|x)] = −
∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

P (x, p > b) ln

[
P (x, p > b)

ρ(x)

]
dbdx, (C18)

y

P (x, p > b) =

∫ ∞
b

Wn(x, p)dp. (C19)
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La entroṕıa residual acumulativa cruzada CCRE de la función de Wigner es

CCREx
W = CREx

W − E[ε(b|x)]. (C20)

También se pueden definir estas medidas acumulativas considerando la variable de mo-
mentos CREp

W y E[ε(b|p)].
La entroṕıa residual acumulativa conjunta modificada mJCRE de Wigner se define

como

mJCREx
W = −

∫ ∞
−∞

suWx (a, a) ln suWx (a, a)da, (C21)

donde

suWx (a, b) =

∫ ∞
a

∫ ∞
b

Wn(x, p)dxdp. (C22)

Por otro lado la entroṕıa residual acumulativa cruzada modificada mCCRE de la función
de Wigner es

mCCREx
W = 2CREx

W −mJCREx
W . (C23)

La función de Husimi se define como la transformada de Weierstrass aplicada a la
distribución de cuasiprobabilidad de Wigner [124, 125, 126, 127]. Por otro lado, se puede
ver que la distribución de Husimi es una versión suavizada de la distribución de Wigner a
través de una Gaussiana

H(x, p) =
1

π~

∫ ∫
W (x, p)e

−(x−x′)2

2s2 e
−(p−p′)22s2

~2 dx′dp′, (C24)

donde el parámetro s es arbitrario y cada elección de s produce un conjunto de funciones
de base diferente {|x, p〉} [128]. El parámetro s2 se conoce como factor de forma y se
relaciona con el grado de localización en los espacios de posición y momento [126].

Usando la función de Husimi se evita la negatividad que aparece en algunas regiones de
la función de Wigner y se consigue una distribución de probabilidad conjunta. La función
de Husimi se obtiene a partir de la convolución con una doble Gaussiana, por lo que no
tiene la misma información que la función de Wigner de la cual proviene ya que toda su
información ha pasado por un filtro.

La función de Husimi para los n-estados excitados

Hn(x, p) = (2π~n!)−1e

(
− H

~ω

)(
H

~ω

)n
, (C25)

donde H es el Hamiltoniano H(x, p) = p2

2m
+ mω2x2

2
. Las marginales de la función de Husimi
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son

ρH(x) =

∫ ∞
−∞

Hn(x, p)dp, (C26)

πH(p) =

∫ ∞
−∞

Hn(x, p)dx. (C27)

Aqúı definimos la entroṕıa de Husimi también conocida como entroṕıa de Wehrl

SH = −
∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

Hn(x, p) ln[Hn(x, p)]dxdp, (C28)

las entroṕıas marginales de la función de Husimi son

SxH = −
∫ ∞
−∞

ρH(x) ln[ρH(x)]dx, (C29)

SpH = −
∫ ∞
−∞

πH(p) ln[πH(p)]dp. (C30)

La información mutua de la función de Husimi es

IxpH = −
∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

Hn(x, p) ln

[
Hn(x, p)

ρH(x)πH(p)

]
dxdp. (C31)

Ahora definimos las medidas basadas en densidades acumulativas para la función de
Husimi. Las entroṕıas residuales acumulativas CRE son

suHx (a) =

∫ ∞
a

ρH(x)dx, (C32)

CREx
H = −

∫ ∞
−∞

suHx (a) ln suHx (a)da, (C33)

suHp (a) =

∫ ∞
a

πH(p)dp, (C34)

CREp
H = −

∫ ∞
−∞

suHp (a) ln suHp (a)da. (C35)

La entroṕıa residual acumulativa conjunta JCRE de la función de Husimi es

JCREx
H = CREx

H + E[ε(b|x)], (C36)

donde el término

E[ε(b|x)] = −
∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

P (x, p > b) ln

[
P (x, p > b)

ρH(x)

]
dbdx, (C37)
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y

P (x, p > b) =

∫ ∞
b

Hn(x, p)dp. (C38)

La entroṕıa residual acumulativa cruzada CCRE de la función de Husimi

CCREx
H = CREx

H − E[ε(b|x)]. (C39)

También se pueden definir estas medidas acumulativas considerando la variable de mo-
mentos CREp

H y E[ε(b|p)].
La entroṕıa residual acumulativa conjunta modificada mJCRE de Husimi es

mJCREx
H = −

∫ ∞
−∞

suHx (a, a) ln suHx (a, a)da, (C40)

donde

suHx (a, b) =

∫ ∞
a

∫ ∞
b

Hn(x, p)dxdp. (C41)

Por otro lado la entroṕıa residual acumulativa cruzada modificada mCCRE de la función
de Husimi

mCCREx
H = 2CREx

H −mJCREx
H . (C42)
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Figura C1: Primera fila: gráficas de la función de Wigner W (x, p). Segunda fila: gráficas
de la función de Husimi H(x, p). En ambos casos con ω = 1 y valores de n = 1, 5 (de
izquierda a derecha).

La Figura C1 muestra las diferencias entre la función de Wigner W (x, p) y la función
de Husimi H(x, p). Aqúı se observan regiones negativas en W (x, p) mientras H(x, p) no
tiene regiones negativas, además W (x, p) muestra más estructura que H(x, p).
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APÉNDICE C

-5 0 5

x

0.5

ρ(x)

-7 0 7

x

0.4

ρ(x)

-8 0 8

x

0.3

ρ(x)

-5 0 5

x

0.3

h(x)

-7 0 7

x

0.2

h(x)

-8 0 8

x

0.2

h(x)

Figura C2: Primera fila: gráficas de las marginales ρ(x) para la función de Wigner. Segunda
fila: gráficas de las marginales h(x) para la función de Husimi. En espacio de posición con
ω = 1, para diferentes valores de n = 1, 5, 10 (de izquierda a derecha).
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Figura C3: Primera fila: gráficas de funciones survival suWx (a) para la función de Wigner.
Segunda fila: gráficas de funciones survival suHx (a) para la función de Husimi. En espacio
de posición con ω = 1, para diferentes valores de n = 1, 5, 10 (de izquierda a derecha).

Las densidades marginales en espacio de posición ρ(x) y h(x) se presentan en la Figura
C2. En la primera fila tenemos la marginal de la función de Wigner donde vemos la
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estructura nodal, sin embargo, en la segunda fila se muestra la marginal de la función de
Husimi donde no hay estructura nodal.

Por otro lado, en la primera fila de la Figura C3 observamos la presencia de estructura
(máximos y mı́nimos) en las funciones survival suWx (a) de la función de Wigner. Mientras
que en la segunda fila la estructura desaparece en las funciones survival suHx (a) de la
función de Husimi. En este punto es interesante señalar que el número total de máximos
y mı́nimos es igual a 2n respecto al número cuántico n para la función de Wigner.
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Figura C4: Primera fila: gráficas de funciones survival suWx (a, a) para la función de Wigner.
Segunda fila: gráficas de funciones survival suHx (a, a) para la función de Husimi. En espacio
de posición con ω = 1, para diferentes valores de n = 1, 5, 10 (de izquierda a derecha).

En la Figura C4 vemos el comportamiento correspondiente a las funciones survi-
val modificadas sux(a, a) que están relacionadas con las medidas modificadas mJCRE y
mCCRE. Además el número total de máximos y mı́nimos en la región negativa de a es
igual al número cuántico n que tiene la respectiva función de Wigner. Por lo discutido
anteriormente se infiere que las medidas modificadas basadas en densidades acumulativas
como mJCRE y mCCRE pueden servir como medidas informacionales (de valores reales)
que permitan comparar ambas funciones en el espacio fase.
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Figura C5: Izquierda: gráficas del valor absoluto de la entroṕıa de Wigner |SW | (rojo),
parte real de la entroṕıa de Wigner Re[SW ] (verde) y la entroṕıa de Husimi SH (azul).
Centro: gráficas del valor absoluto de la entroṕıa residual acumulativa conjunta de Wig-
ner |JCREx

W | (rojo), parte real de la entroṕıa residual acumulativa conjunta de Wig-
ner Re[JCREx

W ] (verde) y la entroṕıa residual acumulativa conjunta de Husimi JCREx
H

(azul). Derecha: gráficas de la entroṕıa residual acumulativa conjunta modificada de Wig-
ner mJCREx

W (rojo) y la entroṕıa residual acumulativa conjunta modificada de Husimi
mJCREx

H (azul).
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Figura C6: Izquierda: gráficas del valor absoluto de la información de Wigner |IxpW | (rojo),
parte real de la información de Wigner Re[IxpW ] (verde) y la información de Husimi IxpH
(azul). Centro: gráficas del valor absoluto de la entroṕıa residual acumulativa cruzada de
Wigner |CCREx

W | (rojo), parte real de la entroṕıa residual acumulativa cruzada de Wig-
ner Re[CCREx

W ] (verde) y la entroṕıa residual acumulativa cruzada de Husimi CCREx
H

(azul). Derecha: gráficas de la entroṕıa residual acumulativa cruzada modificada de Wig-
ner mCCREx

W (rojo) y la entroṕıa residual acumulativa cruzada modificada de Husimi
mCCREx

H (azul).

En la Figura C5 vemos el valor absoluto y las correspondientes componentes reales
para las entroṕıas de Wigner y Husimi donde las tendencias son crecientes al aumentar
el número cuántico n. En el caso de la entroṕıa residual acumulativa conjunta de Wigner
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JCREx
W tanto el valor absoluto como la parte real son casi iguales en magnitud. Es notable

observar cómo en el caso de las medidas modificadas mJCREx
W y mJCREx

H parecen estar
uniformemente separadas en la misma dirección.

En la Figura C6 tenemos el valor absoluto y las componentes reales para la infor-
mación mutua de Wigner y Husimi donde las tendencias son crecientes al aumentar el
número cuántico n. La información mutua de Husimi IxpH y la entroṕıa residual acumula-
tiva cruzada de Husimi CCREx

H tienen los valores más bajos al compararse con el valor
absoluto y la parte real de la función de Wigner. Es interesante cómo las medidas modi-
ficadas mCCREx

W y mCCREx
H también parecen estar uniformemente separadas con la

misma tendencia (monótona creciente).
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Figura C7: Primera fila: gráficas de la parte imaginaria de la entroṕıa de Wigner Im[SW ] y
de la parte imaginaria de la entroṕıa residual acumulativa conjunta Im[JCREW ]. Segunda
fila: gráficas de la parte imaginaria de la información mutua de Wigner Im[IxpW ] y de la
parte imaginaria de la entroṕıa residual acumulativa cruzada Im[CCREW ].
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Figura C8: Gráficas de las entroṕıas reducidas de Wigner SxW y de Husimi SxH (rojo).
Gráficas de las entroṕıas residuales acumulativas de Wigner CREx

W y de Husimi CREx
H

(azul).

En la Figura C7 tenemos que la parte imaginaria de las medidas informacionales
de Wigner SxW y IxpW cumplen la condición |Im[SxW ]| = |Im[IxpW ]|. Además, en el caso de
las medidas basadas en densidades acumulativas se cumple la condición |Im[JCREW ]| =
|Im[CCREW ]|.

En la Figura C8 vemos como la entroṕıa reducida de Wigner y la entroṕıa residual
acumulativa de Wigner tienen la misma tendencia creciente. Algo similar se aprecia para la
entroṕıa reducida de Husimi y la correspondiente entroṕıa residual acumulativa de Husimi.

En funciones de distribución en espacio fase como Wigner y Husimi se aprecia que
las medidas modificadas mJCRE y mCCRE que provienen de densidades acumulativas
son consistentes para medir la correlación posición-momento evitando la negatividad de
la función de Wigner.
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[98] B. J. Killian, J. Y. Kravitz, and M. K. Gibson. Extraction of configurational en-
tropy from molecular simulations via an expansion approximation. J. Chem. Phys.,
127(2):024107, 2007. doi: 10.1063/1.2746329.

[99] K. Kladko and P. Fulde. On the properties of cumulant expansions. Int. J.
Quantum Chem., 66:377, 1998. doi: 10.1002/(SICI)1097-461X(1998)66:5¡377::AID-
QUA4¿3.0.CO;2-S.

[100] K. Koizumi, T. Sumikawa, and T. Pavlenko. Measures of multivariate skewness and
kurtosis in high-dimensional framework. J. Math., 50:483–511, 2014.

[101] M. K. Cain, Z. Zhang, and K. H. Yuan. Univariate and multivariate skewness and
kurtosis for measuring nonnormality: Prevalence, influence and estimation. Behav.
Res., 49:1716–1735, 2017. doi: 10.3758/s13428-016-0814-1.

[102] S. K. Jakobsen. Mutual information matrices are not always positive semidefinite.
IEEE Trans. Inf. Theory, 60:2694–2696, 2014. doi: 10.1109/TIT.2014.2311434.

[103] X. Zhao, P. Shang, and J.Huang. Mutual.information matrix analysis for nonlinear
interactions of multivariate time series. Nonlinear Dyn., 88:477–487, 2017. doi:
10.1007/s11071-016-3254-7.

[104] R. Serfling and P. Xiao. A contribution to multivariate L-moments: L-comoment
matrices. J. Multivar. Anal., 98:1765–1781, 2007. doi: 10.1016/j.jmva.2007.01.008.

[105] D. Peña, F. J. Prieto, and J. Viladomat. Eigenvectors of a kurtosis matrix as in-
teresting directions to reveal cluster structure. J. Multivar. Anal., 101:1995–2007,
2010. doi: 10.1016/j.jmva.2010.04.014.

[106] T. Kolda and B. Bader. Tensor decompositions and applications. SIAM Review,
3(51):455–500, 2009. doi: 10.1137/07070111X.

[107] E. Jondeau and M. Rockinger. Optimal portfolio allocation under higher moments.
Eur. Financial Manag., 12(1):29–55, 2006. doi: 10.1111/j.1354-7798.2006.00309.x.
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