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Resumen

En el presente trabajo se implementd el potencial electrostatico molecular sobre tarjetas
de procesamiento grafico (GPUs). Para resolver la integral de interaccién electrénica se
us6 una cuadratura de Gauss-Rys, con los polinomios de Rys de intervalo completo. Los
polinomios de Rys se generaron a partir de la relacién de recurrencia de tres términos
que satisfacen los polinomios ménicos ortogonales, los cuales se ortogonalizaron mediante
la ortogonalizacién de Gram-Schmidt y usando también el procedimiento de Gautschi-
Stieltjes. El Jacobiano resultante se diagonalizé usando un algoritmo QL para la obtencién
de los nodos y los pesos. Finalmente las integrales para momentos angulares diferentes de
cero se usaron las relaciones de recurrencia horizontales de Obara-Saika.

Los resultados del andlisis de varios sistemas moleculares se compararon con los obtenidos
por el cédigo multiWFN, se evalto la raiz de la desviacién cuadritica media (RMSD)
y se obtuvo buena correlaciéon entre ambos conjuntos de datos. Los tiempos obtenidos
usando nuestra implementacién sobre GPUs fueron hasta 30 veces mas rapidos, para ciertos
sistemas, que la implementaciéon de multiwWFN.
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Capitulo 1

Introduccidn

La curiosidad de los seres humanos sin duda alguna ha sido el motor mas importante
para el desarrollo de la sociedad tal cual la conocemos; piezas fundamentales han sido la
ciencia y la tecnologfa. En la actualidad existe un céctel de herramientas tecnoldgicas que
potencian la curiosidad de los hombres y mujeres que estan hambrientos por encontrar
soluciones a problemas que nos aquejan.

Durante las tltimas décadas la humanidad ha dado pasos agigantados en el desarrollo
de nuevas tecnologias, las computadoras en particular han jugado un papel fundamental
en el progreso de la sociedad en general. Su invencién ha modificado totalmente nuestra
vida cotidiana, desde la forma en que nos comunicamos hasta la manera en como se hace
investigacién. En las vidas de las personas podriamos marcar un antes y un después de las
herramientas computacionales.

La quimica no ha estado exenta del impacto de las computadoras, revolucionando asi la
forma en como podemos entender la composicién de la materia y los cambios que sufre du-
rante las reacciones quimicas. Lamentablemente estos fenémenos de interés para la quimica
ocurren a escalas nanométricas, lo que imposibilita evidentemente que las observemos a
simple vista, dificultando asi su comprensién.

Por lo que para explicar esta clase de sucesos se deben desarrollar modelos y teorias que
hechan mano de la creatividad e imaginacion de las personas para lograr hacer coincidir la
teoria y el experimento. La base de estas teorias generalmente son métodos matematicos
que requieren realizar demasiados céalculos y operaciones matematicas, que sin ayuda de
las computadoras serian imposible de llevarse acabo.

Esto tdltimo podria ser decepcionante para algunos, pero para la mayoria de los investi-
gadores resulta emocionante y exitante. Nosotros podemos estar tan cerca del fenémeno
como nuestra imaginacién nos lo permita, desarrollando asi diferentes caminos para la
percepcion e interpretacién de la naturaleza. Es por esto que se buscan diferentes propie-
dades que se relacionen directamente o indirectamente con las caracteristicas moleculares
y atémicas de la materia.

La quimica cudntica es una teoria que integra muchas dreas del conocimiento, y por lo
cual agradece la pluralidad de los investigadores. La quimica cuantica, desde mi perspec-
tiva, es el microscopio mas potente que ha inventado el hombre, ya que nos ha permitido
calcular de forma casi exacta algunas propiedades de la materia y acercarnos cada vez més
al propésito de entender la naturaleza.

Un gran impedimento que tiene la quimica cudntica es el tiempo que demoran los calculos
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de estructura electrénica para predecir las propiedades de la materia, aiin a pesar del gran
hardware con el que se cuenta actualmente. Por eso un nicho importante de trabajo en la
quimica cuantica es la implementacién de nuevas metodologias matemaéticas y desarrollo
de algoritmos que ayuden a determinar las propiedades de la materia de manera mas efi-
ciente.

En la dltima decada, las unidades de procesamiento grafico (GPUs) han emergido como
una opcién para el aceleramiento de calculos en paralelo, y poco a poco han ido ganando
adeptos y confianza debido al buen rendimiento de los algoritmos implementados en di-
chas arquitecturas. Las bondades de las tarjetas gréficas como su gran desempeno a altas
temperaturas, buena relaciéon precio-capacidad y la existencia de una gran variedad de
modelos, hacen inevitable el voltear hacia los codigos que hacen uso de ellas.

Atn nos encontramos lejos de poder darle explicacién a todos los fenémenos que obser-
vamos, posiblemente pase demasiado tiempo para que se logre entender por completo la
naturaleza y es probable que jamas se logre tal cometido, pero mientras nuestra curiosi-
dad nos siga impulsando a buscar respuestas a las preguntas que nos hacemos, seguiremos
tratando de hallar la manera de encontrarlas.

1.1. Motivacion

El potencial electrostatico molecular (MEP), por sus siglas en inglés, es una propiedad
fisico-quimica que gobierna el tipo de interacciones electrostaticas en un sistema molecular.
Para el estudio y desarrollo de nuevos farmacos, entender la reactividad de las biomolécu-
las en ambientes naturales, comprender reacciones de transferencia electrénica, describir
correctamente las interacciones soluto-disolvente se necesita determinar el potencial elec-
trostatico de manera eficiente, es decir, con una buena precisién y en un tiempo de cémputo
razonable.

Casi como en la mayoria de las propiedades quimicas, la dificultad para calcular el potencial
electrostatico aumenta cuando el tamano del sistema se incrementa. Desafortunadamente
la mayoria de las reacciones que ocurren en la naturaleza tratan con sistemas moleculares
de miles de atomos, por lo que su estudio tedrico sin tener acceso a supercomputadoras se
hace una tarea complicada.

Durante los ultimos anos se han implementado nuevas metodologias que requieren me-
nos esfuerzo computacional haciendo estimaciones y aproximaciones del modelo fisico del
potencial electrostdtico [1], al mismo tiempo se ha buscado ganar velocidad de cémpu-
to sin perder precisiéon desarrollando nuevos algoritmos implementados en paralelo sobre
procesadores miiltiples [2]. Por lo tanto resulta inquietante el implementar algoritmos que
determinen propiedades quimicas usando metodologias de estructura electrénica y que
trabajen en paralelo sobre las tarjetas graficas. Esto permitiria a una gran cantidad de
investigadores poder hacer cédlculos de macromoléculas sin tener la necesidad de usar gran-
des centros de cémputo, lo cual aceleraria la obtencién de resultados y de nuevos avances
tecnolégicos.
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1.2.  Objetivos

= Objetivo general:

Implementar el potencial electrostatico molecular sobre tarjetas graficas usando fun-
ciones de base tipo Gaussianas cartesianas.

= Objetivos particulares:
e Implementar el potencial electrostatico en atomos, usando funciones de base
tipo Gaussianas esféricas.

e Evaluar el potencial electrostatico sobre datomos y moléculas para validar la
implementacion.
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Capitulo 2

Antecedentes.

2.1.  Quimica cuantica en tarjetas graficas.

Al inicio del siglo actual los requerimientos computacionales para la visualizacién de
escenas graficas impulsé el mejoramiento del hardware encargado de estas tareas. Al ser un
mercado de gran consumo comenzd una carrera para la superacién del desempeno grafico.

Las tarjetas gréaficas han evolucionado increiblemente en las ltimas dos décadas, in-
corporando més capacidad en el procesamiento de datos y en la facilidad para desarrollar
algoritmos en paralelo.

Los primeros intentos del uso de GPUs para cémputo cientifico en tareas no graficas se
vieron obstaculizadas por su limitante en la precisién y la dificil implementacién de los
algoritmos en ellas. Ambos problemas fueron remediados por NVIDIA al soportar cdlculos
de 64-bit, y al introducir un lenguaje de programacién especifico para sus tarjetas gréficas,
CUDA (Compute Unified Device Arquitecture).

Yasuda introdujé a la quimica computacional el uso de las tarjetas graficas. Usando una
tarjeta NVIDIA GeForce 8800 GTX de 16 multiprocesadores donde desarrollé dos algo-
ritmos uno en 2007[3] y otro en 2008[4].

El primero fue un algoritmo de interpolacién que obtiene los nodos y pesos de la cuadratu-
ra de Rys para la determinacion de las integrales bielectrénicas, y el segundo un algoritmo
de precision simple usando GPUs, para calcular el término de intercambio y correlacién
en célculos de DFT. En ambos casos los tiempos que reporta son diez veces més rapidos
que los obtenidos por los CPUs con algoritmos secuenciales.

Simultaneamente un grupo de investigacion, de la universidad Urbana de Illinois, liderado
por Tood Martinez e Ivan Ufimtsev, publicé en una serie de trabajos [5, 6, 7] en los que
detallan cémo se debe hacer la implementacién en paralelo para obtener el méximo pro-
vecho.

En el primer trabajo usan un esquema de contraccién y evalian las integrales de Schwartz
usando una cuadratura de Rys. En el segundo de estos trabajos implementan la solucién
del proceso SCF para moléculas de tamafios de hasta 453 dtomos (2131 funciones base),
dicho proceso lo hacen usando tres tarjetas gréaficas en paralelo. Para el tercer articulo rea-
lizan la implementacién del proceso de optimizacién de geometria, calculos de gradientes
de energia y resuelven la matriz de Fock para cimulos de agua con iones hidronios. Sus
resultados son contundentes respecto al uso de las GPUs como aceleradores de los calculos
de estructura electronica.

Asi es como poco a poco grupos de investigacién de diferentes universidades empezaron a
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implementar rutinas usando las tarjetas graficas de procesamiento como utensilios para la
acelaracion de sus célculos.

Ross C. Walker y Andreas W. Gotz en su libro Electronic Structure Calculations on Grap-
hics Processing Units[8] hacen un recuento de los trabajos més importantes sobre el uso
de las GPUs en célculos de mecanica cuantica hasta 2016.

Recientemente en el grupo de investigacién de Jorge Garza, se desarroll6 el cédigo GPUAM
[9, 10] el cual realiza célculos de campos vectoriales y escalares para determinar los puntos
criticos debido a las interacciones intermoleculares e intramoleculares sobre GPUs.

2.2. Potencial electrostatico.

2.2.1. Interacciones Coulémbicas y su relacién con el potencial electrostético.

Muchos indices de reactividad se han introducido para poder predecir de manera cua-
litativa y cuantitativa la actividad quimica de las sustancias; tal como las cargas dtomicas,
ordenes de enlace, valencias libres, potencial electrostatico, etc... Este tltimo destaca al
poder ser determinado experimentalmente por métodos de difraccién y también compu-
tacionalmente de manera tedrica.

Cualquier distribucién de cargas eléctricas crea un potencial eléctrico, V(r), en sus alre-
dedores.

La ley de Coulomb establece que la fuerza electrostatica, F, ejercida por dos cargas pun-
tuales, Q1 y Q2, estd dada por

1 Q:1Q2.

1

F =
Ameg 12

: (2.1)

donde € representa a la permitividad en el vacio y 1 el vector unitario en la direccién de
r. Si la fuerza ejercida entre las particulas es conservativa el potencial de interaccién entre

las particulas cargadas es

F

— = —-VV(r). 2.2

5, = V) (2.2
Por tanto el potencial electrostético, V (r), producido por una carga estacionaria puntual,
@1, en un punto del espacio distanciado por r sera

e

Vir) = Ameg T

(2.3)

por lo que el potencial electrostatico ejercido por un conjunto de cargas puntuales estacio-
narias, Q;, en un punto del espacio se determina evaluando la suma de las interacciones
de todas las cargas respecto al punto de interés

1 Qi
V()= Tncg zz: R, 1|’ (2.4)

donde R; es la posicién de la carga i-ésima con respecto al punto del espacio. En general,
los sistemas quimicos son particulas cargadas en constante movimiento, pero normalmente
dentro de la teoria cuantica a los nucleos se les trata como cargas puntuales con una
posicién fija en el espacio, por tanto la ecuacién (2.4) representa su interaccién con un
punto en el espacio.

Por otro lado dentro de la mecénica cuantica los electrones bajo ciertas consideraciones
se pueden tratar como un fluido, el cual es representado como una distribucién de carga.
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Una distribucién continua de carga, D(r'), genera un potencial electrostdtico determinado
por
1 D(r)dr’

V =
(x) dmeg v/ —r|’

(2.5)

asi para evaluar el potencial electrostatico molecular en un determinado punto del espacio,
se debe de considerar las interacciones producidas por los ntcleos como cargas puntuales
y el efecto de los electrones como una distribucién de carga.

Por convencién se asume que las interacciones nucleares tendran un signo positivo y la
interaccion electrénica uno negativo, asi el signo resultante del potencial indicard que
tipo de interaccién es la que domina en esa regién del espacio. Por tanto, el potencial
electrostatico molecular se determina mediante la evaluaciéon de la siguiente expresion
dada en unidades atémicas

_ Za [ p()dr
V(r) = ZAj & / - (2.6)

A — 1|

donde Z4 representa el nimero atémico de cada nicleo localizado en la posicién R 4. La
densidad electrénica, p(r’), se integra en todo el espacio respecto a su posicién relativa con
el punto de evaluacién.

Finalmente es importante mencionar que el MEP tiene unidades de energia por unidad de
carga, pero por convencién se expresa en unidades atémicas de energia (hartree).

2.2.2. Caracteristicas del potencial electrostatico.

El potencial electrostdtico, V(r), es una propiedad local tridimensional cuyo valor de-
pende directamente del punto r en el que se evalia. Por lo que dependiendo de la infor-
macién que se desee saber es como se evaltia esta cantidad; se puede evaluar en un solo
punto, a lo largo de un eje que atraviese a la molécula 6 en un plano de la molécula.

La practica méas comun es calcular el potencial electrostatico sobre una malla tridimen-
sional que cubra a la molécula en su totalidad. La definicién de tal malla es arbitraria,
se pueden tomar los radios de van der Waals de los dtomos respectivos para generar la
superficie, 6 generar una isosuperficie de la densidad electrénica, p(r), y mapear sobre de
ella el potencial electrostético. El contorno de la densidad, p(r) =0.001 u.a., se usa fre-
cuentemente dado que a este valor se encuentra al menos el 96 % de la densidad electrénica
[11] y permite reflejar caracteristicas particulares de las estructuras moleculares, como son
los dobles enlaces, pares de electrones libres, etc.

Para el caso de dtomos esféricos en estado basal el potencial depende tnicamente de la
distancia radial, V(r) = V(r), y el potencial electrostético es positivo en todas las regiones
decayendo monoténamente para cualquier direccién desde el nicleo hasta infinito donde
alcanza el cero.

En el caso del potencial electrostatico molecular es distinto; cuando los atomos interacttian
para formar una molécula, regiones con potencial negativo se generan como consecuencia
del rearreglo de la distribucion electrénica. De esta manera cada regién molecular tendra
uno o mas minimos locales, y los maximos del potencial siempre se encontraran en las posi-
ciones de los nicleos reflejando en su magnitud la carga atomica de cada ntcleo. Las zonas
negativas del potencial se encuentran normalmente cerca de los pares libres de electrones
de los dtomos mds electronegativos (N, O, F, Cl, etc...), los electrones m de las moléculas
insaturadas y los enlaces C-C tensos.

La manera méas comun de interpretar el potencial electrostatico es a través del signo que
tenga en una determinada regién de interés, ya que depende del efecto que tengan en
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particular los ntcleos o la densidad electrénica. Las regiones en las que el potencial elec-
trostético, V(r), es negativo se asocian a posibles zonas de atraccién para los electrofilos,
en especifico las zonas donde el potencial es un minimo, V;,,;,,. Las regiones con un V(r)
positivo para poder ser suceptibles a ataques nucleofilicos se deben evaluar a distacias
mayores de 2A, esto es porque los nicleos son maximos locales y esto no se relaciona
necesariamente con la actividad nucleofilica.

El potencial electrostatico puede usarse tanto como una herramienta cualitativa o cuanti-
tativa. La informacién importante sobre la reactividad quimica proveniente del potencial
electrostatico es obtenida de tres distintas fuentes:

1. La topologia general.

2. La localizacién y profundidad de los minimos de la superficie de potencial elec-
trostatico.

3. La informacién de las cargas de cada atomo dentro del mapa de potencial elec-
trostatico derivadas del ajuste del potencial electrostatico obtenido por mecéanica
cudntica y el potencial Coulémbico clasico.

El anadlisis topoldgico de la superficie de potencial electrostatico da una imagen global de
la distribucién de carga alrededor de la molécula, lo que permite usarlo como un descriptor
molecular. Este andlisis permite determinar las posibles rutas para el ataque de agentes
nucleofilicos o electrofilicos en ciertas regiones de la molécula.

El uso cuantitativo y cualitativo del potencial electrostatico puede dar las siguientes in-
terpretaciones:

= Dada una carga puntual +Q localizada en el punto r, entonces +QV (r) es igual a
la energia de interaccién electrostatica entre moléculas y la carga puntual.

= En el tratamiento de las interacciones totales (no sélo electrostaticas), usando la
teoria de perturbaciones, la interacciéon entre una molécula y una carga puntual,
+QV(r) es la expresién de primer orden para la interaccién total de la energfa.

= El gradiente negativo de £QV (r) es igual a la fuerza electrostatica que es ejercida
por la distribucién de carga de la molécula sobre la carga puntual +Q.

Debido a que V(r) es un méximo local en la localizacién de cada nicleo en una molécula,
si se grafica el potencial a lo largo del eje internuclear z,,, entre dos dtomos enlazados,
debe existir un minimo axial de V(z) (usualmente positivo) en algin punto z, a lo
largo del eje. Este minimo axial tiene la propiedad que si se coloca una carga puntual,
Q;, no estard sometida a ninguna fuerza electrostatica en cualquier direccién a lo largo
de este eje internuclear. Por tanto, el punto z,,;, define un limite axial natural entre dos
nucleos enlazados, la distancia que existe entre el nicleo y el punto z,,;, establece el radio
covalente para diferentes tipos de enlaces y la magnitud del potencial electrostatico en ese
punto se relaciona con la energfa de disociacién de enlace.

Entonces a modo de resumen sobre el uso y la interpretacion del potencial electrostatico
se puede decir que:

= Kl potencial electrostatico molecular da informacién sélo sobre los componentes elec-
trostaticos de las interacciones intermoleculares.

= La posicién de un minimo en el potencial electrostatico molecular es un punto im-
portante de analisis.
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» El V,in(r) es en general usado para predecir la fuerza de interacciones no enlazantes
entre un dtomo con pares libres y un grupo electropositivo.

= El potencial electrostatico se puede interpretar para obtener informacién sobre el
ataque de un electrofilo general a la molécula.

2.2.3. Aplicaciones del potencial electrostatico.

Entonces dado lo anterior sabemos que el potencial electrostatico generado por una
molécula tiene una gran influencia en las interacciones moleculares y las reacciones quimi-
cas. El mapa de potencial electrostatico suele ser usado como indice de reactividad en las
etapas inciales de las reacciones quimicas. Debido a esto tiene muchas aplicaciones para el
analisis tanto de la estructura molecular como de la reactividad quimica.

Andlisis de interacciones no covalentes.

Las interacciones no covalentes se pueden dar entre moléculas en fases condensadas
(liquidos, sélidos, soluciones) [12], enlaces de hidrégeno, fisisorciones, interaciones iénicas
y en algunas situaciones las etapas tempranas de las reacciones bioldgicas.

Por ejemplo en el drea farmacolégica el potencial electrostatico molecular se emplea para
buscar patrones de regiones positivas y negativas que podrian llegar a promover o inhibir
ciertos tipos de reacciones [13].

Durante las etapas tempranas de la interaccién de algunos farmacos con los receptores y
en las interacciones enzima-sustrato el mapa del potencial electrostatico puede ayudar a
reconocer las aréas mas afines en las que pueda ocurrir la interaccién.

Otro tipo de interacciones no covalentes ocurren durante las reacciones de desprotonacion
y protonacion, el valor minimo de la superficie de potencial podria anticipar la capaci-
dad de un sitio reactivo para atraer un protén. El potencial electrostatico se ha usado de
manera exitosa para predecir los sitios y la direccionalidad de los enlaces de hidrégeno,
incluyendo dimeros enlazados por enlaces de hidrégeno [14].

El analisis topolégico del MEP recientemente se ha utilizado para poder identificar los
posibles protones dcidos en el anillo heteroaromético de imidazol usando como criterio la
determinacién del V; jaq [15]. Otro uso importante es para probar la existencia de pares
de electrones solitarios y la forma en que interactian, el grupo de Shridhar R. Gadre ha
logrado identificar los puntos criticos del potencial electrostatico, Vi,in, a partir del anélisis
topografico del MEP en varias moléculas. [16].

También se pueden dar otro tipo de interacciones de caracter electrostatico que son produ-
cidas debido a la presencia de las regiones o-agujero y m-agujero [17]. El término agujero
se refiere a que estas regiones de las moléculas se caracterizan por tener una densidad
electrénica menor que sus alrededores, por tanto tienen asociado a menudo un potencial
electrostatico positivo. A través de esta regién las moléculas pueden interactuar atractiva-
mente con sitios negativos, tales como pares solitarios de electrones, electrones 7 y aniones.

Un o-agujero se puede representar como una region de potencial electropositivo en una
molécula que se localiza basicamente en un orbital despoblado o* de antienlace en un
enlace covalente. Por otro lado, un m-agujero es una regién de potencial electropositivo
que se encuentra localizado en un orbital despoblado de antienlace 7 de un enlace 7.
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2.2.4. Determinacién del potencial electrostatico.

Debido a su capacidad para describir la reactividad de las moléculas hacer el estudio
del potencial electrostatico tendria que ser un andlisis fundamental, pero su determinacion
exacta para sistemas moleculares, de un tamano considerable, ha sido un impedimento
para incluirlo en la canasta basica del anélisis computacional quimico.

Por lo que se han desarrollado miltiples formas de aproximar su evaluaciéon y también se
han realizado varios estudios para tratar de optimizar su evaluaciéon exacta.

Métodos aproximados.

Los métodos aproximados para determinar el potencial son generalmente aplicados a
sistemas moleculares de gran tamano, tales como sistemas bioldgicos. Las metodologias méas
eficaces de aproximar el potencial electrostatico es por medio de una expansién multipolar
o por medio su evaluaciéon usando las cargas atémicas.

Calculo del potencial electrostatico a partir de una expansiéon multipolar.

El procedimiento para estimar el potencial electrostatico que surge de manera natural
es evaluar la integral coulémbica por medio de una expansién multipolar [18, 19]
La expansién multipolar de una interaccién entre cargas separa las coordenadas de las
dos particulas en una expansion en términos de los polinomios asociados de Legendre,
Py (), las cuales pueden sumarse sobre m para que el resultado quede en términos de los
polinomios de Legendre, P;(z). Por lo que dada r = (r,6,¢) y a = (a,,8), y si a < r, se
tiene

1
Py > Preos(y) -
1=0
s} l
l ! a <
_ Z Z M%lecos(a) X lecos(e)eﬂm(ﬂ7¢), (2.7)

(= |m[)tr

donde 7 es el angulo entre r y a. Definiendo dos conjuntos de polinomios de Legendre
asociados escalados,

Py = (14 m)1 Py, (2.8)

1
=t ™ 2

Posteriormente se definen los momentos wy,,(¢; a) de una expansién multipolar alrededor
del origen del potencial en r debido a una carga ¢ localizada en a(a < r)

le =

Wim (QQ a) = qum(a) = qalplm(cosa) : 67imﬂ, (210)
9] l 1
_ . D ime
P(r) = ;m;lwlm(q,a)ﬁle(COSH)em . (2.11)

Ojm(a) es la versién sin carga de los momentos multipolares. Momentos multipolares de
miultiples cargas alrededor de un origen comtn pueden ser sumados.

Se pueden definir los coeficientes de una expansion en series de Taylor del potencial
alrededor del origen debido a una carga distante g que se encuentre en r

Pyn(cost)
tim(q; 1) = qMpy (r) = q%em@, (2.12)

0o l

P(a) = Z Z tiim (¢; v)al Py (cosa)e ™8

=0 m=—1
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[e%S) l
=2 2 1um(@r)Om(a). (2.13)

=0 m=—1

Las expansiones en series de Taylor alrededor de un punto en comun pueden sumarse. Las
Mim(r) son las contrapartes sin carga de las expansiones de Taylor de las Oy, (a). Juntas
definen la factorizacion de

=0 m=—1

De (2.13) el potencial, ®(a), en a debido a los momentos de Taylor p,(a;r) es la con-
traccién de estos momentos junto con Oy, (a). Inversamente el potencial en r debido a los
momentos multipolares wy,,(q; a) estd dado por la contraccién de ellos junto con M, (r).

De estd manera se puede estimar el potencial electrostatico usando las expansiones mul-
tipolares, este método tiene un error asociado al truncamiento de la expansion y de las
series de Taylor. Se han reportado expansiones octapolares para tratar de obtener una
buena precisién pero esto genera muchas mas operaciones, lo que hace que la estimacién
demore demasiado.

Para factorizar expresiones que involucren tres centros se requiere de un segundo teorema
parecido a una expansién binomial. Dado Oy, (a) v Opn(b) se puede mostrar que

Oin(a+b) = Z Z O1—j.m—k(2)0;i(b). (2.15)

Jj=0k=—j

Este teorema permite la conversién de un coeficiente multipolar sin carga en una suma de
productos de coeficientes. Esto permite factorizar |r — (a + b)|~! en una suma de triples
productos que dependen de la separibilidad en a, b y r,

1

m = %; Olm(a + b)Mlm (I‘)

=3 Oun(@) M jm44(x) O (b). (2.16)

lm jk

La 1ltima expresién requiere que |a + b| < |r|, y estd relacionada con la interaccién de
Coulomb de una particula en a con una particula en r — b, y se puede extender facilmente
a momentos multipolares que tengan carga, y multiples cargas.

Modelo de cargas puntuales.

En el modelo de cargas, el potencial electrostdtico V (r), es expandido en términos de
un conjunto de cargas fijas escogidas de tal manera que se represente de forma adecuada
la distribucién de carga molecular, para posteriormente evaluar la ley de Coulomb. Este
conjunto de cargas convencionalmente son las cargas atémicas efectivas directamente ob-
tenidas del analisis de poblacion de Mulliken o Lowdin. Las cargas asignadas, Mulliken
(alpha = 0) y Lowdin (o = 0.5), a un dtomo A se definen segiin la relacién

a=2Zs— Y (S“PS'™); (2.17)
€A

donde S y P denotan las matrices de traslape y densidad respectivamente. Este método
determina el potencial electrostatico molecular rapidamente, pero tiene desviaciones im-
portantes y normalmente no reproduce de manera adecuada el momento dipolar molecular.
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Debido a estas razones se han desarrollado otros esquemas en los que las cargas atémicas
se ajustan para reproducir dichas propiedades del potencial electrostatico.

La evaluacion clasica involucra el cdlculo de las cargas minimizando f, que es el cuadrado
de la diferencia entre el potencial debido al multipolo VF¢(r) y el cilculo por el modelo
de cargas puntuales V¢ (r)

N
F=3 [VME @) - vEC(r;)]? (2.18)

donde N es el nimero de puntos sobre el cual se realiza el ajuste. También se puede
usar el potencial electrostatico molecular calculado a partir de la densidad electrénica
obtenida de célculos de estructura electronica. Este método se denomina PD-ACs y se
ocupa en estudios de dinamica molecular. El ajuste para determinar f se ha realizado
en varias moléculas para asegurar una buena reproducibilidad. Por otro lado, PD-ACs
generalmente no muestra la transferibilidad, por lo que se tienen que anadir més sitios de
carga ademds de las cargas atomicas para asegurar la transferibilidad de cargas.

Métodos exactos.

Dado que el potencial electrostatico es un indice natural de reactividad es necesario
conocerlo con exactitud ya que en moléculas con varios sitios reactivos puede dar una
orientacién sobre que sitio serd favorecido durante una reaccién quimica.

Usando la densidad electrénica.

Para poder conocer el valor del potencial electrostatico en un punto del espacio debido
a la presencia de una molécula, se debe evaluar la contribucion electrénica y la parte
nuclear. Es claro que la dificultad en determinar el potencial electrostatico molecular es la
integral sobre la densidad electrénica.
A partir de la expresiéon

K
=Y PLoLr)e,(r), (2.19)
v,u=1

donde P, es la matriz de densidad definida por

N
Py = cuiCh, (2.20)

i=1
y donde {¢,} es un conjunto de funciones de base de tamano K.

Por lo que en términos de las funciones de base se puede obtener el potencial electrostatico
de la siguiente forma

,00(r) gy (r7)
Z |RA_r‘ 1 m/d = _r| : (2.21)

v, p=

por lo que ahora la dificultad para conocer el potencial electrostatico para un sistema
molecular se basa en evaluar K? integrales, pero dada la simetria de la matriz se necesitan
evaluar solamente K (K + 1)/2 integrales.
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Evaluando la ecuacién de Poisson.

La fuerza que actiia sobre los ntcleos estd dada por la relacion clasica electrostatica
obtenida a partir del vector de campo F el cual obedece relacién

V- F =4np(r). (2.22)

La densidad electrénica que se obtiene a partir de los calculos de estructura electrénica se
puede considerar para representar a la funcién de distribucién correspondiente a las cargas
electrostaticas en el espacio geométrico de la molécula. Siguiendo la misma interpretaciéon
electrostatica de p(r), el vector F se relaciona con el potencial electrostédtico V(r) el cual
obedece la ecuacién de Poisson

V2V (r) = —4mp(r). (2.23)

Entonces a partir de la ecuacién de Poisson se puede determinar el potencial electrostatico.
Una de las ventajas de usar la ecuacién de Poisson es que su solucién depende directamente
de la forma en que representemos a la densidad electrénica. Esto significa que podemos
partir de una densidad electrénica obtenida experimentalmente o usemos funciones de base
para representarla.

Eleccién de la base

Es bien sabido por la comunidad cientifica que los STOs (Slater type orbitals) que se
definen como

Xoi C(r,¢,m) = N(n, Qr" e, (2.24)

describen correctamente el comportamiento fisico de un sistema electrénico en las zonas
cercanas al nucleo, como se aprecia en la figura 2.1, pero las integrales bielectrénicas
utilizando estas funciones son complicadas de tratar analiticamente e incluso de forma
numérica, por lo que su solucién requiere de varias aproximaciones y el tiempo de cémputo
es elevado. Como una solucién a los incovenientes que presentan las STOs surgieron las

—&r
L], # O
r=0
de—or o
GTO / dr r—0 =0

Figura 2.1: Diferencia en la descripciéon del comportamiento asintético entre funciones
Gaussianas y Slater.

GTOs (Gaussian type orbitals) primitivas propuestas por Boys en 1950
Xnim (£) = Rt (r)Yim (6, ), (2.25)

donde la parte angular son los arménicos esféricos normalizados y la parte radial es repre-
sentada por

Ry (1) = N(n,a)r”_le_o”2 conn =1,2, ... (2.26)
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El trabajar con GTOs tiene varias ventajas, como el hecho de que incluso las integra-
les de cuatro centros se pueden resolver de forma exacta usando métodos numéricos de
integracién. Otra de sus grandes virtudes es que al usar las GTOs en su forma cartesiana

XSEO (wyz) = N (I, m,n; a)a'y! 2Femo" (2.27)

se han desarrollado esquemas de integracién que permiten su facil manipulacién y dismin-
yen el tiempo de computo para su solucion.

De acuerdo a la definiciéon de una Gaussiana en coordenadas polares, las cuales tienen un
momento angular [ bien definido, se encuentra la relaciéon con las gaussianas cartesinas
l =1+ 7+ k, lo que para cada valor se denomina capa, por lo tanto se tiene

tipo—s:i+j+k=0

xGPO (zyz) = N(I,m,n; a)e*aﬁ, (2.28)
tipo—p:i+j+k=1

XGFO (zyz) = N(I,m,n; o) (z,y, z)e*aﬁ, (2.29)
tipo—d:i+j+k=2

XSO (zyz) = N(I,m,n; a)(22, 92, 2%, xy, yz, zx)e“”z, (2.30)

esto trae dos implicaciones. La primera es una restriccién a la potencia de r en la definicién
de los orbitales tipo Slater, (2.24). La potencia estd restringida al menor valor para cada
simetria, n = [ + 1. Sélo las GTOs tipo 1s son usadas para expandir todos los orbitales
atomicos tipo s, s6lo las GTOs tipo 2p son usadas para expandir los orbitales dtomicos
tipo p, y asi sucesivamente. Esto es debido a que la GT'O primitiva contiene explicitamente
sblo la menor potencia de r para cada simetria.

La segunda consecuencia del uso de GTOs cartesianas es la redundancia en las simetrias d
o mayores. Para un valor dado de [, los valores permitidos de m son m = 0,+1,+2, ..., £[.
Estas 20 + 1 funciones pueden ser construidas con una sub-capa de gaussianas cartesianas,
dado que el producto de las coordenadas cartesianas, debe pertenecer a la misma potencia
de [ de la coordenada radial en las Gaussianas polares. Pero la diferencia es que el niimero
de cartesianas Gaussianas para un momento angular dado [ es n; = (14+2)(I+1)/2, lo que
para | > 2 excede el niumero de componentes independientes polares. Entonces para [ = 2
se tiene n; = 6 , y no cinco como los arménicos esféricos que describen a los orbitales tipo-d.
Por tanto, cuando se transforman las Gaussianas cartesianas a polares, hay combinaciones
adicionales de diferente simetria.
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Capitulo 3

Fundamento Tedrico.

3.1. Integracién numérica.

Las técnicas de integracién numérica se utilizan cuando los métodos analiticos fallan.
Se han desarrollado diferentes métodos de integracién que logran aproximarse de manera
casi exacta a las soluciones analfticas. Ultimamente gracias al poder de computo se han
convertido en més que una opcién.

El problema de encontrar el valor numérico para una integral de una sola variable, dado
su significado geométrico, se denomina cuadratura.

3.1.1. Cuadratura de Gauss.

El método méas usado para aproximar una integral definida es
b n
[ w0 =S wnste) + B9, (3.1)
@ k=1
donde w(t) es una funcién de peso que se define como

/b [t]"w(t)dt < oo, (3.2)

cuando n = 0,1, 2.... Se dice que w(t) es una funcién de peso en el intervalo cerrado [a,b]
si no es negativa en cualquier intervalo abierto incluido en [a,b].

Se dice que la férmula de cuadratura, (3.1), tiene un grado de exactitud d si

En(f) =0, (3.3)

para toda f € Py, esto es que la férmula tendré cero error si f es un polinomio de grado
< d. Si w(t) es no negativa en el intervalo [a,b], entonces n puntos y n pesos se pueden
encontrar para hacer (3.1) exacta para todos los polinomios de grado < 2n — 1; esto es el
maximo grado de precisién obtenido a partir de n puntos. Este método se conoce como
Cuadratura Gaussiana debido a que fue Gauss quien empezé a estudiar el caso particular
para w(t) =1 [20].

Las férmulas de cuadratura gaussiana estdan intimamente relacionadas con los polinomios
ortogonales, por lo que para poder desarrollar ciertas propiedades de las cuadraturas gaus-
sianas es necesario tratar algunos teoremas de los polinomios ortogonales.
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3.1.2. Polinomios ortogonales y férmulas de cuadratura.

La teoria de polinomios ortogonales para funciones de peso no negativas ha tenido un
impulso importante en las dltimas décadas. En el caso de tener una integral definida en
un intervalo cerrado [a,b] la funcién de peso w(z) debe satisfacer dos condiciones [21],

= w(z) es no negativa, medible y diferente de cero en el intervalo [a,b],

= los productos w(z)a™, para cualquier valor entero no negativo m, son sumables en
el intervalo cerrado [a,b].

El conjunto de funciones, { f(x)} se dice que es ortogonal en el segmento [a,b], con respecto
a la funcién de peso w(z) si se cumple

b
/ () f() fon () = 0. (3.4)

La funcién f(z) se dice que estd normalizada en [a,b] con respecto a w(x), si w(z)f(x) es
integrable

/ w(x) f2(z)de = 1. (3.5)

Entonces introduciendo la notacion

Cm = /abw(a:)xmd:n, (3.6)

con m=0,1,2, ..., e introduciendo el determinante
co €1 o Cp
A, = a e Gl (3.7)
Cn Cng1 o+ Com

Evidentemente A, no puede ser cero. Para este proposito se construye un sistema ho-
mogéneo de n + 1 ecuaciones en las n + 1 desconocidas ag, a1, ..., Gn

apcog + aicy + - 4+ AnCn =0
apc1 + a1cs + - 4+ apcp41 =0 (3.8)
apcp, + aicpp1 + 0+ apcay =0

Si A,, = 0, entonces el sistema no tendrd soluciones triviales. De hecho, si se sustituyen en
el sistema de ecuaciones las integrales que representan las ¢, entonces el sistema se hace

b
/ w(z)[ap + a1z + - + apz™]dz =0

b
/ w(z)xlag + a1z + -+ + apz™]de =0
a

b
/ w(z)x"[ap + a1z + - + apz”]dz =0

Multiplicando entonces respectivamente por ag, a1, ..., a, y sumando se obtiene

b
/ w(zr)ag + a1z + - - - + apx”)?dr = 0 (3.9)
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lo cual es posible sélo si el polinomio ag + a1x,+ -+ + a,x™ es cero y consecuentemente
sélo si todos sus coeficientes ag, aq, ..., a, son cero. Por tanto asi el sistema de ecuaciones
(3.8) s6lo puede tener una solucién trivial y se tiene entonces A, # 0.

Entonces siendo n cualquier entero positivo y sea
P,(x)=ao+ a1z + -+ apz” (3.10)

con a, # 0, un polinomio de grado n el cual es ortogonal en [a,b] a todos los polinomios de
grado < n. Esto es lo mismo que requerir que el polinomio P, (x) satisfaga las condiciones

/bw(x)Pn(x)xmdx =0, (3.11)

con m = 0,1,....,n — 1. Los coeficientes a,, se determinan a partir de la solucién de la
ecuacién (3.8). Este es un sistema homogéneo y dado que el nimero de ecuaciones es
menor al nimero de incégnitas la solucién no es trivial. Esto se cumplen ain si w(x)
cambia de signo en el intervalo de integracién. Si a,, es fijo entonces el sistema tendra una
unica solucién ag, ay, ..., a,—1. La condicién de ortogonalidad determina P, (x) dentro de
un factor constante; este factor se escoge de tal manera que

an >0 (3.12)

/bw(as)Pf(a:)dm =1. (3.13)

Por lo tanto se puede establecer uno de los principales teoremas de la teoria de los poli-
nomios ortogonales.

Teorema 1. Si el polinomio P,(x) es ortogonal en el intervalo [a,b] a todos polinomios
de grado menor a n, con respecto a la funcion de peso w(x) no negativa, entonces todas
las raices de P, (x) son reales, distintas y caen dentro del intervalo [a,b].

Entonces para aproximar la integral (3.1) se necesitan 2n + 1 pardmetros; n abscisas (),
n coeficientes wg y el nimero n. Es necesario seleccionar estos parametros de tal forma
que se obtenga el minimo error posible para todas las funciones f de cierto tipo. La mayor
dificultad para la solucién numérica de las integrales es la seleccién de los valores f(xy).
Es evidente que a un mayor niimero de puntos n se logra una mayor precisién, pero es
crucial tratar de hallar una precisién aceptable con el menor niimero de puntos posibles.
Lo ultimo se lograra con la correcta eleccion de los nodos y los pesos.

Las férmulas de cuadratura se construyen a partir de la interpolacién de polinomios [22].
De esta manera se pueden obtener resultados con la maxima precisién. Escogiendo n pun-
tos arbitrarios 1, s, ..., 2z, en el segmento [a,b] y, usando estos puntos, se construye el
polinomio interpolador para f(x)

f(z) = P(x) +r(z), (3.14)
YL o BRC C) MY
e k=1 (x_xk)w'(xk)f( k)
wx)=(r—2x1) (& — xp), (3.15)

r(x) representa el remanente de la interpolacién. El valor exacto de la integral f: w(z) f(z)dx
estard dado entonces por

/abw(x)f(x)dm = /abw(x)P(g;)dH /abw(ac)r(x)dx. (3.16)
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Si la interpolacién es suficientemente precisa de tal forma que el remanente r(x) es tan
pequefio en el intervalo [a,b] el segundo término de la ecuacién (3.16) puede ser despreciado.
Por tanto se obtiene que la ecuacién

b n
[ @ s@s =3 s, (3.17)
@ k=1

donde
_ [ w(x)
wg = /a w(x) = xk)w’(mk)dm' (3.18)

Por tanto se puede establecer el siguiente teorema,

Teorema 2. Si la formula de cuadratura (3.1) es interpoladora, entonces serd exacta para
todos los posibles polinomios de grado menor o igual a n — 1.

Para poder incrementar la precisién de la cuadratura la seleccién de los nodos zj sigue
estando a nuestra disposicién. Esperando que debido a la seleccion de los nodos la precision
de la férmula de cuadratura se incremente en n y que la férmula pueda ser exacta para
todos los polinomios de grado < 2n — 1. Por tanto se deben establecer las condiciones en
las que xp y wy logren el grado de precision de la férmula de cuadratura para polinomios
de grado menor a 2n — 1.

Es mejor considerar el polinomio w(z) = (z —z1)(x —22) - - - (x — ,,) en lugar de los nodos
Xk, ya que si se conocen estos tultimos, se puede construir ficilmente el polinomio w(x).
De igual modo si se conoce el polinomio w(z) = 2™ + a;x™ ! + --- | entonces determinar
las raices de w(x) nos dard los nodos zj. De esta manera se establece que

Teorema 3. Si la formula de cuadratura (3.1) es exacta para todos los polinomios de grado
< 2n — 1, entonces se cumplird que (3.1) sea interpoladora y que el polinomio w(x) sea
ortogonal con respecto de w(x) y a todos los polinomios Q(x) de grado < n.

La posibilidad de construir férmulas con grado de precision 2n — 1 esta relacionada con la
existencia de polinomios w(x) que cumplen con la propiedad de ortgonalidad

b
/ w(z)w(z)Q(z)dx = 0. (3.19)

Si la funcién de peso w(z) cambia de signo en el intervalo [a,b] entonces tal polinomio w(zx)
no existird. Es importante remarcar que si w(xz) > 0 para x € [a, b], entonces la férmula
de cuadratura, la cual es exacta para todos los polinomios de grado < 2n — 1, existe para
toda n. Entonces si w(z) mantiene su signo se puede establecer lo siguiente

Teorema 4. Si w(x) > 0 no importa como se escogan los nodos xy y wi la regla de
cuadratura no puede ser exacta para todos los polinomios de grado 2n.

3.1.3.  Ortogonalizaciéon de Gram-Schmidt y relacién de recurrencia de tres
términos.

El siguiente algoritmo permite que el polinomio sea ortogonal respecto de la funcién
de peso, w(z), en el intervalo cerrado [a,b]. Una base de polinomios ortogonales puede
construirse a partir del conjunto linealmente independiente de monomios, 1,z,z2, ..., z™.
Este procedimiento se conoce como ortogonalizacion de Gram-Schmidt, y se basa en los
polinomios ménicos [23]

n—1
Qn(@) = gura® + 2", (3.20)
k=0
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cuyo coeficiente de z" es la unidad. Dado @, (z), el siguiente miembro del conjunto,
Qn+1(x) se determina haciéndolo ortogonal a todos los polinomios, @, (z), de orden n
menor y determinando la normalizacién, vy,

b
[ @)@ = b (3.21)

o . L, b ,
El procedimiento comienza con Qo(z) = 1 y con la normalizacién vy = fa w(z)dz, y asi
sucesivamente hasta n. Este procedimiento requiere los momentos de la funcién de peso
que estan definidos por

b
un:/ w(z)z"dx. (3.22)

Este proceso se puede continuar hasta generar sucesivamente polinomios de orden mayor
y los polinomios analogos ortonormales

(3.23)

Considerando el polinomio ménico hasta Q,(x) con (Qy|Qy,) = 0 para m < n, en donde
se ha usado la notacién "bra” y "ket” para representar a la integral

b
(QulQum) = / W(@)Qn () Qo (). (3.24)
El siguiente polinomio en el conjunto, Q,,11(x) se puede generar a partir de xQ,,(x)
2Qn () = Qni1 + Y cnrQr(2), (3.25)
k=0

donde los coeficientes se determinan tomando el producto escalar de la ecuacién (3.25) con
Qr(x)
(Qnz[Qk), (3.26)

1
Cnk = —
Tn
donde se ha usado la ecuacién (3.21). Dado xQ(x) es un polinomio de orden k+1, ¢, = 0
para k =0,1,...,(n — 2) y la ecuacién (3.25) puede reescribirse como

2Qn = Qui1 + nQn + BnQn-1, (3'27)

donde los coeficientes se han redefinido, ¢y, ,, = @, ¥ ¢pn—1 = Br. El producto escalar de
esta ecuacion con @, es

(Qnlz|Qn) = anyn, (3.28)

entonces

o = QulZ@n) _ p 1uip, (3.29)

n

donde se han usado los polinomios ortonormales, (3.23). El producto escalar de la ecuacién
(3.27) con Qp,—1 da
<Qn—l|x|Qn> = OnYn—1- (330)

Similarmente, el producto escalar de @, (z) con (3.27) y reemplazando n con n — 1, se
obtiene

Tn = <Qn|x|anl>a (3'31)
de tal forma que

Tn
= . 3.32
B Tn—1 ( )
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La ecuacién (3.27) se puede escribir como
Qn+1 = (T — an)Qn — BnQn-1, (3.33)
6 en términos de los polinomios normalizados
TPy = \/Brnt1Prny1 + anPp + / BrnPr-1. (3.34)

Si la relacién de recurrencia, (3.34), es elevada al cuadrado y multiplicada por w(x) e inte-
grada, se obtiene otra relacién de recurrencia que da f3,,4+1 en términos de los coeficientes
de menor orden, esto es

(22P2) = Byi1 + a2 + Bn. (3.35)

La relacién de recurrencia, (3.33) comienza con Q_1(z) =0, Qo(x) =1y Q1(z) = z, de
esta manera se puede evaluar inicialmente vo = (Qo|Qo), 11 = (Q1|Q1), a1 = (Pi|z|Py)
vy B1 = 71/70. Sucesivamente se pueden ir obteniendo los polinomios ménicos de mayor
orden, evaluando los correspondientes coeficientes 3, y au,.

3.1.4. La relacién de Christoffel-Darboux y los pesos de las cuadraturas.

La relacion de recurrencia de tres términos puede escribirse como funcién de = y de y

2Pe(2) = \/Brs1 Prr1(x) + axPu(x) + /B Pei( (3.36)
YPu(y) = v/ Brs1Per1(y) + arPr(y) + v/ BrPa( (3.37)

Si se multiplica la primera por Py (y) y la segunda por Py (x) y posteriormente sustraerlas,
los términos de ay; se cancelan y se obtiene

(x —y)Pr(y) Pr(x) = / Brt1 [Pr(y) Prg1(x) — Pr(2) Prgi1(y)]

+v/Bk [P (y) Pr—1(2) — Pr(z)Pe_1(y)] . (3.38)

Si ambos lados se suman desde k£ = 0 hasta k = n, los dos términos de los corchetes del
lado derecho se cancelan excepto el término con k = N, asi el resultado es la relaciéon de
Christoffel-Darboux

ZPk VN [Py () Pysa(@) - Py@Pya(@)] . (3:39)

Si y = x en estd ecuacién donde x; son los nodos de la cuadratura, se tienen las raices
del polinomio, Py (z;) = 0, por tanto la suma del lado izquierdo termina en k = N — 1.
Entonces multiplicando (3.39) por w(z)Py(z) e integrando sobre el intervalo. Este proce-
dimiento aisla el término de la suma cuando k& = 0 del lado izquierdo el cual es la unidad

y
b
\/5N+1PN+1(1'1)/ de =—1 (3.40)

xr — x;

La definicién del polinomio interpolador, (3.14), de igual forma se puede expresar siguiendo
la notacién donde Py (z) es el polinomio

7(5 v (i?) = 0Pl (), (3.41)
donde,
- @ (3.42)

(z — z:) Py ()
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la ecuacién (3.40) puede reescribirse como

b

/B i1 Praa (i) Pl () / w(@)ls(@)dz = —1, (3.43)

a

y usando (3.18), se obtiene finalmente
B 1
VBN 1Py (i) Pl ()

Si se tiene z = y y se usa la regla de 'Hopital en (3.39) se obtiene

w; =

(3.44)

N
> Pi(x) = /Bns1 [Py(x) Py () — Py(@) Py ()] . (3.45)
k=0

Combinando (3.45) con x = z; y (3.44), los pesos de las cuadraturas estardan dados por
1

Wi= N1 5 o
k=0 Di(i)?

(3.46)

3.1.5. El procedimiento de Gautschi-Stieltjes y la matriz Jacobiana.

Este método fue propuesto en 1969 por Golub y Welsch y posteriormente desarrollado
por Gautschi [24]. Los coeficientes de la relacién de tres términos, (3.33), se pueden expresar
explicitamente como

o Ju @)@ (@) (347
T @)@ ()de '
b 2
4, = J@A@dr 5.48)

fa w(z)Q?_,(z)dz  Tn-1

El éxito del método recae en la precisa evaluacion de las integrales para obtener los coefi-
cientes, para lograr asi obtener los pesos y los nodos de los polinomios. Considerando la
representacién matricial del operador de coordenadas, x, el cual esta dado por los elemen-
tos de matriz (P, |z|P,,) de algin conjunto base {P,(z)}. Aplicando esto a la relacién de
recurrencia, (3.34), se obtiene

<Pn|x|Pm> =V Bm+15n,m+1 + amén,m + V ﬂm(;n,mfl- (349)

A partir de la dltima relacién se construye la matriz Jacobiana, que es una matriz tridia-
gonal Hermitiana

ag B 0 0
Vi o VB2 0
0 vV 62 (6%) vV 53 0
. . . . . . (3.50)
. . . . . VBN
0 0 0 0 By oan
Los nodos y los pesos de los polinomios se pueden obtener de la diagonalizacion de la

matriz, los eigenvalores de J son los nodos, z; y los pesos se relacionan con el primer
componente del i-ésimo del eigenvector, u3; por medio de

w; = Yous;. (3.51)

De esta manera se pueden establecer los pesos y nodos de los diferentes polinomios que
satisfagan las propiedes antes mencionadas y para diferentes funciones de peso e intervalos
de integracién, en la Tabla 3.1 se muestran algunos polinomios clasicos que se ocupan
comunmente dados sus intervalos de integracion.
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Tabla 3.1: Polinomios ortogonales clésicos usados en las cuadraturas de Gauss.

Polinomio Intervalo w(zx)
Jacobi (1 —2)*(1+z)8
P28 (z) [-1,1] o, > -1
Legendre (Jacobi a = 3 = 0)
P,(x) [-1,1] 1
Laguerre Generalizado r%e "
L& (x) (0,00 ] a>—1
Laguerre (a = 0)
L,(x) [0,00 ] e ®
Hermite
H,(x) (—00, 00) e’

3.1.6. Algoritmo QL o QR.

La obtencién de las raices de los polinomios resulta un paso determinante para eva-
luar las integrales numéricamente, desafortunadamente no existen férmulas explicitas para
obtenerlas. Una alternativa para realizar esta tarea es determinar los eigenvalores de la
matriz Jacobiana que exprese al polinomio.

L

Figura 3.1: Esquema de la particién simbdlica de una matriz cuadrada.

El método QR fue propuesto por primera vez por Francis y por Kublanovskaja [25]. Esta
relacionado con el algoritmo LR desarrollado por Rutishauser [26]. Este ultimo método
se basa en la idea de que una matriz cuadrada puede ser factorizada como el producto de
una matriz triangular inferior, L;, y una matriz triangular superior, R;

A; = L;R;. (3.52)

El método LR presenta una inestabilidad si en algiin momento esta condicién no se satis-
face, por lo tanto el método QR establece una descomposicién ()R, estableciendo matrices
Q; y R; de acuerdo a

A = QiRy,

QIQi=1, (3.53)
donde R; es una matriz triangular superior y @Q; es ortogonal. Considerando la matriz

formada escribiendo los factores en el orden opuesto

Al = R,Q;. (3.54)

Debido a que Q; es ortogonal, la ecuacién (3.1.6) da R; = QT A;. Por tanto la ecuacién
(3.54) genera

A} = QF A,Q. (3.55)
Donde se observa que A es ortogonal a la transformacién de A;. Cuando en lugar de
tomar la matriz triangular superior se toma la inferior el algoritmo se denomina QL. El
algoritmo QL consiste en una secuencia de transformaciones ortogonales

As = QsLsa
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As+1 = Lst = QSASQS (356)

El siguiente teorema es la base del algoritmo para una matriz general A:

a) Si A tiene eigenvalores de diferente valor absoluto |A;|, entonces A, —[matriz trian-
gular inferior] cuando s — oo.

b) Si A tiene un eigenvalor |\;| de multiplicidad p, A; —[matriz triangular inferior]
cuando s — 00, excepto para un bloque diagonal de la matriz de orden p, cuyos
eigenvalores— ;.

La cantidad de floops que realiza el algoritmo QL es O(n) por iteracién para matrices
tridiagonales, esto significa que el mayor nimero de operaciones para realizar por iteraciéon
serd igual al tamano de la matriz Jacobiana. Para este caso todos los eigenvalores son reales.
De acuerdo al teorema si algin A; tiene multiplicidad p, entonces deben existir al menos
p — 1 ceros en la sub y superdiagonal. Por tanto la matriz puede separarse en matrices
que se pueden diagonalizar por separado. De esta manera se encuentra que en general un
elemento de la superdiagonal converge a cero como

)\i) ‘
al; = | — | i (3.57)
! (/\j

Aunque A; < Aj, la convergencia puede ser lenta si A; es cercana a A;. La convergencia
puede ser acelerada por la técnica de shifting. Si k es cualquier constante, entonces A —k1
tiene los eigenvalores A; — k. Si se desarrolla

A, —k1=Q,-L,, (3.58)

tal que,
As+1 =L, - Qg + ks]-
=Ql-A,-Q, (3.59)
entonces la convergencia es determinada por la siguiente relacion

A — ks
N — ks

(3.60)

La idea es escoger el cambio en ks en cada etapa para maximizar la relaciéon de conver-
gencia. Una buena eleccién inicial para el cambio ks es cercano a Ap, el eigenvalor mas
pequeno. Posteriormente la primera columna de elementos fuera de la diagonal tendera
rapidamente a cero. Como sea, A\; no es usualmente conocida al inicio. Por lo tanto una
estrategia bastante comun y efectiva es calcular los eigenvalores de la submatriz de 2 x 2
de la diagonal de A. Después el conjunto k, igual al eigenvalor mas cercano a a1;.

Suponiendo que se han encontrado los r — 1 eigenvalores de A, se puede rotar la matriz
cruzando los primeros r — 1 términos de las filas y las columnas, obteniendo asi

0 0
: d. e, :
A= |. . .61
: Er dr+1 (36 )
0
dn1 en—1
o .- 0 en—1 dyn |

Escogiendo k, igual al eigenvalor de la submatriz de 2 x 2 que es la mas cercana a d,.. La con-
vergencia de esté algoritmo es generalmente ctibica. Por lo tanto, el algoritmo QL para una
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matriz tridiagonal usa rotaciones en el plano P,,. Se usa la secuencia P12, P23, ..., P15
para eliminar los elementos a2, ass, ..., @p—1,,. Por simetria, los elementos subdiagonales
@21, 32, ..., Gp n—1, Seran eliminados también. Por tanto cada Q, es el producto de las
rotaciones de los planos

Q=P PP ...PY, (3.62)

donde P; elimina a; ;4+1. Es importante notar que Q7 no es igual a Q, ya que se definié
L=QT A.

El algoritmo descrito anteriormente funciona eficientemente, pero cuando los elementos
de A difieren ampliamente en orden de magnitud, sustraer un valor grande de ks de los
elementos diagonales puede llevar a la perdida de precision para eigenvalores pequenos.
Esto ultimo se puede evitar usando el algoritmo QL con cambios implicitos. El algoritmo
QL de cambios implicitos es equivalente al QL, pero durante el cdlculo no se requiere kg1
para ser sutraido de A.

El algoritmo se basa en el siguiente lemma:

Si A es una matriz simétrica no singular y B= Q' - A- Q, donde Q es ortogonal y B es
tridiagonal con elementos positivos fuera de la diagonal, entonces Q y B se determinan
completamente cuando la ultima fila de QT es especificada.

3.2. Evaluacién de la integral de repulsion electrénica.

La integral que se debe a evaluar para conocer el potencial electrostatico producido
por la presencia de los electrones dentro de una molécula se puede expresar en términos
de los orbitales atémicos de la forma

O = (x| O x0) = / 3 (F)O() o (r)dr (3.63)

donde la integracion se hace sobre todo el espacio y sobre las coordenadas espaciales del
electrén. Para nuestro caso el operador O es el operador bielectrénico.

Mucho esfuerzo se ha realizado para el desarrollo de algoritmos que resuelvan de manera
eficiente las integrales bielectronicas, ya que para los calculos de estructura electrénica
representan un alto porcentaje de costo computacional. Sin embargo, existe poca literatura
sobre el desarrollo de la integral coulémbica del potencial electrostéatico.

La parte fundamental del presente trabajo fue la solucién de dicha integral median-
te una cuadratura Gaussiana usando los polinomios de Rys de intervalo completo, cabe
senalar que dicha implementacion no se habia desarrollado. Para poder entender el desa-
rrollo es necesario introducir conceptos béasicos en este tema.

3.2.1. Funciones Gaussianas Primitivas Cartesianas

Cada orbital atéomico se puede expresar como una combinacién lineal de funciones de
base tipo Gaussianas cartesianas (CGTOs)

Gijk(r; o, A, a) = oyl 2he 0", (3.64)

centradas en los nucleos atéomicos del sistema y donde a representa el momento angular
total. Las posiciones de los electrones son relativas a la localizacién de los nicleos en la
posicién A

ra=r—A. (3.65)
El conjunto de GTOs de momento angular total, a = ¢ + j + k y del mismo exponente,
a, se dice que constituyen una capa (shell). Las funciones Gaussianas con el momento
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angular total, a = 0, se refieren como Gaussianas esféricas.

Un orbital atémico comiinmente consiste en una combinacién lineal de cartesianas pri-
mitivas, CGTOs, con el mismo numero cuantico de momento angular, a, pero diferentes
nimeros cuanticos cartesianos, i, y k, y con diferentes exponentes, «.

Este tipo de funciones de base tiene varias propiedades matematicas que facilitan el calculo
de las integrales, una de estas caracteristicas es que se puede factorizar cada CGTO en
sus componentes cartesianas

Gijk(r; «, A> a) = Gl(xa «, Az)GJ (ya «, Ay)v Gk(Z> «, Az)a (366)
donde, cada componente cartesiana esta dado por
Gi(z, 0, Ay) = x%e‘a“i. (3.67)

Todas las Gaussianas cartesianas, excepto las esféricas, tienen un nodo en el origen. Las
CGTOs son simétricas o antisimétricas con respecto a la inversién a través del origen,
dependiente de su nimero cuantico angular cartesiano. La constante de normalizacién de
cada componente cartesiano de la Gaussiana estd dada por la expresién

2i— 1N [7
(G| Gi) = (400\/; (3.68)

Relaciones de recurrencia de las cartesianas Gaussianas.

Las Gaussianas cartesianas también cumplen con ciertas relaciones de recurrencia, una

de ellas es respecto a la derivada de su centro
0G; 0G;
0A, Ox

= 201Gi+1 — iGi_l. (369)

La derivada depende del exponente, y es una combinacién lineal de dos Gaussianas sin
derivar con nimeros cudnticos incrementados y disminuidos por uno. Asi para obtener
derivadas de mayor grado se contintia derivando y se puede llegar a la relacién de recursiéon

anrlGi 0 4 . 8qGi+1 _8‘1Gi_1
3Aq+1 = <8Aw> (2@Gi+1 — ’LGl'_l) =2a aAg —1 aA% 5 (370)
Usando la notacién 996
q __ 7
G = GAT (3.71)

se tiene entonces la relacion de recurrencia
q+1 _ q el
G{" =2aG}, | —iG{_;. (3.72)

De esta manera se pueden generar derivadas de orden mayor a partir de érdenes pequenos.
También es importante notar la recurrencia trivial que satisfacen las CGTOs

:ZZAGi = Gi+1. (373)

Regla del producto Gaussiano.

El producto de dos Gaussianas cartesianas centradas en A y en B se pueden escribir en
términos de una Gaussiana cartesiana localizada entre una linea que conecta dos centros,
como se muestra en la figura 3.2. Obteniendo asf la regla del producto Gaussiano

e~ Tae PTh — g~nXippry (3.74)
Aqui el exponente total p y el exponente reducido u se definen como

p=a+p, (3.75)
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Figura 3.2: Regla del producto Gaussiano.

af
a+tp’
mientras que la coordenada del centro de carga P, y la coordenada relativa o la separacion
Gaussiana X 4p estan dadas por

= (3.76)

A(E B(L’
P, = w’ (3.77)
p
Xup=A4, — B,. (3.78)
Denotando )
K3, = e s, (3.79)

el cual es constante y se refiere como un factor pre-exponencial. Este factor es pequeno
cuando la separacion entre los centros es grande. La regla del producto Gaussiano simplifica
bastante el célculo de las integrales. Debido estas expresiones es importante notar que se
obtienen las siguientes relaciones

atA:acp—l—XpA:xp—gXAB, (3.80)
«
xBpr—l—XpB:xp—i—;XAB, (3.81)

Distribucién de traslape Gaussiana.

El producto de dos Gaussianas en el mismo o diferente centro se refiere como la distri-
bucién de traslape

Qap(r) = Gikm(r; a0, A, 2)Gjin (r; 8, B, b). (3.82)

De acuerdo a la regla del producto Gaussiano, se puede reescribir la distribucion de tras-

lape en términos de una sola Gaussiana centrada en P.

Dado la propiedad de factorizar una Gaussiana en sus componentes cartesianas, la distri-
bucién de traslape también se puede factorizar de la misma manera

Qab = ij (l’, Q, /Ba AQM Bm)QZl(y7 Q, Bv Ay» By)ann(Z7 Q, ﬁa A27 BZ)’ (383)
donde por ejemplo la componente en x estd dada por

a

Q= K“begx%e_pxi. (3.84)
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Se obtienen expresiones similares para las componentes en y y z.
Reescribiendo las ecuaciones (3.80) y (3.81)
b
xA:;L’erXpA:xpf;;XAB, (3.85)

xBZLL‘p-‘rXpB:mp—‘r%XAB. (3.86)

Se encuentra entonces que la distribucién de traslape (3.84) se puede expandir en carte-
sianas Gaussianas de érdenes 0 < k < i + j centradas en P

i+j
;= K5, ) O wheap(—pah), (3.87)
k=0

donde los coeficientes de expansién se obtienen por la aplicacién del teorema binomial.
De esta manera usando la expansién (3.87), se pueden reducir las integrales de repulsién
electronica.

Propiedades de las distribuciones Gaussianas de traslape.

Las distribuciones de traslape igual cumplen con ciertas propiedades debido a las par-
ticularidades de las Gaussianas cartesianas, notando por ejemplo las relaciones

Al = Qi 5, (3.88)
xBij = Qf,jﬂa (3.89)
y si se sustraen ambas relaciones se obtiene

OF iy — Q1 = XapQl. (3.90)

De las relaciones para obtener derivadas de orden mayor que cumplen las Gaussianas
cartesianas (3.70), derivando las distribuciones de traslape con respecto a las posiciones
relativas de los nicleos se obtienen relaciones similares a las CGTOs

o8 " o

A 2080 ; — 1974 5, (3.91)
xT

o8 . -

OB, = 2695 11 — 3% 1 (3.92)

Es conveniente trabajar con coordenadas relativas, de las relaciones (3.77) y (3.78) se
obtienen

A =P+ P X, (3.93)
p

Bm - P’I‘ - %XAB7 (394)

lo que da las siguientes expresiones al derivar parcialmente respecto de P, y X ap

o _ 0, 0
oP, 0A, 0B,
9 B0 ad

6XAB B p aAa: pan

Asi de estas expresiones, se establecen las relaciones de recurrencia para las distribuciones
de traslape Gaussianas
o00%,

Sp = 2001 2808 11 — i1 — I, (3.97)

(3.95)

(3.96)
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o087

o= 2u(07 1 — Q) + — (2008, — 2Bi07_4 ). (3.98)

2p
De estas propiedades y caracteristicas se pueden obtener relaciones de recurrencia para
poder resolver las integrales de traslape entre Gaussianas cartesianas. S. Obara y A. Saika

en 1986[27] usaron estas propiedades para generar un esquema de recursién para evaluar
las integrales de traslape.

3.2.2. Gaussianas tipo Hermite.

Las funciones Gaussianas tipo Hermite (HGTO’s) de exponente p y centradas en P, se

definen por
ON o[ 9N\ _,2
e R —pPrp
Aun(r,p, P) <8PI> (0Py) (3PZ> e , (3.99)

rp=r—P. (3.100)

donde,

De igual modo que las funciones Gaussianas cartesianas, se pueden separar en sus compo-
nentes

Atuv(r7p7 P) = At(ﬂ?,p, PI)Au(y7pa Py)Av(z,p, Pz)7 (3101)

donde por ejemplo para la componente en x se tiene

t
0 > e PTE . (3.102)

At(xapvpz) = (6P

Al usar las HGTOs para describir a los orbitales atomicos se puede expresar a la distribu-
cién de carga como una suma de derivadas con respecto a las coordenadas de P, y estas
derivadas pueden quedar fuera de la integral sobre las coordenadas electrénicas.

Propiedades y relaciones de recurrencia de las funciones HGTOs.

De la definicién de las Gaussianas tipo Hermite, se obtiene la relacién

)V Y
9B = ar =M (3.103)

También es importante notar que al multiplicar a la HGTO por zp, se encuentra

0 \' oA o \'

Para mover zp a la izquierda del operador diferencial, se usa el conmutador

((;ﬂz)t’”] _ (%)H. (3.105)

Por tanto insertando (3.105) en (3.104), se obtiene la relacién

At+1 = QP(ZPAt - tAt_l), (3106)

usando A; = 0 para cuando ¢ < 0. As{ entonces se obtiene que,

1
SCpAt = %At+l + tAt_l. (3107)
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Distribuciones de traslape expandidas en Gaussianas Hermite.

Si bien las relaciones de recurrencia que satisfacen las HGTOs son mas simples que las
obtenidas para las Gaussianas cartesianas, el verdadero impetu de utilizar a las HGTOs
para expresar las integrales de repulsién electrénica es el hecho de que los monomios z*y 7,
se pueden expandir exactamente en los polinomios de Hermite de grado t < ¢+ j

i+j
Qij=> E/A, (3.108)
t=0

donde los coeficientes de expansion, Efj , son constantes y por tanto independientes de las
coordenadas electréonicas. Esto permite que la distribucién de carga se escriba como una
suma de derivadas con respecto a las coordenadas relativas P y estas derivadas pueden
quedar fuera de la integral sobre las coordenadas electrénicas.

Entonces para poder conocer la forma de la distribucion de traslape se debe saber la forma
de los coeficientes de expansién, estos se pueden determinar de manera explicita [28] o se
pueden obtener mediante relaciones de recurrencia. Es conveniente expresarlas de la tltima
manera debido a su simplicidad, si se considera la distribucién incrementada

i+j+1

Dirp i = EiThip 3.109

i+1,j t t- ( . )
t=0

Para relacionar los coeficientes con la distribucién de traslape, A;;, se aplican las ecuaciones

(3.88) y (3.89), obteniendo

R

Qi+17.7 = J}AQ”’ = prij + XPAQij~ (3110)

Expandiendo el primer término del lado derecho en Gaussianas Hermite y elimando xzp
usando la relacién (3.107), se obtiene

i+j 1 itj+1 N 1
rplj = ZEZJ (tAt_l + 2pAt+1) = Z [(t +1)EZ, + %E;J_I Ay, (3.111)
t=0 t=0

donde los coeficientes de expansién deben satisfacer las relaciones Etij =0sit <06
t>1+7.

Procediendo de forma similar con el segundo término de la ecuacién (3.110), se obtienen
las relaciones de recurrencia para los coeficientes de expansién

i+1 _ 1 g ij ij

Et+17j = %Etj_l + XPAEt] + (t + 1>Eti-17 (3'112)
irj L ij ij ij

BT = %Etj_l + XppEy? + (t+1)Efy, (3.113)

donde la segunda expresién se obtuvo a partir de la expansién de €; 1, estas relaciones
son analogas a las obtenidas para las demas componentes. El coeficiente de inicio para la
recursion estd dador por EJ° = 1.

Combinando ambas relaciones se puede obtener la relacién de transferencia
EXT = Y 4 X apEY. (3.114)

Los coeficientes F,’ son independientes de P, dependiendo unicamente de la separacién
relativa de las Gaussianas, X op
ij
oL, _
0P,

0. (3.115)
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Las expresiones recursivas (3.112) y (3.113), son relaciones de recursién de tres términos.
Se pueden obtener relaciones mas simples usando la invariabilidad, (3.115). Diferenciando
la distribucién de traslape con respecto de P, se obtiene

00 X 0N
3P, => E TR (3.116)

debido a que los coeficientes son independientes de P,. Utilizando (3.97) al lado izquierdo
de la ecuacién y la ecuacién (3.103) al lado derecho, se encuentra

i+j
2000, ; + 2890 5y — Q7 — Q=Y B A (3.117)
t=0

Posteriormente insertando la expresién (3.108) del lado izquierdo y ordenando los términos
en el mismo orden de t, se obtiene la relacién de recurrencia entre los coeficientes

20E T 4 op BT BTN RN = BV (3.118)

Sustituyendo ahora las expresiones para EtiH’j y EZJ +1, aplicando las coordenadas re-
lativas para la separacién entre dos Gaussianas, (3.77) y (3.75), y usando la sustitucién
t — t — 1, se llega a una relaciéon de recurrencia de dos términos para los coeficientes de
expansion

WtEy =iB " 4 jE T (3.119)

Esta ltima relacion es la misma para las tres direcciones cartesianas y determina todos
los coeficientes con ¢t > 0. Para los casos especiales con t = 0 las relaciones de recurrencia
(3.112) y (3.113), se encuentran las tres relaciones de recurrencia de dos términos

ESTY = XpaEY + EY, (3.120)
Ey7t = XppEY + EV, (3.121)
i b1y i1

EY = 5 GE + 0B, (3.122)

esta ultima para el caso en que t > 0. Finalmente las relaciones de recurrencia para los
coeficientes de expansién se pueden obtener combinando las ecuaciones (3.112) con (3.122)

.y I y
B ZXPAEtJ‘f'%(ZEt Y4BT 4 B, (3.123)

irj ii Ly ij
B = XppBY + o (B + 5B + BLy), (3.124)

para esta tultima se usa la ecuacién (3.112) y la (3.114). Las expresiones recursivas (3.123)
y (3.124) se utilizardn para el esquema de integracién implementado por McMurchie y
Davidson en 1976 [29] para resolver las integrales de repulsién electrénica.

Distribuciones de traslape a partir de las HGTOs por recursidn.

Si bien se pueden generar las distribuciones de traslape cartesianas a partir de su
expansion en gaussianas Hermite usando los coeficientes de expansion, se pueden encontrar
relaciones de recursion para generar las distribuciones de traslape a partir de las relaciones
de los coeficientes de expansion. Para este propdsito se introduce las distribucion auxiliar

2 = Kiehopderp), (3.125)
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la cual contiene como caso especial a las distribuciones de traslape cartesianas (t = 0)
y las Gaussianas Hermite (i = j = 0). Multiplicando la relacién de recurrencia para las
gaussianas Hermite (3.107) por K,b"zYx); para dar

zpQ; = QU+ QY (3.126)
y de la misma forma que para A; cuando ¢t < 0 se tiene
t
ol =o. (3.127)
Entonces al sustituir (3.80), (3.81) y usando (3.73)
caQi; =, (3.128)

t _ ot
zpQ; =W i, (3.129)
se llega a las relaciones de recursién para las funciones auxiliares para las distribuciones

de traslape a partir de las HGTO

1

Oy =t 4+ XpaQl; + %Qﬁﬁ, (3.130)
1

O 1 =t + XppQ; + %Qﬁjl. (3.131)

3.2.3. Integrales coulémbicas sobre distribuciones Gaussianas.

Las integrales de repulsion electrénica (ERIs) no se pueden evaluar de forma analitica,
por tanto se deben reducir a integrales unidimensionales y evaluarse nimericamente. Esto
representa el mayor problema en los cdlculos de estructura electrénica. De igual forma
la integral relacionada con los electrones durante la evaluacién del MEP. A lo largo de
los anos se han desarrollado diferentes metodologias para evaluar las ERIs, las cuales se
enlistan a continuacién

= Algoritmo de Boys (1950),
= McMurchie-Davidson (1978),

Obara-Saika (1986),
= Dupuis-Rys-King (1978),
s Head-Gordon-Pople (1989-1990).

Todos estos esquemas de integracién usan funciones de base tipo Gaussianas.

El potencial electrostatico de una distribucién de carga esférica Gaussiana.

Las complicaciones para evaluar las integrales coulémbicas se deben a la presencia del
. ros -1 .

operador bielectrénico ri;, para resolverlas se han propuesto y hallado varias maneras,
una de éstas es utilizar la transformada de Laplace del operador bielectrénico

1 2 [ 22
—= Tl gy, 3.132
Ty — 1o ﬁ/o ‘ (3.132)

El caso mas simple se tiene cuando la distribucién de carga es esférica.
La densidad electrénica puede ser expresada como una combinacién lineal del cuadrado
de orbitales atémicos, multiplicada por la ocupacién (w) de cada orbital

N
plr) = 3 widi(r)di(x). (3.133)
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Y cada orbital atémico se desarrolla como una combinacion lineal de funciones de base
gaussianas primitivas, (3.64), cuyos coeficientes de combinacién (c,;), se obtienen a partir
de célculos de estructura electrénica

= ZcmGu(r;a,A,a), (3.134)

en donde a representa al vector de momento angular total. Por lo tanto la integral del
potencial electrostatico para una distribuciéon gaussiana esférica queda

(bz r ¢7, I'1)
dr w; [ drq 3.135
/ 1|I‘1—I‘2| Z / |I'1—I'2| ( )

(i, A B.b
35S s f o A DY)
- r; — 1o

De tal manera que la 1ntegral a evaluar es entonces

(r1;a, A ;8,B,b
L (r2) /d plriic, A 2)Gy(ri; 5, B, b) (3.136)
lr1 — 1o
Para una distribucién Gaussiana esférica se tiene
QOQ(I'Q) = e_arfAe_ﬁT?B = KABe_pT?P, (3137)

donde se ha usado la regla del producto Gaussiano entre las dos funciones de base. Al
hacer la sustitucién en la integral de repulsién electrénica se tiene entonces

2
e Prip

Too(rz) = KAB/dI‘1 (3.138)

r1—raf’
posteriormente se sustituye el operador bielectrénico por su transformada de Laplace
(3.132), y se debe volver a ocupar la regla del producto Gaussiano

2

e—t2\r1—r2\2e—p|r1—P|2 _ exp[—(p + tz)(rl _ Q)Q]eXp [_ (P _ I‘Q)Q] , (3-139)

p+t?
donde

pP + t%ry

p+t2

Para el caso de una distribucién de carga esférica se tiene que a+ b = 0 teniendo entonces

Q= (3.140)
2

W(P - r2)2] (3.141)

2 o0
Igo(r2) = —KAB/ dt/drwxp[—(p—&— t2)(r1 — Q)?Jexp {—
VT 0
Al integrar sobre la coordenada espacial, ry, usando la relacién

/oo e P dz = \/7/p, (3.142)

se tiene
pt?
p+t?

Too(ry) = 21K ap / dt(p + %)%/ Pexp {_ (P —ry)?|. (3.143)
0

Se propone hacer un cambio de variable para ajustar los limites de integracién a [0, 1]

2
9 t

= —— 3.144
p+t2’ ( )
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y con
dt = /p(1 — u?)~%%du, (3.145)
transformando asi la integral a
2T ! 9 9
Ino(r2) = ?KAB exp [—pu*(P —r2)?] du. (3.146)
0

Esta expresion se puede poner en términos de la funcién de Boys, que esta definida por
1 2
Fo(z) = / e " dt, (3.147)
0
teniendo entonces x = p(P — r2)? y n = 0 obteniendo
2m 9
100(1‘2> = ?KABF()(])(P — I'2) ) (3148)

Finalmente para evaluar esta ultima integral se hace un cambio de variable
22 = pu*(P — 13)?, (3.149)

y por tanto

du = \/ﬁ(;fz_rz), (3.150)

usando la definicién de la funcién error (A.10) se puede expresar la integral como

Fo(p(P —r3)?) = 2fp(]r_)*ﬁ_r2>erf(\/ﬁ(P —13)) (3.151)

3.2.4. Esquema de integraciéon de McMurchie-Davidson.

El esquema de integraciéon de McMurchi-Davidson se basa en expandir a las integrales
cartesianas en un conjunto de integrales auxiliares sobre gaussianas Hermite.
Integrales coulémbicas de Hermite.

Usando las funciones Gaussianas de Hermite se puede expresar la integral de repulsion
electronica del potencial, al sustituir la distribucién de carga no esférica se obtiene

Vefg(rz):/drlA,u(rl;a7Aaa)AV(r1;ﬂ7B7b) (3152)

tuv |I‘1 _ 1‘2‘ .

La ventaja de las funciones de Hermite es que se puede tomar el operador diferencial
fuera de la integral, entonces usando la regla del producto Gaussiano se puede expresar la
integral coulémbica de la siguiente forma

O\ ONYL AN (NN aN [eri

efg _

Viu (“"KAB<6A) (aAy> (aAz) (88) (aBy) (aB) | S
(3.153)

Lo que nos permite poder tratar a la integral como si fuera una distribucién esférica,
reduciendose a

Vikte2) = K <az> <6i> <ai) (ag> <agy)f (822)%0@((1;;:2).
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Dado que la funcién de Boys depende sélo de la separacion relativa de los dos centros, se
puede simplificar atin mas la expresion

. 9 9 t+e 9 u+f o v+g
Vil9(rs) = ?WKAB(—UHHQ (813) (8P> <8P ) Fo(p(P —r2)?).
x Y z

(3.155)
Estas simplificaciones ocurren debido a que se utilizan HGTOs en lugar de CGTOs, lo que
permite introducir la definiciéon de las integrales coulémbicas de Hermite

Rin (. Rop) = ((fj) (;) (%)vFo(pRép). (3.156)

Introduciendo esta definicién las integrales coulémbicas de Hermite se expresan

€ 2’/T e
Vi (v2) = Z-Kap(=D) 9 Retewt fota (P, Ror). (3.157)

Por lo que el esquema de integracién de McMurchie-Davidson se basa en resolver las
derivadas de la funcién de Boys por medio de una relacién de recursién.

La primera componente de la integral coulémbica de Hermite se puede obtener a través
de la primera derivada de la funcién de Boys

1
RlOO(p7 Rgp) = —2pX2p/ eXp(—pRgpt2)t2dt = _2pX2PF1(pR§P)7 (3158)
0

en general, se encuentra que las derivadas de 6rdenes mayores son combinaciones lineales
de las funciones de Boys de diferentes 6rdenes, por lo que se debe encontrar un esquema
recursivo que permita generar integrales de Hermite, Ryy,, para t +u + v < N a través
de la funcién de Boys, F),, de orden n < N. Para este fin se introducen las integrales

auxiliares .
n 8 8 u 8 v "
Rtuv(p7 RQP) = (ap > (8P ) (ap ) Rooo(p, RQP), (3159)
x Yy z

Rijoo(, Rap) = (—2p)" Fu(pR3p). (3.160)

Esta integral auxiliar incluye como casos especiales las integrales Ry, y F,. Por lo que se
pueden relacionar las integrales Ry, por recursién. Al ir incrementando ¢ se obtiene

n ON' [ o\N“/ 0\ OR(p,R
RtJrl,u,v(pvRZP):(@RK) <8Py> <8P2> W (3161)

Usando (3.160) y derivando la funcién de Boys de n-ésimo orden, se encuentra que

donde,

0

t
aPm) Xop Ry (p, Rap). (3.162)

REy (0 Rop) = (

El operador del lado de derecho se puede escribir como

o\ o\ o\ o\ o\
(61%) Xop = ((9]%) , Xop| +Xop (apx) :t(3PI> + Xop <8Pm) )

(3.163)
donde se ha usado (3.105). Introduciendo (3.163) en (3.161), se obtienen las relaciones de
recurrencia para las integrales de Hermite. Asi para los incrementos en cada indice se tiene

Ry w0 Rop) = tR}T! (0, Rap) + Xop RS (9, Rap), (3.164)

t—1,u,v tuv

Fut1o(P Rop) = tRITL, (0. Rop) + Yap RS (0. Rap), (3.165)
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R}y i1(p,Rap) = tRI'Y, 1 (p,Rap) + Zop RS (p, Rap). (3.166)

De esta manera, todas las Gaussianas Hermite de orden ¢t +u + v < N se pueden calcular
usando las funciones de Boys de orden n < N por recursion.

A partir de las relaciones encontradas para las Gaussianas Hermite se pueden hallar las
soluciones para las Gaussianas cartesianas. En términos de las distribuciones de traslape,
la integral de repulsién electrénica para el potencial electrostético estda dada por

Vap(r2) :/dl‘lﬂL(rl), (3.167)

12

insertando la expansién en las Gaussianas Hermite (3.108), se obtiene

A uv
Vap(ra) = Y EfY, / drlti(rl)7 (3.168)

r
tuv 12

donde,
Eab

tuv

= EYEME™, (3.169)

Es importante notar que Ay, es una Gaussiana Hermite con exponente p y centrada en
P

p=a-+j, (3.170)
P— %. (3.171)

Introduciendo entonces la integral de Hermite, (3.156), en la expresién para las integra-
les cartesianas, (3.168), se obtiene finalmente la expresion para las integrales cartesianas
coulémbicas 5

Vo(r2) = —Kap Y EfRiuu(p, Rap). (3.172)

p tuv

Esta tltima expresién tiene un alto costo computacional debido a las relaciones recursivas
por medio de las cuales se debe de generar las funciones auxiliares para diferentes momentos
angulares, en éste esquema se deben calcular las funciones de Boys, posteriormente se
generan las integrales de Hermite y finalmente por medio de una combinacién de las
integrales de Hermite se llega a resolver las integrales expresadas en Gaussianas cartesianas.

3.2.5. Esquema de integraciéon de Obara-Saika.

El esquema de integracién desarrollado por Obara y Saika en 1986 [27], se evita el usar
a las integrales de Hermite obteniendo las integrales cartesianas directamente por medio
de una relacién de recursion, para este fin se introduce la integral auxiliar
om B iy

tuv

Para indices iguales a cero, estas integrales representan la funcién de Boys escalada; para
indices mayores que cero, se tienen las integrales cartesianas finales

21

_ 2
@(%0000 = ?(_229) NKABRé\([)O = ?KABFN(PR%P% (3.174)

e(i)jk:lmn = Vab7 (3175)

por lo que el esquema de Obara-Saika se basa en hallar una relacién que nos ayude a pasar
de la ecuacién (3.174) a (3.175), para este fin se usan las relaciones de recurrencia de los
coeficientes de expansién FE;’. Considerando un incremento en algtin indice de la ecuacién
(3.173)
2 L
Ny, = (-2 VY EMENEMRY (3.176)
’ p

tuv?
tuv
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donde por notacién se han omitido los ntimeros cuanticos cartesianos kl y mn para las
direcciones y y z, escribiendo asi ©;% ; ; en lugar de @i+1,j,k,l,m,n' Entonces lo que procede
es insertar la relacién de recurrencia para los coeficientes de expansion, (3.123) y (3.124),
y reemplazar ¢ por ¢t + 1 en la suma

1 . . 27T 1
7(26?11,]‘ +]®£\fj71) _ ?<_2 —N-1 ZEH- ,JEklEmnRt+1 o

011, = XpaOij" + %

tuv

(3.177)
Posteriormente, usando la relacién de recurrencia para las interales de Hermite (3.164)

2 X3 mn
ON1; = Xpa®ijV+o- (z@l LHieN - p( 2p) N Xop Y E[PYENEMRY L

tuv
2 g
28 o) S BB R 3178

tuv

Finalmente, usando la relacién para los coeficientes de expansion (3.119) y reintroduciendo
todos los indices, se obtiene la relacién de Obara-Saika para las integrales Coulémbicas

®1+17.71k'7l7m n XPA@l]klm” (7’61 1,5,k,l,m,n +]® i,j—1,k,l,m, n)
1
N+1 N+1 N+1
_XQP@Uklmn - 2]7( ®z 1,5,k,l,m,n +J@ 1,k,1,m, n) (3179)

syl VELALE ILZLE)

1
N N
®i+1,Jklmn XPB@vjklmn %(161 1,5 klmn+]® 15— 1klmn)

1

_X2P61jk:lmn - %( @f\”{,lj k,l,m,n @J\,[j+11 k,,m, n) (3180)

A partir de estas relaciones es posible obtener la relacién de recurrencia horizontal

_ N
®Z+1,j k,lmmn — @i’j+1,k,l,m,n XAB@zjklmn (3181)

De manera similar se generan las relaciones analégas para los indices cartesianos restantes.

3.2.6. Esquema de cuadratura de Rys para las integrales coulémbicas.

En el esquema de Rys se opta por resolver la integral mediante una integracién numérica
sin pasar por la funcién de Boys. En los esquemas anteriores las integrales Coulémbicas se
generan como combinaciones lineales de las funciones de Boys de diferentes 6rdenes, por
lo que las integrales se pueden escribir de la forma

Vap(r2) ch (PR3p), (3.182)

donde L = a+ b es la suma de los momentos angulares totales, y donde los coeficientes
¢, dependen en las coordenadas y exponentes de estos orbitales. Debido que la funcién de
Boys esta dada por

1
F,(z) = / £2ne= " gt (3.183)
0

las integrales de para generar la contribucién del potencial electrostatico se pueden escribir
de la forma

1
Vab(rg):A fL(t2)eXp(—pR2pt2)dt7 (3184)
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donde el integrando es una exponencial en t? veces un polinomio de grado L en ¢

L
fL®) =" ent™. (3.185)
n=0

Por lo que entonces dichas integrales de la densidad electrénica se pueden resolver exac-
tamente mediante una cuadratura Gaussiana sobre L 4+ 1 puntos

L+1

Vab(rZ) == ZwﬁfL(ti)a (3186)

donde las abscisas t, y los pesos wy se determinan por las reglas generales de la teoria de
cuadratura Gaussiana.

Polinomios de Rys y cuadratura de Gauss-Rys.

Para resolver la integral Coulémbica numéricamente se pueden establecer dos polino-
mios que son ortogonales en los intervalos correctos, los polinomios de intervalo medio de
Rys o no clasicos son ortogonales de acuerdo a

1
/ =" R (2) Bon () = Gy (3.187)
0

Se refieren a estos polinomios como de intervalo-medio debido a que son ortogonales res-
. —ea? .
pecto a la funcién de peso w(z) = e~ en el intervalo x € [0, 1].

También se pueden establecer los polynomios de Rys de intervalo completo J, () los cuales
son ortogonales respecto a la misma funcién de peso pero en el intervalo z € [—1, 1]

1
/ e T () Jon (2)d2 = G (3.188)
—1

Para esta clase de polinomios la funcién de peso depende del factor real ¢ > 0, estos
polinomios por lo tanto constituyen un conjunto de polinomios, uno para cada valor de
c. Aunque existen dos casos particulares de estos polinomios, cuando ¢ = 0, la funcién de
peso se hace igual a la unidad y los polinomios de Rys de intervalo completo, J,(x), se
vuelven los polinomios de Legendre escalados

J0(x) = \/2”; Lp (). (3.189)

Por el otro lado, cuando ¢ — oo, la integral es sobre el conjunto completo de nimeros
reales y los polinomios de Rys se relacionan con la funcién de Hermite

JS(2) ~ \/%n' (%)1/4 Ho(Vez). (3.190)

Por lo tanto, cuando ¢ = 0 los pesos y los nodos de los polinomios de Rys son iguales a los
de los polinomios de Legendre y cuando ¢ =~ co con las raices y nodos de los polinomios
de Hermite escalados

x) =k, (3.191)
Wl =wh; (3.192)
., =c 2l (3.193)
w); = c Pl (3.194)
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Por lo que para el esquema de integracién de la cuadratura de Rys la parte esencial es la
obtencién de los nodos y pesos de los polinomios de Rys, con este fin se han desarrollado
varios algoritmos en las ultimas décadas [30, 31].

También es importante mencionar que no hay relaciéon entre los polinomios de Rys de
intervalo medio, R, (x) y los de intervalo completo, J,(z), como mencionaba Rys en su
articulo original [32],

R () # V2Jan (2). (3.195)

En términos de los pesos y nodos de los polinomios de Rys de intervalo medio se puede
expresar a la integral Coulémbica como

1 n
| fuat)e e =3 wasfulad), (3.196)
0 i=1

para el caso de los polinomios de Rys de intervalo completo debido a que la funcién de
Boys es par se tiene

1 n
1
/ Fu(@?)e dy = 3 > wnifo(zl.,), (3.197)
-1 i=1
donde el niimero de puntos de cuadratura esta dado por
L
n= [2] + 1. (3.198)

El esquema de Rys para las integrales coulémbicas de Hermite.

Partiendo de la forma de las integrales Coulémbicas de Hermite

R(R)*itiuivF(Rz) (3.199)
tuv (P, 2p) = 8Px (9Py aPZ o\pfigp), .
insertando entonces la definicién de la funcién de Boys, se tiene entonces
dN (o[ Y
Riw(Rop) = | 75 ) | 55 —pR3ps?)ds. 3.200
tuv (P, Rap) <8Px) (8Py> (8PZ> exp(—pRzps”)ds ( )

Para poder resolver las integrales se introducen los polinomios auxiliares

H,(?) = exp(pX2ps?) (

t
a}i ) exp(—pX3ps?). (3.201)

2

Estos polinomios, que son de grado t en s, estan relacionados con los polinomios de

Hermite por
H(s%) = (—/ps) Hi(/pX2ps). (3.202)

En términos de los polinomios de Hermite auxiliares (3.201) y sus relaciones analégas para
las demds direcciones, se puede expresar la integral Coulémbica de Hermite de la forma

1
Riws (p, Rop) = / (82 H o (52)Ho (52)exp(—pR2ps?)ds. (3.203)
0

Esté tltima expresion es la correcta para utilizar la cuadratura de Gauss-Rys, y se puede
evaluar exactamente mediante

5
Riuwo(p, Rop) = anﬁt(si)ﬁu(si)ﬁv(si)a (3.204)
k=1
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donde el niimero del punto de cuadratura estara dado por

t
y= [“;H’} +1, (3.205)

y donde los puntos y nodos de la cuadratura de los polinomios de Rys se obtienen depen-
diendo del valor del pardametro ¢
c=pR3p. (3.206)

Para el caso de los polinomios de Rys de intervalo completo se usa la funcién auxiliar

R (0. Rp) = /H (Vo (P)exp(—pRaps)ds,  (3:207)

Riu(p,Rap) = ZwKHt Ho(s2)H,(s2). (3.208)

Ahora bien para evaluar completamente las integrales de Hermite por medio de la cuadra-
tura de Rys, se debe derivar un esquema de evaluacion de los polinomios modificados de
Hermite, entonces para cada argumento s, se debe emplear un esquema recursivo. Si se
incrementa t en 1, se obtiene

- (9 t+1
Hyi1(s%) = exp(pX3ps®) (813) exp(—pX3ps?).

Hiy1(s%) = —2ps’exp(pX3ips?) (%)t Xopexp(—pX3ps?). (3.209)
Usando la relacién (3.163), se llega a la relacién de recurrencia
Hiy1(s%) = —2ps?[XopHy(s?) +tH 1 (s?)]. (3.210)
Empezando la relacién en el polinomio
Ho(s*) =1, (3.211)
Las relaciones para las otras direcciones son similares, solamente cambia la coordenada
respectivamente.

El esquema de Rys para las integrales cartesianas Coulémbicas.

Para calcular la integral Coulémbica usando una cuadratura Gaussiana haciendo uso
de los polinomios de Rys de intervalo completo, se escribe la integral en la forma estandar
de McMurchie-Davidson

™ 77 mn
Viikimn = Kap— > _ B EY' BT Ryuo (p, Rap). (3.212)

tuv

Insertando la expresién de la cuadratura de Rys (3.208) en (3.212), se obtiene

X
™ ig mnE — —
Vigstnn = Kan- > we Y EPESEMH () Hu(s2)Ho(s?). (3.213)

k=1 tuv

Finalmente se introducen las integrales unidimensionales cartesianas que se definen para
cada componente como

)= E/H(s%), (3.214)

Iu(s*) =Y ESTH.(s%), (3.215)

u
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In(s%) = > B[ H,(s°). (3.216)
t
Bajo el esquema de integracion de Rys este fue el ultimo paso para poder resolver las
integrales, generando los diferentes polinomios auxiliares de Hermite para cada momento
angular correspondiente. La integral (3.213) se evalia exactamente para el nimero de
puntos de cuadratura correspondientes a

L
=5+ (3.217)

con L =i+j+k+I+m+n.Y la funcién de peso esta dadé por w(s*) = exp(—pRp,,s*).

Esquema de Obara-Saika para las integrales de Rys.

Para generar una relacion de recurrencia de las integrales coulémbicas a partir de
los coeficientes de expansion, se parte de la relacién (3.214) para la coordenada en la
direccién x y se incrementa el primer indice y usando las relaciones de recurrencia para
los coeficientes de expansién, (3.123) y (3.124), se encuentra

1 _ 1 —
Ii—i—l,j = Xgp[ij + 7(211‘_1,]' +j[i7j_1) + % Z EZ]Ht-‘rl’ (3.218)

2p -

donde se ha omitido el argumento s2 y se ha sustituido ¢ por t—1 en la suma. Posteriormente
usando la recurrencia (3.210) se llega a la expresién

1 52 P
Liy1; = Xoplij + o (z[z i ilijo1) — 82 Xopliy; — % — > optE/H, -y, (3.219)
t

finalmente utilizando la relacién (3.119) para el dltimo término se obtienen las relaciones de
recurrencia finales para las integrales del potencial electrostatico de interaccion Coulémbica

1 . .
Ii+1,j = (XPA — SQXPTQ)I”‘ + %(1 — 52)(211'_17j +inyj_1), (3220)
1 . .
I; i+l = (XPB -8 XPT‘Q)IZj + — % (1 -8 )(211_17]' —|—]Iz'7j_1), (3221)
donde la recursién empieza con la integral
Ioo = 1. (3.222)

Por lo tanto la expresion final de la cual se pueden obtener las integrales de interaccion
Coulémbica usando funciones de base tipo Gaussianas, a partir de los polinomios de Rys
de intervalo completo es

Uklmn r2 Z Z WZC/J,ZCVZKAB Z wn zg Ikl )I (Si) (3223)

El polinomio de Rys se puede expresar como la combinacién lineal de las tres integrales
correspondientes a cada coordenada espacial

Im(5%) = L.(s*) 1, (s*)1.(s%), (3.224)

obteniendo finalmente la integral electrénica del potencial electrostatico como

K 1
p(rl) ~ / 2\ —cs?
dri———— = G dsJ(s)e , 3.225
= 3G | () (3.225)
donde el pardmetro ¢ estd dado por ¢ = p|P — ry|? y donde se ha usado la relacién

N K
G = KABZ Z Zwicmcm‘- (3.226)
p i pv
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Capitulo 4

Metodologia.

4.1. Determinacién del potencial electrostatico en dtomos

Para la implementacion del potencial electrostatico en atomos y la soluciéon de las in-
tegrales bielectrénicas usando funciones de base GTOs esféricas es importante mencionar
que no existe un desarrollo en la bibliografia, por lo que se propusé un desarrollo ma-
temdtico para encontrar una solucién lo mas exacta posible a dichas integrales.

Dada la simetria del problema, se prefiere usar GTOs esféricas centradas ambas en el
centro de coordenadas esféricas, de este modo la ecuacién que representa el potencial
electrostatico para un dtomo tiene la forma

Z|R Z Pw/ SR, )Y (06 R, (00)Yi,m, (0 </>’)’ (4.1)

r? —rf

en donde la primer suma represanta a la contribucién nuclear, y Z4 representa la carga
atémica, R 4 la posicién de los nicleos y r la coordenada donde se desea evaluar el potencial
electrostatico. El segundo término es la integral electréonica en términos de las funciones
de base separadas la parte radial y la parte angular, esta tltima representada por los
arménicos esféricos. Entonces se debe evaluar la integral

R* r’ Y* 9/, /Rnyy I., me,y 0/’ /
Imp():/dr, Y, (00 B, ()Y, (0. 81)

v’ — x|

(4.2)

Usando la expansién multipolar de Laplace para expresar el término 1/|r’—r| y expresidndo-
lo en términos de los armonicos esféricos

9] l
Z Z 2[_|_1 l+1 (9/ ¢/) (97¢)7 (43)
—0 m=

donde r. (r~ ) representan la distancia mds pequena (més grande) entre v’ y r. Sustituyendo
entonces la representacion del operador bielectrénico y cambiando a coordenadas esféricas
donde dr’ = r"2senf’dr'df’'d¢’ la integral tiene la forma

9] l

esp

27 T
2 + )/0 /0 d@dqﬁseneYljn(g”qg')y;;m“(e/’¢/)nymy(9,7¢,)
=0 m=—1

0o ) T .
/0 dr'r" l+1 Rn,‘ L, Rn,1,, (4.4)
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La integral que aparece con los tres armonicos esféricos se resuelve usando los coeficientes
de Clebsch-Gordan [33]. Mientras la parte radial queda de la forma

o) 7,l
Taa(r) = / dar'v? DS RE | R, (4.5)
0 rs

usando las GTOs esféricas y desarrollando se tiene

1 " ,
Lrad(r) = Npy (s, )N (o, w) [ / dr' /M g ()
0

S
12
Tl/ d?“/’l“m"—HI“_l_le_(a”—’_a")r ]7 (46)
r

donde la constante de normalizacion para cada GTO estard dada por

1
22nu+lp 1(2q, ny+3 | 2
N, = Ny = | 2B (@7
(2n,)!r=
Ahora se deben evaluar las siguientes dos integrales
1 " 2
Ii(r) = —TH_I/ dr' 'ttt g—(autaon)r , (4.8)
0
y o0
LIy(r) = rl/ dp!p/mFru—l=l = (autan)r’?, (4.9)

La solucién de ambas integrales se empieza haciendo el cambio de variable, t = (a4, )72
asi se obtiene que dt = 2(«a, + o, )r'dr’ y sustituyendo se tiene

I ( )7 1 1 (op+on) t%(nuﬁ,ny«klfl) *tdt (4 10)
L T H e A o |

1 *° 1
— .l s(ny+n,—0)—1_—t
IQ(T.) - 2(04/1 + au)%(n“+n"7” ~/(au+0tu)'r2 " ¢t (411)

Haciendo uso de las funciones gamma incompleta superior e inferior, que se encuentran
definidas en el apéndice A, y comparando con las integrales I; y I> se encuentra

1
Tinf = i(n#+ny+l+1), (4.12)

1
Tsup = i(n# +n, —1), (4.13)
sustituyendo la forma de las integrales se tiene

1 1
RS 2o, + ay)%(n,L+ny+l+1) "

1
Laq(r) = NuN, [ (i(n” + 1y + 1+ 1), ( + a)r?)+

1 1
! 2
F o J. v l ) U v . 414
" 2y + )2 (et =D (2(n‘ = 1), (au + au)r7)] (4.14)

De tal modo que la solucién de la integral espacial estd relacionada con las funciones
gamma incompletas. Por lo tanto podemos reescribir a la ecuacién (4.14), dependiendo
sé6lo de una funcién gamma incompleta haciendo uso de la relacién (A.4)

1 1 1
riH1 2(a, + ay) 2(au + ay)?

Laa(r) = NN, [ (2, (outou,)r?)],

(4.15)

a (F(a)_r(a7 (a;¢+ay)’/‘2)—|—7’l
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donde a = 2 (ny,+ny +1+1)y 2= 2(n, +ny, —1).

La funcién gamma incompleta superior se puede resolver analiticamente para valores ente-
ros del argumento (A.9), de esta manera si Zinf ¥ Zup son valores enteros se puede ocupar
la relacién anterior para resolver la integral, de otro modo se obtiene como argumento de la
funcién gamma incompleta un valor racional y se debe de realizar la integraciéon numeérica
de la funcién gamma incompleta. Para la resolucion numérica de las funciones gamma
incompletas (A.4) se han planteado dos esquemas de integracion.

Para la funcién gamma superior se hace el cambio de variable ¢t = x4, + y, modificando
asi el limite de integracién inferior y obteniendo

(oo}
(2,2) = e~ / (z +y)* e vy, (4.16)
0
esta integral se resuelve mediante una cuadratura de Gauss-Laguerre.

Para la funcién gamma inferior se hace una cuadratura de Gauss-Legendre, para esto se
necesita integrar en el intervalo [-1,1], ya que en este intervalo los polinomios de Legendre
son ortogonales, por lo que se hace el cambio de variable

1

expresando asf la integral sobre un intervalo arbitario (a,b) como

/ab F)da = . /11 f (U’_“)t;a”) dt, (4.18)

teniendo asi finalmente

b b— n
/a f(z)dx = 5 a ;wlf(xz) + R, (4.19)

donde las x; y w; estardan dadas por las raices y pesos i-ésimos de los polinomios de
Legendre ortogonales, P, (x).
Aplicando a la funcién gamma inferior se tiene

(67

. 1
v(z,a) = (5) e_%o‘/l(ac—i— 1)2_16_%‘”dx, (4.20)

4.1.1. Evaluacién de las integrales bielectrénicas.

Las integrales bielectréonicas que aparecen al resolver los elementos de matriz en térmi-
nos de la base se expresan

(uv|Ao) = / / dr’dr Z(r)“b”(r)qsi(r’)%(r’), (4.21)

GES
o también
e’} l
47 N .
(o) =30 37 s [ AV (660, (06 Yim, (8,6
=0 m=—1

/ dQY 1 (0,0)Ye,m, (0,0)Yim (0, ¢)



44 CAPITULO 4. METODOLOGIA.

/ / drr2dr'r'? l+1 :Luu( )Rnulu(T/)R:LAZA(T)RTLO‘ZU(T)7 (4.22)

donde r.(rs) representan la distancia mds pequena (mds grande) entre r’ y .

Desarrollando el coeficiente de menores y mayores la parte radial se expresa

/

I= / S R () R () / R () R (1) +

/ dr'r* TR (r / drr* ' R5 (r) Ry (r). (4.23)

Al usar las funciones GTOs esféricas las integrales a resolver son

’

o0 T
’2 2
I :/ dr' /ety —1=l—(auta,)r / drrtnetlo—(extas)r , (4.24)
0 0

00 0o
I, = / dT’/’I"/n“+n”+l€7(a”+a")ﬂ2 / dr,rnx+"o*l*16*(ak+04a)”‘2' (425)
0 il

Para resolver la primer integral se propuso el cambio de variable r = 27/(¢+1), obteniendo

1

oo

2
Il _ dr/,,,/77,,l,+n,,+nk+n,,e—(a,1,+oc,,)7"
onatne+i+1

/1 dt(t + 1) T tlema(antar)r® (1), (4.26)
-1
Haciendo otro cambio de variable

w=r2[(a, + ) + i(‘” +ag)(t+1)2, (4.27)
se llega a

1
onatng+Hi+2

1
t 1)ratno+l
/ dt __ (4D . (4.28)
1 o a3+ ag) -+ PO

oo
I = / due™Uq 2 (utrtnatng—1)
0

Por tanto usando la definicién de la funcién gamma se llega a la expresién

1

h = s Tiee

I'(ng+n,+ny+n, +1)

dt .
1 [ap+ ay + fax + ag)(t + 1)2]/2nutnednatne+1)

/1 (t+1)™ +ny+l (4.29)

Donde la integral que estd dentro del intervalo [-1,1] se evaltia numéricamente usando una
cuadratura de Gauss-Legendre. Para la segunda integral se hiz6 el cambio de variable
r =1’ 4+ x, para modificar el limite inferior de integracidn,

oo

oo
12 — dr/r/n#+n,,+l€7(ozu+o¢l,)r'2 / dJU(T/ + x)nk+na7l7167(a)\+a6)(r'+93)2, (430)
0 0
Posteriormente se desarrolla el binomio de la exponencial y se hace el cambio de variable
y = (ay + a,)x?, obteniendo

1

oo
= — = d dr/r/nu+ny+lefr’2(au+ay+ou+aa)
2 2(ay + ay)1/2) /0 4
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1/2
/ )nA+n0—l—le—ye—Q[(ak‘FO‘a)y]l/zr, (4.31)

)

=1/2(,0 4 Y

Yy ( 4(0@ +ag)(1/2)

Buscando una forma del integrando que se pudiese integrar numéricamente por una cua-

dratura de Gauss-Laguerre se hace el cambio de variable u = 72 (o + ay + ay + ao),
teniendo la integral doble

1 1

I, = X
27 4ar + a0) P eppost (nutnu D)

%)
/ dydue*“ufl/ze*yy*/zu%("““’”“)><
0
-1

u1/2 y1/2 naxtnge—Il— 72[(01)\_'_&”)1/“]1/2
+ o 4.32
(exposé (ax + ao)(1/2)> ( )

donde expos = ay, + o + o + ;.
Finalmente esta integral es evaluada numéricamente usando una cuadratura de Gauss-
Laguerre generalizada para evaluar cada uno de los integrandos.

Tanto el potencial electrostatico atémico como las integrales bielectrénicas para el caso de
dtomos se implementaron sobre el cédigo MEXICA [34, 35] que corre sobre CPUs.

4.2. Evaluaciéon del potencial electrostatico molecular.

Del capitulo anterior se obtuvé la expresién de la integral de interaccién electrénica
para obtener el potencial electrostatico molecular usando funciones de base tipo gaussianas
a partir de una cuadratura de Rys

V(rs) Z |RA—I'2| ZGW/ dsJ(s%)e ", (4.33)

donde el pardmetro ¢ se relaciona con la coordenada ry de acuerdo a la ecuacién (3.206),
entonces para calcular el potencial electrostatico total y exacto de una molécula se debe
evaluar la expresién (4.33) en una malla de tres dimensiones alrededor de una molécula,
la complicacién de evaluar el potencial es la cantidad de operaciones que se deben realizar
por cada punto de la malla. Lo que hace el problema altamente paralelizable, esto debido
a que se puede evaluar cada punto de la malla sobre un hilo de una tarjeta gréfica.

Interaccidn electrdnica.

La suma en la ecuacién (4.33) contiene una suma sobre dos indices relacionados con
la base. En principio requieren de K? valores de éw» pero debido a que la matriz que
se genera es simétrica sélo se necesitan evaluar K (K + 1)/2 valores. En nuestro caso la
integral se separa en dos operaciones, una que evalia los valores sobre la diagonal y otra
que evalua los que estan fuera de ésta

e 12 v et (434
/dr1|r1_r2| ZGW/ dsJ (s + ZZGH / dsJ (s (4.34)

uov>p

El primer paso para evaluar el potencial electrostatico en la GPU, es la generacién de la
integral de interaccién electrénica, la cual se resuelve mediante una cuadratura de Rys,
por lo tanto lo primero que se debe calcular son los nodos y los pesos de los polinomios de
Rys.

La rutina dentro del c6digo GPUAM [9] que evalta la integral numéricamente se denomina
DevIntegral y requiere como datos de entrada:
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Las coordenadas del punto a evaluar en la malla, ro,

las coordenadas relativas del punto P entre las dos gaussianas,

las coordenadas de las gaussianas,

= los vectores del momento angular total de ambas gaussianas,

el coeficiente p = a(fﬁ,

todos definidos como parametros de tipo flotante.

La primer operacion que realiza la rutina DevIntegral es calcular el valor del pardmetro
¢ = p|P — r2|?, ya que los nodos y pesos de los polinomios de Rys dependen de dicho
parametro.

La siguiente operacién calcula la suma de los momentos angulares totales de cada gaussia-
na, L. Por ejemplo, para el caso especifico de la interaccion entre dos gaussianas tipo s, se
tendra L = 0. Por lo que la integral a resolver es la de una distribucion de carga esférica, la
cual se resuelve mediante la ecuacién (3.151). La funcién error se encuentra implementada
en la paqueteria math.h que tienen la mayoria de los compiladores del lenguaje C.

Cuando L # 0, se debe evaluar numéricamente la integral. La regla de la cuadratura gaus-
siana indica que para evaluar exactamente una integral a través de los nodos y los pesos
del polinomio ortogonal respecto a la funciéon de peso en un intervalo dado, se necesitan
s6lo N + 1 puntos de cuadratura. Para nuestro caso sélo se necesitan L/2 + 2 puntos de
cuadratura debido a que el polinomio de Rys es de grado ¢ en s2. Por lo que el siguiente
paso en la rutina es el cdlculo de los puntos de cuadratura.

Una vez determinada la cantidad de puntos, se prosigue con la determinacién de los nodos
y pesos de los polinomios de Rys. Para este fin se siguieron dos metodologias diferentes
para la determinacion de los coeficientes (,, que entran al Jacobiano. Para valores del
pardmetro ¢ < 100 se usa el método de Gautschi-Stieljies discretizado [36].

Se usé una cuadratura de Gauss-Legendre de 50 puntos, w(z) = 1, para resolver las inte-
grales de los coeficientes (3,

8, = Jo w(@) Q3 (x)da _ SN WL Q2 (xk)e—e@)’ .
n f;’LU(.’E) %71($)dx vawiLQ%_l(xiL)B_c(z{J)z. .

En nuestro caso se usaron los polinomios de Rys de intervalo completo, J,,(x), ya que para
estos polinomios los coeficientes v, se hacen cero debido a que el intervalo de integracion
es simétrico y la funcién es impar. Por tanto la matriz Jacobiana a diagonalizar es mucho
mas simple que para la de los polinomios de intervalo medio

0 VB
VBl 0

0 VB

0 0

o O o o

0 0
VB2 0
0 VB
J= VBs 0 (4.36)
0 0 0 0 By O

El procedimiento de Gautschi-Stieltjes presenta inestabilidad numérica cuando ¢ — oo, es
decir, cuando p|P — rs|? — 0o, por lo que cuando se tienen exponentes de la base grandes
se pierde precision debido a que el coeficiente [,, es un cociente de integrales que dependen
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del valor de una exponencial. Para evitar este problema, se puede usar el procedimiento
de Gram-Schmidt para la construccién a partir de los momentos los polinomios de Rys

1
T / dze "z, (4.37)
-1
Integrando por partes, se puede encontrar la relacién de recurrencia

n—1 1
g — —e7, 4.38
5o Hn—2 — € (4.38)

Hn =

donde el primer miembro de la recurrencia es

Lo = \/ferf(ﬁ). (4.39)

De esta manera podemos expresar cada integral como una combinacion lineal de momentos
multiplicados por diferentes coeficientes que son diferentes (3,,. Los incovenientes que tiene
este método son las divisiones entre el valor del pardmetro ¢ y la inestabilidad numérica
para valores grandes de n debido a la resta de la ecuacién (4.38).

Para solucionar estos problemas se opté por un método combinado, para valores de ¢ >
100.0 se calculan los coeficientes 3, por medio del método de Gautschi-Stieljies discre-
tizado, y para los valores restantes se calculan mediante los momentos del método de
Gram-Schmidt hasta valores de n < 4, para dichos coeficientes se introdujeron las ex-
presiones de cada valor de f3,,. Para valores de n > 4 las integrales de los coeficientes se
calculan numéricamente usando una cuadratura de Gauss-Legendre de 50 puntos.

Una vez que se calculan los coeficientes, por medio de un algoritmo QL se diagonaliza la
matriz Jacobiana y se obtienen los valores de los nodos. Para obtener los valores de los
pesos de los polinomios de Rys se usé la relacién de Christoffel-Darboux (3.39).

Finalmente se programaron las relaciones recursivas horizontales (3.220) y (3.221) para
cada par de momentos angulares de las coordenadas cartesianas, y mediante un ciclo se
evalia numéricamente la integral, usando los pesos y los nodos de los polinomios de Rys.
La rutina descrita es la encargada de evaluar la integral generada por cada par de funciones
cartesianas gaussianas y es una funcion tipo flotante que se ejecuta dentro de la tarjeta
grafica.

Posteriormente la funcién DevElectronpart evalia la ecuacién (4.34) en donde se reali-
zan todas las integrales y calcula la interaccién para cada par de gaussianas, obteniendo
asi la interaccién electrénica total del potencial electrostatico molecular. En la figura 4.1
se muestra el pseudo-cédigo de la implementacién de la funcién para evaluar la integral
coulémbica del potencial electrostatico.

Interaccidn del ntcleo.

Dentro de la tarjeta gréfica estd definida una funcién denominada DevNuclearPart
la cual evalua el potencial de interaccién de los nucleos considerados como un conjunto
discreto de cargas puntuales. La funcion tiene como datos de entrada tipo flotantes:

= las coordenadas nucleares,
= el punto de la malla a evaluar,
= ¢l nimero de ntcleos,

= la carga de cada nucleo.
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X + {Conjunto base,R4,Rp,r2}
if (L = 0)
Integral < erf()
else
N« L/2+2
if (¢ < 100)
Brn + cuadratura Gauss-Legendre
else
Brn < Gram-Schmidt
I (B}
{tw,w,} + diagonalizacién QL J
Relacion recursiva de Obara-Saika

Figura 4.1: Algoritmo implementado en GPUAM para evaluar la integral coulémbica del
potencial electrostatico.

Evaluacién de la matriz densidad.

La funcién que evalia la matriz densidad obtenida a partir de los exponentes de la
base que se leen del archivo wfx o wfn obtenidos de un célculo de estructura electréni-
ca, es denominada MatricGmunu. La funcién usa variables globales como el ntimero de
orbitales, el nimero de funciones gaussianas primitivas, sus coordenadas, sus exponentes,
sus nimeros de ocupacién y genera como salida la matriz G uv» las coordenas relativas de
las gaussianas, P y el exponente p. Esta funcion se realiza en el CPU y se llama desde el
kernel para su evaluacién.

Generacién de la malla y evaluacién del potencial electrostatico.

La funcién que evalia el potencial electrostatico total se denomina Devepot, la cual es
una funcién de tipo global, es decir una funcién llamada por el CPU pero que se ejecuta en
la tarjeta grafica. Esta funcién administra los hilos en dos dimensiones de la tarjeta gréafica
que se necesitaran para evaluar la malla del potencial electrostatico, es decir, transforma
los indices de cada punto de la malla que es de tres dimensiones, a los indices sobres los
cuales corre la GPU en un bloque de dos dimensiones, de igual manera gestiona el tamano
del paso que se debe dar en cada direccion, la figura 4.2 muestra una parte del cédigo en
CUDA-C de como se realiza esta tarea.

global_thread x = threadIdx.x + blockIdx.x * blockDim.x;
global_thread.y = threadIdx.y + blockIdx.y * blockDim.y;
sign_x = global_thread x;
sign.y = global_thread_y/pts_z;
sign.z = global_thread.y %pts_z;
sign_f = global_thread x*pts_y*pts_z + global_thread.y;
if (sign.x <pts_x & sign.y <pts.y && signz <pts_z) {

x = x0 + (float) sign_x*step;

y = yO + (float) sign_y*step;

z = z0 + (float) sign_z*step;

buffer MEP[sign f] =

MEP(x,y,z,coordinates, exponents,coefficients);

}

Figura 4.2: Funcién kernel en el cédigo GPUAM que distribuye la evaluacién del MEP en
cada hilo del GPU.

Entonces los datos de entrada que necesita son:

= un flotante con la longitud del paso en las direcciones x, y y z,
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= un puntero entero con datos para construir el cubo de puntos,
= un puntero a flotantes con los valores iniciales de los pasos en cada coordenada,

= un apunador a entero con los valores del vector de momento angular para cada
gaussiana,

= apuntadores a los centros de cada primitiva y coordenadas de los nticleos,
= apuntador a flotantes para las coordenadas de P,

= apuntador de la matriz éuw

= apuntador a lo valores de p,

= apuntador a las cargas Z4 de los ntcleos,

= un valor flotante de la coordenada inicial en x,

= entero con el namero de puntos en la direccién x,

= puntero a flotantes con los valores del potencial electrostdtico evaluado en cada
punto.

Dentro de esta funcién se llaman a las funciones Dev Electronpart y DevNuclearpart para
determinar el potencial electrostatico total en cada punto de la malla,

V(r) = Vy(r) = Ve(r). (4.40)

Finalmente la funcién que llama desde el CPU dentro del cédigo GPUAM a la tarjeta
grafica para ejecutar el potencial electrostético es la Call Kernel Epot, esta funcion gestiona
la memoria de la tarjeta grafica y del CPU y ademas llama al kernel para la evaluacién
del campo de forma paralela.
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Capitulo 5

Resultados.

5.1. Evaluacién del potencial electrostatico en atomos.

La implementacién para la evaluacion del potencial electrostatico en dtomos o sistemas
con simetria esférica se realiz6 sobre el c6digo MEXICA, el cudl es un codigo especializado
para estudiar dtomos confinados bajo distintas condiciones y tiene implementada sus so-
luciones usando funciones tipo Slater. Es importante destacar que el cédigo se encuentra
implementado en el lenguaje C de programacion.

Es bien sabido que para sistemas con simetria esférica el comportamiento adecuado es
correctamente descrito por las funciones STOs, por lo que es un buen punto de partida
el buscar conocer cuantas funciones Gaussianas se necesitan para reproducir el mismo
comportamiento.

Tabla 5.1: Valores de la integral coulémbica del potencial electrostatico para a&tomos usando
nuestra implementacién y comparando con Mathematica.

Ny | M | oy oy l r Mathematica MEXICA
0 1 05| 05 |01 025 1.21679456 1.21679456
2 1 4.2 1.5 1 0.5 1.20369264 1.20369228
3 0 15 0.5 | 2] 0.7 0.20133217 0.20133217
2 3 8 | 150 | 3 | 1.0 0.00157129 0.00157132
4 4 | 250 | 0.05 | 4 | 1.25 | 1.43713097(-11) | 1.39486904(-11)

La integral coulémbica para el potencial electrostatico usando funciones de base Gaus-
sianas esféricas (2.26) se resolvid siguiendo el procedimiento mostrado en la metodologia,
los resultados obtenidos se compararon con los que obtiene el programa Mathematica uti-
lizando los mismos datos de entrada, en donde las «, representan a los coeficientes de
la base, las ny los momentos angulares, [ el nimero cudntico azimutal y r el punto del
espacio donde se evalia el potencial electrostatico. Los valores obtenidos se muestran en
la tabla 5.1. En la tabla se puede apreciar que la precisién obtenida con la metodologia
implementada es de hasta 7 y 8 cifras significativas comparando los resultados con los de
Mathematica.
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Figura 5.1: Potencial electrostatico electrénico para el dtomo de hidrégeno usando 3 fun-
ciones de base Gaussianas (E=-0.49698 a.u.). La imagen de la derecha muestra la curva
cercana al origen a una mayor escala.
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Figura 5.2: Potencial electrostatico electrénica para el dtomo de hidrégeno usando 5 y 7
funciones de base Gaussianas (E=-0.49981 u.a. y -0.49998 a.u.)
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Figura 5.3: Potencial electrostatico electréonico para el dtomo de hidrégeno usando 9 fun-
ciones de base Gaussianas (E=-0.50000 a.u.). La imagen de la derecha muestra la curva
cercana al origen a una mayor escala.

Para calcular el potencial electrostatico electrénico del atomo de hidrégeno se usaron
los valores de la base propuesta por Huzinaga et. al [37]. En las figuras 5.1-5.3 se muestran
los resultados para el potencial electrostatico para el dtomo de hidrégeno usando diferente
cantidad de funciones Gaussianas y se comparan con su solucién exacta.

En la figura 5.1 se muestra la curva de la contribucién electrénica del potencial elec-
trostatico, del lado derecho se hace una acercamiento en la regién cercana al origen. En
dicho esquema se puede ver la diferencia en el comportamiento de la curva del potencial
electrostatico usando sélo tres funciones de base contra la solucién exacta.

En lineas punteadas se muestra el potencial calculado usando las funciones Gaussianas
y se puede notar que tanto en energia como para la descripcion del potencial se necesitan
como minimo 9 funciones de base GTO para obtener el mismo resultado.

Para poder conocer el potencial electrostatico para atomos multielectréonicos es ne-
cesario conocer las integrales bielectréonicas, para resolver estas ultimas se propusé una
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n, | n, n; n, | a, | o o o, 1 I, Mathematica Error
1 1 1 1 0.51(025]035] 075 ] 1 0.05452696375 0.05452696375 0%
1 2 1 2 10 |25 ] 25 0.3 0 2.0469816x10°" 2.0469816x10° 0%
1 3 2 3 | 125|254 | 547 [ 1050 | 2 7.2228x10°" 7.2228x10°" 0%
1 2 1 2 [1.2510.85|10.58 | 75.25| 3 | 0.7941938567x10" |0.794193867x10% | 0%
7 4 6 5 [0.58|45.2] 165 | 128 6 2.79x10° 2.79x10% 0%

Figura 5.4: Valores obtenidos al resolver la

Gauss-Legendre de 10 puntos.

integral (4.29) a partir de una cuadratura

de

n | me | omo | ne | oo | oo o Ol 1 5 Mathematica Error
1 1 1 1 [05(05| 05|05 (0 0.0783218017 0.07833213358 | 0.01%
1 2 1 2 [15)25]| 25 0.3 1 0.0000180337 0.0000178792 0.86%
2 3 3 1 [155(| 25 |1254|2586( 2 2.30509x10™" 2.21849x10™" 3.90%
3 3 4 5 |1.25]0.85|10.58|75.25| 3 6.48965x10 5.40457x10" 20.07%
7 4 6 5 |058|452| 165 | 128 | 6 1.51x10* 1.29x10" 17.05%
n | n | mo| ne | oa | a a ay I I Mathematica Error
1 1 1 1 050505 | 05 |0 0.07749499059 0.07833213358 1.07%
1 2 1 2 15|25 25 0.3 1 0.0000179902 0.0000178792 0.62%
2 3 3 1 |15.5| 25 |125.4|258.6| 2 2.2488x10™" 2.21849x10" 1.37%
3 3 4 5 |1.25/0.85(10.58| 75.25 | 3 5.4809x10" 5.40457x10" 1.41%
7 4 6 5 (058452165 | 128 | 6 1.28x10 1.29x10% 0.78%
n, | m | m|ne | | a | Uy | L Mathematica Error
1 1 1 1 {0505 05| 05 |0 0.0779214863 0.07833213358 0.52%
1 2 1 2 |15)25| 25 0.3 1 0.0000179361 0.0000178792 1.79%
2 3 3 1 |15.5| 25 |125.4|258.6| 2 2.233307x10™" 2.21849x10™" .67%
3 3 4 5 11.25/0.85|10.58| 75.25| 3 5.44167x10™" 5.40457x10™" .68%
7 4 6 5 1058 /452|165 | 128 | 6 1.28x10%° 1.29x10% 77%

Figura 5.5: Valores obtenidos de resolver la integral (4.32) a partir de una cuadratura de
Gauss-Laguerre generalizada de 10, 20 y 100 puntos.

solucién numérica. Para la integral (4.29) se realizé una cuadratura de Gauss-Legendre de
10 puntos y los resultados se compararon con los que obtiene la paqueteria Mathematica.
Para dicha integral se obtiene el mismo valor que Mathematica obtiene, los resultados se
muestran en la figura 5.4.

Para la integral (4.32) se utilizé una cuadratura Gauss-Laguerre generalizada (o =
-0.5) de 10, 20 y 100 nodos para probar la convergencia de la metodologia. Los resultados
se muestran en la figura 5.5.

La cuadratura de 100 puntos alcanza una mejor convergencia cuando los valores de
la integral son mucho mas pequenos lo cual era de esperarse, pero aun se tienen errores
relativamente grandes para la precision que requieren este tipo de calculos.
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5.2. Evaluacién del potencial electrostatico molecular.

En la evaluacién del potencial electrostatico mediante una cuadratura de Rys el paso
determinante es la obtencién de los nodos y pesos de los polinomios de Rys para que la
evaluacién de las integrales sea lo mas exacta posible. Existen dos pasos claves para la
evaluacién de las integrales, uno es la evaluacién de las integrales de las cuales dependen
los coeficientes 3,, y el otro es la diagonalizacién del Jacobiano.

En su libro Spectral methods in Chemistry and Physics B. D Shizgal[32] reporta los valores
de los coeficientes ,, para ¢ = 1 usando el método de Gram-Schmidt, comparando con
nuestra implementacion se obtienen en general, con n = 10, hasta 8 cifras significativas
iguales, lo cual se aprecia en la tabla 5.2.

Tabla 5.2: Coeficientes (3, para X = 1.

Bn
n | Shizgal[32] | Este trabajo
1 | 0.25370410 0.25370410
2 | 0.27549607 | 0.27549607
3 | 0.26188316 0.26188316
4 | 0.25562478 | 0.25562478
5 | 0.25322959 0.25322959
6 | 0.25211686 | 0.25211686
7 | 0.25150165 0.25150165
8 | 0.25112247 | 0.25112247
9 | 0.25087141 0.25087141
10 | 0.25069634 | 0.25069634

Tabla 5.3: Valores de los pesos y nodos de los polinomios de Rys de intervalo completo

con n =16 y para c = 4.

€T, Ww;
n | Shizgal[32] | Este trabajo | Shizgal [32] | Este trabajo
1 | 0.08481038 | 0.08481038 | 0.16458402 | 0.16458402
2 | 0.25301236 | 0.25301236 | 0.12889649 | 0.12889649
3| 041672769 | 0.41672769 | 0.08002818 | 0.08002818
4 1 0.57217484 | 0.57217484 0.04042962 0.04042962
5 | 0.71433528 | 0.71433528 | 0.01733114 | 0.01733114
6 | 0.83648901 | 0.83648901 0.00666315 0.00666315
7 1 0.93018055 | 0.93018055 | 0.00239819 | 0.00239819
8 | 0.98635055 | 0.98635055 0.00070991 0.00070991

Para la evaluacion del potencial electrostatico en el caso méas extremo de que se tuvieran
funciones de base tipo 7 el nimero de puntos de cuadratura seria de 8, por lo que para la
obtencién de los coeficientes el método de Gram-Schmidt ain es estable numéricamente.

A partir de estos coeficientes se construye el Jacobiano, J, a partir del cual se obtienen
los nodos y pesos de los polinomios de Rys. Shizgal reporta los pesos y nodos de los poli-
nomios de Rys de intervalo completo [38], n = 16, con 10 cifras de exactitud para ¢ = 4,
en comparacién con sus valores se obtuvieron de igual forma hasta 8 cifras significativas
idénticas lo cual se ve en la tabla 5.3.

En la bibliografia sobre los polinomios de Rys se encuentra reportado el comportamiento
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de los coeficientes, de los pesos y nodos para los polinomios de Rys pero sélo cuando el
pardmetro ¢ tiene valores menores a 20[32]. Durante la implementacién nos dimos cuenta
que usando el método de Gautschi-Stieltjes discretizado cuando ¢ — oo empieza a tener
inestabilidad numérica en la evaluacién de las integrales.

En la tabla 5.4 se muestran los resultados de la evaluacién de la integral f_ll e~ a8dx
usando 10 puntos de cuadratura de los polinomios de Rys de intervalo completo obte-
nidos a partir de los métodos de Gautschi-Stieltjes y Gram-Schmidt y se comparan con
los resultados usando la paqueteria Mathematica, la cual resuelve la integral de manera
analitica

/1 ; 105 + 2¢(35 + 2¢(7 + 2¢)) _,
xr ar = — (&
1 804

105/7

+ Werf(\/é). (5.1)

Tabla 5.4: Resultados de la evaluacién de la integral fil e~ 28dz usando 10 puntos de
cuadratura de los polinomios de Rys de intervalo completo.

c Mathematica Gautschi-Stieltjes | Gram-Schmidt
1071 0.20478789 0.20478789 0.21058298
101 3.61238873(-4) 3.61238875(-4) 3.61238846(-4)
102 1.16317284(-8) 1.16317284(-8) 1.16317284(-8)
103 | 3.67827549(-13) | 3.64139371(-13) | 3.67827362(-13)
10% | 1.16317284(-17) | 1.93455375(-17) | 1.16317295(-17)

Se puede ver de la tabla que a partir de un valor de ¢ = 1000 la integral evaluada
por el método de Gautschi-Stieltjes pierde precisién en comparacién con el método Gram-
Schmidt, caso contrario ocurre para valores pequenios de c. Por lo que el aplicar un sélo
método no es adecuado para la evaluacion de este tipo de integrales. En la gréafica 5.6
se muestra la variacién del coeficiente (3,, para diferentes valores del parametro ¢ y nos
muestra como 3, — 1/4 hasta valores de ¢ = 20 para posteriormente decaer a cero [38].

Finalmente corroborada la eficiencia de los pasos complicados durante la evaluacién
de las integrales coulémbicas se evaluaron 10 sistemas moleculares usando diferentes fun-
ciones de base y niveles de teorfa para obtener los archivos wfz. 1) Alanina (HF/138).
2) Fenol (HF/178). 3) Oxadiazol-2-amina (B3LYP/180). 4) Flurbenceno (B3LYP/297).
5) m-Nitrobenceno (HF/300). 6) Acido galico (B3LYP/360). 7) Arginina (HF/432). 8)
Benciliden-5- (3,4,5-tri-hidroxifenil) -1,3,4-Oxadiazol-2-amina N-sustituida (B3LYP/660).
9) Levotiroxina (HF/681). 10) Biplano (HF/994). Dentro del parentésis se reporta el
numero de funciones de base junto con el nivel de teoria ocupado para la optimizacién de
cada molécula. Las moléculas fueron optimizadas usando la paqueteria Gaussian 09 y su
minimo fue confirmado mediante un célculo de frecuencias.

Los resultados se compararon con los obtenidos por el c6digo MultiWFN([39], que es un
programa comunmente usado para hacer el estudio del potencial electrostédtico. Las figuras
obtenidas del mapa de potencial electrostatico se visualizaron usando el cédigo VMD, a
partir del archivo .cube obtenid por el cédigo GPUAM 5.7y 5.8 .

Los tiempos obtenidos por las diferentes implementaciones se muestran en la Tabla 5.5,
notandose facilmente la diferencia de tiempos en la evaluacién sobre la misma cantidad
de puntos de los sistemas evaluados. Es claro que la arquitectura de las tarjetas graficas
permite una evaluacién de campos escalares mucho mas eficiente que en CPUs.

El algoritmo que usa multiWFN para calcular el MEP se basa en aproximar la funcién
de Boys (3.147) dependiendo del valor del pardmetro ¢ [40]. Para los casos en que ¢ < 10
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Figura 5.6: Evaluacién de los coeficientes §,, (n — 9) desde valores de ¢ = 0 hasta ¢ = 100.

Tabla 5.5: Comparacién de los tiempos en segundos obtenidos para la evaluacién del MEP
en 10 sistemas diferentes con GPUAM vs MultiWFN.

Tiempo (s)
Sistema | Centros | Primitivas | Puntos | GPUAM? | Multiwfnf
1 12 138 134,420 3.0 17.0
2 13 178 131,950 4.0 30.0
3 9 180 130,560 5.0 34.0
4 12 297 135,936 13.0 86.0
5 15 300 134,402 12.0 101.0
6 18 360 133,912 15.0 150.0
7 36 432 134,200 19.0 220.0
8 33 660 133,056 26.0 585.0
9 35 681 131,838 37.0 810.0
10 56 994 133,056 44.0 1449.0

** Benciliden-5- (3,4,5-tri-hidroxifenil) -1,3,4-Oxadiazol-2-amina N-sustituida
 Calculados con Intel(R) Core(TM) i7-4770 (8) CPU @ 3.40 GHz.
¥ Calculados con GPU Nvidia GeForce GTX 1050Ti con 12288 threads @ 1.62 GHz.

expanden a la funcién de Boys en una serie infinita

1o Pnts)
Fn(c) - 56 ; mc 5 (52)

el problema de esta implementacion es que la serie se debe truncar, el cédigo multiWFN lo
hace hasta que el término cae por debajo de 1078, lo cual hace que se demore demasiado
esta suma porque se debe resolver mediante algiin esquema numérico la funcién gamma
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(e) Biplano.

Figura 5.7: Potencial electrostatico molecular, en azul las regiones positivas y en rojo las
regiones negativas.

con argumento fraccionario.
Para los casos en que ¢ > 10 se usa la expansién en serie

F'(n+d) 1 __ & T'(n+d)

Fn(C)Z ( 2) __e—cz ( . 2)3 17 (5.3)
2712 27~ T (n+i+3)

=0 2

de hecho esta serie diverge lo cual es causa de errores numéricos. Estas dos aproximaciones

se usan para generar la funcién de Boys con el mayor momento angular, para obtener las
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2L

(a) Levétiroxina. (b) Acido galico.

(c¢) Arginina. (d) Fenol.

(e) Sistema fusionado

Figura 5.8: Potencial electrostatico molecular mapeado sobre una isosuperficie de la den-
sidad electrénica (p =0.02 a.u.), las regiones en color azul muestran las regiones positivas
y las rojas las negativas.

de menor momento angular usa una relaciéon recursiva vertical

e~ ¢+ 2cF,(c)

Fooa() = — 7

(5.4)

la cual depende del valor de e™°. Es importante notar que multiWFN sélo evalia las
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integrales con un valor de ¢ > 40.
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Figura 5.9: Se muestran los valores del menos logaritmo de la desviacién cuadratica media
(RMSD) entre los datos del MEP obtenido por el cédigo multiWFN como referencia vs
GPUAM.

Tabla 5.6: Tiempo de evaluacion del MEP de una a-ciclodextrina con una anillo aromético
dentro, usando tres diferentes tarjetas graficas, determinado por el c6digo GPUAM.

Tiempo (s)
GTX 1050Ti ¥ | Tesla K20m ** | Titan V T
MEP | p(r) | MEP p(r) MEP | p(r)
5498 329 5443 240 829 14

* GPU Nvidia GeForce GTX 1050Ti con 12,288 hilos @ 1.62 GHz.
** GPU Nvidia Tesla K20m con 2,496 cuda cores @ .71 GHz.

f GPU Nvidia TITAN V con 163,840 hilos @ 1.45 GHz.

La medida mas comtn para medir la desviacién entre dos conjuntos de datos es usando
la raiz de la desviacién cuadrédtica media (RMSD) o error cuadratico medio (RMSE) y estd
definido por

2, (5.5)

_ 1< ,
RMSD (vPeP® v™f) = EZ |opraeba — gref
i=1
donde v y vPreP? representan los valores del MEP obtenidos por multiwWFN y GPUAM
respectivamente en cada punto de la malla y n el ntimero total de puntos evaluados.

Los resultados de la comparacién de los valores del menos logaritmo del RMSD entre el
MEP obtenido por el cédigo GPUAM y por multiWFN se muestran en la figura 5.9, se
obtuvieron valores entre 2.5 y 3.5 lo cual significa que existe una muy buena correlacién
entre los mapas del potencial electrostatico obtenidos por el c6digo GPUAM y por mul-
tiIWFEN.
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Finalmente para mostrar la eficiencia del cédigo sobre sistemas de mayor tamafo se eva-
lué un sistema molecular de 2680 funciones de base, 146 nicleos atémicos y 301 orbitales
sobre una malla con 3,873,096 puntos, se muestran los tiempos obtenidos de la evaluacion
del sistema mencionado, en tres diferentes tarjetas graficas, en la tabla 5.6. El potencial
electrostatico mapeado sobre una isosuperficie de la densidad electrénica (p=0.02 a.u.) de
la a-ciclodextrina con un anillo aromatico dentro se muestra en la figura 5.10.

Figura 5.10: MEP de una a-ciclodextrina mapeada sobre una isosuperficie de la densidad
electrénica (p =0.02 a.u.). Las regiones en color azul muestran las regiones positivas y las
rojas las negativas.
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Capitulo 6

Conclusiones.

= El objetivo principal del proyecto se cumplié. Se implementé un algoritmo que tra-
baja sobre tarjetas graficas para evaluar el potencial electrostatico molecular usando
funciones de base tipo Gaussianas cartesianas.

= Se implement6 un esquema numeérico a partir de los polinomios de Rys para resolver
la integral coulémbica. Los resultados muestran buena correlacién con los valores
obtenidos por la paqueteria més usada para este tipo de estudios.

= Los tiempos obtenidos con el algoritmo desarrollado en esta tesis son cortos lo cual
permitira que el mapa del potencial electrostatico pueda ser obtenido facilmente atin
para sistemas de gran tamano.

s La integral de interaccién coulémbica usando integrales Gaussianas esféricas se re-
solvié y se logra reproducir el mismo comportamiento para la solucién exacta del
atomo de hidrégeno.

= Kste trabajo abre las puertas para el desarrollo de otras aplicaciones y para la im-
plementacion de cédlculos de estructura electrénica sobre tarjetas graficas.
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Apéndice A

Funciones Especiales

A.1. Funcién gamma.

La funcién gamma I'(z) se define como

I'(z) = /OO t*tetdt, (A1)

cuando x > 0 no es necesariamente un entero. La funcién gamma es la generalizacion del
factorial cumpliendo la relacién
L(z) = (z— 1)\ (A.2)

.
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura A.1: Funcién gamma para valores de 0 a 1.

La funcién gamma cumple una propiedad de recursién que se obtiene al integrar por
partes su definicién

MNz+1) = —/ t"tde™t = x/ t"te~tdt = 2T (z), (A.3)
0 0

lo cual da inmediatamente la propiedad fundamental, I'(x + 1) = zT'(x), del factorial. De
I'(n+1) =nl

Otra de las propiedades importantes que cumple la funcién gamma es que debido a la
separacion del intervalo de integracion, se definen las funciones gammas incompletas

I(z) =v(z,2) + T'(z,2) = / t*te~tat +/ t*tetdt, (A.4)
0 z

siendo entonces la funcién gamma inferior, vy(z, z), en la que el intervalo de integracién es
[0, 2], ¥ la funcién gamma superior, I'(z, z), donde el intervalo de integracién es [z, oo].
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Se pueden normalizar las funciones gammas incompletas obteniendo

Wez) L [T
_ F(.T,Z) _ 1 > r—1_—t

y se satisface la relacién P(x,z) + Q(z, z) = 1.

1.0

0.8+

0.6 -

0.4

0.2

L T ' " " L " " " " L

5 10 15

Figura A.2: Funciones gamma incompletas normalizadas para n = 2 en funcién de z.

La funcién gamma incompleta superior se puede resolver analiticamente para valores
enteros del argumento, expandiendo en una serie de Taylor a la funcién exponencial e
intengrando por partes sucesivamente se obtiene la relacion

INx+1,2) =2zl Z z

m=0

(A7)

m!’

de esta manera si x y z son valores enteros se puede ocupar la relaciéon anterior para resolver
la integral, de otro modo se obtiene como argumento de la funcién gamma incompleta
un valor racional y se debe de realizar la integraciéon numérica de la funcién gamma
incompleta. De esta manera para la funcién gamma incompleta inferior se obtiene entonces

Y(x—1,2) = 2! [1 —e 7 z_: ::;] . (A.8)

m=0

Se puede obtener otra relacién para la funcién gamma inferior que es util en el desarrollo

de algoritmos
[ee]
B (_1)m Zr+m
)= Y (A.9)

m=0

Est4 dltima relacién se obtiene al hacer el cambio de variable t = z(1—u) y posteriormente
se realizan una serie de expansiones en serie de la funcién exponencial, e™*. Esta serie es
convergente excepto para los casos en los que x sea entero no negativo.

A.2. Funcidn error.

Otra funcién importante que aparece en los desarrollos matemaéticos de los fisicos y
quimicos es la funcién error

erf(z) = % /Ow e dt. (A.10)
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La cual se encuentra relacionada con la funcién gamma incompleta inferior, 'y(%, r?) =
erf(z). De igual forma a la funcién gamma se define una funcién error complementaria que
se relacionan por medio de

erfe(z) = % /00 e dt. (A.11)

Ambas funciones se encuentran relacionadas mediante

1 = erf(z) + erfe(x). (A.12)
101
0.8
0.6
041
0.2r
2 FE s 10

Figura A.3: Funcion error y funcién error complementaria.
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