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Resumen

La ecuacion compleja de Ginzburg-Landau (CGLE) es esencial para describir la dindmica de
sistemas oscilatorios y patrones espaciales cerca del umbral de aparicion de oscilaciones. Este
trabajo desarrolla un andlisis matemdtico detallado de la CGLE, deduciendo heuristicamente
sus coeficientes para sistemas de reaccion-difusion a través del método de multiescala.
Este método, fundamental en el tratamiento de sistemas no lineales, permite separar las
contribuciones en distintas escalas espaciales y temporales, garantizando una descripcion
precisa de las dindmicas emergentes.

El estudio inicia con una revision de modelos cldsicos en medios excitables y oscilatorios
—como FitzHugh-Nagumo, BVAM vy Stuart-Landau— que permiten explorar el compor-
tamiento espiral en distintos contextos bioldgicos y fisicos. Se analiza la trayectoria de la
punta espiral, retomando clasificaciones previas (Winfree y Barkley) que describen una rica
variedad de soluciones como ondas rotatorias, moduladas, serpenteantes y florales, a través
de bifurcaciones tipo Hopf.

El andlisis matemdtico se centra en la diferenciacion y caracterizacion de las inestabilidades
convectiva y absoluta en ondas espirales. Estas se abordan mediante herramientas teoricas
avanzadas, evaluando su impacto en la formacion y persistencia de patrones bidimensionales.
Se demuestra que la estabilidad convectiva y absoluta diverge significativamente de los
resultados obtenidos en configuraciones unidimensionales o en ondas planas, proporcionando
una nueva perspectiva sobre la estabilidad de las ondas espirales en sistemas bidimensionales.
Ademds, se identifican las condiciones matemdticas bajo las cuales estas inestabilidades se
manifiestan y como estas dependen de los parametros del sistema, validando estas conclusiones
mediante simulaciones numéricas.

A través de simulaciones en dominios circulares, implementadas en COMSOL Multiphysics
usando el método de elementos finitos, se evita el efecto de bordes irrequlares y se utiliza una
espiral de Arquimedes como condicion inicial. Este tipo de espiral, en un medio homogéneo
e infinito con dindmica estacionaria estable, genera frentes de onda que, a gran distancia
del nicleo, se comportan localmente como ondas planas, lo que permite aprorimaciones
analiticas y comparaciones con soluciones conocidas. Esto facilita un andlisis detallado de la
dindmica espiral y de la influencia del tamano del dominio en la estabilidad y evolucion de
las soluciones. Se construyen mapas en el espacio de pardmetros que revelan la aparicion de
espirales y antiespirales, asi como regiones de persistencia y transiciones entre distintas fases
aportando nueva evidencia sobre la dependencia topolégica y dindmica del sistema.

Este estudio no solo proporciona un marco teorico robusto para el andlisis de las inestabilidades
convectiva y absoluta en ondas espirales, sino que también destaca la tmportancia de técnicas
matemdticas avanzadas, como el método de multiescala, las simulaciones en dominios curvos y
los modelos con simetria euclidiana, para comprender la interaccion entre condiciones iniciales,
estabilidad y geometria del dominio. Los resultados obtenidos sientan las bases para futuras
investigaciones que busquen predecir y analizar patrones complejos en sistemas de reaccion-
difusion en diversas aplicaciones fisicas.
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Introduccion

La ecuacién de Ginzburg-Landau compleja (CGLE) es una ecuacién no lineal que describe
comportamientos universales que se pueden aplicar a la explicaciéon de diferentes tipos de
sistemas tales como ondas no lineales, vortices, transiciones de fase de segundo orden, super-
conductividad, superfluidez y condensacién de Bose-Einstein, entre otros, [1]. Esta versatilidad
se debe a su variado espectro de comportamiento dindmico cuando se modifican sus parame-
tros, reflejando la interaccién entre la disipacién, la dispersién y la no linealidad, [2]. La CGLE
esta dada por

0A

ot
En esta ecuaciéon A(r,t) es una funcién compleja, a y 3 son parametros y V? es el operador
laplaciano, para nuestro caso, en el espacio bidimensional. La CGLE se puede ver como una
ecuacion del tipo universal o genérica para los diferentes tipos de fenémenos oscilatorios del
sistema espacialmente extendido, en la vecindad de la bifurcacion de Hopf o para describir el
inicio de la formacién de patrones en medios activos [50].

A— (1 +ia)|APA+ (1 +iB)V2A. (1)

Dentro de este espectro de soluciones, las ondas espirales son una forma especifica de
autoorganizacion con una estabilidad notable. Estos patrones se han estudiado en una
amplia variedad de procesos fisicos, quimicos y bioldgicos, tanto en medios excitables como
oscilatorios, [07], desde el trabajo pionero sobre la reaccién quimica de Belousov-Zhabotinsky,
[102] y el articulo precursor sobre las espirales de Winfree, [93], entre otros. Entre las
aplicaciones de las ondas espirales se encuentra una de gran importancia practica que son las
espirales que pueden ocurrir en el musculo cardiaco y que es la base de arritmias peligrosas,
incluida la fibrilacién, [74].

Para dar lugar a vortices o espirales, ya sea en sistemas excitables u oscilatorios extendidos
en dos dimensiones, es necesario inducir defectos puntuales [12]. Si se escribe la amplitud
en la forma A = Re, donde R es el médulo y 6 la fase, un defecto puntual es un cero de
A, donde también hay una singularidad de la fase. La carga topoldgica del defecto viene
dada por m = (1/2m) fc VO dl, donde C es cualquier trayectoria cerrada que rodea el defecto,
[7]. Las soluciones como vértices o espirales correspondientes a los casos o = y a # 0,
respectivamente, son topologicamente estables. En el primer caso, las lineas de fase constante
son rayos que emanan del origen. En el segundo caso, las lineas de fase constante emanan
como espirales de Arquimedes, excepto cerca del centro [2].

La comprension actual de la dindmica, la estabilidad y la ley del movimiento para la solucién
en espiral de CGLE es insuficiente debido a la complicacién del problema, incluso para un solo
defecto. Por ejemplo, actualmente se han estudiado diferentes leyes de movimiento para la
interaccién de dos espirales en [1] bajo varios enfoques, principalmente cuando la separacién
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entre espirales es mayor que el radio del ntcleo exterior. Las espirales y antiespirales que
son fuentes de ondas rotatorias que se distinguen solo por el signo de la velocidad de fase
de las ondas emitidas se estudian en [73] para “espirales” unidimensionales. La deriva o
desplazamiento espontaneo de la onda espiral en medios excitables y oscilatorios se atribuye a
la interaccién del defecto con el limite del medio y se estudia numéricamente en [56]. También
se ha establecido que el nimero de onda asintético ¢ = lim,_,,, 99/0r de una sola espiral
estd determinado dnicamente por el llamado pardmetro de torsion 7 = (a — £)/(1 + af),
[15]. Muchos aspectos del diagrama de fase de la CGLE bidimensional, incluidos los estados
congelados, la fase y la turbulencia de defectos, se clasificaron por primera vez en el diagrama
clasico de [7, 24]. Para esta clasificacién, los resultados para ondas unidimensionales basados
en [90] se utilizan nuevamente para mostrar que la inestabilidad espiral de Eckhaus es de
naturaleza convectiva y no conduce necesariamente a una inestabilidad absoluta. En las
referencias [¥, |, se sugieren estrategias de control de turbulencia sin una fuerza de gra-
diente, mediante el desarrollo de ondas espirales con y sin inyecciéon de retroalimentacion local.

Dada la gran importancia de CGLE en el modelado de medios oscilatorios y (con algunos
ajustes, [09], en medios excitables), en este trabajo se realiza un estudio detallado sobre
soluciones espirales en un dominio bidimensional finito de forma circular, inicializado con un
unico defecto. Hay pocos resultados sobre la seleccién del ntimero de onda y la prediccion
de la estabilidad en este dominio. Por ejemplo, en [66], se investigaron las soluciones de la
CGLE en un dominio circular, encontrando patrones target y espirales y se dieron cuenta
que el origen de este tipo de espirales radica exactamente en el mismo dominio circular. En
un trabajo reciente, [29], se demuestra tedricamente la existencia de estas ondas espirales en
CGLE y se percataron que éstas pueden girar lentamente y torcerse ligeramente debido a las
perturbaciones. Sin embargo, no se sabe mucho mas sobre la formacién de las espirales de
la CGLE en dominios circulares. Por lo tanto, en esta tesis, se hace uso de las simulaciones
numéricas para encontrar las ondas espirales en un dominio circular, para diferentes valores
de (a, 8) de CGLE cuando el radio R es varias veces la longitud de onda caracteristica de
la espiral proporcional a ¢~!. Esto permitird estudiar la estabilidad de las soluciones en
espiral considerando que, lejos del nucleo, estas pueden interpretarse como fuentes locales
de ondas planas viajeras. Desde esta perspectiva, es posible explorar propiedades como la
seleccion del nimero de onda y la estabilidad en distintas regiones del espacio de pardametros,
comparandolas con los resultados conocidos del caso unidimensional. Si bien esta analogia
no implica una equivalencia total —especialmente en lo que respecta a la persistencia o la
evolucion global del patrén—, si ofrece una base 1til para trazar un espacio de fase numérico
en el que se identifiquen comportamientos estables y transiciones dindmicas en espirales
bidimensionales.

La organizacién de este trabajo es la siguiente, en el primer capitulo se discuten las ondas en
espiral, se exhiben algunos modelos que describen las trayectorias de la punta de las ondas
en espirales y se construye la ecuacién cibica compleja de Ginzburg-Landau, partiendo desde
la teoria fisica y utilizando el método de multiples escalas. En el segundo capitulo se revisan
los resultados analiticos y numéricos conocidos para ondas espirales unidimensionales y los
que se extienden a ondas de dos dimensiones, lo que incluye la teoria de la estabilidad, la
dindamica de espirales y antiespirales, la persistencia, la espiral de un brazo y las regiones del
espacio de parametros. En el tercer capitulo se presentan los resultados obtenidos mediante
simulaciones numéricas de la ecuacién de Ginzburg-Landau compleja (CGLE), considerando

10



distintas configuraciones paramétricas. Las simulaciones se realizaron en un dominio circular
utilizando el software COMSOL, que implementa el método de elementos finitos, a partir de
una condicion inicial tipo espiral. Se analizan las propiedades de las espirales aisladas y se
discute en qué medida las predicciones formuladas para sistemas unidimensionales resultan
validas en contextos bidimensionales. Finalmente, se examinan las implicaciones del modelo
CGLE y se concluye resaltando la necesidad de desarrollar teoria analitica que fundamente
los fenémenos observados numéricamente.
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Capitulo 1

Ondas espirales en modelos de
reaccion-difusion

En este capitulo se estudiardn las soluciones de onda tipo espiral en sistemas de reaccion-
difusion. Se presentardn los fundamentos de estos sistemas, describiendo como la difusion y
las reacciones locales interactuan para formar patrones en medios continuos seqgun las leyes
de Fick. Se distinguirdn dos tipos de sistemas principales en la formacion de patrones osci-
latorios: los sistemas excitables, como los modelos como FitzHugh-Nagumo (FHN) y BVAM,
que describen medios donde perturbaciones por encima de un umbral desencadenan dindmicas
complejas de excitacion y recuperacion, caracteristicas de fenomenos bioldgicos como la pro-
pagacion de impulsos eléctricos en neuronas o células cardiacas. 'Y los sistemas oscilatorios,
caracterizados por oscilaciones emergentes cerca de una bifurcacion de Hopf, modeladas con
la ecuacion de Stuart-Landau, clave para describir osciladores no lineales.

La extension espacial de la ecuacion de Stuart-Landau, conocida como la ecuacion compleja
de Ginzburg-Landau, permitira modelar ondas espirales y patrones espaciales. Su derivacion
mediante el método de maultiples escalas serd fundamental para entender la formacion y es-
tabilidad de patrones espirales en medios bidimensionales. Fste desarrollo tedrico, desde los
sistemas basicos hasta la ecuacion compleja de Ginzburg-Landau, proporcionard las herra-
mientas necesarias para analizar patrones espaciales en sistemas complejos y sustentard los
objetivos de la tesis.

1.1. Ondas Espirales

Los patrones espirales han sido objeto de estudio desde hace mucho tiempo. La razon de
ello es que los podemos encontrar en multiples organismos vivos y fenémenos naturales:
concha de nautilus, cuerno de carnero, girasol, pina, coclea en el oido humano, nebulosas
espirales, huracanes, tornados, por mencionar sélo algunos. Las espirales han sido usadas
en la arquitectura, en el diseno y en la artesania por su belleza y estética y han sido parte
fundamental de la solucion de muchos problemas cientificos, por lo cual podemos decir que
las espirales pueden conectar diversas ramas del conocimiento y del arte [78]. Véase la Figura
1.1.

En matematicas, las espirales se definen como curvas planas que normalmente giran alrededor

de un punto (o alrededor de varios puntos), acercdndose o alejandose de él (ellos). De acuerdo
a la estructura de su ecuacion, las espirales se pueden clasificar en dos grandes tipos: espirales
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A) B)

Figura 1.1: Las espirales en la naturaleza y en la arquitectura. Tomadas de [32] y [78].

algebraicas y pseudoespirales. Las espirales algebraicas son aquellas en las que sus ecuaciones
en coordenadas polares son algebraicas con respecto a las variables r y 6. Ejemplos de éstas
son las espirales: hiperbdlica, de Arquimedes, de Galileo, de Fermat, parabdlica y de Lituus.
Las pseudoespirales son espirales cuyas ecuaciones se pueden escribir siempre en la forma
r = as™, donde r es el radio de curvatura y s es la longitud del arco. Cuando m = 1, se llama
espiral logaritmica, cuando m = —1, espiral de Cornu, y cuando m = 1/2 es la evolvente de
un circulo [79]. En el Cuadro 1.1 se pueden ver las espirales mencionadas, su ecuacién y su
grafica en la Figura 1.2.

La espiral en la que se centra este trabajo es la arquimediana, por lo cual es importante hablar
de ella. Arquimedes (287 a.C. - 212 a.C.) realizé un estudio exhaustivo de la dindmica de
la espiral, la defini6 como una curva plana en la que la trayectoria del punto M se mueve
uniformemente a lo largo del rayo OV con origen en O, véase la Figura 1.2 (a), mientras que
el rayo OV gira uniformemente alrededor de O. La ecuacion de la espiral de Arquimedes en
el sistema de coordenadas polares se escribe de la siguiente manera:

r = ko, (1.1)

donde k es el desplazamiento del punto M a lo largo del rayo r, con una rotaciéon de un
angulo # igual a un radian. Cuando el rayo gira en sentido contrario a las agujas del reloj,
se obtiene la espiral a la derecha, mientras que al girar en el sentido de las agujas del reloj,
se obtiene la espiral a la izquierda. Ambas ramas de la espiral (derecha e izquierda) estan
descritas por la misma ecuacion.

Las ondas espirales aparecen también en los sistemas quimicos, fisiolégicos y biolégicos, por

lo que los modelos matematicos que generan este tipo soluciones de ondas son relevantes pa-
ra estudiar estos fenémenos. Los modelos también permiten un estudio mas riguroso en los
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Nombre Tipo Autor Ecuacién
De Arquimedes Algebraica Arquimedes r=ko

Logaritmica Algebraica Varignon, 1704 r = ab’

Hiperbdlica Algebraica Varignon, 1704 r =a/0

Parabdlica Algebraica Fermat, 1636 r=avl+1,1>0

De Fermat Algebraica Fermat, 1636  r = af?

Galileana Algebraica Galileo, 1683 r=at?*—1,1>0

De Lituus Algebraica Cotes, 1722 r=a/V

Golden Pseudoespiral Fibonacci r = ¢X/™

Fibonacci Pseudoespiral Fibonacci r =20/

Cornu Pseudoespiral Euler, 1744 r=1>0/2

Involuta Pseudoespiral Huygens, 1673 x = a(cosf + 0sinf)
y = a(sinf — 0 cos )

Cochleoid Pseudoespiral Wallis, 1685 r=asinf/0

Cuadro 1.1: Algunas espirales, su tipo, autor y ecuacion.

)

(a) Espiral de Arquimedes (b) Espiral logaritmica (c) Espiral hiperbolica (d) Espiral parabolica
Yy y
) : .
(e) Espiral de Fermat (f) Espiral Galileana (9) Espiral de Lituus (h) Espiral Golden

; @}

|\

(i) Espiral Fibonacci () Espiral Cornu (K) Espiral involuta () Espiral Cocleoide

Figura 1.2: Grafica de las espirales descritas en la Tabla 1. Figuras tomadas de [79].
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sistemas en los que la recopilacién de datos se ve obstaculizada o limitada. Algunos ejemplos
de sistemas en los que se producen espirales en dos dimensiones son: las reacciones de Belou-
sov—Zhabotinsky (BZ), algunas reacciones de oxidacién catalitica de superficie, las ondas de
cAMP en Dictyostelium discoideum, las ondas de calcio en las células beta pancreaticas, las
ondas electroquimicas en el tejido cerebral o en el cardiaco [55, 71]. A continuacién se pre-
sentan modelos matematicos que usan ecuaciones diferenciales parciales de reaccién difusién
para su descripcion.

1.1.1. Ondas en sistemas de Reaccion-Difusion

Sea u = u(z,t), la variable de estado que puede describir la densidad o concentracién de una
sustancia, una poblacién, etc., en la posicién x € @ C R™ (€2 es un conjunto abierto), al tiempo
t, dentro de un contenedor y f(u) la produccién o disminucién de u en el dominio. Ademads
puede existir un proceso de transporte de u, representado por el vector J. Este flujo, denotado
por J(z,t) € R3, es decir, un vector que apunta en la direccién general del movimiento y cuya
norma es proporcional a la cantidad de particulas que fluyen en esa direccion por unidad de
tiempo y de area transversal. Se elige un volumen de prueba €2, con frontera df2. El cambio
en la masa en ) es,

%/Qu(a:,t) dV:—/dQ J(2,t) dS+/Qf(U713>t) av, (12)

donde f describe la velocidad de produccion de u dentro del volumen, dV denota el diferencial
de volumen y dS el diferencial de superficie. El Teorema de divergencia de Gauss establece
que,

/ J(z,t) dS:/diV J(z,t) dV,
o

Q
Por lo cual, (1.2) se puede reescribir como,

d
/(—u—i—divJ—f(u,x,t)) av =0,
o \at

Dado que esta ecuacion se cumple para todos los volimenes de prueba 2, la integral se puede
omitir, lo que lleva a

d
aujtdivJ — f(u,z,t) = 0. (1.3)

Esta es la segunda ley de Fick que establece la conservacion de la cantidad extensiva relacio-
nada con u. La primera ley de Fick establece que el flujo difusivo tiene la direccion opuesta al
gradiente, esto es,

J = —DVu. (1.4)
Si se sustituye (1.4) en (1.3) se obtiene la ecuacién de reaccién-difusion (RD),
u = DAu+ f(u,x,t).

Los sistemas modelo de dos densidades o sustancias quimicas que reaccionan y se difunden,
con concentraciones u(x,t) y v(z,t), se escriben en la forma

ou 9
5= (u,v) + D, V-u (1.5)
% = g(u,v) + D,V (1.6)
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El vector de posicién = puede ser bidimensional o tridimensional dependiendo de si la
formacion del patrén se lleva a cabo en una capa delgada o en un gran volumen. Los
términos f(u,v) y g(u,v) describen las reacciones quimicas, mientras que la difusién de u y v
esta modelada por los términos laplacianos, siendo D,, y D, las constantes de difusion positivas.

Los sistemas de reaccién-difusion pueden exhibir un rango amplio de comportamientos
espacio-temporales como: patrones de Turing, ondas viajeras, en espiral, rotor, serpenteantes,
hiper-serpenteantes, etc., esto dependiendo de las funciones f y ¢ y de los valores de las
constantes de difusién [37].

La solucién de onda en espiral aparece en dos tipos de sistemas de reaccion-difusion: los
excitables y los oscilatorios, [51]. En los primeros, la ocurrencia de pequenas perturbaciones
de un estado estable desaparecen de forma rapida, las perturbaciones deben ser mayores a
un cierto valor umbral y éstas persisten durante un tiempo antes de que se restablezca el
estado estacionario. La definicion precisa de un medio excitable se hace en la seccién 1.1.2. y
se ejemplifica con los modelos de FitzHugh-Nagumo y BVAM. En los sistemas oscilatorios, la
solucién se desarrolla cerca del inicio de una bifurcaciéon de Hopf, la descripcion se desarrollara
en la seccion 1.1.3 dénde se revisaran los modelos de Stuart-Landau y Ginzburg-Landau.

Las ondas espirales obtenidas como soluciones de este tipo de sistemas se mueven pe-
riédicamente de formas distintas, desplazandose o serpenteando, generando patrones muy
especificos. La punta de cada espiral puede describir circulos o flores con pétalos, segin
los valores de los parametros del modelo estudiado. Asi las espirales pueden moverse en
distintos marcos, algunos que giran al mismo ritmo que la espiral, marcos co-rotatorios y
cuasiperiédicos. Arthur Winfree, noté el movimiento y el retorcimiento de la punta de la
espiral en la reaccion de Belousov-Zhabotinsky y usd el término meandro para describirlo
[98]. En la referencia [99], se estudiaron los distintos comportamientos de las ondas solucién
de los modelos Oregonator y FitzHugh-Nagumo, al variar ciertos parametros, intentando
generalizar los resultados para los sistemas excitables de reaccion difusién al proponer un
diagrama de bifurcacion universal. Los diagramas son un catdlogo de patrones florales. Esto
fue retomado por Dwight Barkley en los 90’s, quién encontrdé que el serpenteo de la espiral
era consecuencia directa de la bifurcacién de Hopf y la simetria euclideana [13], [14] y [15].
Barkley transformé un sistema de dos ecuaciones diferenciales parciales (EDPs) de RD en
otro compuesto por cinco ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs), con lo que obtuvo los
mismos patrones florales y también planteé su propio diagrama universal. Este enfoque no
solo permitié simplificar la complejidad inherente a los sistemas de RD, sino que también
abrié la puerta para explorar aplicaciones méas amplias. En particular, el estudio de las
trayectorias de las espirales, derivadas de estos sistemas, tiene sustento fisiologico, dado que
se observan experimentalmente en fendémenos como la dindmica cardiaca, y ademés posee
relevancia matemadtica, en el andlisis de bifurcaciones de sistemas equivariantes. Esto tltimo
conecta los modelos de RD con la teoria de grupos de simetria de Lie, abordando EDPs con
simetria euclideana en el plano [12].

A continuacion se describiran algunos ejemplos de sistemas excitables y oscilatorios en donde
aparecen ondas de tipo espiral, asi como el estudio de los patrones que se obtienen moviendo
las puntas de estas espirales.
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1.1.2. Ondas en medios excitables: FHN y BVAM

Un sistema excitable se caracteriza por las siguientes etapas [37]:

1. Estado de reposo en el cual el sistema no presenta cambios significativos.

2. Valor umbral que alcanza la variable de estado, a partir del cual el sistema o fenémeno
va a cambiar radicalmente de un valor de reposo a uno que esta muy lejano a éste.

3. Estado de excitacién, cambio brusco de la dindmica (puede ser ocasionado externa o
internamente).

4. Retorno al estado de reposo.

5. Periodo refractario o tiempo de recuperacion.

En una neurona, el potencial de accién o potencial electroquimico cumple con las caracteristi-
cas de un sistema excitable, ya que su comportamiento puede describirse en un estado de
reposo estable, con un potencial de membrana negativo, generalmente alrededor de -72 mV.
Al recibir una senal eléctrica que alcanza un valor umbral (aproximadamente de -50 mV), se
produce un cambio drastico que desencadena un estado de excitacion. Este proceso, caracte-
rizado por una rapida despolarizacién que eleva el potencial de membrana a valores positivos
(430 a 440 mV) ocurre en un lapso de aproximadamente 1-2 milisegundos. Posteriormente,
la neurona retorna al estado de reposo mediante un proceso de repolarizacién, que toma entre
2-3 milisegundos adicionales. Finalmente, atraviesa un periodo refractario, que dura entre 1 y
5 milisegundos, asegurando la recuperacién antes de poder responder a nuevos estimulos [37].

Onda despolarizadora como potencial de accién

La grafica de este potencial de accién representa el paso de una corriente eléctrica de una célula
neuronal a otra, a partir del intercambio de iones (Na™, K, corriente L o “leak”, variable
que representa a otros iones como el C17) entre el interior y exterior de la célula. Véase Figura
1.3 (a). El potencial de accién (PA) en una neurona es excitable puesto que:

1. El estado de reposo se define cuando en la neurona no hay un cambio importante de iones,
a este valor se le conoce como potencial en reposo. Generalmente hay mayor cantidad
de iones K al interior y de Na* al exterior. En la grafica de la Figura 1.3 (a), el estado
de reposo seria cuando el potencial o voltaje esta en -62 mV'.

2. El valor umbral en la neurona se produce con la apertura de las compuertas de los canales
iénicos del sodio ubicados en la membrana celular. En la gréafica, este valor serfa cuando
el voltaje es de aproximadamente -50 mV'.

3. El cambio brusco en la célula neuronal se caracteriza por la entrada abrupta de iones Na*
al interior de la célula, lo que cambia la polaridad de ésta, siendo que en estado de reposo
siempre es negativa, es por eso que a la onda despolarizadora se le denomina positiva.
En la gréafica se puede observar que la curva de el voltaje cambia instantdneamente de
-50 mV a 40 mV.

4. Finalmente, el potencial regresa a su valor de reposo (repolarizacién), el cual recupera
lentamente. En la célula neuronal o cardiaca esto ocurre cuando los iones KT salen
suavemente de la célula por los canales i6nicos correspondientes. En la gréfica de la
Figura 1.3 (a) se ve el fenémeno cuando la curva comienza a descender.
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Figura 1.3: (a) Gréfica del PA del modelo H-H, ecuaciones 1.7 y 1.8. (b) Circuito eléctrico
propuesto por Hodgkin y Huxley como modelo electrénico de la membrana neuronal. En éste
se incluyen las corrientes Iy, Ix e I1, donde L o corriente “leak” representa a todas las
corrientes iénicas presentes que no son Na® y K como el Cl~; la aplicacién de una corriente
externa, I..¢; la capacitancia y el potencial de membrana. Figura adaptada de [19].

5. La recuperacién total se identifica cuando los iones sodio y potasio se reestablecen a sus
valores originales por medio de mecanismos electrofisiologicos que tiene la membrana
celular, cuando la curva del voltaje regresa de -78 mV a -62 mV aproximadamente. En
este periodo de refraccion, la célula no puede ser re-excitada.

El primer modelo matematico de este fenémeno fue planteado en 1952 por el biofisico Alan
Lloyd Huxley y el fisidlogo Sir Andrew Fielding Hodgkin en [19]. En una serie de cinco articulos
describieron los experimentos que realizaron para determinar las leyes del movimiento de los
iones en las celulas nerviosas durante un PA. Propusieron un circuito eléctrico que simulaba
la capacitancia de la membrana de una séla célula, con resistencias como canales idnicos,
corriente como el paso de iones y voltaje como el PA. La figura 1.3 (b) mapea este sistema
de ecuaciones diferenciales. El sistema de Hodgkin y Huxley, H-H, estd compuesto por cuatro
ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales, la primera mide la dinamica del voltaje y es
obtenida con las leyes de Kirchoff y la ley de Ohm. Las corrientes que se toman en cuenta
son: sodio (Na'), potasio (K), L (leak), que incluye iones cloro (C17) y otros aniones y la
corriente externa:
av

Cm%_‘_INa—i_IK—i_IL:[ext- (17)

Las otras tres ecuaciones representan los procesos de apertura y cierre de las compuertas de los
canales i6nicos, en respuesta a los cambios en el potencial de membrana, las funciones o, (V')
y B;(V), donde j = m, h, n. Estas funciones describen las tasas de transicién de estados
abiertos y cerrados de las compuertas y, se obtienen empiricamente ajustando curvas a los
datos experimentales. o

= =, (V)(1 =) = (V)i (1.8)
m es la compuerta activadora del canal de sodio, h es la compuerta inactivadora del canal de
sodio y n es la compuerta activadora del canal de potasio. De este modo el modelo de Hodgkin
y Huxley representa la dindmica de las corrientes i6nicas In,, Ik € Ip, (corriente de fuga), en
términos de estas variables de compuerta y del potencial de membrana.. La grafica del PA de
H-H se puede ver en la Figura 1.3 (a).
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Modelo de FitzHugh-Nagumo

Usando el modelo de Van der Pol, el biofisico Richard FitzHugh en 1961 y el fisico Jin-Ichi
Nagumo, junto con otros investigadores, en 1962, idearon una versiéon simplificada de las
cuatro ecuaciones H-H, que describe las caracteristicas esenciales del impulso nervioso con
unicamente dos ecuaciones diferenciales [37, 72].

La idea esencial del modelo de FitzHugh-Nagumo (FHN) fue reproducir la misma dindmica de
excitacién y propagacion, observada en las células nerviosas, con una simplificacién sustancial
respecto al modelo de HH, al usar menos ecuaciones y parametros. Este modelo esta compuesto
por dos variables principales:

» u(x,t) representa el potencial eléctrico a lo largo de la célula en funcién del tiempo ¢ y
del punto z,

» v(x,t) representa la variable de recuperacion o reactivacion, asociada a la permeabilidad
ionica de la membrana.

La primera FDO del modelo de FitzHugh Nagumo describe la evolucion de u y rescata las
caracteristicas esenciales de un sistema excitable: un estado de reposo (equilibrio estable
u = 0), un umbral de activacién (punto inestable v = a) y un segundo estado de reposo
(equilibrio estable u = 1) al que el sistema retorna después de ser activado. Para ello, se
utiliza una funcién cubica f(u) que presenta la forma de una curva en “S”, como la curva
roja de la Figura 1.4(a), cumpliendo f(u) = v.

@ 02 |v

Figura 1.4: Parametros de las simulaciones: ¢; =co =1,a=0.1,¢ =0.01,y=3.33 e I,y =0,
(a) Isoclinas y una trayectoria. (b) Gréfica de las variables de excitacién u(t) (negro) y de
recuperacién v(t) (azul). Tomada de [35]

Cuando v aumenta, el nodo inestable y el estable de f(u) se acercan hasta colisionar en una
bifurcacién silla-nodo , dejando un tnico punto estable. La segunda £EDO describe la dindmica
de v, la cual depende de la permeabilidad iénica asociada a los canales de potasio, sodio y
otros. Esta evolucién es mas lenta que la de la u, regulada por el parametro €, y graficamente
corresponde a la recta verde en la Figura 1.4(a). En este contexto, el sistema queda escrito
por:

uw = f(u)—v=culu—a)(l—u)—cv+ Ly = F(u,v), Lo

v = €(u—yv)=G(u,v). (1.9)
donde ¢y, co, v, € << 1,y I es la corriente externa aplicada. La variable u reacciona
rapidamente ante estimulos, mientras que v actia como un mecanismo de retroalimentacion
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lenta que permite el retorno al estado de reposo.

Los resultados del modelo FHN se grafican en la Figura 1.4 (b) mostrando las caracteristicas
de un medio excitable y de las grafica del potencial del modelo H-H. El sistema representa
el ciclo de excitacién y se dirige al punto fijo estable (0,0). Para valores pequenos de ¢, la
variable de excitacién u es rdpida con pasos abruptos y la recuperacion v es lenta.

La simplicidad del modelo de FHN permite un analisis matematico cualitativo detallado de
importantes fendmenos bioldgicos relacionados con la excitabilidad neuronal y el mecanismo
generador de picos [37, 53, 71, 83].

El modelo FHN espacio-temporal se construye a partir del sistema definido previamente,
al que se le agrega un término de transporte espacial difusivo en la primera ecuacion. Este
término representa la propagacion del potencial eléctrico a través del tejido neuronal, modelada
mediante la constante difusiva D. De este modo, el sistema se transforma en un conjunto de
ecuaciones diferenciales parciales (EDPs), que describen cémo viaja el potencial de accién
u(z,t) y la variable de recuperacion v(z,t) a lo largo de varias células, conservando su forma:

u; = DV2u+ciu(u—a)(l —u) — cov + Lo, 10
v = e(u—v). (1.10)
Este sistema generaliza el modelo original (1.9) al incorporar explicitamente el efecto espacial,
como ocurrre en el tejido bioldgico donde la senal se propaga en el espacio ademés del tiempo.
Dependiendo de las condiciones iniciales y de frontera, asi como la geometria del dominio, se
pueden obtener distintas configuraciones de propagacion. Por ejemplo, en el estudio reportado
en [32], trabajando con un modelo similar y condiciones especificas, se observaron soluciones
en forma de espirales. El sistema se escribe como:

w = Dygy + Dyuyy +u+ cru(u —a)(l —u) — couv + Loy

1.11
vy = €(u—v) ( )
donde D, y D, son las constantes difusivas en cada direccién espacial. En dicho trabajo,
se utilizaron coordenadas cartesianas, polares y esféricas junto con diferencias finitas para
resolver el sistema, observando de nuevo la aparicion de estructuras espirales bajo distintas
condiciones geométricas. El resultado se puede ver en la Figura 1.5.

Cabe mencionar que el modelo FHN también puede usarse para estudiar la propagacion del

potencial eléctrico en las células miocardiales. Otro modelo que hace lo mismo es el siguiente,
el BVAM.

Modelo BVAM

El siguiente modelo puede describir la actividad eléctrica del corazén, ya que presenta carac-
teristicas de un medio excitable. Se trata del modelo BVAM por las iniciales de Barrio-Varea-
Aragén-Maini, [17].

El modelo BVAM es un sistema de reaccién-difusion diseniado para unificar distintos modelos
en el estudio de patrones periddicos espacio-temporales en sistemas biolégicos complejos. Su
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Figura 1.5: Espirales del sistema FHN en coordenadas Polares, con condiciones iniciales aleato-
rias y sin estimulo externo aplicado, se muestra la rotacion de la espiral en sentido antihorario.
Tomada de [32].

forma general es:

ou

prll D,V?*u+n(u+ g(1 — flv — Cuv — uv?) (1.12)
% = D,V?v+n(g(f + h)v + hu + Cuv + uv?) (1.13)

donde u y v son los morfégenos o reactivos, D, y D, son los coeficientes de difusion, n
es un parametro de escala y f, g, h y C son parametros de la reaccién [30]. Este sistema
presenta una gran variedad de comportamientos dinamicos, incluyendo regiones de patrones
estacionarios, oscilatorios y caos determinista, lo cual ha sido ampliamente estudiado, tanto
analitica y numéricamente [0, 18, 75].

En la Figura 1.6 se ilustra que, dependiendo del valor de los parametros g y h, el sistema
puede presentar patrones de Turing, asi como dos tipos importantes de bifurcaciones:

= La bifurcacion de Hopf, en la cual un estado estacionario pierde estabilidad y da lugar
a una solucién oscilatoria periédica (ciclo limite).

= La bifurcacién de silla-nodo, que ocurre cuando dos puntos de equilibrio —uno estable
y otro inestable— colisionan y desaparecen.

= Los patrones de Turing, por su parte, emergen cuando un equilibrio homogéneo es estable
sin difusién, pero se vuelve inestable al incluirla, dando origen a estructuras espaciales
fijas.

Estas tres regiones aparecen delimitadas en el diagrama de bifurcacién del plano (g, h), para
parametros fijos h = —2.5, ' = 0 y n = 0.5. La curva roja representa la bifurcacién de
Hopf, mientras que la recta azul indica la bifurcacion silla-nodo. Entre ambas se identifican
zonas donde emergen distintos tipos de patrones: solitones regulares e irregulares, patrones de
Turing, y una region donde se ha identificado un posible comportamiento caético determinista
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Q Region de posible caos

Figura 1.6: Diagrama de bifurcacién del sistema BVAM sin difusién, en el plano (g, h) para
h = —25,C =0y n = 0.5. La curva roja es una bifurcaciéon de Hopf y la recta azul es
una bifurcacién silla-nodo. Sobre este diagrama se muestran patrones en puntos cercanos a la
bifurcacién de silla-nodo: solitones, ondas, patrones de Turing, etc. En todos los calculos se
tiene que D, = D, = 1, excepto en el punto rojo, donde se usé6 ¢' = 0.2y D, = 0.77D,, .
Tomado de [30].

(4rea verde sombreada).

Este modelo se puede usar para simular la actividad eléctrica en el corazén, haciendo una
comparacion del comportamiento de las soluciones en las regiones del espacio de parametros
y la dindmica de la electrofisiologia [75], como se observa la Figura 1.7. No obstante la riqueza
del modelo permite modelar sistemas acoplados de formas distintas. Este tipo de sistemas
son utiles para modelar la pigmentacién en la piel de algunos vertebrados, véase la Figura
1.8. Ademas, este trabajo ha sido utilizado por otros investigadores para estudiar distintos
problemas: el patron de puntos de las catarinas, las alas de las mariposas y la morfogénesis
de los erizos marinos, las aves y reptiles, entre otros. Cabe mencionar que estos sistemas y
otros semejantes presentan caracteristicas similares. De aqui que surgen aproximaciones que
permiten captar la generalidad de estos modelos en formas normales.

La siguiente seccién combina enfoques tedricos y computacionales para el estudio de trayec-

torias de la punta espiral: por un lado, se abordan los aportes de Winfree y Barkley; por otro,
se presenta una metodologia para localizar y seguir la punta en simulaciones del modelo FFHN.
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Figura 1.7: (a) Ondas viajeras en dos dimensiones, la primera imagen se obtiene del BVAM,
tomada de [75]. (b) La segunda es una onda eléctrica que ocurre el corazén del pollo, tomada
de [21].

Figura 1.8: Patrones de Turing en el sistema BVAM que se asemeja a: (a) Peudoplatystoma
fasciatum (Surubim pintado) o especie de pez gato originario del Amazonas. Tomada de [0].
(b) Potamotrygon schroderei o Mantaraya de agua dulce del Amazonas. Tomada de [6].
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1.1.3. Trayectoria de la punta de una onda en espiral
Clasificacion de trayectorias, Winfree

Como se mencioné en la seccion 1.1.1, Winfree presenté un andlisis numérico de los modelos
de RD: Oregonator y FHN, considerando dominios bidimensionales. Las ideas principales
de Winfree fueron: estudiar los distintos comportamientos de las ondas que emergen como
solucion de ambos sistemas de FDPs, al variar ciertos parametros; proponer un diagrama
de bifurcacion universal en donde se identifican diferentes tipos de trayectoria de onda; y
generalizar éste para otros medios excitables [99].

Al estudiar las soluciones de sistemas de RD, se identifica la punta de la onda, de igual
manera la trayectoria que define al paso del tiempo. En el diagrama de bifurcacion del modelo
tipo FFHN que describe, ecuacién (1.14), se distinguen diversas regiones de comportamiento
dindmico, determinadas por el tipo de solucion y los parametros involucrados en el modelo:
B v e. Véase la Figura 1.9.

uy = D—+u———v

0x? 3 (1.14)
vy = elu+p—v)

Aunque la ecuacién (1.14) representa una versién unidimensional del modelo tipo FHN;, el
diagrama mostrado se basa en simulaciones bidimensionales. Sin embargo, se incluye aqui
como referencia porque las regiones de bifurcacién y las trayectorias observadas (espirales,
flores, cicloides, etc.) tienen analogias claras con las soluciones en 1D cuando se generaliza el
modelo al caso bidimensional.

A continuacién, se definen en breve estas regiones:

1. 0P, denota la frontera a partir de la cual ocurre la propagacion continua ya sea de un
pulso unidimensional o de ondas planas bi o tridimensionales.

2. OR, es la frontera adyacente a 0P, denomidada rotor, es decir, a partir de esa curva
aparecen soluciones rotatorias, circunferencias de radios distintos.

3. OM, es la frontera de transicion de circunferencias a ondas serpenteantes. Estas tltimas
surgen por la presencia de una bifurcacion de Hopf. Las trayectorias de los puntos de
inicio (tip) de las ondas son diversas: curvas espirales que siguen una linea recta o que
se mueven hacia la derecha o izquierda, cicloide, flores cerradas de tres o incluso cuatro
pétalos.

4. 0C, es la frontera de cambio de ondas serpenteantes a hiper-serpenteantes. Las trayec-
torias en ese caso son flores cerradas con muchos més pétalos, muchas veces indefinidos.

En resumen, Winfree observo que la punta de la onda puede trazar circulos y patrones flo-
rales, para ciertos valores de los parametros, véase la Figura 1.10. Los patrones florales son
movimientos cuasiperiodicos de dos frecuencias. Estos pueden verse como epicicloides super-
puestos sobre los circulos, cuando el movimiento de la epicicloide esta en la misma orientacién
que el del circulo (a favor o en contra de las manecillas del reloj), entonces los pétalos de
las flores apuntan hacia adentro; en orientacion opuesta, los pétalos apuntan hacia afuera. La

25



030 0.20 0.10 006 003

LB

Figura 1.9: Diagrama de bifurcacién de Winfree para el modelo de FitzHugh-Nagumo en dos
dimensiones. Aunque se utiliza aqui como referencia visual, debe notarse que estos resultados
se obtuvieron en un contexto bidimensional, a diferencia del modelo 1D presentado en la
ecuacién (1.14). Tomado de [99].

A) ©

(E)

Figura 1.11: Seis tipos diferentes de trayectorias de punta de onda espiral, que incluyen (a)
circular, (b) epicicloidal, (c) cicloidal, (d) hipocicloidal, (e) hipermeandrante y (f) lineal. Se
utilizé el modelo de 3 variables de Fenton y Karma. Tomada de [25].
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Figura 1.12: Tipos de ondas en espiral. Tomada de [11].

transicion entre trayectorias (circular, epicicloidal, cicloidal, hipocicloidal, hipermedndrica y
lineal) puede obtenerse variando los parametros del modelo Fenton-Karma. Experimentalmen-
te, estas trayectorias también se han observado en tejido cardiaco. El modelo Fenton-Karma,
un modelo iénico simplificado con tres corrientes de membrana, describe de manera precisa
las caracteristicas dinamicas del potencial de accién eléctrico en las células cardiacas. En este
contexto, presentan simulaciones numéricas que ilustran estas trayectorias, como se muestra
en la Figura 1.11 [25], [33].

Diversos estudios han presentado experimentos y simulaciones en los que se observan distintos
tipos de onda, clasificados en dos grandes familias: RW y T'W (equilibrios relativos) y MRW
y MTW (soluciones periddicas relativas). Estos trabajos se destacan por la identificacién y
clasificacion de estos patrones, los cuales se pueden ver en la Figura 1.12. Para mas detalles,
véanse las referencias [15], [81], [10].

1. Ondas rotatorias (RW). Soluciones rotatorias que aparecen a partir de la frontera OR
en el Diagrama de Winfree, Figura 1.12.

2. Ondas viajeras (TW). Soluciones que se propagan linealmente. La trayectoria de la
punta de la espiral es una linea recta.

3. Ondas rotatorias moduladas (MRW) u ondas serpenteantes (meandering). Soluciones
cuasiperidédicas que parecen periddicas en un sistema rotatorio. La trayectoria de la
punta de la espiral es un epicicloide cerrado.

4. Ondas viajeras moduladas (MTW). Soluciones que rotan superimpuestas con un mo-
vimiento de propagacién lineal. La trayectoria de la punta de la espiral es una curva
helicoidal de dos dimensiones.

La clasificacion anterior proporciona un marco conceptual para entender los distintos compor-
tamientos de la punta espiral. A continuacién, se describe el método numérico para localizar
dicha punta y se presenta un ejemplo representativo basado en simulaciones del modelo FHN.

Dinamica de la punta de una espiral en el modelo FHN

Una estrategia eficaz para determinar la trayectoria de la punta de una espiral consiste en
localizar la interseccién de las isolineas u = 0 y v = 0 en el dominio numérico. Para ello, se
utiliza una malla discreta y aproximaciones bilineales que permiten interpolar los valores de
u y v entre nodos. Este procedimiento asegura una localizacién precisa del punto (2, Yiip),
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incluso dentro de las celdas de la cuadricula. La interseccién de isolineas se calcula de forma
iterativa, lo cual permite seguir de manera detallada la evolucion temporal y espacial de la
punta sin necesidad de utilizar mallas excesivamente refinadas. Una descripcién completa del
algoritmo se encuentra en el Apéndice D.

Este método ha sido aplicado en diversos estudios para visualizar la dindmica de ondas
espirales. Un ejemplo representativo se encuentra en el estudio de las soluciones de ondas en
espiral y la trayectoria de su punta en el modelo FHN, ecuacién (1.14), donde se emplea un
método de diferencias finitas semiimplicito en un dominio rectangular, como se describe en el
Apéndice D [5]. La ecuacién para u se resuelve mediante un esquema mixto: explicito para los
términos no lineales e implicito para los de difusién. Para y se emplea un esquema explicito,
al no contener difusion.

Las condiciones iniciales introducen un defecto en el dominio rectangular, dividiendo el espacio
en dos subregiones diferenciadas [5] y [13]. Estas regiones se definen de la siguiente manera:

- Para u(z,y): Se asignan valores opuestos (u* y —u*) por encima y por debajo de la linea
y=1L/2.

- Para v(z,y): Se asignan valores opuestos (v* y —v*) a la derecha y a la izquierda de la
linea x = L/2.

Esta configuracion inicial inhomogénea permite que el sistema evolucione rapidamente hacia
una onda en espiral. Las expresiones correspondientes son:

u* >1/2

vo(z,y) = { vorzlz
’ —v* x<1/2
Se implementan condiciones de frontera de Neumann homogéneas (Ou/0On = dv/0On = 0) en
todos los bordes del dominio rectangular, con el fin de evitar el flujo de informacion hacia
el exterior y simular un sistema cerrado. El dominio espacial considerado tiene dimensiones
[0, L] x [0, L], lo que permite la propagacién de ondas en espiral en un entorno controlado,
donde las interacciones con los bordes no alteran significativamente la dinamica interna
gracias a las condiciones de frontera impuestas.

Las visualizaciones generadas permiten identificar componentes clave como el frente, el revés
de onda, la longitud de onda y la trayectoria espaciotemporal de la punta. Estos resultados
ilustran el potencial del método descrito para analizar patrones espirales en medios excitables.
Las figuras 1.14 a 1.16, adaptadas de [5], ilustran de manera clara la estructura de una onda
espiral, la técnica de identificacién de la punta mediante isolineas, la evolucién de la condicién
inicial tipo Barkley y los distintos regimenes de propagacién obtenidos, como la rotacién
rigida y el patrén floral (meander), de acuerdo con la clasificacién propuesta por Winfree.

Para interpretar los distintos patrones de movimiento de la punta espiral observados en simu-
laciones, resulta util recurrir a modelos tedricos simplificados de EDOs como el de Barkley.
Este modelo permite clasificar las trayectorias en funcién de bifurcaciones y simetrias, y se
describe a continuacién.
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La onda espiral en dos dimensiones para u, t=42.5

La onda espiral en dos dimensiones para u t=17.9
7 o

(a) (b)

Figura 1.13: (a) Simulacién de una onda en espiral del modelo FitzHugh-Nagumo (FHN)
realizada en Matlab, mostrandos sus principales componentes: frente, revés y punta de onda,
longitud y anchura. (b) Gréfica de isolineas correspondientes a las variables u (lineas continuas)
y v (lineas punteadas) para el mismo patrén espiral. La ubicacién de la punta (zp, Yip) Se
determina mediante la interseccion de las isolineas u = 0 y v = 0. Visualizaciéon adaptada de

[5].

onte epims 05 £ 500G

o onda e P 189 ‘ . F

Figura 1.14: Evolucién de la condicién inicial (3.5) que muestra la generacién de ondas espirales
utilizando la condicién inicial de Barkley, [13]. Los cuatro diagramas indican el componente
u. Visualizacién adaptada de [5].

Figura 1.15: Soluciones numéricas del sistema FHN para u componente, con condicién inicial
una onda espiral. (a) Se muestra una rotacién rigida. (b) Se muestra una onda en espiral
meander (un patrén floral). Visualizacién adaptada de [7].
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Figura 1.16: Diagrama de fase para la dindmica de ondas en espirales y modelo de Barkley.
Tomada de [15].

Clasificacion de trayectorias, Barkley

El Diagrama de bifurcacién genérico de Barkley, Figura 1.16, describe el comportamiento
de las ondas en espiral en medios excitables mencionado antes. En la region N no existe
propagacién de espirales, en RW ocurren las ondas tipo circunferencia con frecuencia wq, la
transicion de la region RW a MRW aparece a partir de la ocurrencia de una bifurcacién de
Hopf, RW se vuelve inestable cuando el par de valores propios conjugados complejos cruza
el eje imaginario. Esta bifurcacién introduce otra frecuencia wy que da lugar a las ondas
serpenteantes. Las ondas meandering se encuentran en la region MRW que se subdivide
en dos, a partir de la curva MTW, el nimero de valores propios se conserva en ambas
regiones pero el orden de éstos cambia y los patrones que resultan en ambas son distintos: de
hipocicloides (w; < ws) a epiciclodes (w; > ws). Las ondas en MTW surgen a partir del punto
de codimension 2 (la interseccion del lugar geométrico de la bifurcacién de Hopf supercritica,
la curva de las ondas viajeras moduladas y la regién de las ondas rotatorias). Este punto es
denominado la bifurcacién de Hopf resonante es el centro de organizacién de toda la dinami-
ca de las ondas en espiral en los medios excitables, ahi donde las frecuencias coinciden, w; = ws.

Dadas las siguientes caracteristicas del diagrama de bifurcacién, Barkley propone un modelo de
cinco ecuaciones diferenciales ordinarias que tendra como solucion las mismas ondas en espiral
descritas: en toda la curva de Hopf, excepto en el punto de codimension 2, existen cinco valores
propios distintos sobre el eje imaginario, el orden de éstos varia si w; < ws 0 W1 > Wy, Pero no
hay diferencias cualitativas en el espectro. Todos los valores propios tienen parte real negativa.
Hay un par de valores propios complejo asociado a la bifurcacién de Hopf, A\ = +iw,. Hay
otro par de valores propios complejo debido a la simetria traslacional, A\ = +iw;. Existe un
valor propio real debido a la simetria rotacional: A = 0. En el punto de codimension 2, donde
wy = woy, el operador de estabilidad tiene valores propios +iw;, cada uno con multiplicidad 2,
ademas del valor propio 0. La dindmica no lineal descrita por las ecuaciones ocurre en una
vecindad de la bifurcacion de Hopf resonante, donde los valores propios de Hopf interactiian
con los resultantes de la simetria euclideana.
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Modelo de Barkley

El modelo escogido por Barkley captura la bifurcacién de Hopf mencionada [15] y [16]. Un
sistema de 5 ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales que satisface: es invariante bajo
transformaciones que preservan la distancia en el plano, tiene como soluciones ondas que
rotan las cuales experimentan una bifurcacién de Hopf, ajustando los parametros del modelo,
es posible llevar los valores propios de Hopf en coincidencia con los valores propios neutrales
debido a la simetria traslacional.

El sistema es el siguiente, [15],

p = v,
v o= v-{f(Jv]*w?) +iw- h(jv]*,w?)}, (1.15)
w = w-g(jvw?),

donde p,v € C, w € R, f, g y h son funciones reales. Para cualquier f,g y h, las ecuaciones
son invariantes bajo rotaciones de dngulo v, R,, reflexiones x y traslaciones por o + i3, T,
Siendo p = = + 1y la posicién de la punta de la espiral, v = se’® la velocidad lineal de la espiral
con s > 0 la velocidad de la punta y ¢ = yw es la frecuencia rotacional instantanea, entonces
el sistema de ecuaciones diferenciales queda como,

& = s(cos(¢))

y = s(sin(e))

¢ = w-h(s*w?) (1.16)
s = s-f(s*w?)

w o= w- 9(8 >w2>

Las expansiones de orden menor para f, g v h que Barkley propone para dar la bifurcacion de
codimensién 2 deseada y que producen trayectorias acotadas para el modelo son:

h(82>w2) = "
f(s3w?) = ap+ ars® + aw? — s (1.17)
o207 = —1+fis? - o

El subsistema (s, w) del sistema de cinco EDOs se desacopla de las otras tres ecuaciones. Sean
£ =52y ¢ =w?, por lo cual deja el sistema de dos variables,

£ = 2 (&0

Barkley hace el anélisis del sistema (1.18) fijando ap = —1, 81 = 1, 70 = 5.4 y el resultado es el
diagrama de bifurcaciones, en el espacio de parametros (aq, ) de la Figura 1.17. Este tltimo
es equivalente al presentado por el mismo Barkley para el sistema de ecuaciones diferenciales
parciales, donde se definen las mismas regiones RW, TW, MRW y MTW vy se observan los
mismos tipos de ondas en cada zona. Véanse las figuras 1.17, y 1.18. Las ondas en espiral
del sistema corresponden al comportamiento periédico de s(t) y w(t) y se pueden ver en la
Figura 1.18. Dado que las ondas serpenteantes inician a partir de la bifurcacion de Hopf, es
importante mencionar que la curva de Hopf esta definida por las ecuaciones

a1—1+—\/a%—2a1+9 g = 3-2(0&1+1)UH
4

Ug =
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Ademas de la frecuencia wy = yow; definida en el punto critico (s, w;), existe otra frecuencia
wy donde ocurre la bifurcacion de Hopf. Cuando w; = ws, se da la bifurcacion de Hopf
resonante. Sin embargo, al variar los pardmetros que Barkley fija, existe una dindmica més
rica de bifurcaciones de codimensién dos que pudiera ser analizada.

PRI BRI

1

cle b b

@

Figura 1.17: Espacio de pardametros obtenido con las ecuaciones diferenciales ordinarias. To-
mada de [16].
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=31a;=695a,=-58 ¥0=5.601=6.951;=-5.8

2 1] 2 a
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Figura 1.18: Grafica de las distintas trayectorias de la punta de la espiral, para distintos valores
de los parametros. Reproducidas usando las ecuaciones diferenciales ordinarias y parametros
de Barkley.

Ademas de los avances iniciales en el estudio de ondas en espiral, diversos investigadores han
integrado los modelos de reaccién-difusion con la teoria de grupos de simetria para desarrollar
un marco matematico que describe estas ondas y sus bifurcaciones. Este enfoque permite
relacionar la simetria que fija la trayectoria de una solucién de una ecuacion diferencial
parcial con la forma de una onda en espiral en el espacio fisico. Para mas detalles, véanse las
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referencias [00], [39], [10], [41], [42], [100].

A continuacién se revisaran las formas normales de los sistemas oscilantes, las ecuaciones de
Stuart-Landau y Ginzburg-Landau, piezas claves en este trabajo.

1.2. Ondas en Stuart-Landau y Ginzburg-Landau

Esta seccién sigue de cerca la referencia [38]. Oscilar significa variar repetitivamente o periédi-
camente, en el tiempo, una medida especifica sobre un valor central (un punto de equilibrio),
o bien entre dos o mas estados distintos. Existen varios ejemplos de sistemas oscilatorios en la
naturaleza: las ondas en el agua, el movimiento periddico de los planetas, la subida y bajada
de las mareas, el péndulo de un reloj, las ondas sonoras, las ondas electromagnéticas, el lati-
do del corazén humano, ciclos econémicos, ciclos de poblacién depredador-presa en ecologia,
géiseres geotérmicos en geologia , la vibracion de las cuerdas en la guitarra, etc. La mayoria de
éstos son osciladores no lineales, que a diferencia de los lineales, al ocurrir una perturbacién
que aleje al oscilador de su estado estable, ésta decae con el tiempo y el sistema vuelve a la
misma amplitud que se autorregula después de cierto tiempo. Muy cerca de donde inician las
oscilaciones, todos los osciladores no lineales pueden describirse mediante un mismo modelo
matematico, la llamada ecuaciéon Stuart-Landau, una ecuacién diferencial ordinaria de una
parametro de orden complejo. Para ser mas precisos, la ecuacion de Stuart-Landau describe
en general un tnico oscilador no lineal, pero también podria hacerlo con un sistema espa-
cialmente extendido con un acoplamiento fuerte de forma tal que oscile en sincronia. En la
siguiente seccion se obtendra la ecuacion de Stuart-Landau partiendo de un oscilador lineal
bésico.

1.2.1. La ecuacion de Stuart Landau

El oscilador armonico es el modelo universal por excelencia que describe a las oscilaciones de
menor amplitud. La trayectoria de este sistema es periddica, esto es, z(t + 1) = x(t) para t el
tiempo y T el periodo que pasa entre oscilacion y oscilacion. Los ejemplos mas caracteristicos
de este sistema son: el péndulo simple, un resorte con masa o un circuito electronico, véase la
Figura 1.19(a).

La generalizacién de la dinamica del oscilador lineal arménico de R, fase ¢ y frecuencia angular
wp, en coordenadas polares, se escribe como,

R=0, (1.19)
b = wy. (1.20)

Las soluciones del sistema son R = Ry y ¢ = wot + ¢g, con Ry y ¢ la amplitud inicial y la
fase de las oscilaciones, respectivamente.

La descripcion del sistema compuesto por (1.19) y (1.20) también se puede hacer usando la
variable en su forma compleja W , W = Re'®, donde R es el médulo de la variable W, v ¢ el
angulo. La ecuacion diferencial en (1.19) y (1.20) se escribe como,

W = iwoW (1.21)

33



(A)

N
m

wq

Figura 1.19: (a) Ejemplos de sistemas que describen un oscilador: (A) péndulo, (B) resorte,
(C) circuito electrénico. Tomada de [358]. (b) Trayectorias del oscilador arménico en el espacio
fase con coordenadas (wpq, p) para distintos valores de la energia Fy > E). Tomada de [38]

Se deriva ambos lados de la ecuacién con respecto a t, se obtiene la ecuacion diferencial de
segundo orden W = —w2WW, invariante bajo rotaciones.

El Hamiltoniano re-escalado por unidad de masa se puede escribir como,

P 1
H="+-wl¢*=E, (1.22)

2 2
donde p y ¢ describen las coordenadas de momento y posicién, m es la masa. La energia total
FE se conserva y es igual al Hamiltoniano. Las trayectorias que se describen en el plano fase
corresponden a circulos concéntricos de radio (2E)'/2 en el plano (woq,p), véase la Figura

1.19(b).

Las ecuaciones de movimiento estan dadas por,

. OH

q= 3_p =D, (1-23)
) oH
p= _(9_q = —wgq. (1.24)

Estas variables de movimiento p y ¢ pueden ligarse con la variable W encontrada antes de la
siguiente manera si definimos ahora W como,

W =g — ip = (" +77) e = (2B)%

con ¢ = arctan(—p/weq). W se mueve sobre la circunferencias concéntricas de radio (2E)Y2.
Si se derivan ambos lados de la ecuacién de amplitud y usando las ecuaciones (1.23) y (1.24),

se encuentra la expresion
W = wod — ip = wop + iwiq = iwo(woq — ip) = iweW (1.25)

La simetria rotacional hace explicita la simetria de las trayectorias sobre el plano fase, ésta
es una propiedad necesaria en el oscilador arménico lineal, esto es, la energia del oscilador
depende s6lo del cuadrado de la amplitud de las oscilaciones (|WW]?), pero no de la fase.
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Para introducir la no linealidad del oscilador se propone la ecuacién,
W = iwgW + f(W, W) (1.26)

Para que se preserve bajo la transformacién W — WeX (W denota conjugacién (ﬂmpleja),
la simetria rotacional debe ser invariante y la funcion debe satisfacer que f (WeX, We ) =
F(W, W)e™x. Se expande f(W, W) en potencias de W y W (oscilaciones de menor amplitud),

FWV, W) = a, W + ao|[W|*W, (1.27)

donde oy = oy, +i0, y ag = g, + iy, son nimeros complejos. Se reemplaza esta forma en la
ecuacién compleja (1.26), se transforma a coordenadas polares y se usa un marco de referencia
rotado con la frecuencia del oscilador lineal original ¢ = ¢ + wpt, la ecuacién (1.26) se divide
en dos ecuaciones reales para el médulo y la fase,

R=ay, R+ ay R®, (1.28)
¢ = ay, + ay, R2. (1.29)

Para que ocurran oscilaciones sostenidas bajo el efecto de la no linealidad, se requiere que el
valor estacionario de la amplitud exista y sea estable R = (—ay, /o, )/?, la existencia de
este estado estd garantizada si oy, y oo, tienen signos opuestos, ademds de ;. > 0.

Ahora se escriben estas ecuaciones en su forma estandar. Sea p un parametro pequeno y
a1, = poy con o; > 0y aj, = pw. Dado que ay, < 0, ag, = —¢g, (g > 0) y a9, = —g;. Con
estas propuestas las ecuaciones (1.28) y (1.29) quedan como:

R = juo R — g, R, (1.30)
¢ = pw — g;R>. (1.31)

Al cambiar de nuevo al plano complejo Re’® — W, la siguiente es la ecuacién de Stuart Landau
(SL), la cual constituye el modelo universal de osciladores con no linealidad débil.

W = p(oy + iw)W = (g + ig;) [W|*W. (1.32)

De las ecuaciones 1.30 y 1.31 se puede observar que si 0y = 0, g, = 0y g; = 0, el oscilador
lineal de frecuencia wy se recupera. Cuando p < 0 las oscilaciones son amortiguadas y W — 0
sit — o00. Si p > 0, el sistema conduce a oscilaciones regulares con un valor absoluto de
la amplitud de la variable compleja |W| = (uo1/g,)"/? y frecuencia wy + p(w; — gio1/g,). Si
i cruza el cero, la dindmica cambia de un punto fijo estable a una fase oscilatoria estable.
Este escenario corresponde a una bifurcacion supercritica de Hopf. Asi pues la ecuacién Stuart
Landau, SLE, es el modelo general de osciladores cercanos a esta bifurcacion.

1.2.2. La ecuacion de Ginzburg Landau

Si ahora en cada punto x hay una propiedad fisica que presenta oscilaciones, la ecuacién SLE
se puede generalizar para considerar la extensién espacial. Sea W (x,t) la amplitud compleja
en cada punto del dominio, que representa el estado dinamico del sistema. Cuando existen
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variaciones espaciales en dicha amplitud, se introduce un término difusivo a la ecuaciéon de
Stuart-Landau (1.21). Considerando solamente la parte lineal, se obtiene de la siguiente forma:

OW = iwoW + DO2W, (1.33)

donde D = d, + id; es una constante compleja que representa la difusién del sistema. Para
resolver esta ecuacion, se considera que la funcién W (x,t) estd definida en un dominio unidi-
mensional de longitud L, es decir, z € [0, L], y se imponen condiciones de frontera periddicas:

W(0,¢) = W(L,t), 0,W(0,t)=0,W(L,t).

Bajo estas condiciones, la solucién puede expresarse en términos de una serie de Fourier de la
forma:

o0
W(x,t)= > Wy(t)e>™ /", (1.34)
n=—oo
la cual es invariante bajo traslaciones espaciales del tipo + — z + L. Cada término n en la
suma representa un modo espacial periédico con nimero de onda § = 27n/L. En particular, el
modo n = 0 corresponde a la solucion homogénea, mientras que n # 0 describe perturbaciones
periddicas en el espacio. La evolucién temporal de cada modo W, (t) puede calcularse al sus-
tituir la expansion en serie de Fourier (1.34) en (1.33). Esto conduce a la ecuacion diferencial
ordinaria para cada coeficiente modal:

9 2
O,W,, = iwo W,y — (%") DW,, (1.35)

cuya solucién general es,
Wi (t) = W, (0)e~ CE*) drt giwnt, (1.36)
donde w, = wy — (2mn/L)%d; representa la frecuencia corregida por el término difusivo

imaginario, y el exponente real contiene d,, que controla amortiguacion o crecimiento del
modo n en el tiempo. En particular, si d, > 0, los modos con n # 0 se atenian expo-
nencialmente con el tiempo, dejando como dominante a largo plazo la soluciéon homogéna
Wy(t), asociada a las oscilaciones masivas con frecuencia wy. Ademds, dado que el término
amortiguador es proporcional a n?, los modos de alta frecuencia espacial (de menor longitud
de onda) se disipan mas rapidamente que los modos de baja frecuencia. Esto impica que los
modos de Fourier con n grande son més fuertemente amortiguados que aquéllos con n pequeno.

Asi, la ecuacién (1.33) considerando ahora también las no linealidades, puede generalizarse
como,

oW = p(oy +iw))W — (gr +ig:)) [WPPW + (d, + id;) 02 W, (1.37)

donde se han introducido los coeficientes complejos que controlan el crecimiento lineal, la
saturacion no lineal y la difusion de la amplitud.

La ecuacién de Ginzburg Landau compleja (CGLE) describe de forma genérica la dindmica
de sistemas oscilatorios y espacialmente extendidos cerca del comienzo de las oscilaciones.
Para un sélo oscilador no lineal o para un sistema espacialmente extendido en el que todo
el medio oscila en sincronia, se utiliza una ecuacion diferencial ordinaria de un parametro de
orden complejo, la ecuacién de SL o la ecuacion de Ginzburg-Landau real. En esta seccién
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hemos presentado una deduccién heuristica de la CGLE que presenta los aspectos basicos de
su forma funcional para obtener los coeficientes que tiene esta ecuacién para cada sistema
reaccién-difusion, cerca del umbral de aparicién de oscilaciones puede usarse el método de
multiescalas que se detallara a continuacion.

1.3. Método de Miiltiples escalas

Dado que las ecuaciones de reaccién-difusién (RD) pueden contener varios parametros es-
pecificos dependiendo del sistema que se esté estudiando, esto limita la capacidad de hacer
predicciones generales sobre la formacién de patrones en medios oscilatorios. Sin embargo, el
método de multiescalas ha demostrado ser una herramienta eficaz para abordar este proble-
ma, ya que permite reducir ecuaciones RD con una dinamica oscilatoria cercana al umbral
de inestabilidad a un modelo universal: la CGLE, la cual se analizara en la siguiente seccién.
Este método utiliza distintas escalas temporales y espaciales para aproximar un sistema de
ecuaciones: una escala rapida para describir las oscilaciones de alta frecuencia y una escala
lenta para capturar la evolucién gradual de su amplitud o fase. Esta separacién facilita la
simplificacién del sistema, permitiendo predecir de manera mas efectiva el comportamiento de
patrones en sistemas complejos.

Uy

f(u,v; u) + D, V?u
Uy g\u,v

(u,v; p) + D,V
donde f(u,v; ) determina como cambia la variable u por reacciones locales entre u, v y el

parametro yp; de manera andloga, g(u,v; u) para la variable v. El parametro p representa un
pardmetro de control (o conjunto de pardmetros) que influye en la dindmica del sistema.

La estabilidad del punto critico del sistema de RD se analiza mediante el espectro de valores
propios A del sistema linealizado asociado, es decir, del sistema Lu = Au donde LL es el
operador lineal obtenido al linealizar el lado derecho del sistema original alrededor del
equilibrio. En este contexto, el punto critico se define como el estado estacionario donde
uw'(t) = V'(t) = 0. Si todos los valores propios tienen parte real negativa, el equilibrio es
linealmente estable. Si alguno de ellos posee parte real positiva, entonces el equilibrio es
inestable.

En el caso critico, cuando un parametro de bifurcacién ;1 = 0 se aproxima a cero, puede
ocurrir que al menos un valor propio cruce el eje imaginario en el plano complejo. Dado que
los valores propios son raices de un polinomio caracteristico de grado n con coeficientes reales,
existen dos posibilidades principales: que un tnico valor propio real cruce el eje imaginario
o que lo hagan simultdneamente un par de valores propios complejos conjugados. En ambos
casos, se requiere que el cruce ocurra de manera transversal, esto es, con una velocidad no

dRe(\
nula. Esta condicién se expresa como: M > 0.
du =0
La escritura de esta seccién sigue de cerca la referencia [01], dos ejemplos bien desarrollados

de los modelos BVAM y Brusselator, los cuales se puede consultar en el Apéndice A de este
trabajo. Sin embargo, aqui se explica a grandes rasgos en qué consiste este procedimiento.
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Deduccidén de la ecuacion de Stuart-Landau

Este método se aplica a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, es decir, sin de-
pendencia espacial, de la forma u, = F(u; ). Se considera una expansién en serie de Taylor
alrededor del punto critico y desplazado hacia el origen, lo que conduce a una forma normal
en la que los términos se agrupan por orden:

du

E:Lu+Muu+Nuuu+..., (1.38)

donde L representa la matriz jacobiana evaluada en el equilibrio, M es un operador bilineal
que proviene de las derivadas de segundo orden de F y NN es un operador trilineal asociado
a las derivadas de tercer orden, y asi sucesivamente. Este desarrollo permite construir una
aproximacién ordenada para estudiar la bifurcacién del sistema y deducir, bajo ciertas
condiciones de no degeneracion, la ecuacion de Stuart-Landau para la amplitud de la solucion
oscilante.

Para la expansion, las distintas cantidades se expondran como potencias de un parametro
positivo y pequeno, que puede ser denominado € y que es proporcional a la distancia a la
bifurcacion. Expandiendo en el parametro la parte lineal, el valor propio y la solucién escalada
con respecto a €2 = p, se tiene

L=Lo+ L+ Lo+ ..., (1.39)

)\:)\0+/L/\1+M2>\2+..., (140)

donde \g = 0¢ + iwg. Se asume que gy > 0 y vale justo cero en la bifurcacién de Hopf.

La solucion se expande igualmente en términos de €
u=cu +ctuy + ... (1.41)

Para comenzar este analisis, se calcula la matriz jacobiana L, que corresponde al operador
lineal evaluado en el origen, ya que esta matriz captura la dinamica linealizada del sistema
cerca del punto de equilibrio y se obtienen traza y determinante para encontrar el valor del
pardmetro en el cual la traza es igual a cero (pardmetro de bifurcacién) y se calcula A\g. Sean
U v U' los vectores propios derecho e izquierdo de Lg correspondiente al valor propio Ao,
ambos satisfacen las propiedades de ortogonalidad y ortonormalidad como se puede ver en el
siguiente teorema.

Teorema 1.3.1. Dada Ly, la matriz jacobiana evaluada en el origen, el vector derecho U de
Lq correspondiente al valor propio \o(= iwy),

LoU = MU, LoU = \U (1.42)
De forma similar, el vector izquierdo U queda como,
ULy = UL, U'Ly = \U! (1.43)
Ambos vectores propios normalizados deben satisfacer las siguientes condiciones:
U'v=U'U=1, U'U=UU=0.
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Entonces, se pueden calcular \g y \1 de la siguiente forma,
Ao = iwp = U LU (1.44)
A\ =0y +iw, = U LU (1.45)
Demostracion,
(Lo+pLly+..)0U =X+ pM +..)U
La expansion en serie de potencias de p (método perturbativo) es:
LoU 4 ply U + ... = MU + p\U + ...
Los términos de orden cero y de orden uno (sin p) deben coincidir,
LU = \U LU = MU

Esto da lugar a las ecuaciones del tercer renglon, que son las condiciones de compatibilidad
para cada orden de la perturbacion.

U'LoU = MU'U = X
U'LU = \U'U =X

Se concluye que los autovalores Ao y A1 pueden obtenerse proyectando las ecuaciones sobre el
modo propio U', es decir, usando la ortonormalidad o biortogonalidad de los modos, lo cual
es util para calcular correcciones perturbativas de autovalores.

Para encontrar la siguiente matriz L, correspondiente al valor propio A;, retomamos las
expresiones (1.39), (1.40) y (1.41), y usamos el pardmetro de bifurcacién para definir a €
como la distancia a este punto.

También se introduce un tiempo lento t escalando por €2

T =€t (1.46)

Lo importante de esta herramienta multiescalas es que las variables temporales se consideran
independientes, de tal manera que

— — — t e —. (1.47)
Definicion 1.3.1. El sistema en general tiene la forma

0
a—?:Lu+Muu+Nuuu+...

donde como vimos L es la matriz jacobiana cuyo ij-ésimo elemento estd dado por L;; =
OFi(Xo)

. Se expande a M y a N de igual forma que a L,
3X0j

M:M0+€2M1+..., (148)
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N =Ny+ N+ ..., (1.49)

My ¥y Nuww SO funciones simétricas de u, v y w.

1 92Fi(X,)
M) = Y oo,
(M) %;2! 0X0;0X0r "

1 PFi(Xy)
Nuuu i = a1 j
(Nuw) ]zk:l 31 9X0;0X0p0 Xy 1

Luego, a partir de los términos no lineales f y g, del sistema de RD, se expande a M y a N de
la misma forma en como lo hicimos con L, (1.48) y (1.49). Como se menciona en la definicién,
las matrices se calculan como,
My = [My,, —Mo,]
(Mo(ab))z = (1/2)(fawasbs + fayasby + fyaaybe + fyyayby)
No = [No,, —No, |
(No(abc))x = (1/3‘)(fxxxaxbxcx + fxzyaxbxcy + fa:yxag:bycx + fzyyaxbycy + fymaybxcx + fyxyaybxcy
+fyyatybyCa + fyyyaybycy)

Los paréntesis cuadrados de My y Ny indican que las matrices correspondientes se construyen
concatenando columnas (o bloques de matrices). My se forma con una primera columna (o
bloque) que es My, y una segunda columna (o bloque) que es — M, .

Sustituyendo en 1.38 las ecuaciones 1.39, 1.40, 1.41, 1.47, 1.48 y 1.49 se tiene,

<(§t + 62% — LO — €2L1 — .. > (€U1 + EQUQ +.. ) = 62(M0(U1U1)) + 63(2(M0(111112)) =+ (No(ululul)) + 0(64)
(1.50)

[gualando las distintas potencias de €, se obtiene una jerarquia de ecuaciones. Estas ecuaciones
tienen la forma general, diferencial y lineal,

0
(a—L()) u =B, vr=1,2,... (1.51)

donde los B, (u,_1, ..., ug) dependen de las soluciones de los pasos anteriores. Para los primeros

ordenes se tiene que,
B1 = 0

By = (My(wiwy))

By — 2(My () + (No(wytmu)) — (a% _ Ll) w

La condicién de solubilidad estd dada por el siguiente Teorema.

Teorema 1.3.2. Seau,(t,7) una solucion peridédica de periodo 2m Jwy de la siguiente ecuacidon®,
entonces se satisface la condicion de solvencia (alternativa de Fredholm):

27 Jwo '
/ Ul -B,e ™t dt =0
0

1Conocida como ecuacién homolégica, la cual surge al igualar los términos de orden £” en un andlisis de
perturbaciones multiples.
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En particular, B, (t,T) puede ser expandido en series de Fourier,

o

B,(t,7) = ) Bel

l=—o00

Asi, la condicion queda escrita como,
u'-BWY(r) = 0.

Demostracion,

(1.52)

(1.53)

El enunciado (1.54) se sigue de (1.52), ya que al multiplicar por e~ e integrar, todos los
términos desaparecen excepto el de | = 1, y para que este término desaparezca (1.52) debe
mantenerse. Para probar (1.52) se usa (1.51) y el hecho de que ULy = \U' e integracion

por partes,
27 Jwo 4 21 /wo 0 )
/ U B,e“'dt = / U’ (— — Lo) u, e ot dt
27 Jwo B .
:/ Ul (S Lou, | e ™°'dt
0 ot
27 Jwo ) ' '
B / Ul S et Ul Lou,e0tdt
0 ot
I iwot |27/wo I 2o iwot
=U" - [u,e”™° ‘0 |+U / iwotye “Ohdt
0
27 /wo .
—/ iwoUL - u, e ™0t qt
0
27 wo .
= U [u, (27 Jwo, T) — u,, (0,7)] + U - / iwou, et dt
0
27 Jwo ‘
—/ iwoUT - u, e ™0t qt
0
27 /wo A 27 Jwo .
Ul / iwou e “Otdt — / iwoU" - uy e 0tdt = 0
0 0
Teorema 1.3.3. Las soluciones hasta de tercer orden de la ecuacion i L0> u, =B, v=
1,2,..., junto con la condicion de solubilidad descrita en el Teorema 1.3.2 son:

= De primer orden, para v =1 la solucion es la neutral,

u; = W(r)Ue™" + complejo conjugado.

» De sequndo orden, para v = 2,
uy = V, W22l VW22t W2V, + vouy
donde,
Vi = (2iwg — Lo) ' My[U, U]

V_ = —(21'(4}0 + Lo)_lMo[U, U]
Vo = —2Lg ' Mo |U, U]
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= De tercer orden,

oW
5 = MW — g|W|*W, (1.58)

donde \; = oy +iw, = U*L U, g = g, +ig; = —2U*MUVy —2U* MUV, —3U*N,UUU,,
X = 1. (Los indices r e i corresponden a la parte real e imaginaria de la g).

Demostracion,

* La solucion de primer orden, para v =1 la solucidn es la neutral,
u,(t,7) = W(r)Ue™“" + complejo conjugado.

* De sequndo orden, para v = 2, la condicion de solucidn se cumple trivialmente, ya que
By = Myluy, uq] entonces la expansion de Fourier produce Bgl)(r) =0, el coeficiente de €™t

Ezxpandiendo,
By = W2M,[U, Ule* @t + W2M,[U, Ule™* ! + 2|W |*My[U, U] (1.59)
El cual muestra que By contiene solo términos constantes y términos doblemente periddicos,
por lo que no hay resonancia. Por lo tanto se busca la solucion de (1.51) para uy en la forma
uy = VW22l 4 v IW2em 20t L 1WAV, + vouy (1.60)

Sustituyendo en (0/0t — Lo)us = By (aplicar la primera derivada, luego Lo en cada término
en la izquierda y luego factorizar en cada término)

- = , 0
(2iwy — Lo) VW22 0! 1 (—2jwy — Lo)V_W?2e 20t — |W|2LoV; + v <§ - Lo) u, (1.61)
= W2 MU, Ule* ™! + W?2M,y[U, Ule 2" 4 2|W [*M,[U, U] (1.62)
El término (0/0t — Lo)u; = By =0, por (1.51) y (1.52). Igualando términos con las mismas
frecuencias y usando la simetria de My,

(2iwy — Lo)Vy = M,[U, U] (1.63)
—(2iwy + Lo)V_ = M,[U, U] (1.64)
— LoV = 2M,[U, U] (1.65)
Resolviendo formalmente,
Vi = (2iwy — Lo) ' Mo[U, U] (1.66)
V. = —(2iwy + Lo) " Mo[U, U] (1.67)
Vo = —2Ly*My[U, U] (1.68)

De tercer orden,
De acuerdo con (1.52), y recordando que W = W (1),

0
B3 = — (E — L1> u; —+ 2Mg[U1,U2] + N()[ul, ul,ul] (169)
9 . o
- — <E - Ll) (WU + WUe ") (1.70)
+2My[WU ™0 + WUe™ ™0, V, W20t 1 V_W2e™ 20! 4+ V4 |W |2 + vguy] (1.71)
LN WUt 4 T T et W ot 4 T e ot et 4 e o] (1.72)
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twot

: . . L 1
donde se eligen solo los términos que contienen €*“°, a saber, el término Bg ),

B{) = — (% — L1> WU + 2|W|*W Mo[U, Vi + 2|W [PW Mo[U, V] + 3|W *W No[U, U, U]
(1.73)

- <% — Ll) WU + |WPW (2Mo[U, Vp)) + 2Mo[U, V4] + 3No[U, U, U))
(1.74)

despejando Wy se obtiene exactamente la ecuacion de Stuart Landau.

De acuerdo al Teorema 1.3.3, se plantea la solucion de primer orden u; y para obtener la de
segundo orden, como el sistema homogéneo es el mismo, se propone la solucién particular
por el método de coeficientes indeterminados para construir uy = ug, + ug,. Se encuentra el
sistema de ecuaciones que va a plantear las matrices V., V_ y V4. Para terminar se resuelve
ahora el sistema de orden 3 sustituyendo las matrices correspondientes.

Por lo tanto, aplicando la condicién de solubilidad a (1.51) se obtiene la ecuacién de Stuart-

Landau,

T AW — gl w, (1.75)
-

donde A\, = UL U, g = —2UT(My(U, V) — 2UT (Mo(U, V..)) — 3UT(No(U, U, T)).

Deduccién de la ecuacion de Ginzburg-Landau

Considérese ahora un sistema de reaccion difusion, expandiendo en series de Taylor alrededor
del punto critico se tiene,

0
(9_1151 = (L + DV?*)u + Muu + Nuuu + .. ., (1.76)

La escala de la coordenada espacial es,
s=er, V—= Vi,

Expandiendo el operador de tiempo como en (1.50) y en potencias de e,

(gt + 62% - ezDVE —Ly—€*Ly — .. ) (eur + Eus + .. )= eQ(Mulul)o + 63[2(Mulu2)0 + (Nujuyuy o] + 0(64)

(1.77)

Similarmente, se encuentra una jerarquia de ecuaciones diferenciales,

O 1) u, =B 1,2 (1.78)

— — =B, v=12 ... .

o "
donde, )

Bl == 0
B? = (Mu1u1)0

T

- 0
B3 = Q(MUNLQ)O + (Nu1u1u1>0 - (a_ - Ll — DV?) U1
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La condicién de solubilidad se obtiene extrayendo el coeficiente en la expansién de Fourier
correspondiente a la frecuencia fundamental

B,(t,7,5) = Z B (7, 5)etw0! (1.79)
l=—c0
Asi, la condicién queda escrita como,
Ul -BM(r,5) =0 (1.80)

La solucién de primer orden del sistema (1.58) es
uy(t,7,8) = W(r,s)Ue“" +c.c.

)

Se obtiene us en términos de wuy, y luego Bél en términos de u; (y por lo tanto de W). El

resultado es

_ B
B = — (5~ 1~ DV2) WU+ (Moo + 200y Jo+ 3N WWPW  (181)

Para finalizar, la condicién de solubilidad (1.81) para v = 3 encuentra la ecuacién de Ginzburg-
Landau,

%—W =MW +dViIW — g|W[*W (1.82)
-

donde A, = UTL,U, d = UTDU, g = —2U" (M, )o — 2UT (Mg, )o — 3U™ (Nypo)o.

Es conveniente trabajar con una versién re-escalada de la ecuaciéon GL, ésta tendra en cuenta
la transformacién de escala siguiente,

(7_7 S, W) — (01_1T7 \/Clr/O'ﬂ’, \/Ul/yg?“yw) (183)
Para encontrar asi,

oW

= (14 ico)W + (1 +icy ) VW — (1 +icy) [W|*W (1.84)

con ¢g = wy/oy, B =d;/d,, a = g;/g.. Se supone que la bifurcacién es supercritica, esto

es g» > 0. Incluso se puede eliminar el término ¢, realizando la transformaciéon A = We =T
quedando la ecuacién como,
0A , 9 , 9

Cabe mencionar que la CGLE describe la dinamica lenta del sistema, por lo cual las variables
espaciales y temporales que aparecen son aquellas escaladas por € y describen las transiciones
cuyos tiempos caracteristicos son los més largos del proceso. Es importante destacar como lo
hicimos al inicio que en principio todos los sistema de reaccion difusion RD extendidos, cerca
de oscilaciones temporales, pueden describirse en general por esta dinamica.

En el siguiente capitulo se describiran las soluciones de la ecuacion de Ginzburg-Landau com-
pleja, sus caracteristicas de estabilidad, dispersion, persistencia y dinamica en general.
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Capitulo 2

Propiedades de ondas y patrones

Este seqgundo capitulo explora en detalle las propiedades de la ecuacion de Ginzburg-Landau
compleja (CGLE) en el contexto de ondas unidimensionales y patrones espirales, abordando
tanto los fundamentos tedricos como los criterios de estabilidad. En la literatura hay varios
resultados para CGLE que nos permiten entender como interpretarla, hay algunos resultados
para espirales y algunos resultados de ondas 1D que se han extrapolado a dos dimensiones.
El objetivo de esta tesis es profundizar en los resultados conocidos sobre la ecuacion CGLE,
y explorar como se conectan, adaptan o extienden a situaciones bidimensionales como las
ondas espirales.

A partir de lo anterior, es importante aclarar que este capitulo estd estructurado para distinguir
claramente entre dos enfoques principales:

= FEstudios tedricos que se presentan en las secciones 2.1, 2.2 y 2.3, que corresponden
a soluciones de la ecuacion en sistemas unidimensionales, algunas de las cuales son
extrapoladas parcialmente a bidimensionales.

s Fstudios heuristicos y numéricos de espirales reales en dos dimensiones, que se abor-
dan en las secciones 2.4 y 2.5. Estos estudios estdn enfocados en soluciones obtenidas
mediante simulaciones y observaciones que reflejan dindmicas mds cercanas a sistemas
reales.

Se inicia entonces en la seccion 2.1, el andlisis con una revision de las soluciones de onda
plana en sistemas unidimensionales, profundizando en los criterios de estabilidad como el
de Eckhaus y Benjamin-Feir-Newell (BFN), los cuales delimitan el rango de pardmetros
en los que estas soluciones son estables o inestables. A través de un andlisis de la tasa de
crecimiento de los modos de perturbacion, se identifican las condiciones para la aparicion
de inestabilidad convectiva y absoluta en las ondas planas, dos conceptos que juegan un rol
cructal en la dinamica de patrones.

Posteriormente, en la seccion 2.2, se aborda la diferencia entre ondas espirales y antiespirales
en medios oscilatorios, siguiendo la teoria de Nicola y sus colaboradores, [77]. Se introducen
conceptos clave como la velocidad de fase y la velocidad de grupo, los cuales determinan la
direccion de propagacion de las ondas. También se explora la conexion con las soluciones
de agujeros de Nozaki-Bekki, que ayudan a entender como se propagan las ondas en un
medio bidimensional y como se puede interpretar el fendmeno de antiespirales en sistemas de

45



reaccion-difusion.

En la seccion 2.3 se analiza la persistencia de ondas en sistemas unidimensionales, centrdndo-
se en la estabilidad de las ondas planas frente a perturbaciones. Se utiliza el criterio de
inestabilidad de Eckhaus para evaluar las condiciones bajo las cuales una onda puede conservar
su numero inicial a lo largo del tiempo. También se exploran las similitudes tedricas con
sistemas bidimensionales, estableciendo la expectativa de que las espirales podrian mantener
hasta un niumero determinado de ondas en un dominio circular bajo ciertas condiciones
iictales y pardmetros del modelo.

Ademads, en la seccion 2.4, se expande el estudio a patrones espirales en sistemas bidimen-
stonales, analizando tanto espirales de un solo brazo como espirales de multiples brazos. De
acuerdo a trabajos de referencia como los de Hagan, [/5] y, Aranson, [7], se describe como
las espirales pueden mantenerse estables en funcion de los pardmetros o y B, y como la
transicion entre los comportamientos estables e inestables se ve afectada por el nimero de
onda asintotico QQ y las caracteristicas del nicleo de la espiral.

Finalmente, en la ultima seccion, se estudian los distintos regimenes de comportamiento de
la CGLE en sistemas unidimensionales, tales como la turbulencia de fase, la turbulencia
de amplitud y la intermitencia espacio-temporal, clasificando las soluciones de acuerdo con
sus propiedades espacio-temporales y el tipo de caos presente. Este andlisis se estudia en el
espacio de pardmetros de la ecuacion, permitiendo identificar las fronteras que separan los
distintos regimenes dindmicos.

Con este desarrollo teorico se prepara el terreno para el siguiente capitulo, donde se abor-
dan simulaciones numéricas utilizando el software COMSOL. Estas simulaciones permaitiran
visualizar la evolucion de las ondas en espiral en dominios bidimensionales bajo condiciones
de frontera especificas, proporcionando una representacion tangible de los conceptos teoricos
discutidos en este capitulo.

2.1. Estabilidad en ondas 1D

En esta seccién se analizan las inestabilidades absoluta y convectiva en el contexto de ondas
unidimensionales, estableciendo las condiciones matemédticas necesarias para su aparicion.
Ademas, se profundiza en los criterios de Eckhaus y BFN, delimitando las regiones de estabili-
dad e inestabilidad en el espacio de parametros. Esto se ilustra con una grafica que muestra las
fronteras en el plano («, ) y su relevancia en la dindmica de ondas planas y patrones espirales.

De acuerdo a las simplificaciones de la seccién anterior, la ecuacion de Ginzburg Landau
compleja (CGLE) esta dada por la siguiente expresion,

0A
ot
donde A es la variable que representa la amplitud compleja. La CGLE tiene propiedades
genéricas como son: invarianza traslacional (r — r 4 constante), isotropia (6 — 6+ constante),

gauge invariante (A — Ae* con ¢ constante) e inversién en el espacio de pardametros
(e, B, A) = (—a,—f, A*)]. La variedad de soluciones que puede tener la CGLE son: ondas

A+ (1 +iB)V2A — (1 +ia)|A]PA (2.1)
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planas en 1D, ondas espirales en 2D e incluso filamentos de vértice en 3D (que no se
estudiaran en este trabajo).

Las ondas planas viajeras tienen la forma,
A= Fei[QT—wt],

donde F? = 1-Q*y w = a+ (8 — @)@ F es la amplitud, Q es el niimero de onda
(Q* < 1) y w es la frecuencia de onda. Los coeficientes 3 y a miden linealmente la dependen-
cia de la frecuencia de onda sobre el nimero de onda y la dispersion no lineal, respectivamente.

Analizar la estabilidad de la onda espiral significa estudiar la onda plana emitida, ya que
su comportamiento nos permite comprender la evolucién de perturbaciones en el espacio y
el tiempo. Para investigar la estabilidad se considera la tasa de crecimiento compleja A de
la solucién de onda plana frente a perturbaciones longitudinales de la forma e™*7* con k
paralelo a (). Esta tasa de crecimiento refleja como las perturbaciones se amplifican o decaen
en el tiempo, puede clasificarse segin el tipo de inestabilidad. En el caso de una inestabilidad
absoluta, la perturbacion crece y se propaga en todas las direcciones del espacio, como se
observa en las lineas continuas de la Figura 2.1 (a), mientras que la curva discontinua indica
la trayectoria del pico de las ondas. Por otro lado, en una inestabilidad convectiva, la dindmica
se restringe a propagarse en una unica direccién creciente, como se muestra en la Figura 2.1
(b). Ambos casos ilustran cémo las perturbaciones evolucionan temporal y espacialmente bajo
diferentes condiciones de inestabilidad.

4t

(a) (b)

Figura 2.1: (a) Inestabilidad absoluta, la perturbacién se propaga en todas direcciones. (b)
Inestabilidad convectiva, la dindmica se mueve en la misma direccién creciente. Tomada de

[19]-

Dada la onda plana viajera A = Fe'@"=“% como solucién de fondo, se introduce una pertur-
bacién de la forma daeMT* 7 donde k representa el nimero de onda de la perturbacién. Al
sustituir A + dare*t™* " en la CGLE vy linealizar con respecto a d, se obtiene una ecuacién
algebraica para A\(k), cuya solucién corresponde a la siguiente relacién de dispersién:

AE) = —k* — 2igBk — F? £ [(1 + o®)F* — (BK? — 2igk + aF?)?])'/2. (2.2)

En el limite de longitud de onda larga (kK — 0), donde las perturbaciones tienen una longitud
de onda mucho mayor que la escala caracteristica del sistema, es posible realizar una expansion
de la ecuacion (2.2), que queda expresada como,

k) = —ivgk — Dyk* + O(k?) (2.3)
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donde los coeficientes son:

v = 2(a - AQ. (2.4)
Dy =1+af - 2(1+a”)Q%(1- Q). (2.5)

aqui v, representa la velocidad de grupo, que describe la rapidez con la que las perturbaciones
viajan en el espacio, y D) es el término asociado a la difusién de fase, que determina la
estabilidad de las perturbaciones en funciéon del nimero de onda Q).

Este limite es fisicamente relevante porque describe el comportamiento de las perturbaciones
de baja frecuencia y gran longitud de onda, lo cual es crucial para entender la estabilidad de
patrones a gran escala y la propagacion de ondas en sistemas extendidos. En particular, las
ondas viajeras son estables cuando Dj(Q) > 0, lo que define la estabilidad de Eckhaus. Es
posible determinar el criterio exacto para esta estabilidad al despejar @), quedando

14+ apf

2 2
el cual incluye como caso limite la situaciéon homogénea () = 0). Un caso particular de
interés ocurre cuando a = (3, ya que en este escenario el criterio de Eckhaus se simplifica a
Q* < Q%ox = 1/3. Este resultado se obtiene al sustituir y simplificar « = 3 en la expresion

(2.6), mostrando cémo el limite cldsico se recupera en este caso especial.

En el caso de las espirales, estas emiten ondas viajeras con una velocidad de grupo v, # 0,
dirigida hacia afuera. Sin embargo, debido a esta propagacion hacia el exterior, el criterio
de Eckhaus solo puede considerarse una prueba de inestabilidad convectiva. Esto significa
que cualquier perturbacién inicial de la onda plana asintética, aunque se propague en el
tiempo hacia afuera, no necesariamente se amplifica en una posicion fija del espacio. Este
comportamiento refleja una dinamica donde las perturbaciones son arrastradas lejos del
sistema central, evitando su crecimiento local.

En la Figura 2.2 se ilustra el rango de estabilidad de Eckhaus en el plano («, /3), representado
por la curva roja, que marca la frontera del dominio estable. Ademas, se incluye el criterio de
BFN, cuya ecuacion 1 + af8 = 0 esta representada por la curva azul. Este criterio establece
que, bajo esta condicién, no existen ondas planas estables.

Ademas, la Figura 2.2 incluye otras curvas relevantes: la curva naranja (SP), que define los
limites de estabilidad absoluta para espirales bidimensionales (2D), y la curva magenta (SN),
que delimita la region hasta la cual existen niimeros de onda inestables por conveccién. Estas
fronteras complementan el andlisis de estabilidad, proporcionando una visiéon integral de los
regimenes dindmicos en el plano («, 3).

En la subseccion 2.1.2 se explicard la construccién de esta grafica, por lo pronto se describiran
las ecuaciones fundamentales que permiten calcular las inestabilidades absoluta y convectiva.

2.1.1. Inestabilidades absoluta y convectiva

El analisis de las inestabilidades absoluta y convectiva tiene como objetivo identificar como
las perturbaciones en un sistema dinamico se comportan a medida que se propagan en el
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Figura 2.2: Espacio de parametros donde se pueden ver las los limites de estabilidad de las
ondas en espiral en el plano («, 3). Reproducida del articulo de Aranson, [7].

espacio y el tiempo. Estas inestabilidades determinan si una perturbacion inicial permanece
confinada cerca de su origen (inestabilidad absoluta) o si es arrastrada por el flujo, decayendo
lejos de su punto de generacién (inestabilidad convectiva). Este tipo de anélisis es fundamental
para caracterizar la estabilidad de patrones generados en sistemas no lineales, como las ondas
emitidas por espirales. Las condiciones de inestabilidad absoluta son las siguientes y en esta
seccién vamos a encontrarlas [7],

Re[A(ko)] >0, con ‘”a(lfo) =0, (2.7)
Re {8 ;lif“)] <0. (2.8)

Mientras que la inestabilidad convectiva sélo toma en cuenta que:
Re[A(ko)] > 0, 'y, Im[A(ko)] # 0. (2.9)

Para analizar la inestabilidad absoluta, se considera la evolucion temporal de una perturbacion
localizada en el espacio. Esto se describe mediante la funcion:

S(x,t) = / dk(2m) 1Sy (k)elkatA k) (2.10)
donde S’o(k) es la transformada de Fourier de la perturbacién inicial. En el limite ¢ — oo,
la integral est4 dominada por el punto de silla mas relevante de A(k), denotado como k.
Esto significa que la dindmica del sistema se concentra cerca de este punto. Para evaluar esta
integral, se utiliza el método de descenso pronunciado (o steepest-descent, presentado en el
Apéndice B), que reduce la complejidad al expandir A(k) alrededor de ky mediante una serie
de Taylor de segundo orden:

(k) = ko) + N (ko) + %x'(ko)/& beee, (2.11)
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donde k = k — ky. Evaluando la integral,

S(x,t) ~ /00 So(k) exp [ikx + A(k)t] dk. (2.12)

oo

Utilizando la expresién (2.8) de A(k),

[e.9]

S(x,t) ~ exp [ikor + A(ko)t] /

—00

1
So(ko) exp |:Z/€£IZ' + )\/Ufo)/@t + 5)\/I(l€0>f'§§2t:| dk. (213)

Si N (ko) = 0, se elimina el término lineal en k. La integral entonces queda como,

[e.e]

S(x,t) ~ So(ko) exp [ikox + A(ko)t] /

—00

1
exp {5/\/,(l€o)ﬁ2t:| dr, (2.14)

La integral es una Gaussiana estandar, cuyo resultado es,

/_ Z exp [%X’(ko)n%} s = \/% 215

siempre que \’(kg) < 0, lo que garantiza la convergencia de la integral. Por tanto, S(z,t) se
reduce a,

2T

8(, ) ~ So(ko) exp [ikor + Aho)t]y | =37

(2.16)

La expresion para S(z,t) nos permite determinar las condiciones bajo las cuales una pertur-
bacién evoluciona de manera inestable. Estas condiciones son:
Inestabilidad absoluta

- La estabilidad absoluta depende de la parte real de A(kg). Si Re[A(ko)] > 0, la pertur-
bacién crece exponencialmente en el tiempo y el sistema es inestable.

- La primera derivada de A(k) respecto a k debe ser cero en ky para evitar un movimiento
oscilatorio de la perturbacion:
N(ko) =0

- La segunda derivada debe ser negativa para garantizar la convergencia de la integral:

)\”(k’o) <0

Inestabilidad convectiva

En este caso, las perturbaciones crecen localmente pero son arrastradas por el flujo hacia
regiones alejadas. Las condiciones son:

Re[A(ko)] >0,y Im[A(ko)] # 0

Las condiciones anteriores establecen la diferencia entre una inestabilidad absoluta, donde
las perturbaciones permanecen y crecen cerca de su punto de origen, y una inestabilidad
convectiva, donde las perturbaciones se propagan hacia el exterior del sistema. En términos
fisicos, si A(ko) > 0y N'(ko) < 0, el sistema presenta una inestabilidad absoluta. Si A(kg) > 0
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pero no cumple X (kg) = 0, el sistema es convectivamente inestable.

Mediante este analisis, se muestra de forma analitica y numérica cémo las ondas aisladas
pueden permanecer estables cerca de la curva de estabilidad de Eckhaus y, para ciertos
parametros, incluso dentro del rango identificado como inestable bajo el criterio de BFN.
Esto permite caracterizar completamente las dinamicas de estabilidad en sistemas no lineales,
haciendo énfasis en la diferenciacién entre inestabilidades absoluta y convectiva.

A partir de la integral de evolucién S(z,t), que describe el crecimiento de perturbaciones loca-
lizadas en el espacio (ec. 2.10), se obtienen las condiciones necesarias para identificar el tipo de
inestabilidad presente en el sistema, ya sea absoluta o convectiva, dependiendo de los térmi-
nos dominantes en A(kg). Estas condiciones permiten construir criterios teéricos que definen
las fronteras entre diferentes regimenes de estabilidad. En particular, los resultados obtenidos
son fundamentales para la construccién de la gréfica del espacio de pardmetros («, 3), donde
se visualizan estas fronteras en términos de parametros como «, 8 y @), proporcionando una
representacion clara de los dominios de estabilidad e inestabilidad en el sistema dindmico. En
la siguiente subseccion se revisara la construccion de esta grafica.

2.1.2. Construcciéon de la grafica del espacio de parametros («, )

La construccién de la grafica del espacio de pardmetros («, ) tiene como objetivo identificar
las regiones de estabilidad e inestabilidad en el espacio de parametros o y 3, analizando los
tipos de inestabilidades ya explicadas, convectiva y absoluta. Para ello, se utiliza un enfoque
combinado que incluye herramientas analiticas y numéricas, basadas en las condiciones de
inestabilidad previamente derivadas (como las de Eckhaus y BFN). Esta grafica permite
visualizar las transiciones entre diferentes regimenes dindamicos del sistema.

El punto de partida es la funcién de crecimiento de perturbaciones A(k), (1.66), que describe
como evolucionan las perturbaciones en ondas planas. A partir de la ecuacién general de A(k),
después de sustituir F? = 1 — Q?, se tiene:

Mk) = Q* = 2iQBk — K + /(1 — @Q2)*(a? + 1) — (=2iQk + Bk + a(1 - Q2))? - 1,
y se analiza su comportamiento para distintos valores de k, @), a, y 3. Esta ecuacion incluye
tanto una parte real como imaginaria que determinan, respectivamente, el crecimiento y la

oscilacion de las perturbaciones. El andlisis de estas partes permite clasificar las perturbacio-
nes en estables o inestables, segiin las condiciones del sistema.

Para obtener informacién detallada sobre las inestabilidades, se realiza una expansién de A(k)
alrededor de kg, que es el nimero de onda més probable para la inestabilidad. La expansion
de Taylor hasta el segundo orden es:

AE) = A(ko) + N (ko) (k — ko) + %X’(kg)(k ko).
donde,

(—4iQ + 46k) (—2iQk + BE* + a(1 — Q?))

N(k) = —2iQ8 — 2k —
2¢/(1 = Q2)2(a? + 1) — (~2iQk + Bk + a(1 - Q?))°

Y
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(—2iQk + Bk* + a(1 — Q?))

V= Q2202 +1) — (~2iQk + B2 + a(1 - @2))°
(—4iQ + 48k)* (—2iQk + Bk + a(1 — Q?))?

4((1—@2)2(a? +1) — (=2iQk + k2 + a(1 — @2))?)

- (—4iQ + 4Bk) (—2iQ + 25k) .

2/ (1 Q2)2(a2 + 1) — (~2iQk + fk + a1 — Q2))’

Para calcular las regiones de estabilidad, se implementa un método numérico basado en
la resolucién de la condicién X (ky) = 0. Este proceso comienza con la eleccién de ran-
gos especificos para los pardmetros a € [0,3] y 8 € [—4,1], y valores discretos para @
(0.1,0.2,0.3,0.4,0.45,0.5,0.55,0.6,0.65,0.7). Una vez definidos esos pardmetros, se aplica una
aproximacién numérica por diferencias finitas para resolver X' (kg) = 0 y determinar los puntos
donde esta condicion se cumple. Con los resultados obtenidos, se identifican las curvas asocia-
das a diferentes tipos de inestabilidad. Para la inestabilidad convectiva, se construyen curvas
basadas en la interseccién de soluciones obtenidas para distintos valores de (). En el caso
de la inestabilidad absoluta, se delimitan las regiones donde se cumplen simultdneamente las
condiciones ya descritas en la subseccion anterior. Este enfoque numérico permite visualizar
de manera clara las fronteras entre los regimenes de estabilidad e inestabilidad en el espacio
de parametros.

N'(k) = —20

3/2

Curva de inestabilidad de Eckhaus

El criterio de Eckhaus amplia el andlisis de estabilidad al considerar no solo la presencia de
inestabilidades, sino también su naturaleza y amplitud en funcién del nimero de onda Q.
Las ondas planas son estables bajo este criterio si Q% < Q%cx, donde Q% x se calcula con
la ecuacion (2.6). Este criterio es particularmente importante para identificar regiones de
estabilidad en sistemas que presentan ondas planas moduladas, como aquellas generadas por
espirales o defectos topoldgicos.

En el contexto bidimensional, la interpretacion de la curva ECK cambia. Mientras que en 1D el
criterio de Eckhaus determina la estabilidad de una onda plana con un nimero de onda inicial
@, en 2D la curva se construye considerando el nimero de onda asintético () de una espiral.
Este niimero @ depende de los pardmetros («, 3) y se obtiene resolviendo las ecuaciones para
ondas espirales en coordenadas polares, aplicando condiciones de frontera asintéticas para
asegurar la consistencia de la solucién, de esto se platicard también en la seccién 2.4. [7, 15].
La curva ECK en 2D, por lo tanto, representa el limite méas alld del cual una espiral pierde
estabilidad frente a la inestabilidad de Eckhaus, reflejando un comportamiento méas complejo
que en el caso unidimensional.

Curva de inestabilidad de BFN

El criterio de BFN, establece que las ondas planas son inestables cuando 1 + af < 0, lo que
implica que cualquier pequena perturbacién introducida en la onda crecerd exponencialmente
con el tiempo. Por otro lado, si 1 + a8 > 0, las ondas planas permanecen estables frente
a perturbaciones. Matematicamente, este limite se obtiene evaluando la parte real de la
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tasa de crecimiento A(k) asociada a las perturbaciones: cuando esta cambia de signo, marca
la frontera entre estabilidad e inestabilidad. Este criterio es esencial para identificar las
condiciones bajo las cuales no existen ondas planas estables en sistemas dinamicos.

La Figura 2.2 incluye las curvas de inestabilidades convectiva (en color magenta) y absoluta
(en color naranja), junto con las curvas tedricas de Eckhaus (en color rojo) y BFN (en color
azul). Estas graficas permiten identificar y visualizar las diferentes regiones de inestabilidad
en el espacio de pardametros o y (3, con lineas bien definidas que representan las fronteras
entre ondas estables e inestables.

En la siguiente seccion se revisara la teoria en las que se define cuando aparece una onda
en espiral y cuando una antiespiral, mas adelante, en el desarrollo también se estudiaron
estas soluciones en sentido horario y antihorario con distintas condiciones iniciales para ver su
comportamiento.

2.2. Espirales y Antiespirales en ondas 1D

En varios trabajos se han encontrado ondas espirales giratorias que emiten ondas que se
alejan del centro a medida que avanza el tiempo, tanto numérica como experimentalmente
[98]. Sin embargo, también se han encontrado antiespirales u ondas que se propagan hacia
el centro [91]. Este par de soluciones se encuentra en partes complementarias y exclusivas
del espacio de pardametros (a, (), véase Fig. 2.3, [73]. Sus diferencias han sido designadas con
diferentes nombres, como ondas giratorias hacia adentro/hacia afuera u ondas con dispersién
positiva/negativa [38]. Vale la pena mencionar que esta categoria difiere de las ondas que
giran en sentido horario o antihorario. En el caso que nos ocupa (espiral/antiespiral), la
diferencia es si la direccién de propagacion es hacia o desde el defecto y se verifica como la
direccion de propagacion del brazo espiral, no por su orientacion.

En esta segunda seccién se estudian las caracteristicas dinamicas de las ondas espirales
y antiespirales en sistemas unidimensionales, diferenciando su comportamiento segin su
direccion de propagacion y sentido de rotacién, para comprender su papel en la estabilidad y
formacion de patrones en medios oscilatorios.

Las ondas espirales son patrones dinamicos que se caracterizan por la emisién de ondas que
se propagan hacia afuera desde el centro a medida que avanza el tiempo. En contraste, las
antiespirales son estructuras en las que las ondas se mueven hacia el centro, convergiendo en
el nticleo. Ademas, las espirales pueden clasificarse segtin su sentido de rotacion: aquellas que
rotan en el sentido horario (CW, del inglés clockwise) y las que rotan en sentido antihorario
(CCW, del inglés counterclockwise). Estas distinciones —entre espirales y antiespirales, y
entre los sentidos de rotacién— juegan un rol crucial en la dinamica de patrones en sistemas
bidimensionales y en su estabilidad.

La principal diferencia entre las ondas espirales y antiespirales radica en la direccién en la
que se propagan las ondas. Si las ondas se emiten hacia afuera, es decir, si su velocidad de
fase es positiva, se trata de espirales. Por el contrario, si las ondas se propagan hacia adentro,
con una velocidad de fase negativa, se tiene una antiespiral. Este comportamiento implica
que las espirales organizan el medio circundante al expandirse, mientras que las antiespirales
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Figura 2.3: Espacio de pardametros («, ) de la CGLE y dominios donde existen soluciones del
tipo onda espiral o antiespiral. Reproducida de [52].

atraen las ondas hacia su nicleo, generando un patrén opuesto.

La ecuacién de Ginzburg Landau que se usa es la siguiente,

% — A+ (14iB)VPA— (1—ia)|APA (2.17)

donde A representa el campo de la onda compleja, S controla la dispersion, y « esta
relacionado con la no linealidad del sistema.

Nicola y su equipo, [73], realizaron un estudio numérico sobre ondas espirales y antiespirales
en medios oscilatorios, en los modelos matematicos de reaccién-difusion de Fitzugh-Nagumo
y Brusselator, asi como en la ecuacién compleja de Ginzburg-Landau. Estas ondas son
responsables de definir el patrén que se forma alrededor del nicleo del sistema, presentando
caracteristicas similares a las ondas espirales que se observan en diversos medios oscilatorios.
Sin embargo, lo novedoso es que una espiral descrita por la CGLE puede representar una anti-
espiral en el sistema original de reaccion-difusion RD y viceversa, esto de acuerdo a los autores.

Una de las predicciones méas importantes de este trabajo es que las antiespirales aparecen
cuando los coeficientes de la CGLE cumplen con la condicién f§ — a > 0. Es crucial no
confundir los términos: las espirales y antiespirales se comportan de manera diferente, y la
existencia de una fuente (es decir, un punto desde el cual se propagan las ondas) depende de
la velocidad de grupo, no de la velocidad de fase de las ondas. El sumidero (punto hacia el
cual llegan las ondas) también depende de la velocidad de grupo.

Dado que no se conocen soluciones analiticas completas para el problema de las ondas espi-
rales en dos dimensiones, Nicola y su equipo utilizaron soluciones conocidas como “agujeros
de Nozaki-Bekki”para estudiar la propagacion de las ondas en sistemas bidimensionales, mo-
delados mediante la CGLE (2.17), ver Figura 2.4. Las soluciones de tipo Nozaki-Bekki son
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Amplitude

Figura 2.4: Perfil de amplitud y fase del agujero de Nozaki-Bekki. La linea continua representa
la amplitud, y los circulos blancos indican la fase. Tomada de [93].

configuraciones especificas de la CGLE donde el campo A(z,t) presenta defectos topolégicos,
como singularidades centrales donde |A| = 0, rodeadas por patrones no triviales de amplitud y
fase. Estas soluciones son fundamentales porque, aunque se originan en un contexto unidimen-
sional, permiten explorar cémo se comportan las ondas y defectos en sistemas bidimensionales.
La solucion general de estas ondas esta dada por:

A(z,t) = /1 — Qtanh (kz) exp [z (% log(cosh(kz)) — wt)} , (2.18)

donde @ = (1 — 2x?)/(3k8), es el nimero de onda y k(a, 3) es el pardmetro que mide la
profundidad del agujero en el patrén de ondas. La solucién de (1.83) es la siguiente,

261983 + 78 + 2a) — K*(9af® + 58 + 4a) + (a — B) = 0. (2.19)

Se resuelve esta ecuaciéon de cuarto grado, la expresién de la cuarta solucién es la siguiente,

932 N 4o 38y/90232 + 8a2 + 2a3 + 832 + 9 503
8a+ 3633 + 283 8a + 3633 + 283 8a + 3633 + 2883 8a + 3633 + 2883

El andlisis detallado de los signos relativos de ()/k y w en un rango de pardmetros a y 3
([-3, 3]) permite dividir el espacio en cuatro regiones: dos donde los signos coinciden (Q/x y
w positivos o negativos), donde la velocidad de fase es positiva y las ondas derecha e izquierda
tienden a alejarse del defecto en el origen; y dos donde los signos son opuestos, provocando
que las ondas tiendan a acercarse al defecto.

Para describir esta dindmica, es esencial definir conceptos clave como la frecuencia de la onda,
ws = a+Q?*(S—a) que determina la frecuencia base de oscilacién. Ademds, las velocidades de
fase vy, y de grupo v, caracterizan el movimiento de las crestas de las ondas y la propagacion
de grupos de ondas, respectivamente, ambas dependen de los parametros de w, y Q).

La formacién de espirales y antiespirales se clasifica segin estas velocidades y los signos
relativos: las espirales aparecen cuando vy, y vy, son positivas (o cuando los signos de Q/k y
w tienen el mismo signo); las antiespirales se forman cuando vy, es negativa y vy, es positiva
(o cuando los signos de Q/k y w son opuestos). En la Figura 2.3 se incluyen funciones
clave como Qs = 0, vy, = 0, vy, = 0 y el criterio BFN, lo que facilita la interpretacién del
comportamiento de las ondas en diferentes escenarios.
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Las soluciones oscilatorias de los agujeros de Nozaki-Bekki en una dimension se mueven
siguiendo esta dindmica. De acuerdo con la referencia [73], se espera que las espirales en la
ecuacién bidimensional CGLE también sigan un comportamiento similar.

En los sistemas de reaccién-difusion cerca de la bifurcacién de Hopf, la aparicion de anties-
pirales estd regida por el criterio o < 8 (como se describe en [11]). Este criterio contrasta
con estudios previos que encontraron antiespirales en la interseccién de las regiones af > 0y
la] > 5| [13]. En esta tesis no se reprodujo lo que ocurre en los sistemas de reaccién-difusiéon
mencionados.

Para poder reproducir el espacio de pardametros (ci,c3) del articulo original de Nicola y
otros [73] se realiza una transformacién lineal simple donde: & = —c3 'y [ = c¢;. Esta
transformacién permite mapear el espacio de parametros « y (3, utilizados originalmente
para describir las soluciones en términos de las interacciones no lineales y la dispersion, al
espacio ¢; vy c3. Este cambio es util para realizar comparaciones directas en otros contextos
donde los parametros ¢; y ¢3 son mas comunes, al tiempo que preservamos las caracteristicas
fundamentales del sistema descrito originalmente en términos de o y /3.

En la siguiente seccién se revisara la teoria para comprender la persistencia de ondas uni y
bidimensionales.

2.3. Persistencia en ondas 1D

La persistencia se refiere a la capacidad de un sistema dindmico para conservar alguna
caracteristica presente en su configuracién inicial [61]. En esta seccién se prueba la ca-
pacidad de las espirales para conservar un nimero de onda inicial. Se verifica primero la
estabilidad de las ondas cuasi unidimensionales y se compara con la estabilidad de las espirales.

Una onda plana es perturbada si se tiene que:

A= [F + day exp(At + ik - r) 4 da_ exp(At +iq - 1)) (2.20)
x expi(—wt+q-r), (2.21)

el crecimiento lineal de la perturbacién se mide por

2(1 + Q3
1—Q2
donde @)y, es la proyeccién del nimero de onda de la onda original sobre el de la perturbacion.

En esta ecuacion, la velocidad de grupo de la onda es (2.4) y el primer coeficiente real de
A es positivo (inestabilidad de Eckhaus) si el niimero de onda Q de la solucién no satisface (2.6).

A=—iVk— |1+ Ba+ B+ (2.22)

Para una onda plana unidimensional, la forma de demostrar la inestabilidad de Eckhaus es
la siguiente. Para un par dado («, ) tal que Qpcx > 0, se elige un dominio de longitud
L Z 2mn/QErck, donde m es un nimero entero contando el nimero de ondas que el sistema
puede retener. Ese niimero se conserva siempre para una condicion inicial donde el nimero de
ondas es n < m. Por el contrario, cuando n > m, el nimero de ondas en la condicién inicial

o6



original se reduce a medida que el sistema evoluciona.

En el caso de las espirales de la CGLE bidimensional, se espera un resultado similar.
Por ejemplo, en la regién donde Qgpcx > 0, se pueden considerar el caso donde o = f.
Para esta combinaciéon la velocidad de grupo de la onda es nula y las perturbaciones no
se alejan por conveccién. En este caso Qpex = 1/v/3. Esto significa que al elegir un
dominio circular de radio R > m x 2my/3, con m el nimero de ondas a cada lado del defecto,
entonces se espera que la espiral solucion puede retener hasta m ondas a cada lado del defecto.

En el capitulo 3, donde se presentan los resultados se podran revisar las simulaciones
obtenidas para ondas en una y en dos dimensiones.

En la siguiente seccién se revisard el trabajo de Hagan, [15], en donde explica la dindmica de
las ondas en espiral cuando tienen un tnico brazo o varios.

2.4. Estabilidad de onda en espiral con un brazo

En esta seccién se estudia la estabilidad de las ondas espirales con un solo brazo (m = +1)
en el marco de la ecuacién compleja de Ginzburg-Landau (CGLE). Se analiza cémo las
propiedades de la amplitud F(r) y la fase ¢(r) evolucionan en el dominio radial y cémo estas
soluciones son influenciadas por los pardmetros o y (. Ademads, se describen los métodos
numéricos y analiticos utilizados para resolver las ecuaciones diferenciales asociadas, con
un enfoque en la transiciéon entre regimenes estables e inestables, y se presentan resultados
relevantes que incluyen la conexién con criterios como el de Eckhaus. Se siguen de cerca las
referencias de Hagan, [15] y de Ipsen, Kramer y Preben, [52].

Una onda espiral es una estructura dinamica que rota periddicamente alrededor de un centro,
formando patrones caracteristicos en sistemas no lineales. Estas ondas también son conocidas
como singularidades de voértice, defectos topoldgicos o puntos sin fase. Matematicamente, una
onda espiral se puede describir como:

W(r,0,t) = F(r)ertt,

donde F(r) es la amplitud de la onda, que depende tinicamente de la distancia radial r al centro
del vortice. Suele decrecer hacia el nicleo del vértice, donde se encuentra el defecto topoldgico.

o(r,0,t) = —wt — mb + U(r),

es la fase de la onda, con w la frecuencia angular de rotacion de la espiral, que determina
su velocidad temporal, m es un nimero entero que indica el nimero de brazos de la espiral,
mientras que el signo de m determina la direccién de rotacién (sentido horario o antihorario),
¥(r) describe el perfil radial de la fase, es decir, cémo varia la fase con la distancia r al centro
del vértice. Si se fijan ¢ = 0 y se consideran lineas de contorno donde la fase ¢ = 0, se obtiene
¥(r) = m#, Esto implica que, dependiendo de la forma de ¢ (r), las espirales pueden adoptar
diferentes configuraciones geométricas. Entre los ejemplos mas comunes estan: las espirales
arquimedianas (¢(r) = k#), generando un patrén con lineas de fase equidistantes y las
logaritmicas (¢(r) = ab’), como vimos en el capitulo anterior, que presentan un crecimiento
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mas rapido de las distancias entre las fases conforme r aumenta.

Al transformar la CGLE, (2.1) a coordenadas polares, se obtiene,

0A

2 19 10%°
—— = A—(14ia)A|AP+ (1 +i — =+ == ] A
ot (L+ i) AJAF+ (1 +145) (8r2+7“87“+r28¢)

La solucién tiene la siguiente forma,
A(T’, gb,t) _ F(T)ei(_UJt—m9+w(r)).

Al sustituir esta solucién en la ecuacién se obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales de
segundo orden para F(r) y ¢(r):

1
ALF — —m?F =} = B(FA + 20, Ry) + F = F* =0,

1
3 (ATF — T—QmQF — ¢3> + FA) 42U, R, — aR? 4+ w =0,

donde R, = OF/dr, ¥, = Ov/or y A, = 8?/0r* + (1/r)(9/0r). Estas ecuaciones pueden

resolverse con condiciones de frontera:
F(r) — Fgo, ¢¥'(r) = Q™ para r — oo,

Cuando el radio r tiende a infinito, es decir, a grandes distancias del centro de la espiral, el
sistema se aproxima a una onda plana. Esto se interpreta como un estado asintotico donde
las variaciones locales de amplitud y fase desaparecen, y el comportamiento de la onda se
estabiliza. Matematicamente, la amplitud se describe con las siguientes condiciones asintéticas:

F(r) =~ Fy = VI= GF,

donde () es el nimero de onda asintotica. Este valor caracteriza la amplitud de la onda plana
que domina a grandes distancias del niicleo del vértice. Y la funcién de fase 1(r) se comporta
linealmente como

P(r) = Qr.
Esto indica que, a grandes distancias del centro de la espiral, el sistema se comporta como una

onda plana, ya que las variaciones en la amplitud se han suavizado y la fase varia linealmente
con el radio:

F(r)—r, ¢'(r) — 0 para r — 0.

Por otro lado, cuando r tiende a 0 (es decir, cerca del centro de la espiral), la amplitud F(r)
decrece hasta 0, lo que asegura que la soluciéon no diverge cerca del nicleo de la espiral.
Matematicamente, se tiene:

F(r)~r.

Y la fase () sigue una relacién cuadrética con el radio, lo cual ocurre debido a las condiciones
de simetria y la naturaleza del campo de la onda espiral en esta region
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Figura 2.5: Ejemplos de ondas espirales de Arquimedes para m = 1 y m = 3. Las cifras se
obtuvieron trazando R(r)cos(¢) usando ¢ = Qt — mb + (r), R(r) = r/(r +1) y ¢¥(r) =
r?/(r + 1). Las expresiones fraccionarias se utilizan para evitar problemas con la singularidad
en el centro de la espiral. Tomada de [52].

Esto implica una curvatura mucho mayor en las lineas de fase cerca del centro, comparado
con la variacion lineal en el limite r — oo.

Estas dos soluciones limite estan conectadas a través de la continuidad del campo de la
onda espiral en todo el dominio radial. La transicion entre el comportamiento cerca del
nticleo (r — 0) y el comportamiento asintético (r — o0) se refleja en cémo la amplitud y
la fase de la espiral se ajustan para mantener la estabilidad en ambos extremos. Esto se
debe a que las soluciones en ambos regimenes satisfacen las mismas ecuaciones diferenciales
de Ginzburg-Landau, aunque con diferentes condiciones limite en cada caso. Cerca del
nicleo, la espiral debe tener una amplitud que crezca de manera controlada para evitar
que se desestabilice por valores demasiado pequenos o una divergencia en el centro. Esta
estructura asegura que la espiral sea bien comportada y no sufra inestabilidades en su origen.
A grandes distancias, la onda se comporta como una onda plana, que tiende a una amplitud
constante y una fase lineal. En este régimen, la onda satisface las condiciones de estabi-
lidad de Eckhaus y BF'N, lo que garantiza que la espiral no se descompone en distancias largas.

La transicion suave entre el comportamiento local de una espiral y el de una onda plana
es fundamental para garantizar la estabilidad de la espiral en todo el dominio radial.
Las ecuaciones diferenciales que gobiernan F(r) y (r) deben asegurar que no existan
discontinuidades que induzcan inestabilidades. Este analisis, que combina condiciones en
ambos extremos del espacio radial, permite entender por qué las espirales de un solo brazo
(m = £1) pueden ser estables bajo ciertos valores de los parametros a y [3; mientras que
las espirales con multiples brazos (Jm| > 2) tienden a ser inestables en todo el dominio.
Este fenémeno fue estudiado por Hagan mediante un analisis heuristico en el contexto de
la CGLE, identificando que la inestabilidad en espirales con multiples brazos proviene de la
competencia entre estos, lo que introduce inestabilidades de fase y amplitud. Esta relacién
sugiere que, a grandes distancias, las espirales estables pueden aproximarse al comportamiento
de ondas planas. Si esta conexién es valida, podria aplicarse de forma consistente criterios
de estabilidad bien conocidos como los de Eckhaus y Benjamin-Feir-Newell (BFN), original-
mente desarrollados para ondas planas. En esta tesis, se investiga si dichos criterios pueden
extenderse y utilizarse para evaluar la estabilidad de espirales. Véanse las Figuras 2.2 y 2.5, [7].

El andlisis de Hagan probd que las espirales con m = +1 pueden mantener su forma bajo
ciertas condiciones de los parametros a y 5. Esta estabilidad se debe a la simetria inherente de
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las espirales de un solo brazo, que permite que las perturbaciones sean absorbidas o disipadas
sin inducir inestabilidad significativa. El nimero de onda asintético @), que determina la
frecuencia espacial de la espiral a grandes distancias del centro, juega un papel crucial en esta
estabilidad. Valores apropiados de () para un solo brazo estéan ligados a soluciones estables en
el espacio de pardmetros de a y 3. Por otro lado, para espirales con m > 2, las inestabilidades
de fase y amplitud no se compensan tan facilmente debido a la complejidad de la interaccién
entre multiples brazos, lo que lleva a su descomposicion y pérdida de coherencia estructural.
Esto se traduce en la incapacidad de estas espirales para mantener un perfil estable en el
tiempo.

Ipsen y sus colaboradores [52] profundizaron en el andlisis de las espirales de un solo brazo
usando ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs) asociadas con la transformacién de la
CGLE en coordenadas polares. Utilizaron una combinacién de técnicas numéricas y analiticas,
como la perturbacién y la continuacién numérica, para describir la estructura de las espirales.

En particular, emplearon una técnica llamada disparo multiple, que permite resolver EDOs
mediante la subdivision del dominio radial en segmentos méas pequenos. Esta técnica es 1util
cuando las condiciones de frontera son conocidas en puntos distintos y se desea integrar la
solucion en todo el dominio. En el caso de las espirales, subdividieron la trayectoria de la
solucién desconocida en N puntos z',...,z", espaciados equidistantemente en el radio 7.
Esto dio lugar a un sistema de ecuaciones acopladas que involucra tanto la amplitud F(r)
como la fase ¥ (r), con un total de 3(/N — 1) ecuaciones diferenciales y el mismo nimero de
incognitas. Estas ecuaciones fueron resueltas numéricamente con los programas CONT y
AUTO97, [52], herramientas especializadas en la continuacién de soluciones de ecuaciones
diferenciales. El software AUTO0Y7, por ejemplo, fue disenado para seguir trayectorias de
soluciones a lo largo de bifurcaciones, permitiendo explorar como cambian las soluciones a
medida que se varian los parametros .y 3. A través de esta técnica, Ipsen et al. determinaron
la variacién del nimero de onda () como una funcién de a y 3, lo que permitié trazar curvas
de estabilidad y regiones de inestabilidad, como la frontera de Eckhaus.

Los resultados de estos calculos se presentan en las figuras correspondientes del articulo,
Figuras 2.6 y 2.7. En la Figura 2.6(a), se muestran las trayectorias de las funciones F(r),
F'(r) y 9(r) para los pardmetros a = 5/3 y f = —2/3, conocidos como el modelo de Gray
con D = 2, tal como fue utilizado en [51]. Estas curvas reflejan la evolucién de la amplitud y
la fase a lo largo del dominio radial.

En la Figura 2.6(b), se presenta la variacién del nimero de onda @) como una funcién de 3,
junto con la curva frontera de inestabilidad de Eckhaus, que estd determinada por el criterio
Dy (3) = 0. Esta curva separa las regiones del espacio de pardmetros donde las ondas espirales
son estables (region ES) y donde son inestables (regiéon FU). El punto de interseccién entre
la curva de inestabilidad de Eckhaus y la variacién de () indica el valor critico de 8 a partir
del cual las ondas espirales pierden estabilidad y entran en un régimen inestable.

Al introducir el pardmetro libre D) = 0 en el problema de continuacién, Ipsen et al. permi-
tieron la variacién continua del punto de interseccion de la frontera de Eckhaus, explorando
cémo este punto cambia en funcion de a y . Los resultados de este andlisis se muestran en
la Figura 2.7(a), donde se representa la curva de inestabilidad de Eckhaus para las ondas
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Figura 2.6: Continuacién de la onda en espiral. (a) Curvas de amplitud F(r), la derivada de la
amplitud F’(r) y la derivada de la fase ¢/(r) para una onda en espiral con pardmetros a = 5/3
y f = —2/3 tomadas del modelo de Gray, como se presenta en [51]. (b) Nimero de onda espiral
seleccionado Q(f) y la frontera de la inestabilidad de Eckhaus determinada por D) (3) = 0. Las
regiones de establidad e inestabilidad son denotadas por ES y EU, respectivamente. Tomada
de [52].
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Figura 2.7: (a) Curvas frontera de inestabilidad de Eckhaus y BFN para las ondas en espiral
de la CGLE. (b) Variacién del nimero de onda espiral @ a lo largo de la curva de Eckhaus.
Tomada de [52].

espirales, junto con la frontera de inestabilidad de BFN.

Finalmente, la Figura 2.7(b) muestra la variacién del nimero de onda espiral asintético a lo
largo de la curva de Eckhaus (ECK), revelando las condiciones bajo las cuales las soluciones
espirales permanecen estables incluso en el régimen inestable de Eckhaus o de BFN. Estos
resultados numéricos sugieren que las ondas espirales pueden ser localmente estables incluso
en regiones que son inestables segun los criterios tradicionales de Eckhaus o BF'N.

En la siguiente seccién se describiran las distintas fases de la soluciones de CGLE, clasificadas
de acuerdo a diversas propiedades de las ondas en espiral.
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2.5. Las distintas fases solucion de la CGLE

En esta seccion se analizaran las distintas fases dinamicas del modelo CGLE descritas por
Chaté, [21], clasificadas en funcién de su comportamiento espacio-temporal, estabilidad
y presencia de defectos. Estas fases, delimitadas en el espacio de pardmetros (—1/a, f3),
incluyen regiones como la turbulencia de amplitud, la fase de turbulencia, la intermitencia
espacio-temporal, los estados congelados y el régimen sin caos. A través de esta clasificacion,
se definiran las caracteristicas principales de cada fase, incluyendo cémo varian la amplitud,
la fase y la formaciéon de defectos, proporcionando una vision completa de las soluciones del
modelo.

Dividiendo la amplitud de la ecuacién (2.1) entre /—a, la expresién de la CGLE quedaria
como:

% = A+ (1+iB)VPA+ (1/a+14)|APA (2.23)

Cuando f = 0y 1/a — oo, se obtiene la ecuacién de Ginzburg-Landau real, la cual posee
un funcional de Lyapunov y exhibe una dinamica de relajacién. Esto significa que el sistema
tiende naturalmente a estados estables, disipando las perturbaciones con el tiempo. Por otro
lado, cuando  — ooy 1/a — 0, la dispersién toma un rol crucial y la ecuacién se aproxima a
la ecuacién de Schrédinger no lineal, usada para describir fenémenos como los solitones [2].

Retomando la teoria anterior, se hacen los cambios pertinentes a las ecuaciones més impor-
tantes. La CGLE aborda el problema de estabilidad lineal de su familia de soluciones planas
A = Felbeter) con F? = a(l — k%) y wp = —a — (B — a)k?. Todas estas soluciones son
inestables ahora para § > —1/«, segin el criterio de Newell, que define la recta BFN. Esta
curva, como se observa en la Figura 2.8, marca el limite donde las soluciones planas se vuelven
cadticas o inestables. Para 3 < —1/a, las soluciones planas con k* < k2, = %LE% son
linealmente estables [21], lo que significa que las perturbaciones no crecen exponencialmente
y las ondas planas pueden existir sin perder estabilidad.

En la Figura 2.8, se observa el espacio de parametros de la CGLE, representado en el plano
(—1/a, B). Este fue establecido mediante exploracién numérica de las soluciones, llevada a
cabo en un dominio rectangular cuyo lado es mucho mayor que la longitud caracteristica
de las estructuras espaciotemporales resultantes, y bajo condiciones iniciales aleatorias en
un dominio rectangular relativamente grande comparado con el tamano caracteristico de los
brazos de espiral. A través de este estudio, se distinguieron seis regiones, de acuerdo con las
caracteristicas de las soluciones espirales: su modulo, fase, nimero de onda y los defectos
asociados.

Antes de comenzar, es importante definir lo siguiente: un defecto es un punto en el espacio-
tiempo donde la amplitud del campo A se anula (|A| = 0) y, como consecuencia, la fase ¢ no
estd definida, ya que no es posible asignar un argumento a un nimero complejo de médulo
cero. Este fendmeno ocurre de manera puntual y local, siendo una singularidad en el patrén
dindmico. Nota: La fase ¢ de un campo complejo A = |Ale? estd bien definida solo cuando
|A| # 0. Cuando |A] = 0, no se puede determinar un angulo ¢, ya que el nimero complejo
colapsa al origen del plano complejo, donde todos los angulos son indistinguibles. Por esta
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Figura 2.8: Espacio de parametros de la ecuacién (2.23). Se pueden ver las distintas regiones
encontradas numéricamente: fase de turbulencia, turbulencia de fase o de amplitud, intermi-
tencia espacio-temporal, estados congelados, bicaos y no caos. Imagen adaptada de Chate y
Maneville [24].
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razon, los defectos son considerados singularidades de fase.

Por otro lado, una linea de choque es una region donde la fase ¢ experimenta un cambio
abrupto, formando discontinuidades suaves o pronunciadas en el gradiente de fase. A diferencia
de los defectos, las lineas de choque no requieren que la amplitud sea cero, pero reflejan
transiciones rapidas en la estructura del campo. En un patrén dinamico, los defectos suelen
ser el nicleo de espirales, mientras que las lineas de choque conectan o delimitan regiones de
fase distinta. A continuacion, se describen las dinamicas en estas fases:

* Fase de Turbulencia: En esta regién, delimitada por las curvas BFN y L (ver Figura
2.8), el comportamiento de las soluciones es cadtico tanto en el espacio como en el
tiempo. No se observan defectos, es decir, el campo A nunca se anula, y la fase ¢ esta
bien definida en todo el dominio. Las soluciones en esta fase consisten en una estructura
celular desordenada, donde las variaciones de amplitud son suaves y el tamano tipico de
las células aumenta a medida que se aproxima a la curva BFN, esto se puede observar
bien en las Figuras 2.9(a) y 2.10(a). Esto indica una transicién gradual hacia un régimen
mas ordenado.

Turbulencia Defectuosa o Turbulencia de Amplitud: Esta fase, ubicada a la iz-
quierda de la curva magenta T, se caracteriza por la aparicién de defectos, puntos donde
la amplitud se anula A = 0 y la fase ¢ no esté definida. Fn dominios rectangulares, estos
defectos aparecen y desaparecen en pares. Para valores pequenos de (3, las soluciones
pueden incluir espirales y vértices de lineas de choque; mientras que para valores gran-
des de (3, la densidad de defectos aumenta significativamente y las espirales son menos
comunes. En la Figura 2.9(b) se pueden observar estos defectos y en la 2.10(b) se detec-
tan bien las lineas de choque. Esta es la fase mas cadtica del CGLE en 2D, donde las
variaciones de amplitud son drasticas y los patrones de fase son altamente desordenados.

Intermitencia Espacio-Temporal: Ubicada entre las curvas Ty BFN, esta region
presenta soluciones que alternan entre estados irregulares (turbulentos) y estados la-
minares (regulares). En la Figura 2.9(c) se puede ver que la amplitud A cambia entre
fases de calma y fases cadticas, mientras que la fase ¢ exhibe transiciones entre estas
dos dinamicas. La transicion de un estado turbulento a laminar ocurre por fluctuaciones
intrinsecas, mientras que la transicién inversa requiere la influencia de dominios turbu-
lentos vecinos. En esta fase, las variaciones de amplitud y fase son periddicas y cadticas.
Véase la Figura 2.10(c).

Estados Congelados: Aparecen a la derecha de la curva T, principalmente a la derecha
de la curva FCK. En esta region, el campo |A| permanece estacionario en el tiempo,
con estructuras celulares que adoptan configuraciones casi congeladas. Estas soluciones
asintéticas presentan defectos espirales rodeados por lineas de choque, esto se puede
observar bien en la Figura 2.9(d) , en la Figura 2.10(d) hay un dnico defecto rodeado por
estas lineas. Aunque las variaciones de amplitud son estaticas, la fase ¢ sigue mostrando
patrones estructurados y bien definidos. Estos estados solo son observables en dominios
suficientemente grandes.

Bicaos: En esta region, delimitada por las curvas BEN, T, SP y L, coexisten dos estados
estables: la fase de turbulencia y un estado turbulento de amplitud con densidad finita de
defectos. Aqui, la amplitud A puede ser intermitente y coexistir con configuraciones més
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Figura 2.9: Gréfico espacio-temporal unidimensional |A| a la izquierda y la configuracién final
de |A| a la derecha: (a) turbulencia de fase y (b) turbulencia defectuosa. Grafico espacio-
temporal unidimensional de Re(A) a la izquierda, gréfico espacio-temporal |A| en medio y la
configuracién final de |A] a la derecha, (c) intermitencia espacio-temporal, (d) varios agujeros
separados por lineas de choque, (e) formacién de dominios espacio-temporales regulares sepa-
rados por discontinuidades de fase. Graficas tomadas de: [107].
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Figura 2.10: Evolucién espacio-temporal bidimensional de la amplitud compleja |A| (izquier-
da) y fase ¢ (derecha) en las fases: (a) turbulencia de fase, (b) turbulencia defectuosa, (c)
intermitencia espacio-temporal y (e) bicaos. Las imagenes (a), (b), (¢) y (e) fueron tomadas
de [38]; (d) estado congelado simple con un defecto en espiral y una linea de choque, a la
izquierda la imagen de |A| y a la derecha las lineas Re(A) = 0 (verde) e Im(A) = 0 (rojo), fue
tomada de [24].
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ordenadas. Segun Chaté [23], también puede aparecer intermitencia espacio-temporal
en esta region, donde tanto la amplitud como la fase oscilan entre estados cadticos y
ordenados. Véanse las Figuras 2.9(e) y 2.10(e).

Sin Caos: Por debajo de la curva ECK, las soluciones espirales son estables y bien
definidas. En esta region, la amplitud A no presenta oscilaciones significativas, mientras
que la fase ¢ exhibe patrones regulares y predecibles. Este es el régimen mas ordena-
do del CGLE en 2D, donde tanto la amplitud como la fase alcanzan configuraciones
estacionarias.

Las propiedades de estabilidad de la solucién de onda plana estudiadas en el apartado
anterior dan lugar a las curvas en rojo y en naranja, ECK y SP, respectivamente, en el
plano (—a™!, ). La curva ECK define la regién de estabilidad lineal de la onda. A la
izquierda de FCK, la onda es linealmente inestable ya que las perturbaciones crecen ex-
ponencialmente en el espacio fase, a lo que se le denomina la region de inestabilidad convectiva.

De acuerdo con Aranson [7], a la derecha de la curva ECK se espera que la espiral sea
capaz de resistir una cantidad considerable de ruido debido a su nicleo completamente
lineal y la estabilidad de sus brazos. Entre las curvas ECK y SP, la conveccién amplifica las
perturbaciones, pero estas se alejan del centro, permitiendo que la espiral mantenga cierta
estabilidad. Hacia la izquierda de la curva SP, se encuentra la regién de inestabilidad absoluta,
ya que cualquier perturbacion inicial no solo crece en su posicién original, sino que también
se propaga a lo largo de la direccion de la onda. Aranson obtuvo numéricamente las curvas L
(verde) y T (magenta) en un dominio rectangular y separan las fases de turbulencia de fase
y turbulencia de amplitud, respectivamente. En la region entre las curvas SP y T, coexisten
los estados de defecto, turbulencia y congelacion. En este caso, la ruptura del equilibrio
podria conducir a cualquiera de estos estados, dependiendo de las condiciones iniciales y las
perturbaciones presentes.

Las curvas FCK, SP, BFN, L y T que se observan en el espacio de parametros de la
Figura 2.8 se obtuvieron mediante una transformacién simple de las curvas mostradas en es-
tudios anteriores, lo que proporciona los mismos resultados cualitativos para sistemas grandes.

Una vez terminado el segundo capitulo, en el siguiente se revisara el material de simulaciones

numéricas con el software de COMSOL que hace uso de elemento finito para obtener los
resultados de las ondas en espiral en un medio circular y con condiciones iniciales especificas.
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Capitulo 3

Resultados de la simulaciones
numeéricas

Dado que no se conocen soluciones analiticas en espiral para la CGLE, en este trabajo se
estudian sus propiedades por medio de simulaciones numéricas. En este capitulo se analiza la
estabilidad, persistencia, dispersion y el comportamiento de fase de espirales aisladas utilizando
dichas simulaciones. De inicio se separan las partes real e imaginaria de la amplitud A =
Ay +iAs en (1), resultando en:

0A

O _ A, - BVR AL+ [ — [AP(A - ads)],

N (3.1)
O 592, + V2, + (s — |AR(0ds + ).

En estos términos, el mddulo cuadrdtico es |A]> = A? 4+ A3 y la fase es ¢ = tan"'(Ay/A;).
Para inhibir la presencia de lineas de choque que normalmente se encuentran en dominios
rectangulares se utiliza un dominio circular de radio R, y por lo tanto V? es el operador
Laplaciano, en coordenadas polares. Se usan las condiciones de frontera de flujo nulo para
ambas funciones, 0,A1 = 0,Ay = 0, garantizando que el modulo y la fase de la solucion se
conserven.

Para inducir el comportamiento espiral se introduce un unico defecto en las condiciones ini-
ciales similar a las utilizadas en [25]:

2

Loexp |- 4 i(Qur 4 0) (3.2)

210 202

A(r,0,t =0) =

donde o* es un pardmetro que mide el ancho del pulso (el valor de o* fue elegido para
cubrir 1/3 del radio total), y el pardmetro Q; estd asociado con el nimero de onda inicial
(Q; = 0.2). Se utiliza el software COMSOL Multiphysics [27] para la mayor parte de las
simulaciones, y a menos que se establezca explicitamente lo contrario usaremos una malla
adaptativa inicializada con 1000 nodos y un paso de tiempo de At = tmaz/1000, donde R y
timaz, €l radio total del circulo y el tiempo total de simulacion, respectivamente. Estos radios y
tiempos para cada conjunto de parametros fueron elegidos por prueba y error: para el tamano,
intentamos hacer que la longitud caracteristica de las espirales (ancho del brazo) fuera unas
cuantas veces la longitud caracteristica del dominio (el radio); para el tiempo, se eligié uno
lo suficientemente largo como para ver las transiciones de estabilidad o para corroborar la
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persistencia de alguna solucion dentro de los limites de tiempo computacionales.

COMSOL Multiphysics es un software que utiliza el método de elementos finitos para resolver
problemas fisicos y de ingenieria de forma eficiente. Su uso en este trabajo se detalla en el
Apéndice C, donde se describe como configurar y realizar simulaciones con este software,
mientras que los fundamentos del método de elementos finitos se explican en el mismo
Apéndice. COMSOL fue empleado como una alternativa rdpida frente a algunos métodos
previamente utilizados, como diferencias finitas en un dominio cuadrado y diferencias finitas
en un dominio circular, cuyos codigos fueron programados en MATLAB, la explicacion de la
metodologia se puede revisar en el Apéndice D.

En la primera seccion se analizardn las propiedades de estabilidad en ondas bidimensionales en
un dominio circular, enfocandose en la transicion de estabilidad e inestabilidad de las espirales
bajo los criterios de Eckhaus y BFN, y se estudiardn como las caracteristicas espaciales y el
valor del radio R influyen en la dindmica y configuracion de estos patrones.

3.1. Estabilidad en ondas 2D

En la seccién 2.1, se explicaron las inestabilidades absoluta y convectiva en el contexto de
ondas unidimensionales, estableciendo las condiciones matematicas fundamentales para su
apariciéon y delimitando las regiones de estabilidad e inestabilidad mediante los criterios de
Eckhaus y BFN. Estos andlisis permitieron comprender como las perturbaciones afectan la
dindmica de las ondas planas, y se ilustraron graficamente en el plano («, §), destacando su
relevancia en la formacién de patrones espirales.

En esta seccién, se va a estudiar el caso bidimensional, enfocandose en la estabilidad de ondas
espirales. Analizar su estabilidad requiere estudiar el comportamiento de la onda plana emiti-
da, ya que esto permite comprender la evolucion de perturbaciones en el espacio y el tiempo.
Las predicciones de estabilidad para fuentes de ondas planas en un medio infinito se extrapolan
a espirales, entendidas como fuentes de ondas, como se detalla en la referencia [7]. En la Figura
3.1, se presenta la misma curva que se obtuvo en la seccion 2.1, mostrando nuevamente la curva
BFN (azul), el limite de Eckhaus de longitud de onda larga (rojo) y los limites de inestabilidad
absoluta para espirales 2D (naranja). Ademas, la curva SN (en magenta) indica el limite hasta
el cual existen niimeros de onda convectivos inestables. A través de simulaciones numéricas
con CGLE, se investigaran las configuraciones de estabilidad y cémo las inestabilidades de
Eckhaus y BFN se manifiestan y afectan los patrones emergentes en sistemas bidimensionales.

Las figuras 3.1 y 3.2 ilustran los resultados sobre la estabilidad de espirales con un brazo
obtenidos mediante simulaciones numéricas de la CGLE en un dominio circular. En la figura
3.1 se presenta el espacio de pardmetros (a, ) como se mencioné antes. Cada punto en esta
figura esta asociado a una simulacion especifica cuyos parametros se detallan en el Cuadro 3.1.
El color y la posicion de los puntos reflejan el comportamiento cualitativo de las soluciones
numéricas obtenidas.

En la Figura 3.2, se ilustran ejemplos representativos de las simulaciones numéricas corres-

pondientes a estos puntos. Se observan tres grandes regiones principales en el espacio de
parametros:
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Figura 3.1: Curvas de estabilidad de una onda plana unidimensional en un medio infinito de
la CGLE en el plano («, 3).

Figura 3.2: Simulaciones numéricas de espirales de la CGLE en un dominio circular
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Num («, ) Toar R Num («, ) Toar R

1 (0.1,1.5) 164.5 173.2 22 (0.1,-1) 2000 203.85
2 (0.5,1.5) 109.68 152.6 23 (0.5,—1) 400 62.8

3 (1,1.5) 83.87  163.36 || 24 (1,-0.9) 1000 257

1 (15,15) 6667 1885 || 25  (15,-1) 300 754

) (2,1.5) 53.85  219.9 26 (2,-1) 1000 56.5

6 (2.5,1.5) 44.4 254.63 || 27 (2.5,—1) 1000 044.54
7 (3,1.5) 37.36  291.31 | 28 (3,-1) 1000 200

8 (0.1,0.5) 422.28 183.71 || 29 (0.1, -2) 201.72 221.5
9 (0.5,0.5) 200 188.5 30 (0.5,—1.9) 2000 300

10 (L,05) 1158 2304 |31  (1,-2) 300 1885
11 (15,05) 7764 2062 || 32  (Lb,—2) 327  141.37
12 (2,0.5) 5000 377 33 (2,-2) 26.9 146.6
13 (2.5,0.5) 5000 468 34 (2.5,-2) 23.73  164.93
14 (3,0.5) 5000 565.5 35 (3,-2) 21.4 188.5
15 (0.1,—-0.5) 5000 197 36 (0.1, —4) 1000 274.4
16 (0.5,-0.5) 371.43 272.3 37 (0.5, —4) 5000 94.24
17 (1,-0.5) 5000 283 38 (1,—4) 300 188.5
18 (1.5,-0.5) 1000 169.7 | 39 (1.5,—4) 50 50

19 (2,—0.4) 5000 320.4 || 40 (2,—4) 1000 26.9
20 (2.5,-0.5) 1000 188 41 (2.5, —4) 50 38.4
21 (3,-0.5) 1000 2450.5 || 42 (3,—4) 8.65 01.4

Cuadro 3.1: Datos de las simulaciones de la Figura 3.2.
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- Por encima de la curva roja de Eckhaus, las espirales mantienen su forma, centradas en el
origen (simulaciones 1-7, 8-11, 15-16, 22-23, 29 y 36). Estas soluciones son tipicamente
estables y presentan patrones bien definidos. Sin embargo, en las simulaciones 12-13,
cercanas al borde, la espiral se fragmenta en varios subdominios con ondas giratorias.

- Entre las curvas de Eckhaus y BFN, aparecen transiciones donde las espirales se dividen
en multiples segmentos alargados o subestructuras méas cadticas. Este comportamiento
se observa en las simulaciones 14, 17-18, 24 y 30. Una excepcion notable es la simulacion
19, donde la espiral pierde su estructura definida.

- Por debajo de la curva BFN, las soluciones son altamente inestables y presentan turbu-
lencia de fase o defectos cadticos, como en las simulaciones 20-21, 25-28, 31-35 y 38-42.
En particular, la simulacion 37 exhibe un comportamiento peculiar, con las soluciones
separandose en dos subdominios de formas tipo burbuja.

Estas simulaciones muestran que los resultados obtenidos para ondas unidimensionales per-
miten capturar de manera cualitativa la estabilidad de espirales en sistemas bidimensionales,
aunque algunas transiciones no se describen completamente con este modelo.

Finalmente, es importante destacar que la curva FCK en el contexto bidimensional tiene
un significado diferente al caso de ondas planas unidimensionales, asi como lo platicamos
en la seccion 2.1. Para ondas unidimensionales, la inestabilidad de Eckhaus establece que
si una solucion se inicializa con un ntmero de onda () y los parametros estan por encima
de la curva BFN, la onda sera estable frente a la inestabilidad de Eckhaus, manteniendo
su numero de onda. Sin embargo, en el caso bidimensional, la curva EFCK se construye
a partir del nimero de onda asintético de la espiral, ), ,que depende de los parametros

(e, B). Segin [7], Qs, se calcula resolviendo las ecuaciones que describen la onda espiral
en coordenadas polares, aplicando condiciones de frontera asintéticas para garantizar una
solucién consistente [15]. En la Figura 3.1, esta curva representa el limite mds alld del

cual las espirales bidimensionales pierden estabilidad frente a la inestabilidad de Eckhaus.
Las simulaciones numéricas mostradas en la Figura 3.2 respaldan cualitativamente estas
predicciones tedricas, demostrando que la estructura de las espirales y sus transiciones de
estabilidad son consistentes con los modelos analiticos para sistemas bidimensionales.

Mas simulaciones entre las curvas ECK y BFN

Los estados entre las curvas FCK y BFN para espirales reflejan estados intermedios entre
las soluciones que mantienen su brazo inicial y aquellas que presentan cierta turbulencia
persistente, ver la Fig. 3.3 y el Cuadro 3.2. Las simulaciones I, IV, V, VI, IX y XI parecen
reflejar la estabilidad de las soluciones, mientras que II, I1I, X y XII presentan subdominios,
y VII y VIII presentan turbulencia.
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Figura 3.3: Soluciones numéricas tomadas en la regién entre FCK y BFN. (a) Plano («, ).

(b) Simulaciones que corresponden a la regién ejemplificada, los datos de las simulaciones se
especifican en el Cuadro 3.2.

[=]

‘Num (o, B) R H Num (o, B) R H
I (1.75,0.2)  220.5 || VII (2.25,—-0.2) 287
I (225,02) 204 || VIII (2.75,-02) 2454
M. (2.75,0.2) 2304 | IX  (0.5,—1) 1885
v (1,-05) 2827 | X 0.75,-1) 212
A% (1.25,—-0.5) 230.4 || XI (0.5,—1.5) 172.8
VI (1.75,—02) 212 |[XII  (0.25,—3) 2985

Cuadro 3.2: Datos de las simulaciones probando estabilidad en la Fig. 3.3. Aqui t,,,. = 5000

tiene un valor fijo.
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Influencia del valor de R en la estabilidad

De acuerdo con los datos obtenidos en el Cuadro 1, se eligen tres valores diferentes de R para
evaluar su influencia en la estabilidad: 75, 200 y 450, y un valor de t,,,, de 1000. Usando
estos parametros, se realizan simulaciones numéricas alrededor de la region entre FCK y
BFN, mostrandonos que si el radio es lo suficientemente pequeno, se obtienen simulaciones
estables en la region correspondiente; por otro lado, para un radio lo suficientemente grande,
se observa la persistencia de la inestabilidad (Fig. 3.4).

Brazos de la espiral

Aunque los resultados de estabilidad estudiados en este trabajo se enfocan en espirales
inicializadas con un solo brazo, se realizaron algunas simulaciones preliminares con espirales
de dos y tres brazos para mostrar que éstas también permanecen estables, ubicandose por
encima de la curva de Eckhaus, ver la Fig. 3.5 y el Cuadro 3.1. Por otro lado, simulaciones
numéricas realizadas por debajo de la curva BFN muestran que las espirales con carga
topoldgica mayor a 1 evolucionan hacia estructuras que son indistinguibles de aquellas
inicializadas con un solo brazo. La estabilidad de estas soluciones no ha sido explorada a
profundidad y representa una linea importante de investigacién para trabajos futuros.

Es importante mencionar que existen resultados analiticos sobre espirales logaritmicas o de
Arquimedes en sistemas A — w, a los cuales se reduce la CGLE cuando § = 0. Estas espirales,
conocidas como ondas “pinwheel”, y su evolucion hacia espirales bien definidas en el tiempo,
se esperan cerca del eje a (cuando 8 = 0) y con valores pequenos de «. Para més detalles
sobre estos sistemas en dominios infinitos, ver Refs. [15], [11], [20]; y en dominios finitos,
ver Refs. [1], [92], [70]. Segtn el apéndice B de [1], estos resultados pueden extenderse a
valores de [ distintos de cero. Esto concuerda con nuestros experimentos numéricos, donde
encontramos la presencia de estas soluciones “pinwheel”tanto para f = 0 como para valores
pequenos de 8 y a. Cabe destacar que en nuestro trabajo fue necesario un ajuste fino en la
seleccion de las condiciones iniciales para obtener espirales bien desarrolladas con un solo brazo.

En conclusion, las predicciones de estabilidad basadas en resultados para ondas planas unidi-
mensionales capturan bien la estabilidad de espirales bidimensionales de manera cualitativa,
aunque estos modelos aproximados podrian describir algunas transiciones de manera mas
precisa.

En la siguiente seccion 3.2, se analizarédn las dinamicas de espirales y antiespirales en sistemas
bidimensionales utilizando simulaciones numéricas, con el objetivo de identificar cémo las
condiciones iniciales y los parametros del sistema afectan la orientacién relativa y la dispersion
de estas ondas, ampliando los resultados obtenidos previamente en sistemas unidimensionales.
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Figura 3.4: Simulaciones numéricas del CGLE variando R. (a) R = 75, (b) R = 200 y (c)
R = 450. Los datos del par («, 3) se pueden ver en el Cuadro 3.1.
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Figura 3.5: Simulaciones numéricas de algunas espirales por encima de la curva de Eckhaus
con carga topoldgica 2 y 3. Ver Cuadro 3.1.

3.2. Espirales y antiespirales en ondas 2D

En la seccion 2.2, se analizaron las caracteristicas dinamicas de las ondas espirales y
antiespirales en sistemas unidimensionales, clasificando su comportamiento segin la direccion
de propagacion (hacia o desde el ntcleo) y el sentido de rotacién (horario o antihorario).
Este estudio permitié identificar como estas ondas influyen en la estabilidad y forma-
cién de patrones, proporcionando un marco fundamental para comprender las dindmicas
espacio-temporales en medios oscilatorios. Estos resultados destacan las diferencias entre
espirales y antiespirales, y su relacién con las condiciones iniciales y los parametros del sistema.

Dado este conocimiento, las simulaciones en sistemas bidimensionales tienen como objetivo
ampliar la comprensién obtenida en 1D al explorar cémo estas caracteristicas se manifiestan
en configuraciones mas complejas y realistas. Las simulaciones realizadas en dominios 2D
buscan observar la interaccion entre las espirales y antiespirales con condiciones iniciales
especificas y determinar cémo las diferencias en la dispersiéon y la orientacion relativa afectan
la estabilidad y formacién de patrones en el espacio de pardmetros (o, ().

En este trabajo se realizaron las simulaciones, analizando combinaciones especificas de
espirales y antiespirales bajo diferentes condiciones iniciales, como se muestra en el Cuadro
3.3 y las Figuras 3.6 a 3.9. Estos resultados demuestran que las configuraciones de estabilidad
dependen no solo de los parametros del sistema, sino también de las condiciones iniciales. En
particular, se observaron combinaciones exclusivas de espirales/antiespirales con rotaciones
horarias o antihorarias que permiten evaluar cémo se delimitan las regiones de estabilidad
en medios bidimensionales, aportando un panorama mas completo de las dindamicas de las
soluciones del modelo CGLE en 2D.

Para explorar la regién del espacio de parametros («, 3) en la que emergen espirales y anti-
espirales como soluciones del modelo CGLE, se realizaron cuatro tipos de simulaciones cuyos
resultados se muestran en las Figuras 3.6 a 3.9.

» En (CI), la condicién inicial Ay, definida en la Ec. (3.2), genera una espiral estandar (ver
Fig. 3.6).

» En (CII), se invierte la orientacién de la espiral aplicando el complejo conjugado de la

condicion inicial, es decir, se toma Ay = Ay, lo cual invierte la direccién de rotacién de
la espiral (ver Fig. 3.7).
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Z (@B T R 1C | 1Cy | 1Cy | 1Cy
S/AS CW/CCW S/AS CW/CCW S/AS CW/CCW S/AS CW/CCW
I 1,2) 604 959 S W AS CCW S CCW  AS CwW
I (2,2) 50 1088 S CW AS CCW S CCW  AS W
I (0505 200 1088 S W AS CCW S CCW  AS CW
I (1,1) 100 1088 S CW AS CCW S CCW  AS W
T (—05,1) 880.9 153.9 AS CCW  S/AS  CW AS CW  S/AS  CCW
I (—0.25,05) 645 1163 AS CCW  S/AS  CW AS CW  S/AS  CCW
M (—2,04) 60 2244 AS CCW S cwW AS W S CCW
T (—1,05) 200 1885 AS CCW  S/AS  CW AS CW  S/AS  CCW
I (—1,—1) 100 108.8 AS CCW S CW AS CW S CCW
I (—0.5,—0.5) 200 108.8 AS CCW S CW AS CW S CCW
M (—2,-2) 50 1088 AS CCW S cwW AS cwW S CCW
I (—1,-2) 604 959 AS CCW S CwW AS CW S CCW
IV (I,—05) 200 1885 S/AS  CW AS CCW  S/AS CCW A4S W
IV (2,-04) 60 2244 S CwW AS CCW S CCW  AS CW
IV (0.25,—05) 645 1163 S/AS  CW AS CCW  S/AS CCW  AS W
IV (05,—1) 88399 1539 S/AS  CW AS CCW  S/AS CCW  AS W

Cuadro 3.3: Datos para simulaciones de las Figuras 3.10-3.13.

» En (CIII) y (CIV), se modifican las fases relativas de la espiral usando las mismas
combinaciones de signos anteriores, como se muestra en las Figuras 3.8 y 3.9.

Estas condiciones iniciales se resumen de forma compacta como:
{Al, A2}0 = AO {Sin(lez‘T + 0), S9 COS(SlQZ’T + 9)} s (33)

donde los pares (si,s9) toman los valores (1,1), (1,—1), (—1,—1), (=1,1) correspondientes
a las condiciones iniciales CI, CII, CIIT y CIV, respectivamente.

En estos cuatro graficos se presentan cuatro cuadrantes y en cada uno se pueden observar al-
gunos perfiles espacio-temporales para las simulaciones de las espirales que corresponden a los
parametros («, ) de la Figura 3.6. Para cada perfil, en el eje horizontal se grafica la solucién
espacial, medida a lo largo de una linea en el eje z, y el eje vertical corresponde al tiem-
po. Se eligen parametros en la regién estable de Eckhaus para descartar efectos de turbulencia.

Las espirales son ondas que se alejan del centro a medida que avanza el tiempo, mientras
que las antiespirales se propagan hacia el centro, por lo cual sus graficas espacio-temporales
tienen forma de V y de A, respectivamente. En la Figura 3.7 aparecen espirales que rotan
en sentido horario (etiquetada como CW) en los cuadrantes I y IV; mientras que ocurren
antiespirales en sentido antihorario (etiquetada como CCW) en los cuadrantes II y III.
Pero en 3.6 aparecen antiespirales que rotan en sentido antihorario en I y IV y espirales en
sentido horario en II y III. Curiosamente en las condiciones iniciales III y IV las espirales y
antiespirales se conservan como en [ y I, en cada cuadrante, respecivamente; pero no asi la
rotacién, ésta es contraria a lo que se acaba de decir.

El resultado general es que cambiar las condiciones iniciales y la region en el espacio de
pardmetros afecta la orientacién en sentido horario/antihorario y la dispersién positiva/ne-
gativa de espirales y antiespirales (etiquetadas S o AS, entre I y II, asi como entre III y
IV)) de las soluciones. Estos resultados y los valores de los pardmetros utilizados para cada
simulacion se resumen en el Cuadro 3.3.
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I1. (-2,0. 1. (-1,0.5)

AS/CCW
1. (-0.5,-0.5)

S/ICW

L (-1.-1)

V. (1,-0.5) V. (2.-0.4)

:
Il. (-2,-2) IV. (0.25.-0.5) I1V. (0.5.-1)

AS/CCW S/AS /ICW

Figura 3.6: Condiciones iniciales I. uy = n + Asin(f + kr), ug = n + Acos(6 + kr), donde n
representa el valor promedio del campo inicial, A es la amplitud de las oscilaciones, # es la fase
angular que define el estado de la onda en su ciclo, y k£ es el nimero de onda que determina
su periodicidad espacial.
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S/AS /1 CW AS/ICCW
11, (- 1V. (1,-0.5) IV, (2.-0.4)

IV, (0.25.-0.5) IV. (0.5.-1)

AS/CCW

Figura 3.7: Condiciones iniciales II. u; = n + Asin(0 + kr), us = n — Acos(f + kr), donde n
representa el valor promedio del campo inicial, A es la amplitud de las oscilaciones, 6 es la fase
angular que define el estado de la onda en su ciclo, y k£ es el nimero de onda que determina
su periodicidad espacial.
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11. (-1,0.5)

AS/CW S/ICCW

1L (-1.-1) 1L (-0.5,-( IV. (1.-0.5) V. (2,-0.4)

IV. (0.25.-0.5) IN.(0.5.-1)

AS/CW S/AS /CCW

Figura 3.8: Condiciones iniciales 1I1. u; = n + Asin(f — kr), us = n — Acos(6 — kr), donde n
representa el valor promedio del campo inicial, A es la amplitud de las oscilaciones, # es la fase
angular que define el estado de la onda en su ciclo, y k£ es el nimero de onda que determina
su periodicidad espacial.
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S/AS /1 CCW AS/CW

I (-1.-1) 1. (-0.5,-0.5) IV (1.-0.5)

IV. (2,-0.4)

1V. (0.25.-0.5) IV. (0.5.-1)

SICCW AS/ICW

Figura 3.9: Condiciones iniciales IV. u; = n + Asin(f — kr), us = n + Acos(6 — kr), donde n
representa el valor promedio del campo inicial, A es la amplitud de las oscilaciones, 6 es la fase
angular que define el estado de la onda en su ciclo, y k£ es el nimero de onda que determina
su periodicidad espacial.

82



Se encontraron casos de transicion en los que se producen espirales y antiespirales en el
mismo plano, para el mismo conjunto de pardmetros y en la misma simulacién; esto sucede
solo para los cuadrantes II (para las condiciones iniciales IC2 e IC4, Figuras 3.7 y 3.9) y IV
(para las condiciones iniciales IC1 e IC3, Figuras 3.6 y 3.8), al menos en los pardmetros que
elegimos para realizar las simulaciones numéricas. Estos casos estdn etiquetados como S/AS
y solo ocurren de S a AS, no viceversa.

En trabajos previos se habfa asumido que las combinaciones de espiral/antiespiral en
medios gobernados por la ecuacion CGLE estaban determinadas principalmente por los
parametros del sistema, como (a, ), y que ciertas configuraciones solo eran posibles en
cuadrantes especificos de ese espacio (resumido en la seccién 2.2). Sin embargo, los resultados
presentados en este trabajo demuestran que todas las combinaciones posibles (espiral/anties-
piral con rotacién horaria/antihoraria) pueden observarse en cualquier cuadrante, siempre
que se elija adecuadamente la condicién inicial. Este hallazgo refuta parcialmente lo asu-
mido anteriormente y resalta el papel critico de las condiciones iniciales en la dindmica espiral.

En la seccion siguiente se explorara la persistencia de las ondas en espiral en sistemas bi-
dimensionales, evaluando su estabilidad frente a perturbaciones bajo diferentes condiciones
iniciales y tamanos de dominio. Este andlisis se centrara en comprender cémo las transiciones
observadas en 1D se extienden a configuraciones bidimensionales, analizando las caracteristicas
espacio-temporales y los patrones emergentes.

3.3. Persistencia en ondas 2D

En la seccién 2.3 se explicé la persistencia de las ondas planas del modelo CGLE. Este analisis
se centrd en evaluar la capacidad de estas ondas para conservar su configuracién inicial, en
particular su nimero de onda (), frente a perturbaciones o cambios en las condiciones iniciales.
Se demostro que la estabilidad de estas ondas esta directamente relacionada con el criterio de
Eckhaus, segtin el cual las soluciones unidimensionales son estables si Q* < Q% - Se propuso
un marco analitico para comprender cémo la longitud del dominio y el niimero inicial de ondas
influyen en la dindmica de persistencia. Para hacer este experimento, la condicién inicial esta
dada por

An(r,0,0) = Agexp {z (27%7" + 9)} (3.4)
Como se describe en la seccion 2.1, la estabilidad de las ondas planas frente a las perturba-
ciones de banda lateral esta dictada por el criterio de Eckhaus. Para verificar esto, en estas
simulaciones se seleccionan algunos parametros por encima de la curva de Eckhaus en la
Figura 2.1. Para cada par («, ), se calcula el nimero de onda critico Qgcx en (2.6) y se
estima un tamano de dominio capaz de preservar m = 5 ondas segin L = 2 - mn/Qpck. En
un dominio unidimensional, se inicializa el sistema usando una onda bien definida dada en la
ecuacién (3.4). Los resultados de la evolucion de la solucién se resumen en la Figura 3.10 y
en el Cuadro 3.4. En todos los casos, se conservan los nimeros de onda iniciales Q; = 2n7/L
en la region estable de Eckhaus. Aquellos que se encuentran en la regién inestable, el patrén
ajusta su numero de onda hasta que encaje en la regiéon estable. Esta transicién se visualiza
a través de una serie de rupturas y fusiones de las lineas de fase constante en los perfiles de
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espacio-tiempo. Véase la Figura 3.10.

Cuadro 3.4: Datos de las simulaciones numéricas 1D de Eckhaus de la Figura 3.14.

HCE) T L R Q | (a.p) L T R Q |
(0.5,1.5) 87.6 489 49 0.6417 | (0.5,0.6) 179  53.7 55 0.5849

n k S NS n k S NS

1 0.1282 Vv 1 0.1163 Vv

2 0.2564 Vv 2 0.2327 Vv

3 0.3846 Vv 3 0.3490 Vv

4 0.5129 Vv 4 0.4654 Vv

5 0.6411 Vv 5 0.5818 Vv

6 0.7693 v 6 0.6981 v

7 0.8976 v 7 0.8145 Ve

8 1.0258 v 8 0.9308 v

9 1.1541 v 9 1.0472 v

10 1.2823 v 10 1.1636 v
(1,0.5) 135.3  60.1 62 0.5222 | (1.5,0.5) 96.2 70 68.2 0.4606

n k S NS n k S NS

1 0.1013 Vv 1 0.0897 Vv

2 0.226 v 2 0.1795 Vv

3 0.3040 Vv 3 0.2692 Vv

4 0.4053 Vv 4 0.3590 Vv

5 0.5067 Vv 5 0.4488 v

6 0.6080 v 6 0.5385 v

7 0.7093 v 7 0.6283 v

8 0.8107 v 8 0.7180 v

9 0.9120 v 9 0.8078 v

10 1.0134 v 10 0.8976 v
(0.5,—0.5) 50.9 654 66 0.4804 | (0.1,0.5) 299.5 53.7 54 0.5848

n k S NS n k S NS

1 0.0952 Vv 1 0.1163 Vv

2 0.1904 Vv 2 0.2327 Vv

3 0.2856 v 3 0.3490 Vv

4 0.3808 Vv 4 0.4654 Vv

5 0.476 v 5 0.5817 Vv

6 0.5712 v 6 0.6981 v

7 0.6664 v 7 0.8144 v

8 0.7616 v 8 0.9308 Ve

9 0.8568 v 9 1.0472 v

10 0.9520 v 10 1.1636 v

Extender este analisis al contexto bidimensional resulta crucial para comprender céomo la
persistencia de las espirales en el modelo CGLE varia en relacion con el criterio de Eckhaus.
En 2D, las espirales emiten ondas desde su ntcleo, y su estabilidad depende tanto del radio
del dominio como del niimero de ondas que se pueden mantener alrededor del defecto. Estas
caracteristicas son fundamentales para evaluar si las transiciones de persistencia observadas
en 1D se traducen a configuraciones bidimensionales mas complejas y si surgen nuevas
dindmicas espacio-temporales.

En este caso, se espera que las soluciones A, con n = 1,2,...,m sean estables, y las que
tienen n > m son inestables de Eckhaus. Diferentes escenarios pueden resultar de esta
inestabilidad de ruptura en espiral. En los sistemas de reaccién-difusién abordados en
trabajos anteriores, la desestabilizacién puede resultar en una desestabilizacion completa
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Figura 3.10: Grafica del espacio tiempo de las simulaciones realizadas con la CGLE en 1D y
parametros especificos por arriba de la curva de Eckhaus. Los datos se presentan en el Cuadro
3.4.

en todo el dominio, presencia de alternancia, fragmentacion lamelar en espirales mas pe-
quenas, etc. [104, 11, 101, 10]. Sin embargo, esto no ha sido estudiado en detalle para la CGLE.

Ahora, se realizan las simulaciones en un dominio circular bidimensional real con las condi-
ciones dadas en (3.2). El radio del circulo es R & L fue tomado de las simulaciones anteriores
por lo que, al menos para el caso a &~ 3, se esperaria que el nimero de ondas que mantendria
el sistema cada lado del defecto seria aproximadamente igual que para las ondas planas, el
nimero que elegimos es m = 5. Los pardametros («, 8) son los mismos que para un dominio
unidimensional, y los resultados para la estabilidad en espiral estdan en la Figura 3.11 y en el
Cuadro 3.5. En este caso, la columna [w expresa el nimero de ondas enteras a cada lado del
defecto y la columna Fw el nimero final.

Como se puede ver tanto en la figura como en el cuadro mencionados, efectivamente el
nimero de vueltas completas que la espiral puede retener desde su configuracién inicial es de
1 a 5. Después de este nimero de onda, el nimero de vueltas completas ya no es el mismo
que en la condicion inicial. A diferencia del caso unidimensional, ocurren dos fenémenos
interesantes. El primero es que la pérdida de un giro (el equivalente a la pérdida de una
onda completa en 1D) no parece producir un quiebre en las lineas de fase constante sino que
simplemente cambia su pendiente en los perfiles espacio-temporales, véase la Figura 3.11.
La otra diferencia es que esta transicion entre estados con diferentes giros parece ocurrir
gradualmente. Esto significa que, a diferencia del caso unidimensional donde la transicion del
numero de onda puede ser abrupta, en el caso bidimensional esta transicién ocurre (al menos
para las simulaciones estudiadas) por etapas. Ver Fig. 3.10. Esto se deduce del cuadro que se
tiene en tiempos cortos y del estado final en tiempos largos.

3.3.1. Efecto del tamano del dominio en la estabilidad espiral

Los resultados muestran que el criterio de estabilidad de Eckhaus, definido por Qgck, no
se cumple directamente para ondas en espiral en dos dimensiones. En particular, las ondas

85



pueden permanecer estables para valores de nimero de onda (; considerablemente menores
que Qgck. Por ejemplo, en el caso de («,5) = (0.5,1.5), si R = 200, las ondas espirales
conservan su numero de vueltas I, = F,, hasta @; < 0.1571, aunque Qrcx = 0.6417,
indicando que la inestabilidad ocurre mucho antes del umbral tedrico previsto por el criterio.
De forma andloga, para (a,) = (0.5,0.6), con R = 350, se observa estabilidad hasta
Qi < 0.0897, aunque Qrcr = 0.5849. En ambos casos, las ondas pierden estabilidad conforme
el nimero de onda aumenta, y esta pérdida coincide con el punto en el que el nimero de
vueltas comienza a cambiar. Estos resultados indican que el criterio de Eckhaus no se aplica
directamente a espirales en 2D; sin embargo, al incrementar el radio R, el sistema tiende
a estabilizarse, acercandose al comportamiento unidimensional donde si se satisface dicho
criterio. Véase la Fig. 3.12 y el Cuadro 3.6.

(057 B) tmaz R QECK (O[v 6) tmaz R QECK

2. (0.5,1.5) 87.6 49 0.6417 | 9. (0.5,0.6) 179 54 0.5849
n Qi Tw Fw n Qi Tw Fuw

1 01282 1&1 1&1 1 0.1163 1&1 1&1

2 02564 2&2 2&1 2 02327 2&2 1&1

3 03846 3&3 2&1 3 03490 3&3 1&1

4 05129 4&4 1&2 4 04654 4&4 1&2

5 06411 5 &5 1&2 5 05818 5 &5 2&2

6 07693 6&6 1&2 6 06981 6&6 2&1

7 08976 T7&T7 1&1 7 08145 7&7 0&1

8 1.0258 8&8 1&0 8 09308 8&8 1&1

9 11541 9&9 1&0 9 1.0472 9&9 1&0

10 1.2823 10& 10 1&0 10 1.1636 10& 10 1& 0

Cuadro 3.5: Datos para las simulaciones que prueban la estabilidad de espirales de Eckhaus (4
& 5 significa 4 giros a la izquierda y 5 giros a la derecha). La gréfica de estos datos se puede
ver en la Fig. 3.11.

((/Y, [))) 2fmam R QECK ((,Y, ﬁ) 2‘/max R QECK

2. (0.5,1.5) 87.6 200 0.6417 | 9. (0.5,0.6) 179 350 0.5849
n Qi Tw Fuw n Q; Tw Fuw

1 00314 1&1 1&1 1 00179 1&1 1&1

2 00628 2&2 2&2 2 00359 2&2 2&2

3 0.0942 3&3 3&3 3 0.0638 3&3 3&3

4 01256 4&4 4&4 4 00718 4&4 4&4

5 01571 5 &5 5&5 5 0.0897 5&5 5&5

6 01885 6&6 5&5 6 0.1077 6&6 6&5

7 02199 7&7 6&6 7 01256 7&7 6&6

8 02513 8&8 6&7 8 01436 8&8 T7&7

9 02827 9&9 8&8 9 0.1615 9&9 8&8

10 0.3141 10& 10 8&8 10 0.1795 10& 10 9&9

Cuadro 3.6: Datos para las simulaciones que prueban la estabilidad de las espirales aumentando
el valor de R (4 & 5 significa 4 giros a la izquierda y 5 giros a la derecha). La gréfica de estos
datos se puede ver en la Fig. 3.12.
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Figura 3.11: Grafica del espacio tiempo de las simulaciones realizadas con la CGLE en 2D
y parametros especificos por arriba de la curva de Eckhaus, Figura 3.1. Los datos de estas
simulaciones se pueden ver en el Cuadro 3.5.

-

Q1=10.0314 Q3=0.0942 Qs5=0.1570 Q7=0.2199 Qo= 0.2827

N\

Figura 3.12: Mapas espacio-temporales de las soluciones de la CGLE en dos dimensiones,
correspondientes a los pardemtros («, 5) = (0.5,1.5) y (o, 8) = (0.5,0.6) a lo largo del eje x, n
denota el niumero de ondas a cada lado del defecto, relacionado con el niimero de onda inicial
@, = 2nm/L. En estos mapas, se modifica el valor de L para estabilizar las ondas cuando n
varia de 1 a 5. Los datos de estas simulaciones se pueden ver en el Cuadro 3.6.
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En la siguiente seccion se estudiard la relacion entre las distintas fases dindmicas del modelo
CGLE, mediante simulaciones numéricas en un dominio circular. Se analizard cémo estas
fases se manifiestan y evolucionan en funciéon de los parametros y las condiciones iniciales,
explorando su impacto en la estabilidad y la dindamica de las espirales.

3.4. Comportamientos y Fases en ondas 2D

En el capitulo 2.5, se analizaron las distintas fases dinamicas del modelo CGLE segin
la clasificacién de Chaté, [24], caracterizando regiones como la turbulencia de amplitud,
la turbulencia de fase, la intermitencia espacio-temporal, los estados congelados y el
régimen sin caos. Estas fases, delimitadas en el espacio de pardmetros (—1/«, /), fueron
descritas en términos de su estabilidad, comportamiento espacio-temporal y la formacién de
defectos, proporcionando un marco tedrico esencial para comprender las soluciones del modelo.

En esta tesis, se analiza lo que ocurre en un dominio circular mediante simulaciones
numéricas, explorando como las espirales representan dindmicamente estas fases. El propdsi-
to de este enfoque es observar directamente como varia la evolucién espacio-temporal y
como estas fases cambian en funcion de los parametros. Estas simulaciones se realizaron
con el objetivo de verificar la transicion entre regiones descritas tedricamente y estudiar
céomo las condiciones iniciales y de contorno afectan la estabilidad y la dindmica de las es-
pirales, proporcionando asi un contexto mas amplio y detallado de las fases del modelo CGLE.

En la Figura 3.13 se pueden observar cinco regiones y un trio de simulaciones representando
cada regién, la solucion u, su médulo y su fase. En estas simulaciones, se identifican cualita-
tivamente las regiones con comportamientos similares como se vié en la seccién 2.4. La fase
de estados congelados no aparece porque no se puede reproducir con las condiciones iniciales
dadas que parten de un unico defecto. Sin embargo, aunque existen cualitativamente las si-
mulaciones parecidas a las presentadas en la Figura 2.8, la forma de dominio y las condiciones
iniciales especificas utilizadas en este trabajo parecen agrandar las regiones de estabilidad de
las espirales. Esto nos permite concluir que las distintas regiones de comportamiento dinamico
en el espacio de pardmetros (a, ) no estdn determinadas tnicamente por los coeficientes de
la ecuacién CGLE. En realidad, estas fases también dependen de las condiciones iniciales y
de contorno utilizadas en las simulaciones. Por ello, no pueden definirse de manera tunica
o sin ambigiiedad, ya que su forma y ubicacion pueden variar significativamente segin la
configuracion especifica del sistema.

En la Fig.3.13, se muestran algunas soluciones de la CGLE con diferentes regiones cualitativas
segin Ref. [24], ilustrando distintos comportamientos de la amplitud, el médulo y la fase.
Para detallar las regiones de transicion, se realizan multiples simulaciones para diferentes
valores de (—a™!, 8). Cada punto en la Fig. 3.14 corresponde a una simulacién cuyos detalles
se presentan en el Cuadro 3.7. Como en los casos anteriores, el color de cada punto en el
espacio de parametros de la Fig. 3.14 esta asociado al comportamiento cualitativo, el cual
ilustramos con ejemplos en la Figura 3.15.

En la parte superior derecha del grafico de la Figura 3.14. y, a la derecha de la curva

L, se observan en las simulaciones 5, 8, 9 y 14 (puntos amarillos) una espiral tnica cuya
forma de Arquimedes es casi completamente regular pero con el ancho del brazo oscilando
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Figura 3.13: Diagrama donde se pueden ver las fases de Chate y las simulaciones de las espirales
para valores especificos de los parametros elegidos en cada region.
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Figura 3.14: Espacio de fase (—a™!, 3) de espirales como lo representa Chaté en la Ref. [21]
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Figura 3.15: Soluciones numéricas de espirales en un dominio circular para diferentes valores
de los pardmetros de los pardmetros (—a~!, 3). Los datos se presentan en el Cuadro 3.7.
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Num (—a™4,8) T R Num (—a™4,8) T R

T (0548 50 50 21 (08,1) 12662 1225
2 (1,4.8) 50 50 22 (1.05,1) 95.3 5095
3 (1.5,4.8) 300 50 23 (1.15,1) 87.4 176

4 (18,48) 1000 50 24 (2.1 456 305.78
5 (25,48) 1012 956 |25  (25,1) 4563 3058
6 (0.5, 3) 50 62.83 || 26 (0.2,0.5) 523.3 216

7 (1.3,3) 5000 90.125 || 27 (0.5,0.6) 200.82 3078.8
8 (16,3 5000 1368828  (0.8,05) 1283 921.53
9 (2,3) 57.2  251.3 29 (1.5,0.5) 76.2 335.1
10 (0.5,2) 700 146.6 30 (2,0.5) 60.5 272.3
11 (1,2) 150 188.5 31 (0.2,0) 509.6  3330.1
12 (1.33,2) 5000 327.6 || 32 (0.56,0) 199.9 59

13 (1.67,2) 60.8  80.1 33 (0.8,0) 1000  385.86
14 (2.5,2) 40.65 791.7 34 (1.5,0) 89.7 244.35
15 (0.5,1.5) 400 251.3 35 (2,0) 70 219.9
16 (1.1,1.5) 5000 568.34 || 36 (0.2,—0.5) 641.6 99.5
17 (1.2,1.5) 5000 788.9 37 (0.5,—0.5) 300 376.9
18 (1.4,1.5) 5000 2594.1 || 38 (1,-0.5) 169.23 230

19 (2.5,1.5) 42,5 428 39 (1.5,-0.5) 115.15 198.97
50 (05,1) 225 57 10 (2,-05) 8572 1885

Cuadro 3.7: Datos de las simulaciones de la Figura 3.14.

principalmente cerca del nicleo. Curiosamente, en la simulaciéon nimero 5, el nticleo se mueve
desde el centro incluso con estas condiciones iniciales y de contorno simétricas.

En el centro y hacia la derecha de la curva BFN, en las simulaciones 18 y 19 (puntos grises) se
puede ver que la espiral se divide en multiples espirales. Debajo de esta regién (curva BFN)
hay una linea horizontal de espirales simples con un solo brazo que cambia de ancho méas un
nicleo irregular, en las simulaciones 22-25, incluyendo la 29 (puntos azules). La simulacién
21 (punto morado) pareceria tener este mismo comportamiento, pero en el centro se empieza
a disolver la espiral.

Por debajo de esta franja, y debajo de la curvas ECK y T, las espirales de Arquimedes simples
aparecen bien formadas y estables, simulaciones 30, 34-35, 38-40 (puntos rojos). Moviéndose
hacia la izquierda, las espirales en todo el dominio comienzan a romperse, pasando de estados
de transicién en simulaciones con espirales en subdominios celulares separados en 33 y 37
(puntos morados) a estados de turbulencia de defecto bien definidos en simulaciones 28, 32
y 36 (puntos color cian). En la 31 (punto morado) pareciera de nuevo estarse formando una
espiral.

Principalmente por encima de la curva T, se pueden identificar multiples estados turbulentos,
todos los puntos de color verde. Entonces se puede concluir al comparar los resultados
esperados en las Figuras 2.9, 2.10 y 3.15, que las fases identificadas en la Ref. [21] deducidas
de simulaciones presentan similitudes cualitativas en comparacion con estos resultados.
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Las simulaciones numéricas desarrolladas en este capitulo permitieron explorar la dinamica
de ondas en espiral en un dominio bidimensional circular, resolviendo la ecuacién de Ginz-
burg-Landau compleja bajo distintas configuraciones paramétricas. Se identificaron regiones
de estabilidad, la aparicién de espirales y antiespirales, asi como la persistencia y transicion
entre diferentes fases espaciotemporales. Ademas, se analizo el efecto del tamano del dominio
en la estabilidad de las ondas espirales, revelando su influencia en la seleccion del nimero de
onda y en la estructura de los patrones. Estos resultados no solo respaldan las predicciones
tedricas obtenidas en capitulos anteriores, sino que también ponen de manifiesto la necesidad
de desarrollar herramientas analiticas més precisas para entender el comportamiento complejo
de las ondas espirales en medios bidimensionales.
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Conclusiones y perspectivas

En esta tesis se estudiaron las propiedades dindmicas de las soluciones espirales aisladas
de la ecuacién compleja de Ginzburg-Landau (CGLE) mediante simulaciones numéricas
en dominios bidimensionales. Dada la complejidad inherente a la CGLE y la dificultad de
obtener soluciones analiticas o aproximaciones formales completas, el andlisis se enfocé en un
abordaje computacional detallado, con especial énfasis en los comportamientos emergentes
de ondas espirales en diferentes regiones del espacio de parametros.

Para evitar efectos no deseados relacionados con bordes irregulares, geometrias artificia-
les o condiciones iniciales no controladas, se opté por un dominio circular con un radio
suficientemente grande como para permitir el desarrollo completo de las ondas espirales,
pero suficientemente contenido como para reducir el impacto de inestabilidades secun-
darias. Se utilizo una espiral de tipo Arquimedes como condicién inicial, dado que, en
medios homogéneos e infinitos con dindmica estacionaria, este tipo de espiral genera frentes
de onda que a gran distancia del ntucleo se comportan localmente como ondas planas.
Este enfoque permitié el analisis preciso de caracteristicas individuales como la persis-
tencia, la dispersion y la estabilidad de las espirales. Las simulaciones fueron realizadas
en COMSOL Multiphysics, empleando el método de elementos finitos, lo cual garantizo
un control refinado sobre la resolucion espacial y la implementacion de condiciones de frontera.

Los resultados mostraron que las propiedades de las espirales, en particular, su frecuencia,
nimero de onda y estabilidad, dependen de manera sensible de las condiciones iniciales.
Esta observacién resalta la importancia de controlar cuidadosamente dichas condiciones para
predecir correctamente el comportamiento del sistema. Aunque se observan patrones estables
en ciertas regiones del espacio de parametros, no se cuenta aun con un criterio analitico
que permita anticipar de forma general la transicion entre estabilidad e inestabilidad. Esta
ausencia constituye una pregunta abierta en el estudio de sistemas oscilatorios complejos y
subraya la necesidad de nuevos marcos tedricos.

Respecto a la estabilidad, se identificaron al menos tres regiones diferenciadas en el espacio
de pardmetros (a, #). En algunas de ellas, por encima de curvas criticas como la de Eckhaus,
las espirales se mantienen estables, mientras que en otras surgen transiciones hacia estados
turbulentos o con defectos topolégicos. El tamano del dominio y el niimero inicial de onda
demostraron tener un impacto crucial en estas transiciones, lo que sugiere que los criterios
tradicionales de estabilidad (como el de Eckhaus) no siempre son aplicables a sistemas
bidimensionales, y que es necesario desarrollar enfoques mas robustos y especificos para estos
escenarios.

Otro hallazgo importante fue la aparicién de espirales y antiespirales en distintas regiones del
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espacio de parametros. Estas no se distribuyen de manera simétrica, y su formacién depende
no solo de los valores paramétricos, sino también de las condiciones iniciales impuestas. En
algunas configuraciones, se identificaron incluso regiones de coexistencia, donde espirales
y antiespirales emergen simultaneamente en el mismo dominio. Este fenémeno evidencia
una alta sensibilidad del sistema y la presencia de dinamicas bifdsicas que atin no han sido
completamente descritas en la literatura.

Respecto a la persistencia, los resultados muestran que, aunque las espirales estables pueden
mantenerse en ciertos regimenes de parametros, no siempre satisfacen los criterios tradiciona-
les, como el criterio de Eckhaus. En particular, para nimeros de onda iniciales menores a un
valor critico, se observan inestabilidades significativas que afectan la evolucién de las espirales.

De forma general, este trabajo contribuye al entendimiento de las dindmicas de ondas espirales
en sistemas oscilatorios, ofreciendo nuevas perspectivas sobre su estabilidad y comportamiento
en distintos regimenes de parametros. Los resultados obtenidos subrayan la necesidad de
desarrollar marcos tedricos robustos que consideren las particularidades de las soluciones
bidimensionales y su interaccién con las condiciones iniciales y las caracteristicas del dominio.
Ademas, se destaca la importancia de emplear métodos matematicos avanzados, como el
método de multiescalas, para capturar adecuadamente las complejas interacciones espaciales
y temporales presentes en estos sistemas.

Como perspectivas futuras, se concluye que las espirales bidimensionales requieren nuevos
resultados analiticos. Es necesario profundizar en simulaciones numéricas en regiones mas
amplias y realizar andlisis detallados sobre las inestabilidades convectivas y absolutas. En
particular, el uso de la teoria de multiescalas puede proporcionar un marco tedrico solido
para verificar las regiones de estabilidad de la CGLE, asi como para mapearla a modelos
mas sencillos, como el BVAM, lo que abriria la posibilidad de analizar las propiedades de
estabilidad de este modelo utilizando las herramientas desarrolladas en esta tesis. Ademas, es
fundamental extender el desarrollo de métodos numéricos y matematicos para calcular con
precisién las trayectorias de las puntas de las espirales en diferentes modelos de reaccién-
difusion, permitiendo explorar como estos métodos pueden aplicarse de manera mas general.

Adicionalmente, se recomienda extender este enfoque numérico al estudio de trayectorias de
punta de espiral en diferentes modelos de reaccion-difusién, para comprender como varian
bajo diferentes condiciones estructurales. También se sugiere profundizar en la descripcion
de las transiciones entre espirales y antiespirales, y comenzar a explorar configuraciones tri-
dimensionales. Estas direcciones futuras podrian no solo enriquecer la teoria de patrones en
medios oscilatorios, sino también facilitar aplicaciones en biologia, quimica y fisica donde estos
fenémenos tienen lugar de forma natural.
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Apéndice A. BVAM y Brusselator por método multies-
calas

Ecuacion de CGLE del BVAM

Dado el siguiente sistema de ecuaciones

?9_:;1 =oV?u+u+av— f(u,v;b) (A1)
g—: =V?v + bv + hu + f(u,v;b) (A.2)

donde f(u, v;b) = Cuv + uv?, b es el parametro de control y a es una constante que acopla
linealmente las variables v y v, h modula el acoplamiento cruzado de u en la evolucién de
v, y C regula la intensidad del término no lineal. Este sistema fue propuesto por Barrio et
al. como una extension del modelo de Oregonator, incorporando términos polindémicos para
capturar dindmicas oscilatorias complejas [15].

La metodologia se basa en aplicar el método de muiltiples escalas para transformar un sistema
de ecuaciones diferenciales de reaccién-difusién en un sistema del tipo CGLE (Ecuacién
Compleja de Ginzburg-Landau). Para ello, primero se considera la expansién en términos
de un parametro pequeno, lo cual permite descomponer las variables en escalas temporales
y espaciales lentas y rapidas. Posteriormente, se introduce la aproximacién mediante series
de potencias para los valores propios y las soluciones del sistema. A través del andlisis de
estabilidad lineal, se determina la matriz Jacobiana y se identifican los valores propios criticos.
Se imponen condiciones de solvencia que eliminan resonancias, llevando finalmente al sistema
reducido del tipo CGLE, el cual describe las dindmicas no lineales y oscilatorias del sistema
original. Para mds detalles, véase la seccién 1.3 y [01].

A continuacién se deriva la ecuacién de amplitud 0rA utilizando el método de multiescalas:

(a) Descomposicién inicial y expansién multiescala

A partir del sistema general de reaccion-difusion:

ou ov
b D. V2 — = + D, V.
T (u,v) + D, V<u, T g(u,v) Vv

1. Se identifica el punto de equilibrio del sistema y se linealiza, obteniendo el operador jacobiano
Lg. 2. Se define un pardmetro pequeno € asociado a la distancia al punto de bifurcacién y se
expande la solucion.

u:eu1+62u2+..., v:evl—i—e%g—i—...,

L=1Ly+éxLi+€e'Ly+....

3. Se introducen escalas temporales lentas y rdapidas.
t—t, T=E¢€t,

y se reescribe la derivada temporal como:



(b) Calculo de L; y sus propiedades

1
LOZ(h (Z>7

Traza(Lo) =b+ 1, Det(Lg) =0b— ah.

El operador L se calcula como:

con las propiedades:

Para el punto critico, se impone Traza(Lg) = 0, obteniendo b, y los valores propios son:
Ao = tiw, w?=—1—ah.

Los vectores propios derechos (U) e izquierdos (U?) se calculan y normalizan para cumplir la
ortogonalidad y la ortonormalizacion.

Ul =1, U'U=0.

(c) Expansién de L y célculo de L,

1. Se introduce la distancia al punto de bifurcacién como u = €y, donde x = sgn(u), y
expandimos L:
L:L0+€2XL1+....

0 O ob
b=(o ) m=gn

(d) Expansién de los términos no lineales

2. Calculamos L:

Los términos no lineales del sistema se escriben como:
f(X,Y:b) = ¢XY + X?Y,

y se expanden en potencias de e. Para calcular los coeficientes My v Ny, se parte de una base
ortonormal {a, b, c} en el espacio de fases, donde cada vector se escribe en componentes como:

=) =) =)

Estas componentes corresponden a las direcciones en las que se proyectan las derivadas par-
ciales de los términos no lineales del sistema. Utilizando estas proyecciones, los términos de
segundo y tercer orden se calculan como:

cazb,  cayb,

Mo = cam%y N cay%x (A-3)
2 2
_axbycy B aybgcy B aybyCy
_ 3 3 3
No = azbyc,  aybie,  aybycy (A.4)
3 3 3
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(e) Derivaciéon de las ecuaciones acopladas

Las ecuaciones en cada orden se plantean como:

0
(a — LQ) Uy, = Bl,.

Ble

Bz = M0u1u1

_ 9,
Bg = 2M0U1U2 + N0u1u1u1 — (E — XLl — UV?) Uq

Las condiciones de solubilidad eliminan términos resonantes y permiten obtener soluciones en
cada orden.

Primer orden, calculo de u;.

En el primer orden en ¢, se obteniene,

(% - LO) uy = 0. (A.5)

Asumimos una solucion oscilatoria de la forma:

Uq (t, 7') = WeintU + Weiiwot[_]7 (A6)
donde W es la amplitud compleja y U es el vector propio derecho asociado al valor propio
)\0 = in.

Segundo orden, calculo de us.

Para encontrar us, se parte de la ecuacion diferencial asociada al segundo orden en el parametro
€

0
(a — LQ) U9y = Moulul, (A?)

donde M, representa los términos no lineales y u; ya ha sido calculado en el primer orden. La
solucién uy se descompone en dos partes: una homogénea (ug g) y una particular (ug p):

Uy = Uz H + U2 P- (A.8)

Para resolver us, se utiliza el método de coeficientes indeterminados. Esto implica proponer
. L. . T2 o
una forma general para us p, que incluye términos dependientes de W?2e2™ot I/~ e =20ty |1§/|2:

Usp = A1) ppr2e2iwot 4 (@2 W26—2iw0t+ Qo W2 (A.9)
by by bo

Usp = A1) ypr2e2iwot 4 (42 W26—2iwot+ Qo W2 (A.9)
by by bo

Los coeficientes aq, by, as, by, ag, by representan las componentes reales e imaginarias de los
modos forzados generados por las no linealidades del sistema. En particular:
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= (a1, by): coeficientes del término resonante a frecuencia 2wy,
» (ag,by): coeficientes del término a frecuencia —2wy,

= (ag, by): coeficientes del modo constante (sin oscilacién temporal).

Cada uno de estos términos surge de las combinaciones cuadraticas de u; y se asocia con una
contribucién especifica a la solucién particular us p.

Sustituyendo wu; en la ecuacién original, se generan términos que se proyectan en las ba-
ses ortogonales del sistema. Esto da lugar a un sistema de ecuaciones para los coeficientes
ay, b1, as, by, ap, by, los cuales estan relacionados con los pardametros Vi, V_ y Vj:

_ c(14w?)(1—wi) (—2w? —2whi—h—1)

Vi = _c(1+w2)(1§$:)}€272wi717h) )

3w2h
_c(14w?) (1+wi) (—2w?+2whi—h—1)
V. = 3w2h?2
- _c(1+w?)(1+wi)(—2wit+1—h) )
3w2h

2¢(w?+1)(w?+h+1)
we ()

Finalmente, se resuelve uy i a partir del sistema homogéneo asociado. La solucién completa
Uy se obtiene sumando ambas contribuciones:

U = U g + Ug p. (A7)

Este cédlculo es fundamental porque establece la base para el ajuste en el tercer orden y la
derivacion de términos no lineales mas complejos.

Tercer orden, ajuste para .

La resolucion de la ecuacion de tercer orden permite refinar las soluciones del sistema al
considerar términos de orden O(€*), obteniendo una descripcién precisa de la dindmica de la
amplitud W. La ecuacion planteada es:

a _ _
B — — (E Ly — gv2) WU + (2MyUVq + 2MyUVy + 3NUUTU ) |W [*W.

La condiciéon de solubilidad es esencial para asegurar la existencia de soluciones regulares y
evitar términos resonantes en la ecuacién diferencial. En este contexto, se usa para eliminar los
términos que no son compatibles con el comportamiento de la solucién en 6rdenes superiores.
Esta condicién garantiza que la solucion proyectada sea compatible con las bases ortogonales
del sistema, simplificando la ecuacién de amplitud derivada.

En esta etapa, los coeficientes no lineales del sistema reducido se obtienen proyectando las
matrices simétricas My y Ny, definidas a partir de derivadas parciales de segundo y tercer
orden del término no lineal, sobre los vectores propios izquierdo y derecho del operador
lineal Ly. Para mayor claridad, se utiliza la notacién abreviada MUV, MUV, NoUUU,
entre otras, para representar las componentes relevantes de estas matrices evaluadas sobre
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combinaciones especificas de direcciones del espacio de soluciones. Esta notacion es consistente
con la utilizada en Barrio et al. (2002), y permite expresar de forma concisa los términos
involucrados en la ecuacion de amplitud.

Mediante proyecciones sobre los vectores propios izquierdo y derecho del operador Ly, se eli-
minan términos resonantes, dejando tnicamente los términos relevantes. Se calculan explici-
tamente los coeficientes no lineales M UV, MUV, vy NyUUU como:

A1+ B2 (=1 + Bi)(2 + 2h + 5% + Bi + Bhi)

3242
MDU% =
(1 + B2) (=1 + Bi)(2 + 2h + 3% + Bi + Bhi)
— 3212
(14 32)%(2h — B% 42 — 3Bi + Bhi)
7 652h2
MUV, =
A(1+ B)?(2h — 5% + 2 — 383i + Bhi)
- 652}12
(=1 + B0 (=8 + 3+ 460)
NUUU = (—1 +5i)2(?fﬁ2 + 3 +4pi)

3h

Finalmente, se obtiene la ecuacién para W (CGLE), que describe la evolucién espacio-temporal
de la amplitud:

ow
5 = XMW + dVEW — g|W |*W,
-
donde los parametros son:
1 7 ow+w—o0t+1
AN = — + — d = _ ra
AR 2w » 979+
Con:
, T+ w)) (W +w?h? — 2w?h — 2h? + ¢?)
g = 2w2h? ’
s (14 w?)(10w?h — 9w?h + 10¢® + 4w?c® + wc®h + w(h 4 1) (Twe? — 3iw*h))
B Guw?h? '

Con la condicién de solubilidad encontramos la ecuacién de Stuart Landau: U’ - Bi(7) = 0.

(f) Expresién final de la ecuacién buscada

Finalmente, mediante reescalado y ajustes de términos, se incorpora el efecto de la no linealidad
y la difusién, lo que lleva a una forma compacta de la ecuacién de amplitud. Asi, se obtiene
la ecuacién de Ginzburg-Landau, que describe la dindmica espacio-temporal del sistema cerca
de una bifurcaciéon de Hopf, integrando de manera precisa los efectos criticos del sistema.

0A

ap = A+ iB)VZA — (1 +ia)|APA, (A.8)
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donde los coeficientes v y [ estan dados por:

a’w?c® + 10a’c? + 3aw?* — 8aw?c? + Yawc? — 20a%c® + wic? — Jwe? + 11w?c® + 9a? + 102
o =
w(a?c? 4+ 2aw? + w* — W2 + W? — 2) ’
(A.9)

oc—1

ey

(A.10)

Esta ecuacién describe la dindmica de la amplitud compleja en sistemas de reaccién-difusion
cercanos a una bifurcacion de Hopf.

Ecuacién de CGLE del Brusselator
(a) Descomposicién inicial y expansién multiescala

El modelo Brusselator describe la evolucién temporal de las concentraciones X y Y en un
sistema de reaccién-difusion. Las ecuaciones base son:
0X
ot

oYy
A—(B+1)X + X?*Y + DxV3X, o = BX - X%Y + Dy V?Y,

donde A y B son parametros de control. Las soluciones estacionarias son (Xo, Yy) = (A, B/A).
Se realiza la expansién multiescala:
X=Xo+ex, Y =Y+ ey,
y se expande x,y en series de €:
T=€xr1+€Ex9+..., y=€y+ ey +....

El pardmetro €2 = (B — B.)/B. mide la distancia al punto de bifurcacién B. = 1 + A% Se
definen escalas lentas 7 = €*t.

(b) Caélculo de L; y sus propiedades

Se linealizan las ecuaciones en torno a (Xg, Yp), obteniendo el operador:
B—-1 A?
Evaluando en B = B,, se encuentra Ly:
A? A?
Ly = <—(1—|—A2) _A2> .

El valor propio asociado es A\g = ¢ A, indicando oscilaciones. Los vectores propios son:

1 . 1 : .
U= (—1+i/A)’ U —5(1—142,—1—214).
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(c) Expansién de L y célculo de L,

El operador se expande como:

L=1Ly+éexLi+..., L1=(1 O).

(d) Expansién de términos no lineales

Los términos no lineales f(z,y), g(x,y) se expanden como:
fla,y) = (B/A)z* + 2Azy + a7y,
donde el control B se sustituye por B..

Los coeficientes de no linealidad son:

B 1+ A2
21 — 2A
ve Juy 24y 0 2A 0
1+ A?

(Mpab), = —(Mpab), = azb, + A(azb, + a,b,)

Calculo de Ny:

1
(Noabc), = —(Noabe), = g(%bmcy + azbyc, + aybycy)

(e) Derivacién de ecuaciones acopladas

Primer orden: | -
(3,5 — LO)UI = O7 Uy (t’ 7—) — WezwotU + WG_ZWOtU_

0
(a - Lo) U = By,

BQ = M(]Ul'u,l.

Segundo orden:

donde

Para calcular us, se expande en dos contribuciones:
Uy = Uz[ + U2p,

donde uspy representa la solucion homogénea y usp es la solucion particular. Por el método de
coeficientes indeterminados, proponemos que la solucién particular tiene la forma:

Usp = V+W262iwt + V_WQG—int + ‘/O|W|27

donde los coeficientes V., V_, y V| se obtienen resolviendo:

9,
(a - LQ) Uop = BQ.

110



Resolviendo para V., V_, y V4, se encuentran:

= o (1—iA)? [ 2A
Vi=Vo= 3A3 1—2A)°

0
Vo= (2(A21)> :
A3

0
(E - Lo) usz = Bs,

donde Bj incluye términos generados en los 6rdenes previos:

Tercer orden:

0
Bg = 2MOU1U2 + N0u1u1u1 - (E - XLI) Uui.

o B+ AUy + Uy V)
0% =\ = (R0 + ALV + U V) )

IV _ 1+AA2 UxV—HE + A(va+y + va—l-x)
0 TN\ (BT, Vi 4 ATV 4T Ve) )

N3 (U0, + U,U,U, +U;U,) '
v\ -3 (02U, + U,U,U, + UZU,)

(f) Expresién final de la ecuacién buscada

La amplitud W satisface la CGLE:

ow

S5 = (L o)W + (1 ie)) VAW = (1 ico) W W,

donde los coeficientes c1, ¢ estan definidos en términos de los pardametros del sistema.
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Apéndice B. Método de descenso pronunciado

El Método de Descenso pronunciado (o Método de Punto de Silla) es una técnica utilizada
para evaluar integrales en el plano complejo, especialmente en el contexto de integrales
que involucran funciones complejas. Este método es particularmente 1til para obtener la
expansién asintética de integrales complejas a medida que un pardmetro tiende a infinito [70)].

La idea principal detrds del método es deformar la curva de integracién de manera que se
mantenga constante la parte imaginaria de la funcién h(z). Esto permite aplicar el método de
Laplace para calcular la expansion asintética. Se considera una integral de la forma:

FO) = [ gt - | MO (1) (D)t

cuando t — oo, donde C' es una curva suave en el plano complejo y z(t) = z(t) + wy(t),
t € [a,b], es una parametrizacién del contorno. h(z) y g(z) son funciones enteras de valor
complejo z.

Escribiendo h(z) = R(z,y) + il(x,y) para z = x + iy, y suponiendo que I(z,y) es constante
a lo largo de C, se puede reescribir F/(\):

F(\) =M /b eAR(I(t)’y(t))u(t)dt + e /b e’\R(x(t)’y(t))v(zﬁ)dt,
donde u(t) = Re(g(z(1)))z'(t) y v(t) = Im(g(z(1)))="(1).

La expansion asintotica de cada una de las integrales se puede evaluar usando el método de
Laplace ya que son reales. En general es inusual que una integral tenga la propiedad de que
I(x,y) sea constante desde el principio, por lo que en la mayoria de los casos no es posible
utilizar el método de Laplace directamente. Cuando I(x,y) no es constante a lo largo de C se
busca deformar C' en un nuevo contorno C” donde la parte imaginaria de h(z) sea constante.
Segun el teorema de Cauchy, es posible realizar estas deformaciones sin afectar el valor de la
integral.

Sea zy = xy + 1Yo un punto en el plano complejo y supongamos que h(z) = R(x,y) + il (z,y)
es analitico en z;. Cuando el valor de R(z,y) disminuye desde su valor en el punto z, en
una direccién que comienza en zp, esa direccion es una direccién de descenso. Una curva que
emana de 2, con las tangentes como direcciones de descenso para cada punto de la curva es
un camino de descenso. Los senderos de descenso con el descenso mas rapido se denominan
senderos de descenso mas pronunciados. Se desean encontrar estas trayectorias porque resul-
ta que las curvas donde I(x,y) es constante son las trayectorias de descenso mas pronunciadas.

El gradiente de una funcién indica la direccion en la que la funciéon aumenta mas rapidamente.
Como I(x,y) es constante en C’, entonces el gradiente de I(z,vy),

ol 0l .
Vi(z,y) = %(w,y)l + a—y(ﬂc,y)J,

es normal a C’. Ya que h(z) es analitica las ecuaciones de Cauchy-Riemann satisfacen,
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OR ol
%(a:,y) - a_y(xay)a

OR ol

Lo cual implica que,

R ol oR ol

- — - — =0.

or & W g0y + 5@ ()

Lo cual define que VR(x,y) es perpendicular a VI(x,y). Esto es, VR(z,y) es tangente a C”.
Por lo tanto, una curva correctamente orientada I(z,y) = I(x,yo) representa una curva de
descenso més pronunciado de R(zx,y).

Ahora, si se considera un punto critico tg, donde:

d

SR((0).y(1)

=0,

t=to
o equivalentemente,

VER(x(t),y(t)) - («(1),y'(t))| =0,

t=to

ya que (2/(t),y/(t)) # 0, VR(xo,0) = 0 donde (o, y0) = (x(to), y(to)). Usando las ecuaciones
de Cauchy-Riemann,

OR ol
%(ﬂfo,yo) =0, %(%,?/0) =0,
OR ol

8—y($0,yo) =0, a—y(ﬁo,yo) =0,

se deduce que tanto VR(zg, yo) como VI(zg,yo) son cero en este punto, asi, h'(z9) = 0. De ello
se deduce que la contribucién principal proviene de los puntos criticos de h(z). En particular,

si R(x,y) tiene un méximo en C’ donde n es cualquier nimero impar n = 1,3,5,...,2p — 2.
Las direcciones de ascenso mas pronunciadas se obtienen a partir de los niimeros pares
n=20,2,...,2p — 2. Solo nos interesa el caso de puntos silla simples, es decir, p = 2.

En los puntos criticos donde la derivada de R(z,y) se anula, se encuentran los puntos silla.
Estos son cruciales porque contribuyen significativamente a la integral en el limite cuando el
parametro tiende a infinito.

Al deformar el contorno a uno donde la parte imaginaria es constante a lo largo de un camino
de descenso y a través de un punto critico, se obtiene:

b
F()\) — e/\h(zo)/ eA(h(z(t))fh(zo))g<Z(t))Z/(t)dt.
El comportamiento asintético se puede expresar como:
F()\) _ )\71/26/\h(z0) (ew(zo)zﬂ_|h//(zo)’g(zo> 4 O()\il)> 7
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a medida que A\ — +oc.

Este método proporciona una herramienta poderosa para analizar integrales complejas al
aprovechar las propiedades analiticas de las funciones involucradas y su comportamiento en
puntos criticos.

Para analizar la inestabilidad absoluta de ondas viajeras en sistemas fisicos, es necesario
evaluar el crecimiento de perturbaciones localizadas. El objetivo es encontrar la tasa de creci-
miento de perturbaciones en ondas planas y determinar si estas perturbaciones se amplifican
o no con el tiempo, lo que indicaria una inestabilidad. El procedimiento seria el siguiente:

1. Evolucion de la perturbacién.

El anélisis comienza considerando una perturbacion localizada sobre una onda plana
viajera. Esta perturbacién puede ser descrita en términos de una integral sobre modos
de nimero de onda k:

S(l’, t) _ / d_k‘isﬁo(k)eikm—i-)\(k)t'

oo 2T

Aqui, So(k) es la transformada de Fourier de la perturbacién inicial y A(k) es la tasa de
crecimiento de los modos de modulacion k.

2. Aplicacién del método de steepest descent.

El método de steepest descent se utiliza para aproximar el comportamiento asintotico de
esta integral cuando t — co. En el limite de tiempos largos, la integral estarda dominada
por las contribuciones cercanas a los puntos criticos (o puntos de silla) de la funcién
A(k), es decir, los puntos donde:

ON(k)

=,
ok

Este es un paso clave en el analisis, ya que los puntos de silla determinan las condiciones
bajo las cuales la perturbacion se amplifica o se atentia con el tiempo.

3. Condiciones de inestabilidad absoluta

Para que haya inestabilidad absoluta, se deben cumplir las siguientes condiciones en el
punto critico ko (el punto de silla més largo):

» Crecimiento exponencial: La parte real de A(ky) debe ser positiva para garan-
tizar que la perturbacién se amplifique con el tiempo:

Re[A(ko)] > 0.

» Punto critico: La derivada de A\(k) con respecto a k debe anularse en kq:

OA(ko)

ok =0.
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» Maximo local: La segunda derivada de A(k) debe ser negativa en ky para asegurar
que el crecimiento sea maximo y esté localizado:

Re [W’ﬂ <0,

ok?

4. Calculo de A(k)

La expresion para A(k) incluye términos que describen el crecimiento de las perturba-
ciones y dependen de los parametros del sistema, como « y 3 (que representan efectos
lineales y no lineales en la dispersién). En el limite de longitudes de onda largas (k — 0),
la expansién de A(k) toma la forma:

A(k) = —ivgk — Dyk* + O(K?).

Aqui, v, es la velocidad de grupo de las ondas y D es un coeficiente que describe la
difusién de fase. La estabilidad de las ondas viajeras depende de que Dj(Q) > 0.

5. Resultado

Si todas las condiciones se cumplen, se concluye que la perturbacion es inestable de
manera absoluta, lo que significa que crece exponencialmente con el tiempo y permanece
localizada. Si no se cumplen, la perturbacién puede dispersarse o decaer, lo que indicaria
estabilidad.

En resumen, el método de steepest descents proporciona una herramienta para analizar las
perturbaciones en ondas planas y determinar si estas se amplifican en una posicién fija (ines-
tabilidad absoluta) o se propagan hacia afuera (inestabilidad convectiva).
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Apéndice C. COMSOL Multiphysics y Elemento finito

COMSOL Multiphysics

De acuerdo a las referencias [27], [80], COMSOL Multiphysics es un software que tiene
como fin modelar y simular problemas fisicos. En particular, permite resolver ecuaciones
diferenciales parciales por medio del método de elemento finito, especificando las condiciones
iniciales y de frontera de manera sencilla. En la Figura 2.8 se puede observar la ventana
principal de este programa.

La forma en la que se resuelve un sistema de ecuaciones diferenciales parciales en 2D, en
el COMSOL Multiphysics, con condiciones de frontera de Neumann y condiciones iniciales
especificas es la siguiente:

» Al ingresar al software se elige la opcion de A sistente de modelo para dos dimensiones
para obtener las espirales.

= Se selecciona Matemadtica, a continuacion Interfaces de EDP’s y al final EDP en
forma de coeficientes (c¢) con dos variables dependientes, ul y u2.

= Se da clic en Estudio. Ya que las variables cambian con el tiempo el estudio debe ser
Temporal.

= Se define la Geometria 1 como un circulo de radio R para las soluciones espirales.
= El mallado se elige como Malla 1 de tamano “Mads fina”.

= Ya que se eligi6é la EDP en forma de coeficientes, COMSOL la describe de la siguiente

forma,
0? 0
eaa—;;+daa—1;+v-(—CVu—au+7)+B-Vu+au:f (C.1)
T o 0 . .
donde u = [u,v]", V = e 8_y , €, es el coeficiente de masa, d, el coeficiente de

masa o amortiguacién, c coeficiente de difusién, a coeficiente de conveccion del flujo
conservativo, v fuente de flujo conservativo, B coeficiente de conveccién, a coeficiente
de absorcién y f el término fuente. Véase la Figura 2.9.

El sistema CGLE expuesto por Aranson, ecuacién (1.71), quedaria definido entonces

como,
(00 4 (10 (1 b
Ca=\loo) “““\o1) ““\» 1 )

oo oo
;

I
coocoo
w
I
oo oo
oo oo

o 0 0 Fo up — (u? 4+ u2)(uy — cuy)
0 0)’ uy — (u? + u3)(cuy + ug)
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Figura C.1: COMSOL Multiphysicis, a la derecha se observa la simulacién correspondiente,
al centro se describen los pardmetros del sistema a resolver y del lado superior izquierdo, las
funciones que se describen en Definiciones globales.

¢ DmEE> 5o EBE a- P - x
oms [ N e
7 e B ) . S
9 P B = = =
A © | aFunciones - & o o 0 & = R
e P [ oo e || e 1 || e oo | o

Graficos  Gréfico de convergena 1

aaf- @ L @@
4 4 GLoriginal.mph (rot) - S a8
4 @ Defnicones globales . rmy— L I . .
pefnicones gt Seleccion de dominio 160
W Alestorio 1 (m1) n: [ Todos oz dominios 140
g Anltico 1 (thetc)
G Analtico 2 () 1 J 120
& Ve & 100
4'Q Componente 1 (comp?) g L
b = Definiciones & 80
b A Geometria 1 607 L
i3 Materiles
4 Au EDP en forma de coeficientes (c) 407 W
& EDP en forma de coeficientes 1 Reemplazado y contribucién 20

£ Fljo cero 1

2 Valores iniciales 1 Ecuacion o N
A Malla 1 ~ Coeficiente de difusion 207 =
4~ Estudio 1 A
I Paso 1: Temporal i 1[e 1 40
T Configuracionesdel rescivedor B B == S
4 [@® Resultados = - . 60
5 % Cojuntos de dstor 50" r
b oL Vistas Isotrépico - Isotiépico - i L
2 Valores dervados 100
b B Tblos ~ Cosficiente de absorcién 2o
» [l Grupo grifico 20 1 . . a |
b & Grupo gréfico 202 d Vet 0 1/ 140
» & Exportar 0 0 v [ eod ! ; ! ! o
& Repores , aso 100 so 3 so 100 150 200
~ Término fuente
TR | Mensajes | Estado del cilculo Registro Evaluaton 20
f \
u2-(uf u Teud 1t =
COMSOL Muttphysics 550252
~ Cosficente de masa 105-ene-2023 73] A o one "
o 2t B e 05-ene-2023 812] Tiempo d solucion (Etudio 1 4535 (7 mintos, 5 segundos)
e
113681136

Figura C.2: COMSOL Multiphysics, al centro se puede observar dénde escribir el sistema de
ecuaciones diferenciales parciales que se va a resolver.
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Figura C.3: COMSOL Multiphysics, al centro se puede apreciar el lugar déonde se encuentran
las condiciones iniciales.

= Los parametros « y [ pueden agregarse en el apartado de Definicitones globales y
pardmetros, véase la Figura 2.8.

» En Definiciones globales se agregan varias funciones: Aleatorio 1 (rnl) que describe
una distribucién uniforme con un intervalo entre 0 y 0.1; Analitico 1 (theta) que define
el dngulo 0 y finalmente; Analitico 2 (r) que define el dangulo r. Véase el apartado
superior izquierdo de la Figura 2.8.

= Las condiciones iniciales se agregan en la seccién de EDP en forma de coeficientes
y en Valores iniciales. Para la CGLE (1.71), son las siguientes,

uy = amp(cos(0(z,y)) + kr(z,y)),

ug = Famp(sin(f(x,y)) + kr(z,y)),

donde amp es la amplitud de las ondas que se fija en 0.5, k£ se puede fijar también o
calcular como Q"T’T, con R el radio del circulo, ambas descritas en Pardmetros. Véase

la Figura 2.9.
= Ahi mismo en EDP en forma de coeficientes vienen definido Flujo cero 1.
= Para correr el programa se da clic en Paso 1: Temporal y en Calcular.

» En Resultados se abre un Grupo grdfico 2D 1 y de ahi Superficie donde se pueden
visualizar las soluciones del sistema, las ondas en espiral en el caso del sistema CGLE
para parametros especificos. Véase el apartado inferior izquierdo de la Figura 2.8, ahi se
abre el grupo grafico correspondiente a la onda espiral que se observa del lado derecho.

Para el estudio espacio-temporal de las ondas en 2D, se abre en Congunto de datos una
Linea de corte en 2D 1 con datos de entrada de Dos puntos: (—R,0) y (R,0). Después
se abre una Extrusion paramétrica 1D 1 que tenga como conjunto de datos la linea de
corte en 2D 1. Finalmente, después de correr el programa, se abre un Grupo grdfico 2D 2
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Figura C.4: COMSOL Multiphysics, en esta imagen se puede observar del lado derecho la
grafica espacio-temporal de una onda en espiral en 2D y del izquierdo dénde se define la linea
de corte y la extrusiéon paramétrica.

que inicie como conjunto de datos la Extrusién paramétrica 1D 1. La grafica espacio-temporal
para ciertos parametros de la CGLE (1.71) se puede apreciar del lado derecho de la Figura 2.11.

Si ahora se quiere resolver el mismo sistema CGLE en 1D, lo que cambia es lo siguiente,
= En Asistente de modelo se selecciona 1D.
= Se define la Geometria 1 como un intervalo de longitud R. Véase la Figura 2.12.
= Las EDPs se eligen de la misma forma, al igual que los parametros.

= Se agregan los valores iniciales, el flujo cero y la condicién periddica en EDP en forma
de coeficientes (c). Para la CGLE (1.71), la condicién inicial es,

uy = tamp(cos(kr(z,y)),

ug = amp(sin(kr(z, y)).

» En Resultados se abre un Grupo grdfico 2D y de ahi Superficie donde se pueden

visualizar el diagrama espacio-temporal de la solucion en 1D para parametros especificos
de la CGLE. Véase la Figura 2.13.
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Fundamentos del Método de Elementos Finitos

El método de elementos finitos (MEF) es una técnica numérica para resolver ecuaciones
diferenciales parciales (EDPs) en dominios arbitrarios. Su fundamento consiste en reformular
el problema original en términos de una ecuacién variacional, y luego buscar una solucién
aproximada dentro de un subespacio finito-dimensional del espacio de funciones adecuado

[105].

Dado un problema eliptico del tipo:
—V-(DVu)=f en€Q, u=0en 09,

su forma variacional consiste en hallar u € V tal que:
/DVwdeQ = / fYdQ Yy eV,
Q Q

donde V' C H}(Q) es un espacio de funciones de prueba.

Para aproximar la solucién, se construye una particién del dominio (triangulacién 7) y se de-
fine el espacio aproximante V;, C V generado por funciones base {¢;}. La solucién aproximada
up € V), se expresa como:

up(r) = Z%Gby‘@%

y el problema variacional queda reducido a resolver el sistema lineal:
Ka=0b,

donde la matriz de rigidez K y el vector de carga b se definen como:

Kij:/DV(gﬁi-V@dQ, bi:/f@dQ.
Q Q

Este procedimiento puede extenderse a problemas con multiples variables y términos de reac-
cién y difusién, como los sistemas de tipo:

% = D,V*u+ f(u,v), % = D,V + g(u,v),

mediante una discretizacién temporal (por ejemplo, implicita hacia atrds o Crank-Nicolson) y
aplicacién del MEF en cada paso temporal.

La Figura C.7 ilustra graficamente los componentes esenciales del método, incluyendo la trian-

gulacién del dominio y la forma de las funciones base.

?r

Figura C.7: De izquierda a derecha se observan: una triangulaciéon del dominio, los requisitos
geométricos para la malla, y una funcion base de tipo piramidal ¢p, que vale uno en el nodo P
y cero en los nodos vecinos (). Esta figura ilustra los componentes fundamentales del método
de elementos finitos. Imagen adaptada de [31].
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Implementacion numérica con elementos finitos para el modelo

CGLE

Para resolver numéricamente el modelo CGLE en un dominio bidimensional, se emplea
el método de elementos finitos mediante una formulacién variacional, junto con un es-
quema semiimplicito en el tiempo. Este enfoque fue implementado utilizando el software
COMSOL Multiphysics, permitiendo el uso de mallas no estructuradas en dominios circulares.

El sistema se discretiza en el tiempo de la forma:

n

un-i—l —u

A7 = D, V2" 4+ f(u,v),

bajo condiciones de frontera de tipo Neumann homogéneas. Esta expresion se reescribe como:
uw—vViu=f, v=D,At

La formulacion variacional correspondiente es:

/QuwdQer/QVu-deQ:/wadQ,

donde 1) es una funcién de prueba. La solucién wu, se aproxima sobre una malla triangular,
usando funciones base piramidales ¢p(z). Esto conduce a un sistema algebraico:

(M + vK)U = b,
con matrices de masa M, rigidez K, y vector de carga b definidos a partir de las funciones base.
Este esquema fue particularmente 1util para estudiar la evolucién espacio-temporal de ondas

espirales en dominios irregulares, evaluando la estabilidad bajo diversas condiciones iniciales
y parametros del modelo.
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Apéndice D. Diferencias Finitas en Matlab

Diferencias finitas

El métodos de diferencias finitas consiste en aproximar las derivadas parciales reemplazando
las derivadas en la ecuacién mediante cocientes de diferencias. El dominio espacial y temporal
se subdivide en intervalos discretos donde se aproxima la solucién. Estas secciones siguen de
cerca la referencia [31].

El concepto principal detrés de cualquier esquema de diferencias finitas esta relacionado con
la definicién de la derivada de una funcién suave u en un punto x € R:

o (z) = 1im u(x + h) — u(az)7

y al hecho de que cuando A tiende a 0, el cociente de la derecha proporciona una “buena”
aproximacién de la derivada. La aproximacién se dice buena cuando el error cometido (es
decir, al sustituir la derivada por el cociente diferencial) tiende a cero cuando h tiende a cero.
Si la funcion u es lo suficientemente suave en la vecindad de z, es posible cuantificar el error
usando una expansion de Taylor.

Ecuaciones en diferencias finitas

La derivada temporal de una funcién wu(t) podria utilizan esquemas de primer y segundo
orden, dependiendo el orden de convergencia que se requiera. Por ejemplo, la que se usa en
este trabajo es la siguiente,

du u(T + At) — u(r)

E(T) = At + O(At), (D.1)

donde O(-) es el error que ocurre en cada aproximacién. Con respecto a la aproximacién
del operador de la segunda derivada hay varios esquemas que se utilizan, el mas usado es el
diferencias centrales.

dPu o ulx+h) = 2u(x) +u(x —h)

) . +O(h?). (D.2)

Discretizacién espacial y temporal

Sea 2 el dominio, cada uno de los lados de €2 se divide en M — 1 subintervalos de lado
h = p/(M —1) esto forma una malla de cuadros con M? nodos y p el tamano del dominio. Los
indices ¢ e 7 numeran los nodos en direcciéon horizontal y vertical respectivamente. De forma
analoga ocurre la discretizacion temporal, dividiendo el tiempo total T" en N subintervalos de
tamano At = T'/N, numerados con el indice h. La solucién u(x,t) se discretiza de la siguiente

forma,
u(z,y,t) =u(ih, jh,nAt) = ul.

)

Donde u(z,y,t) es la solucién exacta de la ecuacién diferencial y u; la aproximada, o bien la
solucion de ecuaciones en diferencias finitas. Asi, la discretizacién queda como,
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du u"tt —un

—(nAt) =
(nAt) A7

dt
d*u Wi — 2u;, + iy
—2<ih,jh) ny LI ;J i—1,j
dx h
Esta tultima expresion se puede simplificar usando el operador de diferencias centrales que se

define como,

, para n=0,..., N —1, (D.3)

para i=1,...,M — 1, (D.4)

5xui,j = Wit1/2,5 — Wi—1/2,5,
del cual se puede definir que,
2
Wi = 0a(Wit1/aj — Wimyyaj) = Wiprj — 2Wi 5 + Wiy 5.

Al definir también el operador d, para el subindice j, el laplaciano se puede escribir de esta

forma,
d*u  d*u
vy = (L8, 4
(dw? i dy?)
r Witly = 2Wij Wiy | Wi = 20+ Wi
2 2 (D.5)

= 5 (W1 + w0 — 4w + w4 ugyo)

ﬁ(ﬁ +5§)um para i, =2,...,M — 1.

Condiciones de frontera

La ecuacién que describe la discretizacion del operador Laplaciano es valida para los puntos
interiores. Dado un punto interior, el Laplaciano se calcula usando la informacién de ese nodo
y la de los 4 nodos vecinos. Para los puntos frontera, que solo tienen 2 o 3 vecinos es necesario
usar las condiciones de frontera. Véase la figura D.1.

Condiciones de flujo nulo

Si lo que se requiere son condiciones de flujo nulo se explicara el procedimiento general, Si la
condicién es, Vu(t) -n =0, z €T en la frontera definida,

Vu-(_ol)zo para x = 0.

d
que quiere decir que d—Z(x =0,y) = 0. La derivada de la izquierda quedaria como,
du u(h,y) —u(=h,y) 2
— = O(h

en la frontera definida por ¢ = 1, Vj la expresion queda como,
Up,; = Ug; para ] = 1,M

El esquema tiene una columna de nodos extra que (para i = 0), para las tres fronteras restantes
se tiene lo siguiente:

Up41,; = Up—1,5 Para j:1...,M,
;o = U;2 para Z:]_,]\47
W p41 = Wi m—1 para ¢=1... M.
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Figura D.1: Aqui se muestra una discretizacion de un dominio 2. Si se usa el esquema de
diferencias centrales, el Laplaciano en un punto se estima a partir de cuatro vecinos. En la

figura se representan los nodos “fantasma’ que permiten completar las condiciones de flujo
nulo. Adaptada de [31].

Esquema de diferencias finitas para la ecuaciéon de reaccion difusién

La discretizacion de la ecuacion depende del orden de esquema temporal y del tiempo en el
que se evalia el Laplaciano, puede ser un esquema hacia atras o hacia adelante.

Método explicito

En este esquema explicito, la derivada temporal se evalia con la aproximacion a primer orden,
mientras que los términos de la derecha se evalian al tiempo n.

Uf."f"l —ur. D
2] %) n 2 2 n
- A R(ui,j) + ﬁ@x + 5y)ui,j>

n+1

despejando u;;,

n+l _ ..n n 2 2 n
u'; = u; + AtR(u) + p(d; +0,)u

i,] i:j’

n=1,2,....,N, i,j=1,2,..., M,

con p matriz definida por <ﬁ) D. La solucién al tiempo n = 1 se encuentra sustituyendo

los valores de u y de R al tiempo cero y se obtienen a partir de la condicion inicial u?vj. Para
el tiempo n + 1 entonces es necesario sustituir lo obtenido en el tiempo inmediato anterior n
de forma iterativa. Es un método simple pero con estabilidad limitada, para una malla muy
fina se necesitan pasos de tiempo mas pequenos y mas iteraciones.

Esquema semi-implicito de primer orden

El método semi-implicito tienen la ventaja de que no tiene restricciones tan severas en la elec-
cién del paso del tiempo para mantener la estabilidad, pero el costo es distinto, ya que en vez
de hacer una simple sustitucién, se resuelve un sistema de ecuaciones lineales en cada iteracion.

En este esquema se usa la misma derivada temporal a primer orden, la discretizacion del
Laplaciano se evalia al tiempo n + 1; mientras que los términos de reaccion se evaliian en el
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tiempo n.
n+1 _ n

ij W _R(y"
At (W55) + 52

si se sustituyen los operadores de diferencias centrales se obtiene,

(52+52) n+1

’L_] ?

—Muz;r11 /v‘u:wrllj (1+4p)u; n+1 ,uu?;ﬁil /ﬁu?;h AtR(uj;) + uy;

i,jef{l,...,M}.

Si k(i,7) = (M — 1)i + j, entonces estas ecuaciones se pueden expresar en un sélo vector .
—p Y — gty (U 4p) o — gy, — pdt = AR(DF) + 6.

para cada componente del vector u, se tiene un sistema de ecuaciones lineales de la forma
Ay = b donde A es una matriz sparse y b es un vector con la informacién del sistema al
tiempo anterior. Se resuelve este sistema y se aplica la transformacion inversa para regresar a
los indices 7, J y se encuentra la solucién al tiempo n + 1.

Esquema para resolver el modelo CGLE

Para resolver numéricamente la ecuacién compleja de Ginzburg-Landau (CGLE) en un
rectangulo primero se descompone la amplitud compleja A en sus componentes reales e ima-
ginarias, U y V, lo que permite reescribir la ecuacién original como un sistema de ecuaciones
acopladas.

ou
ot

%‘tf = BV2U + V2V +V — (U2 + V2)(al + V).

Se define al sistema en un dominio cuadrado (z,y) € [0, L]?, L € R con condiciones iniciales
u(z,y,0) = up(z,y), v(x,y,0) = vo(z,y) y las condiciones de frontera de Neumann

= V2U - BV2V + U — (U% + V2)(U — aV),

ou(0,y,t) 0 ou(L,y,t) 0 Ou(x,0,t) 0 Ou(x, L,t) 0
Ox S Ox - oy - dy -

El método numérico empleado es semi-implicito, donde en cada paso temporal se resuelve un
sistema lineal acoplado para las variables U y V. Este método descompone el sistema original
en componentes de difusién y reaccion, calculando primero la matriz de difusién M. La
discretizacién se reescribe en forma matricial como S~'Y, donde S contiene los coeficientes
del sistema lineal resultante y Y representa los términos no lineales y conocidos del paso
anterior.

El sistema resultante se puede expresar en forma matricial como:
S-X=Y,

donde:

g_ (1-AtM bAIM v (U v _ (fum vy U
“\ SbAtM 1= AtM ) — \ymtt o - \gom vmy 4 vm e
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Figura D.2: Simulaciones numéricas de espirales de la ecuaciéon CGLE en un dominio rectan-
gular.

Resolviendo el sistema S - X =Y, se obtiene:
X =5y,
lo que permite calcular iterativamente U™+ y 1+

Las simulaciones resultantes, mostradas en la Figura D.2, ilustran la dindmica de las ondas
espirales en diferentes regiones del espacio de pardametros («,/3) descrito en la seccién
2.1, destacando configuraciones especificas de estabilidad y comportamiento. Esto permite
explorar cémo varian las soluciones espirales segin los parametros del modelo y como emergen
estructuras complejas, como espirales simples, bifurcaciones, o estados turbulentos [7]. En
este trabajo se ha decidido no realizar simulaciones numéricas en un dominio rectangular, ya
que estas suelen estar influenciadas por los efectos de bordes irregulares que distorsionan las
propiedades geométricas de las ondas. Ademas, los dominios rectangulares tiende a favorecer
inestabilidades laterales y secundarias que complican el anélisis de espirales. Por esta razén,
se priorizé el uso de dominios circulares, que permitan un analisis mas preciso en las propieda-
des intrinsecas de las ondas, eliminando asi cualquier sesgo asociado a la geometria del dominio.

Método para encontrar la trayectoria de la punta de la espiral

Sean U y V, descritas a continuacion, las lineas isopotenciales para u y v, con (Ttip, Ytip) =
U NV, se utilizan las lineas para u = 0 y v = 0. Se encuentra numéricamente la interseccion
(@4ip, Yrip) ¥ la localizacién depende de los valores escogidos. Esto con ayuda de la Interpolacién
bilineal, dado que se quieren encontrar la ubicacion de la punta de la onda en una malla basada
en celdas de cuadriculas cercanas.
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Figura D.3: Cuadricula [z, zj41] X [Yk, Yk+1]-

U= {(z,y)|u(z,y,t) =us =,y € R, t>0,us € R}, (D.6)

V ={(z,9)lv(z,y,t) = viso z,y € Rt > 0,05 € R}, (D.7)
Las aproximaciones numéricas para u y v se definen de la siguiente manera,
u = u(r,y, ty), v=v(x,y t),
para (z,y) € [0, L]* y t; fija. Esto es,
(s ) = (0w, kAY), (x5, u) = 0 Az, kAY).

Entonces, la aproximacién de la u-isolinea es tal que (£, 9;) € U y [ € N, para cada punto los
valores escogidos (j, k) son (£, 1) € [, Tj+1] X [Yk, Ykt1], véase la figura 3.2.

Se utiliza la interpolacién bilineal del valor v;(Z;, 7;), esto es,

O, y) =71+ ey + fuin + g = o(E, G),

con ry, e1, f1, g1 € R, tal que 9y > 0 y 0,57 < 0. Dada la ecuacién lineal v = mx +¢, m,c € R
se puede encontrar p,
U — Vg1
C=v — =),
Ty — T4
v > v, v >0, v < 0. Asi que la pendiente es.

U — V41

m = — —,
Ty — X441

Ya que la isolinea para el componente v es cero,

U — U1 4 U — V41
02(# Toip +0 — | ——— ) T,
Ty — Ti4+1 Ty — Ti4+1

Ty — T4 .
g = —n(EE) g,
Uy — V41

donde xyp € (21, Ty41).
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De la misma forma se encuentra

U — Yi+1 N
Ytip = —vz(—> + u,
U — Ui41

donde yiip € (U1, Y141-)-

Condiciones para aparicion de ondas en espiral en una EDP de RD

El modelo FitzHugh-Nagumo (FHN) con términos de difusion estd dado por las siguientes
ecuaciones de reaccién-difusion:

5 = f(u,v) + D, V?u, (D.8)
@ = g(u,v) + D,V?v, D.9
ot

donde u y v representan las variables de estado, D, y D, son los coeficientes de difusion, y
las funciones f(u,v) y g(u,v) definen la dindmica reactiva.

Estabilidad del estado estacionario sin difusion.

Para que el estado estacionario sea estable en ausencia de difusion, las siguientes condiciones
deben cumplirse:

» traza(J) <0,

» det(J) > 0,

donde J es la matriz jacobiana evaluada en el estado estacionario (ug,v), y esta dada por:

of  of
R .
Ou  Ovd (ug,vp)

af

5 crup(l — wg) — crup(—a + ug) + 1 (1 — wp)(—a + wy), (D.10)
0

a_f . (D.11)
dg dg

- By (D.12)

Inestabilidad con difusién

Para que surjan patrones inestables con difusién, el sistema debe cumplir con las siguientes
condiciones adicionales:

af B
L] Dv% -+ Dua—g > O,
« (D2 + D,2%)° —4D,D,det(J) > 0.

VU ou
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Estas condiciones garantizan que existan modos de onda k en un rango definido k? < k? < k3,
donde las soluciones son linealmente inestables. Los limites k¥ y k3 estdn dados por:

> _ L Apof 50 of , , 99\ _
"2 = 2 qem) | ou Davi DGy T Pug, ) —4det(D)det(J)

donde det(D) = D, D,. El intervalo [k?, k3] corresponde a los modos inestables que generan
patrones espaciales.

Estas condiciones matematicas permiten predecir la aparicion de ondas en espiral en el modelo
FHN mediante el ajuste de los pardmetros del sistema y la evaluacién de las derivadas parciales
en el estado estacionario. Este andlisis establece las bases para la generacién de patrones
espaciales en sistemas de reaccion-difusion.
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