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NOTA SOBRE PUBLICACIONES PREVIAS

La idea de desarrollar arboles semanticos para logicas alético-epistémico-doxasticas sur-
gié como una analogia con el desarrollo de arboles seménticos para légicas alético-
temporales. En este sentido, la raiz del presente trabajo se encuentra en mi articulo
Tableauz For Some Modal-Tense Logics Graham Priest Style [47] publicado por la re-
vista Studia Logica. Agradezco a la revista Studia Logica por permitirme reproducir
algunos fragmentos de dicho articulo, especialmente para mi capitulo 5, en el cudal desa-
rrollo cémo surgio el sistema alético-temporal MT y como se modificé posteriormente
para dar el sistema T /T /D%.

Como un adelanto, algunos pasajes de los capitulos 2, 3, 4, 6, 7 y del apéndice C
fueron publicados en la revista Signos filosdficos bajo el titulo Arboles semdnticos para
una ldgica alético-epistémico-doxdstica y sus versiones condicionales [46]. Agradezco a
la revista Signos filoséficos por permitirme reproducir mi trabajo, el cual se encuentra
suplementado para esta version. Los capitulos 1, 5, 8 9 y 10 son nuevos para esta

version.
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INTRODUCCION

Desde la invencién de las semanticas de mundos posibles, la l6gica modal ha encontrado
campos de aplicacion dando lugar a gran variedad de légicas aléticas, epistémicas,
temporales, dednticas, etc.; sin embargo, también se ha reconocido que una logica que

solo usa una o dos modalidades es muy restringida. Danna Scott una vez dijo:

Aqui estd lo que considero es uno de los grandes errores en todas las 16gicas
modales: la concentracion en un sistema modal con sélo un operador modal.
La tunica forma de obtener resultados significativamente filoséficos en la
logica dedntica o la logica epistémica es combinar estos operadores con:
operadores temporales, (si no, jcémo podrias formular los principios del
cambio?), operadores l6gicos (si no, jcémo podrias comparar lo relativo con
lo absoluto?), operadores para la necesidad histérica o fisica (si no, jcémo
podrias relacionar a un agente con su entorno?), y asi sucesivamente. [49,

p. 161; mi traduccién].

Las logicas multimodales surgen con la intencién de captar los mas ambitos posibles
involucrados en la validez de una inferencia, tales como la situacién, tiempo, conoci-
mientos y creencias del agente, y ain mas. En este trabajo, desarrollo distintos sistemas
multimodales que involucran a la logica alética, la epistémica y la doxastica y les doto
de sistemas de arboles.

En el capitulo 1, doy un breve recorrido por las légicas aléticas, epistémicas y doxasti-
cas normales; su funcion es principalmente introductoria, ya que en ella explico la nota-
cion que usaré en el trabajo, presento los sistemas axiomaticos de las logicas normales
basicas y pongo en discusién algunos problemas que normalmente se atribuyen a las
logicas epistémico-doxasticas, propiamente, la omnisciencia légica, el paso del descono-
cimiento a la posibilidad epistémica negativa y las creencias consistentes de los agentes.

En el capitulo 2, presento el sistema axiomatico del sistema multimodal Tt /Ty /D%
y le doto de semanticas de fusion. Aqui hay un breve comentario sobre una de las
caracteristicas mas distintivas de las semanticas que propongo: que naturalmente dan
una interpretacién actualista de la logica modal alética al tratar a la semantica de
mundos posibles dentro de la mente de agentes.



En el capitulo 3, desarrollo un sistema de drboles apropiado para T /T /D3 v ofrezco
algunos ejemplos de aplicacion, uno viendo a un teorema originalmente demostrado por
von Wright y otro viendo la invalidez de pasar de una posibilidad epistémica a una
alética.

En el capitulo 4, reviso algunas ideas de Spinoza sobre los pensamientos modales a
la luz del nuevo aparato formal. Propiamente, desarrollo su afirmacién de que algunas
de nuestras ideas modales sélo se deben a un error de nuestra cognicién.

Los capitulos que restan en el trabajo revisan variaciones de Tp/Tk/D7%. En los
capitulos 5, 6, 7 y 10 reviso extensiones de Tn /T /D7, mientras que en los capitulos 8
y 9 reviso sublégicas de Tn/Tk/D3.

En el capitulo 5, reviso brevemente la légica temporal, el sistema alético-temporal
MT y cémo éste dio lugar a las seméanticas para T /Tk /D7, luego desarrollo la fusién
de éste con la légica (); y su sistema de arboles.

En el capitulo 6, desarrollo una critica al principio de cerradura para el conocimiento
y la creencia; para esto, preciso desarrollar sistemas con base doble en S5, lo cual da
lugar a una critica sobre la equivalencia [K]Op = O[K]p desde la distincién entre
conocimiento absoluto y relativo, la cual, hasta donde tengo noticia, se desarrolla por
primera vez en este trabajo.

En el capitulo 7, desarrollo un par de logicas condicionales epistémico-doxasticas y
como éstas pueden usarse para analizar cuestiones escépticas.

En el capitulo 8, desarrollo las semanticas y arboles para légicas anormales; el asunto
filosofico principal a revisar es la omnisciencia légica tanto material como estrictamente,
como las légicas multimodales la enfrentan y cudles son algunas soluciones posibles.

En el capitulo 9, desarrollo algunas 1égicas epistémico-doxasticas con base en la légica
intuicionista; al tener un tratamiento distinto para la negacion, en estos sistemas fallan
las equivalencias entre los operadores universales con los particulares, siendo asi que
evitan el problema del paso del desconocimiento a la posibilidad epistémica negativa,
— [K]p no implica (K) — p. Hasta donde tengo noticia, éste es el primer sistema
en la literatura que combina ambas logicas con semanticas de fusion, aun si algunos
resultados eran de esperarse dado el comportamiento de los cuantificadores en la légica
intuicionista.

En el capitulo 10, desarrollo la versién de primer orden de T /T /D3 con el predica-
do de identidad; como asuntos filoséficos se aborda cémo esta 16gica nos permite hablar
de nuestro conocimiento y creencias de las modalidades de re y de dicto, aunque no tenga
el poder para distinguir entre la validez de la identidad invariable en lo alético y la su-
puesta invalidez de ésta en los casos epistémico y doxastico, i.e., VnVy(n =~ D On =)
puede aceptarse como valido, pero VnV~y(n =~ D [Bln =) y VnpVv(n =~ D [K]n =)
no deberian serlo, pero lo son.



El capitulo 11 consta de las pruebas de metateoremas de las logicas revisadas en el
trabajo, a saber, los teoremas de correccion y completitud para los sistemas de arboles.

Aunque hay cierta conexién entre los capitulos, cada uno puede verse como un ensayo
con base en distintos sistemas multimodales.

La notacion que he optado para los lenguajes de las légicas alética, epistémica,
doxéstica, temporal y condicional (y sus combinaciones) no es univoca en la literatura;
no obstante, si es la que mejor se ajusta a los diversos propositos en este trabajo. El
lector interesado en realizar una comparaciéon puede consultar el apéndice A. Muchas
veces en el trabajo también opte por una nomenclatura técnica para ciertos principios,
por el ejemplo, me refiero al axioma 7T en su versién alética como (TO) mientras que me
refiero a su version epistémica como (TK); sin embargo, pese a las buenas intenciones,
la cantidad de principios revisados y su reparticiéon a lo largo de distintos capitulos
también es una jungla en la que es facil perderse. Como una especie de remedio, he
enlistado los principios revisados a lo largo de este trabajo en el apéndice B. Finalmente,
la equivalencia O[K]p = [K]|Op no es la tnica inferencia problemadtica en los sistemas
con base en S5n/S5k, una analogia sobre los principios validos en esta légica puede
obtenerse al considerar el comportamiento de las férmulas Barcan en los sistemas de

dominio constante. Esto se revisa en el apéndice C.



1. LOGICAS ALETICAS, DOXASTICAS Y EPISTEMICAS
NORMALES

Cuando C. I. Lewis [23] introdujo la modalidad a la 16gica simbdlica, su objetivo no
era hablar sobre ésta en si misma, sino usarla para formular su condicional estricto. Asi
pues, desde sus inicios la logica modal ha suscitado la pregunta: ; Cémo se le interpreta?
Aqui se opta por dos lecturas: una alética, i.e., cémo se comporta légicamente la verdad,
y una epistémica-doxastica, i.e., como se comportan el conocimiento y la creencia 16gi-
camente. En la literatura, hay varios sistemas para ambas opciones. Las aproximaciones
estandares a éstas se dan por semanticas relacionales o de Kripke, aunque cada vez son
mas comunes las semanticas de vecindades, de las cuales David Lewis es un precursor
reconocido por su sistema de esferas para la légica condicional. En este capitulo, daré
una revisién a sistemas con seméanticas relacionales, los cuales seran basicos para los
siguientes capitulos. En el capitulo 7, conocemos algunos sistemas condicionales con
bases mdas débiles que los sistemas de Lewis en [24] y al final del capitulo 8 veremos
brevemente algo de semanticas de vecindades.

Antes de la invencién de las seméanticas de mundos posibles, los términos modales de
‘necesidad’; ‘posibilidad’ y ‘contingencia’ eran dificiles de comprender dada su naturale-
za intencional. Inicialmente, Carnap [6] equipar6 a las oraciones necesarias, Oy, con las
oraciones L-verdaderas, aquellas verdaderas en todas las interpretaciones del lenguaje
L de la logica clasica; oraciones de este tipo pueden ser las analiticas como ‘los solteros
son hombres no casados’, son verdaderas en virtud del significado de sus componentes.
Con las semanticas de Kripke, se pudo sugerir tanto una explicacion extensional de
la modalidad como necesidades no analiticas al decir que algo es necesario cuando es
verdadero en todos los mundos posibles y posible si lo es en alguno (cf. Menzel [25,
sec.2]). Claro, lo analitico sigue siendo necesario, pero no siempre sucede lo converso.

Pasemos a los detalles técnicos desarrollando a Kp,! la légica alética normal bésica
(conocemos sistemas anormales en el capitulo 8). El lenguaje de la 16gica modal alética,
L 4, consta de un conjunto, P, de parametros proposicionales, p, q, 7, ..., las conectivas
proposicionales = y A, paréntesis, (, ), y el operador modal 0. Sean ¢, ¥ y y férmulas

bien formadas. La gramatica de £ 4 se rige por las siguientes reglas de formacion:

p:peP | =(p) | (pAY) | Op)

! Normalmente se le conoce sélo como K, pero el indice nos ayudaré a distinguir al sistema alético.
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Omitiré paréntesis donde no haya ambigiiedad. Vv, D, =, &, 3, T y L se definen como
es usual. p|q =4y ~(p A q), vy se lee ‘p es incompatible con ¢’.

Un modelo de Kripke para interpretar a L4 es una tupla (W, R, v). W es un
conjunto no vacio de mundos posibles. Hablaré un poco sobre estos en los capitulos 2,
4 y 5. R es una relacién binaria de accesibilidad, R € W x W, de forma que Rwuw’
significa que w accede a w’.2 v es una funcién de tuplas de mundos posibles y pardmetros
proposicionales al conjunto de valores clasicos de verdad, v : W x P +— {1,0}, de forma
que v,(p) = 1 quiere decir que en w, p es verdadera.

Las condiciones de verdad de los elementos de £ 4 son las siguientes:

vw(—p) =1 sii (siy s6lo si)  v,(p) =0

vo(p A1) =1 sii V() = v(¢) = 1

ve(Op) =1 sii para todo w’ € W tal que Rww', v (p) =1
Vw(Op) =1 sii para algin w’ € W tal que Rww', v, (p) =1

Sea ¥ un conjunto de férmulas bien formadas. La validez seméntica (=) se define por

la preservaciéon de la verdad a través de mundos:

Y E ¢ sii para toda (W, R,v) y para todo w € W: si para toda 1 € X, si
V(1) = 1, entonces v, (¢) = 1.
Ee sii @k g, e, para toda (W, R, v) y para todo w € W: v, (¢) = 1.

Para la validez sintactica o teoria de la demostraciéon, -, podemos usar tanto sistemas
axiomaticos como de arboles. En este capitulo, sélo veré aproximaciones axiomaticas.

El sistema axiomatico de Ko consta de:

(LC) Todos los axiomas y teoremas, I ¢, de la légica cldsica proposicional

(SU)  SiF ¢y pforma parte de ¢, entonces la formula resultante, ', al sustituir
uniformemente p por v, [p/v], también es valida, - ¢’

(MP) Sik ¢ yF ¢ D1, entonces - 1)

(NO) Sik ¢, entonces - Oy

(CO) D(p>q) > (Bp>0g)

(MP) es modus ponens para el condicional material. (NO) se conoce como la regla
de necesariedad (alética), e indica que una verdad logica (analitica) es una verdad
necesaria. Si ¢ es una verdad logica, ¢ es verdadera en cualquier mundo posible en el que
se le evalie. (CO) se conoce como el principio de cerradura, es el axioma caracteristico
de Kg y es valido en todas las 16gicas modales normales.?

2 Usualmente Rww’ se escribe como wRw’, pero esto luego nos daréd una notacién més manejable.
3 En la literatura, los axiomas (C) se conocen de forma estdndar como (K), pero se usa (C) para
evitar confusiones con principios relativos a la logica epistémica méas abajo.
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Ko puede hacerse mas fuerte agregandole axiomas, los mas comunes son:

DO) Op><Op Lo necesario es posible
TO) OpDp Lo necesario es verdadero

W
b

(BO) p>OCp Lo verdadero es necesariamente posible
( Op D O0Op Lo necesario es necesariamente necesario

(@)
C

Op D OOp Lo posible es necesariamente posible

Para obtenerlos semanticamente, R debe ser respectivamente:

Serial: Para w € W, hay un v’ tal que Rww’
Reflexiva: Para todo w € W, Rww
Simétrica:  Para todo w,w’ € W, Rww' sii Rw'w

Transitiva:  Para todo w,w', w” € W, si Rww' y Rw'w”, entonces Rww”
) ) ) b
Euclideana: Para todo w,w’,w” € W, si Rww’ y Rww”, entonces Rw'w” y
Rw//w/

El diagrama de la figura 1.1 presenta los sistemas aléticos normales ordenados segtin su
fuerza, i.e., su capacidad para validar inferencias. Este se explica por si mismo hasta
llegar a Dg, que es Kn més (DO). Ty es Kp més (TO), y es una extensién de Dp. S4n
es To mas (40); Bg, To mas (BO); y Sbg, To mas (50).

Sbhp es la légica mas fuerte de todas. Al tener no sélo a (50), sino también a (40),
al que llega sélo en conjuncién con (TO), S5y ha sido vista por algunos légicos como
el sistema que defiende que todas las propiedades modales son necesarias (cualquier
sistema con (40) s6lo acepta que lo son las propiedades necesarias) [16, pp. 49-50].

@
/ / S54
TD ¢ B

D5
Dy & -

[ ]
Ko TDBD.. K B5g
0/ K45q /
. /" Kss |
K Bo

Fig. 1.1: Relaciones entre las légicas aléticas normales (re-elaboracién propia del esquema en
la entrada Modal logic de la Stanford Encyclopedia of Philosophy [13, sec. 8])
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Un atractivo semantico de S5g es que éste da una nocion absoluta de la necesidad,
i.e., no relativa R, al ser ésta una relacién de equivalencia en W, todos los mundos se
relacionan entre si. Un modelo de Kripke para S5 puede ser sélo la tupla (W, v), donde

las condiciones de los operadores modales son:

ve(Op) =1 sii para todow € W, vy (p) =1
V(Op) =1 sii para algin w’ € W, vy () =1

Ahora bien, para finalizar con la légica alética, podemos anadir a L4 los siguientes

operadores:*

Vp =45 Op A C—p  Es contingente que p
Ap =gy OpV O-p No es contingente que p

Noétese que Ap = - Vp. Independientemente al desarrollo de las seméanticas de Kripke,
Blanché planteo el hexagono de oposicion de las modalidades que se ve en la figura 1.2:

Fig. 1.2: Re-elaboracién propia del hexdgono de oposiciones modales de Blanché [3, p. 105]

El hexagono es una variacion del cuadro de oposicién aristotélico y todas las relaciones
son validas para cualquier sistema tanto o mas fuerte que Dp. Las flechas, —, indican
relaciones subalternas y se pueden leer como D, por ejemplo, Op O Op, lo necesario
es posible, pero no lo converso. Las lineas con nodos, *— , indican relaciones con-

tradictorias, i.e., que con equivalencias se llega a ¢ A =, por ejemplo, lo posible es

4V y A se deben a Montgemoery y Routley [28], pero las definiciones ya estdn en Carnap [6, § 39].
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contradictorio con lo necesariamente falso, Op A O—p, porque O—-p = —~p. Las lineas
punteadas, ---- , indican relaciones contrarias, i.e., que no pueden ser ambas verda-
deras al mismo tiempo (aunque no sean strictu sensu una contradiccién), pero ambas
si pueden ser falsas al mismo tiempo; si algo es necesario, no puede ser imposible,
Op | O-p, o contingente, Op | Vp, pero algo no tiene por qué ser o necesario o imposi-
ble, a saber, cuando es contingente. Las lineas onduladas, ~~ | indican relaciones
compatibles o subcontrarias, i.e., que pueden ser verdaderas al mismo tiempo, pero
no falsas al mismo tiempo, por ejemplo, lo posible puede ser no contingente, a saber,
cuando es necesario, y puede que la posibilidad sobre algo no entre en conflicto con la
posibilidad de su negacién, pero es falso que algo sea contingente sin que sea posible.’

Los sistemas logicos que hasta ahora hemos visto pueden adoptar otro par de in-
terpretaciones: la doxéstica y la epistémica. Estas logicas sirven para pensar como se
comporta légicamente el conocimiento y la creencia. La légica epistémica es basica-
mente lo mismo que la légica modal alética. Su lenguaje, L¢, simplemente cambia a
Oy < por [K] y (K), los cuales se leen respectivamente como ‘(alguien) sabe que’ y
‘(para alguien) es posible epistémicamente que’. Un modelo de Kripke para la 1gica
epistémica puede ser lo mismo que un modelo para la légica alética, i.e., (W, R, v);
no obstante, a mi consideraciéon, podemos modificar esta practica. Cuando utilizamos
modelos de Kripke para las 16gicas temporales (las cuales conoceremos en el capitulo
5), modificamos sutilmente nuestra interpretacién de los modelos usando un conjunto
de tiempos, T', y no mundos, W. La intuicién es clara: los mundos posibles son dis-
tintos al tiempo (propiamente, a los momentos que lo conforman), aun si ambos se
comportan de forma similar. Por analogia, al trabajar con logicas para el pensamiento,
también deberiamos modificar nuestra interpretacion de los modelos utilizando estados
epistémicos o mentales, E. Un modelo de Kripke serfa entonces una tupla (E, U% v)7
donde los detalles son los mismos mutatis mutandis que en la 16gica modal alética. Aun
con todo, algo notable es que, en tanto que (K)p =45 =[K]—p, (K)p nos sirve también
para describir qué no se sabe. La légica doxastica es basicamente lo mismo que la légica
epistémica. Su lenguaje, Lp, simplemente cambia a [K] y (K) por [B] y (B).® En un
modelo de Kripke, sélo cambiamos a UX por W8 (E U5 v).

® Para ahondar mas sobre el hexdgono, véase a Beziau [2].

6 Algunas notaciones alternas son respectivamente K y M o K y K , pero la notacién de corchetes da
dos ventajas. La primera es que nos permite distinguir facilmente operadores universales de particula-
res; la segunda es que, cuando pasamos a la légica de primer orden, podemos distinguir los operadores
de los predicados facilmente. También es usual que se suscriban a, b y ¢ a los operadores para que
[K], se lea como ‘a sabe que’, pero eso generaria cimulos innecesarios dado que no trabajamos con
l6gicas de multiagentes, las cuales también son légicas multimodales con una relacién de accesibilidad
epistémica para cada agente a considerar.

7 El fndice K no es estdndar, sino una idea propia introducida por motivos practicos.

8 Otras notaciones son By N o By B.
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Al usar légicas epistémicas y doxasticas es rutinario decir que, si una férmula se
encuentra en el alcance de un operador epistémico o doxastico, hablamos de un hecho
epistémico o dozdstico, caso contrario, hablamos de uno objetivo [26, p. 2].

Los sistemas axiomaticos de las légicas epistémicas y doxasticas, a las que distingui-
mos por un subindice de K y B respectivamente, son basicamente los mismos que el de
la l6gica alética. Como es ordinario que las logicas epistémicas y doxasticas vayan jun-
tas, lo cual se logra haciendo que W% y WP estén en el mismo modelo, (E, UK W5 1)
el sistema axiomético de K /Kp puede plantearse de la siguiente forma:

(LC) Todos los axiomas y teoremas, - ¢, de la légica cldsica proposicional.
(SU)  Sit ¢y pforma parte de ¢, entonces la férmula resultante, ¢, al sustituir
uniformemente p por 1, [p/1], también es un axioma o teorema, + ¢’
SikF @yl @D, entonces - 1

Si k¢, entonces F [K]p

z,
= 5

Si ¢, entonces - [Blp
[K](p 2 q) > ([K]p > [K]g)
[Bl(r > ¢) > ([Blp > [Blag)

@
~

BAE/—\A
gz

(NK) afirma que si ¢ es un axioma o teorema, el agente de la ldgica lo sabe. (CK)
afirma que, si el agente sabe una implicacién, entonces, si sabe el antecedente, sabe el
consecuente. En conjunto, (NK) y (CK) suelen negarse en la literatura porque dan lugar
al problema de la omnisciencia l6gica epistémica, un agente sabe todas las implicaciones
légicas de lo que sabe. Comentarios similares se aplican a (NB) y (CB) con respecto a lo
doxdstico. En el capitulo 6, veremos como pueden fallar las versiones estrictas de (CK)
y (CB), y habra un comentario breve al final del capitulo 7 sobre la versién condicional
de (CK). En el capitulo 8, desarrollaré a mas detalle cémo las légicas multimodales y
las 16gicas anormales afrontan el problema de la omnisciencia logica.

Al igual que en el caso alético, las légicas epistémico-doxasticas pueden extender-
se al aceptar més principios haciendo las modificaciones apropiadas a WX y W8, Los

principios normalmente aceptados en la literatura son:

(TK) [KlpDp El conocimiento es verdadero

(4K) [K]p D [K][K]p Si un agente sabe algo, sabe que lo sabe
(5K) =[K]p D [K]-[K]p Siun agente no sabe algo, sabe que no lo sabe
(DB) [B]p D> —[B]-p Las creencias de un agente son consistentes
( [Blp D [B][B]p Si un agente cree algo, cree que lo cree

(

—[Blp D [B]-[B]p  Un agente no cree algo, cree que no lo cree

(TK) indica una propiedad del conocimiento, no tanto el poder de un agente para
afirmar ‘lo que sabe’. En el lenguaje natural, a veces decimos saber cosas que luego
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descubrimos que son falsas, por ejemplo, uno puede decir ‘sé que esta calle lleva a la
plaza’, pero luego equivocarse en la afirmacién (aunque en tales casos el agente no sabe
como tal, i.e., el antecedente es falso); no obstante, cuando sabemos algo de verdad, i.e.,
no sélo lo creemos, nuestro conocimiento no puede (no deberfa) errar. No podemos exigir
el principio (TB), [B]p D p, porque las creencias si pueden ser falsas, [B]p A —p no es
inconsistente;” no obstante, al menos se puede exigir que las creencias sean consistentes,
que es (DB). (4K) y (5K) son formas de introspeccién, una sobre lo que sabemos y la
otra sobre lo que no, y lo mismo aplica mutatis mutandis para (4B) y (5B). Tendremos
la oportunidad de discutir sobre la plausibilidad general y contextual del axioma (5K)
en el capitulo 6 y la plausibilidad general de (5K) y (5B) en el capitulo 9.

Para hacer justicia al anélisis tradicional del conocimiento (cf. Feldman [12, cap. 2]
e Ichikawa y Steup [17, sec. 1]), usualmente se acepta que el conocimiento implica la

(KB)  [K]p > [Blp

Distinguimos al sistema con este principio con un indice de * a la légica doxéstica,
por ejemplo, Ky /Kj. Semanticamente, para este principio necesitamos la siguiente

restriccidn:
B C gk

Tanto en la logica epistémica como en la doxdstica, podemos anadir los operadores
andlogos a A y V.10

JK\p =4 [KlpV [K]-p El agente sabe si p

\K/p =4y —[K]pA-[K]-p El agente no sabe sip

/B\p =aer [BlpV [B]-p El agente tiene una creencia definitiva sobre p
\B/p =4y —[Bl]pA—[B]-p El agente no tiene una creencia definitiva sobre p

\B/p también puede verse como una suspensién del juicio (cf. [12, p. 16]). Si la base
de las légicas epistémica y doxdastica es la logica clasica, \K/p = ((K)p A (K)—p) y
\B/p = ({(B)pA(B)—p). Salvo por el capitulo 9, en el que tomamos la definicién inicial,
plantear a los operadores de una u otra forma no afecta en nada a la validez.

9 Que las creencias pueden ser falsas, pero no el conocimiento, puede rastrearse hasta Platén (Gor-

gias, 454d). Véase a Herrera Gonzilez [14, pp. 234s].
10 Lalectura de /B\ y \ B/ proviene de Zolin [60], y la de \K/ y /K es usual en la literatura, aunque

la notacién para guardar una conexién con V y A es mia y no hay, que yo sepa, otras notaciones alternas
en la literatura.
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Debido a que vamos a trabajar con varias logicas al mismo tiempo, algunas veces
serd 1util usar los operadores abstractos [O] y (O) para referir a cualesquiera par de
operadores correspondientes, i.e., Oy <, [K] y (K) o [B] y (B). También usaremos
\O/ y /O\ para operadores de contingencia abstractos cuando sea provechoso hacerlo.

Antes de concluir este capitulo, valga apuntar un par de asuntos con respecto al
comportamiento de [K] y [B] y sus duales.

Con base en la negacién clasica, debido a que Vyp = ~3y-p v a que semanticamente
[K] y (K) son cuantificadores sobre estados epistémicos, tenemos que [K|p = —(K)-p
y (K)p = —[K]—-p. Hay partes de estas equivalencias que no son problemadticas, por
ejemplo, si nuestro agente sabe algo, él no puede tener la posibilidad epistémica de la
negacion, [Klp D —=(K)—-p. Ahora, supéngase que nuestro agente no sabe que Homero
no narra en la [liada que los espartanos entraron a Troya en un caballo de madera.
Si nuestro agente sabe del caballo de Troya y de Homero (aunque no lo haya leido),
a €l le es posible pensar que Homero si hable del caballo de Troya en la Iliada, i.e.,
—[K]—p puede implicar a (K)p. Caso contrario, si nuestro agente no sabe ni de Homero
ni del caballo de Troya, es dificil ver como podria tener la posibilidad epistémica de
que Homero hable del caballo de Troya en la Iliada, por lo cual —=[K]-p no implica que
(K)p. Ante objeciones de este tipo normalmente se dice que nuestros agentes operan
en discursos acotados, digamos, un juego de naipes (cf. Gomez-Caminero [33, p. 27]);
si yo no sé si tu tienes el siete de tréboles, =[K|—-p A =[K]p, me es posible plantear un
escenario en el que lo tienes y uno en el que no, (K)pA (K)—p. Comentarios similares se
aplican a lo doxastico. Tendremos la oportunidad de revisar este tema desde las 1égicas
anormales en el capitulo 8 y desde la logica intuicionista en el capitulo 9.

El segundo asunto que vale la pena apuntar es relativo a (DB) —las creencias son
consistentes. Si hablamos de creencias racionales, esto puede ser aceptable. Si racional-
mente creo que la luna no es queso, se sigue que no creo que la luna sea queso. Aun
con todo, es frecuente que nos encontremos con casos que nos llevan a creer una y otra
cosa. Supongamos que soy relativamente nuevo en un trabajo y que alguien me dice que
el gerente, g, a quien no conozco, es muy estricto con las reglas del comedor, otro me
dice que g no es lo es, y ambas son personas creibles; en esta situacién, tendria motivos
para creer tanto que g es estricto como que no lo es.

Ninguna de las consecuencias senaladas suceden en las seméanticas de vecindades.
Daré un vistazo breve a éstas y como se enfrentan a estas dificultades al final del
capitulo 8.



2. SEMANTICAS PARA T /Tx /D%

El sistema bésico para esta tesis combina a Th, Tk y Dp junto con el axioma (KB),
por lo que se le puede llamar T /Ty /D}." Su sistema axiomético consta de:

(LC) Todos los axiomas y teoremas, i ¢, de la légica clasica proposicional
(SU)  SiF ¢y pforma parte de ¢, entonces la formula resultante, ', al sustituir
uniformemente p por 1, [p/1], también es es un axioma o teorema, - ¢’
SitF @yl @D, entonces -

Z,
85

Si F ¢, entonces - Oy

(

(NO)

(NK) SiF ¢, entonces + [K]p
(NB) Sit ¢, entonces F [B]y
(CO) DO(p>q) D (Op D Og)
(CK) [K](p 2 q) 2 ([K]p D [K]g)
(CB) [Bl(» 2 q) D ([Blp D [Blg)
(TO) Op>op

(TK) [Klp>p

(DB)  [Blp > ~[B]-p

(KB) [K]p D [Blp

Los modelos que propongo para interpretar el lenguaje de Tn/Tx /D%, Laps, que es
L4ULgULp (véase el capitulo anterior), son de la forma (W, E, R,, VE W¥B ).
W'y E son conjuntos no vacios de mundos posibles y estados epistémicos —mentales—
respectivamente.
R. es una relacién ternaria entre mundos posibles y estados epistémicos, R, C F X
W x W e indica que los mundos posibles se relacionan dentro de estados epistémicos;

de esta forma, e Rww’ significa que ‘en e, w accede a (se relaciona con) w'”.?

I Ciertamente, pude haber optado por algiin otro sistema, aunque considero que los sistemas invo-
lucrados en To/Tk /D7 son los mas aceptables para la intuicién filoséfica (y aun asi hay principios
dudosos para los agentes de carne y hueso, como (DB) y (KB), aunque pueda decirse que los esperamos
de un agente cuando estd siendo razonable).

2 Por convencién, lo més apropiado serfa que eRww’ se escribiera como wR.w’, pero esta notacién
es poco manejable. Con la notacién propuesta, a la izquierda de R va la relativizacién y a la derecha la
relacién de acecsibilidad (véase la nota 2 del capitulo 1). Lo mismo se aplica para las demds relaciones.
Las ventajas de la notacion se vuelven més patentes para los sistemas en el capitulo 5.
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Para tener a (TO), R, es relativamente

Reflexiva: Para todo w € Wy e € F, eRww

Ahora bien, usualmente la discusién sobre la ontologia de los mundos posibles se di-
vide entre realistas modales —o platénicos modales, como prefiere Read [37, cap. 4],
quienes afirman que los mundos posibles son mundos aislados causalmente que son tan
reales como el nuestro, y actualistas, quienes creen que los mundos posibles sélo son
entidades mentales distintas al mundo real, bien que sean conjuntos consistentes o reor-
ganizaciones del mundo real (cf. Menzel [25]).% Al usar a R simpliciter, uno puede optar
por la posicién de su preferencia dadas sus razones filoséficas, la cuestion es externa a
la logica; sin embargo, con R, uno se ve obligado a aceptar una forma de actualismo
porque los mundos posibles no pueden verse aislados de los estados epistémicos. Sobre
la plausibilidad de esto, ofrezco una breve discusién en el capitulo 4 y hago algunos
comentarios sobre las seménticas de fusién para Tn /Ty /D3 en el capitulo 5.

U o5 una relacién ternaria, WX C W x E x E, e indica que las relaciones epistémicas
suceden dentro de mundos posibles. Asi pues, wU®ee’ quiere decir ‘en w, e accede
epistémicamente a ¢e’’.

Para tener a (TK), UX es relativamente

Refleziva: Paratodow € W ye € E, wbfee

B s K
W, es similar a U, ;.

Para tener a (DB), U2 es relativamente:

Serial: Para todo w € W y e € E hay un €' tal que w¥Pee’

Puede suceder que e = €/, una relacién reflexiva también es serial.

Por facilidad, a veces es 1til tratar a las relaciones equivalentemente como funciones,
por ejemplo, UX : W — o(E?), de forma que (e, e’) € UE sii wlKee’

Para tener a (KB), aceptamos que:

Para todo w € W, U8 C 0k

v es una funcion de tuplas de mundos posibles, estados epistémicos y parametros pro-
posicionales a valores cldsicosde verdad, v : W x E x P +— {1,0}. v/.(p) = 1 quiere
decir que ‘en w de e, p es verdadera’.

3 Otra posicién es el meinongnismo, los mundos posibles son cosas que no existen (cf. Priest [36,
secc. 2.8, 2.10 y 2.11]), pero esta postura no es relevante a nuestra discusién.

4 Por convencién, serfa més propio decir que (e, e’) € W (w), pero reservamos el paréntesis para las
férmulas que determinan las relaciones con cldusulas ceteris paribus en los sistemas del capitulo 7.
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Las condiciones de verdad de las conectivas simplemente se relativizan a pares w/e.

Vwe(mp) =1 it vye(p) =0
Vwe(p ANY) =1 sil vyre(9) = vyre(¥) =1

Las condiciones de operadores modales, epistémicos y doxésticos se relativizan de forma

apropiada a estados epistémicos y mundos posibles:

Vwe(Op) =1 sii para todo w’ € W tal que eRww', vy e(p) =1
Vwe([Klp) =1 sii para todo € € E tal que w¥ee’, v, () =1
Vw/e([B]SO) = 1

sii para todo ¢’ € E tal que w¥Pee, v, (¢)

Las condiciones para <, (K) y (B) cambian ‘todo’ por ‘algin’. Debido a que las con-
diciones sélo estan relativizadas, para todos los operadores [O]p = =(O)—p.
La validez se define por la preservacion de la verdad:

Y E ¢ sii paratoda (W, E, R, UVE W¥B 1) paratodow € Wy e € E: si para
toda 1 € X, si v/6(V) = 1, vye(pp) = 1
e sii @ g, e, para toda (W, R, UE W8 1) v para todo w € W y
e € E:vy(p) =1

Tu/Tk /D3 es una extensién propia de todos los sistemas que lo componen, ya que
la relativizacién de las condiciones de verdad no afecta en nada a la validez de los
elementos del sistema axiomatico. Una interpretacion de T es lo mismo que una de
Tu/Tk /D3 en la que E = {ep} y una interpretacién de Tk /D7 es lo mismo que una
de To/Tk /Dy en la que W = {wp}. Este ultimo hecho nos sugiere que usualmente se
ve a la logica alética de forma impersonal y que a la légicas epistémico-doxésticas no
se les ve mas alla de una sola circunstancia.

El lenguaje de T /T /D3 es mas expresivo que el de las 16gicas que lo componen.
Este nos permitira evaluar, por una parte, nuestras actitudes epistémicas y doxésticas
con respecto a la modalidad alética, y, por otra, las condiciones aléticas de nuestros

conocimientos y creencias.



3. ARBOLES SEMANTICOS PARA Th/Tx /D%

Sean ¢, j y k numeros naturales, asi como también lo son z, y y z (posiblemente, los
mismos). Los drboles semanticos de Ty /Ty /D3 tienen cuatro tipos de nodos: ¢, w; /e,
quiere decir que ¢ es verdadera en el mundo ¢ del estado epistémico x; e, Rw;w;, que
en el estado epistémico x, el mundo i accede al mundo j; w; ¥¥e,e,, que en el mundo 1,
el estado x accede epistémicamente al estado y; w;¥e,e,, que en el mundo 4, el estado
x accede doxasticamente al estado y. Una lista inicial para una inferencia consta de un
nodo 1, wy/ep para cada premisa (si hay alguna) y —p, wg/eq para la conclusién. Una
rama de un arbol se cierra, ®, si en ella aparecen ¢, w;/e, v =, w;/e,.

Las reglas de arboles para las conectivas proposicionales son las mismas que las de
los arboles del calculo proposicional excepto porque llevan indices de mundos y estados

que se conservan en las extensiones:

o AN, wife, (e A1), wife,
1 v ¢
P, Wi/ ey —p, Wi/ ey =, wi /ey
%U,wi/@:c
Vb, wife, (o V), wi/e,
v ¢ I
©,wi/e, Y, wi /ey =, Wi/ ey
ﬁw,wi/ex
© DY, w;fe, (DY), wi/e,
/ e {
=, Wi /ey V, w; /ey 0, wi/e,
_'Q/};wi/ea:
QOE¢,’LUZ‘/€$ _‘(szw>7wi/ex
v ¢ v ¢
P, Wi/ ey P, Wi/ ey P, wi/ey P, Wi/ ey
¢7wi/ex ﬁ%wi/@m _‘%wz‘/eag ¢7wi/ex
=P, Wi ey
1

QO,UJZ‘/G:C
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Para los operadores hay dos tipos de reglas. Primero, tenemos las reglas de equivalencia
para los operadores negados:

_'[O]Spawi/ex —'<O>go,wi/ex
! }
(O)=p,w;/e, (O] =, w; /e,

Segundo, las reglas de inferencias para los operadores afirmados:

O, w; /e, Cp,wife,
ez Rw;w; 4
+ ez Rw;w;
0, Ww; /ey 0, Ww; /ey
(K], wi/e, (K)p, wi/e, [Bl, wi/e, (B)o, w;i/eq
w; e e, 1 w; Ve e, 1
4 wi\I/Kezey d wi\I/Bemey
@, wifey P, wi/ey P, wi/ey @, wi/ey

Los nodos arriba de las flechas son aquellos necesarios para dar lugar a una extension.
En la regla de O, por ejemplo, Oy, w;/e; v e, Rw;w; deben estar en la rama (inde-
pendientemente del orden) para dar lugar a ¢, w;/e,; en la regla de <&, si Oo, w; /e,
estd en la rama, para algin j nuevo en la rama, e, Rw;w; y ¢, w;/e, estan en la rama.
Comentarios similares se aplican a las reglas de [K] y [B]; en reglas las de (K) y (B), y
es un numero de estado mental nuevo en la rama. Nétese que en las reglas inferiores se
corresponden las letras de operadores y de relaciones, por ejemplo, [K]| requiere lineas
de UX. En todas las reglas, siempre se mantiene un indice igual: en las de O y O, e,;
y en las de operadores epistémicos y doxasticos, w;. Un consejo para la introduccion
de lineas de relaciones es primero escribir a qué esta relativizada la relacién y luego la
relacién apropiada, por ejemplo, se escribe primero e, y luego Rw,w;.

Para cualesquiera operadores, O, las reglas para contingencia y no contingencia son
las siguientes:

\O/p,wife. =[O\, wifes  \O/p,wife, JO\p, wi/e,
\J 3 \ YRR
[O\p,wife.  \O/p,wi/e, (O)yp,wife,  [Olp,wife,  [Ol~p, wi/e,
(O)—p, wi/e,
Las primeras dos reglas son equivalencias. En las otras dos reglas sélo hay que tener
cuidado de poner el operador correspondiente en las extensiones, por ejemplo, si se tiene
Vi, las ramas son Cp y O,
El orden en que se apliquen las reglas no afecta en que un arbol se cierre o siga abierto,
ésta es una consecuencia inmediata del teorema 11.12. Por mor a la simplicidad, es mi

uso desarrollar primero las reglas que no generan bifurcaciones.
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Para las restricciones a las relaciones, requerimos las siguientes reglas:

) ) ° wi\IfBexey
e Rw;w; w; e e, w,-\IIBemey wi\llKemey

Las reglas con e no requieren un nodo especifico para generar una extensién, sino
informacion en la rama. Las primeras dos reglas se aplican a cada ¢ y x en la rama;
es recomendable aplicarlas tan pronto aparezca un nimero nuevo en la rama y apenas
comienza un arbol se pueden aplicar inmediatamente a wy y a ey. La tercera se aplica a
cada x e 7 en la rama siendo y un niimero de estado epistémico nuevo, lo recomendable es
aplicarla cuando ya no se pueda aplicar ninguna otra regla porque puede generar ramas
infinitas. La cuarta regla se aplica a cada linea w; ¥? ez€y, es de mi preferencia siempre
introducir una linea w; ¥ ez€y cada vez que ha aparecido una nueva de w; UP €zCy.

Un arbol se dice completo si todas las reglas que han podido aplicarse han sido
aplicadas. Un arbol puede decirse completo aunque sea infinito por tener una rama
infinita, digamos, si se sabe que aplicar una regla ya no tiene efecto en la clausura.

Como un ejemplo, consideremos la siguiente inferencia descubierta por Von Wright
[59, p. 68] como la reformula Costa-Leite [9, p. 527]:

(3.1) VpA[Klpk V[K]p
Aqui esta el arbol que lo demuestra:

Vp A [K]p,wo/eq
=V[K]p, wo/eo
eoRwowy
woUegeqn
A[K]p,wo/eq
Vp, wo/eq
[K]p, wo/ e
Op,wo/eo
O=p, wo/eg
eoRwow;

D, wl/eo
e Rwiw;

w U eqeq
eo Rwows
—p, wa/eg
eg Rwaws

U}Q\I/Keoeo
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p, wo/eo
v hV
O[K]p, wo/eo O-[K]p, wo/eq
[K]p, w2/ e —[K]p, wo/eq
P, w2/ e X

b2

La rama de la derecha se cierra debido a que [K|p, wo/eg ya estd en la rama, pero atin

si se le siguieran aplicando reglas, la rama se cerraria.

En su momento, Von Wright demostré (3.1) de forma axiomatica. En la tabla 3.1

presento una reconstruccién propia de su demostracion (la numeracion romana es para

no interferir con el resto del trabajo). Se puede apuntar que <p sobra en (3.1) a com-

paracién de (XII), pero no hay problema porque [K]p D <p resulta de un silogismo

hipotético entre (I) y (VIII).

W [Kpop
()  B(Klp>p) (ND

()~ B[K]p>0Op (MP) a (IT) y

(IV)  —=0Op D> -0O[K]p Contraposicién a (111
(V) O—p D On[Kp Definicién de < a (IV
(V) O-p>D-p [p/—p] a

(VII)  p>-0O-p Contraposicién a (VI
(VIII) pD> Op Definicién de < a (
(X)  [K]p> O[K]p p/[Kp] &

(X) P2 D(ro>s)D((pAT)D(¢Ns))) Tautologia clésica
(XI) (O A [K]p) D (O=[K]p A O[K]p) (MP) por (V), (IX) y
(XII) (O=pA[K]p) D V[K]p Definicién de V a (IX)

Tab. 3.1: Reconstruccién propia de la demostracién axiomatica de Von Wright para (3.1).

Un debate contemporaneo sobre la légica epistémica es en qué consiste que algo sea

una posibilidad epistémica y si puede coincidir con la posibilidad metafisica (cf. Egan 'y

Weatherson [11], que es una compilacién de escritos al respecto). Si esto se formula de

la siguiente forma:
(3.2) (K)p D> <p
entonces la implicacién es invélida en T /T /D3. Aqui esta el arbol:

=((K)p D Op), wo/eq
eoRU)O’UJO

U)Q\I/Keoeo
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(K)p, wo/eq
=Op, wo/eo
O—p, wo/eo
-p, wo/eo
wo¥Xepeq
woV e e
e1 Rwowy
D, wo/el
woUPBe ey

wg\IJK61€2

El 4arbol se vuelve infinito por la regla para la serialidad de W2, pero es completo porque
se sabe que, no importa cuantas veces se aplique la regla, el arbol no se cierra.

Los contramodelos para una inferencia pueden obtenerse a partir de una rama abier-
ta. Para todo w; y e, en la rama, w; € Wy e, € E. R., = {{w;, w;) : e, Rw;w; aparece
en la rama}. ¥B y WX ge determinan de forma similar. Si p, w;/e, aparece en la rama,
Vi, Jeo (D) = 1; 81 =p, w; /e, aparece, vy, /e, (p) = 0; si no aparece ninguno, v, /., (p) puede
ser lo que uno quiera, llamaremos a esto ultimo una condicion sin importancia.

El contramodelo del arbol de (3.2) es infinito; no obstante, a prueba y error, puede
encontrarse un contramodelo finito. Un par de técnicas generalmente buenas para ello
son o permitir que, para algtn e, en un w;, w; ¥Pe e,, o que, para algin w;, \I/fi_ = \Ilﬁ,,
aunque esto hace que [Blp = [K|p y (B)p = (K)p sean vélidos ahi. Suponiendo que
Uk = U5 un contramodelo finito para (3.2) es: W = {wo}; E = {eg,e1}; Rey, =
{wowo} y Re, = {wowo}; ¥E = V5 = {egen, eoer, €1€1}; Vg jeo(P) = 0¥ Vg jer (p) = 1.
Este puede ilustrarse como en la figura 3.1 (R, y VX son las flechas completas y ¥5
las punteadas). Comprobar que funciona se deja al lector.

Fig. 3.1: Contramodelo finito de Tn/Tk/D}; para (3.2).

Los drboles de T /T /D3 son correctos y completos con respecto a sus seménticas.
Véanse los teoremas 11.1 y 11.2.



4. ALGUNAS AFIRMACIONES SPINOZIANAS

Es bien sabido que en la historia de la filosofia Baruj Spinoza (1632-1670) crefa que
todo es metafisicamente necesario. Explicitamente, él decia que:!

En la naturaleza no se da nada contingente, sino que todas las cosas son
determinadas a existir y a operar de un cierto modo en virtud de la necesidad
de la naturaleza divina. [54, p. 79 (E1/29)]

Las cosas no han podido ser producidas por Dios de otro modo ni segiin

otro orden que como han sido producidas. [54, p. 84 (E1/33)]

La razon obvia es que, si sélo hay una sustancia —un tinico mundo posible—, entonces
las cosas existentes en ella sélo pueden ser de una forma. El punto de vista segin el
cual todo es necesario se conoce como necesitarismo.? Los comentaristas concuerdan en
que Spinoza es un necesitarista, aunque difieren en cémo pueda afirmar la necesidad
regente en la realidad, que no es tan obvio qué significa que algo sea contingente, siendo
asi que debaten el grado de su afirmacion (cf. Newlands [30]). Independientemente de
cudl sea el estatus ontolégico de la contingencia para Spinoza (a mi parecer nulo),® él
da una respuesta a qué es ésta no desde la metafisica sino desde la epistemologia:

Se dice necesaria una cosa, o bien en razén de su esencia, o bien en razén
de su causa. Pues la existencia de una cosa cualquiera se sigue necesaria-
mente o bien de su misma esencia y definicién, o bien de una causa eficiente
dada. Y ademas, por esto mismo se dice una cosa imposible, o bien porque
su esencia, o sea, su definicion, implica contradiccién, o bien porque no se
da ninguna causa externa determinada a producir tal cosa. Pero una cosa
no se dice contingente por mninguna otra causa, a no ser por un defecto de
nuestro conocimiento. Pues una cosa de cuya esencia ignoramos implica con-

tradiccion, o de la que sabemos bien que no implica ninguna contradiccion,

I Entre paréntesis refiero a la obra de Spinoza de la misma forma que en De la necesidad o la

contingencia. La modalidad segin Spinoza (DNC') [44, p. viii].
2 No se le confunda con el fatalismo, el cual involucra la voluntad de Dios en la seleccién de un

destino. Para un breve comentario sobre la distincién, véase DNC' [44, pp. xvili-xix y 98ss].
3 En DNC [44, sec. 1.2.4], sugiero con evidencia textual que Spinoza negaba que la contingencia sea

real; aun con todo, Miller [27] sugiere que Spinoza si tiene un entendido metafisico de la posibilidad y
que incluso lo requiere para establecer su necesitarismo.
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pero de la que tampoco podemos afirmar nada cierto acerca de su existen-
cia por ocultarsenos el orden de las causas, esa cosa nosotros no podemos
verla nunca de como necesaria ni como imposible. Y por eso la llamamos o
contingente o posible. [54, pp. 84s (E1/33el), mis cursivas]

Aunque distante en el tiempo, el entendido de necesidad de Spinoza se parece al nuestro.
Esto es més claro si empezamos con la imposibilidad (de hecho, en [53, pp. 121s (TIE,
§53)], éste es, por asi decirlo, el término modal bésico). Para Spinoza, todo aquello
que sea una contradiccion por su sola definicién es imposible; de cierta forma, esto se
parece a la regla (NO): si - =, entonces = O, i.e., F =OCp. El ejemplo favorito
de Spinoza era considerar un circulo cuadrado; al ser éste una contradiccién por su
sola definicion, es imposible que exista. Con respecto a lo necesario, él consideraba
que es posible demostrar la existencia de Dios; si la demostracion es valida, es una
contradicciéon que Dios no exista, y, por equivalencia, ello vuelve a su existencia no sélo
verdadera sino necesaria. Valga decir que las tres demostraciones para «Dios [. . .| existe
necesariamente» [54, p. 52 (E1/11)] son reducciones al absurdo.?

Con respecto a los modos finitos de Dios —las cosas como nosotros, los animales,
las estrellas—, estos no son ni necesarios ni imposibles como se ha dicho hasta ahora,
i.e., por definicién. Digamos, mi existencia no es una contradiccién en si misma (de
hecho, existo), pero tampoco lo es que no exista (es perfectamente consistente pensar
en un mundo/escenario en el que yo nunca naci por uno u otro motivo).® Spinoza sigue
pareciéndose a nosotros, Vp = (-OpA—-0O-p), aunque difiere en lo siguiente: atin si algo
es contingente por definicién, si existe, ello se debe a una causa por la que es necesario
que exista, y si no existe, es imposible que lo haga porque no se dieron las causas
para ello. No es meramente posible que yo exista, es necesario dada una serie causal; y,
ademas, es imposible que exista un hermano biolégico menor a mi por cinco anos porque
no se dieron las causas apropiadas para ello. Que sélo haya una sustancia y una sola
cadena causal le parece suficiente a Spinoza para afirmar que todo es necesario, incluso
lo aparentemente contingente. Si conociéramos la naturaleza de todo y la serie causal
por la cual sucede todo, dejariamos de pensar en las cosas como posibles o contingentes

4 Como es de esperarse, ha habido intentos por formalizar la E‘tica, por ejemplo, el de Jarrett [19],
sin embargo, no es necesario fijar tanto los detalles.

5 Para conciliar la existencia necesaria de Dios con lo existente en él, una interpretacién reciente
que ha tomado valor afirma que las cosas contingentes por definicién existen necesariamente de forma
colectiva. En cualquier consideracién, parece falso que ‘si Dios existe necesariamente, Juan existe
necesariamente’, pero, en el marco de la ontologia spinoziana (donde los modos —finitos e infinitos— son
expresiones de la sustancia), es plausible que ‘si Dios existe necesariamente, existe necesariamente la
totalidad de las cosas predicables de él (entre las cuales estd Juan no aisladamente)’. Esto se conoce en
la literatura como necesitarismo reivindicado (cf. Newlands [30, 1.2.5]). Algo interesante sobre éste es
que éste permite una especie de necesitarismo circunstancial: dadas ciertas circunstancias, Op. Dado

mi entorno actual y mi condicién corporal, vivo y es imposible que no viva.
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y sélo nos quedariamos con lo necesario para lo verdadero y lo imposible para lo falso.
En honor a las ideas de Spinoza, introduzcamos la siguiente definicion:

Una férmula es una modalidad spinoziana sii se cierra bajo una implicacién
y la creencia o conocimiento de una modalidad alética implica la negacién
o de un conocimiento o de una creencia.

Todas las inferencias en este capitulo seran modalidades spinozianas.
Por lo que se ha expuesto, parece que Spinoza aceptaria:

(4.1) [B]Vp D —~/K\p
Aqui estd el arbol que muestra que ésta no es una verdad légica:

=([B]Vp D =/K\p), wo/eo

eg Rwowg
woPXepeg
[B]Vp, wo/eq
—/K\p, wo/e€q
/K \p, wo/eq
v N\
[K]p, wo/eq [K]=p, wo/eq
p, wo/eq —p, wo/eo
woUPeyey woUPBeyey
woP¥epey woPepeq
woP e e woP e eq
e1 Rwowy e1 Rwowy
Vp,wo/e1 Vp, wo/e1
p,wo/e1 p,wo/e1
Op, wo/eq Op,wo/eq
O—p, wp /ey O=p, wo/eq
e1 Rwow; e1 Rwow;
e Rwyw, eoRwyiwy
e1 Rwyw, e1 Rwiw;
p,wi/e; p,wi/er
e1 Rwowa e Rwow,
eo Rwowo eg Rwaws
e1 Rwowsg e1 Rwows
—p,wa/eq —p,wa/eq
woPPe;es woPPe; ey

wQ\I/KeleQ

wo‘PK€1€2,
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Cualquiera de las ramas se extiende ad infinitum y los contramodelos que dan también
son infinitos. Con base en la rama izquierda se puede ilustrar el primer contramodelo
de la figura 4.1. Eventualmente pude encontrar uno finito, el segundo de la figura 4.1.
En éste, no sélo [B]Vp, sino que [K|Vp; también [K]p, siendo asi que /K \p. Nétese que
ambos modelos también validan [B]Vp sin ir en contra de [B]p D —[B]—p. Volviendo
a las consideraciones finales del capitulo 1, si no conozco a g, bien podria creer que es
posible que g sea estricto y también que es posible que no lo sea sin que la creencia
sea inconsistente. Considero que ésta es una de las caracteristicas mas atractivas de

Ta /Ty /D3: permite creencias consistentes sobre contingencias, incluso conocimiento.

Fig. 4.1: Contramodelos para (4.1)

Si Spinoza viera estos modelos, lo mas seguro es que él diria que esto no sucede porque
sé6lo hay una sustancia —o mundo posible. Si fuera el caso de que W = {wy}, la inferencia
serfa valida. De hecho, ello validaria que p D Op y Op D p, pero junto con (TO)
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tenemos que Op = p y Op = p, por lo que la légica alética queda trivializada, los
operadores son meros adornos [16, pp. 60s|. Si asi se respondiera, uno puede preguntar
i Por qué deberfamos aceptar que sélo hay un mundo posible? A lo cual Spinoza o
un spinozista podria preguntar de vuelta ;Por qué deberiamos aceptar que hay mas
de uno? A favor de que sélo hay uno, los monistas, como los materialistas, tienen
por motivo dar cuenta de la cuenta de la causalidad (cf. Papineau [32, secc. 1.1s]). Si
hubiera dos ambitos completamente distintos, nada de lo que pasara en uno podria
afectar al otro. La interaccion seria imposible. Esta era una consideracién importante
de los estoicos y epiciireos para negar el platonismo [50, p. 51], y parece que nosotros
podemos aplicarla al tema de la pluralidad de mundos ;Cémo tenemos conocimiento
de algo con lo que no podemos interactuar (porque, de interactuar, habria algo en
comun, y hablarfamos entonces de un solo mundo)? En la obra de Spinoza, hay un
esfuerzo constante por disolver aparentes oposiciones, como infinito-finito, humano-
naturaleza, humano-divino, Dios-Naturaleza (o mundo) [34, p. 36], y quiza la que mas
llama la atencién a comentaristas sea la de mente-cuerpo, ya que Spinoza creia que
ontologicamente son una misma cosa, pero que conceptualmente no son reducibles el
uno al otro (cf. Schmidt [48]).

Ahora bien, aun si se acepta que sélo hay un mundo posible ;De ello se sigue que
no es provechoso estudiar la modalidad? Aunque es debatible, parece que Spinoza no
crefa que sean incompatibles el necesitarismo metafisico y el pensamiento modal.® En
una de sus cartas escribio: «En la vida diaria, nos vemos obligados a seguir lo mas
verosimil, pero en la especulacién, la verdad» [52, p. 329 (Ep56: 260)]. Si nos ponemos
estrictos en cuanto a si las cosas pueden ser realmente contingentes o si realmente
existe mas de un mundo posible, Spinoza diria que hay razones para creer que no; sin
embargo, aun si solo hay un mundo posible, éste no es el inico que concibe nuestra
mente, las posibilidades que pensamos son verosimiles y muchas veces en la vida nos
vemos obligados a seguirlas como si fueran verdaderas. Spinoza no veia que la modalidad
fuera algo a evitar en nuestra vida, sino que incluso habria que conocerla para guiarnos
lo mejor posible. El arrepentimiento es una tristeza por lo que pudo haber sido; la
esperanza, una alegria inconstante sobre lo que puede suceder; la soberbia, un resultado
de pensar mas favorablemente sobre nosotros; y el menosprecio, un odio que surge al
pensar lo peor posible de los otros. Habria que conocer el pensamiento modal para
usarlo a nuestro favor. En tltima instancia, Spinoza consideraba que «[eJn la medida
en que la mente entiende todas las cosas como necesarias, en esa medida tiene una
mayor potencia sobre los afectos, o sea, menos padece por ellos» [54, p. 390 (E5/6)];
negativamente: FEn la medida en que la mente entiende a las cosas como contingentes

o posibles, en esa medida tiene menor potencia sobre los afectos, o sea, mds padece

6 La defensa de este punto se desarrolla mds ampliamente en DNC' [44, sec. 2.4].
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por ellos.” Desde luego, éstas son consideraciones préacticas, pero ello no resta valor a
una formulacion epistémica a su base; de hecho, en el orden geométrico de la E’tica, la
metafisica y la epistemologia anteceden a la ética.

Para concluir este capitulo, consideremos algunas modalidades spinozianas més. De-
bido a que Spinoza afirma que todo es o necesario o imposible, i.e., no contingente, es

plausible modificar (4.1) para tener:
(4.2) [B]Vp D ~/K\Ap

Esta inferencia también es invalida.
Aun con todo, hay una férmula parecida que si es valida

(4.3) [BIVp > —[K]Op
aunque es mas intuitiva su contraposicion.
(4.4) [K]Op > —[B]Vp

Demostrar a ambas, ya sea con arboles o axiomaticamente, es facil y se deja al lector.
A modo de conclusién, (4.3) nos sugiere que la intuicién de Spinoza no estaba del todo

errada, hay creencias sobre modalidades aléticas que implican un desconocimiento.

7 Sobre la relacién entre los pensamientos modales y las emociones véase DNC' [44, sec. 3.3].



5. TEMPORALIZACION DE Th/Tx /D%

El sistema Th/Tk /D3 originalmente surgié como una modificacién del sistema aléti-
co temporal Kn/K;.! En este capitulo, primero doy un recorrido general por la 16gi-
ca temporal K; para luego explicar cémo funciona Kn/K;, cémo Kq/K; dio lugar a
Tn/Tk /D3 vy cémo pueden fusionarse Tn/Tx /Dy v K. Posteriormente desarrollo el
sistema de arboles para la logica fusionada. Para finalizar, hago algunos comentarios
sobre la relativizacién de < a mundos posibles y estados epistémicos.

La légica temporal, K;, es una modificacion de la légica modal. En K, hay cuatro
operadores temporales: [F], ‘en todo momento futuro’; (F'), ‘en algiin momento futuro’;
[P], ‘en todo momento pasado’; (P), ‘en algiin momento pasado’.? El lenguaje de Ky, L,
es el mismo mutatis mutandis que el de la légica modal. Una interpretacion para L es
una tupla (T, <,v). T es un conjunto no vacio de tiempos. < es una relacién binaria,
< C T x T, que representa un orden temporal; ¢t < t’ significa que ‘t precede a t". v es
una funcién de pares de tiempos y parametros a valores de verdad, v : T'x P — {1,0};
vi(p) = 1 significa que ‘en t, p es verdadera’.

Las condiciones de verdad de las conectivas proposicionales son las mismas que en
la l6gica modal excepto porque w es t.

v(np) =1 sii v(p) =0
vl A) =1 sii u(p) =un() =1

Las condiciones de verdad para los operadores temporales son similares a las de Oy <,
aunque en los casos de [P] y (P) el orden de < se invierte:

n([Plp) =1 sii paratodot’ € T tal que t' <t, vpy(p) =1
n((Pyp) =1 sii paraalgin t’ € T tal que t’ <t, vy(p) =1

Al lenguaje podemos agregar las siguientes definiciones:?

TN¢ =aef [PleN@ AN[Fle  Siempre ¢ — En todo momento, ¢
(Yo =gy (P)eV oV (F)p A veces ¢ — En algin momento, ¢

1 'En [36, 3.7a-3.7b], K; se llama K, y en [47], la fusién se llama K /K"; la modificacién a los nombres
se da para mantener una coherencia con el resto del trabajo.

2 La notacién histérica original es G, F, H y P respectivamente.

3 La notacién histérica original es A y S respectivamente.
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Donde [O] es cualquier operador temporal universal (i.e., [F], [P] o [T]) y (O) su dual
particular (i.e., (F'), (P) o (T)), [O]A = =(0)-A.

La validez seméntica se define en términos de la preservacion de la verdad como en
la l6gica modal mutatis mutandis.

El sistema axiomético de K; es el siguiente:

(LC) Todos los axiomas y teoremas, I ¢, de la légica cldsica proposicional
(SU)  Sit ¢y pforma parte de ¢, entonces la férmula resultante, ¢, al sustituir
uniformemente p por 1, [p/1], también es es un axioma o teorema, - ¢’

MP) Sik ¢y F ¢ D, entonces - ¢

(

(NP) Sitk A, entonces - [P]A
(NF) Sik A, entonces F [F]A
(CP) [Pl(p>q) D ([Plp D [Plg)
(CF) [Fllp2>q) 2 ([Flp D [Flg)
(PF)  pD[PIF)p

(FP)  pD[F(P)p

K puede extenderse anadiendo restricciones a < y lo apropiado al sistema axiomético.
Para tener todas las relaciones del hexdgono de Blanché (véase la figura 1.2), se pide:

Serialidad hacia atrds: Para todo ¢t € T', hay un t' tal que t’ <t
Serialidad hacia adelante: Para todo ¢t € T, hay un t' tal que t < t/

Entonces son validos respectivamente:

(DP) [Plp > (P)p
(DF) [F]p > (F)p

Ahora bien, un supuesto normalmente aceptado en la literatura es que el orden del
tiempo debe ser lineal, i.e., tiene que satisfacer las restricciones:

Conectividad: Paratodo t,t' e T, t<t' ot/ <tot=1t
Transitividad: Para todo t,t',t" € T, sit <t' y t' <t”, entonces ¢t < t”
Antisimetria: Para todo t,t' € T, si t <t entonces t' £ t

Antirreflerividad: Paratodot € T, t £ t.

La restriccion de conectividad implica formalmente a dos restricciones:
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Convergencia retrospectiva: Para todo t,t',t" € T, sit' <ty t" < t, entonces
t'<t'ot' <t'ot =t"

Convergencia adelantada: — Para todo t,t',t" € T, sit <t yt < t”, entonces
t<t'ot' <t ot =t"

Estas restricciones a < respectivamente hacen validos a los axiomas:

Estos axiomas se llaman (H) por Hintikka [5, p. 19].

Si < satisface transitividad, entonces tenemos los axiomas:

Otro supuesto usual que puede hacerse sobre < es que éste puede satisfacer la restriccion:

Densidad: Para todo t, ¢ € T hay un t” tal que, si t </, entonces t < t" y t" <t

Si < satisface esta restriccién, entonces tenemos los axiomas:

La 16gica que satisface (HP), (HF), (4P) y (4F) normalmente se conoce como L;, y
aunque no satisface la restriccién de conectividad (que no es implicada por ninguna
restriccion de convergencia, ni siquiera juntas), poner dicha restricciéon a < no da més
principios validos, tampoco aumentan las inferencias si se satisfacen las restricciones de
antisimetria y antireflexividad, sélo evitamos algunas inferencias, por ejemplo, [F|p D p;
si a L; se le agregan (DP), (DF), (DEP) y (DEF), el sistema se conoce como @, (cf.
Goranko y Rumberg [15, sec. 3.6]).

Ahora bien, ciertos planteamientos filosoficos requieren que puedan unirse tanto las
nociones modales como las temporales. Aqui hay uno con respecto a la restriccion de
convergencia adelantada planteada por Priest:

. es natural suponer que el futuro es un camino abierto de una forma en
la que no lo es el pasado. Que p describa algin evento futuro que estd en mi
poder hacer verdadero y que estd en mi poder hacer falso (digamos, que p sea
‘tendré tres hijos’ —bueno, con la pequena ayuda de otra persona), entonces



5. Temporalizacion de Tu /Tx /Dy 34

pareciera que hay diferentes futuros, unos en los que p es verdadera, otros
en los que p no lo es. Lo mismo no sucede en el caso de ¢ para el pasado
(por ejemplo, ‘tengo dos hijos’). Ahora no esta en mi poder decidir si esto es
verdadero o falso a voluntad. Por tanto, uno podria suponer que el tiempo
satisface la condicién 3 de la convergencia en retrospectiva, aunque no la
condicion ¢ de la convergencia adelantada.

Sin embargo, esto no es para nada claro. Concedamos que hay dos futuros
posibles al respecto de p; no se sigue que haya dos futuros reales. Cierta-
mente, C(P)p A O(P)—p; pero no es claro que (P)p A (P)—p. El primero
de estos es bastante compatible con la convergencia futura; sin embargo,
para establecer esto se requiere una seméntica para un lenguaje tanto con
operadores temporales como modales. Dejo los detalles como un ejercicio no
trivial. [36, sec. 3.7b.11s, mi traduccién]

Inspirado en este pasaje, en una ocasion previa desarrollé tanto las seméanticas como
los sistemas de arboles de algunas logicas alético-temporales. La logica basica de este
tipo la llamé MT por ‘Modal-Tense Logic’, aunque un nombre técnico mas apropiado
seria K/ K (cf. Sdnchez Herndndez [47]). Una interpretacién para el lenguaje de MT,
LU Ly, es una tupla (W, T, Ry, <4, v). W y T son conjuntos no vacios de mundos
posibles y tiempos respectivamente. R; es una relacién ternaria entre mundos posibles
conforme a tiempos, Ry C T x W x W, e indica que las relaciones entre mundos suceden
en momentos determinados; tRww’ significa que ‘en ¢, w accede a w”.* La motivacién
detréds de R; son oraciones del tipo ‘en 1932, a Inglaterra le era posible impedir la
guerra con Alemania, pero fue imposible en 1937’. <,, es una relacién ternaria entre
tiempos conforme a mundos, <,C W xT x T, e indica que cada mundo tiene su propio
orden temporal; (w) t < t' significa que ‘en w, t precede a t”’. v es una funcién de
tuplas de mundos posibles, tiempos y pardametros proposicionales a valores de verdad,
v: W xT x P {1,0}; de esta forma, v, (p) = 1 significa que ‘en w en t, p es
verdadera’. Las condiciones de verdad y la validez son las mismas mutatis mutandis
que las de Tn /T /D%.

Algo especial de MT es que permite que los mundos difieran en qué tiempos les
pertenecen al diferir en sus 6rdenes temporales. Considérese:

(5.1) [T{FYT D OT(F)T

Esta inferencia es invalida en MT. Como apuntan Correia y Rosenkranz [8, p. 9], el
antecedente indica que siempre hay un momento futuro en el tiempo, pero el consecuente
puede ser falso si en algin otro mundo posible el tiempo se detiene con respecto al futuro.

Aun si (5.1) fuera vélida aceptando la restriccion de serialidad adelantada apropiada,

4 Sobre la precisién de esta notacién, véase la nota 2 del capitulo 2.
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1.e., relativa a mundos, no hay una garantia de que los mundos compartan los mismos
tiempos. Esto puede cambiar si el orden deja de ser relativo: (W, T, R;, <, v). El
sistema resultante lo llamé MOT por ‘Modality of Ordered Tense’ (modalidad del
tiempo ordenado) y es una extensién de MT al validar (5.1). Para distinguir a los
sistemas con esta caracteristica marcamos a la logica temporal con un indice de *, por
ejemplo, sin restricciones M OT se llamarfa Kn/K;. Kn/L; da un modelo interesante
con respecto a lo dicho por Priest sobre la convergencia adelantada (véase la figura 5.1).
Que haya dos posibilidades con respecto al futuro no implica que haya dos futuros reales;
y esto no es incompatible con que el tiempo satisfaga la restriccién de convergencia

adelantada incluso entre mundos.

to < 11 < to
OO
)
w (O
!
= (O

Fig. 5.1: Modelo de Kn/L; para un problema planteado en por Priest sobre la convergencia
hacia adelante en [36, 3.7b.11-12], re-elaboracién de la figura en [47, p. 14].

Ahora bien, Ty /Tx /D% es una invencién propia que hace algunas modificaciones a las
seménticas de MT.% Asi como MT permite que cada relacién suceda a un tiempo, Ry, y
cada mundo tenga su propio orden temporal, <,,, Tn/Tk/ D7} permite que las relaciones
sucedan en estados epistémicos, R., y que cada relaciéon entre estados epistémicos sea
relativa a un mundo posible, X y WB_ Al inicio, sélo formulé el sistema como una
analogia, pero luego me di cuenta de su verdadera implicacion filoséfica: como mencioné
en el capitulo 2, R, parece forzar a una lectura actualista de la légica modal, ya que
los mundos posibles y sus relaciones se relativizan a estados epistémicos. Hay sistemas
l6gicos que no consiguen forzar el actualismo. En la ultima década, Daniel Ronnedal
ha desarrollado varios sistemas multimodales [39, 40, 41, 42], pero su sistema mas

ambicioso [43] es una fusién que es doxdstica, alética, temporal, volitiva (boulesic) y

® Ciertamente, no es tinico en su clase. Alexandre Costa Leite [9] ha desarrollado el sistema alético
epistémico S52 @ S5*, pero los axiomas y las semdanticas son distintos, él usa semdnticas de productos
mientras que las mias son fusiones. Sobre los distintos métodos para combinar 16gicas, véase a Carnielli
y Coniglio [7, sec. 4]. Aun con todo, Costa-Leite afirma que sus seménticas tienen dos conjuntos, W
vy S, que pueden o no ser lo mismo; asi pues, puede ser que su sistema también se preste para una
interpretacién actualista.
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con cuantificadores de primer orden. En estos sistemas, los mundos aléticos, doxasticos
y volitivos sélo se distinguen por las relaciones en las que se encuentran. Digamos, el
analogo a ¥P, D, no es una relacién entre estados epistémicos, ® C F x E, sino entre
mundos, ® C W x W. Que haya relaciones que coincidan en su origen y difieran en su
extensién no es raro si hablamos de operadores de la misma clase, por ejemplo, V¥ y
WX son subconjuntos de E x E y ambas se usan para operadores relativos a conceptos
epistémicos; sin embargo, cuando se trabaja con logicas multimodales, parece prudente
tener conjuntos distintos si los operadores trabajan en ambitos distintos. Digamos,
en una logica como MT" podemos distinguir entre los miembros de W y los de T', y
serfa raro que no lo hiciéramos; asi pues ;Por qué en una légica como la propuesta
por Ronnedal deberia usarse W indistintamente tanto para lo alético como para lo
doxéastico? Considero que lo més natural es distinguir entre los miembros de Wy E.°

Para una formulacién axiomética del sistema Tn/Q;/Tk /D%, anadimos al sistema
axiomatico del capitulo 2 todos los principios temporales arriba revisados. Sobre (5.1)
hablaremos al final del capitulo.

Por lo dicho sobre distinguir entre las categorias de operadores, me parece que una
interpretacion apropiada para el lenguaje de la fusién, que es L4 U L7 U Le U Lp, es
una tupla (W, T, E, Ryje, <w/e, \Iff/t, \Ilg/t, v) (relativizaremos a MT con E, asi la
légica alético-temporal sera relativa a un agente epistémico).

W, T y E son conjuntos no vacios de mundos posibles, tiempos y estados epistémicos
respectivamente.

Ry/e es una relacion cuadruple, Ry, € T x E'x W x W, que representa una relaciéon
de accesibilidad entre mundos posibles de estados epistémicos relativizada a tiempos;

de esta forma, teRww'’ significa que ‘en t, en e, w accede a w'’.

6 La légica deéntica no goza de una aceptacién tan amplia como las 1égicas que hemos revisado
hasta ahora. En parte, sin planteamientos multimodales es muy rigida, por ejemplo, sin temporalizarla
se tiene que suponer que la ley es ahistérica, pero bien puede suceder que las obligaciones del pasado
no sean las mismas que las del presente [55, pp. 209s]. De ser correcta mi consideracién de distinguir
las relaciones segin el ambito en el que se desarrollan sus operadores, creo que uno de los desafios
que tiene la logica dedntica es determinar justamente cudl es su ambito. Parece claro, por ejemplo,
que los conceptos volitivos —i.e., querer, rechazar, etc.— son ambitos de F, pero no es claro a qué
ambito pertenezcan las nociones dednticas. A mi parecer la opcién mas plausible es que W sea lo mas
adecuado, los deberes y permisos dependen de las situaciones en que nos encontremos, pero esto seria
comprometernos demasiado al hacer que los conceptos funcionen al nivel de la realidad, lo cual nos
lleva a una discusién sobre la dicotomia entre las cuestiones de hecho y las de valoracién. Una discusién
sobre esto tltimo se desarrolla en [7, sec. 1]. Aun con todo, considero es deseable saber c6mo abordar
esta cuestién para asuntos practicos, por ejemplo, para hablar del derecho a saber (cf. Watson [58]
para una discusién reciente). A todo esto, valga decir que algunos sistemas de Ronnedal son dednticos
multimodales [39, 40, 41].
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Para tener a (TO), R;/. es relativamente

Reflexiva: Paratodow e W, te€T yee€ E, teRww

<w/e €8 una relacion cuadruple, W x ExT'x T, que representa a una sucesion de tiempos
relativizada a mundos de estados epistémicos; de esta forma, (w/e) t < t’ significa que
‘en w de e, t precede a t".

Para tener a (DP) y (DF), <. tiene que ser relativamente:

Serial hacia el pasado: Para todo w € W, t € T y e € E, hay un t’ tal que
(wle) t' <t

Serial hacia el futuro: Para todo w € W, t € T 'y e € E, hay un t' tal que
(w/e) t <t

Para tener de (HP) y (HF), <,/. que ser relativamente:

Convergente hacia el pasado: Para todo w € W, t,t';t" € T y e € E, si
(w/e)t' <ty (w/e)t" <t, entonces (w/e) t' < t"
o(w/e)t" <t o(wfe)t' =1t"

Convergente hacia el futuro:  Para todo w € W, t,t';t" € T y e € E, si
(w/e)t <t'y(w/e)t <t entonces (w/e) t' < t”
o(w/e)t" <t o(w/e)t =t"

Para tener a (4P) y (4F), <, . tiene que ser relativamente:

Transitiva: Paratodow € Wt t',t" € Tye € E,si(w/e)t <t'y(w/e)t <t”,
entonces (w/e) t < t”

Las restricciones de antisimetria y antireflexividad se satisfacen sélo con evitar anadir
relativamente simetria y reflexividad a < /e.

Para tener a (DEP) y (DEF), <,/ tiene que ser relativamente:

Densa: Para todo w € W, t,t' € Ty e € E, si (w/e) t < t', entonces hay
algin t” tal que (w/e) t <t"y (w/e) t" <t

vE /; es una relacién cuadruple, wE 1 © W x T x E x E, que representa una relacién
epistémica relativizada a mundos y tiempos; de esta forma, wtW¥ee’ significa que ‘en

w en t, e accede epistémicamente a e’’.
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Para tener a (TK), U& wyi €S relativamente:

Refleziva: Paratodow e W, t €T ye€ E, wt¥Eee

vB wyi €8 similar a pE It
Para tener a (DB), U5 )¢ es relativamente:

Serial: Paratodow € W,t €T ye € E, hay un ¢ tal que wt¥Bee’

Para tener a (KB), aceptamos que:

v, SO,
v es una funcion de tuplas de mundos, estados epistémicos, tiempos y parametros
proposicionales a valores de verdad, v : W x T'x E x P — {1,0}; de esta forma,
Vw/i/e(p) = 1 significa que ‘en w en ¢ de e, p es verdadera’.

Las condiciones de verdad de conectivas proposicionales, operadores modales, epistémi-
cos y doxasticos se relativizan a tiempos apropiadamente; en las de operadores tempo-

rales, relativizamos apropiadamente a mundos y estados epistémicos.

Vw/t/e(_‘A> =1 sii Vw/t/e(A) =0

Vw/t/e(A AN B) =1 =il Vw/t/e(A) = Vw/t/e(B) =1

Vwsije(OA) =1 sii para todo w’ € W tal que et Rww', vy ji/e(A) = 1
Vstre([K]A) =1  sii para todo € € E tal que wtlUXee, vy, /e (A) =1

Vwie([BJA) =1  sii  para todo € € E tal que wtWPee’, vy, 1/ (A) =1

Vwjrse([F]A) =1 sii paratodot’ € T'tal que (w/e)t <t', vy e/w(A) =1
Vwjrse([PJA) =1 sii paratodot’ € T tal que (w/e) t’ < t, vyjew(A) =1

Las condiciones para <, (K), (B), (F) y (P) s6lo cambian todo por algin. Para to-
do par de operadores [O] y (O), [O]p = —(O)—p. Debido a que las condiciones sélo
estan relativizadas, la validez de los elementos del sistema axiomatico no se ve afecta-
da. Una interpretacién de Tn/Tk /D% es una de Tn/Q:/Tk /D3 en la que T = {ty}.
Ta/Q+/Tk /D% es una extension propia de los sistemas que la componen.

Sean m, n y o nimeros naturales. Los drboles de Tn/Q; /T /D3 son los mismos que
los de Tp/Tk /D3 excepto porque se anaden indices de tiempo apropiadamente y las
reglas para los operadores temporales y para las restricciones a <, /e.

Una lista inicial para una inferencia consta de un nodo v, wg/to /ey para cada premisa

(si hay alguna) y —p,wg/to/ep para la conclusién. Una rama se cierra, ®, si en ella

aparecen @, w; [ty /€x y =, wi/tm /ex.
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Para las conectivas proposicionales:

2 A T% wz/tm/em
! %

gpawi/tm/em _'807wi/6m/tm
sza wz/tm/ex
2 \ 'l/jv wl/tm/ex
Ve N\
gpvwi/em/tm w;wz/tm/em

90 o d}a wz/tm/ex
v N\
_'()Oawi/ex/tm wawz/tm/ez

90 = %Z% wz/tm/ex
e hY

vawi/tm/ex _'Spvwi/tm/ez
wvwi/tm/ez _'wuwi/tm/ez
ﬁ_‘gpa wz/tm/ex
i
2 wz/tm/ezv

(P ANY),wiftm/ex

\
_'1/J7 wl/tm/eﬂf

(e V), wi/tm/ex
i
P, Wi/tm/€x
=Y, Wi [t/ ex

(e DY), wi/tm/ex
1
@, Wi/t /s
1, Wi/t e,

(P =), wi/tm/es
e N\
P, Wi/tm/ex =, Wi /tm/ex
Y, Wi [t/ ex Y, Wi [t/ er

Las reglas de equivalencia para los operadores son:

~[Olp, wi/tm/eq
1 \
(O)=p, wiftm /e

—(O)p, w;/tm/ex

[O]=@, wi/tm/ex

Las reglas de contingencia y no contingencia, para cualesquiera par de operadores, O,

SOOI

\O/p, wi/tm/es
I 4
JO\p, w; [ty /€.

\O/p,wi/ty/es
J

(O)p, wi/tm/ex

(O)=p, w; [t/ eq

=/O\g, wi/tm/ex

\O/p,wi/tm/ex

JON@, wi[tm[ea
N
[0]307 wz/tm/em

[O]=¢, wi/tm/ex
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Las reglas de operadores aléticos, epistémicos y doxasticos son:

Op, w;/ty/ex O, w; [t/ ex
tmeg Rww; 4
d tmez Rw;w
©sWj [t/ ex P, wj[tm/ex
[K]op, wi/tm/eq (K)p,w; [ty /e, [Blp, wi [tm/]ex (B)p, w;/tm/eq
wi\I/Kexey 4 witm\IJBexey d
i} wit, Ve, e, 1 wit,, Ve e,
@, wi/tn/ey @, wi/tn/ey @, Wi/t /ey @, wi/tn/ey

Lo tnico nuevo en estas reglas son los indices de tiempo, pero las reglas de aplicacion
siguen siendo las mismas. Igual que antes, para introducir las lineas de relaciones es
util primero escribir la relativizacion y luego la relacién principal, por ejemplo, escribir
primero w;t,, y luego ¥¥e,e,.

La novedad para Tn/Q:/Tk/ D} es que ahora tenemos operadores temporales. Sus
reglas de inferencias son las siguientes:

[Flo, wi/tm/€a (F)p, wi/tm/ea [Pl wi/tm/ea (P)p, wi/tm/eq
(wi/ez> tm <1n { (wi/em) tn <1m {
{ (wifez) tm <ty I (wifex) tn <tm
0, w;i [ty e o, w;i/ty /e, o, w;i/ty /e, o, Wity /e,

En las reglas de [F] y [P], requerimos las lineas de relaciones en las ramas; en las reglas
de (P) y (P), las lineas se introducen con un nimero de tiempo, n.
Las reglas para [T] y (T') son:

[T, wi/tm/ex (T)p, wi/tm/es
! v } N\
[Pl wi/tn/eq (P)p, wi/tm/es O, Wi/t s (F)p, wiftm/eq
P, Wi/t /eq

[Elps wi/tm /e

Las reglas para las restricciones a Ry, pE wy vh It simplemente anaden un indice de
tiempo apropiado y se aplican con las mismas reglas y sugerencias que las vistas en el
capitulo 3:

o o . wit, Ve e,

\ \ 1 1

t.e. Rw;w; wit,, Ve e wit,, UBe e wit,, Ue e
m-x 3 K3 “m r-x “m T~y “m T~y
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Las reglas para las restricciones a <,/ son las siguientes. Para la serialidad hacia
adelante y hacia atras, tenemos respectivamente:

{ \
(wi/eg) tm <ty (wifer) tn < tm

donde 7, x y m ya estan en la rama y n es nuevo.
Para las reglas de las convergencias, requerimos tres reglas nuevas:

(wi/eg) tm =ty (wi/eg) tm = tn (wi/eg) tm =ty
O, Wi [t /€ (wifer) tm < t, (wi/ey) to < tm
{ { {

o, Wi [tn/es (wi/eg) tn < t, (wifes) to <ty

Las reglas se explican por si mismas.

Una vez con estos elementos, la regla para convergencia hacia atras es:

(wi/ez) tm < to
(wifey) tn <t,
Ve \J N\
(wifeg) tm <ty (wi/eg) tm =ty (wifeg) tn < tm

La regla para la convergencia hacia adelante es:

(wi/ez) to < tm
(wifeg) to <ty
v 1 N\
(wi/er) tm <ty (wi/eg) tym =ty (wifey) tn < tm

La reglas para la transitividad y la densidad son respectivamente:

(wifeg) tm <ty (wifey) tm <ty
(wifeg) tn < t, i

1 (wifeg) tm < t,
(wi/ey) ty <ty (w;/ez) t, <ty

En la regla para la densidad, o es un nimero de tiempo nuevo en la rama.

Como el lector se habra dado cuenta, aunque el sistema de arboles es correcto y
completo con respecto a las semanticas de Tn/Q:/Tk /D73y (véase el teorema 11.3), los
arboles son dificiles de desarrollar, por lo menos manualmente (crear un algoritmo para
que los desarrolle una maquina es posible, aunque laborioso). Por mor a la brevedad,
aqui no desarrollaré ningiin ejemplo de inferencias vélidas o invalidas. En todo caso,

proceder axiomaticamente para obtener nuevos teoremas parece una opcion sensata.
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Asi pues, el sistema de arboles se queda como una herramienta en caso de que una
inferencia sea dudosa.

Para concluir este capitulo, sélo quiero agregar un comentario sobre la relativizacién
de <. Para esto, nos basamos en la 16gica temporal basica K; (si aceptamos la restriccion
de serialidad hacia adelante, las inferencias son validas, pero perderiamos el punto de
qué pasaria si los mundos/estados mentales compartieran a <). Como mencioné antes,
MOT difiere de MT en la relativizacién de <; en MOT, < es absoluta. Las reglas de
arboles de MOT son las mismas que las de MT excepto porque el indice de mundo
puede prescindirse en las lineas de < siempre y cuando la extension de la rama respete
el otro indice de mundo (cf. Sdnchez Herndndez [47, sec. 2]). Andlogamente, si queremos
que en el orden no sea relativo a mundos sino sélo a estados epistémicos, i.e., (W, T,
E, Rt/e7 <e, pK

w/t \Iffj /o v), las reglas de arboles serfan:

[F]wvwi/tm/ex <F>90>wi/tm/6a: [P]So7wi/tm/ea: <P>907 wi/tm/ez

(€z) tm < tn 4 (ez) tn <tm {
i (€z) tm < tn d (ez) tn < tm
0, W; [t/ ey 0, W;/ty /ey 0, w; [t/ e 0, W; [t/ ey

y en las reglas para las restricciones solo hay que tener cuidado que coincidan las e,
de los nodos. Llamese a este sistema Tn /K, /Tk /D3. De tener esta restriccién, (5.1) es
vélida en Tn/ K} /Tk /D3;.
Si queremos que < no sea relativo a estados epistémicos, sino s6lo a mundos, i.e.,
(W, T,E, Ry, <w \Iif/t, \I/fj/t, v), las reglas serfan:
[F]Spa wi/tm/ex <F>90> wi/tm/ex [P]va wi/tm/e:ﬁ <P>90a wi/tm/ex
@awi/tn/ex Spawz/tn/ex Qpawz/tn/ex Qpawi/tn/ex

y en las reglas para las restricciones sélo hay que tener cuidado que coincidan las w; de
los nodos. Para distinguir a los sistemas con esta caracteristica, marcamos a la légica
temporal con un indice de +, por ejemplo, K /K, . De tener esta restriccién, en el
sistema Tn /K, /Tx /D3 (5.1) es invalido, pero es vdlida

(5.2) [TF)T 2 [K][TKF)T
asi como también lo es
(5.3) [TF)T 2 [B][TKF)T

Es facil comprobar que (5.2) y (5.3) son invalidas si se acepta <. por el mismo motivo
por el que (5.1) es valido en MOT pero no en MT.
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Finalmente, si no queremos que < sea relativo a nada, sino que sea absoluto, i.e.,
K
(W, T, E, Rye, ¥

w/t \Ilfj/t, <, v), las reglas serfan:

[Flo,wi/tm/ex (F)p,wiftm/e. [Plo,wi/tm/e. (P)p,w;/tm/e.
bt < tn J th < tm 1
d t <t, 4 t, <tm
o, w; [ty e o, w;[tn/es 0, Wi [tn/es o, w; [ty e

y en las reglas para las restricciones a < no hay que tener cuidado de ninguna relati-
vizacién. De aceptar esta condicién, en el sistema T /K, /Tx /D%, (5.1), (5.2) y (5.3)
son validos.

El motivo por el cual podemos prescindir de los indices cuando mundos/estados
epistémicos comparten < es que ‘compartir’ es una relacion de equivalencia: sélo hay
una linea temporal para todos los mundos/estados epistémicos. Los drboles seménticos
para Tn/K; /Tx /Dy, Tn /K, /T /Dy y Tn/K;t )Tk | D} son correctos y completos con
respecto a sus semanticas. Véase el teorema 11.4.

En la préactica, muchos légicos trabajan con < de forma absoluta. Esto simplifica
en mucho los arboles, pero también hay que ser consciente de cuéles son los principios
que se aceptan. (5.1) es inaceptable ontolégicamente hablando, no tenemos por qué
suponer que otros mundos tienen el mismo orden temporal que el nuestro, es plausible
que difieran y es raro ver cémo una légica modal, que deberia darnos cuenta de como
pueden ser las cosas, puede negar la idea; (5.2) y (5.3) son inaceptables no por supuestos
ontoldgicos, sino por el problema de la omnisciencia logica (la cual conoceremos a detalle
en el capitulo 8), sea cual sea el orden temporal regente sobre nuestros estados mentales,
nosotros lo sabemos y creemos segtn la ldgica con esa restriccion. Acaso sea aceptable la
restriccion por ser oscura la afirmacién de que los estados mentales difieren en érdenes
temporales; donde parece més plausible la diferencia es en el caso de multiagentes, si
a; piensa en un futuro t,,, puede suceder que otro agente, as, piense también en un
momento futuro ¢/, sin que t,, se relacione con t/ ; justamente uno de los problemas de
trabajar con multiagentes es que estos deben compartir ciertas ideas para hablar sobre
las mismas cosas.



6. SOBRE EL PRINCIPIO DE CERRADURA ESTRICTA PARA EL
CONOCIMIENTO

Como en el caso de la légica proposicional a la légica modal, que un axioma o teorema
sea valido con D —condicional material- no implica que éste mismo sea valido con -3
—condicional estricto. Es facil comprobar que (TO), (TK), (DB) y (KB) son vélidos en
Tu/Tk /D3 si D se remplaza con -3.

(TO+) Op3p

(TK+) [K]p 3 p
(DB+) [B]p 3 =[B]-p
(KB+) [K]p 3 [Blp

Lo mismo no sucede con (CB):
(CB+) [B](p 3 q) 3 ([Blp 3 [Blg)

Comprobarlo se deja al lector. Lo mismo tampoco sucede con (CK), el principio res-
pectivo para el conocimiento; no obstante, éste si puede ser valido si la base tanto para

la l6gica alética como para la logica epistémica es S5:
(CK+) [K](p 3 q) 3 ([K]p 38 [K]q)

Una forma de comprobar esto es por medio de arboles. Una interpretaciéon para L 4pg
con base doble en S5 es una tupla (W, E, {~f:e € B}, {~E:w e W}, VB 1) donde

~% es una relacién de equivalencia en W en e y ~&

es una relacién de equivalencia
en F en w. Las condiciones de los operadores aléticos y epistémicos en este tipo de
interpretacion se pueden plantear de la siguiente forma:
Vaw/e(Og sii  para todo w’' € W, vy e(p) =1
Ve
Vwe([K]p) =1 sil paratodo € € E, vy (p) =1
(

—_ =

) =
) =

sii - para algin w’ € W, vy .(p) =1

Vwe((K)p) =1 sil  para algin € € E, vy, (¢) =1
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Dadas estas condiciones, las lineas sobre relaciones tanto aléticas como epistémicas
pueden omitirse en los arboles. Las reglas para los operadores particulares introducen
nuevos mundos/estados epistémicos y las de los operadores universales se aplican a

todos los mundos/estados epistémicos en la rama:

ngawi/e$ Dwﬂwi/eiﬂ <K>907wz/ez [K]307wz/€r
{ { { {
SO?wj/el‘ 9079016/6:0 gO,’LUi/€y Qp>wi/ez

En las reglas de & y (K), j y y son numeros nuevos de mundos/estados epistémicos
en la rama; en las reglas de O y [K], k y z son cualquier nimero de mundo/estado
epistémico en la rama respectivamente (incluidos i y x).

El sistema de arboles con estas reglas es correcto y completo con respecto a sus
semanticas. Véase el teorema 11.5.

Comprobar que (CK+) es valido por medio de drboles se deja al lector, pero podemos
ver un ejemplo mas sencillo. Considérense las implicaciones:

(SH)  [K]Bp > B[K]p
(SHC) DO[K]p > [K]Op

El arbol para el bicondicional formado con ambas férmulas seria el siguiente:

~(B[K]p = [K]Op), wo/e

v N\

O[K]p, wo/eo —O[K]p, wo/eq
—[K]Op, wo/eq [K]0p, wo/eq
(K)=0Op, wy/eg O=[K]p, wo/ eq

—0p, wo/e1 =[K]p, w1 /e
O—p, wo /ey (K)—p,w1/eq
—p,wi/e —p, w1 /ey
[K]p, w1 /eq Op, wo/e1
p,wi/er p,wi/er
® &

En una légica alético-temporal, cuando una proposicién es verdadera en todos los mun-
dos en todo momento, se dice que ésta es absolutamente necesaria, O[T |p, a diferencia
de cuando solo es necesaria en un momento determinado, lo cual se llama necesidad
historica, Op o (T)Op. Por analogia, cuando un agente sabe una proposicién en to-

das las circunstancias posibles, O[K]p, podemos llamarlo conocimiento absoluto (con

1 Véase a Priest [36, sec. 3.5] para la versién tinicamente modal de estas reglas.
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el perdén de Hegel), a diferencia del conocimiento relativo, que se da en una situacién
determinada, [K]p, ©[K|p o V[K]p. Los principios de arriba se leerfan entonces asf:?

(SH) El conocimiento de lo necesario implica su conocimiento absoluto, i.e.,
en toda circunstancia
(SHC) Lo que se conoce absolutamente, i.e., en toda circunstancia, se conoce

como necesario

Sobre la plausibilidad de ambos hablaremos mas adelante.
Dado (SH), se puede demostrar (CK+) axiométicamente.

(I [K](p 2 ¢) D ([K]p D [K]q) (CK)
(I o([K](p 2 q) 2 ([K]p D [K]q)) Por (NO) a (I)
(I11)  O[K](p > ¢) D O([K]p D [K]q) (MP) por (II) y (CO)
(IV)  [K]B(p > q) D D[K](p D q) [p/p D q] a (SH)
(V) pD>q)D((gor)D(pDr)) Tautologia clésica
(VI)  [K]O(p 2 q) > O([K]p D [K]q) (MP) por (III), (IV) y (V)
(ViI)  O([K]d(p > ¢q) > O([K]p O [K]q)) (NO) a (VI)
(VIII)  [K](p 3 q) 3 ([K]p 3 [K]q) Definicién de -3 a (VII)

Tab. 6.1: Demostracién axiomatica de (CK+)

Ahora bien, en la literatura (CK) se conoce como el principio de cerradura para el co-
nocimiento, e indica que, si se conoce una implicacién, el conocimiento del antecedente
implica el conocimiento del consecuente. Una de las criticas més conocidas a este princi-
pio se debe a Fred Dretske [10], quien decia que las implicaciones epistémicas no son tan
penetrantes (penetrating) como las aléticas, i.e., ain si se acepta que una proposicion
necesaria implique a otra necesaria porque una implica a la otra necesariamente, que es
(CO), esto no sucede con el conocimiento. Un caso intuitivo a favor de su intuicién es
que los axiomas y definiciones en Los elementos implican necesariamente a los teoremas
en Los elementos, e incluso mas teoremas que no llegd a demostrar Euclides, y en todos
los mundos donde son verdaderos las definiciones y los axiomas en los Elementos, son
verdaderos los teoremas en los Elementos (y més); pero que uno sepa esta implicacién

junto las primeras péaginas de Los elementos no hace uno sepa todo lo que se sigue

2 Véase a Thomason [55, sec. 2] para una introduccién a la necesidad histérica, a Ronnedal [42, secc.
1 y 3.2] para literatura pertinente y un abordaje seméntico y a Sdnchez Herndndez [47, sec. 3| para
una discusién sobre la interaccién entre Op, [T]p y O[T]|p. Hasta donde tengo noticia, (SH) y (SHC)
no figuran en la literatura, pero surgen como una analogia con respecto a O[T|p = [T]0p en S5q/K;
(véase el capitulo 5), desconozco si en la literatura sobre légicas alético-temporales se haya dicho algo
sobre esta equivalencia. Aun con todo, su comportamiento es similar al de las férmulas Barcan en las
légicas de dominio constante. En el apéndice C doy un esquema sobre algunas inferencias en S55/S5.
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de los axiomas y definiciones. Qué signifique que una implicacién sea penetrante es
algo oscuro en el planteamiento de Dretske, pero las seméanticas alético-epistémicas que
propongo parecen darle sustancia a sus intuiciones al decir que (SH) falla, y, con ella,
(CK+), al haber circunstancias en las que falla nuestro conocimiento asi se trate de
uno sobre algo necesario, por lo menos cuando trabajamos en sistemas cuya base sea
més débil que S55/S5k, como lo es justamente T /T /Dj. Comentarios similares se
aplican mutatis mutandis (CB+) con respecto a lo doxdstico.

Hay principios aléticos, doxdsticos y epistémicos que pueden agregarse a Tn /T /Dy
sin que ello haga vélido a (SH) o a (SHC). Si se acepta

(40) Op 5 Bop
entonces el sistema S4n/Tx/Dj; nos permite derivar
(CO+) (p39) 3 (Op3Hg)

Esto se demuestra anadiendo la siguiente regla al sistema del capitulo 3:

ez Rw;w;
ez Rwjwy,

e, Rw;wy,

Si se insistiera en que el principio de cerradura estricta para la necesidad cambie todas

las implicaciones materiales en (CO) por estrictas, i.e.:
(CO+) O(p 3 q) 3 (Op 8 Og)

entonces el principio es valido incluso en sistemas con base en Kq.

Si Dretske aceptara que -3 es mejor candidato que D para modelar al si de los
lenguajes naturales, cualquier sistema con base en S4n (o Kpq si se opta por (CO+))
cuya base epistémica sea mas débil que S5 es idéneo para sus intuiciones; (CO+)
—(CO+)- es vélido, pero (CK+) no lo es. Lo mismo aplica mutatis mutandis para la
16gica doxéstica con (CB+).

Asi pues, de los principios conocidos en el capitulo 1, podemos pasar de Tn/Tk /Dy
a Sbn/S4k/D45% aceptando

(50) <©p>Oop

(4K) [K]p D [K][K]p
(4B) [Blp O [B][B]p
(5B) —[Blp > [B]-[Blp
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En las figuras 6.1 y 6.2 se muestran modelos de S55/S4x que invalidan respectivamente
a (SH) y (SHC) (no se ilustran las relaciones aléticas porque todos los mundos se
relacionan entre si, comprobar que los modelos funcionan se deja al lector). (SH) falla
porque, aun si uno sabe que algo es necesario, ello no implica saberlo en todas las
circunstancias posibles. Esto es algo un tanto decepcionante para el logico que, tras
haber encontrado el santo grial de su teoria, un conocimiento sobre algo necesario,
no necesariamente conoce dicha proposicion; quizas haya algin mundo en cual que él
nunca se preocup6 (ni se preocupard) por ella. La falla de (SHC) no es inesperada si
se piensa @ la Hume, que sea necesario saber algo, O[K]|p, no implica conocerlo como
necesario, =[K]Op, si puede concebirse un escenario en el que ello no suceda, (K)<O—p;
s6lo que Hume penso el asunto con respecto al tiempo para criticar induccién hacia el
futuro, que siempre se sepa que el sol sale por oriente, [T][K]p, no implica que se sepa
que siempre lo hard, =[K]|[T]p, si uno puede concebir un escenario en el que, en algin

momento en el futuro, ello no pasard, (K)(F)—p.

€o

Fig. 6.1: Contramodelo de S5n/S4k para (SH) — [K]Op D O[K]p.
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€0

€1
Fig. 6.2: Contramodelo de S5n/S4k para (SHC) — O[K]p D [K|Op.

Ahora bien, para tener a S5, se requieren dos principios:

(T) [Olpop
(5) —[O]p O [0]=[O]p

Supongamos a S5n como una base alética adecuada, ya sea por simplicidad, para tener
una nocion absoluta de la necesidad o por cualquier otro motivo. En el caso doxastico,
(CB+) es invalido porque, atin aceptando (5B), (TB) es inaceptable. A diferencia del
conocimiento, las creencias no tienen por qué ser verdaderas. En el caso epistémico,
(CK+) puede ser invalido ya sea que se rechacen o (TK) o (5K) o ambas. (TK) es
aceptable si se interpreta como el conocimiento es verdadero. Por descarte, sélo queda
como opcion negar (5K). Esto si puede hacerse. Por si mismo, el principio es implausi-
ble en tanto que uno puede desconocer muchas cosas y desconocer que las desconoce;
hace algunos anos, yo ni sabia quién era el conde Ugoglino della Gherardesca ni sabia
que no lo sabia. La respuesta ordinaria a esta objecién, igual que en otras ocasiones, es
que los agentes operan en discursos acotados; en un juego de cartas, es frecuente que
un jugador (sensato) sepa que no sabe cudles son las cartas de sus oponentes (y entre
mayor sea el mazo, todavia peor). Podremos explorar un poco més esta respuesta en
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el capitulo 9, donde la base en la légica intuicionista nos darda un nuevo marco tedrico
para abordar esta situaciéon. En conexién con otros principios, (5K) también puede dar
lugar a inferencias indeseables. Una de las controversias mas destacadas de la literatura
es la del creyente perfecto, [Blp = [K]p, un agente cree una proposicion si y sélo si la

sabe. Para demostrar esto, s6lo se requiere agregar otro principio de introspecciéon mas:

(BBK) [B]p D [B][K]p

Un agente cree saber lo que cree. En la tabla 6.2 se da una demostracién axiomadtica.?

) -Kp > KK (5K)
(I [K]p> [Blp (KB)
() [K]=[K]p > [B]=[K]p [p/—[K]p] a (II)
(IV) (29 >{(gD>r)D(p>Dr)) Tautologia clésica
V) K] > [BKp (MP) por (1), (ITI) y (IV)
VD) (BI(K]p > ~[BK)p [p/~{K]p] & (DB)
(VII)  —[K]p > ~[B][K]p (MP) por (IV), (V) y (V)
(VIII) [B][K]p D [K]p Contraposicién a (VII)
(X) (Bl > [BIKp (BBK)
X) (B (Kl (MP) por (IV), (VIIT) y (IX)
(XI) pD(@>D(pAQ) Tautologia clésica
(XID)  ([K]p > [Blp) A ([Blp > [K]p) (MP) por (II), (X) y (XI)
(XIIT) [Blp = [K]p Definicién de = a (XII)

Tab. 6.2: Demostracién axiomatica de [B]p = [K]p.

La linea (VIII), [B][K]p D [K]p, ya es por s{ misma un principio dudoso, si un agente
cree saber algo, lo sabe; anadir (BBK) en consideracion sélo da el golpe de gracia para
trivializar la relacién entre creencia y conocimiento. Claro, ademés de (5K) podrian
cuestionarse los demads principios involucrados en la discusién, pero esto no parece
tan satisfactorio. (DB) puede negarse al negar que el agente sea racional, pero si lo
hacemos por ese motivo, parece incluso més plausible negar (5K). (KB) normalmente
es aceptado por andlisis tradicionales del conocimiento, y aunque puede negarse, es algo
heterodoxo.? Finalmente, (BBK) es también cuestionable, pero parece mas préximo a
la experiencia cotidiana de lo que lo son la linea (VIII) o, nuevamente, (5K); ademas
de que, valga recordarlo, este principio sélo da el golpe de gracia en la trivializacion.

En suma, hay motivos para negar la plausibilidad de (5K), y a estos yo agregaria la
validacién de (SH), y, por tanto, (CK+), en un sistema con base S55/Tk.

3 La reconstruccién se basa en la demostracién que presenta Gémez-Caminero [33, p. 64].
4 Voorbraak ha defendido que (KB) y (5K) son incompatibles, véase a Meyer [26, p. 6].
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Las logicas epistémico-doxasticas suelen ser exigentes con lo que piden de los agentes en
parte porque éstas se restringen a ciertos ambitos, en el capitulo 6 vimos que algunas
inferencias fallan cuando se les evalia a lo largo de mundos posibles. En este capitulo,
veremos como pueden extenderse las semanticas para dar légicas epistémico-doxésticas
condicionales.

Empecemos revisando asuntos técnicos, lo filoséfico vendra después. En aras de la
simplicidad, en este capitulo la base alética serd S55. Anadamos a £ 4pe los condicio-
nales contraficticos O— y ¢ junto con sus reglas de formacién (si ¢ y ¢ son férmulas,
también lo son ¢ O— 1 y p &= ). Sea F el conjunto de férmulas de £ 4pe aumentado.
Una interpretacién es ahora (W, E, {~F: e € E}, {R.(¢) : ¢ € F}, VE WB 1),
Llamese a este sistema Cq, /T /D7. El cambio principal es que anadimos un conjunto
de relaciones ceteris paribus para cada férmula del lenguaje; e Rww'(p) indica que ‘en
e, w accede ceteris paribus ¢ a w". Por facilidad, agreguemos un par de definiciones:
1) fo(w,e) = {w : eRww'(p)}, el conjunto de mundos accesibles desde w en e via ¢; y
2) [ple = {w: vuse(p) = 1}, el conjunto de mundos en e en los que ¢ es verdadera.'

Las condiciones de verdad son las mismas que las del capitulo 2, excepto por las de O

y <, que son las del capitulo 6, y porque anadimos las de los condicionales contrafacticos

—

Vwe(p O ) =1 sii  para todo w’ € W tal que eRww' (@), vy /e(¥) =1

Vwje(p 0= 1) =1 sii  para algin v’ € W tal que eRww' (@), vy e(¥) =1

O equivalentemente

Vw/e(SO g ¢) =1 si fe@(wve) - [w]e
Vw/e(SD e ¢) =1 si fgo(wa‘e) N [w]e # 9

Ambos condicionales son interdefinibles:

O sii (p O 1))
PO sit (e O )

1 'En [36, cap. 5], Rww'(p) se escribe wR,w' y R(p) como Ry, la notacién propuesta aqui intenta

ser mds manejable. Una notacién similar se usa en [47, sec. 4] para tener un subindice de tiempos
en lugar de un subindice de férmulas. También se modifica f,_ (w), como aparece en [47, sec. 4], por
fo(w, e), la cual me parece mas legible.
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Aqui estan las pruebas. Si ¢ O- 1, =(¢ 0= —), por reductio: f,(w,e) N [~]. # 2,
asl pues, para algin z, x € f,(w,e) y x € [W]e, i.e., v ¢ [¢].; pero f,(w,e) C [Y].,
por tanto x € [¢)].. Si =(¢ O ), ¢ O- ¥, por reductio: f,(w,e) N [—]. = Sy, para
algin z, © € f(w,e) y = & [, i.e., x € [)], pero entonces f,(w,e) N [~ # 2.
Si o O= ¥, ~(¢p O ), por reductio: f,(w,e) N [Y]. # @, asi pues, para algin =,
r € fo(w,e) y x € [Y]e; pero fo(w,e) C [, por tanto x € [, i.e., x & [¢]e.
Finalmente, si =(¢ O— —)), ¢ O ¢: para algin z, x € f (w,e) y = ¢ [, t.e.,
z € [1)]e, asi pues f,(w,e) N [Y]. # @.

La validez semantica se define en términos de la preservacion de la verdad igual que
en el capitulo 2. Cq, /Tk /D73 es una extensién propia de las légicas que la componen.

Salvo por las reglas para O y <, para las cuales tomamos las del capitulo 6, las reglas
de drboles de Cq,/Tk /D3 son las mismas que las del capitulo 3 anadiendo las reglas
para los condicionales contrafacticos:

SOD—>¢>wi/€x 900—>¢,wz/€x ﬁ(Salj_)w)a/wi/e:c _‘(90<>—>w)7wz/€x

ez Rw;w; () 1 1 !
l e Rw;w;(p) © O ), w; /ey, © O ), w; /e,
¢7wj/ea: w»wj/e;r

Las reglas de O— se parecen a las de O, s6lo que ahora ¢ debe ser la misma en ambos
nodos; las de ¢— son como las de <. Las reglas para condicionales negados se dan por
las equivalencias entre condicionales.

La idea de Lewis [24, p. 2] detrds de O— y de ¢— era dar cuenta de los condicionales
subjuntivos, él los leia asi:

O sip, seria (would be) el caso que 1)
© O si g, podria ser (might be) (el caso) que ¥

En el ambito alético, las semanticas que incluyen relaciones con clausulas ceteris paribus
nos sugieren evaluar los condicionales en mundos parecidos al nuestro, w’ tal que Rww’,
excepto por una afirmacion, ¢, i.e., Rww'(y); al trabajar multimodalmente, también
se evalian mundos con respecto a afirmaciones de la otra légica involucrada, por ejem-
plo, en una logica condicional temporal, se evalian mundos con los mismos hechos
temporales (cf. Sdnchez Herndndez [47, sec. 4]), andlogamente una l6gica condicional
epistémico-doxastica nos permite evaluar mundos con los mismos hechos epistémico-
doxésticos.

Las légicas condicionales suelen distinguirse por la falla de tres inferencias:
(RC) po- gk (pAr) > q
(TC)po>q,qO>rEpo->r
(TR) pO— ¢ ¥ —~q 0~ —p
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Estas se conocen como refuerzo del condicional (RC), la transitividad de condicional
(TC) y la transposicién (TR), y todas son validas con D y -3, pero considérense los

contraejemplos puestos por Priest [36, sec. 5.2, mi traduccién]:

e Si no llueve manana, iremos al criquet; entonces, si no llueve manana y
muero en un accidente automovilistico, iremos al criquet.

e Silos demas candidatos se salen de la contienda, Juan obtiene el trabajo; si
Juan obtiene el trabajo, los demés candidatos estaran decepcionados; por
tanto, si los demés candidatos se salen de la contienda, los demas candidatos
estaran decepcionados.

e Si tomamos el carro, entonces no se descompondra en el camino; por tanto,
si el carro se descompone en el camino, entonces no lo tomamos.

Es facil comprobar que las mismas inferencias son invalidas en contextos epistémicos:

(RCK) [K](p o~ q) ¥ [K]((p A7) O> q)
(TCK) [K](po- q),[K](¢ o> 1) ¥ [K](pO> 1)
(TRK) [K](p O~ q) ¥ [K](—q O —p)

A modo de ejemplo, aqui estd el arbol de Cy, /T /D7 para (RCK):

[K](p o q), wo/eo
~[K]((pAr) B q),wo/eo
UJQ\IfKeoeo
p 0= g, wo /e
(K)=((p A7) 0> q), wo/eo
wg\IJK60€1
~((pAr) B q), wo/er
wO\I’Kelel
p o= g, wo/e
(p A ’I") g -q, w0/€1
ey Rwowy (p A r)
'lUl\IfKeoeo
-q, UJ1/61
wllllKelel
WQ\IJB€1€2
'LUU\I/K€1€2

Para aplicar una regla a p O— ¢, wg/e; y cerrar el arbol en el par w;/e; necesitarfamos
a e; Rwow (p), pero no estd y no hay maés reglas que aplicar salvo por la de la serialidad
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de WB pero ésta sélo vuelve infinito al drbol. Los contramodelos se obtienen igual que
antes, aunque hay que distinguir cuando una relacién lleva una férmula. Uno finito para

el refuerzo del condicional en contextos epistémicos puede ilustrarse como en la figura

C—

7.1 (-2 indica que la accesibilidad se da por ¢):

)
) O

€0 e1
Fig. 7.1: Contramodelo para (RCK)

Algunos planteamientos epistemoldgicos requieren evaluarse contrafacticamente. Aqui
hay uno con respecto al escepticismo. Un escéptico del mundo externo estaria dispuesto
a decir que, si fuéramos un cerebro en una cubeta, p, seria el caso de que no lo sabriamos,
—[K]p, asi de perfecto es el engano:

(7.1) po- —[K]p

La contraposicién de (7.1) junto con la versién contrafactica de (TK), [K]|p O— p,
implica que [K|p O— (p A —p), pero si usamos O— en lugar de D o -3, podemos usar
(7.1) sin involucrarnos con su equivalencia cldsica.?

Ahora bien, una equivalencia clésica de (T) es p D —=[O]=p,? su versién epistémica y

contrafactica seria:

(7.2) po> —[K]-p

2 Sea — un condicional conexivo (para una revisién general a la l6gica conexiva, véase a Wansing
[57]). La tesis de Boecio dice que (p — q) — —(p — —¢q). Asi pues, (TK) implica que =([K]p — —p); en
esta consideracion, (TK) es incompatible con la transposicién de (7.1). Ningin sistema presentado aquf
puede validar la tesis de Boecio, aunque considero que un buen inicio para desarrollar las seméanticas
y sistemas de drboles apropiados seria retomar el trabajo de Priest [36, sec. 9.7a]. Este es un tema que
supera en mucho los propésitos de este trabajo, pero valga mencionarlo.

3 De hecho, obtuvimos a ésta en el paso (VII) de la demostracién en la tabla 3.1.
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Lo verdadero no se conoce como falso. Si fueras un cerebro en una cubeta, no puedes
saberlo como falso. De hecho, més adelante veremos que hay légicas condicionales en
las que (7.2) es una verdad légica. (7.1) y (7.2) implican formalmente:

(7.3) po=> \K/p

Si fueras un cerebro en una cubeta, seria el caso de que no sabrias si eres un cerebro en

una cubeta.* Aqui estd el arbol:

p 0= —[K]p, wo/eq
p 0= =[K]=p, wo/eo
~(p B> \K/p), wo/eo

p &= —\K/p,wo/eg

eoRwow; (p)
—\K/p, wi/eq

/K \p, wi/eq
—[K]p, wi/eo
—[K]=p, wi/eo
v N\
[K]p, w1 /e [K]=p, w1 /e
® ®

Las ramas se cierran antes de desarrollar las reglas de operadores epistémicos, pero aun
si se siguieran aplicando, el arbol se cerraria. La inferencia es valida porque es una

instancia de la inferencia:

(74) pogpo>rEpoe (A T)

Hay otros planteamientos que requieren un sistema condicional més fuerte. Siguiendo
con los escépticos (cf. Feldman [12, pp. 112s y 123s]), uno podria afirmar:

(*) Si tuvieras una creencia falsa, no podrias tener conocimiento.

Esta afirmacion puede prestarse a una ambigiiedad. Por una parte, puede afirmarse

que, si la creencia puede ser falsa, entonces no se tiene conocimiento.

(7.5) O([Blp A —p) D —[K]p

4 Hay un argumento escéptico que se sirve del principio de cerradura para el conocimiento y de
nuestra incapacidad para saber si somos cerebros en una cubeta: si a supiera que sus sensaciones son
confiables, serfa el caso de que a sabrfa que no es un cerebro en una cubeta, [K]p 0~ [K|—q, pero a
no sabe si es un cerebro en una cubeta, \ K/q, asi pues, a no sabe que no lo sea, =[K]—q, asi que, por
modus tollens, a no puede saber que sus sensaciones son confiables, =[K]p. Una forma de obtener \ K /q
es aceptar (7.3) junto con —p O— \K/q y pV —p. Asi pues, Cn,/Tx /D3 (propiamente CZ, /T, véase
la siguiente pégina) sirve para montar un argumento escéptico correcto. Esto lo desarrollo en [45].
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Esto no es vélido, pues que sepas que p no entra en conflicto con que en otras circuns-
tancias te puedas equivocar en tu creencia sobre p. Demostrarlo con un arbol y dar un
contramodelo es una tarea facil.” Ahora bien, uno puede plantear alternamente:

(7.6) —(([Blp A —p) &= [K]p)

Esta no es vélida en Cp, /Tk /D%, aunque este sistema puede extenderse para obtener

Ct,/Tx /D3 al anadir las siguientes dos restricciones:

o folw,e) Clyle
e Siw € [pl, entonces w € f,(w,e)

Las reglas de arboles correspondientes serian:

e, Rww; (¢) °
{ VAN
O, wj/eq —p,wifer P, wifey
e Rw;w; ()

La primera regla se explica por si sola, los mundos accesibles desde w; via ¢ son mundos
donde ¢ es verdadera. La segunda regla se aplica a cada ¢ que sea el antecedente de un
condicional a todos los w; y e, en la rama, la restriccién a antecedentes de condicionales
se da porque es irrelevante para la validez cémo la restricciéon afecta a otras formulas,
aunque en los contramodelos obtenidos a partir de ramas abiertas debe cuidarse que se
satisfaga la restriccién correspondiente.

Aqui estd el arbol que demuestra que en CZ, /T /D3 (7.6) es vélida:

—=(([B]p A =p) O [K]p), wo/eo
woPXepeg
([Blp A =p) &= [K]p,wo/eq
eo Rwowq ([B]p A —p)
[K]p, w1/eq
w1 ege
p,wi/eq
[Blp A =p,wi /eq
[Blp, w1/eq
-p, w1/€o
®

® Piénsese también desde la légica temporal con el operador (F) en lugar de <: puede que ahora
sepas que p y que en el futuro sigas creyendo que p, aunque sea falso.
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Los arboles de Cu, /Tx /Dy v CZ,/Tk /D3 son correctos y completos con respecto a
sus semanticas. Esto se demuestra en los teoremas 11.6 y 11.7.
Ahora bien, que (7.6) sea vélida no ayuda al escéptico porque es equivalente a:

(7.7) ([Blp A —p) o> —[K]p

Si tuvieras una creencia falsa, seria el caso de que no tienes conocimiento. Esto no es
nada extraordinario; de hecho, lo aceptaria cualquiera que no fuera un escéptico. El
escéptico estd mas comprometido con (7.5), pero ésta es invélida.

Un motivo para aceptar a CZ, /Tx /D3 es que éste valida modus ponendo ponens:

(7.8) p, o> Y Y

Algo caracteristico de CZ, /T /D3 es que si el antecedente de ¢ O— 1) implica formal-
mente al consecuente, i.e., = ¢ D 1, por lo cual F ¢ 3 ¢ por (NO), entonces - ¢ O— .
Por esta razén las inferencias (7.2), (7.6) y (7.7) son verdades légicas. Un problema
concomitante es que se cumplen un par de versiones de las paradojas de la implicacion

estricta:

(PCE*) Op o~ (¢ 0~ p)
(PCE*") O—p 0~ (p 0~ q)

Esto puede ser insatisfactorio para ciertos planteamientos. Como primera instancia,
notese que es valida la inferencia

(7.9) =p o= =[K]p = ([Blp A —p) o =[K]p

Esta es claramente una instancia del refuerzo del condicional, pero se supone que ésta
deberia fallar en formulaciones contrafacticas o subjuntivas.

Un comentario final, aunque prescindiendo de la légica doxastica: en el capitulo 6
vimos que tener a S55/S5k nos llevaba a la validacién de (CK+), y que una solucién
plausible era prescindir del principio (5K); en las légicas condicionales, no importa si
las bases para la légica alética y la légica epistémica son S5, el principio de cerradura

en su version contrafactica no es véalido.
(CK*) [K](p o~ q) o= ([K]p o> [K]q)

Demostrar esto por medio de drboles para la logica CZ, /S5 es posible anadiendo las
reglas para S5 que vimos en el capitulo 6; sin embargo, es laborioso, ademés de que hay
ramas infinitas (debido a que [K|p es el antecedente de un condicional, por la regla para
la segunda restriccién, éste debe negarse en alguno de los pares w; /e, en la rama, lo cual
da lugar a un estado epistémico nuevo, e,, y debido a ello debe aplicarse nuevamente
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la regla de la segunda restriccién en el nuevo par w;/e,, y asi ad infinitum). Aun con
todo, a prueba y error, pude encontrar el contramodelo finito de la figura 7.2 (por mor
a la simplicidad, se omiten las relaciones producidas por la segunda restriccién). En
wy, en todos los estados epistémicos, sélo ey, p O— ¢ y —p son verdaderos, por lo cual
[K](p o> q) y [K]—p son verdaderos en wy; también lo es que —[K]p, por lo cual wy
no accede a si mismo por [K|p. En wq, en todos los estados epistémicos, sélo e, p y
—q son verdaderos, por lo cual [K]p y [K]—¢ son verdaderos en wy, como también lo es
—[K]q. Ahora bien, eg Rwow; ([K]p), pero en wy es falso que [K]q, por lo cual en wy en
eo es falso que [K]p O0— [K]g. Finalmente, debido a que [K|(p O— ¢) es verdadero en
wo en ey, egRwowo([K](p O- q)), pero [K|p o [K]q es falso en wy en eq, por lo cual
[K](p o- q) - ([K]p 0> [K]q) es falso ahi.

pO=>q,—p [K]p

€o

Wo
Fig. 7.2: Contramodelo finito para (CCK).

Aun si alguien quisiera afirmar que (CK+) es aceptable, (SH) incluido, las seméanticas
de CZ, /S5 nos muestran que el principio de cerradura para el conocimiento debe fallar

cuando se le evaltia contrafacticamente —o bien, subjuntivamente.



8. LOGICAS ALETICO-EPISTEMICO-DOXASTICAS ANORMALES

En el capitulo 1 conocimos a las légicas epistémico-doxasticas normales y algunos de sus
problemas, propiamente: (1) que caen en la omnisciencia légica; (2) que el desconoci-
miento implica la posibilidad epistémica negativa; y (3) que las creencias son consisten-
tes. En este capitulo veremos como pueden modificarse las semanticas de Tn/Tk /D5
para obtener sus versiones anormales, luego cémo estas afrontan el problema de la
omnisciencia y finalmente algunas cuestiones filoséficas que suscitan las semanticas.
El lenguaje a usar es el mismo que el del capitulo 2, L4 U Lp U Lg, aunque ahora
una interpretacién para éste es una tupla (W, B, W, E, R,, UB UK ). En lo previo,
supusimos que los miembros de W eran todos de la misma naturaleza; sin embargo,
en las légicas anormales, no podemos hacer eso. Ahora W es un subconjunto de W,
W C W, cuyos miembros, W, se comportan anormalmente. Por supuesto, W — W es el
conjunto de mundos normales con los que hemos trabajado hasta ahora. Lo mismo se
aplica para E'y E. R., V2 WK v 1 son exactamente lo mismo que en el caso normal.
Antes de continuar, valga introducir un par de definiciones. Que v sea w o0 W y que
g sea e 0 €. Si  es de la forma Oy o O, diremos que @ es una formula alética; si es de
la forma [B]y o (B)), ¢ es doxdstica; y si es de la forma [K]y o (K)v, ¢ es epistémica.
Las condiciones de verdad de las conectivas proposicionales son basicamente las mismas

que las del caso normal, no importa si el mundo/estado epistémico es normal o no:

Vore(mp) =1 sii vye(p) =0
Vv/s(SO A w) =1 si Vv/s((p) = Vv/s(w> =1

Las condiciones de verdad de operadores aléticos, epistémicos y doxésticos son las mis-
mas si se evalian en mundos/estados epistémicos normales, pero hay excepciones cuan-

do hay mundos/estados epistémicos anormales:

w/e

Vig)e(Op) =
vose([K]p) =0
voe((K)p) =1
VU/E([B]()O) =0
Vu/€(<B>90) =1
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En w/e, las férmulas aléticas/epistémicas/doxésticas adquieren un valor especifico sin
importar qué sea ¢. En los mundos anormales, w, lo necesario es falso y lo posible
es verdadero; en los estados epistémicos anormales, €, todo conocimiento o creencia es
falso, pero toda posibilidad epistémica o doxastica es verdadera. Aun con todo, es facil
comprobar que, para cualesquiera operadores [O] y (O), =[O]—¢ = (O)p.

La validez se define en términos de la preservacion de la verdad en los mundos/estados

epistémicos normales.

Yl sii paratoda (W, E, W, E, R, VB UK ) siwe W-Wyeec E~F,
entonces, para toda 1) € X, si v,,.(¢) = 1, entonces vy,.(p) = 1.
= sii @@, ie, paratoda (W, E, W, E, R,, U8 UK 1)\ siw e W-W
y e € E— F, entonces vy,(p) = 1.

En la literatura, la versiéon anormal de T suele llamarse S2 [36, sec. 4.2.5]. No hay, que
yo sepa, un nombre estandar para la version anormal de D, pero podemos llamarle aqui
ND. Asi pues, el sistema que acabamos de caracterizar puede llamarse S25/52x /N D7.

Los arboles para S25/52 /N Dy son basicamente los mismos que los de 75 /T /D3,
excepto porque, si w (o e) tiene un guion superior, entonces es anormal. Debido a que
la validez se define en los mundos/estados epistémicos normales, wy y eq deben ser
normales. Asf pues, una lista inicial se conforma de ¥, wy/eg para cada premisa (si hay
alguna) y =y, wp/eo para la conclusion.

Las reglas para A y V son:

O N, vy (@ ANY),vi/ey
1 v N\
P, Vi/Ex —p, Vi/€x ), vi/€p
%Uz‘/%
OV h,vife, (e VY),vi/e,
v ¢ 1
P, Vi/€q Y, v/ e, 2, Vi/Eg
ﬂﬂavi/&c

Para distinguir los mundos normales de los anormales, que no sean wy o €y, cada vez
que un operador universal [O] aparezca en un nodo, consideramos a ese mundo/estado
epistémico como normal. Esto sucede porque los miembros del arbol deben ser verda-

deros y [O] nunca puede serlo en un mundo/estado epistémico anormal. En suma:

Dgp,vi/ex [K]@,Ui/ffa; [B]QO,UZ'/SJC
\J 3 1
D@,wi/&‘x [K]@,Ui/ex [B](p,vi/ex
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En la primera regla, se usa v porque puede ser que el mundo ya sea normal, pero si es
anormal, i.e., si el nodo es de la forma Oy, W, /e,, entonces debe pasar a ser O, w;/e,;
notese que €, se mantiene igual en la extension. Lo mismo se aplica a las otras dos reglas
mutatis mutandis. En la practica, puede que sea mas facil, si uno hace los arboles con
lapiz, borrar el guion para hacer a un mundo normal; si se usa pluma, o simplemente
no se quiere borrar, puede usarse un guion doble para indicar que un mundo es normal,
i.e., W = w. Lo mismo aplica para e.

Las reglas de equivalencias entre operadores siguen siendo las mismas:

_'[0]907Ui/5x _‘<O>§0avz’/5x
3 \:
<O>_\S07 ’Ui/gx [O]_‘% Ui/gx

Las reglas para los operadores universales son basicamente las mismas que antes.

Op,wi/e.  [Klp,vife.  [Blp,vi/es

e, Rw;v; v Vre,e, v;¥Pe,e,
{ { 1
Soavj/gx @:Ui/sy (P,Ui/cfy

En la primera regla, se usa w; en lugar de v; debido a que el mundo es normal por tener
la presencia de O. Lo mismo aplica para las otras reglas con e, y €.

Las reglas para los operadores particulares también son las mismas, excepto por-
que solo se aplican en los mundos/estados epistémicos normales (si el mundo/estado
epistémico es anormal, (O)p ya es verdadero y no es necesario extender el arbol):

O(pawi/gx <K>§Oavi/€x <B>(107Ui/ez

1 \ \
e Rw;w; v; UK €2Cy v; UP €2y
P, Wj /e @, vi/ey ©,vi/ey

Noétese que, aunque las reglas se aplican en mundos/estados epistémicos normales, los
nuevos mundos/estados epistémicos tienen que ser anormales.

Las reglas para R., VX v U8 gon bésicamente las mismas que antes, sea o no normal
el mundo/estado epistémico:

o o o v;¥Pe,e,

\ \ \ 1

e.Ruv; vWEee, vUBee, v;URee,

Sélo hay que considerar que en la tercera regla el estado epistémico que se introduce
debe ser anormal.



8. Logicas alético-epistémico-doxasticas anormales

A modo de ejemplo, considérese una variante de (3.1):

(8.1) B((Vp A [K]p) D VIK]p)

Aqui estd el arbol que demuestra que (8.1) es una verdad légica (el arbol de la izquierda
se detiene cuando el nodo O[K|p,w; /ey nos fuerza a que w; pase a ser w; (o wy), el

arbol de la derecha es entonces el mismo arbol revisado; lo mismo aplica para la rama

derecha con el nodo O=[K]|p,w; /ep):

~0((Vp A [K]p) 5 VIK]p), wo/eq
eo Rwowq
woUepe
O=((Vp A [K]p) D V[K]p), wo/eo
e Rwowy
eq Rwywq
w, U epeq
=((Vp A [K]p) O V[K]p), w1 /e
Vp A [K]p, w1 /e
-V[K]p,w; /eg
Vp, W /eq
[K]p, w1 /eq
P, W1 /eg
Op, w1 /eg
O—p, Wi/ e
A[K]p, w1 /eq
v N\

O[K]p, w1 /eo O-[K]p, w; /eg

wy se supone como anormal hasta que aparece el nodo O[K|p, w1 /ey en la rama izquierda
(o O[K]p,w; /eg en la rama derecha), es entonces que debemos regresar a revisar el drbol

para que el mundo sea normal.! El drbol es parecido al de (3.1), excepto porque no se

-~O((Vp A [K]p) D V[K]p), wo/e
eoRwywy
weUepe
O=((Vp A [K]p) D V[K]p), wo/eo
eg Rwow;
eoRwywq
w Uepeq
=((Vp A [K]p) D V[K]p), wi/eq
Vip A [K]p, wi /e
=V[K]p,w;/eg
Vp, w1 /e
[K]p, wi/eq
P, w1 /eg
Op,wi /e
O—p,wi/eg
A[K]p, w1 /eg
YRR
D[K]p, w1/eq
eo Rw ws

O=[K]p,wi/eo
—[K]p, wi/eq
—p, Wa /€y ®
eo Rwaw,

Wy W Eeqeq

[K]p, w2/ eq
P, W2/ eo

&

puede aplicar una regla a < hasta que w; se descubre como normal.

1 Si hay mas de una rama en el arbol, uno tendria que rehacer el arbol para cada rama. Afortuna-

damente en el ejemplo aqui mostrado no es necesario hacerlo.
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Ahora bien, vamos a demostrar que no es valido en S25/52x /N D3 que:
(8.2) O[B](p O [K](gV ~q))
Aqui esta el arbol:

—0[B](p 2 [K](q V ~q)), wo/eo
GQRIUD’LUO
wU\I/KeOeO
O=[Bl(p 2 [K](g V —q)), wo/eq
60Rw0w1
=[Bl(p 2 [K](qg V —q)),w1/eq
€0Rw1w1
wllllKeoeo
(B)~(p D [K](qV —q)), wi/eg
ElllfBeoél
~(p 2 [K](g vV =q)), w1 /e
@1\IIK6051
wO\I’Kélél
w, Ve e,
paml/él
~[K](gV ~q), wi /e
(K)=(qV—q),wi /e (%)
wl\I/BeoéQ

@1 \IJK€0€2 s

Si ésta fuera un drbol de T /T / D3, podria aplicarse la regla de (K') a la linea marcada
con (x) y eventualmente el arbol se cerraria, pero esto no sucede en este arbol porque
tenemos €; y no e;. Notese que tampoco hay motivo para suponer que w; sea w;.

Igual que antes, podemos obtener un contramodelo a partir de ramas abiertas, s6lo
hay que tener cuidado de qué pertenece a Wy E'y qué a W y E. El contramodelo que
da el drbol para (8.2) es infinito, pero en la figura 8.1 se muestra uno finito (sélo hay que
apuntar lo siguiente: el modelo sucede en eg; aunque hay un modelo de mundos para
€1, éste no es relevante para la invalidez; los mundos y estados epistémicos anormales
se iluminan de gris para diferenciarlos). Comprobar que funciona es facil.

Ahora bien, es posible tener un sistema atin mas débil que S2q/S2x /N Dj;. Al final
del capitulo 1, se apunté que, debido a que (K)p = —[K|—p, no saber algo implica tener
la posibilidad epistémica negativa, =[K|p D (K)—p. Esto es importante por dos cosas.
En primer lugar, toda légica epistémica no sélo debe hablar de lo que conocemos, sino
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w1

Fig. 8.1: Contramodelo finito de S20/52K /N D7}, para (8.2)

también de lo que no, por lo cual la equivalencia puede ser 1til; en segundo lugar, en dis-
cursos acotados, es posible la equivalencia, si yo no sé si tienes el siete de tréboles, \ K /p,
me es posible pensar tanto que lo tienes, (K')p, como que no, (K)—p. El problema es que
no siempre tenemos esa posibilidad negativa. En el contramodelo de la figura 8.1, puede
que ¢ sea ‘hay infinitos ntimeros primos’ (en efecto, los hay, y ¢ implica ¢ V —q), pero
puede que alguien no lo sepa, que piense la situacion esta indeterminada, esta persona
podria quedarse en —[K](q V —¢q) sin llegar a afirmar (K)—(q V —q). Para hacer justicia
a esto, hacemos que los miembros de W y E no sélo sean anormales sino imposibles: las
férmulas modales/epistémicas/doxdsticas tienen valores arbitrarios en mundos/estados
epistémicos imposibles. El andlogo a S2 con mundos/estados imposibles suele llamarse
en la literatura S0.5 [36, sec. 4.4a.7], aunque no hay, que yo sepa, un analogo a D, pero
podemos llamarle L D; asi pues, el sistema puede llamarse S0.55/50.55 /LD3;. Los érbo-
les para S0.50/50.55 /LD3 son los mismos que los de S25/52 /N D3, excepto porque
sOlo wy es normal y ninguna regla puede aplicarse a férmulas aléticas en mundos que no
sean wy vy lo mismo aplica mutatis mutandis a estados epistémicos con los operadores
epistémicos/doxasticos. El drbol de S0.55/50.55/LD3; para (8.2) es el mismo que para
S526/52k /N D3 sin la linea (K)—(qV—q),w; /€;; el de (8.1) es exactamente el mismo que
hicimos antes para evaluarla en S25/52 /N D%, excepto porque nunca se pasa al arbol
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de la derecha porque w; nunca deja de ser imposible (Vi y Ap no son strictu sensu
férmulas modales). Los contramodelos pueden obtenerse naturalmente igual que antes,
excepto porque, para cualquier mundo que no sea wy, si Oy, W; /e, aparece en la rama,
entonces vg, /-, (O¢) = 1, y si =0y, W; /<, aparece en la rama, entonces vg, /., (Op) = 0,
y lo mismo mutatis mutandis para los operadores epistémicos y doxasticos. Obtener un
contramodelo para (8.1) se deja al lector.

Los sistemas de arboles para S25/52x/ND?% y S0.55/50.55/LD7 son correctos y
completos. Véase el teorema 11.8.

Antes de entrar a asuntos filoséficos que suscitan las semdanticas anormales, veamos
uno de los problemas mas senalados de las logicas epistémico-doxasticas normales: la
omnisciencia légica. Una critica frecuente a las 16gicas epistémicas es que éstas idealizan
demasiado la capacidad racional de los agentes epistémicos con respecto a lo que saben
[38, sec. 4]; particularmente, es problemadtica la siguiente regla de inferencia [26, p. 18]:

(OLM) Si ¢ D 4, entonces F [K|p D [K]y

Dada una inferencia materialmente valida, es valido que el conocimiento del anteceden-
te implique materialmente el conocimiento del consecuente; esto implica para nuestro
agente ideal que, dado cualquier corpus de conocimiento, él conoce todas sus implica-
ciones légicas materiales. (OLM) es una consecuencia de (NK) y (CK) juntos, el primer
principio hace que el agente sepa todas las tautologias clasicas y el segundo le permite
cerrarlo en una implicacién. Es claro que Th/Tx/D} cae en (OLM). Ahora bien, asi
como una inferencia puede ser vélida con D, pero no con -3, uno podria esperar que

Tn/Tk /D3 diera una nocién distinta de omnisciencia légica, digamos, una estricta:
(OLE) Si ¢ 31, entonces - [K|p 3 [K]yY

Todo sistema tanto o mas fuerte que S0.54 valida modus ponens en su version estricta:
(MPE) Sit ¢ y F ¢ 31, entonces - 1)

Dada la validez de (CK+) en S55/S5k, es facil ver que cualquier sistema tanto o mas
fuerte que éste cae en (OLE): dada cualquier - ¢ D 9, por (NO), entonces - ¢ 3 1);
por (NK), [K](¢ 3 ¢); por (CK+), [K](¢ 3¢) 3 ([K]p 3 [K]¢), y (MPE), se infiere
que [K]p 3 [K]i).

Dada la invalidez de (CK+) en cualquier sistema més débil que S55/S5k, seria de
esperar que ninguno de estos sistemas caiga en (OLE); sin embargo, esto no sucede.
Si aplicamos (NO) a la linea IIT de la demostracién axiomética de (CK+) (véase el
capitulo 6), tenemos un principio de cuasi-cerradura:
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(QCK+) O[K](p D q) 3 ([K]p 3 [K]q)

Dada cualquier F ¢ D ¢, por (NO), I ¢ -3 9; sin embargo, lo que da el golpe de gracia
es que, por (NK), I [K](¢ > ©), por (NO), O[K](¢ > ¥), y por (QCK+) y (MPE),
[K]p 3 [K|¢. Ta/Tk /D3y también cae en (OLE).

Ahora bien, una propiedad importante de las légicas anormales en general es que
la regla de necesariedad no es valida. Vedmoslo con (NO). Si F ¢, entonces F Ogp
porque en todos los mundos, normales o anormales, ¢ es verdadera en virtud de su solo
significado; sin embargo, si - Oy, no puede suceder que = OOy porque Oy es falsa en
los mundos anormales, no importa qué sea ¢ [36, sec. 4.4.7]. Comentarios similares se
aplican a (NK) y (NB). La falla de la regla de necesariedad en las lgicas doxasticas y
epistémicas es particularmente 1til porque se evita el problema de la omnisciencia logica.
Si falla (NO), falla (OLE); y si falla (NK), fallan (OLM) y (OLE). S25/52k /N D3 evita
ambos tipos de omnisciencia. S0.55/50.55/LD73 también evita ambas omnisciencias y
evita el paso del desconocimiento a la posibilidad epistémica negativa, aunque solo
dentro de contextos epistémicos, i.e., [K]p = —(K)—p es vdlida, pero no lo son ni
[K]([K]p = —~(K)—p) ni [B]([K]p = —(K)—p); también evitaria el principio de creencias
consistentes si se quita la restriccién de serialidad relativa a U2 con lo cual se evitarfan
todos los problemas que vimos en el capitulo 1, aunque el sistema también seria muy
débil, y, de hecho, seria el sistema mas débil en este trabajo.

Aun con todo, en S25/52x/NDy:

(8.3) ([K](p3q) A [K]p) 3 [K]q

Esto quiere decir que nuestro agente puede hacer modus ponens estricto. La version
material de (8.3), i.e, s6lo con D, es equivalente a (CK), pero con 3 la equivalencia
clasica falla porque (CK+) sélo es vélido en S5q/S55k.

Ahora bien, aunque incorporar W y E da resultados técnicos, no es facil responder
qué es lo que se incorpora. Al trabajar con una fusion, parece que lo pertinente para
seguir es ver qué son los mundos anormales y luego los estados epistémicos anormales.

Sobre qué puedan ser los mundos anormales, Berto y Jargo [1] identifican cuatro
propuestas usuales en la literatura, un mundo anormal es aquel en que: (1) sucede
algo imposible; (2) las leyes de la légica fallan; (3) la logica no es clésica; o (4) las
contradicciones son verdaderas. De estas opciones, Priest [35] sugiere que (2) es la
mejor opcién para una aproximacion neutral —i.e., sin considerar la legitimidad de la
légica clésica o miras a aplicaciones como las logicas relevantes—; (3) y (4) no son
puntos de vista neutrales en tanto que presuponen la primacia de la légica clasica
frente a otras logicas; con respecto a (1), que pueda suceder algo imposible no quiere
decir que suceda, aun si hay un mundo en el que es posible los cuerpos aceleren mas
alla de la velocidad de la luz, quizas aceleran demasiado lento como para alcanzar esa
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velocidad antes de que el mundo llegue a su fin (cf. Priest [36, sec. 9.7]). En los mundos
anormales (o imposibles), no hay garantia de que las leyes 1dgicas (expresadas por -3)
sean verdaderas. Considérese a —=—p 3 p. Esta es la ley de doble negacion, pero los
intuicionistas suelen negar su validez; ain si en este mundo —=—p -3 p es verdadero, en
algtin otro en el que la légica intuicionista es la légica regente ——p 3 p es falso, asi pues
O(——p 3 p) es falso.

Si se acepta el punto previo —los mundos anormales son aquellos en los que las leyes
l6gicas fallan—, un atractivo de cualquier sistema alético-epistémico que se base en S2g
(0 S0.5n) es que no so6lo hard invalidas a las tautologias de la 16gica clésica, sino también
a las tautologias de la légica epistémica en la fusion, [K]p 3 [B]y es falsa en un mundo
anormal; en este sentido, podemos decir que (OLE) falla porque hay circunstancias
extraordinarias en las que, aunque el conocimiento deberia cerrarse en implicacion, no
lo hace. Por supuesto, el problema de negar sélo (NO) es que persiste (OLM).

Sobre qué sea un estado epistémico anormal, hay un consenso menos establecido.
Una propuesta notable sobre qué sean estos se debe a Hintikka, quien creia que los
estados anormales son estados epistémicos del agente en los cuales éste no se da cuenta

que afirma una contradiccién:

La idea basica es que un agente puede equivocadamente contar entre los
mundos consistentes con su conocimiento algunos mundos que contengan
contradicciones légicas. El error es simplemente un producto de los recursos
limitados del agente, puede suceder que el agente no esté en posicion pa-
ra detectar la contradiccién y puede que erréneamente los considere como
posibilidades genuinas. [38, sec. 4; mi traduccién]

Rantalla extiende la misma respuesta para los mundos imposibles (cf. Meyer [26, p.
20] y Rendsvig y Symons [38, sec. 4]). Henry Levesque intenté extender su explicacién
filoséfica del aparato formal distinguiendo entre las creencias implicitas y explicitas,
para las implicitas es plausible la omnisciencia, pero no asi para las explicitas, ya que
tener una creencia y ser consciente de ella no implica aceptar todas sus implicaciones
légicas (cf. Herrara Gonzélez [14, p. 238-239]).

Ahora bien, incorporar mundos/estados epistémicos anormales (o imposibles) no es
la inica forma de obtener l6gicas anormales. En los dltimos 30 anos, se han desarrollado
también semanticas de vecindades; sin embargo, la disciplina es todavia muy joven y
no hay, que yo sepa, légicas multimodales con estas semanticas, y quedaria mas alla
de los propdsitos de este trabajo desarrollar algunas aqui. Aun con todo, podemos ver
brevemente cémo en la légica doxdastica estas semanticas permiten que haya creencias
inconsistentes y evitan el paso del no creer a la posibilidad doxéstica negativa sin incluir

mundos anormales. Cémo se evita la omnisciencia légica no lo desarrollaré aqui.?

2 Las bases técnicas, con algunas modificaciones equivalentes, provienen de [31, cap. 1].
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El lenguaje de la légica doxéstica es Lp (véase el capitulo 1). Una interpretacién
para éste es ahora una tupla (F, N,v). E'y v son lo mismo que antes, pero N es una
funcion de vecindades que asigna a cada estado epistémico un subconjunto del conjunto
potencia de estados epistémicos, N : E — p(p(F)). Para facilitar las cosas, como en el
capitulo 7, introducimos el concepto de conjunto de verdad: [p] = {e : v.(p) = 1}.

Las condiciones de verdad de los miembros de Lp son las siguientes

ve(p) =1 sii e € [p por lo cual [-p] = E — [p]
pAY) =1 sii ve(p) =re(¥) =1 obiene € [g] N[V

[Ble) =1 sii [p] € N(e)

ve((B)p) =1 sit E—p] ¢ N(e) o bien [=¢] ¢ N(e)

Noétese que, dadas estas condiciones, (B) sigue definiéndose como —[B]—.
Ahora bien, considérese el siguiente modelo de vecindades: E = {eg,e1}, N(eg) =

{{eo},{e1}}, ve,(p) = 1. Tlustrado:

{eo} {ei}

NS

Es facil ver que [p] = {e1}. Debido a que [p] € N(ep), [B]p es verdadero en ey y
eo € [[Blp]. Debido a que E — [p] = {eo} = [-p] y a que {eo} € N(eo), [B]-wp es
verdadero en ey y ey € [[B]-p|. Con base en esto, pueden concluirse dos cosas. En
primer lugar, que la creencia de algo no implica su posibilidad doxastica; debido a que
[B]—p es verdadera en ey y a que (B)p =45 —[B]-p, (B)p es falsa en eg; por tanto,
[B]p no implica necesariamente a (B)p. En segundo lugar, que uno puede creer en una
proposicion y creer en su negacion sin por ello tener una creencia inconsistente; debido
a que [B]p y [B]—p son verdaderos en ey (o bien, ey € [[B]p] N[[B]-p]), [Blp A [B]-p es
verdadero en eg; sin embargo, [p] N [—p] = @y @ ¢ N(ep), asi pues —[B](p A —p) en ep;
por tanto, [B]p A [B]—p no implica necesariamente [B](p A —p). Dados estos resultados,
algunos légicos no leen a (B)p como ‘(para alguien) p es una posibilidad doxastica’,
sino como ‘la creencia (de alguien) es consistente con p’; de esta forma, [Blp A (B)p
puede leerse como ‘la creencia (de alguien) sobre p es consistente’. Tener informacién
suficiente para creer que p y tener informacion suficiente para creer que —p no implica
la creencia en una contradiccién. A mi consideracion, ésta es una propuesta sensata
tanto para evitar el paso del desconocimiento a la posibilidad epistémica como para

tener creencias contrarias no inconsistentes.
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En el capitulo 1, conocimos el problema del paso del desconocimiento a la posibilidad
epistémica, y en el capitulo 8, vimos una solucién a éste con estados epistémicos impo-
sibles. Aunque esta tultima es una repuesta técnicamente correcta, también vimos que
hay problemas al explicar qué se incorpora a las seménticas. Una respuesta distinta se
obtiene al dar un vistazo a la légica intuicionista, ya que en ella la negacién opera de
una forma distinta. En este capitulo, veremos como pueden fusionarse la logica intui-
cionista y la epistémica para evitar las equivalencias clésicas entre [K] y (K). Como
en otras ocasiones, comenzaremos con detalles técnicos para dejar al final la discusion
filosofica. En aras de la simplicidad, la logica doxéstica no aparecera en este capitulo
hasta nuevo aviso.

La légica intuicionista es una divergencia de la légica clésica, i.e., difiere con ella
en validar algunos principios. Ninguna de las logicas que hasta ahora hemos revisado
contraviene a la logica clasica, sino que la extiende y admite que ciertos principios fallan
al formularlos de otras maneras. Para remarcar la diferencia, sean — y 1 la negacién
y el condicional intuicionistas. El lenguaje de la fusion no podemos verlo siquiera como
una union de lenguajes, como antes lo hemos hecho con otras légicas, algunos elementos
previamente definidos a partir de otros ahora deben considerarse como primitivos. El
lenguaje de nuestra légica a desarrollar, Lz¢, contiene un conjunto, P, de parametros
proposicionales; p, q, r, ..., los conectivos booleanos A y V, la negacion y el condicional
intuicionistas, — y I, y los operadores para conocimiento y posibilidad epistémica, [K]
y (K). La gramética de Lz¢ se rige por las siguientes reglas de formacién:

p:p€EP | oAy | oVY | —o | e3¢ | [Klo | (K

Como luego podra comprobar el lector, en la logica a desarrollar fallan definiciones que
son usuales, notoriamente p J g no puede definirse como — pV gq.

Una interpretacién para Lzg es una tupla (W, E, R., ¥X ) similar a la que vimos
en el capitulo 2. Sélo hay algunas variantes que hacer. R, debe ser relativamente reflexiva
y transitiva, i.e., la base alética es S4n. U la aceptamos por ahora sin restricciones. v
es exactamente lo mismo que antes.

Las condiciones de verdad de A, V, [K] y (K) son exactamente las mismas que antes.

Lo tnico nuevo son las condiciones para — y .
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Vwie(— @) =1 sii para todo w’ € W tal que eRww’, vy /(@) =0
Vwie(p 39) =1 sii para todo w' € W tal que eRww’, vy e(p) = 0 0
Vw’/e(w) =1

Otro cambio importante es que, en la légica intuicionista ordinaria, es usual tener una
condicién hereditaria para los pardmetros proposicionales (la cual puede extenderse pa-
ra aplicarse a cualquier férmula del lenguaje), pero, en el caso de la légica a desarrollar

aqui, necesitamos que también pueda aplicarse a formulas epistémicas. Asi pues:
Condicion hereditaria: si vy, .(p) =1y eRww', vy /e(@) =1

La validez seméntica es exactamente la misma que la del capitulo 2.! Dadas las carac-
teristicas del sistema descrito, podemos llamarle a éste [ /Kx.

Los arboles de I /K son similares a los del capitulo 3. ¢, +w;/e, significa que ¢ es
verdadera en el par w;/e,; ¢, —w;/e,, que p no es verdadera en el par w; /e, (lo cual no
debe confundirse con que sea falsa); las lineas para las relaciones de accesibilidad son
las mismas. Una lista inicial para una inferencia ahora tiene un nodo v, +wg/ey para
cada premisa (si hay alguna) y ¢, —wp/ep para la conclusién. Una rama se cierra, ®, si
y sblo si en ella aparecen ¢, +w;/e, v @, —w;/e,.

Las reglas para la conjuncion y la disyuncion son:

90/\¢7 +wz/€$ QDAqu)v_wz/ex
l v e
©, +w;/ ey ©, —w;/e, Y, —wi/e,
2/}7 +wz/€m
QO\/?/),—FU}Z/QE QO\/’QZ), _wz/ex
v hV {
P, +w1/6x wa +wz/€:p @, _wi/em
¢7 _wi/em

Notese que w; y e, se mantienen igual en las extensiones.

! Las semdnticas que se desarrollan aqui se basan en las presentadas por Priest [36, sec. 6.3], las
cuales se basan a su vez en las desarrolladas por Kripke [22]. Algo distintivo de estas seménticas es que
son bivaluadas, por lo que falso — el valor 0— puede no interpretarse debidamente como indeterminado.
También suele decirse que las semdnticas fuerzan (force) a las proposiciones verdaderas a ser verdaderas
en todas las situaciones accesibles, lo cual es la condicién hereditaria. Asi pues, es discutible que las
seméanticas desarrolladas por Kripke capten fielmente a los principios del intuicionismo, pero son muy
préximas a la teoria clasica de modelos ademas de que con ellas la légica intuicionista es correcta
y completa. Para una discusidén sobre estas seménticas y su relacién con otras propuestas, véase a
Moschovakis [29, sec. 5]. En su articulo, Kripke también desarrolla un sistema de drboles [22, sec. 2]
al estilo de Beth, pero los que aqui se desarrollan se basan en los presentados por Priest [35, sec. 6.4].
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Las reglas para los operadores epistémicos son:

[K]g&, +wl/e$ [K](p? _wz/ex <K><107 +wz/eaz
w; e e, 1 1
i wi\I/Kemey wi‘IfKemey
12 +wi/€y ¥s _wi/ey s +wi/ey

<K>90v _wi/eﬂf
w; I e e,
!
2 _wi/ey

En las reglas de los extremos, no importa el orden de los nodos arriba de la flecha. En

las dos reglas centrales, y es un niimero nuevo de estado epistémico en la rama. Notese

que w; se mantiene igual en las extensiones.

Notese que las reglas hasta ahora son basicamente las mismas que las del capitulo

3. Una regla para ¢, —w;/e, es casi la misma que la de —p,w;/e, y una regla para

@, +w; /e, es casi la misma que la de ¢, w;/e,. No tenemos las reglas para equivalencias

entre operadores epistémicos porque ahora tendremos nuevas reglas para la negacion:

— @, tw; /e, — ©, —W; /€y
ez Rw;w; 4
i ez Rw;w;
P, —w;/e; @, Twj/es

En la primera regla, no importa el orden de los nodos arriba de la flecha. En la segunda,

j es un numero nuevo de mundo posible en la rama. Notese que e, se mantiene igual

en las extensiones.

Las reglas para el condicional intuicionista son:

2 - wa_'_wi/ex 2 1 wa_wi/ex
ez Rw;w; 4
l/ \1 emeiwj
2 _wj/el‘ ¢> +wj/e$ 2 +wj/€1’
¢> _wj/eaz

En la primera regla, no importa el orden de los nodos arriba de la flecha. En la segunda,

j es un numero nuevo de mundo posible en la rama. Notese que e, se mantiene igual

en las extensiones.
La regla para la condicion hereditaria es:

®, +w2/ex
ez Rw;w;

1
2 +wj/6:c

Notese que e, se mantiene igual en las extensiones.
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Las reglas para las restricciones a R, las conocimos en los capitulos 3 y 6.

° ez Rw;w;
i ez Rwjwy,

. Rw;w; !
e, Rw;wy,

En caso de que la base para la légica epistémica sea S5, en las reglas de los operadores
pueden omitirse las lineas sobre WX 4 es un ntiimero nuevo de estado epistémico y z es

cualquier nimero de estado epistémico en la rama.

[K]QO, +wz/6a: [K]va _wi/ex <K>907 +wz/€1‘ <K>907 _wi/ex
I \ l \:
®, +wi/ez P, _wi/ey P, +wi/ey P, _wi/ez

A modo de ejemplo, aqui estd el arbol de /K para

(9-1) F(K)p3 —[K] —p

(1) (K)p 3 — [K] — p, —wo/eo
(2) eg Rwowo

(3) eo Rwow;

(4) (K)p, +w1 /e
(5) — [K] — D, —wl/eo
(6) eo Rwiwy

(7) eo Rwiws

(8) (K] — p, +wa/eq
(9) eo Rwyw,

(10) GORU)OUJQ

(11) (K)p, +wa /e
(12) wy P epeq

(13) p, +wa /e

(14) e1 Rwowy

(15) elRwlwl

(16) 61Rw2w2

(17) — D, ‘|"lU2/€1
(18) P, —wsy/e;

(19) ®

No hay premisas, asi que en (1) sélo ponemos a la conclusién como no verdadera en el
par wp/eg e inmediatamente la linea (2) podemos aplicar la regla para la reflexividad
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de R.. Las lineas (3) a (5) surgen por la regla para condicionales no verdaderos a (1),
y la linea (6) se afiade por la reflexividad de R, al nuevo mundo en la rama —w;. Las
lineas (7) y (8) surgen al aplicar la regla para negaciones no verdaderas a la linea (5);
dado el nuevo mundo en la rama, la linea (9) se da por la reflexividad de R, y la
(10) por su transitividad dadas las lineas (3) y (7). La linea (11) resulta de aplicar la
condicién hereditaria dadas las lineas (4) y (7). Las lineas (12) y (13) surge por la regla
para posibilidades epistémicas verdaderas aplicada a la linea (11). Dado el nuevo estado
epistémico en la rama —e;—, surgen las lineas de (14) a (16) por la reflexividad de R..
La linea (17) surge de una aplicacién de la regla para [K] verdadero dadas las lineas
(8) v (17). la linea (18) surge de aplicar la regla para — verdadera dadas las lineas (16)
y (17). La rama en la linea (19) se cierra dadas las lineas (13) y (18).
Aqui estd el arbol de I/S5x que demuestra que

(92) ¥ — [K] = p O (K)p

(1) — [K] — p 3 (K)p, —wo/eg
(2) eg Rwowo

(3) eo Rwowr

(4) — [K] — p, +w /e
(5) <K>p> —w1/€0
(6) eo Rwiwy

(7) (K] — p, —w:/eq
(8) —7 P, —wl/el

(9) ey Rwowy

(10) elRwlwl

(11) 61Rw1w2

(12) p, +wa /e

(13) eqRwawy

(14) e1 Rwyws

(15) b, —wl/eo

(16) p, —wi/e

Igual que antes, no hay premisas, asi que la conclusién se pone como no verdadera en
la linea (1) e inmediatamente obtenemos la linea (2) dada la reflexividad de R.. Las
lineas de (3) a (5) se obtienen por la regla para condicionales no verdaderos y la (6) se
obtiene inmediatamente por la reflexividad de R, dado el mundo nuevo —w;. La linea
(7) se obtiene al aplicar la regla para las negaciones verdaderas dadas las lineas (4) y
(6). La linea (8) introduce un nodo con un nuevo estado epistémico —e;— dada la regla
para posibilidades epistémicas no verdaderas (como trabajamos con base en S5, no hay
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necesidad de indicar la linea de UX). Las lineas (8) a (11) se dan por la reflexividad de
R. dado el nuevo estado epistémico en la rama. La linea (12) surge por la regla para
negaciones no verdaderas aplicada a la linea (8). Las lineas (13) y (14) se dan por la
reflexividad de R. dado el nuevo mundo posible en la rama —ws. Por la linea (5), las
lineas (15) y (16) surgen al aplicar la regla de posibilidades epistémicas no verdaderas
a todos los estados epistémicos en la rama, a saber, sélo eg y ;. No hay mas reglas que
aplicar, por lo que el arbol queda abierto.

En caso de que un arbol quede abierto, pueden obtenerse contramodelos a partir de
las ramas abiertas igual que en el capitulo 3, excepto porque si p, +w; /e, aparece en la
rama, Vy, /e, (p) = 1, caso contrario, vy, /e, (p) = 0; si aparece p, —w; /e, explicitamente
en la rama, entonces v, ., (p) = 0.

Los sistemas de arboles presentados son correctos y completos con respecto a sus
semanticas. Véanse los teoremas 11.9, 11.10 y 11.11.

El contramodelo obtenido a partir de la rama abierta del segundo arbol es el si-
guiente. W = {wp, wi,we}; E = {eg,e1}; Rey = {wowo, wiwy, wowsg, wows }, Re, =
{wowo, wiwy, wowsy, wyws }; para todo w; € W, \115 es una relacion de equivalencia en
E; ¥ Viyje,,(p) = 1y para todos los demds pares w;/e;, Vi, /e, (p) = 0. Este puede

ilustrarse como en la figura 9.1. Comprobar que funciona se deja al lector.

)
)
)

€0 —

Wo wq Wa
€1 —_—

Wo w1y Wo

Fig. 9.1: Contramodelo para — [K] — p O (K)p



9. Ldgica epistémica intuicionista 75

L7¢ puede extenderse para incluir operadores aléticos y doxasticos, Lzape, siendo sus
condiciones de verdad las que conocimos en el capitulo 2. Las reglas de arboles para
los operadores doxasticos son las mismas que las de los operadores epistémicos mutatis
mutandis. Las reglas para los operadores aléticos son:

Op,+w; /e,  <p,+w; /e Op, —w; /e,  <p,—w;/e,
ex Rw;w); 4 1 ez Rw;w)
+ ez Rw;w; ez Rw;w; 4
@, tw;/e; @, twj/es P, —wj/es p, —wj/e,

En las reglas de los extremos, no importa el orden de los nodos. En las reglas centrales,
j es un numero de mundo nuevo. Notese que en las extensiones e, se mantiene igual.

Pasemos ahora a asuntos filoséficos que suscitan las semanticas de fusion de la logica
intuicionista con otras logicas epistémico-doxasticas.

La logica intuicionista se desarrollé como una herramienta formal para expresar las
ideas del intuicionismo, un punto de vista de la filosofia de las matematicas que surgié en
medio de la crisis de la fundamentacion de la aritmética a inicios del siglo XX. Mientras
que el realismo matematico consiste en afirmar que los elementos de la matematica,

i.e., los niimeros, son entidades reales,

[e]] intuicionismo se basa en la idea de que las mateméticas son una creacién
de la mente. La verdad de una afirmacién matematica solo puede concebirse
via una construccién mental que la demuestra como verdadera, y la comu-
nicacién entre matematicos solo sirve como un medio para crear el mismo

proceso mental en diferentes mentes. [18, introduccién; mi traduccion]

Las seménticas de Kripke captan las ideas del intuicionismo de la siguiente forma:?

Piensa en el mundo como un estado de informacién en un cierto momen-
to: intuitivamente, las cosas que son verdaderas en él son las cosas que se
prueban en este momento. Se piensa que uRv significa que v es una posible
extension de u, obtenida al encontrar algin nimero (posiblemente cero) de
futuras pruebas. Por este entendido, R es claramente reflexiva y transitiva
(para [la transitividad]: cualquier extensién de una extensién es una exten-
sién). La condicién hereditaria es también intuitivamente correcta, si algo
se prueba, se queda como probado, sea lo que sea que probemos.

[Dadas las condiciones de verdad para la légica intuicionista,] ¢ A 1 se
prueba en un momento sii ¢ se prueba en ese momento y también ¥; ¢ V ¢
se prueba en un momento sii ¢ se prueba en ese momento o se prueba 1. Si

— ( se prueba en un momento, entonces tenemos una prueba de que no hay

2 Por uniformidad, se ha modificado la cita. Priest usa A y B en lugar de ¢ y 9 respectivamente.
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una prueba para . Por tanto, ¢ no se probara en ningiin momento posterior
posible. Caso contrario, si — ¢ no se prueba en algin momento, entonces
es al menos posible que una prueba de ¢ surgird, de forma que afirmamos
que ¢ serd verdadera en un momento futuro posible. Finalmente, si ¢ 3 ¢
se prueba en algiin momento, entonces tenemos una construccion que puede
aplicarse a cualquier prueba de ¢ para dar una prueba de 1. Por tanto, en
momento futuro posible, o no hay una prueba de ¢, o, si la hay, ésta nos da
la prueba de /. Caso contrario, si ¢ 7 % no se prueba en algiin momento,
entonces al menos es posible que, en algin momento futuro, ¢ sea probada
y ¢ no lo sea, i.e., que ¢ sea verdadera y v sea falsa en algin momento
futuro posible. [36, secc. 6.3.6-7; mi traduccidn]

La légica intuicionista se caracteriza porque: (1) invalida tercio excluso, p V — p, pues
hay afirmaciones de las cuales es posible que no haya prueba ni de que sean verdaderas
ni de que sean falsas; (2) invalida eliminacion de doble negacion, —— p I p, que no
haya una prueba de que no hay una prueba no implica que haya un prueba; (3) valida
la ley de contradiccion, (p 3 q) 3 ((p 23— ¢q) J— p), una demostracién que sirve
para probar otra cosa y su negacién siempre es falsa; y (4) valida ex falso sequitur quod
libet, — p O (p 3 q); de los rechazos, el més notorio es el de tercio excluso, ya que
Brouwer, el fundador del intuicionismo, creia que éste parte del supuesto de que todas
las proposiciones matemaéticas tienen una prueba, lo cual Godel demostré como falso,
y que normalmente éste nos involucra con cuestiones relativas al infinito [29, sec. 1].

La nocion de construcciéon de pruebas es mas clara cuando permitimos que el lenguaje
incluya cuantificadores, ya que podemos hablar de pruebas que se aplican a todos los
nimeros que se hayan de encontrar —construir- y de la existencia de nimeros que
satisfacen una cierta prueba. Considérese la conjetura de Goldbach, todos los nimeros
pares mayores a 2 son la suma de dos niumeros primos. Hoy dia no hay prueba de que
la conjetura sea verdadera o falsa, asi que tercio excluso no se cumple en este caso. Hoy
dia ha podido comprobarse la conjetura de Goldbach para un nimero relativamente
elevado, superior a los 10 digitos, por lo que, dado el dominio hasta ahora revisado,
no hay prueba de que haya un nimero para el que no haya prueba de que satisface
la conjetura de Goldbach (si se considera como prueba siquiera el tanteo del estilo
5+ 3 = 8), asi pues, — Iy — P~; de ello no se sigue que la conjetura sea verdadera,
Vv P7, ya que en algin momento posterior puede aparecer un nimero para el que no
se cumpla la conjetura. La falla de las equivalencias clésicas entre cuantificadores es
otra de las marcas distintivas de la légica intuicionista [56, sec. 2.2.1]. En el caso de la
logica alética, al ser O y < cuantificadores sobre mundos posibles en las semanticas,
deberia aceptarse que el hecho de que no todos los mundos posibles hagan falsa a
una proposicién, — O — p, no es suficiente para decir que hay alguno en el que la
proposicién sea verdadera, Op [51, sec. 2.1].
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Las observaciones se aplican igual a la légica epistémica. Si hablamos de discursos
acotados, desconocer algo puede llevar a una posibilidad epistémica. En un juego de
naipes, que yo no sepa si otro jugador tiene el 7 de tréboles, =[K|pA—[K]-p, me permite
pensar en el escenario en que lo tiene y en el que no, (K)p A (K)—p. Aqui es legitima la
cuantificacion clasica sobre estados epistémicos. Caso contrario, si le preguntaramos a
un agente algo sobre lo que él no tiene ni idea y él responde que no sabe, ello no quiere
decir que él tenga la posibilidad epistémica negativa. Supdéngase que nuestro agente no
sabe que Homero no narra en la [liada como los aqueos entraron a Troya en un caballo
de madera, — [K] — p. Si él sabe del caballo de Troya y no ha leido la Iliada, él
puede pensar como posible que Homero si hable sobre el caballo de Troya en la [liada;
pero si él no tuviera ni idea ni de Homero ni del caballo de Troya, es dificil ver como
podria tener dicha posibilidad epistémica. Ante las posibilidades sin fin de las que no
podemos ni hablar, la cuantificacién intuicionista parece una opcién sensata. Nadie hay
que lo sepa todo en este mundo, asi que de cierta forma todos somos el desafortunado
agente que no sabe cosas y no tiene la minima posibilidad epistémica negativa sobre
lo que ignora. También es pertinente la falla andloga en la légica doxastica. En el
capitulo 1, vimos que \ B/p puede leerse como una suspensién del juicio, =[B]—pA—[B]p.
Cuando suspendemos el juicio respecto a algo, normalmente es porque sentimos que la
posibilidad de alcanzar un conocimiento queda muy lejos de nuestro alcance. De nuevo,
en discursos acotados puede tener sentido usar la negacién clésica. Aunque yo no sea
un experto en Aristételes, sé que hay un debate sobre la existencia del segundo libro
de la Poética y su contenido. Una suspension del juicio me permite decir que concibo
doxasticamente que pueda existir o no dicho libro, (B)p A (B)—p, e incluso me permite
tratar de adivinar sobre lo que pudo haber dicho el estagirita en él. Caso distinto, si
se me pregunta por un tema como la veracidad de la teoria de cuerdas (la cual apenas
conozco de nombre), mi suspensién del juicio no involucra que piense que si 0 que piense
que no es verdadera, ;Como podria concebirlo desde mi ignorancia?

También falla
(93) — (K) —p3[K]p

para tener las equivalencias entre operadores. Lo interesante aqui es que evitamos una
forma de omnisciencia légica. Léase a (K) como ‘por todo lo que el agente sabe, le es
posible pensar que’. El antecedente de la inferencia dice que hay afirmaciones negativas
que nuestro agente no puede pensar como posibles. Supdngase que nuestro agente sabe
los axiomas y definiciones de los Elementos de Euclides. De estos se sigue el teorema de
Pitagoras, y, por la ley de contradicciéon, (p 3 ¢) 3 ((p 3 — ¢) I — p), sblo podriamos
decir que el teorema de Pitagoras es inconsistente si los axiomas fueran inconsistentes,?

3 Por lo menos razonando intuicionistamente dado ez falso sequitur quod libet, puede que algtin légico
que promueva la paraconsistencia niegue esto.
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pero esto queda descartado. De esto se sigue que, nuestro agente no puede pensar como
posible que el teorema de Pitagoras sea falso, pero de ello no se sigue que sepa el teorema
de Pitagoras dado el conocimiento de los axiomas y definiciones de los Elementos de
Euclides. Dado cualquier corpus de conocimiento siempre habra afirmaciones que no
puedan hacerse sin caer en contradiccion, pero de ello no se sigue que sepamos la
negacion de las mismas.

En tanto que la logica intuicionista trabaja con la nociéon de construccién, parece
que ésta nos ofrece un nuevo marco conceptual para entender el constructivismo del
conocimiento, no como la postura filoséfica segiin la cual todas las oraciones son cons-
trucciones sociales igualmente verdaderas,* sino segtin la cual somos capaces de adquirir
nuevos conocimientos a partir de los ya disponibles. Esta parece una lectura bastante
natural de la condicién hereditaria, y también nos permite entender por qué nuestro
desconocimiento no da lugar a nuevas posibilidades epistémicas, ya que si no se sabe
algo, no hay nada mas que hacer hasta adquirir un nuevo conocimiento.

Ahora bien, aunque puedan hacerse sistemas basados en la légica intuicionista, estos
no estan exentos de problemas.

Siguiendo con los principios validos, si permitimos que el lenguaje incluya operadores
aléticos, epistémicos y doxasticos, con los desarrollos semanticos debidos, la condicion

hereditaria hace vélidos a todos los principios de cerradura (ain si ninguna base es S5).

(CIO) O(p3q) 2 (Bp 3 0q)
(CIK) [K](p 3 q) 3 ([K]p 2 [K]q)
(CIB) [B](p 3 ¢) 3 ([Blp 2 [Blqg)

En el capitulo 8, vimos que las légicas multimodales permiten ver distintas versiones
del problema de la omnisciencia légica. Dada la validez de (NK) y (CIK), tenemos la

omnisciencia intuicionista:
(OLI) Si t ¢ 1%, entonces - [K]p O [K]y

Una forma inmediata de solucionar esto es involucrar estados epistémicos anormales
en las semanticas, E. Una ventaja de hacer esto es que pueden evitarse tanto el paso
del desconocimiento a la posibilidad epistémica como la omnisciencia légica sin incluir
estados epistémicos imposibles, sélo se requieren los anormales. Si se anade (TK) en su
versién intuicionista, el sistema puede llamarse [ /S2; esta incorporacién junto con la
(DB) y (KB) en sus versiones intuicionistas dependen de restringir apropiadamente a
UE v B S se incluyen operadores aléticos al lenguaje, (TO) es valido en su versién
intuicionista dada la reflexividad de R.; también lo es (40) dada la transitividad de R..

4 Sobre esta postura y por qué negarla, véase a Boghossian [4]
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Consideremos los principios de introspeccion en sus versiones intuicionistas

(4IK) [K]p 3 [K][K]p
(41B)  [B]p 2 [B][B]p
(5IK)  — [K]p 3 [K] — [K]p
(5IB) — [Blp 3 [B] — [Blp

Los principios de introspeccién positiva, (4IK) y (4IB), son validos si X y U8 son
relativamente transitivas, pero ninguno de los principios de introspeccién negativa es
vélido aun si su base fuera S5. En la figura 9.2, se da un contramodelo de /S5 para
(5IK) (la comprobacién se relega a una nota al pie), otra razén por la cual puede dudarse
de este principio en general; de nueva cuenta, el motivo de la falla es que trabajamos

con discursos no acotados.’

)
)

€o

Wo wq
€1 —

Wo wq

Fig. 9.2: Contramodelo para (5IK) —

=

Ip 3 [K] — [K]p

® Para interpretar al modelo: W = {wg,w1}; E = {eqg,e1}; Re, = {wowo, wiw1}; Re, = {wowo,
wiwy, Wows }; Ngo y ’\%151; Vg /eo (p) = Vwo /e1 (p) =0y Vay Jeo (p) = Vwi /e1 (p) = 1. Es fécil comprobar
que esta interpretacion satisface la condicién hereditaria para los parametros proposicionales.

Para demostrar la invalidez, nos conviene ir en retrospectiva. En wq, p es verdadera en todos los
estados epistémicos; asi pues, en w; /e, [K]p es verdadera. Debido a que ej Rwowi, — [K]p no es
verdadera en wg/e;. Asi pues, en wp hay un estado epistémico, eq, en el que — [K]p no es verdadera,
por lo cual en wp/ep no es verdadero que [K] — [K|p. Ahora, en wq, hay un estado epistémico, e; (o
€o0), en el que p no es verdadera; por tanto, no es verdadero que [K|p en wy. Debido a que eg Rwowg y
a que wp no se relacionada con nada més en ey, — [K|p es verdadera en el par wg/ep.
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Como nota final, valga decir que, aunque se rompe con las equivalencias clasicas
entre [K] y (K), no sucede lo mismo con Oy <.

(I) y (II) son vélidas asi como (III) es invalida, esto era de esperarse dado el compor-
tamiento de los cuantificadores en la 16gica intuicionista; sin embargo, (IV) es vélida, y
arriba vimos que no deberia serlo. Aun més, siendo A " B la equivalencia intuicionis-
ta, Op COJ — O — p. Asi pues, la légica desarrollada aqui no hace justicia intuicionista
a los operadores aléticos.

Si juntamos las técnicas del capitulo 5 y las de éste, hay una forma relativamente
sencilla para hacer que fallen — (O) — p 3 [O]p y — [O] — p 3 (O)p tanto para los
operadores aléticos como para los operadores epistémicos y doxasticos. Tomemos un
modelo (W, T, E, Ryje, <w/e \Iffj/t, \Ilg/t, v), y cambiemos a Ty <,/ Por Sy #uw/e,
i.e., (W, S, E, Rejs, #uwje, UE \115/8, V). #4s 1108 sirve para definir las condiciones de

w/s?

verdad de — y J; R,/s, las de/EI y ;00 lasde [K]y (K);y U5, lasde [B]y (B). A
cualquier relacion se le pueden imponer restricciones, pero #,,/. debe ser relativamente
reflexiva y transitiva. El desarrollo de sistemas de arboles es laborioso, pero posible. La
intuicién detrds de la inclusion de S'y #,,/. a las semanticas es que solo usar Wy R,
tanto para lo alético como para lo intuicionista nos trafa resultados desfavorables.b

La obtencién del resultado técnico no es una dificultad mayor, pero el problema
filosofico proviene cuando tenemos que distinguir a los miembros de W de los de S. De
hecho, el mismo problema lo tenemos para los sistemas de este capitulo, pero de otra
manera. El problema al que ahora nos enfrentamos es que la 1égica intuicionista ve a los
miembros de W como ciertas situaciones epistémicas, por lo cual, si alguna vez hubo
la intuicion de que W y E son diferentes, aqui se desdibuja. Si haya una propuesta que
nos diga que debemos mantener la diferencia, mas alla de los resultados técnicos, yo la

desconozco en este momento.

6 También es problemético que la légica intuicionista y la alética se basen sélo en W porque, al
involucrar operadores epistémicos, la condicién hereditaria hace absoluto a todo tipo de conocimiento,
[K]p O O[K]p, lo cual es atin més implausible que (SH), [K]Op D O[K]p (véase el capitulo 6).



10. Tn/Tk /D3 DE PRIMER ORDEN CON IDENTIDAD
INVARIABLE

Algunas discusiones filoséficas surgen al tener las versiones cuantificacionales de las
légicas que componen a T /Ty /Dy, v éstas se aplican también a la fusién y dan lugar
a otras nuevas. En este capitulo, extiendo L 4pe para que incluya cuantificadores de
primer orden y el predicado de identidad.

El vocabulario de nuestro lenguaje extendido, £, consta de: constantes, ki, ..., ky;
variables, vy, ..., v,; predicados de n lugares para cualquier n > 0, P%, P} P2 . co-
nectivas proposicionales, =, A y V; cuantificadores, 2, &, V y 3; operadores aléticos,
epistémicos y doxésticos, O, O, [K], (K), [B] y (B); y paréntesis, (,). Usaré a, by ¢
como constantes arbitrarias, y v y n como variables arbitrarias.! La gramdtica es la
siguiente:

e Toda constante o variable es un término, ¢

e Sity,...,t, son términos y P es un predicado de n lugares, Pt;...t,, es una
férmula atémica (si Py es =, t; = to y t; # t2 son férmulas).

e Si es una férmula y v es una variable, Ay(¢), &v(¢), Vy(¢) v Fv(p) son
formulas.

e Sigy ¢ son férmulas, también lo son —(p), (AY), (V) [K](p), (K)(p),
3(¢), 09, [BI(@) v (B)(®).

Omitiré los paréntesis cuando no haya ambigiiedad. Si ~ aparece en el alcance de un
cuantificador, Vy(...v...) o 3y(...7...), v estd ligada; caso contrario, y esta libre. ¢, (c) es
la sustitucién de cada aparicién libre de v en ¢ con c¢. Si ¢ no tiene variables libres, ¢
es una formula cerrada.

Una interpretacién para £ es una tupla (D, W, E, R., V& W8 )\ W E R, UE
v ¥B son lo mismo que en el capitulo 2. D es un conjunto no vacio de cuantificacién.
v es una funcién denotativa tal que:

Para toda constante, ¢, perteneciente al lenguaje, v(c) € D
Para todo predicado de n lugares, P, w € Wy e € E, v,.(P) C D"

! No usaré z, y y z para evitar confusiones entre las variables de férmulas y las de estados epistémicos.
No usaré «a, 3, 0, € o { para evitar confusiones con otras letras latinas.
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Puede que los pares w/e difieran en lo que existe en ellos. Para captar esto, consideramos
a un predicado monadico de existencia, &, tal que su extensiéon determine el dominio
de cada par w/e, i.e., Vye(€) = Dyse € D.

Para las condiciones de verdad, extendemos el lenguaje de una interpretacion para
asegurar que todo miembro en el dominio, d, tenga una constante, k, tal que v(ky) = d.

Para las oraciones atomicas cerradas:
Vwre(Par...a,) =1 sit (v(a1),...,v(an)) € Vije(P)

Las condiciones para los conectivos y los operadores son las mismas que en el caso
proposicional. Las condiciones de los cuantificadores son las siguientes:

Vw/e(Ryp) =1 sii para todo d € D, vye(py(kg)) =1
Vw/e(©vp) =1 sii para algin d € D, vy.(p(kq)) =1
Vwe(Vyp) =1 sii para todo d € Dye, Vije(py(ka)) =1
Vwre(FIyp) =1 sii para algin d € Dyje, Vi/e(@y(kq)) =1

2y & dependen de D mientras que V' y 3 de D, /.. Si una férmula vélida sélo usa V' y
4, es valida con 2 y &; pero si es invalida con 2l y &, también lo es con Vy 4. Vy 3
pueden definirse a partir de A y &:

VYo =des Ay (Ey D @)
v =def &Y(EY A @)

La forma de leerlos es: Ayyp, ‘para todos los v, ¢’; Gy, ‘para algin v, ¢’; Vv, ‘para
todos los 7 existentes, ¢’; y, Iy, ‘existe un v tal que ¢’.
Debido a que todo miembro en el dominio tiene un nombre, las condiciones de los

cuantificadores pueden darse equivalentemente de la siguiente forma:

Vwe(Ayp) =1 sii para todo ¢ € C, vy/e(p,(c)) =1
Vw/e(©vp) =1 sii para algin ¢ € C, vy/e(@4(c)) =1
Vwe(Vyp) =1 sii para todo ¢ € C, vy/e(€c D ¢, (c)) =1
Vwe(Fvp) =1 sii para algin ¢ € C, vy, (Ec A py(c)) =1

Esto es un corolario del lema de denotacién 11.4 para T /T /Dy. Las interpretaciones
que obtengamos a partir de arboles son de este segundo tipo.
Para el predicado de identidad, consideramos un predicado de dos lugares, P, cuya

denotacién sea la misma en todos los pares w/e:

Vw/e(:) = {<d’ d> rd e D}
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La consecuencia semantica de esto es que son validas:

(IIO)  VA¥n(y=n> 0Oy =n)
(IIK)  VaVn(y =nD [K]y =1n)
(IIB)  vy¥n(y =n > [Bly =n)

Discutiré la plausibilidad de estos principios al final del capitulo.

La validez seméntica se define en términos de la preservacion de la verdad para
formulas cerradas.

Los édrboles de Tn/Tk /D3 de primer orden son los mismos que los capitulo 3 en el
caso de las conectivas y los operadores. Sélo se requieren dos adiciones.

En primer lugar, tenemos las reglas para los cuantificadores:

_'9[7907 wi/eﬂv _‘6’7(107 wi/efr _‘V’Y@, wi/ex _El")/QO, wi/ecc
{ { { {
Sy wife, Ay, wife, Iy, wife, Yy wife,

Avp, wife,  Syp,wife, Vye, w;/e, Fyp, wi/e,
! ! S\ !
oy(a),wife.  py(c),wifen Ca,wi/e.  py(a),wi/e, Ec,w;/e,

(), wi/ex
Las reglas de la primera fila son reglas de equivalencia entre cuantificadores. En la
segunda fila, a es cada constante en la rama (o una nueva si no hay ninguna) y ¢ es una
nueva en la rama.
Las reglas para el predicado de identidad son las siguientes:

° a=bw/e, a=bw/e,
\J 3 py(a), wi/e;
a=a,w;/e; a=bw;/e, i}

p(b), wi/ ey

La primera regla indica que todo es idéntico a si mismo en todos los pares w;/e, en la
rama. Normalmente ésta se aplica para cerrar ramas que contienen un nodo de la forma
a # p,w;/e;. En la segunda regla, j y y son nimeros de mundos y estados epistémicos
cualesquiera en la rama; esta regla se llama invariabilidad de la identidad, e indica que
la identidad se mueve libremente entre mundos y estados epistémicos. La tercera regla
se llama sustitucion de los idénticos, e indica que pueden intercambiarse variables entre
férmulas si éstas son idénticas en el mismo par w;/e,; i.e., si a = b,w;/e, y Saa,w;/e,
estan en la rama, por lo cual (Sav),(a), (Sya),(a)y (Sv7)(a), entonces también estan
en la rama Sab, w;/e,, Sba,w;/e, y Sb,w;/e,.
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Para ejemplificar el uso de las reglas de arboles, considérese:
(10.1) [K]OAy(Sy D T), [BIOSy(Uy A SY) F [BIS&yO(Uy ATY)

[K]O%y(Sy D T),wo/ e
[B]O&(Uy A S7),wo/eq
~[BI&yO(Uy AT), wo/eq
eoRwowy
woW¥epeo
(B)=&yO(Ury A Ty), wo/eq
woUPBepeq
woUepeq
woU¥e ey
e1 Rwowg
~SyO(Uy ATv),wo/er
Ry=O(Uy AT7), wo/er
ORAy(Sy D T), wo/ex
C&Y(Ury A S7),wo/er
e1 Rwow,

w U epeq
w Ve e
Sy(Uy A S7),wi/er
Ay(Sy D T),wi/ex
Ua A Sa,w; /e
—~O(Ua NTa),wy/e;
Sa D Ta,w;/e;
O-(Ua A Ta),wy/e;
—(UaANTa),w /e

Ua,w /e
Sa,w /e
v\
—Sa,w; /e Ta,w/e;
® v\
-Ua,w;/eq —Ta,w;/eq
(%9 &

Ahora bien, si se cambia 2 por ¥V y & por 3 en (10.1), la inferencia es invélida:

(10.2) [K]OVy(Sy D T7), [B]CIv(Uy A Sv) ¥ [B]3yo(Uy A TY)
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[K]OV5(Sy D T), wo/eo
[B]O3y(Uy A Sv), wo/eo
~[B]FyO(Uy ATy), wo/eo
eoRwowy
woWegeq
OV (Sy D T), wo/eo
V(S D T), wo/eq
(B)=3yO(Uy AT7), wo/eq
woUPBeye;
woV¥reyer,
woUe ey
e1 Rwowyg
Iy O(Uy ATy), wo/ex
Vy=O(Uy A T), wo/ e
OVy(Sy D T), wo/ex
Vy(Sy D T), wo/ex
OFy(Uy A Sy),wo/er
e1, Rwow,
w U eqeq
wi¥erep
YUy A S7),w /e
Vy(Sy D T), wi/ex
Ca,wy/eq
Ua A Sa,w;/e;
Ua,w /e
Sa,w /e
e N\
—&a, wp/e1 —C(Ua NTa),wy/eq
: N\
—&a,w /e Sa D Ta,w;/e;
® (%)

La linea marcada con (x) se cierra igual que como se cierra el érbol de (10.1), la primera
rama no se cierra y eventualmente se vuelve infinita por la regla de U2 que se ha de
aplicar més adelante; aun peor, por la regla para V el arbol de bifurca demasiado réapido.

Un contramodelo puede obtenerse a partir de una rama abierta. W, E, R., U2 y UX
se obtienen de la misma forma que en el caso proposicional. Para obtener D, a cada
constante, a, b, ¢, ..., en la rama, le asignamos un objeto en el dominio, 9,, 0y, 0., ...,
tal que v(a) = 0,. Si Pay...a,,w;/e, aparece en la rama, entonces (v(ay),...,v(a,)) €
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Vw/e(P); si ~Pay...an, w;/e, aparece en la rama, entonces (v(a1), ..., v(an)) & Vw/e(P);
y si no aparece ninguno de los dos, v,,/.(P) es una condicién sin importancia.?

Con base en la rama abierta, es posible armar el contramodelo finito de la figura
10.1 (éste sucede en wy, hay uno para wy, pero éste no es relevante para la invalidez).?
Comprobar que el contramodelo funciona se deja al lector.*

—| ¢a Sa Ta Ua

€1

Fig. 10.1: Contramodelo finito para (10.2).

2 Es posible tener una regla para V que no genera bifurcaciones:

VY, wifes
Ca,w; /e,
!
(@), wi e

El precio es que la condicién sin importancia se aplica a todos los predicados que no sean €: (v(a)) €
Vi, Je, (€) sii €a,w; /e, aparece en la rama. El sistema de drboles con esta regla es correcto y completo,
la prueba para la légica modal de dominio variable se debe a Johnson [20].

3 Lo ideal en la figura 10.1 serfa que la extensién de los predicados pudiera indicarse con matrices,
pero no he podido ilustrarlo asi. En el caso del par w;/e;, podriamos tener:

¢ S T U
9o v vV VY

4 Es posible tener un modelo mas sencillo si éste valida a [K]O3y(Uy A Sv), pero méas adelante
veremos que hay razones para preferir que sélo valide [B]O3y(Uvy A S7).
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Para ejemplificar las reglas de identidad, haré el arbol de (IIO). Los arboles de (IIK) e
(IIB) son basicamente los mismos.

V(v =n D Oy =n),wo/e
eoRwowy
woUegeqn
Fy=n(y =n D Oy =n),wo/e
Ea, wy/eq
—Vn(a=n D Oa = n),wo/eo
In—(a=n> Oa =n),w/eo
&b, wo/eq
—(a=bD>0a=0),wy/eg
a = b,wy/eg
—Oa = b, wy/eq
O=a = by wp /e
eo Rwow;
eoRwiw;
w U epeq
—a = b, w; /ey
a = b,w;/eg
®

La tltima linea se da por la regla de invariabilidad de la identidad. Debido a que (I110)
es valida con V, también lo es con 2.

Considérese ahora:
(10.3) a =b,Qa ¥ -[K|C-Qb

a = b,wy/eg
Qaa wo/eo
_\_|[K]<>_'Qb, w0/60
eonng
UJ()\I/KG()@O
[K]O"Qb, 'LU[)/BO
<>_'Qb7 w(]/eo
60RU)0’UJ1
eORw1w1
w UEeqeq
_'Qba wl/e()
a=b,wi /e

—Qa, U/1/€0
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woUPBepe;
wO\I/Keoel

El arbol se vuelve infinito por la regla de U2, pero es posible encontrar un contramodelo
finito. Para obtener un contramodelo a partir de una rama abierta el método es el mismo
de antes, excepto porque si tenemos un cimulo de lineas de la forma a = b, w;/e,, b =
¢, w;/e,, ..., escogemos una constante para que su denotacion sea la misma que las demés
constantes a un tinico objeto en D. En el caso del arbol para (10.3), v(a) = v(b) = 0,. El
contramodelo puede ilustrarse como en la figura 10.2. Comprobar que el contramodelo
funciona se deja al lector.

€0

Fig. 10.2: Contramodelo finito para (10.3).

Ahora bien, una de las ventajas que obtenemos al incluir cuantificadores en la légica
modal es que podemos distinguir naturalmente cuando una modalidad versa sobre lo que
decimos, que es la modalidad de dicto, o si versa sobre un objeto, que es la modalidad de
re. La distincidn es medieval, pero en el &mbito técnico de la l6gica modal suele aceptarse
la propuesta de Kit Fine [25, nota 12], ¢ es una modalidad de re si una subférmula
de ¢ de la forma O o <O contiene o un nombre o una variable libre. YO P~ es una
modalidad de re, porque x esta libre en el alcance de O, aun si esta ligada en el alcance
de d; por otra parte, O3vP~y es de dicto porque 7y no estd libre en el alcance de O
[16, p. 157]. Lo mismo se aplica a la 16gica epistémica y la doxéstica, a diferencia de
que podemos en leer a [K]&yPy como ‘(alguien) sabe que alguien es P’y a &v[K|P~y
como ‘(alguien) sabe quién es P’ [33, pp. 70s]. Como debiera ser obvio, Tn/Tk / D} nos
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permite hablar de nuestros conocimientos y creencias sobre modalidades ya sean de re
o de dicto.

Quizas la mejor forma para comprender las relaciones inferenciales entre las moda-
lidades de re y de dicto sea considerar el diagrama de la figura 10.3, originalmente
desarrollado por Kneale y Kneale [21, p. 571] (reelaboracién propia, las letras latinas
en paréntesis no figuran en el original); todas las féormulas en el diamante interior son
modalidades de dicto mientras que las del diamante exterior son modalidades de re. En
la figura 10.4, se muestran las modalidades epistémicas respectivas.

QlfyD Py

(a) GyOPy — DnyPfy OQlffoy — (h) AyO Py

\ omp/

f) 6yO Py

Fig. 10.3: Férmula Barcan y derivados en K alética

Fig. 10.4: Férmula Barcan y derivados en K epistémica

Notese que en ambas figuras las férmulas usan 2 y &. En ambas, es facil comprobar
que la inferencia de (c) a (d) (y viceversa) es invalida si ambas férmulas se plantean
con V y 3; debido a que todas las relaciones derivan de estas férmulas, es de esperarse
que muchas de ellas fallen (de (d) a (g) es valida si R, (UX) es serial). La inferencia
de (c) a (d) se conoce como la férmula Barcan y de (d) a (¢) como su conversa. El
motivo de la falla es que las cosas que existen pueden cambiar de mundo a mundo.
Particularmente, ndtese que inferir (f) a (e) nos fuerza a aceptar que si es posible que
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algo exista, entonces existe lo que es posiblemente esa cosa; pero esto es raro, que sea
posible que exista la segunda parte de la Poética de Aristételes no implica que exista
lo que posiblemente lo es.

Ahora bien, el sistema que hemos visto hasta el momento coincide con la légica
libre positiva en que algo puede tener propiedades positivas sin por ello mismo existir.
Consideremos a (10.2). Yo sé que es necesario que todo ser vivo que existe tiene un
ADN, [K|OV~(Sy D T7); puedo creer que sea posible que exista algin unicornio que
sea un ser vivo, [B]O3y(Uvy A S7);® de estas premisas puedo inferir validamente que
creo que es posible que algin unicornio existente tenga un ADN, [B]<C3y(Uvy A T7); lo
que no puedo hacer es inferir que creo que existe lo que posiblemente es un unicornio
con ADN, [B]|3yO(Uy A Try). Aqui pasa lo mismo que con la Poética de Aristételes.

Cuando hablamos de seres fictios o de posibilidades de cosas que no existen en este
mundo, parece legitimo hablar de ellos sin comprometernos a que existan localmente.
Al forzar una especie de actualismo, 75 /T /D3 nos permite decir que tenemos ideas de
mundos en los que no sucede asi (sea lo que sea que signifique existir). En todo caso, si
se quisiera mantener la intuicién de que tener una propiedad es suficiente para existir,
i.e., si se quisiera trabajar con la versién negativa de T /T /D%, podemos anadir la

restriceion:

Para todo predicado de n lugares, P, si (v(a1), ..., ¥(an)) € Vije(P), entonces
<V(CL1)> € Vw/e(e)v e Yy <V(an)> € Vw/e(é)

La regla de arbol para la restriccion es:

Pajy...a,,w;/e,

!

Cay, w; /e,

QEan7 wi/ex

Es facil comprobar que esta restriccién valida algunas inferencias de las figuras 10.3 y
10.4. Particularmente, valida la inferencia de 10.4a a 10.4b; si existe alguien de quién
sé que es P, sé que existe alguien que es P.

Para aplicar la restriccion al predicado de identidad, hay que cambiar a éste para
que su denotacién sélo abarque a los objetos que existen, i.e., vy,.(=) = {(d,d) : d €
Vw/e(€)}. a = a es falsa si a no existe y a = b es falsa si a o b no existe. Las reglas de

5 Puedo creerlo, pero no saberlo, de aqui el cuidado mencionado en la nota 4 de este capitulo.
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arboles para estas modificaciones son:

Ea, w; /e, a=b,w;/e, a=b,w;/e,
) Cawife,  pla)wife,
0= a,wife, L !

a=bw;fe,  y(b),wi/e,

La primera regla indica que aquello que existe en un par w;/e, es idéntico a si mismo
en ese par w;/e,. La segunda regla es la invariabilidad de la identidad restringida a
aquellos pares w; /e, en los que existe uno de los dos miembros de la identidad; en esta
regla, j v y son numeros cualesquiera en la rama. La tercera regla es la sustitucion de
los idénticos restringida a un par w;/e,.

El principio caracteristico de las logicas libres con identidad es
(10.4) a=b>0O(¢a Da=10)

Este también se aplica a las versiones epistémica y doxastica. Comprobarlo se deja al
lector.

Como nota final al capitulo, valga un comentario sobre los principios de identidad
invariable, i.e., (I10), (ITIK) y (IIB). A lo largo del trabajo, ha sido constante afirmar
que no todos los principios logicos valen para todas las légicas modales. El caso mas
evidente es que el axioma T puede valer para la necesidad alética y el conocimiento, pero
no para la creencia. (II0) es aceptable si, por ejemplo, Héspero es Fosforo es sélo otra
forma de decir que Venus es Venus, ya que es dificil concebir como esto podria ser falso.
El problema de verdad llega con (IIK) e (IIB), ya que no siempre supimos ni creimos
que Héspero es Fésforo, aun si supiéramos o creyéramos que Venus es venus. En parte,
muchas veces tenemos que hacer esfuerzos para conocer identidades, la demostracion de
teoremas matematicos que deben mantener la igualdad en una ecuacién son muestra de
ello. Las semanticas que he presentado en este capitulo no pueden hacer justicia a esta
distincién entre la validez de (IIO) y la supuesta invalidez de (IIK) e (IIB), y aunque
creo que hay opciones para hacer que un sistema satisfaga estos requerimientos, como
usar semanticas de avatares, de vecindades o de matrices para las logicas anormales,

ello requeriria mas de lo que ahora pueda ofrecer para este trabajo.



11. PRUEBA DE LOS TEOREMAS

En este ultimo capitulo demuestro la correccion y completitud de los sistemas de arboles
presentados en este trabajo. Las pruebas en su mayoria son modificaciones apropiadas
a las pruebas en [36, secc. 2.9, 3.7, 4.10, 5.9, 6.7, 14.7, 15.9 y 16.6]. En particular,
las pruebas de los teoremas 11.2 y 11.1 son modificaciones mutatis mutandis de las
pruebas que una vez presenté para el sistema MT presentado en el capitulo 5, del cual
omito la prueba justamente por encontrarse en [47, sec. 6]. Algo similar sucede con los
teoremas relativos a los sistemas de los capitulos 7 y 10. En [47, sec. 6], sélo indique
que las pruebas son las mismas que las presentadas en [36] con algunas modificaciones
menores, pero no hice ningin desarrollo; aqui si lo hago. Lo més importante es mantener

la relativizacién de forma adecuada.

Definicién 11.1: Sea T = (W, E, R., W& W¥B 1) v b cualquier rama de un drbol. T es
fiel a b si hay dos funciones, una de los niimeros naturales a W, f, y otra de los niimeros
naturales a F, g, tales que:

Para todo nodo ¢, w;/e, en b, ¢ es verdadera en f(i) en g(z) en ¥
Si e, Rw;w; estd en b, entonces g(x)Rf(i)f(j) en T

Si w;U¥e, e, estd en b, entonces f(i)U*g(x)g(y) en T

Si w;UPe e, estd en b, entonces f(i)¥Pg(z)g(y) en T

Entonces decimos que f y g muestran juntas que b es fiel a ¥.

Lema 11.1: Sea b cualquier rama de un arbol y T = (W, E, R, ¥E W5 1) cualquier
interpretacién de Tn/Tx/Dj;. Si b es fiel a T y se le aplica una regla de érbol, entonces
se produce al menos una extension b’ tal que b’ es fiel a %.

Prueba:
Por la definicion 11.1, decimos que f y g muestran que b es fiel a .

Para las conectivas proposicionales, procedemos caso por caso. Aqui esta el caso para
A afirmada: si o A, w;/e, estd en b, entonces su extensién b’ produce dos nodos tales
que @, w;/e; v ¥, w;/e,; debido a que T es fiel a b, p A 1) es verdadera en f(i) en g(z),
por lo cual ¢ es verdadera en f(i) en g(z) como lo es también v; por tanto, T es fiel a

b'. Los demads casos son faciles de desarrollar y se omiten aqui.
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Paso a los casos para los operadores aléticos, los casos para los operadores epistémicos
y doxdsticos son los mismos mutatis mutandis. Si ~Op, w; /e, aparece en b, entonces su
extension b’ es un nodo tal que C—p, w;/e,. Debido a que ¥ es fiel a b, Op, w; /e, es
falsa en f(i) en g(z), por lo cual O—p es verdadera en f(i) en g(z), que es b'. Dadas
las condiciones de verdad de O, ¥ es fiel a b. El caso para =<y es similar. Si Og, w; /e,
aparece en b, entonces Oy es verdadera f(i) en g(z) en ¥; si ademds hay una linea de
la forma e, Rw;w;, por lo cual g(z)Rf(i)f(j) en T, entonces ¢ es verdadera en cada
f(j) en g(z) en T. Dadas las condiciones de verdad de O, T es fiel a b. Si Oy, w;/e,
aparece en b, su extensién produce dos nodos tales que e, Rw;w; y $p, w; /e, aparecen
en b. Debido a que ¥ es fiel a b, Oy es verdadera en f(i) en g(x), asi pues, para algin
w e W, g(x)Rf(i)w y ¢ es verdadera en w en g(z). Sea f’ lo mismo que f excepto
porque f'(j) = w. f’ también demuestra que ¥ es fiel a b, ya que fy f’ sélo difieren en
J vy éste no aparece en b. Asi pues, g(x)Rf(i)f'(j) vy ¢ es verdadera en f’(j). De esta
forma, f’ muestra que ¥ es fiel a b.

Para las reglas de las restricciones, debemos comprobar que éstas cumplen con la
fidelidad. Si e, y w; aparecen en b, debido a que R, es relativamente reflexiva, e, Rw;w;
aparece en by g(x)Rf(i)f(i) en T. Si e, y w; aparecen en b, debido a que ¥X es
relativamente reflexiva, w;U%e e, aparece en by f(i)U%g(x)g(z) en T. Para la regla
de U5 si e, y w; aparecen en b, w;¥Pe, e, aparece en b; sabemos que para algin e € E,
w; ¥Bg(x)e; sea ¢’ 1o mismo que g excepto porque ¢'(y) = e; debido a que y no aparece
en b, ¢ demuestra que T es fiel a b; asi pues, w; ¥Pg(x)g' (y) en T. Finalmente, debido
a que ¥B C UK si w;¥Pe,e, aparece en b, entonces w;¥¥e e, aparece en b como su

extension; de esta forma, tanto f(i)¥Pg(z)g(y) como f(i)¥Xg(z)g(y) estan en T.

Teorema 11.1: Los arboles de T /T /D7 son correctos con respecto a sus semanticas,
i.e., para un X% finito, si X F ¢, entonces X F .

Prueba:

Trabajemos con la transposicién. Si 3 ¥ ¢, entonces hay una interpretacion, T = (W,
E, R., VE W8 1) que hace verdadera a cada premisa, 1, en 3 y falsa a ¢ en algin
w en algin e. Sean f y g dos funciones cualesquiera tales que f(0) = w y ¢(0) = e.
Esto demuestra que ¥ es fiel a la lista inicial para la inferencia. Por el lema 11.1, las
extensiones de cada nodo son fieles a ¥, asi que aplicando reiteradamente el lema tiene
que quedar una rama abierta, i.e., X ¥ .
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Definicién 11.2: Sea b una rama abierta de un arbol. La interpretacion inducida por b,
T = (W, E, R, YVE WB 1) se define de la misma forma que en el capitulo 3. Si w;
aparece en b, w; € W. Si e, aparece en b, e, € E. e, Rw,w; € R, sii e, Rw;w; esta en
b. w;¥¥e e, € UK sii w;UFe e, aparece en b. w;¥Pe,e, € VB sii w;UPe, e, aparece en
b. Si p,w;/e, aparece en b, vy, ., (p) = 1; si ~p, w;/e, aparece en b, vy, /e, (p) = 0; si no
aparece ninguno en b, v, ., (p) puede ser lo que uno quiera.

Lema 11.2: Sea b cualquier rama abierta completa de un arbol y T = (W, E, R., VX,
UB 1) la interpretacién inducida por b, entonces:

Si ¢, w; /e, aparece en b, entonces ¢ es verdadera en w; en e,

Si -, w; /e, aparece en b, entonces ¢ es falsa en w; en e,

Prueba:

La prueba se da por medio de la complejidad de ¢. Si ¢ es atémica, el resultado es
verdadero por definicién. Si ¢ es de la forma 1 V x, entonces la regla de V ha sido
aplicada a 1 V x,w;/e;, por lo cual o 1, w;/e, estd en b o x,w;/e, estd en b. Por la
hipétesis de induccién, o v o x es verdadera en w; en e,. De esta forma, ¥ V x es
verdadera en w; en e,. El caso para el resto de las conectivas es similar.

Si ¢ es de la forma O, entonces, si Oy, w; /e, aparece en b, entonces, para todos los
w; tales que e, Rw;w;, 1, w;/e, esta en b; por construccién y la hipétesis de induccidn,
para todos los w; tal que e, Rw;w;, ¥ es verdadera en w; en e,, por lo cual O es
verdadera en w; en e,. El caso para < es similar. Los casos para los operadores doxésticos
y epistémicos son los mismos mutatis mutandis.

Para las restricciones, sélo debemos comprobar que R, y ¥X son relativamente re-
flexivas, que U2 es relativamente serial y que, si w;UPe e, estd en la rama, también lo

esta wi\I/Kexey.
[ |

Teorema 11.2: Los arboles de T /Ty /D3 son completos con respecto a sus semanticas,
i.e., para un X finito, si ¥ F ¢, entonces % F ¢.

Prueba:
Probemos la contraposicion. Si ¥ ¥ ¢, entonces el arbol completo para la inferencia
tiene una rama abierta. Por el lema 11.2, hay una interpretacién que vuelve verdaderas

a las premisas en X y falsa a ¢ en wy en eg, i.e., X ¥ .

Teorema 11.3: Los drboles de T /Ty /D% /@y son correctos y completos con respecto a
sus semanticas
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Prueba:

La prueba es una modificacién trivial a las pruebas para los arboles de Tn/Tk/D7;.
Para la definicién para la correccién, a la definicion 11.1 se le anade apropiadamente una
funcion, h, de los nimeros naturales a T para que la relativizacion sea adecuada; para la
definicion para la completitud, se hacen los cambios pertinentes a la definicién 11.2 para
inducir la informacion relevante sobre los tiempos. En los lemas 11.1 y 11.2 anadimos
‘en h(m)/en t,,” en los lugares apropiados para que la relativizacién se adecuada. Los
casos para los operadores temporales en ambos lemas son los mismos mutatis mutandis
que los casos para los operadores aléticos. Los casos para [P]| y (P) son modificaciones
triviales a los de [F] y (F). En el caso de las restricciones a <,, /e, tomamos las pruebas
apropiadas en [36, secc. 3.7.7 y 3.7.8] y anadimos ‘en f(i) en g(x) / en w; en e, en
los lugares apropiados para que la relativizacion sea adecuada. El teorema se sigue con
modificaciones triviales a las demostraciones de los teoremas 11.1 y 11.2.

Teorema 11.4: Los arboles de T/ K} /Tx /D%, To/ K, [Tk /Dy v To /K, /Tx/ D} son
correctos y completos con respecto a sus semanticas.

Prueba:

Si queremos que < no sea relativo a w o e o a ambos, basta con quitar el indice a
las lineas de < y éstas pueden ser usadas por los operadores manteniendo los indices
adecuados en las extensiones. La prueba para < relativa sélo a e es la siguiente, la
prueba para que sélo sea relativa a w o que no lo sea ni a w ni a e es similar. Supéngase
que (w;/ez) tm < t, estd en b, por lo cual (f(i)/g(x)) h(m) < h(n) en T. Para que W
no sea un conjunto unitario, supéngase que para algin w € W, f(i) ~ w donde ~ es
la relacién de ‘compartir’. Sea f’ es lo mismo que f excepto porque f'(j) = wy j es
cualquier otro nimero de mundo que no esté ya en b. f muestra es que ¥ es fiel a b.
Dados (f(i)/g(x)) h(m) < h(n)y f(i) ~ f'(j), tenemos que (f'(j)/g(x)) h(m) < h(n).
~ es una relaciéon de equivalencia. Asi pues, la linea en b es (wyj/ez) tm < t,. Solo
hay una orden temporal para todos los mundos. De esta forma, (wy;/e;) tm < t, eslo
mismo que (e;) t,, < t,. Cuando los operadores temporales hagan uso de las lineas de

<, s6lo es necesario que los indices de w y de e sigan siendo los mismos en la extension.

Teorema 11.5: Los arboles para sistemas con base en S5 del capitulo 6 son correctos y

completos con respecto a sus seménticas.
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Prueba:
Para la correccién, la prueba es basicamente la misma que la del teorema 11.1. Cuan-
do se trabaja con base en S5, pueden omitirse las lineas de las relaciones ya que éstas

son relativamente de equivalencia, ~2 y ~X por lo que la definicién 11.1, se simplifica a:

Para todo nodo ¢, w;/e, en b, ¢ es verdadera en f(i) en g(z) en ¥
Si w;UPe e, estd en b, entonces f(i)¥Pg(z)g(y) en T

En el lema 11.1, la prueba para los conectivos proposicionales es exactamente la misma,
solo se deben hacer los cambios para las reglas de los operadores. Aqui estan los casos
para las reglas de O y <, los casos para [K] y (K) son similares y los de [B] y (B)
son los mismos que antes por no tener base en S5. Si Oy, w;/e, aparece en b, entonces
Oy es verdadera en f(i) en g(x) en T; asi pues, para todos los wy, en la rama, incluido
mismo w;, o, wy/e, aparece en b, por lo cual ¢ es verdadera en todos los f(k) en g(z)
en . Dadas las condiciones de verdad de O, y viendo que se respeta la relativizacion,
entonces ¥ es fiel a b. Si Op,w;/e, aparece en b, entonces en la extension aparece
el nodo ¢, w;/e, tal que j es un nimero de mundo nuevo en la rama. Debido a que
O, w; /e, aparece en b, entonces Oy es verdadera en f(i) en g(z) en ¥; asi pues, para
algin w € W, ¢ es verdadera en w en g(x). Sea f’ lo mismo que f excepto porque
f'(j) = w, entonces f' demuestra que la extensién es fiel a T. ¢ es verdadera en f’(j)
en g(z) en ¥. Dadas las condiciones de verdad de &, T es fiel a b.

Para la completitud, simplificamos la definicién 11.2 eliminando las lineas sobre las
relaciones aléticas y las epistémicas, y en el lema 11.2 cambiamos que si g, w;/e,
aparece en la rama, entonces g, wy/e, estd en la rama para todos los k en la rama (i
incluido), y que si Oy, w;/e, estd en la rama, sélo debemos comprobar que haya un
nodo de la forma ¢, w;/e, tal que j sea un nimero nuevo de mundo en la rama, y
hacemos lo mismo mutatis mutandis con los casos de [K] y (K), los casos de [B] y (B)
quedan inalterados. Dadas estas modificaciones, la prueba del teorema es exactamente
la misma que la del teorema 11.2.

Teorema 11.6: Los drboles de Cy, /T /D7 son correctos y completos con respecto a

sus semanticas.

Prueba:

La prueba para la correccion es la misma que la del teorema 11.1, excepto para los
operadores aléticos, para lo cual tomamos las pruebas apropiadas del teorema 11.5. Lo
tnico que debemos hacer es modificar la definicién 11.1 para que si e, Rw;w; () aparece
en b entonces g(z)Rf(2)f(j)(p) en T y anadir los casos de O— y ¢ en el lema 11.1.
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Primero veamos las reglas de equivalencia. En el capitulo 7, vimos que (¢ O- ¥) =
(@ O ) y que (¢ O ) = (v O ). Si ~(¢ O ), w;/e, estd en b, su
extensién b’ anade un nodo tal que ¢ O— =), w;/e,. Debido a que T es fiel a b, =(p O-
—)) es verdadero en f(i) en g(x), por lo cual ¢ &> =) es verdadera en f(i) en g(x).
Dadas las condiciones de verdad de O—, ¥ es fiel a b. El caso para ¢— es similar.

Seguimos con las reglas inferenciales de O— y ¢—. Los casos son parecidos a los de
Oy <. Sip O Y, w; /e, aparece en b, entonces ¢ O— v es verdadera en f(i) y g(z)
en ¥; si ademds hay una linea de la forma e, Rw;w;(¢), por lo cual g(z)Rf(7)f(5)(p),
entonces ¢ es verdadera en f(j) en g(x) en . Dadas las condiciones de verdad de o,
T es fiel a b. Si ¢ O 1, w;/e, aparece en b, su extensién b anade dos nodos de la forma
ex Rww;(p) y ¥, w;/e, tal que j es un nimero nuevo de mundo en la rama. Debido a
que ¥ es fiel a b, ¢ O— 1 es verdadera en f(i) en g(z), asi pues, para algin w € W,
g(x)Rf(i)w(p) y ¥ es verdadera en w en g(z). Sea f’ lo mismo que f excepto porque
f'(j) = w. f’ también muestra que ¥ es fiel a b, ya que f y f’ son lo mismo excepto
porque j no aparece en b. Asi pues, g(z)Rf(i)f'(§)(¢) y ¥ es verdadera en f'(j) en
g(x). Dadas las condiciones de verdad de ¢—, ¥ es fiel a b.

La prueba para la completitud es la misma que la de T /T /D3 (teorema 11.2). Lo
unico que debemos hacer es modificar apropiadamente a la definicién 11.2 y considerar
los casos de O— y ¢— en el lema 11.2. Sea ¢ de la forma ¢ O— x. Si ¥ O x,w;/e,
aparece en b, entonces, para todos los w; tales que e, Rw;w;(v), x,w; /e, aparece en b;
por construccién y la hipdtesis de induccién, para todos los w; tales que e, Rw;w;(v),
X es verdadera en w; en e,. El caso para ¢— es similar.

Teorema 11.7: Los arboles de Cf, /T /D3 son correctos y completos con respecto a

sus semanticas.

Prueba:
Para la prueba de correccion extendemos la prueba del teorema 11.6 anadiendo los casos
para las restricciones a las relaciones de accesibilidad al lema 11.1 extendido.

La primera restriccién dice que f,(w,e) C [g]e. Si e, Rw;w;(p) aparece en b, la
extensién b’ anade un nodo de la forma ¢, w;/e,, por lo que g(x)Rf(2)f(j)(¢) ¥y ¢ es
verdadera en f(j) en g(z) en T. De esta forma, ¥ es fiel a b.

La segunda restriccion dice que si w € [p], entonces w € f,(w,e). Restringimos la
regla para aplicarla sélo a antecedentes de condicionales, ya que cémo afecte a otras
formulas no tiene efecto para la validez. La regla produce dos extensiones. La rama
izquierda afirma que ¢ no es verdadera en un par w;/e, tales que w; y e, aparecen en
la rama; la rama de la derecha, que ¢ si es verdadera en un par w;/e, tales que w; y e,
aparecen en la rama, por lo cual ¢ es verdadera en f(i) en g(x) y g(x)Rf(2)f(i)(¢) en
T. De esta forma, ¥ es fiel a b.
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Para la completitud, solo extendemos la prueba para el teorema 11.6 anadiendo
los casos de las restricciones al lema 11.2 extendido. Si hay una linea de la forma
e, Rww;(p) en la rama, ¢, w;/e, también estd en la rama. Para cualquier ¢ que sea
el antecedente de un condicional, ya sea afirmado o negado, o =y, w;/e, aparece en la

rama o ¢, w;/e, v e, Rw;w;(p) aparecen en la rama.

Teorema 11.8: Los arboles de S25/52x/ND3 v S0.5/50.5/LD son correctos y com-
pletos con respecto a sus semanticas.

Prueba:
La prueba es una modificacion a las pruebas para la del teorema 11.1. Empezaré por
las pruebas para S25/52k /N Dj;.

Para la correccién, anadimos dos clausulas a la definicion 11.1:

W —-Ww
E—FE

f(0) €
9(0) €
En la modificaciéon al lema 11.1, debemos revisar los casos para las reglas para los ope-
radores y las restricciones a las relaciones de accesibilidad; los casos para las conectivas
son basicamente los mismos. Revisaré los casos de Oy <, los casos de [K]-(K) y [B]-(B)
son los mismos mutatis mutandis. Empecemos con la regla para 0. Si aparece un nodo
de la forma Oy, w; /e, en b, debido a que f y g demuestran que ¥ es fiel a b, entonces
f(i) € W—W (caso contrario, O¢p serfa falsa independientemente de lo que sea ¢) y Oy
es verdadera en f(i) en g(x) en ¥; si ademds hay una linea de la forma e, Rw;w;, por lo
cual g(x)Rf(i)f(j) en ¥, entonces, por construccién y la hipdtesis de induccién, ¢ es
verdadera en todos los f(j) en g(z) en ¥. Seguimos con la regla para <. Si Op,v;/e,
aparece en la rama, entonces f y g muestran que ¥ es fiel a b. Si ¢ = 0 o hay un nodo
de la forma O, w;/e,, entonces el mundo es normal y su aplicacién es la misma que en
el caso de Tn /Tx /D%, excepto porque f'(j) € W; caso contrario, no se aplica ninguna
regla més, y O es verdadera en f(7) en g(x) en T. Las reglas para las restricciones a las
relaciones de accesibilidad son las mismas que en el caso normal, excepto porque en la
regla para la serialidad de W2 el nuevo estado epistémico es anormal. La demostracién
del teorema de correcciéon es la misma que la del teorema 11.1 mutatis mutandis.

Para la completitud, a la definicién 11.2 afiadimos que f(i) € W —W sii i = 0 o para
i hay algiin nodo de la forma O, w; /e, v que g(x) € E— E sii # = 0 o para z hay algiin
nodo de la forma [Klp, v;/e, o [Blp, v;/e,. En el lema 11.2; s6lo debemos comprobar los
casos para los operadores, aqui reviso los casos de Oy <, los casos de [K]-(K) y [B]-(B)
son los mismos mutatis mutandis. Sea ¢ de la forma Ot. Si O, w; /e, aparece en b,
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entonces w; € W — W y Ot es verdadera en w; en £,; por construccién y la hipétesis
de induccién, si ademas hay una linea de la forma e, Rw;v;, entonces v es verdadera en
todos los v; en ¢,. Sea ¢ de la forma i), Si O, v; /e, aparece en b, entonces v; o es
w; 0 es W;; si es w;, entonces hay un v; tal que e, Rw;v; y 1 es verdadera en v; en &g;
si es w;, entonces O es verdadera en w; en €,. El caso de las restricciones el mismo
que el del caso normal mutatis mutandis excepto por la regla para la serialidad de ¥2.
La prueba para el teorema de completitud es la misma que la del caso normal mutatis
mutandis.

Las pruebas para S0.5/50.5/ LD son basicamente las mismas. En el caso de la correc-
cion, las reglas para operadores aléticos sélo se aplican en los nodos con los pares wq /e,
y las de los operadores epistémicos y doxdsticos en los nodos con los pares wy/e,. En el
caso de la completitud, en la interpretacién inducida W — W = {wy} y E — E = {ep};
para toda i > 0, si A, W, /e, aparece en b, entonces vy, /., (DA) = 1, y si "0A, W, /e,
aparece en b, entonces vy, ., (0A) = 0, lo mismo aplica mutatis mutandis para los

operadores epistémicos y doxasticos.

|
Teorema 11.9: Los arboles de I/ Kk son correctos con respecto a sus semanticas.

Prueba:
Primero modificamos una clausula en la definicién 11.1 con dos cldusulas:

Para todo nodo ¢, +w;/e, en b, ¢ es verdadera en f(i) en g(z) en ¥
Para todo nodo ¢, —w; /e, en b, ¢ no es verdadera en f(i) en g(x) en T

La prueba del teorema es la misma mutatis mutandis que la del teorema 11.1 modifi-
cando apropiadamente el lema 11.1 y anadiendo los casos de —, 3, la transitividad de
R. y la condicién hereditaria.

Los casos para A, V y operadores epistémicos son los mismos que los de antes,
cambiando a ¢, w;/e, por ¢, +w;/e, v a =@, w;/e, por ¢, —w;/e,. El caso més dificil
de desarrollar es el de (K) no verdadera, éste es el siguiente: si (K)y, —w;/e, aparece
en b, entonces, para todos los e, tales que w; U™ e e, aparece en b, ¢, —w; /e, aparece en
b'; debido a que ¥ es fiel a b, (K)y no es verdadera en f(i) en g(x), como se buscaba.

El caso para — es el siguiente. Si — ¢, +w; /e, esta en b, entonces, para todo w; tal
que e, Rw;w;, ¢, —w;/e, aparece en b'. Debido a que ¥ es fiel a b, — ¢ es verdadera en
f(i) en g(x). Si — ¢, —w;/e, aparece en b, entonces, para algin j nuevo en la rama,
e;Rw;w; y ¢, —w; /e, aparecen en b'. Debido a que — ¢, —w; /e, aparece en b, entonces
— @ no es verdadera en f(i) en g(z) en ¥; asi pues, para algin w € W tal que e, Rw;w,
¢ no es verdadera en w en g(z). Sea f’ lo mismo que f, excepto porque f'(j) = w,
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entonces f demuestra que la extensién es fiel a T. ¢ no es verdadera en f'(j) en g(z).
Dadas las condiciones de verdad de —, ¥ es fiel a b.

El caso para JJ es el siguiente. Si ¢ 7 1), +w; /e, estd en b, entonces, para todo w; tal
que e, Rw;w; estd en b, 0 ¢, —w; /e, 0 1, +w;/e aparece en i'. Debido a que ¥ es fiel a
b, ¢ 1 1 es verdadera en f(i) en g(z). Si ¢ 1 9, —w;/e, aparece en b, entonces, para
algin j nuevo en la rama, e, Rw;w;, ¢, +w;/e, v ¥, —w;/e, aparecen en b'. Debido a
que ¢ 1 ¥, —w;/e, aparece en b, entonces ¢ 1 9 no es verdadero en f(i) en g(x) en
T, asi pues, para algin w € W tal que e, Rw;w, ¢ es verdadera en w en g(x), pero ¢
no lo es. Sea f’ lo mismo que f, excepto porque f'(j) = w, entonces f demuestra que
la extensién es fiel a T. En f'(j) en g(x), ¢ es verdadera, pero 1 no lo es. Dadas las
condiciones de verdad de 3, ¥ es fiel a b.

Para las restricciones a R., sélo debemos comprobar que, para todo e,, w;, w; y wy
en b, e, Rw;w; estd en ', y, si e, Rw;w; y e; Rwjwy, aparecen en b, entonces e, Rw;wy,
aparece en b'. Debido a que T es fiel a b, las restricciones se cumplen en la interpretacion.

Para la condicién hereditaria, decimos que si ¢, +w;/e, y e, Rw;w; aparecen en b,
entonces ¢, +w;/e, aparece en b'. Debido a que ¥ es fiel a b, la restriccién se satisface

en la interpretacion.

|
Teorema 11.10: Los arboles de I/Kx son completos con respecto a sus seménticas.

Prueba:

La prueba es la misma que la del teorema 11.2 modificando la definicién 11.2 y el lema
11.2 apropiadamente. Ahora si p, +w;/e, aparece en b, vy, /e, (p) = 1 (caso contrario,
Vw;Jen(P) = 0), ¥ si p, —w;/e, aparece en b, vy, /., (p) = 0. Los casos para — y O
son sencillos si se piensa en ellos con las siguientes definiciones, — ¢ =45 O—¢p y
© 3¢ =4 O(p D ). El caso para la condicién hereditaria no presenta mayores
dificultades.

|
Teorema 11.11: Los arboles de I/S5x son correctos y completos con respecto a sus
semanticas.
Prueba:

La prueba es la misma que la del teorema 11.5 con modificaciones como las de las
pruebas para los teoremas 11.9 y 11.10.

Las pruebas que siguen corresponden al sistema del capitulo 10. Primero trabajaré bajo
el supuesto de que el lenguaje no contiene al predicado de identidad, pero luego haré
dicha adicién.



11. Prueba de los teoremas 101

Lema 11.3: Sean J; = (D, W, E, R., V& WB ) v 3, = (D, W, E, R, VX ©B
V) dos interpretaciones de Tn/Tx/D3; si ¢ es una féormula cerrada tal que vy y v
coinciden en las denotaciones de todos los predicados y constantes, entonces para todos

losweWyeekE:

Vlw/e(SO) = V2w/e(Q0>
Prueba:
El lema se prueba por induccién sobre la complejidad de las férmulas.

Para las formulas atémicas, tenemos que:

vi(an)) € Vlw/e<P)
sit (12(a1), ..., 2(an)) € Vou/e(P)
it vow/e(Pay...a,) =1

Viwje(Pay...ap) =1 sii  (v(ar), ..., (ay
an

Para las conectivas, aqui esta el caso para la conjuncion, los demés casos son similares:

Vlw/e(‘;p A ¢) =1 =i Vlw/e(@) = Vlw/e(dj) =1
sil V2w/e<gp) = V2w/e(¢) =1
sii Vowse(p A1) =1

Para los cuantificadores, aqui esta el caso para 2, el de & es similar (los casos para V
y 3 s6lo cambian D por D,,/.):

Viwje(Rye) =1 sil, paratodo d € D, viye(py(ka)) =1

sii, paratodod € D, vay/e(y(ka)) =1 (*)

sil V2w/e<9[’7(10> =1

La linea marcada con () se sigue por la hipdtesis de induccién debido a que v1y/c(ka) =
ng/e(k?d) =d.

Para los operadores modales, aqui estdn el caso para O, el caso para < es similar,

asi como también lo son los casos para [K], (K), [B] y (B):

Viw/e(Op) =1 sii, para todo w' € W tal que e Rww’, vy /e(p) =1
sii, para todo w' € W tal que e Rww', vayr/e(p) = 1
sii Vowse(Bp) =1

Lema 11.4: sea J = (D, W, E, R,, Y& U5 1) una interpretacién cualquiera de
Tn/Tk/D3; sea ¢ una férmula cualquiera con al menos una variable libre, v, y sean a

y b dos constantes tales que v(a) = v(b), entonces para cualquier w € Wy e € E:

Vi/e(5(@)) = Vawye(p5(b))
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Prueba:
La prueba se da por recursion sobre la complejidad de .
Para las formulas atomicas, supongase que a sélo tiene una apariciéon en la féormula:

Vwje(Pay...a...a,) =1 sii (vi(ar), ..., v(a),...,vi(an)) € Vse(P)
sii (vi(ar),...,v(D), ..., v1(an)) € Vy/e(P)
sii vyje(Pay..b...a,) =1

Para las conectivas proposicionales, aqui esté el caso para la conjuncion, los demas casos

son similares:

Vwre((p AY)y(a) =1 sit vuse(pq(a)) = vwse(¥(a)) =1
S Vel (1)) = Vi (0 (1) = 1
sit: vu/e((p A1)y (b)) =1

Para el caso de los cuantificadores, desarrollaré el caso de induccion para 2, el caso para
S es similar (los casos para V' y 3 s6lo cambian a D por D,.). Sea ¢ de la forma Ani.
Si 7 es la misma variable que 7, entonces ¢, (a) y ¢~(b) son simplemente ¢, por lo que
el resultado es trivial. Supéngase, entonces, que v y n son variables distintas; en este

caso, (AnY),(c) es lo mismo que An(,(c)) y (¢¥4(c))y(a) es lo mismo que (¢,(a)),(c).

Vw/e((An)y(a)) =1 il vy e(An(iy(a))) =1
sii para todo d € D, v/

—_

sii para todo d € D, v/,
sii para todo d € D, vy/.

o~~~
e~~~ o~

sii para todo d € D, vy,
sil - vy/e(An(,(0))) = 1
sil - v/e((Ane), (b)) =1

La linea marcada por (x) se sigue por la hipdtesis de induccion.
El caso de induccién para O es el siguiente (los casos para <, asi como los de [K],
(K), [B] y (B) son similares):
Vw/e(Opy(a)) =1 sii  para todo w' € W tal que eRww', vy /(@ (a)) =1
sii para todo w’ € W tal que eRww’, vy /.(p4(b)) =1
it Vy/e(Opy (D) =1

Corolario 11.1: sea J cualquier interpretacion de Tn /T /D3y y sea C' cualquier conjunto
de constantes tal que todo objeto en el dominio tiene un nombre en C', entonces:
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Prueba:

Aqui esté la prueba para 2, la de & es similar y las de V y 3 s6lo requieren las modifica-
ciones apropiadas dada la definicién por medio de 2 y &. Supéngase que vy, (Ayp) = 1.
Para todo d € D, vy.(¢y(ka)) = 1. Considérese cualquier ¢ € C'. Para algin d € D,

v(c) = d. Por el lema 11.4, v,/.(¢4(c)) = 1. El caso para la negacién es similar.

Definicién 11.3: sea J = (D, W, E, R., VX W5 1) una interpretacién de Tn /Ty /D%
y B una rama de un arbol, entonces J es fiel a B si hay una funcién, f, de W a los

nimeros naturales y otra, g, de E a los nimeros naturales, tales que:

Para todo nodo ¢, w;/e, en B, ¢ es verdadera en f(i) en g(x) en J
Si e, Rw;w; estd en B, entonces g(z)Rf(7)f(j) en J

Si w;U¥e,e, estd en B, entonces f(i)¥¥g(z)g(y) en J

Si w;¥Pe,e, estd en B, entonces f(i)¥Pg(z)g(y) en J

Decimos entonces que f y g muestran que J es fiel a ‘B.

Lema 11.5: sea B una rama de un arbol y J = (D, W, E, R., V& U8B 1) una inter-
pretacion de Tn /T /D%; si J es fiel a 9B y se le aplica una regla de arbol, entonces hay
una J = (D, W, E, R., VE W¥B /) v una extensiéon de B, B, tal que J' es fiel a B’

Prueba:

Los casos para las conectivas proposicionales, los operadores modales y las restricciones
a las relaciones de accesibilidad son basicamente los mismos que los del lema 11.1
mutatis mutandis. J es 1o mismo que J'. S6lo debemos considerar son los casos para los
cuantificadores. Omitiré las reglas para las equivalencias.

(4) Ay, wi/e,
1
p(a), w;/e,

Debido a que J vuelve verdadera a 2Ayp en f(i) en g(x), para todo d € D, J hace
verdadera a ¢.(kq). Sea d tal que v(a) = v(kq), entonces, por el lema 11.4, ¢,(a) es
verdadera en f(i) en g(z). Asi pues, J es lo mismo que J'.
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(44) Sy, wi/e,
1
o~ (c), wifeq

Debido a que J hace verdadero a &y en f(i) en g(x), para algin d € D, J hace
verdadera a ¢, (kq) en f(i) en g(z). Sea I = (D, W, E, R, UE W5 /) 1o mismo que
J excepto porque v/(c) = d. Debido a que ¢ no aparece en ¢, (kq), J vuelve verdadera
a @,(kq) en f(i) en g(z), por el lema 11.3. Debido a que v/(¢) = d = V/(ky), J' hace
verdadera a ¢, (c) enf(i) en g(z), por el lema 11.4; y debido a que ¢ no aparece en
ninguna otra férmula en la rama, J vuelve verdadera a todas las demds férmulas en

los deméas mundos y estados epistémicos en la rama, por el lema 11.3.

VAN

_'gauwi/ea: wv(a)awi/e$

Debido a que J hace verdadero a Vyp en f(i) en g(x), entonces, para todo d € Dy /g(z)
©~(kq); asi pues, para todo d € D, J hace verdadero a ~€ky 0 a ¢, (ks). Sea d tal que
v(a) = v(kq). Por el lema 11.4, J hace verdadera =€a o ¢, (a) en f(i) en g(x). En suma,
J es fiel a una rama o la otra, y podemos considerar a J como J'.

(Z/U) 37907 wl/ex
1

Ce,w; /e,

pr (), wifeq

Debido a que J hace verdadero a 3yp en f(i) en g(z), para algin d € Dyy/g(z), J
hace verdaderas a €k, y a ¢, (kq) en f(i) en g(z). Sea J = (D, W, E, R,, VE W5
V') lo mismo que J excepto porque v/(c) = d. Debido a que ¢ no aparece en ¢, (kq),
J' vuelve verdaderas a €k; y ¢, (kq) en f(i) en g(z), por el lema 11.3. Debido a que
V'(c) = d =1'(kg), J' hace verdadera a Ecy ¢, (c) en f(i) en g(z), por el lema 11.4; y
debido a que ¢ no aparece en ninguna otra férmula en la rama, J" vuelve verdadera a

las demés férmulas en los demas mundos y estados en la rama, por el lema 11.3.

Teorema 11.12: Los &rboles para T /Ty /D3 con cuantificadores son correctos con res-

pecto a sus semanticas, i.e., para un X finito, si ¥ F ¢, entonces 3 F ¢.

Prueba:
La prueba es la misma mutatis mutandis que la del teorema 11.1 usando el lema 11.5.
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Definicién 11.4: sea 25 la rama abierta de un arbol y C' el conjunto de constantes que
aparecen en ‘B, la interpretacién inducida por B, J = (D, W, E, R., VX W5 1) se
define de la siguiente forma: W = {w; : w; aparece en B}; F = {e, : e, aparece en
B}, Re, = {(w;,w;) : e;Rw;w; aparece en B}; UE = {(e,,e,) : w;¥Feze, aparece
en B}; V2 = {(ey,e,) : w;VPeze, aparece en B}; D = {9 : ¢ € C}; Dyyje, = {0 :
Ec, w; /e, aparece en B}; para toda ¢ € C, v(c) = J,; para todo predicado de n lugares,
(Oays s Oayp) € VuJen (P) si Pay...an, w;/e, aparece en By (Oa,; ..., Ouy) & Vi /e, (P) si
—Paj...a,, w; /e, aparece en B.

Lema 11.6: dada una interpretacion inducida, J, como en la definicion 11.4, para cual-

quier formula ¢:

Si ¢, w;/e, aparece en B, vy, /e, (¢) =1
Si —p, w;/e, aparece en B, vy, /e, (¢) = 0

Prueba:
La prueba se da por recursion sobre la complejidad de .
Para las formulas atémicas:

Pay...ap,w;/ez esta en B = (Oay, -, Oun) € Vi, fe, (P)
= (v(a),...,v(an)) € Vi, /e, (P)
= Ve, (Pay...ay) =1

—Pajy...an, w; /e, estd en B Paj...a,, w;/e; no estd en B
<8al7 "‘7a¢ln> ¢ Vwi/ex(P)
(v(ar), ., v(an)) & Viyse, (P)

Vi, Jen (P01 ...05) = 0

R

Los casos para las conectivas, los operadores modales y las restricciones a relaciones
son bésicamente los mismos que los del lema 11.2. Para los cuantificadores, omitiré los
casos para las equivalencias de los cuantificadores y sélo desarrollaré el caso para &, los
demads casos son similares. Supdéngase que Gy, w;/e, estd en B, entonces para algin
¢, ¢4(c), w; /e, aparece en B. Por la hipétesis de induccion, vy, /e, (¢4(c)). Ahora, para
algind € D, v(c) = v(ka),y v(d) = v(kaq); asi pues, por el lema 11.4, v, 0, (¢~ (kq)) = 1.
En suma, vy, /e, (67p) = 1.

Teorema 11.13: Los arboles para Tp/Tk/Dj} con cuantificadores son completos con
respecto a sus semanticas, i.e., para un X finito, si X F ¢, entonces % F ¢.
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Prueba:
La prueba es la misma mutatis mutandis que la del teorema 11.2 usando el lema 11.6.

Pasamos a considerar la adicién del predicado de identidad al lenguaje de T /Tx /D%
de primer orden. Los lemas 11.3 y 11.4 no se ven alterados, y, de hecho, requerimos un
corolario del lema 11.4:

Corolario 11.2: a = b, p,(a) F ¢, (b)

Prueba:
Debido a que a = by ¢,(a) son verdaderos en una interpretacion J, v(a) = v(b), por el

lema 11.4, ¢, (b) es verdadera por la misma interpretacién.

Teorema 11.14: Los arboles para Tn /T / D} con el predicado de identidad son correctos

con respecto a sus semanticas.

Prueba:
Lo tnico que debemos hacer es extender el lema 11.5 desarrollando los casos para las
reglas de identidad. Las reglas son:

° a=bw;/e, a=bw;/e,
\L i/ ¢7<a)7wi/6x
a=a,w;/e, a=bw,/e, l

p(b), wi/ e

La primera regla dice que, para cualquier constante en la rama, a, y para todos los w; y
e, en larama, a = a, w; /e, aparece en la rama; asi pues, para todow € W, e € E'y para
toda d € D tal que v(a) = v(ka), (v(a),v(a)) € Vy/e(=) en J, como querfamos. Para la
segunda regla, debido a que v(a) = v(b) en f(i) en g(z) en J, entonces v(a) = v(b) en

f(7) en g(y) en J. La tercera regla se cumple por el corolario 11.2.

Teorema 11.15: Los arboles para Tn/Tk /Dy con el predicado de identidad son com-
pletos con respecto a sus semanticas.

Prueba:

La prueba es la misma que la del teorema 11.13 modificando la definiciéon 11.4. Sea C'
el conjunto de constantes en 8. Digase que a ~ b si a = b, wp/eq estd en la rama. ~ es
una relacién de equivalencia. D = {[a] : @ € C'}. R., VE y U siguen siendo lo mismo.
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v(a) = [a]. Para cualquier predicado de n lugares que no sea P, ([a1], ..., [an]) € Vi, /e, Si
Payg...a,,w; /e, aparece en By ([ai], ..., [an]) & Vi, /e, Si 7Paq...an, w; /e, aparece en B
(esto estd bien definido dadas todas las aplicaciones posibles de la regla de invariabilidad
de la identidad y de la sustitucién de los idénticos). Dy, /e, = Vi, /e, (€). Los casos de las
conectivas proposicionales, los operadores aléticos, epistémicos y doxdasticos asi como
los de loas cuantificadores son los mismos que los del lema 11.6. Lo tinico que debemos
considerar son los casos para las férmulas atémicas y el predicado de identidad.

Para las formulas atémicas, tenemos los siguientes casos:

Pay...an,w;i/e; estaen B = ([ai], ..., [an]) € Vi, /e, (P)
= (V(a),...,v(an)) € Vi, /e, (P)
= Ve, (Pay...ay) =1

Paj...a,,w;/e; no estd en B
<[a1]v e [an]> ¢ Vwi/ez<P)

(vlar), ... v(an)) & Viyse, (P)
Vi, Jen (Pa1...05) = 0

—Pajy...an, w; /e, estd en B

U4l

Para el predicado de identidad, tenemos los siguientes casos:

a~b(*)
[a] = [b]

a = b,w;/e, estd en B

Ul

a=b,w;/e, estd en B a = b,wy/ep no estd en B (*)

no es el caso de que a ~ b
[a] # [b]

v(a) # v(b)

Vi Jes (@ F# D) =1

A

Las lineas marcadas con (*) significan que la regla de identidad invariable se ha aplicado
cuantas veces ha sido posible aplicarla.

Teorema 11.16: Los arboles para la versién negativa de T /Ty /D3 con identidad son
correctos y completos
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Prueba:
Lo tinico que debemos hacer es extender las pruebas de los teoremas 11.14 y 11.15 para
las restricciones apropiadas.

Comencemos por la correccién. Son cuatro las reglas que debemos considerar para

el lema de correccion.

Pay...apn,wife,  Ca,w;/e, a=bw;/e, a=bw;/e,
} } Cauwfe, (o) wifes
Q‘fahwi/@m a=a, wi/ear ! \
: a=b,w;/e, ©4(b), wi /e,
Ean, w; /ey
Para la primera regla, si Pa;...a,, w; /e, aparece en B, entonces €ay, w;/e,, ..., Ea,, w; /e,

aparecen en ‘B’. Por la definicién 11.3, (v(a1),...,v(an)) € V@) 9 (P) en J, y, por la
restriccién negativa, v(aq), ..., v(an) € Vi) g2)(€) como se buscaba. La segunda re-
gla dice que, para toda constante, a, tal que €a,w;/e, aparece en B, a = a,w;/e,
aparece en ‘B’; as{ pues, para todo w € W, e € F'y d € D tal que v(a) = v(ky),
Vwie(=) = {(d,d) : v(kq) € Dyc}. Para la tercera regla, debido a que v(a) = v(b) y
v(a) € vy e (€), por lo cual v(b) € vy q)(&), entonces vy qu)(a = b) = 1. La
cuarta regla se sigue por el corolario 11.2.

Pasemos a completitud. Los casos para el lema de completitud son basicamente los
mismos que los del teorema 11.15 considerando que se han aplicado cuantas veces han
sido posibles las reglas de la restriccion negativa. Aqui estan los casos para el predicado
de identidad.

a~b,y Caw;/e, y Eb,w;/e, estdn en B
[a] = [b]

v(a) = v(b)
v(a),v(b) € vu,je,(€)
Va, Je, (@ =1) =1

a = b,w;/e, estd en B

A

La primera linea se sigue por la aplicacion reiterada de la regla para la restriccién
negativa.
Si—a =b,w;/e, estd en B hay dos casos. Para el primero, supdngase que Ea, w;/e,
) ) )

y €b,w;/e, estdn en B, entonces:
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—a = b,w;/e, estd en B = para ningin w; o e,, a = b, w;/e, estd en B (¥)
y a y b son términos distintos

no es el caso de que a ~ b

[a] # [0]

v(a) # v(b)

Vi, Je, (@ =) =0

Ul

La afirmacién marcada por (*) se sigue por todas las aplicaciones de la regla de inva-
riablidad de la identidad que han podido hacerse.

El segundo caso es que o €a, w; /e, 0 b, w; /e, no esté en B. Supéngase que Ea, w; /e,
no estd en B (el otro caso es similar), entonces v(a) = [a] & vy,/e, (€); asi pues,
(v(a),v(b)) & Vw, /e, (=), Por tanto vy, /e, (@ = b) = 0.



APENDICE A: NOTACIONES Y DEFINICIONES PARA LAS
LOGICAS MODALES

A lo largo del trabajo tuvimos la oportunidad de revisar logicas aléticas, epistémicas,
doxésticas y temporales. En la literatura, todas éstas tienen distintas notaciones y
ciertas definiciones tutiles. En este apéndice, doy cuenta de la notacion que usé para mi
trabajo de grado y de otras notaciones usuales. También aprovecho la oportunidad para
presentar nuevamente algunas definiciones ttiles para ciertas légicas, aunque recuérdese
que algunas de estas definiciones pueden fallar si uno se basa en la logica intuicionista,
lo cual se desarrolla y discute en el capitulo 9.

Loégica alética y condicional

Notacion Notaciones | Definicion Lectura

usada alternas

O Ly O Es necesario que ¢

O My —O-p Es posible que ¢

w31 O(p D) ¢ implica estrictamente a 1)

Vo Qe NSO Es contingente que ¢

Agp O V O-¢p No es contingente que ¢

Y O Y o> —(p &> ) Si ¢, serfa el caso de que ¥

=Y —(p o> ) Si ¢, podria ser el caso de que v

Légica epistémica

Notacion Notaciones | Definicion Lectura

usada alternas

[K]p Ko —(K)—¢ Un agente ideal sabe que ¢

(K)p Mo, Ko | —[K]-¢ Para un agente ideal, es posible
epistémicamente que ¢ / Por lo que el
agente sabe, es posible que ¢

\K /¢ -[K]e A=[K]—-p | El agente no sabe si ¢

J K\ (K)o V [K]-p El agente sabe si ¢




Légica doxastica

Notacion Notaciones | Definicion Lectura

usada alternas

(Bl By —(B)—¢ Un agente ideal cree que ¢

(B)p Ny, Bo =[B]-p Para un agente ideal, es posible dox&sti-
camente que ¢ / Por lo que el agente
cree, es posible que ¢

\B/p =[Blp A =[B]—¢ | El agente no tiene un juicio definitivo /
suspende su juicio sobre ¢

/B\y [Ble V [B]—¢ El agente tiene un juicio definitivo so-
bre ¢

Légica temporal

Notacion Notaciones | Definicion Lectura

usada alternas

[Py Hy —(P)—¢p En todo momento pasado, ¢

(P)p Py —[P]=p En algiin momento pasado, ¢

[Fe Gyp —(F)—p En todo momento futuro, ¢

(FYp Fop —[F|=p En algiin momento futuro, ¢

[T]e Ap [Pl A A [Fle | Siempre / en todo momento, ¢

(T Sp (PYpV oV (F)p | A veces / en algin momento, ¢
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APENDICE B: PRINCIPIOS REVISADOS

En aras de una identificacién mas sencilla, gran parte de las férmulas, reglas e inferen-
cias presentadas en este trabajo de grado no fueron numeradas segun el capitulo, por
ejemplo, (#.8) para la féormula $ del capitulo #, sino que recibieron una nomenclatura
mas o menos estandar, por ejemplo, el axioma 7" en su versién alética fue nombrado
(TO) mientras que su versién epistémica (TK). Aun con todo, y pese a las buenas inten-
ciones, la cantidad de férmulas y su distribucion a lo largo de varios capitulos resultaron
en una jungla en la que también es facil perderse. Como una especie de remedio a esta
situacion, en este apéndice se compilan las formulas, reglas e inferencias no numeradas
segun donde hayan aparecido por primera vez. Se ponen también las férmulas numera-

das en caso de que alguna llame la atencion del lector. El orden se da por aparicién.

Capitulo 1. Légicas aléticas, epistémicas y doxasticas normales

(LC) Todos los axiomas y teoremas, I ¢, de la légica cldsica proposicional
(SU)  Sit ¢y pforma parte de ¢, entonces la férmula resultante, ¢, al sustituir
uniformemente p por v, [p/v], también es valida, - ¢’

SikF @yl Da, entonces -

Z
85

Si - ¢, entonces - Oy

(

(ND)

(CO) D(p>g) D (Op D Og)
(DO) Op> Op

(TO) Op>op

(BO) p>0O0p

(40) Op>0O0p

(50) <Op D> OO

(NK) Sit ¢, entonces F [K]p
(NB) Sit ¢, entonces F [Bly
(CK) [K](» 2 q) D ([K]p D [K]q)
(CB) [Bl(r > ¢) > ([Blp > [Blq)
(TK) [Klp>p

(4K)  [K]p D [K][K]p

(5K)  —[K]p D [K]|-[K]p

(DB)  [Blp > ~[B]-p



(4B) [Blp > [B][Blp
(5B)  —[B]p > [B]-[B]p
(KB) [K]p D> [Blp
Capitulo 2. Semanticas para T /Tk /D3

No hay elementos nuevos que mostrar.

Capitulo 3. Arboles para T /Ty /D%

(3.1) VpA[K]pkE V[K]p
(3.2) (K)p>Op

Capitulo 4. Algunas afirmaciones spinozianas

Capitulo 5. Temporalizacién de T /Tx/Dj

(NP) Si - A, entonces - [P]A

(NF) Sik A, entonces - [F]A

(CP)  [Pl(p>q) D ([Plp > [Plq)

(CF)  [Fllp2q) 2 ([Flp D [Flg)

(PF)  pDI[PKF)p

(FP)  pD[F|(P)p

(DP)  [Plp > (P)p

(DF)  [Flp D (F)p

(HP)  ((P)pA(P)q) D ((PY(P)pAq)V(P)pAq)V(P)(pA(P)q))
(HF)  (F)pA(F)q) D (FY(F)pAq) V(F)(pAq)V(F)(pA{F)q)
(4P)  [Plp D [P][P]p

(4F)  [Flp D [F][F]p

(DEP) [P][Plp > [Plp

(DEF) [F][Flp D [Flp

(5.1) [THEYT D OTF)T

(5.2)  [TUF)T D [K][T(F)T

(5.3)  [THE)T D [BITKF)T
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Capitulo 6. Sobre el principio de cerradura estricta para el conocimiento

TO+) Op=3p

TK+) [Klp3p

DB+) [Blp 3 —[B]-p

KB+) [K]p=3[Blp

CB+) [B](p-34q) 3 ([Blp=3[Blq)

CK+) [K](p-3q) =3 ([K]p =3 [K]q)
[

CO+) O(p-34¢)3(0Op-30g)
T) [OlpDp

5) =[0O]p > [0]=[O]p
BBK) [B]p O [B][K]p

Capitulo 7. Légicas alético-epistémico-doxasticas condicionales

=
a

pO—>qF (pAr) oo g
pO—q,qO>rFEpO-or

pO-qF —qO- —p
[K](po—q) # [K]((pAT) O q)
[K](p o= q), [K](go— 1) ¥ [K](po— 1)
[K](p o> q) ¥ [K](—g O~ —p)

p O ~[K]p

p O~ —[K]-p

po~>\K/p
pO=>qpO=rhpos (gAT)
O([Blp A —p) D -[K]p

~(([Blp A —p) &= —[K]p)

([Blp A —p) o> —[K]p

o, 0> Y

PCE*) Opo- (q0- p)

PCE*) O-p0- (po> q)

—p 0 —[K]p = ([Blp A —p) &> —[K]p
CK*)  [K](p o= q) o~ ([K]p O~ [K]q)

5 3
RS

RIS I = I
Emaa
2EZ

0O ~J O U = W N
— N

e~~~ o~~~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ —~
~—
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Capitulo 8. Loégicas alético-epistémico-doxasticas anormales

81)  O((VpA[Klp) > VIK]p)
8.2) O[B](p > [K](q V ~q))

OLM) Si k¢ D, entonces - [K|p D [K|Y)
OLE) Si k¢ 31, entonces F [K|p 3 [K]Y)
MPE) Sik @yt @31, entonces - ¢
QCK+) O[K](p 2 q) 3 ([K]p 3 [K]q)

8.3) ([K](p 3 9) AN [K]p) 3 [Klq

9.1) F{K)p3I—[K]—p

9.2) F—I[K]—pId(K)p

9.3) ¥— (K)-p 2 [K]p

CIO) O(p 3 ¢) 3 (0p 1 Hgq)

CIK) [K](p 3¢) 2 ([K]p 2 [K]q)

CIB) [Bl(p 3¢) 2 ([Blp 3 [Blq)

OLI) Sik ¢ 3, entonces F [K|p T [K]|Y

41K)  [Kp 3 [K][K]p

41B)  [B]p 1 [B][B]p

5IK)  — [Kp 3 [K] — [K]p
)

— [Blp 3 [B] — [Blp
Capitulo 10. Ty /Tx/D7} de primer orden con identidad invariable

En el capitulo hay un par de diagramas dedicados a las férmulas Barcan.

g) Vavn(y=mn) D Oy =7
[IK) VyVn(y=n) D [Kly=n
[IB)  Vy¥n(y=n) D [Bly=n

(
(
(
(
(
(
(

10.1) [K]OAy(Sy D T), [B|CGy(Uvy A Sv) F [B|&yO(Uy A TY)
10.2) [K]QVy(Sy D T7), [B]CIy(Uy A Sv) ¥ [B]3yo(Uy A TY)
10.3) a=10b,Qak¥F -[K]O-Qb

104) a=bD>0(CaDa=0b)
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APENDICE C: (SH) Y (SHC) COMO ANALOGOS A LAS
FORMULAS BARCAN

En el capitulo 6, conocimos a (SH) y (SHC) como principios vélidos de la logica
S55/S5k, v en el capitulo 10, conocimos a las férmulas Barcan y cémo estds son vali-
das con dominios constantes (o cuando los cuantificadores no estén cargados existen-
cialmente) e invalidas con variables (cuando permitimos que los cuantificadores tengan
carga existencial). Valga apuntar que, cuando uno trabaja en S55/S5x, (SH) y (SHC)
se compartan como las formulas Barcan con dominios constantes. Asi pues, podemos
modificar los esquemas que vimos entonces en el capitulo 10 sobre las interacciones
entre las modalidades de re y de dicto para entender cémo en S55/S5 ciertas actitu-
des epistémicas (puestas en el diamante exterior) se relacionan con ciertas condiciones
aléticas del conocimiento (puestas en el diamante interno), para esto, véase la siguiente
tabla. Siendo cuestionables (SH) y (SHC), todas las inferencias mostradas en el diagra-
ma son de dudosa plausibilidad. Particularmente, a mi parece problematica la inferencia
de (g) a (h), si es posible conocer algo, lo sabemos como posible; esto lleva demasiado

lejos la idealizacion que se hace de los agentes epistémicos.

Dp% DK) g

N
e<>

—~
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D(—)

S
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