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INTRODUCCION

Dentro del contexto de una teoria del tipo Standard de
Enskog, se presenta la comﬁatibilidad de una formulacién cinética
para la descripcién de una mezcla binaria de esferas duras con los
postulados de la termodindmica irreversible lineal. Esta
consistencia se logra a partir de la propuesta para la forma
cinética de la entropia de la mezcla, misma que satisface una
ecuacién de balance. A partir de esta ecuacién, se reconoce al
término fuente como la produccién de entropié, que queda expresada
en términos de las fuerzas termodinamicas y los flujos cinéticos
del sistema, y se muestra que la matriz de los coeficientes de
Onsager correspondientes a las ecuaciones de transporte es
simétrica. Por ultimo, en un caso particular, y de manera
consistente con las aproximaciones consideradas, se prueba que la
produccién de entropia es semipositiva definida, completando con
ello el esquema de los lineamientos de lav termodinamica

irreversible lineal.




CAPITULO 1
ANTECEDENTES

La descripcién cinética en la regién de densidades
moderadas para un gas simple constituido por esferas duras, fue

E ALY partir de sus 1ideas,

presentada en 1921 por D. Enskog
se han propuesto varias formas para estudiar la teoria cinética
tanto de gases simples como de mezclas de esferas duras.

La genefalizacién de las ideas de Enskog al caso de una
mezcla multicomponente de gases densos lleva consigo el establecer
una teoria cinética adecuada, a partir de la cual pueda
encontrarse una correspondencia entre la teoria de transporte
subyacente y la termodindmica irreversible lineal (TIL) tal como
se ha establecido en el caso de la misma mezcla tratada con la
ecuacién de Boltzmann'*’ ™",

Cabe recordar que la ecuacién basica de la TIL es la

) 5 , 4
ecuacién de balance para la densidad de entropia ps(),

Ds

P + Vo JS = ¢ (1.1)

Dt

Esta ecuacién tiene dos contribuciones al cambio temporal de la
densidad de entropia. Una es debida al flujo de entropia hacia
el elemento de volumen dado por el término V o Js donde Js
representa el flujo de entropia, y la segunda contribucién es un
término fuente, es decir la produccién de entropia o . De aqui

surgen tres resultados:




i) Con la finalidad de que la TIL sea consistente con
la forma de Clausius para la segunda ley de la termodindmica, se
impone la condicién de que,

cz0 (1.2)
La ec. (1.2) se obtiene a partir de una integracién directa de la
ec. (1.1) en el caso de un sistema cerrado y se toma como

. . (4)
postulado en el caso de sistemas abiertos.

ii) A partir de la ecuacién de balance (1.1) y las
ecuaciones de conservacién, se obtiene que la produccién de

entropia toma la forma,
o = E J oX (1.3)
1 1

donde J1 y X1 son respectivamente los flujos y fuerzas
termodinamicas y el producto © acopla fuerzas y flujos del mismo
caracter tensorial en el caso de sistemas isotrépicos, resultado
que se conoce como el prinéipio de Curie. Es necesario hacer
notar que la produccién de entropia ¢ puede escribirse en formas
alternativas utilizando conjuntos de flujos y fuerzas diferentes,
ello siempre y cuando estas expresiones presenten 1la misma

estructura para la ec. (1.3) para los nuevos flujos y fuerzas J;

y X; , es decir,




iii) Deben satisfacerse las relaciones de reciprocidad
de Onsager. Esto implica que para sistemas multicomponentes o
fendémenos donde existan efectos cruzados, la matriz formada por
los coeficientes fenomenolégicos que relacionan a los flujos con
las fuerzas debe ser simétrica. Es importante sefialar que no
necesariamente en cualquier representacién de flujos y fuerzas

. P . (8)
puede mostrarse la simetria de la matriz de Onsager.

El desarrollo de teorias cinéticas diferentes para
mezclas de gases densos ha llevado consigo de una forma u otra a
intentos para lograr una compatibilidad entre los resultados
cinéticos y la TIL. Una de las principales diferencias entre los
diversos tratamientos son las expresiones que se obtienen para la
fuerza de difusién en 1la mezcla, lo cual como se 1indicé
anteriormente, conlleva a representaciones diversas para la
produccién de entropia. Es hasta los 'ﬁltimos afios en que a

nuestro Jjuicio se han logrado presentar esquemas claros al

respecto.(g)'(ll)

A continuacién, y con la finalidad de situar el presente
trabajo, es conveniente presentar un resumen cronolégico breve
donde se sefiala como han surgido diferentes enfoques para atacar
el problema de las mezclas y cémo éstos han intentado presentar la
compatibilidad con la termodindmica irreversible lineal.

El trabajo de Enskog para un gas denso de una sola
componente, en el cual se sigue suponiendo valida la hipétesis de
caos molecular y que sélo es necesario considerar colisiones
binarias, consiste en modificar la ecuacién de Boltzmann

considerando dos factores'?’™®.




i) Debido al diadmetro finito ¢ de las esferas, las
colisiones entre las particulas no ocurren en un punto dado del
espacio. Esta modificacién implica que el factor

fir,v,t) f(r,vl,t)
en el término colisional de la ecuacién de Boltzmann debe ser
sustituido por,
f(r,v,t) f(rtok,vl,t)
donde k es un vector unitario a la largo de la linea que une los
centros de las particulas involucradas en la colisién.

ii) La probabilidad de que ocurra una colisién en el
caso de un gas denso se incrementa con la densidad. Por esta
razén, se incluye un factor adicional, xE ,el valor de equilibrio
local de la funcién de distribucién radial evaluada en el punto de
contacto entre 1las esferas, que depende de 1la densidad, la
posicién y el tiempo, evaluada en la densidad de equilibrioc local.
Esta funcién se reduce a la unidad en el caso de un gas diluido.

Tomando en cuenta las consideraciones anteriores, 1la
ecuacién cinética de Enskog es de la forma,

3 8 F 8

— f(r,v,t) + vo fir,v,t) +
at dr m ov

o

f(r,v,t) = J5(£,£)

(1.4)

donde, F es la fuerza externa, vy,

JFE,f) = J J xE(r+1/2ok)f(r,v’,t)f(r+ok,v1’,t) -

xE(r—1/zok)f(r,v,t)f(r-ok,vl,t) o*z(gok)dkdv1 (1.5)




La evaluacién del factor xE en el caso de un gas simple
poco denso y uniforme hasta segundo orden en la densidad se
remonta a Boltzmann vy Clausius.(Z) En el caso de un gas no
uniforme, este factor debe incluir una dependencia en las
derivadas espaciales de la densidad. Cabe subrayar que la teoria
de Enskog para un gas denso de esferas duras de una componente y
sus consecuencias han sido ampliamente discutidas en los Ultimos
afios.

Las teorias que han surgido para estudiar las mezclas de
gases densos han sido clasificadas en dos grupos“z): la teoria de
Enskog standard (SET) y la teoria de Enskog revisada (RET).

(1)

La SET fue concebida por Thorne y Tham y Gubbinsu3)

y fue posteriormente modificada por Barajas, Garcia-Colin, vy
Pifg (14 (15)

El primer intento por extender la teoria de Enskog a una
mezcla binaria de esferas duras disimilares fue llevado a cabo por

H. H. Thorne(l).

En sus ecuaclones cinéticas para la mezcla
sustituye el factor xE de la ec. (1.1) por tres factores xl, xz y
x12 relaclonados respectivamante con las colisiones entre pares de
moléculas de la especie 1, pares de moléculas de la especie 2 y
pares de moléculas disimilares. Estos factores quedan expresados
explicitamente en términos de un desarrollo en potencias de los
valores de equilibrio de la densidad. Thorne encuentra que a
primera aproximacién, las soluciones de las ecuaciones son las
Maxwellianas fg y fg » Yy en una segunda aproximacién las
soluciones son fi A f; que se expresan en términos del desarrollo

de Chapman-Enskog como,




f

0 1
f1(1 +¢)

f

1

1

1 0 1
+

5 f2(1 ¢2)

donde, utilizando la misma metodologia que aquella usada para

1 1
encontrar la solucién a la mezcla de Boltzmann, ¢1 y ¢2 son de la

forma,

$ = -A, o VInT - Bl : Vu - nD o d (1.6)

donde la fuerza de difusion df depende de los gradientes de las
densidades de ambas especies y del gradiente de la temperatura.
Thorne menciona que las soluciones dadas por la ec. (1.6) no
pueden expresarse en términos de las soluciones de Boltzmann,
¢:B = —A’fova —[B?:Vu —.nD?odi

Por Ultimo, encuentra expresiones para el flujo de calor en el
caso en el que se desprecie el fendmeno de difusidén, y para el
tensor de esfuerzos.

La teoria de Thorne fue extendida a mezclas
multicomponentes por Tham y Gubbins en 1971(u), sustituyendo a
la funcién de correlacién xij por su valor en equilibrio local
evaluada en el punto de contacto de las moléculas.

En 1973, Barajas, Garcia-Colin, y Piﬁau4)US) mostraron
que en el caso de una mezcla binaria, los trabajos de Thorne y
Tham y Gubbins presentaban algunas 1inconsistencias debido
basicamente a la forma en que se toma el punto de evaluacién de
las funciones xij. Ellos propoﬁen que las xij son funciones
desconocidas de la densidad que pueden ser evaluadas en cualquier

punto arbitrario yijk localizado entre 1los centros de las

moleculas que chocan. Debido al didmetro finito de las esferas i




y j la colisién ocurre entre puntos separados a una distancia

o Con esto modifican la ecuacién de Enskog para la mezcla en
ij

ausencia de fuerzas externas a la forma,

5] o £
— f (r,v ,t) + vo fi(r,vl,t) s J (fi,fj) (1.7)

at ! ! TS

donde,
2

E _ , . _
J (f,l,fj) = ZJJ xij(ri+yuk)fj(r‘lﬂruk,vj ,t)fi(ri,v1 ,t)

j=1

2
- - ° kd 1.8
xij(ri yljk)fj(ri oijk,vj,t)fi(ri,vi,t) O'ij(gji kl)d vj ( )

donde

oi+¢j
= - /= = Vv -V + =
oij 2 gji j i yij yji ij

Al desarrollar esta ltima ‘ecuacion hasta primer orden en los
gradientes para fi, fj \'% x;j y tomando el desarrollo a primer
orden de Chapman y Cowling, obtienen una ecuacién cinética para
las funciones ¢i y la transformacién que les permite relacionar
estas ultimas con las soluciones de 1la mezcla de Boltzmann.
Asimismo, encuentran que el flujo de calor y el fenéor de
esfuerzos no se ven afectados por la eleccién del punto yij. Sin

embargo, la fuerza de difusién muestra una dependencia explicita

en yij. Es en este trabajo donde surge por primera vez la idea de




comparar los resultados obtenidos a partir de la teoria cinética
para la mezcla con aquellos correspondientes a la TIL. En este
caso se plantea una comparacién directa entre la fuerza de
difusién fenomenologica de la TIL(7) y la que se obtiene
cineticamente. Debido a que ambas expresiones difieren a segundo
orden en los gradientes de la densidad, los autores interpretan
esta discrepancia como una 1indicacién de que 1los resultados
obtenidos de esta teoria no son compatibles con TIL.

En ese mismo afio, van Beljeren y Ernst“ﬁ)“7) retoman
la aseveracién de Barajas; Garcia-Colin y Pifia con respecto a la
incompatibilidad de su teoria cinética con la TIL y plantean una
nueva modificacidén al tratamiento de mezclas de gases densos de
esferas duras, conocida en la literatura como la teoria de Enskog
revisada (RET), que consideran logra una compatibilidad con TIL.
van Beijeren y Ernst plantean por primera vez que dicha
compatibilidad debe establecerse via 1la comprobacién de la
simetria de las relaciones de reciprocidad de Onsager. Proponen
que la.funcién xij debe ser una funcional de la densidad que
tome en cuenta 1las inhomogeneidades espaciales del estado de
equilibrio local y que queda expresada en términos de graficas de
Mayer. A partir de sus resultados, manejan como fuerza de
difusién al gradiente del potencial quimico. Para poder llevar a
cabé el estudio de compatibilidad entre sus resultados y la TIL
suponen que para su sistema debe contarse con una produccién de
entropia de la forma de la ec. (1.3) en términos del flujo de
calor y el gradiente de temperatura, y del flujo de masa y el

gradiente del potencial quimico, a partir de lo cual muestran que

la matriz de los coeficientes de transporte es simétrica.




Asimismo, exhiben que en su representacién la fuerza obtenida por
Barajas, Garcia-Colin y Pifia no es compatible con la TIL.

A partir de las ideas de van Beljeren y Ernstu6)“7%
surgen una serie de trabajos que desarrollan, por una parte, el
esquema de la teoria cinética de mezclas de gases densos, y por
otra, se comienza a construir formas para la entropia que permitan
hallar una produccién de entropia adecuada y que lleven a la
posibilidad de mostrar un teorema H.

En cuanto al desarrollo de 1la RET para mezclas de
esferas duras sobresalen hasta la fecha(IS), entre otros, los
trabajos de Kincaid'® que calcula el coeficiente de difusién
mutua en una mezcla binaria; de Karkheck y Stell“g) que calculan
coeficientes de transporte en una mezcla binaria dentro del modelo
de Widom-Rowlinson que solamente permite interacciones entre
moléculas disimilares; y, aquellos de Loépez de Haro, Cohen y
Kincaid(19%423) que presentan diferentes estudios en mezclas
multicomponentes y los calculos respectivos de los coeficientes de
transporte.

Las diferentes propuestas con respecto a la forma dé la
entropia cinética y la existencia de un teorema H, dentro del
esquema de la teoria cinética para gases densos, se han realizado,
en su gran mayoria, para un gas de esferas duras de una sola
componente. Es importante notar que ninguna de estas propuestas
intenta verificar si las formas cinéticas para la entropia pueden
reducirse en el caso de equilibrio a la entropia del sistema. Uno
de los primeros trabajos al respecto es el de Resibois(24)(25)

quien propone una forma para la funcion H en un gas de esferas

duras de una componente en términos de la funcién de distribucién




del conjunto gran candénico para N particulas mostrando que dicha
descripcién corresponde a la RET. Resibois muestra que su funcién
H(t), con H(t) = -S(t) donde S(t) es la entropia, satisface la
desigualdad,
8, H(t) =0

lo cual lo lleva a enunciar la validez de un teorema H giobal para
su sistema. El siguiente intento se refiere a encontrar 1la
validez de un teorema H para una mezcla multicomponente de esferas
duras ahora dentro del contexto de la SET 1llevado a cabo por

t26) generalizando las ideas de Resibois.

Grmela y Garcia-Colin
Este trabajo se basa en un esquema poco familiar propuesto por

Grmela(27) para estudiar las condiciones de compatibilidad entre

ecuaciones cinéticas y la termodinamica. Posteriormente,
siguiendo de nuevo los lineamientos de Resibois,
(28)-(30)

Mareschal encuentra, dentro del contexto de la RET para
un gas denso de una componente, la existencia de un teorema H
local que le lleva a escribir una expresién para la produccién de
entropia, que resulta ser semipositiva definida, en términos de
los flujos y las fuerzas del sistema, es decir, del flujo de calor
y el gradiente de temperatura y del tensor de esfuerzos y el
gradiente de velocidades. Casi simultaneamente, Karkheck v
Stell(g) retoman el problema y mediante el ©principio de
maximizacién de entropia de Lewis(3”(32) logran mostrar un
teorema H y encuentran una expresién para la produccién de
entropia para un gas de esferas duras de una componente dentro del
marco teérico de la RET. Extrapolando los resultados obtenidos a

una mezcla multicomponente, logran expresar su produccién de

entropia en términos de los flujos y las fuerzas del sistema que

10




ahora incluyen a los flujos de masa y a las fuerzas de difusién.
Al aparecer ahora fendmenos cruzados, por ultimo logran mostrar
que la matriz de los coeficientes de Onsager es simétrica. El
trabajo de Karkheck y Stell logra asi exhibir, mediante su
propuesta para la forma cinética de la entropia, que la RET es

compatible con la TIL.

En esta tesis se replantea el tratamiento cinético para
la descripcién de una mezcla binaria de esferas duras disimilares
dentro de un contexto del tipo SET, al cual se denominard teoria
de Enskog standard revisitada (RSET), cuyo punto de partida es el
conjunto de conclusiones presentadas por Barajas, Garcia-Colin y
PiﬁaMS).

La trascendencia de este trabajo radica en presentar un
esquema formal dentro del cual se nuestra que la RSET es
compatible con la termodinadmica irreversible lineal. El punto
fundamental de este andlisis consiste en proponer una forma
funcional para la entropia de la mezcla binaria a partir de 1la
cual se verifica la consistencia de la teoria con los postulados
de la TIL. Se exhibe que dicha entropia satisface una ecuacidén de
balance del tipo dado por la ec. (1.1), donde, a partir de esta
ecuacién de balance, se prueba que la produccién de entropia puede
expresarse en términos de los flujos y las fuerzas del sistema, vy,
se muestra la evidencia acerca de 1la simetria de la matriz de
coeficientes de Onsager. Es importante sefialar que el
procedimiento utilizado para confirmar la compatibilidad con TIL

no se basa en la forma de la fuerza de difusién en el sistema(ls%

11




Por ultimo, se establece un caso particular en el cual 1la
produccién de entropia es semipositiva definida completando asi
los requerimientos necesarios dentro de la TIL.

La presentacién de los resultados obtenidos esta
organizada en cinco capitulos, como sigue:

En el Capitulo 2, sé presenta la formulacién cinética
utilizada para la descripcién de la mezcla binaria de esferas
duras disimilares. En el Capitulo 3, se presenta la forma para la
entropia de la mezcla y se presentan propiedades de la misma. Sé
encuentra la ecuacién de balance que satisface dicha entropia en
el Capitulo 4, a partir de la cuidl se reconoce la produccidén de
entropia en términos de los flujos y fuerzas del sistenma,
mostrandose en el Capitulo 5 las relaciones dé reciprocidad de
Onsager entre los mismos. En el Capitulo 6, se presenta un caso
particular en el cual se exhibe la existencia de un Teorema H y se
muestra que la produccién de entropia es semipositiva definida.
Se presenta, por uUltimo, la discusién acerca de las conclusiones

alcanzadas a lo largo del desarrollo de este trabajo.
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CAPITULO 2

LAS ECUACIONES CINETICAS Y LAS ECUACIONES DE CONSERVACION

Como una primera parte de este trabajo, presentaremos a
continuacién la formulacién cinética, siguiendo los lineamientos
de la teoria RSET“I), que se utiliza para describir un sistema
que consiste de una mezcla binaria de esferas duras disimilares
con diametros vi , densida@ de numero ni y masas mi donde
i =1, 2 . A partir de las ecuaciones cinéticas presentadas, se
encontraran por una parte, las ecuaciones de conservacién que
deben satisfacerse para nuestro sistema, a partir de las cuales
podremos identificar los flujos asociados a la mezcla. Asimismo,
analizaremos la fuerza de difusién asociada a la misma, y, por
ultimo, encontraremos la solucién a las ecuaciones cinéticas en
el caso lineal.

En ausencia de fuerzas externas, las ecuaciones

cinéticas para las funciones de distribucién de una particula f
1

en una mezcla binaria de esferas duras estdn dadas por,

ff'_ + v,-af = Df =
i — = t i
at or
2
= }: J J’{xij(r‘i+y1jk)fj(ri+0'ijk,vj ,t)fi(ri,vi ,t) -
j=1

— — - 2 e =
xU(r‘1 yijk)fj(r‘i o‘ijk,vj,t)fi(rl,vit)}vij (gji k)dkdvj =

= J5(rrf) (2.1)
L

13




donde v, > v’k , k = 1,2 para las dos especles, son las
velocidades de las moléculas antes y después de la colisién
respectivamente; xij es la generalizacién de la funcién de

Enskog evaluada en un punto arbitrario yij localizado entre los

centros de las particulas que chocan, vy,

o + oj
oij = — -
2
r - rj
k= — -
ir. - r|
J
=EvVv -V
gJi j 1
+ = ¢ =0
i) y)l ij ji
Consideraremos aqui que X, . es en general una

1)

funcién desconocida de la densidad, es decir,

x.. =x .(n,n) ' (2.2)
ij ij i ]

Como un primer paso, procederemos a encontrar las
ecuaciones de conservacién para las densidades locales de nuestro
sistema:

i) La densidad de nimero n = z n. o, donde nes la
1
1

densidad de numero de la especie 1 vy esta dada por,

n = J fi(r,vi,t) dvi (2.3)

ii) La densidad de impetu pu donde p es la densidad de

14




masa,
= = mn
P z pi Z ii
i i

p es la densidad de masa de la especlie i Yy u es la
velocidad hidrodinamica local,

2

pu = E: J fi(r,vi,t) m v dvi (2.4)

i=1

iii) La densidad de energia interna dada a través de la

temperatura local como,

2
3/2 nk. T = 25:1/2 J f (r,v,t) mc 2 dv. (2.5)
B i i i i
i=1
donde ¢, = Vi ~ u es la velocidad térmica o cadtica de 1la
1

i-ésima especie.

La metodologia para obtener 1las ecuaciones de
conservacién para las densidades de masa, impetu y energia, ecs.
(2.3)-(2.5), consiste en multiplicar las ecuaciones cinéticas
(2.1) por los invariantes colisionales wi ,

2
Y. = 1 , mec , mc° /2 (2.6)
i i ii
respectivamente, integrar cada una de las ecuaciones resultantes
sobre el espacio de velocidades v, , y realizar una suma sobre
1

las especies 1 y 2, esto es, la forma general de cada una de las

ecuaciones de conservacién puede escribirse como,
2 2

a
- . E
Z Jwi f v Ve by, Z v, FEE) (2.7

i=1 i=1

15




Para llevar a cabo el procedimiento presentado en
las ecs. (2.7), es conveniente desarrollar en serie de Taylor el
término de colisién JE(fifj) , esto es, desarrollar a las

funciones fk y xlj alrededor del punto r, esto es,

f(rto k) = f£(r)* o k+ UF (r) + OV + ... (2.8)
i ij i ij i
= 0 -+ . 2
xij(r * yijk) xij(r) * yij k inj(r) + 0WV°) + ... (2.9)
donde,
2
ox. .
Vx,, = Z — - n (2.10)
) on
k=1

y xi? es el valor}de equilibrio de xij evaluado en el punto
de contacto.

Sustituyendo los desarrollos dados por las
ecs. (2.8) y (2.9) en la ecuacién (2.7), las ecuaciones de

conservacion pueden escribirse en la forma general,

2
8
E: ¥, 4 —f + v sV f dv. = -V v (2.11)
at
i=1
donde @i representa el flujo de wi . El flujo Wi puede

Atener en general dos tipos de contribuciones, esto es,
vo= ¥ o+ ¥ (2.12)
i i i

El flujo Wik representa el flujo cinético y surge del

transporte traslacional debido al movimiento de las moleculas.
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En el caso de gases diluidos, ésta es la uUnica contribucién que
se tiene. Por otra parte, el flujo WiQ es la parte colisional
del flujo que contiene 1las contribuciones del ‘transporte
instantdnec durante las colisiones entre las moléculas via el

potencial intermolecular.

Las ecuaciones de conservacién para nuestro sistema

seran las siguientes:

i) Para wl = 1 , obtenemos la ecuacién de

conservacién de masa para cada especie,

D J.
—mn + n Veu = -V —- (2.13)
Dt m
i
donde Ji representa el flujo de masa de la especie 1,
J(r,t) = m, J f (r,v ,t) ¢ dv (2.14)
i i i i i i
con z Ji = 0 . Cabe resaltar que debido a que el proceso de

difusién sélo se debe a la traslacidn de las moléculas, el flujo
de masa Ji solamente tiene la contribucién cinética.
Sumando las ecuaciones (2.13) sobre las especies,

obtenemos la ecuacién de continuidad,

D
— n + nvV.-u = 0 (2.15)
Dt
ii) Para wi = mc o, llegamos a la ecuacién de

movimiento,
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—u + 1/pUp. = -1/pV s P (2.16)
Dt °

donde se obtiene que la presién hidrostatica P, de la mezcla de

esferas duras satisface la ecuacién de estado,

2
nkT 1+ B n ° =
i B ij jxij
= j:l
2 2 ’ 2
Z nikBT 1+ Z ij j i = Z Po; (2.17)
=1 i=1
con,
3
B..,=2/3ma " =8
ij ij ji
Y
m
Moo= ——
H m_ +m
j
y P es el tensor de esfuerzos. El tensor de esfuerzos esta
divido en dos partes,
P(r,t) = P*+pP* (2.18)
donde Pk representa la parte cinética,
2
" o]
P = E: m f{r,v. ,t) cc dv. (2.19)
i i i ii i
i=1

o
donde cici representa el tensor sin traza, y PQ es la parte

potencial del mismo,

18




2 2
o _ 3 0 .
P = 1/2 E: }: aijij4[[mi(ci ci)kfi(r,vi,t)fj(r,vj,t)

c k £ 2
1+ -y [1og - —] (gji°k)dkdvidvj + 0V o+ ...

(2.20)
iii) Para wi = 1/2 mici2 , se obtiene la ecuacién de
balance de la energia interna, que expresada en términos de T
queda de la forma,
1 D 2p

— — T + -——0— v-u = —V L4 J (2.21)
T Dt 3nk T d

donde Jq es el flujo de energia formado también por dos partes,

Jg =3+ (2.22)
q q q
una cinética Jz ,
2
k 2
J = }: 172 m { f (r,v ,t) ¢~ ¢ dv (2.23)
q i i i i i i

i=1

y una parte potencial ,

2 2
] z z 3 0 2 2
J = » e
a wijxiJJ[Jl/zmi(ci ci)kfi(r,vi,t)fj(r,vj,t)

i=1j=1

2 f

vijk fi
1+ -- .y [log——] (g -k)dkdv dv, + O(VD) + ...
ji i J
b

(2.24)
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En las ecs. (2.13), (2.15), (2.16) y (2.21) hemos

utilizado la derivada sustancial definida como,

1]
+
[
<

Dt at

Si adicionalamente suponemos que la ecuacién de Gibbs

sigue siendo valida,

2
Ds Du Dv Dck
T = + p— - Zpk—— (2.25)
"Dt Dt Dt Dt
k=1
donde s es la entropia local, u la energia interna, v el

volumen especifico, M, el potencial quimico de la especie k y
ck la concentracién, utilizando las ecuaciones de conservacién
del sistema, ecs. (2.15), (2.16) y (2.21), se puede encontrar que

la entropia del sistema satisface una ecuacién de balance,

Ds

P + Veld = o (2.26)

Dt

donde Js es el flujo de entropia que tiene la forma,

2
1
o= — |5, - Z“ka (2.27)
T
k=1

y la produccién de entropia o queda expresada como productos de
las fuerzas y los flujos del sistema. Cabe notar que la
obtencién de la ecuacién de balance de éntropia (2.26) a nivel
mesoscépico es independiente de 1la forma de la entropia del

sistema.
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Para encontrar 1las soluciones a las ecs. (2.1)
consistentes con el régimen hidrodinanico se utiliza el bien
conocido método de Hilbert—Enskogu) basado en la hipdétesis de
que las funciones de distribucién fi dependen del tiempo sélo a
través de sus 5 momentos, p , u y T , esto es,

fi(r,vi,t) > fi(r,vi;{p(t),u(t),T(t)})
El método consiste en proponer un desarrollo para las fi en
términos de series de potencias del llamado pardmetro de Knudsen
€ proporcional a los gradientes de los momentos y que al final
del calculo se iguala a 1la unidad. Simbélicamente, este
desarrollo sé puede expresar como,
(1)+ 2.(2)

_ _ .0 (1
fi-fi+&'fi Efl +...—fi{1+¢>i + ¢

(2)

. .} (2.28)

¢?ﬂ representa la correccién a orden n en los gradientes
macroscépicos del sistema, vy, f? es la funcién de distribucién
Maxwelliana local,
£ = n_(m s2mk_T)*%exp{-n c %/2k T} (2.29)
i i B i B

Si consideramos ahora la aproximacién a orden cero para

. 0 .
fi , esto es, la Maxwelliana local fi , las ecuaciones de

conservacién (2.15), (2.16) y (2.21) se reducen a las ecuaciones

de Euler para una mezcla binaria ideal de esferas duras,

D
— n + nVeu = 0 (2.30)
Dt
D
—u + 1/pVUp = 0 (2.31)
Dt
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— — T + —"-9eu = 0 (2.32)

En el caso de tomar el desarrollo de Hilbert-Enskog a

primer orden, esto es,

_ .0 (1 _ 0 (1)

£o=f +f £ {1+ ¢ } (2.33)
las ecuaciones de «conservacién (2.15), (2.16) y (2.21)
corresponden a las ecuaciones de Navier-Stokes, y las

contribuciones potenciales de los flujos de momento, ec. (2.17) y
de calor, ec. (2.24), se escriben hasta primer orden en
los gradientes.

Procederemos ahora a resolver las ecuaciones cinéticas
(2.1) hasta primer orden en los gradientes. Para lograrlo
usaremos por una parte las expresiones para fi and xij dadas
por las ecs. (2.8) y (2.9), y por otra tomaremos el desarrollo de
Hilbert Enskog para f_l ,dado por la ec. (2.28), hasta primer
orden en los gradientes, ec. (2.33).

Con las aproximaciones anteriores, la forma lineal de

la ecuacién cinética (2.1) puede escribirse de la forma,

2

D, £ = }Z e S B

3
Z 2 %) (2.30)

k#1

ij

>Tw

-

j=1 i=

donde, para mantener la ecuacidén (2.34) expresada hasta primer
orden en los gradientes se utilizan las ecuaciones de Euler

(2.30)-(2.32) para evaluar el término th? dado por,
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1
Df = fo c «— Un + ¢ [@2 - 5/2] —_ 4+
t 1 i n T
i
m o P
+ —'~cc :Vu - 2/3 t‘;’f-axz 1-—-]v-u
kT 1 nk T
B B
mc, Vp
SR JUG DU (2.35)
k T p

1,.0,.(1) 0 0.0 2
- -3 =g’ -k)dkd )
Zij(f £ ) xij J [flfj (¢l+¢j ¢i ¢j )o‘ij(gji k)dk vj (2.36)

g2 2 ° ke (£20f% + £%95%) o 3(g +k)dk dv_ (2.37)
S | i j i j ij i j
3 0 .0 0.0 2
¥ = k* V ff + £ f oy +k) dk d 2.38)
i JJ Xy E7F R LT vy
Utilizando entonces las ecs. (2.35)-(2.38), la ecuacién cinética

(2.34) se transforma en la ecuacién linearizada,

2

0 0.0, (1) (U_ (1), (), 2 _
Z %, ” 19000, 0 Vo0l 0 ) 0 Tlg oK) dk v,

j=t

= -l K(©3s/2)c - VInNT + d +-c +
i i i i i i

+2K’[E6] : Vu + 23 (n/n) K"(E 2.32) V + u } (2.39)
i i i's j i i

donde hemos definido,
€ = (m/2k.T)"%c (2.40)
i i B i

y hemos denotado la parte simétrica sin traza de un tensor

mediante [ ]s . Aqui, se define a di como la fuerza de
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difusién y estd dada por,
2

nm o
- RN N 2 v +
dl Vpo + 1/n E 81) + Bijx”n1 nj
nkBTp
j=1

2

(o]
d + 28 M nn vinT +
* Z nody 2B M PR

j=1
2
le_
+ 2/n B — nn Vy (2.41)
1] 1 1]
O‘lj
j=1
con la propiedad,
d = -d (2.42)
i J
y donde,
2
K = 1 + 12/5213,_n,x_‘_’M M (2.43)
i ij joiy iy ot
j=1
2
K*® = 1 + 4/523, n oy M (2.44)
i iy j7i) )i
j=1
2
K" =1+ZZanOM R (2.45)
i ij j7iy i nk T
B
j=1

En este punto, es importante realizar una comparacién
entre la fuerza de difusién cinética d_1 dada por la ec. (2.41)
y la correspondiente expresidén fenomenolégica de la misma. Este

tipo de comparaciones ha representado en el pasado una cuestién
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controvertida en la literatura. Como se mencioné anteriormente,

(15)
donde se

es el trabajo de Barajas, Garcia-Colin y Pifia
plantea por primera vez la comparacién entre las fuerzas de
difusién cinética y fenomenolégica. En dicho trabajo se toma
como fuerza fenomenolédgica aquella propuesta por Hirschfelder(7)
a partir de un planteamiento general para la termodinamica
irreversible lineal. A partir de la forma en la que realizan
esta comparacién, los autores concluyen en ese momento que la SET
no es compatible con la TIL. Eé importante aclarar que, en el
presente trabajo, dicha comparacién, por una parte, no se lleva a
cabo de la forma en que fue realizada por los autores
anteriormente mencionados, y, por otra, ésta no representa en
nuestro caso la parte medular de la compatibilidad de nuestra
teoria con TIL como lo fue en el caso de Barajas, Garcia-Colin y
a(IS).

Pifi Aqui, tomaremos a la fuerza de difusidn d: obtenida

por Karkheck y Stell(g) precisamente para una mezcla de esferas

duras,
2
nm
P i_t Y
d = -— -~ Vp + 1/n }: né +28 M nny | VinT +
nkBTp joij ij 1] iLj
j=1
2
ni aui
. 1/nZ—— “i | vn (2.46)
kT | on J
. B J
j=1

donde M, es el potencial quimico de la especie i
Debemos plantear bajo que condiciones nuestra expresién
para la fuerza de difusién 'di dada por la ec. (2.41) es

compatible con la expresidn d? , ec. (2.46). En el Apéndice A
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se muestra que se logra la compatibilidad cuando el punto de
valuacién yij se toma como el punto medio entre las esferas,
ec. (A.11). Esta condicién ha sido ampliamente discutida en otro
trabajo.(33) Adicionalmente, al analizar las condiciones bajo
las cuales ambas fuerzas coinciden encontramos una relacién
diferencial que deben satisfacer las funciones xij dada por la
ec. (A.6). Cabe resaltar que, como lo mostraremos en el resto de
este trabajo, la compatibilidad de nuestr; teoria con la TIL es
independiente del punto de valuacién yij

Finalmente, de acuerdo con el método de Chapman vy
Enskog, la solucién de la ecuacién cinética linearizada de
nuestro sistema, ec. (2.39), y por analogia con la ecuacidén

linearizada de Boltzmann para una mezcla binaria diluida(l), esta

dada por,
(1)
o = -A(c) «¥V1InT - nD(c) d -
i i 1 i i i
B.(c):Vu - H(c) Veu (2.47)
ii i1
donde Ai R Di , Bl y Hi satisfacen las siguientes

ecuaciones integrales,

2
o 0o .0 2
f- f A +A —-A’ -A" . _
E: &y [ J P By LA+ A - A ;1o @, k) dk de

_ ) 2_
= Ki f1 (61 5/2) c, (2.48)

2
0 o .0 2
f - f D + - I ’ . =
E: xi) J f i L i Dj_ Di Dj ] O}j(gji k) dk dcj

= 1/n f? c, (2.49)
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2
) 0 .0 2
+B -B’' -B'lec k) dk dc =
E x”J,J‘fPfJ [[Bi ; . ' j] ij(gji ) cj

s=1 o
= 2K’ f {866} (2.50)
i i s
2
[s] {¢] (o] y ’ 2 . =
Z %, J J £ 6% [ + H - H' - H'] o (g k) dk de
=K" f° (€ %32) ¢ (2.51)
i i i i

Las ecuaciones integrales (2.48)-(2.51) pueden compararse con las
correspondientes ecuaciones integrales del caso de la mezcla de

Boltzmann dadas por,(“

2
Z £° £ (A% + AR - A% - A% 1 % (g k) dk dc =
i j i j i i ij ji J

j=1
= f(i) (6’12-5/2) c, (2.48a)

2

0 .0 B B B, _ B, 2 . _
E: J f f1 fj [D1 + Dj Di Dj ] o‘ij(gji k) dk dcj
j:

1

= 1/n f‘i’ c, (2.49a)

o .0 B B B B 2
f f B + - L ’ . =
J J i 1 [ : Bj Bi Bj ] O‘ij(gji k) dk dcj

1

= 2 f? {68} _ (2.50a)
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. . 2. (13)
mediante la transformacién ,

n - nkK c? s x_oo*z / KK en ecs. (2.48)
i i ij ij 1) i3]
2 o_2
c -+ x o en ecs. (2.49) (2.52)
ij ij 1)
2 o_2

n »>n K’ c + y o /K’K’ enecs. (2.50)
i i i ij ij 1j i ]

Por lo tanto, via las transformaciones (2.52), se pueden utilizar

. . B B
las soluciones para las funciones A" , D , vy BB para la
. . (1
mezcla de Boltzmann conocidas en la llteratura(), para calcular
la solucién a nuestras funciones A , D y Y B

respectivamente.
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CAPITULO 3

LA ENTROPIA

En este capitulo proponemos una definiqién para la
entropia de 1la mezcla binaria y analizaremos dos aspectos
importantes de la misma.

En la literatura, se han propuesto difgrentes formas
para la entropia de un gas de esferas duras de una sola

2s) (2 . . .
(9r(28) ¢ o Dichas expresiones involucran a la

componente
funcién de distribucién de N particulas, y el interés de estos
autores al proponer formas para la entropia, como lo veremos en
el Capitulo 6, es probar la existencia de un Teorema H. Estas
entropias se definen ‘para un gas de esferas duras de una sola
componente, y la uUnica referencia a una mezcla es planteada por
Karkheck y Stell a partir de la produccidén de entropia obtenida
de la entropia de una componente llevada a 1la produccién de
entropia de wuna mezcla. Cabe resaltar que las entropias

(9) (25) (29)
quedan

propuestas para' sistemas de wuna componente
finalmente expresadas en términos de la funcién de distribucién
de una y de dos particulas, donde toda la informacién acerca de
las funciones de distribucién de las n restantes queda incluida
dentro de la funcién de correlacidén entre dos particulas. En
ninguno de estos tres casos se encuentra bajo qué condiciones las
entropias propuestas se reducirian a la entropia de un gas de
esferas duras en equilibrio.
(35) (36)

Por otra parte, Wallace muestra que las

expresiones para la entropia como funcién de la distribucién de
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probabilidad de N particulas similares a aquellas propuestas por
los autores anteriores pueden expresarse como un desarrollo en
serie en términos de las funciones de distribucién de una, dos,
tres, etc. particulas. De hecho encuentra que en el caso de
varios liquidos y en particular, de un gas de esferas duras los
términos dominantes son aquellos que incluyen las funcionesnde

36) .
Como consecuencia,

‘distribucién de una y de dos particulas(
las propiedades de transporte del fluido pueden ser expresadas en
términos de las funciones de distribucién de una y de dos
particulas, en analogia con el caso diluido de Boltzmann donde
basta con la funcién de distribucién de una sola particula.

Nuestra propuesta para la entropia de una mezcla
binaria de esferas duras disimilares esta basada en el trabajo de

Wallace(35)(36), y consta de dos contribuciones: 1la primera en
términos de la funcién de distribucién de una particula que toma
en cuenta la parte cinética, y la segunda en términos de la
funcién de distribucién de dos particulas que contempla 1la
contribucién potencial. Es importante hacer notar que nuestra
forma para la entropia de 1la mezcla estd truncada hasta el
término que incluye la funcidén de distribucién de dos particulas,
esto es, no estamos tomando en cuenta el resto de la informacién
sobre las funciones de distribucién restantes, ya que como
muestra Wallace, dicha informacién no es relevante. Esto nos
permite, aunque la informacién no sea completa, obtener por lo
menos condiciones bajo las cuales nuestra entropia podria
reducirse a aquella de equilibrio.

Con base a lo discutido anteriormente, definimos a la

entropia ps de la mezcla binaria en términos de las funciones
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<2 . (34)~(36) .
de distribucién de wuna Yy dos particulas , misma que

tendra una contribucién cinética y una potencial dadas por,
ps = psk + psQ (3.1)

donde,

2

pst = -k 2 [ £ (r,v. ,t) [lnf (r,v ,t) - 1] dv.  (3.2)
B i i i i i

i=1

2 2
@ - —
ps = kB Z Z }T Bijxij(r)fi(r,vi,t)fj(r,vj,t)

1=1j=1

ln{xij(r)fl(r,vi,t)fj(r,vj,t)} -1 dvidvj (3.3)

Expresamos ahora la entropia en términos del desarrollo

de Chapman-Enskog hasta primer orden, ec. (2.30),

(o] (1)

£ = £ (1 +¢ ) (3.4)
i i i

de manera que ps , dada por la ec. (3.1), queda escrita como

la suma de dos términos: ps(m que contiene los términos a

. 1 p .
orden cero en los gradientes, y ps() que agrupa los términos a

primer orden en los mismos como,

ps = ps(O) + ps(l) (3.5)

donde,
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2

o _ 0 o _ _
ps = k_ E: [ fl(lnfi 1) dvi
i=1
2 2
' 0 0.0 0 0.0

- - .6

kB Z Z J J {3U;zijfifj [ ln(xijfifj) 1 ) dvidvj (3.6)
1=1j=1

M _ 0 0] (1)
ps = kB E: J fi {lnfi] ¢i dvi

i=1
2 2
0 ;0.0 (1) (1) 0 0.0
-kB Z Z J' [ Bi)xijfifj [ ¢i + ¢j ] ln(%Ufifj)dvidvj
i=1j=1
(3.7)
donde pS(O) representa la entropia de la mezcla de esferas

duras en equilibrio local.
A continuacién mostraremos que, por una parte, la

) . s
se hace cero, misma propiedad que se cumple

contribucién ps(1
en el caso de la mezcla binaria diluida de Boltzmann(4), con lo
que la entropia a primer orden en dicho desarrollo esti dada sélo
por la entropia de equilibrio 1local. Por otra parte,
encontraremos bajo que condiciones el término ps(O) se
reduciria a la entropia de equilibric de una mezcla binaria de
esferas duras.

)

. : . . 1
Analicemos primero la contribucién ps( dada por la

ec. (3.7). Esta puede reescribirse de la forma,
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it

i=1j=1

0 0.0
ijxijfi J

i

{ ¢(n

+ ¢

( Inx’ + 1nf® + 1nf° ] dv dv
ij i j i

J

(1) }

(3.8)

Si introducimos la funcién de distribucién Maxwelliana local fi

o _ 3/2 _ 2
fk = nk(mk/ZHkBT) exp{ mc /ZkBT}

3

m
k

2

(1)

y las condiciones subsidiarias °,
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Examinaremos ahora el término de equilibrio 1local

ps(O) dado por la ec. (3.6),

(0) k(0) ®(0) _
ps = ps + ps =

2

= -k E: [ £20nf° - 1) av -
B i i i

i=1

zz{[uz%i

i=1j=1

( Iy’ + Infd + 1nf° - 1 ] dv dv_ (3.14)
ij i J LN |

Introduciendo la distribucién Maxwelliana local, ec. (3.9), y su

logaritmo, ec. (3.10) en la ec. (3.14), encontramos que,

2

m‘
ps(O) = - kB z n [ Inn + 32 —I—J - 572 nkB -
’ 2mk T

i=1

}: }: B x n n [ in (xo,n n)-1+r } (3.15)
1j7if i ij i ij

i=1j=1

donde hemos definido,

m m
r. = - 3 InT + 3/2 1n — —j; -3
’ (2mk)

Es muy simple verificar que los dos primeros términos de la
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expresién para la entropia de equilibrio local (3.15)
corresponden a la entropia de una mezcla binaria ideal. Lo que
resta es ver como puede manejarse el término restante para que
éste represente la contribucién faltante a la entropia de la
mezcla de esferas duras.
En el Apéndice B probamos que la entropia de equilibrio
EQ

ps de un sistema de dos componentes debe satisfacer la

siguiente relacién termodinémica, eq. (B.9),

2
ap £ apsEQ
_ = ps e - }: n (3.16)
aT dn
n 1 T,n _n
k 1=1 k# 1

donde o} es la presién dada por la ecuacién de estado del
sistema. En nuestro caso, la ecuacién de estado de la mezcla

binaria de esferas duras esta dada por la ec. (2.14),

2

2 2
P, = E: nikBT 1 + E: Bijnjxij E: P, (3.17)
j=1 i=1

i=1

Debemos entonces encontrar bajo que condiciones la entropia de
equilibrio de nuestro sistema, ec. (3.15), satisface la relacién
termodindmica (3.16). Esto nos 1lleva a imponer ciertas
restricciones sobre la funcién xij valuada en equilibrio, xlz

La funcién xi? puede expresarse de la forma,

o _ .
xU = exp {f(ni’nj)} (3.18)
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donde f(ni,nj) es una funcién de las densidades de las especies
de la mezcla. Si introducimos la ecuacién de estado (3.17) y la
forma propuesta dada por la ec. (3.18) en 1la relacién

termodinamica (3.16), obtenemos la condicién,

2 2
k B o nn = B
B ijxij ij ij ij i j

i=1j=1 i=1j=1
(3.19)

2 2 2
) af(n n )
Z Z Bijxijnlnj f(ninj)+ln(ninj)+r . Z n

i=1j3=1 =1

Por lo tanto, para que la entropia cinética en equilibrio ps0
se reduzca a la entropia de equilibrio psEQ , la funcidén
f(ni,nj) no puede ser arbitraria sino debe estar definida de tal

forma que se satisfaga la condicién,

2
af(n n )
Z . (3.20)

Es claro que la condicién (3.20) no determina la funcién »f(ninj)
sino solamente le impone ciertas restricciones.

Con lo anteriormente expuesto, hemos encontrade que
hasta primer orden en la aproximacidén de Chapman-Enskog, 1la
entropia de nuestro sistema se reduce a la entropia de equilibrio
local ps(O) dada por la ec. (3.15), vy, utilizando la condicién

adicional (3.20), ésta se reduce a la entropia de equilibrio de

una mezcla binaria de esferas duras. No obstante, el problema de
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calcular la forma funcional de f(n.nj) no esta resuelto.
1
) . (38) .
En la literatura , Se puede encontrar una expresidn
formal, a partir de la mecdnica estadistica de equilibrio, para

el potencial quimico de cada componente de la mezcla binaria en

A . X . 0
términos de una integral que involucra a las funciones xij de

equilibrio,
nkAi
g, = kT l1ln—7- -
B int
e
2 2 v
a 1 o
- kT \') nn — dav’
B ank Z Z 1 jBij v 2 xij
i=1j=1 ©

(3.21)

donde qint es la funcién de particién de k , y

2 172
h

>
]

2mm k T
k B
Utilizando la ecuacidén de estado para la mezcla de

esferas duras, ec. (3.17),

2

2
= nkT [1+) B nx°l =
pO i B ijjxij pOi
j=1

i=1

y, utilizando la ec. (B.5),

#n n #n
k
podemos escribir una expresién formal para la entropia de la

mezcla,
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(3.22)

Es importante resaltar que no es posible comparar directamente
nuestra expresién (3.15) para la entropia de equilibrio y 1la

expresién formal, ec. (3.22), ya que en ambos casos desconocemos

la forma para las x?j
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CAPITULO 4
ECUACION DE BALANCE Y LA PRODUCCION DE ENTROPIA

A continuacién mostraremos que la entropia de la mezcla
binaria de esferas duras, definida por las ecs. (3.1)-(3-3),
satisface una ecuacidén de balance a partir de la cual podemos
reconocer la produccién de entropia del sistema, misma que puede
expresarse en términos de las fuerzas y los flujos termodindmicos
de la mezcla.

Cémo vimos en el capitulo anterior, la entropia de la

mezcla puede escribirse como,

2
= —kB E: J fi(r,vl,t)(lnfi(r,vi,t) - 1) dvi +

i=1

2 2
- kB Z Z Jf Bljxij(r)fi(r,vi,t)fj(r,vj,t)

i=1j=1

[ In(y, ,(F)F, (F,v,, )€ (r,v,£))-1 ] dv,av, (a.1)

Tomando la derivada temporal de la entropia dada por
la ec. (4.1) y realizando una integracién parcial obtenemos 1la

expresién,
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2
dps
— =Ved k u ZJf (r,v ,t)(Inf (r,v ,t) - 1) dv_ +
B i i i i i
at
i=1
ZZJ] y ij(x‘)f (r'v t)f (rv t)

1=1j=1

[ln(xij(r)fi(r,vi,t)fj(r,vj,t)) - 1]dvidvj ] } +

2

+ V. { kB Z '[ cifl(r',vi,t)(1nfi(r,vi,t) -1) dvi +

i=1

2 2
Z Z JT c +cj)(3ijxij(r)fi(r,vi,t)fj(r,vj,t)
1j=

[ln(x, (r)f (r,v ,t)f (r,v ,t)) - 1]dv,dv, } +
ij i i b J i

2
- k Z J JE(f f )Inf (r,v ,t)dv. -
B i i i i

i=1

-k Z Z ‘”‘ [ (v +V) . {f (r,v ,t)f (r,v ,t)Vx (r) +
i i B b ij

i=1j=1
xij(r)[fj(r,vj,t)Vfi(r,vi,t) + fi(r,vi,t)VfJ(r,vj,t)}} ]

ln(xij(r‘)fi(r',vi,t)fj(r,vj,t)) dvidvj +
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2 2
. i E
- kg E: }: J[Bijxij(r)[fl(r,vi,t)J (fifj)+fj(r,vj,t)J (fifj)]

i=1j=1

1n(xij(r)fi(r,vi,t)fj(r,vj,t))dvidvj (4.2)

donde JE(fifJ) es el término de colisién definido en la
ecuacién cinética (2.1). La ecuacién de evolucién temporal para
la entropia dada por la ec. (4.2) tiene la forma de la ecuacidén

de balance de la entropia(“,

aps
— = -Ve(psu+J) + ¢ (4.3)
at y

donde podemos reconocer el flujo de entropia Js ,

2

S

J = -k }: [ c f (r,v ,t)(Inf (r,v ,t) - 1) dv_+
B i i i i i i

i=1

2 2
_ kB Z Z ” (ci+cj)81jx1j(r)f1(r,vi,t)fj(r,vj,t)

i=1j=1

[1n(xij(r)fi(r,vi,t)fj(r,vj,t)) - 1]dvidvj (4.4)

y la produccién de entropia o

’
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2 2
E
c = - kB E: E: J J (flfj) lnfl(r,vi,t) dvi

1=1 j=1
2 2
- kB }: }: [{ Bij[ (v1+vj) . {fi(r,vi,t)fj(r,vj,t)inj(r) +
t=1j§=1

+ xij(r)[fj(r,vj,t)Vfl(r,vi,t) + fi(r,vi,t)ij(r,vj,t)]} J

ln(xij(r)fi(r,vi,t)fj(r,vj,t)) dvidvj +

2 2

E E
-k, Z Z Hﬁijxij(r){fi(r,vi,t)J (£,£)+F (r,v , t)J (fifj)] |

t=1j=1

ln(xij(r)fi(r,vi,t)fj(r,vj,t))dvidvj (4.5)

Tomando el desarrollo de Chapman-Enskog, ec. (2.33)
hasta primer orden,

£ = f?(1+¢

(1)
)
i i

en la ec. (4.5), la produccién de entropia hasta primer orden

(1)

c se reduce a una expresién que puede escribirse en términos
. . P k(1) .
de dos contribuciones, una cinética a y una potencial
¢(1)
c
1) k(1) &1

a~( = @ + ¢ ) (46)

donde,
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2 2
P ZZ J FV ) ¢ gy (4.7)
B i j i i

i=1j=1

2 2
o1y _ 0 .
= 1/2kB Z Z O‘Uxij J’JJ dvic{vjcik(gji k)

o2
i=1j=1
0,20 o] fo .
(£)°F (koVlnf) | keVin —)— | - (4.8)
17 7y 3 £
3
2 2
o ~(1) E(1) (1) (E(1) 0.0_.0
kBZZ”BUXU(fi SRR CIE JOEE S (fifj)]ln(xijfifj)dvidvj
i=1j=1
con,
E(1) _ 0
J (fifj) = iDt fi (4.9)

y donde th? esta dada por la ec. (2.35), la cual en el caso de

Vp = 0 se reduce a,
!

0 o 1 2 vT
Df = f C *— Vn + c (B °-3/2) » —m— +
tTi i i i i i
n T
i
mi ° 2 po
+ — = cici : Vu + 2/3(6’i =372)}1 - — —=|Veu
kBT nkBT

Analizaremos primero la parte cinética de la produccién
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k(1)
o

de entropia , ec. (4.7). Utilizando la ec. (4.9)

obtenemos que,

JUEY K JD g R LS SO
B 1 1 2
mn m_n
11 22
oy vT pX (1)
+ — J . + : Vu (4.10)
kT ¢ T k. T
B B
donde podemos reconocer las expresiones para J P y Y

i ?
J: dadas por las ecs. (2.14), (2.19) y (2.23) hasta primer orden

en el desarrollo de Chapman-Enskog. En efecto,

(1)

i) Jl representa el flujo de masa
g = J'f(_) ot ¢ av. (4.11)
i i i i i i
donde,
J.(1) + J(1) =0
1 2
ii) J:“) es la parte cinética del flujo de energia,

2
k(1) o (1) 2
.Jq = Z 12 m J fi ¢1 ¢, ¢ dvi (4.12)
i=1
Y,
2
k(1) 0 (1) 2
JUh = -
a Z 12 m J fi ¢1 (Ci hi) <, dvi (4.13)
i=1
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donde hi es la entalpia especifica.

k(1)

iii) P es la parte cinética del tensor de esfuerzos,

2
k(1) } o . °
P = m f ¢ cec dv (4.14)
1 17 i
i=

it

1

Nos interesa expresar a 1la produccién de entropia

cinética vku) en términos de las fuerzas de difusién di

k ) L.
En la ec. (4.10) c 1 estd representada en términos de los
gradientes de las densidades de numero ni . Debido a que las

densidades de numero n son independientes, pero las fuerzas de
difusién d. no lo son, ec. {2.41), debemos primero expresar a
1

las densidades de numero en funcién de las concentraciones ci ,

P
c == (4.15)
P
que a su vez no son independientes. Utilizando la propiedad,
Ve = - Ve
1 2

se puede probar facilmente que,

2p 2p

an = Vc1 = - ch (4.16)
c_m c_m
271 21
2p 2p

Vn2 = ch = - V01 (4.17)
cm c.m
12 12

Con esto, podemos ahora, utilizando las ecs. (4.16)-{(4.17)
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k(1)
a

reescribir la produccién de entropia cinética , ecC
(4.10) en términos de una séla concentracién, esto es,
k(1) 2 ! (1) (1)
c = k —_— | — J J + Ve
B 1 2
c.c m m
1 2 1 2
1 . pe ()
+ — J * « ¥ InT + : Vu (4.18)
kT ¢ k. T
B
k(1)
Procederemos, entonces a expresar a o en
términos de las fuerzas de difusién dadas por la ec. (2.41).
Estas fuerzas d1 y d2 pueden reescribirse de la forma,
s41 '42
d1 = BVInT + 2p | —' = - —"— Vc1 (4.19)
c_m cm
21 2
donde,
! 2.0 2.0
= — - - + -
B n (1 C1)n1 M (1 C1)ZM11B11n1 X1 * CizMzszznz X2
0
+ 2)812nlnzy¢12(M21 C1) (4.20)
1 ) 0
341 = —n_ (1_01) * 2311x11n1(1_c1) B C12312"22{12 *
2y ox y ax
+ B n 2 —1_ _11_+2[3 nn | =2 _ . it 1N
111 1 1212 1
LN én 0‘12 on
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ax

- 01822n2 (4.21)
on
1
i . 28 x.%n (1-c.) - ¢ (1+28_ nx 0 +
2 n 12%12™ 1 1 22"2% 22
2y ax ox
e g n?| =1 B S U 2812n1n2 Ti2_ e, oI
111 1 o an
11 12
ax
1722 2

y, un desarrollo similar para d2

Por lo tanto utilizando la ec (4.19) podemos escribir

finalmente a la parte cinética de la produccién de entropia de la

forma,
-1
k(1) ! k(1) B 84101 342C2 ! (1) (1)
o =—kB — J Pe— Tt - - J1 - - J2 +VInT +
kT ¢ P m m m m
B 1 2 1 2
k(1) -1 o1
P 4 c ﬂécz 1 1) Alcl dc) 1 )
+ Vut|—"— - = - J d + [/ -~ = J " ed
1 1
kT m m m m m ) m
1 2 1 1
(4.23)
Por otra parte, al analizar la parte potencial de la
.z . ®(1)
produccién de entropia o

dada por la ec. (4.8) podemos

reexpresarla como,
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donde

®(1)
a

J@(1) y P¢
q

®(1) ®(1)

* VInT + P

1
() pueden

reconocerse

Yu (4.24)

como las

contribuciones potenciales al flujo de calor y al tensor de

esfuerzos,

respectivamente,

dados por las ecs.

(2.20) y (2.24),

hasta primer orden en la aproximacién de Chapman-Enskog,

J

q

e

¢(1)

-+

+

®(1) 0
= 172 m
Bllxll

+ 1728 n (lnB +3/2)

12712 2

+ 1728 x °n (lnB +3/2) f

12712 1

+ 1728 % °n (lnB +3)

22722 2

i=1j=1

= 1/2Bllx11m11nB

o}
1/2 m_1nB
312x12 2 12

J)

/2812x12m11nB J

M) 0
222
v J
F (1) .0

111

{(1lnB +3) J]. (1)f°c c dv dv +
1 11 1 1

fcc dv dv +
fcc dvldv +

fcc dv dv +

172

VinT

(1) 0
222
M M
(H)1/2(2k T)3/2 _ij_ji_
m_+m
i

(4.25)

JJ f(l)fo[ZC c - 2/3 czﬂ]dv dv +
1 1 11 1 11

f‘“f"[Zc c
1 2 2 2
FWg 0(20 c

2 1 11
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- 2/3 czﬂ]dv dv +
2 12

- 23 czﬂ]dv dv +
1 1 2




(1) .0

+ 12 x 0m 1nB f 'fl2c.c. - 273 czﬂ dvdv_ +
22722 2 22 2 T2 2 2 2 2 2

2 2
4 0 1/2 172
Z Z o*ijxij(nkBT) ninJ{Z(ml+mj)Miiji} [8/15Vu + 4/9Vou]

i=1j=1
(4.26)

donde,

m m
InB. = 1n xio + 1n ni + lnn + 372 [1n —i- s 1In ——j~} - 31nT
H . j 2mk_ 2mk_

Finalmente, podemos escribir la expresién para la

produccién de entropia completa 0(1) utilizando las ecs. (4.6),

(4.24)-(4.26) obteniendo la siguiente forma,

(1) ! (1) B d1c1 AZCZ L (1) ! (1
=-k — q - === - = - J -—-J ~ VlnT+
B 1 2
k T p m m m m
1 2 1 2
-1
P(l) #101 dzcz 1 (1)
+ — : Vu + - - - - J1 «d +
kT m m m !
B 1 2 1
-1
A1c1 dzcz ! (1)
+ - -1 =J - d (4.27)
2 2
m m}m
1 2 2
con,
lP(l) - IPk(l) + I,Pd?(l) (4.28)
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Y,

qu) R S CR P [ (4.29)
q q
Es claro que la produccién de entropia de la mezcla

dada por la ec. (4.27) es de la forma,

ot = Z J oX (4.30)

1

donde J1 y X1 son respectivamente los flujos y las fuerzas

termodindamicos, y el producto © acopla a las fuerzas y flujos

del mismo caracter tensorial. Con esto mostramos que en el caso

de una mezcla binaria de esferas duras isétropa se satisface el
: s s . {(4)

principio de Curie .

Como se probara a continuacién en el Capitulo 5, 1la
relaciones de reciprocidad de Onsager se satisfacen en nuestra
representacién. La reciprocidad de dichas relaciones no es tan

(4) < 2
clara como se propone en el caso de la representacién del
. - (7)(8)
potencial quimico .
En el apéndice D se presenta una representacién

alternativa para la produccién de entropia y algunas

consecuencias de la misma.
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CAPITULO 5

COMPATIBILIDAD CON LA TERMODINAMICA IRREVERSIBLE LINEAL

Y LAS RELACIONES DE RECIPROCIDAD DE ONSAGER

Siguiendo los postulados de la termodinamica
. . . (4) (5) . P
irreversible lineal , como vimos en el capitulo 1, 1la
produccién de entropia puede ser escrita en formas alternativas
en términos de diferentes flujos y fuerzas termodinamicos siempre

y cuando estas expresiones tengan la misma estructura dada por la

ec. (4.30) para los nuevos flujos Jl’ y fuerzas Xl’, esto es,

Sin embargo, es importante poner énfasis en que la
derivacién de las relaciones de reciprocidad de Onsager (RRO)
dentro del contexto de la teoria cinética, no necesariamente es
directa en cualquier representacién. De hecho, no es totalmente
claro que en el caso de lé mezcla binaria las relaciones de
reciprocidad entre los coeficientes cruzados, el de difusién
térmica de Soret y el coeficiente de Dufour se satisfagan en la
representacién de las concentraciones para la produccién de

(4) p .
. Mas aun, se ha mostrado que, en el caso

entropia, ec. (4.18)
de mezclas, tanto desde el punto de vista cinético de la ecuacién
de Boltzmann(a), como de la termodindmica irreversible lineal

fos (7 s 2 P .
macroscépica ', la representacién en términos de la fuerza de
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difusién di y el flujo de masa Ji es la mas adecuada. Aqui
mostraremos que en el caso de la mezcla binaria de gases densos,
la simetria de las RRO se logra en la representacién para la
produccién de entropia en términos de la fuerza de difusién di
A partir de 1la ekpresién para la produccién de entropia
(1)

en la mezcla binaria o en la representacién de d  dada por
1

la ec. (4.27),

-1

! 1) B 84101 'dzcz 1 (1) 1 (1)
oMk d [— gV - - |- A 3" - -] . vinTs
kBT P m m, m m,
(5.1)
P 4 < 4c) ' (1 41C1 Azcz 1 (1)
+ —  Vus|—"— - —°~ —J 7 ed + |7 -~ -J d
1 2 2
kT m m m m m m
B 2 2 2

podemos reconocer, por una parte, dos flujos de naturaleza

vectorial dados por los flujos de masa de ambas especies J:l) y

un flujo de energia q(l) en términos de una combinacién de las
contribuciones cinética y potencial del flujo de energia y los
flujos de masa. Por otro lado, reconocemos un flujo de
naturaleza tensorial, esto es, el tensor de esfuerzos.

En nuestro caso nos interesa probar la simetria de las
RRO siguiendo el principio de Curie(4% por lo que debemos
considerar sélo flujos de la misma naturaleza tensorial. Por lo
tanto, en este calculo ignoraremos las contribuciones debidas al
tensor de esfuerzos F(l) ya que serdn irrelevantes con respecto

a esta cuestién.

Las scluciones a primer orden ¢:1) , ec. (2.46), a la
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ecuacién cinética (2.38) pueden, en este caso, ser escritas

entonces como,

¢, = -A +VInT - n D ~d (5.2)

¢;“‘ = -A, sV 1nT - nD sd, (5.3)

Utilizando argumentos de homogeneidad tensorial bien
conocidos(l), podemos escribir que,

Al(ci) = al(cl) <, (5.4)

Az(cz) = az(cz) c, (5.5)

D1(c1) = d1(c1) <, (5.6)

D2(c2) = dz(cz) c, (5.7)

donde A1 , A2 , D1 , D2 , satisfacen, como vimos

anteriormente las ecuaciones integrales (2.47) y (2.48).
Con el fin de mostrar la validez de la simetria de las
relaciones de Onsager, escribiremos a partir de las ecs. (4.11),

(4.12) y (4.25) las formas para los flujos de masa y de energia,

(1 _ 0 (1)
J = mlJ f1 ¢ c dv1 (5.8)




)
J = m J f2 ¢2 c, dv2 (5.9)

(1) _ k(1) (1) _ 0,1 2,
q = Jq + Jq o= 2 m [1 + ?11] J f ¢ c.c, v1 +
+ 1/2m [1 + F ] J f°¢(1)czc dv + (5.10)
2 22
1/2
- 2/3 }: }: x n n (m (2k T)%? ij B VinT
m +mj
i=1j=1
donde,
Foo=x. . [lnB o+ 3]
1] ij ij
Si ahora sustituimos las soluciones para ¢:“ dadas por las
ecs. (5.2) y (5.3) en las ecuaciones para los flujos

(5.8)-(5.10), éstos Ultimos pueden reescribirse de la forma,

J = -1/3 m J fOA ecdc VInT -
1 11 11

o)
1/3 nm J fiDl-cldc1 d1 (5.11)
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1 _ O, -
J = 1/3 m2 J szZ czdc2 vinT

- 1/3 nm J £f°D -c dc_d (5.12)
2 22 2 2 2
k T k T
(1 B (v _ "B_ (v _ _, (1)
q - §/2 — = (1+?11) J1 5/2 (1+?22) J2 =q
m m
1 2
0 2
= - 13k T (1+F ) [ f'A ec (572 - 6 “)dc, +
B 11 171 1 1 1
) 2
+ (1+%F_) J f A sc(s2-6%dec. +
22 22 2 2 2
2 2
2 z 4 0 1/2 3/2 MMy e
- 2/3 c x nn (m) " "7(2k T) =i VinT
ij77ij 10 B
mi+mj

i=1j=1

- 13k T (1+F ) J £°nD -c (sr2 - € 2)dc d -
B 11 11 1 1 1 1

- 13k T (1+%_ ) J £2nD_-c (s72 - 8 ®)dc b 4 (5.13)
B 22 22 2 2 2 2

Recordemos las ecuaciones integrales que satisfacen las

funciones Ai and Di , dadas por las ecs. (2.47)-(2.48),

z 0 0 .0 v a2 . _
xij J j fi fj [Ai + Aj Ai Aj ] aij(gji k) dk dcj
j=1
_ 0 2_
= Ki fi (€i 5/2) c, (5.14)
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2
0 o .0 2
D +D -D’ -D’] ¢ ¢ *k) dk dc =
§x1jJ[fxfj[i 3 i y 1ok 3

= 1/n f(: c, (5.15)

Estas ecuaciones integrales pueden reescribirse de la forma,

- £ (sr2 - € 2) ce*c =
i i i i .

¢ (g +k) dk dc dc (5.14a)
ij T J i

0 o 0 s oo

o %g +k) dk dc_dc (5.15a)
ij i1 b i

H

0

0

I

e
™ w

[
1]
fun

Si sustituimos las ecs. (5.15a) en el coeficiente que multiplica
a VInT en el primer término de la derecha de las expresiones
para J vy J, . ecs. (5.11) y (5.12), estos dos términos

pueden reescribirse como:
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o}
-1/3 m f°A *c dc
1 171 1 1

2
O'U(gjl k) dk dcj dc1 (5.16)

2
a‘zj(gj2 k) dk dcj d02 (5.17)

Procediendo de la misma forma, si sustituimos las ecs. (5.14a) en

los coeficientes de d1 y d2 de los dos ultimos términos de la

. , (1 . 1
expresién para (q i , ec. (5.13), éstos pueden reescribirse

como,

- w3 kT (1+F ) J'fonD ec (572 - € 2)dc =
B 11 1771 1 1 1

5 .
! ) 0 L0
= - 1/3 kBT (1+?11)—-‘ }Z xlj f1 fj
K
1
J:

j=1

3 - ’ 2 *
D1 . [A1 + Aj A1 Aj ] c‘“(gj1 k) dk dcj dc1 (5.18)
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0 2 _
- 1/3 kBT { (1+?22)vJ fan2°c2(5/2 @2 )dcz} =

j=1

’ - ’ 2 -
D2 . [A2 + Aj Az Aj 1 O‘zj(gj2 k) dk dc) dcz} (5.19)

Por dltimo, simetrizando los -integrandos de las ecs.
(5.16)-(5.19), y sustituyéndolas en las ecuaciones para los
flujos dados por las ecs. (5.11)-(5.13), éstas pueden reescribise

como,
2
(1) 0 ’ ’ , »
J =m -1/6 n E X JJI (A+A-A’-A’)«(D+D -D’-D’)
1 1 1j 1 3 1 J 1 j 1 J

£°1° (g _+k)o, *dkdc dec. } V InT +
17 j j1 1j 1 ]

)
+ 1/3 nm I f1D1 cldc1 d1 (5.20)
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2
W n {-1en ) x° (A+A -A’-A’)+(D+D -D'-D’)
2 2 23 2 0y 2 Ty 273 2 3

£2£%g +k)o_ 2dkdc dc]} vinT +
2 j j2 2} 2

+ {—1/3nm Jf% .c dc }d (5.21)
2 2 2 2 2 2

, (0 B o, . e 2 _
q = 173k T (1+‘:711) [ f1A1 c, (sr2 6’1 ) dc1

-173k T (1+%F_) J‘fOA c_ (s/2-8 2) dc
B 22 22 2 2 2

2 2 1/2
4 0 1/2 372 MMy
- 2/3 Z Z o x nn (n) (ZkBT) —tiJio vinT

17151 n+m
. i §

1=1j=1 )

2
1 o}
+ kBT (1+i¥11) ? -1/6 n Z xlj (A1+Aj—A1 —Aj )

=1

L

«(D.+D -D_’-D ') ff%(g +k)o. °dkdc dc” .+
(R B N TR RS AL STRRAEY ] N

1

2
N 0 A roary.
+ kBT (1+f¥22) . { 176 N Z xzj ”:[ l:(A2+AJ A2 Aj )
j:

2
1
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.(D+D -D’-D ') f2f%(g +k)o_ 2dkdc dc |} d (5.22)
270y T2 Ty 0 ety B N0y TSN T

Estas ultimas expresiones para los flujos dadas por las ecs.

(5.20)-(5.22) pueden reescribirse de la forma,

JYP = -m L VinT - L _d (5.23)
1 1 1q 11 1
(1)
J = -m L V 1InT - L d (5.24)
2 2 2q 22 2
(1) Ky T
q = -L VvVInT - ——(1+F ) L d
qq 11 ql 1
K
1
kBT
- _K— (1+?22) qu d2 (5.25)

2

donde hemos definido,

0
" - 1/3 nm1 f1D1 c1d01 (5.26)

= - 0 .
lzz 1/3 nm2 f2D2 cadc2 (5.27)
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L = -1/3k T (1+%F ) J‘ £ ¢ (5/2-€ %) de -
aq B 11 171 1 1 1

) 2
—1/3kBT (1+?22) J szz c, (sr2 62 ) dc2 (5.28)

2 2 172
40 172 T
- 273 ¢ x nn {m) "2k T) -t
E § 13761 B
, m

i=1j=1

A partir de una comparacién directa entre las ecs. (5.20) y
(5.21) con la ec. (5.22) se puede comprobar inmediatamente que

los coeficientes cruzados son iguales, esto es,

L =L =
1q ql
2
0 * b4 ’ ’
= -1/6 +A -A - . -D ' -
1/6n Z 2, J” (A,+A =A*-A ")+ (D,+D -D "D ")
=1
0.0 2
flfj(gj1 k)o*1j dkdc:ldcj (5.29)
L =01 =
2q 2q
2
0
-1/60N A+A ~-A-A"). -p’-D’
7 [ [onrasyosmoag o
j=1
0.0 2
fzfj(gj2 k)O‘2j dkdczdcj (5.30)
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A partir de este resultado conviene resaltar algunos
puntos relevantes. El esquema que hemos utilizado es aquél

ol A ,
, en el cual, aun cuando las fuerzas

propuesto por Hirschfelder(
de difusién d1 y d2 no son independientes, los flujos de masa
y el flujo de energia pueden expresarse en funcién de ambas
fuerzas en términos de diferentes coeficientes de transporte &kq
y qu , k =1,2. Es entonces, dentro de esta formulacién que
se esta mostrando la reciprocidad de las relaciones de Onsager.
En este sentido los coeficientes mkq y lqk son coeficlentes
generalizados de termodifusién y difusién térmica, y las
relaciones de simetria entre ambos conjuntos, que no dependen
del punto de valuacién yij de las funciones xij , ya que esta
dependencia sélo se manifiesta en la definicién de las fuerzas de
difusién di , representa una evidencia de que nuestra teoria
cinética es compatible con la termodindmica irreversible lineal
en esta representacién. Adicionalmente, hay que notar que los
coeficientes de transporte dependen directamante de la forma para
xi? , por lo que se pone en evidencia la necesidad de establecer
otros criterios para poder determinar wunivocamente dichos
coeficientes.

Es importante hacer notar que la forma en la que se

exhibe la reciprocidad de Onsager no es estrictamente la forma

convencional candnica, ya que en el flujo de calor, ec. (5.25),

los coeficientes qu se encuentran multiplicados por los
k T
términos —°— (1+?kk) . Esto nos indica que probablemente existe
K
Kk

un problema con la representacién y queda como un problema

abierto en este trabajo.
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CAPITULO 6

EL TEOREMA-H

Para el caso de un sistema de esferas duras de una sola
componente el problema de encontrar un Teorema H no es nuevo.
Este ha sido resuelto satisfactoriamente desde diferentes puntos
de vista. El primer resultado obtenido es debido a Resibois
quien construyé una funcional de entropia come una funcién
monétona no decreciente del tiempo dentro del contexto de la

RET(IS) (17)'

En este trabajo no se exhibe la relacién entre la
teoria de Enskog y la TIL. El siguiente intento para deducir un
Teorema H para una mezcla de N componentes que satisface la SET

26
¢ ). En este

linearizada es debido a Grmela y Garcia-Colin
trabajo muestran un Teorema H general, en el caso en que las
funciones ‘xij sean simétricas con respecto a los indices i,
y positivas, utilizando un esquema poco claro debido a Grmela(zn
para manejar condiciones generales de compatibilidad entre
ecuaciones cinéticas y la termédinamica. En 1982, Karkheck y
Stell(g) reexaminan este problema utilizando un principio . de

(31) Ellos

maximizacién de entropia formulado por Lewis
muestran la existencia de un Teorema H para el caso de un sistema
de una componente, llevan su resultado al caso de una mezcla, vy,
prueban la reciprocidad de las relaciones de Onsager vy ia
existencia de una ecuacién de balance de entropia cuyo término
fuente, la densidad de produccién de entropia, es semipositiva

(28)-(30)

definida. Por Gltimo, en 1984, Mareschal obtuvo

resultados muy parecidos a los de Resibois utilizando el método
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del conjunto gran candénico en la mecénica estadistica fuera de
equilibrio para encontrar la produccién de entropia para un gas
de una componente dentro del contexto de la RET. Podemos afirmar
que desde 1987“7) no se han realizado cambios substanciales a
los resultados obtenidos por Karkheck, Stell y Mareschal.

| En este capitulo presentaremos, para el caso particular
en el cual nuestra descripcién cinética de la mezcla binaria de
esferas duras es compatible con TIL, una versién para el caso
espacialmente homogénec, y otra local del Teorema H, donde a
partir de esta Ultima encontraremos las propiedades de la
produccién de entropia.

En el Capitulo 3 definimos la entropia de la mezcla

binaria ps , ecs. (3.1)-(3.9),

ps = ps + ps (6.1)

donde,

2
psk = -k E: J f (r,v ,t)|inf (r,v ,t) - 1] dv. (6.2)
B i i i i i

i=1

2 2
¢ = -
ps = kB Z Z JJ Bijxij(r)fi(r,vi,t)fj(r,vj,t)

i=1j=1

[ ln[xij(r)fi(r,vi,t)fj(r,vj,t)] - 1 ] dvidvJ (6.3)
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Teorema H - Caso espacialmente homogéneo

Procederemos en primer lugar a evaluar la derivada

temporal de ps , esto es,
k ®
3 (ps) = 8 (ps) + 8 (ps) (6.4)
t t t
con,
2

K
at(ps ) —kB E: J [atfi(r,vi,t)] in fi(r,vi,t) dvi (6.5)

i=1

: 2 2
e _ \
at(ps ) = kB Z z J] Buxu(r)at[fi(r,vi,t)fj(r,vj,t)]

i=1j=1

ln[x_,(r)f_(r,v‘,t)f,(r,v_;t)] dv_dv (6.6)
ij i i bl ] i

En el caso en que el sistema satisface condiciones periodicas en
la frontera, la ecuacidén de Enskog, dada por la ec. (2.1), se
reduce a,

_ E
Btf, = J (fifj) (6.7)

1

Esta ultima ecuacidén puede escribirse explicitamente en el caso

de la mezcla binaria como,
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atfi(r,vl,t) = JJ [;1:11(r~+ynk)f1(r-+a~uk,v1 ’t)f1(r’v1 ,t) -
2
g x“(r‘—y“k)fl(r-~o~nll:,\ll,t)fl(r,vl,t)]o‘n(gmok)dkdv1 +

' .[J [Xlz(r+y12k)f2(r+o-12k,v2 ’t)f1(r’v1 8-

2
- ;1112(r'—y12k)fz(r‘-o‘mk,vz,'r.)fl(lr',vl,1:)]¢r12(g21°k)dkdv2 (6.8)

atfz(r,vz,t) = [J I:xlz(r‘*-ylzk)fl(r‘+cr12k,v1 ,t)fz(r,v2 ,t) -

2
- 7(12(r—y12k)f1 (r'—crlzk,v1 , t)fz(r,vz, t)]c)‘lz(glzok)dkdv1 +

’ J‘Jr [Xzz(r+y22k)f2(r+0‘22k,vz ’t)fz(r’vz 8-

2
- ;lfzz(r'-yzzk)fa(r—crzzk,vz,t)fz(r,vz,t)]o‘az(gzzok)dkdv2 (6.9)

En los términos de las ecs. (6.8)-(6.9) que involucran las
funciones de distribucién para moléculas de la misma especie, se

han distinguido las velocidades de cada una wutilizando la

simbologia v, Y Vk
Analizaremos en primer lugar el término Bt(psk).

Insertando las ecs. (6.8)-(6.9) en la ec. (6.5) obtenemos que,
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Kk , , -
at(PS ) = -kB { [ [ I [xu(r‘+ynk)f1(r‘+o'uk,v1 ,t)‘fl(r,v1 ,t)

- xn(r-y“k)fl(r—onk,vl,t)fl(r,vl,t)]lnfl(r,vl,t)
<r1f(guok)dkdvldv1 +

’ J[J [Xlz(r+y12k)f2(r+o-12k,v2’,t)fl(r,vl’,t) -

- xla(r—ylzk)fz(r—o‘lzk,vz,t)fl(r,vl,t)]lnfl(r,vl,tj
a‘lz(gmok)dkdvzdv1 +

) [JJ [le(r+y12k)f1(r+612k’v1"t)fz(r’vz,’t) -

- xlz(r—ylzk)fi(r—olzk,vl,t)fz(r,vz,t)]lnfz(r,vz,t)

, .
t)‘lz(glzok)dkdvldv2 +

+

[ J j’ [x22(r+y22k)f2(r+o-22k,V2’ JVE(r,v )t -

- xzz(r—yzzk)fz(r—ozzk,vz,t)fz(r,vz,t)]lnfz(r,vz,t)
¢ 2(g_ ok)dkdV_dv (6.10)
22 g22 2 2 1
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Utilizando la transformacién (C.5) deducida en el
Apéndice C, en la expresién para Bt(psk) dada por la ec. (6.10)
podemos escribir la derivada temporal de la parte cinética de la

densidad de entropia como,

f (r,v',t) f (r+¢ k,V ’,t)
1 1 1 11 1

kB In —
fl(r,vl,t) fl(r-cru,vl,t]

1
4
I:xu(r+yuk)f1(x‘+o‘nk,V1 ,t)fl(r',v1 ,t) -

2
- xn(r-ynk)fl(r-vnk,vl,t)fl(r,vl,t)] a"u(gn<>k)dl<dv1dv1 +

J’J‘[ f (r,v’',t) f (r+c k,v_’,t)
1 1 2 12" "2
+ ln —
fl(r,vl,t) fz(r—o*lz,vz,t)

[xlz(r‘+y12k)f2(r+o~12k,v2 ,t)fl(r,v1 ,t) -

2
xlz(r—ylzk)fz(r-wlzk,vz, t)f1 (r',v1 , t)] 0‘12(g21<>k)dkdv1dv2 +

[J‘J’ fz(r',v2 ,t) fl(r+o'21k,v1’,t)
+ ln —
fz(r,vz,t) f1(r_021’v1’t)

[Xlz(r+y12k)f1(r+o-21k,v1 O (v, t) -

2
xlz(r ylzk)fl(r-wzlk,vl,t)fz(r,vz,t)] crlz(glzok)dkdvldv2 +

J‘ J’ J‘ fz(t‘,v2 ,t) fz(r+0‘22k,V2’ ,t)
+ In —
f (r,v_,t) f (r-ec__,V ,t)
2 2 2 22’ 2

[xzz(ﬁyzzk)fz(rmzzk’vz ’t)fz(r’vz ot -

_ _ _ 2
x22(r yzzk)fz(r‘ a‘azk,vz,t)fz(r.vz,t)] crlz(gzzck)dkdvzdv2 }

(6.11)
A continuacién, analizaremos el término potencial,

6t(ps¢) , dado por la ec. (6.6),
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117711

at(pSQ) = —kB J J B. x (P)f1(r’v1’t)[acf1(r’v1’t)]
ln[xu(r)fl(r',vlt,)fl(r,Vl,t)] dvav, +
+ [ [ Bllez(r)fl(r,vl,t)[atfz(r,vz,t)]
ln[xlz(r)fl(r,vlt,)fa(r,vz,t)] dvldv2 +
+ [ J Bllez(r)fz(r,vz,t)[6tf1(r,v1,t)]
ln[xlz(r)fl(r,vlt,)fz(r,va,t)] dv v, +

22722

+ | J B.x (r)fz(r,Vz,t)[atfz(r,vz,t)]

,
ln xzz(r)fz(r,vzt,)fz(r,Vz,t)] dvde2 } (6.12)

\

Sustituyendo las ecuaciones de Enskog para la mezcla dadas por
las ecs. (6.8) y (6.9) en la ec. (6.12), y reacomodando términos,
la parte potencial at(pSQ) puede reescribirse en dos partes,

at(ps¢) = at(psQ)I + at(ps(b)II (6.13)

Analicemos primero el término at(ps(b)I dado por,
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+

8.1
6t(ps )

_kB {annlnx (r)n1 + an“ Jfl(r,vl,t)ln(fl(r,vl,t)dvl +

[312x121nx (r)n + 312;412 J’fz(r‘,vz,t)ln(fz(r,vz,t)dv2 }

{IJ‘J [x11(r+y11k)f1(”"nk’“ﬁ"t)f1(""’1"t) -

2
X, (r-—yuk)f1 (r‘—o-uk,m1 , t)f1 (r,vi, t)] c (guok)dkduldvl +

’ JJJ {x12(r+y12k)f2(r+o1zk’“2 O (P 7 t) -

' 2
xlz(r—ylzk)fz(r~o~12k,u2,t)fl(r,vl,t)] o~12(g21<>k)dkdv1d/m2 } +
{Bmxlzlnx (r)n1 * B12x12 Jf1(r’v1’t)ln(f1(r’v1’t)dv1 *

Bzzxzzlnx (r‘)n2 + Bzzxzz J‘fz(r‘,Vz,t)ln(fz(r‘,vz,t)dV2 }

{ J J J [xlz(r+y12k)f1(r+0‘11k,491’ ,t)fz(r,va’ ,ty -

2
xlz(r y12k)f1(r 0'11k,491,t)f2(r,v2,t)] 0‘12(312<>l<)dkc14311civ2 +

' JJJ [xzz(r+y22k)f2(r+022k’uz ’t)fz(r’vz t) -

2
x22(r y22k)f2(r ozzk,uz,t)fz(r,vz,t)] 0‘22(g22<>l':)dltzdv2d&92 }

(6.14)

70




Las propiedades de los invariantes colisionales

It
—

ll’i

satisfacen la condicién de que,

E —
Z J b, (e E) v = 0 (6.15)

i

2
mc , 1/2 mc (6)
ti i

Utilizando la propiedad (6.15) en particular para

wi =1 , €s
facil mostrar entonces a partir de la ec. (6.14) que,
at(ps“’)I = 0 (6.16)
9,11 .
Por otra parte, at(ps ) esta dada por,
8 (pshH™ = —x B.x. (rin_ + B _x (r)
g P B 11%11 1 12%12° 7/,

JJJ [xn(r+y11k)f1(r+0‘“k,vl IE (v ) -

- x11(r'y11k)f1(r'°&1k’vl’t)f1(f'v1’t)]1“f1(”vl’t)

2
o‘ll(g“ok)dkdvidv1 +
{311x11(r)n1 * B12x12(r)n2}

J J J [Xlz(r+y12k)f2(p+¢12k,v2 ’t)f1(r’v1,’t) -

- xlz(r—ylzk)fz(r—wlzk,vz,t)fl(r,vl,t)]lnfl(r,vl,t)

2
0‘12(g21°k)dkdv1dv2 +
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312x12(r)n1 * 322x22(r)n2

J[[ [Xlz(r+y12k)f1(r+o~12k,v1’,t)fz(r,vz’,t) B

- xlz(r-ylzk)fl(r—vlzk,vl, t)fz(r,vz,t)] lnfz(r‘,VZ, t)

2
a*lz(glzok)dkdvldv2 +
{B1zx12(r)n1 * Bzzxzz(r)nz}

[ j [ [x22(r+y22k)f2(r+022k,vz’ ,t)fz(r‘,vz’ yt) -

- xzz(r-yzzk)fz(r—ozzk,vz, t)fz(r,vz,t)] lnfz(r,vz,t)

) ,
o (g, ok)dkdV dv, (6.17)

Debido a que c'3t(psq?)I = (0, la Unica contribucién

a la parte potencial Bt(pSQ) sera,
5,(ps") = 8 (psH" (6.18)
La ecuacién (6.17) para 6t(psd’)II puede reescribirse utilizando

la transformacion dada por la ec. (C.5) obteniendo finalmente

que,
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11711 12712
J‘J’J‘ [ fl(r,vl’,t) fl(r+0'11k,V1 ,t) ]
In — —_—

fl(r,vl,t) fl(r—crn,vl,t)

[xll(r+y11k)f1(r+011k’v1 AR AR AN

1
at(ps‘b) = 7k3 {B X (r‘)n1 + B x (r)nz}

2
- xu(r—y“k)fl(r-wuk,vl,t)fl(r,vl,t)] c!'u(gnok)dkdvldv1 +

Bllxll (P)nl * 812x12(r)n2

. _fl(r,vl’.t) fz(r+a~121_(,_\:2’,t)
f (r,v,t) f (r-c _,v_,t)
1 1 2 12" 2

[xlz(r+y12k)f2(r+0‘12k,v2 ,t)fl(r,vl ,t) -

2
xlz(r ylzk)fz(r a‘lzk,v2,t)f1(r,v1,t)] 0‘12(g21ok)dkdv1dv2 +

+ {3127c12(r')n1 + Bzzxzz(r)nz}

JJJ’[ f (r,v.’,t) f (r+o_k,v ', t) ]
2 2 1 21 1

In — -_—
fz(r,vz,t) fl(r—a‘m,vl,t)

[7(12(r~+y12k)f1(r-+c'21k,v1 ,t)fz(r,,v2 ) -

_ _ _ 2
xla(r y1zk)f1(r 0‘21k,v1,t)f2(r,v2,t)] crlz(glaok)dli:dvldv2 +
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* {812x12(r)n1 * BZZXZZ(P)HZ}

Jf{ [ . _fz(r,vz’,t) f2(r+0'22k,V2’,t) ]
fz(r,vz,t) fz(r—ozz,vz,t)

[xzz(r+y22k)f2(r+0'22k,v2 ,t)fz(r,v2 ,t) -

2
- xzz(r-yzzk)fz(r—o‘zzk,vz,t)fz(r,vz,t)]c‘zz(gZZOk)dkdvde2

(6.19)
Por lo tanto, wutilizando las ecs. (6.4), (6.11) y (6.19)
obtenemos que,

3t(ps) = 6t(ps) + at(ps) =

1
= _4—_ kB {1 * Bllxll(r)nl * BIZXIZ(P)DZ}

J J J [ f{r,v’,t) f (r+¢_k,V ', t) ]
1 1 1 11 1
In — B
fl(r,vl,t) fl(r—all,vl,t)

[}(11(1r'+yuk)f1(r~+o‘11k,v1 ’t)f1(r’v1 ,t) -

- — - 2 [
xll(r y11k)f1(r ollk,vl,t)fl(r,vl,t)J oll(g11 k)dkdvldV1 +

117711

J J J [ fl(r,v1 ,t) f2(r+012k,v2’,t) ]
In —
fi(r,vl,t) fz(r—olz,vz,t)

+ 1 +8 x (x*)n1 + Bllez(r)nz}
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[7(_12(r‘+y12k)fz(r'+o‘12k,v2 ,t)fl(r‘,v1 t) -

2
- xlz(r—ylzk)fz(r-olzk,vz,t)fl(r,vl,t)] 0‘12(g21°k)dkdvldv2 +

* L+ 312x12(r)n1 * 822x22(r)n2

J‘J’J‘ fz(r,vz’,t) fl(r'+o*21k,v1 ,t) ]
ln —
fz(r,vz,t) fl(r—crm,vl,t)

|:7412(r'+y12k)f1(r'+cr21k,v1 ,t)fz(r,v2 ,t) -

2
- xlz(r—ylzk)fl(r—wzlk,vl,t)f.z(r,vz,t)} <>‘12(g12<>k)dkc1v1dv2 +

* L= 312x12(r)n1 * BZZXZZ(F)HZ

f (r,v.',t) f (r+c_k,V_’,t)
J 1n —2 2 2 22 2

fz(r,vz,t) fz(r-ozz,vz,t)

[2122(1”}'221&)1',‘:(r‘+0‘22k,V2 ,t)fz(r,v2 ,t) -
2
- xaz(r—yzzk)fz(r~o~22k,vz,t)fz(r,vz,t)] 022(g22°k)dde2dV2

(6.20)

Si analizamos la expresién para Bt(ps) dada por la

ec. (6.20), es claro que en general no podemos afirmar que dicha
expresién sea semipositiva definida. En el caso particular que
hemos expuesto a lo largo de este trabajo, nos interesa probar
que la teoria cinética propuesta es compatible con. la TIL. En

los capitulos 4 y S mostramos que la produccién de entropia
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calculada hasta segundo orden en los gradientes puede expresarse
en términos de las fuerzas y los flujos, mismos que satisfacen
las relaciones de reciprocidad de Onsager. Esto nos lleva a
concluir que el Unico caso obvio en el cual podemos probar un
Teorema H es aquel en el que, con el fin de mantener at(ps)
calculada hasta segundo orden en los gradientes, tomemos de la
funcién X, ,

J

+ = + °
xij(r * yijk) xij(r) * yij k inj + ... (6.21)

Unicamente la contribucién de equilibrio, esto es,

xij(r * yijk) = xij(r) = xij(r) (6.22)

Tomando la aproximacién dada en la ec. (6.22) podemos bajo esta

suposicidén reescribir la ec. (6.20) como,

at(pS) = kB L+ Bllxll(r)nl * 312x12(r)n2

f(r,v.’,t) f (r+¢ k,V ', t)
v @ In —! 1 1 11 1
11
fl(r,vl,t) fl(r-oll,vl,t)

[fl(r'+0‘11k,v1 ,t)fl(r‘,v1 ,t) - fl(r-ollk,vl,t)fl(r,vl,t)]

2
o i(g  ck)dkdv dv ~ +

* 1+ Bllxli(r)nl * BIZXIZ(r)HZ
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fl(r,vl',t) fz(rﬂrlzk,v2 ,t)
xlz(r) ln —
f1(r'v1’t) fz(r—olz,vz,t)
[fz(r+012k,v2 ,t)fl(r,v1 ,t)y - fz(r—olak,vz,t)fl(r,vl,t)]

2
012(g21ok)dkdv1dv2 +

* {1 * 312x12(r)n1 * 322x22(r)n2}

f(r,v.’,t) £ (r+o_k,v. ’,t)
2 2 1 21 1

X2 In
f (r,v_,t) f (r-e_,v_ ,t)
2 2 1 1

21

[fl(r+0‘21k,v1 ,t)fz(r,v2 ) - fl(r—oalk,vl,t)fz(r,vz,t)]

2
clz(g120k)dkdv1dv2 +

+ {1 + B x (r)n1 + B x (r)nz}

1212 22722
f (r,v’,t) f (r+c_k,V ’,t)
2 2 2 22 2

xzz(r) ln —
f (r,v_,t) f {r-ec_,V_,t)
2 2 2 22’ 2
[fz(r+¢22k,V2 ,t)fz(r,v2 I fz(r—vzzk,vz,t)fz(r,vz,t)]
2
0‘22(g22°k)dkdv2dv2 (6.23)

Utilizando la desigualdad,

X
(x-y) In — = 0 (6.24)
Yy
donde,

x = f (r+e k,v.',t)f (r,v’,t) (6.24a)

3 ij J i i
y = f (r-¢c k,v ,t)f (r,v ,t) (6.24b)

J ij J i i

es entonces directo probar que bajo la aproximacién (6.22),
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at(ps) =0 (6.25)
esto es, en este caso se satisface un Teorema H.

Produccién de entropia - Teorema H Local

Deduciremos ahora la versién local del Teorema H. Para

ello tomamos ahora en cuenta las ecuaciones cinéticas completas,

8tf1(r,v1,t) = -v e Vfl(r,vl,t) +
+ J J I:xll(r+y11k)f1(r+0‘11k,v1 ,t)fl(r,v1 ,t) -
2
xll(r yllk)fl(r o‘llk,vl,t)fl(r,vl,t)]o*ll(gnok)dkdv1 +

’ J J [xlz(r+y12k)f2(r+012k,v2 ’t)f1(r’v1 8-

2
xlz(r y].zk )fz(r crlzk,vz,t)fl(r,vl,t)]crlz(gmok)dkdv2 (6.26)

atfz(r,vz,t) = v, sz(r,vz,t) +

’ { [ [112(r+y12k)f1(r+012k,v1 LA AL

_ _ _ 2
xlz(r y12k)f1(r 0‘12k,v1,t)fz(r,vz,t):lolz(gmd()dkdv1 +
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+ JJ [:(22(l."+y22k)f2(r‘+o‘22k,V2 ,t)fz(r,vz ,t) -

2
- x22(r—y22k)f2(r cr22k,V2,t)fz(r,vz,’c)]::‘zz(gzzok)clkdv2 (6.27)

Analizaremos en primer el término cinético de 1la
derivada temporal de 1la densidad de entropia, ec. (6.5).

Utilizando las ecs. (6.26)-(6.27), obtenemos que,

2
k = -_— —
at(ps ] = kB E: J (6tfi(r.vi,t) in fi(r,vit) dvi
i=1
= - kB —[ (v1 o Vfl(r.vlv,t) lnfl(r,vl,t) dv1 -

-J‘ (v2 ° sz(r,vz,t)) lnfz(r',vz,t) dv2 +

+

JJJ [x“(t‘+ynk)f1(r'+0'11k,V1 ,t)fl(r-,v1 ,t) -

- xll(r—yllk)fl(r-@Ilk,Vl,t)fl(r,vl,t)]lnfl(r,vl,t)

2
o*ll(gllok)dkdvldv1 +

+

J J J [112(P+y12k)f2(p+¢12k,v2 ’t)f1(r’v1 8-

- xla(r-ylak)fz(r—wlzk,vz,t)fl(r,vl,t)]lnfl(r,vl,t)

2
0"12(g21°k)dkdv2dv1 +
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+

J [ [ [Xlz(r+y12k)f1(r+012k,v1 ’t)fz(r'vz A2

- xlz(rfylzk)fl(r—vlzk,vl,t)fz(r,va,t)]lnfz(r,vz,t)

2
wiz(glzok)dkdvldv2 +

+

[ [ J [x22(r+y22k)f2(r+022k,V2’,t)fz(r,vz’,t) -

- xaz(r-yzzk)fz(r-ozzk,vz,t)fz(r,vz,t)]lnfz(r,vz,t)

2
0‘22(g22°k)dkdvzdv2 } (6.28)

[a ec. (6.28) puede reescribirse de la forma,

at(psk) + V. (psku) + Vo J: = o (6.29)

donde J: es la parte cinética del flujo de entropia,

k - - Py
Js = kB [ J clfl(r,vl,t)(1nf1(r,v1,t) 1)dv1 +

+ J czfz(r,vz,t)(lnfz(r,v2,t) - 1)dv2 (6.30)

k iy . s s
y, ¢ es la produccién de entropia cinética,

k - . > ’ -
f = kB { J J f I:x“(r'+y“k)f1(r+0'“k,v1 ,t)fl(r,v1 ,t)
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- x11(r_y11k)f1(r_011k’v1’t)f1(r’v1’t)]lnf1(r’v1’t)

2
0'“(g110k)dkdv1dv1 +

+ J J J [xla(r+y12k)f2(r+012k,v2 ,t)fl(r,v1 ,t) -

- xlz(r-ylzk)fz(r—wlzk,vz,t)fl(r,vl,t)]lnfl(r,vl,t)

o 2(g_ok)dkdv dv. +
12 21 2 1

+ J J I [xlz(r+y12k)f1(r+o~12k,v1 ,t)fz(r,v2 ,t) -
- xlz(r-ylzk)fl(r—olzk,vl,t)fz(r,vz,t)]lnfz(r,yz,t)
2
olz(glzok)dkdvldv2 +
) J J J [x22(r+y22k)f2(r+622k’v2 ’t)fz(r’vz 8-
- xzz(r—yzzk)fz(r—ozzk,vz,t)fz(r,vz,t)]lnfz(r,vz,t)
2

022(g22°k)dkdvzdv2 } (6.31)
Por otra parte, consideraremos ahora la parte
potencial, ec. (6.12). Utilizando las ecs. (6.26)-(6.27),

tenemos que,

at(ps“’)

-kB JJ 311x11(r)f1(r’v1’t) (—vlonl(r,Vl,t))

1n(211(r)f1(r,V1,t)fl(r,vi,t))dvldvl +
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+ ” B1zx12(r)f1(r’v1’t) (—vzonz(r,VZ,t))

ln(xlz(r)fl(r,v1,t)fz(r,vz,t) )dvldv2 +

12712

+ [JB X (r‘)fz(r‘,vz,t) (—vlonl(r‘,vl,t))

1n(,~zlz(r)f1(r,v1,t)f2(1~,v2,'c))dvlcw2 +

+ ” Bzzxzz(r)fz(r,vz,t) (-v2on2(r,V2,t))

ln(xzz(r)fz(r‘.vz,t)fz(r,vz,t) )civzdv2 +

* JJ B“x“(r)fl(r,vl,t)

{JJ [xu(r‘+ynk)f1(x*i-cz‘“k,ns\1 ,t)fl(r‘,V1 ) -
2
- xll(r—y“k)fl(r—o‘“k,wl,t)fl(r',Vl,t)] o‘u(guok)dkdm1 +

+ ” [;1{12(r‘+y12k)f2(1~+c-121::,v2 ,t)fl(r-,v1 ,t) -

2
xlz(r ylzk)fz(r olzk,vz,t)fl(r,vl,t)] 0"12(g21ok)dkdv2 }

ln(xu(r‘)fl(r‘,vl,t)fl(r,Vl,t.)dvldvl +

* [j 312x12(r)f1(r’v1’t)

{”.[x12("+y12k)f1(”"12k»v1 O (e, V), 8) -
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2
- xla(r—ylzk)fl(r-wlzk,vl,t)fz(r,Vz,t)] ¢r12(g21<>l<)dkdv1 +

+ “‘ [xzz(r+y22k)f2(r+o*12k,u2 ,t)fa(r,v2 ,t) -

2
xzz(r yzzk)fz(r 022k,02,t)f2(r,vz,t)] cs‘22(g22<>k)dkd/m2 }

ln(xlz(r)fl(r,vl, t)fz(r,Vz,t) )dvldV2 +

+ [J Bllez(r)fz(r,vz,t)

{JJ [x“(r+y11k)f1(r‘+0'11k,&91 ,t)fl(r,v1 ,t) -
2
xu(r y“k)fl(r onk,ul,t)fl(r,vl,t)] cu‘“(g11<>l<)dkd4s11 +

+ JJ [,1{12(t‘+y12k)f2(r‘+o*12k,V2 ,1:)f1(xr',V1 ,t) -

2
xlz(r ylzk)fz(r olzk,Vz,t)fl(r,Vl,t)] 0‘12(g21ok)dkdvz }
ln(xn(l")fl(t‘,vl,t)fz(r,vz,t))dvldvz +
* JJ' Bzzxzz(r)fz(r’vz’t)

{“' ':>¢12(x"+y12k)f1(r‘+o‘12k,V1 ,t)fz(r,V2 ,t) -

_ _ _ 2
xlz(r y12k)f1(r olzk,vl,t)fz(r,vz,t)] ¢)‘12(g21ok)dl<dv1 +
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’ JJ [xzz(r+y22k)f2(r+022k,u2 ’t)fa(r’vz 8-

2
- xzz(r—yzzk)fz(r-ozzk,wz,t)fz(r,Vz,t)] vzz(gzzok)dkdw2 }

1n(x22(r-)f2(r,v2,t)fz(r,vz,t))dvde2 (6.32)
La ec. (6.32) puede reescribirse de la forma,

at(ps") + U . (pstu) + VoJ‘: = & + R (6.33)

con J: , la contribucién potencial al flujo de entropia,

S

P =k J{clﬁuxn(r‘)fl(r,vl,t)fl(r,vl,t)
[ln(x11(r)f1(r’v1’t)f1(r’v1’t)) - 1] dv dv, +
+ J J czBllez(r)fi(r,vl,t)fz(r,va,t)
[ln(xlz(r)fl(r,vl,t)fz(r,vz,t)) - 1] dvldv2 +

171212

+ J J c B x (r)fl(r,vl,t)fz(r,vz,t)

[ln(xlz(r)fl(r,vl,t)fz(r,vz,t) - 1] dvldv2 +
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+ J J c2822x22(r)f2(r,\12,t)fz(r,vz,t)

[ln(xzz(r)fz(r,vz,t)fz(r,vz,t) - 1] dvadv2 (6.34)

V% O‘Q es la parte potencial de la produccién de entropia,

¢ = -
c = kB JJ anu(r)fl(r,vl,t)

{JT [x“(r'+y11k)f1(r+a~11k,491 ,1:)1‘1(1-,V1 ,t) -

2
x“(r yuk)fl(r cr“k,ml,t)fl(r,vl,t)] o-“(guck)dkdﬂ\a1 +
+ ”‘ [7(12(r'+y12k)fz(r-+o*12k,v2 ,t)fl(r,\l1 ,t) -

2
xlz(r ylzk)fz(r‘ o-lzk,vz,t)fl(r,vl,t)] 0*12(g21ok)dkdv2 }

ln(xu(r)fl(r,vl,t)fl(r,vl,t)dvldvl }+

JT Bllez(r)fl(r,vl,t)

{” [;clz(wylzk)fl(r'+a'12k,V1 ,t)fz(r,v2 ) -
- _ - 2 o
xlz(r y12k)f1(r o-lzk,vl,t)fz(r,vz,t)] crlz(g21 k)dkdv1 +

’ ” [?sz(r+y22k)f2(r+o-12k,u2 ’t)fz(r’vz 8-
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2
- xzz(r-yazk)fz(r—o-zzk,mz,t)fz(r,vz,t)] ozz(gzzok)dkdwz}

ln(xlz(r')fl(r,vl,t)fz(r,vz,t))dvldv2 +

+ ” Bllez(r)fz(r,vz,t)

{ ” [xu(r+yuk)f1(r+0‘nk,ml’ ,t)fi(r,Vl’ ,t) -

2
- xu(r-y“k)fl(r—ouk,wl,t)fl(r‘,Vl,t)] oll(guok)dkd«sl +
+ {j [xlz(r+y12k)f2(r+0‘12k,V2 ,t)fl(r,\(1 ,t) -

2
- x12(r—y12k)f2(r_012k’v2’t)f1(r’v1’t)] 012(g21ok)dkdvz}

ln(xn(r‘)fi(r,Vl,t)fz(r,vé,t) )dVldv2 +

JJ Bzzxzz(r)fz(r,vz,t)

{JJ [xlz(f‘+}’12k)f1(r+o~12k,v1 ,t)fz(r‘,Vz ot -

2
xlz(r y12k)f1(r o*lzk,Vi,t)fz(r,Vz,t)] 0'12(g2101<)cil<dv1 +

+ JJ l:xaz(r'+y22k)fz(r'+<r22k,&92 .t)fz(r,v2 ,t) -
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2
- xzz(r-yzzk)fz(r—o-zzk,mz,t)fz(r,vz,t)] a‘zz(gzzok)dkdwz}

1n(7¢22(r')f2(r',v2,t)fz(r,vz,t))civde2 (6.35)

-« JJBuln(x“(r)fl(r,vl,t)fl(r,Vl,t))clo[Vxn(r)}

f (r,v ,t)f (r,V ,t) dvdv +
1 1 1 1 171

+ J J Bnln(x“(r)fl(r,vl,t)fl(b,vl,t))

clx“(r)fl(r,vl,t)o[Vfl(r,vl,t)] dvldv1 +
+ J J‘ Blzln(xlz(r)fi(r,vl,t)fz(r,vz,t))clo[Vxlz(r)J

f (r,v ,t)f (r,v ,t) dvdv +
1 1 2 2 12

+ J[Blzln(xlz(r)fl(P,Vl,t)fz(r,vz,t))

clez(r‘)fz(r,vz,t)o{Vfl(r,vl,t)] dvldv2 +
+ J J B1zln(x1a(r)f1(r’v1’t)fz(r’vz’t))c1°[vx12(r))

fl(r,vl,t)fz(r‘,vz, t) dv1dv2 +

+ J J Blzln(xlz(r)fl(r,vl,t)fa(r,vz,t))
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°1X1z(r)f1(r’v1’t)°[sz(r‘vz’t)] dvldvz +
+ J J Bzzln(xzz(r)fz(r,vz,t)fz(r,Vz,t))czo[szz(r)]

fz(r,vz,t)fz(r,vz,t) dvzdv2 +

+ J f Bzzln(xzz(r)fz(r,vz,t)fz(r,vz,t))

czxzz(r)fz(r,vz,t)o[sz(r,vz,t)] dvzdv2 (6.36)

La produccién de entropia potencial U¢ , ec. (6.35),
puede reescribirse, utilizando la metodologia descrita en la
obtencién de las ecs. (6.12)-(6.16), como la expresién para
at(ps¢) dada por las ecs. (6.17) y (6.18), esto es,

& = Bt(psQ) (6.37)

Es importante resaltar que el términc R dado en 1la
ec. (6.36) depende explicitamente de los gradientes de xij \ fi.
Con el fin de mantener la consistencia con el resto de nuestros

calculos en el orden de los gradientes, debemos evaluar R para

£ = £°
K k
(1)
Recordando que ',
0 M 2
fk = n | T~ | exp { -mkck/ZkBT ] (6.38)
2nk T
B
0
J ck fk(r,vk,t) dvk = 0 (6.39)
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J c fo(r,v ,t) ccdv = 0 : (6.40)
kK k Kk kK k

Jc 2, v t) Infdv = 0 (6.41)
k k k k k .

es entonces facil probar que,
R(£)) = R° =0 (6.42)
Finalmente, utilizando las ecs. (6.5), (6.29)-(6.37) y
(6.42), se puede escribir la derivada temporal de la densidad de

entropia, at(ps) de la forma,

at(ps) + VUV « (psu) + V o Js = ¢ (6.43)
con,
J = J + 7 (6.44)
S s S
c = o + o {6.45)

La ec. (6.43) tiene la forma de la ecuacién de balance de

entropia donde J se identifica como el flujo de entropia y ¢
S

es la produccién de entropia.

Utilizando las ecs. (6.17), (6.18),(6.31) y (6.37) ¥y

considerando la transformacién dada por la ec. (C.5) tenemos que

c , ec. (6.45), puede escribirse de la forma,
1
¢ = -j;_ kB L+ 311x11(r)n1 * 312x12(r)n2
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J‘JJ‘[ f (r,v.’',t) £ (r+c k,V’,t) J
1 1 1 11 1
ln —
fl(r',vl,t) fl(r-—cru,vl,t)
[x“(z‘+yuk)f1(r-+o~nk,v1 ,t)fl(r-,v1 ,t) -

2
- xu(r—-y“k)fl(r—a‘nk,vl,t)fl(r,vl,t)] crn(gu<>k)dk<:lv1dv1 +
* {1 * anu(r)nl * B1zx12(r)n2}
JJJ‘ [ fl(r,vl ,t) fz(r+0'12k,v2 ,t) ]
In —
fl(r,vl,t) fz(r—am,.vz,t)

[xlz(r+y12k)f2(r+012k,v2 9t)f1(r9v1 ,t) -

2
xlz(r ylzk)fz(r olzk,vz,t)fl(r,vl,t)] o‘lz(gzlok)dkdvldv2 +

* {1 * 812x12(r)n1 * BZZXZZ(F)HZ}

JJ’J[ f (r,v.’,t) f (r+c_k,v.’,t) ]
2 2 1 21 1

ln —

| fa(r,vz,t) fl(r—om,vl,t)

[7(12(r'+y12k)f1(r~+a‘21k,v1 ,t)fz(r,v2 ,t) -

2
xlz(r y12k)f1(r 0‘21k,v1,t)f2(r,v2,t)] 012(g12°k)dkdv1dv2 +

* {1 * B1zx12(r)n1 * Bzzxzz(r)nz}

J’J‘J‘ [ . iz(r,vz ,t) f2(r+a~22k,V2 t) ]
fz(r,vz,t) fz(r-o‘zz,vz,t)
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[xzz(r+y22k)f2(r+0‘22k,v2 ,t)fz(r,v2 ,t) -

2
- xzz(r—yzzk)fz(r wzzk,Vz,t)fz(r,vz,t)] 0‘22(322°k)dkdv2dv2

(6.46)

De nuevo, no podemos afirmar en general que o sea

semipositiva definida. Si nos restringimos al caso particular
discutido anteriormente que nos lleva a considerar que,

0

x (r t yijk) 2 y (r)

ij ij = ij(r)

m
&~

podemos reescribir,

¢ = — kB 1+ Buxn(r)n1 + Bllez(r)n2

f(r,v',t) f (r+¢ k,V ',t)
) ln —! 1 1 11 1
X1
f (r,v. ,t) f {(r-¢ ,V ,t)
1 1 1 1171

[fl(r+011k,V1 ,t)fl(r‘,v1 ) - fl(r—dllk,vl,t)fl(r,vl,t)]

2
oll(gllok)dkdvldv1 +

* L Bllxll(r)nl * 312212(!‘)!}2

f (r,v’,t) f (r+c k,v ’',t)
v @) 1n —! 1 2 12 "2
12 £ (e,v,t) £ (c-o _,v_,t)
1 1 2 2

12
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[fz(r+¢12k,v t)fl(r,v

, ',t) - f (p-c k,v ,t)f (r,v ,t)]
2 2 12’ 2 1 1

1

2
0‘12(g21°k)dkdv1dv2 +

12712 22722
f (r,v.',t) £ (r+ec_k,v.’,t)
2 2 1 21 1
x12 ln —
f (r,v_,t) f (r-c_,v ,t)
2 2 1 21" 1

[fl(r‘+0‘21k,vl ,t)fz(r,vz ,t) - fl(r‘-omk,vl,t)fz(r,vz,t)]

+ 1 +B8 x (r')n1 + B ¥ (r)nz}

2
clz(glzok)dkdvldv2 +

* 1+ 612x12(r)n1 * 622x22(r)n2

f (r,v’,t) f (r+c_k,V_’,t)
(r) 1n —2 2 2 22" "2
Xz

fz(r,vz,t) fa(r—ozz,vz,t)

[fz(rﬂrzzk,v2 ,t)fz(r,v2 ) - fz(r-ozzk,vz,t)fz(r,vz,t)]
2
0*22(g22°k)dkdv2dv2 (6.47)
Si utilizamos de nuevo la desigualdad (6.24), con las

identificaciones dadas en (6.24a) y (6.24b),
X
(x-y}) In— = O
y

podemos entonces afirmar que en este caso,
cz0 (6.43)
Con base a las ecs. (6.25) y (6.48), podemos concluir

que en nuestro caso particular se satisface un teorema H.
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Es dificil tratar de realizar comparaciones entre
nuestros resultados y aquellos que se encuentra via otros
tratamientos. En efecto, por una parte, en la
literatura(m(zsnzg) se proponen Unicamente formas para la
entropia de un gas de esferas duras de una componente, y, aqui en
nuestro caso, estamos tratando una mezcla binaria. Cémo ya lo
habiamos mencionado, 1la dudnica referencia a resultados para
mezclas es la aportada por Karkheck y Stellw). Dichos autores
nunca proponen una forma para la entropia de una mezcla, sino
encuentran mediante un proceso de maximizacién, la entropia para
una sola componente. A partir de la ecuacidén de balance de la
misma, identifican la produccién de entropia y muestran que ésta
ultima es semipositiva definida. En este momento llevan su
resultado para la produccién de entropia de una componente para
obteﬁer la respectiva de una mezcla.

El dnico argumento que nos permitiria afirmar cual es
la mejor forma para la entropia seria escoger aquella que se
redujera en equilibrio a la de una mezcla de esferas duras. A
pesar de contar con una expresién formal no integrada para la
entropia de equilibrio de una mezclaf3m, es por el momento
imposible discernir cual de todas las variantes actuales del
Teorema H, la aqui deducida incluida, es la que es compatible con
el estado de equilibrio. Esto nos presenta un serio obstaculo
para poder presentar un Teorema H general valido, libre de
aproximaciocnes explicitas o implicitas como las utilizadas hasta

ahora por todos los autores que han contribuido a este problema.
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CONCLUSIONES

Hace mads de 20 aflos, Barajas, Garcia-Colin y PiﬁauS)
consideraron que la teoria Standard de Enskog (SET), aplicada al
caso de una mezcla binaria de esferas duras, no era compatible
con la termodindmica irreversible lineal. Su afirmacion se basé
en que, a partir de una comparacién directa entre la fuerza de
difusién obtenida en la SET utilizando las expresiones de
Thorne(” para las funciones X y la forma fenomenolégica

ij

£8) ' . s e
, ambas expresiones no coincidian.

propuesta por Hirshfelder(
De hecho, la teoria Revisada de Enskog (RET) fue formulada, entre
otros factores, para corregir la "incompatibilidad" de la SET con
la TIL.

En este trabajo hemos mostrado de una forma simple vy
directa que la formulacién cinética expuesta para una mezcla
binaria de esferas duras, dentro del contexto de 1la RSET,
satisface todos los postulados de la termodindmica irreversible

lineal.

El procedimiento presentado estad fundamentado en la
propuesta de una funcién para la densidad de entropia de 1la
mezcla binaria de esferas duras, en términos de las funciones de
distribucién de una y dos particulas, 1la cual satisface una
ecuacién de balance. A partir de esta Gltima ecuacidn, podemos

identificar a la produccién de entropia, misma que queda
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expresada en términos de los flujos y las fuerzas termodinamicos
de la mezcla. Se prueba, ademds, que los coeficientes cinéticos
en las ecuaciones de transporte del sistema satisfacen 1la
relaciones de reciprocidad de Onsager en la representacién
elegida. Finalmente mostramos que, por lo menos en un caso
particular consistente con las aproximaciones que manejamos, la
produccién de entropia es semipositiva definida. Como ya hemos
discutido, la forma propuesta para la entropia no toma en cuenta
las contribuciones de las funciones de distribucién de mas de dos
particulas. Aunque se podria considerar que la entropia no es
completa, este modelo nos permite un manejo mads simple y en
términos de menos parametros. Quedan sin embargo dos problemas
abiertos. Por una parte, la reciprocidad de los coeficientes de
Onsager no corresponden a la forma candnica convencional.
Adicionalmente, aunque esenclalmente el flujo de entropia
encontrado coincide con el mesoscépico, no se puede identificar
al potencial quimico de cada componente, gque no conocemos,
explicitamente con el coeficiente que multiplica al flujo de

masa.

Surge entonces la interrogante acerca de la relacién
entre la RET con la formulacidén aqui expuesta.

Las virtudes de la RET han sido ampliamente discutidas
en la literatura y es de hecho uno de los tratamientos cinéticos
utilizado con mayor frecuencia en la actualidad para el estudio
de fendémenos de transporte en gases densos, en su gran mayoria de

una componente.
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Cabe sefialar que, por una parte, la RET toma un
desarrollo particular para la xij en términos del desarrollo en
ciumulos de Mayer. En nuestro caso, la dependencia funcional de
xij con la densidad queda indeterminada, pero sujeta a dos

restricciones:

i) La entropia para la mezcla propuesta debe
reducirse a la entropia termodindmica de una mezcla de esferas
duras en equilibrio, por lo que, a partir de las propiedades
termodindmicas del sistema en equilibrio, se puede proponer el
tipo de funcionalidad que deberian satisfacer la funciones xij
con la densidad.

ii) Con el objetivo de establecer la
compatibilidad entre la fuerza de difusién encontrada a partir

del andlisis cinético y la forma fenomenolégica para la misma, se

imponen restricciones adicionales acerca del punto de valuacién

Yij
Debido a las diferentes formas para considerar a las
funciones xi. , como ya se ha analizado en la literatura, ambas
j
teorias reportan algunas diferencias en los coeficientes de
(12) (20)-(23) (40)

transporte , pues éstos dependen directamente de

dichas funciones.
Por otra parte, las formas para la entropia que surgen

de la RET para un gas de esferas duras, restringidas al caso de

Unicamente una componente, incluyen a todas las funciones de
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distribucién, y a pardmetros tales <como los parametros
indeterminados de Lagrange y la funcién de particién del gran

(9) (24) (25) (28)-(30)
. En nuestro

candénico asociada al sistema
caso, es importante sefialar que una de las contribuciones mas
relevantes de este trabajo es proponer una forma para la
entropia, pero ahora para una mezcla binaria de esferas duras,
restringida a la inclusién de sélo las funciones de distribucién
correspondientes a una y a dos particulas, y expresada uUnicamente
en términos de xij

Con la presentacién de este trabajo, no se tiene 1la
intencién de comparar ambas teorias, pues como hemos visto,
presentan diferencias. El objetivo de este trabajo ha sido
retomar la SET a partir del punto donde fue dejada en 1973, y
mostrar que, dentro del esquema teérico aqui presentado, la RSET,
es una teoria que, aplicada al caso de una mezcla binaria de

esferas duras, es compatible con la termodinamica irreversible

lineal.
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APENDICE A

En este apéndice encontraremos las condiciones bajo las
cuales la fuerza de difusién cinética en la mezcla, 4 , ec.
1

(2.41), es compatible con la expresion d: dada por la ec.

(2.46).

Estas formas para dx y para df son,

+ 1/n ns +28 M nnx°| VinT +
joij ij ij 1 371i)

j=1

+ 2/nZB '—i—nn x,, (A.1)

donde inj esta dado por la ec. (2.10), v,

2
& = Sl . 1/nz nd +28 M vinT
i nkBTp Py joij ij ijninjxij nb o+
j=1
2
n, [aui ]
+ 1/nz—‘— —' =1 Vn (A.2)
kT | on j
B 3
j=1
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Al comparar las ecs. (A.1) y (A.2), es facil ver que para que

ambas sean compatibles debe satisfacerse la siguiente condicién,

2 2
y ax
) Tik_ TS _
E: alm * ZBlmxlmnl v o2 }: Blk nn } vnm B
o dn
1k m
m=1 k=1
2
n1 6p1
= }: - = vn (A.3)
kT on "
B m
m=1

La condicién (A.3) impone pues una restriccién sobre la derivada

del potencial quimico con respecto a la densidad, esto es,

2
A 1 y dx
—l-=kxT{— s +28 x%+2 ) p -tk Sl (A.4)
B lm Im " 1m 1k k
dn n o on
m 1 k=1 1k m

Si utilizamos la relacién de Maxwell,

Su o
—- = (A.5)
dn an1

m

podremos encontrar a partir de la condicién de compatibilidad

(A.4) la siguiente condicién diferencial sobre las funciones X

13
2 2
y ax y ax
; Blk Tlk_ n lk_  _ z 8 Tmk_ n mk__ (A.6)
k mk k
c an [ on
1k m mk 1
k=1 k=1

Sabemos de la termodindmica que el potencial quimico
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esti relacionado a la presién local mediante la relacién,

. 2
3p au
- Zn —m (A.7)
én, " an
m=1

Utilizando la relacién de Maxwell (A.5), la ec. {(A,7) puede

reescribirse de la forma,

2
ap n au
= Z - nl—l" (A.8)
on n én :
1 1 m
m=1

A partir de la ecuacién de estado para la mezcla de esferas duras
obtenida, dada por la ec. (2.17) podemos calcular el término de

la izquierda de la ec. (A.7), esto es,

dn
1

2
ap ox
_ 0 __mk_
_ZkBT N ZBmk R (A.9)
k=1
Ahora, si insertamos las ecuaciones (A.9) y  la condicién de
compatibilidad (A.4) en la relacién termodindmica (A.8) y
utilizando la condicién diferencial sobre las x . dada por la
ij
ec. (A.6) encontramos dque para que exista compatibilidad, debe

satisfacerse la condicién,

6xmk

2 . 2
y ax
k 1k
2 B ko =tk o B nn — - (A.10)
1k m k mk m k
c dn dn
1k m 1
k=1 k=1

donde, utilizando de nuevo la relacién (A.6) obtenemos que la
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relacién (A.10) se satisface si,

2 Y = (A.11)
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APENDICE B

En este apéndice probaremos la relacién termodindmica

dada por la ec. (3.16)

2
ap dps
S e - Y &

La ecuacidén de Gibbs para una mezcla binaria esta dada

por,
2
U = TdS - pav - Z”i QN (B.1)
1=1
donde U es la energia interna, T la temperatura, S la
entropia, p la presién, V el volumen, Ni el numero de
particulas de la especie i, y el potencial quimico iy se

1

expresa en términos de la energia libre de Gibbs G, ,
1

y donde la energia de Gibbs total es,

2
G=ZuiNi=U—TS+pV (B.2)

i=1
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Si definimos las cantidades especificas,

G S u Ni
pg = T ps = T pu = n = —°
v 1% \4 \
la energia libre de Gibbs especifica sera,
2
pg = pu - Tps + p = }Z TN (B.3)
i=1

Utilizando las ecs. (B.1) y (B.3) se obtiene directamente la

relacién de Gibbs-Duhen,

2
dp = ps dT + }; n, dui (B.4)
1=1

Si tomamos la derivada con respecto a la temperatura de

la ec. (B.4) encontramos la sigulente relacién termodinamica,

ap

ou,
—_— = ps + E: n, — (B.5)
aT 38T

n #n n #n
k i k 1

Por otra parte, la ec. (B.3) puede reescribirse como,

d (pu - Tps) = d E: po - p (B.6)

Ahora, si utilizamos la relacidén de Gibbs-Duhem dada por la ec. (B.4),

la ec. (B.6) puede expresarse de la forma,
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2
d (pu - Tps) = -ps dT + E: CH dni (B.7)

i=1

A partir de la ec. (B.7) podemos encontrar la relacién

dps o,
- |— = |[—- (B.8)
an_ 8T ),

Por Ultimo, si insertamos la relacién (B.8) en la ec.

de Maxwell,

(B.5), llegamos a que debe satisfacerse la relacidén
termodinamica,
2
dp ' dps
— = ps - E: n. = (B.9)
ot n ani T,n #n
k i=1
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APENDICE C

A continuacién encontraremos dos relaciones de simetria
que satisfacen las integrales del tipo de aquellas que aparecen

en la ec. (6.10),

J‘ J [ [XU(r+yijk)fj(r+0‘ijk,vj’ .t)fi(r,vj’ ,t) -

- xij(r—yijk)fj(r—aijk,vj,t)fi(r,vl,t)]lnfi(r,vi,t)
¢ %(g. ok)dkdv dv. (C.1)
ij i i3

i) Por reversibilidad microscépica, se pueden
intercambiar, en los integrandos que involucran el término de
colisién, JE(fifj) ,las velocidades antes y después de la

colisidén, esto es realizar las transformaciocnes,

(v,v) » (v’ ,v’)

i j 1 J
k » -k
de tal forma que,

dvdv = dv ’'dv’
i ] i j

(g. k) = -(g ’-k)
ij ij

Llevando a cabo estas transformaciones se pueden reescribir las
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integrales del tipo,

J [ J [xlj(r+yijk)fj(r+¢ijk,vj’,t)fi(r,vi’,t) -

- xlj(r—yijk)fj(r-okjk,vj,t)fi(r,vi,t)]lnfi(r,vi,t)
2

O‘U(gjlok)dkdvidvj =

= J [ J [xij(r—yijk)fj(r-oijk,vj,t)fi(r,vi,t) -

- x. (r+y k)f (r+c Kk,v ’,t)f,(r,v.’,t)]lnf‘(r,v Lt)
1j 13 73 1S I i i i i
o (g ok)dkdv dv (C.2)

ij Tji i ]

de donde, se puede realizar la transformacién,

[jJ [x-_(f“f}’. K)f (r+o k,v ', t)f (r,v’,t) -
i3 1577 157773 i i

- % (r-y k)f (r-¢ k,v ,t)f (r,v_,t)]lnf.(r,v ,t)
ij ij j ij j i i i i

2
o‘lj(gjiok)dkdvidvj =
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1
= —; J}'J [xij(r'+yijk)fj(r'+0'”k,vj ,t)fi(r‘,vi ,t) -
_ xij(r—yijk)fj(r-mijkfvj,t)fi(r,vi,t)]
In £ (r,v,t) - Inf (r,v’,t)|c %(g ck)dkdv dv_ (c.3)
i i i i ij ji i Jj

ii) Debido a que los indices 1i,j son mudos, éstos

pueden intercambiarse dentro de los integrandos por lo que la

relacién dada por la ec. (C.3) puede volver a transformarse, esto

es,
JJJ [x. (r+y kK)f (r+o k,v ', t)f (r,v’,t) -
ij ij i ij j i i
- xij(r-yijk)fj(r—crijk,vj,t)f‘i(r,vi,t)]

Inf (r,v ,t) - Inf (r,v.’,t) | o 2(g ok)dkdv dv =
i i i i 1) )1 1 J

= [ I J l:xij(r+yijk)fi(r,vi ,t)fj(r+o~ijk,vj ,t) -

- 2z (r-y k)f_(r,v_,t)f_(r-o,_k,v,,t)]
ij ij i i J 1] J

2
Inf , v ,t} - 1Inf v, ° .
[ n j(r vj ) n j(r' vj t) ] o‘ij(gji k)dkdvidvj (C.4)

Finalmente, utilizando las transformaciones dadas por
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las ecs. (C.3)-(C.4) podemos escribir la relacién,

J J J [xU(r+yUk)fJ(r+o~Uk,vj ,t)fi(r,v1 ,t) -

- % (r-y k)f (r-e¢_k,v ,t)f (r,v ,t)]lnf (r,v ,t)
1] ij J ij j i i i i
o %(g ok)dkdv dv =
ij gJi i
= —;— [ J J [xij(r+yijk)fj(r+cr”k,vj ,t)fi(r,vi ,t) -
- xij(r—yijk)fj(r—oijk,vj,t)fi(r,vi,t)]
[ inf (r,v ,t) - 1nf (r,v’',t) + Inf {(r,v ,t) - Inf (r,v’,t) ]
i i i i j j j j
2
o (g ok)dkdv dv =
ij ji i j

1 fi(r,v_’,t) f (r+c k,v ’,t)
- ln — i J ij J
4 f (r,v,t) f (r-c ,v ,t)
i i j ij°j

J

+ ’ » -
[xij(r yijk)fj(rﬂrijk,vj ,t)fi(r,vi ,t)

- x (r-y k)f (r-c k,v ,t)f (r,v ,t)]
ij ij J ij bj i i

2
O‘U(gjiOk)dkdvidvj (C.5)
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APENDICE D

A continuacién presentaremos una representacién
alternativa para la produccién de entropia de la mezcla.

La produccién de entropia de nuestro sistema,

o = ¢ + ¢ (D.1)

puede reescribirse, utilizando las ecs. (6.31) y (6.35), como,

2 2
& = -k E: E: J JE(f £f) Inf (r,v ,t) dv. (D.2)
B i i i i

i=1 j=1

)
o‘ =

2 2
_ E E
= kB E: }: JJéijxij(r)[fi(r,vi,t)J (fifj)+fj(r,vj,t)J (fifj)]

i=1j=1

In(yx, (r)f (r,v ,t)f (r,v ,t))dv dv, (D.3)
ij i i j j i j

Considerando el desarrollo de Chapman-Enskog hasta
primer orden, ec. (2.33),

£ o= f?(1+¢

(1)
i i )

Yy, que bajo esta aproximacidén podemos escribir,
E(1)

_ (o}
J (fifj) = Dt fi (D.4)

donde ﬂtf? estd dada por la ec. (2.35); utilizando las
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. s . s . (4)
condiciones subsidiarias ,

Jf? ¢ dv = O (D.5)
i i i

0 —
ZmiJvi fi </)i dvi = 0 (D.6)

2 0 _
1/2 Z m J c, fi ¢1 civi = 0 (D.7)
i
y, las propiedades de los invariantes colisionales wi = 1,
mc , 172 m.c.2 (6),
ii ii
Z J g JF(Ef) dv, = 0 (D.8)
i i j i
i
podemos expresar la produccién total de entropia 0‘(“ de 1la
forma,
s = x 1 +B x (rln +B x (r)n
B 11711 1 12712 2
1 o ,(1)
m f ¢ c dv «+ Vn +
n 1 171 1 1 1
11

* 1+ 812x12(r)n1 * 822x22(r)n2

1
0 ,(1)
{ mzjfzepz c2dv2}-Vn2+
m_n
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1
o {{1 * Blixll(r)nl * BIZXIZ(F)HZ}

{ 1/2 m J £° ¢(1) (€ %= s/2) ¢ dv } +
1 171 1 11
* {1 * B1zx12(r)n1 * Bazxzz(r)nz}

vT
{ 172 m { £2 ¢(1) (€ %- s/2) c_ dv } } ° +
2 2 72 2 2 2 T

N {1 * Bllxll(r)nl * 312x12(r)n2}

o
{m Jf0¢(1)cc dv } +
1 1 71 11 1

* {1 ¥ 612x12(r)n1 * BZZXZZ(P)HZ}

[o]
{m Jfo ¢(1) cc_ dv }} : Tu (D.9)
2 2 2 22 2

- (1)
Podemos entonces escribir a ¢ como,
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v _ (1) (1)
¢ = kB }1 ° an + 32 o V
mn mn
1 22
1 (1) vT ! (1)
+ — 2 ° + — P : Vu
k T 1 T kK T
B B

donde se han definido los flujos,

(1)

i) }i es el flujo de masa dado por,
1) ! o (1)
Ji = 1 + Z ﬁ”xij(r)nj m, fi ¢1
m n
i
ii) 3;1) es el flujo de calor dado por,
3(1) = {1 +8 x (r)n. +B8 x (r)n
q 11711 1 12712 2

o .
172 m J f ¢( ) (€ 2 52) ¢ dv +
1 1 "1 1 1 1

* {1 * 312x12(r)n1 * BZZXZZ(P)HZ}

2

0 ,(1) .2
vz m, J f2 ¢ (62 5/2) c, dv2 }
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iii) P es el tensor de esfuerzos,

o

o (1)
P = 1 + an“(r)n1 + Bllez(r)n2 m, J f1 ¢1 c,c, dv1 +

o

o (1)
b B12x12(r)n1 * Bzzxzz(r)nz ™ J 20, 6% 9,
(D.13)

Es claro que la produccién de entropia de la mezcla

dada por la ec. (D.10) es de la forma,

ot = Z J o X (D.14)

donde J1 y X1 son respectivamente los flujos y las fuerzas
termodinémicos, y el producto @ acopla a las fuerzas y flujos
del mismo caréacter tensorial.
Procederemos, a calcular en esta representacién el
flujo de entropia Js dado por las ecs. (6.30) y (6.34),
o= 3. g (D.15)

Utilizando el desarrollo de Chapman-Enskog hasta primer orden, vy

recordando que,

* 2
0 MM ™ Cx
1n fk = — == - —=- (D.16)
kT 2k T
B
donde,
E 3
m m
KX*— = In n_+ 3 lIn ——
k T 2nk T
B B
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L 3
y KB representa el potencial quimico de la especie k de 1la

mezcla de Boltzmann, podemos escribir al flujo de entropia como,

1
1
I - T {1 * 311x11(r)n B1zx12(r)n2}

{ 2 m J £° ¢ - 5/2) c, dv1 } +
1
_;T- 12 12(r)n Bzzxzz(r)nz

2 m, f ¢ - 5/2) c, dv2 +

mHy
* sz k-~ ; 311%11([‘)n B X, (T,

* 572 kB T BlZXIZ(P)nl * BZZxZZ(r)nZ

0o (1)
J f2 ¢2 <, dv2 } (D.17)

Utilizando las ecs. (D.11) y (D.12) para los flujos de
masa y de calor respectivamente, podemos reescribir la ec. (D.17)

como,

114




JO P T L }:1)
s T 1 T
*
m_p
- Lsnk -2 1 W (D.18)
B T 2

Si comparamos la expresién cinética para J_ dada por
S
la ec. (D.18) en esta representacién alternativa, y la expresién

mesoscépica para el flujo de entropia dado por la ec. (2.27),

: 2
1
e (s - ) 0.19
T
k=

1

que ambas expresiones para Js coinciden en el primer término,
pero existe una diferencia el el coeficiente del flujo de masa
Jk. Hay que recordar que en la expresidén mesoscépica (D.19) M
representa el potencial quimico de la componente k de la mezcla
de esferas duras, y el término p: que aparece en la expresién
cinética se refiere al potencial quimico de la componente k de la
mezcla diluida de Boltzmann. ‘Desgraciadamente no contamos con la
expresién para el potencial quimico de nuestro sistema y la unica
referencia que ténemos del mismo es una expresién formal(38) que
no podemos comparar con nuestras expresiones.

Por ultimo, utilizando la misma metodologia expuesta en
el Capitulo 5, podemos analizar las relaciones de Onsager en la
representacién alternativa para los flujos (D.11) y (D.12).

Utilizando las soluciones ¢  , ecs. (5.2)-(5.7);
las ecuaciones integrales (5.14a) y (5.15a) y la metodologia

expuesta en las ecs. (5.16) y (5.17), podemos escribir a los

flujos de la forma,
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1

2
O ,_ ? - - )_ ’
m, { -1/6 n Z Xy “T {(A1+AJ A1 Aj ) (D1+Dj D1 Dj )

j=1

(1)
} = { 1 Bllxll(r)nl ¥ BlZXIZ(r)nZ}

£25° (g *k)o 2dkdc_dc }} V InT +
175 °n 1j 1 j

(0]
* { 1+ Bllxll(r)nl * BIZXIZ(r)HZ} { T3 nm1 J flnl.cldcl } dl

(D.20)

12712

2
m { ~1/6 n z X ? ”‘J’ [(A +A-A’-A’)+(D+D-D’-D ')
2 2] 2 i 2 3 2 j 2 b
j=1

5;1) = 1+ B X (r)n1 * Bzzxzz(r)nz}

£°t%g +k)o_ %dkdc_ dc |} vinT +
2 ) 7j2 2] 2 ]

0
+ { 1+ /312x12(r)n1 + Bzzxzz(r)nz} { 1/3 nm, J f2D2-c2dc2 } d2

(D.21)
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5“) = 1+Bx (r)nl * B1zx12(r)n2

q 11711

{ -1/6 m l[ £ ¢ (5/2-8 %) de } +
1 171 1 1 1

+ {1+B b% (P)n1+Bx (r)n2

11711 127712

-1/6 m j %A +c_ (s/2-8 2) dc V1inT
2 22 2 2 2

+ 1+ Buxn(r)n1 + Bllez(r‘)n2 12 m

2
1 0
— ! -1/6 n Z xlj JJJ (A1+AJ'—A1 —Aj ).
IK1
j:

1

.(D+D -D'-D ') £2f°%g +k)o °dkdcdc |y d +
1 3 1 3 1 j 71 1j 1 ] 1

+ 1 + [Sllez(r‘)n1 + Bzzxzz(r)n2 2 m
2
1 )
— { -1/6 1 Z xzj (A2+AJ--A2 —Aj ).
K
2
=1

v py s 0.0 . 2
(D2+Dj D2 Dj ) fzfj(gj2 k)O‘Zj dl(dc2<:lcj d2 (D.22)

Estas ultimas expresiones para los flujos dadas por las ecs.
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(D.20)-(D.22) pueden reescribirse de la forma,

(1) - -9 - Q
3 g,V lnT g4 (D.23)
g = g viInT - &8 _d (D.24)
2 29 22 2
(1) !
F = g V1InT - 12—¢8 d
q qq K ql 1
1
1
- 12— ¢ d (D.25)
K q2 2
2

donde hemos definido

Q - ° M
L11 { 1+ Buxu(r)n1 + Bllez(r)nz} { 1/3 nm, J le1 cldc1 }

(D.26)

)
7 p— .
Lzz { 1 + Bllez(r)n1 + Bzzxzz(r)nz} { 1/3 nm, J f2D2 c2d02

(D.27)

0
]

qq 11711

{ -1/6 m J £OA «c (s/2-€ 2) dc } +
1 171 1 1 1

1 B X (r)nl * 812x12(!.‘)n2
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* 1+ Bllxll(r)nl * 812x12(r)n2

{ -1/6 M j’ £ c_ (s5/2-€ 2) de } (D.28)
2 22 2 2 2

A partir de una comparacién directa entre las ecs. (D.23) y
{D.24) con la ec. (D.25) se puede comprobar inmediatamente que

los coeficientes cruzados son iguales, esto es,

1+ Bllxll(r)nl * 812x12(r)n2

2
m -1/sn§:xc_)£” (A+A-A’~-A’)<(D+D-D'-D’)
1 1j 1 j 1 J 1 3 1 ]
j=t

0.0 2
flfj (gj1 k)o*1j dkdcldcj}} (D.29)

22722

{ 1+ 312x12(r)n1 *BX (r)nZ

2

O ’_ ] . - ’_ H
m, { ~1/6 n Z xzj L” [(A;AJ-A2 Aj ) (D2+Dj 02 Dj )

£2£% g +k)o. 2dkdc_dc } (D.30)
j2 2j 2 ]
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De nuevo, en esta representacién alternativa, la forma
en la que se encuentra la reciprocidad de Onsager no es
estrictamente la forma convencional candénica, por lo que la
ventaja de esta representacién es que los coeficientes que

multiplican & . Se reducen.
q
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