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Ciudad de México Enero del 2022



ii



Dedicatoria

E s mi más grato sentir dedicar este trabajo a mis padres como una muestra de
que todo su esfuerzo invertido en apoyarme con mis estudios ha dado frutos, a mi
hermana Diana Lucia Gutierrez y a todos mis familiares jóvenes, con la esperanza
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en el fascinante mundo de la ciencia, por su enorme paciencia y la confianza que
ha depositado en mı́. Agradezco a mi amigo y colega Pedro Emilio Herrera por su
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Resumen

El estudio de materia activa, en los últimos años, se ha vuelto un campo de es-
tudio muy prometedor por la información que ha brindado sobre los fenómenos que
ocurren en sistemas biológicos y artificiales fuera de equilibrio, y por sus posibles apli-
caciones. En la mayoŕıa de los trabajos reportados hasta ahora sobre materia activa,
se descuida la inercia y se asume que la velocidad de autopropulsión de part́ıculas
activas es constante, por lo que estudiar los efectos de la inercia en estos sistemas
puede arrojar información nueva y relevante para este campo. Los objetivos principa-
les que se tuvieron en esta tesis fueron proponer un modelo para caracterizar robots
hexbug-nano atrapados en una antena parabólica con aspereza añadida y a partir de
este modelo calcular cantidades estad́ısticas que coincidieran con lo observado en el
experimento. Otro de los objetivos principales fue proponer un modelo matemático
más general para sistemas de materia activa inerciales sin interacción con una veloci-
dad de propulsión dependiente del tiempo y encontrar el desplazamiento cuadrático
medio para este sistema.

El presente trabajo se divide en dos partes los cuales abordan sistemas de materia
activa con inercia y que no interactúan entre śı. En la primera parte caracterizamos la
difusión, la rapidez cuadrática media, el desplazamiento angular cuadrático medio, las
distribuciones de probabilidad radial y de velocidad de los robots de juguete llamados
”hexbugs-nano”que se mueven sobre una antena parabólica (con rugosidad superficial
añadida) simulando un pozo armónico. Se observa que un modelo que considere la
inercia traslacional del sistema, pero descuidando su momento de inercia, junto con
la inclusión de una torca externa constante en el movimiento de orientación, es sufi-
ciente para describir la dinámica de los robots. También se realizan simulaciones de
dinámica de Langevin y se observa una buena concordancia entre teoŕıa, simulaciones
y experimentos.

Para la segunda parte proponemos un modelo en el que las part́ıculas activas
tienen una inercia no despreciable (masa y momento de inercia) y una velocidad de
propulsión periódica dependiente del tiempo. Estudiamos la propulsión más general
utilizando la serie de Fourier y abordamos tres casos particulares, el primero es cuando
la velocidad es una función sinusoidal, el segundo es una función de onda cuadrada y el
tercero es una función en zigzag. El efecto de la inercia y la propulsión dependiente del
tiempo sobre el desplazamiento cuadrado medio del sistema se encuentra teóricamente
siguiendo un formalismo de Langevin.

Los objetivos para el sistema experimental de los hexbugs-nano fueron alcanzados,
ya que se lograron obtener resultados teóricos que coinciden en buena medida con lo
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observado en el experimento, sin embargo, aún queda la posibilidad de mejorar este
modelo. En cuanto al modelo más general que considera una velocidad de propulsión
periódica, si fue posible obtener una expresión teórica del desplazamiento cuadrático
medió, el cual sugiere que el sistema tiene una difusión normal sin importar que tipo
de función describa la velocidad de propulsión, siempre y cuando sea periódica.



Abstract

The study of active matter, in recent years, has become a very promising field
of study due to the information it has provided on the phenomena that occur in
non-equilibrium biological and artificial systems, and for its possible applications.
In most of the works reported so far on active matter, inertia is neglected and it is
assumed that the self-propulsion speed of active particles is constant, so studying
the effects of inertia in these systems can yield new and relevant information for this
field. The main goals of this thesis were to propose a model to characterize hexbug-
nano robots trapped in a parabolic antenna with added roughness and from this
model calculate statistical quantities that coincide with what was observed in the
experiment. Another main goal was to propose a more general mathematical model
for non-interacting inertial active matter systems with time-dependent propulsion
speed and to find the mean square displacement (MSD) for this system.

The present work is divided into two parts which address active matter systems
with inertia and that do not interact with each other. In the first part we characterise
the diffusion, mean-square speed, mean-square angular displacement, radial and speed
probability distributions of toy robots called ’hexbugsnano’ that move on a dish
antenna (with added surface roughness) simulating a harmonic well. It is observed
that a model considering the system’s translational inertia but neglecting its moment
of inertia, together with the inclusion of a constant external torque in the orientational
motion, suffices to describe the robots’ dynamics. Langevin dynamics simulation are
also performed and a good agreement between theory, simulations and experiments
is observed.

For the second part we propose a model in which active particles have nonnegli-
gible inertia (mass and moment of inertia) and a time-dependent periodic propulsion
speed. We study the most general propulsion using Fourier series and address th-
ree particular cases, the first is when the speed is a sine function, the second is a
square wave function and the third is a zigzag function. The effect of inertia and
time-dependent propulsion on the system’s mean-square displacement, is found theo-
retically following a Langevin formalism.

The goals for the experimental system of hexbugs-nano were achieved, since it was
possible to get theoretical results that largely coincide with what was observed in the
experiment, however, there is still the possibility of improving this model. As for the
more general model that considers a periodic propulsion speed, if it was possible to
get a theoretical expression of the mean square displacement (MSD), which suggests
that the system has a normal diffusion regardless of what type of function describes
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the propulsion speed, as long as when it is periodic.
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constante (ĺınea discontinua naranja) y simulaciones del modelo rota-
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Caṕıtulo 1

Presentación

El desarrollo de esta tesis está motivado por el interés actual que tienen los cam-
pos de la biotecnoloǵıa y la robótica en el estudio de la materia activa a escalas
macroscópicas utilizando herramientas de f́ısica estad́ıstica y computacionales. Origi-
nalmente solo se teńıa un tema de estudio para esta tesis, pero en el transcurso de su
desarrollo se abrió otro camino para el estudio de otro tema independiente de este,
pero que también entra en el interés de los campos antes mencionados. El estudio
espećıfico en esta investigación corresponde a estudiar part́ıculas activas inerciales
naturales y artificiales bajo condiciones espećıficas. Esta tesis se divide en dos partes,
en la primera se estudia un sistema de part́ıculas activas con inercia traslacional, sin
interacción y con una torca intŕınseca, este estudio se hace de forma experimental,
teórica y numérica. La segunda investigación consiste en proponer un modelo ma-
temático para part́ıculas estocásticas activas inerciales no interactivas con velocidad
de propulsión dependiente del tiempo. Dada la naturaleza diferente de cada tema y
debido a que cada uno corresponde a un caṕıtulo de esta tesis, cada caṕıtulo comienza
con sus antecedentes espećıficos.

En esta presentación de tesis se incluye los objetivos que se plantearon al iniciar
esta investigación, en los que se menciona el objetivo general y espećıfico para cada
uno de los dos temas de investigación que se abordaron. También se presenta una
descripción breve del contenido para cada uno de los caṕıtulos.

1.1. Objetivos

El objetivo general de esta tesis fue estudiar dos sistemas de materia activa inercia-
les sin interacción con el fin de caracterizar sus propiedades de transporte de manera
teórica, numérica y experimental. Los objetivos de forma más particular para cada
uno de los sistemas son los siguientes,

1. Realizar un experimento con robots hexbug-nano atrapados en una antena pa-
rabólica con rugosidad añadida y proponer un modelo matemático de part́ıculas
activas con inercia traslacional y con una torca externa constante, partiendo de
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este modelo se pretende calcular cantidades estad́ısticas para caracterizar el
sistema experimental.

2. Proponer un modelo matemático para un sistema de part́ıculas estocásticas
activas inerciales sin interacción y con una velocidad de propulsión periódica en
el tiempo, posteriormente plantear las ecuaciones de movimiento de este sistema
y calcular el desplazamiento cuadrático medio o MSD (por sus siglas en inglés)
para el caso más general y algunos casos particulares.

1.2. Plan de tesis

Caṕıtulo 2: Este caṕıtulo corresponde al marco teórico utilizado en esta tesis, lo
primero que se muestra son algunos resultados conocidos de la teoŕıa del mo-
vimiento browniano, después se hace una breve introducción sobre la materia
activa y se presentan algunos resultados, espećıficamente se recopilan resultados
actuales sobre la dinámica de part́ıculas autopropulsadas con inercia desprecia-
ble.

Caṕıtulo 3: En este caṕıtulo se describe el experimento de robots hexbug-nano
atrapados en una antena parabólica, el cual simula una trampa armónica, se
propone un modelo matemático para caracterizar el sistema experimental plan-
teando las ecuaciones de movimiento y calculando su desplazamiento cuadrático
medio (MSD), rapidez cuadrática media (MSS por sus siglas en inglés), el des-
plazamiento angular cuadrático medio (MSAD por sus siglas en inglés), las
distribuciones de probabilidad radial y de velocidad de los robots. También
se incluyen resultados numéricos que se obtienen de realizar simulaciones de
dinámica de Langevin.

Caṕıtulo 4: Se propone un modelo matemático para sistemas de materia activa
completamente inerciales (con masa y momento de inercia) que no interactúan
entre śı y que cuentan con una velocidad de propulsión periódica en el tiempo.
El caṕıtulo se divide en distintas secciones, en una se plantean las ecuaciones
de movimiento para la parte traslacional y rotacional, en otra se resuelven estas
ecuaciones, posteriormente se calcula el desplazamiento cuadrático medio para
el caso más general y para tres casos particulares.

Caṕıtulo 5: Se presentan las conclusiones y recomendaciones para los dos temas de
investigación que se trabajaron en esta tesis, esto en función de los objetivos
planteados y los resultados obtenidos para cada caso.

Caṕıtulo 6: Como último caṕıtulo se presentan los apéndices, la incorporación de
este caṕıtulo a esta tesis se realizó con el fin de mejorar la comprensión de los
temas. En estos apéndices se incluyen resultados complementarios y procedi-
mientos meramente matemáticos, como la resolución de integrales estocásticas,
cálculos de números complejos y de coeficientes de Fourier.

1.2. PLAN DE TESIS



Caṕıtulo 2

Marco teórico

2.1. Movimiento browniano

La teoŕıa del movimiento browniano es uno de los logros más importantes que
surgieron a principios del siglo XX, cuya formulación teórica fue hecha por Albert
Einstein. Esta junto a otras teoŕıas como la mecánica cuántica y la relatividad dieron
origen agrandes avances cient́ıficos que aun hoy en d́ıa siguen aportando información
acerca de cómo funciona nuestro entorno, de que está conformado y como se pueden
manipular para que tengan aplicaciones. La importancia del movimiento browniano
también se debe a sus aplicaciones en varios campos de estudio, como es la teoŕıa
de circuitos eléctricos, láseres y en particular a servido como base teórica para el
estudio de la materia activa. En esta sección no se pretende abordar o explicar a
fondo la teoŕıa del movimiento browniano ni dar antecedentes históricos acerca de su
evolución como teoŕıa, debido a que en śı no es nuestro tema de estudio, aun aśı se
presentan algunos teoremas y conceptos importantes que son la base del estudio del
movimiento de part́ıculas activas. Se presenta el formalismo de Langevin en la forma
que se trabaja actualmente para obtener las cantidades estad́ısticas sin abordar el
tema en śı.

2.1.1. Teorema de equipartición

Cualquier sistema descrito clásicamente en función de f coordenadas qi, ..., qf y
f cantidades de movimiento correspondientes pi, ..., pf . Su enerǵıa E está en función
de estas variables y con frecuencia esta enerǵıa presenta la forma siguiente

E = εi(pi) + E(q1, ..., pf) (2.1)

en donde εi es una función del momento particular pi y E es una función de todas
las coordenadas y momentos excepto pi (un ejemplo es cuando la enerǵıa total es la
suma de la enerǵıa cinética más la enerǵıa potencial, y se tiene que la primera solo
dependa de los momentos y el segundo solo dependa de las coordenadas). Suponemos
que el sistema considerado está en equilibrio térmico con un reservorio de calor a
temperatura T .
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Por definición, el valor de la función εi se obtiene haciendo la suma (o integral)
apropiada sobre todos los estados posibles del sistema, es decir

〈εi〉 =

∫
εiP (x)dq1 · · · dpf

donde P (x) es la distribución canónica

P (x) =
e−βE∫
e−βEdφ

en donde dφ = dq1 · · · dpf , por lo que

〈εi〉 =

∫
εie
−βE(q1,...,pf )dq1 · · · dpf∫

e−βE(q1,...,pf )dq1 · · · dpf

La integral se extiende a todos los valores posibles tanto de coordenadas qi, ..., qf
como de momentos pi, ..., pf . Utilizando la ecuación (2.1) y usando la propiedad mul-
tiplicativa de las exponenciales se tiene.

〈εi〉 =

∫
e−β(εi+E)εidq1 · · · dpf∫
e−β(εi+E)dq1 · · · dpf

=

∫
e−βiεiεidpie

−βEdq1 · · · dpf∫
e−βεidpie−βEdq1 · · · dpf

Las integrales de la derecha tanto en el numerador como en el denominador son
iguales, por lo que pueden suprimirse obteniendo lo siguiente

〈εi〉 =

∫
e−βiεiεidpi∫
e−βεidpi

como εi depende solo de la variable pi, todas las demás variables son despreciadas para
calcular el valor medio de εi. Simplificamos relacionando la derivada del numerador
con la del denominador, obteniendo aśı.

〈εi〉 = − ∂

∂β
ln

(∫ ∞
−∞

e−βεidpi

)
Los ĺımites de la integral son de −∞ a +∞ ya que la cantidad de movimiento pi

puede adquirir todos los valores posibles en este intervalo.
Ahora consideramos un caso espećıfico, cuando εi es una función cuadrática de pi

(como es el caso de la enerǵıa cinética) y tiene la forma siguiente

εi = αp2
i

donde α es una constante. Haciendo un cambio de variable y ≡ β
1
2pi, se obtiene lo

que se muestra a continuación.

2.1. MOVIMIENTO BROWNIANO
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〈εi〉 = − ∂

∂β
ln

(∫ ∞
−∞

e−βαp
2
i dpi

)

= − ∂

∂β
ln

(
β−

1
2

∫
e−αy

2

dy

)

= − ∂

∂β
ln
(
β−

1
2 I(y)

)
como I(y) ya no depende de β obtenemos lo siguiente

〈εi〉 = − ∂

∂β

[
−1

2
lnβ + lnI(y)

]

〈εi〉 =
1

2β

Recordando que la β viene de la distribución canónica, donde se sabe que β ≡ 1
kBT

,
entonces tenemos

〈εi〉 =
1

2
kBT

Lo anterior solo es válido si estamos trabajando en una dimensión, es decir, cuando
se cuenta con un grado de libertad, si no es el caso consideramos la forma general

εi =
n∑
i=1

αip
2
i

donde n son los grados de libertad. Para obtener la enerǵıa media se procede de forma
análoga al caso anterior llegando al resultado siguiente.

〈εi〉 =
n

2
kBT

Debido al tratamiento anterior se establece una proposición general, conocido
como el teorema de equipartición que podemos enunciar como sigue:

“Si un sistema descrito por la mecánica estad́ıstica clásica está en contacto con un
reservorio de calor a temperatura T , y su enerǵıa cuenta con n términos cuadráticos
independientes, este tendrá una enerǵıa media dada por n

(
1
2
kBT

)
.”

Este teorema se presenta de diferentes formas en la literatura, el desarrollo aqúı
presentado fue hecho basándose en [5, 6, 7], estos textos se pueden consultar para
mayores detalles.

2.1. MOVIMIENTO BROWNIANO



CAPÍTULO 2. MARCO TEÓRICO 10

2.1.2. Ruido blanco

Un ruido blanco gaussiano ξ(t), es un proceso gaussiano con media nula y delta
correlacionado en el tiempo, es decir, que su función de autocorrelación es nula para
t 6= t′. Expresando lo dicho tenemos

〈ξ(t)〉 = 0

su función de autocorrelación está dada por

〈ξ(t)ξ(t′)〉 = δ(t− t′)
donde δ(t− t′) es la función delta de Dirac. Además tiene la caracteŕıstica de que su
densidad espectral es una constante y en este caso es igual a uno [5].〈

|ξ̃(w)|2
〉

= 1

lo que nos indica que su espectro de potencia es plana.
Para una explicación más detallada se puede consultar [5, 6].

2.1.3. Ecuación de Langevin

La ecuación de movimiento de una part́ıcula browniana inmersa en un fluido es

m
dv

dt
= −ζv + F(t) (2.2)

esta ecuación es Newtoniana y estocástica, que contiene dos fuerzas caracteŕısticas,
una fuerza de fricción y una fuerza que fluctúa en el tiempo.

Los términos m y v son la masa y la velocidad de la part́ıcula respectivamente,
−ζv es la fuerza de fricción, proporcional a la velocidad. Si la part́ıcula tiene forma
esférica con radio a, el coeficiente de fricción está dado por la ley de Stokes.

ζ = 6πηa

donde η es la viscosidad del fluido circundante.
El término F(t) representa una fuerza aleatoria fluctuante que se origina debido a

las colisiones de la part́ıcula browniana con las moléculas del fluido. Por su posición,
dicha fuerza está sujeta a dos condiciones

〈F(t)〉 = 0 (2.3)

〈F(t)F(t′)〉 = 2IBδ(t− t′) (2.4)

donde I es la matriz identidad, mientras que B mide la intensidad de los impactos o la
magnitud de la fuerza fluctuante y es función de la temperatura del medio. Como no
se pretende resolver un caso en particular tomamos una componente de la ecuación
(2.2).

2.1. MOVIMIENTO BROWNIANO
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dv

dt
= − ζ

m
v +

1

m
F (t)

Se resuelve la ecuación diferencial que como podemos notar es una lineal.

dv

dt
+

ζ

m
v =

1

m
F (t)

donde el factor integrante es

e
∫ ζ
m
dt = e

ζ
m
t

por lo que su solución es de la forma siguiente

dv(t)

dt
e
ζ
m
t +

ζ

m
v(t)e

ζ
m
t =

1

m
F (t)e

ζ
m
t

d

dt

(
v(t)e

ζ
m
t
)

=
1

m
F (t)e

ζ
m
t

d
(
v(t)e

ζ
m
t
)

=
1

m
F (t)e

ζ
m
tdt

∫ t

0

d
(
v(t)e

ζ
m
t
)

=
1

m

∫ t

0

F (t0)e
ζ
m
tdt0

(
v(t)e

ζ
m
t − v0

)
=

1

m

∫ t

0

F (t0)e
ζ
m
tdt0

v(t) = v0e
− ζ
m
t +

1

m

∫ t

0

F (t0)e
− ζ
m

(t−t0)dt0

Se calcula la velocidad cuadrática media tal como se muestra a continuación

(v(t))
2 = v2

0e
−2t ζ

m + 2
v0

m

∫ t

0

F (t0)e
− ζ
m

(t−t0)dt0+

+
1

m2

∫ t

0

∫ t

0

e−
ζ
m

(t−t0)e−
ζ
m

(t−t1)F (t0)F (t1)dt0dt1

〈
(v(t))2

〉
= v2

0e
−2t ζ

m + 2
v0

m

∫ t

0

〈F (t0)〉 e−
ζ
m

(t−t0)dt0+

+
1

m2

∫ t

0

∫ t

0

e−
ζ
m

(t−t0)e−
ζ
m

(t−t1) 〈F (t0)F (t1)〉 dt0dt1

Utilizando una componente cartesia de las condiciones (2.3) y (2.4) se obtiene

〈
v(t)2

〉
= v2

0e
−2t ζ

m +
2B

m2

∫ t

0

∫ t

0

δ(t0 − t1)e−
ζ
m

(t−t0)e−
ζ
m

(t−t1)dt0dt1

2.1. MOVIMIENTO BROWNIANO
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= v2
0e
−2t ζ

m +
2B

m2

∫ t

0

e−2 ζ
m

(t−t1)dt1

= v2
0e
−2t ζ

m +
B

ζm

[
e−2 ζ

m
(t−t1)|t0

]
El resultado final es el siguiente〈

v(t)2
〉

= v2
0e
−2t ζ

m +
B

ζm

[
1− e−2 ζ

m
t
]

Haciendo el ĺımite para tiempos muy largos la expresión queda como〈
v(t)2

〉
=

B

ζm
(2.5)

Se procede a utilizar el teorema de equipartición

〈ε〉 =
1

2
kBT

donde ε es la enerǵıa cinética, por lo que la expresión queda

1

2
m
〈
v(t)2

〉
=

1

2
kBT

〈
v(t)2

〉
=

1

m
kBT (2.6)

Igualando las expresiones (2.5) y (2.6) se obtiene el valor de la fuerza estocástica.

B = ζkBT

Lo anterior es un resultado particular del teorema fluctuación-disipación ya que
relaciona la fuerza fluctuante con la fricción debido al fluido, tal como se muestra a
continuación.

〈F (t0)F (t1)〉 = 2ζkBTδ(t0 − t1)
Lo anterior se conoce como correlación delta de la fuerza estocástica. El desa-

rrollo presentado fue realizado a partir de lecturas especializadas acerca del tema
como son [8, 9, 10]. Este y otros resultados son los más importantes en la teoria del
movimiento browniano y del formalismo de Langevin.

2.1.4. Difusión efectiva

Hablando en el contexto del movimiento browniano en dos dimensiones, una
part́ıcula browniana tendrá una cierta posición x(t) en un tiempo t dado y su mo-
vimiento estará sujeto a fluctuaciones térmicas y fuerzas externas desde su posición
inicial x(0). A este sistema se le puede asociar un tensor que cuantifique la dispersión

2.1. MOVIMIENTO BROWNIANO



CAPÍTULO 2. MARCO TEÓRICO 13

temporal de la part́ıcula en el espacio de coordenadas con respecto a su condición
inicial, este tensor es

〈(x(t)− x(0))⊗ (x(t)− x(0))〉 (2.7)

La expresión anterior es conocida como el tensor de desplazamiento cuadrático
medio [11], y sus componentes 〈(x(t)− x(0))2〉 se llaman desplazamiento cuadrático
medio de x. Si se toma la condición inicial de x(0) = 0, este tensor de puede escribir
como

〈x⊗ x〉 =

(
〈x1x1〉 〈x1x2〉
〈x2x1〉 〈x2x2〉

)
(2.8)

Este desplazamiento cuadrático medio está relacionado con la varianza y también
se le denomina segundo momento del desplazamiento [10]. Tomando en cuenta lo
anterior, hay una forma más precisa de cuantificar el movimiento estocástico de una
part́ıcula browniana que es mediante la siguiente expresión

DE = ĺım
t→∞

〈x(t) · x(t)〉
(2d)t

(2.9)

Lo anterior es conocido como el coeficiente de difusión efectivo [12], donde d es la
dimensión espacial que en este caso es d = 2. En el caso del movimiento browniano
clásico el desplazamiento cuadrático medio en una dimensión está dado por〈

(∆x)2
〉

=
2kBT

ζ
t (2.10)

y el coeficiente de difusión es

D =
kBT

ζ
(2.11)

donde kB es la constante de Boltzmann, T es la temperatura y ζ es el coeficiente de
arrastre del medio. Esta última expresión es la conocida relación de Einstein [8, 10].

Difusión rotacional

El movimiento browniano rotacional es el cambio aleatorio en la orientación de
una part́ıcula debido al ruido estocástico del medio. Uno de los primeros en discutir
el movimiento browniano rotacional fue Peter Debye [13], quien aplicó la teoŕıa del
movimiento browniano traslacional a la rotación de moléculas que tienen dipolos
eléctricos permanentes.

Los parámetros que se utilizan para establecer las fórmulas del desplazamiento
cuadrático medio pueden extenderse al movimiento browniano rotacional alrededor
del diámetro de una part́ıcula en suspensión. Solo que en este caso la coordenada
de interés es el ángulo de rotación θ en lugar de la posición x, pero el resto del
tratamiento es análogo al caso del movimiento browniano convencional [8], por lo que
el desplazamiento angular cuadrático medio está dado por

2.1. MOVIMIENTO BROWNIANO
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〈
(∆θ)2

〉
=

2kBT

ζr
τ (2.12)

donde τ es el tiempo y ζr es el coeficiente de arrastre rotacional, que en el caso de
una esfera que gira alrededor de un eje fijo en un ĺıquido viscoso es [13]

ζr = 8πa3η

en esta expresión a es el radio de la esfera y η es la viscosidad. Mientras que el
coeficiente de difusión rotacional que le corresponde está dado por

DΩ =
〈(∆θ)2〉

2τ
(2.13)

sustituyendo el valor del desplazamiento angular cuadrático medio se tiene

DΩ =
kBT

ζr
(2.14)

Esta expresión es el coeficiente de difusión rotacional.

2.2. Movimiento browniano activo

2.2.1. La materia activa

Una de las ramas de la f́ısica más actuales que han atráıdo a expertos de diferentes
áreas de investigación es la “materia activa”, que se ha convertido en un campo de
investigación multidisciplinario con rápida expansión, esta área nace en el seno de la
f́ısica estad́ıstica en la interface entre la f́ısica de la materia blanda y la bioloǵıa. Su
estudio trae varios retos teóricos y experimentales, pero con aplicaciones en distintos
campos de estudio que va desde las ciencias básicas como la matemática, f́ısica y
qúımica hasta las ciencias sociales como la socioloǵıa y la economı́a. La materia
activa estudia un conjunto de elementos que tienen la capacidad de tomar enerǵıa de
su entorno y convertirlo en trabajo, cabe mencionar que no necesariamente tienen que
ser fenómenos f́ısicos, pueden ser fenómenos en los cuales exista un proceso análogo
al descrito de tal forma que se puedan utilizar las herramientas teóricas de esta
disciplina, como es el caso de la teoŕıa en el mercado económico en donde el análogo
de la enerǵıa es la “liquidez” [14]. Una de las principales razones por la que este
campo de investigación está teniendo un gran auge es por sus posibles aplicaciones
en la medicina y en la creación de materiales activos con propiedades exóticas.

2.2. MOVIMIENTO BROWNIANO ACTIVO
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Figura 2.1: Se presenta una galeŕıa de imágenes relacionadas con el comportamiento colec-
tivo. Entre otros, ilustra la posible existencia de patrones de comportamiento muy generales.
(a) Langostas sin alas marchando en el campo. (b) Una colonia rotatoria de hormigas ar-
madas. (c) Una matriz tridimensional de rayos dorados. (d) Se sabe que los peces producen
tales vórtices. (e) Antes de posarse, miles de estorninos producen una fascinante exhibición
aérea. También están tratando de evitar un ave depredadora cerca de la estructura central
en forma de dedo. (f) Una manada de cebras. (g) Personas ordenadas espontáneamente en
“carriles de tráfico” cuando cruzan un puente peatonal en grandes cantidades. (h) Aunque
se sabe que las ovejas se mueven de manera muy coherente, tal como predice la teoŕıa co-
rrespondiente, cuando simplemente están merodeando (sin movimiento), no pueden surgir
patrones de orientación bien desarrollados [1].

El tema es fascinante en śı ya que los fenómenos f́ısicos relacionados con la ma-
teria activa están presentes en todas las escalas de medida, es decir, las podemos
encontrar desde la escala nanoscopica hasta escalas macroscópicas y algunos de estos
fenómenos son observables a simple vista. Para tener en claro que fenómenos entran
en el estudio de esta área podemos dar ejemplos concretos de materia activa, en es-
cala macroscópica por ejemplo tenemos a todos los seres vivos que toman enerǵıa
de su entorno cuando se alimentan, estos alimentos son procesados en el cuerpo del

2.2. MOVIMIENTO BROWNIANO ACTIVO
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ser vivo por medio de procesos metabólicos complejos y convierten dicha enerǵıa en
movimiento mecánico para hacer distintas tareas que lo ayuden a sobrevivir. Lo que
nos quiere decir lo anterior es que los humanos, aves, peces, insectos, etc. se con-
sideran materia activa al igual que los entes artificiales como robots que funcionan
con algún tipo de bateŕıa. A escala microscópica se tienen microorganismos como las
bacterias o los llamados motores moleculares que son un conjunto de moléculas que
convierten enerǵıa qúımica en movimiento mecánico llevando a cabo tareas espećıfi-
cas a nivel celular. Otra cosa que es de gran interés en el área de materia activa es
estudiar cómo estos colectivos de elementos interaccionan entre śı dando como re-
sultado comportamientos complejos, como son fenómenos de autoorganización y de
emergencia.

Movimiento 

autónomo

Intercambio de energía

Proceso interno 

activo 

Entorno

Figura 2.2: Esquema de una part́ıcula activa que toma enerǵıa de su entorno y
mediante un proceso interno lo transforma en movimiento dirigido.

Los sistemas de materia activa se consideran procesos fuera de equilibrio debido
a que toman enerǵıa de su entorno y mediante un proceso interno que tiene lugar
en los mismos entes activos estos logran moverse de forma autónoma. Los entes ac-
tivos pueden ser biológicos o artificiales, lo que distingue a las part́ıculas activas es
precisamente su capacidad de interactuar con su entorno intercambiando enerǵıa y
utilizando este intercambio de enerǵıa para realizar trabajo. Para poder estudiar a
estos entes se han propuesto diversos modelos simplificados los cuales han servido co-
mo punto de partida para desentrañar los secretos que aún nos guarda la naturaleza.
Para un mejor entendimiento se presenta un esquema simple de una part́ıcula activa
(Figura 2.2).

En los últimos años se ha tenido un gran avance en este campo de estudio, por lo
que algunos investigadores han considerado necesario hacer recuentos acerca de los

2.2. MOVIMIENTO BROWNIANO ACTIVO



CAPÍTULO 2. MARCO TEÓRICO 17

avances más importantes sobre el tema, como es el caso de Marchetti y col. [15]. En el
reporte realizado por Marchetti y sus colegas hacen una revisión de forma resumida
enfocándose en experimentos, en esta revisión tratan de integrar varios enfoques pro-
puestos en la literatura, desde el semi-microscópico hasta el fenomenológico, también
hace un análisis acerca de las similitudes y diferencias entre el estado nemático y po-
lar, y al final hace algunas sugerencias para extensiones hacia un mayor realismo en
contextos espećıficos, desde la bioloǵıa celular hasta el comportamiento animal. Una
revisión más reciente fue hecha por Gerhard Gompper y sus colegas [16], en donde
hablan de avances más actuales tanto teóricos como experimentales y de los retos que
se tienen por delante.

A continuación se presentan algunos resultados reportados sobre part́ıculas activas
brownianas que son resultados previos a esta investigación y que pueden recuperarse
con los resultados que reportamos en el presente trabajo haciendo casos ĺımites.

2.2.2. Part́ıcula browniana activa libre

Consideremos una part́ıcula micrométrica libre en 2 dimensiones la cual solo está
sujeta a fluctuaciones térmicas del medio en donde se encuentra, por lo que se puede
considerar una part́ıcula browniana, pero esta part́ıcula tiene la capacidad de tomar
enerǵıa de su entorno para autopropulsarse con una velocidad constante.

Soluciones a las ecuaciones de movimiento

Recordemos que el movimiento browniano se encuentra en el caso sobreamorti-
guado de la ecuación de Langevin, esto quiere decir que la ecuación de movimiento se
simplifica al considerar la parte inercial como despreciable. Tomando en cuenta lo an-
terior, la ecuación de Langevin correspondiente al sistema planteado de una part́ıcula
browniana activa libre en 2D está dado por

dr(t)

dt
= U0q(t) + f(t) (2.15)

Como la part́ıcula es activa se introduce un término extra que corresponde a la
autopropulsión de la part́ıcula que se mueve con una velocidad U0 constante en la
dirección de su vector director q(t) = (cos θ(t), sin θ(t)), mientras que f(t) son las
fluctuaciones térmicas del medio. Tomando en cuenta que las fluctuaciones térmicas
tambien afectan en la parte rotacional, a la part́ıcula se le asocia un coeficiente de
difusión rotacional DΩ, y el vector de orientación q cambia por ruido rotacional ya
que está sujeta a la siguiente relación

dq(t)

dt
= Ω× q(t) (2.16)

con

Ω = g(t) (2.17)

2.2. MOVIMIENTO BROWNIANO ACTIVO



CAPÍTULO 2. MARCO TEÓRICO 18

en donde Ω es la velocidad angular y g(t) es una torca estocástica debida al medio.
Ya que el sistema quedó descrito se procede a resolver la ecuación de movimiento
traslacional

dr(t) = U0q(t)dt+ f(t)dt

∫
dr(t) =

∫ t

0

U0q(t1)dt1 +

∫ t

0

f(t1)dt1

r(t) =

∫ t

0

U0q(t1)dt1 +

∫ t

0

f(t1)dt1

Como estamos en 2D se tiene dos componentes de la posición.

x(t) = U0

∫ t

0

q1(t1)dt1 +

∫ t

0

f1(t1)dt1

y(t) = U0

∫ t

0

q2(t1)dt1 +

∫ t

0

f2(t1)dt1

Desplazamiento cuadrático medio

Se procede a calcular el desplazamiento cuadrático medio para part́ıculas brow-
nianas activas libres. El cálculo se hace para una de las componentes ya que para la
otra componente el cálculo es similar.

x(t)x(t) = U2
0

∫ t

0

∫ t

0

q1(t1)q1(t2)dt2dt1 + U0

∫ t

0

∫ t

0

q1(t1)f1(t2)dt2dt1+

+U0

∫ t

0

∫ t

0

f1(t1)q1(t2)dt2dt1 +

∫ t

0

∫ t

0

f1(t1)f1(t2)dt2dt1

〈x(t)x(t)〉 = U2
0

∫ t

0

∫ t

0

〈q1(t1)q1(t2)〉 dt2dt1 + U0

∫ t

0

∫ t

0

〈q1(t1)f1(t2)〉 dt2dt1+

+U0

∫ t

0

∫ t

0

〈f1(t1)q1(t2)〉 dt2dt1 +

∫ t

0

∫ t

0

〈f1(t1)f1(t2)〉 dt2dt1

Como f(t) es el termino estocástico cumple las siguientes condiciones〈
f̃(t)

〉
= 0 (2.18)

〈
f̃i(t1)f̃j(t2)

〉
= 2kBTζδijδ(t1 − t2)

2.2. MOVIMIENTO BROWNIANO ACTIVO
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〈fi(t1)fj(t2)〉 = 2D0δijδ(t1 − t2) (2.19)

D0 =
kBT

ζ

〈fi(t1)qj(t2)〉 = 0 (2.20)

Por lo tanto

〈
x(t)2

〉
= U2

0

∫ t

0

∫ t

0

〈q1(t1)q1(t2)〉 dt2dt1 + 2

∫ t

0

∫ t

0

D0δ(t1 − t2)dt2dt1

Resolviendo la segunda integral obtenemos

〈
x(t)2

〉
= U2

0

∫ t

0

∫ t

0

〈q1(t1)q1(t2)〉 dt2dt1 + 2D0t (2.21)

La correlación más general del vector de orientación que considera un ángulo inicial
θ0 distinto de cero ya ha sido reportada [17, 18], de ello se sabe que la correlación
entre las mismas componentes son las siguientes

〈q1(t
′)q1(t

′′)〉 =
1

2
e−DΩ(t′−t′′)

[
1 + cos(2θ0)e

−4DΩt
′′
]

(2.22)

〈q2(t
′)q2(t

′′)〉 =
1

2
e−DΩ(t′−t′′)

[
1− cos(2θ0)e

−4DΩt
′′
]

(2.23)

Las correlaciones cruzadas no se toman en cuenta ya que su contribución al des-
plazamiento cuadrático medio es nula a tiempos largos (t → ∞), debido a que hay
simetŕıa en nuestro sistema. Continuando con los cálculos, se procede a calcular la
integral

Υ = U2
0

∫ t

0

∫ t

0

〈q1(t1)q1(t2)〉 dt2dt1

= U2
0

∫ t

0

[∫ t1

0

〈q1(t2)q1(t1)〉 dt2 +

∫ t

t1

〈q1(t1)q1(t2)〉 dt2
]
dt1

Resolvemos por partes, primero se sustituye la correlación de las componentes del
vector director y se resuelve la integral.

∫ t1

0

〈q1(t2)q1(t1)〉 dt2 =
1

2

[∫ t1

0

e−DΩ(t2−t1)dt2 + cos(2θ0)

∫ t1

0

e−DΩ(t2+3t1)dt2

]

=
1

2DΩ

[
−e−DΩ(t2−t1)|t10 − cos(2θ0)e

−DΩ(t2+3t1)|t10
]

2.2. MOVIMIENTO BROWNIANO ACTIVO
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=
1

2DΩ

[
−1 + eDΩt1 − cos(2θ0)

(
e−4DΩt1 − e−3DΩt1

)]
∫ t

t1

〈q1(t1)q1(t2)〉 dt2 =
1

2

[∫ t

t1

e−DΩ(t1−t2)dt2 + cos(2θ0)

∫ t

t1

e−DΩ(t1+3t2)dt2

]

=
1

2DΩ

[
−e−DΩ(t1−t2)|tt1 − cos(2θ0)e

−DΩ(t1+3t2)|tt1
]

=
1

2DΩ

[
e−DΩ(t1−t) − 1− cos(2θ0)

3

(
e−DΩ(t1+3t) − e−4DΩt1

)]
Debido a que este resultado ya es conocido no se muestra el resto de los cálculos,

pero continuando con la solución de las integrales se puede probar que el desplaza-
miento cuadrático medio para la componente x(t), al aplicar el ĺımite para tiempos
largos (t→∞), es

〈
x(t)2

〉
=

(
U2

0

DΩ

+ 2D0

)
t (2.24)

Para la correlación de la componente y(t) se procede de igual manera que se
hizo con la componente x(t). Debido a que la segunda parte de la correlación de las
componentes del vector director en (2.23) se desprecia para tiempos largos, la solución
es la misma. Por lo anterior el desplazamiento cuadrático medio para las part́ıculas
brownianas activas resulta ser

〈r· r〉 = 2t

(
U2

0

DΩ

+ 2D0

)
(2.25)

La expresión anterior nos dice que el MSD para una part́ıcula browniana activa
libre es lineal en el tiempo, lo que nos sugiere una difusión normal y cuyo coeficiente
de difusión efectiva (DE = 〈r · r〉 /4t) es la siguiente

DE =
U2

0

2DΩ

+D0 (2.26)

Note que en la expresión anterior D0 es la difusión browniana clásica (2.11).
Ahora, si la velocidad de propulsión de la part́ıcula fuera nula U0 = 0 la difusión
efectiva seŕıa igual al del caso pasivo DE = D0, lo que implica que el movimiento de
la part́ıcula solo estaŕıa sujeta a las fluctuaciones térmicas. Lo anterior es lo que se
esperaŕıa de forma intuitiva y la expresión precisamente cumple con ello, por lo que
este resultado es consistente.
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2.2.3. Part́ıcula browniana activa en una trampa armónica

Otro resultado previo de interés es el correspondiente a una part́ıcula browniana
activa sujeta a una trampa armónica, ya que el tema abordado en el Caṕıtulo 3 se
podŕıa considerar una extensión de este caso, por ello se presenta este caso con mayor
detalle en los cálculos. La ecuación de movimiento correspondiente es la siguiente,

dr(t)

dt
= −kr(t)

ζ
+ U0q(t) + f(t) (2.27)

para resolver esta ecuación con la presencia de la trampa armónica (kr(t)) se procede
a reescribirlo de la siguiente forma

dr(t)

dt
+
kr(t)

ζ
= U0q(t) + f(t)

Hacemos las siguientes definiciones y resolvemos la ecuación anterior.

P ≡ k

ζ

B(t) ≡ U0q(t) + f(t)

dr

dt
+ P (t)r = B(t)

La función de peso es

e
∫
P (t)dt = e

∫
k
ζ
dt = e

k
ζ
t

e
k
ζ
tdr

dt
+ P (t)e

k
ζ
tr = B(t)e

k
ζ
t

e
k
ζ
tdr

dt
+
k

ζ
e
k
ζ
tr = U0q(t)e

k
ζ
t + f(t)e

k
ζ
t

d

dt

[
e
k
ζ
tr
]

= U0q(t)e
k
ζ
t + f(t)e

k
ζ
t

∫
d
[
e
k
ζ
tr
]

= U0

∫ t

0

q(t1)e
k
ζ
t1dt1 +

∫ t

0

f(t1)e
k
ζ
t1dt1

re
k
ζ
t = U0

∫ t

0

q(t1)e
k
ζ
t1dt1 +

∫ t

0

f(t1)e
k
ζ
t1dt1

r(t) = e−
k
ζ
t

(
U0

∫ t

0

q(t1)e
k
ζ
t1dt1 +

∫ t

0

f(t1)e
k
ζ
t1dt1

)
de igual manera cuenta con dos componentes como en el primer caso.
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x(t) = U0

∫ t

0

q1(t1)e
− k
ζ

(t−t1)dt1 +

∫ t

0

f1(t1)e
− k
ζ

(t−t1)dt1

y(t) = U0

∫ t

0

q2(t1)e
− k
ζ

(t−t1)dt1 +

∫ t

0

f2(t1)e
− k
ζ

(t−t1)dt1

Desplazamiento cuadrático medio

Ahora se procede a calcular el desplazamiento cuadrático medio para el caso
cuando hay una trampa armónica actuando sobre el sistema. El procedimiento será
el mismo que se utilizó en el otro caso, haciendo aśı el cálculo para una componente.

x(t)x(t) = U2
0

∫ t

0

∫ t

0

q1(t1)q1(t2)e
− k
ζ

(t−t1)e−
k
ζ

(t−t2)dt2dt1+

+U0

∫ t

0

∫ t

0

f1(t1)q1(t2)e
− k
ζ

(t−t1)e−
k
ζ

(t−t2)dt2dt1+

+U0

∫ t

0

∫ t

0

q1(t1)f1(t2)e
− k
ζ

(t−t1)e−
k
ζ

(t−t2)dt2dt1+

+

∫ t

0

∫ t

0

f1(t1)f1(t2)e
− k
ζ

(t−t1)e−
k
ζ

(t−t2)dt2dt1+

〈x(t)x(t)〉 = U2
0

∫ t

0

∫ t

0

〈q1(t1)q1(t2)〉 e−
k
ζ

(2t−t1−t2)dt2dt1+

+U0

∫ t

0

∫ t

0

〈f1(t1)q1(t2)〉 e−
k
ζ

(2t−t1−t2)dt2dt1+

+U0

∫ t

0

∫ t

0

〈q1(t1)f1(t2)〉 e−
k
ζ

(2t−t1−t2)dt2dt1+

+

∫ t

0

∫ t

0

〈f1(t1)f1(t2)〉 e−
k
ζ

(2t−t1−t2)dt2dt1+

Las componentes estocásticas cumplen con las condiciones en (2.19) y (2.20) por
lo que se obtiene

〈x(t)x(t)〉 = U2
0

∫ t

0

∫ t

0

〈q1(t1)q1(t2)〉 e−
k
ζ

(2t−t1−t2)dt2dt1+

+

∫ t

0

∫ t

0

2D0e
− k
ζ

(2t−t1−t2)δ (t1 − t2) dt2dt1

= U2
0

∫ t

0

∫ t

0

〈q1(t1)q1(t2)〉 e−
k
ζ

(2t−t1−t2)dt2dt1+
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+2D0

∫ t

0

∫ t

0

e−
2k
ζ

(t−t1)dt1

= U2
0

∫ t

0

∫ t

0

〈q1(t1)q1(t2)〉 e−
k
ζ

(2t−t1−t2)dt2dt1 +
D0ζ

k

(
1− e− 2k

ζ
t
)

Hacemos las definiciones siguientes

=(t) =

∫ t

0

∫ t

0

〈q1(t1)q1(t2)〉 e−
k
ζ

(2t−t1−t2)dt2dt1

=

∫ t

0

[∫ t1

0

〈q1(t1)q1(t2)〉 e−
k
ζ

(2t−t1−t2)dt2

+

∫ t

t1

〈q1(t2)q1(t1)〉 e−
k
ζ

(2t−t1−t2)dt2

]
dt2

=

∫ t

0

[ϑ1 + ϑ2] dt2

donde

ϑ1 =

∫ t1

0

〈q1(t1)q1(t2)〉 e−
k
ζ

(2t−t1−t2)dt2

ϑ2 =

∫ t

t1

〈q1(t2)q1(t1)〉 e−
k
ζ

(2t−t1−t2)dt2

Resolvemos por separado utilizando las funciones de correlación de las componen-
tes del vector director

ϑ1 =

∫ t1

0

(
1

2
e−DΩ(t1−t2)

[
1 + cos(2θ0)e

−4DΩt2
])

e−
k
ζ

(2t−t1−t2)dt2

Pero se sabe que la segunda parte de la función de correlación tiende a cero para
tiempos largos, por lo que solo consideramos la primera parte. Entonces la integral a
resolver es

ϑ1 =
1

2

∫ t1

0

e−DΩ(t1−t2)e−
k
ζ

(2t−t1−t2)dt2

=
1

2

∫ t1

0

e−(2t k
ζ

+t1[DΩ− kζ ]−t2[DΩ+ k
ζ ])dt2

=
1

2

1

DΩ + k
ζ

e−(2t k
ζ

+t1[DΩ− kζ ]−t2[DΩ+ k
ζ ])|t10

=
1

2
(
DΩ + k

ζ

) (e−(2t k
ζ
−2t1

k
ζ ) − e−(2t k

ζ
+[DΩ− kζ ]t1)

)
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=
1

2
(
DΩ + k

ζ

) (e− 2k
ζ

(t−t1) − e−(2t k
ζ

+[DΩ− kζ ]t1)
)

Tambien se resuelve ϑ2.

ϑ2 =
1

2

∫ t

t1

e−DΩ(t2−t1)e−
k
ζ

(2t−t1−t2)dt2

=
1

2

∫ t

t1

e−(2t k
ζ
−t1[DΩ+ k

ζ ]+t2[DΩ− kζ ])dt2

=
1

2

1
k
ζ
−DΩ

e−(2t k
ζ
−t1[DΩ+ k

ζ ]+t2[DΩ− kζ ])dt2|tt1

=
1

2
(
k
ζ
−DΩ

) (e−(t[ kζ+DΩ]−t1[DΩ+ k
ζ ]) − e− 2k

ζ
(t−t1)

)
Con los resultados obtenidos podemos resolver la integral de =(t) como se puede

observar a continuación

=(t) =

∫ t

0

ϑ1dt1 +

∫ t

0

ϑ2dt1

=
1

2

{
1

DΩ + k
ζ

[∫ t

0

e−
2k
ζ

(t−t1)dt1 −
∫ t

0

e−(2t k
ζ

+[DΩ− kζ ]t1)dt1

]
+

+
1

k
ζ
−DΩ

[∫ t

0

e−(t[ kζ+DΩ]−t1[DΩ+ k
ζ ])dt1 −

∫ t

0

e−
2k
ζ

(t−t1)dt1

]}

=
1

2

{
1

DΩ + k
ζ

[
ζ

2k
e−

2k
ζ

(t−t1)|t0 −
1

k
ζ
−DΩ

e−(2t k
ζ

+[DΩ− kζ ]t1)|t0

]
+

+
1

k
ζ
−DΩ

[
1

DΩ + k
ζ

e−(t[ kζ+DΩ]−t1[DΩ+ k
ζ ])|t0 −

ζ

2k
e−

2k
ζ

(t−t1)|t0

]}

=
1

2

{
1

DΩ + k
ζ

[
ζ

2k

(
1− e− 2k

ζ

)
− 1

k
ζ
−DΩ

(
e−t(

k
ζ

+DΩ) − e− 2k
ζ

)]
+

+
1

k
ζ
−DΩ

[
1

DΩ + k
ζ

(
1− e−t( kζ+DΩ)

)
− ζ

2k

(
1− e− 2k

ζ

)]}
Hacemos el limite para tiempos largos

ĺım
t→∞
=(t) =

1

2

{
1

DΩ + k
ζ

[
ζ

2k

]
+

1
k
ζ
−DΩ

[
1

DΩ + k
ζ

− ζ

2k

]}
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=
1

2

ζ
(
k
ζ
−DΩ

)
+ 2k − ζ

(
DΩ + k

ζ

)
2k
(
k
ζ
−DΩ

)(
k
ζ

+DΩ

)


=
1

2

 2k − 2ζDΩ

2k
(
k
ζ
−DΩ

)(
k
ζ

+DΩ

)


=
1

2

 2ζ(k
ζ
−DΩ)

2k
(
k
ζ
−DΩ

)(
k
ζ

+DΩ

)


=
1

2

 ζ

k
(
DΩ + k

ζ

)


=
1

2

 1

DΩk
ζ

(
1 + k

ζDΩ

)


=
1

2

 1

D2
Ω

k
ζDΩ

(
1 + k

ζDΩ

)


=
1

2

[
τ 2
R

α (1 + α)

]
donde τR ≡ 1

DΩ
y α ≡ k

ζDΩ
. Por lo tanto la expresión del desplazamiento cuadrático

medio para una componente considerando tiempos largos resulta ser

〈x(t)x(t)〉 =
U2

0

2

(
τ 2
R

α (1 + α)

)
+D0τT (2.28)

donde τT ≡ ζ
k
. Para la otra componente se encuentra el mismo resultado, ya que como

se mencionó anteriormente la segunda parte de la correlación de las componentes
del vector director se desprecian para tiempos largos, tomando en cuenta esto, el
desplazamiento cuadrático medio para part́ıculas brownianas activas en una trampa
armónica a tiempos largos es

〈r(t)· r(t)〉 =
U2

0 τ
2
R

α (1 + α)
+ 2D0τT (2.29)

Como se puede notar la expresión del MSD para este caso es una constante, por
lo que se diferenćıa del caso libre ya que como se puede ver en (2.25) su MSD es
lineal en el tiempo. Entonces la diferencia principal es que el MSD en presencia de
una trampa armónica se satura, esto nos indica que las part́ıculas están atrapadas,
por lo que no se pueden difundir más allá de una cierta distancia la cual se puede
deducir a partir del MSD.
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Caṕıtulo 3

Robots hexbug-nano activos
atrapados: teoŕıa y experimento

3.1. Introducción

La comprensión y caracterización de la materia activa [19, 15, 20, 21, 22, 23, 16,
24, 25] empleando part́ıculas granulares vibradas ya tiene mucho tiempo. Algunos
trabajos pioneros son Yamada y col. [26] quien informó un movimiento de traslación
coherente de una part́ıcula polar asimétrica debido a vibraciones externas. Por su
parte Peruani y col. [27] hicieron un estudio sobre comportamientos colectivos de
barras autopropulsadas activas que interaccionan a través del volumen de exclusión y
como resultado de las fuerzas de contacto observaron la posibilidad de separación de
fase y de orden. Kudrolli y col. [28] estudió el movimiento colectivo de part́ıculas de
varillas anisotrópicas y encontró agregación, acumulación de paredes e incluso movi-
miento de remolino. Recientemente Großman y col. [29] mostró cómo las tensiones de
no equilibrio que actúan entre barras autopropulsadas desestabilizan la separación de
fases inducida por la motilidad. Por otro lado, para part́ıculas isotrópicas, Deseigne y
col. [30] encontró un orden de orientación de largo alcance (movimiento colectivo) y
fuertes fluctuaciones numéricas al agitar las part́ıculas. También investigaron el efec-
to del tamaño del sistema en la aparición de la conducta colectiva [31]. Junot y col.
[32] obtuvo experimentalmente la presión mecánica de discos polares autopropulsados
ejercida sobre membranas flexibles. Descubrieron que para los discos autopropulsa-
dos, la presión mecánica depende de las propiedades de la membrana en uso, lo que
demuestra la falta de una ecuación de estado para este sistema activo. También se
han estudiado vibrobots similares, pero con asimetŕıas en su cuerpo [33]. Más recien-
temente, Scholz y col. [4] y Sandoval [34] encontraron que en los sistemas agitados
anteriores y cuando la inercia no puede ser despreciada, su coeficiente de difusión
efectivo se ve reforzado por la inercia rotacional debido a un acoplamiento intŕınseco
entre los grados de libertad traslacional y rotacional. También se ha informado de la
presión de nado y de Reynolds para un sistema de discos inerciales que no interactúan
[34], y últimamente los discos inerciales que no interactúan bajo un pozo armónico
fueron caracterizados teórica y numéricamente por Gutiérrez y Sandoval [35].
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Una forma alternativa de generar propulsión es que las propias part́ıculas gra-
nulares produzcan vibraciones mediante un motor interno. Un ejemplo de esto son
los robots de juguete llamados hexbugs-nano [2]. Curiosamente, la dinámica de esos
robots ha atráıdo la atención recientemente.

Figura 3.1: Imagen de un robot hexbug-nano [2], en la figura se puede observar las
patas con las que el robot se propulsa cuando este es encendido.

Por ejemplo, se analizó experimentalmente la distribución de la velocidad de los
hexbugs en un corral circular y en función de la agrupación [36]. Los hexbugs que se
mueven en una parábola de plato también se han estudiado teórica y experimental-
mente [3]. En esa investigación, se observó una dinámica de transición entre un estado
de escalada y un estado circular de un hexbug [3]. Para explicar esa observación, un
modelo simple que ignora la asimetŕıa del robot, la inercia rotacional e introduce
un efecto de autoalineación del vector de orientación de los bugs a su propio vector
de velocidad, fue suficiente para describir su dinámica. Más recientemente, Leoni y
col. [37] también analizó surfistas de alcanfor y rastreadores de hexbug bajo confi-
namiento. Destacan el efecto de la inercia sobre el comportamiento de esos sistemas
activos.

Aunque ciertos trabajos en la literatura ya han tratado con hexbugs-nano, ninguno
de ellos ha proporcionado predicciones teóricas para la dispersión de hexbugs-nano ni
sus propiedades de velocidad cuadrática media. Además, ¿hasta qué punto un modelo
simple es capaz de describir la dinámica de un hexbug-nano en una superficie con ru-
gosidad? Para superar y responder a esto, caracterizamos los robots hexbugs-nano que
se mueven en una parábola de plato y encontramos su difusión, velocidad cuadrática
media (MSS), ángulo medio, desplazamiento angular cuadrático medio (MSAD) y
distribuciones de probabilidad radial y de velocidad. Observamos que para el sistema
actual, un modelo que considera la inercia traslacional pero que ignora el momento
de inercia, surge para describir la dinámica de los robots en buena medida, y que un
mecanismo de autoalineación [30] de su vector de orientación hacia su velocidad no
reproduce los experimentos. En cambio, la inclusión de una torca externa constante
en la dinámica de orientación proporciona una descripción más apropiada. También
se realizan simulaciones de dinámica de Langevin y se observa una buena concordan-
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cia entre teoŕıa, simulaciones y experimentos. Este trabajo muestra que un simple
hexbug-nano puede usarse como un sistema macroscópico para estudiar propiedades
novedosas en materia activa. Partiendo de esta configuración es válido pensar que los
robots se pueden describir con mono-polos de fuerza, pero esta configuración también
se puede pensar como un gas inercial que no interactúa confinado a un pozo armóni-
co. A partir de esa imagen, las ideas de presiones de nado y Reynolds son relevantes,
ya que en trabajos anteriores se han obtenido esas cantidades de forma experimental
o teórica para sistemas con part́ıculas que no interactúan [38, 39, 34, 35]. De hecho,
en [35] se hace una extensión de la ecuación del gas ideal para el caso de part́ıculas
activas estocásticas con inercia que no interactúan.

El presente estudio está organizado de la siguiente manera: En la Sección 2, des-
cribimos y realizamos el experimento. Aqúı también se lleva a cabo un análisis de la
dinámica angular. La Sección 3 describe el modelo matemático empleado, presenta
los tiempos de relajación caracteŕısticos y los números de Stokes que posee el sis-
tema, y proporciona expresiones anaĺıticas para el desplazamiento cuadrático medio
y la velocidad cuadrática media del sistema. También se realiza una comparación
entre números, experimentos y teoŕıa. La sección 4 ofrece, tanto experimental como
numéricamente, las funciones de distribución de probabilidad radial y de velocidad
del sistema. Las discusiones y conclusiones se ofrecen en el caṕıtulo 5.

3.2. Experimento

videocamara

Robot hexbug-nano

Antena parabólica con 

rugosidad añadida

Figura 3.2: De izquierda a derecha y en el sentido de las agujas del reloj, esquema de
la configuración experimental, una vista trasera de un hexbug mostrando sus dos
patas traseras, claramente una es más delgada; y una foto del robot hexbug-nano
sobre la antena en donde se puede observar la aspereza añadida.

3.2. EXPERIMENTO



CAPÍTULO 3. ROBOTS HEXBUG-NANO ACTIVOS ATRAPADOS: TEORÍA Y EXPERIMENTO 30

Nuestro sistema consta de robots de juguete autopropulsados llamados hexbugs-
nano [2] que se mueven sobre una antena parabólica y cuyo movimiento se ve pertur-
bado por la rugosidad estocástica de la superficie, ver por ejemplo la Figura 3.2. De
aqúı en adelante de vez en cuando se introducirán los términos hexbug y bug, para
referirnos al hexbug-nano, esto con el fin de no ser muy repetitivo en el desarrollo
del texto. Para caracterizar este sistema, se registró y analizó el movimiento de 100
realizaciones. Para evitar grandes variaciones en la velocidad de propulsión de los
hexbugs debido a la descarga de la bateŕıa, se utilizaron cinco hexbugs-nano, que
se intercambiaron cada 5 mediciones hasta completar las 100 realizaciones. Fueron
pintados de negro para facilitar su identificación. Un hexbug-nano tiene una masa
de M = 0.0072 Kg incluida la bateŕıa, y unas dimensiones de 4.32 cm×1.35 cm×1.5
cm. Esta part́ıcula estaba confinada a un plato parabólico de 56 cm de diámetro,
5.25 cm de profundidad y con una constante restitutiva efectiva, que es función de
la geometŕıa y gravedad de la parábola del plato, de k = 0.09 Kg/s2. La superficie
parabólica se pintó de blanco y se cubrió con una mezcla de relleno de plástico Color
Carr, mezclado con diluyente y catalizador al 2 %, el cual se salpicó aleatoriamente
sobre toda su superficie y se dejó secar por un d́ıa. Las rugosidades se añadieron de
manera aleatoria con el fin de que al moverse el hexbug se topase con estas aspe-
rezas y que la combinación de la vibración del robot con las rugosidades esparcidas
aleatoriamente en la superficie hiciera que el robot emulara un movimiento aleatorio.
La Figura 3.2 muestra la configuración experimental y un hexbug t́ıpico, también se
puede apreciar la rugosidad final de la superficie.

(𝑎) (𝑏)

Posiciones iniciales Posiciones finales

0.2

Figura 3.3: (a) Rutas t́ıpicas de seis realizaciones numéricas durante 2.4 segundos.
Los vectores de velocidad y orientación para el caso de la trayectoria negra se
muestran con flechas azul claro y verde claro, respectivamente. (b), Caminos t́ıpicos
de siete realizaciones experimentales durante 2.4 segundos. Las posiciones iniciales
en ambas figuras se muestran con un punto verde claro y las posiciones finales con
un punto naranja.
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Nuestros 100 experimentos grabados se analizaron t́ıpicamente en 7214 fotogramas
(∼ 2 min), y no se requirió más grabación ya que se alcanzó un estado estable en
menos de dos minutos. Los experimentos se grabaron con una videocámara Sony
HandyCam y se tomaron a 30 fps en formato AVI entrelazado. Durante el proceso
de descompresión, utilizamos un filtro para separar los fotogramas pares e impares;
aśı obtuvimos una resolución de tiempo de 1/60 s. Mediante el uso de ImageJ y
su complemento Mosaic, obtuvimos los caminos de las part́ıculas [40], algunos de
ellos ejemplificados en la Fig. 3.3. La Figura 3.3 (a) muestra seis caminos durante
2.4 segundos obtenidos de las simulaciones (ver más abajo para valores espećıficos
de los parámetros utilizados), mientras que en la figura 3.3 (b) se muestran siete
trayectorias experimentales y durante la misma cantidad de tiempo. Estas figuras
comparten varias caracteŕısticas. Se puede ver, por ejemplo, que en ambas figuras hay
una rotación intŕınseca en el sistema (en sentido horario) y una distancia recorrida
similar durante los 2.4 segundos seleccionados. Para mostrar esto, la figura 3.3 (a)
indica la orientación instantánea y los vectores de velocidad de una trayectoria dada
(ĺınea negra sólida). Estos vectores ilustran la existencia de una rotación en el sentido
de las agujas del reloj y que, para este sistema, los vectores de orientación y velocidad
están casi alineados durante todo el tiempo. La alineación entre estos vectores no
ocurre necesariamente en sistemas en los que la inercia de traslación y de rotación
son importantes, como se informó recientemente en [35]. Por lo tanto, esta observación
sugiere que el momento de inercia en el sistema es pequeño y puede despreciarse.
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Figura 3.4: (a), Medición experimental del ángulo medio en función del tiempo en
100 realizaciones (ćırculos azules). Se presenta el modelo rotacional añadiendo una
torca constante (ĺınea discontinua naranja) y simulaciones del modelo rotacional
autoalineable [3] (ćırculos negros). Recuadro: Misma medida sin escala logaŕıtmica.
(b), Medición experimental del desplazamiento angular cuadrático medio sobre
100 realizaciones (ćırculos azules). Se muestra el modelo rotacional añadiendo una
torca constante (ĺınea discontinua naranja) y simulaciones del modelo rotacional
autoalineable [3] (ćırculos negros). Recuadro: Misma medida sin escala logaŕıtmica.
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Las trayectorias registradas se utilizaron para obtener el ángulo medio, el despla-
zamiento angular cuadrático medio, el desplazamiento cuadrático medio y las curvas
de velocidad cuadrática media utilizando los programas que diseñamos. En particu-
lar, los resultados para el ángulo de orientación medio y el desplazamiento angular
cuadrático medio se muestran en la Figura 3.4, donde los experimentos se representan
en ćırculos azules. El ángulo de orientación es el ángulo que forma el robot al girar
respecto a su centro de masa y se define como ∆ϕ = ϕ − ϕ0 donde ϕ0 es el ángulo
de orientación inicial. Se puede apreciar que el ángulo medio, 〈ϕ〉, tiene una tenden-
cia lineal con respecto al tiempo. Además, su MSAD, 〈ϕ2〉, muestra una tendencia
cuadrática con respecto al tiempo. Esto último nos llevó a incluir una torca cons-
tante en el modelo que produce una velocidad angular constante, ω, en los robots,
expresamente, 〈ϕ〉 = |ω|t y una MSAD, 〈ϕ2〉 = ω2t2. A partir de los experimentos,
también se determina el valor de la velocidad angular que está alrededor de ω = −
1.9 s−1 (se adopta la convención de que el giro en sentido horario se toma con signo
negativo y en sentido antihorario se toma con signo positivo). Este valor reproduce
exactamente el comportamiento del MSAD como se muestra en el recuadro de la
figura 3.4 (b) donde la expresión 〈ϕ2〉 = ω2t2 se muestra como una ĺınea disconti-
nua naranja. Para el ángulo medio, y según la Fig. 3.4 (a), el modelo 〈ϕ〉 = |ω|t
reproduce aproximadamente los experimentos. Después de analizar cuidadosamente
la estructura y la dinámica de los hexbugs, además de realizar algunos experimentos;
podemos decir que la persistente velocidad angular en el sentido de las agujas del re-
loj de un hexbug se debe a dos mecanismos: 1) Una asimetŕıa del centro de masa de
los bugs con respecto a la dirección normal, debido a una pata trasera más delgada.
Esta asimetŕıa genera una torca en el sentido de las agujas del reloj ya que las patas
delanteras actúan como punto de pivote. 2) Tercera ley de Newton aplicada al estator
y al rotor del hexbug. Mientras que el rotor se mueve en el sentido de las agujas del
reloj, el estator lo hace en la dirección opuesta, pero su torca de reacción con el suelo
hace que el bug gire finalmente en el sentido de las agujas del reloj.

Figura 3.5: Imagen de hexbug-nano con la ubicación de sus componentes principa-
les y de su vector director. En la misma figura también se puede observar el ángulo
de orientación ϕ.
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CAPÍTULO 3. ROBOTS HEXBUG-NANO ACTIVOS ATRAPADOS: TEORÍA Y EXPERIMENTO 33

Para probar este efecto y despreciar el mecanismo de patas delgadas anterior,
los bugs se colocaron boca abajo (para lograr el mismo grosor de patas, tenga en
cuenta que estos robots de juguete tienen patas del mismo grosor en la espalda) en
la parábola y se cambió la polaridad de la bateŕıa, claramente se observó una torca
en función de la polaridad, confirmando aśı este segundo mecanismo.

𝑥

𝑦

−𝑧

rotor spin

hexbug spin

𝑧

𝑥

Figura 3.6: Recuadro superior izquierdo: Esquema de un experimento en el que un
hexbug se cuelga utilizando un hilo para observar el giro del bug, que resultó ser en
sentido contrario al giro del motor. El esquema grande representa el experimento
visto desde el suelo que puede intuirse por los ejes coordenados.

Además, la figura 3.4 muestra las simulaciones numéricas de un modelo de orienta-
ción alternativo (llamado modelo de autoalineación) que satisface dϕ = λ[− sin(ϕ)vx+
cos(ϕ)vy]dt+

√
2DRdW , que se propuso recientemente [3]. Aqúı, ϕ representa la coor-

denada angular, vx y vy son los componentes de velocidad de la part́ıcula, λ es un
parámetro que caracteriza la fuerza de la autoalineación, DR es una difusividad ro-
tacional y W representa un proceso de Wienner estándar. Básicamente, este modelo
fuerza al vector de orientación de los hexbugs a rotar hacia su vector de velocidad.
Para las simulaciones, proponemos λ = 100 m−1 y DR = 0.3 s−1, este último valor
se tomó de nuestros experimentos. Otros valores de λ = {0.1, 100} m−1 también se
analizaron pero sin éxito. Se puede apreciar en la Figura 3.4 (a) (ver ćırculos negros)
que este modelo es incapaz de crear una velocidad angular persistente en el sentido de
las agujas del reloj. Además, la figura 3.4 (b) indica (ćırculos negros) que su MSAD
se mueve de una dependencia temporal cuadrática a una dependencia lineal que no
es lo que observamos. Los recuadros de la Fig. 3.4 muestran las mismas variables
sin una escala logaŕıtmica. Aqúı, la diferencia entre los experimentos y el modelo de
autoalineación es más notable.

En este punto y después de ejecutar varias simulaciones para λ > 100 m−1, obser-
vamos que el mecanismo de autoalineación genera una torca constante, pero puede
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ser negativo (en el sentido de las agujas del reloj) o positivo (en el sentido contrario
a las agujas del reloj), que es la razón de una media cero. en el modelo autoalineable
(ver recuadro en la Fig. 3.4 (a)). La dinámica de rotación de un hexbug-nano presenta
una rotación persistente en el sentido de las agujas del reloj, de ah́ı la diferencia con
el modelo autoalineante.

3.3. Caracterización

3.3.1. Ecuaciones de movimiento

Basado en las observaciones de la Fig. 3.4, debido a que el momento de inercia
(I) de una barra delgada de masa M = 0. 0072 Kg y longitud t́ıpica L = 0.04 m
es ∼ ML2 ∼ 10−5 Kgm2, y debido a que la dirección observada entre los vectores
de orientación y velocidad de los robots es casi alineada, proponemos un modelo es-
tocástico que considera la inercia traslacional pero descuida el momento de inercia de
los hexbugs. Tomando como inspiración propuestas previas para describir caminantes
granulares [41] y robots activos [4, 3], las ecuaciones de movimiento correspondientes
aplicando la segunda ley de newton son

M
d2x

dt2
= −RUv +RUUe− kx (3.1)

ϕ̇ = ω +
√

2DRξ (3.2)

estas ecuaciones se pueden reescribir como

dv

dt
= −RU

M
vdt+

RUU

M
e− k

M
x (3.3)

dϕ = ωdt+
√

2DRdW (3.4)

a su vez estas se pueden reescribir como sigue

dv = − 1

τM
vdt+

U

τM
edt− 1

τ 2
k

xdt (3.5)

dϕ = ωdt+
√

2DRdW (3.6)

Aqúı x(t) representa el vector de posición de proyección instantánea, v(t) es la
velocidad de traslación, U es la velocidad de propulsión, ϕ(t) es la posición angular
instantánea en la dirección de propulsión, con origen en el centro de la part́ıcula ,
e(t) = [cosϕ(t), sinϕ(t)] es el vector unitario de orientación instantánea, ω es una
velocidad angular intŕınseca de los hexbugs, DR es una difusividad rotacional, W
representa un proceso de Wiener estándar; mientras que τM = M/RU , τR = 1/DR,
τk =

√
M/k, y τω = 1/ω representan los tiempos de relajación del sistema. Usando

estas escalas de tiempo, construimos los siguientes números adimensionales de Stokes
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ST = τM/τR, SL = τM/τk, y Sω = τM/τω que será de utilidad durante el tratamiento
anaĺıtico.

Cabe mencionar que no se puede descartar el hecho de que la aspereza añadida
sugiera un desorden espacial [42], sin embargo, como nuestro modelo es una primera
propuesta tomamos el efecto de la rugosidad sobre el movimiento del hexbug como
un ruido blanco. Seŕıa interesante en un futuro analizar modelos de desorden espacial
con los datos experimentales.

Ecuación rotacional

Considerando un marco de referencia fijo en el centro de masa del hexbug-nano,
el cual rota junto con el robot, es posible plantear una ecuación de movimiento para
el vector director e que relacione el marco de referencia de laboratorio y el marco
montado en el hexbug, esta relación biene dada por

de

dt
= Ω× e (3.7)

con

Ω(t) =
dϕ(t)

dt
(3.8)

Como se puede notar Ω(t) es la velocidad angular del robot. Ahora veamos que

implica la Ec. (3.7), tomando en cuenta que Ω solo tiene componente en k̂, si se hace
el producto vectorial resulta lo siguiente

Ωk̂ × e =

∣∣∣∣∣∣
î ĵ k̂
0 0 Ω
e1 e2 0

∣∣∣∣∣∣ = î [−e2Ω]− ĵ [−e1Ω]

Por lo tanto si expresamos (3.7) en componentes se tiene

de1

dt
= −e2Ω (3.9)

de2

dt
= e1Ω (3.10)

pero si derivamos las componentes del vector director se obtienen

de1

dt
= − sinϕ

dϕ

dt
= −e2Ω (3.11)

de2

dt
= cosϕ

dϕ

dt
= e1Ω (3.12)

Como se puede ver solo se llega a la misma expresión que se obtiene de (3.7), por
ello solo interesa la ecuación

dϕ

dt
= Ω (3.13)
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que es simplemente la definición de velocidad angular. En el caso libre sobreamorti-
guado Ω seŕıa igual a la torca estocástica debida al medio, en nuestro caso la velocidad
angular está dada por (3.2) quedando

Ω = ω +
√

2DRξ (3.14)

3.3.2. Solución a las ecuaciones de movimiento

La ecuación de movimiento traslacional se resuelve reescribiéndola de la siguiente
manera

M
d2x

dt2
+RU

dx

dt
+ kx = RUUe (3.15)

Lo anterior es una ecuación diferencial no homogénea de segundo orden, cuya solu-
ción general está dada por la suma de la solución de la ecuación diferencial homogénea
asociada xh y una solución particular de la ecuación diferencial no homogénea xp, es
decir,

x = xh + xp (3.16)

La ecuación asociada es una ecuación lineal homogénea de segundo orden con
coeficientes constantes cuya solución general es de la forma

xh = c1xh,1(t) + c2xh,2(t) (3.17)

donde xh,1(t) y xh,2(t) forman un conjunto fundamental de soluciones, mientras que
c1 y c2 son constantes definidas por las condiciones iniciales. Para calcular la solución
de la ecuación homogénea asociada para nuestro caso, primero la escribimos de forma
explicita

M
d2x

dt2
+RU

dx

dt
+ kx = 0 (3.18)

expresando de forma conveniente la ecuación anterior se obtiene

d2x

dt2
+ 2λ

dx

dt
+ ω2x = 0 (3.19)

donde 2λ ≡ RU
M

y ω2 ≡ k
M

, a continuación obtenemos nuestra ecuación auxiliar.

m2 + 2λm+ ω2 = 0 (3.20)

Las ráıces correspondientes en términos de los números de Stokes son

m1 =
−1 +

√
1− 4S2

L

2τM
(3.21)

m2 =
−1−

√
1− 4S2

L

2τM
(3.22)
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Tomando en cuenta que dependiendo del valor de SL la ráız puede ser real o
imaginaria, se llega a las siguientes tres formas de la ecuación (3.17). Caso 1: m1

y m2 son reales y diferentes, lo que implica que 0 < SL < 1/2. Esta situación se
denomina “caso trampa débil”. Caso 2: m1 = m2 = −1/2τM , real e igual, lo que
implica que SL = 1/2. Caso 3: m1 y m2 son números complejos conjugados (− 1

2τM
±

i(1/2τM)
√

4S2
L − 1), lo que implica que SL > 1/2. Esta situación se denomina “caso

trampa fuerte”.
La solución particular para la ecuación (3.15) se obtiene utilizando el método de

variación de parámetros que necesita la solución de la ecuación homogénea (3.17) y
el Wronskiano W (xh,1(t), xh,2(t)). A continuación se precede a calcular la solución
particular para el caso trampa débil, esto quiere decir que tomamos 0 < SL < 1/2,
por lo que la solución correspondiente a nuestra ecuación (3.19) es

xh(t) = c1e
m1t + c2e

m2t (3.23)

escrita en otra forma es

xh(t) = e
t

2τM

[
c1e

β1t + c2e
β2t
]

(3.24)

donde

β1 = −1 +
√

1− 4S2
L (3.25)

β2 = −1−
√

1− 4S2
L (3.26)

Ahora calculamos la solución particular para lo cual reescribimos la ecuación
(3.15) como se puede apreciar

ẍ + P (t)ẋ +Q(t)x = G(t) (3.27)

donde P (t) = RU
M

, Q(t) = k
M

y G(t) = 1
M
RUUe. La solución será de la forma

xp(t) = u1(t)xh,1(t) + u2(t)xh,2(t) (3.28)

está solución debe satisfacer dos ecuaciones

xh,1u̇1 + xh,2u̇2 = 0 (3.29)

ẋh,1u̇1 + ẋh,2u̇2 = G(t) (3.30)

lo anterior se puede expresar en términos de determinantes:

u̇1 =
W1

W
= −xh,2G(t)

W
(3.31)

u̇2 =
W2

W
=
xh,1G(t)

W
(3.32)
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donde

W =

∣∣∣∣ xh,1 xh,2
ẋh,1 ẋh,2

∣∣∣∣ ,W1 =

∣∣∣∣ 0 xh,2
G(t) ẋh,2

∣∣∣∣ ,W2 =

∣∣∣∣ xh,1 0
ẋh,1 G(t)

∣∣∣∣ .
De la solución complementaria homogénea (3.23) tenemos que

xh,1 = em1t;xh,2 = em2t; ẋh,1 = m1e
m1t; ẋh,2 = m2e

m2t

Se procede a calcular los determinantes

W =

∣∣∣∣ em1t em2t

m1e
m1t m2e

m2t

∣∣∣∣ = (m2 −m1) e
(m2+m1)t (3.33)

W1 =

∣∣∣∣ 0 em2t

G(t) m2e
m2t

∣∣∣∣ = −em2tG(t) (3.34)

W2 =

∣∣∣∣ em1t 0
m1e

m1t G(t)

∣∣∣∣ = em1tG(t) (3.35)

para obtener la solución particular xp es necesario calcular u1 y u2, con las determi-
nantes calculadas tenemos que

u̇1(t) = − em2tG(t)

(m2 −m1)e(m2+m1)t

= −e
−m1tG(t)

m2 −m1

(3.36)

u̇2(t) =
em1tG(t)

(m2 −m1)e(m2+m1)t

=
e−m2tG(t)

m2 −m1

(3.37)

Integrando obtenemos las expresiones que necesitamos.

u1(t) = −
∫ t

0

e−m1t1G(t1)

m2 −m1

dt1 (3.38)

u2(t) =

∫ t

0

e−m2t1G(t1)

m2 −m1

dt1 (3.39)

Al sustituir lo calculado en (3.28) se obtiene la solución particular la cual es

xp(t) =

[
−
∫ t

0

e−m1t1G(t1)

m2 −m1

dt1

]
em1t +

[∫ t

0

e−m2t1G(t1)

m2 −m1

dt1

]
em2t (3.40)

Por tanto, la solución general que es la suma de la solución de la ecuación ho-
mogénea asocia más la particular es
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x(t) = c1e
m1t + c2e

m2t +

[
−
∫ t

0

e−m1t1G(t1)

m2 −m1

dt1

]
em1t +

[∫ t

0

e−m2t1G(t1)

m2 −m1

dt1

]
em2t

= c1e
m1t + c2e

m2t −
∫ t

0

e−m1(t1−t)G(t1)

m2 −m1

dt1 +

∫ t

0

e−m2(t1−t)G(t1)

m2 −m1

dt1 (3.41)

pero se puede expresar de otra forma el denominador de los dos últimos términos

m2 −m1 =
1

2τM
[β1 − β2] =

1

2τM

[
−1 +

√
1− 4S2

L −
(
−1−

√
1− 4S2

L

)]

=
1

2τM

[
−1 +

√
1− 4S2

L + 1 +
√

1− 4S2
L

]

=

√
1− 4S2

L

τM

sustituyendo lo anterior, los valores de m1, m2 y G(t1) se llega a

x(t) = c1e
β1

2τM
t
+ c2e

β2
2τM

t
+

τM√
1− 4S2

L

∫ t

0

[
e
− β1

2τM
(t1−t) − e−

β2
2τM

(t1−t)
] RUUe(t1)

M
dt1

= c1e
β1

2τM
t
+ c2e

β2
2τM

t
+

U√
1− 4S2

L

∫ t

0

[
e
− β1

2τM
(t1−t) − e−

β2
2τM

(t1−t)
]
e(t1)dt1 (3.42)

Para encontrar la solución de los otros dos casos (SL = 1/2 y SL > 1/2) también
se utiliza el método de variación de parámetros y se procede de forma similar a como
se hizo en el caso trampa débil, en forma resumida presentamos la solución para cada
uno de los casos.

Caso 1: con 0 < SL < 1/2

x(t) = c1e
β1

2τM
t
+ c2e

β2
2τM

t
+

U√
1− 4S2

L

∫ t

0

[
e
− β1

2τM
(t1−t) − e−

β2
2τM

(t1−t)
]
e(t1)dt1 (3.43)

Caso 2: con SL = 1/2

x(t) = c1e
− t

2τM
t
+ c2te

− t
2τM +

U

τM

∫ t

0

e(t1) (t− t1) e−
1

2τM
(t−t1)

dt1 (3.44)
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Caso 3: con SL > 1/2

x(t) = c1e
− t

2τM cos(σt) + c2e
− t

2τM sin(σt)

+
2U√

4S2
L − 1

∫ t

0

e(t1)
[
−e−

1
2τM

(t−t1)
cosσt sinσt1

+e
− t

2τM
(t−t1)

sinσt cosσt1
]
dt1 (3.45)

donde σ = (1/2τM)
√

4S2
L − 1. La velocidad se obtiene derivando la posición v =

dx/dt en cada caso.

3.3.3. MSD y MSS del sistema

Comencemos calculando SL = τM/τk. Realizando simulaciones de Langevin a las
Ecs. (3.5) y (3.6), encontramos que los tiempos de relajación τM = 0.01 s y τR =
3.33 s coinciden con los resultados experimentales. Por lo tanto, empleamos estos dos
tiempos de relajación para generar una simulación de la dinámica de un bug. Esta
peĺıcula se compara con una realización experimental, y la dinámica observada es
notablemente muy similar. Además, de la geometŕıa de la parábola del plato se tiene
que τk = 0. 276 s. Por lo tanto, para nuestro sistema SL = 0.033, lo que implica una
condición de trampa débil (0 < SL < 1/2). Por tanto, las soluciones a las Ecs. (3.5)
y (3.6) son

x(t) = c1e
β1

2τM
t
+ c2e

β2
2τM

t
+

U√
1− 4S2

L

∫ t

0

[
e
− β1

2τM
(t1−t) − e−

β2
2τM

(t1−t)
]
e(t1)dt1 (3.46)

ϕ(t) = ωt+
√

2DR

∫ t

0

[
1− e−(t−t1)/τR

]
dW (3.47)

donde β1 y β2 están definidas por (3.25) y (3.26),además el resultado para ϕ(t) ya
es conocido. A partir de la expresión para la posición es posible conocer la velocidad
del hexbug derivando x(t) y para ello se utiliza la regla de Laibniz, que establece la
siguiente relación

d

dt

(∫ b(t)

a(t)

F (z, t)dz

)
= F (b(t), t)

db(t)

dt
− F (a(t), t)

da(t)

dt
+

∫ b(t)

a(t)

∂F (z, t)

∂t
dz

utilizando esta regla de derivación se obtiene la velocidad v(t). Aplicando las con-
diciones iniciales x(t = 0) = 0 y v(t = 0) = 0, se obtiene que la expresión para la
posición, la velocidad y el ángulo de orientación para nuestro sistema estás dadas por
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x(t) =
U√

1− 4S2
L

∫ t

0

(
e
− β1

2τM
(t1−t) − e−

β2
2τM

(t1−t)
)

e(t1)dt1 (3.48)

v(t) =
U

2τM
√

1− 4S2
L

∫ t

0

(
β1e
− β1

2τM
(t1−t) − β2e

− β2
2τM

(t1−t)
)

e(t1)dt1 (3.49)

ϕ(t) = ωt+
√

2DR

∫ t

0

[
1− e−(t−t1)/τR

]
dW (3.50)

Usando la ecuación (3.50), se puede probar [43, 44] que la función de correlación
de orientación para este caso es

〈e(t) · e(t1)〉 = cos [ω(t− t1)] e−
1
τR

(t−t1)
(3.51)

Después de elevar al cuadrado la ecuación (3.48) y (3.49), aplicando el promedio
de conjunto, empleando (3.51) y tomando el ĺımite para tiempos largos (t → ∞),
se puede demostrar que el desplazamiento cuadrático medio (MSD), 〈x · x〉, y la
velocidad cuadrática media (MSS), 〈v ·v〉, del sistema a largo plazo están dados por

〈x·x〉 =
2U2τ 2

M

1− 4S2
L

 β1 − 2ST

β1

(
(2ST − β1)

2 + 4S2
ω

)
+

1

(2ST + β1)
2 + 4S2

ω

(
−2ST
β1

− 1 +
2 (β2

1 − 4S2
T + 4S2

ω)

(β1 − 2ST )2 + 4S2
ω

)

+
β2 − 2ST

β2

(
(2ST − β2)

2 + 4S2
ω

) +
1

(2ST + β2)
2 + 4S2

ω

(
−2ST
β2

− 1 +
2 (β2

2 − 4S2
T + 4S2

ω)

(β2 − 2ST )2 + 4S2
ω

)

+
β2 − 2ST

(2ST − β2)
2 + 4S2

ω

+
1

(2ST + β2)
2 + 4S2

ω

(β1 − 2ST )
(

(2ST + β2)
2 + 4S2

ω

)
(2ST − β1)

2 + 4S2
ω



+
β1 − 2ST

(2ST − β1)
2 + 4S2

ω

+
1

(2ST + β1)
2 + 4S2

ω

(β2 − 2ST )
(

(2ST + β1)
2 + 4S2

ω

)
(2ST − β2)

2 + 4S2
ω


los términos sexto y octavo se pueden simplificar quedando lo siguiente

〈x·x〉 =
2U2τ 2

M

1− 4S2
L

 β1 − 2ST

β1

(
(2ST − β1)

2 + 4S2
ω

)
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+
1

(2ST + β1)
2 + 4S2

ω

(
−2ST
β1

− 1 +
2 (β2

1 − 4S2
T + 4S2

ω)

(β1 − 2ST )2 + 4S2
ω

)

+
β2 − 2ST

β2

(
(2ST − β2)

2 + 4S2
ω

)
+

1

(2ST + β2)
2 + 4S2

ω

(
−2ST
β2

− 1 +
2 (β2

2 − 4S2
T + 4S2

ω)

(β2 − 2ST )2 + 4S2
ω

)

+
β2 − 2ST

(2ST − β2)
2 + 4S2

ω

+
β1 − 2ST

(2ST − β1)
2 + 4S2

ω

+
β1 − 2ST

(2ST − β1)
2 + 4S2

ω

+
β2 − 2ST

(2ST − β2)
2 + 4S2

ω

}

=
2U2τ 2

M

1− 4S2
L

 β1 − 2ST

β1

(
(2ST − β1)

2 + 4S2
ω

)
+

1

(2ST + β1)
2 + 4S2

ω

(
−2ST
β1

− 1 +
2 (β2

1 − 4S2
T + 4S2

ω)

(β1 − 2ST )2 + 4S2
ω

)

+
β2 − 2ST

β2

(
(2ST − β2)

2 + 4S2
ω

)
+

1

(2ST + β2)
2 + 4S2

ω

(
−2ST
β2

− 1 +
2 (β2

2 − 4S2
T + 4S2

ω)

(β2 − 2ST )2 + 4S2
ω

)

+
2 (β1 − 2ST )

(2ST − β1)
2 + 4S2

ω

+
2 (β2 − 2ST )

(2ST − β2)
2 + 4S2

ω

}
la expresión anterior se puede simplificar aún más, de la siguiente manera

〈x·x〉 =
2U2τ 2

M

1− 4S2
L

2∑
i=1

{
βi − 2ST
βiα

−
i

− 2ST
βiα

+
i

− 1

α+
i

+
2γi
α+
i α
−
i

+
2 (βi − 2ST )

α−i

}
(3.52)

donde definimos

α+
i = (2ST + βi)

2 + 4S2
ω (3.53)

α−i = (2ST − βi)2 + 4S2
ω (3.54)

γi = β2
i − 4S2

T + 4S2
ω (3.55)
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Ahora, la expresión para la rapidez cuadrática media para tiempos largos (t→∞)
es

〈v·v〉 =
U2

1− 4S2
L

 β2
1 − 2β1ST

2
(

(2ST − β1)
2 + 4S2

ω

)
+

1

2
(

(2ST + β1)
2 + 4S2

ω

) (−2β1ST − β2
1 +

2β2
1 (β2

1 − 4S2
T + 4S2

ω)

(β1 − 2ST )2 + 4S2
ω

)

+
β2

2 − 2β2ST

2
(

(2ST − β2)
2 + 4S2

ω

)
+

1

2
(

(2ST + β2)
2 + 4S2

ω

) (−2β2ST − β2
2 +

2β2
2 (β2

2 − 4S2
T + 4S2

ω)

(β2 − 2ST )2 + 4S2
ω

)

+
2S2

L (β2 − 2ST )

(2ST − β2)
2 + 4S2

ω

+
2S2

L

(2ST + β2)
2 + 4S2

ω

(β1 − 2ST )
(

(2ST + β2)
2 + 4S2

ω

)
(2ST − β1)

2 + 4S2
ω



+
2S2

L (β1 − 2ST )

(2ST − β1)
2 + 4S2

ω

+
2S2

L

(2ST + β1)
2 + 4S2

ω

(β2 − 2ST )
(

(2ST + β1)
2 + 4S2

ω

)
(2ST − β2)

2 + 4S2
ω


=

U2

1− 4S2
L

 β2
1 − 2β1ST

2
(

(2ST − β1)
2 + 4S2

ω

)
+

1

2
(

(2ST + β1)
2 + 4S2

ω

) (−2β1ST − β2
1 +

2β2
1 (β2

1 − 4S2
T + 4S2

ω)

(β1 − 2ST )2 + 4S2
ω

)

+
β2

2 − 2β2ST

2
(

(2ST − β2)
2 + 4S2

ω

)
+

1

2
(

(2ST + β2)
2 + 4S2

ω

) (−2β2ST − β2
2 +

2β2
2 (β2

2 − 4S2
T + 4S2

ω)

(β2 − 2ST )2 + 4S2
ω

)

+
2S2

L (β2 − 2ST )

(2ST − β2)
2 + 4S2

ω

+
2S2

L (β1 − 2ST )

(2ST + β1)
2 + 4S2

ω

+
2S2

L (β1 − 2ST )

(2ST − β1)
2 + 4S2

ω

+
2S2

L (β2 − 2ST )

(2ST + β2)
2 + 4S2

ω

}
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=
U2

1− 4S2
L

 β2
1 − 2β1ST

2
(

(2ST − β1)
2 + 4S2

ω

)

+
1

2
(

(2ST + β1)
2 + 4S2

ω

) (−2β1ST − β2
1 +

2β2
1 (β2

1 − 4S2
T + 4S2

ω)

(β1 − 2ST )2 + 4S2
ω

)

+
β2

2 − 2β2ST

2
(

(2ST − β2)
2 + 4S2

ω

)

+
1

2
(

(2ST + β2)
2 + 4S2

ω

) (−2β2ST − β2
2 +

2β2
2 (β2

2 − 4S2
T + 4S2

ω)

(β2 − 2ST )2 + 4S2
ω

)

+
4S2

L (β1 − 2ST )

(2ST − β1)
2 + 4S2

ω

+
4S2

L (β2 − 2ST )

(2ST − β2)
2 + 4S2

ω

}

Finalmente utilizando las definiciones hechas anteriormente (3.53), (3.54) y (3.55)
obtenemos que

〈v·v〉 =
U2

1− 4S2
L

2∑
i=1

{
β2
i − 2βiST

2α−i
− βiST

α+
i

− β2
i

2α+
i

.

+
β2
i γi

α+
i α
−
i

+
4S2

L (βi − 2ST )

α−i

}
(3.56)

Las ecuaciones (3.52) y (3.56) se trazan luego en la Fig. 3.7 para el conjunto de
parámetros {SL, ST , Sω} = {0.0322, 0.0027, -0.0171}, y una velocidad de autopropul-
sión U = 0.13 m/s (tomado del promedio de las 100 realizaciones experimentales),
que se considera que describen la dinámica de los hexbugs. Se puede ver en la Fig.
3.7 (a) que, para el MSD de los hexbugs, el experimento (ćırculos azules), la teoŕıa
dada por la Ec. (3.52) (ĺıneas discontinuas verdes) y las simulaciones (ĺınea discon-
tinua naranja) coinciden completamente. El error experimental se muestra como un
śımbolo de error azul claro. Para la medición del MSS de los hexbugs que se muestra
en la Fig. 3.7 (b), experimento (ćırculos azules), teoŕıa dada por la Ec. (3.56) (ĺıneas
discontinuas verdes) y las simulaciones (ĺınea discontinua naranja) tienen un acuerdo
razonable.

3.3. CARACTERIZACIÓN
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Figura 3.7: Desplazamiento cuadrático medio (MSD) y velocidad cuadrática media
(MSS) para robots hexbugs en una antena parabólica con rugosidad adicional.
(a) MSD de Hexbugs, experimento (ćırculos azules), teoŕıa dada por la Ec. (3.52)
(ĺıneas discontinuas verdes) y las simulaciones (ĺınea discontinua naranja) coinciden
completamente. El error experimental se muestra como un śımbolo de error azul
claro. (b) Medición de MSS de Hexbugs, experimento (ćırculos azules), teoŕıa dada
por la Ec. (3.56) (ĺıneas discontinuas verdes) y las simulaciones (ĺınea discontinua
naranja) tienen una buena concordancia. Esta teoŕıa del tiempo y las simulaciones
caen dentro del margen de error experimental en tiempos prolongados (śımbolo de
error azul claro).

Esta teoŕıa del tiempo y las simulaciones caen dentro del margen de error expe-
rimental (śımbolo de error azul claro) solo en tiempos prolongados. Para este caso,
el error experimental es grande ya que el MSS acumula errores de las mediciones ex-
perimentales y del procedimiento numérico empleado para encontrar la velocidad en
el sistema. Por tanto, la Fig. 3.7, indica que el modelo propuesto describe en buena
medida el sistema actual, aunque podŕıa estudiarse un modelo más preciso conside-
rando la anisotroṕıa en las part́ıculas o incluso un modelo de fuerza de disipación
diferente. Tenga en cuenta que el análisis numérico utilizado en esta sección consistió
en un algoritmo de tipo Verlet de segundo orden [45] con un intervalo de tiempo de
0.0012 s y N = 2000 realizaciones.

Note que la teoŕıa y la simulación coinciden muy bien tanto en el MSD como
el MSS (ver Fig. 3.7), esto una vez que pasa el tiempo suficiente para que las si-
mulaciones lleguen a un valor estacionario. El valor experimental que no se ajusta
satisfactoriamente con la teoŕıa y la simulación es el MSS, esto se lo atribuimos al
hecho de que nuestra propuesta aun es una primera aproximación ya que tomamos
un coeficiente de fricción constante, sabiendo que el hexbug-nano tienen una forma
no simétrica. Por lo que aún se puede plantear un modelo más preciso.
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3.4. Funciones de distribución de probabilidad ra-

dial y de velocidad

Nuestro último objetivo es caracterizar experimental y numéricamente, las distri-
buciones de probabilidad radial y de velocidad de las part́ıculas en estado estable,
P (r) y P (v), respectivamente. Usando los números de Stokes {SL, ST , Sω} = {0.0322,
0.0027, -0.0171} describiendo nuestro sistema, empleando 2000 realizaciones para si-
mulaciones y 100 realizaciones para el experimento, mostramos las distribuciones
estables numéricas y experimentales resultantes en la Fig. 3.8.
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Figura 3.8: (a) Función de distribución de probabilidad radial estable numérica y
experimental para N = 100 realizaciones y N = 2000 realizaciones, respectivamen-
te. (b) Función de distribución de probabilidad de velocidad constante numérica
y experimental para N = 100 realizaciones y N = 2000 realizaciones, respec-
tivamente. Recuadro: función de distribución de probabilidad constante para la
componente x del vector de velocidad.

La Fig. 3.8 (a) ilustra la distribución radial estable P (r). De los números, ver ba-
rras azules, se observa un máximo alrededor de r = 0.1 m. Del experimento, denotado
como ćırculos amarillos en la Fig. 3.8 (a), observamos que la distribución radial tiene
un máximo alrededor de r = 0.12 m, que es un valor cercano al que se obtiene en las
simulaciones, aunque no son tan parecidas, pero aun aśı se puede notar que toda la
forma de distribución experimental es muy similar a la de las simulaciones. La Figura
3.8 (a) también muestra que los hexbugs en este sistema no se condensan en el borde
de la antena. Esto ocurre porque en este sistema los hexbugs están sujetas a una
trampa débil (0 < SL < 1/2) y a un torque intŕınseco, lo que les da tiempo suficiente
para reorientarse completamente antes de llegar al borde de la trampa, muestreando
aśı más espacio.

La Fig. 3.8 (b) muestra la distribución de velocidad constante P (v) tanto numéri-

3.4. FUNCIONES DE DISTRIBUCIÓN DE PROBABILIDAD RADIAL Y DE VELOCIDAD
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camente (barras azules) como experimentalmente (ćırculos amarillos). Esta vez sus
máximos coinciden en v = 0.13 m/s. También observamos que la PDF experimental
tiene una desviación estándar mayor que la numérica. Esto se debe a que el expe-
rimento muestra el hecho de que los hexbugs tienen variaciones en su velocidad de
propulsión. Esto se ilustra en la Fig. 3.9 donde la velocidad promedio del ensamble de
los bugs, v =

∑N
i=1

∑n
j=1 vi((j − 1)∆t)/Nn, (N es el número de realizaciones, n es el

número total de pasos discretos durante una simulación, y ∆t es el paso de tiempo)
vaŕıa entre v = 0.11 m/s a v = 0.16 m/s. Por tanto, pueden observarse experimental-
mente velocidades de propulsión instantáneas superiores a 0.16 m/s. Por otro lado,
nuestras simulaciones están configuradas para tener solo la velocidad de propulsión
promedio de las 100 realizaciones, de ah́ı la razón de una desviación estándar más
pequeña.

(a) (b) (c)

t(s) t(s) t(s)

5 realisation 10 realisation 15 realisation 20 realisation

Robot 1 Robot 2 Robot 3

v
(m

/s
)

v
(m

/s
)

v
(m

/s
)

Figura 3.9: Ensamble de velocidad promedio, v, para tres hexbugs, y el efecto del
número de realizaciones en él.

Finalmente, el recuadro de la Fig. 3.8 (b) muestra la función de distribución de
probabilidad de la componente x del vector velocidad, vx. Por simetŕıa, el otro com-
ponente es el mismo. Este recuadro indica claramente que el sistema actual no sigue
una función de distribución de velocidad de Maxwell-Boltzmann, que es el resultado
de la naturaleza de no equilibrio del sistema actual. De hecho, sigue una distribución
simétrica de dos picos, y sus máximos ocurren alrededor de la velocidad de propulsión
de los hexbugs. La distribución de picos dobles también se ha informado recientemente
en [4, 46]. En particular en la primera referencia [4] proponen un modelo que genera-
liza el nuestro, en el cual se toma en cuenta la contribución de la inercia rotacional, es
decir, no desprecian el momento de inercia. Se pueden encontrar modelos alternativos
de part́ıculas activas que describen una distribución de velocidad constante en [47].
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Caṕıtulo 4

Materia activa inercial con
propulsión periódica

4.1. Introducción

El avance en el estudio de la materia activa ha brindado información relevante
sobre fenómenos que ocurren en sistemas biológicos y artificiales fuera de equilibrio,
como son las transiciones de fase y el autoensamblaje de part́ıculas [48, 49, 50, 51, 52].
Adicionalmente las posibles aplicaciones que conlleva su estudio han hecho que esta
área de investigación siga en aumento. Una revisión reciente, acerca de los avances que
se han tenido en este campo de estudio y los retos que se tienen por delante, fue hecho
por Gerhard Gompper y sus colegas [16]. La mayor parte de los trabajos sobre materia
activa se centran en sistemas a escala micrométrica con numero de Reynolds muy bajo,
en estas condiciones el sistema se encuentra en el régimen sobreamortiguado, una de
las descripciones más aceptadas para este caso es el que proporciona el movimiento
browniano activo [19, 43, 53]. El modelo browniano activo considera a las fluctuaciones
térmicas del medio como ruidos blancos gaussianos, dota a las part́ıculas con una
fuerza de autopropulsión efectiva y desprecia los efectos inerciales.

Recientemente se han hecho desarrollos en donde se consideran part́ıculas auto-
propulsadas más grandes con numero de Reynolds no bajos, en estas condiciones los
efectos inerciales se vuelven relevantes en la dinámica. En estos casos se dice que se
está en el régimen subamortiguado en el cual la dinámica de los corredores (part́ıcu-
las) está descrita por el movimiento Langevin activo que a diferencia del movimiento
browniano activo no desprecia la inercia de los corredores. Algunos ejemplos de es-
te tipo de sistemas son los granulares autopropulsados sobre una placa vibratoria
[54, 28, 30, 41, 55, 32, 56, 57, 58, 59] y los minirobots autopropulsados [60, 61]. Re-
cientemente H. Löwen hizo una revisión acerca del movimiento browniano activo y
después ampĺıo el modelo hacia el movimiento de Langevin activo [62]. Cuando se
habla de considerar la inercia se presentan dos casos, en el primer caso solo se toma
en consideración la inercia traslacional, es decir la masa de las part́ıculas, a este tipo
de sistemas los nombramos como materia activa semi-inercial, hay varios trabajos que
abordan este tipo de sistemas [63, 39, 64, 3, 65], de hecho, el sistema abordado en el
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Caṕıtulo 3 de esta tesis entra en esta categoŕıa, es decir, el modelo propuesto para
describir los robots hexbugs-nano en una antena parabólica con rugosidad añadida
es un sistema semi-inercial. El segundo caso es cuando se toman en consideración la
inercia traslacional y rotacional, es decir la masa y el momento de inercia de los co-
rredores, a este tipo de sistemas los nombramos como materia activa completamente
inercial. Estos últimos sistemas son los que se han empezado a estudiar más recien-
temente, algunos de estos trabajos se han centrado en discutir los efectos inerciales
utilizando experimentos [4], otros han discutido dichos efectos sobre la difusión y las
presiones de nado y Reynolds en sistemas de materia activa completamente inerciales
[34] y también se ha abordado el estudio de los efectos inerciales en materia activa
atrapada [35].

En cuanto a la propulsión de part́ıculas activas normalmente como primera apro-
ximación se supone constante, pero muchas veces esta suposición no es suficiente
para modelar algún sistema de interés, por lo que han surgido trabajos en los que se
estudian sistemas con propulsión variable tanto para el caso de nadadores reales y
artificiales. En el caso de nadadores reales hay varios trabajos que reportan variacio-
nes en la propulsión [66, 67, 68, 69, 70, 71, 72, 73],más recientemente Otte y col. [74]
mostró que las bacterias Salmonella Typhimurium pueden describirse como part́ıcu-
las activas quirales con fuertes fluctuaciones de velocidad activa, que son de origen
biológico, en lugar de térmico. Un trabajo teórico pionero de este tipo en el contexto
de la materia activa es el de Peruani y col. [75] que muestra como una evolución
temporal en la propulsión afecta el transitorio de las propiedades de transporte de
una part́ıcula activa, aśı como el coeficiente de difusión de esta. Otro trabajo teórico
que cabe mencionar es el hecho por Großmann y col. [76], en ese trabajo estudia las
propiedades de difusión de las part́ıculas autopropulsadas que se mueven a velocidad
constante e invierten repetidamente su dirección de movimiento, sus resultados lo
llevaron a sugerir experimentos adicionales en ese contexto. Para el caso de nadado-
res artificiales, se ha visto que se puede cambiar la motilidad de part́ıculas Janus en
mezclas binarias casi cŕıticas [77] o criticas [78] por medio del tamaño y la forma de
las gotas nucleadas alrededor de la part́ıcula. También se ha reportado que utilizando
ondas de ultrasonido viajeras la propulsión depende de la forma de las nanopart́ıculas
y micropart́ıculas [79] y que en una mezcla binaria de nano / micro nadadores activos
puede darse una mejora en la motilidad mediante la transferencia de motilidad [80],
estos últimos trabajos son recientes. Lo anterior nos hace ver que la propulsión de
part́ıculas activas reales depende de varios factores y que vaŕıan en el tiempo, por
lo tanto, asumir que la propulsión de las part́ıculas es constante aún está lejos de la
realidad, más aún si hablamos de materia activa macroscópica.

En este trabajo proponemos una dependencia temporal expĺıcita de la velocidad
de propulsión de part́ıculas estocásticas activas inerciales (con masa y momento de
inercia) que no interactúan. La velocidad de propulsión la suponemos como una
función periódica, que en el caso más general se expresa como una serie de Fourier.
Se plantean las ecuaciones de movimiento para este sistema siguiendo un formalismo
de Langevin, resolvemos estas ecuaciones de forma anaĺıtica y encontramos su tensor
de desplazamiento cuadrático medio. Se analizan tres casos particulares, el primer

4.1. INTRODUCCIÓN
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caso es cuando la velocidad de propulsión es una función sinoidal, la segunda cuando
es tipo onda cuadrada y el tercer caso es cuando es una función tipo zigzag. Algunos
trabajos previos similares a este fueron hechos por S. Babel [81] y E. Lauga [82],
pero los sistemas que abordaron se encontraban en el caso sobreamortiguado. El
presente trabajo generaliza la investigación de S. Babel, E. Lauga y los demás trabajos
sobre materia activa inercial, además de que el modelo presentado es una mejor
aproximación a la realidad, por lo que nuestros resultados podŕıan arrojar luz sobre
el movimiento de la materia activa presente en la naturaleza.

4.2. Modelo teórico

En esta sección se describe el modelo que proponemos, el cual tiene algunas con-
sideraciones que no se han hecho en los trabajos publicados hasta este momento.
Recordemos que en el caṕıtulo 3 se propuso un modelo para los hexbugs el cual es
más simple a lo que queremos tratar en este caṕıtulo, ya que se despreció la inercia
rotacional, no se consideró ruido traslacional y se propuso una velocidad de propul-
sión constante. La intensión en este caṕıtulo es generalizar ese modelo al igual que
otras propuestas que se han hecho sobre part́ıculas activas estocásticas con inercia
que no interactúan.

Nosotros proponemos un modelo en el cual las part́ıculas activas poseen inercia
no despreciable y una velocidad que depende del tiempo de forma periódica U(t),
esto es importante ya que la mayoria de los organismos unicelulares no ejecutan un
movimiento continuo y mucho menos lo hacen organismos más complejos, aśı que
suponer que las part́ıculas activas poseen una velocidad que vaŕıe con en el tiempo
es una mejor aproximación a la realidad.

El modelo que proponemos consta en un sistema en dos dimensiones (2D) donde
las part́ıculas activas son de tamaño micrométrico e incluso pueden ser milimétricas,
y están sometidas a fuerzas y torcas estocásticas. Las part́ıculas tienen forma de disco
cuya densidad es uniforme, tienen un radio a y su orientación está dada por el ángulo
de rotación θ(t), además se considera tanto la masa M como el momento de inercia
I de las mismas.

En la Fig. 4.1 se muestra un esquema del modelo descrito, en el cual se pueden
observar dos marcos de referencia, uno es el marco de laboratorio y el otro está
centrado en el origen del disco, y también se puede ver representado un camino
aleatorio que va siguiendo la trayectoria de la part́ıcula. Cabe mencionar que el modelo
que se propone puede servir incluso para describir fenómenos macroscópicos, es decir,
materia activa a escalas milimétricas, siempre y cuando el sistema a estudiar satisfaga
las condiciones del modelo propuesto.

4.2. MODELO TEÓRICO
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𝑥

𝑦
𝑀, 𝐼
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𝜃

𝑈 𝑡 𝐞(𝑡)

ሚ𝐟 𝑡 , 𝑔(𝑡)

Figura 4.1: Esquema del modelo propuesto. La part́ıcula estocástica activa inercial
(ćırculo verde) de masa M e inercia rotacional I, está sujeta a fuerzas y torcas

estocásticas (f̃ y g̃). Su vector de propulsión (U(t)e(t)) con dirección aleatoria θ se
indica como una flecha amarilla.

4.2.1. Ecuación traslacional

Planteando la segunda ley de Newton para la parte traslacional de este sistema
se obtiene la ecuación de Langevin para una part́ıcula activa inercial con movimiento
aleatorio que se encuentra en un medio que ejerce fuerzas y torcas estocásticas sobre
él, esta ecuación esta en términos de la velocidad por ello se agrega otra ecuación la
cual relaciona la posición de la part́ıcula con su velocidad, estas dos ecuaciones son
las siguientes

M
dv(t)

dt
= −RUv + Fs(t) + f̃(t) (4.1)

v(t) =
dx(t)

dt
(4.2)

donde RU es el factor de arrastre traslacional, Fs = RUU(t)e(t) es la fuerza autopro-
pulsiva de la part́ıcula, e(t) = (cos θ(t), sin θ(t)) es el vector orientación definido por
su dirección de avance, U(t) es la velocidad de propulsión de la part́ıcula que en este

caso depende del tiempo y f̃(t) es la fuerza estocástica debida al medio en el que se
encentran las part́ıculas el cual cumple con las propiedades de ruido blanco, es decir,〈

f̃(t)
〉

= 0 (4.3)

4.2. MODELO TEÓRICO
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〈
f̃i(t1)f̃j(t2)

〉
= 2DTR

2
Uδijδ(t1 − t2) (4.4)〈

f̃i(t1)ej(t2)
〉

= 0 (4.5)

donde DT es el coeficiente de difusión traslacional. Lo único que falta para que nuestro
modelo quede completamente descrito es especificar el tipo de función que toma la
velocidad con la que se auto-propulsa la part́ıcula ya que solo hemos mencionado que
es periódica, esto es lo que se trata a continuación.

Proponemos que la velocidad de propulsión U(t) sea una función periódica y
como sabemos hay distintos tipos de funciones periódicas que se pueden modelar
dependiendo de que se desee estudiar, algunos ejemplos de funciones periódicas son las
funciones seno, coseno, zigzag, onda cuadrada entre otras, a continuación se muestran
algunas de estas funciones en la siguiente figura.

Figura 4.2: Estos son algunos ejemplos de funciones periódicas.

Para abordar de manera general el caso en el que la velocidad de propulsión es
una función periódica se propone una velocidad del siguiente tipo

U(t) = U0ξ(t) (4.6)

donde ξ(t) es una función periódica cualquiera de periodo T . Esta función se puede
aproximar por una serie de Fourier como se muestra a continuación

ξ(t) =
α0

2
+
∞∑
n=1

(αn cos(nωt) + bn sin (nωt))

4.2. MODELO TEÓRICO
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donde ω = 2π
T

y los términos α0, αn y bn son los coeficientes de Fourier que se pueden
determinar mediante las siguientes integrales.

α0 =
2

T

∫ T

0

ξ(t)dt (4.7)

αn = 2
T

∫ T
0
ξ(t) cos(nωt)dt para n > 0 (4.8)

bn = 2
T

∫ T
0
ξ(t) sin(nωt)dt para n > 0 (4.9)

Se puede notar que la función está definida en términos de sumas infinitas, esto
quiere decir que es posible representar cualquier función periódica de forma exacta
si se conocen todos sus coeficientes de Fourier que en principio son infinitos, en la
práctica no es posible conocer todos estos términos. Como sabemos solo podemos
conocer un número finito de los coeficientes de Fourier por lo que hacemos la siguiente
definición; Para la serie de Fourier de una función periódica ξ(t) con periodo temporal
T la N -ésima suma parcial está dada por:

ξN(t) =
α0

2
+

N∑
n=1

(αn cos(nωt) + bn sin (nωt)) (4.10)

Esta función es la que manejaremos en este trabajo ya que es la que tiene más
sentido utilizar, dependiendo de qué tan preciso se desee la función a representar será
el número de coeficientes que se utilicen, en el caso más ideal N =∞ que conllevaŕıa
obtener ξ∞(t).

Entonces la velocidad de propulsión periódica que propondremos es la siguiente

U(t) = U0ξN(t) = U0

[
α0

2
+

N∑
n=1

(αn cos(nωt) + bn sin (nωt))

]
(4.11)

Como ya se mostró anteriormente la fuerza de propulsión se define de la siguiente
forma Fs = RUU(t)e(t) por lo que su expresión sustituyendo U(t) será la siguiente

F(N)
s = RUU0e(t)

[
α0

2
+

N∑
n=1

(αn cos(nωt) + bn sin (nωt))

]
(4.12)

4.2.2. Ecuación rotacional

Ahora vamos a plantear la ecuación de movimiento rotacional correspondiente
a nuestro sistema, pero antes recordemos una relación importante que se mencionó
en el Caṕıtulo 3 en la sección de ecuación rotacional, que relaciona los marcos de
referencia de laborratorio y el montado en la part́ıcula, y que además es necesaria

4.2. MODELO TEÓRICO
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para obtener las correlaciones entre los vectores directores, la relación a la que nos
referimos es la siguiente

de

dt
= Ω× e (4.13)

con

Ω(t) =
dθ(t)

dt
(4.14)

En donde Ω(t) es la velocidad angular y e = (e1, e2) = (cos θ(t), sin θ(t)) es el
vector de orientación, el cual es unitario. Esta relación surge de considerar un marco
de referencia con origen en el centro del disco.

La ecuación de movimiento a la que está sujeta el vector de orientación e es (4.13)
la cual no se desarrolla expĺıcitamente debido a que solo nos vuelve a llevar a la misma
expresión como se mostró en el Caṕıtulo 3.

𝑥

𝑦

𝑀, 𝐼

𝑥′
𝜃

𝐞

𝑦′

𝑒𝑦

𝑒𝑥

Ω𝑘

Figura 4.3: Esquema del movimiento rotacional del disco.

A continuación planteamos la segunda ley de Newton para rotaciones, que en
general se expresa como

dL

dt
= N (4.15)

donde N es la suma de todas las torcas y L = IΩ(t) es el momento angular, en
nuestro caso las torcas que actúan sobre la part́ıcula son N = −RΩΩ + g̃(t), por lo
tanto, la ecuación de Langevin para la parte rotacional está dada por

4.2. MODELO TEÓRICO
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I
dΩ(t)

dt
= −RΩΩ + g̃(t) (4.16)

con I = 1
2
Ma2 que es el momento de inercia de un disco de radio a, RΩ es el factor

de arrastre rotacional y g̃(t) es la torca estocástica debido al medio en el que se
encuentra la part́ıcula y cumple con las propiedades de ruido blanco, es decir,

〈g̃(t)〉 = 0 (4.17)

〈g̃(t1)g̃(t2)〉 = 2DΩR
2
Ωδ(t1 − t2) (4.18)

〈g̃(t1)ei(t2)〉 = 0 (4.19)

donde DΩ es el coeficiente de difusión rotacional del disco. Con esto queda comple-
tamente definido nuestro modelo.

4.3. Solución a las ecuaciones de movimiento

El primer paso para poder calcular el MSD es resolver las ecuaciones de movi-
miento, para ello se tratan como ecuaciones diferenciales lineales de primer orden
comenzando con (4.1) y (4.16), para empezar las reescribimos de una forma conve-
niente tal como se muestra a continuación

dv

dt
+
RU

M
v =

1

M

(
Fs(t) + f̃(t)

)
(4.20)

dΩ

dt
+
RΩ

I
Ω =

g̃(t)

I
(4.21)

La función de peso que le corresponde a cada ecuación es e
RU
M
t y e

RΩ
I
t respectiva-

mente, por lo que las ecuaciones quedan como

d

dt

(
e
RU
M
tv
)

=
e
RU
M
t

M

(
Fs(t) + f̃(t)

)
(4.22)

d

dt

(
e
RΩ
I
tΩ
)

= e
RΩ
I
t g̃(t)

I
(4.23)

se integran las ecuaciones anteriores∫ t

0

d
(
e
RU
M
tv
)

=
1

M

∫ t

0

e
RU
M
t1
(
Fs(t1) + f̃(t1)

)
dt1 (4.24)

∫ t

0

d
(
e
RΩ
I
tΩ
)

=
1

I

∫ t

0

e
RΩ
I
t1 g̃(t1)dt1 (4.25)

las solución para cada una son

4.3. SOLUCIÓN A LAS ECUACIONES DE MOVIMIENTO
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v(t) = v0e
− t
τM +

1

M

∫ t

0

e
− 1
τM

(t−t1)
(
Fs(t1) + f̃(t1)

)
dt1 (4.26)

Ω(t) = Ω0e
− t
τI +

1

I

∫ t

0

e
− 1
τI

(t−t1)
g̃(t1)dt1 (4.27)

donde los tiempos de relajación traslacional y rotacional se han definido como τM ≡
M
RU

y τI ≡ I
RΩ

. Utilizando los resultados obtenidos se pueden calcular la posición y el
angulo de orientación, de (4.2) y (4.14) se tiene que

dx = vdt (4.28)

dθ = Ωdt (4.29)

Sustituyendo los valores obtenidos de v y Ω, y colocando los signos de integración
estas ecuaciones quedan de la siguiente manera

∫ t

0

dx = v0

∫ t

0

e
− t0
τM dt0 +

1

M

∫ t

0

∫ t

0

e
− 1
τM

(t0−t1)
(
Fs(t1) + f̃(t1)

)
dt0dt1 (4.30)

∫ t

0

dθ = Ω0

∫ t

0

e
− t0
τI dt0 +

1

I

∫ t

0

∫ t

0

e
− 1
τI

(t0−t1)
g̃(t1)dt0dt1 (4.31)

este tipo de integrales ya están resueltas en la literatura (Coffey [8]), las soluciones
que les corresponden son las que se muestran a continuación

x(t) = x0 + τMv0

(
1− e−

t
τM

)
+

1

RU

∫ t

0

(
1− e−

1
τM

(t−t1)
) [

Fs(t1) + f̃(t1)
]
dt1 (4.32)

θ(t) = θ0 + τIΩ0

(
1− e−

t
τI

)
+

1

RΩ

∫ t

0

(
1− e−

1
τI

(t−t1)
)
g̃(t1)dt1 (4.33)

estas son la posición y el ángulo de rotación para una part́ıcula activa con inercia de
forma general. Para poder calcular el MSD primero hay que aplicar las condiciones
iniciales x(t = 0) = 0 y v(t = 0) = 0 para simplificar los cálculos. Aplicando la
primera condición en (4.32) se tiene que

0 = x0 + τMv0 (4.34)

v0 = − x0

τM
(4.35)

usando la segunda condición en (4.26) se llega a que v0 = 0 y x0 = 0, por lo que las
expresiones para la posición y la velocidad se reducen a
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x(t) =
1

RU

∫ t

0

(
1− e−

1
τM

(t−t1)
) [

Fs(t1) + f̃(t1)
]
dt1 (4.36)

v(t) =
1

M

∫ t

0

e
− 1
τM

(t−t1)
(
Fs(t1) + f̃(t1)

)
dt1 (4.37)

Estas últimas expresiones son las que dictan el movimiento de la part́ıcula, la cual
traza una trayectoria estocástica. Si bien ya tenemos las expresiones para describir
el movimiento no son de gran utilidad por el simple hecho de que su trayectoria es
aleatoria y no se puede predecir. Es por eso que el dato que nos interesa es el MSD.

4.4. Desplazamiento cuadrático medio

Antes de tratar el caso general en donde la velocidad de propulsión es cualquier
función periódica representada por una serie de Fourier (4.11), primero calculamos el
MSD para una velocidad de propulsión sinusoidal con el objetivo de poder comparar
este resultado con el caso más general.

La velocidad sinusoidal se modela con la siguiente función U(t) = UT cos(αt) +
U0, como se puede ver esta función tiene tres constantes UT , U0 y α cuyos valores
dependen del caso particular que se desee estudiar, nosotros lo manejaremos como
incógnitas para resolver el caso más general. En la figura se puede observar la gráfica
de la velocidad contra el tiempo para un cierto caso particular solamente para ver su
comportamiento.

𝑈(𝑡)

𝑡

𝑈𝑇

𝑈0

𝜋

𝛼

Figura 4.4: Gráfica de velocidad de propulsión sinusoidal contra el tiempo, donde
UT , U0 y α son parámetros que dependen del caso particular que se desee estudiar.
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Para calcular el MSD primero se desarrolla la expresión de la posición (4.36)

x(t) =
1

RU

[∫ t

0

Fs(t1)dt1 +

∫ t

0

f̃(t1)dt1

−
∫ t

0

e
− 1
τM

(t−t1)
Fs(t1)dt1 −

∫ t

0

e
− 1
τM

(t−t1)
f̃(t1)dt1

]
lo siguiente es sustituir el valor de la fuerza Fs = RU [UT cos(αt) + U0] e(t) quedando
lo siguiente

x(t) =
1

RU

[
RUUT

∫ t

0

cos(αt1)e(t1)dt1 +RUU0

∫ t

0

e(t1)dt1

+

∫ t

0

f̃(t1)dt1 −RUUT

∫ t

0

e
− 1
τM

(t−t1)
cos(αt1)e(t1)dt1

−RUU0

∫ t

0

e
− 1
τM

(t−t1)
e(t1)dt1 −

∫ t

0

e
− 1
τM

(t−t1)
f̃(t1)dt1

]
(4.38)

antes de seguir con el cálculo del MSD hagamos la siguiente consideración, este sis-
tema se supone simétrico y sin torcas externas que lo afecten, esto quiere decir que
las componentes del tensor MSD fuera de la diagonal son cero, lo anterior se puede
expresar matemáticamente como

〈xa(t1)xb(t2)〉 = 0

〈xa(t1)xa(t2)〉 6= 0

solo quedan dos componentes del MSD y como son simétricos basta con calcular una
ya que la otra tendrá la misma solución, ya sea 〈x1(t1)x1(t2)〉 ó 〈x2(t1)x2(t2)〉, como
la posición está dada por 6 integrales al multiplicarlo por otra posición se obtienen
36 dobles integrales pero varias se anulan al hacer el promedio debido a una de

las propiedades de la fuerza estocástica la cual es
〈
f̃i(t1)xj(t2)

〉
= 0, y utilizando

la identidad trigonométrica cos(x) cos(y) = 1
2

[cos(x+ y) + cos(x− y)] la expresión
para una de las componentes del MSD queda

〈x1(t)·x1(t)〉 =
1

R2
U

[
R2
UU

2
T

2

∫ t

0

∫ t

0

cos (α [t1 + t2]) 〈e1(t1)e1(t2)〉 dt2dt1

+
R2
UU

2
T

2

∫ t

0

∫ t

0

cos (α [t1 − t2]) 〈e1(t1)e1(t2)〉 dt2dt1

+R2
UUTU0

∫ t

0

∫ t

0

cos(αt1) 〈e1(t1)e1(t2)〉 dt2dt1
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−R
2
UU

2
T

2

∫ t

0

∫ t

0

e
− 1
τM

(t−t2)
cos (α [t1 + t2]) 〈e1(t1)e1(t2)〉 dt2dt1

−R
2
UU

2
T

2

∫ t

0

∫ t

0

e
− 1
τM

(t−t2)
cos (α [t1 − t2]) 〈e1(t1)e1(t2)〉 dt2dt1

−R2
UUTU0

∫ t

0

∫ t

0

e
− 1
τM

(t−t2)
cos(αt1) 〈e1(t1)e1(t2)〉 dt2dt1

+R2
UUTU0

∫ t

0

∫ t

0

cos(αt2) 〈e1(t1)e1(t2)〉 dt2dt1

+R2
UU

2
0

∫ t

0

∫ t

0

〈e1(t1)e1(t2)〉 dt2dt1

−R2
UUTU0

∫ t

0

∫ t

0

e
− 1
τM

(t−t2)
cos(αt2) 〈e1(t1)e1(t2)〉 dt2dt1

−R2
UU

2
0

∫ t

0

∫ t

0

e
− 1
τM

(t−t2) 〈e1(t1)e1(t2)〉 dt2dt1

+

∫ t

0

∫ t

0

〈
f̃1(t1)f̃1(t2)

〉
dt2dt1 −

∫ t

0

∫ t

0

e
− 1
τM

(t−t2)
〈
f̃1(t1)f̃1(t2)

〉
dt2dt1

−R
2
UU

2
T

2

∫ t

0

∫ t

0

e
− 1
τM

(t−t1)
cos (α [t1 + t2]) 〈e1(t1)e1(t2)〉 dt2dt1

−R
2
UU

2
T

2

∫ t

0

∫ t

0

e
− 1
τM

(t−t1)
cos (α [t1 − t2]) 〈e1(t1)e1(t2)〉 dt2dt1

−R2
UUTU0

∫ t

0

∫ t

0

e
− 1
τM

(t−t1)
cos(αt1) 〈e1(t1)e1(t2)〉 dt2dt1

+
R2
UU

2
T

2

∫ t

0

∫ t

0

e
− 1
τM

(2t−t1−t2)
cos (α [t1 + t2]) 〈e1(t1)e1(t2)〉 dt2dt1

+
R2
UU

2
T

2

∫ t

0

∫ t

0

e
− 1
τM

(2t−t1−t2)
cos (α [t1 − t2]) 〈e1(t1)e1(t2)〉 dt2dt1

+R2
UUTU0

∫ t

0

∫ t

0

e
− 1
τM

(2t−t1−t2)
cos(αt1) 〈e1(t1)e1(t2)〉 dt2dt1

−R2
UUTU0

∫ t

0

∫ t

0

e
− 1
τM

(t−t1)
cos(αt2) 〈e1(t1)e1(t2)〉 dt2dt1
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−R2
UU

2
0

∫ t

0

∫ t

0

e
− 1
τM

(t−t1) 〈e1(t1)e1(t2)〉 dt2dt1

+R2
UUTU0

∫ t

0

∫ t

0

e
− 1
τM

(2t−t1−t2)
cos(αt2) 〈e1(t1)e1(t2)〉 dt2dt1

+R2
UU

2
0

∫ t

0

∫ t

0

e
− 1
τM

(2t−t1−t2) 〈e1(t1)e1(t2)〉 dt2dt1

−
∫ t

0

∫ t

0

e
− 1
τM

(t−t1)
〈
f̃1(t1)f̃1(t2)

〉
dt2dt1

+

∫ t

0

∫ t

0

e
− 1
τM

(2t−t1−t2)
〈
f̃1(t1)f̃1(t2)

〉
dt2dt1

]
Algunas de las integrales anteriores son conocidas ya que las integrales con una

correlación de fuerzas estocásticas
〈
f̃1(t1)f̃1(t2)

〉
ya ha sido reportado en trabajos

anteriores y el tipo de integrales que han sido abordadas más recientemente son las
que tienen entre sus términos la correlación entre los vectores de orientación, que
para el caso de materia activa completamente inercial está dada por

〈e(t) · e(t1)〉 = e
−SR

[
1
τI

(t−t1)−1+e
− 1
τI

(t−t1)
]

(4.39)

Lo anterior se ha reportado en trabajos similares [34, 35], en los cuales se han
definido tiempos de relajación que para el sistema que estamos trabajando también
son válidos, estos tiempos de relajación son: τR = 1/DΩ, τM = M/RU y τI = I/RΩ.
Usando estas escalas de tiempo, se construyen los siguientes números de Stokes adi-
mensionales: SR = τI/τR y ST = τM/τR.

Resolver integrales que en el integrando tienen estas correlaciones que además
pueden estar multiplicados por una exponencial y una función sinoidal, como se ob-
serva en la expresión para 〈x2

1〉, es una tarea laboriosa ya que hay que realizar muchos
pasos algebraicos y cambios de variable, ya que el objetivo de este escrito no es abun-
dar en los cálculos matemáticos, si no en extraer información sobre la dinámica de
este sistema, no se muestra la resolución para cada una de las integrales, pero si es im-
portante mostrar la forma en que se resuelven. Por ello se toma una de las integrales
mencionadas para explicar su resolución, esta integral es la siguiente

ψ7 =

∫ t

0

∫ t

0

e
− 1
τM

(t−t1) 〈e1(t1)e1(t2)〉 dt2dt1 (4.40)

La resolución a este tipo de integrales se presenta en el Apéndice, para resolver las
otras integrales con correlación entre los vectores de orientación se procede de forma
similar. Al calcular las integrales y hacer el ĺımite para tiempos grandes (t→∞)
para cada una de ellas de forma separada se obtiene expresiones cortas, pero hay que
sumarlas todas y como se puede intuir el resultado completo es muy extenso, para
reducir el tamaño de la expresión se hicieron las siguientes definiciones
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A1 =

(
1

SR

)SR−1

Γ (SR, 0, SR) (4.41)

A2 =

(
1

SR

)SR
ST

+SR−1

Γ

(
SR
ST

+ SR, 0, SR

)
(4.42)

A3 =

(
1

SR

)SR+iατI−1

Γ (SR + iατI , 0, SR) (4.43)

A4 =

(
1

SR

)SR−iατI−1

Γ (SR − iατI , 0, SR) (4.44)

A5 =

(
1

SR

)SR
ST

+SR+iατI−1

Γ

(
SR
ST

+ SR + iατI , 0, SR

)
(4.45)

A6 =

(
1

SR

)SR
ST

+SR−iατI−1

Γ

(
SR
ST

+ SR − iατI , 0, SR

)
(4.46)

que cuenta entre sus términos con la función gamma incompleta generalizada que se
define de la siguiente forma

Γ (a, b, c) =

∫ c

b

qa−1e−qdq (4.47)

Por lo tanto

〈
x2

1(t)
〉 ∼= 1

R2
U

{
R2
UU

2
T e

SRτI
4SR

(
Re

[
ei2αt

iα
A3 −

1

iα
A4

]
+ Re [A4 + A3] t

−Re

[
ei2αt

αIII
A5 +

ei2αt

αIII
A3

]
− τMRe [A6 + A4]

−Re

[
ei2αt

αIII
A3 +

ei2αt

αIII
A5

]
− τMRe [A4 + A6] + Re

[
ei2αt

αI
A5

]
+ τMRe [A6]

)

+
R2
UUTU0e

SRτI
2SR

(
A1

α
sinαt− 1

α
Im [A4] +

1

α
Im
[
eiαtA3

]

+Re

[
eiαt

iα
A3 −

A1

iα
− A4

iα
+
eiαt

iα
A1

]
− τM

1 + α2τ 2
M

A2 (cosαt+ ατM sinαt)

− τM
1 + α2τ 2

M

Re
[
eiαtA3

]
− ατ 2

M

1 + α2τ 2
M

Im
[
eiαtA3

]
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CAPÍTULO 4. MATERIA ACTIVA INERCIAL CON PROPULSIÓN PERIÓDICA 63

− τM
1 + α2τ 2

M

A1 (cosαt+ ατM sinαt)− τM
1 + α2τ 2

M

Re
[
eiαtA5

]
− ατ 2

M

1 + α2τ 2
M

Im
[
eiαtA5

]
−Re

[
eiαt

αI
A5 +

eiαt

αI
A1

]

−Re

[
eiαt

αI
A3 +

eiαt

αI
A2

]
+

τM
4 + α2τ 2

M

A2 (2 cosαt+ ατM sinαt)

+
2τM

4 + α2τ 2
M

Re
[
ei2αtA5

]
+

ατ 2
M

4 + α2τ 2
M

Im
[
ei2αtA5

]
+ Re

[
eiαt

αII
A5 +

eiαt

αII
A2

])

+
R2
UU

2
0 e

SRτI
2SR

(2A1t− τMA2 − τMA1 − τMA1 − τMA2 + τMA2) + 2kBTRU t

−2kBTRUτM − 2kBTRUτM + kBTRUτM}
en donde se han definido αI = 1

τM
+iα, αII = 2

τM
+iα y αIII = 1

τM
+i2α. Simplificando

y multiplicando por dos obtenemos la expresión completa para el MSD ya que el
resultado anterior es solo para una de las dos componentes del MSD y debido a la
simetŕıa existente ambas componentes tienen la misma expresión.

〈x(t)·x(t)〉 ∼= 1

R2
U

{
R2
UU

2
T e

SRτI
2SR

(
Re

[
ei2αt

iα
A3 −

1

iα
A4

]

+Re [A4 + A3] t− 2Re

[
ei2αt

αIII
A5 +

ei2αt

αIII
A3

]

−2τMRe [A6 + A4] + Re

[
ei2αt

αI
A5

]
+ τMRe [A6]

)

+
R2
UUTU0e

SRτI
SR

(
A1

α
sinαt+

1

α
Im
[
eiαtA3 − A4

]

+Re

[
eiαt

iα
A3 −

A1

iα
− A4

iα
+
eiαt

iα
A1

]
− τM

1 + α2τ 2
M

(A2 + A1) (cosαt+ ατM sinαt)

− τM
1 + α2τ 2

M

Re
[
eiαtA3 + eiαtA5

]
− ατ 2

M

1 + α2τ 2
M

Im
[
eiαtA3 + eiαtA5

]
−Re

[
eiαt

αI
A5 +

eiαt

αI
A1

]
−Re

[
eiαt

αI
A3 +

eiαt

αI
A2

]
+

τM
4 + α2τ 2

M

A2 (2 cosαt+ ατM sinαt) +
2τM

4 + α2τ 2
M

Re
[
ei2αtA5

]
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+
ατ 2

M

4 + α2τ 2
M

Im
[
ei2αtA5

]
+ Re

[
eiαt

αII
A5 +

eiαt

αII
A2

])

+
R2
UU

2
0 e

SRτI
SR

(2A1t− τMA2 − 2τMA1) + 4kBTRU t− 6kBTRUτM

}
(4.48)

Como ya se mencionó, el resultado anterior se obtiene al calcular cada integral
y hacer el ĺımite para tiempos grandes por separado, pero como se puede ver hay
términos que dependen linealmente del tiempo por lo que para tiempos muy largos
estos dominaran sobre los demás términos, entonces necesitamos volver hacer el ĺımite
para tiempos largos (t ∼ ∞) pero ahora para el resultado completo, por lo que
finalmente el resultado tiende a lo siguiente

〈x · x〉 ≈ 1

R2
U

[
R2
UU

2
T e

SRτI
2SR

Re [A4 + A3] +
2R2

UU
2
0 e

SRτI
SR

A1 + 4kBTRU

]
t (4.49)

Utilizando la ecuación (2.9) se tiene que el coeficiente de difusión correspondiente
a este primer caso, en donde la velocidad de propulsión es una función sinusoidal
general, está dado por

DE0
∼= U2

T e
SRτI

8SR
Re [A4 + A3] +

U2
0 e

SRτI
2SR

A1 +DT (4.50)

en donde DT es la difusión browniana clásica (2.11).

4.4.1. Velocidad de propulsión periódica

Lo que realmente nos interesa es calcular el MSD para el caso más general de
cuando la velocidad de propulsión es periódica, para ello hay que utilizar la fuerza
de propulsión en términos de los coeficientes de Fourier (4.12) y sustituirlo en la
expresión para la posición dada anteriormente (4.36), quedando aśı lo siguiente

x(N)(t) =
1

RU

[∫ t

0

FN
s (t1)dt1 +

∫ t

0

f̃(t1)dt1

−
∫ t

0

e
− 1
τM

(t−t1)
FN
s (t1)dt1 −

∫ t

0

e
− 1
τM

(t−t1)
f̃(t1)dt1

]
Para poder realizar los cálculos correspondientes hay que sustituir el valor de la

fuerza de propulsión

x(N)(t) =
1

RU

[
RUU0a0

2

∫ t

0

e(t1)dt1 +RUU0

∫ t

0

N∑
n=0

an cos(nωt1)e(t1)dt1
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+RUU0

∫ t

0

N∑
n=1

bn sin (nωt1) e(t1)dt1 +

∫ t

0

f̃(t1)dt1

−RUU0a0

2

∫ t

0

e
− 1
τM

(t−t1)
e(t1)dt1 −RUU0

∫ t

0

e
− 1
τM

(t−t1)
N∑
n=0

an cos(nωt1)e(t1)dt1

−RUU0

∫ t

0

e
− 1
τM

(t−t1)
N∑
n=1

bn sin (nωt1) e(t1)dt1 −
∫ t

0

e
− 1
τM

(t−t1)
f̃(t1)dt1

]
debido a que la sumatoria es independiente de la integral podemos sacarla del inte-
grando como se muestra a continuación

x(N)(t) =
1

RU

[
RUU0a0

2

∫ t

0

e(t1)dt1 +RUU0

N∑
n=0

an

∫ t

0

cos(nωt1)e(t1)dt1

+RUU0

N∑
n=1

bn

∫ t

0

sin (nωt1) e(t1)dt1 +

∫ t

0

f̃(t1)dt1

−RUU0a0

2

∫ t

0

e
− 1
τM

(t−t1)
e(t1)dt1 −RUU0

N∑
n=0

an

∫ t

0

e
− 1
τM

(t−t1)
cos(nωt1)e(t1)dt1

−RUU0

N∑
n=1

bn

∫ t

0

e
− 1
τM

(t−t1)
sin (nωt1) e(t1)dt1 −

∫ t

0

e
− 1
τM

(t−t1)
f̃(t1)dt1

]
Como en este sistema no se consideran fuerzas y torcas externas se tiene isotroṕıa

en el espacio por lo que el tensor del MSD está dado solo por las componentes de la
diagonal que ademas son iguales, es decir,〈

x(N)(t)·x(N)(t)
〉

=
〈
x2

1(t)
〉(N)

+
〈
x2

2(t)
〉(N)

= 2
〈
x2

1(t)
〉(N)

〈x1(t)x2(t)〉(N) = 〈x2(t)x1(t)〉(N) = 0

el supeŕındice N hace referencia al número de sumas parciales de las sumatorias
presentes en el MSD. Por comodidad utilizaremos la notación normal〈

x(N)(t)·x(N)(t)
〉

= 〈x(t)·x(t)〉

〈
x2

1(t)
〉(N)

=
〈
x2

1(t)
〉
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entonces para referirnos al MSD que estamos tratando en esta subsección cada vez
que se quiera hacer referencia sobre él, se mencionará como MSD general. Por lo que
el MSD está dado por

〈x(t)·x(t)〉 = 2
〈
x2

1(t)
〉

(4.51)

Se puede notar que solo faltaŕıa calcular una de las componentes del MSD (〈x2
1(t)〉)

para conocer la expresión completa, por ello primero hay que mostrar expĺıcitamente
el valor de x1(t), que es

x1(t) =
1

RU

[
RUU0a0

2

∫ t

0

e1(t1)dt1 +RUU0

N∑
n=0

an

∫ t

0

cos(nωt1)e1(t1)dt1

+RUU0

N∑
n=1

bn

∫ t

0

sin (nωt1) e1(t1)dt1 +

∫ t

0

f̃(t1)dt1

−RUU0a0

2

∫ t

0

e
− 1
τM

(t−t1)
e1(t1)dt1 −RUU0

N∑
n=0

an

∫ t

0

e
− 1
τM

(t−t1)
cos(nωt1)e1(t1)dt1

−RUU0

N∑
n=1

bn

∫ t

0

e
− 1
τM

(t−t1)
sin (nωt1) e1(t1)dt1 −

∫ t

0

e
− 1
τM

(t−t1)
f̃(t1)dt1

]

Lo siguiente es hacer el producto con sigo misma, se puede inferir que se obtie-
nen 64 integrales dobles, luego se calcula el promedio de ese producto y debido a
que la fuerza estocástica es estad́ısticamente independiente del vector de orientación(〈
f̃i(t1)ej(t2)

〉
= 0
)

se anulan varias integrales reduciéndose a 48. Para poder simpli-

ficar los cálculos de las integrales es necesario utilizar las identidades trigonométricas
relacionadas con el producto entre dos funciones seno o coseno las cuales son

sin(x) sin(y) =
1

2
[cos(x− y)− cos(x+ y)]

cos(x) cos(y) =
1

2
[cos(x+ y) + cos(x− y)]

sin(x) cos(y) =
1

2
[sin(x+ y) + sin(x− y)]

cos(x) sin(y) =
1

2
[sin(x+ y)− sin(x− y)]

utilizando estas identidades se simplifican las integrales, pero aumenta el número de
las mismas obteniendo 64 integrales dobles, que además no son solo integrales si no
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CAPÍTULO 4. MATERIA ACTIVA INERCIAL CON PROPULSIÓN PERIÓDICA 67

que son sumatorias de integrales dobles, lo cual nos hace ver que habŕıa que resolver
muchas integrales que por śı solas ya son complicadas de resolver como se puede
apreciar en el Apéndice. Se tendrá que ver alguna forma de evitar tantos cálculos,
pero antes veamos cómo queda la expresión para una de las componentes del MSD,
el cual se muestra a continuación

〈
x2

1(t)
〉
N

=
1

R2
U

[Ψ1 −Ψ2 −Ψ3 + Ψ4]+
U2

0

2
[Φ0 + Φ1 + Φ2 + Φ3 − Φ4 − Φ5 − Φ6 − Φ7

+Φ8 + Φ9 + Φ10 + Φ11 − Φ12 − Φ13 − Φ14 − Φ15 + Φ16 + · · ·+ Φ59] (4.52)

Debido a que son muchas integrales y la mayoŕıa no contribuye al resultado final
no se colocan sus expresiones.

4.4.2. Tratamiento matemático

De los cálculos hechos en el caso que la velocidad de propulsión es una función
sinusoidal sabemos que solo para algunas integrales se obtienen resultados lineales en
el tiempo, los cuales dominaran a tiempos largos. De todas las integrales definidas
en el caso general solamente unas son similares al tipo de integrales que arrojan
resultados lineales, y estas se muestran a continuación

φ1 =

∫ t

0

∫ t

0

cos (nωt1 − ñωt2) 〈e1(t1)e1(t2)〉 dt2dt1

φ2 =

∫ t

0

∫ t

0

sin (nωt1 − ñωt2) 〈e1(t1)e1(t2)〉 dt2dt1

Siguiendo los pasos descritos en el Apéndice, se puede mostrar que estas integrales
tienen como solución las siguientes expresiones, para φ1 es

φ1 =
eSRτI
2SR

Re

[
ei[n−ñ]ωt

i [n− ñ]ω

(
1

SR

)SR−iñωτI−1

Γ (SR − iñωτI , z0(t), SR)

− 1

i [n− ñ]ω

(
1

SR

)SR−inωτI−1

Γ (SR − inωτI , z0(t), SR)

− 1

i [n− ñ]ω

(
1

SR

)SR+iñωτI−1

Γ (SR + iñωτI , z0(t), SR)

+
ei[n−ñ]ωt

i [n− ñ]ω

(
1

SR

)SR+inωτI−1

Γ (SR + inωτI , z0(t), SR)

]
y para φ2 es de la misma forma solo se cambia la parte real por la parte imaginaria,
por lo que
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φ2 =
eSRτI
2SR

Im

[
ei[n−ñ]ωt

i [n− ñ]ω

(
1

SR

)SR−iñωτI−1

Γ (SR − iñωτI , z0(t), SR)

− 1

i [n− ñ]ω

(
1

SR

)SR−inωτI−1

Γ (SR − inωτI , z0(t), SR)

− 1

i [n− ñ]ω

(
1

SR

)SR+iñωτI−1

Γ (SR + iñωτI , z0(t), SR)

+
ei[n−ñ]ωt

i [n− ñ]ω

(
1

SR

)SR+inωτI−1

Γ (SR + inωτI , z0(t), SR)

]
Si se observan los resultados para φ1 y φ2 se puede ver que no son lineales en el

tiempo, además podemos notar que en el caso que n = ñ el resultado se indetermina,
por ello hay que tratar este caso particular de forma independiente resolviendo la
integral desde el comienzo.

Cuando n = ñ, se simplifican φ1 y φ2

φ1,n=ñ =

∫ t

0

∫ t

0

cos (nω [t1 − t2]) 〈q1(t1)q1(t2)〉 dt2dt1

φ2,n=ñ =

∫ t

0

∫ t

0

sin (nω [t1 − t2]) 〈q1(t1)q1(t2)〉 dt2dt1

pero la primera integral se resolvió en los cálculos para el caso de una velocidad de
propulsión sinusoidal en donde se definió como

Ψ18 =

∫ t

0

∫ t

0

cos(α [t1 − t2]) 〈q1(t1)q1(t2)〉 dt2dt1

se puede observar que φ1,n=ñ y Ψ18 son la misma integral y en el caso de la primera
el término nω hace el papel de α de la segunda integral. Utilizando el procedimiento
descrito en el Apéndice la solución a tiempos largos para esta última es

Ψ18
∼= eSRτI

2SR
Re

[(
1

SR

)SR−iατI−1

Γ (SR − iατI , 0, SR)

+

(
1

SR

)SR+iατI−1

Γ (SR + iατI , 0, SR)

]
t

entonces la solución a tiempos largos (t→∞) para φ1,n=ñ será

φ1,n=ñ
∼= eSRτI

2SR
Re

[(
1

SR

)SR−inωτI−1

Γ (SR − inωτI , 0, SR)
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+

(
1

SR

)SR+inωτI−1

Γ (SR + inωτI , 0, SR)

]
t

ahora, sabemos que la solución de φ2,n=ñ es muy similar al anterior solo difiere en que
para este caso se toma la parte imaginaria en vez de la real, es decir,

φ2,n=ñ
∼= eSRτI

2SR
Im

[(
1

SR

)SR−inωτI−1

Γ (SR − inωτI , 0, SR)

+

(
1

SR

)SR+inωτI−1

Γ (SR + inωτI , 0, SR)

]
t

para reducir las soluciones se hacen las siguientes definiciones

AI =

(
1

SR

)SR+inωτI−1

Γ (SR + inωτI , 0, SR)

AII =

(
1

SR

)SR−inωτI−1

Γ (SR − inωτI , 0, SR)

por tanto

φ1,n=ñ
∼= eSRτI

2SR
Re [AI + AII ] t

φ2,n=ñ
∼= eSRτI

2SR
Im [AI + AII ] t

resumiendo esto último, tenemos que existe una contribución lineal en el tiempo de
las integrales φ1 y φ2 pero solo en el caso que n = ñ. Por lo tanto, conviene reescribir
la ecuación (4.52) en términos de los elementos que contribuyen a tiempos largos más
el resto de términos, por tal motivo hacemos la siguiente definición

ΦREST ≡ Φ1 + Φ3 − Φ5 − Φ6 − Φ7 + Φ8 + Φ9 − Φ12 − Φ13 − Φ14 − Φ15

+Φ16 − Φ17 − Φ18 − Φ19 + Φ20 + · · ·+ Φ59

con esto la ecuación (4.52) se puede expresar de la siguiente forma〈
x2

1(t)
〉
N

=
1

R2
U

[Ψ1 −Ψ2 −Ψ3 + Ψ4]

+
U2

0

2

[
Φ0 + Φ2 − Φ4 + Φ10 + Φ11 + ΦREST

]
(4.53)

Las soluciones de Ψ1, Ψ2, Ψ3, Ψ4 y Φ0 ya son conocidas, mientras que las de Φ2,
Φ4, Φ10 y Φ11 se escribirán en forma integral para tratar las dobles sumatorias.
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〈
x2

1(t)
〉
N

=
1

R2
U

[2kBTRU t− 2kBTRUτM − 2kBTRUτM + kBTRUτM ]

+
U2

0

2

[
α2

0e
SRτI

2SR
t

(
1

SR

)SR−1

Γ (SR, 0, SR) + ΦREST

+
N∑
n=1

N∑
ñ=1

αnαñ

∫ t

0

∫ t

0

cos(nωt1 − ñωt2) 〈e1(t1)e1(t2)〉 dt2dt1

−
N∑
n=1

N∑
ñ=1

αnbñ

∫ t

0

∫ t

0

sin(nωt1 − ñωt2) 〈e1(t1)e1(t2)〉 dt2dt1

+
N∑
n=1

N∑
ñ=1

bnαñ

∫ t

0

∫ t

0

sin(nωt1 − ñωt2) 〈e1(t1)e1(t2)〉 dt2dt1

+
N∑
n=1

N∑
ñ=1

bnbñ

∫ t

0

∫ t

0

cos(nωt1 − ñωt2) 〈e1(t1)e1(t2)〉 dt2dt1
]

(4.54)

Tomando en cuenta que el caso en el que se tiene una contribución lineal en el
tiempo es cuando n = ñ, se puede reescribir la expresión anterior como

〈
x2

1(t)
〉
N

=
1

R2
U

[2kBTRU t− 3kBTRUτM ] +
U2

0

2

[
α2

0e
SRτI

2SR
t

(
1

SR

)SR−1

Γ (SR, 0, SR)

+
N∑
h=1

α2
h

∫ t

0

∫ t

0

cos (hω [t1 − t2]) 〈q1(t1)q1(t2)〉 dt2dt1 +
∑REST

1

−
N∑
h=1

αhbh

∫ t

0

∫ t

0

sin (hω [t1 − t2]) 〈e1(t1)e1(t2)〉 dt2dt1 −
∑REST

2

+
N∑
h=1

bhαh

∫ t

0

∫ t

0

sin (hω [t1 − t2]) 〈e1(t1)e1(t2)〉 dt2dt1 +
∑REST

3

+
N∑
h=1

b2
h

∫ t

0

∫ t

0

cos (hω [t1 − t2]) 〈e1(t1)e1(t2)〉 dt2dt1 +
∑REST

4 + ΦREST

]

donde
∑REST

1 ,
∑REST

2 ,
∑REST

3 y
∑REST

4 son términos que no contribuyen a tiempos
largos, y además el sub́ındice está sujeta a la siguiente condición

h =


n si n = ñ

ignorar en otro caso
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note que hay dos términos que se anulan

〈
x2

1(t)
〉
N

=
1

R2
U

[2kBTRU t− 3kBTRUτM ] +
U2

0

2

[
α2

0e
SRτI

2SR
t

(
1

SR

)SR−1

Γ (SR, 0, SR)

+
N∑
h=1

α2
h

∫ t

0

∫ t

0

cos (hω [t1 − t2]) 〈e1(t1)e1(t2)〉 dt2dt1

+
N∑
h=1

b2
h

∫ t

0

∫ t

0

cos (hω [t1 − t2]) 〈e1(t1)e1(t2)〉 dt2dt1

+
∑REST

1 +
∑REST

2 +
∑REST

3 +
∑REST

4 + ΦREST
]

como se puede apreciar solo hay una doble integral que va a contribuir a tiempos
largos y cuya solución ya conocemos, por lo que

〈
x2

1(t)
〉
N
∼= 1

R2
U

[2kBTRU t− 3kBTRUτM ] +
U2

0

2

[
α2

0e
SRτI

2SR
t

(
1

SR

)SR−1

Γ (SR, 0, SR)

+
N∑
h=1

α2
h

(
eSRτI
2SR

Re [AI + AII ] t

)
+

N∑
h=1

b2
h

(
eSRτI
2SR

Re [AI + AII ] t

)
+
∑REST

1 +
∑REST

2 +
∑REST

3 +
∑REST

4 + ΦREST
]

haciendo el ĺımite t→∞

〈
x2

1(t)
〉
N
≈ 2kBT

RU

t+
U2

0 e
SRτI

4SR

(
α2

0

(
1

SR

)SR−1

Γ (SR, 0, SR)

+
N∑
n=1

α2
nRe [AI + AII ] +

N∑
n=1

b2
nRe [AI + AII ]

)
t

donde

AI =

(
1

SR

)SR+inωτI−1

Γ (SR + inωτI , 0, SR)

AII =

(
1

SR

)SR−inωτI−1

Γ (SR − inωτI , 0, SR)

debido a la condición de h al hacer el limite a tiempos largos h→ n. Para obtener la
expresión completa del MSD solo falta sustituir el resultado anterior en la ecuación
(4.51), haciendo eso finalmente se llega a que
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〈x(t)·x(t)〉N ≈
[

4kBT

RU

+
U2

0 e
SRτI

2SR

(
α2

0

(
1

SR

)SR−1

Γ (SR, 0, SR)

+
N∑
n=1

α2
nRe [AI + AII ] +

N∑
n=1

b2
nRe [AI + AII ]

)]
t (4.55)

que cuenta entre sus términos con la función gamma incompleta generalizada que se
define en (4.47). Se puede probar que la parte real de AI y AII son iguales, tomando
eso en cuenta y simplificando la expresión se obtiene que

〈x(t)·x(t)〉 ∼=
[

4DT +
U2

0 e
SR

DΩ

(
α2

0

2

(
1

SR

)SR−1

Γ (SR, 0, SR)

+
N∑
n=1

(
α2
nRe [An] + b2

nRe [An]
))]

t (4.56)

donde DT y DΩ son los coeficientes de difusión traslacional y rotacional, en el ĺımi-
te sobreamortiguado toman la siguiente forma DT = kBT/RU y DΩ = kBT/RΩ,
mientras que

An =

(
1

SR

)SR+inωτI−1

Γ (SR + inωτI , 0, SR)

Lo que nos falta es expresar estos resultados en términos de cantidades reales, es
decir, hay que calcular la parte real de An, lo cual se hace en el Apéndice. Entonces
Re [An] queda como se muestra a continuación.

Re [An] =

(
1

SR

)SR−1

[CnRn − SnIn]

Sustituyendo en la expresión para el MSD general se obtiene su expresión final,
el cual ya queda en términos de cantidades reales definidas en el Apéndice.

〈x·x〉 ∼=
[

4DT +
U2

0 e
SR

DΩ

(
1

SR

)SR−1(
α2

0

2
Γ (SR, 0, SR)

+
N∑
n=1

(
α2
n [CnRn − SnIn] + b2

n [CnRn − SnIn]
))]

t (4.57)

en donde

Cn = cos

[
nωτI ln

(
1

SR

)]
(4.58)

Sn = sin

[
nωτI ln

(
1

SR

)]
(4.59)
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Rn = Re [Γ (SR + inωτI , 0, SR)] (4.60)

In = Im [Γ (SR + inωτI , 0, SR)] (4.61)

Por último, se procede a calcular el coeficiente de difusión efectiva, como el re-
sultado del MSD depende linealmente del tiempo se puede aplicar la ecuación (2.9),
obteniendo aśı lo siguiente

DEg
∼= DT +

U2
0 e

SR

4DΩ

(
1

SR

)SR−1(
α2

0

2
Γ (SR, 0, SR)

+
N∑
n=1

(
α2
n [CnRn − SnIn] + b2

n [CnRn − SnIn]
))

(4.62)

Esta última expresión es el coeficiente de difusión para una part́ıcula estocástica
activa con inercia que no interactúa y con velocidad de propulsión periódica. Algo
interesante que nos indica esta expresión es que la difusión de este tipo de sistemas
es normal independientemente de que tipo de velocidad periódica tenga la part́ıcula.

4.5. Casos particulares

4.5.1. Velocidad de propulsión tipo coseno

En este caso la velocidad de propulsión de la part́ıcula activa estará dada por la
siguiente función

U(t) = U0 cosωt (4.63)

Este caso es interesante ya que es una extensión de un trabajo previo [82], en
donde se estudia la misma velocidad de propulsión solo que en el caso sobreamorti-
guado. A continuación se procede a calcular los coeficientes de Fourier utilizando las
definiciones (4.7), (4.8) y (4.9), para ello primero hay que identificar la función ξN(t),
se puede notar que ξN(t) = cosω. Los cálculos de estos coeficientes se pueden ver en
el Apéndice, en el que se obtuvo que α0 = 0, bn = 0 y α1 = 1 mientras que los demás
αn = 0. Esto era de esperar ya que la función (4.63) ya es periódica y su gráfica se
presenta a continuación

4.5. CASOS PARTICULARES



CAPÍTULO 4. MATERIA ACTIVA INERCIAL CON PROPULSIÓN PERIÓDICA 74
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Figura 4.5: Gráfica de velocidad de propulsión tipo coseno vs tiempo con T = 4 s
y U0 = 1 m/s.

Ahora se sustituyen los coeficientes obtenidos en la expresión para el MSD general

〈x·x〉 ∼=
[

4DT +
U2

0 e
SR

DΩ

(
1

SR

)SR−1

[C1R1 − S1I1]

]
t (4.64)

donde

C1 = cos

[
ωτI ln

(
1

SR

)]
S1 = sin

[
ωτI ln

(
1

SR

)]
R1 = Re [Γ (SR + iωτI , 0, SR)]

I1 = Im [Γ (SR + iωτI , 0, SR)]

El coeficiente de difusión efectiva para este caso es

DE1
∼= U2

0 e
SR

4DΩ

(
1

SR

)SR−1

[C1R1 − S1I1] +DT (4.65)

4.5.2. Velocidad de propulsión tipo onda cuadrada

Un caso que puede ser interesante es cuando la velocidad de propulsión es una
función tipo onda cuadrada como se muestra enseguida

U(t) = U0×


1 para mT < t ≤

(
m+ 1

2

)
T

0 para
(
m+ 1

2

)
T < t ≤ (m+ 1)T

con m = 0, 1, 2, ..., (4.66)
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Resulta sencillo identificar la función que aproximaremos con ξN(t) ya que es el
término que multiplica a U0. Esta función quiere decir que la velocidad de la part́ıcula
activa se prende, permanece constante por un intervalo de tiempo igual a T/2, se
apaga durante un tiempo igual al tiempo que permanece prendido, después se vuelve
aprender y aśı sucesivamente. Esto se puede apreciar mediante la siguiente gráfica
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Figura 4.6: Grafica de velocidad de propulsión tipo onda cuadrada vs tiempo con
T = 4 s y U0 = 1 m/s.

si sustituimos estos valores en (4.10) y se toma N = 5, es decir, los primeros cinco
coeficientes de Fourier se puede observar que se aproxima a la onda cuadrada como
se observa a continuación.
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Figura 4.7: Superposición de la función onda cuadrada y la función obtenida con
N = 5 en la serie de Fourier.
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Para una mejor aproximación se toman más coeficientes de Fourier, por ejemplo,
para N = 30 la aproximación es aún mejor como se ve en la siguiente gráfica.
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Figura 4.8: Superposición de la función onda cuadrada y la función obtenida con
N = 30 en la serie de Fourier.

Por lo tanto, si se sustituye los coeficientes de Fourier correspondientes (ver
Apéndice) en la expresión para el MSD general, resulta que el MSD para la fun-
ción onda cuadrada está dada por

〈x·x〉 ∼=
[

4DT +
U2

0 e
SR

DΩ

(
1

SR

)SR−1
(

1

2
Γ (SR, 0, SR) +

N∑
n=1

b2
n [CnRn − SnIn]

)]
t

(4.67)
donde

bn =
1

nπ

(
1

M + 1

) M∑
m=0

[
1− (−1)2n(m+ 1

2)
]

mientras que Cn, Rn, Sn e In están dadas por (4.58), (4.59), (4.60) y (4.61). Hay que
recordar que M es un número entero que depende del valor del tiempo ya que se debe
cumplir que MT < t ≤ (M + 1)T .

Para este caso el coeficiente de difusión efectiva es la siguiente

DE2
∼= U2

0 e
SR

4DΩ

(
1

SR

)SR−1
(

1

2
Γ (SR, 0, SR) +

N∑
n=1

b2
n [CnRn − SnIn]

)
+DT (4.68)
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4.5.3. Velocidad de propulsión tipo zigzag

Otro caso que puede ser interesante es cuando la velocidad de propulsión se com-
porta como una onda tipo zigzag que queda descrita por la siguiente función

U(t) = U0×


t−mT para mT < t ≤

(
m+ 1

2

)
T

(m+ 1)T − t para
(
m+ 1

2

)
T < t ≤ (m+ 1)T

con m = 0, 1, 2, ...,

(4.69)
lo anterior nos dice que la part́ıcula incrementaŕıa su velocidad partiendo del reposo
de forma lineal durante un intervalo de tiempo igual a T/2, después disminuiŕıa de
forma lineal durante un tiempo igual a T/2 y se repetiŕıa el ciclo de forma periódica.
Para apreciar este comportamiento de manera visual se presenta la Figura 4.9, en la
que está graficada la magnitud de la velocidad de propulsión contra el tiempo.

Tomando N = 2 en la serie de Fourier (4.10) se obtiene una primera aproximación
la cual ya es muy semejante a la función que se desea estudiar cómo se puede notar
en la Figura 4.10, aunque si se llega apreciar una diferencia con la función original,
lo cual era de esperar ya que se tomó un número pequeño para N . Como ya sabemos
para tener una mejor aproximación se toma N cada vez más grande y de hecho
para este caso no es necesario tomar números muy grandes, con N = 15 ya se tiene
una muy buena aproximación a la función original que es una función periódica tipo
zigzag, como se puede observar en la Figura 4.11.

Al igual que en los casos anteriores, para obtener el desplazamiento cuadrático
medio para este caso solo hay que sustituir los coeficientes en la expresión para
el MSD general, este cálculo se encuentra en el Apéndice. Haciendo la sustitución
mencionada se obtiene que el MSD para part́ıculas activas inerciales con una velocidad
de propulsión tipo zigzag está dada por

〈x·x〉 ∼=
[

4DT +
U2

0 e
SR

DΩ

(
1

SR

)SR−1
(
T 2

8
Γ (SR, 0, SR) +

N∑
n=1

α2
n [CnRn − SnIn]

)]
t

(4.70)
donde

αn =
T

(πn)2

(
1

M + 1

) M∑
m=0

[
(−1)2n(m+ 1

2) − 1
]

mientras que Cn, Rn, Sn e In están dadas por (4.58), (4.59), (4.60) y (4.61). A la
hora de hacer cálculos es importante tomar en cuenta que M es un número entero
que depende del valor del tiempo.
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Figura 4.9: Gráfica de velocidad de propulsión tipo zigzag vs tiempo con T = 4 s
y U0 = 1 m/s.
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Figura 4.10: Superposición de la velocidad de propulsión tipo zigzag con la serie
de Fourier con N = 2.
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Figura 4.11: Superposición de la velocidad de propulsión tipo zigzag con la serie
de Fourier con N = 15.
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El coeficiente de difusión efectiva correspondiente a este caso es

DE3
∼= U2

0 e
SR

4DΩ

(
1

SR

)SR−1
(
T 2

8
Γ (SR, 0, SR) +

N∑
n=1

α2
n [CnRn − SnIn]

)
+DT (4.71)

Tanto este caso particular como los anteriores se calcularon para mostrar la uti-
lidad de contar con una expresión general para velocidades de propulsión periódicas,
ya que solo se tuvo que calcular los coeficientes de Fourier correspondientes. Estos
cálculos se hicieron a manera de ejemplo para concluir con este caṕıtulo, no se tu-
vo como objetivo hacer un análisis más detallado sobre los casos particulares. Sin
embargo, un caso sobre el cual vale la pena hacer unas observaciones es el caso en
que se tiene una velocidad de propulsión tipo coseno o rećıproca, ya que este ha sido
estudiado en otros trabajos para el caso sobreamortiguado.

𝐗
∙
𝐗

(𝑚
2
)

𝑡(𝑠)

𝑈 = 𝑈0
𝑈 = 𝑈0 cos𝜔𝑡

𝑈 = 0

Figura 4.12: Comparación del MSD para tres velocidades de propulsión distintas
de part́ıculas estocásticas inerciales que no interactúan. La ĺınea continua roja co-
rresponde al caso sobreamortiguado en el que la velocidad de propulsión es nula
(U = 0), la ĺınea continua verde claro corresponde a una velocidad de propul-
sión rećıproca (U = U0 cosωt) y la ĺınea continua amarilla corresponde al caso
más común que es el de una velocidad de propulsión constante (U = U0). Los
datos utilizados para realizar la gráfica fueron U0=0.093 m/s, M = 4 × 10−3 kg,
I=1.46×10−7 kgm2, DT=7.7×10−5 m2/s, DΩ=2.7 s−1, τI=0.194 s y para el caso
de la velocidad rećıproca T = 4 s, la mayoŕıa de estos datos se obtuvieron de
los experimentos de Scholz [4] sobre vibrobots (sistema experimental de part́ıculas
activas inerciales).
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Como se puede ver en la gráfica de la figura 4.12, contar con una velocidad de
propulsión rećıproca (U = U0 cosωt) en un medio fluctuante aumenta la difusión de
las part́ıculas comparado con una part́ıcula pasiva (U = 0) del mismo tamaño, tal y
como ha sido reportado [82]. En la misma gráfica se puede observar que si la part́ıcula
cuenta con una velocidad constante (U = U0) este tendrá una difusión mayor a la
conseguida con una velocidad de propulsión rećıproca lo cual era de esperar ya que
también fue reportado para el caso sobreamortiguado [82]. Esto es una muestra de la
consistencia de nuestros resultados. De hecho, si se aumenta el periodo de la velocidad
de propulsión rećıproca la difusión también aumenta, pero siempre es menor a la
difusividad conseguida con una velocidad constante de la misma magnitud.

𝑆𝑅 = 2.62

𝑆𝑅 = 0.52

𝑆𝑅 = 0.13

𝐗
∙
𝐗

(𝑚
2
)

𝑡(𝑠)

Figura 4.13: Desplazamiento cuadrático medio (MSD) de un sistema de part́ıculas
activas inerciales que no interactúan con velocidad de propulsión rećıproca (U =
U0 cosωt) para diferentes valores del número de Stokes rotacional, SR = {0.13, 0.52,
2.62}. Los datos utilizados para realizar el gráfico fueron tomandos nuevamente
de los experimentos de Scholz [4] y lo que se varió fue la masa (M). Esta figura
muestra que la difusividad aumenta a medida que aumenta la inercia ya que esta
es proporcional al número de Stokes rotacional (SR ∝M).

Algo que también resulta interesante analizar es el efecto de la inercia, para ello en
la gráfica de la Fig. 4.13 se muestra el MSD cuando se tiene velocidad de propulsión
rećıproca para diferentes valores de SR, el cual es proporcional a la masa (SR ∝M).
Para esta gráfica se tomaron los datos del experimento de Scholz [4] sobre vibrobots,
dejando todas las variables fijas y variando la masa, de hecho, la ĺınea continua de
color verde claro en la figura 4.13 corresponde al MSD con la masa del vibrobot de
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Scholz. La primera variación que se hizo fue disminuir el valor de la masa obteniendo
una difusión menor (ver ĺınea color cian claro en la Fig. 4.13), después se aumentó
el valor de la masa obteniendo una difusión mayor (ver ĺınea color azul en la Fig.
4.13), los datos de las masas y los números de Stokes se presentan en la tabla de la
Fig. 4.14. Tomando en cuenta lo anterior y observando la figura 4.13, se puede notar
que entre mayor sea la inercia de las part́ıculas activas mayor será su difusión debido
a que la part́ıcula se resistirá más a las fuerzas de arrastre del medio logrando un
mayor avance. Algo que también es interesante de la Fig. 4.13 es que las variaciones
del número de Stokes (SR) son pequeñas, pero aun aśı el efecto de la inercia es
apreciable.

𝑀 (kg) 𝜏𝐼 (s) 𝑆𝑅

0.001

0.004

0.02

0.048

0.194

0.97

0.13

0.52

2.62

Figura 4.14: Tabla de las masas que se utilizaron para la gráfica de la Fig. 4.13,
con los valores correspondientes a τI y SR, ya que estos son proporcionales a la
masa (M). La masa intermedia M = 0.004 Kg es la que corresponde al vibrobot
de Scholz [4], la cual se varió disminuyendo y aumentando su valor, obteniendo aśı
los otros dos números de Stokes rotacionales (SR).

Se puede hacer un análisis similar a este para los otros casos particulares, pero
como se mencionó anteriormente ese no es el objetivo de este caṕıtulo si no que el
objetivo principal fue obtener una expresión general del MSD para part́ıculas activas
estocásticas que no interactúan, esta meta fue alcanzada con la expresión (4.57).
Ahora, basándonos en este último análisis y en trabajos anteriores se esperaŕıa que
las difusiones para part́ıculas activas con cualquier velocidad de propulsión periódica
fuesen menores al conseguido con una velocidad de propulsión constante de la misma
magnitud, pero mayores a las de una part́ıcula pasiva bajo las mismas condiciones,
y para estos sistemas entre más inercia tenga la part́ıcula su difusión será mayor.
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4.5. CASOS PARTICULARES



Caṕıtulo 5

Conclusiones

En el trabajo presentando se estudiaron sistemas de part́ıculas activas estocásticas
inerciales que no interactúan, empezando con un sistema experimental de un robot
hexbug-nano atrapado en una antena parabólica con rugosidad añadida, para caracte-
rizar este sistema se propuso un modelo de part́ıculas activas con inercia traslacional,
pero con momento de inercia despreciable y con una torca intŕınseca que le da un
sentido de giro preferencial. Después de estudiar y analizar este sistema se procedió
a proponer un modelo que generaliza tanto este sistema como otros reportados hasta
el momento sobre materia activa inercial no interactuante, esto se hizo incorporando
una velocidad de propulsión periódica a las part́ıculas activas inerciales de estudio,
las cuales no interactúan, se analizó el caso más general y a partir de este se hizo el
cálculo para casos particulares. A continuación, se presentan las conclusiones a las
que llegamos a partir de los resultados obtenidos, las conclusiones para cada sistema
se presentan de forma separa ya que los dos tiene sus propias particularidades.

5.1. Robots hexbug-nano activos atrapados

Las secciones anteriores del caṕıtulo 3 han demostrado que el modelo presentado
es capaz de reproducir en buena medida la dinámica observada de los hexbugs-nano
moviéndose en una antena parabólica con rugosidad añadida. Sin embargo, puede
haber espacio para predecir mejor el SMS del sistema actual. Según la Fig. 3.4 (b), se
puede apreciar una pequeña diferencia entre experimentos y teoŕıa. Probablemente,
un modelo más preciso que incluya la anisotroṕıa de hexbugs-nano pueda reducir
esta diferencia. Otros posibles factores que afectan las mediciones experimentales,
como la reducción de enerǵıa de las bateŕıas y las diferencias de fabricación entre los
hexbugs, se descartan de acuerdo con la información que se muestra en la Fig. 3.9.
En esa figura, se rastreó la enerǵıa cinética (velocidad) de tres bugs durante todo el
proceso. Se puede ver que, en general, no hay una disminución marcada de enerǵıa a
medida que realizamos más y más realizaciones a un bug dado. También observamos
que durante el tiempo que un bug está en reposo, su bateŕıa puede incluso recuperar
enerǵıa. De la misma figura, aunque el robot 1 comenzó con una velocidad más alta,
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sus siguientes 5 realizaciones son similares en enerǵıa a los otros bugs. Los otros
robots comenzaron con una enerǵıa cinética más baja, pero en las otras realizaciones
mostraron una enerǵıa similar a la del robot 1. Por lo tanto, las diferencias en el
diseño de fabricación y la descarga de las bateŕıas no parecen tener ningún efecto
sobre los resultados experimentales.

Debido a la semejanza de nuestro sistema con el reportado en [3], algunas simi-
litudes y diferencias merecen discusión. En el sistema en curso, no se observó un
estado ascendente (vector de orientación apuntando radialmente y condensación del
sistema en el borde de la trampa). La razón es que la cantidad de enerǵıa entre
nuestro experimento y el de [3] difiere drásticamente. Para probar esto, tomamos un
video de material complementario de [3], que ejemplifica el caso de una transición en
tiempo real de la órbita a la escalada. Luego rastreamos ese hexbug y dedujimos que
su enerǵıa cinética es alrededor de K = 7.04×10−6 J , mientras que su velocidad es
alrededor de v = 0.037 m/s. Por lo tanto, se espera una transición cuando las bateŕıas
de un bug están extremadamente bajas. En nuestro experimento, la enerǵıa de los
bugs es un orden de magnitud mayor, a saber, K = 7×10−5 J , mientras que nuestra
velocidad es de alrededor de v = 0.13 m/s. Esta diferencia de enerǵıa explica por qué
no observamos un estado de escalada.

En el sistema actual, un estado orbital centrado en el origen (vector de orientación
y velocidad casi paralelos, mientras que el sistema realiza trayectorias circulares cen-
tradas en el origen) no emergió exactamente. En cambio, se observaron trayectorias
circulares deformadas no centradas en el origen y que cubŕıan la mayor parte de la
parábola del plato (ver, por ejemplo, la Fig. 3.3 (b)). El estado circular se observa en
[3], ya que no tienen rugosidad añadida en su parábola. Esto implica una difusividad
rotacional baja y un coeficiente de fricción de traslación bajo. Cuando hay rugosidad,
el bug aumenta su difusión rotatoria (debido a una superficie irregular) y luego mues-
trea la parábola de manera más uniforme, lo que hace que el estado de órbita sea
imposible. Para corroborar esta idea, realizamos otro experimento con una parábola
sin la pintura adicional agregada (rugosidad), y dejamos que los bugs corrieran sobre
ella. Como era de esperar, surgió el estado orbital.

El trabajo futuro consistiŕıa en analizar un posible orden de largo alcance en un
sistema de hexbugs interactuando. Usando un formalismo de Fokker-Planck, también
seŕıa interesante encontrar teóricamente las funciones de distribución radial y de
velocidad para los hexbugs-nano.

5.2. Materia activa inercial con propulsión periódi-

ca

El modelo propuesto para part́ıculas estocásticas activas inerciales nos brinda
información acerca de la difusión de estas part́ıculas con la obtención de MSD, cuyo
cálculo se presentó en el caṕıtulo 4. Algo que resaltar es el hecho de haber obtenido un
MSD general que es válida para cualquier sistema que cumpla con las caracteŕısticas
de este modelo, es decir, que sean part́ıculas estocásticas activas inerciales con una
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velocidad de propulsión periódica en el tiempo, que estén sometidas a fuerzas y torcas
externas debidas al medio las cuales se puedan modelar como ruido blanco y que no
tengan interacción.

El primer cálculo que se realizó fue para el caso en que la part́ıcula activa tiene una
velocidad de propulsión sinusoidal, esto con el fin de saber el tipo de integrales que se
obtienen y como resolverlas, ya que para el caso general las integrales a resolver son
similares, pero con la incorporación de coeficientes de Fourier. La parte complicada
de esta investigación fue calcular integrales estocásticas con correlaciones entre los
vectores de orientación en el integrando, el procedimiento para calcular este tipo
de integrales se puede ver en el Apéndice. El haber realizado primero el caso de
velocidad de propulsión sinusoidal fue de gran ayuda para abordar el caso general
ya que se teńıa conocimiento previo del tipo de integrales que contribuyen a tiempos
largos. Utilizando la observación anterior y realizando varios cálculos se obtuvo que
el desplazamiento cuadrático medio (MSD) para el caso general está dado por (4.57).
A partir de este resultado general podemos decir que la difusión de part́ıculas activas
inerciales sin interacción con cualquier velocidad de propulsión periódica es lineal en
el tiempo, es decir, se tiene difusión normal. Otro aspecto importante es que con la
expresión (4.57) solo se necesita calcular los coeficientes de Fourier para la velocidad
de propulsión periódica que se desee estudiar, como muestra de su ventaja se calculó
el MSD para tres casos particulares los cuales son cuando la velocidad de propulsión
es una función coseno, una onda cuadrada y una función tipo zigzag. Aparte de
calcular el MSD también se calculó el coeficiente de difusión efectiva para cada uno
de los casos estudiados, los cuales son DEg, DE0, DE1, DE2 y DE3. Para finalizar con
el caṕıtulo 4 se hizo el análisis para el caso que se tiene una velocidad de propulsión
rećıproca o tipo coseno, este análisis nos llevó a concluir que entre más inercia tenga
la part́ıcula activa mayor será su difusión (ver Fig. 4.13). A partir de este último
análisis se esperaŕıa que las difusiones para part́ıculas activas con cualquier velocidad
de propulsión periódica fuesen menores al conseguido con una velocidad de propulsión
constante de la misma magnitud, pero mayores a las de una part́ıcula pasiva bajo las
mismas condiciones, como sucede en el caso de la velocidad rećıproca (ver Fig. 4.12).

Estos resultados son puramente teóricos y partiendo de ellos se pueden recuperar
resultados ya conocidos de casos más simples, además se puede demostrar que el
resultado que se obtuvo en el primer caso particular (4.64) es un caso derivado de lo
obtenido en el cálculo del MSD para una part́ıcula con velocidad de propulsión tipo
sinusoidal general (4.49). También es posible recuperar lo reportado por Sandoval
[34] que estudió el caso en el que se tiene velocidad de propulsión constante, y los
resultados reportados de part́ıculas brownianas activas libres.

Algunos trabajos futuros en este mismo tema pueden ser validar estos resultados
con simulaciones a computadora y realizar un experimento que se ajuste al mode-
lo matemático para ver si esta teoŕıa es capaz de hacer buenas predicciones. Otra
investigación que se tiene en mente es incorporar un tensor de fricción al sistema
para estudiar el caso anisótropo, el cual puede tener mayor aplicación, aunque habrá
que ver si es posible obtener un resultado anaĺıtico ya que los cálculos teóricos se
complicaŕıan aún más.
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5.3. Art́ıculo derivado de tesis

La investigación que se desarrolla en el Caṕıtulo 3 del presente trabajo culminó
en la publicación de un art́ıculo en el “Journal of Statistical Mechanics: Theory and
Experiment” cuya referencia se presenta a continuación,

Art́ıculo: C. Tapia-Ignacio, LL Gutierrez-Martinez, M. Sandoval, Trapped active
toy robots: theory and experiment, Journal of Statistical Mechanics: Theory
and Experiment, 2021 (5), 053404.

5.3. ARTÍCULO DERIVADO DE TESIS



Caṕıtulo 6

Apéndice

Caso trampa fuerte de la teoŕıa para hexbug-nano

En este trabajo se utilizaron los resultados del caso trampa débil ya que los valores
que se obtienen del experimento se ubican en ese caso, pero puede ser útil para
experimentos posteriores que se ocupen constantes restitutivas más grandes, por lo
que es conveniente tener soluciones para el caso SL > 1/2, que se denomina çaso de
trampa fuerte”. En esta situación, elevando al cuadrado la ec. (3.45) y su derivada
(v = dx/dt), y aplicando el promedio del conjunto se obtiene la forma integral del
desplazamiento cuadrático medio

〈x·x〉 =
2U2

4S2
L − 1

∫ t

0

∫ t

0

〈e(t1)· e(t2)〉 [cos (σt1 − σt2)

+
(
2 sin2 (σt)− 1

)
cos (σt1 + σt2)

− sin (2σt) sin (σt1 + σt2)] e
− 1

2τM
(2t−t1−t2)

dt2dt1 (6.1)

y la forma integral de la velocidad cuadrática media

〈v·v〉 =
2U2

4S2
L − 1

∫ t

0

∫ t

0

〈e(t1)· e(t2)〉
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σ

τM

(
cos2 (σt)− sin2 (σt)

)
sin (σt1 + σt2)

+
1

4τ 2
M

cos (σt1 − σt2) +
1

4τ 2
M

(
2 sin2 (σt)− 1

)
cos (σt1 + σt2)

− 1

4τ 2
M

sin (2σt) sin (σt1 + σt2)

]
e
− 1

2τM
(2t−t1−t2)

dt2dt1 (6.2)
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hay que recordar que σ = (1/2τM)
√

4S2
L − 1. Se resuelven las integrales anteriores

empleando la Ec. (3.51), se puede demostrar que para tiempos largos (t → ∞), el
desplazamiento cuadrático medio del sistema, 〈x · x〉, viene dado por

〈x·x〉 =
U2

4S2
L − 1

{
τ 2
M (4S2

L − 1)

S2
L

[
1 + ST +WI

g++

+
1 + ST −WI

g+−

+
−1 + ST +WI

g−−
+
−1 + ST −WI

g−+

]

+16τ 2
M

[−S2
T + S2

L + S2
ω −WII

g−−g+−
+
−S2

T + S2
L + S2

ω +WII

g−+g++

+
S2
T + S2

L − S2
ω − 1

2

g−+g+−
+
S2
T + S2

L − S2
ω − 1

2

g−−g++

]}
(6.3)

mientras que su velocidad cuadrática media, 〈v · v〉, es

〈v·v〉 =
U2

4S2
L − 1

{
4S2

L − 1

4S2
L

[
4STS2

L −WIII

g++

+
4STS2

L +WIII

g+−

+
4STS2

L −WIII

g−−
+

4STS2
L +WIII

g−+

]

+16S2
L

[−S2
T + S2

L + S2
ω −WII

g−−g+−
+
−S2

T + S2
L + S2

ω +WII

g−+g++

]

+
J−

g−+g+−
+

J+

g−−g++

}
(6.4)

donde definimos

WI =
Sω√

4S2
L − 1

WII = Sω

√
4S2

L − 1

WIII = Sω

[√
4S2

L − 1 +
1√

4S2
L − 1

]

g++ = (1 + 2ST )2 +

(√
4S2

L − 1 + 2Sω

)2

g+− = (1 + 2ST )2 +

(√
4S2

L − 1− 2Sω

)2

g−− = (1− 2ST )2 +

(√
4S2

L − 1− 2Sω

)2
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g−+ = (1− 2ST )2 +

(√
4S2

L − 1 + 2Sω

)2

J− = −16S4
L + 4

(
4S2

L − 2
) (
S2
ω − S2

T

)
− 16STSω

√
4S2

L − 1

J+ = −16S4
L + 4

(
4S2

L − 2
) (
S2
ω − S2

T

)
+ 16STSω

√
4S2

L − 1

Calculo de integral estocástica con 〈e · e〉 en el inte-

grando

En este apéndice se muestra la forma de resolver integrales estocásticas en cuyo
integrando hay una correlación entre los vectores de orientación, para ello se desarrolla
la solución de una de esas integrales.

ψ7 =

∫ t

0

∫ t

0

e
− 1
τM

(t−t1) 〈e1(t1)e1(t2)〉 dt2dt1

= e
− t
τM

∫ t

0

[∫ t1

0

e
t1
τM 〈e1(t1)e1(t2)〉 dt2 +

∫ t

t1

e
t1
τM 〈e1(t2)e1(t1)〉 dt2

]
dt1

=
e
SR− t

τM

2

∫ t

0

e
t1
τM

[∫ t1

0

e
−SR
τI

(t1−t2)−SRe
− 1
τI

(t1−t2)

dt2

+

∫ t

t1

e
−SR
τI

(t2−t1)−SRe
− 1
τI

(t2−t1)

dt2

]
dt1

Haciendo las siguientes definiciones

ψ7a =

∫ t1

0

e
−SR
τI

(t1−t2)−SRe
− 1
τI

(t1−t2)

dt2

ψ7b =

∫ t

t1

e
−SR
τI

(t2−t1)−SRe
− 1
τI

(t2−t1)

dt2

se tiene que

ψ7 =
e
SR− t

τM

2

∫ t

0

e
t1
τM [ψ7a + ψ7b] dt1

la primera integral que hay que resolver es

ψ7a =

∫ t1

0

e
−SR
τI

(t1−t2)−SRe
− 1
τI

(t1−t2)

dt2
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cuya solución es

ψ7a =
τI
SR

(
1

SR

)SR−1

Γ (SR, z0(t1), SR) (6.5)

la segunda integral también tiene una solución similar

ψ7b =

∫ t

t1

e
−SR
τI

(t2−t1)−SRe
− 1
τI

(t2−t1)

dt2

y es la siguiente

ψ7b =
τI
SR

(
1

SR

)SR−1

Γ (SR, z0(t− t1), SR) (6.6)

sustituyendo lo obtenido (6.5) y (6.6) en ψ7

ψ7 =
e
SR− t

τM τI
2SR

(
1

SR

)SR−1 [∫ t

0

e
t1
τM Γ (SR, z0(t1), SR) dt1

+

∫ t

0

e
t1
τM Γ (SR, z0(t− t1), SR) dt1

]
Las integrales a resolver en esta parte del cálculo son

ψ∗7a =

∫ t

0

e
t1
τM Γ (SR, z0(t1), SR) dt1

ψ∗7b =

∫ t

0

e
t1
τM Γ (SR, z0(t1), SR) dt1

la solución para la primera es

ψ∗7a =
[
Γ (SR, z0(t1), SR) τMe

t1
τM

]
|t0 − E5

donde

E5 = τM (SR)SR−1

(
1

SR

)k5−1

Γ (k5, z0(t), SR)

con k5 = SR − τI
τM

= SR − SR
ST

. La segunda integral tiene como solución

ψ∗7b = e
t
τM

[
−Γ (SR, z0(χ), SR) τMe

− χ
τM

]
|t0 + e

t
τM E6

y se tiene que

E6 = τM (SR)SR−1

(
1

SR

)k6−1

Γ (k6, z0(t), SR)



CAPÍTULO 6. APÉNDICE 91

en donde queda definido k6 = τI
τM

+SR = SR
ST

+SR. Al reemplazar estos resultados en
ψ7

ψ7 =
e
SR− t

τM τI
2SR

(
1

SR

)SR−1

[ψ∗7a + ψ∗7b]

=
e
SR− t

τM τI
2SR

(
1

SR

)SR−1 ([
Γ (SR, z0(t1), SR) τMe

t1
τM

]
|t0 − E5

+e
t
τM

[
−Γ (SR, z0(χ), SR) τMe

− χ
τM

]
|t0 + e

t
τM E6

)
evaluando los ĺımites

ψ7 =
eSRτI
2SR

(
1

SR

)SR−1 [
τMΓ (SR, z0(t), SR)− e−

t
τM E5

−τMe−
t
τM Γ (SR, z0(t), SR) + E6

]

=
eSRτIτM

2SR

[(
1

SR

)SR−1

Γ (SR, z0(t), SR)− e−
t
τM

(
1

SR

)k5−1

Γ (k5, z0(t), SR)

−e−
t
τM

(
1

SR

)SR−1

Γ (SR, z0(t), SR) +

(
1

SR

)k6−1

Γ (k6, z0(t), SR)

]
haciendo el ĺımite t→∞

ψ7
∼= eSRτIτM

2SR

[(
1

SR

)SR−1

Γ (SR, 0, SR)

+

(
1

SR

)SR
ST

+SR−1

Γ

(
SR
ST

+ SR, 0, SR

)]
(6.7)

Parte real del MSD para caso periódico general

Ahora calculamos la parte real de An que nos permitirá obtener los datos numéri-
cos y para ello es necesario tener en cuenta las siguientes propiedades de los números
complejos.

Re [zazb] = Re [za] Re [zb]− Im [za] Im [zb]

Im [zazb] = Re [za] Im [zb] + Im [za] Re [zb]
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donde za = xa + iya y zb = xb + iyb. En nuestro caso

za =

(
1

SR

)SR+inωτI−1

zb = Γ (SR + inωτI , 0, SR)

por lo que

Re [An] = Re

[(
1

SR

)SR+inωτI−1

Γ (SR + inωτI , 0, SR)

]

= Re

[(
1

SR

)SR+inωτI−1
]
Re [Γ (SR + inωτI , 0, SR)]

−Im
[(

1

SR

)SR+inωτI−1
]
Im [Γ (SR + inωτI , 0, SR)]

calculamos cada término por separado

Re

[(
1

SR

)SR+inωτI−1
]

=

(
1

SR

)SR−1

Re

[(
1

SR

)inωτI
]

=

(
1

SR

)SR−1

Re

[
e
inωτI ln

(
1
SR

)]

=

(
1

SR

)SR−1

cos

[
nωτI ln

(
1

SR

)]
el cálculo de la parte imaginaria es similar

Im

[(
1

SR

)SR+inωτI−1
]

=

(
1

SR

)SR−1

Im

[(
1

SR

)inωτI
]

=

(
1

SR

)SR−1

Im

[
e
inωτI ln

(
1
SR

)]

=

(
1

SR

)SR−1

sin

[
nωτI ln

(
1

SR

)]
para obtener la parte real e imaginaria de la función gamma se necesita utilizar las
siguientes propiedades

Re [Γ (z, 0, z1)] =
Γ (z, 0, z1) + Γ (z̄, 0, z1)

2

Im [Γ (z, 0, z1)] =
Γ (z, 0, z1)− Γ (z̄, 0, z1)

2i
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donde z es un número imaginario de la forma z = x+iy y z̄ es su complejo conjugado.
Aplicando lo anterior se obtiene lo siguiente

Re [Γ (SR + inωτI , 0, SR)] =

∫ SR

0

e−q
(
qSR+inωτI−1 + qSR−inωτI−1

2

)
dq

=

∫ SR

0

e−qqSR−1

(
qinωτI + q−inωτI

2

)
dq

=

∫ SR

0

e−qqSR−1

(
einωτI ln q + e−inωτI ln q

2

)
dq

=

∫ SR

0

e−qqSR−1 cos (nωτI ln q) dq

mientras que la parte imaginaria es

Im [Γ (SR + inωτI , 0, SR)] =

∫ SR

0

e−q
(
qSR+inωτI−1 − qSR−inωτI−1

2i

)
dq

=

∫ SR

0

e−qqSR−1

(
qinωτI − q−inωτI

2i

)
dq

=

∫ SR

0

e−qqSR−1

(
einωτI ln q − e−inωτI ln q

2i

)
dq

=

∫ SR

0

e−qqSR−1 sin (nωτI ln q) dq

por lo que

Re [An] =

(
1

SR

)SR−1

cos

[
nωτI ln

(
1

SR

)]
Re [Γ (SR + inωτI , 0, SR)]

−
(

1

SR

)SR−1

sin

[
nωτI ln

(
1

SR

)]
Im [Γ (SR + inωτI , 0, SR)]

donde

Re [Γ (SR + inωτI , 0, SR)] =

∫ SR

0

e−qqSR−1 cos (nωτI ln q) dq (6.8)

Im [Γ (SR + inωτI , 0, SR)] =

∫ SR

0

e−qqSR−1 sin (nωτI ln q) dq (6.9)

Se hacen las siguientes definiciones para escribir el MSD en términos de cantidades
reales
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Cn = cos

[
nωτI ln

(
1

SR

)]
(6.10)

Sn = sin

[
nωτI ln

(
1

SR

)]
(6.11)

Rn = Re [Γ (SR + inωτI , 0, SR)] (6.12)

In = Im [Γ (SR + inωτI , 0, SR)] (6.13)

con esto se reduce el tamaño de Re [An] como se muestra a continuación.

Re [An] =

(
1

SR

)SR−1

[CnRn − SnIn]

Calculo de coeficientes de Fourier

Para la función cos(ωt)

a0 =
2

T

∫ T

0

cosωtdt =
2

T

∫ T

0

cos

(
2π

T
t

)
dt

=
1

π
sin

(
2π

T
t

)
|T0 = 0

an =
2

T

∫ T

0

cos

(
2π

T
t

)
cos

(
2πn

T
t

)
dt

=
1

T

∫ T

0

[
cos

(
2π

T
t [1 + n]

)
+ cos

(
2π

T
t [1− n]

)]
dt

=
1

T

[
T

2π (1 + n)
sin

(
2π

T
t [1 + n]

)
|T0 +

T

2π (1− n)
sin

(
2π

T
t [1− n]

)
|T0
]

=
1

T

[
T

2π (1 + n)
sin (2π [1 + n]) +

T

2π (1− n)
sin (2π [1− n])

]
= 0

Pero para n = 1 se tiene un caso particular de an ya que

a1 =
2

T

∫ T

0

cos2

(
2π

T
t

)
dt =

1

T

∫ T

0

[
1 + cos

(
4π

T
t

)]
dt
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=
1

T

[
t|T0 +

T

4π
sin

(
4π

T
t

)
|T0
]

= 1

mientras que

bn =
2

T

∫ T

0

cos

(
2π

T
t

)
sin

(
2πn

T
t

)
dt

=
1

T

∫ T

0

[
sin

(
2π

T
t [1 + n]

)
− sin

(
2π

T
t [1− n]

)]
dt

=
1

T

[
− T

2π [1 + n]
cos

(
2π

T
t [1 + n]

)
|T0 +

T

2π [1− n]
cos

(
2π

T
t [1− n]

)
|T0
]

= − 1

2π [1 + n]
[cos (2π [1 + n])− 1] +

1

2π [1− n]
[cos (2π [1− n])− 1]

= 0

Se obtuvo que los coeficientes para la función cos(ωt) son a0 = 0, bn = 0 y a1 = 1
mientras que los demás an = 0.

Para la función ξN

ξN(t) ∼=


1 para mT < t ≤

(
m+ 1

2

)
T

0 para
(
m+ 1

2

)
T < t ≤ (m+ 1)T

con m = 0, 1, 2, ...,

Calculamos los coeficientes correspondientes

a0 =
2

T

∫ T

0

ξN(t)dt =
2

T

(
1

M + 1

) M∑
m=0


(m+ 1

2)T∫
mT

dt+

(m+1)T∫
(m+ 1

2)T

0dt



=
2

T

(
1

M + 1

) M∑
m=0

(m+ 1
2)T∫

mT

dt =
2

T

(
1

M + 1

) M∑
m=0

t|(m+1/2)T
mT

=
2

T

(
1

M + 1

) M∑
m=0

[(
m+

1

2

)
T −mT

]
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= 2

(
1

M + 1

) M∑
m=0

[
m+

1

2
−m

]
=

(
1

M + 1

) M∑
m=0

1

=

(
1

M + 1

)
(M + 1)

= 1

se sigue con el cálculo de an

an =
2

T

∫ T

0

ξN(t) cos

(
2πn

T
t

)
dt

=
2

T

(
1

M + 1

) M∑
m=0


(m+ 1

2)T∫
mT

cos

(
2πn

T
t

)
dt+ 0


=

2

T

(
1

M + 1

) M∑
m=0

[
T

2πn
sin

(
2πn

T
t

)]
|(m+1/2)T
mT

=
1

nπ

(
1

M + 1

) M∑
m=0

[
sin

(
2πn

(
m+

1

2

))
− sin (2πnm)

]
como m = 0, 1, 2, ..., los números m + 1

2
son múltiplos enteros de 1

2
lo que significa

que

2πn
(
m+ 1

2

)
son múltiplos enteros de π

mientras que

2πn (m+ 1) son múltiplos enteros de 2π

por lo que

an =
1

nπ

(
1

M + 1

) M∑
m=0

[
sin

(
2πn

(
m+

1

2

))
− sin (2πnm)

]

= 0

Ahora se continua con el cálculo de bn

bn =
2

T

∫ T

0

ξN(t) sin

(
2πn

T
t

)
dt
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=
2

T

(
1

M + 1

) M∑
m=0


(m+ 1

2)T∫
mT

sin

(
2πn

T
t

)
dt+ 0


=

2

T

(
1

M + 1

) M∑
m=0

[
− T

2πn
cos

(
2πn

T
t

)]
|(m+1/2)T
mT

=
1

nπ

(
1

M + 1

) M∑
m=0

[
− cos

(
2πn

(
m+

1

2

))
+ cos (2πnm)

]

=
1

nπ

(
1

M + 1

) M∑
m=0

[
1− (−1)2n(m+ 1

2)
]

en donde M es un número entero que depende del valor del tiempo ya que se tiene
que cumplir que t siempre caiga en un intervalo con MT < t ≤ (M + 1)T , entonces
entre más aumente el tiempo mayor será el valor de M. Resumiendo lo obtenido se
tiene que los coeficientes de Fourier para la onda cuadrada son

a0 = 1 ; an = 0 ; bn = 1
nπ

(
1

M+1

)∑M
m=0

[
1− (−1)2n(m+ 1

2)
]

Para la función ξN

ξN(t) ∼=


t−mT para mT < t ≤

(
m+ 1

2

)
T

(m+ 1)T − t para
(
m+ 1

2

)
T < t ≤ (m+ 1)T

con m = 0, 1, 2, ...,

de igual manera se calculan los coeficientes correspondientes

a0 =
2

T

∫ T

0

ξN(t)dt

=
2

T

(
1

M + 1

) M∑
m=0


(m+ 1

2)T∫
mT

(t−mT ) dt+

(m+1)T∫
(m+ 1

2)T

([m+ 1]T − t) dt



=
2

T

(
1

M + 1

) M∑
m=0

[
t2

2
|(m+1/2)T
mT −mTt|(m+1/2)T

mT

+ [m+ 1]Tt|(m+1)T
(m+1/2)T −

t2

2
|(m+1)T
(m+1/2)T

]
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=
2

T

(
1

M + 1

) M∑
m=0

[
1

2

((
m+

1

2

)2

T 2 −m2T 2

)
−mT

((
m+

1

2

)
T −mT

)

+ [m+ 1]T

(
(m+ 1)T −

(
m+

1

2

)
T

)
− 1

2

(
(m+ 1)2

T 2 −
(
m+

1

2

)2

T 2

)]

=
2

T

(
1

M + 1

) M∑
m=0

[
1

2

(
2

(
m+

1

2

)2

T 2 −m2T 2 − (m+ 1)2
T 2

)

−mT 2

(
m+

1

2

)
+m2T 2 + (m+ 1)2

T 2 − (m+ 1)

(
m+

1

2

)
T 2

]

= 2T

(
1

M + 1

) M∑
m=0

[
1

2

(
2

(
m+

1

2

)2

−m2 − (m+ 1)2

)
−m2 − m

2
+m2

+m2 + 2m+ 1−m2 − 3

2
m− 1

2

]

= 2T

(
1

M + 1

) M∑
m=0

[
m2 +m+

1

4
−m2 −m− 1

2
−m2 − m

2
+m2

+m2 + 2m+ 1−m2 − 3

2
m− 1

2

]

= 2T

(
1

M + 1

) M∑
m=0

1

4
=
T

2

(
1

M + 1

) M∑
m=0

1

=
T

2

(
1

M + 1

)
(M + 1)

=
T

2

Lo siguiente es calcular an

an =
2

T

∫ T

0

ξN(t) cos

(
2πn

T
t

)
dt

=
2

T

(
1

M + 1

) M∑
m=0


(m+ 1

2)T∫
mT

(t−mT ) cos

(
2πn

T
t

)
dt
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+

(m+1)T∫
(m+ 1

2)T

([m+ 1]T − t) cos

(
2πn

T
t

)
dt



=
2

T

(
1

M + 1
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−mT
(m+ 1

2)T∫
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(m+ 1

2)T
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(
2πn

T
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)
dt


=

2

T

(
1

M + 1

) M∑
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[
−mT

(
T

2πn

)
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(
2πn

T
t

)
|(m+1/2)T
mT

+ [m+ 1]T

(
T

2πn

)
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(
2πn

T
t

)
|(m+1)T
(m+1/2)T

+

(
T

2πn

)
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(
2πn

T
t

)
|(m+1/2)T
mT −

(
T

2πn

) (m+ 1
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(
2πn

T
t

)
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−
(

T

2πn

)
t sin

(
2πn

T
t

)
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(
T

2πn
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(
2πn

T
t

)
dt


=

1
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(
1
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[
−mT

(
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[
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(
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1

2
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como se hizo la observación anteriormente 2πn
(
m+ 1

2

)
son números múltiplos enteros

de π, 2πn (m+ 1) y 2πnm son múltiplos enteros de 2π, por lo que solo sobreviven
los cosenos

an =
T

2 (πn)2

(
1

M + 1

) M∑
m=0

[
cos

(
2πn

(
m+

1

2

))
− cos (2πnm)

− cos (2πn (m+ 1)) + cos

(
2πn

(
m+

1

2

))]

=
T

2 (πn)2

(
1

M + 1

) M∑
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[
2 cos

(
2πn

(
m+

1

2

))
− cos (2πnm)− cos (2πn (m+ 1))]

=
T

(πn)2

(
1

M + 1

) M∑
m=0

[
(−1)2n(m+ 1

2) − 1
]

por último, se hace el cálculo para encontrar los bn

bn =
2

T

∫ T

0
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(
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T
t

)
dt

=
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T
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1
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(m+ 1

2)T∫
mT

(t−mT ) sin

(
2πn

T
t
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dt

+

(m+1)T∫
(m+ 1

2)T

([m+ 1]T − t) sin

(
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T
t

)
dt



=
2
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1

M + 1
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−mT
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mT

sin

(
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T
t
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(m+1)T∫
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2)T
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(
2πn

T
t

)
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+

(m+ 1
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(
2πn

T
t

)
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2)T

t sin

(
2πn

T
t
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dt


=
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T

(
1

M + 1

) M∑
m=0
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mT

(
T

2πn

)
cos

(
2πn

T
t

)
|(m+1/2)T
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− [m+ 1]T
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(
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1

M + 1

) M∑
m=0

[
m (−1)2n(m+ 1
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1

2

)
(−1)2n(m+ 1

2) +m+ (m+ 1)−
(
m+

1

2

)
(−1)2n(m+ 1

2)
]

=
T

πn

(
1

M + 1

) M∑
m=0

[
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2)
(

2m+ 1− 2

[
m+

1

2
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= 0

En forma de resumen colocamos los resultados que se encontraron para los coefi-
cientes que corresponden a este caso

a0 = T
2

; an = T
(πn)2

(
1

M+1

)∑M
m=0

[
(−1)2n(m+ 1

2) − 1
]

; bn = 0
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disks,” Phys. Rev. Lett., vol. 105, p. 098001, Aug 2010.
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king of sperm swimming fine structure provides strong test of resistive force
theory,” The Journal of experimental biology, vol. 213, p. 1226—1234, April
2010.
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