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Resumen

El estudio de materia activa, en los ultimos anos, se ha vuelto un campo de es-
tudio muy prometedor por la informaciéon que ha brindado sobre los fenémenos que
ocurren en sistemas biolégicos y artificiales fuera de equilibrio, y por sus posibles apli-
caciones. En la mayoria de los trabajos reportados hasta ahora sobre materia activa,
se descuida la inercia y se asume que la velocidad de autopropulsién de particulas
activas es constante, por lo que estudiar los efectos de la inercia en estos sistemas
puede arrojar informacion nueva y relevante para este campo. Los objetivos principa-
les que se tuvieron en esta tesis fueron proponer un modelo para caracterizar robots
hexbug-nano atrapados en una antena parabdlica con aspereza anadida y a partir de
este modelo calcular cantidades estadisticas que coincidieran con lo observado en el
experimento. Otro de los objetivos principales fue proponer un modelo matematico
mas general para sistemas de materia activa inerciales sin interaccién con una veloci-
dad de propulsion dependiente del tiempo y encontrar el desplazamiento cuadratico
medio para este sistema.

El presente trabajo se divide en dos partes los cuales abordan sistemas de materia
activa con inercia y que no interactian entre si. En la primera parte caracterizamos la
difusién, la rapidez cuadratica media, el desplazamiento angular cuadratico medio, las
distribuciones de probabilidad radial y de velocidad de los robots de juguete llamados
”hexbugs-nano” que se mueven sobre una antena parabdlica (con rugosidad superficial
anadida) simulando un pozo arménico. Se observa que un modelo que considere la
inercia traslacional del sistema, pero descuidando su momento de inercia, junto con
la inclusion de una torca externa constante en el movimiento de orientacién, es sufi-
ciente para describir la dindamica de los robots. También se realizan simulaciones de
dindamica de Langevin y se observa una buena concordancia entre teoria, simulaciones
y experimentos.

Para la segunda parte proponemos un modelo en el que las particulas activas
tienen una inercia no despreciable (masa y momento de inercia) y una velocidad de
propulsion periddica dependiente del tiempo. Estudiamos la propulsion mas general
utilizando la serie de Fourier y abordamos tres casos particulares, el primero es cuando
la velocidad es una funcién sinusoidal, el segundo es una funciéon de onda cuadrada y el
tercero es una funcion en zigzag. El efecto de la inercia y la propulsién dependiente del
tiempo sobre el desplazamiento cuadrado medio del sistema se encuentra teéricamente
siguiendo un formalismo de Langevin.

Los objetivos para el sistema experimental de los hexbugs-nano fueron alcanzados,
ya que se lograron obtener resultados tedricos que coinciden en buena medida con lo
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observado en el experimento, sin embargo, ain queda la posibilidad de mejorar este
modelo. En cuanto al modelo mas general que considera una velocidad de propulsién
periodica, si fue posible obtener una expresiéon tedrica del desplazamiento cuadratico
medio, el cual sugiere que el sistema tiene una difusién normal sin importar que tipo
de funcién describa la velocidad de propulsion, siempre y cuando sea periddica.




Abstract

The study of active matter, in recent years, has become a very promising field
of study due to the information it has provided on the phenomena that occur in
non-equilibrium biological and artificial systems, and for its possible applications.
In most of the works reported so far on active matter, inertia is neglected and it is
assumed that the self-propulsion speed of active particles is constant, so studying
the effects of inertia in these systems can yield new and relevant information for this
field. The main goals of this thesis were to propose a model to characterize hexbug-
nano robots trapped in a parabolic antenna with added roughness and from this
model calculate statistical quantities that coincide with what was observed in the
experiment. Another main goal was to propose a more general mathematical model
for non-interacting inertial active matter systems with time-dependent propulsion
speed and to find the mean square displacement (MSD) for this system.

The present work is divided into two parts which address active matter systems
with inertia and that do not interact with each other. In the first part we characterise
the diffusion, mean-square speed, mean-square angular displacement, radial and speed
probability distributions of toy robots called "hexbugsnano’ that move on a dish
antenna (with added surface roughness) simulating a harmonic well. It is observed
that a model considering the system’s translational inertia but neglecting its moment
of inertia, together with the inclusion of a constant external torque in the orientational
motion, suffices to describe the robots’ dynamics. Langevin dynamics simulation are
also performed and a good agreement between theory, simulations and experiments
is observed.

For the second part we propose a model in which active particles have nonnegli-
gible inertia (mass and moment of inertia) and a time-dependent periodic propulsion
speed. We study the most general propulsion using Fourier series and address th-
ree particular cases, the first is when the speed is a sine function, the second is a
square wave function and the third is a zigzag function. The effect of inertia and
time-dependent propulsion on the system’s mean-square displacement, is found theo-
retically following a Langevin formalism.

The goals for the experimental system of hexbugs-nano were achieved, since it was
possible to get theoretical results that largely coincide with what was observed in the
experiment, however, there is still the possibility of improving this model. As for the
more general model that considers a periodic propulsion speed, if it was possible to
get a theoretical expression of the mean square displacement (MSD), which suggests
that the system has a normal diffusion regardless of what type of function describes



the propulsion speed, as long as when it is periodic.
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Capitulo 1

Presentacion

El desarrollo de esta tesis estda motivado por el interés actual que tienen los cam-
pos de la biotecnologia y la robdtica en el estudio de la materia activa a escalas
macroscopicas utilizando herramientas de fisica estadistica y computacionales. Origi-
nalmente solo se tenia un tema de estudio para esta tesis, pero en el transcurso de su
desarrollo se abrié otro camino para el estudio de otro tema independiente de este,
pero que también entra en el interés de los campos antes mencionados. El estudio
especifico en esta investigacion corresponde a estudiar particulas activas inerciales
naturales y artificiales bajo condiciones especificas. Esta tesis se divide en dos partes,
en la primera se estudia un sistema de particulas activas con inercia traslacional, sin
interacciéon y con una torca intrinseca, este estudio se hace de forma experimental,
tedrica y numérica. La segunda investigacién consiste en proponer un modelo ma-
temdatico para particulas estocasticas activas inerciales no interactivas con velocidad
de propulsién dependiente del tiempo. Dada la naturaleza diferente de cada tema y
debido a que cada uno corresponde a un capitulo de esta tesis, cada capitulo comienza
con sus antecedentes especificos.

En esta presentacion de tesis se incluye los objetivos que se plantearon al iniciar
esta investigacion, en los que se menciona el objetivo general y especifico para cada
uno de los dos temas de investigacion que se abordaron. También se presenta una
descripcion breve del contenido para cada uno de los capitulos.

1.1. Objetivos

El objetivo general de esta tesis fue estudiar dos sistemas de materia activa inercia-
les sin interaccion con el fin de caracterizar sus propiedades de transporte de manera
tedrica, numérica y experimental. Los objetivos de forma mas particular para cada
uno de los sistemas son los siguientes,

1. Realizar un experimento con robots hexbug-nano atrapados en una antena pa-
rabdlica con rugosidad anadida y proponer un modelo matematico de particulas
activas con inercia traslacional y con una torca externa constante, partiendo de
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1.2.

este modelo se pretende calcular cantidades estadisticas para caracterizar el
sistema experimental.

Proponer un modelo matematico para un sistema de particulas estocasticas
activas inerciales sin interaccion y con una velocidad de propulsion periddica en
el tiempo, posteriormente plantear las ecuaciones de movimiento de este sistema
y calcular el desplazamiento cuadratico medio o MSD (por sus siglas en inglés)
para el caso mas general y algunos casos particulares.

Plan de tesis

Capitulo 2: Este capitulo corresponde al marco tedrico utilizado en esta tesis, lo

primero que se muestra son algunos resultados conocidos de la teoria del mo-
vimiento browniano, después se hace una breve introduccion sobre la materia
activa y se presentan algunos resultados, especificamente se recopilan resultados
actuales sobre la dinamica de particulas autopropulsadas con inercia desprecia-
ble.

Capitulo 3: En este capitulo se describe el experimento de robots hexbug-nano

atrapados en una antena parabdlica, el cual simula una trampa armonica, se
propone un modelo matematico para caracterizar el sistema experimental plan-
teando las ecuaciones de movimiento y calculando su desplazamiento cuadratico
medio (MSD), rapidez cuadrética media (MSS por sus siglas en inglés), el des-
plazamiento angular cuadrdtico medio (MSAD por sus siglas en inglés), las
distribuciones de probabilidad radial y de velocidad de los robots. También
se incluyen resultados numéricos que se obtienen de realizar simulaciones de
dindmica de Langevin.

Capitulo 4: Se propone un modelo matematico para sistemas de materia activa

completamente inerciales (con masa y momento de inercia) que no interactiian
entre si y que cuentan con una velocidad de propulsién periddica en el tiempo.
El capitulo se divide en distintas secciones, en una se plantean las ecuaciones
de movimiento para la parte traslacional y rotacional, en otra se resuelven estas
ecuaciones, posteriormente se calcula el desplazamiento cuadratico medio para
el caso mas general y para tres casos particulares.

Capitulo 5: Se presentan las conclusiones y recomendaciones para los dos temas de

investigacion que se trabajaron en esta tesis, esto en funcién de los objetivos
planteados y los resultados obtenidos para cada caso.

Capitulo 6: Como ultimo capitulo se presentan los apéndices, la incorporacién de

este capitulo a esta tesis se realizd con el fin de mejorar la comprensién de los
temas. En estos apéndices se incluyen resultados complementarios y procedi-
mientos meramente matematicos, como la resolucién de integrales estocasticas,
calculos de niimeros complejos y de coeficientes de Fourier.

1.2. PLAN DE TESIS
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Marco teodrico

2.1. Movimiento browniano

La teoria del movimiento browniano es uno de los logros mas importantes que
surgieron a principios del siglo XX, cuya formulacién tedrica fue hecha por Albert
Einstein. Esta junto a otras teorias como la mecanica cuéntica y la relatividad dieron
origen agrandes avances cientificos que aun hoy en dia siguen aportando informacién
acerca de como funciona nuestro entorno, de que estéa conformado y como se pueden
manipular para que tengan aplicaciones. La importancia del movimiento browniano
también se debe a sus aplicaciones en varios campos de estudio, como es la teoria
de circuitos eléctricos, laseres y en particular a servido como base tedrica para el
estudio de la materia activa. En esta seccién no se pretende abordar o explicar a
fondo la teoria del movimiento browniano ni dar antecedentes historicos acerca de su
evolucién como teoria, debido a que en si no es nuestro tema de estudio, aun asi se
presentan algunos teoremas y conceptos importantes que son la base del estudio del
movimiento de particulas activas. Se presenta el formalismo de Langevin en la forma
que se trabaja actualmente para obtener las cantidades estadisticas sin abordar el
tema en si.

2.1.1. Teorema de equiparticién

Cualquier sistema descrito cldsicamente en funcién de f coordenadas g;,...,qr y
f cantidades de movimiento correspondientes p;, ..., ps. Su energia F estd en funcién
de estas variables y con frecuencia esta energia presenta la forma siguiente

E = ei(pi) + E(q, -, py) (2.1)
en donde ¢; es una funcién del momento particular p; y F es una funcion de todas
las coordenadas y momentos excepto p; (un ejemplo es cuando la energia total es la
suma de la energia cinética mas la energia potencial, y se tiene que la primera solo
dependa de los momentos y el segundo solo dependa de las coordenadas). Suponemos
que el sistema considerado esta en equilibrio térmico con un reservorio de calor a
temperatura 7'.
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Por definicién, el valor de la funcién €; se obtiene haciendo la suma (o integral)
apropiada sobre todos los estados posibles del sistema, es decir

(@) = [ aP(adar---dpy
donde P(x) es la distribucién canénica
e PE
Plz) = —
(#) = Ferag
en donde d¢ = dq; - - - dpy, por lo que

<€.> _ f eiei'BE(ql""’pf)dql . dpf
¢ f efﬁE((hymapf)dql e dpf

La integral se extiende a todos los valores posibles tanto de coordenadas g;, ..., gf
como de momentos p;, ..., py. Utilizando la ecuacién (2.1) y usando la propiedad mul-
tiplicativa de las exponenciales se tiene.

<€'> _ f 675(5i+E)6idq1 e dpf
! [ e=BEtB)dg - - - dps

- f e‘ﬁiqe,-dpie_BEdql . dpf
f e_ﬁfidpie_ﬁEdql e dpf

Las integrales de la derecha tanto en el numerador como en el denominador son
iguales, por lo que pueden suprimirse obteniendo lo siguiente

(e J e Piedp;
€) = F———
J e~Peidp,
como ¢; depende solo de la variable p;, todas las demas variables son despreciadas para

calcular el valor medio de ¢;. Simplificamos relacionando la derivada del numerador
con la del denominador, obteniendo asi.

(€;) = —%ln </_00 e‘ﬁeidpi)

Los limites de la integral son de —oo a +00 ya que la cantidad de movimiento p;
puede adquirir todos los valores posibles en este intervalo.

Ahora consideramos un caso especifico, cuando €; es una funcién cuadratica de p;
(como es el caso de la energia cinética) y tiene la forma siguiente

)
€ — ap;

. : . 1 .
donde « es una constante. Haciendo un cambio de variable y = (82p;, se obtiene lo
que se muestra a continuacion.

2.1. MOVIMIENTO BROWNIANO
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como I(y) ya no depende de /3 obtenemos lo siguiente

(€;) = —% {—%lnﬁ + ln](y)]
(=35

Recordando que la 3 viene de la distribucion canénica, donde se sabe que 3
entonces tenemos

=_1
— kpT’

1
<€i> = —k)BT
2
Lo anterior solo es valido si estamos trabajando en una dimension, es decir, cuando
se cuenta con un grado de libertad, si no es el caso consideramos la forma general

n
_ 2
€ = § Q;p;
i=1

donde n son los grados de libertad. Para obtener la energia media se procede de forma
analoga al caso anterior llegando al resultado siguiente.

(&) = “kpT
2

Debido al tratamiento anterior se establece una proposiciéon general, conocido
como el teorema de equiparticion que podemos enunciar como sigue:

“Si un sistema descrito por la mecanica estadistica clasica esta en contacto con un
reservorio de calor a temperatura 7', y su energia cuenta con n términos cuadraticos
independientes, este tendra una energia media dada por n (%kBT) J

Este teorema se presenta de diferentes formas en la literatura, el desarrollo aqui
presentado fue hecho basdndose en [5, 6, 7], estos textos se pueden consultar para
mayores detalles.

2.1. MOVIMIENTO BROWNIANO
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2.1.2. Ruido blanco

Un ruido blanco gaussiano £(t), es un proceso gaussiano con media nula y delta
correlacionado en el tiempo, es decir, que su funcién de autocorrelacién es nula para
t # t'. Expresando lo dicho tenemos

{€(t) =0

su funcién de autocorrelacion estd dada por

(€(B)E()) = ot — 1)
donde §(t — t') es la funcién delta de Dirac. Ademés tiene la caracteristica de que su
densidad espectral es una constante y en este caso es igual a uno [5].

(Ew)P) =1

lo que nos indica que su espectro de potencia es plana.
Para una explicacién més detallada se puede consultar [5, 6].

2.1.3. Ecuacion de Langevin

La ecuacion de movimiento de una particula browniana inmersa en un fluido es

dv
m% =—(v+F(t) (2.2)

esta ecuacién es Newtoniana y estocastica, que contiene dos fuerzas caracteristicas,
una fuerza de friccién y una fuerza que fluctiia en el tiempo.

Los términos m y v son la masa y la velocidad de la particula respectivamente,
—(Vv es la fuerza de fricciéon, proporcional a la velocidad. Si la particula tiene forma
esférica con radio a, el coeficiente de friccién esta dado por la ley de Stokes.

¢ = 6mna

donde 7 es la viscosidad del fluido circundante.

El término F(¢) representa una fuerza aleatoria fluctuante que se origina debido a
las colisiones de la particula browniana con las moléculas del fluido. Por su posicién,
dicha fuerza esta sujeta a dos condiciones

(F (1)) =0 (2.3)

(F(OF () = 21Bs(t — t') (2.4)

donde I es la matriz identidad, mientras que B mide la intensidad de los impactos o la
magnitud de la fuerza fluctuante y es funcién de la temperatura del medio. Como no

se pretende resolver un caso en particular tomamos una componente de la ecuacién
(2.2).

2.1. MOVIMIENTO BROWNIANO
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dv ¢ 1
—_— = —F(t
dt mv+m <>

Se resuelve la ecuacion diferencial que como podemos notar es una lineal.

dv (¢
—+ v =—F(t
dt ~ m m ®)
donde el factor integrante es
ol wdt — ot

por lo que su solucién es de la forma siguiente

dv—(t)e%t + gv(t)e%t = —F(t)em

dt m m

d (v(t)e%t> = lF(t)e%tdt

/0 L (v(ryei

(v(t)e% — v

1
— to)eitdto
m

)

t() G%tdt(]

t

)= ) F
0
1 t

)= ) F
m Jo
—Ly L[ — S (t—tg)

v(t) =vee m' + — [ F(tg)e m\"dt,

m Jo

Se calcula la velocidad cuadratica media tal como se muestra a continuacion

t

(v(t))? = v2e 2w + 2% 0 F(to)e m =) gty +

t
/ e—%(t—to)e_%(t_tl)F(to)F(tl)dtodtl

t

(0(1)?) = vde™m +2= [ (F(ty)) e w " dtg+

1 t t
+—/ e~ 70) e (=) (F(40)F (£,)) dtodty
0 0

Utilizando una componente cartesia de las condiciones (2.3) y (2.4) se obtiene

2B
(0(t)”) = vje " + // (to = tr)e w0 e dtdty

2.1. MOVIMIENTO BROWNIANO
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t
= vgefz’% + 2—B/ ei2é(t’t1)dt1
0

m2
ol B 7 e
= /0(2)6 2t’m + g—m [6 2m(t tl)‘6:|
El resultado final es el siguiente
B
(v(t)*) = vge_zt% + m [1 — 6_2%1

Haciendo el limite para tiempos muy largos la expresiéon queda como

B
)y = — 2.5
W) = (2:5)
Se procede a utilizar el teorema de equiparticion

1
— T
(€) 5k

donde € es la energia cinética, por lo que la expresion queda

1 o1
3 (v(t)*) = 5]{;BT

(0(t) = —ksT (2.6)

Igualando las expresiones (2.5) y (2.6) se obtiene el valor de la fuerza estocéstica.

B - CkBT

Lo anterior es un resultado particular del teorema fluctuacion-disipacién ya que
relaciona la fuerza fluctuante con la friccion debido al fluido, tal como se muestra a
continuacion.

Lo anterior se conoce como correlacién delta de la fuerza estocastica. El desa-
rrollo presentado fue realizado a partir de lecturas especializadas acerca del tema
como son [8, 9, 10]. Este y otros resultados son los mas importantes en la teoria del
movimiento browniano y del formalismo de Langevin.

2.1.4. Difusion efectiva

Hablando en el contexto del movimiento browniano en dos dimensiones, una
particula browniana tendrd una cierta posicién x(t) en un tiempo ¢ dado y su mo-
vimiento estara sujeto a fluctuaciones térmicas y fuerzas externas desde su posicion
inicial x(0). A este sistema se le puede asociar un tensor que cuantifique la dispersién

2.1. MOVIMIENTO BROWNIANO
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temporal de la particula en el espacio de coordenadas con respecto a su condicién
inicial, este tensor es

((x(t) = x(0)) @ (x(t) - x(0))) (2.7)

La expresion anterior es conocida como el tensor de desplazamiento cuadratico

medio [11], y sus componentes ((x(t) — x(0))?) se llaman desplazamiento cuadratico

medio de x. Si se toma la condicién inicial de x(0) = 0, este tensor de puede escribir
como

(x@x) = (“‘”1> <‘”1x2>) (2.8)

(zom1) (T2T9)

Este desplazamiento cuadratico medio esta relacionado con la varianza y también
se le denomina segundo momento del desplazamiento [10]. Tomando en cuenta lo
anterior, hay una forma maés precisa de cuantificar el movimiento estocéastico de una
particula browniana que es mediante la siguiente expresion

(x(t) - x(t))
Dg = lim 2.9
P 5 (2d)t (29)
Lo anterior es conocido como el coeficiente de difusién efectivo [12], donde d es la
dimensién espacial que en este caso es d = 2. En el caso del movimiento browniano
clasico el desplazamiento cuadratico medio en una dimension estd dado por
~ 2kpT

(Aay) = =5 (2.10)

y el coeficiente de difusién es

kgT
D= 2.11

donde kp es la constante de Boltzmann, T es la temperatura y ( es el coeficiente de
arrastre del medio. Esta tltima expresién es la conocida relacién de Einstein [8, 10].

Difusién rotacional

El movimiento browniano rotacional es el cambio aleatorio en la orientacion de
una particula debido al ruido estocastico del medio. Uno de los primeros en discutir
el movimiento browniano rotacional fue Peter Debye [13], quien aplicé la teoria del
movimiento browniano traslacional a la rotacion de moléculas que tienen dipolos
eléctricos permanentes.

Los parametros que se utilizan para establecer las formulas del desplazamiento
cuadratico medio pueden extenderse al movimiento browniano rotacional alrededor
del didmetro de una particula en suspension. Solo que en este caso la coordenada
de interés es el angulo de rotacién € en lugar de la posicion X, pero el resto del
tratamiento es andlogo al caso del movimiento browniano convencional [8], por lo que
el desplazamiento angular cuadratico medio esta dado por

2.1. MOVIMIENTO BROWNIANO
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((A9)?) = QIZTT (2.12)

donde 7 es el tiempo y (. es el coeficiente de arrastre rotacional, que en el caso de
una esfera que gira alrededor de un eje fijo en un liquido viscoso es [13]

¢ = 8ma’n

en esta expresion a es el radio de la esfera y n es la viscosidad. Mientras que el
coeficiente de difusion rotacional que le corresponde esta dado por

= 1290) 213

sustituyendo el valor del desplazamiento angular cuadratico medio se tiene

 kpT
Gr

Dq (2.14)

Esta expresién es el coeficiente de difusion rotacional.

2.2. Movimiento browniano activo

2.2.1. La materia activa

Una de las ramas de la fisica mas actuales que han atraido a expertos de diferentes
areas de investigacion es la “materia activa”, que se ha convertido en un campo de
investigacion multidisciplinario con rapida expansion, esta area nace en el seno de la
fisica estadistica en la interface entre la fisica de la materia blanda y la biologia. Su
estudio trae varios retos tedricos y experimentales, pero con aplicaciones en distintos
campos de estudio que va desde las ciencias béasicas como la matematica, fisica y
quimica hasta las ciencias sociales como la sociologia y la economia. La materia
activa estudia un conjunto de elementos que tienen la capacidad de tomar energia de
su entorno y convertirlo en trabajo, cabe mencionar que no necesariamente tienen que
ser fenomenos fisicos, pueden ser fenémenos en los cuales exista un proceso andlogo
al descrito de tal forma que se puedan utilizar las herramientas teodricas de esta
disciplina, como es el caso de la teoria en el mercado econémico en donde el andlogo
de la energia es la “liquidez” [14]. Una de las principales razones por la que este
campo de investigacion esta teniendo un gran auge es por sus posibles aplicaciones
en la medicina y en la creacién de materiales activos con propiedades exoticas.

2.2. MOVIMIENTO BROWNIANO ACTIVO
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Figura 2.1: Se presenta una galerfa de imégenes relacionadas con el comportamiento colec-
tivo. Entre otros, ilustra la posible existencia de patrones de comportamiento muy generales.
(a) Langostas sin alas marchando en el campo. (b) Una colonia rotatoria de hormigas ar-
madas. (c¢) Una matriz tridimensional de rayos dorados. (d) Se sabe que los peces producen
tales vértices. (e) Antes de posarse, miles de estorninos producen una fascinante exhibicién
aérea. También estan tratando de evitar un ave depredadora cerca de la estructura central
en forma de dedo. (f) Una manada de cebras. (g) Personas ordenadas espontdneamente en
“carriles de trafico” cuando cruzan un puente peatonal en grandes cantidades. (h) Aunque
se sabe que las ovejas se mueven de manera muy coherente, tal como predice la teoria co-
rrespondiente, cuando simplemente estdn merodeando (sin movimiento), no pueden surgir
patrones de orientacién bien desarrollados [1].

El tema es fascinante en si ya que los fenémenos fisicos relacionados con la ma-
teria activa estdn presentes en todas las escalas de medida, es decir, las podemos
encontrar desde la escala nanoscopica hasta escalas macroscopicas y algunos de estos
fenémenos son observables a simple vista. Para tener en claro que fenémenos entran
en el estudio de esta area podemos dar ejemplos concretos de materia activa, en es-
cala macroscépica por ejemplo tenemos a todos los seres vivos que toman energia
de su entorno cuando se alimentan, estos alimentos son procesados en el cuerpo del

2.2. MOVIMIENTO BROWNIANO ACTIVO
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ser vivo por medio de procesos metabdlicos complejos y convierten dicha energia en
movimiento mecanico para hacer distintas tareas que lo ayuden a sobrevivir. Lo que
nos quiere decir lo anterior es que los humanos, aves, peces, insectos, etc. se con-
sideran materia activa al igual que los entes artificiales como robots que funcionan
con alguin tipo de bateria. A escala microscépica se tienen microorganismos como las
bacterias o los llamados motores moleculares que son un conjunto de moléculas que
convierten energia quimica en movimiento mecanico llevando a cabo tareas especifi-
cas a nivel celular. Otra cosa que es de gran interés en el area de materia activa es
estudiar como estos colectivos de elementos interaccionan entre si dando como re-
sultado comportamientos complejos, como son fenémenos de autoorganizacién y de
emergencia.

Entorno

—

>

Movimiento
autbnomo

Intercambio de energia /—\

Figura 2.2: Esquema de una particula activa que toma energia de su entorno y
mediante un proceso interno lo transforma en movimiento dirigido.

Los sistemas de materia activa se consideran procesos fuera de equilibrio debido
a que toman energia de su entorno y mediante un proceso interno que tiene lugar
en los mismos entes activos estos logran moverse de forma auténoma. Los entes ac-
tivos pueden ser bioldgicos o artificiales, lo que distingue a las particulas activas es
precisamente su capacidad de interactuar con su entorno intercambiando energia y
utilizando este intercambio de energia para realizar trabajo. Para poder estudiar a
estos entes se han propuesto diversos modelos simplificados los cuales han servido co-
mo punto de partida para desentranar los secretos que aun nos guarda la naturaleza.
Para un mejor entendimiento se presenta un esquema simple de una particula activa
(Figura 2.2).

En los tdltimos anos se ha tenido un gran avance en este campo de estudio, por lo
que algunos investigadores han considerado necesario hacer recuentos acerca de los
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avances mas importantes sobre el tema, como es el caso de Marchetti y col. [15]. En el
reporte realizado por Marchetti y sus colegas hacen una revision de forma resumida
enfocandose en experimentos, en esta revision tratan de integrar varios enfoques pro-
puestos en la literatura, desde el semi-microscopico hasta el fenomenolégico, también
hace un anélisis acerca de las similitudes y diferencias entre el estado nematico y po-
lar, y al final hace algunas sugerencias para extensiones hacia un mayor realismo en
contextos especificos, desde la biologia celular hasta el comportamiento animal. Una
revisiéon maés reciente fue hecha por Gerhard Gompper y sus colegas [16], en donde
hablan de avances mas actuales tanto teéricos como experimentales y de los retos que
se tienen por delante.

A continuacion se presentan algunos resultados reportados sobre particulas activas
brownianas que son resultados previos a esta investigacion y que pueden recuperarse
con los resultados que reportamos en el presente trabajo haciendo casos limites.

2.2.2. Particula browniana activa libre

Consideremos una particula micrométrica libre en 2 dimensiones la cual solo esta
sujeta a fluctuaciones térmicas del medio en donde se encuentra, por lo que se puede
considerar una particula browniana, pero esta particula tiene la capacidad de tomar
energia de su entorno para autopropulsarse con una velocidad constante.

Soluciones a las ecuaciones de movimiento

Recordemos que el movimiento browniano se encuentra en el caso sobreamorti-
guado de la ecuacién de Langevin, esto quiere decir que la ecuacion de movimiento se
simplifica al considerar la parte inercial como despreciable. Tomando en cuenta lo an-
terior, la ecuacién de Langevin correspondiente al sistema planteado de una particula
browniana activa libre en 2D esta dado por

dr(t)
dt

Como la particula es activa se introduce un término extra que corresponde a la
autopropulsion de la particula que se mueve con una velocidad U, constante en la
direccién de su vector director q(t) = (cos@(t),sinf(t)), mientras que f(¢) son las
fluctuaciones térmicas del medio. Tomando en cuenta que las fluctuaciones térmicas
tambien afectan en la parte rotacional, a la particula se le asocia un coeficiente de
difusion rotacional Dgq, y el vector de orientacién q cambia por ruido rotacional ya
que estd sujeta a la siguiente relacién

= Upq(t) + £(2) (2.15)

Q%Q:qu@ (2.16)

con

Q = g(t) (2.17)

2.2. MOVIMIENTO BROWNIANO ACTIVO
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en donde € es la velocidad angular y g(t) es una torca estocdstica debida al medio.
Ya que el sistema quedd descrito se procede a resolver la ecuacién de movimiento
traslacional

dr(t) = Upq(t)dt + £(t)dt

/ dr(t) = /0 “Una(t)dts + /0 CE ()t

r@:f&@M%+A%@%

Como estamos en 2D se tiene dos componentes de la posicion.

x@:%fﬂ@%+fﬁ@%

t t
y(t) = U()/ C]2<t1>dt1 —|—/ fg(t1>dt1
0 0
Desplazamiento cuadratico medio
Se procede a calcular el desplazamiento cuadratico medio para particulas brow-

nianas activas libres. El célculo se hace para una de las componentes ya que para la
otra componente el célculo es similar.

2(t)a(t) = U2 /0 t /0 ()t dtadt + U /O t /0 () a6 dtadty +

+Us /0 t /0 () (62 dtadts + /0 t /O () fy ()bt

(z(t)z(t)) = UG /Ot /Ot (q1(t1)qu(ta)) dtadty + Uo/o /0 (q1(t1) f1(t2)) dtadt;+

w0 [ [ ot dudn + [ [ (0 0) de

Como f(¢) es el termino estocdstico cumple las siguientes condiciones
<f(t)> =0 (2.18)

<fi(t1>fj(t2)> = 2kpT(046(t1 — t2)

2.2. MOVIMIENTO BROWNIANO ACTIVO
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(fi(t1) fi(t2)) = 2Dg0s;0(t1 — t2) (2.19)
kT
DO = T
(fi(t1)g;(t2)) =0 (2.20)

Por lo tanto

(z(t)*) = U; /Ot /Ot (ql(tl)ql(t2)>dt2dt1+2/ot /Ot Dod(t, — to)dtydt,

Resolviendo la segunda integral obtenemos

<Z’<t>2> = Ug /Ot /Ot <ql<t1)ql(t2)> dtgdtl + 2D0t (221)

La correlaciéon mas general del vector de orientacién que considera un angulo inicial
0y distinto de cero ya ha sido reportada [17, 18], de ello se sabe que la correlacién
entre las mismas componentes son las siguientes

]_ / 1" 1"

( () (")) = 56—%“ —t" [1 + cos(26,) e P! } (2.22)
1 ’ 11 1

(et (1)) = e P [1 — cos(20p)e~*Pat } (2.23)

Las correlaciones cruzadas no se toman en cuenta ya que su contribucién al des-
plazamiento cuadrético medio es nula a tiempos largos (t — o0), debido a que hay
simetria en nuestro sistema. Continuando con los calculos, se procede a calcular la
integral

=03 [ [ o) o

zwﬁﬁfwwmwmm+/%wmwmmpu

t1

Resolvemos por partes, primero se sustituye la correlacion de las componentes del
vector director y se resuelve la integral.

t1 1 131 t1
/ <(J1 (tg)(]l <t1>> dtQ = 5 |:/ €7Dﬂ(t27t1)dt2 -+ COS<200>/ 6DQ(t2+3t1)dt2:|
0 0 0

— L [_G*DQ(tQ*tl)‘él _ COS(Qeo)e—Dg(thrStl)%l}
2Dq
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1

= ﬁ [—1 + ePatt _ 008(290) <6—4D§zt1 _ 6_3D9t1>}
Q

t 1 . t
/ (n(fr)an (b)) dhe = 2 [/ e~ Palhi=t2)gy, 008(200)/ e—DQ(t1+3t2)dt2:|
t1 " )
= —2;) [—e_DQ(t1—t2)|§1 _ 008(290>6—D9(t1+3t2)|§1}
Q

1 —Dq(t1— cos(260) , _p 3 —4D
— TN {6 a(ti—t) _ 1 _ S (6 a(ti+3t) _ o Qt1)

Debido a que este resultado ya es conocido no se muestra el resto de los célculos,
pero continuando con la solucion de las integrales se puede probar que el desplaza-
miento cuadrético medio para la componente x(t), al aplicar el limite para tiempos
largos (t — 00), es

(z(t)*) = (g—i + 2D0> t (2.24)

Para la correlaciéon de la componente y(t) se procede de igual manera que se
hizo con la componente z(t). Debido a que la segunda parte de la correlacién de las
componentes del vector director en (2.23) se desprecia para tiempos largos, la solucién
es la misma. Por lo anterior el desplazamiento cuadratico medio para las particulas
brownianas activas resulta ser

U2
(rr) =2t (—0 - 2D0> (2.25)
Dq
La expresion anterior nos dice que el MSD para una particula browniana activa
libre es lineal en el tiempo, lo que nos sugiere una difusion normal y cuyo coeficiente
de difusion efectiva (Dg = (r - r) /4t) es la siguiente

Us

Dr —
E=9Dg

+ Dy (2.26)

Note que en la expresién anterior Dy es la difusion browniana clasica (2.11).
Ahora, si la velocidad de propulsion de la particula fuera nula Uy = 0 la difusién
efectiva serfa igual al del caso pasivo Dg = Dy, lo que implica que el movimiento de
la particula solo estaria sujeta a las fluctuaciones térmicas. Lo anterior es lo que se
esperaria de forma intuitiva y la expresién precisamente cumple con ello, por lo que
este resultado es consistente.
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2.2.3. Particula browniana activa en una trampa armoénica

Otro resultado previo de interés es el correspondiente a una particula browniana
activa sujeta a una trampa armonica, ya que el tema abordado en el Capitulo 3 se
podria considerar una extension de este caso, por ello se presenta este caso con mayor
detalle en los calculos. La ecuacién de movimiento correspondiente es la siguiente,

dr(t) kr(t)

= ¢ T Uealt) +£(0) (2.27)

para resolver esta ecuacién con la presencia de la trampa arménica (kr(t)) se procede
a reescribirlo de la siguiente forma

dr(t) = kr(t)
a ¢

Hacemos las siguientes definiciones y resolvemos la ecuacion anterior.

= Upq(t) +£(t)

La funcién de peso es

t t
Uo/ q(tl)e?“dtlJr/ £(t))ecdt
0 0

IS
—
D

o~
o~
-
| IS
|

t t
I’G%t = U()/ q(tl)e%tldtl ‘|—/ f(tl)e%tldtl
0 0

t t
r(t) = e ¢t (U(]/ q(tl)e%“dtl +/ f(tl)elztldh)
0 0

de igual manera cuenta con dos componentes como en el primer caso.
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k

t t
x(t) = UO/ ql(tl)efg(tftl)dtl +/ f1(t1)€7%(t7tl)dt1
0 0

t t
y(t) = UO/ q2(t1)6*%(t7t1)dt1 +/ fQ(tl)ef%(tftl)dtl
0 0

Desplazamiento cuadratico medio

Ahora se procede a calcular el desplazamiento cuadratico medio para el caso
cuando hay una trampa armonica actuando sobre el sistema. El procedimiento sera
el mismo que se utilizo en el otro caso, haciendo asi el calculo para una componente.

t ot ,
l‘(m(t):Uf?/ / 1 (1) g (ta)e™ € c=2) gy gy 4
0o Jo
L —k—t)) —E(t—ty)
+UO/ / fit))q(t2)e” < e T dtydt +
o Jo
t ot . .
‘f’Uo/ / C]1(tl)f1(752)67f(tftl)eff(tfmdtgdtl—f—
o Jo
L —k—t1) —E(t—to)
+//f1(t1)f1(t2)€< Ve 2 dtydt +
o Jo
b k(2t—t1—t
(w0e@) = 02 [ [ Gantanta) e E D+
o Jo
e k(2t—t,—t
e A TS P
0o Jo
tr k(2t—t,—t
+Uo/ / <Q1(t1)f1(t2)>€73( 1) g dt +
0o Jo
t pt .
+/ / <f1(t1)f1(t2)>6_2(2t_t1_t2)dt2dt1+
o Jo

Las componentes estocasticas cumplen con las condiciones en (2.19) y (2.20) por
lo que se obtiene

t t
_kop 4
(:c(t)a:(t)) = Ug/ / <Q1(t1)Q1(t2)>6 ¢ (2t—t1 t2)dt2dt1+
0 0
t t &
+ / / 2Dge” ¢ 5 (1 1)) diydity
0 0

t t
k
:Ug/ / <Q1(t1)Q1(t2)>675(2t7t17t2)dt2dt1—|—
o Jo
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t t
12D, / / e et gy
0 0
Dy¢ N

t t
N Ug/ / (@ (t)qi(t2)) et g gy 4 20 <1 - 6_ft>
0o Jo k

Hacemos las definiciones siguientes

t t
S(t) = / (@1 () (1)) =521 =Dty
0 0
t1

-/ t [y et

t
+ / @t @) e ey | ar,

t1

t
_ / Wy + o] dt
0
donde

t1
91— / (@1 (0 (1)) e~ £,
0

t
_k(op_ 4
Uy = / (@ (t2)qu(tr)) e P 2)gt,

t1
Resolvemos por separado utilizando las funciones de correlacién de las componen-
tes del vector director

t1 )
I = / (%e‘DQ(tl_tQ) [1 + 003(290)6_4D9t2]) e’%@t*tl*t?)dtz
0

Pero se sabe que la segunda parte de la funciéon de correlacién tiende a cero para
tiempos largos, por lo que solo consideramos la primera parte. Entonces la integral a
resolver es

Lom D —k(2t—t1—t2)
191 = 5/ e Q(tl_tQ)e < 1= dtg
0

_ % / ? (b