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Capitulo 1

Introduccion

En algunas areas del conocimiento aparecen mediciones que representan di-
recciones, es decir, variables direccionales. Este tipo de datos aparecen de
manera natural en diversas areas como las ciencias bioldgicas, metereolégi-
cas y ecologicas. Dichos datos aparecen en estudios donde las observacio-
nes corresponden a direcciones. Algunas aplicaciones de estos datos son, por
ejemplo, el analisis de direcciones de viento, direcciones de migracion de aves,
propagacién de fisuras en concreto y otros materiales, orientacion de depdsi-
tos geoldgicos, andlisis de datos axiales, etc. Para un andlisis mas detallado,
se puede consultar Mardia y Jupp (2000). Los datos direccionales tienen que
ver con el andlisis de observaciones que son vectores unitarios en el espacio
g-dimensional. Los datos direccionales en el plano 2-dimensional se denomi-
nan datos circulares, mientras que las direcciones en el plano 3-dimensional
se denominan datos esféricos. Asi, los espacios muestrales mas comunes son
el circulo unitario o la esfera unitaria.

Como lo senialé George Box (1979), todos los modelos son errdneos, pero
algunos son utiles. Asi, una manera de proponer modelos es restringirse a una
familia de modelos que pueda ser indexada por un conjunto de parametros de
dimensién finita. Desde el enfoque Bayesiano de la estadistica, el andlisis de
estos modelos incluye una distribucion inicial o a prior: de los parametros.
Sin embargo, como se senala en Miiller y Mitra (2013), puede ser peligroso
olvidar la simplificacién derivada de este proceso. De hecho, en la practica,
pensar que un modelo paramétrico, por muy flexible que sea, pudiera modelar
cualquier comportamiento presentado por los datos, puede ser equivocado.
En los ultimos anos ha surgido una corriente Bayesiana que ha trabajado en
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el marco tedrico para ofrecer una clase mas rica y mas grande de modelos; lo
anterior se logra considerando familias infinitas de modelos de probabilidad,
por ejemplo, mediante procesos estocasticos cuyas trayectorias son distribu-
ciones de probabilidad. Las distribuciones iniciales sobre estas familias son
conocidas como distribuciones iniciales Bayesianas no-paramétricas (BNP,
por sus siglas en inglés).

Por ejemplo, considérese el problema de estimar una funcion de densidad
con datos observados x1, ..., z, | F ~ F. El proceso de inferencia bajo el
enfoque Bayesiano requiere una especificacién adicional del modelo, con una
distribucion inicial para la distribucién desconocida, F'. A menos que F' esté
restringida a una familia paramétrica de dimension finita, esto conduce a un
modelo BNP, con distribucién inicial p(F'), que es un modelo de probabilidad
para la distribucién infinito-dimensional F. Para una discusion mas exhaus-
tiva de los modelos BNP, se puede consultar, por ejemplo, Hjort et al. (2010),
Miiller y Rodriguez (2013), Walker et al. (1999), Miiller y Quintana (2004),
y Walker (2013).

Aunque existen otras BNP, el Proceso Dirichlet (DP), Ferguson (1973),
es, sin duda, la distribucién inicial BNP mas utilizada. Se denota como
F ~ DP(aF}) para una distribucién inicial DP sobre una medida aleatoria
de probabilibad F'. El modelo tiene dos parametros: el parametro o de masa
total y la medida base Fj. La medida base determina la media del proceso,
es decir, E(F') = F,. El parametro de masa determina, entre otras implica-
ciones, la incertidumbre sobre F. Una caracteristica del DP es que genera
distribuciones de probabilidad discreta casi seguramente y puede escribirse
como la suma de puntos de masa 6;; por lo anterior, en muchas aplicaciones,
la naturaleza discreta del DP es restrictiva e inadecuada.

Un proceso més general y menos restrictivo es el Proceso de Arbol de
Pdélya (PT) que, a diferencia del DP, puede construirse de manera que ge-
nere, casi seguramente, tanto distribuciones de probabilidad discretas como
continuas y absolutamente continuas, con la eleccién adecuada de pardme-
tros; asi que, a diferencia del DP, puede servir como un potencial candidato
para especificar distribuciones iniciales sobre familias de funciones de den-
sidad. El proceso genera sucesiones de variables aleatorias intercambiables
definidas en un espacio muestral (separable) 2. De acuerdo con el Teorema
de Representacion de Finetti, cada una de estas sucesiones es una mezcla
de variables aleatorias indepentientes e idénticamente distribuidas respecto
a una medida base que puede verse como una distribucion inicial en el espa-
cio de medidas de probabilidad sobre (). Esta medida fue caracterizada por
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Mauldin et al. (1992) utilizando la nocién de estrategia.
Asi, el Arbol de Pdélya puede identificarse mediante dos caracteristicas:

s [l ={B,e=¢1---¢6, 16, €{0,1}, m=0,1,2,...}, un conjunto de
particiones binarias anidadas de (2,

» A ={a,e=¢1-¢, ¢ €{0,1}, m=0,1,2,...}, un conjunto de
parametros tal que cada a. esta asociado al conjunto B..

Para ciertos valores de a., Ferguson (1974) demostré que el DP es un caso
particular de PT; mientras que Kraft (1964) y Metivier (1971) proporcio-
naron condiciones suficientes para garantizar que un Arbol de Pélya asigne
probabilidad 1 a la clase de las distribuciones de probabilidad absolutamente
continuas.

Tanto el DP como el PT pueden definirse mediante una sucesiéon de
distribuciones condicionales o modelo jerdarquico. Por ejemplo, para el modelo
jerarquico de dos niveles

>
2
=

(z]0), i=1,...,n, 8= (01,...,6p),
9] ~ 71—3(9|’7)7 J: yer 9 Py 7:(’717"'7’78)1

la distribucién conjunta estéa dada por

H filzi] 9)1—[ w05 1N T 9().

k=

Para dicho modelo jerarquico, la distribucién posterior conjunta sobre (6, +)
estd asociada con las distribuciones condicionales:

n

0; o (0| N]] filzil0), §=1.....p,
i=1
p

Ve X g(%)Hﬁj(Gjlv), k=1,...,s.

J=1

La simulacién de dichas distribuciones es posible, como se vera mas adelante,
mediante métodos Monte Carlo via Cadenas de Markov (MCMC).

El objetivo de este trabajo de tesis es proponer un modelo Bayesiano
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no-paramétrico que permita obtener la funciéon de densidad de una muestra
de angulos 1, ..., 1,, este modelo estd basado en el Proceso de Arbol de
Pélya y utiliza como medida base a la proyeccion radial de una distribucion
Normal bivariada.

La estructura de la tesis es la siguiente. En el Capitulo [2| se presenta una
introduccion a los Datos Circulares: su naturaleza, estadistica descriptiva y
modelos paramétricos. En este capitulo también se hace una breve introduc-
cién a la Estadistica Bayesiana, se presenta una descripciéon de los modelos
paramétricos y no-paramétricos. El capitulo concluye con la presentacion del
Proceso de Arbol de Pdlya.

En el Capitulo [3] se exponen los resultados més importantes para el modelo
Normal Proyectado y se aborda el caso particular en el que la matriz de co-
varianzas A = I. Para este 1iltimo caso se detalla la inferencia paramétrica y
se expone el modelo no-paramétrico; el capitulo concluye con la presentacion
del modelo propuesto.

En el Capitulo || se ejemplifican casos del modelo propuesto para datos reales
y datos circulares, la implementacién numérica se realizd en el ambiente R
(R Core Team).

Finalmente, en el Capitulo de Conclusiones se resumen las ideas y contribu-
ciones principales derivadas de este trabajo. También se mencionan futuros
trabajos relacionados con esta tesis.



Capitulo 2

Preliminares

2.1. Datos Circulares

En la primera parte de este capitulo se presenta una introduccion a los Datos
Circulares: su naturaleza, estadistica descriptiva y modelos paramétricos, se
introduce el modelo Normal Proyectado. A lo largo de la seccion, ¥ denota
una variable aleatoria angular y 1 uno de los posibles valores que puede
tomar W.

2.1.1. Naturaleza

Los datos direccionales pueden representarse como puntos sobre la esfera uni-
taria S9! = {u ER? : ulu = 1}. En particular, cuando ¢ = 2, a los datos
direccionales se les denomina datos circulares, y se pueden definir empleando
las coordenadas polares dadas por u = (cos ), sin)7.

Desde el punto de vista tedrico, existen tres enfoques para el andlisis de
datos direccionales:

1. Enfoque embedding: En este enfoque, S7! se reconoce como un sub-
conjunto de RY.

2. Enfoque wrapping: En este enfoque, los vectores tangentes u a la esfera
en p son “envueltos” sobre la esfera por medio de la transformacion

w = (sin [[ul[)p + (cos [[ul])p,

donde u”'p = 0.
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3. Enfoque intrinseco: En este enfoque, la esfera es reconocida propiamen-
te como un subespacio en su propio contexto.

De manera particular, los datos circulares corresponden a direcciones en
dos dimensiones. Dos de las principales formas en las que surgen los datos
circulares estan asociadas a dos de los instrumentos mas importantes de
medicion circular:

1. La brijula. Observaciones tipicas medidas por una brujula incluyen
direcciones de viento y direcciones de migracion de aves.

2. El reloj. Observaciones tipicas medidas con un reloj corresponden, por
ejemplo, a los tiempos de arribo de los pacientes a la unidad de terapia
intensiva de un hospital, medidos sobre un reloj de 24 horas.

Los datos circulares pueden representarse mediante coordenadas cartesia-
nas como puntos sobre el circulo unitario, o mediante coordenadas polares
mediante vectores unitarios, es decir, en términos de un angulo, 1. Debido a
lo anterior, la representacion grafica de este tipo de datos es a través de pun-
tos sobre el circulo unitario; esta representacién muestra los datos de manera
desagrupada y se conoce como diagrama circular. Una manera de presentar
los datos de manera agrupada es a través del diagrama de rosa, que se puede
pensar como el andlogo circular al histograma para datos en la recta real, y
que consiste en reemplazar las barras del histograma por sectores circulares.
A manera de ejemplo, la Figura muestra las direcciones del viento, me-
didas cada 15 minutos entre las 3:00 a.m. y las 4:00 a.m., tomadas cada dia
entre el 29 de enero de 2001 y el 31 de marzo del 2001 en la regién denomi-
nada “Col de la Roa” en los alpes italianos. Los datos estdn disponibles en
el ambiente R (R Core Team) a través de la librerfa circular. En la parte
superior izquierda aparece el histograma de los datos (representados de for-
ma lineal), en la parte superior derecha aparece el diagrama circular, en la
parte inferior izquierda aparece el diagrama de rosa y, por tltimo, en la par-
te inferior derecha aparece el diagrama de rosa combinado con el diagrama
circular. El ejemplo fue tomado de Pewsey et al. (2013).
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Frecuencia
40 60 80 100
| |

20

0 1 2 3 4 5 6
Direccion del viento (en radianes)

Figura 2.1: Direcciones del viento en la region de “Col de la Roa”.

2.1.2. Estadistica circular descriptiva

Debido a que el circulo y la recta tienen diferentes topologias, no es posible
aplicar las técnicas lineales convencionales dada la periodicidad del circulo.
Ademas, el circulo es una curva cerrada y acotada, mientras que la recta no
lo es. Por lo tanto, se pueden anticipar diferencias entre la teoria estadistica
sobre la recta y sobre el circulo; es necesario definir, por ejemplo, funciones
de distribucion de probabilidad y medidas descriptivas que tomen en cuenta
la topologia del espacio muestral.

Un ejemplo de esta situacién puede observarse en la Figura en donde
se tiene un conjunto de datos representados (en grados) por los dngulos 45 y
315. En este caso, la media aritmética resulta ser 180, sin embargo, no parece
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B Media trigonométrica
B Media aritmética

Figura 2.2: Distintas formas de calcular la media de un conjunto de angulos.

ser una medida descriptiva adecuada; intuitivamente, la direccion 0 podria
pensarse como una medida descriptiva mas adecuada.

Como se mencioné anteriormente, al ser direcciones en el plano, los datos
circulares pueden considerarse como vectores unitarios o como puntos sobre
el circulo unitario. Sin embargo, una vez seleccionada una direcciéon y una
orientacion inicial, existen otras formas mas utiles de considerar a estos datos:

» Como dngulos. Cada punto u sobre el circulo unitario se puede repre-
sentar por un angulo ¢, es decir,

u = (cosp, sin).

Esta representacion puede verse como un enfoque intrinseco debido
a que las direcciones son consideradas como puntos sobre el circulo
mismo.

= Como numeros complejos unitarios. El punto u sobre el circulo unitario
puede representarse mediante el nimero complejo

2z = e = cost + isin .

Esta representacién puede verse como un enfoque embedding debido a
que las direcciones se consideran como puntos especiales sobre el plano.
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Medidas de localizacién

Definicién 2.1.1. Sean uq, ..., w, vectores unitarios, donde i, ..., U,
son los dngulos asociados a dichos vectores. La direccion media, [, de
W1, ..., Y, se define como la direccion de la resultante wy + - - - + u, de
los vectores wy,..., u,, la cual coincide con el centro de masa, @, de
U, ..., Upy.

Como las coordenadas cartesianas de u; son (cos v, sinv;), i =1,..., n,
entonces las coordenadas cartesianas del centro de masa estdan dadas por:

o 1 n 1 n

c,S)=|- iy — iny; | . 2.1

(€. 5) (n;cosw n;&nw) (2.1)
Entonces, p es solucién de las ecuaciones

C = Rcosy, S = Rsinv, (2.2)
1/2

donde R = (C?* + 5?)

Cuando R = 0, x4 no esté definida. Si R > 0, u esta dada por

- Jtan™'(5/0) siS>0,C>0,
~ Jtan Y(S/C)+ 7 siC <0,

donde tan~!(-) € [-7/2, 7/2]. En el contexto de la estadistica circular, u no
significa (11 + - -+ + 1) /n, puesto dicha cantidad no estd bien definida.

Definicién 2.1.2. Sean uq, ..., u, vectores unitarios correspondientes
a los angulos 1, . .., Y,. La longitud de la resultante promedio, R,
de los vectores uy,..., Ww,, e€s decir, la longitud del centro de masa, u,

estd dada por
R=(C*+5%)",
donde C' y S estdn dadas por .

Adicional a lo anterior, es conveniente definir una version circular de la
mediana muestral.
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Definicién 2.1.3. La direccion mediana muestral, 1/;, de los angulos
V1, ..., Un es cualquier dngulo ¢ que cumple con:

(i) la mitad de los datos estan contenidos en el arco [, ¢ + ),

(i1) la mayoria de los datos se encuentran mds cerca de ¢ que de ¢+ .

Medidas de concentracion y dispersion

La longitud de la resultante promedio R fue definida como la longitud del
centro de masa @. Dado que los vectores w1, . .., u, son unitarios, 0 < R < 1.
Si las direcciones 11, . . ., ¥, estan muy agrupadas, R ~ 1; en cambio, si las
direcciones estan muy dispersas, R ~ 0. Por lo tanto, R es una medida de la
concentracion del conjunto de datos. Notese que para cualquier conjunto de
datos de la forma v, ..., ¥, +7,..., ¥, + 7, R =0, por lo que un valor
de R ~ 0 no implica que las direcciones estén dispersas alrededor del circulo
unitario de manera uniforme.

De acuerdo con Mardia y Jupp (2000), R es una medida de dispersién
mas importante que cualquier otra medida. Sin embargo, cuando se desea
comparar el andlisis de datos sobre el circulo con el analisis sobre la recta
real, es necesario considerar medidas de variabilidad similares para datos
circulares.

Definicién 2.1.4. Sea 11, ..., ¥, un conjunto de dngulos. Se define la
varianza circular, V, como

R.

V=1-
Debido a que 0 < R<1,0<V <1.

Una medida 1til de la distancia entre dos angulos ¢ y £ esta dada por

1 —cos(vp —§).

Asi, una manera de medir la dispersién de un conjunto de angulos ¢y, ..., ¥,
alrededor de cierto angulo « esta dada por
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D(a) = %2{1 ~ cos(ths — a)}. (2.3)

Una propiedad importante es que D(«) alcanza su valor minimo en o = 9

y D(v) = V, lo anterior se puede consultar en Mardia y Jupp (2000) y en
Nunez-Antonio (2010). La propiedad anterior es andloga al caso de la recta
real, donde dadas las observaciones x4, ..., x,, la cantidad

%g(xz —u)?

alcanza su minimo en u = Z, y este valor minimo corresponde a la varianza
muestral (con divisor n).

Momentos muestrales
Como se puede observar en la seccion anterior, los momentos
n n
1 |
— E cos;, S=-— E sin ¢;
n 4 n -
=1 =1
tienen un papel importante en la definicién de la direcciéon media y la varianza

muestral. A partir de estos momentos, se puede definir el primer momento
trigonométrico alrededor de la direccion cero.

C

Definicién 2.1.5. Dado un conjunto de angulos, i, ..., V,, el p-€ésimo
momento trigonométrico alrededor de la direccién cero, m;, se
define como
/ .
m, =ap,+ib,, p=1,2,...,
donde

1 I~ .
a, = - El cos py;, b, = - El sin p;.
Es decir,

m, = Rpei%,
donde zzp y R, denotan la direccién media muestral y la longitud de la

resultante promedio de los angulos pi, ..., piy,.
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De la definicién anterior, se puede observar que

m| = C +1iS = Re™.
De manera analoga se pueden definir los momentos trigonométricos alrededor
de la direcciéon media.

Definicién 2.1.6. Dado un conjunto de angulos, i1, ..., ¢,, el p-€éstmo
momento trigonométrico alrededor de la direccion media 1, m,,
se define como

my, = a, +iby, p=1,2,...,
donde

1 o 1 <& _
ap = E;COSP(% =), by = g;sinp(@/a — ).

En particular,

mlzR.

Las versiones poblacionales de los momentos trigonométricos juegan un pa-
pel importante en la teoria de distribuciones sobre el circulo. A continuacién
se presenta una breve exposicion de estos conceptos.

La funcion caracteristica y los momentos poblacionales

Una manera de especificar una distribucién sobre el circulo unitario es a
través de la funcion de distribucion. La funcién de distribucién, F, es la
funcién de un angulo aleatorio W definida sobre la recta real, que cumple:

. Fz) =P(0< ¥ <x),0 <z <2m,
2. Flz+2m) —F(z) =1, —c0 <z < 0.

La tultima condicién quiere decir que, sobre el circulo unitario, cualquier arco
de longitud 27 tiene probabilidad 1. Mas ain, a diferencia de las funciones
de distribucion sobre la recta real,

lim F(z) =00, lim F(z) = —o0.

T—r00 T—r—00
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Dadas las observaciones anteriores, puede definirse la funcion caracteristica.

Definiciéon 2.1.7. La funcién caracteristica, 1, de un dngulo alea-
torio W con respecto a la distribucion F, se define como la doble sucesion
infinita de nimeros complejos {¢, : p =0, £1,...} dada por

2T
p = E[e?V] =/ e dF(y), p=0, +1,...,
0

donde F (1) es la funcion de distribucion, definida sobre el circulo unita-
rio, S, del dngulo aleatorio V.

Notese que

Yy =y, + 106,
donde

2w
a, = E[cospy] = /0 cos pi d F (1))

27
8, = Efsinpy] = /0 sinpip dF ().

De esta manera, ¢,, o, y 3, son las versiones poblacionales de los momentos
. (o p .
trigonométricos muestrales, my,, Gp Y b,, respectivamente.

Definicién 2.1.8. El p-ésimo momento poblacional trigo-
nométrico alrededor de la direccion cero, ¢,, de un dngulo aleatorio
U se define como

Op =0y +16,, p=0, £1,...,
donde

o, = Elcos py] y B, = E[sin p].
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La sucesién {(ay, 5,) : p=0, £1,...} de momentos trigonométricos es
equivalente a la funcién caracteristica de W, 1.

Para p > 0, escribimos

bp = Ppewpa pp 20

como la versién poblacional de m;. Debido a que el caso p = 1 es el mds
utilizado, se escribe

ar=a, by =06, p1 =p, 1 = p.

Definiciéon 2.1.9. El p-éstmo momento poblacional trigo-
nométrico alrededor de la direccion media i, ¢,, se define como

bp = ap, + Py,
donde

ay, = Elcos p(¢ — p)], By = E[sinp(¢ — p)].

Para el caso p = 1, se tiene que ¢; = pe’*, donde p es llamada la direccién
media y p es la longitud de la resultante media. Notese que p y p son las
versiones poblacionales de p y R, respectivamente.

2.1.3. Modelos paramétricos
Como se senalé anteriormente, los modelos paramétricos de probabilidad pa-
ra datos direccionales se pueden clasificar en tres grandes categorias.

1. Modelos wrapped

Dada una distribucion de probabilidad definida sobre la recta real, esta puede
“envolverse” alrededor del circulo unitario. Esto es, si X es una variable
aleatoria sobre la recta real, la variable aleatoria X, de la correspondiente
distribucion wrapped esta dada por

X, = X (mod 2m).
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Si se identifica el circulo unitario con los niimeros complejos de norma 1,
la transformacion wrapped, X — X, puede escribirse como

X — X,

Si F' es la funcién de distribucién de X, la funcion de distribucién, F,,, de
X, esta dada por

F(¥) = i (F( + 2kr) — F(2km)}, 0 < 4 < 2.

k=—o0

En particular, si f es la funcién de densidad de X, la funcién de densidad de
X, f., esta dada por

fo) =) [+ 2knm).

k=—o0

Algunos de los modelos méas importantes dentro de esta familia son la dis-
tribucion Normal wrapped, la distribucién Cauchy wrapped y la distribucion
Poisson wrapped.

2. Modelos tipo von Mises-Fisher

La construccion de estos modelos considera de manera natural la topologia
del correspondiente espacio muestral, es decir, estos modelos corresponden
al enfoque embedding del andlisis de datos direccionales. Algunos modelos
importantes dentro de esta familia son el modelo lattice, el modelo uniforme
y el modelo von Mises-Fisher. En el caso de los datos circulares, a la distri-
bucién von Mises-Fisher se le conoce como distribucién von Mises.

Definicién 2.1.10. Se dice que un dngulo aleatorio ¥ tiene una distri-
bucion von Mzises con direccion media i y pardmetro de con-
centracion k, si su funcion de densidad estd dada por

B 1
N 2 Io(/’i)

donde 1y denota la funcion de Bessel modificada de primer tipo y orden
cero, dada por

greos(—p)

M(¢ | i, )
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Desde el punto de vista de la inferencia estadistica es, quizd, la distribu-
ciéon mas tutil en el analisis de datos circulares. Mas ain, es el andlogo natural
sobre el circulo de la distribucién normal sobre la linea real. La distribucion
von Mises es unimodal y simétrica alrededor de ¥ = i, con moda en 1 = p.

Mardia y Jupp (2000) muestran que la distribucién von Mises puede apro-
ximarse por una distribucion normal wrapped cuando Kk — oco. Por otro lado,
Kent (1978) muestra que

Forr(W 1, 5) = fvw(¥ | i, A(r)) = O(7'72), K — o0,

donde fopr(¥|p, k) y fwn(¥|p, A(k)) denotan las densidades de la dis-
tribucién von Mises, M (¢ | i, k), y la distribucién normal wrapped que la
aproxima, WN(¢ | p, A(k)).

3. Modelos Proyectados

Las distribuciones sobre el circulo pueden obtenerse mediante la proyeccion
radial de las distribuciones sobre la recta real. Es decir, dado un vector alea-
torio X en R tal que P(X = 0) = 0, entonces || X||7*X corresponde a
una variable aleatoria sobre el circulo unitario. El Capitulo [3] estd dedicado
al Modelo Normal Proyectado, que se obtiene cuando el vector aleatorio X
sigue una distribucién normal bivariada.

2.2. Estadistica Bayesiana

En la segunda parte de este capitulo se hace una breve introduccion a la
Estadistica Bayesiana, pues en esta tesis se empleara el enfoque Bayesiano
de la Estadistica, se presenta una descripcién de los modelos paramétricos
y no-paramétricos. El capitulo concluye con la presentacién del Proceso de
Arbol de Pélya. En esta seccion, ©® C RP denota al espacio de parametros.
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2.2.1. Introduccion al Enfoque Bayesiano

A lo largo de la historia se han propuesto modelos para tratar de explicar
los fenémenos reales en los que la humanidad se ha visto involucrada, por
ejemplo, modelos o leyes fisicas del movimiento de los cuerpos y modelos
de ecuaciones diferenciales para el crecimiento de poblaciones. Sin embargo,
también existen fendémenos que presentan variabilidad, es decir, fenémenos
cuyos resultados no siempre son los mismos y las condiciones iniciales sélo
determinan de manera probabilistica el resultado final. La metodologia Ba-
yesiana esta basada en la interpretacién subjetiva de la probabilidad y tiene
como punto central el Teorema de Bayes.

En algunos textos como Bernardo y Smith (1994), Hoff (2009) y Koch
(2007), se presenta la filosoffa bayesiana tomando como punto de partida la
Teoria de la Decision, mostrando la dualidad entre los conceptos de proba-
bilidad y utilidad, demostrando que la maximizacion de la utilidad esperada
es el Unico criterio de decision compatible bajo un sistema axiomatico.

De acuerdo con Gutiérrez-Penia y Erderly (2006), en el enfoque subjetivo
de la probabilidad, la probabilidad de un evento A es una medida del grado
de creencia que tiene un individuo en la ocurrencia de A con base en la infor-
macion K que dicho individuo posee. Bajo este enfoque, toda probabilidad
es condicional en la informacién de la cual se dispone. Este enfoque de la
probabilidad es ampliamente aprovechado por la metodologia Bayesiana y es
por ello que se puede decir que la estadistica Bayesiana va mas alld que la
estadistica frecuentista, pues busca aprovechar toda la informacién disponi-
ble.

En el enfoque Bayesiano de la estadistica, la incertidumbre presente en un
modelo de probabilidad, p(z | @), es representada a través de lo que se conoce
como una distribucion inicial, p(@), sobre los posibles valores del pardmetro
desconocido @ (tipicamente multidimiensional), que define al modelo. Asi,
desde la perspectiva Bayesiana de la estadistica, un modelo queda especifica-
do por una verosimilitud y una distribucién inicial, es decir, por el conjunto
{p(z|0), p(0)}. El Teorema de Bayes,
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p(x|0)p(0)
p(x)
p(x|0)p(0)

/ p( | 8)p(8) b
©

o p(x]6)p(0)

permite entonces incorporar la informacion contenida en un conjunto de datos
x = (1, ..., ,), produciendo una descripcién actualizada de la incertidum-
bre sobre los valores de los parametros del modelo, a través de la distribucion

final, p(0 | x).

De acuerdo con Wasserman (2010), la inferencia Bayesiana, en general,
se lleva a cabo de la siguiente manera:

1. Se elige un modelo estadistico p(x | @) que refleje nuestra creencia res-
pecto a x, dado 6.

2. Se determina una distribucién inicial p(@) que exprese nuestra creencia
respecto a @, antes de observar los datos.

3. Una vez observados los datos @ = (z1, ..., x,), se actualiza nuestra
creencia y se calcula la distribucién final p(0 | x).

La distribucién final, p(@ | ), nos permite construir medidas descriptivas
tales como la esperanza a posteriori o la varianza a posteriori, dadas por:

BO|z) - /@ép<é|w> a8,

Var(0|z) = /@(9—E(0|az))2p(0|m)d0.

Una manera formal de obtener estimadores puntuales de @ es mediante
la Teoria de la Decision (ver Wasserman (2010)), la cual es una teorfa for-
mal que permite comparar procedimientos estadisticos. Sea 8 € © y 6 un
estimador de 0, en el lenguaje de la Teoria de la Decision, a dicho estimador
se le conoce como regla de decisién y al conjunto de valores posibles de la
regla de decision se le conoce como acciones.
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La magnitud de la diferencia entre 6 y 0 puede medirse mediante una fun-
cién de pérdida L(6,60), donde L : ® x ® — R. Algunos ejemplos de
funciones de pérdida,para ©® C R, son:

L(6,6) = (6 —0) pérdida de error cuadratico,
L(6,6) = |6—6|, pérdida de error absoluto,
L(6,8) = |6 -0, pérdida L,

Debido a que el estimador es una funciéon de los datos, también suele deno-
tarse por 8(X). Para evaluar un estimador, se analiza la pérdida promedio o
T1€5g0.

Definicién 2.2.1. El riesgo de un estimador 0 se define como:

R(6,0) = Eo(L(6,0)) = /L(e,é(x))p(xw) dz.

Por lo tanto, para comparar dos estimadores, basta con comparar sus fun-
ciones de riesgo. Dicha comparacion se puede hacer mediante alguna medida
descriptiva de la funcién de riesgo, dos ejemplos de estas medidas son el
riesgo mdzimo y el riesgo de Bayes.

Definicién 2.2.2. FEl riesgo mdximo se define como:

R(0) = sup R(0, ).
0
El riesgo de Bayes se define como:

r(0.6) = [ R(6.8)p(6)db.

en donde p(0) es una distribucion inicial para 6.

De la definicién anterior, se puede concluir que una manera de elegir un
estimador puntual es tomando aquel estimador que minimice el riesgo de
Bayes, lo cual tiene como consecuencia el siguiente teorema.
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~

Teorema 2.2.3. Dada la funcién de pérdida L(0,0) = (6—0)2, entonces

el estimador Bayesiano es

@(ac):/Bp(0|x)d0:E(0|X:x).

Si L(6,0) = |0 — 8|, entonces el estimador Bayesiano es la mediana de
la distribucion posterior p(0 | x).

En algunos casos, ademas de un interés respecto a las caracteristicas de
0, también se desea describir el comportamiento de observaciones futuras del
fenémeno aleatorio que se estd estudiando, es decir, hacer predicciéon. Dicho
problema puede ser atacado desde el enfoque Bayesiano: el modelo p(z | 0) y
la distribucién inicial p(€) inducen una distribucién conjunta para el vector
aleatorio (X, ©) mediante la probabilidad condicional, pues

p(z, 8) = p(x|0)p(0).

Asi, al obtener la densidad marginal, se tiene que

pla) = / ple, 6) d6

_ / plz|6)p(8) db. (2.4)

A la ecuacién ([2.4) se le conoce como distribucién predictiva inicial y
describe el conocimiento acerca de una observacion futura X, basado unica-

mente en la informacién contenida en p(0); dicha expresién no depende de
6.

Después de observar los datos, el modelo p(z |80) y la distribucién final
p(0@ | x) inducen una distribucién conjunta para el vector aleatorio (X, ©),
condicional dados los datos ® = {z1, ..., x,}, pues
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p(z, 8]x)

en donde p(z |0, x) = p(x|0)
y X =(Xy, ..., X,) dado ©.

p(x|x)
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p(z, 0, x)
p(x)
p(z]6, )
p(x)

p(x]6, z)p(6|x)
p(z|6)p(6 ),

se sigue de la independencia condicional de X
Al marginalizar, se obtiene

(2.5)

A la ecuacion ([2.5) se le conoce como distribucién predictiva final y des-
cribe el conocimiento acerca de una observacién futura X basado tanto en la

informacién contenida en p(0)
x ={zy, ..

como en la informacién muestral

., T }. Dicha distribucién no depende de 6.

Definicién 2.2.4. Sea p(zq, ..

bles aleatorias X, ..
bles si p(z1, ...
wde{l,..., n}.

. Tn) = P(Tx

.y Xy,. Decimos que X1, .

.y &) la densidad conjunta de las varia-
.., X, son intercambia-

(1)s - -+ Ta(n)), Para todas las permutaciones

Se puede ver que si @ ~ p(0) y X, .
0, entonces, marginalmente, X, .

.., X, son i.i.d condicionalmente, dado
.., X, son intercambiables, pues
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p(z1, .oy ) = /@p(xl, ., T, |0)p(0)do
::A{gmmm}w
- /@ {gpmﬂme)}de

= p(Tr1)s -5 Ta(m))-

A continuacion, el Teorema de Representacion de de Finetti nos dice que la
afirmacién anterior también es cierta en el sentido inverso (véase Hoff (2009)
y Bernardo y Smith (1994)).

Teorema 2.2.5. Sea X1, Xs, ... una sucesion infinita de variables alea-
torias. Supongase que, para cualquier n € N, la sucesion Xq, ..., X, es
intercambiable. Entonces, se tiene que

gmbmﬂmzé{nmmm}w,

para algun pardmetro 8, alguna distribucion inicial para 6 y algin modelo
p(z)0).

Se vera ahora que existen algunos casos donde la distribucién final se
puede encontrar de manera relativamente sencilla y sin necesidad de calcular
integrales.

Definiciéon 2.2.6. Una clase P de distribuciones iniciales para 0 se llama
conjugada respecto al modelo p(x | 0) si

p(@) € P=p@|x)cP.

Ejemplo. Sea X ~ Bin(n, 6), donde
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P(X =z|0) = (2)990(1 —o ",z e{l, ..., n}

Una vez que se han observado los datos @ = xy, ..., x,, se quiere obtener una
distribucién inicial para 6. Una opcién es 6 ~ Beta(a, b), pues esta variable
aleatoria toma sus valores en el intervalo [0, 1]. Recordemos que una variable
aleatoria Beta tiene funcién de densidad dada por

[(a+0b)

a—1(1 _ p\b-1
I‘(a)F(b)e (1—-0)""".

f(0]a, b) =

Por lo tanto, se tiene que

p(0]@) o [1:[1 (”) 6% (1 — e)n—xi] —E((Z;(Z)) 6 (1 — )

x 9{”2;1“*1}(1 — 9){b+n*2?:1 xz‘fl}.

Por lo tanto, como p(#|x) es proporcional al kernel de una distribucién
Beta con pardmetros (a + Y ., @i, b+n— > x;), se tiene que p(f|x) ~
Beta(a+ Y @i, b+n—> " x;), es decir, la clase de distribuciones ini-
ciales Beta es conjugada para el modelo Binomial.

U

Hoff (2009) proporciona expresiones para encontrar distribuciones iniciales
conjugadas para modelos de la familia exponencial.

2.2.2. Métodos MCMC

La implementacion de las técnicas Bayesianas usualmente requiere de un es-
fuerzo computacional muy alto. La mayor parte de este esfuerzo se concentra
en el calculo de ciertas caracteristicas de la distribucién final del parame-
tro de interés (denominados comunmente resimenes inferenciales). Asi, por
ejemplo, para pasar de una distribucion conjunta a una coleccién de distri-
buciones y momentos marginales que sean utiles para hacer inferencias sobre
subconjuntos de parametros, se requiere integrar. En la mayoria de los casos
los resimenes inferenciales basicos se reducen a integrales de la forma

S1{9(8)} = / 4(0)p(x| 0)p(0) 6.,
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donde g : R =R, 0 = (0, ...,00), 1 C{1,...,d}, I°={1,....,d}\ Iy
elc:{ei . ZEIC}

Se vio que en el caso en el que se tiene una clase de distribuciones iniciales
conjugadas para un modelo, el calculo de la distribucién posterior no requiere
de integrales complicadas; en otros casos es posible realizar una evaluacién
explicita de dichas integrales. Sin embargo, en muchos casos la evaluacion
de las integrales es muy complicada o no existe una forma cerrada para re-
solverlas, por lo que es necesario el uso de aproximaciones numéricas o de
técnicas de simulacion como, por ejemplo, los métodods Monte Carlo via Ca-
denas de Markov (MCMC, por sus siglas en inglés). Ademds de ayudarnos
a implementar una solucién numérica, dichas técnicas nos permiten obtener
muestras de alguna distribucion final.

El material de esta seccién esta basado en los textos de Gamerman y
Lopes (2006), Gelman et al. (1995), Gilks et al. (1996), Hoff (2009), Rincén
(2012), Robert y Casella (2004 y 2010) y Wasserman (2010).

Integracion Monte Carlo

Supdngase que se desea evaluar una integral del estilo

I:/abh(a:)dx

para alguna funcién h. En el caso en el que h sea, por ejemplo, una funciéon
trigonométrica o un polinomio, la integral puede resolverse de forma cerrada.
La idea basica del método Monte Carlo consiste en escribir la integral [
como el valor esperado de la funcién h con respecto a alguna distribuciéon de
probabilidad, es decir, dada una variable aleatoria X cuyo soporte contiene
al intervalo (a, b), se escribe

I = Byfw(X)] = / w() () dr.

con w(z) = h(x)/f(z), con f(x) > 0 para x € [a, b, y se genera una muestra
Xq, ..., Xy ~ f. Por la Ley de los Grandes Numeros, se tiene

N
.1 P
I= N;wm) = Effw(X)] =1.
Cuando E;[w?(X)] < oo, la varianza asintética de la aproximacion estd dada
por
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. 1 /°
Var(D) = ; [ (wle) = Eu(X))?da.
la cual también puede aproximarse a partir de la muestra Xy, ..., Xy ~ f

CcOo1mo

UN = %Z [w(ml) — lcr

i=1

Muestreo por Importancia

Este método recibe su nombre porque se apoya en las llamadas funciones
de importancia, las cuales se utilizan en lugar de las funciones originales.
Considérese de nuevo la integral I = [w(z)f(x)dx, con w y f como en
la seccién anterior. El método Monte Carlo bésico consiste en generar una
muestra X, ..., Xy ~ f para evaluar la integral. Sin embargo, existen casos
en los que no sabemos cémo generar una muestra de f. Por ejemplo, en el
célculo de la distribucién posterior p(@ | x), no hay garantia de que se trate
de una distribucién conocida.

El Muestreo por Importancia es una generalizacién del método Monte Carlo
bésico que nos permite resolver este problema. Sea ¢ una densidad de pro-
babilidad de la cual sabemos cémo generar facilmente muestras. Entonces,

I= /w(x)f(x) i = /Mg(x) dr = E, [M] |

9(x) 9(X)
Se puede generar una muestra Xi, ..., Xy ~ ¢ y estimar [ mediante la
expresion
N
i iz w(X;) f(Xi)
N—=  ¢(X;)

Nuevamente, por la Ley de los Grandes Numeros, I 2 1. La varianza del
estimador I depende de la seleccién de g, lo cual puede ocasionar que [
tenga un error estandar infinito, pues al calcular el segundo momento de

w(X;) f(X;)/9(X;), se tiene
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cuyo valor puede ser infinito si g tiene colas mas ligeras que f. Para evitar
esto, se recomienda que g

= Sea facil de simular;
= Tenga una forma similar a h, la funcién que se desea integrar;

= Tenga colas mas pesadas que f.

De hecho, puede decirse cuél es la eleccién éptima para g (véase Wasser-
man (2010)).

Teorema 2.2.7. La eleccion de g que minimiza la varianza de I es

_ w(@)lf@)
T ()| f(s) ds

9" (z)

El teorema Unicamente tiene interés tedrico pues, si no sabemos cémo
simular de f, puede ser mas complicado simular de g*.

Algunos Conceptos de Procesos Estocasticos

En general, no es posible generar directamente muestras de una funcién
arbitraria, sobre todo en el caso en el que se trabaja en dimensiones altas.
La idea de los métodos MCMC consiste en una aproximacién indirecta en la
que se requiere simular Cadenas de Markov, por lo anterior se necesita definir

algunos conceptos de la teoria de los Procesos Estocasticos y las Cadenas de
Markov.

Definicién 2.2.8. Un proceso estocdstico es una coleccion de varia-
bles aleatorias {X; : t} parametrizada por un conjunto T, llamado espa-
cto parametral, en donde las variables toman valores en un conjunto X,
llamado espacio de estados.

El espacio parametral, T', puede ser continuo, es decir, T C R, o discreto,
es decir T = {0, 1, 2, ...}. En este tltimo caso, se dice que el proceso es a
tiempo discreto, y este tipo de procesos puede denotarse explicitamente por
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X(), Xl, XQ, ..., O por {Xn ne N}

A continuacién se definirdn las cadenas de Markov (con espacio para-
metral discreto), que serdn de gran utilidad para el resto de los métodos
utilizados en esta seccion.

Definicién 2.2.9. El proceso {X,, : n € N} es una cadena de Markov
si se cumple que

P(Xn+1 = Tn+1 ’XO = Zoy - -+, Xn = wn) = P(Xn+1 = $n+1‘Xn = xn)7
para cualquier n € N y cualesquiera estados xg, T1, ..., Tpi1 € X.

Esta propiedad es equivalente a

p(zo, .-y Tny1) = p(o)p(11 |$0) c (g | ).

Lo anterior quiere decir que la probabilidad del evento futuro (X, 11 = x,11)
depende tnicamente del evento (X, = z,). A la probabilidad condicional
P(X,11 = opy1 | X,y = ) se le denomina probabilidad de transicién del
estado x,, en el tiempo n al estado x,,1 en el tiempo n + 1.

Definicién 2.2.10. Una cadena de Markov se llama homogénea si

P(XnJrl:j‘Xn:i):P(XlzleOIi)v

es decir, la probabilidad de transicion del estado i al estado j no cambia
con el tiempo. Por simplicidad, P(X,41 = 7| X, = 1) suele denotarse
como p;;(n, n+1).

Definicién 2.2.11. Se dice que el estado j es accesible desde el estado
i st existe un entero n > 0 tal que P(X,, = j| Xo =1) = p;j(n) > 0, esto
se escribe simplemente como i — j. Se dice ademds que los estados i y j
son comunicantes, y se escribe i <> j, si se cumple i — j y j — 1.
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La comunicacién resulta ser una relacion de equivalencia en el espacio de
estados de una cadena de Markov y, por lo tanto, induce una particion dada
por los subconjuntos de estados comunicantes. Se dice, ademds, que una
cadena de Markov es irreducible si todos los estados se comunican entre si.

Definicion 2.2.12. El periodo es un estado i es un nimero entero no
negativo, denotado por d(i), y definido como sigue:

d(i) =m.c.d.{n>1: p;(n) > 0}.

Cuando py;(n) = 0 para todo n > 1, se define d(i) = 0. En particular, se
dice que un estado i es aperiddico si d(i) = 1. Cuando d(i) =k > 2, se
dice que 1 es periodico de periodo k.

El periodo es una propiedad de clase, es decir, todos los estados de una misma
clase de comunicacion tienen el mismo periodo.

Proposicion 2.2.13. Si los estados i y j pertenecen a la misma clase de
comunicacion, entonces tienen el mismo pertodo.

También resultara de interés estudiar el primer momento en el que una
cadena de Markov visita un estado particular o un conjunto de estados.

Definicién 2.2.14. Sea A un subconjunto del espacio de estados de una
cadena de Markov {X,, : n > 0}. El tiempo de primera visita al
conjunto A es la variable aleatoria

min{n >1: X, € A} s X,, € Apara algin n > 1,
’T o
A o0 en otro caso.

En otras palabras, 74 es el primer momento positivo en el cual la cadena toma
un valor dentro de la coleccién de estados A, en caso de que ello suceda.
Cuando A = {j}, y si suponemos que la cadena inicia en el estado i, se
escribird 7;;.
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Definicién 2.2.15. Para cada n > 1, el numero f;j(n) denota la proba-
bilidad de que una cadena que inicia en el estado v lleque al estado j por
primera vez en exactamente n pasos, es decir,

fijn) =P(Xn=3, X, 1 #J,...., X1 #j| Xo=1).

Adicionalmente se define f;;(0) =0, incluyendo el caso i = j.

Nétese que fi;(n) = P(1;; = n) y, en particular, f;;(n) es la probabilidad de
regresar por primera vez al mismo estado ¢ en el n-ésimo paso.

Los estados de una cadena de Markov pueden ser clasificados en dos

tipos, dependiendo si la cadena es capaz de regresar, con certeza, al estado
de partida.

Definicién 2.2.16. La cadena irreducible X; se dice recurrente, si para
todo estado 1,

Pmin{t>0: X;=i|Xo=1i} <o0)=1.

Un estado que no es recurrente serd transitorio, y en tal caso la proba-
bilidad anterior es estrictamente menor que 1.

Entonces, un estado es recurrente si con probabilidad 1 la cadena es capaz de
regresar eventualmente a ese estado, y cuando ello ocurre en algiin momento

finito, por la propiedad de Markov, se puede regresar a €l una y otra vez con
probabilidad 1.

Teorema 2.2.17. El estado i es

1. Recurrente, si y solo si ZP(Xn =1i|Xo=1)=o00.

n=1

2. Transitorio, si y solo si Z P(X,=1]Xy=1) < 0.

n=1
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En Rincén (2012) se demuestra que toda cadena de Markov finita tiene, por
lo menos, un estado recurrente.

Definicién 2.2.18. El titempo medio de recurrencia de un estado
recurrente, 7, a partir del estado i, se define como el valor esperado de
Tij, Y se denota por ji;;, es decir,

[e.e]

pi = B(ryj) = Y _nfy(n).

n=1

Definicién 2.2.19. Se dice que un estado recurrente, i, es:
1. Recurrente positivo, si ji; < 00.

2. Recurrente nulo, si p; = oo.

La recurrencia positiva es una condiciéon necesaria para garantizar que una
cadena irreducible tenga una distribucion estacionaria.

Definicién 2.2.20. Una distribucion de probabilidad m = (7o, 71, ...) €s
estacionaria o itnvariante para una cadena de Markov con probabili-
dad de transicion p;;, si

Ty = E TiPij-
i

Resulta que en el caso de una cadena de Markov recurrente positiva (to-
dos sus estados son recurrentes positivos), la distribucién estacionaria (que
es nuestra distribucién objetivo) también es una distribucion limite de itera-
ciones sucesivas de la cadena. Esto se cumple para cualquier valor inicial de
la cadena. El siguiente teorema es de gran utilidad para las implementaciones
numéricas sucesivas (véase Gilks et al. (1996)).



2. PRELIMINARES 31

Teorema 2.2.21. 57 X; es una cadena de Markov irreducible, aperiodica
y recurrente positiva, entonces tiene una unica distribucion estacionaria,

7(-). En este caso, llamamos a X; ergodica, y se cumplen las siguientes
condiciones:

1. pij(n) — m;, cuando n — 0o, para cualesquiera estados i y j.

2. SiE[|f(X:)|] < o0, donde f(-) es una funcion que toma valores en
los reales, entonces

P (=L o) -1

donde E;[f(Xy)] = >, f(Xi)m(X;) es la esperanza de f(X;) con
respecto a m(+).

Diremos, ademas, que se cumple la condicion de balance detallado, si
para una cadena de Markov irreducible y con distribucién estacionaria m se
tiene TiPij = T;Pji-

Proposicion 2.2.22. Dada una cadena de Markov irreducible para la
cual existe una distribucion m que satisface la condicion de balance deta-
llado, entonces w es una distribucion estacionaria.

Considérese nuevamente el problema de estimar la integral
I = [h(z)f(z)dz. La idea principal de los métodos MCMC es construir
una cadena de Markov X7, X, ..., cuya distribuciéon estacionaria sea f. De

acuerdo con el Teorema [2.2.21]
p(ZAC0

n

— Ef[h(Xt)]) = 1.

En este trabajo se consideraran los algoritmos de Metropolis-Hastings y
Muestreo de Gibbs, pertenecientes a la familia de métodos MCMC.

El algoritmo de Metropolis-Hastings
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Sea X ~ f(x), se desea generar una muestra de f(x).La idea detrds de
este método es la siguiente. Dada una distribucién de transicién ¢(y | z), de
la que se sepa cémo generar muestras, se crea una sucesion de observaciones
Xo, X1, ..., como sigue.

Algoritmo 1 Algoritmo de Metropolis-Hastings

Elegir X, de manera arbitraria. Supdéngase que se han generado
Xo, Xy, ..., X;. Para generar X;,; se hace lo siguiente:

1: Generar Y ~ ¢(y| X;).
2: Evaluar r = r(X;, Y), donde

r(z, y) = min {—
3: Generar U ~ Unif(0, 1).

4: Elegir
Y, U<r
X' — ) )
il {X U>1-r.

Este proceso genera una Cadena de Markov con una distribucién de transicién
P(Xi1 [ Xi) = r(Xiv1, X)g( X1 | X5).

El paso (2) del algoritmo (1] suele simplificarse al tomar la distribucién de
transicién simétrica; esto quiere decir ¢(x |y) = q(y|x). Con lo anterior, el
calculo de r queda como

(o) =min { £, 1},

Una eleccion comun de una distribucion de transicién simétrica suele ser
q(y|x) ~ N(z, b?), con b > 0.

Para ver por qué el algoritmo funciona, recordemos que una distribucion
7 satisface la condicién de balance detallado si m;p;; = m;p;i. De acuerdo
con la Proposicién [2.2.22] si m satisface la condicién de balance detallado,
entonces es una distribucién estacionaria.
Se cambiara la notacién puesto que se esta trabajando con cadenas de Mar-
kov con espacio de estados continuo; se denotard por p(z, y) a la proba-
bilidad de pasar del estado z al estado y, y por f(x) en lugar de 7w a la
distribucion. Con esta nueva notacion, f es una distribucion estacionaria si
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f(z) = [ f(y)p(y, z)dy, y la condicién de balance detallado se cumple para
fst f(x)p(z, y) = f(y)ply, ).

Si se cumple la condicién de balance detallado, entonces
[t iy = [ f@te ) dy
= f(l‘)/p(:r, y) dy

= [fla),

es decir, f(z) = [ f(y)p(y, z) dy. Considérense los puntos z y y, entonces se
cumple que

f@)a(y|z) < fly)a(zly) o f(x)elylz) > fly)a(z|y),

el caso f(x)q(y|x) = f(y)q(x]|y) se excluye porque dos distribuciones conti-
nuas son iguales con probabilidad cero. Sin pérdida de generalidad, supéngase

que f(z)q(y|=) > f(y)a(x|y); esto implica que

~ f)alzly)
@) = ey 2)

y que 7(y, ) = 1. Como p(z, y) es la probabilidad de pasar del estado x al
estado y, se requieren dos cosas: (i) la distribucién de transicién debe generar
a y,y (i7) se debe aceptar el valor de y. Entonces,

p(z,y) = qly|z)r(z, y)
B AT Walzly)
= WD T

— 24tz

Por lo tanto,
f@)p(z, y) = f(y)a(z|y). (2.6)

Por otro lado, p(y, =) es la probabilidad de pasar de y a x; se requieren dos
cosas: (1) la distribucién de transicién debe generar a x, y (ii) se debe aceptar
el valor de x. Lo anterior ocurre con probabilidad

p(y, ©) = q(x|y)r(y, ) = q(z | y).
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Por lo tanto,

fWply, ) = f(y)a(z|y).

Al comparar las ecuaciones (2.6)) y (2.2.2)), se verifica que f satisface la con-
dicion de balance detallado y, por lo tanto, es una distribucién estacionaria.

El muestreo de Gibbs

La idea de este método es convertir un problema multidimensional en
varios problemas unidimensionales. Dada p > 1 y la variable aleatoria
X = (Xy, ..., X,), donde las X/s pueden ser unidimensionales y multidi-
mensionales, supéngase que se pueden simular muestras de las densidades
condicionales completas fi, ..., fp, es decir, se puede simular,

Xl X1, Xo, o0, X, X, oo, Xp ~ filwg | @, 2o, -0, Timq, Tiga),

para ¢ = 1, 2, ..., p. El algoritmo de muestreo de Gibbs esta dado por la
siguiente transicién de X; a X;,1.

Algoritmo 2 Muestreo de Gibbs

En la iteracién t = 1, 2, ..., dado z® = (xY), cey a:g)):
1: Generar Xftﬂ) ~ fi(z1 | xét), ceey Ig))-

2: Generar Xétﬂ) ~ fa(za| xﬁt“), ﬂcét), cee xz()t))-

p: Generar XI(,HU ~ fplzp | Igtﬂ)’ ce x](gt:l))-

Este proceso genera una Cadena de Markov con una distribucion de transicion

P(Xi | Xy) = Hp () ]X t+1) --;Xi(il), Xi(ﬁl)’ - ’X(t+1))'

p—1
Analisis de Convergencia
Una vez que se ha implementado alguno de los algoritmos anteriores,

pueden surgir dificultades numéricas que provoquen que la convergencia del
algoritmo sea muy lenta.
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1. Una de estas dificultades puede darse cuando la cadena no ha tenido
un numero suficiente de iteraciones, pues, de manera tedrica, la distri-
bucién estacionaria se obtiene cuando el nimero de iteraciones tiende
a infinito; en este caso, las simulaciones parecerian no ser una muestra
representativa de la distribucion objetivo. Inclusive si las simulaciones
parecen haber alcanzado la convergencia, las iteraciones iniciales refle-
jan de mayor manera a la aproximacion inicial que a la distribucion
objetivo.

2. Otra dificultad se da al observar la correlacién entre iteraciones su-
cesivas o autocorrelacion de la cadena; ademas de los problemas de
convergencia, la inferencia que se obtiene sobre observaciones corre-
lacionadas suele ser menos precisa que la inferencia que se obtendria
sobre el mismo numero de observaciones no-correlacionadas.

En el primer caso, para disminuir la influencia de las primeras iteraciones,
se desecha un numero suficientemente grande de iteraciones y se observa
el comportamiento de la cadena después de este nimero de iteraciones. Al
numero de iteraciones desechado se le conoce como periodo de calentamiento.
En Gamerman y Lopes (2006), Gelman et al. (1995) y Gilks et al. (1996), se
pueden consultar algunos métodos para estimar el periodo de calentamiento.

En el segundo caso, de acuerdo con Hoff (2009), mientras mayor sea auto-
correlacién de la cadena, mayor sera la varianza del algoritmo MCMC y la
aproximacion a la distribucién estacionaria serd menos eficiente. Para obser-
var qué tan autocorrelacionada esta la cadena, suele analizarse la funcién de
autocorrelacién muestral con retraso o (lag, en inglés) t, que para una suce-
sién {¢1, ..., ¢s}, estima la correlacion entre elementos de la sucesion que
se encuentran a t pasos de distancia. Dicha funcién se calcula de la siguiente
manera:

LSS (6 ) (bre — D)
f _ S—t s=1 i 7
o) L7 (6.— 9

esta funcion se puede calcular en R mediante el comando acf (), que permite
observar graficamente el valor de acf;(¢) para varios valores de . Se necesita
buscar un valor de t tal que la autocorrelacién de la cadena sea razonable-
mente baja, y quedarse con las t-ésimas iteraciones de la cadena.
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2.2.3. Enfoque No-Paramétrico de la Estadistica Ba-
yesiana

Los conceptos de estadistica paramétrica y no-paramétrica se refieren, esen-
cialmente, la las hipdtesis que se plantean respecto a la distribucién de las
observaciones disponibles. Por ejemplo, dada una muestra vy, ..., y,, una
suposicion comun es que las y;’s son obtenidas de manera independiente de
una distribucion de probabilidad F'. El problema estadistico comienza cuando
existe incertidumbre respecto a F'. Sea f la funcion de densidad de probabi-
lidad de F'; un modelo estadistico surge cuando se sabe que f es un elemento
fo de una familia F = {fs : # € ©}, indexada por un conjunto de pardme-
tros # de un conjunto de indices ©.

Los modelos que son descritos por un vector 6 conformado por un niime-
ro finito de valores, por lo general, reales, son denominados como modelos
finito-dimensionales o paramétricos. Los modelos paramétricos pueden des-
cribirse como F = {fp : 6 € ® C RP}. El objetivo del anélisis es, entonces,
utilizar la muestra observada para reportar un valor aceptable para #, o por
lo menos determinar un conjunto de ® que, de manera ideal, contenga a 6.

En muchas situaciones, sin embargo, restringir la inferencia a una forma
paramétrica especifica puede limitar el alcance y tipo de inferencias que se
pueden obtener a partir de dichos modelos. Por lo tanto, seria necesario de-
bilitar las hipdtesis paramétricas para tener mayor flexibilidad, en este caso,
y procediendo de manera Bayesiana, se necesita especificar una distribucion
inicial para un espacio de pardmetros de dimension infinita. Una forma de
especificar dichas distribuciones iniciales es mediante procesos estocasticos
cuyas trayectorias son distribuciones de probabilidad.

Los parametros de interés infinito-dimensionales suelen ser funciones, por
ejemplo, funciones de densidad de probabilidad, funciones de distribucién, o
funciones de regresion. El considerar distribuciones de probabilidad requiere
la definicién de medidas de probabilidad sobre una coleccion de funciones de
distribucion. Dichas medidas de probabilidad se denominan medidas de pro-
babilidad aleatorias. De manera muy breve, supongase que se tiene un espacio
de probabilidad (€2, A, ) y S, un espacio métrico completo y separable, con
la o-dlgebra de Borel, B. Sea M (S) el espacio de medidas de probabilidad
sobre S, dotado con la topologia de la convergencia débil, lo cual lo convierte
en un espacio métrico completo y separable. Las distribuciones iniciales Ba-
yesianas no-paramétricas que se presentan a continuacion son distribuciones
sobre M (S). Es decir, si d es una métrica que induce una topologia en F,
donde F es la familia de funciones de distribucion acumulada, para una medi-
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da de probabilidad G, se busca segurarse que P{F € F : d(F, G) < ¢} > 0,
para toda e > 0.

El Proceso Dirichlet

La primera construccién importante para asignar distribuciones iniciales a
espacios de parametros de dimension infinita fue propuesta por Ferguson
(1973), y lleva el nombre de Proceso Dirichlet; como su nombre lo indica,
tiene como punto de partida a la Distribuciéon Dirichlet. Esta distribucion
es una generalizacion multivariada de la Distribucion Beta, y sirve como un
modelo conjugado para la Distribucion Multinomial.

_ <k
Sea o = (a, ..., ap), con a; >0y ag = ) ;| @, entonces

0 ~ Dir(aq, ..., ag)
p(#) = Dir(0|a, ..., o)
_ F(Oﬂ+'--+ak>9?1*1',_9;§k_1’

Paa) -+ T(ew)

conf; >0y Z?Zl@ = 1.

De manera formal, el Proceso Dirichlet es un proceso estocastico cuyas
realizaciones son, con probabilidad uno, medidas de probabilidad. Dado un
espacio de probabilidad (£, B, P) y By, ..., By una particién de €2, decimos
que P se distribuye de acuerdo con un Proceso Dirichlet si

(P(By), ..., P(By)) ~ Dir(aPy(By), ..., aPy(By)),

donde P es una medida de probabilidad base y a > 0 es un parametro de
concentracion que controla la aproximacion de P hacia Fy. Lo anterior se
denota como P ~ DP(aF).

La definiciéon del Proceso Dirichlet y las propiedades de la distribucién Diri-
chlet implican que para cualquier B € B:

P(B) ~ Beta(aPy(B), a(l — Py(B))),
E(P(B)) = R(B),
R(B)(1 ~ A(B))

Var(P(B =

(P(B) —
Ademas, dada una muestra aleatoria Y7, ..., Y,, con Y; ~ P, entonces

para cualquier particion By, ..., By de €,

P(By), ..., P(By)|y ~ Dir (aPO(Bl) +) Lyen, - aPo(B) + Y ]lyieBk> ,

i=1 i=1
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donde y = (y1, - - -, Yn)-
De lo anterior se obtiene que

Ply~DP <apo+25yi).

El nuevo pardmetro de concentracion es a +n y la esperanza posterior de P
tiene la expresion

n

B ) = (2 ) e+ () 236

=1

Este proceso es restrictivo, pues genera distribuciones discretas con probabi-
lidad uno.

Procesos Libres de Cola

La nocién de Proceso Libre de Cola ( Tail-Free, TF) fue introducida por Freed-
man (1963) Y Fabius (1964) y antecede al Proceso Dirichlet. Supéngase que
(2 es un espacio muestral completo y separable, £ = {0, 1}, denotemos al
producto cartesiano de E consigo mismo como E™ = E x ... x E, E* = ()
y E* = U,_y E™. Se escribird a e € E™ como un enterio binario, es de-
cir, € = &1---&,,, con g; € E. Un Proceso Libre de Cola se define mediante
la asignacién de probabilidades aleatorias a conjuntos que conforman una
sucesion de particiones anidadas del espacio muestral, utilizando a € € E*
para indexar a los miembros de la particion, B, de la siguiente manera. Sea
mo = {Q}, m = {Bo, B1}, m = {Boo, Boi1, Bio, B11}, ..., una sucesién de
particiones anidadas de €, tales que B, = B, UB, vy BN B, = () para cada
€=¢1-&m € £ es decir, m, es una particion de €2 y 7,1 un refinamiento
de m, que se obtiene de la descomposicién de cada conjunto B, € m, dada
por B, = By U Bq.

Supdngase que B, es un intervalo abierto por la izquierda y cerrado por
la derecha, salvo en el caso € = 1---1y que |J, _,mm es un generador de
la o-dlgebra de Borel sobre €2; la ltima condicion se asegura si la colec-
ciéon de extremos derechos de B, es densa en (). Se puede describir una
medida de probabilidad F' al especificar todas las probabilidades condicio-
nales {Y. = F(By|B:) : ¢ € E*}. Una distribucién inicial para F' pue-
de definirse, por lo tanto, al especificar las distribuciones conjuntas de las
probabilidades condicionales Y, esta especificacion puede entenderse como
un arbol en donde las distribuciones de probabilidad en los distintos nive-
les de jerarquia pueden interpretarse como las especificaciones iniciales en
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los distintos niveles del arbol. Una distribucion inicial para F' se dice libre
de cola con respecto a la sucesién de particiones {m,}>°_, si las coleccio-
nes {Yp}, {Yo, Y1}, {Yoo, Yo1, Y0, Y11}, - .., son mutuamente independientes.
Notese que las variables dentro del mismo nivel de jerarquia no necesaria-
mente deben ser independientes, inicamente las variables que se encuentran
en niveles de jerarquia diferentes necesitan serlo.

La familia de Procesos Libres de Cola incluye al Proceso Dirichlet como
un caso particular muy importante, pues es el tinico proceso que es Libre de
Cola con respecto a cualquier sucesién de particiones (véase Ferguson, 1974).

2.3. Arboles de Pdlya

Este proceso se basa en particiones binarias del espacio muestral €2 (gene-
ralmente R); es un proceso menos restrictivo, pues permite generar tanto
distribuciones discretas como continuas, con probabilidad uno, y tiene como
caso particular al Proceso Dirichlet. Fue propuesto por Ferguson (1974) y
estudiado posteriormente por Mauldin et al. (1992) y Lavine (1992, 1994).
Son dos las caracteristicas que definen a un Arbol de Pélya:

s [l ={B,e=¢1--¢6, :¢;,€{0,1}, m=0,1,2,...}, un conjunto de
particiones binarias anidadas de €2,

» A ={a,e=¢e1- g, ¢ €{0,1}, m=0,1,2,...}, un conjunto de
parametros tal que cada a, esta asociado al conjunto B,.

Sea Il = {B.,..,, } el conjunto de particiones binarias anidadas de 2 = R,
tal que en el nivel m =1, 2, ..., se tiene una particién de R con 2" elemen-
tos, y donde el indice 7 = 1, 2, ..., 2™ identifica al j-ésimo elemento de
la particién en el nivel m. Es decir, en el nivel m, B, .., se particiona en
(Bey. 0, Beyoe,1) para el nivel m+ 1, con Be, ..., 0 N Bey.oepi1 = 0.

Sea A = {a., ..., } el conjunto de pardmetros tal que cada a,..., estd
asociado al conjunto B.,...,,. El parametro a,...,, es tal que define las pro-
babilidades condicionales

Yo=P(Y €By|YE€B) y Ye=PY €B,|Y €B)=1-Yy.

Por lo tanto, para los conjuntos en el nivel m, la probabilidad de que Y
pertenezca al conjunto B.,..., es el producto de todas las probabilidades
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condicionales a,...,,, una para cada nivel, a donde pertenece el conjunto

B

e, - LS decir,

P(Y S Bs1---sm) = HY:-Sl“'Eﬁ

donde Y ..cj—1,0 ~ Beta(og,..cj—10, Qeyocj11) ¥ Yepejm11 = 1 = Yo i1
debido a que las variables aleatorias Y,y y Y., la distribucion inicial Beta
resulta conveniente para dichas variables. Lo anterior se expresa de manera
formal en la siguiente definicién.

Definicién 2.3.1. Sea A = {a., e €U, _,{0,1}"} un conjunto de
numeros reales no negativos, m =1,2, ..., y

H={B,e=¢c1--en :¢;€{0,1}, m=0,1,2,...} un conjunto de par-
tictones binarias anidadas de ). Se dice que una medida aleatoria de pro-
babilibad F sobre (R, B) tiene una distribucién inicial de Arbol de
Pdlya con parametros (11, A), siparam = 1,2, ... yparac =&y, €
{0,1}™:

m

1. F(Beye,) = [ [ Yeioe,.

J=1

2. Las probabilidades condicionales Yz, ..., 0 son variables aleatorias
independientes tales que

Y€1~~-€j_170 ~ Beta‘(a61“~6j_1,07 a€1~--€j_1,1)’
}/;1"'€j—1,1 = 1- 5/61"6]'—170'

Se escribe F ~ PT (11, A).

El Proceso Dirichlet es un caso particular del Proceso de Arbol de Pdlya,
que se caracteriza por la condicién a.,+0a., = a., paratodoe € | J,°_, {0, 1}™,
sin embargo, a diferencia del Proceso Dirichlet, el Arbol de Pélya puede gene-
rar distribuciones de probabilidad absolutamente continuas, con probabilidad
1. Kraft (1964) y Metivier (1971) demostraron que a,....,, = m? es una con-
dicion suficiente para garantizar que un Arbol de Polya asigne probabilidad
1 a la clase de las distribuciones de probabilidad absolutamente continuas. El



2. PRELIMINARES 41

Proceso de Arbol de Polya pertenece a la clase de Procesos Libres de Cola,
sin embargo, a diferencia del Proceso Dirichlet, el Arbol de Péya depende
de la particion del espacio muestral que se especifique.

Debido a que las variables aleatorias Y. siguen una distribucién de proba-
bilidad Beta, es posible encontrar expresiones para los momentos de F(B.)
Paracadace € |J,_, {0, 1}™, sean pi.o = E(Yzo), pte1 = 1—E(Y0), 50 = E(Y)
v se1 = E([1 — Y]?) el primero y segundo momentos de una distribucién
Beta(awo, ae1), entonces

E{F(B.,...)} = HII"LEI"‘E]'
j=1

Var {F(B€1---€m)} = H8€1"'€j - Hﬂgl...5j~
j=1 j=1

Las condiciones anteriores permiten centrar a la medida F' |11, A ~ PT (11, A)
en alguna media inicial deseada, E(F) = Fj. La distribucién inicial de Arbol
de Pélya esta definida en términos de la particion I y el conjunto de pardme-
tros no-negativos A. Estos dos conjuntos deben reflejar nuestro conocimiento
inicial respecto a la medida de probabilidad F(-). Si supiéramos que el valor
verdadero de F'(-) es cercano a una distribucién Fy(+), por ejemplo N(0, 1),
podemos hacer que la distribucién inicial satisfaga E(F') = F de la siguiente
manera (ver, por ejemplo, Hanson y Johnson (2002)). Sea 7, la particién
de © en el nivel m del arbol y sea B., .., € 7, el cuantil F,'(k/2™),
k= 0,1,...,2™; sea N(eg) el entero con representacién en base 2 tal que
e=¢1-epn €U {0,1}™, se define

Bepocy, = {Fol (A;SQ E (%)) ’

con FyH(0) = —o0, Fy (1) = oco.

Si se toma a9 = a1 para todo € € [J,-_, {0,1}™, entonces

La distribucién Fjy juega un papel similar a la medida base en el Proceso
Dirichlet y se escribe F' ~ PT (Fy, A).
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Considérese la construcciéon F' ~ PT(Fp, A), una vez que el Arbol de
Pélya ha sido centrado alrededor de Fy, la familia A = {a., e € J,._,{0,1}"}
determina qué tanto F’ puede distar de Fj, tal como el parametro o del Pro-
ceso Dirichlet. El Arbol de Pélya tiene un nuimero infinito de parametros de
la familia A, para evitar una busqueda extensiva de una distribucién inicial,
a. suele elegirse dependiendo solamente de la longitud de la cadena binaria
e. Walker y Mallick proponen .,..., = am?, en donde o > 0 es un parame-
tro de precisién: mayores valores de a hacen que la distribucion inicial se
concentre mas cerca de Fy y valores menores de a ocasionaran una mayor
variabilidad alrededor de Fy. Al considerar valores distintos de o, Hanson y
Johnson (2002) encontraron que la familia o, ..., = am? es lo suficientemen-
te rica para capturar caracteristicas interesantes de las distribuciones bajo
consideracién, se denotard a esta familia como

Ao = {agzam2,€:€1---€m€ U {0,1}m}.
m=0

Mauldin et al. (1992) y Lavine (1992, 1994) demuestran varias propieda-
des del Proceso de Arbol de Pélya, incluyendo un resultado de conjugacion,
es decir, el Arbol de Pélya es la distribucién inicial conjugada de una medida
de probabilidad F' bajo una muestra aleatoria x1, ..., z,|F ~ F. Ladis-
tribucion posterior es, de nuevo, un Arbol de Pélya con parametros Beta
actualizados. El parametro a. se incrementa en 1 por cada xz; € B.. Sea

ne =y, 1(x; € B.) el ntimero de observaciones dentro del conjunto B..

Proposicién 2.3.2. Dada una muestra aleatoria xv, ..., v, | F ~ F y
F ~PT(I, A), entonces

Flxzy, ..., z, ~PT(II, A"),
donde los pardmetros Beta actualizados o € A* estan dados por

*
Q, = Q¢ + Neg.

Lavine (1992) encontr6 una expresiéon para el modelo marginal p(z1, ..., z,)
cuando 1, ..., z, |F ~ F y F ~ PT(Il, A). Supéngase que se tiene un
Arbol de Pélya centrado, con F | Fo, A ~ PT(Fy, A) o con la especificaciéon
F |11, Fy ~ PT (L, Fp). Sea fy la funcién de densidad de probabilidad de Fy;

a continuacion se introduce notacién para localizar una observacion, x, perte-
neciente a los conjuntos que forman parte de la particién del espacio muestral
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para los diferentes niveles de la particién anidada. Para cada m = 1,2,...,
sea €n(z;) = €1-+&m € U {0,1}™ el indice del subconjunto del nivel
m del drbol que contiene a z;, es decir, x; € B, ..., . También, sea m*(x;)
el menor nivel m tal que x; es el tnico punto en B (s,), entre xq,..., ;.
Finalmente, sean

j—1
n = Y 1(x; € B.),
i=1
a:(j) = a.+ ngj)
el nimero de observaciones w1, ...,z;_1 en B, y los parametros Beta que se

actualizan con dichos conteos, respectivamente.

Proposicion 2.3.3. La distribucion marginal de una muestra aleatoria
x1,...,T, estd dada por

. n T 0l e @0+ e et
p(T1,. .., 2,) = {H fo(zi) } H H *(];1 2 *(];1 . (2.7)
1=1

ji=2 m=1 Qe (@) Oéem,l(xj)o—’_ em—1(x;)1

Nétese que el producto [],, a:g()mj) / {a*(j ) +a’V } es igual a la

em—1(x;)0 em—1(zj)1
probabilidad posterior predictiva p(z; € B: | x1,...,2;_1) parac = €,(x;). Se
sigue de la Proposicién aplicada a p(F' | z1,...,x;_1), y de las expresio-
nes para los momentos de F'(B.,...,, ), sustituyendo E(Y.) = a.o/ (e + e1).
Condicionado sobre z; € B,, la distribuciéon condicional inicial predictiva es
Fb, es decir, tiene densidad fo(x;) {1/Fy(B:)}. Por construccion, se tiene que

Fy(B.) = E[F(B.)], la media inicial, que resulta poder escribirse similarmen-
te como un producto de factores, Hz:(f]) Qe (a)/ {aem_l(zj)o + ozem_l(mj)l},
que ahora involucra a los parametros iniciales a..

El argumento anterior también es vélido para la construccion PT (11, Fy),
en este caso, de acuerdo con Miiller et al. (2015), la expresién (2.7) puede

simplificarse a

(4)

n m(25)  am? +n
p(x1,. .. ) = {H fo(:) } H Zem (xj) : (2.8)
i1

22 m=1 2am2—i—n ()

Las ecuaciones (2.7) y (2.8) son vélidas cuando la medida Fy depende de
hiperparametros desconocidos 7, es decir, cuando la medida base es Fj,,.
Aunque la funcién de distribucion inicial de la media tenga una densidad
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de Lebesgue diferenciable, las muestras aleatorias de las densidades de un
Arbol de Polya pueden no ser diferenciables en ninguna parte. Barron et al.
(1999) notaron que las las densidades posteriores predictivas de observaciones
futuras calculadas medianet una distribucién inicial de Arbol de Pélya tienen
saltos notables en las fronteras de los subconjuntos que forman la particion
del arbol y que una eleccion de la medida base Fj que no sea parecida a la
distribucion de los datos hara que la convergencia de la distribucién final sea
muy lenta. Para superar estas dificultades, es natural considerar una medi-
da base con pardametros no especificados, Fy,, y una distribucién inicial 7
de dichos hiperparametros; el modelo jerarquico resultante es una Mezcla de
Arboles de Polya.

Por ejemplo, en los modelos de regresién, en el caso de las distribuciones
residuales, es de gran interés el caso en el que 7 es un parametro de escala
y F esta forzada a tener mediana cero. Hanson y Johnson (2002) demos-
traron que un modelo de Mezcla de Arboles de Pélya con una distribuciéon
inicial sobre un parametro de escala 1 para la medida base Fj, implica una
distribucion predictiva continua, excepto en el cero. El resultado anterior es
vélido para una muestra aleatoria zi, ..., x, | F' ~ F con una distribucién
inicial de Arbol de Pélya F |5 ~ PT (Ilg,,. A), con a.,..., = am?® y una
distribucién inicial 7(n) para los hiperpardametros.

Otra manera de crear un modelo de Mezcla de Arboles de Pélya es mante-
ner fija la particion del espacio muestral y variar los pardmetros a.. Como
la particién no varia, la densidad resultante es discontinua en todos lados,
como en el Arbol de Pélya usual.

Una de las limitantes computacionales de los Arboles de Pélya es la ne-
cesidad de actualizar una cantidad infinita de parametros, una alternativa a
esta limitante son los Arboles de Pélya finitos (ver Lavine (1994)). La cons-
truccién del Arbol de Polya finito es idéntica a la del Arbol de Polya hasta
un nivel J previamente especificado, también los pardmetros en el conjunto
{a., e € U _,{0,1}™} se actualizan hasta el nivel J, este modelo se denota
por PT (Fo,, A, J).

Asi, el algoritmo para la inferencia posterior para modelos con distribu-
cién inicial de Arbol de Poélya es:
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Algoritmo 3 Simulacién de la distribucién posterior dado PT (1L, A).

1: Construir IT: Para cadam =1,..., M y parae € J-_,{0,1}", se define

R, = Fy ( (c )+1> , el extremo derecho del intervalo de la particion.

2: Evaluar A*. Para cadam=1,..., M:
Para € € Um 0 {0,1}™, sea a, = o = am? (valor inicial de o). Para
=1,
. em(xz) = min{e € U,-_,{0,1}"™ : R. > x;} (indice del nivel m que
contiene a ;).

* %
" Oé€m($1) - O{@m(-??i

la particién).

)T 1 (construyendo «a, + n, para todos los niveles de

3: Simulacién posterior.
Para cada m =0,...,M — 1y parae € |J,_,{0,1}™, sea

Yoo ~ Beta(ag, o), v Ya =1- Y.
Para cada € € |,._, {0, 1},

M
=[] Yr-e

m=1

De igual manera, el algoritmo para encontrar la esperanza posterior para
un modelo con distribucién inicial de Arbol de Pdlya es el siguiente:

Algoritmo 4 Simulacién de la esperanza posterior dado PT (I1, A).

1: Ejecutar los pasos 1 y 2 del Algoritmo [3| para evaluar «. Posteriormente
evaluar:

J J *
Qg ...
E[F (Bs,..e,) | 2] :HE crem | T) = H * L

- .
m=1 m=1 a51~--5m710 + aEl"'Emfll

El modelo jerarquico obtenido de la particion dada por los cuantiles diadi-
cos de Fp,, es:
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X1y, Xy | F ~ F,
Fla,n ~ PTAI, A) (29)
(a,m) ~

Es posible marginalizar la ecuacion para hacer inferencia sobre la dis-
tribucién predictiva p(zq,..., x,|a, ), de acuerdo con la ecuacién ({2.7)).
Nétese que ae(]) en la ecuacién 1} es ahora una funcién de a y que la
particién 117 es una funcién de los hiperparametros 7. Asi, la inferencia via
métodos MCMC para la distribucién marginal posterior p(n, a | ) estd dada
por:

p(n, alx) o< plxy, ..., zn|a,n)
: mE el ()0 + Qeps(a)1
{Hfo’"(xl }H H onlt). i e )
- e, (z;) « + «
i=1 j=2 m=1 em—1(z;)0 em—1(z;5)1
(2.10)
y puede simplificarse, utilizando la ecuacién ([2.8)), como:
n m*(z;) 2am2+2n(1)( )
77,0[‘$ {Hf(]ﬂ €y }H H () ’ (Ol, 77) (211)
P22 m=1 2am2+n ()

A continuacién se formula un algoritmo para evaluar la ecuacion (2.10]) para

un Arbol de Pélya Finito. Sea p(z1, .oy Th| o, M) {H fo.u( U(x),
con
n n m*(z;) Oz*(j)
em(x; aem_ x‘0+a/em_ xi)l
ATl TI ) Ceatelo Qe
(7) a _
i=1 j=2 m=1 aem (20 T Yep 3 ()1 em (z;)

Dado que los conjuntos B, ...,, estan formados por los cuantiles de Fj ,,, por
lo que los valores oz:,(,f ) son funciones de n v de a. Tomando en cuenta lo
anterior, se describe el algoritmo para calcular la distribuciéon marginal p(x)

con una distribucién inicial de Mezcla de Arboles de Pélya Finitos.
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Algoritmo 5 Distribucién marginal p(x) con una distribucién inicial de
Mezcla de Arboles de Pélya Finitos.

Comenzar con los pasos 1y 2 del Algoritmo [3| para evaluar o y a.. Pos-
teriormente, para la distribucién marginal, se evalia tnicamente ¢ ().

1: Inicializar L = 0; para cada m =1, ..., J ycada j = 2,..., ny para
cada ¢ € {0, 1}™ inicializar n?) = 1 {e = e,n(a1)}-
2: Paraj=2,....n
Param=1, ..., J
= SipY > (), entonces:

€7n71(xj)
- Sea €g = €—1(2;)0 y €1 = €-1(2)1
Sea pO — O'/;(j()xj)/(a*(]) + a*(]) )

em—1(;)0 em—1(z;)1

Sea pr = Qe (2;)/ (Cep_1(2;)0 T Cepr_1(x;)1)
Se actualiza L = log(p0/pr)

CHN()

em(zj) — em(xj)

= Paral=j+1, ..., n, actualizar n +1

3: log(¢(x)) = L.

De acuerdo con Hanson (2006), y utilizando la notacién de la descripcién
anterior, la densidad predictiva para una nueva observacién, para un arbol
con M niveles, esta dada por

mi(w) = [ 20, + 214, ()

ot 20 + N1 ()

] Jolx), (2.12)

donde n,,(x) es el nimero de elementos en el conjunto B, x(z), con
k(x) = |2"Fy(z) + 1] y no(z) = n.

Ejemplo. Siguiendo los pasos de los algoritmos [3| [ y [0 se obtiene la den-
sidad predictiva de una mezcla de las siguientes distribuciones normales:

N; ~ N(-=1, 0.0625)

N, ~ N(0, 0.0625)

N3 ~ N(1, 0.0625),
con probabilidades (0.2,0.5,0.3), respectivamente.

Los datos fueron simulados y graficados en el ambiente R (R Core Team),
generando 1000 observaciones.
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Para la distribucion inicial, se utilizé un Arbol de Pélya con m = 8 niveles y
las particiones de los niveles se formaron mediante los cuantiles diddicos de
una distribucién N(0,1) y 20 simulaciones de la distribucién predictiva bajo
un Arbol de Pélya con dichas caracteristicas, se tomé el pardmetro a = 0.5.
Debido a que el Arbol de Polya depende de la particién del espacio muestral
que se elija, los pardmetros de esta medida fueron establecidos como la media
y varianza de las observaciones generadas.

Mezcla de Arboles de Pélya

= = Verdadera
— MPT

0.8 1.0
|

f(x)
0.6

0.4

0.2
1

0.0

Figura 2.3: Densidad predictiva de una mezcla de distribuciones normales,
ajustada con una distribucién inicial de Arbol de Pélya.



Capitulo 3

El Modelo Normal Proyectado

Un caso importante de los modelos proyectados es cuando X sigue una
distribucién normal bivariada, con vector de medias g y matriz de precision
A (la inversa de la matriz de covarianzas), No(u, A). En este caso, se dice que
que el vector aleatorio || X ||7' X tiene una distribucién Normal proyecta-
da, y se denota por PN(u, A). En este capitulo se exponen los resultados
mas importantes para el modelo Normal Proyectado y se aborda el caso par-
ticular en el que la matriz de covarianzas A = I. Para este ultimo caso se
detalla la inferencia paramétrica y se expone el modelo no-paramétrico; el
capitulo concluye con la presentacion del modelo propuesto.

3.1. Un caso especial: el modelo PN(u, I)

A continuacién se presentan algunos resultados asociados al modelo Nor-
mal Proyectado y, posteriormente, se presentaran resultados importantes pa-
ra el caso A = I. Mardia y Jupp (2000) presentan la siguiente definicién.

Definicién 3.1.1. La funcion de densidad de probabilidad de una
distribucion Normal proyectada, para un dngulo aleatorio ¥, estd
dada por

A A—1/2 A—1/2 TA —-1/2 *
NG, 4) = 10 ) AT BAOA T A e w )y

donde ¢(- 10, A) denota la funcion de densidad de una No(-]0, A), ®(+)
y ¢(+) denotan las funciones de distribucion y de densidad de una Normal
estandar, respectivamente, u = (cos 1), sin)T,
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A
(uT A~ u)1/2

Y ok u = iy siny + pig cos, con = (1, fia).

d(y) =

La distribucion Normal proyectada puede modelar comportamientos uni-
modales, multimodales, simétricos y/o asimétricos (véase Nunez-Antonio,
2010).

Definicion 3.1.2. Sea Y un wvector aleatorio bivariado con distribucion
No(p, A). Entonces, la funcion de densidad de probabilidad de Y
esta dada por

|A|1/2

flylm A) = S —exp {—%(y — ) Ay - u)} :

Proposicién 3.1.3. Sea' Y un vector aleatorio bivariado con distribucion
No(p, A). Si se define la transformacion

y = r(cosp, sinp)’ = ro’,

donde ¢ € (0, 27r] y r € RY. Entonces, la funcion de densidad con-
junta de la transformacion (r, ) estd dada por

1
flr, o lpm, A) =rCqd® eXp{—§d2r2+d2br}, (3.1)

donde & = vTAv, b= YA

_ A exp{—ynT Ap}
2 v Av '

Co

DEMOSTRACION. El determinante de la matriz jacobiana de la transforma-
cion y esta dado por

cos® —rsiny|
siny rcost |

| Jy(r, ¥)] =
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Asi, utilizando el Teorema de cambio de variable:

fr o p, A) = fOv" |, A) < |Ty(r, ¥)|

= r(27) ' A|Y?exp {—%(m — )" A(rv — u)}

= 7(2m) AV exp {—% [(v"Av)r® — 2(v" Ap)r + (n" Ap)] }

1 1
= 7(2m) YAV exp {—ﬁ,uTAu} exp {—§vTAv {7“2 —2
= 7(2m) YA Y exp —luTAu ! X

2 vl Av

A {0 Au + T hw) (SAL) )

1
= rCsd® exp {—§d2r2 + d2br} ,

obteniéndose asi la ecuacién ((3.1)).

viAp
vl Av

Proposicion 3.1.4. Bajo las mismas condiciones de la Proposicion
la funcion de densidad del dngulo aleatorio W, es decir, la den-
sidad de probabilidad de la correspondiente Normal proyectada, estd dada
por

PN( |, A) = / F(r 0 s A) dr

db
= Cg |14+ ——=<P(dD)| Lo 2x(¥), 3.2
i @) Los), G2
donde d, b y Cg son como en la Proposicion O(-) y ¢(-) denotan
las funciones de distribucion y densidad de una Normal estandar, respec-
tivamente.

1}
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DEMOSTRACION. Se tiene que

PN( |, A) = /0 F(r |y A)dr

o0 1
= 06/ rd® exp {—§d2r2} exp {d2br} dr.  (3.3)
0

La ecuacién (3.3) puede integrarse por partes, haciendo el cambio de
variable

1
U = exp {dzbr} y dv = rd? exp {—§d27’2} ,

lo cual implica

1 1
v = /7"d2 exp {—§d2r2} dr = —exp {—§d2r2} :

Por lo tanto,

o 1
PN(¢ | p, A) = Cﬁ/ rd* exp {—§d27‘2} exp {d*br} dr
0

oo

1
= {— exp {der} exp {—§d2r2}] )
o 1
+/ exp {—§d2r2} exp {d2br} d*bdr
0

> dr —db)?  d*V?
= 1+/ dzbexp{—( i 5 ) + 5 }dr. (3.4)
0

La integral de (3.4) puede simplificarse de la siguiente manera:

o0 2 272 272 o0 IAY)
/ d*bexp { — (dr — db) + i dr = d*bexp Q / exp —M dr
. 2 2 2 [/, 2

d*be {—d2b2 } V2 sl e { s } ds
- X e X -
P 2 a V2T P 2

= db®(db) [p(db)] " .

Por lo tanto,
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db
PN A)=Cs |1+ —=P(db)| 1. 2. (1),
(0111, A) = Co |1+ ST(a)| 10
que coincide con la ecuacién (3.2)).
O
De las ecuaciones (3.1)) y (3.2) puede obtenerse la densidad condicional
de R dado VW, la cual es necesaria para los procedimientos de inferencia que
se necesitaran mas adelante.

Corolario 3.1.5. Bajo las mismas condiciones de la Proposicion |3.1.
la funcion de densidad condicional de R dado V estd dada por

d?r exp {—%d2 [r? — 267‘]}

1+ ;{5 ®(db)

f(T | wa K, A) = ]1(0, OO)<T)' (35>

DEMOSTRACION. Utilizando la definicién de probabilidad condicional y las

ecuaciones (3.1]) y (3.2)), se tiene:

flr,v|p, A)
fW|w, A)

r Ce d* exp { —3d*r? + d*br}
Cs [1 + icb(db)]

f(r], m, A)

é(db)
d*rexp {—1d?[r? — 2br]}

1+ ;{5 ®(db) ’

con ¢ € (0, 2r] y r € (0, 00).

O
Un modelo particularmente importante es el modelo Normap Proyectado
cuando A = I. Por lo anterior, a continuacion se presentan resultados aso-
ciados. Los parametros del modelo Normal Proyectado no son identificables,
pues si @ > 0y se toma pu* = ap y A* = A/a?, las direcciones observadas
siguen una distribucién PN(u, A). Para evitar el problema de falta de iden-
tificabilidad se pueden tomar matrices de precisién tales que |A| = 1, por
ejemplo, A = I (ver Nutiez-Antonio, 2010).
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La distribucién Normal proyectada PN(u, I) es unimodal y rotacional-
mente simétrica alrededor de su direccién media, 7, la cual se puede mostrar
que es igual a p/||p||. Esta afirmacion y la siguiente proposicién pueden
consultarse en Nunez-Antonio (2010).

Proposicién 3.1.6. Sea Y un vector aleatorio bivariado con distribucion
de probabilidad No(p, I). Entonces,

’UT
1 PN( |, 1) = ok exp {=3[111]2} |1+ 525807 )] 10,20 (¥) g2 (1),

r exp{f% [r272('uTy.)r]}

T
1 v _H(vT
towTw (v

2. f(?“|’¢, L, I) = :H-(O,Oo)(T>I]-R2(H’);

3. f(r|v, w, I) pertenece a una familia exponencial con pardmetro
candnico b= vl y

o (b)

3.2. Inferencia via métodos MCMC para la
distribucion PN(¢ | u, I)

Dada X ~ Ny(u, I), puede obtenerse, via una transformacién a coordenadas
polares, la densidad conjunta de (¥, R), donde R = || X||, de donde se ob-
tiene que W ~ PN(¢ |, I). Dada una muestra de angulos {1, ..., ¥, } que
sigue la distribucion PN(¢ | p, I), el objetivo de la inferencia bayesiana es
hacer inferencias sobre p, basadas en la distribucién final f(p |1, ..., ¥y).
De acuerdo con Nunez-Antonio y Gutiérrez-Pena (2005), lo anterior podria
lograrse si pudiera observarse una muestra (¥, Ry), ..., (¥,, R,). En la
realidad, inicamente se cuenta con la muestra {11, ..., 1¥,}; La estructura
propuesta por Nunez-Antonio y Gutiérrez-Pena (2005) sugiere tratar a los
radios no obsevados Ry, ..., R, como variables latentes.

Utilizando los resultados conocidos para distribuciones normales bivaria-
das con varianza conocida (ver, por ejemplo, Gelman et al., 1995), se puede
proponer para g una distribucién inicial No(g | g, AoI), con g, € R?* y
Ao > 0. De esta manera, la densidad condicional completa para p estda dada
por
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f(”|¢17"'7wn7 T, I):N2(|MF7 AF)a (36)

donde:

AF = /\0I+TLI, .
pr = Ap '(NoIpg+nIX,,), (3.8)

y r € R"*; X, corresponde al vector los promedios aritméticos de las colum-
nas de la matriz X, ,, con las columnas dadas por:

[XT’ﬂ/}]i,l = T;Co8Yy;
[X'r,dl]ig = TiSin¢i7

cont=1,...,n.

De la Proposicion [3.1.6], se sabe que

_ rexp {—3[r* = 20T p)r]}

frl, w, I) = o L0, 00) (r) 12 (1), (3.9)
L+ oA g ®(v" )
y de esa manera se puede simular un vector aleatorio Rde f(7 |1, ..., ¥, @).

Con las ecuaciones (3.6) y (3.9) se puede implementar un muestreo de
Gibbs para obtener una muestra de la distribucién posterior conjunta f (g, v |1, ..., ¥y)
y, a su vez, se puede obtener una muestra de la distribucién marginal f (g |1, ..., ¥y).

Para inicializar el Algoritmo de Metropolis-Hastings, se utilizard la Apro-
zimacion Normal Asintdtica (ver, por ejemplo, Christensen et al., 2011), y
como densidad de transicion a una Normal. Debido a que la distribucién
Normal tiene como soporte a Ry r; > 0,7 =1, ..., n, se utilizara la trans-
formacion Y = log R. Con esto, la funcién de densidad de fy((y |, u, I))
esta dada por:



or
dy

e¥ exp {—% [e2y — 2(vT,u)ey} } Y
e

T
L+ g @)

e®exp{—1 [e? —2(v p)eY] }

T
1+ oot @07 )

Kl w D) = fa(e’|¥, p, I))

Por lo tanto,

log fy ((y | ¥, p, I)) = 2y—% [e* — 2(v" p)e?] —log {1 + ¢(ZTZ)@(”T”)} .

Lo anterior implica que

0 9 1y, y vy
Aoyl 1) = 5 | 5[ = 20 o] tog {1+ v}

— _1 2y _ T eV
= 2 2[26 2(v" p)e]

= 2—e% 4 (v p)el.

A continuacién, se procede a encontrar la moda, m, de log fy ((y | ¥, wu, I)),
que coincide con el punto en donde a% log fy ((y| ¢, pu, I)) = 0. Este punto
se utilizara como media de la distribucién Normal que se emplee en la Apro-
ximacion Normal Asintética, y estda dado por

o @)+ /(0Tp)? +8
B 2
=
B loe | ) V(TR 48
2
Por otro lado, se puede mostrar que
1

Var(m) = m
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3.3. Inferencia no-paramétrica: el modelo pro-
puesto

Sea 2 = S!, el circulo unitario. Debido a que S' es separable y completo, es
posible especificar un Proceso Libre de Cola, en particular, un Arbol de Pdlya,
sobre S'. En este trabajo se propone definir dicho arbol en términos de una
medida base Fy = PN(¢ | ug,, I), determinando al conjunto de particiones
binarias de S' en el nivel m, IT = {B.,...,.}, a partir de los cuantiles de
la medida base F;'(k/2™), k = 0,1,...,2™. Si N(e) denota el entero con
representacion en base 2 tal que e = ey ---&,,, € |J {0, 1}™, se tiene que:

Beycy = {Fo_l (j\;f)) ! (%)) ’

al igual que en el caso 2 = R.

_ Se define al cuantil de orden p € [0, 1] de PN(¢ | g, I) como el dngulo
Y, tal que

Pp
/0 PN | pey, I) di = p.

pues, de acuerdo con la proposicion , Y € (0, 27]. Dicha integral puede
aproximarse numéricamente mediante métodos Monte Carlo, por ejemplo, al
generar una muestra de dngulos 1, ..., ¥, ~ PN(¢ | pug,, I) y obtener el
cuantil muestral de orden p correspondiente.

Como se menciond anteriormente, la estructura de un Arbol de Pélya
depende de la particiéon del espacio muestral, por lo que se propone esti-
mar pp, mediante un muestreo de Gibbs basado en las ecuaciones (3.6) y
. Lo anterior no sugiere que los datos observados sigan una distribucién
PN(¢ | pry, I), pero ofrece una estructura conveniente para definir las par-
ticiones del espacio muestral que dan lugar al proceso de Arbol de Pdélya.

Asi, utilizando las ideas del capitulo anterior, se puede definir una medida
aleatoria de probabilibad, Fy sobre (S, Bsi) con una distribucién inicial de
Arbol de Pélya, denotado por PTy(Ilpn, A), para una muestra de dngulos
Uy, ..., ¥, de la siguiente manera:

1. Dada una muestra de angulos 91, ..., ¥,, obtener las condicionales comple-
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tas:

f(l‘l“|1/]17'-‘7wn)r7I) = N2(|”F7AF)

rexp{—3 [r? —2(vTp)r]}
14 S0 (v )

f(T ’ Y, H, I) ]1(0,00)(7")]1[@2 (l’l’)v

con Ar y pr dadas por las ecuaciones (3.7) y (3.8]), respectivamente.

. Con las condicionales completas obtenidas en el paso anterior, estimar pg,

mediante un muestreo de Gibbs.

. Dada la distribucién Fy = PN(¢ | ug,, I), para cada m = 1,..., M y para

e € Uy _,{0,1}™, se define R, = FO_1 (N(;,),LH) , el extremo derecho del

intervalo de la particion.

. Evaluar A*. Paracadam=1,..., M:

)
Para € € (Joo_,{0,1}™, sea ae = o = am? (valor inicial de o). Para
1=1, ...,

» 6,(¢;) = min{e € U,,_,{0,1}™: Rc > ¢;} (indice del nivel m que
contiene a ;).

] a:m (i) = O‘:m W) T 1 (construyendo a, + n. para todos los niveles de
la particién).

= Simulacién posterior.
Para cadam =0,...,M — 1y parae € J,,_,{0,1}"™, sea

Yoo ~ Beta(agy, o), v Yo =1— Y.
Para cada e € |J,._, {0, 1},

M
F(B) = [] Y-

m=1

Posteriormente, el calculo de la distribucién marginal, p(1)), es andlogo al
del Algoritmo [3]



Capitulo 4

Aplicaciones

En este capitulo se muestra la implementacion numérica del modelo propues-
to mediante ejemplos con datos simulados y datos reales.

4.1. Datos Simulados

Como un primer ejemplo se generan 150 observaciones de una mezcla de
dsitribuciones normales proyectadas, con vectores de medias pu; = (—1, —1),
pe = (0,0), u3 = (1, 1), y probabilidades (0.3, 0.4, 0.3), respectivamente. Los
datos fueron simulados en el ambiente R (R Core Team).

Para la distribucién inicial se utilizé un Arbol de Pélya con m = 8 nive-
les y una medida base F, = PN((—0.0947366,—0.0141922), I), con lo cual
se obtuvieron 10 simulaciones de la densidad predictiva p(t); se utiliz6 el
parametro de precision a = 1.5.

4.2. Datos Reales

Se llevé a cabo un estudio de la interaccion de especies en la reserva de bidsfe-
ra “El Triunfo” en México en 2015. El uso de camaras permitio a ecologistas
generar informacion de actividad temporal (hora del dia) para tres especies de
animales: pecaries, tapires y ciervos. Los datos fueron analizados por Nufiez
et al. utilizando una mezcla de Procesos Dirichlet de distribuciones normales
proyectadas para calcular el indice de traslape de las tres especies. De igual
manera, Nunez y Nieto-Barajas (2019) realizaron un andlisis de estos datos
mediante un Proceso de Arbol de Polya que consiste en estudiar las compo-
nentes direccionales de un Arbol de Pélya Bivariado, en este ultimo articulo
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Mezcla de Arboles de Pélya
Caso Circular

= = Verdadera
— MPT

0.4

0.3
1

f(6)

0.2

0.1

Figura 4.1: Densidad predictiva de una mezcla de distribuciones normales
proyectadas, ajustada con una distribucién inicial de Arbol de Pdlya Proyec-
tado.

se pueden encontrar los datos.

El primer conjunto de datos analizado corre/sponde a las obervaciones de
venados. Se utilizé una distribucion inicial de Arbol de Pélya con m = 8 ni-
veles y una medida base Fy = PN((0.0746105, —0.2486351), I); el pardmetro

de precisiéon utilizado fue a = 0.5.
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Mezcla de Arboles de Pélya
Caso Circular

0.5
|

0.4

f(6)
0.3
|

0.2

0.1

Figura 4.2: Densidad predictiva de los datos correspondientes a observaciones
de venados, ajustada con una distribucién inicial de Arbol de Pélya Proyec-
tado.
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Apéndice. Cbodigos en R

Representaciones graficas de Datos Circulares

B A B B B e B I S B e
# Ejemplo de diagrama de rosa y diagrama circular. #
# Direcciones del viento en la region "Col de la "Roa". #
# Tomado del libro de Pewsey, Neuhduser y Ruxton (2013) #
i

library(circular)

windc<-circular(wind, type="angles",units="radians",
template="geographics")

par(mai = c(0.6, 0.8, 0.03, 0.03),
mgp = c(1.8, 0.9, 0), xpd = T,
mfrow=c(2,2))

#Histograma sobre la recta real.

hist(wind, col = "darkgray",
xlab = "Direccién del viento (en radianes)",
ylab = "Frecuencia", main = "")

#Diagrama circular.

plot(windc, cex=1, bin=720, stack=TRUE,
sep=0.05, shrink=1.3, pch=20)

#Diagrama de Tosa.

rose.diag(windc, bins=16, col="darkgrey",

cex=1, prop=1.3, add=FALSE, shrink = 1.3)

#Diagrama de rosa y diagrama circular.
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plot(windc, cex=1, bin=720, stack=TRUE,
sep=0.05, shrink=1.3, pch=20)
rose.diag(windc, bins=16, col="darkgrey", cex=1,
prop=1.3, add=TRUE, shrink = 1.3)

Diferencia entre la Media Aritmética y la Media Trigonométrica

#ldngulos de 45 y 315.
ang<-c(pi/4, 7*pi/4)

#0bjeto de clase circular.

cir<-circular(ang, units = "degrees", zero = circular(0),
rotation = "counter")
par(mai = c(0.6, 1, 0.03, 0.03),

mgp = c(1.8, 1, 0),
xpd = T, mfrow=c(1,1))

#Se grafica una circunferencia.
plot(cir,stack = TRUE, bins = 1, cex = 0)

#Se agregan flechas con los dngulos deseados.
arrows (x0=0,y0=0,x1=cos(ang[1]),y =sin(ang[1]))
arrows (x0=0,y0=0,x1=cos(ang[2]),y1l= sin(ang[2]))

colores<-c("blue", "red")

#Media Trigonométrica.
arrows (x0=0,y0=0,x1=cos(0) ,y1=sin(0),col=colores[1])

#Medra Aritmética.
arrows (x0=0,y0=0,x1=cos(pi),yl=sin(pi),col=colores[2])

legend ("bottomleft",
c("Media trigonométrica", "Media aritmética"),
fill = colores, border = colores, bty = "n")

Algoritmo para generar variables aleatorias de una distribucién que
sigue un Arbol de Pdlya
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# Generacion de observaciones de v.a.’s de una #
# distribucion que sigue un Arbol de Pélya. #
# La particion del dominio se hace a partair #
# de los cuantiles de una N(m,s). #

HAAHARAAR AR RAR AU R AR AR RAR AR RAR AR AR AR RAB AR RAR AR RARRRHA

#Funcion para generar las realizaciones del arbol
#Unicamente se graficardn dos cuantiles de las
#realizaciones
graf_polya<-function(P,B){#1
valx<-NULL #Valores eje X
valy<-NULL #Valores eje Y
#Se discretiza el eje x
malla_x<-seq(from=min(datos),to=max(datos),
length=tam_malla)
#Se crea una malla para discretizar los
#valores de la funcion de densidad
malla_f<-rep(NA,tam_malla)
for(j in 1:2°Nniv){#2
#Intervalo Ble]=[z0,z1]
if (j==1){#3
x0<-min(datos)
}#3
else{#/
x0<-B[[Nniv]] [j-1]

b4
x1<-B[[Nniv]] [j]

#Dens: Probab/Long intervalo
yO01<-P[[Nniv]] [j1/(x1-x0)
#Longitudes de intervalo
valx<-c(valx,x0,x1)
#Probabilidades
valy<-c(valy,y01,y01)
#Se actualizan las probs condicionales
idx<-(malla_x>=x0)&(malla_x<=x1)
malla_f [idx]<-yO01

}#2



return(malla_f)
}#1

PT<-function(Nniv,m,s,C,datos,mu,sig,K,niter) {#1

HOH R R W W™ R KRR R

Mezcla de Arboles de Pélya (MPT) #
Nniv: Ndmero de niveles del arbol #
m: Media de la medida base #
s: SD de la medida base #
C: Pardmetro de precision #
datos: Muestra para la que se hace la estimacion #
mu: Hiperparametro para la media de m #
si1g: Hiperparametro para la SD de m #
K: Namero de iteraciones del algoritmo MH #
niter: Num. de iteraciones de la distr. predictiva #

malla_x<-seq(from=min(datos) ,to=max(datos),
length=tam_malla)

hist_aux<-hist(datos,nclass=20,plot=F)

yl<-max(hist_aux$density)*1.5

hist(datos,probability=TRUE,ylim=c(0,yl),
xlim=c(min(datos) ,max(datos)) ,nclass=20,
main="Mezcla de Arboles de Pélya",
col="cornflowerblue" ,border="white",
xlab="x",ylab="f(x)")

malla_F<-matrix(NA,nrow=niter,ncol=tam_malla)
for (i in 1:niter){#2

#Intervalos de la particion

B<-list ()

for(b in 1:Nniv){#3
g<-1/(2°b)*(1:(2°b-1)) #Exztremos derechos
B[[b]]l<-c(gnorm(q,m,s) ,max(datos)+0.0001)
#Se reemplazan "-Inf" e "Inf", para evitar



#errores

B[[b]l] [B[[b]]==-Inf]<-min(datos)-0.0001

BL[b]] [BL[b]]l==Inf]<-max(datos)+0.0001
1#3

#Pardametros alpha
n_int<-list() #Ndmero de obs. en el intervalo
alp<-list() #Pardmetros
for(k in 1:Nniv){#4
n_int[[k]]<-rep(0,2°k) #Vector de conteos
alp[[k]]l<-rep(C*¥k~2,2°k) #Pardametros inictales
for(t in 1:length(datos)){#5
#Conjunto donde se encuentra la
#t-ésima observacion
j<-min(which(B[[k]]>datos[t]))
#Actualizar vector de conteos
n_int[[k]] [j1<-n_int[[k]][j]1+1
}#5
#Actualizar pardmetros
alp[[k]]l<-alp[[k]]+n_int [[k]]
v,

#Simulacion posterior y
#actualizacion de probabilidades
Y<-as.list(1:Nniv) #Probabilidades condicionales
P<-as.list(1:Nniv) #Probabilidad de cada intervalo
#Generar probabilidades condicionales Y y medida F
for(k in 0:(Nniv-1)){#6
for(j in 1:2°k){#7

#Cuando m=0, j=1 es el espactio muestral

jo<-(j-1)*2+1 #B[e_0]

j1<=(j-1)*2+2 #B[e_1]

#Actualiza pardametros alfa

a0<-alp[[k+1]] [jO]

al<-alp[[k+1]] [j1]

YO<-rbeta(l,a0,al)

#Probabtlidades condicionales
Y[[k+1]1] [jO]l<-YO



Y[[k+1]][j1]1<-1-YO

#Probabilidades de cada intervalo
if (k>0){#8
P[[k+1]] [jOI<-Y[[k+111[jOl*P[[k1] [j]
PL[k+11]1 [j11<-Y[[k+1]11[j11*P[[k1]1[j]
}#8
else{#9
P[[k+1]][jO]<-Y[[k+1]][jO]
P[[k+1]] [j1]1<-Y[[k+1]][j1]
}#9
Y7
1 #6

#Probabilidad marginal, pst
#Igual a probabilidad marginal/medida base
#p(zl...znleta)/F_0(zl...zn)
neps<-list() #Num obs en cada nivel
a<-list ()
a_star<-list()
for(k in 1:Nniv){#10
neps [[k]]1<-rep(0,2°k) #Inicia conteo
#Parametros beta iniciales
al[k]]l<-rep(C*k~2,27k)
a_star[[k]]<-a[[k]]
j<-min(which(B[[k]]>datos[1]))
neps [[k]]1[jI<-1
a_star[[k]] [jl<-al[k]l][jl+1
}#10
Imarg<-0
for(t in 2:length(datos)){#11
#Num de z[7], j<i en el subconjunto
lag_i<-(i-1)
for (k in 1:Nniv){#12
j<-min(which(B[[k]]>datos[t]))
if (lag_i>0){#13
lag_i<-neps[[k]][j]
#Indices de los conjuntos que forman B[m, j]
J1<=C(G+1) %/ %2) x2
jo<-j1-1



#Pardametros inictiales
a0<-a[[k]][jO]
al<-al[[k]][j1]
#Parametros finales
asO0<-a_star[[k]] [jO]
asi<-a_star[[k]] [j1]
po<-a_star[[k]] [j]/(asO+asl)
pr<-al[k]][j]/(a0+al)
lmarg<-lmarg+log(po/pr)
}#13
#Actualiza conteos y parametros finales
neps[[k]] [j1<-neps[[k]][jl+1
a_star[[k]] [jl<-a_star[[k]][j]l+1
}#12

#Algoritmo MH para los hiperparametros
1f<-sum(dnorm(datos,m,s,log=TRUE))
for (k in 1:K){#14
m<-rnorm(1l,mu,sig)
B_mh<-1list ()
for(b in 1:Nniv){#15
q<-1/(27b)*(1:(27b-1))
B_mh[[b]l]<-c(gnorm(q,m,s),
max (datos)+0.00001)
#Se reemplazan "-Inf" e "Inf", para evitar
#errores
B_mh[[b]] [B_mh[[b]]==-Inf]l<-min(datos)-0.00001
B_mh[[b]] [B_mh[[b]]==Inf]<-max(datos)+0.00001
}#15
#Probabilidad marginal, pst
#Igual a probabilidad marginal/medida base
#p(zl...znleta)/F_0(zl...zn)
neps_mh<-1list() #Num obs en cada nivel
a_mh<-1ist ()
a_star_mh<-1list()
for(mm in 1:Nniv){#16
neps_mh [ [mm]]1<-rep(0,2°mm) #Inicia conteo
#Parametros beta iniciales
a_mh [ [mm] ] <-rep(C*mm~2,2 mm)



a_star_mh[[mm]]<-a_mh [ [mm]]
j<-min(which(B[[mm]]>datos[1]))
neps_mh[[mm]] [jl1<-1
a_star_mh[[mm]] [jl<-a_mh[[mm]] [j]+1
1#16
Imarg_mh<-0
for(ii in 2:length(datos)){#17
#Num de xz[j7], 7<i en el subconjunto
lag_ii<-(ii-1)
for (mmm in 1:Nniv){#18
j_mh<-min(which(B[[mmm]]>datos[ii]))
if (lag_ii>0){#19
lag_ii<-neps_mh[[mmm]] [j_mh]
#Indices de los conjuntos que forman B[m,j]
j1_mh<-((j_mh+1)%/%2)*2
jO_mh<-j1_mh-1
#Parametros iniciales
a0_mh<-a_mh [ [mmm]] [jO_mh]
al_mh<-a_mh[[mmm]] [j1_mh]
asO_mh<-a_star_mh[ [mmm]] [jO_mh]
asl_mh<-a_star_mh[[mmm]] [j1_mh]
po_mh<-a_star_mh[[mmm]] [j_mh]/(asO_mh+asl_mh)
pr_mh<-a_mh [ [mmm]] [j_mh]/(a0_mh+al_mh)
lmarg_mh<-lmarg_mh+log(po_mh/pr_mh)
}#19
#Actualiza conteos y parametros finales
neps_mh [ [mmm] ] [j_mh] <-neps_mh [ [mmm]] [j_mh]+1
a_star_mh[[mmm]] [j_mh]<-a_star[[mmm]] [j_mh]+1
1#18
}#17
1f_mh<-sum(dnorm(datos,m,s,log=T))
r<-1f _mh+lmarg mh-1f-Ilmarg
#Aceptacion MH
if (log(runif(1))<r){#20
B<-B_mh
lmarg<-lmarg_mh
1f<-1f_mh
}#20
b1
f<-graf_polya(P,B)



malla_F[i,]<-f

#Se graficardn unicamente los cuantiles de orden
#0.2 y 0.8 de las realizaciones
F_aux<-apply(malla_F,2,quantile,
probs=c(0.2,0.8),
type=8)
lines(malla_x,F_aux[1,],1wd=0.5,col="gray",1ty=2)
lines(malla_x,F_aux[2,],1wd=0.5,col="gray",1ty=2)

Fbar<-apply(F_aux,2,mean,na.rm=TRUE)
lines(malla_x,Fbar,col="black",1lwd=3)
41
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### Como correr el ejemplo de la mezcla de nmormales ###
HHAAAAHHHHHRR R U U U U AR HRHAHHRHAHA AR AR R R R URR AR R A AU
### Parametros ###

m0<—C(‘1,O, 1)

s0<-rep(0.25,4)

p0<-c(0.2,0.5,0.3)

Ni1<-1e3

z<-hist(runif (N1) ,breaks=c(0, cumsum(p0)) ,plot=F)$counts

a<-rnorm(z[1],m0[1],s0[1])

b<-rnorm(z[2] ,m0[2],s0[2])

d<-rnorm(z[3] ,m0[3],s0[3])

datos<-c(a,b,d)

Nniv<-8
m<-round (mean (datos),0)



s<-round(sd(datos),0)
C<-0.5

mu<-m

sig<-le-2

K<-20

niter<-20
tam_malla<-100

### Ejemplo ###
PT(Nniv=Nniv,m=m,s=s,C=C,datos=datos,
mu=mu,sig=sig,K=K,niter=niter)

#Graficar verdadera densidad
mezcla_norm<-function(m,s,p,x){
salida<-as.numeric(crossprod(p,dnorm(x,m,s)))
return(salida)
}

curve (sapply (x,FUN=mezcla_norm,m=m0,s=s0,p=p0),
add=TRUE, col="red",1wd=3,1ty=2)
legend ("topleft",c("Verdadera", "MPT"),
col=c("red","black"),lwd=3,

lty=2:1)

HARRAHRAR AR AR AR AR RAR AR RARRB R AR AR AR R AR AR RAR AR AAR AR RARH
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