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Resumen

Se modela un flujo de dos fases gas-solido en el régimen de fluidizacion rapida mediante un
conjunto de ecuaciones con promedio espacio-temporal. Se define el promedio espacio-temporal
y se obtienen las ecuaciones de conservacion y de balance, de masa, de cantidad de movimiento,
de energia y de entropia con promedio espacio-temporal. Estas ecuaciones se obtuvieron
sistematicamente a partir de sus correspondientes ecuaciones locales instantaneas. EI promedio
espacio-temporal contiene al promedio volumétrico y al promedio temporal como casos
asintoticos. Se demuestran y discuten las condiciones bajo las cuales se obtienen los casos
asintéticos del promedio espacio-temporal. Se estudia el balance de entropia y al aplicar la
segunda ley de la termodinamica se obtienen restricciones sobre los términos fuente generados
al promediar y que requieren de cerradura. Estas restricciones sirven como criterio para deducir

formas cuadréticas positivas definidas, que cumplan con la segunda ley de la termodinamica.

El enfoque del promedio espacio-temporal permite obtener una ecuacién de estado en donde se
incorporan correcciones a primer orden o a 6rdenes méas elevados en las desviaciones de las
variables de estado. Esta es una diferencia sustantiva entre la descripcion con promedios
espacio-temporales de sistemas multifasicos y la descripcion en términos de la teoria cinética
extendida a medios granulares que aplica Gidaspow (1994). No obstante, en este primer estudio
no se consideraron y se utilizd la ecuacion de estado del gas ideal para representar la

compresibilidad de la fase gaseosa, mientras que a la fase solida se le considerd incompresible.

Se evalla la hipotesis de incompresibilidad en los modelos de lechos fluidizados mediante la
comparacion de los modelos (1-D) incompresible y compresible. Todos los términos
compresibles aparecen multiplicados por la velocidad de propagacion del sonido, s al cuadrado.
En los dos modelos propuestos, se recupera la parte incompresible al aplicar el limite, s — 0.
Se ha extendido el anélisis de estabilidad de Liu (1982), para estimar la contribucion de la
compresibilidad. Se desarrolla un criterio basado en las rapideces de propagacién y en el nimero
de onda. Este método se aplica a dos sistemas fisicos cuyas propiedades del sélido difieren
ampliamente: catalizador de FCC-vapor de agua y arena-aire.
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Se identifica a dos rapideces de propagacion de tercer orden con la propagacion de la onda de
presion. Todos los eigenvalores del modelo de cuarto orden coinciden con las rapideces de
propagacion de cuarto orden. Se muestra que el efecto de compresibilidad del fluido es tan
importante como el efecto del médulo de compresibilidad del sélido. La onda de segundo orden
es incompleta, ya que hay un so6lo operador de onda actuando en una derivada espacial. Se
muestra que al considerar la friccion en la pared, se incluye un modo de propagacion asociado a
la pared completdndose la onda de segundo orden, pasando de parabodlica a hiperbdlica. Se
separa la dinamica de la pared de la del centro del tubo y se obtiene un criterio de Liu
generalizado al incorporar este efecto y se estudia como es que la pared del tubo aumenta la

regién de estabilidad basado en el criterio del nimero de onda.

Se desarrolla un modelo no-isotérmico cuya cerradura es acorde con la segunda ley de la
termodinamica, en el que los efectos dominantes estan en la region interfacial y no en el
volumen. En este modelo se separaron los términos asociados a los dos efectos considerados:
compresibilidad y termicidad. Todos los términos asociados a la parte térmica aparecen

multiplicados por el coeficiente de expansion volumétrica, £, . Se recupera el modelo
isotérmico al tomar el limite, &, — 0. Se sigue con los dos casos anteriores FCC y CFB, pero

con su extension no-isotéermica a nivel de los coeficientes, encontrando cémo los efectos
térmicos modulan a los coeficientes isotérmicos. Se ha demostrado que al considerar los efectos
térmicos, un operador ondulatorio de quinto orden gobierna las perturbaciones de fraccion
volumen, de presion y de temperatura del gas. Mientras que en el caso de la temperatura del
solido, es el operador de quinto orden actuando en una onda de primer orden de la temperatura

de las particulas sélidas.

Finalmente, se incorpora el efecto de la pared adiabatica y se analiza cdmo este modelo es el
mas general y permite estudiar un conjunto de ocho casos que estan dados por la combinacion
de los efectos: compresibilidad, termicidad y pared del tubo. La metodologia disefiada en este
trabajo permite estudiar el impacto que tiene cada efecto en la dindmica y en la estabilidad, asi

como en las estrategias de modelado.
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Abstract

Fast fluidization of a two-phase gas-solid flow was modeled by a set of space-time averaged
equations. The space-time average is defined and the conservation and balance equations of
mass, momentum, energy and entropy with space-time averaging were obtained. These
equations were systematically obtained from the corresponding local-instantaneous equations.
Space-time averaging contains volume averaging and time averaging as asymptotic cases. The
conditions under which this occurs is demonstrated and discussed. The entropy balance is
studied and when the second law of thermodynamics is applied, constraints on the source terms
resulting from averaging were found which require closure. These restrictions provide a
criterion to deduce positive definite quadratic forms that satisfy the second law of

thermodynamics.

The space-time averaging approach allows obtaining a state equation in which first or higher
order corrections on state variables deviations are incorporated. This is a substantial difference
between the space-time averaging of multiphase systems and the extended Kinetic theory
approach to granular media of Gidaspow (1994). Nevertheless, in this first study this correction
is not considered and the ideal gas state equation was used to represent the gas phase

compressibility, whereas the solid phase was assumed incompressible.

The incompressibility hypothesis in fluidized beds models is evaluated by comparing the
incompressible and compressible 1-D models. All compressible terms appear multiplied by the
squared sound propagation speed, s. In both proposed models, the incompressible part was
retrieved in the limit s —oo. Liu’s (1982) linear stability analysis was extended to estimate the
compressibility contribution. A criterion based on the propagation speeds and the wave number
was developed. This method was applied to two physical systems whose solid properties differ
widely: FCC catalyst-water vapor and CFB sand-air.



Two third-order propagation speeds were identified with pressure wave propagation. All the
fourth-order model eigenvalues coincide with the fourth-order propagation speeds. It was shown
that the effect of the fluid compressibility is as important as the effect of the solid
compressibility modulus. The second-order wave is incomplete, since there is only one wave
operator acting in a space derivative. It is shown that when wall friction is considered, a
propagation mode associated to the wall is included. This completes the second-order wave,
passing from parabolic to hyperbolic. The wall dynamics is separated from the tube core thus
resulting in a generalized Liu’s criterion. In addition, it is shown how the wall enhances the

stability region based on the wave number criterion.

A non-isothermal model was developed which closure is in agreement with the second law of
thermodynamics assuming that the interfacial effects overcome the volumetric ones. In this
model we separate the terms associated to both considered effects: compressibility and
thermicity. All thermal-associated terms appear multiplied by the volumetric expansion

coefficient, 4, . The isothermal model is retrieved by the limit, &, — 0. It was continued with

FCC and CFB systems, but with its non-isothermal extension at the level of the coefficients
finding how thermal effects module the isothermal coefficients. It was demonstrated that the
void fraction, pressure and gas temperature are governed by the same fifth order wave operator,
since the solid temperature is governed by the fifth wave operator acting in a first order wave of

the solid particles temperature.

Finally, the adiabatic wall effect is incorporated and it was shown how this model is the most
general and allows studying an eight cases set. These cases are given by the combination of the
effects: incompressibility, compressibility, thermal effects and tube wall. The methodology
designed in this work allows studying the impact of each effect over the dynamic and the

stability, as well as in the modeling strategies.
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Notacion

En esta Seccion definimos las variables que aparecen dentro de la tesis e indicamos las

dimensiones que tienen mediante la simbologia: M (masa), L (longitud), t (tiempo), T

(temperatura). Las variables en negritas, indican carécter vectorial o tensorial. Salvo que se

indique otra cosa, los nimeros entre paréntesis se refieren a las ecuaciones en las que aparecen

los simbolos por primera vez o se da su definicion.

velocidad de la onda incompresible de primer orden, Ec. (4.22), L-t™.
velocidad adimensional de la onda incompresible de primer orden, adimen.
rapidez de propagacion de la onda incompresible de primer orden,
modificada por los efectos de pared, Ec. (5.29), L-t™.

rapidez de la onda incompresible de tercer orden (dinamica de la pared

exclusivamente), definida en la Ec. (5.26), L-t™.
area interfacial especifica, formada por las fases k y ¢, Ec. (1.41), L.
area interfacial especifica, entre la fase continua y la dispersa, L™.

area interfacial de la fase k -ésima con la pared del tubo, L™.

coeficiente de la onda plana, pag. 69.

coeficiente de la onda incompresible de tercer orden asociada a la dinamica
de la pared exclusivamente, definida en la Ec. (5.23), adimensional.
coeficiente de la onda de segundo orden del modelo no-isotérmico
aglutinado, Ec. (7.43) y que se define en la pag. 147, M-L2-t>. T,
coeficiente de la onda de tercer orden del modelo no-isotérmico aglutinado,
Ec. (7.43) y que se define en la pag. 147, M-L>-t - T,

coeficiente de la onda de cuarto orden del modelo no-isotérmico aglutinado,
Ec. (7.43) y que se define en la pag. 147, M- L2 T,

coeficiente de la onda de quinto orden del modelo no-isotérmico aglutinado,
Ec. (7.43) y que se define en la pag. 147, M-L°.

area interfacial dentro de 7" (x)xT , Ec. (1.24), L.
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B!

Bi,

C, C,

C21T ! C22T

Caar Capr Cugr Cuar

coeficiente de la onda compresible de segundo orden asociada a la dinamica

de la pared exclusivamente, definida en la Ec. (5.25), t™.

B’'=BL/U,C, coeficiente adimensional de la onda compresible de segundo

orden asociada a la dindmica de la pared exclusivamente, aparece por

primera vez en la Ec. (5.48), adimensional.

matriz de 4x4, cuyos elementos son constantes, Ec. (F.1).

matriz de 6x6, cuyos elementos son constantes, Ec. (L.1).

Bi, = % , nimero de Biot de calor de las particulas solidas, adimensional.
k

velocidades de la onda incompresible de segundo orden, Ec. (4.21), L-t™.

velocidades de la onda no-isotérmica incompresible de segundo orden,

pag. 143, L-t™.

velocidades de la onda no-isotérmica incompresible de cuarto orden,

Apéndice M, L-t™.

velocidades de la onda no-isotérmica incompresible de quinto orden,

Apéndice M, L-t™.

capacidad calorifica a presion constante por unidad de masa, L>-t>- T,

capacidad calorifica a presion constante de la fase k , Ec. (3.2), L>-t>- T,
representa a la ecuacion de continuidad en la Fig. 2.1.

coeficiente de la onda compresible de tercer orden, Ec. (4.20), adimensional.
C’é(UO/s)2 C, coeficiente adimensional de la onda compresible de tercer

orden, aparece por primera vez en la Ec. (4.26), adimensional.

matriz de 4x 4, cuyos elementos son constantes, Ec. (F.2).

matriz de 6x6, cuyos elementos son constantes, Ec. (L.2).

coeficiente de la onda compresible de tercer orden asociada a la dindmica de
la pared exclusivamente, Ec. (5.24), adimensional.

C. =C,/C, coeficiente adimensional de la onda compresible de tercer

orden asociado a la dinamica de la pared exclusivamente, aparece por
primera vez en la Ec. (5.42), adimensional.
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coeficiente de arrastre (de las siglas en inglés: Drag Coefficient),
adimensional.

Circulated Fluidized Bed (lecho fluidizado circulante).

Computational Fluid Dynamics (Dindmica de Fluidos Computacional).
regién volumétrica, en el Apéndice A, pag. 196.

matriz de 4x 4, cuyos elementos son constantes, Ec. (F.3).

matriz de 6x6, cuyos elementos son constantes, Ec. (L.3).

matriz de 4x 4, cuyos elementos son constantes, Ec. (H.1).

matriz de 6x 6, cuyos elementos son constantes, Ec. (O.1).

tensor de rapidez de deformacion de la fase k, t™.

didmetro del tubo elevador (considerado constante), L.

diametro promedio de las particulas solidas, L.

error cuadratico medio, Tabla 4.3, adimensional.

representa a la ecuacion de balance de la energia total en la Fig. 2.1.

E, =(a,-V'X,)=—>_a,(n,-q,),, , fuente de calor interfacial, M-L™"t.

ke
transporte de calor de la fase gas con la pared, Ec. (8.13), M-L*-t7°.
transporte de calor de la fase solida con la pared, Ec. (8.14), M-L™"-t7°.
Ecuacion Diferencial Parcial.
vector unitario en la direccion r, adimensional.
vector unitario en la direccion z , adimensional.
representa a la ecuacion de balance de la entropia en la Fig. 2.1.
fuerza promedio local ejercida por el fluido en las particulas, M-L?-t.
funcion auxiliar en la demostracion del Apéndice A, Ec. (A.3).
funcidn auxiliar en la demostracion del Apéndice A, Ec. (A.18).
factor de friccion asociado a la fase k , adimensional.

factor de friccion asociado a la fase k con la pared del tubo, adimensional.

fuerza de arrastre de la fase k en la pared del tubo, M-L>-t72.

Fluid Catalytic Cracking (Desintegracion catalitica en medio fluido).
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9,, 9,

h.ot.

H,, H,
Hk

i
IGT-DOE

campo vectorial de la aceleracion gravitacional actuando en la fase k, L-t™.
magnitud del campo de aceleracion gravitacional, L-t™.

funciones que sirven de cota superior para las funciones f; y f,, aparecen
por primera vez en la Ec. (A.3) y en la Ec. (A.18), respectivamente.

G'=Lg/U,?, coeficiente adimensional de la onda compresible de segundo
orden, aparece por primera vez en la Ec. (4.26), adimensional.
coeficiente de transferencia de calor asociado a la interfaz, M-t T,

coeficiente promedio de transferencia de calor asociado a la interfaz sg,
M-t23. T,

coeficiente promedio de transferencia de calor asociado a la interfaz sg
evaluado en el estado base, M-t=>- T,

coeficiente de transferencia de calor asociado a la interfaz entre la fase k y
la pared, M-t T,

coeficiente promedio de transferencia de calor asociado a la interfaz entre la
fase k y lapared, M-t T,

funciones que definen la parte que se amplia el intervalo de estabilidad por
el efecto de la compresibilidad del fluido:
h,, =i32(cj3 —Pc+Pgc; -P,), j=12, Ec. (445), L-t™.
‘ S
high order terms (términos de alto orden).

funciones de estabilidad definidas en la Ec. (4.49)-(4.50), adimensionales.
entalpia local especifica, se trata en el Apéndice J, L>-t72.

ntmero imaginario que se define como —1.
Institute of Gas Technology.

indica la fase k -ésima.

grados Kelvin, T.

coeficiente de conductividad térmica, M-L-t>. T,

operadores diferenciales de segundo y primer orden, respectivamente,
Ec. (4.12)-(4.13).
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KE 6 ME

MZl’ M22

M, ,M,,, M

31! 32 33

M,_, M

1y 1 2y

M,

energia cinética turbulenta, aparece por primera vez en la Ec. (1.49), L>-t72.

representa a la ecuacién de balance de la energia cinética o energia
mecanica en la Fig. 2.1 (se tomaron las siglas en inglés de: Kinetic Energy o
Mechanical Energy, respectivamente).

longitud del lecho fluidizado, L.

longitud caracteristica de la estructura de flujo, L.

operador local instantaneo general que describe el comportamiento

dindmico del fluido en laregion ", aparece por primera vez en la Ec. (1.43).
operadores diferenciales de segundo orden, Ec. (4.9)-(4.11).

operadores diferenciales de orden cero, Ec. (7.13) y Ec. (7.16).

operadores diferenciales de primer orden, Ec. (7.14), Ec. (7.15) y Ec. (7.17).
operador ondulatorio de quinto orden con efectos térmicos, Ec. (7.31).
operador ondulatorio de quinto orden (con termicidad y pared), Ec. (8.36).
longitud caracteristica de las fases dispersas, L.

longitud caracteristica de las ecuaciones locales-instantaneas, L.

longitud caracteristica de la fase continua (Fig. 1.2), L.

longitud caracteristica de la fase dispersa (Fig. 1.2), L.

coeficientes polinomiales de la onda compresible de pared de segundo
orden, Ec. (5.22) y estan definidos en el Apéndice I.

coeficientes polinomiales de la onda compresible de pared de tercer orden,
Ec. (5.22) y estan definidos en el Apéndice I.

coeficientes polinomiales asociados a la onda no-isotérmica de tercer orden,
Ec. (7.34) y estan definidos en el Apéndice M, Ec. (M.3) y Ec. (M.4).

M, =—(II,-V'X,), fuente de cantidad de movimiento interfacial,
Ec. (1.48), M- L2172,

Mkpﬁ<vf)(k-(Pk—<Pk>i)1>, fuerza de presion interfacial, Ec. (2.30),

M-L2-t72,
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dy

Mkt&<V'Xk-(rk—<rk>i)>, fuerza debida a los esfuerzos de corte

interfaciales, Ec. (2.30), M-L>-t72.

MP =My, +M, +((R), 1+(7,),)-Vé,, esfuerzos superficiales totales
(normales y tangenciales), M-L?-t72.

peso molecular de la fase continua o fluida, M-mol™.

representa a la ecuacion de balance de momentum en la Fig. 2.1.

vector normal unitario que apunta hacia fuera de la fase k , adimensional.
coeficientes polinomiales asociados a la onda no-isotérmica de cuarto orden,
Ec. (7.34) y estan definidos en el Apéndice M, Ec. (M.10)-Ec. (M.13).

— thL

Nu

, NUmero de Nusselt del fluido, adimensional.

hd
Nu, = k—p NUmero de Nusselt de la particula sélida, adimensional.

coeficientes polinomiales asociados a la onda no-isotérmica de quinto orden,
Ec. (7.34) y estan definidos en el Apéndice M, Ec. (M.20)-Ec. (M.24).

polinomios auxiliares en la Ec. (G.1) y en la Ec. (G.2) del Apéndice G.
campo de presion de la fase k, M-L™"t™2,

polinomios definidos en el Apéndice G, Ec. (G.10)-Ec. (G.12).

campo de presion de la fase k evaluado en la frontera de la region espacial
9 denotada por <7, (Fig. 1.2), M-L™"t7.

presion de la fase k evaluada a la entropia y densidad promedio, M- Lt 2.
perturbacion de la presion alrededor del estado uniforme p,, M-L™*-t7.
campo de presion evaluado en un estado estacionario uniforme, M-L™*t72.
vector de flujo de calor de la fase k, M-t™.

X, BV
qf = M flujo de calor debido a la presion de la fase k, M-L™*-t7.

&

t <Xka'€7k> . . .

g, =—=, flujo de calor debido a los esfuerzos viscosos de la fase
&

k, M-L't72,
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o

Re

i

Gons
Q
Q

Q. Q, Qs

o~
SSS

<kak\7k\7k '\7k>

K

qr =1 , flujo de calor debido a la energia cinética de la fase
&
k, M-L*t7°,
X, p v U
qr = M vector de flujo de calor de la fase k, M-L™*-t.

&
término que representa la suma de varios términos turbulentos de energia

mecanica y energia térmica de la fase k, M-L™t2.

ooy = hew (T =T, ), flux de calor por unidad de area, M-t .

representa el calor, L>-t™.

fuente de calentamiento por unidad de volumen asociada a la fase k,
Ec. (1.3), M- L% t5,

funciones auxiliares definidas en la Ec. (5.31).

radio del volumen promediante V (Fig. 1.2), L.

vector de posicion, L.
constante universal de los gases, M- L?-t - T~ mol ™.
radio hidraulico, L.

funciones auxiliares definidas en la Ec. (5.31).
Re, =d p,U,/ 4, , nimero de Reynolds referido al gas, adimensional.

Re, =d po,U, /1, , nimero de Reynolds referido a una particula solida,
adimensional.

s=/RT/M , velocidad del sonido, L-t™.

representa a los flujos de entropia en la ecuacion de balance para la
entropia en la Fig. 2.1.

region superficial definida por la region volumétrica 9", L°.

abreviacion para la referencia: Sdnchez-Soria-Salinas.

entropia especifica de la fase k, L*-t°.

area interfacial entre la fase k y la pared del tubo elevador, L*.

area interfacial entre la fase continua » y la fase dispersa o, L.

area interfacial entre las fases k y ¢, L*.
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St=z,/z,, nimero de Stokes, adimensional.

region superficial en R?, definida por las fases k y ¢, L*.
entradas y salidas de la fase k en la frontera de la region espacial 7, L°.

region interfacial, entre la fase continua y y la fase dispersa o, L°.

region interfacial, entre la fase k y la pared del tubo, L°.

escala de tiempo en el nivel de descripcidén promediado o global, t.

t' =t/t, , tiempo adimensional, adimensional.

escala de tiempo en el nivel de descripcidn local-instantaneo, t.

tiempo caracteristico asociado a las ecuaciones locales-instantaneas, t.
descomposicion de la escala temporal, t es el punto medio de la region
temporal de integracion y z es la desviacion alrededor de él para llegar a
t*, t

region temporal de integracion en el promedio espacio-temporal, t.
coeficiente de la onda compresible de cuarto orden, Ec. (4.19), t.
T'=U,T/LC, coeficiente adimensional de la onda compresible de cuarto
orden, aparece por primera vez en la Ec. (4.26), adimensional.

temperatura de operacion del lecho fluidizado, T.
temperatura de la fase k, T.

temperatura de la pared de la columna del lecho fluidizado, T.

temperatura de la superficie interna de la pared de la columna del lecho
fluidizado en la Fig. 6.2, T.
temperatura de la superficie externa de la pared de la columna del lecho
fluidizado en la Fig. 6.2, T.

fuerzas de interaccion de la fase k, Ec. (5.5)-(5.6), M-L>-t™.
temperatura de la interfaz, ver laFig. 6.1, T.

temperatura de la fase k evaluada en la frontera de la region espacial 7,

denotada por <, , T.
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c

flow

CcC C Cc cCc c c c

temperatura de la fase k evaluada a la entropia y densidad promedio, T.
fuerzas de interaccion de la fase gas con termicidad, Ec. (8.7), M-L?-t2.

fuerzas de interaccion de la fase solida (termicidad), Ec. (8.8), M- L.t 2.

representa a la ecuacion de balance de la energia térmica en la Fig. 2.1 (se
tomaron las siglas en inglés de: Thermal Energy).

representa a la ecuacion de balance de la energia cinética turbulenta en la
Fig. 2.1 (se tomaron las siglas en inglés de: Turbulent Kinetic Energy).
representa a la segunda ley de la termodinamica en la Fig. 2.1 (se tomaron
las siglas en inglés de: Thermodynamic Second Law).

vector columna de 1x4, de variables perturbadas en la Ec. (4.5) y (5.10).
vector columna de 1x6, de variables perturbadas en la Ec. (7.7) y (8.15).

representa a la ecuacion de la energia interna especifica en la Fig. 2.1.
velocidad de flujo caracteristica, Ec. (4.47) y Ec. (4.48), L-t™.

velocidad de la mezcla promedio, L-t™.

U, =(Vyo +Vs)/2, velocidad promedio aritmético, L-t™.

energia interna especifica de la fase k, M-L>-t7.

energia interna especifica de la fase k evaluada a la entropia y densidad
promedio, M- L*-t2.

velocidad promedio de la fase gas, L-t™.

velocidad superficial de los solidos, Ec. (4.46), L-t™.

velocidad superficial de la fase k, L-t™.

velocidad superficial del gas, L-t™.

velocidad superficial de las particulas solidas, L-t™.

U =V,-U,|=¢, (Vg —Vs), magnitud de la velocidad terminal de las
particulas en un medio estancado, L-t™.

velocidad terminal de las particulas en un medio estancado, pag. 110,

L-t™.
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representa al campo de velocidad local en la Fig. 2.1.
velocidad de flujo de la fase k dentro de 9", L-t™.
desviacion del campo de velocidad de la fase k con respecto a un

promedio ponderado en la masa, L-t™.

desviacién del campo de velocidad de la fase k con respecto a un
promedio espacio-temporal, L-t™.

velocidad promedio de la fase k, L-t™.

velocidad promedio de la fase k en el limite cuando nos acercamos a la
interfaz desde el interior de la fase k, L-t™.

velocidad promedio de la fase continua o fluida evaluada en un estado

estacionario uniforme, L-t™.
velocidad promedio de la fase dispersa o solida evaluada en un estado

estacionario uniforme, L-t™.
velocidad intersticial de la fase k, L-t™.

vector que representa las propiedades termodindmicas en 9, Ec. (1.43).
volumen promediante, definido por la region tridimensional 9, L.
volumen ocupado por lafase k en V , L°.

region en R*(Fig. 1.2), L°.

region ocupada por la fase k en 9; es decir, 9 9", L°.

velocidad de la interfaz k¢, L-t™.

velocidad de la interfaz gas-sélido, L-t™.

W, =—(V'X, -(TL, -v, ), trabajo interfacial, M- L™,

w," £<V’Xk -(Pk1+‘rk)-(vk —<Vk>i)>, trabajo “extra” interfacial, aparece
por primera vez en la Ec. (2.30), M-L™"-t7°.

vector de posicion al centroide de la region 77, L.

vector de posicion dirigido a cualquier punto de la region ¥, L.

vector de posicion caracteristico de la escala de descripcion local

instantanea, dirigido desde el sistema coordenado de referencia a un punto

de la fase k en la region espacial %", definida en la Fig. 1.2, L.
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Simbolos griegos

o, a,, o,

alw’ aZw’ a3w

ﬁkW

Yir 72

funcidn indicadora de fase o funcion generalizada, Ec. (1.6).

vector dirigido del centroide a cualquier punto dentro del volumen
promediante, L.
direccion axial en el tubo elevador, L.

distancia axial adimensional, adimensional.

rapideces de propagacion del modelo aglutinado y que toman en cuenta

tanto el comportamiento compresible como el incompresible, resultan de la

solucion de la Ec. (4.30), L-t™.
rapideces de propagacion del modelo aglutinado y que toman en cuenta el

comportamiento compresible, el incompresible y los efectos de pared,

aparecen por primera vez en la Ec. (5.30), L-t™.

ﬂz%CDpQUt, grupo de constantes que es proporcional al arrastre
p

interfacial, M-L3-t™,
B = _pg’l(apg /T, )Pg , coeficiente de expansion volumétrica, T,

2 -
By = D & f » grupo de constantes que representa la friccion de la fase k
t

con la pared del tubo, L.

fase continua.

y=c,/c,, indice adiabdtico o razon de capacidades calorificas,

adimensional.

rapideces de propagacién de la onda compresible de segundo orden, donde
estan aglutinados los efectos de pared, Ec. (5.30), L-t™.

operador de onda asociado a la pared del tubo, Ec. (5.16), t.
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representa una derivada inexacta.

error porcentual, que aparece en la Tabla 4.3, adimensional.

volumen ocupado por la region &, L2,

representa la distribucién delta de Dirac, asociada a la interfaz k¢, en el
contexto de las funciones generalizadas, adimensional.

representa a los términos de generacion de entropia en la ecuacion de
balance para la entropia en la Fig. 2.1.

representa a los términos de generacion de entropia en la ecuacion de
balance para la entropia, Ec. (2.3).

fraccion volumen de la fase k , adimensional.
fraccién volumen de la fase continua, adimensional.
fraccién volumen de la fase solida, adimensional.

fraccion volumen de la fase continua, evaluada en el estado estacionario
uniforme, adimensional.

fraccion volumen de la fase sdlida o dispersa, evaluada en un estado
estacionario uniforme, adimensional.

valor critico a partir del cual puede despreciarse la onda de cuarto orden en
relacion a los términos de segundo y tercer orden, Ec. (4.27), adimensional.
valor critico de fraccion volumen de solido, para el cual la onda
incompresible de segundo orden tiene un mismo coeficiente que la onda
compresible de tercer orden; esto es, ' =C’, adimensional.

velocidad de la onda compresible de segundo orden, Ec. (4.23), L-t™.
velocidades de las ondas compresibles de tercer orden, aparecen por

primera vez en la Ec. (4.17), L-t™.

velocidades de la onda compresible de cuarto orden, Ec. (4.24)-(4.25), L-t™.

representa una perturbacion general; esto es, ¢ es: {g, P,y Vs, Ty ,Ts} .
modulo de compresibilidad de la fase solida, aparece por primera vez en la

Ec. (3.6) y el Apéndice E esta dedicado a su estudio, M- L™t 2.
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flujo masico interfacial, M- L2t ™.

valor de la propiedad ¢, en el limite cuando nos acercamos a la interfaz
desde el interior de la fase k , definido en la pag. 28.

angulo formado entre el vector gravedad y la direccidn axial ascendente en
el tubo dada por el vector unitario e, , radianes.

nimero de onda, L.

nimero de onda, Ec. (4.43), L.

operadores de onda asociados a la pared del tubo, Ec. (5.14)-(5.15),
M- L3172,

segundo coeficiente de viscosidad de la fase continua, viscosidad
volumétrica o de bulto, M-L™"-t™.

viscosidad dinamica o de corte de la fase k, M-L™"-t ™.

rapideces adimensionales de las ondas de pared de segundo orden,
aparecen por primera vez en la Ec. (5.48), i.e., &, =¢&,,/U, , adimensional.
rapideces adimensionales de las ondas de pared de tercer orden, aparecen
por primera vez en la Ec. (5.48), i.e., &, =&, /U, , adimensional.

rapideces de las ondas de pared de segundo orden, aparecen por primera

vez en la Ec. (5.27), L-t™.

rapideces de las ondas de pared de tercer orden, aparecen por primera vez
enlaEc. (5.27), L-t™.

I, =-P,1-1,, tensor de presiones de la fase k, M-L*-t2.

I = —(X, 2V, V, )/ & , esfuerzos de Reynolds, M- L™ t7.

densidad del fluido, M-L°,

densidad de la fase k, M-L>.

densidad de la fase continua o fluida, M- L.

densidad de las particulas, M- L.

fase dispersa.
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area interfacial entre la fase k y la pared del tubo.

suma sobre las dos fases, continua y dispersa.

suma sobre todas las interfaces del tipo k¢ tal que la fase k este presente.

tiempo de relajacion de la onda dindamica incompresible, Ec. (4.18), t.
7'=U,7/L, coeficiente adimensional en la Ec. (4.26), adimensional.
escala de tiempo caracteristica de la turbulencia del fluido, t.

tiempo de relajacion de las particulas, t.

tensor de esfuerzos viscosos de la fase k, M-L*-t72.

tensor de esfuerzos turbulentos de la fase k, M-L*-t2.

flux de ¥, dentro de 7, .

variable auxiliar que puede tomar el valor de y =t,z, aparece por primera
vez en la Ec. (K.1).

densidad volumétrica de una cantidad termodinamica de interés, aparece
por primera vez en la Ec. (1.11).

frecuencia, Hz.

parte imaginaria de la frecuencia, Hz.
parte real de la frecuencia, Hz.

representa cualquier propiedad termodindmica, con caracter tensorial en
general.

tensor métrico o unitario, adimensional.
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Otros simbolos
YS

Y4

coeficiente de la onda no-isotérmica de tercer orden, aparece por primera
vez en la Ec. (7.34), M-L?-t°.

coeficiente de la onda no-isotérmica de cuarto orden, aparece por primera
vez en la Ec. (7.34), M-L°-t ™.

coeficiente de la onda no-isotérmica de quinto orden, aparece por primera
vez en la Ec. (7.34), M-L°.

coeficiente adimensional de la onda no-isotérmica de tercer orden, aparece
por primera vez en la Ec. (7.41) y se define en la Ec. (7.42), adimensional.
coeficiente adimensional de la onda no-isotérmica de cuarto orden, aparece
por primera vez en la Ec. (7.41) y se define en la Ec. (7.42), adimensional.
coeficiente adimensional de la onda no-isotérmica de quinto orden, aparece

por primera vez en la Ec. (7.41) y se define en la Ec. (7.42), adimensional.

Y= (5, P, Ty, LlOTS) , aparece por primera vez en la Ec. (7.32).

W, :[g, P, Ty (Lo +El)TS] , aparece por primera vez en la Ec. (8.37).
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Simbolos matematicos

= “es 1déntico a”.

“se define como”.
~ “es aproximadamente igual a”.
~ “se aproxima por”.

.|, variable e evaluadaen a.

C:{ab,c} conjunto C integrado por los elementos a, b y c.

€ indica la pertenencia, que asocia a una determinada coleccion de objetos.
C “que es un subconjunto de”.

C representa al conjunto de los nimeros complejos.

R representa al conjunto de los nimeros reales.

R? representa algo en dos dimensiones; por ejemplo una superficie.

R3 representa algo en tres dimensiones; por ejemplo un cuerpo en el volumen.
RExR representaalgo en cuatro dimensiones; i.e., en el espacio y tiempo simultaneos.
tr A traza de la matriz A.

A’ transpuesta de la matriz A.

X,Y,2 coordenadas rectangulares, L.

r,o,¢ coordenadas esfericas.

Lineas superiores
~ desviacidn de un promedio ponderado en la masa.
!

desviacién de un promedio espacio-temporal.

valor adimensional.

Subindices
2 correspondiente a la fase liquida.

y,g correspondiente a la fase continua o fluida.
o,s correspondiente a la fase dispersa o solida.

k correspondiente a la fase k .

Superindices

T transpuesto.
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Operadores matematicos

< > operador promedio integral, aparece por primera vez en la Ec. (1.17).

< >k( operador promedio de superficie intrinseco, Ec. (1.40).

< > B < > operador promedio intrinseco en la superficie de las particulas de
o\ oy catalizador.

>W operador promedio intrinseco en la superficie del tubo elevador.

operador promedio intrinseco en la superficie del tubo elevador.

~
=
=

operador promedio espacio-temporal de e, , Ec. (1.17).

[ J
=

campo e, con promedio interfacial.

[ ]
=~

operador promedio intrinseco de fase, Ec. (1.20).

=~

operador promedio interfacial, Ec. (1.22).

[ J
=

g operador promedio interfacial intrinseco, Ec. (1.23).

[ J
=

[ ]
=~

=
«Q
w

promedio ponderado en la masa del campo e, , Ec. (1.25).

PN o~ o~ o~ o~ o~ o~
[ ]

D D . . - , .
X .0 +v, -V', derivada material cuyo movimiento esta referido a la
Dt’ Dt" ot
velocidad de la fase k, t™.
D D . . - . .
Fkt[ ﬁ = % +w,, -V, derivada material cuyo movimiento esta referido a la

interfaz k¢, t™.

a =0, derivada temporal a posicion fija, t™.

0

=" 0, derivada espacial a tiempo fijo, L.

9 : 4

on, derivada normal, L.

4 Operador gradiente, nabla o del en la escala local, L™.

\% Operador gradiente, nabla o del en la escala promedio o global, L™.
lim f (x) limite de la funcién f (x) cuando x tiende al valor de a.
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INTRODUCCION. Antecedentes y justificacion

Regimenes de flujo en la fluidizacion gas-solido

Los regimenes de flujo en una sola fase pueden clasificarse de acuerdo a su movimiento
interno en: laminar, de transicion y turbulento. Sin embargo, los flujos en dos 0 més fases
no pueden clasificarse de esta manera y los distintos regimenes se clasifican de acuerdo a la
geometria de la interfaz (Ishii, 1990). Parte de la definicion del régimen de flujo es una

descripcion del arreglo morfoldgico de las fases o patron de flujo (Wallis, 1969).

La introduccion de gas por el fondo de una columna que contiene particulas sélidas
mediante un distribuidor de gas puede causar que las particulas se fluidicen. Se han
identificado diversos patrones de flujo/regimenes (Figura 1.1). Con un incremento en la
velocidad del gas, los regimenes en lechos fijos son: burbujeante retardado o fluidizacion
libre de burbujas, fluidizacion burbujeante, fluidizacion en flujo tapon, fluidizacion
turbulenta, fluidizacion rapida y conveccién neumatica diluida. Sin embargo, continla
habiendo problemas para identificar la transicion de un régimen a otro; por ejemplo, el
cambio de la fluidizacion turbulenta a la rdpida no estd bien definido (Andreux y col.,
2005).

Fluidizacion rapida

La fluidizacion répida es un régimen para poner en contacto intimo gas a altas velocidades
con solidos finos en una corriente densa caracterizada por turbulencia extrema y reflujo
extenso de paquetes concentrados de particulas. Este régimen se ha utilizado como una
técnica que se orienta principalmente hacia aplicaciones en reactores tipo gas-solido,
cataliticos o no-cataliticos, en donde ofrece muchas ventajas (Yerushalmi y col., 1976).
Este réegimen de fluidizacion es muy importante porque en él ocurren muchos procesos
industriales, tales como la desintegracion catalitica de hidrocarburos o mejor conocida
como FCC por sus siglas en inglés.
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FLUIDIZACION AGREGATIVA

Figura 1.1. Patrones de flujo en un lecho fluidizado gas-sélido (Grace, 1986).

Existen diversos modelos para representar la estructura turbulenta en un flujo, Prandtl
(1925) suponiendo que los remolinos se mueven en un fluido de igual forma que lo hacen
las moléculas en un gas, sugirié una ecuacion diferencial parcial para la longitud de mezcla;
posteriormente, Rotta (1951) mejor6 el modelo de Prandtl al sugerir uno que incluia dos
ecuaciones para dos escalas de la turbulencia en vez de una. Launder y Spalding (1972)
propusieron un modelo de dos ecuaciones y que es el que mas se utiliza. Este modelo
consiste de una ecuacién para la energia cinética turbulenta k y otra para la tasa de
disipacion de la energia turbulenta epsilon. EI modelo k-epsilon, aunque originalmente se
propuso para una sola fase, su aplicacion se ha extendido a sistemas de dos fases dando
buenos resultados. Algunos autores han utilizado este modelo para representar la
turbulencia, en columnas de burbujas (Troshko y Hassan, 2001; Lahey, 2005), en lechos
fluidizados (Abou-Arab y Elghobashi, 1983; Chen y Wood, 1985; Dasgupta y col., 1994),
en medios porosos (Pedras y de Lemos, 2001). A pesar del hecho de que la validez del
modelo k-epsilon no es universal, presenta un buen compromiso entre simplicidad y
generalidad.




Elghobashi (1994) clasificé los flujos del tipo gas-sélido en dos regimenes: diluido y denso.
En el régimen diluido, donde la fraccién volumen de solido es menor al 0.1%, las colisiones
entre particulas tienen un efecto despreciable en la turbulencia del gas acarreador. En tanto
que en el régimen denso, la fraccion volumen de solido es mayor al 0.1% y las colisiones
entre particulas empiezan a jugar un papel importante en los flujos.

Zhang y Reese (2001) estudiaron flujos turbulentos del tipo gas-sélido, con un modelo que
incorpora la influencia de la turbulencia del gas en el movimiento aleatorio de las particulas
por medio de la teoria cinética generalizada, sus resultados indicaron que no debe ignorarse
la influencia de la turbulencia del gas en el comportamiento del flujo microscépico de
particulas para flujos relativamente diluidos, especialmente con particulas pequefas.

Zheng y col. (2001) hicieron simulaciones numéricas utilizado modelos tipo k-epsilon-k(p)-
epsilon(p)-Theta para modelar la turbulencia en un flujo isotérmico incompresible en un
tubo elevador. Encontraron que la interaccion de la turbulencia del gas con las particulas
solidas es un factor crucial que afecta los resultados que ellos obtuvieron.

Diversos autores han modelado procesos de la fluidizacion répida; entre ellos Gidaspow
(1994), Neri y Gidaspow (2000), y Valencia (2001). Ding y Gidaspow (1990) pudieron
predecir la formacion de burbujas de gas en un lecho fluidizado utilizando modelos
obtenidos con teoria cinética extendida a medios granulares; Theologos y Markatos (1993),
por otra parte, propusieron un modelo muy completo para reactores del tipo FCC, que
incorpora la reaccion de cracking catalitico del gasoleo y que resolvieron numéricamente
(Theologos y col., 1997). Con este modelo ellos lograron predecir los aspectos ingenieriles
mas importantes en el tubo elevador como son: la caida de presion, la retencion de
catalizador, la velocidad de deslizamiento interfacial, la zona de aceleracion del catalizador,
la distribucion de temperaturas en ambas fases y de rendimientos en el reactor. Este modelo
constituy6 una buena aproximacion a estos sistemas, pero no se tomd en consideracion el
efecto de la compresibilidad del flujo de vapor; ademas, la turbulencia del vapor se incluy6
a través de un modelo muy simple tipo Boussinesq, con la viscosidad turbulenta.
Posteriormente, como un acercamiento mas a los procesos que tienen lugar en los sistemas
de FCC, Theologos y col. (1999) incorporaron en su modelo los efectos de alimentacion de

gasoleo y su tasa de evaporacion.




Jinsen y col. (1999) propusieron un modelo similar al de Theologos y Markatos (1993). En
este modelo se incorporaron esquemas de reaccion mas complejos y la turbulencia se
representd con un modelo tipo k-epsilon. En sus resultados encontraron que el régimen de
flujo reactivo-turbulento de gas en los tubos elevadores de las unidades de FCC es
extremadamente complejo, especialmente en la zona de alimentacion. Jinsen y col. (2001)
resolvieron numéricamente el modelo y lo utilizaron como herramienta de estudio para la
operacion y modificacion del proceso de FCC. Sugirieron que la selectividad de la reaccion
para producir gasolina puede mejorarse al reducir el didmetro de la gota de gasodleo
alimentada a la mitad; es decir, de 80 a 40 um. Estos estudios muestran la importancia que
tiene la obtencion de modelos confiables en la optimizacion y mejoramiento del proceso de
FCC.

Los flujos multifasicos tienen mas fuentes de disipacion que las situaciones de flujo en una
fase equivalentes. Se incluyen fuentes adicionales de disipacion tales como la disipacion de
energia turbulenta entre las fases y la disipacion interfacial. Al aplicar la técnica de
promediado se elimina informacion detallada del sistema que después debe introducirse
adecuadamente en los términos fuente mediante una cerradura acorde a la situacion fisica
especifica. Estos términos deben ser consistentes con la segunda ley de la termodindmica.

Tener un modelo consistente con la segunda ley de la termodinamica, implica que la tasa de
cambio de entropia y el flujo de entropia sean positivos definidos. Si todos los efectos estan
representados adecuadamente, entonces deberiamos encontrar que la segunda ley de la
termodinamica siempre se satisface. De otra forma, si las expresiones de cerradura que se
obtengan nos conducen a que el balance de entropia no siempre satisface la desigualdad de
Clausius-Duhem, entonces sabemos que los términos de disipacion en la generacion de
entropia no se estan modelando correctamente. Al verificar la congruencia del modelo con
la segunda ley de la termodinamica puede encontrarse que la forma de cerrar el problema
sobre-estima o sub-estima la disipacion, dependiendo de la situacion de flujo (Arnold y
col., 1990). La segunda ley de la termodinamica no es capaz de decirnos cuales relaciones
de comportamiento son correctas, solo puede detectar cual conjunto de relaciones de

comportamiento es incompatible con requerimientos fisicos especificos.




Por ello, un conjunto de relaciones de comportamiento aceptable deberia (Arnold y col.,
1990):

Incluir todos los efectos importantes,
= ser congruente con la segunda ley de la termodindmica,

= ser compatible con el principio de objetividad (Drew y Lahey, 1979),

llevar a un modelo promediado bien planteado, y

predecir los datos disponibles.

Antecedentes

En un trabajo anterior (Sanchez-Ldpez, 2003), considerando un sistema de dos fases gas-
solido, de un flujo homogéneo e isotérmico de particulas solidas rigidas e iguales, se obtuvo
un modelo hidrodinamico de dos fluidos con promedio espacio-temporal. Esto es, uno que
no considera transferencia de masa, ni reacciones quimicas y por lo tanto, no incorpora
balances de especies quimicas. En el modelo se incorporaron los efectos de compresibilidad
de la fase fluida (gas o vapor) y se calculd el nimero de Stokes utilizando datos de dos
sistemas fisicos: (1) catalizador de FCC-vapor de agua (Kellogg, 1984) y (2) arena-aire
(van der Schaaf y col., 1998). El nimero de Stokes caracteriza el comportamiento de las
particulas suspendidas en un flujo y se define como la razon de un tiempo caracteristico de
la relajacion de las particulas en el flujo a un tiempo caracteristico del flujo.
Posteriormente, con este modelo se realizé un estudio ondulatorio, el cual consiste en
obtener una ecuacién de onda representativa del modelo linealizado en las variables de
perturbacion para luego analizar con ella sus coeficientes, rapideces de propagacion y
estabilidad lineal, con el fin de estudiar las ondas de presion en el lecho y de establecer la
importancia de la compresibilidad en la estabilidad del modelo.

Maés delante, se tom6 como punto de partida el modelo obtenido por Sanchez-Ldpez
(2003), en el cual se suprimieron los efectos asociados a la turbulencia, con la finalidad de
estudiar solamente la hipdtesis de incompresibilidad. Con este modelo se realiz6 un estudio
de estabilidad lineal para estudiar el comportamiento dindmico del sistema mediante una
representacion de una ecuacion de jerarquia de ondas.

Consideraremos que un operador ondulatorio de primer orden es representado por
(6, +ad, ), donde a es la velocidad de la onda de primer orden.




De acuerdo con Whitham (1974), una ecuacion de jerarquia de ondas es una ecuacion en donde
aparecen distintos operadores ondulatorios, los cuales se jerarquizan de acuerdo al orden
del operador més alto presente en la ecuacion. Con esta ecuacién de jerarquia de ondas se
hizo un estudio formal (Soria y col., 2008) donde se compararon los modelos compresible e
incompresible asociado a través de un procedimiento sistematico, el cual consiste en
utilizar la representacion de operadores en el modelo, para luego hacer manipulaciones
operacionales y representar los dos modelos en una misma base de comparacion.

El estudio ondulatorio se llevé a cabo y se valid6 con los datos de dos sistemas, el flujo de
vapor-catalizador en una unidad de FCC y el flujo de aire-arena en una unidad de CFB.
Entre los resultados mas importantes que se obtuvieron estan: se predijeron ondas de
presion al incluir la compresibilidad de la fase gaseosa, cosa que no se consigue al utilizar
un modelo incompresible. Las ondas de presion estan esencialmente vinculadas con la
compresibilidad de la mezcla de las dos fases [Micaelli (1982)]. La propagacion de la
presidon gobierna en un sistema especifico; por ejemplo, en el tubo elevador de un lecho
fluidizado [Sanchez-L6pez (2003)]. Su velocidad de propagacion es menor o igual a la
velocidad del sonido sobre las dos fases [Nguyen y col. (1981)]. Con el modelo
incompresible sélo se obtienen ondas de fraccion volumen de primero y segundo orden,
mientras que con el compresible se encontraron ondas de segundo a cuarto orden; sin
embargo, la onda de cuarto orden tiene un coeficiente sensiblemente inferior al de tercer
orden, lo cual justifica despreciarla en relacion a las otras. Al incluir la compresibilidad, el
modelo ondulatorio incompresible aumenta en un orden, de segundo a tercer orden.

Las rapideces de propagacion de las ondas de segundo orden del modelo incompresible
resultaron ser complejas conjugadas, con parte real del orden de 10 y parte imaginaria del
orden de 10™*. Bouré (1988) asocia la ocurrencia de rapideces complejas a modelos de dos
fluidos rigidos que consideran un campo Unico de presion. En el caso de burbujas de aire en
un medio continuo como agua, este problema se soluciona con presiones distintas basadas
en la ecuacién de Young-Laplace, pero para sistemas formados de particulas solidas
pequefias del orden de #m en un medio continuo, el campo de presion del sélido no esta
definido. Para definir la presién en los granos solidos se propuso una hipo6tesis basica en la
obtencidn de los teoremas de Arquimedes de la hidrostatica, que es considerar que el
campo de presion del fluido se continGa al interior del solido méas una funcién de la
aglomeracion de sélidos que depende de la fraccion volumen de sélido (Gidaspow, 1994).




La funcion de aglomeracion o moédulo de compresibilidad del solido que utilizamos por ser
adecuada para los casos de estudio de esta tesis, es la propuesta por Jiradilok y col. (2006).
Con esta modificacion se logré remover las partes imaginarias en el modelo ondulatorio
incompresible. Estas razones motivan el deseo de profundizar en el tema, con el fin de
desentrafiar aspectos fundamentales acerca del papel que juegan los efectos de
compresibilidad y de termicidad en los modelos de la fluidizacion rapida, los cuales tienen
un caracter no-homogeneo en general. Asi como tener una descripcién termodinamica
completa al incluir los efectos térmicos, incorporando el balance de energia y de entropia.

En particular, se modelard el comportamiento ante pulsos de calor a la entrada,
introduciendo la fase gaseosa a diferente temperatura que las particulas sélidas. Con la
finalidad de evaluar las expresiones de cerradura que se obtengan, se analizara la

consistencia del modelo con la segunda ley de la termodinamica (Arnold y col., 1990).

Justificacion

Como se hizo notar en la revision bibliografica, existe una cantidad variada de trabajos que
reportan modelos de lechos fluidizados rapidos, que consideran las fases incompresibles e
incorporan modelos de la turbulencia. Otros modelos consideran los efectos térmicos del
sistema y algunos méas incorporan reacciones quimicas y efectos de transferencia de masa.
Los enfoques y propdsitos son diversos. Entre estos, el énfasis en el comportamiento
hidrodinamico del sistema requiere elaborar modelos que representen adecuadamente la
respuesta dindmica, primero a un nivel del analisis del movimiento de las fases, para luego
incorporar, utilizando procedimientos compatibles, los efectos térmicos y de transporte de
componentes y reacciones en el modelo.

El proposito de este trabajo es desarrollar un modelo hidrodinamico de dos fluidos, en el
que las fases solida y fluida sélo interactuan a través de las fuerzas de friccion interfacial y
de los efectos térmicos y de disipacion de energia mecanica, de modo que las
perturbaciones en el sistema induzcan movimientos ondulatorios que sean correctamente
representados por el modelo. Esto implica aplicar principios locales de conservacion y de
balance para dos materiales puros (los granos de sélido y el fluido continuo) y extender
estos balances aplicando técnicas de promediado y resolviendo las cerraduras requeridas,
bajo condiciones especificas plausibles.




Se ha demostrado en trabajos anteriores (Soria y col., 2008) que la inclusién de la
compresibilidad del fluido afecta la respuesta de los modelos ante pequefias perturbaciones.
En efecto, el modelo compresible que se obtuvo es de cuarto orden en tanto que el
incompresible es s6lo de segundo. Ademas, las rapideces de propagacion del modelo
compresible incorporan los modos de propagacion relacionados con la velocidad del
sonido.

La consideracion de la hipotesis de incompresibilidad implica que las ondas de presion
viajan en el sistema con velocidad infinita (Bouré, 1988). Asimismo se estudiara el
comportamiento no-isotérmico porque deseamos representar adecuadamente la disipacion
de la energia entre las fases. Considerar isotermicidad implica que la respuesta térmica del
sistema, incluidos los efectos de disipacion viscosa, se propagan en el sistema con
velocidad infinita de tal manera que son transferidos instantaneamente a los alrededores y
no hay un incremento en la temperatura. La inclusiébn de la segunda ley de la
termodindmica es necesaria para analizar si la forma en la que se cierra el problema cumple
con el postulado de Clausius-Duhem.

Aunque la turbulencia generada por el flujo de gas es muy importante en el flujo de
particulas en el tubo elevador en el régimen de fluidizacion réapida, ya que gobierna el
movimiento de los sélidos en el tubo, su efecto no se considerara en los modelos que se
estudiaran en este trabajo. Sin embargo, se estudia su efecto en las restricciones implicadas
por la segunda ley de la termodindmica. La importancia del efecto de compresibilidad de la
fase fluida debe ser evaluada, asi como la propagacion de ondas no-isotérmicas, que
determinan el flujo de calor debido a la disipacion de energia en el sistema y es necesaria
para establecer el balance de entropia, que se requiere para aplicar la segunda ley de la
termodinamica. Los efectos de transferencia de masa y los efectos asociados a reacciones
quimicas quedan fuera del alcance de este proyecto, aunque la sistematizacion de
procedimientos Utiles para la extension a estos problemas quedara establecida.

Las aportaciones originales estan en el modelar adecuadamente un sistema no-isotérmico-
compresible, la evaluacion de los efectos de compresibilidad, asi como en el estudio de las

ondas térmicas y la congruencia de las cerraduras con el postulado de Clausius-Duhem.




Hipotesis, objetivos y metodologia

Hipotesis

Los efectos de compresibilidad y de termicidad determinan ampliamente el comportamiento
de los lechos fluidizados rapidos. Su inclusion apropiada en los modelos de dicha operacién
debe tener impacto en los resultados, como podra observarse en los analisis de estabilidad

de ondas de fraccion volumen, térmicas y de presion.

Objetivo general

Elaborar un modelo hidrodinamico, que incluya promedios espacio-temporales y que sea
consistente con la segunda ley de la termodinamica, que permita evaluar los efectos de
compresibilidad y la evolucion de ondas térmicas en la fluidizacion rapida en ausencia de

turbulencia.

Objetivos particulares

e Obtener un modelo para el régimen de la fluidizacion rapida usando técnicas de

promedio espacio-temporal.

e Cerrar el conjunto de ecuaciones utilizando modelos de celda y ecuaciones de

estado para flujos de gas o vapor compresible.
e Verificar la consistencia del modelo aplicando la segunda ley de la termodinamica.
e Estudiar la dindmica y la estabilidad lineal del modelo.

e Analizar la importancia de los efectos considerados en el modelo.




Metodologia

Primero, partiendo de las ecuaciones de conservacion de la masa y de la energia,
ecuaciones de balance de momentum y de entropia, se procede a aplicarles promedio
espacio-temporal (Drew, 1983; Sanchez-Lopez, 2003). Posteriormente para cerrar el
modelo, se utiliza la ecuacién de estado del gas ideal (sin embargo, como se hara notar en
la seccion 2.4, en esta descripcion en términos de variables con promedio espacio-temporal,
es posible obtener una ecuacion de estado que describa el comportamiento termostéatico del
gas mas real que la del gas ideal, pero en esta primera aproximacion no se utilizard) para
incorporar la compresibilidad de la fase fluida y los términos interfaciales se cierran
mediante un modelo de celda. Se estudia la consistencia del modelo con la segunda ley de
la termodinamica, siguiendo la metodologia establecida por Arnold y col. (1990). A
continuacion se linealiza el modelo respecto a las perturbaciones y se eliminan las
velocidades de las fases mediante las ecuaciones de conservacion de la masa, obteniendo
asi un sistema de ecuaciones para (a) la fraccion volumen y para la presion en el caso
isotérmico, y para (b) la fraccion volumen, la presion y la temperatura de cada una de las
fases, para el caso no-isotérmico. Luego, mediante la aplicacion de operadores diferenciales
a las ecuaciones, podemos obtener una sola ecuacion diferencial de orden superior que
represente al sistema original, en esta ecuacion estan separados los efectos tomados en
cuenta en el modelo; es decir, la compresibilidad, la pared del tubo y los efectos térmicos.
Esta metodologia nos permite evaluar cada efecto por separado y medir su importancia en
la dindmica y en la estabilidad del sistema. Con este modelo se estudian las rapideces de
propagacion y se analiza la estabilidad lineal mediante la relacion de dispersion asociada.
Por altimo, se comparan los resultados del modelo incompresible con los del compresible y
los del isotérmico con los del no-isotérmico. Se confrontan distintos casos de estudio; por
ejemplo, para el caso isotérmico se comparan los datos experimentales de FCC reportados
por Kellogg (1984) con los reportados en un trabajo experimental realizado por van der
Schaaf y col. (1998) sobre un lecho fluidizado circulante CFB de particulas de arena
arrastradas con aire a temperatura ambiente, donde se dan mediciones de la velocidad del
sonido. Con los datos de este trabajo se obtuvo un nimero de Stokes de 2.15, lo que implica
que las particulas sélidas tienen un movimiento mas independiente del gas que en el FCC,
donde el nimero de Stokes resultdé ser de 0.13. El estudio ondulatorio con estos dos
sistemas se vuelve atractivo por las diferencias importantes entre las propiedades de ambos,
las cuales se presentan y discuten méas adelante.
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Capitulo 1

Ecuaciones de balance con promedio espacio-temporal

1.1 Introducciéon

La principal dificultad en el modelamiento del flujo multifasico es que involucra muchas
escalas caracteristicas de longitud y tiempo diferentes del sistema, la geometria compleja y
las condiciones a la frontera. La forma apropiada de modelar estos sistemas tan complejos
debe basarse en un método riguroso en el que se establezca una conexion entre el nivel
local instantaneo y la escala global. Por lo tanto, es importante desarrollar un método
matematico que pueda utilizarse sistematicamente para obtener las ecuaciones promediadas
a partir de las ecuaciones locales instantdneas y que las relaciones de cerradura que se

requieran sean bien definidas y calculables (Zhang, 1993).

Prosperetti y Tryggvason (2007) sefialan que: “El problema del promediado en el flujo
multifasico es una complicacion de muchos afios, que se extiende en la historia tan lejos
como a la turbulencia monofasica. Hay sin embargo, una desventaja con este caso: mientras
que las ideas relativamente simples que se aplican a la turbulencia en una sola fase, tales
como la hipotesis de la longitud de mezclado, da buenos resultados, los enfoques simples
aplicados al promediado multifasico han tenido un éxito mucho mas limitado. En realidad,
hablando en términos generales, es justo decir que los modelos de ecuaciones promediadas
para el flujo multifasico son mucho menos desarrollados y mucho menos fieles a la realidad
fisica, que los de la turbulencia monofasica. Estas dificultades son todavia considerables
pues afectan el modelamiento de muchos términos y las ecuaciones a menudo parecen ser

algo deficientes aun en el nivel puramente matematico.”

A partir de 1967 el promedio volumétrico fue usado para obtener las ecuaciones de medio
efectivo que implican dos fases. Sin embargo, el promedio volumétrico es adecuado y
suficiente para medios porosos. Si ambas fases estdn en movimiento, los métodos

estadisticos o de promedio espacio-temporal son mas adecuados.
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Los procedimientos de promediado que se aplican a sistemas de dos fases pueden
clasificarse en tres grupos principales basados en los conceptos fisicos utilizados para
formular sistemas dinamicos (Ishii, 1975). Estos son, el promedio:

(1) Euleriano,

(2) Lagrangiano y

(3) Estadistico de Boltzmann.
El primero se sigue tradicionalmente ya que las ecuaciones locales instantaneas estan
formuladas en un marco de referencia Euleriano, por lo que éste se adopta normalmente
para desarrollar el promediado. ElI promedio Lagrangiano sigue una determinada
trayectoria; por ejemplo, la trayectoria de una particula sélida. En el tercero, el promedio se
toma sobre una funcion estadistica de distribucion, cominmente la distribucion de
Maxwell-Boltzmann. Otro método estadistico propuesto para desarrollar modelos es el
promedio de ensamble (Zhang, 1993; Zhang y Prosperetti, 1994; Drew y Passman, 1999).
En flujos multifasicos, pensaremos en el ensamble correspondiente a un movimiento dado
como un conjunto muy grande de realizaciones con variaciones que podemos observar. En
efecto, el conjunto puede (tedricamente) contener rearreglos de los atomos dentro de las
fases; sin embargo, estas distintas realizaciones no son diferentes en el contexto de la
mecanica de medios continuos y por lo tanto no las consideraremos. Una diferencia
importante entre el promedio volumétrico y el promedio de ensamble, es que el promedio
de ensamble no requiere que el volumen de control contenga un gran ndmero de particulas
en cada realizacion como lo requiere el promedio volumétrico. Por otro lado, el promedio
de ensamble es mas general que el promedio temporal y que el promedio volumétrico, ya
que se vuelve equivalente al promedio volumétrico para flujos que son estadisticamente
uniformes u homogéneos espacialmente. Similarmente, cuando el nidmero de muestras
tiende a infinito, lo cual implica la ergodicidad del proceso, el promedio de ensamble es
equivalente al promedio temporal (Drew y Passman, 1999). En este trabajo se demuestran
las condiciones bajo las cuales el promedio espacio-temporal contiene al promedio
volumétrico y al promedio temporal, como casos asintoticos. La seleccion de una descripcion
de promediado para un determinado problema depende del fendmeno que se desea describir.
La fluidizacion rapida es un régimen altamente turbulento donde las fases gas-solido estan
en movimiento, entonces para obtener un modelo en este régimen, se necesitan un
promedio temporal y un promedio volumétrico. Con la finalidad de conseguir variables
suavizadas; primeramente, se debe tomar un promedio temporal y después un promedio
volumétrico o viceversa. Sin embargo, en este trabajo se propone un promedio espacio-
temporal para obtener variables suavizadas en el tiempo y en el espacio en un sélo paso.
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1.2 Descripcion en el nivel local instantaneol

Las ecuaciones de balance a nivel local instantaneo para la fase k son:

1.2.1 Ecuacion de conservacion de la masa

0 :
EPkJFV'(Pka):O- (1.1)

1.2.2 Ecuacion de balance de cantidad de movimiento

0 , '
E(kak)+v '(pkvkvk)_pkgk -V'-1I, =0. (1.2)

1.2.3 Ecuacion de balance de energia total

%I:pk (Uk +3Vy 'Vk)]+v,'[pkvk (Uk +3 ViV )]

P9V =V - (I v, )+V'-q —Q, =0. (1.3)
En estas ecuaciones, t' y V' son el tiempo y el operador gradiente en la escala local
instantanea, respectivamente. v, es la velocidad de la fase k, g, es un campo vectorial
externo por unidad de volumen actuando en la fase k, II, es el tensor de presiones;
definido por: II, =-R1-7,, donde P, es la presion termodinamica, 1 es el tensor métrico
y T, es el tensor de esfuerzos viscosos, U, es la energia interna especifica o por unidad de
masa, ¢, es el vector de flujo de calor y Q, es una fuente de calentamiento por unidad de

volumen asociada a la fase k.

El conjunto dado por la Ec. (1.1) a la Ec. (1.3) debe complementarse por las siguientes

relaciones de comportamiento:

» Ley de Newton de la viscosidad: ©, =—24D, -4 (V'-v,)1.

e Ley de Fourier de la conduccion del calor: g, =—k V'T,.

! Los vectores y tensores los representamos con negritas y el subindice k indica que pertenece a la fase k -
ésima. Cabe mencionar que no utilizamos la notacion indicial, sino la notacion de Gibbs, por lo cual
esperamos que esto no genere ambigtiedad o confusién. J.W. Gibbs fue quien introdujo la notacién del punto
para el producto escalar y del x para el producto vectorial; asi como nociones mas complejas, tales como los
operadores vectoriales: gradiente, divergencia y rotacional.
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Donde D, es el tensor de rapidez de deformacion, definido por: D, = %[V'vk +(V'v, )T} .

También deben incluirse las siguientes condiciones a la frontera:

C.F.1 P =P, en &, (r,t),
C.F.2 v,-n, =0 en &, (r,t),
C.F.3 T =T, en &, (r,t),
C.F.4 n,-d, =h (T, -T,) en 7, (r,t).

En estas ecuaciones B, y T, son la presion y la temperatura evaluadas en la frontera de la
regién espacial OVk(r,t) denotada por &k’((r,t) (ver Figura 1.2), h es un coeficiente de
transferencia de calor asociado a la interfaz, n, representa un vector normal unitario

asociado a la fase k y que apunta hacia afuera de la misma.

1.2.4 Ecuacion de energia mecanica
La ecuacidn de energia mecénica se obtiene al tomar el producto punto de la ecuacion de
movimiento Ec. (1.2) con la velocidad.

D ' '
ka_:'(%Vk 'Vk)_Pk(Vk 'gk)_v '(Hk 'Vk)+Hk Vv =0. (1.4)

D . . N . .
Donde Dk ﬁi+vk V', es laderivada material siguiendo a una particula de fluido con

! !
ot
velocidad v, . Restando la ecuacion de energia mecénica resultante Ec. (1.4) de la ecuacion

de energia total Ec. (1.3), se obtiene la ecuacion para la energia interna:
Dk ! v
pkauk—i_v'qk_Qk_Hk'ka =0. (15)

El conjunto de ecuaciones representado en la Ec. (1.1) a la Ec. (1.5), corresponde a un
sistema cerrado en la escala de descripcién local instantdnea y se toma como punto de
partida para obtener los modelos promediados.
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1.3 Promediado utilizando funciones de distribucion

1.3.1 Funcién indicadora de fase

El dominio de definicion de las ecuaciones locales instantaneas puede extenderse a toda la
region espacial % utilizando una funcién de distribucién apropiada (conocida como
funcion generalizada) X, (x’,t') . Esta funcion esta definida en todas partes y tiene soporte
compacto. Una funcion tiene soporte compacto si los valores en donde no es nula
conforman un conjunto cerrado y acotado. La funcion indicadora de fase se define por
(Gel'fand y Shilov, 1964; Drew, 1971; Soria y de Lasa, 1991):

1, si x’ esta en la fase k al tiempo t’

X (x.t) i{ 0, de otra manera (1)
donde el subindice k es una indicacion de la fase gas o solida, i.e., k={g,s} y x" esun
vector de posicion. Esta funcion debe aplicarse a las ecuaciones locales instantaneas en el
sentido de las funciones generalizadas. En Analisis matematico, una distribucién o funcion
generalizada es un objeto matematico que generaliza la nocion de funcién y la de medida.
La delta de Dirac es una distribucién y como distribucion, define un funcional en forma de
integral sobre un cierto espacio de funciones (c. fr. Gel'fand y Shilov, 1964).

En el espacio-tiempo X, (X',t") es una funcién definida en todas partes. Por lo tanto:
D X (x,t)=1. (1.7)
k=g, s

Esto es, en cada punto del espacio-tiempo la funcion indicadora de fase esta bien definida.

1.3.2 Propiedades de la funcion de distribucion X, (x',t")

Derivadas distribucionales

El concepto de derivada distribucional o derivada en el sentido de las distribuciones
generaliza el concepto de derivada ordinaria a distribuciones y funciones no-continuas. La
funcién indicadora de fase tiene las siguientes propiedades importantes (Drew, 1983; Soria
y de Lasa, 1991):

oX
?,k =Ny 'Wk(5k( (1-8)
V'X, =-n,3,, (1.9)
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donde
w,,, es la velocidad de la interfaz k¢,

o, , es la funcion de distribucion delta de Dirac asociada a la interfaz k¢
(Gel'fand y Shilov, 1964; Zemanian, 1965; Estrada y Kanwal, 1980).

Tomando el producto punto de la Ec. (1.9) con w,, y sumando el resultado a la Ec. (1.8) se

obtiene la siguiente ecuacion (Drew, 1983; Soria y de Lasa, 1991):

X ,
?’MFW” V'X, =0

_ D, X, .
Dt'

La Ec. (1.10) es conocida como la ecuacién topologica para la funcién indicadora de fase y

(1.10)

tiene una interpretacion simple dada por Drew y Lahey (1993): Si se toma un punto fuera
de la interfaz, entonces X, =1 6 X, =0. En ambos casos las derivadas parciales son cero y
la Ec. (1.10) es igual a cero. Por otro lado, si se considera un punto que pertenezca a la

interfaz, entonces el movimiento es con ella y se observa a la funcion X, como un salto

constante. Por lo tanto, su derivada es cero.

Si ¥, es la densidad volumétrica de una cantidad termodinamica de interés, pueden

obtenerse relaciones importantes con la funcion indicadora, donde ésta se introduce a los
operadores derivada temporal y divergencia:

ok 4 0 oX
Xk at'k :E(kak)_?yk‘l,k’ (111)
X V' (V¥ )=V (X v P )~ VX, v P, (1.12)

Sustituyendo en estas ecuaciones las derivadas de la funcion indicadora de fase dadas en la
Ec. (1.8) yen la Ec. (1.9):

ovY 0
Xy Gt'k :g(xk‘l’k)_nk ‘W, 0, ¥y, (1.13)
X V' (V¥ )=V (X V¥, )+ 5, -V, ¥, (1.14)

Estas ecuaciones seran el punto de partida para el desarrollo de los teoremas del promedio

espacio-temporal.
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1.4 Operadores para el promedio espacio-temporal

La aplicaciéon del método de promediado requiere que se satisfagan ciertas condiciones

importantes. Soria y de Lasa (1991) sefialan las siguientes:

a) Una condicion de escala que indica que el volumen promediante V definido por la

region espacial 9~ debe ser seleccionado tal que:
(<< <L (1.15)
donde

(, es una longitud caracteristica de las fases dispersas y

L., es una longitud caracteristica de la estructura de flujo.

b) En un punto fijo x" representado en UV(X') puede haber alguna de las siguientes
regiones:
VA CORE A S/ (1.16)

g’ s? 951'

Puesto que los efectos de pared son considerados, en la Ec. (1.16) se incluyen dos
regiones mas .~ (k = g,s). Estas regiones definen el area interfacial entre la fase k y

la pared del tubo X, . (ver la Figura 1.2)

Un operador promedio de fase espacio-temporal para campos locales instantaneos

e, (X',t), se define por (Sanchez-Lo6pez, 2003):

(s)(x1)= = [T T (Xcs)(x.t)drav: (117)

donde la region espacial de integracion esta referida a su centroide x y el intervalo de

tiempo [t—%,t+7%] esté referido al punto medio del intervalo t. El orden de integracion

puede intercambiarse de acuerdo a un teorema para funciones generalizadas, similar al de
Fubini (Sanchez-Lopez, 2003). En el Apéndice A se presentan los casos asintdticos del
promedio espacio-temporal. EI promedio temporal se recupera al colapsar la regién espacial
de integracion y el promedio volumétrico al hacer tender a cero la region temporal.
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Lecho fluidizado rapido
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Figura 1.2. Lecho fluidizado rapido de donde se extrae el volumen que se toma como sistema para

aplicar el método del promedio espacio-temporal con tres vistas en perspectiva.
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Promediando la Ec. (1.7) se obtiene el siguiente resultado importante:

> (X)=> g =1 (1.18)

k=g.s k=g,s

El promedio espacio-temporal de la funcién indicadora de fase es la aplicacion de la
Ec. (1.17) a la unidad:

t+5
<1>(x,t)=%ﬁ(;|.)t.|;Xkdt'dV':%zgk (x,t). (1.19)

También, el operador promedio intrinseco de fase esta definido por

(o) (X’t)i%m [ (Xco)(xt)dtav”, (1.20)

Con la Ec. (1.20), puede establecerse una relacion entre el promedio de fase y el promedio

intrinseco de fase:

(o) =¢, <ok>k : (1.21)

Hay otros dos operadores promedio llamados el operador promedio interfacial y el operador

promedio interfacial intrinseco y estan definidos por

) 0= (11 ]

70k

[— X, (X))o, (x’,t’)} dt'dv’ (1.22)
on,

T
t+5

o) )= 2 1] |

(x)t=%

{—ax—"(x’,t’)okh (x',t')}dt'dV’, (1.23)
on,

respectivamente. Aqui n, es una coordenada normal local a la interfaz, apuntando hacia

afuera de la fase k. La derivada negativa de la funcion indicadora de fase es equivalente a la
funcién de distribucion delta de Dirac con soporte en la interfaz [Ec. (1.9)], tal que las

integrales se desarrollan en la interfaz para los valores limites de la funcion desde adentro

de lafase k o] .
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Cuando la Ec. (1.22) se aplica a la unidad se obtiene el siguiente resultado

<1>g,gs (X,t) _ <1>s,gs (X,t) :%J/{LJI_?(T:(X’I')} dt'dv’ = Cgs =a, (X,t) (1.24)

que es el area interfacial especifica, siendo A el area interfacial dentro de OV(x)xT :

Para fluidos compresibles, se prefiere el promedio ponderado en la masa, el cual se define
de acuerdo con Cebeci y Smith (1974) como

o1 o) (1.25)

<pk>k

Para fluidos incompresibles, el promedio ponderado en la masa coincide con el promedio
intrinseco de fase. Una variable local instantanea general, representada simbdlicamente por

e, , puede descomponerse como la suma de su valor promedio intrinseco de fase mas una

desviacion e," alrededor de su promedio:

. = <.k >k + ok' . (1.26)

Las variables: velocidad, temperatura, energia interna, entalpia, entropia, pueden
descomponerse de acuerdo con Cebeci y Smith (1974), como

o ={o ) +3,. (1.27)

El promedio de la desviacion satisface las condiciones
' k k
§k>=0y{q}=o. (1.28)

Es interesante examinar la relacion existente entre estos dos tipos de descripciones de
promediado en términos del significado de sus desviaciones (Apéndice B).

Para analizar esto, tratemos de contestar la siguiente pregunta:

¢Bajo qué condiciones es valida o qué limitaciones tiene la siguiente igualdad?

{m}kza (1.29)
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1.5 Restricciones de escala

1.5.1 Expansion en series de Taylor

Para poder extraer adecuadamente cantidades promediadas de las integrales y de analizar
las restricciones que esto implica, utilizamos un desarrollo en serie de Taylor alrededor del
centroide de la region de integracion espacio-temporal mediante un procedimiento similar
al de Whitaker (1999):

<‘k>k (r.t*)= <'k>k

donde r,=x+y, y t*=t+7. Por lo que sustituyendo, simplificando y escribiendo el
resultado en notacion de Gibbs, se tiene que:

(o >k Xyt <°k>k

0

W [T ) ] S0 | im0 ]

+y, ~[8%(va (o) )} : %%Mk } _—

donde x es el centroide de la region 9" y t es el punto medio de la region temporal de

integracion y tienen valores constantes. Sustituyendo este resultado en la Ec. (1.29):

<pk >k {pk,} = <kakpk’>
<Pk>k {pk’}k

k

XYt <kakpk'> xt T Y« '|:vyk <kakpk,>:|
0 '
+|:E<kakpk >lt
0 ’ 1 62 ' 2
Y E(Vyk <kakpk > Tty W<xkpkpk > X‘tT e

X,t

x,t

T+3Y Yk :[Vykvyk <kakpk'>:| t
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introduciendo la descomposicion espacio-temporal de la densidad dada en la Ec. (1.26),
desarrollando términos, dividiendo por <pk>k <pk>k y eliminando los promedios de

desviaciones mediante la Ec. (1.28):

’k "k V<lr>k 8<,,>k
{pk} X+Yy t+7 <pk pk> X,t Yk pk pk xt 6]: pk pk xt

) e </7k >k <pk >k o <pk >k <pk >k

V2 >k V2 >k (o)

|:V V < ’ 1A k:| |:a v ! ! k
R > — k<p P > }
ey < Xt ot ¢ « Xt

V2 >k V2 >k

Laaleia )],
(P >k V2 >k

utilizando estimados de ordenes de magnitud hasta primer orden en las desviaciones, se

+3Y Y

i
2

obtiene que:

k k k
XYt o <pk Pk > r, <pk Pk > T </0k Pk >

2} b

<pk>k <pk>k <pk>k L<pk,pk/>k <pk>k <pk>k T<pk,pk,>k <pk>k <pk>k

Donde y, varia en distancias del orden del radio r, de la region espacial %" y ¢ variaen

tiempos del orden de la region temporal de integracion T , mientras que L< >
PP

k y T Kk
<Pk'Pk'>
varian en distancias observables en una escala mayor; es decir, a escala del equipo.
Podemos sacar las cantidades promediadas de las integrales y a primer orden en las
desviaciones se verifica la relacion dada en la Ec. (1.29), pero teniendo en cuenta que esto

trae consigo las siguientes restricciones de escala:

k
<pk Pk > r T
<l sl ——<l (1.30)
<pk > <pk > <Pk'/’k’>k <Pk’Pk'>k

Mas adelante se utilizara este resultado.
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1.6 Teoremas fundamentales para el desarrollo de las ecuaciones con

promedio espacio-temporal

Los teoremas fundamentales para desarrollar las ecuaciones con promedio espacio-
temporal se obtienen aplicando el operador promedio espacio-temporal dado en la
Ec. (1.17)alaEc. (1.13)yalaEc. (1.14):

o d
<Xk le>:<g(xk‘1’k)—nk 'wk(§k[‘Pk>’ (131)
(X V(v ) =(V'- (X v ¥, )+ Fmy - v, P, ). (1.32)

Puesto que el operador promedio espacio-temporal [Ec. (1.17)] tiene una representacion
integral, entonces es lineal y el promedio de una suma es la suma del promedio de los

sumandos. Asi, la Ec. (1.31) y la Ec. (1.32) pueden reescribirse en la forma:

oY, 0
<Xk ot >:<E(kak )>_<nk 'Wk(5k(Tk>v (1.33)
(X V(v ) = (V' (X v B )V +{(5m -V, W, ). (1.34)

La integracion se realiza sobre la region espacial con centroide en x, de tal manera que la
region esta fija. Ademas, la region temporal esté centrada en el punto medio t. Por lo tanto,
el operador derivada temporal y el operador divergencia pueden conmutar con el operador

promedio, con lo que se obtienen los siguientes dos teoremas.

Teorema general de transporte (Gray, 1975; Drew, 1983; Soria y de Lasa, 1991; Drew y
Lahey, 1993; Sanchez-L6pez, 2003):

oY 0
<xk 6t,k>=a<xk\1'k>—<nk S Y (1.35)
Teorema del promedio volumétrico:

(X V(v ) = V(X v W, )+ (S, v P, (1.36)

Este teorema representa una version tridimensional de la regla de Leibniz para intercambiar

diferenciacién con integracion.

23



Este teorema es conocido como teorema del promedio volumétrico y fue obtenido en forma
independiente en 1967 por Marle estudiando el flujo monofasico en medios porosos, por
Anderson y Jackson estudiando lechos fluidizados, por Slattery estudiando el flujo bifasico

en medios porosos y por Whitaker estudiando la dispersion en medios porosos.

Estos son los dos teoremas esenciales para el desarrollo de las ecuaciones promediadas
(Drew, 1983; Soriay de Lasa, 1991; Drew y Lahey, 1993).

Para simplificar el procedimiento de promediado de las ecuaciones locales instantaneas se
obtiene un tercer teorema, llamado teorema de transporte combinado, al sumar la Ec. (1.35)

y la Ec. (1.36) para tener:

v, , 0
<xk( = +V ~(Vk‘1’k)J>=§<XK‘PK>+V-<kak‘1’k>+<5kfnk (V=W ) ¥, ). (1.37)

Al deducir esta ecuacion, se tuvo cuidado en el hecho de que W, puede ser un tensor.
Utilizando la Ec. (1.21) se obtiene la siguiente ecuacion:

<xk (a;’f +v’-(vk~11k)j> =§(gk (P )+ V- (8 () )+ (Gm - (v~ W) ¥, ) (2:38)

Analizando el término fuente correspondiente al ultimo término en la Ec. (1.38), donde la

funcion de distribucion delta de Dirac o,, sirve de filtro a la integral dejando pasar la

informacion a la interfaz,

T
t+5

(Bt (V =W ) ¥, ) = = [[] [ Sy -(v =, ) W,
VT %)
7(x)t-%

1 t+% ’
2T j! [ n-(vi—w, )W, dtds (1.39)
ke X)t_%

donde el producto VT se ha introducido a la sumatoria, debido a que es constante. La suma
en la Ec. (1.39) debe leerse como: “suma sobre todas las interfaz k¢ tal que la fase k esté

presente” (Soria y de Lasa, 1991).
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En la Ec. (1.39) la region interfacial ., define el area S,,. Esta ecuacion debe reescribirse
como un promedio superficial intrinseco de fase:

I
t+

S, 1
oN -(v,—-w,,)¥ =§i_ (v, — ¥ dt'dS
< o ( k k() k> ik VST ’/;!.‘!.x)t'[znk (Vk WK[) k
=2 3 (N (v~ Wy, ) ¥y, (1.40)

k(k
donde el area interfacial especifica a,, fue introducida (Soriay de Lasa, 1991):

S
Gy = <5k[> = ﬁ (1.41)

Por lo tanto, la Ec. (1.38) puede reescribirse finalmente como:

<xk (a;t',k +V'-(vk‘I’k)j> :%(gk (P )+ V- (8 (V) )+ e (- (v - ) ),

kelk
(1.42)

Pueden obtenerse expresiones similares a la Ec. (1.40) para los términos superficiales,
representados por el segundo término en el miembro derecho de los primeros dos teoremas.

En términos generales, las ecuaciones de balance locales instantaneas pueden representarse
por la siguiente estructura funcional:
~(V)=0, para x;, € 7°(x’) (1.43)
donde
V, es un vector que representa las propiedades termodinamicas en %",
<, es un operador local instantaneo general que describe el comportamiento
dinamico del fluido en la region 7.

La funcién X, (x,t) permite extender el dominio de definicion de la Ec. (1.43) a toda la

region <. Aplicando esta funcion en el sentido de funcion generalizada:
(X, (V))=0 (1.44)

donde ( ) es un operador promedio en una region R®xR . Puesto que ° involucra tanto
derivadas espaciales como derivadas temporales, se considera un procedimiento general

para establecer la conmutatividad entre los operadores; esto es, intercambiar estas derivadas
con el operador de promediado. Este procedimiento utiliza sistematicamente la definicion y
propiedades de las derivadas distribucionales (Soria y de Lasa, 1991).
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Las ecuaciones de transporte promediadas en la region %" pueden obtenerse en la forma

general:
XM=V (X,))=0 (1.45)

donde el primer término representa el comportamiento dinamico promedio dentro de 9.
El segundo término es el flujo neto promedio proveniente de < hacia la superficie
interfacial [ver la Ec. (1.40)]. Esta ecuacion es una representacion compacta de la simbélica

dada en la Ec. (1.38), que se desarrollo al aplicar el procedimiento de promediado espacio-

temporal. En el dltimo término de la Ec. (1.45) = (X, ) es una funcion de distribucién tal

que (Drew, 1983; Soriay de Lasa, 1991):
V(X )= (X\V)=-X (V). (1.46)

En la siguiente seccién se aplicaran los teoremas del promediado espacio-temporal a las

ecuaciones de conservacion y de balance locales instantaneas.

1.7 Ecuaciones de balance promediadas en el espacio-tiempo

El conjunto dado por la Ec. (1.1) a la Ec. (1.3) es solo valido en la region ocupada por la
fase k. Sin embargo, se pueden obtener las ecuaciones promediadas véalidas en toda la
region espacial 9. Esto se logra al ponderar las ecuaciones: (1.1) a la (1.3) con la funcion
indicadora de fase e introducirla en los operadores diferenciales. Luego se aplica el
operador promedio definido en la Ec. (1.20), después se utilizan los teoremas de
promediado [Ec. (1.35) a la Ec. (1.38)] y la descomposicion espacio-temporal dada en la
Ec. (1.26) a la Ec. (1.28), con lo que obtenemos finalmente las ecuaciones de campo
promedio. Este procedimiento puede seguirse en tres etapas, (1) en Drew (1971 y 1983):
funciones generalizadas en el flujo en dos fases, (2) en Soria y de Lasa (1991): funciones
generalizadas en flujos multifasicos dispersos y (3) en Sanchez-Ldopez (2003): teoremas de

promediado para funciones generalizadas en el espacio-tiempo, entre otros.

Las ecuaciones resultantes son (ver el Apéndice C):
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1.7.1 Ecuacioén de continuidad

D

Dt (gk <pk >k)+‘9k <Pk >k V'{Vk}k =0, (1.47)

donde T, é(pknk (W, —vk)ék(> es el flujo mésico interfacial y establece la continuidad

de la masa en la interfaz.

1.7.2 Ecuacién de cantidad de movimiento
k Dy k k k Re k
e (p) ootul —aln) o v g () e mE) =1 (v - v )M, (L48)

Donde II =—(X,0,V,V,)/& son los esfuerzos de Reynolds que aqui incorporan los

efectos de no-uniformidad del flujo, Mki—<Hk-V’xk> es la fuente de cantidad de

movimiento interfacial.

1.7.3 Ecuacion de energia total

D,

sl ot ({uk}k PV v Kfe) =v-[ek ((Hk>k +n5€).{vk}k}
-V a (@) +af) [+ adQ) +aa) g v} +E,

+W +T7, {Uki _{Uk}k +%[(Vk Vi )i _{Vk}k '{Vk}k]_ Kfe}' (1.49)

Donde:

E, =(0, -V'X,) es la fuente de calor interfacial.

W, ==(V'X, (0, -v, ) =—(I, :v,V'X, ) es el trabajo interfacial.

K =XV, -V, >/8k {p.)" es laenergia cinética turbulenta y

q:°, esta constituido por varios términos turbulentos de energia mecanica y térmica:

af =qf +q. +qg5 +q_, en donde:
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Los términos de la forma I',¢,, son promedios ponderados en el flujo masico interfacial:
' i<pk§knk -(w, —vk)5k£>. Cuyo valor ¢,; es el valor de la propiedad ¢, en el limite
cuando nos acercamos a la interfaz desde el interior de la fase k y se define por:

Si=1limd,, donde X, €7y X e/,

Xy —X;
Como puede notarse en la Ec. (1.49), la ecuacion de energia total es la suma de tres tipos de

energias: energia interna, energia cinética y energia cinética turbulenta.

1.7.4 Ecuacion de energia mecanica

La ecuacion de energia mecénica se obtiene al tomar el producto punto de la velocidad
promedio con la ecuacion de movimiento promedio dada en la Ec. (1.48).

& <pk>k {Vk}k '&{Vk}k — & <pk>k {Vk}k Ok _{Vk}k 'V'[gk (<Hk>k +H|<Re)} =
r v }* -(vki —{vk}k)+{vk}k M,

D . _—
Donde —% = §+{vk}k -V . El primer término puede expresarse como

Dt
D D
& (p) Vi) 'ﬁ{vk}k =&.(p)" ﬁ(%{vk}k v, ) '
ya que %({vk}k v, ) ) =2{v,}" -%{vk}k . La ecuacion de energia mecanica queda:

&y <Pk >k a(%{vk}k '{Vk}k)_gk <pk>k {Vk}k P _{Vk}k 'v'|:gk (<Hk >k +H56)] =
TVl (Vo= (v} )+ v M. (1.50)

Esta ecuacion toma en consideracion a la energia cinética promedio solamente.

El contenido de este Capitulo es fundamental para la obtencion y el analisis de las
ecuaciones promediadas en el espacio-tiempo, asi como para la elaboracion de las
restricciones en los términos de cerradura que se obtienen de aplicar la segunda ley de la
termodinamica a las ecuaciones promediadas.
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Capitulo 2

Segunda ley de la termodinamica y su aplicacion a la

cerradura de los modelos promediados

2.1 El balance de entropia y la segunda ley de la termodinamica

La relacion de Gibbs relaciona las variables termodinamicas de estado: energia interna y
entropia. Por tal razon, utilizando la relacién de Gibbs, podemos expresar la primera ley de
la termodinamica o ecuacion de balance de energia, en términos de la entropia y separar en
ella los flujos de las fuentes, luego al restar el balance de entropia, podemos obtener las
fuentes de entropia (ver Figura 2.1).

La segunda ley de la termodinamica establece que los términos de generacion o fuentes de
entropia deben ser iguales a cero en los procesos reversibles y mayores a cero en los

procesos irreversibles.

Nivel local instanténeo Nivel promediado
c (E) () (ME) « (M)
E=TE+KE —>E—KE<«KE 6 ME=v-M+M |
| (TE)+ (TKE) + (v)- () }‘*<V>'<M>
TE  Ecuacion de energia térmica (TE)+ k) (TKE)=(ME)—(v)-(M)
| ()

U=U (S p) Hipétesis de equilibrio
"7 local (relacién de Gibbs)

(vl pomedioy (V)= (0)((8):(0)

S = A Flujos de entropia = fuentes l l
(S)repne) L8 ) 28
TSL Segunda ley de la (TE)+(TKE) i (TE)+(TKE) < ><TE> l< ><TE>
Termodinamica <TSL><TE>+<TKE> -

Restriccion sobre los términos

A>0. i .
de produccion de entropia <A><TE>+<TKE> >0 ——— <A><TE> >0
Como consecuencia se obtienen:
o la ley de Newton de la viscosidad y <A><TKE> 20
o la de Fourier de la conduccion del calor. Restriccion sobre la entropia térmica y entropia turbulenta.

Figura 2.1. Metodologia para obtener las restricciones que surgen de aplicar la segunda ley de la termodindmica a las

ecuaciones promediadas.
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Notacion:

C: Ecuacién de continuidad KE: Energia cinética

M: Ecuacién de movimiento TKE: Energia cinética turbulenta
E: Ecuacion de energia total U: Energia interna especifica
ME: Ecuacion de energia mecéanica S: Entropia especifica

TE: Ecuacion de energia térmica o Densidad de masa

ES: Ecuacion de entropia A: Generacion de entropia

TSL: Segunda ley de la termodinamica (): Operador promedio.

En este Capitulo, siguiendo un procedimiento paralelo a como se hace en el nivel local
instantaneo, donde las restricciones implicadas por la segunda ley de la termodinamica
sobre los términos de generacién de entropia son bien conocidas (Seccion 2.2.2),
aplicaremos esa metodologia, pero a escala promedio para obtener informacion acerca del
buen planteamiento de las cerraduras de los modelos de dos fluidos. Las restricciones que
se encuentran a nivel promedio, las utilizaremos para verificar la validez de los modelos
cerrados de dos fluidos. Para lograr esto, primero se generan las restricciones que se
obtienen de aplicar la segunda ley a las ecuaciones en el nivel local instantaneo.
Posteriormente, se derivan las restricciones que surgen de aplicar la segunda ley de la

termodinamica a las ecuaciones de campo promedio (ver Figura 2.1).

2.2 Descripcion en el nivel local instantaneo

2.2.1 Ecuacién de balance de entropia

Partiendo de la primera ley de la termodinamica (para un sistema cerrado): 5Q =dU +6W ,
donde oW es el trabajo reversible efectuado durante el proceso y que puede reescribirse

como: —(P/pz)dp, junto con la relacion termodinamica para un proceso reversible:

0Q=TdS, podemos finalmente escribir para un proceso reversible: dU =TdS-6W vy

expresar la ecuacion de Gibbs en terminos de derivadas materiales de la energia interna, la

entropia y la densidad que al combinar con la ecuacién de continuidad se obtiene que
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Doy -t B Boviy. 2.1)
Dt’ Dt’ Pe
Combinando la Ec. (2.1) con la ecuacion de balance para la energia interna Ec. (1.5) y
haciendo uso de la ecuacion de continuidad Ec. (1.1), obtenemos la siguiente ecuacion para

la entropia:

D, 1 (1 Q 1 ,
kg +V'.| — V| =g -kt =71 Vv =0. 2.2
P Dt X (Tk QkJ (Tkj Qy T T T - V'V (2.2)

Donde se ha hecho uso de la definicion de los esfuerzos: TI, =—P,1—=, . En esta ecuacion

podemos separar los flujos de las fuentes de entropia, para tener:

a ’ ’
SH(PS)+V(ASV) Y -[q—k]—%:Ak. 2.3)
k k

En esta ecuacion, los términos de produccion estan representados por A, y deben

satisfacer la segunda ley de la termodinédmica, es decir:
A, >0. (2.4)

La Ec. (2.3) nos dice que la tasa de cambio de entropia asociada con la fase k més la tasa a
la cual se transfiere entropia de la fase a traves de sus superficies limitantes por
transmision de energia por contacto mas la transmision de energia externa mutua, es igual

a la tasa de generacion de entropia.

2.2.2 Implicaciones de la segunda ley en el nivel local instantaneo
Podemos combinar la Ec. (2.2) y la Ec. (2.3), junto con la ecuacion de continuidad para

obtener

1 1
T—(—Tk :Vvk —T—qk-V TkJZO, (25)

k k

donde la tasa de generacion de entropia se da en cada punto de la fase por disipacion

viscosa y por disipacion térmica.
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De esta expresion, al tomar cada sumando como positivo definido (lo cual es mas
restrictivo) cerca de equilibrio permite obtener formas cuadraticas con las relaciones

funcionales de Newton y Fourier (Slattery, 1999):

21 k ,
Tﬁ(tr D)’ +T—k(tr Dk2)+T—“2(V T.)’ >0, (2.6)

k k k

con los coeficientes de transporte 4, , u, Y k., no-negativos.

e Ley de Newton de la viscosidad: T, =-244D, — 4 (V'-v, 1.

e Ley de Fourier de la conduccion del calor: g, =—k V'T,.

Donde D, es el tensor de rapidez de deformacion, definido por: D, = %[V'vk +(V'v, )T} :

Fisicamente, esto significa que los esfuerzos viscosos realizan un trabajo de resistencia a
los movimientos del fluido y que los flujos de calor s6lo se dan en la direccion de menor

temperatura; es decir, en la direccidn contraria a la del gradiente de temperatura.

2.3 Descripcion en el nivel promediado

2.3.1 Ecuacién para la energia interna y energia cinética turbulenta
Para obtener esta ecuacion, restamos la ecuacion de la energia cinética promedio Ec. (1.50)
de la ecuacion de la energia total Ec. (1.49).

& <pk>k %({Uk}k + KkRe)—gk ((Hk>k +er) ; V{Vk}k

W, +M, '{Vk}k — & <Qk>k -E, +V'[5k (<Qk>k +qu€)}
T (U =10 )+ 3 vi), i v+ 3 (v u ) - ke | =0 2.7)
2.3.2 Ecuacidn para la energia cinética turbulenta

La ecuacion para la energia cinética turbulenta puede obtenerse al restar la ecuacion de la

energia interna Ec. (C.21) de la Ec. (2.7), para obtener:
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s lp ) 2 KRe—gk(<Hk> P )y,

W, + M, -{v,} [gk qf +0, +y } (X 0, V'V, )
T 3w~ v v 3 (v ) - | =o. (2.8)

Esta ecuacion puede expresarse de otra manera si reescribimos el término (X, I, : V'v,) al

. . k ~
descomponer el campo de velocidad, v, ={v,} +7,:

(X1, 29y, ) = (X v (v k} +vk)>

=& () V{v, ) (XL, : V7). (2.9)

Analizando el término (X, I, : V¥, ):

(XL V) = (X, V' (0, -9, )= (X, 9, (V- 1,))

V' (XL - 9,)) = (VX (-9, )= (X, 9, (VI )
V<XH Vk> < [ (Vk_{Vk}k):|>_<xk‘~’k'(vl'nk)>

V(X9 ) = (VX T v ) (VX T v ) = (X (V1)) (2.40)

por lo tanto,

(X, V'Y, ) =V(X I, -9 )= (I, 1v,V'X, )
(VX T {v = (X, 9, (V). (2.12)
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El argumento de la divergencia en el primer término puede reescribirse con ayuda de la

descomposicion del tensor de presiones y de las definiciones de g y q', como:
(X -9, ) =(X, (-R1-7,)-¥, ) =—(X,R1-% )= (X,7, - ¥, ) =—5 (4" +q') (2.13)

y utilizando las definiciones dadas anteriormente:
W, =—(I, 1 v, V'X, )

M, =—(I - V'X,). (2.14)

Sustituyendo la Ec. (2.13) y la Ec. (2.14) en la Ec. (2.12) y el resultado en la Ec. (2.10), se
obtiene:

D - '
&, <,0k>k—kKkRe —g I :V{Vk}k +V~(Skqf)—<xkvk (V ~Hk)>

Dt
I (v, = (v v 3 (T fwd ) - K | 0.(2.15)

Que es otra forma de la ecuacion de la energia cinética turbulenta.

2.4 Relacion de Gibbs

Sabemos que en general no tenemos una ecuacion de estado simple en términos de
variables promediadas (Ishii, 1975). La relacion entre la energia interna, la entropia y la
densidad esta influenciada tanto por la transferencia interfacial como por los efectos de las

desviaciones de las variables.

Expresaremos la ecuacion fundamental de la termodinamica; esto es, la energia interna

como una funcion de la entropia y de la densidad:
Uk(Sk’pk):Uk({Sk}k+S~k1<pk>k+pk,)1 (2.16)

desarrollando el miembro derecho mediante una serie de Taylor (conservando solamente
, . . .. k k
los términos de primer orden en las desviaciones) alrededor del punto {S,}" y <pk> :
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0 bien,
oU ~ oU '
Uk(Sk’pk):Uk({Sk}k'<pk>k)+ ‘ S+ ‘ P+ (2.18)
aSk K K apk S k K
Acdisit (o) kA{s)"(a)
introduciendo las definiciones de temperatura y presion termodinamicas (Callen, 1985):
Y, =T, (2.19)
oS,
Px
(aukj iikz, (2.20)
8pk S, pk
obtenemos
k k x P, '
U, (Skuok):Uk ({Sk} 1<pk> )+[Tk ]{Sk}k,<pk>k S+ —7 Pt (2.21)
ko dis ) (n )"

Puesto que las desviaciones de las propiedades termodinamicas son pequefias en relacion a
su valor promedio, el producto de las mismas es aun mas pequefio. Por lo tanto, podemos
truncar la serie a primer orden en las desviaciones y tomar el promedio ponderado en la

masa para obtener:

{Uk (Sk’pk)}k ~U, ({Sk}k ’<pk>k){l}k +{[Tk ]{sk}kmr §k}k +{{il . pk'} (2.22)

sz

sacando de las integrales las cantidades evaluadas en cantidades promedio:

{Uk (Sk,pk )}k ~U, ({Sk}k '<pk>k)+Tks {gk}k +<p>f#>k{pk'}k

~Uk({5k}k,<pk>k)+P—“p>k{pk’}k (2.23)

<pk>k< k
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donde T, y R, estan evaluadas a entropia y densidad promedio. Por otro lado, en la

Seccion 1.5 hemos dado los argumentos de escala necesarios para que en la Ec. (1.29):

k
{pk'} =0. Por lo que finalmente encontramos que:

U, ~Uk({Sk}k,<pk>k)=UkS. (2.24)

Resulta entonces que es valida una relacién simple, pero no igual a la de equilibrio entre
estas variables promediadas si las desviaciones son suficientemente pequefias para que los
cambios macroscépicos de estas variables y asi su expansion lineal de la ecuacion de

estado es una buena aproximacion.
Tomando la derivada material de la Ec. (2.24) y utilizando la Ec. (1.47) se obtiene

D,

P D
~To g8+ g ) (2.25)

<pk>k <pk>k Dt

La descripcion en términos de promedios espacio-temporales que aqui se presenta, permite
obtener una ecuacién de estado donde se incorporen correcciones a primer orden en las
desviaciones de las variables termodindmicas [Ec. (2.23)] o a 6rdenes méas elevados. La
Ec. (2.23) es la ecuacion fundamental de la termodindmica (Callen, 1985), en términos de
variables de estado promediadas; por lo tanto, apartir de ella podemos obtener toda la
informacién termodinamica del sistema; esto es: la capacidad calorifica a volumen
constante, la capacidad calorifica a presion constante, la compresibilidad isotérmica e
isentropica, la expansion volumétrica, entre otras. No obstante, aunque es posible obtener
la ecuacion de estado con términos adicionales por la correccién a primer orden en las
desviaciones de las variables de estado, en este primer estudio no se considerard y se
utilizara la ecuacion de estado del gas ideal. Dejando la descripcion del comportamiento
del gas en términos de descripciones termostaticas mas complejas que la del gas ideal para

estudios posteriores.

36



2.5 Restriccion a escala promedio de la segunda ley de la termodinamica

para modelos de dos fluidos (energias: térmica y cinética turbulenta)

2.5.1 Ecuacién de balance de entropia
La ecuacién de campo promedio del balance de entropia viene dada por la Ec. (C.32):

3] 2

(Bovx fon s, o) Jrxa). @20

k

Donde sabemos de la Ec. (2.5) que:

(X A) =<—xk [Ti}k :V'vk>+<xqu v[Ti]> >0. (2.27)

Sustituyendo D, {Sk}k/Dt de la Ec. (2.26) en la Ec. (2.25) y el resultado en la Ec. (2.7),

obtenemos la ecuacion para la entropia promedio:

. (<Hk>k +Hse):v{vk}k +W,, —M, .{Vk}k +TkSV~(€k <$—:>k}
[ (<qk>k+qfe)}+w (8k Ly

e s o

R, B K k D KR
STk <p> Dt<pk> <pk> Dt

+Fk Uki _{Uk} _Tks(ski _{Sk} ) _

—Kﬁe +%(Vk 'Vk)i _{Vk}k Vi +%({Vk}k '{Vk}k)

T (XA ) 0. (2.28)

Donde hemos reintroducido la definicion del transporte de calor interfacial

E, =(a,-V'X,).
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Conviene ahora considerar el agrupamiento de algunos términos y la disociacion de otros.

Si se utiliza la definicion del tensor de esfuerzos: IT, =—R,1-7,, el trabajo interfacial

puede reescribirse al sumar y restar en el miembro derecho las cantidades:

(VX (R1+7)- (Vi) ¥ (VX ((R), 1+ (7)), )(wi), ) como

W, =(V'X, (T, +R1)-v, )= (V'X, (P1+'rk)< )
+<V'X (Pl—i—'rk > < 1+<rk>i)-<vk>i>
+(VX,-((R >1+<‘rk>) (vk>> (2.29)

por lo tanto,
Wi =Ve, (<Pk>| 1+<Tk >i )'<Vk >i +Wki” +(Mkp +Mkt)'<vk >i (2.30)

donde:
M,, <V' (R (Pk>i)1>,es la fuerza de presién interfacial
M, =(

X
Xy - ( <‘rk> )> , €s la fuerza debida a los esfuerzos de corte interfaciales y
W, = (VX

\%
VX, -(R1+7)-(v ( <vk>i )>, es el término de trabajo “extra” interfacial.

Similarmente, el término de transporte de cantidad de movimiento interfacial
M, =—(I1, - V'X, ) puede expresarse al sumar y restar el término <(<Pk>. 1+<rk>i)-V'Xk>,

como

Mk:(<Pk>il+<rk>i)-ng+<(Pk1—<Pk>i1)-V'Xk>+<(rk—<rk>i)-V’Xk> (2.31)

0 bien,

M, =M, + M, +((R), 1+(z,),)- V5. (2.32)

El trabajo interfacial W,; no es objetivo, mientras que en esta disociacion, los terminos M,

y W,,” son objetivos.
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Por otro lado, la Ec. (2.28) contiene todavia un término de entropia: Ski—{Sk}k,eI cual
trabajaremos apoyandonos en la Ec. (2.21) y en el hecho que hemos demostrado al

promediar la Ec. (2.21); es decir, la Ec. (2.24), por lo que podemos expresar lo siguiente:

Uk_{Uk}k_(Sk_{Sk}k)Tkszpk_<pk> it : (2.33)

<pk>k V2 >k

Multiplicando ambos lados por p, (v, —w,,)-V'X, y promediando:
<Pk (Vk _Wk()'vrxk (Uk _{Uk}k )>_<pk (Vk _Wk()'vrxk (Sk _{Sk}k)Tks> ~

~ P—{p) P >
P (Vi =Wy, ) VX, K K (2.34)
< <,0k> <pk>

de otra forma:

P _<Pk >k Pe

V2 >k V2 >k

Ly (Uki _{Uk}k)_rk (Ski _{Sk}k)Tks =1y (2.35)

0 bien

Uki —{Uk}k —(Ski —{Sk}k)Tks ~ P _<pk> Pks ) (236)

V2 >k vz >k

Sustituyendo las Ecs. (2.30), (2.32) y (2.36) en la Ec. (2.28), asi como también la
definicion del tensor de esfuerzos: 11, =—P,1-1, , obtenemos:

& (R —(R))tr{D} + 5 (~(r) + 1) {D, )"

v [ (@) +ar) [+ e (@) - < Q_>

+{a, V' X,)- Tks<qk VX >—gk< >—i KFe+p_ De -,

+ M—Re V-V vk-v.+ivk-vk}:
A RS IR BRI

T (XA ) 20. (2.37)
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Donde, {Dk}k es el tensor de rapidez de deformacion promedio, definido por

.
(D, i%[v{vk}k (Vv } (2.38)
y tr{Dk}k es su traza, que es igual a: tr{Dk}k =V-{vk}k . Al obtener esta ecuacion hemos

utilizado la ecuacion de continuidad promediada en la forma:

D I D
NS N
k k

Bajo condiciones de flujo normales, se espera que las desviaciones en el estado del fluido

sean relativamente pequefias; i.e. la desviacion de cualquier variable de estado dividida por
elpromediodeesavariableespequerio. Las propiedadesdel fluidoque dependende lasvariables
de estado tendran asi también pequefias desviaciones relativas. De esta manera, el producto
de dos variables de estado, una variable de estado y una propiedad del fluido o dos
propiedades del fluido pueden considerarse como suficientemente pequefias para ignorarse.
Sin embargo, los productos de desviaciones de la velocidad no necesariamente son pequefios.
Ciertamente, una desviacion instantanea en la velocidad de un fluido puede ser mayor que
la velocidad promedio. Asi, todos los productos de desviaciones de la velocidad se
retendran. Analogamente, los productos de desviaciones de la velocidad con desviaciones
de variables de estado o del fluido también se conservaran.

Eliminando los términos de segundo orden en las desviaciones de las propiedades del

fluido se puede demostrar que (Arnold, 1988; ver Apéndice D):
k
R _<Pk> ~0
T =T =0

(o -V’Xk>—{Tk}k< k-V'Xk>z0. (2.40)
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Utilizando el conjunto de ecuaciones dado por las Ec. (2.40) en la Ec. (2.37), obtenemos:

& (—<1k>k +er) ; {Dk}k +(Mkp +Mkt)-(<vk>i —{Vk}k )+Wki"

(= tnf 1ot v B ey B

—V'[Ek (qlf +0 + 0y )j|_‘c"k <Pk>k {§k\7k} 'V{Tk}k ~ & <pk> oK

pki_2<pk>k <Pk>k_ Re 1y v, ) —{v, Vv +1(fv 1 fyv 1) | =
<pk>k <,Ok>k Kk 2( k k)i ‘{ k} ki 2({ k} { k})

T (XA )20 (2.41)

+I°,

Consideremos ahora la forma Lagrangiana de la ecuacion de balance de entropia local
instantanea Ec. (2.2) dada por

£, %Sk +V'-($—:j—$—: —A, (2.42)
donde se han ubicado los términos de entropia correspondiente a la tasa de cambio, el flujo
y la fuente externa, en tanto que del lado derecho se incorporan los términos de generacién
de entropia debidos a disipacion, estos términos constituyen la fuente de entropia que
cumple la segunda ley de la termodindmica Ec. (2.4):

A, 20

2.43
1 -1, :V'v, —iqk -V'T, |20. (243)
Tk Tk
Por otro lado, la Ec. (2.41) contiene cantidades promediadas en el miembro izquierdo, en

tanto que del lado derecho incorpora los términos de disipacion local promediados

<XkAk>. Esto nos dice que debe haber transferencia de energia de la macroescala a la

microescala que estd en exceso; es decir, la tasa de cambio de la entropia promedio debe

exceder las fuentes de entropia que dan origen a calentamiento [T(dS/dt’)zQ

(calentamiento), desigualdad de Clausius-Planck], las cuales estan expresadas en términos
de parametros promediados. Si todos los términos en esta ecuacion estan constituidos
apropiadamente, entonces debemos encontrar que la ecuacién de entropia resultante

siempre se satisface.
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Alternativamente, si las relaciones de comportamiento no siempre satisfacen la ecuacién de
la entropia, entonces sabemos que la disipacion (i.e. transferencia de energia a la

microescala) no esta siendo predecida correctamente.

En un sistema de ecuaciones de balance promediadas, la solucion de la ecuacion de la
energia sera sélo una solucion valida para la particion de la energia del sistema si todos los
términos dentro de la ecuacion de la energia modelan en forma precisa el fendmeno
deseado. Si las relaciones de comportamiento utilizadas para obtener las cerraduras para el
sistema de ecuaciones no modelan en forma precisa la disipacion, entonces ellos llevaran a

una distribucion imprecisa de la energia.

En consecuencia, con las restricciones que se obtienen de la segunda ley de la
termodinamica aplicada a las ecuaciones promediadas, uno podria esperar que la
incapacidad de las relaciones de cerradura de satisfacer la ecuacion de la entropia implique
que la disipacion esta siendo subestimada. Sin embargo, puede mostrarse (Arnold, 1988 y
Arnold y col., 1990) que la imposibilidad de satisfacer la ecuacion de la entropia puede

Ilevar a sobreestimar o subestimar la disipacién, dependiendo de la situacién de flujo.

Es importante notar que la Ec. (2.41) toma en cuenta la energia cinética turbulenta
recuperable y no-recuperable. En los flujos en dos fases, una de las fuentes primarias de

energia cinética turbulenta es el trabajo interfacial. Estos términos de trabajo aparecen en la

Ec. (2.41) como términos con la forma general, (IT, : v,V'X, ). Muchos de estos términos
aparecen debido a que la Ec. (2.41) ha sido particionada en términos mas reconocibles.

Cuando el trabajo interfacial se realiza en la fase continua, estos términos de trabajo son
una fuente positiva de disipacion. Sin embargo, la energia cinética turbulenta aparece en la
ecuacion en la forma de: —g, <pk>k D, K7 /Dt, que durante la produccion de energia
cinética turbulenta actla para reducir la fuente de disipacion. Asi podemos ver que la

energia cinética turbulenta actda para almacenar energia temporalmente.
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Si més tarde el trabajo interfacial actla para reducir la energia cinética turbulenta, entonces
aquella energia puede recuperarse en forma reversible y alguna parte aparece en realidad

como disipacion.

Sin embargo, la turbulencia es reducida por difusion [—V-(gkqff )] , la tasa de reduccion de

energia cinética turbulenta [—gk <pk>k DkKkRe/DtJ puede resultar en disipacion. Esta

disipacion representa el exceso de ese producto menos del que se difunde lejos.

2.6 Restriccion de la segunda ley de la termodinamica para modelos de

dos fluidos (energia térmica)

Combinando la ecuacion de la energia interna Ec. (C.21) y la relacion de Gibbs Ec. (2.25),
junto con el balance de entropia Ec. (2.26), obtenemos:

D
Sy <pk>k Tis E;{Sk}k + & <,0 >

i %(pk>k +V-[8k (@) +Qﬂﬂ
~ & <Qk> —(X

, k
VY ) =T (U - U )+E. (244)
Expresando la velocidad local instantanea como la suma de su promedio ponderado en la

P . ey . k ~ .
masa més una desviacion alrededor de este valor; esto es, v, ={v,} +V, y considerando

tambien la definicion del tensor de los esfuerzos: II, =—R,1-7, , se obtiene:

D P
& <Pk>k Ty F;{Sk}k +& <pks>k
k

—gk<Qk> +gk< >kV-{vk} +gk<1:k> : {vk}k
+5 (RV' -V, +& (1, :V¥,) =T, (u ~{u,)f ) +E,. (2.45)

+V [5k +qk }

Sustituyendo la Ec. (2.26) en la Ec. (2.45), utilizando las Ecs. (2.36), (2.39) y el conjunto
de ecuaciones dadas en la Ec. (2.40), obtenemos una restriccion para los términos

provenientes de la ecuacidn de energia interna:
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e, g:;: VTS e (o) {59} VT
—&, <‘rk>k :V{Vk}k -& (7, :V’Vk>k = {Tk}k (XA )=0. (2.46)

Esta es la restriccion que se obtiene de aplicar la segunda ley de la termodinamica a la

ecuacion de la energia térmica.

2.7 Restriccion de la segunda ley de la termodinamica para modelos de

dos fluidos (energia cinética turbulenta)

Esta Ultima restriccion puede obtenerse facilmente al restar la Ec. (2.46) de la Ec. (2.41)

"

g IL° (D), +(M,, +Mkt)'(<Vk>i —{vk}k)+Wki
+(<Vk>i _{Vk}k)'(<Pl<>i1+<Tk>i)'vgk —V-[gk (af +a +q.'f)]
—& <Pk>k % KEG +1 [_KkRe +%(Vk "V )i _{Vk}k “Vii +%({Vk}k '{Vk}kﬂ

+6 (RV' -V, ) +& (1,:V¥,) =0. (2.47)

Puede demostrarse que la Ec. (2.47) es la ecuacion de balance para la energia cinética

turbulenta representada en la Ec. (2.8). Para demostrar esto, agruparemos los siguientes

términos & (RV'-%,) +& (1, :V'¥,) en —g, (I, : V¥, )" para tener:

"

&I (D) +(M,, +Mkt)~(<vk>i —{vk},k)JrWki
(i) v ) (R 1+(x0), ) Ve =V o (af +ai +af )

o () DK T K 3 (v ) (v 3 )

—& (I, :V'9,) =0. (2.48)
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Luego reescribimos el Gltimo término de esta ecuacion:

(X I, : V9, ) =(X I, :V'Vk>—<Xka :V{Vk}k>,

(X, V) =(X 0, Vv ) =g (I )V {v, )" (2.49)

Recordando las definiciones dadas previamente:

W =W, = Ve, '(<Pk>i 1+(7,), )'<Vk>i —(Myp + M, )-(vi),

M, +M, =M, =((R),1+(z,),)- V&,.

Introduciendo estas definiciones junto con la Ec. (2.49) en la Ec. (2.48) y simplificando

encontramos que:

(X, :V'v,)=0. (2.50)

Que es la ecuacion de balance de la energia cinética turbulenta [Ec. (2.8)]. Por lo tanto, en
realidad son solo tres formas equivalentes de la misma restriccion, que dependen de la
particion de términos. Posteriormente utilizaremos la Ec. (2.41) 6 la Ec. (2.46) segun

convenga para validar nuestros modelos de dos fluidos ya cerrados.

2.8 Segunda ley de la termodinamica en el nivel local y en el nivel promedio

La ecuacién de entropia promedio tiene una gran ventaja sobre la ecuacién local

instantanea. En general no es posible expresar p,D,S,/Dt" analiticamente. Por lo que no

es posible evaluar analiticamente el miembro izquierdo de la ecuacion de entropia a nivel
local. Sin embargo, al obtener la ecuacion de entropia a nivel promedio, hemos sido
capaces de eliminar las derivadas de la entropia al escribirla en términos de parametros que
se expresan mas facilmente en forma analitica. Por lo que dado un conjunto de relaciones

de cerradura es posible evaluar la ecuacion de la entropia para muchas situaciones de flujo.
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La ecuacion de entropia promedio es significativamente mas compleja que la ecuacion
local instantanea. Esto se debe en parte a las dificultades involucradas al remplazar la
derivada de la entropia y también a la complejidad de los términos interfaciales que surgen
en las ecuaciones de campo promedio. Si la ecuacion de la entropia, expresada como una
desigualdad se infringe, entonces se espera que nuestro sistema de ecuaciones sobre
prediga la energia de esa fase. Sin informacion adicional no podemos saber qué forma
toma el exceso de energia. Puede aparecer como un incremento en la energia interna, en la

energia cinética, en la energia cinética turbulenta o cualquier otra forma de energia.

2.9 Forma de aplicar las restricciones encontradas con la segunda ley de

la termodinamica

La Figura 2.2 muestra la metodologia que debe seguirse para utilizar las restricciones
encontradas en la Ec. (2.28), en la Ec. (2.41) y en la Ec. (2.46) al aplicarse a modelos

promediados de dos fluidos.

MODELO

-Ecuaciones de conservacion
-Ecuaciones de balance
-Termodinamica

-Relaciones de cerradura

\ 4

A 4

RESTRICCIONES IMPLICADAS
POR LA SEGUNDA LEY
DE LA TERMODINAMICA

A 4

MODELO QUE CUMPLE CON
LOS REQUERIMIENTOS FiSICOS
IMPLICADOS POR LA SEGUNDA

LEY DE LA TERMODINAMICA

Figura 2.2. Metodologia para aplicar las restricciones de la segunda ley en los términos de cerradura de las ecuaciones

promediadas.
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Capitulo 3

Modelo 1sotérmico unidimensional

con promedio espacio-temporal

3.1 Introduccion

El régimen de fluidizacion rapida es significativo ya que en él se lleva a cabo el proceso de
FCC, el cual es un proceso muy importante para la produccién de gasolina en todo el
mundo. En el libro de Gidaspow (1994) se ofrece una revisién de los principales modelos
para la fluidizacion en diversos regimenes de flujo. Se consideran tres modelos para lechos
fluidizados circulantes. En el primero, el Modelo A, la presion del gas se toma como parte
de la presion del solido, complementada por el médulo de compresibilidad del solido el
cual es un efecto de fuerza normal no-local debido al movimiento de los granos sélidos.
Mientras que en el segundo, el Modelo B, la presion del sélido se toma como el modulo de
compresibilidad solamente. Finalmente, el Modelo C es un modelo de velocidad relativa
conocido comunmente como una ecuacion constitutiva para la mezcla, este modelo no

contiene a la presion.

En los 70’s se resolvid la discusion de los modelos incompresibles mal planteados al
incluir el modulo de compresibilidad del solido como parte del campo de presiéon del
mismo. Se introduce este término para producir velocidades de propagacion de segundo
orden reales. Ransom y Hicks (1984) discuten la hiperbolicidad de las ecuaciones y los
problemas bien planteados. Ellos analizan modelos compresibles de dos fases con un
mismo y con diferente campo de presion centrandose en el criterio de estabilidad de von
Neumann, el cual establece que para un sistema de ecuaciones diferenciales parciales de
primer orden: d,u=C(u)d,u+B(u), la matriz C (de tamafio mxm) es hiperbdlica en u
(de tamafio mx1) si y solo si C(u) tiene un conjunto de valores propios que son reales y

un conjunto de vectores caracteristicos que es completo.
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Esta ecuacion es estable en el sentido de von Neumann si para toda matriz B (de tamafio

mx1) siy s6lo si C(u) es hiperbélica. Concluyen que los modelos con un distinto campo

de presidn son estables en el sentido de von Neumann.

Song e Ishii (2001) proponen un criterio diferente de estabilidad para el modelo
incompresible, el cual se basa en la evaluacion de los parametros del flujo de momento y

obtienen estabilidad sin necesidad del modulo de compresibilidad del solido.

En este Capitulo utilizaremos un modelo de dos fluidos, describiremos el sistema fisico, las
ecuaciones de conservacion de la masa y de balance de cantidad de movimiento
promediadas, la cerradura de las ecuaciones promediadas, se desarrollan las ecuaciones
linealizadas, se analizaran las cerraduras con las restricciones encontradas con la segunda

ley de la termodinamica promedio y finalmente, proyectaremos el modelo en la direccién z.

3.2 Modelamiento del flujo isotérmico gas-solido en el riser

3.2.1 Sistema fisico

El sistema fisico esta formado por un conjunto monodisperso de particulas esféricas rigidas
de diametro medio d;, moviéndose con una corriente de gas o vapor en un tubo vertical.
El fluido es considerado un gas Newtoniano compresible de densidad p, y viscosidad

constante Hy -

La dispersion de particulas es isotérmica y diluida con fraccion volumen de sélido ¢, <1.

El promedio espacio-temporal se toma sobre la seccion transversal del riser incluyendo la

pared del tubo (ver la Figura 1.2).

3.2.2 Ecuaciones promediadas en el espacio-tiempo

En esta Seccion retomaremos las ecuaciones promediadas de masa y de cantidad de

movimiento del Capitulo 1, Ec. (1.47) y Ec. (1.48), respectivamente.
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Ecuacién de conservacion de la masa

Aplicando la C.F.1y la C.F.4 (dadas en la pag. 14) en la Ec. (1.47), se elimina el flujo de

masa en la interfaz T', =0, obteniéndose en términos de la notacion de la derivada parcial:

%(gk <Pk>k)+v'(gk <Pk>k {Vk}k)zo- (3.1)

Esta ecuacion implica que los materiales no cambian de fase; es decir, ni el vapor se
absorbe en las particulas ni las particulas se subliman en el vapor. Esta es la ecuacién de
conservacion de la masa de campo promedio para la fase k. Las fases pueden ser

compresibles o incompresibles.

Ecuacion de cantidad de movimiento

Aplicando la C.F.1 y la C.F.4 en la Ec. (1.48), se elimina el flujo de masa en la interfaz

I', =0, obteniéndose (en términos de la notacion de la derivada parcial):

%(gk <pk>k {Vk}k)+V-(gk <pk>k {Vk}k {Vk}k)+ng-<Hk>k —V-(gkl'lfe)

+Zak( <nk 'ﬁk>k[_gk <pk>kg:0' (3:2)

kel

Puede demostrarse que: —V~(gk <Hk>k)—Mk =g V-(IL) +> a, <nk 'ﬁk>kc , al utilizar la
kel
Ec. (1.39) y la Ec. (1.40). Debe enfatizarse la importancia del area interfacial en la

determinacion de la interaccion entre las fases.

Basicamente, los efectos geométricos de primer orden en el término interfacial que son
tomados en cuenta por la concentracion de area interfacial a,, de tal forma que la

transferencia de cantidad de movimiento interfacial tiende hacia el equilibrio mecéanico

(Ishii y Kocamustafaogullari, 1983).

La fraccion volumen y el area interfacial especifica caracterizan la configuracion

geométrica del flujo de dos fases (Soria 'y de Lasa, 1992).
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Este conjunto promediado no esta cerrado. ElI promedio espacio-temporal ha introducido

muchos términos fuente que deben analizarse para cerrar el conjunto de EDP.

En resumen, el conjunto de EDP esta dado por:

0

a(‘c"k <Pk>k)+v'(5k <pk>k{vk}k)=o' (3:3)

. S ————— M -
Acumulacion de masa  Transporte convectivo de masa

%(gk <10k>k {Vk}k) " Y'(gk <pk>k {Vk}k {Vk}k)

.

Evolucién temporal de cantidad de movimiento  Transporte convectivo de cantidad de movimiento

+ 8kV-<Hk>k + Zak[<nk-l~1k>k[ - 8k<pk>kg =0, (3.4)

kelk

Esfuerzos moleculares totales Fuerzas gravitacionales

Transporte interfacial de cantidad de movimiento

donde los esfuerzos turbulentos suavizados TI;° estan relacionados a los parametros de
flujo de cantidad de movimiento considerados por Song e Ishii (2001) pero que no se

toman en cuenta en esta descripcion de primer orden.

<Hk>k es el promedio intrinseco del tensor de esfuerzos de la fase k, mientras que
~ k¢ . . , . . .

Zak(<nk-l1k> es el transporte promedio intrinseco interfacial de cantidad de

klk

movimiento de la fase k debido a las desviaciones de contacto en la interfaz (k£= gs) y en

la pared del tubo (k¢ =kW; k=g,s).

Para un fluido Newtoniano <Hg>g :<Pg>g 1+<rg>g , donde 1 es el tensor métrico y <rg>g
es el tensor de esfuerzos viscosos promedio (intrinseco). g es la fuerza gravitacional por

unidad de masa.
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3.2.3 Cerradura del conjunto de ecuaciones promediadas

El flujo de las fases se mueve con la velocidad de la mezcla promedio U =&V, +¢&)V,,
donde V, y V, son las velocidades intersticiales del gas y del sélido, respectivamente. Se
considera a la mezcla altamente turbulenta, tal que los efectos viscosos son significativos
solo cerca de las superficies del granulo y de las paredes del tubo. EI nimero de Reynolds
de particula, dado por Re,=d pU, /u,, donde U, =N,-U |=¢,(V,-V,) es la
velocidad terminal. El valor del Re, define la expresion del coeficiente de arrastre C, que
debe seleccionarse. En este modelo de primer orden, los efectos de la viscosidad del bulto

y los esfuerzos turbulentos no son considerados.

En la Ec. (3.4), los términos que requieren de una cerradura son los esfuerzos totales y los
términos de transporte de cantidad de movimiento interfacial para ambas fases.
Simplifiquemos primero los esfuerzos promedio para la fase gas: puesto que las fuerzas
viscosas estan concentradas en una capa delgada cercana a la interfaz y a las paredes del
tubo, es posible satisfacer la desigualdad ggv-<rg>g <ag(n, -i-g>gs, cuando se satisface

la restriccion de escala de longitud L > ¢ y la restriccion de escala temporal T >t .

Mas aln, el tensor de esfuerzos del sélido debe equilibrarse mecanicamente en las interfaz
~ \0s ~ \0s .

con los esfuerzos del gas, entonces <nS~HS> :—<ng ~Hg> . Finalmente, los esfuerzos

promedio en el solido <HS>S deben ser considerados como dependientes de los esfuerzos

promedio en el fluido; por lo tanto una primera aproximacion a la cerradura podria ser
S g
(m) =(p,)’1, (3.5)

la cual es consistente con la consideracion de la continuacién del campo de presion del gas
dentro de la localizacion de los solidos en mezclas homogéneas. Esta es una consideracion
clave para la obtencion de los teoremas de Arquimedes en la hidrostatica (Slattery, 1999) y

su extension a las condiciones de flujo es directa como una primera aproximacion.
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Sin embargo, la no-homogeneidad requiere que se involucre otra funcién, el llamado

médulo de compresibilidad @ (¢,) (Gidaspow, 1994), en una forma aditiva:

() =((R,)’ +0(a))1. (3.6)

Tomando en cuenta todas las consideraciones enunciadas anteriormente, la Ec. (3.4) puede

expresarse para la fase gas como

2(‘99 (2g) {vo} )+V'(gg (23) {vo} {Vg}g)

+ggV<Pg >g +ay, <ng .flg >gs +ayy <ng -f[g >gw — &, <pg>g g=0 (3.7)

2

y para la fase sélida como

+5SV(<Pg>g +<I>(gs))—ags <ng .1'[g>9S +ag, <nS .1'[S>SW —&{(p,) g=0. (3.8)

3.3 Validacion de las cerraduras con la segunda ley de la termodinamica

3.3.1 Cerraduras propuestas y su consistencia con las restricciones impuestas por la
segunda ley de la termodinamica

La restriccidn de la segunda ley de la termodindmica para modelos de dos fluidos esta dada
por la Ec. (2.41). Para el caso de que el sistema sea isotérmico, no haya cambio de fase
(T, =O), de que no consideremos la turbulencia y en ausencia de trabajo virtual, esta

ecuacion se reduce a:

g (n) (D M (), _{vk}k)+<pk>k%gk >0 (39)
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donde hemos considerado la Ec. (2.32). El primer término de la Ec. (3.9) sugiere una forma
de modelar los esfuerzos viscosos de campo promedio; es decir, para que
—&(t) :{D,} >0, se requiere que (,)" {D,}*, o bien que: (. ) =—2u{D,}", que
es una relacion de comportamiento similar a la de Newton, pero a nivel promedio, donde

{Dk}k esta definida en la Ec. (2.38).

El segundo término, M, -((vk>i —{vk}k)zo, implica que M, o« (v, ). —{vk}k, con lo que
la cerradura que utilizaremos mas adelante, Ec. (3.13) estd en acuerdo, los esfuerzos
interfaciales deben ser expresados en términos de la velocidad relativa entre las fases la
cual es objetiva al igual que M, . Finalmente, el Gltimo término en la Ec. (3.9), requiere

que Dkgk/Dtoc<Pk>k.

3.3.2 Proyeccion de las ecuaciones (modelo 1-D)

Se obtendra un modelo unidimensional del conjunto de cuatro ecuaciones dado por la
Ec. (3.3) (k=g,s), la Ec. (3.7) y la Ec. (3.8). Para este propdsito se considera que
{vk}k =V,e, en un sistema coordenado de referencia (r,6,z), donde V, es una notacién
abreviada para la magnitud de la velocidad {vk}k y desarrollando la proyeccion de las

ecuaciones de movimiento dadas por la Ec. (3.7) y la Ec. (3.8) en la direccion axial e, :

0 0 0
a(ggpgvg)+a(ggpgvgz)+gg oz Py

+ags<ng -1, .ez> " +ayy <er -1, .ez>gw +&,0,0=0 (3.10)

0 0 0
E(gspsvs)+5(gspsvsz)+gs E[Pg +D(¢g, )]

gs
—8 <ng 11 -ez> +ag, <e

M, -e,)" +6,0,0=0. (3.11)

r
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Por simplicidad, de aqui en adelante se omitiran todos los simbolos de promedio.
Considerando granos esféricos solidos, el area interfacial especifica es a :(G/dp)gs.
., . . . ~ gs .
También, la fuerza interfacial promedio <ng-Hg-eZ> puede modelarse mediante un

modelo de celda, utilizando un coeficiente de arrastre apropiado, de tal forma que

~ gs 3
3, (n, My -e,) =00 +Copm WASKS (3.12)

p

La contribucion cinética a esta fuerza en una capa laminar alrededor de los granos solidos
es linealmente proporcional a la velocidad relativa entre las fases; por lo tanto, la Ec. (3.12)

puede escribirse como

Ay <ng I, -ez>gS =&,0,9+ Peg, (Vg —Vs) , (3.13)

donde g E%CngUt. Se necesitan expresiones de cerradura también para los términos
p
de interaccion con la pared en la Ec. (3.10) y en la Ec. (3.11). Esto puede resolverse al

introducir el enfoque del factor de friccion (Gidaspow, 1994). Asi, para la fase k = {g,s}

~ w4 1
A <er -, 'ez> ZESk faw Epkvkz = B PV (3.14)

t

2 . . .
donde S, EEgk f. - En lainteraccion del flujo en la mezcla turbulenta con la pared, la
t
fuerza cinetica es aproximadamente proporcional al cuadrado de las velocidades.

Después de sustituir la Ec. (3.13) y la Ec. (3.14) en la Ec. (3.10) y en la Ec. (3.11), el
conjunto de ecuaciones en 1-D junto con la ecuacion de continuidad dada por la Ec. (3.3)

€es:
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Ecuacion de continuidad para la fase gas:

%(ggpg)Jr%(ggpgvg):O' (3.15)

Ecuacion de continuidad para la fase sélida:

2 (ep)+Z(ep,) =0. (3.16)
ot oz

Ecuacién de movimiento para la fase gas:

0 0 oP.
a(ggpgvg )+§(ggpgvgz)+gg a_zg

+Peey (Vg —Ve )+ Bup Ny +(e. +6,) p,0 =0. (3.17)

Ecuacion de movimiento para la fase solida:

oP.
g(gspsvs)+£(8spsvsz)+558—;+(b’gs %
_ﬂgsgg (Vg _Vs)+ stsV52 +& (ps _pg ) g= 0 ) (318)

donde @' =d®d/de,. En la Ec. (3.15) a la Ec. (3.18) hay ocho cantidades desconocidas.

Para tener un conjunto cerrado para las variables {gg, P, ,Vg,Vs}, es necesario considerar

diferentes condiciones:

(1) la funcion @' debe especificarse, tal que las rapideces de propagacion de segundo
orden del modelo incompresible sean reales [ver el Apéndice E y la Ec. (4.21)];

(2) El sistema solido-fluido (gas o vapor) es saturado, i.e., & +¢&, =1;

(3) los granos solidos son incompresibles, p, = p,, €s una constante y

(4) la densidad promedio de la fase gas o vapor es una funcién de su presion promedio, de

acuerdo a una ecuacion de estado isotérmica, o, = o, (P, ).

(5) Ademas B, B,, Y B, pueden calcularse en el estado base por métodos estandar, asi

como U,.
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Por lo tanto, la Ec. (3.15) a la Ec. (3.18) se reducen al conjunto de ecuaciones no-lineales

(Sanchez-Lopez, 2003; Soria y col., 2008):

%[ggpg(Pg )i|+§[ggpg(Pg )Vgi|=0’ (3.19)
—psogag + pw%[(l—gg V. ]=o0, (3.20)

%[ggpg (Pg )Vg]+§[ggpg (Pg )V92J+gg % P,

+Be, (1=, )(V, =V )+ By oy (P )V,° + 24 (P, )9 =0, (3.21)

0 0 0 , 0
Pso a[(l—gg )VS]erso E[(l—gg )V52]+(1—gg )E P,—@ (1—gg )Egg

Py (12, ) (Vy =V )+ B ooV + (1) Poo— 24 () |0 =0. (3.22)

La Ec. (3.19) a la Ec. (3.22) pueden linealizarse alrededor de un estado base uniforme,
denotado por un subindice cero, tal que &,=¢g+&, P,=R+p, V,=v,+v, VY
V, =V, +V,. Una vez que la linealizacion se lleva a cabo los simbolos para las velocidades

V, Y v, se utilizan para las correspondientes perturbaciones.

También puede obtenerse un modelo que no considere los efectos de la pared, a partir del

conjunto de ecuaciones (3.19)-(3.22), al tomar los limites: B, -0 y A, —0. El

conjunto linealizado de la Ec. (3.19) a la Ec. (3.22) sera el punto de partida para el estudio

de propagacion de ondas en los Capitulos 4y 5.

56



Capitulo 4

Propagacion de ondas isotérmicas compresibles e
incompresibles con modelos de lechos fluidizados

rapidos 1-D linealizados?

4.1 Introduccion

Los lechos fluidizados circulantes (CFB) usualmente operan bajo el régimen de
fluidizacion rapida donde las particulas sélidas son acarreadas por un fluido. En este
régimen, la velocidad terminal de las particulas individuales es sobrepasada por la
velocidad del fluido acarreador que fluye ascendentemente en el tubo; por lo tanto, tiene
lugar un flujo continuo de la mezcla de dos fases en la parte superior. La recirculacion de
solidos es una forma conveniente de mantener la operacién por un largo tiempo. La
recirculacién aumenta la superficie de contacto entre las fases y reduce las resistencias a la
transferencia de masa y a la transferencia de calor interfacial, minimizando cambios

grandes en las variables de estado.

El efecto de la presion en los CFB fue estudiado por Gidaspow en 1994 para muchos
regimenes de flujo. Después van der Schaaf y col. (1998) miden la velocidad de
propagacion de ondas de presion en un CFB con la fraccion volumen de sélido dependiente
de la posicion vertical en el lecho. Al colocar un conjunto de transductores de presion en
diversas alturas, ellos miden localmente la rapidez de propagacién de la presion a

diferentes fracciones volumen de sélido.

Finalmente, De Wilde y col. (2007) proponen una ecuacion para estimar la velocidad del
sonido en la mezcla mediante algun tipo de promediado de los primeros dos eigenvalores

del determinante caracteristico.

2 Los resultados de este Capitulo estan publicados en: Sanchez-Lépez, J.R.G., Soria, A. y Salinas-Rodriguez,
E. (2011). Compressible and incompressible 1-D linear wave propagation assessment in fast fluidized beds.
AIChE J. 57 (11), 2965-2976.
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También exploran un método de filtrado, incorporando expresiones para el efecto de masa
agregada y el término historico para una particula esférica, en el nivel de descripcion

promedio.

La velocidad del sonido en la mezcla que reportan con el modelo no-filtrado ajusta mejor

los resultados de van der Schaaf y col. (1998) que con el modelo filtrado.

Algunos estudios de ondas de presion en lechos fluidizados involucran tanto el regimen
denso como el régimen diluido. Bi y col. (1995) estudiaron la velocidad de propagacion de
ondas de presion mediante la teoria ondulatoria compresible pseudo-homogénea y la teoria
ondulatoria del flujo separado compresible para particulas de los Grupos A y B, con
diferencias insignificantes en los resultados. Musmarra y col. (1995) utilizaron una
expresion simplificada pseudo-homogénea para ondas de presion obtenida por Wallis
(1969) y una expresion para el flujo separado de Gregor y Rumpf (1976). Consideran la
rapidez de propagacion de las ondas de presion como una funcion de la frecuencia como
Atkinson y Kytdmaa (1992) lo hicieron antes. De sus resultados (para fraccion volumen >
0.35), Musmarra y col. (1995) asumen que las ondas dinamicas observadas en sus

experimentos son mas elasticas que las ondas de compresion.

Jones y Prosperetti (1987) obtienen criterios de estabilidad lineal para modelos de flujo en
dos fases incompresibles unidimensionales (1-D), al incorporar diferentes efectos tales
como la tension superficial, viscosidad, efectos de correlacion y masa agregada. Song e
Ishii (2001) proponen un criterio de estabilidad diferente para el modelo incompresible,

que se basa en la evaluacion de los parametros de flujo de cantidad de movimiento.

Recientemente, Bi (2007) desarrollé una revision de las fuentes de perturbaciones de la
presion, refiriendo a la expresion de Gregor y Rumpf (1976) para la propagacion de la
onda de presion pseudo-homogenea y a la expresion de flujos separados de Ryzhkov y
Tolmachev (1983). Bi (2007) también reporta una dependencia significativa de la

frecuencia para la velocidad de propagacién de la onda en flujos de fase densa fluidizados.
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Ryzhkov y Tolmachev (1983) obtuvieron las velocidades de propagacion de las
perturbaciones y estudiaron la resonancia en lechos fluidizados vibrantes. Actualmente, los
metodos acusticos estan siendo activamente investigados, debido a que son métodos para
la adquisicion de datos, que prometen ser efectivos y econdmicos en sistemas granulares
(Weir, 2001).

Debe mencionarse que existen muchos trabajos en la literatura que analizan modelos
compresibles. En particular, Ransom y Hicks (1984) discuten modelos transitorios
unidimensionales, con dos campos de presion para el flujo separado de dos fases
compresibles. Estos modelos conducen a sistemas de ecuaciones hiperbdlicas con mayor
significado fisico que los modelos con un unico campo de presion. Hay otros articulos
(Needham y Merkin, 1983; 1984; 1986; G0z, 1992; 1993; GOz y Sundaresan, 1998;
Glasser y col., 1996; 1997; Johri y Glasser, 2002; Hirayama y Takaki, 2000) donde se
estudia la estabilidad lineal y no-lineal en lechos fluidizados en el régimen homogéneo o

uniforme con la teoria de bifurcaciones.

Liu (1982) estudid la condicién de estabilidad en lechos fluidizados siguiendo a Whitham
(1974), quien mostr6é que la velocidad de propagacion relevante del movimiento de méas
alto orden debe ser mayor que la rapidez de propagacion del movimiento de mas bajo
orden. Liu encontré que la condicion de estabilidad no se satisface cuando las ondas de

mas alto orden tienen rapideces menores que las ondas de 6rdenes mas bajos.

En este Capitulo se revisa la consideracién de incompresibilidad, construyendo una
metodologia que permite la comparacion entre los modelos compresible e incompresible.
Para alcanzar este propdsito, en la Seccion 4.2 de Jerarquia de ondas se presenta el
desarrollo teorico utilizado para obtener los modelos de perturbaciones linealizados
incompresible y compresible. Luego en la Seccion 4.3 de Estabilidad, se desarrolla el
analisis de estabilidad de Whitham por aproximacion de velocidades de fase y extendiendo
el enfoque de Liu en lechos fluidizados. En la Seccion de Resultados, se aplica este método
a dos sistemas, el primero es catalizador de FCC arrastrado por vapor de agua en
condiciones isotérmicas y el segundo es un sistema de arena-aire reportado por van der
Schaaf y col. (1998).
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4.2 Jerarquia de ondas

4.2.1 Ecuaciones del modelo

El sistema fisico consiste de una dispersion monodispersa de particulas pequefias (del
orden de micrometros) esféricas y rigidas de diametro medio d, y densidad intrinseca p,
moviéndose dentro de una corriente de gas en un tubo vertical a temperatura constante. El
fluido se considera un gas newtoniano y compresible de densidad intrinseca p, Y
viscosidad g, . La fraccion volumen de solido ¢, se encuentra entre 0y 0.5 y satisface la
condicion ¢, +¢, =1, donde ¢, es la fraccion volumen de gas. La mezcla se mueve con
una velocidad promedio U =&V, +¢V,, donde V, y V. son los valores de las
velocidades ascendentes con promedio ponderado en la masa del gas y solido,
respectivamente. Debido a que la mezcla se considera en un régimen altamente turbulento,
los efectos viscosos son sélo significativos en una region cercana a la superficie de los
granulos. El nimero de Reynolds de las particulas es Re, =dpngt/,ug , donde la
velocidad terminal se define como U, =V, -U,|=¢, (Vg —VS). En este modelo,
despreciamos los efectos viscosos en las fases, asi como los esfuerzos turbulentos.
Partiremos del modelo promediado y cerrado constituido por las ecuaciones de
conservacion de la masa y de movimiento para las fases gas y sélida, representado en la
Ec. (3.19) a la Ec. (3.22). No consideraremos los efectos de pared, por lo que 3, -0y

L — 0. El conjunto de ecuaciones para las variables dependientes {g PV, ,VS} es:

g[ gpg(Pg)]—i-%[é‘gpg(l:’g)vg]:o, (4.1)
—psggg + psg[(l—gg V. ] =0, (4.2)
g[ggpg (P, )Vg:|+§|:€gpg (P, )v;]wggpg +F+p,(P,)a=0, (4.3)
psg[(l—é‘g )Vs]—i-psg[(l—gg )vf]+(1—gg)§ P,

—(I)’(l—gg)%gg—F+(1—gg)[ps—pg(Pg)]g:O. (4.4)
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Aqui z y t son la coordenada vertical y el tiempo, respectivamente, g es la fuerza
gravitacional por unidad de masa 'y P, es la presion de la fase gas promediada; la densidad
de los granos solidos es constante, p, = p,,. La presion promedio de la fase solida P, se
model6 a través de la cerradura P, = P, + ® (&) en la Ec. (4.4), donde la funcién @ (¢, ) es
el médulo de compresibilidad del sélido y ®'=d®/de¢, . La cerradura simple P, = ®(«,)
reduce el acoplamiento entre los balances de momentum a uUnicamente la fuerza de
interaccion hidrodinamica F entre el fluido y las particulas. Esta cerradura fue utilizada

por Jackson (1985) y Liu (1982) entre otros y fue recomendada por Gidaspow (1994).

Por otro lado, Jackson (1985) considerd dos contribuciones a F : una fuerza de arrastre
dominante y un efecto de masa agregada. Aqui sélo consideramos el primer efecto en F,
tal que F=pe,(1-5,)(V,-V,), donde B=(3/4d,)C,p,U, es un parametro de
interacion. También, Jackson (1985), Liu (1982) y Homsy y col. (1980) consideraron un
efecto de viscosidad efectiva en el régimen de fluidizacion denso, el cual no ha sido
tomado en cuenta aqui. La principal diferencia entre los resultados presentados en este
Capitulo y los trabajos previamente citados, es la estructura de las ecuaciones obtenidas y
la forma en que se muestra explicitamente el efecto de compresibilidad sobre el efecto de
incompresibilidad. Ademas, la compresibilidad se introduce explicitamente a través de una

ecuacion de estado de la fase gas en el régimen de fluidizacion rapida.

Para obtener la jerarquia ondulatoria de las perturbaciones para los modelos incompresible
y compresible, se proponen soluciones ondulatorias para las ecuaciones linealizadas,
Ec. (4.1) a la Ec. (4.4). La linealizacion se realizé alrededor de un estado base (denotado
por un subindice cero) mas una pequefa perturbacion tal que ¢, =¢,+&, p,=p,+p,

Vg =VgotVy Y V, =V, +V,.

En la siguiente subseccion representamos las ecuaciones linealizadas en forma matricial y

después presentamos el analisis comparativo de coeficientes entre los modelos.
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4.2.2 Enunciado del problema
Sea

u=(z p v, vs)T (4.5)

el vector de perturbaciones para el sistema linealizado de EDP de primer orden:

Ba—u+Ca—u+Du:0, (4.6)
ot 0z

donde las matrices B, C y D de tamafio 4x4, estan dadas en el Apéndice F. Las derivadas
espaciales de las perturbaciones de velocidad v, y v, pueden obtenerse de las ecuaciones
de continuidad, luego se sustituyen en las ecuaciones de momentum para llegar asi a dos
ecuaciones linealizadas de segundo orden para las perturbaciones de la fraccion volumen

(g) y para las perturbaciones de la presion ( p) :

d L1 K =0 4.7
Le+| L+ d‘g O . 1p=0, 4.7)
Le+| L+ 9% 1 k, lp=0 4.8
26‘ dPg ) 2 p ' ()

Los operadores diferenciales de segundo orden L, L,, L, y K,, asi como el operador de
primer orden K,, estan dados por
2
. Pg( 0O a) (a a) 1-¢, (8 a}
= —+V,,— | =B =+V,,— |- —+V,— |, 4.9
L go(at o) PlatVen eoﬂé‘t 49)
2
. Po (O 0 & 0 aj (a a)
=— —+V,— | + —+V,,— [+ | —+V,,—
- 1—50(6'[ S°azj l—goﬂ(at 9° oz p ot oz

* Po— Py 0
—pp PP O 4.10
‘o 1-g, o (4.10)

82
L 4.11
S oz’ (“.11)
2
Kli—(ngvgogJ _(1_80)£(§+V90£)+22, (4.12)
ot oz Pyo \ Ot oz) &0z
K, = goﬁ(ﬁwgoﬁj—gﬁ . (4.13)
Pyo \ O 0z 674
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El factor (d,og/dPg )0 toma en cuenta el cambio de la densidad del fluido como una

funcién de la presion en el mismo, a través de una ecuacion de estado isotérmica

Py :pg(Pg). La velocidad del sonido en un gas homogéneo puede introducirse al

considerar la relacion (d,og /dPg )O =s7, donde s es la velocidad del sonido en el gas puro.

De laEc. (4.7) y de la Ec. (4.8), puede recuperarse la aproximacion de incompresibilidad al
tomar el limite (dp,/dP,) =0 o en forma equivalente, cuando s—oo. Bajo la
aproximacion de incompresibilidad puede encontrarse en forma directa una EDP de
segundo orden para ¢ al restar la Ec. (4.7) a la Ec. (4.8), obteniendo (L2 —Ll)g:O.
También, puede obtenerse alternativamente una EDP de cuarto orden para p mediante la
aplicacion de los operadores L, y L, en la Ec. (4.7) y en la Ec. (4.8), respectivamente y
restando se obtiene (L, —L,)L,p=0. Entonces, mientras la dinamica de la fraccion

volumen se representa por una EDP de segundo orden, la dindmica de las perturbaciones
de presion es el mismo operador aplicado a una derivada espacial de segundo orden. Mas

aun, si la cerradura de la presion del sélido, tal como P, =®d(g), permite el

desacoplamiento del término de presion, el balance de momentum de la fase sélida da la

forma reducida L,e =0. ElI comportamiento completo puede también ser expresado como

una ecuacion de onda para ¢ o para p. Entonces, la aplicaciéon cruzada de los operadores

L,y L alaEc. (4.7)y alaEc. (4.8) y restando obtenemos una EDP de cuarto orden para

las perturbaciones de presion. Un procedimiento alternativo da la misma EDP para las

perturbaciones de fraccion volumen,
1
[(Lz—Li)La—?(LiKz—LzKl)}ozo, (4.14)

donde ¢ es ¢ 0 p. El comportamiento ondulatorio de las perturbaciones de & del modelo
incompresible es representado por el operador diferencial (I_Z—Ll), el cual puede

descomponerse y analizarse en forma similar a como lo hizo Liu (1982) para un lecho
fluidizado, incorporando las diferencias en el régimen de fluidizacion y en los efectos

fisicos tomados en cuenta.
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En esta forma obtenemos

2 2
LZ_H:@(E_'—VQOQJ +&(g+vsoij +L(Q+Vgogj
g \at Paz) 1-glat Car) 1-gl\at Ca

2 _
E(QH,SOE]_ & _PoPp 0 (4.15)
& \ ot oz oz l1-g, “oz

n
donde los términos ondulatorios de segundo orden representan los efectos inerciales del
fluido y de las particulas, mientras que los términos ondulatorios de primer orden
provienen de las perturbaciones de la fuerza de arrastre interfacial. Los términos de
segundo y de primer orden estdn relacionados, respectivamente, al mddulo de
compresibilidad de la fase solida y a las perturbaciones de la fuerza de flotacion. El
operador diferencial (LZ—Ll) se modifica adicionalmente por L,p, un operador de
segundo orden aplicado a p. Esto puede visualizarse como un efecto de difusion en la
estructura ondulatoria de segundo orden. También, este término da lugar a términos
diferenciales de tercero y de cuarto orden que gobiernan la dindmica de la perturbacion de
la presion en la aproximacién de incompresibilidad. Por otro lado, el operador
(LK, —LK,) es la contribucién dindmica de la densidad del fluido a todas las fuerzas
mencionadas, dando sus correspondientes efectos de interaccion. Este operador esta
ponderado por el factor s y esta dado por
_(LZKl—HKz)ﬁ{—&(Q+V aJ2+CI)’6—2 (g+v 8)2

g\t Paz) et |\t oz

1-2¢, (0 d
1-¢, ﬂ[at 90 azj

. (2102
0 0\ &Po—Py 0 \0t Ca
ﬂ( soazj

ot &(1-¢) 5_

2

+ —ﬂﬁ(g+vg()£)+ps—ogi (E_FVS()QJ
Pyo \ 0 z) &(l-g) oz |\ ot oz
,/5’(6 ajaz 1., &

+(1-¢,)D, —| —+V,,— |———D/ 0 —
(1=¢0) P oot az)ar’ g 0953

+ ﬁ_ﬂ ﬂg(g_{_vgoiji

Py 1-¢& ot 0z )0z

g)g_pso_pgo 282
“oz)or g (l-g) 62

+/9 (§+vS (4.16)
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En la Ec. (4.16), estan tomadas en cuenta las interacciones ondulatoria y difusiva, asi como
interacciones espaciales. Estas estdn asociadas a las fuerzas inerciales del fluido y del
solido, compresibilidad del sélido, arrastre viscoso interfacial y flotacién. Ninguna de estas
fuerzas aparece sola en la Ec. (4.16), sino que aparecen como pares de interacciones con
algun otro efecto. Cada uno de estos pares representa el aumento debido a los pares de
fuerza considerados, debidos al cambio de la densidad del fluido. El punto aqui es

cuantificar la magnitud de tal aumento al compararlo con el modelo incompresible.

4.2.3 Estructuras ondulatorias
Al agrupar los operadores diferenciales dados por la Ec. (4.15) y la Ec. (4.16) en una
estructura ondulatoria y sustituirlos en la Ec. (4.14), se obtiene la siguiente forma

equivalente

(L L)L (LK, - LK,) =

(8 8)(8 6) (8 aj 0?
T| —+C— || =+C— |+| =+ta— ||
ot o0z )\ ot 0z ot 0z )|oz

_T (é.}. g] (g_lr_ gj (24_ i) (g + gj_
o o \at Mg \at T e \ ot M
1 0 0\l 0 0\l 0 0
_ +C| —+ — || —+ — || —+ — | |. 4.17
S (6t T3 62}(5’[ Ue) azj(at M3 azj ( )
0 0)o0
_ C — I P,
I J [at 772162]82_

Aqui hemos utilizado la notacion establecida por Liu (1982) para denotar los parametros

correspondientesal comportamientobasicoincompresible. Lostiemposderelajacion z y T son

(1_ go)logo *+ &0Ps0

T= : (4.18)
B
T =50 (4.19)
B
y el coeficiente adimensional C, se define como
£, +(1-¢
C=¢ 0Pg0 ( 0)p50 . (4.20)

ng
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Las rapideces de propagacion se encontraron al resolver diferentes conjuntos de ecuaciones
algebraicas para los casos incompresible y compresible, como se discute a continuacion.

Las rapideces de propagacion de segundo orden incompresibles ¢, y ¢, se encuentran

como soluciones de la Ec. (G.1) y de la Ec. (G.2) del Apéndice G, obteniéndose

1— ' 2
& (1_‘90):090/050 ( % +€0J®o _(VgO _Vso)
(1_50):090\/90 + &yPs0Vs0 n Pso  Pgo

(1_ go)pgo + &P N (1_ 80),090 + &P

Cl’CZ =
(4.21)

Las rapideces de propagacion para el modelo compresible se obtuvieron de conjuntos de
ecuaciones algebraicas construidas al ajustar la forma expandida de los polinomios de la
Ec. (4.17) y en variables originales, Ec. (4.15) y Ec. (4.16) (ver Apéndice G). Las

expresiones para las rapideces de propagacién de la onda de primer orden del modelo

incompresible a y de la onda compresible de segundo orden 7,, son

a=&Vgt (1_ go)vso —& (Pso _pgo)%’ (4.22)
(250 _1)pgovgo +(1_50)psovgo +(l_50)pgovso *+ Pyo (pso _pgo)ggﬂ
My = o (4.23)

gopgo +(1_80),030
Lasexpresionesanalogas para las rapideces compresibles de cuarto orden 7,, , k =1,2,3,4 son

Mar = a2 = Voo (4.24)

1-¢ '
Mg Tas =Vgo T / . LD, . (4.25)
sO

Estas raices son reales y coinciden con los eigenvalores del polinomio caracteristico del

sistema de EDP linealizado de primer orden, Ec. (4.6). Por lo tanto, el sistema es estable en

el sentido de ser hiperbdlico, pero no totalmente hiperbdlico ya que 7,, =7, .

Las expresiones para las rapideces de propagacion de tercer orden 7, 7, Y 77, S€
encuentran de la Ec. (G.7) a la Ec. (G.9). Puesto que las expresiones completas en términos
de parametros originales son demasiado largas y complejas, no las incluiremos aqui, sino

gue presentaremos calculos numéricos.
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Para simplificar aun mas la Ec. (4.17), consideraremos su forma adimensional que se
obtiene al utilizar la longitud de la columna L y la velocidad promedio aritmético
UO=(vgo+sz)/2 como variables caracteristicas. Las variables adimensionales son
Z’=z/L, a'=a/U,, t'=tU,/L y todas las rapideces de propagacion adimensionales

pueden definirse en forma similar a a’. Por lo tanto, la Ec. (4.17) puede reescribirse como

(a ,aj(a ,ajaz (a ,ajaz
2 I+C r+C2_! 12+ _!+a_! 12 gD
at az' )\ at a7’ ) oz ot oz ) ez
‘T,(a ,aj(a ,ij[i ,aj(a ,ij“
a g \ar M g \ar M e o T o
d , 0\ 8 , 0 ) o , 0
s L |lp=0, (4.26
(8'[ 77316 j(@t M3, 52'}(6’[' 33 82'] @ ( )

_Gr(iJr 'iji
ot e o

donde los indices prima denotan coeficientes adimensionales, z'=U,z/L, T'=U,T/LC,

!
Q

C'=(U,/s)’C y G'=Lg/U,? . Debemos sefialar que la onda de cuarto orden del modelo
compresible puede despreciarse, al compararla con la de tercer orden, si T'<1. Puesto

psO

ng
zona delgada cercana al limite cuando g, —1. Fuera de esta zona, donde

S0 >gsO min NE_Q’E_]-OO@T’ ) (427)
2 4 psO

el efecto de compresibilidad asociado a los términos de cuarto orden es despreciable

que p,, > p,, ., esta condicion se cumple si 7' < = (1-¢;)s,, lacual se satisface en una

comparado con los términos de segundo y de tercer orden. Asi, una forma simplificada de

la Ec. (4.17) es
R R
ot 0z ot 0O
_5_2|:(§+7731§j(§+7732 Zj( 77335} ( + 1y j :|(D:0, (428)
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ot ‘oz

220 (a J
oz

Aqui ¢, 1=12,3 son las rapideces de propagacion que toman en cuenta tanto el

T(a %)(8+Caj82 c(gmlzj(_ aj( j

(4.29)

comportamiento compresible como el incompresible y son las raices de

2
aa_plau(pz_%] (p ?]o (4:30)

donde los polinomios R, k=123 estan definidos en el Apéndice G. Aunque la
Ec. (4.28) y la Ec. (4.29) son equivalentes, en ellas pueden observarse diferentes aspectos
correspondientes al comportamiento fisico. En el primer corchete de la Ec. (4.28), aparece
la estructura original del modelo incompresible, como fue reportada por Liu (1982). Sin
embargo, las ondas de primer y de segundo orden en este corchete estan aplicadas a una
derivada espacial de segundo orden. Por otro lado, en la Ec. (4.29), se presenta la
estructura de la forma ondulatoria completa con un sélo término correspondiente a cada
jerarquia de onda. En la Ec. (4.28), se expresa completamente el efecto de compresibilidad
en el segundo corchete con un coeficiente proporcional a s, llevando al modelo

incompresible al tomar el limite s—oo y con rapideces de propagacion, 7;, que son

independientes de la velocidad del sonido s. En contraste, en la Ec. (4.29) las rapideces de
propagacion «, y a, son altamente dependientes de s y el proceso de limite para obtener
el modelo incompresible s — oo, debe hacerse con cuidado de los valores limite de estas
rapideces de propagacion «; —+c, j=13. Esto puede obtenerse cuando el producto de
operadores hiperbdlicos genera un comportamiento parabélico expresado por el operador
&?/6z%, junto con el hecho de que «, — a. Ademas, el término compresible de segundo

orden, en la Ec. (4.28) o en la Ec. (4.29), es una onda degenerada de segundo orden
asociada a los efectos de gravedad con s6lo una rapidez de propagacion finita.
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4.3 Analisis de estabilidad

4.3.1 Anélisis de estabilidad de Whitham por aproximaciones de velocidades de fase

Para obtener un criterio de estabilidad, asumimos soluciones para ¢(z,t) en la Ec. (4.29)
dadas por funciones de onda (Whitham, 1974) ¢(z,t)=c/e™ ", donde xcRR es el
ndmero de onday @ =, +iw, € C estd compuesta por la frecuencia @, y por el factor de
atenuacion de onda ,. Por lo tanto, debe satisfacerse que @, <O para obtener una

condicion de estabilidad. La aplicacién de esta solucion a la Ec. (4.29) nos lleva a

C | —i(ax —0)(ax —0)(ax — )

r(cx-w)(cxk-w)k’ —— + 9 (- )x =0. (4.31)

SZ
Ahora, es posible analizar el comportamiento de la rapidez de la onda cercana a cada una
de las velocidades de fase, siguiendo el criterio de Whitham (1974) en las jerarquias de
onda. Para obtener algunas desigualdades que se utilizaran mas adelante, asumamos que el
tamafio relativo de las rapideces de propagacion es tal que: (1) ¢, >¢, Yy (2) o4 >, >, .
Por lo tanto, analizaremos la Ec. (4.31) viajando a una velocidad de fase cercana a ¢, ; es

decir, bajo la accion ondulatoria @ — o,k tal que

. C C
r(c,—a)(C,— )’ + I?(ozllc—a))(oc2 —a)(a —al)—s—?(7721 —a,)=0
Que implica que
2.2
) 9(7721_051)_ T(Cl_al)(CZ_al)
®=oK+1 , (4.32)
(0(2 - al)(aS - al)
donde su parte imaginaria debe satisfacer la desigualdad
SZ 2
g (7721 - al) - %T(Cl - al)(cz - al)
o, = <0, (4.33)

(az - al)(aa _al)

para ser estable. Considerando que ¢, >¢, Y o, >, > ar,, dados arriba, la Ec. (4.33) puede

simplificarse para dar la condicion

C
—(al—cl)(al_cz)<_TST?(2(,721_%). (4.34)
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Un procedimiento similar para @ — a,x, ® > &k, @ > 1k, @ —>Ck Y @ —> C,k, NOS

da que

(az_g)(az_cz)<%(7721_az)v (4.35)
C
_(0‘3_Cl)(aa_cz)<_F?{2(7721_a3)v (4.36)
(7721—al)(7721—a2)(7721—a3)<0, (4.37)
—(,—¢) (e, —¢,) (3 —C,) <0 (4.38)
y

(e, —¢,) (e, —C,) (e, —C,) <0, (4.39)

respectivamente. Puesto que o, >, >, la desigualdad de la Ec. (4.37) implica que 7,,
debe ser tal que o, >7, >a, 0 a,>n,. Similarmente, la desigualdad de la Ec. (4.38)
requiere que c, deba ser tal que o, >¢C, >, 0 a, >, Y ladesigualdad de la Ec. (4.39) que
c, debe ser tal que «,>c,>ea,. Por lo tanto, encontramos que ambas secuencias
o >C >a,>C,>a, Y oy >1, >, deben satisfacerse o o >c¢, >a, >C, >, >1, para

que el sistema sea estable. Sin embargo, en la Seccion 4.4 de Resultados y Discusién se

mostrara que 7,, no es la rapidez de propagacion menor, por lo que la desigualdad
o, >C >a,>C,>a,>1n, no se desarrollara mas. Si tenemos o, >¢ >a,>C,>a, Y

o, > 1, >, , las desigualdades de la Ec. (4.34) a la Ec. (4.36) nos conducen a que

(al_cl)(al_CZ) _(a1_7721) 4.40
(Cl_aS)(CZ_as) - (7721_0{3)’ .
(C-a)(2=C)  (1a—a) 4.41
(¢ —as)(c,— ) - (71— ) e
y
sk’ (c,a )>(7721—aa) (4.42)
Cg 2 3 (Cl_a3) 1 '

como otras formas de las mismas condiciones de estabilidad. Como todos los términos en
las Ec. (4.40) y en la Ec. (4.41) son positivos, se sigue que no hay restricciones adicionales

obtenidas de estas dos condiciones.
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Maés aln, la Ec. (4.42) puede ser rearreglada como una condicion limite en el nimero de onda,

_ |Cg (7721—(13)
K> K, —\/z_s2 (Cl_aa)(cz_%), (4.43)

para que el lecho fluidizado sea linealmente estable.

4.3.2 Extensiones al enfoque de Liu (1982)
El analisis previo mostrd que la compresibilidad de la fase gas aumenta la region de
estabilidad cuando se compara con el comportamiento incompresible. Sin embargo, para
desarrollar un analisis de estabilidad siguiendo el enfoque de Liu (1982), comenzamos con
la transformada de Fourier de la Ec. (4.28)

(2 — o KZ_E 1 (17,5 = 0) (11355 — ) (11350 — @) _
I:T(ClK—a))(CZK—a))—I( )] 2 9 () 0.

(4.44)

En esta ecuacion, las condiciones de estabilidad pueden encontrarse al considerar que las
ondas se mueven con rapideces cercanas a las de las ondas de segundo orden

incompresibles y luego tomando los limites cuando @ —>cx y @ — C,x. De la Ec. (4.44)

se sigue que

c,+h=¢ —S—Z(cf ~Pc’+Pg —P,)>a>c, —S—z(cf ~Pc,’ +Pc,-P,)=c,—h, ,(4.45)
donde P, k=1,2,3 estan dados en el Apéndice G.
Este criterio se reduce a la condicion bien conocida c, >a>c, en el limite de

incompresibilidad y clarifica como los efectos de compresibilidad modifican estos limites

de estabilidad a través de las funciones h, y h,.
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4.4 Resultados y discusion

El procedimiento desarrollado en la Seccion 4.3 de andlisis de estabilidad se aplicé a dos
sistemas. El primer sistema es un catalizador de FCC acarreado verticalmente por un flujo
turbulento de vapor de agua, en una unidad tipica (riser) industrial, a las condiciones de
operacion similares en el riser (Kellogg, 1984). El segundo es un sistema experimental

arena-aire en un CFB, reportado por van der Schaaf y col. (1998).

4.4.1. Valores de los parametros y de las condiciones de operacién de un sistema

catalizador-vapor en una unidad de FCC y un sistema de arena-aire en un CFB

En la Tabla 4.1 se reportan las propiedades fisicas del solido y del fluido, asi como también
los pardmetros geométricos relevantes y las condiciones de operacion en un estado base

homogéneo para ambos sistemas.

Tabla 4.1. Valores de los pardmetros y de las condiciones de operacion en estado base.

Parametro Catalizador-vapor Arena-aire
Velocidad del sonido en el fluido
puro, s (m/s) 655 346
Densidad del solido, p,, (kg/m) 1300 2650
Densidad del fluido, p,, (kg/m®) 0.7065 0.9340
Diametro del grano sélido, d, (xm) 60 310
Velocidad terminal, U, (m/s) 0.085 2.231
Velocidad superficial del fluido, U |
(mis) 7.000 3.200
Diametro de la columna, D, (m) 1.168 0.960
Longitud de la columna, L (m) 22 9
Ntmero de Reynolds del fluido, Re, 1.93x10° 1.43x10°
Namero de Reynolds del solido, Re, 0.12 32.30
NUmero de Stokes, St 0.13 2.15

Note gue el flujo de catalizador de FCC esta gobernado por el arrastre de gas en una mayor
extension que el movimiento de granos de arena, como se indica por los valores del

numero de Stokes.
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También, sus velocidades terminales son muy diferentes y esta es una indicacion de la
diferencia entre las velocidades de flujo del fluido y del solido, la cual es mucho menor
para el catalizador que para la arena. Mé&s aun, se asume que los sélidos son retardados,
con respecto a la velocidad media de la mezcla, en una cantidad que corresponde a la
velocidad terminal. Considerando esta suposicién, la fraccion volumen de solido en el

estado base homogéneo esta dada por

fp=—t—. (4.46)

Para desarrollar los calculos, se considera que la velocidad superficial del sélido U, o la
fraccién volumen de sélido, es dada. Debe seleccionarse una expresion conveniente para el
parametro de interaccion solido-fluido £ de acuerdo con el valor del nimero de Reynolds
del sélido, ya que los granos en el FCC estan en el régimen de Stokes, mientras que los
granos de arena son descritos mejor por un coeficiente de arrastre de acuerdo con la

ecuacion de Ergun.

El médulo de compresibilidad del sélido se calculé6 mediante la expresion de Jiradilok y

col. (2006), &,,®), =10°%">*>% Mas adelante se examinaran ambos ejemplos para apreciar

sus similitudes y diferencias.

4.4.2. Comparacion de los coeficientes ondulatorios y significado de las jerarquias de onda

Los coeficientes adimensionales de la Ec. (4.26), estan denotados por indices prima, tal
que 7'=U,z/L, T'=U,T/LC, C'=(U,/s)’C y G'=Lg/U,?. Comparando estos
coeficientes con respecto a la unidad, que es el coeficiente de la onda de primer orden del
modelo incompresible, da una idea de la importancia de cada uno de ellos a medida que
cambia la fraccion volumen de sélido. Asi, puede apreciarse en la Figura 4.1 el tiempo de
relajacion de la onda de segundo orden del modelo incompresible. Debemos sefialar que
para las particulas del FCC 7’ esta cercano al valor constante de 0.0027. Por otro lado,
para el sistema de la arena 7’ es una funcion que decae a partir de un valor inicial de

0.0507, que es 18 veces mayor que el valor del FCC.
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Figura 4.1. Tiempo de relajacion adimensional z’ del operador diferencial de segundo orden del modelo incompresible

para el FCC (linea gris) y Arena (linea negra).

Si T’ se escoge de tal manera que T' <0.01, que se satisface para ¢, <& de acuerdo

s0,min
con la Ec. (4.27), puede despreciarse el coeficiente de la onda de cuarto orden al
compararse con el coeficiente de la onda de tercer orden cuyo valor se fija igual a la

unidad. En la Tabla 4.2 se dan los valores de ¢

s0,mi

. para los dos sistemas, FCC y la arena.

Tabla 4.2. VValores limite de las fracciones volumen de sélido.

SiStema gsO,min 850,IC

Catalizador de
FCC-vapor 0.0002 0.0125

Arena-aire 0.0050 0.1680

En la Figura 4.2, se grafican 7" y C' como funcion de ¢, . Aparece un cruce entre ambas
graficas en el valor &, ., donde 7' =C". Asi, para ¢,, < &, , €l término incompresible de

mas alto orden, gobernado por el efecto del modulo de compresibilidad del solido, es

mayor que el efecto de compresibilidad del fluido; sucede lo opuesto para &, > & -
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En la Tabla 4.2 se muestran los valores de &, . para ambos sistemas. Para el sistema

catalizador de FCC-vapor, puede observarse en la Figura 4.2a, que la consideracion de la
compresibilidad del fluido es mucho mas importante que la relajacion del sélido, debido al

maddulo de compresibilidad, en la mayor parte del intervalo de &,. Sin embargo, ambos

efectos son importantes para el sistema arena-aire, como puede verse en la Figura 4.2b.
Estos comportamientos estan de acuerdo con los nimeros de Stokes para ambos sistemas;
para los polvos de FCC, la dindmica del s6lido es altamente dependiente de la dinamica del

fluido, pero ambas dinamicas se vuelven mas independientes para el sistema arena-aire.

a)

0.154

0.10 4

Coeficiente (-)

0.05

0.00 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ - ‘ ‘
0.0 0.1 0.2 03 0.4 05

Fraccion volumen de sélido

0.100 b)

0.075

0.050

Coeficiente (-)

0.025

0.000 : : ; ; ; ; , ,
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Fraccion volumen de sélido

Figura 4.2. Coeficientes adimensionales z' y C' para los sistemas: (a) granos de catalizador de FCC y (b) Arena.
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Mas audn, los valores de los coeficientes pueden compararse directamente con el coeficiente
ondulatorio basico de primer orden cuyo coeficiente es uno. Asi, para el sistema de FCC, el
significado de la compresibilidad del fluido es cerca del 20% de la onda bésica
incompresible de primer orden, para un valor de fraccion volumen de solido de 0.5; en
contraste, el comportamiento incompresible de alto orden es sélo cerca del 0.3%. Por otro
lado, para el sistema de la arena, la compresibilidad del fluido da un maximo de cerca del
10% del comportamiento basico, mientras que el efecto incompresible de alto orden tiene
un valor maximo aproximado de 5%. Por lo tanto, ambos efectos son significativos para
este sistema. También, los valores tipicos del coeficiente local G’ estan en el intervalo de

1.09 a 4.46 parael FCCy de 5.38 a 20.12 para el sistema de la arena.

En la Figura 4.3, se muestra la gréafica de la funcién (C'G’), que puede ser comparada

directamente con el comportamiento basico incompresible de primer orden cuyo valor es la
unidad. Esta funcion toma en cuenta los efectos de gravedad en la compresibilidad del
fluido y su importancia es cercana al 52% del comportamiento basico incompresible para
el sistema de la arena y alrededor del 21% para el polvo de FCC, ambas para fracciones

volumen de solido cercanas a 0.5.

0.6

Arena

0.5

0.4+

0.3+

C'G'(-)

FCC
0.2 +

0.1

0.0 : : : ‘ ‘ ‘ ‘
0.0 0.1 0.2 03 0.4

Fraccién volumen de sélido

Figura 4.3. Coeficientes adimensionales de la onda compresible de segundo orden (degenerada) para el FCC (linea gris)

y para la arena (linea negra).
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4.4.3. Andlisis de las rapideces de propagacion

En la Figura 4.4 se grafica la rapidez de propagacion bésica a de la onda incompresible de
primer orden para ambos sistemas, junto con las rapideces de propagacion incompresibles
de alto orden c, y c,. También la rapidez de propagacion incompleta del modelo

compresible de segundo orden 7,,, que esta en el mismo orden de magnitud.
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Fraccion volumen de sélido

Figura 4.4. Rapidez de propagacion de primer orden incompresible a (linea negra), rapideces de propagacion de segundo
orden incompresibles ¢, y c, (lineas grises) y rapidez de propagacion de segundo orden compresible
incompleta 7,, (linea punteada), para los sistemas: (a) FCC y (b) Arena.
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Estas velocidades se ordenaron de acuerdo con la secuencia ¢, >, >a>c, en ambos
sistemas, incluso si la diferencia de 7,, a a es muy pequefia para el sistema del FCC. Las
rapideces de propagacion de tercer orden «,, a, Y «,, COMO se muestra en la Ec. (4.29),

son dependientes de la velocidad de propagacion del sonido en el fluido s y son expresadas

aqui por la secuencia o, > a, > ;.
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Figura 4.5. Rapideces de propagacion de tercer orden del modelo compresible ¢,, a, y «, en la Ec. (4.29), para los

sistemas: (a) FCCy (b) Arena.




Se encontraron las raices de la ecuacion de tercer grado dada en la Ec. (4.30) y estan

graficadas en la Figura 4.5, de ¢ en adelante.

s0,min

La raiz mas grande y mas pequefia o, y «,, respectivamente, pueden asociarse
directamente a las rapideces ondulatorias de propagacion acusticas (Gregor y Rumpf,
1975), expandiéndose a partir de la velocidad de flujo caracteristica, denotada en general
como U

flow *

Estas raices estan dadas por

& =U, +5 Puo : (4.47)
o (gopgo +€50Ps0 )

& =U, —s Pao . (4.48)
&y (80pg0 + 6‘50,050)

La eleccion particular de la velocidad de flujo U, 0 U, puede verse en Gregor y Rumpf

flow

(1975), con la que se obtienen mejores aproximaciones que con las raices exactas de la

Ec. (4.30).

Sin embargo, para el sistema de la arena, la eleccion U, =0 fue la mejor para ajustar los

flow

valores experimentales de van der Schaaf y col. (1998).

En la Figura 4.6 se comparé la raiz exacta «, de la Ec. (4.30), asi como la expresion

aproximada dada en la Ec. (4.47) con U, =0 con los valores experimentales de la

flow

rapidez de propagacién ondulatoria reportada por van der Schaaf y col. (1998).

En la Tabla 4.3 se presenta el error cuadratico medio de las mejores aproximaciones a la
raiz exacta y a los valores experimentales, expresados en porcentaje, asi como también los

errores porcentuales menor y mayor.
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Tabla 4.3. Errores porcentuales de las rapideces de propagacion de las ondas de
presion para las mejores aproximaciones

Error porcentual y _ Error cuadratico
sistema Valor de referencia
oG a, /U o, enla Error Error
5] =100—4/—— Ec. (4.47) minimo maximo
-
J
Raiz exacta
o, parael FCC
1 p EC, (4.30) 0-1 9.7 3.6
o, parael FCC R;éz (nggt)a 0.1 22.8 7.9
o, para la Arena R;éz (nggt)a 1.2 15.1 5.2
5, para la Arena Ré‘c'z (nggga 14 413 185
o, parala Arena | Experimental /U fow =0 0.4 48.8 23.4
70
1m m  Datos experimentales
Ec. (4.30)
= - - —Ec. (4.47)
E
S
&
g
o
s
S
S
g T e — e ___
® 10 =", L
0 w I ‘ I ‘ \ ‘ \ ‘
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Fraccion volumen de sélido

Figura 4.6. Rapidez de propagacion de la onda de presion para el sistema de la arena. m: Datos experimentales de van
der Schaaf y col. (1998). Linea continua: raiz exacta de la Ec. (4.30). Linea punteada: solucion aproximada,
Ec. (4.47)con U, =0.

flow
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4.4.4. Condiciones de estabilidad de Whitham

La evaluacion de las rapideces de propagacién mostré que sus Ordenes estan en acuerdo
con el criterio de estabilidad desarrollado anteriormente; asi, las condiciones
o, >Cc>a,>C,>a, Y o, >n, >a, se satisfacen por ambos sistemas. Mas aun, el limite
inferior del nimero de onda para estabilidad lineal «,, dado en la Ec. (4.43), se grafica

para los sistemas de FCC y la arena en la Figura 4.7.

a) 6 b)

Estable

Estable

x, (M)

x, (M”)

Inestable

Inestable

O T T T T 0 T T T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Fraccion volumen de sélido Fraccion volumen de sélido

Figura 4.7. x, para estabilidad lineal, como una funcién de ¢, para los sistemas: (a) FCC y (b) Arena.

En la Ec. (4.45), se consider6 la estabilidad lineal como una extension al estudio

desarrollado por Liu (1982) sobre la base de la consideracion de incompresibilidad.

Por lo tanto, puede mostrarse que el efecto de la compresibilidad aumenta la region de

estabilidad, pero s6lo marginalmente, como puede verse al graficar las funciones h, y h,.

Este criterio puede expresarse como porcentaje, al definir nuevas funciones adimensionales

H, y H, asi como el criterio equivalente:

(c,—a) (c,—a)

100h 100C
“lacc) (ag)e (% ~Re +Re-R)> 100 (4.50)
2 2

H2
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En la Figura 4.8 se grafican las funciones H, y H,, en ella se puede observar que el

aumento debido al efecto de compresibilidad es menor al 0.01% para el sistema de FCC y

menor al 0.03% para el sistema de la arena.
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Figura 4.8. Aumento de la region de estabilidad debido al efecto de compresibilidad del fluido, expresado como

porcentaje por las funciones H, y H,, para los sistemas: (a) FCC y (b) Arena.




Capitulo 5

Incorporacion del efecto de la pared en la propagacion

de ondas isotérmicas compresibles e incompresibles
con modelos de lechos fluidizados rapidos 1-D

linealizados3

5.1 Introduccién

Las columnas de tipo gas-liquido o de burbujeo, lechos fluidizados sélido-liquido, lechos
fluidizados tipo gas-sélido, son usados ampliamente en la industria como reactores
multifasicos. Estos reactores operan en uno de los dos siguientes regimenes caracteristicos:

régimen particulado o homogéneo y régimen agregativo o heterogéneo.

Las tasas de transferencia de calor y de masa, transporte de momentum y mezclado son
muy diferentes en estos dos regimenes. Por lo tanto, es importante conocer el intervalo de
operacion y los pardmetros de disefio en los cuales prevalece cada régimen y las
condiciones bajo las cuales ocurre la transicion. Este tema ha sido investigado
extensivamente durante los pasados 60 afios y se han reportado numerosos enfoques

fundamentales, semi-empiricos y empiricos para la prediccion de la transicion.

Uno de los enfoques hace una clasificacion en dos categorias. En la primera, se considera
que el sistema multifasico no tiene fronteras. Por lo tanto, este enfoque no considera la
existencia del distribuidor o de la pared de la columna. Tales lechos han sido llamados
“unbounded beds”. En el segundo enfoque, se considera la presencia del distribuidor o de
la pared de la columna y se les llama “bounded beds”. En ambos casos, se ha utilizado el
método de estabilidad lineal para obtener un criterio de transicién de uno a otro (Joshi y
col., 2001).

¥ Los resultados de este Capitulo corresponden al articulo: Soria, A., Salinas-Rodriguez, E. y Sanchez-Lopez,
J.R.G. (2012). Wall effects assessment on Compressible and incompressible 1-D linear wave propagation
assessment in fast fluidized beds. AIChE J. (en revision).
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En el régimen homogéneo (espacialmente) las perturbaciones que se suponen pequefias, se
extinguen con el paso del tiempo, dando como resultado que el lecho sea estable ante

pequerias perturbaciones.

Si el régimen de operacion es heterogéneo, entonces las perturbaciones crecen
exponencialmente con el tiempo y aparecen no-uniformidades. Esto hace al lecho
heterogéneo, dando como resultado que los lechos sean inestables. Los términos, lecho

inestable y régimen heterogéneo, son entonces utilizados como sinbnimos.

Los lechos fluidizados reales no tienen una extension infinita, por lo que debe tomarse en
cuenta la longitud finita de sus fronteras en la superficie superior e inferior, asi como
también la presencia de las paredes que rodean lateralmente al lecho. Por lo tanto, el caso
“unbounded” es una simplificacion de los sistemas reales y la mayor parte de los criterios

basados en su enfoque tienen limitaciones.

En este Capitulo presentaremos un modelo mas elaborado que toma en cuenta la presencia
de las paredes laterales. Joshi y col. (2001) encontraron que reducir el didametro de la
columna tiene un efecto estabilizador y que la velocidad superficial critica del gas se

incrementa con una disminucion en el didmetro de la columna D, .

De la comparacion de un andlisis de estabilidad lineal para un sistema “unbounded” y uno
“bounded”, concluyen que la aplicabilidad del analisis “unbounded” es limitada a
resistencias bajas en el distribuidor y que en el caso de resistencias elevadas, debe

utilizarse el analisis “bounded” para tener predicciones mas realistas.

En este Capitulo nos concentraremos en estudiar el efecto de la pared del tubo en el

modelo, en la dindmica ondulatoria y en la estabilidad lineal.

Por lo tanto, compararemos los resultados que aqui encontramos con los del caso

“unbounded” estudiado en el Capitulo anterior.
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5.2 Jerarquia de ondas

5.2.1 Ecuaciones del modelo

Una dispersion monodispersa de particulas pequefias esféricas solidas de diametro medio

d, y densidad intrinseca p, se mueve dentro de una corriente de gas o vapor en un tubo
vertical de diametro interno D, a temperatura constante. Se considera que el fluido es un

gas newtoniano compresible con densidad o, y viscosidad constante . La fraccion
volumen de solido es ¢, se fija entre 0 y 0.5 y satisface la relacion g+ & = 1, donde &,

es la fraccion volumen de gas. La mezcla se mueve con una velocidad promedio

U,=¢V, +¢,V,, donde V, y V, son los valores de las velocidades ascendentes con

promedio ponderado en la masa del gas y sélido, respectivamente. Debido a que la mezcla
se considera en un régimen altamente turbulento, los efectos viscosos son sélo

significativos en una region cercana a la superficie de los granulos.

El nimero de Reynolds de las particulas es Re, =d,p,U, /4, , donde la velocidad terminal

se define como U, é[\/s—Um|=gg (Vg —Vs). En este modelo, despreciamos los efectos

viscosos en las fases, asi como los esfuerzos turbulentos.
Siguiendo el trabajo de Sanchez, Soria y Salinas, citado como SSS (2011), se aplica el

método de promediado espacio-temporal a las ecuaciones locales de continuidad y
movimiento para las fases gaseosa y sélida. Entonces obtenemos el siguiente conjunto

cerrado de ecuaciones promediadas, dado por la Ec. (3.19) a la Ec. (3.22) en estado

transitorio, no-lineal en una-dimension para las variables dependientes {gg, PV, ,VS} :

0 0

g[ggpg(Pg )}ra[ggpg(Pg )VQJZO’ (5-1)
o o

Pt gy (e % =0, >

0 0 2 0 (9) _

a[ggpg(pg )Vg:|+5|:€gpg (P,)V, ]+gggpg +TO+F, =0, (5.3)

P, g[(l—eg V. |+ p. g[(l—eg V2 |+ (1, )%Pg ~0'(1-¢, )%% +TY+F,, =0.(5.4)
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Aqui z y t son la coordenada vertical y el tiempo, respectivamente. P, es la presion de la
fase gas promediada. La presion promedio de la fase solida es P, =P, +d>(gs), donde la
funcién ®@(g,) es el médulo de compresibilidad del sélido y @' =dd/de, su derivada.

Las fuerzas de interaccion hidrodindmica son

T9=F+p,(p,)g (5.5)

TO =—F +(1-¢,) .-, ()]0 (56)

donde F es fuerza promedio local ejercida por el fluido en las particulas y g es la fuerza
gravitacional por unidad de masa. F, y F,, corresponden a la fuerza de arrastre del
fluido y de las particulas sélidas en la pared del tubo, respectivamente. Estas fuerzas, junto

con F son modeladas de tal forma que sus principales dependencias permanezcan

explicitas:
F =B, (Vg —VS) (5.7)
Faw = Byw Py (Pg )V92 (5.8)
Faw =Bw psV52 (5.9)

donde /3 =(3/4d,)C,,U, es un parametro de interaccion.

En este Capitulo no se tomaron en cuenta el efecto de masa agregada (Jackson, 1985) y el
efecto de viscosidad efectiva en el régimen de fluidizacién denso (Jackson, 1985; Liu,
1982 y Homsy y col., 1980). Los coeficientes j,, =(2¢,/D,) f,, son las funciones de
arrastre en la pared con k = {g,s} , que involucran el factor de friccion de arrastre f,, y el
diametro interno del tubo D, . Los granos solidos son incompresibles, entonces p, = p,, €s
una constante. La principal caracteristica del presente Capitulo es la evaluacion del efecto

de la pared en las estrategias de modelado.
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5.2.2 Enunciado del problema

La Ec. (5.1) a la Ec. (5.4) son linealizadas alrededor de un estado base (subindice cero)
mas una pequefia perturbacion tal que &, =g+, Py=p,+p, Vy=V,,+Vv, Y
V, =V, +V,.
Para obtener jerarquias de onda de perturbaciones para ambos modelos, el incompresible y
el compresible, se proponen soluciones ondulatorias para las ecuaciones linealizadas de la
Ec. (5.1) ala Ec. (5.4). Estas ecuaciones son representadas en forma matricial como:

u=(z p v, VS)T, (5.10)

el vector de perturbaciones para el sistema linealizado de EDP de primer orden:

Ba—u+C8—u+D*u=0, (5.11)
ot 0z

donde las matrices B, Cy D" de tamafio 4x4, son los coeficientes linealizados de la
Ec. (5.1) a la Ec. (5.4), estan dadas en los Apéndices F (B,C) y H (D). Las derivadas
espaciales de las perturbaciones de velocidad v, y v, pueden obtenerse de las ecuaciones
de continuidad, luego se sustituyen en las ecuaciones de momentum para llegar asi a dos
ecuaciones linealizadas de segundo orden para las perturbaciones de la fraccién volumen

(¢) y para las perturbaciones de la presion (p):

(L1+Al)g+[L3+(Z'I;9} (K1+r)]p_0, (5.12)
(L2+A2)g+[L3+£C;'§gJ K2]p=0, (5.13)

donde los operadores diferenciales L, L,, L,, K, y K, estan definidos en la Ec. (4.9) a la

Ec. (4.13) y la influencia de la pared est& dada por tres funciones adicionales:

25w PyoVgo (O 0
A, =790 90 (— v —J, 5.14
1 602 ot g0 oz ( )
A2 _ Zﬁswpso\gso (ﬁ_{_vso ij, (515)
(1-g) \o oz
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28,V Vv
=— ByuVao QJFLOE _ (5.16)
& ot 2 oz

El factor (dpg/dPg )0 toma en cuenta el cambio de densidad del fluido como una funcién

de su presion, a través de una ecuacion de estado isotérmica p, = p, (Pg). La velocidad

del sonido en un gas homogéneo puede introducirse aqui, al considerar la relacion

(d,og/dPg )0 =s?, donde s es la velocidad del sonido en el gas puro. La aproximacion de

incompresibilidad del fluido puede recuperarse de la Ec. (5.12) y Ec. (5.13) al tomar el

limite (dp, /dP, ) =0 o en forma equivalente cuando s — co. Bajo la aproximacion de

incompresibilidad puede encontrarse directamente una EDP de segundo orden para ¢ al
restar la Ec. (5.12) de la Ec. (5.13), dando [(L,—L,)+(A,—A,)]e=0. También, puede
obtenerse una EDP de cuarto orden para p, obtenida alternativamente mediante la
aplicacion cruzada de los operadores (L, +A,) y (L +A,) a las ecuaciones Ec. (5.12) y

Ec. (5.13), respectivamente y restando posteriormente, para obtener:

[(L-L)+(A,—A,)]Lp=0. (5.17)

Entonces, mientras la dindmica de la fraccion volumen esta representada por una EDP de
segundo orden, la dindmica de las perturbaciones de presion es el mismo operador aplicado

a una derivada espacial de segundo orden. Més auln, si la cerradura del campo de presién
del sélido es tal que P, =®(s,), permite un desacoplamiento del término de presion, el
balance de momentum del solido da la forma reducida

(L,+A,)e=0. (5.18)
El comportamiento compresible global puede también ser expresado como una ecuacion de
onda para & 6 para p. Asi, la aplicacion cruzada de los operadores (L, +A,) y (L +A,) a

la Ec. (5.12) y a la Ec. (5.13), respectivamente y posteriormente restando se obtiene una
EDP de cuarto orden para las perturbaciones de la presion. Un procedimiento alternativo

da la misma EDP para las perturbaciones de la fraccion volumen. Esto es
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(L L)L (LK LK) o

+[(A2—Al)L3+Si2(A2Kl+I_2F+A2F—A1K2)}p=0, (5.19)

donde ¢ es & 6 p. El comportamiento principal, fue reportado en la Ec. (4.14) y esta dado
por el primer corchete de la Ec. (5.19), mientras que el segundo corchete contiene términos

adicionales que representan la dinamica debida a los efectos de pared. Puesto que L, L,,
L, y K, son operadores diferenciales de segundo orden, en tanto que K,, A,, A, y I" son

de primer orden, los efectos de pared pueden pensarse como una estructura ondulatoria de
tercer orden superpuesta al comportamiento basico de la corriente libre. En esta estructura

ondulatoria puede encontrarse un comportamiento incompresible de tercer orden:

2 \ 2
o] Bt 8, 2 Bt 2]E o
(1-g) \cot oz & ot oz ) | oz

asi como también términos compresibles de interaccion de tercer y de segundo orden:

AK +LT+AT-AK, =

2ﬁstso s0 Zﬂnggo Pso ﬁ Vgoi ﬁ i i
2 gO sO + +VsO
(1-&) 8t az 82 & l-g ot 2 oz )\ ot oz
V 2
zﬂgW gO E 2 0 ﬂ 2ﬂstsOVsO [g_{_vgo ij(ﬁ_‘_\/so _j
ot 2 az)at p, l-g \0t Ca)lat Ca

\Y) Vv V V
—z%ﬁ(ﬁwwﬁj 0 Va0 0 5 PVeo g 0 Voo O (ngVso—j
—e, ot v )\ ot 2 & e ot 2a)at Ca

+2,ngvgog( pgo)(a vﬂaja L 2BwPiVss 9 (ﬁw 019
VA

1-g, & ot 2 o (1-5)" &\ot “oz)er
_4,Bgvv sw Ps0Vg0Vs0 g_'_hi (2+V gj
&(l-g) ot 2 a)a o
vV
ZM(£+Vgoij (£+vgoij_pg—()gi .
& ot oz )|\ ot oz) Pe, oz
(5.21)
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Los términos de interaccion asociados con la pared en la Ec. (5.19) pueden rearreglarse

para obtener:
(A, — AL +Si2(A2K1 +LI+A,T-AK,)= A(%-ﬁ- a, %}%22
. CW(%;+M31%+M3Z%+M%§—;J (5.22)
52_ +B(§—Z+M21%+MZZ%J_

con coeficientes

2 2
'BgW (1_80) PqgoVgo T Pswéo PsoVso

A=2 : (5.23)
Bes(1-&)
2p,
C,= ﬂ(l—_lo)[ﬁswgovso T Pgw (1_80)Vg0] , (5.24)
\Y V, V.
B =2¢,0,, PawVao + BawVeo +2 PawPon_VaaVso , (5.25)

Pso Pgo B & (1_‘90)

(1-2)

& .
la cual toma en cuenta el factor de escala — manejado al obtener la Ec. (4.17) para

obtener la unidad como coeficiente del término de la onda incompresible de primer orden.
En esta forma los coeficientes propuestos estdn en la misma escala que los de la

contribucion previa. También la rapidez de propagacién de primer orden:

2 2 2 2
a, :,ng (1_‘90) PgoVgo T Pawéo PsoVso . (5.26)

2 2
ﬂgW (1_80) ngVgO + sw €0 IOSOVSO

Se definieron y se utilizaron los coeficientes M, , que estan dados en el Apéndice I. Los
operadores de tercer y segundo orden pueden expresarse en forma equivalente con

rapideces de propagacion explicitas, como sigue:

1 0 0 0
(A2 —Al)L3+S—2(A2K1+ LZF+A2F—A1K2)= A(E‘F a.f Ej?

1 0 o\ 0o o\ 0o 0 0 o\ o 0
_S_Z{CW (a +Sn EJ (a +Sn Ej(a"‘ Ca3 5) + B(a"‘ Sn E) (5"‘ So Ej} (5.27)
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la cual, junto con la dindmica de la corriente libre dada en la Ec. (4.17) da la ecuacion

completa con efectos de pared:
0 o0\ 0 0 0 0| o0
—+C,— c,— |+(1+A
{T(at 182}(& 62] ( )( i ﬂaz
) o) Ca o ) ) )
clla 1131 o )\ ot 713, P ot 7133 P C ot o ) ot o )
s d o)o B -
g(at 7721azjaz C(&t 52182)(& gZzzazj

(5.28)
donde la rapidez de propagacion incompresible de primer orden, modificada por los

efectos de pared es

a+ Aa,
1+ A

a, = (5.29)

La importancia de los efectos de pared puede evaluarse para el modelo compresible e
incompresible al estimar la importancia de los coeficientes A, C, y B en la Ec. (5.28).
Por otro lado, para fines de comparaciones con valores experimentales, conviene reescribir

la Ec. (5.28) en forma tal que queden agrupadas las ondas del mismo orden, para obtener:

S ) e ey
1I+—= || =+, — || =+ — || =+, —
T(g gj(@ c 8)82 Cc C Jlot oz )\ ot oz )\ ot o) |

+C

ot ‘ez )\ot Zoz)ort S B(o oo oY
LIPS B STl | Rl € S
clat oz )lat oz

(5.30)

donde «;,, j=12,3 son las raices de la ecuacién: o, —Re, +R,a,—R;=0, cuyos

coeficientes son

C C R =153 + 713 + 1131,
R = C+C, [ C Ql] Py = 133131 + 1317135 + 3103,
C C §2 Py = 113177357153,
RZ:C+CW|:P2+?WQ2 _E(l-i'A)] Q =83 +Sp + S,
C C. § Q, = a8 * $32833 + S3aSans
R; = c+C, {P?, = C - Q _E(1+ A)aw:| Q; = 5316585 (5.31)

91



Estos coeficientes incluyen la influencia de la compresibilidad del fluido a través de la
velocidad de propagacion del sonido en el fluido puro s y son similares a los reportados en
el Apéndice G y en SSS (2011), pero considerando la influencia de la pared, a través de los

polinomios Q,, Q, y Q;,asicomotambién Ay.a,. y; , j=12 sonlasraices de laecuacion:
C C
72_(6621+‘§22_E g)7+(§21‘§22_g 97721):0' (5.32)

Debe sefialarse que la Unica diferencia estructural entre la Ec. (5.30) y la Ec. (4.29), es el
hecho de que ahora la onda compresible de segundo orden es una onda completa (con dos
rapideces de propagacion), mientras que era una onda incompleta (con una sola rapidez de
propagacion) en la Ec. (4.28) o en la Ec. (4.29), con un sélo operador ondulatorio de
primer orden junto con un operador difusivo. Mas aun, tomando los limites: g, >0 y
By — 0, es facil ver como la Ec. (5.28) se transforma en la Ec. (4.28), puesto que A, C,,

B son cero.

5.3 Analisis de estabilidad

5.3.1 Anélisis de estabilidad de Whitham por aproximaciones de velocidades de fase
Consideraremos que (p(z,t)zeQiei(“’“’t) son las soluciones a la Ec. (5.30), donde xR
es el nimero de onday @ =, +im, € C esta formado por la frecuencia w, y por el factor
de atenuacion de onda o, . Por lo tanto, para obtener estabilidad se requiere que o, <0.
Esto es equivalente a tomar la transformada de Fourier (9/ot ——iw y 0/0z —ix) de la
Ec. (5.30), obteniendo que
c i(1+%J(a)—alwrc)(a)—azwlc)(a)—agwic)
T(a)—ClK‘)(a)—CZK‘)K'Z—s—Z 5 =0. (5.33)
- lo-rm)(@-7.x)
De acuerdo con el criterio de Whitham de las jerarquias de onda, debe ser posible analizar
el comportamiento de la velocidad de la onda viajando con cada una de las velocidades de
fase. Proponemos que: (1) ¢, >¢,, (2) &, >, >, Y (3) 7, >y, , para analizar algunas

desigualdades.
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Por lo tanto, considerando que @w—>a,kx, ®—a,k Y ©—>a,k, Se obtiene

respectivamente que:

xS’ (alw _Cl)(alw _Cz)+ B(alw _71)(a1w _72) >0, (5.34)
S (A — € ) (Ao —C, ) + By — 1) (0 — 7, ) <O, (5.35)
7K’s? (a3w _Cl)(aSW _Cz)"' B(a3w _71)(a3w _7/2) >0. (5.36)

En forma similar, los resultados para w—>Cx Yy @—>Ck, Son

(c—ay)(C—a ) (6 —a,) <0y (c,—ay,)(c,—a,,)(C, —a, ) >0, respectivamente.
Como ¢ >c, Y o, >a,, >a,,, entonces, ambas desigualdades implican que para que

haya estabilidad se requiere que:

a, >C >0, >C, >, (5.37)

Finalmente, para las rapideces de propagacion @ — y,x Y @ — y,x, las condiciones de

estabilidad son respectivamente:
(72—t ) (= ) (71— ) <O Y (7, =t ) (72 = ) (7, — 3, ) > 0. (5.38) y (5.39)
Puesto que y, >y, Y ay,, > a,, > &, , estas desigualdades implican que
Oy > V> Oy >V, > Oy, (5.40)

Las desigualdades dadas en la Ec. (5.34) y en la Ec. (5.35) siempre se satisfacen al
considerar la Ec. (5.37) y la Ec. (5.40). De la Ec. (5.36) y la Ec. (5.37) se sigue que

(0 =60) (s =€) > =2 (e = 12) (o = 12): 54

Por lo tanto, la condicion de estabilidad puede ubicarse como la condicion limite en el

namero de onda, de la siguiente manera

K>\/_£(a3w_7l)(a3w_72) . (5.42)
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5.3.2 Extensiones al enfoque de Liu (1982)

El analisis previo mostrd que la compresibilidad y el efecto de la pared aumentan la region
de estabilidad cuando se comparan con el comportamiento incompresible sin pared. Sin
embargo, para desarrollar un analisis de estabilidad siguiendo el enfoque de Liu (1982),

comenzamos con la transformada de Fourier de la Ec. (5.28),

[r(0-cx)(o—cx)+i(1+A)(w—a,x) ]«
i j o 0—Euk)(0— &k ) (@ —Epk
_% (w_ﬂle)(w_nszK)(m_7733K)+ ?( San B)( S )( g ) 0. (5.43)
° —g((0—77217()1('—6(60—5211()(0)—522/()

En esta ecuacion, las condiciones de estabilidad pueden encontrarse al considerar que las
ondas se mueven con rapideces cercanas a las de las ondas de segundo orden

incompresibles y luego tomando los limites cuando @ — ¢c,x Yy @ — ¢,k . De la Ec. (5.43):

ACl - Aaf _C_;V(Cl _531)((31 _532)((:1 - 533)
a<c + é , (5.44)

ppa G2V CRZY Rt/

Acz - Aaf _C_;V(Cz _531)(02 _532)(02 _‘533)
a>c,+ S . (5.45)

C
S_z(cz _7731)(C2 _7732)(02 _7733)

Cuando en este criterio se eliminan los efectos de pared, se obtiene la condicién de Liu que

toma en cuenta la compresibilidad de la fase gas, obtenida en el Capitulo 4 [Ec. (4.45)]:

C C
¢ +h=c _S_Z(Cl _7731)(01 _7732)(C1 _7733) >a>C, _?(Cz _7731)(02 _7732)(C2 _7733) =c,—h,
(5.46)
y a la bien conocida condicion ¢, >a>c, en el limite de incompresibilidad y clarifica
como los efectos de pared modifican estos limites de estabilidad a través de las funciones
Ay C,. Puede observarse en la Ec. (5.45) como hay una parte incompresible de la pared

Ay una compresible de la pared C, que modifican el criterio.
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5.4 Resultados y discusion

Se estudiaron dos casos de estudio, un catalizador de FCC arrastrado por un flujo
turbulento de vapor de agua y un sistema experimental CFB de arena-aire. En la Tabla 5.1
se dan las propiedades fisicas del sélido y del fluido, asi como los parametros geométricos

y las condiciones de operacion en un estado base homogéneo para cada sistema.

En esta seccion, se analizan ambos sistemas, enfatizando sus similitudes y diferencias. Se
considera como en el Capitulo anterior, que la fraccién volumen de sélido en estado base

esta dada por:

= (5.47)

donde se calcula la velocidad superficial del solido U, dada la fraccion volumen de

solido.

Tabla 5.1. Valores de los parametros y de las condiciones de operacién en estado base.

Parametro Catalizador-vapor Arena-aire
Velocidad del sonido en el fluido
puro, s (m/s) 655 346
Densidad del sélido, p,, (kg/m®) 1300 2650
Densidad del fluido, p, (kg/m®) 0.7065 0.9340
Diametro del grano sdlido, d | (xm) 60 310
Factor de friccion del fluido* 0.0158 0.01670

Factor de friccion del sélido®

Velocidad terminal, U, (m/s)
Velocidad superficial del fluido, U

0.0285,/gD, /v,

0.085

0.0285,/gD, /v,

2.231

(m/s) 7.000 3.200
Diametro de la columna, D, (m) 1.168 0.960
Longitud de la columna, L (m) 22 9
NGmero de Reynolds del fluido, Re, 1.93x10° 1.43x10°
Namero de Reynolds del solido, Re; 0.12 32.30
NUmero de Stokes, St 0.13 2.15

* de acuerdo con la formula del factor de friccion, ° de acuerdo con la formula de Konno y Saito (1969).




5.4.1. Valores de los parametros y de las condiciones de operacion de un sistema
catalizador-vapor en una unidad de FCC y un sistema de arena-aire en un CFB

Utilizamos el médulo de compresibilidad del sélido reportado por Jiradilok y col. (2006)

(58372475,

dado por la expresion, &,,d; =1 . El parametro de interaccion /S se selecciond

para particulas solidas de catalizador de FCC de acuerdo al régimen de Stokes. Para los

granos, el mejor coeficiente de arrastre esta dado por la ecuacion de Ergun.

5.4.2. Comparacion de los coeficientes ondulatorios y significado de las jerarquias de onda

Para comparar el modelo con y sin efectos de pared (Capitulo 4 y SSS, 2011), se obtienen
las ecuaciones adimensionales equivalentes a la Ec. (5.28) y a la Ec. (5.30), considerando
la longitud de la columna L y la velocidad media de la mezcla U, como parametros de
escalamiento. Las variables adimensionales son z'=z/L, a, =a,/U,, t'=tU,/L y todas

las rapideces de propagacion adimensionales pueden definirse en forma similar a a,.

7' i+ 0 (i+c’i +(1+A) i+ 8) s
o aw \ar e & or”?
0 0 0 , O 0 , O
— |+C
'[8'[' 77316 j(@t' 77326 ][at' ﬂsaaz,j (at, &n J(@t' Ea j(@t' Ea j
G'( o0 0\ o
+B'| ——| —+n, —+ &, — || =+&,—
{ B’(@t T oy ja' (&’ 6Czlaz'j(at' ézaz'ﬂ

(5.48)

Obteniendo que,

{tfere)e
o \av T e Jarr?
(1+C@)(i+a{waj( a; j( - j (5.49)
o Sy '
=0
e ’a)
prapCleny| gl

donde los coeficientes adimensionales también se denotan con indices primados, entonces
r'=Uz/L, C'=(U,/s)’C, C,=C,/C, G'=gL/U¢ y B'=BL/UC.

-C'
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Los coeficientes A, C,(=C,/C), B y G'/B’, representan los efectos de pared y se

grafican como funcién de la fraccion volumen de sélido.

0.1+
A Arena
< 0014
1E-3 . T T

; : ; : ; ;
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Fraccion volumen de sélido

Figura 5.1. Coeficiente A para los sistemas: Arena (linea gris) y FCC (linea negra).

La Figura 5.1 ilustra la importancia del efecto de la pared en la onda de primer orden del
modelo incompresible, representado por el coeficiente A comparado con la unidad.

Como podemos observar, para la Arena tiene un valor de 0.08 a fracciones de sélido
cercanas a cero y decae hasta 3x10~ para una fraccion volumen de sélido cercana a 0.5,

en tanto que para el FCC, el valor mayor es de 3x107° y decae hasta 1.5x10°°.

Por lo tanto, notamos que el efecto adicional obtenido de considerar los efectos de pared en

la onda de primer orden de la parte incompresible es menor al 8%.
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Figura 5.2. Coeficiente de tercer orden C;, para los sistemas: Arena (linea gris) y FCC (linea negra).

El coeficiente compresible de tercer orden con efecto de pared normalizado con el

coeficiente compresible de tercer orden sin pared, esta graficado en la Figura 5.2.

En la grafica podemos observar que para la Arena éstos van de 0.05 y decaen a cero al
aumentar la fraccién volumen de so6lido, mientras que para el FCC, el valor maximo es de

0.003 y decaen rapidamente.

Esto es, tienen un valor de alrededor del 5% del efecto correspondiente compresible sin

pared. Por lo que a este nivel tienen un valor cualitativo mas que cuantitativo.
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. . I . I . .
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Fraccion volumen de solido

Figura 5.3. Coeficiente de segundo orden B’ para los sistemas: Arena (linea gris) y FCC (linea negra).

El efecto de pared en la onda de segundo orden compresible se ilustra en la Figura 5.3.
Como podemos notar, este efecto tiene valor cuantitativo ya que va de 1.5 a 0.8 para la
Arenay de 1.1 a 0.5 para el FCC, que es comparable con el coeficiente sin efecto de pared

que es unitario.

Ademas, tiene valor cualitativo porque ahora la onda de segundo orden se completa con
dos rapideces de propagacion, dejando de tener un comportamiento hiperbdlico

degenerado (parabdlico) a hiperbdlico completo.
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Figura 5.4. Coeficiente de segundo orden para los sistemas: Arena (linea gris) y FCC (linea negra).

En la Figura 5.4, se reporta el coeficiente de la onda compresible de segundo orden que
para el caso de la Arena decae de 14 a 7, en tanto que para el FCC decae de 4 a 2.5, lo cual
estd en el mismo orden que la contribucion de la onda asociada a la pared que tiene un

coeficiente unitario.

En este caso la onda de segundo orden de efectos de pared que se superpone a la onda
degenerada compresible de segundo orden, tiene un valor cualitativo importante porque
permite volver hiperbdlico el operador parabdlico (hiperbolico degenerado) con una

rapidez adicional asociada a la pared (Soria y col., 2008).
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5.4.3. Analisis de las rapideces de propagacion

Las rapideces &, y &,, estan graficadas en la Figura 5.5. Notamos que tienen magnitudes

similares a las velocidades de flujo.
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Figura 5.5. Contribucién de segundo orden de los efectos de pared a las rapideces de propagacion, como funcion de la

fraccion volumen de solido para los sistemas: (a) FCC y (b) Arena.
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Figura 5.6. Rapideces de propagacion de segundo orden, para los sistemas: (a) FCC y (b) Arena.

La grafica de y, y y, se reporta en la Figura 5.6. y, corresponde a 7,, en la onda de
segundo orden degenerada del modelo aglutinado [Ec. (4.23)]. Note como los efectos de
pared completaron la onda y aparece una velocidad adicional y,, la cual se debe a la
friccion en la pared y cuya expresion aproximada es (Soriay col., 2008):

Voo tVeo &40

~ ) 5.50
72 5 .S ( )
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Figura 5.7. Rapideces de propagacion y, y a,, como funcién de la fraccién volumen de sélido, para los sistemas: (&)

FCCy (b) Arena.

En la Figura 5.7 reportamos la rapidez de segundo orden incorporada por el efecto de pared
junto con la rapidez de tercer orden de la parte compresible. En el FCC [caso (a)], podemos
ver como no hay ningln entrecruzamiento, en tanto que para la Arena [caso (b)], ocurre un
entrecruzamiento alrededor de un valor de 0.07 de fraccion volumen de sélido. Dando

lugar a una inestabilidad.
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5.4.3. Condiciones de estabilidad

En la Figura 5.8 mostramos como el efecto de la pared amplia la zona de estabilidad
encontrada en el Capitulo 4 al incorporar la compresibilidad de la fase gas.

K, (M)

K

4 —_//_’OW///
=
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Fraccion volumen de sélido

Figura 5.8. NUmero de onda para estabilidad lineal, como funcién de la fraccién volumen de sélido para la Arena.
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Capitulo 6

Modelo no-isotérmico unidimensional

con promedio espacio-temporal

6.1 Introduccién

El modelo en el que ahora nos centraremos esta constituido por las ecuaciones de
conservaciéon de la masa, las ecuaciones de balance de cantidad de movimiento y las
ecuaciones de balance de energia térmica, de campo promedio. Obtendremos un modelo
no-isotérmico cerrado que considere los efectos de pared.

6.2 Modelamiento del flujo no-isotérmico gas-soélido en el riser
6.2.1. Sistema fisico

El sistema fisico esta formado por un conjunto monodisperso de particulas esféricas rigidas
de diametro medio d, movieéndose con una corriente de gas o vapor en un tubo vertical.
El fluido es un gas Newtoniano compresible de densidad p, y viscosidad constante g, .

Ladispersion de particulas es no-isotérmicay diluida con fraccion volumen de sélido ¢, < 1.

Las particulas son alimentadas al tubo a una temperatura mayor que la temperatura
promedio del gas. El promedio espacio-temporal se toma sobre la seccion transversal del

riser incluyendo la pared del tubo (ver la Figura 1.2).

6.2.2. Ecuaciones promediadas en el espacio-tiempo

En esta Seccion retomaremos las ecuaciones promediadas de masa y de cantidad de
movimiento del Capitulo 1, Ec. (1.47) y Ec. (1.48), respectivamente. Ademas, por tratarse
de un sistema no-isotérmico, debe incorporarse la ecuacién promediada de energia térmica
dada por la Ec. (C.20) del Apéndice C.
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Ecuacién de conservacion de la masa

Aplicando la C.F.1 y la C.F.4 en la Ec. (1.47) se elimina el flujo de masa en la interfaz

I', =0, obteniéndose:

D D
qﬁ(pk}k +<pk>k (E;gk +gkv.{vk}k)=0,

o bien, en términos de la derivada parcial,

Z(atn))+v-[ala) tu)t]-o. 6

Esta ecuacion implica que los materiales no cambian de fase; es decir, ni el vapor se
absorbe en las particulas ni las particulas se subliman en el vapor. Esta es la ecuacion de
conservacion de la masa de campo promedio para la fase k. Las fases pueden ser

compresibles o incompresibles.

Ecuacién de balance de cantidad de movimiento

Aplicando la C.F.1 y la C.F.4 en la Ec. (1.48) se elimina el flujo de masa en la interfaz
r, =0,

D
& <pk >k _k{Vk}k — & <pk>k O« +gkv<Pk>k +(<Pk>k _<Pk>i )ng

Dt
_V.[gk (—<‘rk>k +H56)J =T, (Vki —{Vk}k)—f-ME

donde MEﬁMkp+Mkt+(<Pk>il+<rk>)-ng, son los esfuerzos superficiales totales

i
(normales y tangenciales). También podemos expresar esta ecuacion en términos de la

derivada parcial,

%(gk (o) {Vk}k)+v'(‘9k (p) (v {Vk}k)+‘9kv'<nk>k -V (&)

Puede demostrarse que: —V~(gk <Hk>k)—Mk =g V-(IL) +> a, <nk 'ﬁk>kc , al utilizar la

Ec. (1.39) y la Ec. (1.40).
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Ecuacion de balance de energia térmica

Aplicando la C.F.1y la C.F.4 en la Ec. (C.21) se elimina el flujo de energia calorifica en la

interfaz debido a cambios de fase, ademas no hay generacién de calor en el volumen por lo
que Q, =0,

&y <pk>k%i{uk}k +V'[5k (<qk>k +QL)}_81< <Qk>k +<kak (V"Vk»

HX1 V) =T (U —{U, )+ E,,

0 hien,

() U+ [ (@) v ) [+ (KR (7 w))

Dt
+<Xk‘rk :V'Vk>+2ak(<nk-qk>k620. (6.3)

kek

Donde podemos reconocer E, =(q, -V'X,)=->a,(n,-q,),,, como el flux de energia
ke

calorifica interfacial. En esta ecuacion, también se ha introducido el tensor de esfuerzos

totales y q é<kak\7kUk>/gk que es el flujo convectivo de calor debido a fluctuaciones

de la energia.

Esta ultima ecuacion puede ser reescrita en términos de la entalpia, la cual es una forma
mas comun y Gtil en ingenieria, pues estamos mas relacionados con variaciones en la
temperatura dentro de un cuerpo que con variaciones en la densidad de energia interna. Del
Apéndice C, Ec. (C.27) se tiene:

aup) SR+ (@) +a) Ja 2 R) - ((R) —(R), e

JrZak(<nk -qk>k{ +{X, 7 Vv, )=0. (6.4)

kk

El coeficiente del término %q, puede eliminarse al considerar (R,) —(R,) ~0, de Ila

Ec. (2.40). Este conjunto promediado no esta cerrado. El promedio espacio-temporal ha

introducido muchos términos fuente que deben analizarse para cerrar el sistema de EDP.
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En resumen, el conjunto de EDP esta dado por:

0

(a0 )+ v-(a ) vd) =0, (65)

—_— Y .
Acumulacién de masa Transporte convectivo de masa

%(8k<pk>k{vk}k) * v.(gk<pk>k{vk}k{vk}k)

Evolucién de cantidad de movimiento  Transporte convectivo de cantidad de movimiento

+ ng-<l'Ik>k + Zak(<nk-f[k>k( - 5k<pk>kg =0, (6.6)

kelk

Esfuerzos moleculares totales Fuerzas gravitacionales

Transporte interfacial de cantidad de movimiento

5k<pk>k%{Hk}k+ V'[£k(<Qk>k+qaﬂ - gk%<ﬂ>k

M . %/_J
Evolucién de la energia térmica ~ Transporte convectivo de calor debidoa  Evolucién del campo de presion promedio
conduccion y a fluctuaciones de energia

+ Zak[<nk-qk>k( + (X,1.:V'v) =0. (6.7)

kelk

Disipasion viscosa promedio

Transporte interfacial de energia térmica
EnlaEc. (6.6) yenlaEc. (6.7), > a, (n,-,) y > a,(n,-q,), ; son respectivamente,
k(k kelk
el transporte interfacial de cantidad de movimiento y de energia, en las interfaz sélido-gas

y de cada una de las fases con la pared del tubo.

6.2.3. Cerradura del conjunto de ecuaciones promedio

Simplifiquemos primero los esfuerzos promedio para la fase gas: puesto que las fuerzas
viscosas estan concentradas en una capa delgada cercana a la interfaz y a las paredes del
tubo, es posible satisfacer la desigualdad ggV-<rg>g < Ay <ng -i-g>gs, cuando se satisface
la restriccion de longitud de escala L>>( y la restriccion temporal T >t,. Ademas, si
consideramos que las particulas solidas son rigidas, entonces V'-v, =0. Por otro lado, se
considerara también que la fuerza externa por unidad de volumen g, es la fuerza de

gravedad g y se propone en esta aproximacion que a, (nS -qs>gS >> v-(gkq; )
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Por ultimo, como méas adelante se demuestra en la subseccion 6.3.1, despreciaremos el
transporte de calor y de esfuerzos viscosos en el volumen en comparacion con el transporte
de calor y de esfuerzos viscosos en la interfaz. Mas aun, el tensor de esfuerzos del solido
debe equilibrarse mecanicamente en las interfaz con los esfuerzos del fluido, entonces
(n,-I,)" =—(n,-11,)"; asi como, el flujo de calor en las interfaz debe equilibrarse
térmicamente; es decir, (nS -qs>gS = —<ng -qg>gs. Finalmente, los esfuerzos promedio en el
solido <HS>s deben ser considerados como dependientes de los esfuerzos promedio en el

fluido; por lo tanto una primera aproximacion a la cerradura podria ser
s g
(m)"=(R,)"1, (6.8)

la cual es consistente con la consideracién de la continuacién del campo de presién del gas
dentro de la localizacion de los solidos en mezclas homogéneas. Esta es una consideracion
clave para la obtencion de los teoremas de Arquimedes en la hidrostatica (Slattery, 1999) y
su extension a las condiciones de flujo es directa como una primera aproximacion. Sin

embargo, la no-homogeneidad requiere que se involucre otra funcion, el llamado médulo

de compresibilidad (D(gs) (Gidaspow, 1994), en una forma aditiva:

(m,)’ :(<Pg>g +c1>(gs))1. (6.9)

Por lo tanto, la Ec. (6.5), la Ec. (6.6) y la Ec. (6.7) se reducen a (en términos de la derivada

material):

Ecuaciones de conservacion de la masa

D D

g D?[ <pg>g +<pg>g (Figg +ggV-{vg}g]:O, (6.10)
D S S D S

& Dst <1os> +<ps> (Estgs —l—gSV'{VS} jzo (611)
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Ecuaciones de balance de cantidad de movimiento

&, <pg>g%{vg}g -, <pg>g g+ggV<Pg>g +ay, <ng .f[g>gw =My, (6.12)
&, <ps>5%st{vs}S —&,(p,) g+&V(R) +a, <ns -fls>sw =M?, (6.13)

donde M? vy MgD son los esfuerzos superficiales totales en la fase solida (normales y
tangenciales), que pueden cerrarse mediante la siguiente relacion obtenida con un modelo

de celda (Sanchez-Lopez, 2003):

M? :<nS -f[s>gs =—¢, <pg>g g+ fe.g, ({Vg}g —{VS}S), (6.14)

con S definido por S = %CDpQUt , donde C, es el coeficiente de arrastre, que depende
p

fuertemente del nimero de Reynolds de la particula y U, es la velocidad terminal de la

particula (velocidad intersticial de la particula menos la velocidad de la mezcla), la cual

viene expresada como: U, = & ({vg}g —{vs}s) :

Los esfuerzos en la fase solida deben ser equilibrados mecanicamente en las interfaz con

los esfuerzos en el gas, entonces: My =—M_ (Drew, 1983).

Por otro lado, los esfuerzos de las fases con la pared del tubo se modelan por:

~ \ KW 4 1
Ay <er 'Hk> = Egk faw Epkvkzez = BuwpVi’e,, (6.15)

t

2
donde S, =5, % fw -
t

110



El término de flujo viscoso promedio puede analizarse al utilizar la relacion de

comportamiento de Newton:

& <Tk>k :<Xka>-

Introduciendo la relacion de comportamiento de Newton, considerando a la viscosidad
como constante, expresando el promedio de fase en el miembro derecho y utilizando la
Ec. (1.9) se obtiene:

5 (n) =208, (D) = 2| V(2 (v)) 1= A (vemd )1

Aplicando la condicién a la frontera:

v, -n =0 en e (1,1)

!

Pk
K

Pk

y proponiendo que (Dk>k = {Dk}k , lo cual implica la restriccion <1

se tiene finalmente que:

(r) =—p, [v{vk}k +(v{vk}k”—zk (v-<vk>k Ve -<vk>k]1 . (6.16)

Ecuaciones de balance de energia térmica

D D s
& <pg>g F?[{Hg}g —&, th<Pg>g +ay, <ng ~qg>gw =E, =-a, <ng -qg>g , (6.17)
& <ps>5%5t{Hs}S — & %;:<Ps>s +ayy <ns 'qs>SW = Es :_asg <ns 'c]s>gS : (618)

El término de flujo de calor promedio puede analizarse al utilizar la relacion de

comportamiento de Fourier (Drew y Lahey, 1993; Drew y Passman, 1999):

&y <Qk>k :<Xka> :

111



Introduciendo la relacion de comportamiento de Fourier:
k r
Sy <Qk> = <_kkxkv Tk>

considerando a la conductividad calorifica de la fase k (kk) como constante y expresando

el promedio de fase:

£ (a) =k, [v(gk <Tk>k)_<ka>} .

Utilizando la Ec. (1.9) se obtiene:

5(0) ==k V(4 L))+ (nTa) |

Aplicando las propiedades de la funcion delta de Dirac, desarrollando la derivada del

producto en V(gk (Tk>k) y reagrupando se obtiene que

£(a) = k&, {v(n}k +i[2akc (T, +{T ) Ve, H

Ei \ ke

utilizando la condicion de frontera:
T =T, en cﬁj((r,t),

considerando que T, ~ <Tk>k( y recordando ademas que:

obtenemos finalmente:

(@) =, {V<Tk>k ~(Ta —<Tk>k)v‘gk } (6.19)
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Utilizando la condicion a la frontera dada por la ley de enfriamiento de Newton aplicada a
una particula sélida en contacto con un fluido (C.F.4 de la pag. 14), junto con un balance
de energia en la interfaz, en el que el flujo de calor que pierde la particula es igual al que

gana el gas; esto es, —n,-g, =N, -q, Y considerando equilibrio térmico en la misma; es

decir, T; =T, =T,, donde n, =-n (ver Figura 6.1).

Figura 6.1. Transferencia de calor interfacial.

Tenemos la condicion:
g
n.-q,=h ('I’i —<Tg> ) en Ty (r,t). (6.20)

Donde hemos considerado que la temperatura del fluido lejos de la particula puede

aproximarse por la temperatura promedio. Podemos cerrar el transporte interfacial de

energia al sustituir la Ec. (6.20) en el término a,, (n, -q;)",

sg
Es = asg <ns 'qs>g = asg <h| (TI _<Tg >g )>
sacando el coeficiente de la integral y aplicando el operador promedio a cada sumando

= =2y (00" =adf (1) (1))
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donde h, es un coeficiente promedio de transferencia de calor asociado a la interfaz sg .
Considerando particulas esféricas de diametro constante d, podemos evaluar el area

interfacial especifica a,, como sigue:

SSQ SSQ Vs 6
=8, =— =——"=—¢&,
V. VYV, d
quedando finalmente
Es = asg <ns ’ qs>gS = digsﬁi (<T| >i _<Tg >g ) : (621)

p

El flujo de calor promedio en la fase sdlida debe ser equilibrado térmicamente en las
. . . gs gs
interfaz con el flujo de calor en el gas, entonces: <ns~qs> =—<ng-qg> , que es

equivalente a la condicion: E, =-E_.

El transporte interfacial de calor en la pared a,, (ns-qs>sw (ver Figura 6.2) puede

evaluarse de forma similar al transporte de energia en la interfaz al considerar la condicién

a la frontera (Gidaspow, 1994):
Ny -0 = Ny, (TW —<Tk>k) en T (1,1). (6.22)

Consideramos en este primer acercamiento que podemos despreciar la conduccién térmica

en la pared; es decir, T,,, =T,, =T, . Por lo que,

B (N A )" =2, <th (T —(Tk>k)>kw
sacando el coeficiente de la integral y aplicando el operador promedio a cada sumando
A (00" =2 ((T)" (1)),
donde h,, es un coeficiente promedio de transferencia de calor asociado a la interfaz kW .

Como se obtuvo anteriormente, a,,, =(4/D,)¢,. Por lo tanto:

Ay <nk 'Qk>kw = %gkﬁkw (<Tw >W _<Tk >k ) (6.23)

t

Que es una expresion muy similar a la que representa al transporte interfacial de calor.
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Ecuacion de estado para un gas ideal

R
P =M—png ’

9

multiplicando por la funcion indicadora de fase,

R
X P :M— XgpgT

g9 9
g
tomando el promedio de esta ecuacion se obtiene
R
< X9P9> M <Xgpng>
g

reexpresando los promedios en ambos miembros de la ecuacion

A (6.24)

Que es la ecuacion de estado a nivel promedio que utilizaremos en los desarrollos

posteriores.
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on la pared del tubo.

alor

nciade c

Figura 6.2. Transfere
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Resumen del modelo

59%?[<pg>g +<pg>g ([I;—’i’[gg +ggV-{vg}g]:O, (6.25)
€S%<ps>s+<ps>s (%gs+gsv-{vs}5]=0, (6.26)
D ~
&, <pg>g Fi{vg}g —&, <pg>g g+ggV<Pg>g +a,y <ng .Hg>gw =-M?, (6.27)
& <ps>s%{vs}s — & <ps>s g +€SV<PS>S T8y <ns 'l:[s>sw =MsD ! (628)
¢ D, g D, g w _ gs
89<pg> E{Hg} _‘9QE<P9> t a5 <ng'qg> =-E,=-3a, <ng'qg> : (6.29)
g, <,os>s%t{Hs}S —&, %(&}S +ay, (n,-q,)" =E, =-a,(n,-q,)*. (6.30)

Relaciones adicionales que cierran el modelo

<PS>S =<Pg>g +q)(85)

&, te =1

Ademas, mediante un procedimiento similar a como se obtuvo la relacion de Gibbs de

campo promedio en la Seccion 2.4, se puede demostrar que (ver Apéndice J):

(W) = (1, (1)) M, =0, DT,
M = () Ry = i) e e |

donde c,, es la capacidad calorifica de gas ideal de la fase k (k = g,s).

(R)' = o) )’




{‘99’<Pg>g AVl (v T ,{Ts}s} - (6.31)

6.3 Validacion de las cerraduras con la segunda ley de la termodinamica

6.3.1 Cerraduras propuestas y su consistencia con las restricciones impuestas por la

segunda ley de la termodinamica

Mostraremos como puede utilizarse la restriccion de la entropia para evaluar modelos
cerrados, para lo cual valoraremos el conjunto propuesto en la Seccion 6.2.3, junto con las
relaciones mostradas abajo que son congruentes con la situacién fisica descrita en el

modelo.

e No hay transporte de masa en la interfaz, I', =0.
e Podemos despreciar el flujo de calor en el volumen V-(gk (qk>k) en

comparacion con el flujo de calor en la interfaz E,:

v.(gk<Qk>k):gkv'<qk>k+ng'<qk>k:O = +ﬁ <q">k
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de la Ec. (6.19),

y ya que (Tk>k ~{T}":

v.(8k<qk>k)=o k{'—gk +?—gk}{|—<l A{Tk}k%ﬂ(-rkl{-rk}k)}

(o) S

k
flujo de calor en el volumen V'(‘gk <qk> )
flujo de calor en la superficie E '

S

Sustituyendo V-(gk (qk>k) y E,:

V'(gk <Qk>k)

E

S

para que V-(gk<qk>k)<< E,, se requiere que <1.

Reagrupando tenemos:

1{ d, 5_k+$A5kJ d, A{Tk}k _d_pAgk Tki_{Tk}k

-0{-=
6| L & L, & L{Tk}k Tsi_{Tg}g L. & Tsi_{Tg}g

< Bi

S

(o)

donde B, =E—‘d

k

d 2
o~ Simplificando se tiene que: (—‘)J < Big,
L

d,=0(10°) y L=0(10). Por lo que: 10" < Bi,. Con los datos de la
Tabla 7.1, encontramos que para el FCC, Bi, =733.3 y para la arena,
Bi, =79839. Esto implica que las particulas tienen temperatura

uniforme T, =T, (t). Por lo tanto, podemos descartar el flujo de calor en

el volumen en comparacion con el flujo de calor en la interfaz.
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También podemos despreciar el transporte de esfuerzos viscosos en el

k Y
volumen V-(gk (1) ) en comparacion con el transporte de esfuerzos

viscosos en la interfaz M. .

V'(‘gk <Tk>k): 5kv'<"k>k +Ve '<Tk>k

1 1
= OH L< >k & +EAEK]<Tk>k]

k
transporte de esfuerzos viscosos en el volumen v (gk <Tk > )
transporte de esfuerzos viscosos en la superficie M

Sustituyendo V-(gk <~ck>k) y M,:

— 4, {ka}k —u ({ka} ?
o) [Ll gk+L1Ang e (tw)")
(n) : 1 « 1 Ag,
K —A k) T —- k
V-(8k<Tk> )= i (L< o o b v J
MS g s 9 g s
O{isQCD {vg} —{v,} <Zp> £,8, ({vg} —{v,} )}

V’(ek <‘rk>k)

S

para que V-(gk <rk>k ) < M, se requiere que <1.
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Reagrupando tenemos:

g < g, (w) 1
d, & Vi P K
L L, L . U
_0 _31 <:;> &s {vic} ‘ (v ! <Re,.
hd Ag,
R BN L AT AR
s <o 1y L<Vk>k U L, & U
U, (p,) d
Donde Re, i%, con U, =¢, {vy}y—{va}“‘. Simplificando:

Hy
dp 2 -6 . —14
(T} <Re,, d,=0(10°) y L=0(10). Por lo que: 10™ < Re,.
En lechos fluidizados rapidos Sanchez-Lopez y col. (2011) encontraron
que para el flujo de vapor-catalizador en una unidad de FCC

Re =O(10‘1), en tanto que para el sistema aire-arena de van der

Schaaf y col. (1998) Re, :0(10). Por lo tanto, podemos descartar el

transporte de esfuerzos viscosos en el volumen en comparacion con el

término equivalente en la interfaz.

e Los términos asociados a la estructura turbulenta del flujo: K= y I,
los despreciaremos debido a que consideramos un flujo altamente
turbulento o tapon en una sola direccion, representado por {vk}k =V.,e,.

e Por ltimo, despreciamos los flujos convectivos turbulentos,
g +0, +0y =0.

Sin embargo, debe reconocerse que estas relaciones de cerradura son muy simples y que
pueden mejorarse. Simplificando con estas relaciones la Ec. (2.41) y recordando que:

W' =(V'X, (R1+7,) (v —(v),)),

MP =My, + M, +((R), 1+(z,),)- Vs,

se obtiene:

-V{Tk}k+<Pk>k%gk >0. (632
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Analizando ahora cada término como semipositivo definido:

) [(vi),~{vi}" |- MP =0,

Examinando la primera restriccion a), para lo cual sustituimos la cerradura propuesta:
g g S
M? =—¢, <pg> g+ Be.e, ({Vg} —{v,} ) ,

encontramos que:

Para el vapor:
&, <pg>g [{vg }g _<Vg H-g + fe,é, [{vg}g —<vg H-({vg }g —{vs}s)z 0.

>0 & ‘{Vg}g _<V9>i

se toma en la direccién ascendente en el tubo).

eu(s)" 0| (Vo) (Vo). |'&c + Briey | (v} =(vg), | ({w}' —{w. ) 20,

Para el sistema fisico: ‘{vg}g —{v, ¥

Para el sélido:

(v,), —{v,}" =0 (por ser s un solido rigido), por lo tanto:

|:<V5>i _{Vs}s}'[_gs <'09 >g g+ pfes, ({Vg}g _{Vs}s)} >0,

0=0.

(6.33)

(6.34)

(6.35)

(6.36)

>0, g=-ge, (puesto que z
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b) W." >0

g -

W." >0.

S —

Ahora analizamos la restriccion dada en c):

Arnold y col. (1990) proponen que:
~ k.
(S0} =k V{s}", (6.37)

donde k, es un coeficiente positivo de difusividad turbulenta para el transporte de
entropia en la fase k.

Especializando esta ecuacion para cada fase:
Para el vapor:
~ o~ )9 . g
{S,7,} =—k,V{S,} .
la ecuacion de Gibbs para un campo de presion uniforme puede representarse como
dH, =T,dS, .
Utilizando la relacién dH  =c,dT , podemos expresar esta version de la ecuacion de
Gibbs en términos de la temperatura y del gradiente de entropia como
C
VS=-2LVT.
T

Por lo que tenemos

£, ()" 18,9} V{T,}" =kye MV{TQ}Q-V{TQ}Q.

<

El cual es obviamente positivo.
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Para el sélido:
{gsvs}s ﬁ —kSSV{SS}S L]
la ecuacion de Gibbs puede representarse como

dH, =T.dS, + -~ dP..
P,

Utilizando la relacion dH, =c dT, +—dP,, podemos expresar esta version de la ecuacion

S

de Gibbs en términos de la temperatura y del gradiente de entropia como

c
VS=-LVT.
T

Por lo que tenemos

& (p) 1SV V{T.Y =k, ‘93{%525 VTV -V{T},

el cual es positivo definido. Por altimo, la restriccion dada en d) acerca de la derivada

material de la fraccién volumen:

D D
9 g S
(R,) oréa 20 & (R) 222,20,
puede ser positiva o negativa. Para analizar este término, estudiamos lo siguiente:

() B, (v, -w, )%,

V2 >k k (o)

descomponiendo la densidad, sumando y restando la velocidad promedio, obtenemos

ﬂrk = <Pk >k
vz >k V2 >k

B O o).

<pk>k
(R) rk=<Pk>k<(vk{vk}k+{vk}kch).v'xk>+<a>k<<pk (vkwk6)~v'xk>,

<10k (Vk _ka)'v,xk> ’
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oX ,
?=—WKZ-VXK.
Para tener,
<Pk>k B K /. , K . k O
k k — k k k k k k k k
) Lo=(R) (V- VX )+(R) {vi} Ve +(R) —(X,)
k
<Pk>k _ Kig o K k. k 0
" >k L =(P) (V- VX )+(P) {v} Ve +(R) =&
k
por lo tanto,
<Pk>k k Dy

T =(R) (V- VX ) +(R) 2 g, (6.38)

donde se ha utilizado la relacion (o[ /(p,)" ) <1.

Podemos ver que la inclusion de este término de cambio de fase causa la cancelacion del
, - k . . .. ., -
término (R,) D&, /Dt y evita que se infrinja la segunda ley de la termodinamica. Para

analizar esto sustituyamos esta ecuacion en la segunda ley de la termodinadmica [Ec. (2.41)]:

& (_<Tk>k +nfe) (D), +(M,, +Mkt)-(<vk>i — v} )+ W

+(<Vk>i _{Vk}k)'« pk>i1+<‘rk>i)'vgk — & i?-:;: 'V{Tk}k +<Pk>k&5k

—V'|:€k (qf +0, +0, )]_Ek <Pk>k {gkvk}k 'V{Tk}

{r (R) i (5, v, )+ (R e

k <pk>k Dt

T, [pki —(p) <Pk>k —KF (v, v ) —{v vy +%({Vk}k ) |=

V2 >k (o)

T (XA) 20,
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quedando:

& (_<Tk>k +n5€):<nk>k (M, +Mkt)-(<vk>i —{Vk}k)+Wki"
+(<vk>i—{vk}k)(<P>1+< ) Ve —&, qk}> VT = (R (7, -V'X,)

-V |:‘9k(qk +0 + 0y )] & <pk> {S~ v }k {T} ~&(P)

=~

—~

,-A——\

k D, Kk
Dt

B B o) ) -

<pk>k v >k

T (XA )20. (6.39)

La cual, contiene el término:

(v = v ) (R Ve =(R, (v, ~ (v ) v

Por ejemplo, para un flujo de liquido A que se evapora, podemos modelar este término

considerando que para condensacion la velocidad interfacial es el promedio de la velocidad

de la fase vapor (g) y podemos constituir el término <\7,V’Xi> por el negativo de

<P/I>i (<vg>i—{vﬂ}l)-Vgﬂ tal que en esta forma no se viola la segunda ley de la

termodinamica.

Para ser consistentes, modelaremos este término como:

(¥,-V'X,) {—(<vg>—{vﬁ}l)-Vgi, para condensacion,
Iz )= i

0, para evaporacion.

En nuestro caso no hay cambio de fase y modelamos el término (vk -V'Xk> como cero, lo

cual cumple con la segunda ley de la termodinamica.
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6.3.2. Proyeccion de las ecuaciones (modelo 1-D)
Se obtendra un modelo unidimensional del conjunto de seis ecuaciones dado por la

Ec. (6.25) a la Ec. (6.30) con k=g,s. Para este propésito se considera que {vk}k =V,e,

en un sistema coordenado de referencia (r,6,z), donde V, es una notacion corta para la

. . k .y -
magnitud de la velocidad {vk} y desarrollando la proyeccién de las ecuaciones de

movimiento dadas por la Ec. (3.7) y la Ec. (3.8) en la direccion axial e, :

& <pg>g %Vg & <pg>g 9+& %Pg + g <er A1, 'e2>gw =My, (6.40)

S D S 8 ~ S
€S<p5> Fstvs_gs <ps> g+€SE[Pg +(D(85):|+aSW <el“.HS.eZ>W =MS|3' (6'41)

Por simplicidad, de aqui en adelante se omitiran todos los simbolos de promediado.

Considerando granos esfericos solidos, el area interfacial especificaes a , = (6/dp).sS :

También, la fuerza interfacial promedio <ng-l:[g -ez>gS puede modelarse mediante un
modelo de celda, utilizando un coeficiente de arrastre apropiado, de tal forma que

(Sanchez-Lopez, 2003):

~ gs 3
-M2 =a, (n, T -e,) =20, +Cop ™ WASKS (6.42)

p

La contribucion cinética a esta fuerza en una capa laminar alrededor de los granos sélidos
es linealmente proporcional a la velocidad relativa entre las fases; por lo tanto la Ec. (6.42)

puede escribirse como

~M2 =a, (n, M -e,)" =ep,9+pee, (V,-V.), (6.43)

donde g E%CD p U, . Se necesitan también expresiones de cerradura para los términos
p

de interaccion con la pared en la Ec. (6.40) y en la Ec.(6.41). Esto puede resolverse al

introducir el enfoque del factor de friccion (Gidaspow, 1994). Asi, para la fase k = {g,s}
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-~ w4 1
Sy <er -, 'ez> :E‘gk fw Epkvkz = e PV (6.44)

t
donde £, =(2/D,)é& f, - En la interaccion del flujo en la mezcla turbulenta con la pared,
la fuerza cinética es aproximadamente proporcional al cuadrado de las velocidades.

Después de sustituir en la Ec. (6.25) a la Ec. (6.30), las relaciones de cerradura, las
relaciones del Apéndice K para la derivada de la densidad de la fase gas y la proyeccién de

las ecuaciones de movimiento, se obtiene el conjunto cerrado:

0 0 0
Py (Pg ’Tg )agg * Py (Pg ’Tg )Vg 5‘99 T €L, (Pg’Tg )Evg
0 oP 0 oT 0 oP 0 oT
+& Py I Ll+eV Py s | P 21=0 (6.45)
g 8Pg ot oT ot 99 P 0z oT 0z
T, 9 /P, 9 /1, 9 /p,
0 0 0
—p.—&. —pVN.—¢e. +p.e.—V. =0 6.46
ps ot g sVs oz g ps s o7 s ( )

o 0 0
£,P, (Pg,Tg)an +&,P, (Pg,Tg )vg Evg +p, (Pg,Tg)g +&, EPQ + By Py (Pg,Tg )vg2 -
~Pe.e, (vg —vs)
(6.47)
0 o 0 .0
&5 Ps avs +&,05Vs EVS +& |:ps _pg (Pg ng ):|g +& Epg -0 & E‘c"g +ﬁswpsovsz =

Pe.e,(V,-V,) (6.48)

0 0 0 0
€4Pq (Pg ’Tg )Cpg ng T &GPy (Pg ’Tg )Cpgvg ETQ —& a Pg —gng 5 Pg
4 — 6 —
", % Ny (TW - ) - _d_h‘gs (Ti _Tg) (6.49)
t p
0 0 4 - 6 —
£,P.Cpe ETS +£,0,C,V, ETs JrggshsW (T, -T.)= - he (T.-T,). (6.50)

t p

Donde @' =d®/de,, ﬂE%CngUt Y B z%gk fa - En la Ec. (6.45) a la Ec. (6.50)

p t
hay ocho cantidades desconocidas, {gg 1€y Py Py Vg Vi Ty ,Ts} :
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Para tener un conjunto cerrado para las variables {gg,gs, Py Pg,Vg,VS,Tg,TS}, es necesario

considerar diferentes condiciones:

(1) la funcién @' debe especificarse, tal que las rapideces de propagacion de segundo
orden del modelo incompresible sean reales [ver el Apéndice E y la Ec. (4.21)];

(2) El sistema solido-gas es saturado, i.e., & +¢&, =1;

(3) los granos sélidos son incompresibles, p, = p,, s una constante y

(4) la densidad promedio de la fase gas o vapor es una funcion de su presion promedio y
de su temperatura promedio, de acuerdo a una ecuacion de estado p, = p, (Pg Ty )

(5) Ademas B, B, B, N, hy, v hy, pueden calcularse en el estado base por métodos

estandar, asi como U, .

El conjunto dado en la Ec. (6.45) a la Ec. (6.50) puede linealizarse alrededor de un estado
base uniforme, denotado por un subindice cero, tal que ¢, =¢g+&, P, =R +p,
V=V +Vy, Vo=V +v, T, =T +T, y T =T,+T.. Una vez que la linealizacion se
lleva a cabo, los simbolos para las velocidades v, y v, asi como para las temperaturas T,

y T,, se utilizan para las correspondientes perturbaciones.

Puede obtenerse un modelo que no considere los efectos de la pared, a partir del conjunto

de ecuaciones (6.45)-(6.50), al tomar los limites: g, —0, g, —0, h, -0y

h,, —0.

El conjunto linealizado de la Ec. (6.45) a la Ec. (6.50) sera el punto de partida para el

estudio de propagacion de ondas térmicas en los Capitulos 7 y 8.
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Capitulo 7

Propagacion de ondas térmicas compresibles e

incompresibles con modelos 1-D linealizados

7.1 Introduccion

Para llevar a cabo los analisis y estudios de este Capitulo es indispensable contar con un
modelo térmico cerrado, lineal y unidimensional para las variables de perturbacion
{£,0.Vy. v, T, T}

En este Capitulo no se consideraran los efectos de pared, por lo que este modelo no
contendra tanto al transporte interfacial de cantidad de movimiento con la pared del tubo,
como al transporte interfacial de energia con la pared del tubo. Dejando el analisis de estos
efectos para el Capitulo siguiente.

El modelo en el que nos concentraremos ya ha sido desarrollado en el Capitulo 6. Con este
modelo no-isotérmico se obtendra una ecuacion de jerarquia de ondas con una metodologia
similar a la seguida en el Capitulo 4, que represente al modelo no-isotérmico y al
isotérmico en una misma base de comparacién, para estudiar sus coeficientes, rapideces de

propagacion y estabilidad lineal.

7.2 Jerarquia de ondas

7.2.1 Ecuaciones del modelo

El sistema fisico consiste de una dispersion monodispersa de particulas pequefias esféricas
y rigidas de diametro medio d , densidad intrinseca p, y temperatura T, moviéndose
dentro de una corriente de gas con temperatura T, en un tubo vertical, donde T >T,. El
fluido se considera un gas newtoniano, compresible, con densidad intrinseca p, asociada a

una ecuacion de estado o, (P,,T, ) y viscosidad constante .
9 g’'g 9
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La fraccion volumen de solido ¢, se encuentra entre 0 y 0.5 y satisface la condicion
& +é&,=1, donde ¢, es la fraccion volumen de gas. La mezcla se mueve con una
velocidad promedio U =gV, +&,V,, donde V, y V, son los valores de las velocidades
ascendentes con promedio ponderado en la masa del gas y solido, respectivamente. Debido
a que la mezcla se considera en un régimen altamente turbulento, los efectos viscosos son
solo significativos en una region cercana a la superficie de los granulos. EI numero de
Reynolds de las particulas es Re; =d oU, /4, , donde la velocidad terminal se define

como U, =V, -U, |=¢, (Vg —Vs). En este modelo, despreciamos los efectos viscosos en

las fases, asi como los esfuerzos turbulentos.

El conjunto dado en la Ec. (6.45) a la Ec. (6.50) puede linealizarse alrededor de un estado
base uniforme, denotado por un subindice cero, tal que ¢, =¢+&, P, =R +p,
Vg =Vyo+Vy, Vo=V +V, T, =T +T y T =T, +T,. Una vez que la linealizacion se
lleva a cabo los simbolos para las velocidades v, y v, asi como para las temperaturas T, y
T, se utilizan para las correspondientes perturbaciones. El conjunto linealizado de la

Ec. (6.45) a la Ec. (6.50) esta dado por:

o o o y (o o o
Pgo (aJrVgo Ejgjtgopgo Evg & s_z(aJrVgo oz j opgoﬁ/( GZ]TQ =0,(7.1)
0 0 0
—P| —+V,,— |e+p,(1-5,)=—V, =0, 7.2
pso(at sO 62) pso( O)aZ S ( )

0 0 0
gopgo(aJrvgoajvnggoaerg( PooA T, +45 pj+ﬂ(1 250)( Vso)g

+B(1-¢,) ¢, (Vg —Vs):0, (7.3)

(1_50)Pso(§+v ;jv +(1- 50)§p (1-&)9 (pgoﬂvT +L pj

_(1_go)®gg—‘§—[(pso ~ Py0) 8+ B(1-25,)(Vy —vso)]g—ﬂ(l—go)go (v, -v,)=0, (7.4)
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0 0 0 0 6 — 6 —
€0Pg0Cpg (_"'V _)Tg ~ & (_"'Vgo aj p——hy (1_‘90)Tg _d_hio (Ti _Tgo)g =0,(7.5)

ot o ot d, )
0 0 6 — 6 —
(1-&) pyC S(—-‘FVS _)Ts+_hi (1-&))T, +—h, (T, T, )e=0. (7.6)
0) Pso%es | p dp 0 o) lyg dp 0( gO)

La linealizacion de p, = p, (Pg,Tg) puede verse en la seccion K.2 del Apéndice K. Aqui
z y t son la coordenada vertical y el tiempo, respectivamente, g es la fuerza gravitacional
por unidad de masa 'y P, es la presion de la fase gas promediada; la densidad de los granos
solidos es constante p, = p,,. La presion promedio de la fase solida P, se modeld a través
de la cerradura P, =P, +®(s,) en la Ec. (7.4), donde la funcién @(s,) es el modulo de
compresibilidad del sélido y @'=d®d/ds,. La cerradura simple P,=®(¢,) reduce el
acoplamiento entre los balances de momentum a Unicamente la fuerza de interaccion F
entre el fluido y las particulas. Esta cerradura fue utilizada por Jackson (1985) y Liu (1982)
entre otros y fue recomendada por Gidaspow (1994).

Discusion de la linealizacidn del modelo no-isotérmico-compresible

Las ecuaciones (7.1) a la (7.6) presentan un proceso de linealizacién que consiste en dos
etapas. La primera donde se determina cuales funcionalidades son fundamentales, las que
no son fundamentales se evalUan directamente en el estado base. La segunda etapa del
proceso de linealizacion se lleva a cabo al linealizar las funcionalidades fundamentales.

Para discriminar las funcionalidades fundamentales de las que no lo son, se utiliza la fisica
del problema, por ejemplo: al linealizar la friccion en la pared del tubo, se deja como
dependencia fundamental la velocidad del fluido al cuadrado en consistencia con el
régimen de Newton de friccion para esferas. El coeficiente de arrastre, que de acuerdo a los
datos de este trabajo se modeld con la correlacion de Ergun, no se linealizé porque al
hacerlo se introducirian variables artificialmente. La importancia del proceso de
linealizacion reside en que si no se determinan las funcionalidades fundamentales, se
pueden inducir funcionalidades espurias o artificiales al linealizar por ejemplo cerraduras

gue contienen correlaciones de variables.

En la siguiente subseccion representamos las ecuaciones linealizadas en forma matricial y
después presentamos el analisis comparativo de coeficientes entre los modelos.
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7.2.2 Enunciado del problema

Sea

u=(e p v, v, T, TS)T (7.7)

S

el vector de perturbaciones para el sistema linealizado de EDP de primer orden:

Ba—u+ca—u+ Du=0, (7.8)
ot oz

donde B, C y D son matrices de tamafio 6x6, definidas en el Apéndice L. Las derivadas
espaciales de las perturbaciones de velocidad v, y v, pueden obtenerse de las ecuaciones
de continuidad, luego se sustituyen en las ecuaciones de momentum y en las ecuaciones de
energia para llegar asi a cuatro ecuaciones linealizadas, dos de segundo orden Ec. (7.9) y
Ec. (7.10) y dos de primer orden Ec. (7.11) y Ec. (7.12) para las perturbaciones de la
fraccion volumen (g) para las perturbaciones de la presion (p) para las perturbaciones

de la temperatura de la fase gaseosa (Tg) y para las perturbaciones de la temperatura de la

fase solida (T,).

7.2.3 Estructuras ondulatorias

Le +(L3+512K1j p _ngA/ Kng =0, (7.9)
L +(L3+S_}/2K2J p _pgoﬁ/ KzTg =0, (7.10)
L,e +Lsp —LHTg =0, (7.11)
L, + LT, + LT =0. (7.12)

Los operadores diferenciales L, L,, L;, K, y K, estan definidos en el Capitulo 4, Ec.

(4.9) alaEc. (4.13).
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Por otra parte, los operadores de primer orden L, Ly y L,, asi como los operadores de

ordencero L, y Ly, estan dados por

. 6~
L, :d_hio (T| _TgO)’ (7.13)
p
) 0 0
Lze (Ewgoaj, (7.14)
0 0 6 —
L8 = gopgocpg (E'FVQO P j—d—hio (1—80) , (715)
p
. 6 -
L, =d—hio (1—80), (7.16)
p
) 0 0
L10 = (1_80)psocps —tVeo o |- (717)
ot oz

Donde 4, i—pg‘l(apg/aTg)P (que se define en el Apéndice K), es el coeficiente de

expansion volumétrica. El factor (apg /an )0 toma en cuenta el cambio de la densidad del

fluido como una funcion de la presion en el mismo, a través de una ecuacion de estado

o ng(Pg,Tg). La velocidad del sonido en un gas homogéneo puede introducirse al

considerar la relacion (6pg /8Pg )0 =s7, donde s es la velocidad del sonido en el gas puro.

Se desarrollaran cuatro modelos:

(1) El primero para el flujo isotérmico (Tg =T, :TO) compresible (s # O).

(2) El segundo para el flujo isotérmico incompresible (s —>oo). Por lo tanto, &, —0 vy los
coeficientes {L,, L, Ly, Ly, Ly} se vuelven cero.

(3) El tercer modelo a desarrollarse es para el flujo no-isotérmico (TS >Tg) de gas o vapor
compresible representado en la Ec. (7.32) y

(4) El cuarto modelo es para el flujo no-isotérmico incompresible.
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El procedimiento que seguiremos a continuacion nos permite obtener una EDP para

estudiar los cuatro modelos siguientes:

compresible

modelo no-isotérmico- . ]
incompresible

compresible

modelo isotérmico )
incompresible.

Puesto que el conjunto dado por la Ec. (7.9) a la Ec. (7.11) es independiente de la Ec.

(7.12); esto es, podemos resolver el sistema de EDP para {g, p,Tg} y con estas soluciones

resolver para T, en la Ec. (7.12). Primero eliminaremos a ¢ en la Ec. (7.9) a la Ec. (7.11)

para obtener un sistema de dos ecuaciones para las variables: { p,Tg} :

Luego entonces, despejamos el término que tiene a T, en la Ec. (7.12),
LT, =-L,e—LT,. (7.18)

Esta ecuacion gobierna las perturbaciones de la temperatura del solido, una vez que se
conocen las perturbaciones de la fraccion volumen de gas y de la temperatura del gas.

Resolvemos en la Ec. (7.11) para ¢,
Le=—-Lsp+LgT,. (7.19)

Ahora aplicamos el operador L, a la Ec. (7.9) y a la Ec. (7.10) para luego sustituir la

Ec. (7.19) y obtener dos ecuaciones para { p,Tg} :
(L3L4_L1L6+SLZL4K1Jp+(L1L8_ngA/L4K1)Tg =0, (7.20)

(L3L4—L2L6+S%L4sz p+(LoLs — PgoB LK, )T, =0. (7.21)
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Posteriormente aplicamos el operador (LSL4 -LL +SL2 L4Klj ala Ec. (7.21) y el operador

(LSL4 -L,L +l2 L4K2} a la Ec. (7.20), luego restamos la segunda de la primera para tener
s

la siguiente ecuacion para T,

{(LZ—M)Q—S%(LlKZ—LZKl)}LS
_Pgoﬂv I:(Kz - Kl) LL, _(L1K2 - L2K1) L6:|

LT, =0. (7.22)

Puede obtenerse la ecuacion para p al aplicar el operador (LZLS—pgo,A(,L4K2) a la

Ec. (7.20) y el operador (L1L8 — Pyl L4K1) a la Ec. (7.21) y restando la segunda de la

primera se obtiene una ecuacion equivalente a la Ec. (7.22) pero para la perturbacionen p.

Si eliminamos a p _de la Ec. (7.9) a la Ec. (7.11), obtenemos un sistema de dos EDP para

{g,Tg} . Para lo cual, primero resolvemos en la Ec. (7.11) para L p:

Lp=LT, ~Le (7.23)

y sustituimos en la Ec. (7.9) y en la Ec. (7.10), a las cuales se les ha aplicado previamente

el operador L, para obtener un par de ecuaciones en {g,Tg} X

[LlLe—L3L4—S—ZL4K1]8+(L3L8+S%L8Kl—pgoﬂvL6K1]Tg=o, (7.24)

[LZLG—LSL4—S—72L4KZJ«9+(L3L8+§L8KZ—pgoﬂvLGszTg:0. (7.25)

Puede obtenerse la ecuacion para T, al aplicar el operador (LZLG—LgLLl—l2 L4K2j a la
S

Ec. (7.24) y el operador (LlL6 -LL, —lz L, Klj a la Ec. (7.25) y restando la segunda de la
S

primera se obtiene,
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[(Lz—h)u—sé(uKz—LzKl)}Lg
—Pyolby I:(Kz - Kl) LL, _(L1K2 - LzKl)Le]

LT, =0. (7.26)

Asimismo, podemos encontrar la ecuacion para ¢ al aplicar el operador

[L3L8+ LK, — 040 LK, j a la Ec. (7.24) y el operador (L3L8+ LK, pgo,a,LBKj

a laEc. (7.25) y restando la segunda de la primera se obtiene una ecuacién equivalente a la

Ec. (7.26) pero para ¢.

Finalmente, eliminamos a Tg de la Ec. (7.9) a la Ec. (7.11), con lo que obtenemos un

sistema de dos EDP para {g, p}. Resolvemos para el término que tiene a T, en la

Ec. (7.11),
LT, =Le+Lp. (7.27)

Posteriormente, sustituimos la Ec. (7.27) en la Ec. (7.9) y en la Ec. (7.10), a las cuales

previamente se les aplicé el operador diferencial de primer orden L, para obtener el

conjunto de dos ecuaciones para {&, p}

(thg—pgoﬂvtml)a{(g 12 jtg pgomﬁK} (7.28)
(LQLB—pgoﬂvLAKZ)HKLg % jLs pgoﬂvLeK} (7.29)

ahora, le aplicamos el operador (L,L;—p,/4 L,K,) a la Ec. (7.28) y le aplicamos el

operador (LlL8 — Pyl L4K1) a la Ec. (7.29). Luego restamos la ultima de la primera para
tener:

{(Lz—tl)Ls—S%(Lle—LZKJ}LS
—Pyolby I:(Kz - Kl) LL, _(L1K2 - L2K1) Le:l

L,p=0. (7.30)
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Analogamente, puede obtenerse una ecuacién para ¢ al aplicar el operador

KLs +Sl2 sz Ly — PyolB, LGKZ} alaEc. (7.28) y el operador KLQ Jrsl2 KJ Ly — ol LGKJ

a la Ec. (7.29). Luego restamos la Gltima de la primera para tener la misma Ec. (7.30) pero
para ¢.

Resumiendo los principales resultados encontrados al aplicar el procedimiento de

eliminacién de variables se tiene la siguiente Tabla:

Tabla 7.1. Ecuaciones de perturbacion obtenidas al eliminar una variable con el
modelo no-isotérmico sin efectos de pared.

Variable eliminada Ecuacion para las perturbaciones
& LL®%p=0 LLOT =0
p L L% =0 LT, =0
T, LL®s=0 LL®p=0

Al eliminar &, tenemos las dos ecuaciones: L4L(5)p =0y L4L(5)Tg =0. Como el operador

L, es algebraico y ademas constante (L4 ¢O), al dividir por L, se obtiene el par de
ecuaciones:

L®T, =0
donde L es el operador de quinto orden definido por:
(L-L)L-Z (LK, - LK) | Ly
S
Pyl I:(Kz - Kl) LL, _(LIKZ - L2K1) Le]
Luego al aplicar el operador L® ala Ec. (7.11):

L L%+ L[ L9 |- L[ L°T, | =0
y utilizando los resultados encontrados anteriormente tenemos que:

L® = (7.31)

L% =0
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y ya que el operador L, es algebraico y ademas constante, se obtiene que:
19 =0,

Por Gltimo obtenemos la ecuacion de las perturbaciones de T, al aplicar el operador L® a
la Ec. (7.18),
Lol®T, =L, [ L% |- L[ L7, |.
Con lo que se obtiene:
L,L®T =0.

Entonces, podemos escribir en forma general que:

{(Lz _Ll)LS_Slz(LlKZ - LzKl)}Ls
—PyolB, [(Kz _Kl)L3L4_(L1K2 - L2K1)LG:|

w=0, (7.32)

donde w=(¢, p,T,,L,,T,).

El operador entre llaves es de quinto orden. Entonces la ecuacion para ¢, p y T, es de
quinto orden; mientras que la ecuacion para T, esta dada por el mismo operador de quinto

orden pero aplicado a L, que es de primer orden. Por lo tanto, la ecuacion para T, es de

sexto orden.

Puesto que el operador de mas bajo orden es el de las perturbaciones en {e, p,Tg}, solo

analizaremos el operador entre llaves. EI modelo isotérmico asociado se recupera al tomar

el limite cuando el coeficiente de expansion volumétrica es cero; esto es, &, —0 y las

ecuaciones de las perturbaciones siguen siendo del mismo orden mencionado arriba.
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7.2.4 Andlisis de términos del o

perador entre llaves en la Ec. (7.32)

El comportamiento ondulatorio de las perturbaciones de ¢ del modelo incompresible

representado por (L, —L,)L,L,, contiene al operador (L,—L,)L, que es exactamente el

mismo que el que se vio en el Capitulo 4, Ec. (4.15), que en este caso esta afectado por el

operador externo L, que es un operador de primer orden asociado a los efectos térmicos.

Por otro lado, el operador (L,K, —L,K,) correspondiente a los efectos de compresibilidad,

es el mismo que el analizado en el Capitulo 4, Ec. (4.16) que en este caso esta afectado por

la termicidad a través del operador yLg, donde y es el indice adiabatico y que en el caso

de que el sistema sea isotérmico tiende a la unidad, recuperandose el comportamiento

isotérmico correspondiente. La dinamica de los efectos térmicos que esta superpuesta a la

de la incompresible y a la de la compresible, estd gobernada por el operador

(Kz _Kl) L3L4 _(L1K2 _LzKl)Le’

0z

o

- 0 0
1-¢, ﬁ(at 9 azj
_ﬁ(g+vsoij+
2

P [ © 6) Ped O (8 6)
-+ -] =V, — |[+——————— || =V, —
{ﬂpgo(ét “or) e(l-g)oz |\t oz
+(1_go)q>g£(

1-2¢ 0 0\ o
+ Pso 1745 ﬂg(_+VgO_J_
Py 1-& ot 0z ) oz

(KZ_Kl)LSLA_(LlKZ _LzKl)Ls =

2 2
iﬁio (TI _Tgo) (£+Vgogj +£(g+vgogj_l+80 gg 6_2
d ot 0z Pyo \ O oz & Or|oz

o) o oY
O — || —+V,,—
® bz (at g"azj

(o)
€0Ps0 ~ Pgo gi ot oz
&(1-g) oz

g(iw ﬁj
ot oz)

2 3
0 aja 1 gl

-4V — | ———]'g—
ot oz)err s, R

g0

ﬁ v aja Pso ~ Pgo za_2

a ) e-g)° o

(7.33)
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En la dindmica de los efectos térmicos estan asociadas las fuerzas inerciales del fluido y

del solido, compresibilidad del sélido, arrastre viscoso interfacial, flotacién; asi como

transporte interfacial de energia. Ninguna de estas fuerzas aparece sola, sino que aparecen

como pares de interacciones con algun otro efecto. Cada uno de estos pares representa el

aumento debido a los pares de fuerza considerados, debidos al cambio térmico. El punto

aqui es cuantificar la magnitud de tal aumento al compararlo con los modelos isotérmico

compresible e incompresible.

Al agrupar los operadores diferenciales dados por la Ec. (4.15), por la Ec. (4.16) y por la

Ec. (7.33) en una estructura ondulatoria y sustituirlos en el operador encerrado entre Ilaves

en la Ec. (7.32), se obtiene la siguiente forma equivalente

[(LZ—LJLS—S%(MKZ—LZKJ}LB
_pgoﬂv [(Kz - Kl)L3L4 _(LlKZ - LZKl)L6:|

(e (322
ot oz )\ ot oz ot oz)|oz
TG fgomggmggmd) | res
_ Ts [;_SSJFO” éta“saz 0y ati‘?;z2 Oy &(2223 O 8?8524 Oy Ga_;J
~Pob Y [%Jr Ny 62?32 Ny a?;zz Ny (3'[6(;23 Ny %}
_ +Ya(§_;+M1’6f_;z+M2’%Zj§ _

(7.34)
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reagrupando la parte no-isotérmica, encontramos que,

[(Lz L)L (LK, - LzKl)}LB
Pyl |:(K2 B Kl)L3L4 —(L1K2 - LzKl)LG} =

(a aj(a aj (a aj o
Tl +C— || ot |t ta - || =%
ot 0z )\ ot 0z ot 0z )|oz
(o o\ o o\ o o\ o ERY o 0
_ —_ || = — || = — || = — C —+V_ ,—
B T(at""hlazj[at""hz azj(at""hzazj(at"‘nm BZ) $0Pyg0 pg[at g0 BZJ
&l-g)| » ) oY@ Yo d S r .
s Clatmy ) a e a e d, o{l-4)
0 o) 0
_ C — 4+ =
i J (6t 7721azjaz_

_Y(gﬂz i)(ngc 3)[21% ﬁj(g+c ij(ngc ﬁj_
lat ™Maz)lat allaa FTallaa Moz )lot oz

0 0\ o o\ o o0\ o 0
_pgoﬂ/ +Y4 a+c4n5 E+C42TE a+c43T§ a—i_CMTE

(7.35)

donde,

&

Yy =—"—p,, (7.36)
1- 0

Y, = fey| -+ 0, (7.37)

1-& Py
Y, =—gfe,| —0—+L50 | (7.38)
1_80 ng
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Multiplicando por

—& (1_ ‘90)1090 %

& (1— 50)
B

i
ot

&(1-¢)
s

[(Lz—tl)Ls—S%(Lle—Lz
—Pgol [( K, - Kl) L,L, _(LlKZ -L

para tener en la misma escala que la Ec. (4.17) resulta que,

)|

K,)L |

(8 aj(a aj (a a} 0?
7| —+C¢— || =+C,— |[+| —+ta— | |—
ot oz )\ ot 0z ot 0z ) | 6z°
e Y2 n 22 2| [ 20l
yn a2 )\ ot N4z o2 )\ ot 7743 s 0Fg0%pg | 5t T Va0 5,
o o\ o o 6 —
v N [ - ——h,.(1-¢
SN
0 0
-gC
g (6'[ N ja
Y(a+c aj(aJrc Ej(g+ ﬁ](a+c ij( +C ij
5 at 51T az at 52T az at 53T 82 at 54T az 54T az
A Grom ) Froe g Frea g o s
ot a)lat allaa ®Tallaa o
+Y a+c 0 a+c: 019
3 5’[ 21T az 8’[ 22TaZ 7 |
(7.39)

Aqui hemos seguido con la notacién establecida en el Capitulo 4 para denotar los

parametros correspondientes al comportamiento incompresible y compresible; es decir,

para los coeficientes z, T, C y las rapideces C,, C,, &, 7y, M42s Mags Magr Nars Mans7033 Y

-

Por otro lado, los parametros que caracterizan a las ondas de tercer y de cuarto orden,

incorporadas por la parte térmica se definen en el Apéndice M.
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Las rapideces de quinto y de cuarto orden asociadas a la parte térmica incompresible ¢, ,
Corr v Csars Csurs Csst Y Cars Car s Caar s Cur » FESPECtivamente, se obtuvieron de conjuntos
de ecuaciones algebraicas construidas al ajustar la forma expandida de los polinomios de la
Ec. (7.34) (ver Apéndice M) y ya que las expresiones completas en términos de parametros

originales son demasiado largas y complejas para incluirlas aqui, no las presentaremos.

Para simplificar aun mas la Ec. (7.39), consideraremos su forma adimensional que se
obtiene al utilizar la longitud de la columna L y la velocidad promedio aritmético
UO:(vgo+vso)/2 como variables caracteristicas. Las variables adimensionales son
z'=z/L, a'=a/U,, t'=tU,/L y todas las rapideces de propagacion adimensionales

pueden definirse en forma similar a a’. Por lo tanto, la Ec. (7.39) puede reescribirse como

,(5 ,8)(5 ,5)(8 ,5) 0?
T —’+C1—' _,+CZ_, + —,+a—, 5
ot oz' )\ ot 0z ot 07')|oz

_T/[i_;,_ 4 ij(i_l_ ' ij(i-‘r , ij(i-‘r , i)_
[8 c &j_o at/ 7741 az/ at/ 7742 azl 6.[/ 7743 azf 8’[' 7744 az,
opgong LS_C« +(i+,ij(i+(ij(i+’ij
V4 ot 1131 a2 \at M3 a2 )\ ar Mss oy
0 0\ o
-G'| —+p, — |—=—
L (ﬁt' M 52’)82'_

o ., 0 6hL (1-¢ )]
— Voo [T :
ot 07') d,pyCUo & )

(Ui e , 8o , oo ., oo , aNe ., o)
Y, F E*’ Corr E E"’ Coor 5 g"" Coar E E"' Cour E R"’ Cost E
tae )

_— i+c’ i i+c’ i
aty 43T azy at( 44T aZ(

(7.40)
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Dividiendo por (80pgocpg U_I_Oj% obtenemos la forma adimensional,

,(a ,aj(a ,ajﬁa ,aj 0°
[ ool Tourll| Bowri ™ Sourll Rl Rowri s o 7
ot oz' )\ ot 0z ot oz’ )\|oz
gt e Enalees)] (e
o 774162, ot 774282, o' 774382' o’ 774462' ot' oz’
_ C' +(i+ 4 i)[i_{_ 4 ij(£+ ! ij _ il—_&bLL
Y ot 773162, ot 773282, ot 773362, dp & PaoCog U,
0 0\ 0
~G| =+ — |—
I (5'[' ”21az'jaz’_
R ) ) ) e
5 at( 51T azy 52T at 53T ' 54T azy at/ 55T az/
, 0 o o , 0\ o o 0
- +Y ( 41T j(g 42T j(@t 43T o7 j(ﬁ_ 8 j
([ 0 , O
I +Y (at' 21T Ej( 22T oz’ j
(7.41)
donde los indices prima denotan coeficientes adimensionales:
U3
ne-g) 2By, vseg) Ly, Yy mpeg)Loly,. (742)
c,B L CoeS Coy B

La forma en la que estructuramos la Ec. (7.39) es adecuada porque permite discriminar los

efectos estudiados en el modelo; es decir, los efectos de termicidad, compresibilidad e

incompresibilidad. Sin embargo, se puede obtener una ecuacién equivalente en la cual

aparezca una sola ecuacion de onda y en ella estén estos efectos pero en forma combinada.

R e e ey o)

ot Mallat CTa)lat Ta)at o)t oz
+A (ﬁ+a g}(£+a QJ(E a aj(a+a i}

4 8t 41T 82 at 4,2T 82 8t 43T 6 at 4,4T az
A ) e 22

ot oz )\at *Toz)ez

o) o

I +A2( 772182)52

(7.43)
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6
A4:{_ 7 C&040Cpg +d_hi0(1 50)8121- & (1=0) Pyo Y4 |,
p
. 6~ /4
Aazd—phlo(l—go)s_zc,
A =——h,(1-£)5dC

Las & r, =345y j=12,34,5 en la Ec. (7.43) son las rapideces de propagacion que

toman en cuenta los efectos térmicos, asi como el comportamiento compresible y el
incompresible. Los valores que caracterizan estas rapideces estan dadas en el Apéndice N.
Por otro lado, trataremos si es posible, reexpresar los coeficientes de la parte no-isotérmica

en términos de la isotérmica. Por tal razon, los reescribiremos aqui:

- Us ) .
Ysz(l—go)ﬂ—wg,, Y4=(1—go)ﬂugn y Ygz(l—go)ﬂl_rg,

¢, L C,, 3 Coy B
donde:

Y= p (7.44)
1-¢,

YAi%, (7.45)
1-¢,

y,=-95C (7.46)
1-¢,

Sustituyendo y simplificando:
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ahora, los expresaremos en términos de T', C' y G’ definidos en el Capitulo 4 para

obtener finalmente que:

YS - 52& T',
C' Cog

Y_A;i 52& &0
C Coy
Eﬁ_ 32& G',
C’ Cog

ya que Y;ocT' y como T'se pudo eliminar por analisis de ordenes de magnitud en el

Capitulo 4, podemos eliminarlo del modelo térmico representado en la Ec. (7.37) para

tener el modelo térmico simplificado:

r’(i+c’ij(i+c’ 0 j+(i+a'ijT & - 1
o o )\et o)\t T o )|en? (QH, i)
' go '
e | T
o Lo Ta o o \ov T e (61—30 h, LJ
_}/ —_— —_— — —— —
_Gl i"'n, i i L dp 80 pgocpg UO
ot "oz )or |
Y'(i+c' i)(iw' ﬁj(im' i)(im’ ij
ot o )\at e )\at o ot YT
+Y, [i-l-cl ij(i-FC’ iji
3 aty 21T aZ! at/ 22T azy azl |
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o bien, en forma dimensional

(a aj(a a) [a aj o
—+C— || =+C— |+ —ta—||=
ot ta)lat o) \at az))ez 0 0
o oo, oYo. @ Rl
Cl— — + 15—
y (8t P )(a gy j(@t s azj 8 s,
e 5 N q_ o o
_gc(_+7721 j '
ot 0z )0z
R o et e k)
gl ot Talat a)laa Tala Mo
‘90(1_‘90),090_
p +Y (é+c gj(é+c ﬁja
3 8t 21T az 8t 22T 82

o |

(7.47)

Esta ecuacion seré el punto de partida para el analisis de estabilidad que realizaremos en la

siguiente seccion.
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7.3 Analisis de estabilidad

7.3.1 Extensiones al enfoque de Liu (1982)
Los analisis de los Capitulos 4 y 5 mostraron que la compresibilidad y la pared del tubo
aumentan la region de estabilidad cuando se compara con el comportamiento

incompresible y sin la pared.

Sin embargo, para desarrollar un analisis de estabilidad siguiendo el enfoque de Liu

(1982), comenzamos con la transformada de Fourier de la Ec. (7.47),

[T(w_clk)(w_CZK)-l_ i (a’_a’():l i’ 1£0P30Cpq (w_VQOK)_
4 {ic(a’_7731’()(‘0_7732’()(w_7733’() +£H (1-&)

R i0 0
: ~ac(o-m T8

_ _ & Y4(a)—C41TK)(a)_C42TK)(a)_C43TK)(a)_C44TK)_ 748
_+go(1 go)pgo ﬂ{ _iYs(w_CzrrK)(a)_sz-rK)K . (7.48)

En esta ecuacion, las condiciones de estabilidad pueden encontrarse al considerar que las
ondas se mueven con rapideces cercanas a las de las ondas de segundo orden

incompresibles y luego tomando los limites cuando @ —>cx y @ — C,x.

De la Ec. (7.48) se sigue que,

a'<Cl_Slzc(cl_USl)(Cl_7732)((;1_7733)

Y 48040Cpq (Cl _VgO)(Cl ~Car ) (€= Capr ) (G = Cugr ) (€, = Cpar ) &°
6 _
A +CTYshio (1—&) (€ = Caur ) (€= Caar )
_?go (1_‘90)/090 : ] 35 )
= 2
&3 PLyChy (6= Vg0 ) K +?hi§ (1-¢)
p

(7.49)
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a>gc, —SLZC(CZ _7731)(C2 _7732)(C2 _7733)

Y48040Cq (Cz ~Vgo )(Cz = Cazr )(€; = Capr ) (€, = Car ) (C; = Cugr ) &

6 _
+d7Y3hi0 (1_50)((:2 —Cyr )(Cz —Cyr )

p

_%pgogo (1_80)

2 6 —
&0 PaoCog (02 —Vgo) K2+ TR (1-g)
(7.50)

Las desigualdades dadas en la Ec. (7.49) y en la Ec. (7.50) corresponden a una
generalizacién de la Ec. (4.45) obtenida en el Capitulo 4, puesto que incorporan el efecto

térmico adicionado al efecto de compresibilidad previamente estudiado.

7.4 Resultados y discusion

Aqui analizaremos el impacto que tiene la parte no-isotérmica en los resultados
encontrados en el Capitulo 4, para el modelo isotérmico, para lo cual continuaremos con
los dos casos de estudio, incorporando solamente los datos de los efectos térmicos. Estos
datos adicionales se tomaron del articulo de Gao y col. (2001), los cuales estudian un

sistema de FCC industrial.

7.4.1. Valores de los parametros y de las condiciones de operacion de un sistema
catalizador-vapor en una unidad de FCC y un sistema de arena-aire en un CFB, donde

estan incorporados los efectos térmicos

En la Tabla 7.2 se reportan las propiedades fisicas del sélido y del fluido, asi como también
los pardmetros geomeétricos relevantes y las condiciones de operacion en un estado base
homogéneo para ambos sistemas. Estos datos se utilizaran para analizar numéricamente los

casos de estudio previamente citados.
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Tabla 7.2. Valores de los pardmetros y de las condiciones de operacion en estado base.

Parametro Catalizador-vapor Arena-aire
Velocidad del sonido en el fluido
puro, s (m/s) 655 346
Densidad del sélido, p,, (kg/m°) 1300 2650
Densidad del fluido, p,, (kg/m°) 0.7065 0.9340
Diametro del grano sélido, d, («m) 60 310
Velocidad terminal, U, (m/s) 0.085 2.231
Velocidad superficial del gas, U, (m/s) 7.000 3.200
Diametro de la columna, D, (m) 1.168 0.960
Longitud de la columna, L (m) 22 9
NUmero de Reynolds del fluido, Re, 1.93x10° 1.43x10°
Namero de Reynolds del solido, Re, 0.12 32.30
NUmero de Stokes, St 0.13 2.15
NUmero de Nusselt de la particula
s6lida, Nu® 0.002 2.75
Coeficiente de transferencia de calor,
h W

v s 100 26613
Calor especifico a presion constante de
las particulas s6lid )
as partlcu as solidas, Cps’ kg—K 1097 1097
Calor especifico a presion constante
de la fase gaseosa (liquido) (300 °C),
J
Cog [—kg K 2670 2670
Conductividad térmica de la fase
s6lida, k., [ﬂj 7 3 3
m-s

Temperatura de la fase sélida, T,, (K) 840.6 875.4
Temperatura de la fase gas, T, (K) 593 563
Coeficiente de expansion
volumeétrica (para gas ideal),
A :Tgfl, (K—l) 0.001686 0.001776

hd
® Tomado de Gao y col. (2001): Nu, =0.03Re}* para 0.1<Re, <100, donde: Nu, = Ik £,

S

’ Tomado de McGaughey y Kaviany (2004)
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7.4.2. Comparacion de los coeficientes ondulatorios y significado de las jerarquias de onda

Los coeficientes adimensionales de la Ec. (7.42), estan denotados por indices prima, tal

que 7'=U,r/L, C'é(Uo/s)zc y G'=Lg/U,?. Comparando estos coeficientes con

respecto a la unidad, que es el coeficiente de la onda de primer orden del modelo

incompresible, da una idea de la importancia de cada uno de ellos a medida que cambia la

fraccion volumen de sélido.

Coeficiente (-)

Coeficiente (-)

0.30

0.25

0.20

0.15

0.10

0.05

C' (isotérmico)

'
T

Fraccion volumen de sélido

; ; ; ; ; ; ;
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

C' (térmico)

C' (isotérmico)

'
T

Fraccion volumen de sélido

: : | : | :
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

a)

b)

Figura 7.1. Coeficientes adimensionales z* Y C' considerando los efectos térmicos y sin considerarlos para los

sistemas: (a) granos de catalizador de FCC y (b) Arena.
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Asi, puede apreciarse en la Figura 7.1 que considerar los efectos térmicos no afecta al
tiempo de relajacion de la onda de segundo orden del modelo incompresible. Mientras que
si tienen un efecto de amplificar el coeficiente de la onda compresible de tercer orden a
medida que aumentamos la fraccion volumen de sélido. Para las particulas del FCC C’
tiene un incremento maximo del 25%, en tanto que para la Arena el incremento es adn

mayor; esto es, del 40%.

En la Figura 7.2, se muestra la grafica de la funcién (C’G'), que puede ser comparada
directamente con el comportamiento basico incompresible de primer orden cuyo valor es la
unidad. Esta funcién, que en el caso isotérmico toma en cuenta los efectos de gravedad en
la compresibilidad del fluido y su importancia es cercana al 52% del comportamiento
basico incompresible para el sistema de la arena y alrededor del 21% para el polvo de
FCC, ambas para fracciones volumen de solido cercanas a 0.5. En el caso no-isotérmico,
este coeficiente tiene un factor adicional que toma en cuenta la termicidad del sistema y
que para el caso de la Arena reduce su valor relativo a la onda incompresible de primer
orden pasando del 52% al 40%, mientras que para el FCC, los efectos térmicos

incrementan el valor relativo del coeficiente del 21% al 140%.

15
14 FCC (térmico)
1.3
1.2
1.1
1.0
0.9
0.8
0.7
0.6 Lo ___
0.5
0.4 Arena (térmico)
0.3 FCC (isotérmico)
0.2
0.1
0.0 T T T T T T T T

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Fraccion volumen de solido

C'G'(-)

Figura 7.2. Coeficientes adimensionales de la onda compresible de segundo orden (degenerada) para el FCC (linea gris)

y para la arena (linea negra).
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Capitulo 8

Incorporacion de la transferencia de calor en la pared
en la propagacion de ondas térmicas compresibles e

incompresibles con modelos 1-D linealizados

8.1 Introduccion

En este Capitulo analizaremos el efecto de la pared del tubo en la propagacion de ondas
térmicas. EI modelo que estudiaremos aqui es general, porque contiene al efecto de la

compresibilidad, a la termicidad y al efecto de pared.

Con este modelo podemos obtener mediante limites adecuados correspondientes a la

situacion fisica particular, los modelos estudiados en los Capitulos 4,5y 7.

Hasta el momento sélo contamos con el estudio a nivel cualitativo, por lo que para hacer
las comparaciones entre la propagacion de ondas lineales no-isotérmicas con las
isotérmicas con y sin efectos de pared, es necesario contar con datos experimentales y

realizar las simulaciones numéricas.

8.2 Jerarquia de ondas

8.2.1 Ecuaciones del modelo
Se seguiran las mismas hipoétesis descritas en las ecuaciones del modelo en los Capitulos

precedentes, 4, 5y 7. Por lo que no las escribiremos nuevamente aqui.
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El conjunto cerrado de ecuaciones no-lineales promediadas dado por la Ec. (6.45) a la Ec.

(6.50) para las variables dependientes {g, p.V,, V. T, ,Ts} ,

0 0 0
pg(Pg’Tg)agg_"pg(Pg’Tg)Vg 589+8gpg(Pg’Tg)§Vg
0 oP 0 oT 0 oP 0 oT
e, Py 9, Py g +59Vg Py 9, Py 9 -0,
8Pg ot aTg ot 8Pg 0z aTg 0z
TQ PQ TQ PQ
(8.1)
0 0 0
—p.—&. —pVN.—¢_ +p.ec.—V. =0, 8.2
psatg ssazg pssazs ( )
PTaV PTVaV aPT F. =0 8.3
ggpg(g’ g)a g+ggpg(g’ g) 95 g+gga g Tl T Fgw =Y, (8.3)
0 0 0 0
ep.—V. +epV.—V. +e. —P, -d's.—e +T._+F, =0, 8.4
sps(ats SSSaZS sazg sazg Ts TswW ( )
0 0 0 0
€4Py (Pg’Tg)Cpg aTg &€ Pq (Pg’Tg)Cngg ETQ —& apg —gng Epg + ETg + ETgW =0,
(8.5)
0 0 _
gspscps ETS-'_gspstsVs ETS-'-ETS +ET5W =0. (86)
Aqui aparecen las funciones T, , T, E, ¥ E;, que se definen a continuacion,
T =F+p,(P,.T,) 0, (8.7)
T, =-F +(1—gg)[ps—pg(Pg,Tg)]g, (8.8)
6 —
ETg =_ETs =d_hi‘c“s (Tl _Tg)’ (89)

p

donde F es la fuerza promedio local ejercida por el fluido en las particulas y g es la fuerza
gravitacional por unidad de masa. F, y F, corresponden a la fuerza de arrastre del
fluido y de las particulas sélidas en la pared del tubo, respectivamente. Estas fuerzas, junto
con F son modeladas de tal forma que sus principales dependencias permanezcan

explicitas:
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F = e, (Vg —Vs), (8.10)

Frgw :ﬂgwp@l(Pg’Tg)ng’ (8.11)
Frow = Bow PooVs” (8.12)
Ergw = O (Tu =T, ). (8.13)
Erw =0 (Ty -T.), (8.14)

donde ﬂ=(3/4dp)CngUt es un parametro de interaccion. En este Capitulo no se

tomaron en cuenta el efecto de masa agregada (Jackson, 1985) y el efecto de viscosidad
efectiva en el régimen de fluidizacion denso (Jackson, 1985; Liu, 1982 y Homsy y col.
1980).

. 2 4 :
Los coeficientes g, = % fw Y Gy = %hkw , son las funciones de arrastre en la pared y
t t

de la transferencia de calor de cada una de las fases con la pared, con k :{g,s}, que
involucran tanto el factor de friccion de arrastre f,, , como el coeficiente de transferencia
de calor h,, y el diametro interno del tubo D,. Los granos sélidos son incompresibles,

entonces p, = p,, s una constante. La principal caracteristica del presente Capitulo es la

evaluacion del efecto de la pared en las estrategias de modelado.

8.2.2 Enunciado del problema
La Ec. (8.1) a la Ec. (8.6) son linealizadas alrededor de un estado base (subindice cero)

mas una pequefia perturbacion tal que &,=g+&, P, =P, +pP, V,=V,+V,,

Vi=Vo+V, T,=T,+T, y T =T,+T,. Para obtener jerarquias de onda de

perturbaciones para ambos modelos, el no-isotérmico-incompresible y el no-isotérmico-

compresible. Estas ecuaciones son representadas en forma matricial como
u=(e p v, v, T, T.) (8.15)

S
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el vector de perturbaciones para el sistema linealizado de EDP de primer orden:

Ba—u+C@+D**u=0, (8.16)
ot 0z

donde las matrices B, C y D~ de tamafio 6x6, son los coeficientes linealizados de la
Ec. (8.1) a la Ec. (8.6) y estan dadas en los Apéndices L (B,C) y O (D). Las derivadas
espaciales de las perturbaciones de velocidad v, y v, pueden obtenerse de las ecuaciones
de continuidad, luego se sustituyen en las ecuaciones de momentum y en las ecuaciones de
energia para llegar asi a cuatro ecuaciones linealizadas, dos de segundo orden Ec. (8.17) y
Ec. (8.18) y dos de primer orden Ec. (8.19) y Ec. (8.20) para las perturbaciones de la
fraccion volumen (g) para las perturbaciones de la presion (p) para las perturbaciones

de la temperatura del gas (Tg) y para las perturbaciones de la temperatura del sélido (Ts) :

8.2.3 Estructuras ondulatorias

Partimos del conjunto de ecuaciones representado como:

(Lpule).gq{l_3 +512(K1+F)} p— ol (K +T)T, =0 (8.17)
(L+A,)e {Lg +812(K2)} P —pf (K)T, =0 (8.18)
L& +Lgp — (L +I1,)T, =0 (8.19)
L, +L,T, +[L,+E]T, =0 (8.20)

donde los operadores diferenciales L, L,, L,, K, y K, estan definidos en el Capitulo 4,

Ec. (4.9) a la Ec. (4.13) y la influencia de la friccion en la pared dada por los operadores

A, A,, T', estan definidos en el Capitulo 5, Ec. (5.14) a la Ec. (5.16). Los operadores L,,
L., L, Ly, L, estan definidos en el Capitulo 7, Ec. (7.13) a la Ec. (7.17) y la influencia

de la pared en el modelo no-isotérmico esta dada por dos funciones adicionales:

M,=0,,, (8.21)
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B =0 - (8.22)

Que representan la ponderacién del coeficiente de transferencia de calor entre la fase g y s,
con la pared del tubo respectivamente con el area interfacial especifica, evaluadas en el
estado base.

Seguiremos el mismo procedimiento de eliminacién de variables de la subseccion 7.2.3

para obtener las ecuaciones que describen las perturbaciones en {g, p, T, ,TS} .

El conjunto de ecuaciones dado por la Ec. (8.17) a la Ec. (8.19) es independiente de la
Ec. (8.20); esto es, podemos resolver el sistema de EDP para {g, p,Tg} y con estas soluciones
resolver para T, en la Ec. (8.20).

Primero eliminaremos a ¢ en la Ec. (8.17) a la Ec. (8.19) para obtener un sistema de dos

ecuaciones para las variables: {p,T,}.

Luego entonces, despejamos el término que tiene a T, en la Ec. (8.20),

(L10 +E‘l)Ts =-Le—-LT,. (8.23)
Esta ecuacién gobierna las perturbaciones de la temperatura del soélido, una vez que se

conocen las perturbaciones de fraccién volumen de gas y de la temperatura del gas.

Resolvemos en la Ec. (8.19) para ¢,
Le=—Lsp+(Ls +H1)Tg. (8.24)

Ahora aplicamos el operador L, a la Ec. (8.17) y a la Ec. (8.18) para luego sustituir
la Ec. (8.24) y obtener dos ecuaciones para {p,T, }:
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L3L4—(L1+A1)L6+S—7;L4(K1+F)} p+[ (L +A) (L +11,) = pgoff (K, +T) L, ]T, =0,

(8.25)

LL, — (L, +A, )L +Sl2 L4K2} p+[(L+A,) (L +11,) = pyo A LK, [T, =0. (8.26)

Posteriormente aplicamos el operador {I_gL4 —(L+A)L +Sl2 L, (K, +F)} a la Ec. (8.26)

y el operador [L3L4 —(L+A,) L +Slz L4K2} a la Ec. (8.25), luego restamos la segunda de

la primera para tener la siguiente ecuacion para T, :

{(l_2 —L1+A2—A1)L3—sl2 (L+A)K, —(L+A,)(T+ Kl)]}(l_8 +11,)

_pgoﬁ/ {(Kz - Kl—F)L3L4 _[(L1+A1)K2 _(Lz +A2)(F+ Kl):' Le}

LT, =0.(8.27)

Puede  obtenerse la  ecuacion para p al  aplicar el operador
[(L2 +A,) (L +11,) = po B, L4K2] a la Ec. (825 'y el operador
[(L+Ay) (L +11,) = pyo B, (K, +T) L, | alaEc. (8.26) y restando la segunda de la primera

se obtiene una ecuacion equivalente a la Ec. (8.27) pero para la perturbaciénen p.

Si eliminamos a p de la Ec. (8.17) a la Ec. (8.19), obtenemos un sistema de dos EDP para

{g,Tg} . Para lo cual, primero resolvemos en la Ec. (8.19) para L p:

Lep=(Lg+11,)T, — L& (8.28)

y sustituimos en la Ec. (8.17) y en la Ec. (8.18), a las cuales se les ha aplicado previamente

el operador L, para obtener un par de ecuaciones en {g,Tg} :
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‘:(L1+A1)L6 ~LL-L L, (K, +r)}g
> (8.29)

+[L3(|_8+Hl)+slz(L8 +Hl)(Kl+F)—pgoﬁVL6(K1+F)}Tg =0,

[(Lz +A2) L — LiL, _lzL4K2:|‘9
> (8.30)

+[I_3(L8 +Hl)+slz(|_8+nl)|<2 — Pyl |_6K2}Tg = 0.

Puede obtenerse la ecuacion para T, al aplicar el operador {( L,+A,)L-LL, —12 LAKZ}
s

alaEc. (8.29) y el operador [( L+A,) L —LL, —Slz L, (K, +F)} a laEc. (8.30) y restando

la segunda de la primera se obtiene,

{(LZ—L1+A2—A1)L3—512 (L1+A1)K2—(L2+A2)(F+Kl)]}(LB+Hl)

Pyl {(K2—Kl—F)I_3L4—[(L1+A1)K2—(L2+A2)(F+ Ky)] L6}

LT, =0.(8.31)

Asimismo, podemos encontrar la ecuacion para & al aplicar el operador

[LS(LS+Hl)+slz(L8+Hl)K2—pgo,6(,L6K2} a la Ec. (829 'y el operador

[La(Lg+1_[1)+312(L8+Hl)(K1+F)—pQOA,L6(K1+F)} a la Ec. (8.30) y restando la

segunda de la primera se obtiene una ecuacion equivalente a la Ec. (8.31) pero para ¢ .

Finalmente, eliminamos a Tg de la Ec. (8.17) a la Ec. (8.19), con lo que obtenemos un

sistema de dos EDP para {g, p}. Resolvemos para el término que tiene a T, en la

Ec. (8.19),

(L+IL)T, =Les+Lgp. (8.32)
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Posteriormente, sustituimos la Ec. (8.32) en la Ec. (8.17) y en la Ec. (8.18), a las cuales

previamente se les aplic el operador diferencial de primer orden (L +1I1,) para obtener el

conjunto de dos ecuaciones para {g, p} :

I:(L1+Al)(L8+Hl)_pg0ﬂV (K, +T) L4]‘9
+KL3 +SLZ(K1+I’)}(L8+H1)—,OQOA, (K, +T) L% p=0, (8.33)

[(Lz +A,)(Lg +H1)_Pgoﬁv|-4K2:|‘g

+{(L3+S%K2](Le+ﬂl)—pgoﬂvLGKz}p=0, (8.34)

ahora le aplicamos el operador [(L2 +A2)(L8+Hl)—pgo,6(,L4K2] ala Ec. (8.33)y le

aplicamos el operador [(L1+Al)(L8+H1)—pg0ﬁ,L4(Kl+F)] a la Ec. (8.34). Luego

restamos la ultima de la primera para tener:

{(l_2 —L+A, —A1)|_3—Slz[(L1+A1)K2—(L2 +A,)(T+ Kl)]}(LS +11,)

_pgo:&/ {(Kz —Kl—F)L3L4 _[(L1+A1)K2 _(Lz +A2)(F+ Kl):| Ls}

(Ly+1I1,) p=0.

(8.35)

Analogamente, puede obtenerse una ecuacién para ¢ al aplicar el operador

(L3+512KZJ(L8+1‘I1)—/)QOA,L6K2} a la Ec. (833 'y el operador

‘(L3+SLZ(K1+F)](L8+Hl)—pgo,a,L6(Kl+F)} a la Ec. (8.34).

Luego restamos la Ultima de la primera para tener la misma Ec. (8.35) pero aplicada a ¢ .
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En la siguiente tabla estdn concentrados los principales resultados encontrados al aplicar el

procedimiento de eliminacion de variables:

Tabla 8.1. Ecuaciones de perturbacion obtenidas al eliminar una variable con el
modelo no-isotérmico con efectos de pared.

Variable eliminada Ecuacién para las perturbaciones
P LLYp=0 LLOT, =0
p LLYe=0 LLET, =0
T, (L +11,) e =0 (L+11,)L7p=0

Al eliminar ¢, tenemos las dos ecuaciones: L,L§p=0y L,LT, =0 y ya que el operador

L, es algebraico y ademas constante (L4 ;tO), dividiendo por L,, se obtiene el par de

ecuaciones simplificado:

L'p=0
y
LT, =0

donde Il,? es el operador de quinto orden definido por:

{(Lz—L1+A2—A1)L3—812[(L1+A1)K2—(L2+A2)(r+ Kl)]}(Ls +11,)
_ngA/ {(Kz_Kl_F)L3L4_|:(L1+A1)K2_(Lz +A2)(F+Kl)]|‘6}

L) = . (8.36)

Luego al aplicar el operador ij) alaEc. (8.23):

(Llo +El) LSE)TS :_LA[LSE)‘C"]_ L [I-S/\E;)TgJ
y usando los resultados encontrados anteriormente tenemos que:

(LZLO +El) L\(ls)Ts :O'
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Entonces, podemos escribir en forma general que:

{(LZ—L1+A2—A1) —SLZ[(L1+A1)K2—(L2+A2)(F+Kl)]}(L8+Hl)
_pgoA/ {(Kz_Kl_r)L3L4_[(Ll"‘Al)Kz_(Lz"‘Az)(r"' K1)] Le}

W, =0, (8.37)

donde w, =[&,p.T,.(Ly+Z)T, |.
Esta es una EDP de quinto orden para y, , siendo u, alguna de las perturbaciones

{g, P Ty (Lo +EI)TS} que aumento de cuarto a quinto orden por los efectos térmicos. Esta

ecuacion puede escribirse en una forma en la que estén separados todos los efectos:

incompresibilidad, compresibilidad, termicidad, pared-iso-térmica y pared-térmica:

[(LZ—H)LS—S%(MKZ—LZKJ}LB
_pgolg\/ {(Kz - Kl) LL, _[(Lle - LZKl)] Le}

Wy

'{(Az ~A)L _Slz[(AlKZ -AK)—(L, +A2)F]}L8
Wy

>_pg0ﬂ\/ {—L3L4F—I:(A1K2 _AZKl)_(LZ +A2)r] Le}

o T NN (e (R N RS (IO IL3Y) | A ™

[(LZ—H)LS—S%(MKZ—LZKJ}LS

oo {(Kz =Ky Ly ~[(LK, - LK, )] L
+ +{(A2 —A)L, —Slz[(Ale — AK) (L, +A2)F]} L, y, =0.(8.38)
~PyolBs {~LLT=[ (AK, = AK ) =(L, + A, )T L}

_+{[(L2 -L)+(A, _Al)] L3—SL2|:(L1+A1)K2 —(L+A,)(T+ Kl)]}nl_
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En la Ec. (8.38) se pueden apreciar todos los modelos estudiados hasta el momento en las

siguientes combinaciones:

a) Isotérmico, incompresible y sin tomar en cuenta la pared-isotérmica.

b) Isotérmico compresible y sin tomar en cuenta la pared-isotérmica.

c) Isotérmico, incompresible y tomando en cuenta a la pared-isotérmica.

d) Isotérmico, compresible y tomando en cuenta a la pared-isotérmica.

e) No-isotérmico, incompresible y sin tomar en cuenta a la pared.

f) No-isotérmico, compresible y sin tomar en cuenta a la pared.

g) No-isotérmico, incompresible y tomando en cuenta a la pared-isotérmica.
h) No-isotérmico, compresible y tomando en cuenta a la pared-isotérmica.
i) No-isotérmico, incompresible y tomando en cuenta a la pared-térmica.

J) No-isotérmico, compresible y tomando en cuenta a la pared-térmica.

La metodologia disefiada nos ha permitido generar modelos en los cuales se pueden
discriminar las contribuciones de cada efecto y con esto, medir el impacto que éste tiene en
la dinamica del sistema; esto es, obtuvimos un modelo compresible en el cual estan
separados los efectos de incompresibilidad y puede obtenerse el caso asintético
correspondiente a partir del compresible. También, al incorporar el efecto de la pared del
tubo, separamos la dindmica de interaccion de las fases con la pared del comportamiento
en el centro del tubo. Ademas, al incorporar la termicidad, pudimos obtener un modelo
mas completo en el cual estan separados los efectos en tres partes: parte incompresible,
parte compresible y parte térmica, sin que haya efectos combinados, lo cual se debe al

proceso de linealizacion.

Finalmente, hemos incorporado el efecto de la pared del tubo en el modelo no-isotérmico
obteniendo asi la Ec. (8.38), donde estan separados los efectos también, pero es demasiado
complicado expresar aqui el desarrollo en términos de pardmetros originales como en los
casos anteriores por la extension de los operadores que intervienen.

Sin embargo, en esta ecuacion pueden recuperarse como caso particular todos los casos

estudiados anteriormente al tomar el limite apropiado.
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Incompresibilidad:

Para obtener el limite de incompresibilidad, termodindmicamente se requiere que la

velocidad del sonido tienda a infinito. Esto es, si partimos de una ecuacion de estado de la

forma p, = p, (P, ), la definicion de la velocidad del sonido es:

d,og 1
=2

dP. s

9

, (8.39)

donde s es la velocidad del sonido en el medio puro, entonces si s — oo, Se tiene que:

dp,
dpP

g

=0

por lo que, p, es constante y sabemos que esta es la condicion que debe satisfacer un

fluido incompresible.

Isotérmico sin pared:

La condicion de no tomar en cuenta la friccion en la pared del tubo equivale a tomar el

factor de friccion de la fase k con la pared del tubo como cero; esto es, f,, >0 y ya que

2 -
B :% f. » entonces S, — 0. Los operadores de pared A,, A, y I', definidos en la
t

Ec. (5.14) a la Ec. (5.16) son proporcionales a £, , lo cual implica que también puede

tomarse el limite cuando A, >0, A, >0y I' > 0.

Pared adiabatica, aislante del calor o atérmica:

Para conveccion forzada de un fluido sujeto a diferencias de temperatura moderadas, el
flux de calor por unidad de area g, puede considerarse como proporcional a la
diferencia de temperatura AT =T,, —T, . Esto fue descubierto por Newton que infirié que
Qo < AT . Asi llegamos a la ley de enfriamiento de Newton:

qgonv = hyy (TW —T ) !
donde h,, se conoce como coeficiente de transferencia de calor, con unidades de W-m™

o Btu-ft?-h?oF?,
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Entonces h,, es dimensional y asi su valor depende de las unidades utilizadas. La forma
adimensional tradicional de h,, es el nimero de Nusselt, el cual puede definirse como la

razén del transporte de calor por conveccion en el fluido a la transferencia de calor por
conduccion bajo las mismas condiciones.

Considere una capa de fluido de espesor L y diferencia de temperatura T, —T, . Suponga

que la pelicula se mueve en forma tal que ocurre la conveccién, el flux de calor seria,

q(,:,onv = th (TW _Tk ) ' (840)
Si por otro lado, la pelicula esté estancada, el flux de calor seria completamente debido a la
conduccion del calor a través de la pelicula:

dT
(T =T ) =k, o (8.41)

Definimos al nimero de Nusselt como la razén entre las dos:

qw (conveccion)  h,, L
Qs (conduccion) — k,

Nu,

Un ndmero de Nusselt del orden de la unidad indicaria un movimiento lento poco mas
efectivo que la conduccion en el fluido puro. Un numero de Nusselt grande implica una
conveccion muy eficiente.

Igualando la Ec. (8.41) con la Ec. (8.40), obtenemos que:

dT

k2
“ dz

= th (Tw _Tk ) )
de aqui podemos estudiar dos casos de importancia:

e Pared adiabatica, h,, >0y (;—T =0.
z

e Pared isotérmica h,, oo y T, =T, .

Como I1, y =, son proporcionales a h,,, , entonces la condicion fisica de tomar a la pared

como adiabatica h,,, — 0 es equivalente a la condicion de que I1, y =, tiendan a cero.
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A continuacion expresaremos los diez modelos obtenidos a partir de la Ec. (8.38).

Para ser sistematicos, empezaremos de abajo hacia arriba de los mencionados
anteriormente; esto es: i, h, g, f, e, d, ¢, b, a.

i) No-isotérmico, incompresible y tomando en cuenta la transferencia de calor en la pared
(pared conductora del calor o pared térmica).

Limite cuando la velocidad del sonido es infinita: s—>o (con esto se recupera la
hip6tesis de incompresibilidad).

|I (L-L)LL H
_ngﬁV {(Kz - Kl) LL, _[(L:LKZ - LZKl):| Le} o

(Az _Al) L3L8
" ~Pgol {—L3L4F—E(A1K2 _AzKl)_(LZ +A2)F:| LG} "

+[[[(L2 —L)+(A, _Al)] Lan1]|%/

(Lz - Ll) I-sl-s

—Pgoly {(Kz B Kl) LL, _[(Lle - LzKl)] L6}
+H+(A, = A ) Lk y, =0 (8.42)
~PyolBs {—L3L4F—[(A1K2 —A,K;) (L +A,)T ] LG}

+{[(Lz _L1)+(A2_A1)]L3_slz (L1+A1)Kz_(|-2 +A2)(F+ Kl):l}nl
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h) No-isotérmico, compresible y tomando en cuenta los efectos de friccion en la pared,
pero no los efectos térmicos en la misma (pared adiabatica) (pared aislante del calor o

pared atérmica).

Limites cuando los coeficientes de transferencia de calor entre las fases y la pared

tienden a cero: h,,, >0y ﬁgwo —0 (como =, y TI, son proporcionales a hy,, y hy,,,

entonces, el limite que debe tomarse es: =, -0 y IT, - 0).

[( Lz - L1) Ls _Slz(LiKz - LzKl)} Ls
_pgoﬂv {( K, - Kl) LL, _I:(LlKZ - LZKl)] LB}

Wy

N {(AZ -A) L _é[(Ale —AK;)—(L, +A2)F]} Lg

_pgoﬂv {—L3L4F—[(A1K2 _AzKl)_(Lz +A2)F:| I—e}

W, =0 (8.43)

g) No-isotérmico, incompresible y tomando en cuenta los efectos de friccion en la pared,
pero no los efectos térmicos en la misma (pared adiabatica) (pared aislante del calor o

pared atérmica).

Limite cuando la velocidad del sonido es infinita: s—oo (con esto se recupera la
hipotesis de incompresibilidad). Limites cuando los coeficientes de transferencia de

calor entre las fases y la pared tienden a cero: h,,, >0y ngo — 0 (como =, y I1, son
proporcionales a h,,, y ngo, entonces, los limites que deben tomarse son: =, —»0 vy

I1, > 0).

ﬂ (L-L)LL H
_pgoﬂv {(Kz - Kl) LL, _[(LlKZ - LZKl)] LB} W

(Az _Al) L3L8

+“pg°ﬁv {_L3L4F_[(A1Kz —AKp)—(L, +A2)F} LG}HLHN =0 (8.44)
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f) No-isotérmico, compresible y sin tomar en cuenta la pared (lecho “unbounded”).

Por las razones fisicas ya discutidas antes, deben tomarse los limites: =, — 0, IT, -0,

A,—>0, A, >0y TI'—>0). Ademas, y, —>y.

[(Lz—Ll)Ls—S%(Lle—LZKl)}LB
—Pyol {(Kz - Kl) L,L, _[(L1K2 - LZKl)] Le}

w=0. (8.45)

Este modelo corresponde al estudiado en el Capitulo 7.

e) No-isotérmico, incompresible y sin tomar en cuenta la pared (lecho “unbounded”).

Limites: s >, Z, —0, I[1, >0, A, >0, A, >0y I'>0. También, y, - y.

” (L-L)LL ﬂ iy
_pgoﬂv{(Kz_Kl)L3L4_[(L1K2_L2K1):|Le} v

Este modelo corresponde al estudiado en el Capitulo 7.

(8.46)

d) Isotérmico, compresible y tomando en cuenta la pared adiabatica o atérmica.

Limite cuando la expansion térmica es nula: &, -0, = -0y I1, > 0. Con y, — ¢.

[(LZ—M)LS—S%(WZ—LZKJ}D
J{(AZ -A)L, —Slz[(Ale - A,K) - (L, +A2)F]}p=0. (8.47)

Este modelo corresponde al estudiado en el Capitulo 5.

c) Isotérmico, incompresible, tomando en cuenta la friccion en la pared y considerando a la

pared como adiabatica o atérmica. Limites: 4, —0, s—>wo, 5 -0y I1, »0. Con

W —¢.
[(L-L)L]e+[(A,-A) L Jo=0. (8.48)

Este modelo corresponde al estudiado en el Capitulo 5.
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b) Isotérmico, compresible y sin tomar en cuenta la pared.

Limites: &, -0, s—> o, 5 -0, I, >0, A, >0, A, >0y T —0.Con y, > o.

[(Lz—Li)Ls—S%(LlKZ—LzKl)}(p:o- (8.49)

Este modelo corresponde al estudiado en el Capitulo 4.

a) Isotérmico, incompresible y sin tomar en cuenta la pared.
Limites: g —»0, s—>w, = —0, I, >0, A,—>0, A, >0 y I'>0. Ademas,
W, =@
[(L-L)L]e=0. (8.50)

Este modelo corresponde al estudiado en el Capitulo 4.

Como puede verse en todos estos casos, estan sepados los efectos incorporados en el
modelo, lo cual proporciona muchas ventajas, pues permite realizar estudios de anélisis de
estabilidad lineal y medir el impacto de cada contribucién del modelo en las estrategias de

modelado.
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Conclusiones

Se desarrollé un modelo hidrodindmico de dos fluidos de un lecho fluidizado gas-solido en
el régimen de fluidizaciéon rapida mediante la aplicacion de los principios locales de
conservacion y de balance para dos materiales puros (granos de solido y fluido continuo) y
se extendieron a cualquier lugar y tiempo al aplicarles técnicas de promediado espacio-
temporal. Luego, con la aplicacion de la segunda ley de la termodindmica a las ecuaciones
promediadas se obtuvieron restricciones a los términos de cerradura generados en el proceso
de promediado. Se separaron las contribuciones en estas restricciones debidas a los distintos

tipos de energia; esto es, energia cinética turbulenta, energia mecéanica y energia térmica.

Se planted una solucion al problema de cerradura mediante un modelo de celda al
considerar que las fases solida y fluida sélo interactian a traves de las fuerzas y de los
efectos térmicos y de disipacion de energia mecanica. Se revisdé que las cerraduras
encontradas cumplieran con las restricciones impuestas por la segunda ley de la

termodinamica para modelos multifasicos.

Se mostrd que la descripcidon en términos de promedios espacio-temporales que aqui se
presentd, permite obtener una ecuacion de estado en donde se incorporen correcciones a
primer orden o adrdenes mas elevados en las desviaciones de las variables de estado. Esta es
una diferencia sustantiva entre la descripcion con promedios espacio-temporales de
sistemas multifasicos y la descripcién en términos de la teoria cinética extendida a medios
granulares que aplica Gidaspow (1994). La teoria de medios granulares presenta muchas
ventajas, como el poder describir la generacion de burbujas en un lecho fluidizado (Ding y
Gidaspow, 1993), pero también hereda las desventajas y limitaciones de la teoria cinética de
los gases, como lo es la posibilidad de obtener una ecuacion de estado que describa un
comportamiento mas alla del gas ideal (Garcia-Colin y col., 2011). No obstante, aunque es
posible obtener la ecuacion de estado con términos adicionales por la correccion a primer
orden en las desviaciones de las variables de estado, en este primer estudio no se
consideraron y se utilizo la ecuacion de estado del gas ideal. Dejando la descripcion del
comportamiento del gas en términos de descripciones termostaticas mas complejas que la

del gas ideal para estudios posteriores.
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Con el estudio de la dinamica ondulatoria se confirmé la hipotesis de que la
incompresibilidad implica que las ondas de presion viajan en el sistema con velocidad
infinita, lo cual fue reportado también para sistemas multifasicos por Bouré (1988).
Asimismo, se estudio el comportamiento no-isotérmico utilizando cerraduras consistentes
con la segunda ley de la termodinamica para representar adecuadamente la disipacion de la
energia entre las fases. Estableciendo la analogia con los sistemas isotérmicos, se propone
que considerar isotermicidad implica que la respuesta térmica del sistema, incluidos los
efectos de disipacidn viscosa, se propagan en el sistema con velocidad infinita de tal manera
que son transferidos instantdneamente a los alrededores y no hay un incremento en la

temperatura.

Se establecié la estructura ondulatoria lineal en una dimension en lechos fluidizados
rapidos para dos modelos: uno incompresible y uno compresible. Se mostr6 que el modelo
incompresible estd embebido dentro del modelo compresible y se recupera en el limite
s —oo. Este modelo, expresado para perturbaciones de la fraccion volumen, tiene una
estructura ondulatoria tipica de segundo orden, aplicada a una derivada espacial de

segundo orden de las perturbaciones de presion.

El modelo compresible es la suma de la misma estructura ondulatoria incompresible més la
compresible. Esta Gltima contribucion consiste de operadores ondulatorios de cuarto y
tercer orden, asi como de una onda degenerada de segundo orden, todos ellos multiplicados
por s. Sin embargo, la onda de cuarto orden es muy pequefia y puede despreciarse

excepto para fracciones volumen de sélido inferiores al valor limite ¢ .., que para el

sistema de FCC es de 0.0002 y para la arena es de 0.0050. La onda compresible de tercer
orden es del mismo orden de magnitud que el término de segundo orden incompresible y
que el término degenerado de la onda de segundo orden del modelo incompresible, el cual
incorpora el efecto de la gravedad, es de alrededor de un orden de magnitud mayor que la

de tercer orden.
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El modelo con parte explicita incompresible y compresible esta dado en la Ec. (4.28), pero
también puede reagruparse para obtener una expresion equivalente con s6lo un operador
diferencial para cada uno de los érdenes de derivadas, Ec. (4.29). La derivada espacial de
segundo orden en la onda de primer orden del operador incompresible, puede pensarse
como una estructura ondulatoria degenerada, ya que se obtiene del operador de tercer
orden compresible bajo la condicion limite de que la velocidad de propagacion del sonido

se vuelva infinita.

Se desarroll6 un andlisis de estabilidad basado en el criterio de Whitham de jerarquias de
onda. Se mostrd que las rapideces de propagacion son ordenadas de tal forma que

o >C>a,>C,>a, Y o, >1n, >a,. Se obtuvo también un criterio para la frontera
inferior del nimero de onda x,. Puesto que el efecto de compresibilidad aumenta la

estabilidad del modelo incompresible, el criterio de Liu fue extendido para incorporar la
parte compresible. Por lo tanto, el efecto de compresibilidad puede estimarse al extender la

region de estabilidad, resultando despreciable esta extension.

Los dos sistemas seleccionados para ilustrar esta evaluacion del efecto de compresibilidad
fueron un sistema de catalizador de FCC-vapor de agua y un sistema de arena-aire. Su
comportamiento es muy diferente ya que sus particulas sélidas difieren ampliamente. El
sistema de FCC es principalmente conducido por el fluido, mientras que las particulas

solidas mas pesadas en el sistema de la arena se comportan mas independientes.

Todas estas caracteristicas muestran una gran influencia de la compresibilidad del gas para
el FCC, expresado en el término de segundo orden incompresible por un coeficiente
ondulatorio de tercer orden grande y un tiempo de relajacién despreciablemente pequefio.
En contraste, para fracciones volumen de sélido pequefias, el tiempo de relajacion en el
sistema de la arena es un orden de magnitud mayor que para el sistema del FCC. En este
caso el coeficiente de tercer orden compresible es solo la mitad del de FCC y el coeficiente
del efecto de la gravedad en el término de la compresibilidad del gas es mas de dos veces

importante.
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El comportamiento de las rapideces de propagacion es afectado por las diferencias en la
dindmica del FCC y de la arena. Para el FCC la rapidez de propagacion de la onda de
primer orden a esta localizada en medio de las rapideces de propagacion de las ondas de
segundo orden ¢, y ¢, mientras que para la arena, hay un desplazamiento de c, y ¢, hacia
valores mas pequefios e incluso negativos, con valor mayor o menor a los dos valores ¢, y
Cc,. Las ondas de presion o, y a5, en el limite &, —0, se vuelven coincidentes
numéricamente a la velocidad de propagacion del sonido en el fluido. Mas aun, «, esta
cerca de la rapidez de propagacion de la presion experimental en todo el intervalo de ¢, y

se obtiene el mejor ajuste cuando U 0.

flow —
Ambos sistemas son linealmente estables de acuerdo con el criterio de Whitham, ya que las
rapideces de propagacion estan ordenadas y satisfacen una condicion decreciente sin

entrecruzamientos. El numero de onda minimo para alcanzar estabilidad da una funcion

quevade la6 m™, para muy diferentes valores de ¢, .

Es muy importante enfatizar que el efecto de compresibilidad del fluido es un efecto tan
importante como el médulo de compresibilidad del sélido en la estrategia del modelado.
También, la fuerza de gravedad en el efecto de interaccién de la compresibilidad del gas
aparece con la forma de una onda degenerada de segundo orden con so6lo una rapidez de

propagacion finita 7,, .

Es importante tomar en cuenta el efecto de la pared en las estrategias de modelado, como
se mostro en el Capitulo 5, su inclusién da mas estructura a las ecuaciones, ya que la onda
compresible de segundo orden pas6 de ser degenerada (parabdlica) a tener un operador
hiperbdlico con dos ondas de primer orden completas, donde la rapidez adicional que se
obtiene es debida a los efectos de pared y es altamente dependiente de la friccion de las
particulas solidas en la pared del tubo. Otro resultado importante es que la zona de
estabilidad lineal al considerar el efecto de la pared del tubo se amplia a diferencia de

cuando no se considera este efecto.
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En el Capitulo 6 hemos obtenido un modelo no-isotérmico cerrado y cuyas relaciones de
cerradura han sido validadas con la segunda ley de la termodinamica. La segunda ley no es
capaz de decirnos cual conjunto de cerraduras es correcto, s6lo puede detectar cuales
conjuntos de cerraduras son incompatibles con requerimientos fisicos especificos. Notamos
que el modelo para el flujo no-isotérmico compresible cumple con los requerimientos
fisicos implicados por la segunda ley de la termodindmica Ec. (2.41). En el modelo
obtenido se consideraron los efectos de la pared, lo cual permiti6 hacer analisis de estabilidad

que consideren la compresibilidad, la termicidad y las fronteras laterales o la pared del tubo.

A partir de un modelo térmico cerrado linealizado se establecio la estructura ondulatoria
lineal en una dimension en lechos fluidizados rapidos. Se mostré que en el modelo pueden
separarse las contribuciones de cada efecto. La parte incompresible, la parte compresible y
la parte térmica. Se obtuvo una ecuacion de onda de quinto orden donde estan
incorporados todos los efectos y se demostro que es la misma para las perturbaciones de
fraccion volumen, de la presion, de la temperatura del gas y en el caso de la temperatura
del solido es este operador ondulatorio de quinto orden actuando en una onda de primer
orden de la temperatura del solido.

Se extendio la estabilidad lineal con el criterio establecido por Liu (1982) al considerar
efectos térmicos. Los efectos térmicos incrementaron la importancia relativa a la onda de
primer orden de la parte compresible, volviéndola comparable para el FCC, mientras que

para la Arena se redujo.

Finalmente, se establecid la estructura ondulatoria lineal en una dimension en lechos
fluidizados rapidos para modelos que consideran distintos efectos: la compresibilidad de la
fase fluida, la termicidad y el efecto de la pared. Se mostré que al seguir la metodologia
desarrollada en esta tesis pudimos ser capaces de obtener un modelo lineal, representado
por una ecuacion de orden superior para las perturbaciones en la cual estan separadas las
contribuciones de los distintos efectos; esto es, la parte incompresible, de la parte compresible,
de la parte térmica y de los efectos de pared isotérmicos de los térmicos. Esta metodologia
permite evaluar la importancia de cada efecto por separado en la estrategia de modelado.
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También puede estudiarse el impacto que tiene cada efecto en la dindmica y en la
estabilidad lineal. Ademas puede observarse como es que pueden obtenerse los casos
asintoticos correspondientes a los ocho modelos mas sencillos representados en las dos

tablas siguientes.

MODELOS SIN EFECTOS DE PARED

EFECTOS Isotermicidad Termicidad
Modelo Modelo
Incompresibilidad Isotérmico- No-isotérmico-
Incompresible Incompresible
(Cap. 4) (Cap. 7)
Modelo Modelo
Compresibilidad Isotérmico- No-isotérmico-
Compresible Compresible
(Cap.4) (Cap.7)

MODELOS CON EFECTOS DE PARED

EFECTOS Isotermicidad Termicidad
Modelo Modelo
Incompresibilidad Isotérmico- No-isotérmico-
Incompresible Incompresible
(Cap. 5) (Cap. 8)
Modelo Modelo
Compresibilidad Isotérmico- No-isotérmico-
Compresible Compresible
(Cap. 5) (Cap. 8)
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Perspectivas

Una perspectiva fundamental de este trabajo es incorporar la turbulencia y las reacciones
quimicas de cracking catalitico en una unidad de FCC. Hacer estudios de Dinamica de
Fluidos Computacional (CFD) con software comercial como FLUENT (si es posible) o
alternativamente, utilizar bibliotecas de software desarrolladas en universidades
mexicanas, lo cual ademas serviria para enriquecer el software generado por nuestra

comunidad.
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Apéndice A
El promedio volumétrico y el promedio temporal
como casos asintoticos del promedio
espacio-temporal
Se consideran dos casos particulares del promedio espacio-temporal, el primero es el
promedio volumétrico (Whitaker, 1967, 1999; Slattery, 1967; Marle, 1967; Anderson y
Jackson, 1967) el segundo caso es el promedio temporal o de Reynolds (métodos

propuestos en 1883). Estos casos se recuperan como casos limite del promedio espacio-

temporal definido en la Ec. (1.17).

A.1. Promedio volumétrico

La condicion T — 0 nos da el promedio volumétrico como un caso asintético. Para probar

esto, considere la Ec. (1.21) en este limite

Mg( D (xt)_llg(])[ﬁj'”t] (X, o) (X t)dt’dv} (A.1)

Esto nos lleva a

(o) (X’t)_m{vim f, (x',t')dv}, (A.2)
donde

f, i% [ (Xeo)(x,t)dt. (A3)

Para introducir el limite bajo el signo integral, la funcion f; debe analizarse en el limite

cuando el tiempo de integracion T tiende a cero. Si pasa un intervalo infinitesimal de
tiempo (T es muy pequefio) y la region k se desplaza una distancia infinitesimal tal que, un
punto seleccionado (que no pertenezca a la interfaz) permanezca en el interior o en el

exterior de la fase k.
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Entonces la region temporal de integracién [t—%T, t+%T] y para t' cercano a t, que

implica que T —0. Por lo tanto, X, (X',t") pueda aproximarse por X, (X',t). Asi:

t+3
. ' - 1 ! ' rogr '
lim f; (x,t):llm)? WXk(x,t)ok (X', t")dt". (A.4)
En esta forma X, (x',t) no depende de la region de integracion ni de la variable con la que
se toma el limite. Por lo tanto, X, puede sacarse tanto del signo integral como del limite,

para tener:

I
t+

H ! ! H l ! ! ’
lim £, (x,t)=Xk(x,t)ygg? ,,.k (X',t)dt’. (A.5)

Si e, es continua, entonces es Riemann integrable y puede aplicarse el Teorema

fundamental del calculo para tener
lim f, (X, t) =X, (X, t)e (X,1). (A.6)

Este resultado es valido en toda la region k, excepto en un conjunto de medida cero, el cual

esta formado por los puntos de la regién interfacial.

El limite puede introducirse a la integral en la Ec. (A.2), si existe una funcion g, finita, que
sea Lebesgue integrable y que acote el valor absoluto del promedio temporal de e, (x',t’),
asi

(X)) <g,(x) y \%!‘(U) g, (X')dV <o, (A7)
El caso particular en que e, =p Yy p, = Pg/s2 para un gas ideal, vapor de agua
(s=655m-s) el cual se inyecta en la base del tubo a 11 atm [1 114 630 kg~(m~sz)_l}

y se expande a 3 atm [303 990 kg -(m -§° )1} en él. Si la presion a la entrada se toma como

cota superior y se usa este valor para obtener g,,
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5981 kg-m™® (A.8)

donde la funcién constante g, =2.5981kg-m™, acota a la densidad en todo el intervalo de

operacion, ya que a 3 atm la densidad sera menor.
Si se satisfacen estas dos condiciones, puede utilizarse el Teorema de la convergencia

dominada de Lebesgue (Stromberg, 1981):
lim IH =—IH lim : (x (A9)

El cual es valido si y solo si el ITing f. (x,t) converge en cada punto, excepto en un
—

conjunto de medida cero, como ocurre en este caso con la Ec. (A.6). Sustituyendo la Ec.
(A.6) enlaEc. (A.9):

lim = m =\%ﬂj)xk(x',t).k (x,t)dV . (A.10)

Utilizando la definicion de la funcion indicadora de fase, dada por la Ec. (1.6):

] 5 0o = [ (v i

o sustituyendo la Ec. (A.11) en la Ec. (A.1):
1 '
& (o) (x,t)=\7_mok (x,t)dV . (A.12)
%)
Ahora, se aplica el limite de ¢, cuando T tiende a cero en la Ec. (1.19).

lim({X,)(xt) =lime, (x.t)

T—0

leimvlm [%Hzxk (x’,t')dt’]dv. (A.13)

X, (X, t")dt'| < g,(x') y desarrollando la integral.
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El resultado es: 1< g, (x') y puede aplicarse el Teorema de la convergencia dominada de

Lebesgue en la Ec. (A.13) mediante los mismos argumentos acerca de la region k, para

tener:
IT'EJEK (x.t) ——j”dv

(A.14)

< |x<

sustituyendo la Ec. (A.14) en el miembro izquierdo de la Ec. (A.12), obtenemos finalmente

que:

(o) (%t :—m (A.15)

k7k

el cual es el operador promedio volumétrico intrinseco de fase aplicado a la funcion local e, .

A.2. Promedio temporal

La condicion 9" — & nos da el promedio temporal como caso asintético. Para probar
esto, la region % — R® esta definida con un volumen &, muy pequefio. Aplicando este

limite a la Ec. (1.21).
Jim (X, o )(x,1) ‘Z"L”/\Fm j X, (X,t') e, (X,t')dtdV (A.16)

cuando &, — 0.

Intercambiando el orden de integracién en el miembro derecho.
g (o) (x )= lim 2 [ £, (x.t)at (A17)
KA Tk ' 7> T VAT '
donde

f, (x,t')ivl X, (X\t) o, (X,t)dV . (A.18)
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Analizando la integral del limite de f, (x,t') cuando la regién de integracion ¥ se

colapsa a &/ . Para hacer esto, supongamos que para una region fija, en un intervalo de
tiempo T, la probabilidad de que un vector de posicion esté en la superficie de una
particula es cero. Esto significa que, una fotografia instantanea al tiempo t para una

posicion x' dentro de la regiébn &/ se colapsa a un punto X, este vector de posicion x’

permanece en %", de tal forma que Xk(x’,t’):xk(x,t’), excepto en un conjunto de

medida cero de t'.

lim f, (x,t')= X, (x,t') lim = m (A.19)

Vg 7 a/

Si e, es continua, entonces es Riemann integrable, tal que puede aplicarse el Teorema del

valor medio para integrales a la Ec. (A.19), para obtener:
!/ H 1 " !
Jim 1, (X t) =X, (xt )«y./'ﬂ}v.k (X", t')-V, (A.20)

donde e (x",t') estd evaluada en el punto x” el cual estd en 9. Esto significa que

€ yen el limite cuando la region 9 se colapsa a la region &/, x” tiende a X :

lim f, (xt") =X, (x,t")e, (x1), (A.21)

V-9

excepto en un conjunto de medida cero de t’.

Note que el Teorema del valor medio para integrales no puede aplicarse directamente en la

Ec. (A.18) yaque X, (X',t") no es una funcion continuaen 7.

El limite puede aplicarse bajo el signo integral si existe una funcion g, finita, que sea

Lebesgue integrable y que acote el valor absoluto del valor promedio en el volumen de

e, (X,t'); es decir:

1, (xt)<g,(t) y = [ g,(t)dt'<oo. (A.22)
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Si se satisfacen ambas condiciones, puede aplicarse nuevamente el Teorema de la

convergencia dominada de Lebesgue, para tener:

t+5 t+5
: ! !’ 1 : H !’ !
f, (x,t")dt == jl'inj f, (x,t')dt’. (A.23)

.1
lim =
77T

T
t—

Para el mismo caso de la densidad, e, =p, ¥y p, = g/sz. Puede tomarse la presion de

entrada como una cota superior de g, , entonces:

‘1 (] 2, (x,t)av| < = [[] 259810
v (%) v 7(x)

<2.5981 kg-m®,

que tiene la misma interpretacion que la Ec. (A.8).
Sustituyendo la Ec. (A.21) en la Ec. (A.23) y luego en la Ec. (A.17):

I
t+5

g (o) (x,t)=% [ X, (xt)s, (xt)dt'. (A.24)

.
t—3

Utilizando la definicion de la funcion indicadora de fase dada en la Ec. (1.6):

Tki
5

g (o) (x,t):%z [ o et (A.25)

o T
-7

Aplicando el limite a ¢, en la Ec. (1.19):

JZIjLny<Xk>(x,t): lim & (xt)

VT

N}

1
m —

= ~7l”i—>f/VT X, (x',t")dvdt’. (A.26)

7(x)

t+

t

N

Asi como también en la Ec. (A.22),

=l (x.t)av

7()

<g,(t') 61<g,(t).

Aplicando el Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue en la Ec. (A.26) y por

los mismos argumentos acerca de la region k:
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_T (A.27)

La Ec. (A.27) es una fraccion temporal y puede interpretarse como la fraccion de T en la

cual i elementos de la fase k, pasan por un determinado punto x.

Sustituyendo la Ec. (A.27) en el miembro izquierdo de la Ec. (A.24) y simplificando, se
obtiene el siguiente resultado:

<.k >k (x.t)= leki Z J-Z o (x,t)dt’, (A.28)

donde la region temporal T, indica el tiempo en el cual la fase k; esta presente. Esto
significa, si k representa particulas de catalizador, T, sera el tiempo en el cual i

particulas pasan por un punto dado. La Ec. (A.28), corresponde al tiempo promedio en un

medio multifasico.
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Casos asintoticos del campo de velocidad con promedio espacio-temporal ponderado

en la masa

En este trabajo se considera el flujo de particulas en un fluido, el cual se considera
compresible, por lo tanto es importante demostrar la ocurrencia de los casos asintoticos
anteriores para el promedio ponderado en la masa del campo de velocidad definido en la
Ec. (1.25). Para hacer esto, pueden extenderse los resultados encontrados en la Ec. (A.15) y
en la Ec. (A.28) para los casos asintoticos del promedio espacio-temporal al definir la

funcion e, como p, Yy p,V,, entonces en el limite cuando T tiende a cero:

| e
) m e

(A.29)

La Ec. (A.29) representa el operador promedio volumétrico intrinseco de fase ponderado

en la masa del campo de velocidad.

En el limite cuando la region 9 tiende a 7 y el volumen tiende a cero:

.
t+ﬁ

Z_[pkxt (x,t)dt

{vk}k=|i210<pk ) (xt) =% , (A30)

ijkxtdt'

Tkl

que es, justamente un operador promedio temporal ponderado en la masa para el campo de

velocidad de la fase k.
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Apéndice B

Analisis de promedios ponderados de desviaciones

En este Apéndice estudiaremos cémo se relacionan el promedio espacio-temporal de la

. -, . ~ \k .
desviacion de una variable ponderada en la masa <.k> y el promedio ponderado en la

k
masa de una desviacion en el espacio-tiempo {ok'} . Para lo cual tomaremos el promedio

espacio-temporal de la Ec. (1.27):

(o) ={{o)") + (5" (B.1)

utilizando la definicion del promedio ponderado en la masa dada en la Ec. (1.25):

o VK <pk.k>k k+; K
(o) <—<pk>k > (%) (8.2)

podemos sacar del promedio las cantidades promediadas teniendo en cuenta las

restricciones de escala siguientes (ver Seccion 1.5):

Para tener:

<.k >k _ <,0k . >k +<;k >k | (B.3)

0 hien

(o) ={o}" + ()" (B.4)

{'k}k = {<°k>k}k +{.k’} , (B.5)
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sustituyendo la definicidn del promedio ponderado en la masa dada en la Ec. (1.25):

(B.6)

tomando la descomposicion espacio-temporal de la densidad y considerando que

o,

< 1, se obtiene
<Pk

k

Podemos sacar del promedio las cantidades promediadas teniendo en cuenta las

restricciones de escala siguientes (ver Seccion 1.5):

Quedando finalmente:

que implica que:

(B.7)

(B.8)

(B.9)

(B.10)
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Apéndice C
Ecuaciones promediadas en el espacio-tiempo
El procedimiento general para obtener las ecuaciones promediadas es el siguiente:

1. Multiplicar la ecuacion de balance por X, ,

2. introducir la funcion indicadora de fase a las derivadas y
3. promediar usando el operador promedio espacio-temporal definido en la Ec. (1.17).

C.1 Ecuacion de conservacion de la masa

0 0 '
_<xkpk>+v'<xkpkvk>: pk(_,karVk'Vij - (C.1)
ot ot
Ahora, analizaremos el Gltimo término dentro del paréntesis:
%Xk +v,-V'X,,
- oX, ,
para lo cual utilizaremos la Ec. (1.10) en la forma P -w,,-V'X, , para obtener
0 , ' '
— XtV VX, =-w, - VX +V, VX
=(V—W,, )-V'X,. (C.2)
Introduciendo la Ec. (C.2) en la Ec. (C.1):
0 k k k
E(gk <pk> )"'V'(gk <pk> {Vk} ):rk (C.3)
0 bien, escrita en forma Lagrangiana como:
(C.49)

%(‘5} <pk>k)+‘9k <pk>k V'{Vk}k =T

Donde hemos hecho uso de las siguientes definiciones
<pk>k = <kak>/gk )
{Vk}k = <kakvk>/gk <pk>k ’
r= <pk (Vk —Wk()-V'Xk>,

siendo I, , el flujo de masa en la interfaz.
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C.2 Ecuacion de balance de cantidad de movimiento
0
a<xkpkvk>+v'<kakvkvk>_<xkpkgk>_v'<Xka>:
<Pka (Vk _Wk()'v’Xk>_<V’Xk 'Hk>

0 bhien

g(gk <Pk >k {Vk}k)+v'<xkpkvkvk>_5k <pk >k Ok _v'(gk <Hk>k)zrkvki +M,. (C.5)

Donde hemos hecho uso de la Ec. (C.2) y de las siguientes definiciones
k . k
{Vk} =<kakvk>/‘9k <pk> '

<Hk>k = <kak>/5k '

Oy i<Xk,0kgk>/‘9k <pk>k '
M, =—(IT,-V'X,),

Ly = <pkvk (Vk _Wk[)'v,xk>’

v,; es la velocidad de la fase k en el limite cuando nos aproximamos a la interfaz desde el

interior de la fase k . También utilizaremos la siguiente expansion:

(XeP NV V) = V.<kak (\7k +{vk}k)(\7k +{vk}k)>
- (o) v fu ) -m) | ()

donde I =—(X, 0V, ¥, )/ - Introduciendo la Ec. (C.6) en la Ec. (C.5), obtenemos:

0

a(gk <10k>k {vk}k)+v-(8k <Pk>k {vk}k {vk}k)—gk <pk>k 9,

_V-|:gk ((nk>k +11Ee)}=rkvki +M, (C.7)

0 bien, con ayuda de la ecuacidén de continuidad Ec. (C.3), podemos reescribir la Ec. (C.7)

en forma Lagrangiana como:

& <pk>k %{Vk}k —& <pk>k 0, —V-[gk ((Hk>k +er)} =T, (Vki —{Vk}k)+Mk . (C.8)
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C.3 Ecuacion de balance de energia total

§<kak (U +3v, -vk)>+V-<kakvk (U +3v, -vk)>—<Xk,okgk V)
_V.<Xk (l'[k .vk)>+V-(gk <qk>k)—gk <Qk>k =T, [Uki +%(Vk .vk)i:|+ E, +W,.(C.9)

Donde hemos utilizado la Ec. (C.2) y las siguientes definiciones:

(a) = (Xa)/s

<Qk> =(X\Q)/z,

<pk (U+3v, v )(vk—wk()-V'Xk>éFk[Uki+%(vk-vk)i],
{a - VX,)=E

(V'X, (I, - vk> “W,,.

Ahora analizaremos término por término de la Ec. (C.9).

Primer término:
§<kak (U, +3V,-v,)) :§<kak 0, +{UJ +3 (0 + v ) (v +{vk}k)}> ,
0 bien
§<kak(Uk+%Vk‘Vk)>:§[5k<pk>k({uk}k+%{Vk}k-{Vk}k+KkRe)] (C.10)

con las definiciones

El segundo término en la Ec. (C.9) es:
V'<kakvk (Uk +3 VeV )> =
V.<kak (vk +{vk}k)[Uk +{Uk}k +%(\7k Jp{vk}k).(\?k +{vk}k)}>=

V'[‘gk <pk >k {Vk}k ({Uk}k +%{Vk}k ‘{Vk}k + Kfe)"'gqu + &0y — &I '{Vk}k] (C.11)
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Con las siguientes definiciones:

I = _<kak€’k{]k>/gk'
El tercer término es:
<kakgk '(\7k+{vk}k)>:5k <Pk>k Ok '{Vk}k- (C.12)

El cuarto término es:

Donde

Finalmente, introduciendo las Ecs. (C.10)-(C.13) en la Ec. (C.9) obtenemos:

0

Slaa (U s vl k)]

V- g o) (v (U 3 v k) |-

Ve g () ) v -9 e (a) o)

+6,(Q) +& (p) G (Vi) +E AW + T [Uy +3(v, v, ), |- (C.14)

Donde of° =qf +0, +0y +0j.

Podemos reescribir la Ec. (C.14) en forma Lagrangiana con la ecuacion de continuidad
Ec. (C.3), como:

& <pk>k%({uk}k + v ) v )+ KkRe):V-[gk ((l’[k>k +er).{vk}k}
_v'|:gk (<Qk>k +qse)}+5k <Qk>k + & <pk>k Oy '{Vk}k +E,

TW, 1T, (uki U [ (vev), — v v - KkRe). (C.15)

NI
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C.4 Ecuacion de balance para la energia interna

§<kakuk>+v'<kakUka>+V'(5k <qk>k)_5k <Qk>k _<ank :V,Vk>:

ru,+g., (C.16)

donde hemos utilizado la Ec. (C.2) y las siguientes definiciones:

Analizando término por término de la Ec. (C.16).

Primer término:

2000 Sl 1) e

El segundo es:
V-<kakUka>:V-<kak (G +{u)) (v +{vk}k)>
:v.[gk () U v +q;)]. (C.18)
Donde g, i<xkpk0k\7k>/gk . Finalmente, introduciendo la Ec. (C.17) y la Ec. (C.18) en la
Ec. (C.16) obtenemos:

0

a(gk <Pk >k {Uk}k)"'v'(gk <pk>k {Uk}k {Vk}k)_'_v'[gk (<Qk>k +Q£)}—Ek <Qk>k

—(X I, :V'v,)=T U, +E,. (C.19)

Podemos reescribir la Ec. (C.19) en forma Lagrangiana con ayuda de la ecuacion de

continuidad Ec. (C.3), como:

2 <pk>k %{Uk}k +V'[5k (<Qk>k +ql: )J_gk <Qk >k _<Xka :V’Vk> =

T, (Uki —{Uk}k)+ E. (C.20)
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C.5 Ecuacion de balance para la entalpia
Partiendo de la ecuacion de energia térmica local y utilizando la definicién termodindmica

de la entalpia obtenemos:

i{IOK[HK _iﬂ"'vl'{pk[Hk _iJVk}*‘V"Qk —Q—II, :V'v, =0,
ot P Pk

desarrollando términos, introduciendo la relacion de comportamiento de Newton para los
esfuerzos totales y simplificando (utilizando la notacién de la derivada material de la
presion),

0
atf

(pH)+V'(pH V)~ 2 4V q, ~Q, 47, V'Y, =0.
Dt

Multiplicando esta ecuacion por la funcion indicadora de fase e introduciéndola a las
derivadas y aplicando el operador promedio espacio-temporal definido en la Ec. (1.17), se

obtiene la ecuacion de la energia térmica local expresada en términos de la entalpia:

Selo) 1 eV (XpHon) = (s (R v-(efan)')

D,
_<(pka —F>k)D—tk,xk>_<qk VX =6 Q) +(X, 1, : Vv, ) =0. (C.21)

Analizando el segundo término de la Ec. (C.21),

:v.[gk (<pk>k{Hk}k{vk}k+q;)} (C.22)

Analizando también el quinto término,

D D D
_<(pka_Pk)D_:,Xk>:_<pkaD_:,Xk>+<PkD_:,Xk>
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el ultimo término es una integral de superficie en la cual podemos utilizar la condicién de

frontera:

R =F en T (X,1)

y considerando la aproximacion:

P ~<Pk>i’

podemos escribir al sustituir 0X, /ot de la Ec. (1.8)

D D
_<(pka—a)D—;xk>=—Hkirk+<Pk>iﬁgk (C.23)

donde se ha sustituido la definicion:
<,0ka (Vk _Wk()‘vxk>i Hil -

Sustituyendo la Ec. (C.22) y la Ec. (C.23) en la Ec. (C.21) y reagrupando, se tiene que

g(gk (P (R )+ V- e (o) R ) |+ v e (@) +a0)
—£,(Q) —&5 2L (R -((R) -(Pk>i)%gk —H, T\ —E +(X,7,:V'v,)=0,  (C.24)

A\ i<Xklok|:|k\7k>/gk ,
<Qk 'V’Xk>i =

Desarrollando las derivadas en los dos primeros términos de la Ec. (C.24) y sustituyendo la

ecuacion de continuidad de campo promedio, tenemos:

aulp) SR+ [a(@) +ar) |- Q) —a o (R)

_(<Pk>k _<Pk>i)%gk T, ({Hk}k _Hki)_Ek +<Xka :V'vk>=0. (C.25)
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C.6 Ecuacion de balance para la entropia

k k
0
a(xkpk5k>+v-<kakSka>+V-£gk <$—:> J—gk <$—:> =

<v’xk .L‘;_k]>+rkski +(X,A), (C.26)

k

donde hemos utilizado la Ec. (C.2) y las definiciones:

)
) {2

<10kSk (Vk _ch)'lek>i ISy

Analizando término por término de la Ec. (C.26), el primer término es:

g(kakSk> :§<kak (S +{s.)" )> =§(sk (P {8"). (C.27)

El argumento de la divergencia en el segundo término:

<kak (SNk +{Sk}k)(\7k +{Vk}k)> = (gk <Pk >k {SNkvk}k)-i_(gk <pk >k {Sk}k {Vk}k)-(c-28)

Finalmente, introduciendo la Ec. (C.27) y la Ec. (C.28) en la Ec. (C.26) obtenemos:

%(ﬂ <Pk>k {Sk}k)+v-(5k <Pk>k {gkvk}k)Jrv'(gk <pk>k {Sk}k {Vk}k)

+V- [gk <$—:> J— & <$—:> = <V'xk (%D +T, S + (X, A ). (C.29)

Donde {§k\”/k}k = <kak§k\7k >/<9k {p)*. Podemos reescribir la Ec. (C.29) en forma
Lagrangiana con ayuda de la ecuacion de continuidad Ec. (C.3), como:

RS o (a o 50 o () |- (2) -

k

<V'xk -(?—k»“k (ski —{Sk}k)+<XkAk>. (C.30)

k
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Apéndice D
Derivacion del conjunto de ecuaciones

representado en la Ec. (2.40)

En la desigualdad de la entropia hay dos tipos de presiones: P, y (Pk>k. Estudiemos su

diferencia:

R—(R) =R ({8 . {p))-(R)". (D)

Considere la siguiente obtencion de la presion promedio, para lo cual expandiremos el
primer sumando del miembro derecho de la Ec. (D.1) mediante una serie de Taylor

alrededor del punto ({Sk}k ,(pk>k) ,

P, =R (Sw.o)=F ({Sk}k + k’<pk>k +pk,)

OP, k
I

oP,
<Pk>k ~ B+ (ﬁj
L Px

R [EJ (5.) ©3)
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Analizando ahora el término: <§k>k

(S,) = <pk'§k> . (D.4)

Esta ecuacion nos permite representar la diferencia entre los dos tipos de presion en la

Ec. (D.1) como:
Ak
k oP, <pk Sk>
Pe —(R) —Hﬁ] } : (D:5)
k K K
P {8} ()

. . k . . . .
Por lo que la diferencia B —<Pk> es cuadratica en las desviaciones y podemos aproximar

su diferencia a primer orden por cero:

R.—(R)" ~0. (D.6)

212



La temperatura del fluido en la ecuacién de la entropia promedio aparece en dos formas
., k . . . - ..
también: {T,}" y T,,. Estudiemos su diferencia, en forma similar a como lo hicimos con la

presion:

{(%H {n-to)ee 0.7)

Truncando la serie a primer orden y tomando el promediando ponderado en la masa de

ambos lados:

i i - k
{Tk}k ~ Ty + [ﬂj {Sk}k +[(ﬂj } {Pk'}
a3, Py
L Acdis ) (n) S s (o
k
~T + (?) {pk’} . (D.8)
L P Sk—{sk}kv<Pk>k

Como ya se demostro anteriormente:

k
Nk <pkpk>
(o} -0 L2

V2 >k

Por lo tanto, T,, puede remplazarse por {Tk}k.
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La generacion de calor en el volumen Q, aparece dos veces en la ecuacion de la entropia:
(XQ) Y (X, Q/T,). Analicemos la diferencia (escrita aqui en forma adecuada para que

sean dimensionalmente comparables) entre ambas:

k “ : s
(XQu)={T}" (X Qu/T) ={T} <XkQ{{TkT_ﬁ]>

e {(Qk ) <T—> +<QT_T>] (D.9)

Por otro lado,
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Entonces podemos reescribir la Ec. (D.9) como:

k’-rk
<kuk>_{Tk}k<kuk/Tk>:5k _<Qk>k <p >

y entonces (X, Q) —{T, }* (X,Q,/T,) =0, a primer orden en las desviaciones.

(D.10)

Aunque no es inmediatamente obvio, debe haber alguna relacién entre los flujos de energia

interna turbulenta q, y la ecuacion de la entropia, pero en formas algo diferentes.

Es util examinar la diferencia entre los términos donde esto ocurre.

Utilizando la relacion de Gibbs:

dU, =T,dS, - dp,,

k

& (0 {kak}k se puede representar como:

(D.12)
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por lo que

{Tk}k V-(sk <pk>k {S~k\7k}k)—v-(5kq£):

=v.{gk it aﬂ{vkpk'}k]—gk (o) 5.9, v (T} (D.14)

que puede aproximarse por

{Tk}kv.(gk<pk>k{s”kvk}k)_v.(gkq;)z—gk<pk>k{§kvk}k.v{Tk}k. (D.15)
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El término de flujo de calor g, aparece en dos formas en la ecuacion de la entropia,
(X, a) Y (X, /T,). Puede demostrarse que en el orden de aproximacion de este analisis,

la diferencia entre estos dos términos (escrita en forma adecuada para que sean
dimensionalmente comparables) puede relacionarse con el flujo de calor a través del

gradiente de temperatura.

ool ol o

=Vl g <{Tk}k—_quk>k —5k<%>k-V{Tk}k+gk <?_k>k'V{Tk}k—gk

— & <qk>k 'V{Tk}k

quedando finalmente:

1) v-{gk <$—k>k}v-[5k (a,)]=

v e |(Teq, k ot (Teq k-v{Tk}k—gk<QK>:-v{Tk}k.(D.le)
{ {<Tk >J] ) <Tk > )

Los primeros dos términos del miembro derecho son promedios espacio-temporales de

desviaciones ponderadas en la masa. De una forma similar a la desarrollada para el
promedio espacio-temporal de la desviacion de la entropia ponderada en la masa, estos
promedios pueden expresarse como el promedio de productos de desviaciones. Para el
orden de aproximacion de este andlisis tales términos se despreciaran. Por lo tanto la Ec.
(D.16) se reduce a:

T V-{gk <Q_k>k]v.[gk (a) |=-2 (0, VT (D.17)
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Similarmente la transferencia de calor interfacial aparece como transporte de calor

interfacial y como transporte de entropia interfacial.

<qk 'ka>_{Tk}k <?-_:'ka> = <Qk VX, [1_%j>
_<qk VX, —Tk __é:rk}k >

_ -I:k _ <-|:k>
_<qk VX, f>_<qk VX)) {Tk}k +hot. (D.18)

~ [ k
y como anteriormente ya demostramos que <Tk>k :—<pk Tk> /<pk>k. En el orden de

aproximacion que hemos estado utilizando, reducimos la Ec. (D.18) a:
k [ Qg ~
(o - VX, )= {T} <T—-vxk>~o. (D.19)
k
En las ecuaciones promediadas tenemos dos tipos de temperaturas promedio, (Tk>k y
(T}, analicemos como estan relacionadas:

-y =Tl

(X} (Xep)
<pk>k <Xka>_<kaka>

& </’k>k
{(p) X T ~XT,)
) & <pk>k
Sl n) el
) &(pi) ) & (P)

Por lo tanto:

(T ) —{T ) ~0. (D.20)
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Apéndice E
Evaluacion de la derivada del médulo de

compresibilidad del sdlido

Una cerradura conveniente para la presion promedio de la fase sélida en modelos de dos
campos de presion debe tomar en cuenta dos contribuciones. La primera es que el campo
de presion del gas ocurriendo en la posicion del sélido como si la particula sélida no
estuviera, conocida como la aproximacién hidrostatica; la segunda es un efecto colectivo

debido a la aglomeracion de las particulas sélidas, dando la fuerza tomada en cuenta por el

modulo de compresibilidad del solido. El resultado puede expresarse como P, = P, +d>(gs).

El primer efecto puede tomarse como una consecuencia directa de la consideracion
fundamental, conocida en hidrostatica como la base para demostrar los teoremas de
Arquimedes. El segundo término fue introducido para superar el mal planteamiento del
modelo al ajustar el modulo de compresibilidad del sdlido y después al proponer otras
relaciones (Gidaspow, 1994).

Para encontrar la funcion @; que garantice rapideces de propagacion reales, en el

discriminante de segundo orden del modelo incompresible, dado en la Ec. (4.21), debe ser

mayor o igual a cero. Después de algunas sustituciones se llega a

PsoPyo (Vgo —Vso )2 .

@, > (E.1)
E0Pso +8sopg0
Mas aln, considerando que &,,0,, << é&,p,,, la desigualdad también se satisface por
£ = py, (VgO -V, )2 (E.2)
y por lo tanto, puede proponerse la siguiente igualdad
£,®p = Epy0 (Vg —vso)z, donde &>1, (E.3)

que tiene la misma estructura que la propuesta por (Stuhmiller, 1977) para columnas de

burbujeo, desarrollada con la teoria de flujo potencial, con &=1/4.
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Apéndice F

Expresiones explicitas de las matrices

B, Cy D dadas en la Ec. (4.6)

b, b, 0 0
b 0O 0 O
B=| # (F.1)
0 0 by, O
0 0 0 by,
Cll C12 C13 O
c 0 0 c
c=| = 24 (F.2)
0 ¢, ¢c; O
C41 C42 O C44
0O 0 0 O
O 0 0 O
D= . (F.3)
d31 d32 d33 d34
d41 d42 d43 d44
d
Donde los coeficientes estan definidos en la Tabla F.1, con d—'Fo)g =57
g
Tabla F.1. Coeficientes de las matrices B, Cy D.
bll:ng’ Cll:pgong’ d31:ﬂ(850—80)(vgo—vso),
&, &,
blZ_S_(z)’ C12:Vgos_2’ dszzg[pgo(po)/po]'
b, =—p50, Ci3 = &xPy0 » Ay = Be &y,
by, = €0Pgor  Cu =—PsoVso > dy, =B,
b44 =&0Psor Cou = ExPso> d41 =_|:ﬂ(gso_80)<Vg0_VSO)+(psO_ng)gj|!
Cs, = &p d, :_5sog[pgo(po)/p0]’
Cy3 = E5Py0Vgo s dys =—d,, =—Peys, -
Chy = —&50Py,
Cpp =¢&5,
C44 = SOpSOVSO’
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Apéndice G
Sistemas de ecuaciones cuyas raices son las rapideces

de propagacion del Capitulo 4

Sistema incompresible de sequndo orden

(1_ &y ) pgngO *+ &0P5Vs0

C, +C,=2
: ' ’ (1_80)1090 +gopso

=P (G.1)

(l_ &y ) Pgngo + gopsovszo —& (1_ &y )QJ(’)

cc,=2
o (1_80)/%0 &y

= P, (G.2)

Combinando la Ec. (G.1) con la Ec. (G.2) se obtiene la ecuacion: ¢ - pc+ p, =0 cuyas

raices estan dadas por la Ec. (4.21).

Sistema compresible de cuarto orden

Mg T 1043 1y T 7141 = 2(Vgo +Vso) (G.3)

Pso (Vgo +4VgVo +v520)—(1—go)(1)6

NaaTay T 114341 + Maalaz T aalsz + Ma3llaz T Maxa2 = - (G.4)
PsoVso (Vg0 1 Vso _(1_‘90)@2)
NasMa3Maz + MaaMasMar T NaslazMar + NasMaMay = 2 ( : P ) Vo (G.5)
2 ’
PsoVso — 1-g)®
1144T143M 432700 = - ( 0) - ngo . (G.6)

pSO

Cuyas raices estan dadas en la Ec. (4.24) y en la Ec. (4.25).
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Sistema compresible de tercer orden

Mas+113 +11 =R (G.7)
Nasllzy + Mallzy + Mol = Py (G.8)
Nz = P (G.9)

donde los polinomios P,, k =1,2,3 son respectivamente:

&0 (46, —1)Vy0 + &, (1— &) ) Vg + &, (1_50)550 (Vgo + 2v50)+[,ogo -1+ go)pso}lg
A= =
8§+80(1—80)£:‘;
(G.10)
&0 (560 —2)Veg + 26, (1, ) VyoVyo + & (1—50)/’25" Vg (2vgo +sz)
go
1_ 2
- 2(:050\/50 _pgovgo + ‘C"Opsovgo); _EO(IOEO)CDE)
P, == r = = (G.11)
& +eg, (l—go)p:‘;
g (1-¢,)
&0 (26, —1)V3o + &, (1= & ) VigVeo + &, (1 &) Pso VoV —MVQOCD;J
pgo pgo
+[(l_€0)®6 _psovszo _(50,050 _pgo)vgo}z
P, = (G.12)
& +eg, (1—80)&
pgo

y cuyos valores son las raices (775,77, ) de la ecuacion ctbica

n”’—Bn*+Pn-P=0.
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Comportamiento completo (efectos compresible e incompresible) sistema de tercer orden

o +a,+o, =R (G.13)
SZ
a0, + a0, + o =P e (G.14)
s’a
a0, =P, S (G.15)

cuyos valores de las raices (al,az,a3) de la ecuacion cubica representada en la Ec. (4.30).
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Apéndice H
Expresiones explicitas de los componentes de

la matriz D" dada en la Ec. (5.11)

0O 0 0 O

0 0 0 0
D* = . (H.1)

d31 d32 d33 d34

d41 d42 d43 d44

Donde los coeficientes estan definidos en la Tabla H.1.

Tabla H.1. Coeficientes de las matriz D"

dy, = IB(gso _50)<Vgo _Vso) , d, = _[ﬂ(gso _50)(\/90 _Vso)+(pso _ng) g] ,
Pgo P Pgo P
d, :(,ngvgoz"'g)M' d,, :_gsogM:
Po Po
Ay = Beges, + Zﬂgwpgovgo , Az ==&y,
ds, =By, dyy = Besés + 2o PsoVso -
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Apéndice [

Coeficientes de la parte de segundo y tercer orden

compresible del modelo del Capitulo 5

2p, 1 Vv
MSl = _%_{goﬁswvso (ngo +V50)+(1_50)ﬂnggo [2\/50 +LOJ:| (Il)
-5 C, 2
M. = 21030 1 I 2 1 1 2 QWVQOq)E)
2 —_1—_ gOﬂsWVSOVgo (VgojL Vso)+( _50):ngvsovgo (VSO+V90)_( _‘90) -
—& CW L Pso
(1.2)
i 2.2 2 2 g
5 =— 2/050 i goﬂswvszovgo +(1_£0)ﬁngsovgo _(1_50) ﬁgWVqu)O (|3)
1_80 Cw 2 2p50
i 2¢, ., 22 (v +V )+35/3 v ]
0/7sw s0 go s0 0/~gw g0
go
v Pso — P
+2,ng (1_50)\/90 [%O'HIsoj_zﬂnggo %g
MzF% o o (1.4)
_Zﬂswvso Psog + sW ngso g0"s0 (Lo‘l‘\/so}
B(l-g) B(l-g) 2
1-&)g
~ 40, (1-¢&)Vgo + zﬂgwpgovgow_
L & P J
_ p. _
2, fy —2 Vszovgo + gwgovgo + Pow (1_‘90)V50Vg2;0
go
Pso — P s
_ﬂnggoug_zﬂswvgop—og
M. = 1 B B(l-&) (1.5)
2~ 5 )
B ZIBWﬂng 0V§0V20
S S S _2 1—8 V3
ﬂ(l—go) ﬂgW( 0) go
2 1-&, ¢
i +2 5w PgoVo E—OOE |
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Apéndice J
Ecuacion de estado de campo

promedio para la entalpia

La entalpia es una funcion de estado de la temperatura y de la presion:
Hk = Hk (Tk’ Pk)
0 bien, en términos de cantidades promediadas:

H, = H (T +{T} R +(R)).

Desarrollando en serie de Taylor alrededor del punto ({Tk }k ,(Pk>k) ;

oH. ) |
Hk:Hk({Tk}k’<Pk>k)+ [8TkJ (Tk_{Tk}k)
LN R g )
oH K
+ [ k} (Pk—<Pk> )+ (3.1)
i apk Tk —{Tk}k,<Pk >k

La capacidad calorifica a presion constante de la fase k, ¢, se define por:

oH, | .
(aTk] Co - (J.2)

R

Utilizando la siguiente ecuacion bésica de la termostatica:

dH, =T.dS, +—dP,

k

dividiéndola por dR, a T, constante se obtiene:

[aij =Tk[@J S (13)
ok, T, ok, T, Pk
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Utilizando también la relacion de Maxwell siguiente:

R ). et ),
1 (0p
=_2[_kJ , (3.4)
pk aTk P

Sustituyendo las Ecs. (J.4), (J.3) y (J.2) en la Ec. (J.1) reducida a primer orden obtenemos:

H,~H, ({Tk}k ’<Pk>k)+|:cpk:|{Tk}k,<Pk>k (Tk _{Tk}k)

0 bien reagrupando

1 olnp,
H, — Hy chkS(Tk{Tk}k)+[p—k{1+[am:l H{ o (R—(R)):
Kk Tk k,Pkk

donde hs y c,s estan evaluadas a temperatura y presion promedios. Especializando esta

ecuacion para una fase gaseosa g Yy para una fase sélida s:

g 1 8|np g
Hy—Hogs chgs(Tg—{Tg} )+ — 1+(6Inng (Pg—<Pg> ) (3.5)
9 /p g

P
’ o) Jryp e,

+ 1 1+ olnp,
Ps oInT, ),

H (R=(R)). (9
T (R)?

Tomando logaritmos naturales a ambos lados de la ecuacion de estado del gas ideal:

Inp, =InB, —InT, —InLMi],

g
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por lo que para un gas ideal

oln
Po | __q, a7
6InTg .

g

Entonces, sustituyendo la Ec. (J.7) en la Ec. (J.5):
9
Hy ~Hye = (T, ~{T, ). (3.8)

Con la finalidad de no aumentar la notacion, ¢, es la capacidad calorifica de gas ideal a

presion constante de la fase gaseosa g .

Tomando el promedio ponderado en la masa de esta ecuacion se obtiene:

{Hg}g—HgSzO. (1.9)

0 hien
H ~C_ T.. (J.lO)

Por lo que obtenemos finalmente para el gas:
{H}’ =c (T, 1" (3.11)
g P9 9
Aplicando la derivada material siguiendo el movimiento del fluido de ambos lados:

D
th{Hg}g chgﬁ{TQ}g. (1.12)

Por otro lado, para un sélido rigido esférico y de tamafio muy pequefio (del orden de

micrémetros) podemos trabajar adicionalmente el término

od
olnp, | _ T [0V, :_3L 0 (J.13)
aInTS b Vs aTs P dp aTS P
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od
De Tablas para sélidos (Incropera y DeWitt, 1996), el término [a—_l_”J es del orden de
P

107°, por lo que lo podemos despreciar y la Ec. (J.6) se reduce a

0 bien,

{H,} =c {T.} +—=(R). (J.14)

Por ultimo, tomamos la derivada material siguiendo el movimiento del sélido en ambos

lados para tener:

D s D s D1 s
SSIH Y s, =TV + = = (P Y | J.15
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Apéndice K
Evaluacion de la derivada

de la densidad del gas

K.1 Derivada de la densidad de la fase gas

La densidad es una funcion de estado de la presion y de la temperatura, por lo que:

0 op oP op orT
N P ,t ,T ’t — 9 9 g 91 :t, ) Kl
CoEm )] TP T e

Ademas, contamos con las siguientes definiciones de la termostatica (Firoozabadi, 1999):

0
119 =x; (compresibilidad isotérmica) (K.2)
Py | P, :
0
1% =k, (compresibilidad isentropica) (K.3)
Py \ 0P, s,
0
[%J =s? (s, velocidad adiabatica del sonido) (K.4)
g S,
0
_ 1% =/, (expansién volumétrica) (K.5)
Py | T, .

g

y algunas relaciones entre ellas:

Kp =¥ K (K.6)
T 2
C,=C +—9A’ (K.7)
Pg vg X
pg T
Py 2
Cvg (7_1)T_KT :A/ (K8)
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o también

Cpg (7/_1) —A/Z
52Tg
— =gk, =51
Py v
V4
=K.
Sng T

0 6Pg 8Tg _t 5
a/’t’ pg pg T 6/1/ a,l’ ! x=4LZz,
o0 bien
o ¥ 8Pg 8Tg
—p ==—— —, =t,z.
oy Ps s* Oy Ps oy d

K.2 Linealizacion de p, (P,.T,)

Py (PT,)

Py (Pg'Tg) PyoTeo ~ Pgo T Py (Pg _Pgo)_pgol@ (Tg _TQO)
Py (Pg’Tg) PyoTeo ~ Pgo +512(Pg - Pgo)_pgom (Tg _Tgo)'

Restando el estado base:

Py (Pg ’Tg) Pyo.Tyo z‘:pgo +slz(Pg - Pgo)_pgoﬂ/ (Tg _Tgo)}_ng'

Finalmente, la linealizacion de p, (P,,T,) queda como:

Fy0:Tgo leZ(Pg - Pgo)_pgom (Tg _Tgo)-

Py (PT,)

0 0
PooToo — P (Pgo’Tgo)"{%j (Pg N Pgo)+(a_l-?J (Tg _Tgo)"‘"'
TU

(K.9)

(K.10)

(K.11)

(K.12)

(K.13)

(K.14)

(K.15)
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Apéndice L

Expresiones explicitas de las matrices

B, Cy D dadas en la Ec. (7.8)

b, b, 0 0 by 0
b, 0 0 0 0 O
0 0 b,; 0 O O
B= %3 (L.1)
o 0 0 b, 0O O
0O b, 0 0 b, O
0 0 0 0 0 by
Cll ClZ C13 0 C15 O
c, 0 0 ¢, 0 O
c- 0 ¢, ¢ 0 O O (L2)
C4l C42 0 C44 0 0
0 c, 0 0 c, O
0 0 0 0 0 cg
o 0 0 0 o0 O
o 0 0 0 o0 O
D= d31 d32 d33 d34 d35 0 . (L.3)
d41 d42 d43 d44 d45 0
d51 0 dss 0
d, 0 0 0 dg O

Donde los coeficientes estan definidos en la Tabla L.1, con (—] =s7 vy
S

1(0p
—_— | e =8, .
Py 6Tg .

g
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Tabla L.1. Coeficientes de las matrices B, Cy D.

b, = Pygo s
Y
b, =¢, S_Z’
b = _gongA/ '
by =—py,
by, = €0LPqg0 1
b44 = gsopso !
b, =&,

Ciy = PyoVygo

Y

C, =& 5 Vg0
G20

Ci3 = &0Py0 »

Cs = _501090:&/\/90 '

Cyu = ~PsoVso 1
Con = E50Ps0 s
Cy, =&

Cs3 = €0Pg0Vgo s

Cy :—(1—50)(136,

C,=1-¢,,

Cy = (1_ &y ) PsoVso s

Cs, =—&Vyg0

Cos = €5Py0CpqV.

C66 = (1_ &y ) IDSOCDSVSO '

9o’

d32 =4 g2

d33 :/3850‘90’

d34 ﬂgsO‘C"O’

d35 = gpgoﬁ/’

d41 —[ﬂ(l—ZgO)(Vgo _V50)+(p50_'09°)gi|’

6
dg, = _d_ h (Ti _TgO)
p
6 —
dgs = _d_hio (1_50) ,
p
6 —
dg, :d_huo (Ti _TgO) '
p
6 —
des _d_hm (1_50)
p
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Apéndice M
Sistemas de ecuaciones cuyas raices son las rapideces

de propagacion de la Ec. (7.34)

Sistema no-isotérmico incompresible de pseudo-tercer orden

Corr +Cppr =My, (M.1)
CorCoor =M,, (M.2)
donde los polinomios M, , k=1,2 son respectivamente:
_ o p .
_ggoﬂ(vso + Vg0 ) + 92 = -9 ZQEOﬂVgo Lo
. 1 1_60 ng
Mo =1, 1-26, 6pMy(T,,—T) (M-3)
3 +29 OﬁVgO 6'0 io\ "go i
L _80 pgodp |
60, 1+ 2, |
: ( ) °— gé‘oﬁVSngo + ggoﬁvgo 0
1 dp &y 1-¢&
MZ;/ =Y_ — (M4)
3| 64h, (Tgo =T )Vgo N gzv Pso " Pgo geoﬂV2 Pso
L Pyod, 1-¢, Pyo |
y cuyos valores son las raices (C,,;,C,,; ) de la ecuacion cuadrética
-Mpcr +M,, =0. (M.5)
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Sistema no-isotérmico incompresible de cuarto orden

Cpar T Cygr +Cyppr +Cyyr = N1

y (M.6)
CasrCarr + CaarCarr + CaarCaar +CasrCaor +CaarCazr +CaorCarr = N, (M.7)
CasrCaarCaar + Car Cagr Carr +Casr Caor Carr +CoarCaprCar = Ny, (M.8)
CaarCaar Caor Carr = Ny, (M.9)

donde los polinomios N, , k=1,2,3,4 son respectivamente:

- (1
Nli/iYi gOﬂ(3V90+VSO)_41 28_0 Eoﬂvgo+g|:pgo ( +6‘0)p50]

/050
+2&,4(V,, +V
\ &, 1-¢, OIB( go so) N
(M.10)
" 6h 1-2¢, |
__O(TGO _Ti)+ 3‘c"OVQOﬂ(VgO +Vso)_ GVSOﬂgo 0
d, 1-¢,
o1
N,, = T _%(_&Ogovgo + PsVg0 + 2PgoVso +3801050Vg0) (M.11)
4 0
+goﬂﬁ(v§0 + 4V oV, +v§0)—£50 (1-¢,) D,
L 90 90 i
12h, v
i 0
s % (Tyo =T )Vyo +0BV20 (Vg +3vso)+1_gg (—4ﬁgovgo +853V,, +3pgog)
Ny, == " ’
Y 2¢,(1- V,,Dr
_9Px (2szng+va+330v§0)+250,[)’v50vgo(v50+vgo)@+ gP, — 20 (1= 20) Ploo s
1_80 pgo ng
(M.12)
. 6h viog, (1-2¢ Ve (£0000 = |
_6h_IO(Tgo _Ti)vgo +5018Vsovgo_ﬂ = 0( 0)_9 90( 0% ng)
L] 9 1-5 1= (M.13)
4y - '
Y V, V2 £ 2V V2, (1-&,) &,D,
4 _g io s0Ps0 + OpsOﬁVgO 50 +ngo®8—ﬂ gO( 0) 0o
L —& Pgo Pgo ]
y cuyos valores son las raices (C,.;,Cyor,Cogr, Cagr ) de la ecuacion cuértica
C:T - leCjT + NznyT - N37C4T + N47 =0. (M.14)
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Sistema no-isotérmico incompresible de quinto orden

C5,1T + C5,2T + C5,3T + C5,4T + C5,5T = Ol;/

C5,lT C5,2T + CS,3TCS,4T + C5,1TC'5,3T

+C5,1T C5,4T + C5,2TC5,3T + C5,2TC:5,4T

+C5,1T CS,ST + CS,2T CS,ST + CS,ST CS,ST + CS,AT CS,ST = 02;/

C5,1T C5,2T C5,3T + C5,1T C5,2T C5,4T + C5,1T C5,3T C5,4T + C5,2T C5,3T C5,4T
+C5,1T C5,2T CS,ST + C5,3T C5,4T C5,5T + C5,1T C5,3T C5,5T
=0

+C5,1TCS,4TCS,5T + C5,2TCS,3TC5,5T + CS,ZTCS,4TC5,5T 3y

C5,1T C5,2T C5,3T C5,4T
+C5,1T C5,2T CS,ST CS,ST + C5,1T CS,ZT C5,4T C5,5T

+Cs517C557C5.41Cs57 T C5 27 G537 C5 47 G5 57 = O4y
C517C527C5 57 C5 47 Cs 57 = Osy
donde los polinomios O, , k =1,2,3,4,5 son respectivamente:

1 (3Vgo + 2Vso)5o

O, =— P
V s0
Y 1-¢,
1 _(3V2 +6V  V,, +V )g
O . g0 g0"s0 s0 0 cD,
by = Pso — €L
Y, 1-¢,
B 2 2
1| Vo (V2 +BVove + 3V ) & ’
O, =— Pso —3EV 0Dy
Y, 1-¢,
[\ ,2
1 v0v0(2v0+3v0)50
O,, = T — 1 : - : Pso —3eVgo Dy
5 %o
3.2
1 [V Vie
05}/ e 50 —gngo‘DB
Y| 1-g

y cuyos valores son las raices (Cy;,Coyr, Csr s Coar» Css7 ) dle la ecuacion quintica

5 4 3 2 _
Cor _OlycST + OZ;/CST _OS}/CST + 04705T _057 =0.

(M.15)

(M.16)

(M.17)

(M.18)

(M.19)

(M.20)

(M.21)

(M.22)

(M.23)

(M.24)

(M.25)

241



242



Apéndice N
Sistemas de ecuaciones cuyas raices son las rapideces

de propagacion de la Ec. (7.43)

Sistema no-isotérmico completo de quinto orden

0 o0\ o o0\ o 0\ o o0\ o 0
A (a Oy 5) (a s o Ej (a + 57 E) (a T 0 41 EJ (a + g 57 aj

0° 0° 0° 0° 0° 0°
=As[¥+ M; 4c prep— Mj ac PP e M; oc Ej (N.1)

cuya amplitud es,

. T ri(-g) B
A= gopg{cpg 32T+(1 &) r; YS}

y las rapideces de propagacion se obtienen a partir del sistema de ecuaciones algebraicas:

Qs g1 + O o1 + g o1 + g 47 + 57 = Mg ¢ (N.2)

Ol 17 O 51 + Ol 37 Qs 47 + Ol 17Ol 57
HO 17 Ay g7 + X o1 A g7+ A 7 U 47

07 U 57 + g g7 A 57 + g g7 A 57 + g 47 U5 = Mg ¢ (N.3)

O 17Ol o7 Ol g7 + U 17 O o7 U g7+ O 17 Qs 37 A 47+ O o7 Al 57 X 47
H g 17 O o7 A 51 + X 37 O 47 X 57 + X 17 O 37 A 57

0l 17 O 47 Ol 57 + U o7 s 37 O 57 + g g7 U 47 s 57 = Mg ¢ (N.4)

Qg 17 A o7 U 37 s 47

+a5,lT a5,2T a5,3T aS,ST + aS,lT aS,ZT a5,4T aS,ST

+0lg 7 O 37 Ol 47 A 57 + s 7 O 37 s 47 U 57 = Mg 1 (N.5)

Qg 17 Ol 7 Ol 57 X 47 X 57 = Mg o (N.6)
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donde los polinomios M., i=0,1,2,3,4 son respectivamente:

4
£,0 Cpg S_zT (7741 F 1y 145+ 14 +Vgo)
M5,4c =2 (N.7)

A:’ + (1_ 80 )& YS (CSlT + C52T + C53T + CS4T + C55T )

B

—7C 0g
€9Pyo0 V| Ma"laz T Maallsz + a3 + Naaa + Ma2llas
Mg =— +Cp 5T (N.8)
A S 143748 T a1Vgo + 42Vg0 +7143Vg0 +7144Vg0
N (1_ c ) & Y (Csn Coor + CoprCogr + CoprCogr + Cyp7Coyr + Copr Cour ]
0 5
B FCsar Cosr + Co17 Cssr + Copr Cosr + CoarCosr + Coyr Cosr ) |

~7C,y (Vg0 + €, +C, )

£.p N a2 sz + Maalla2Maa + Naal1asMaa + MaoM 45 0a
__%0fgo /4
My e =— +Cpq S_ZT M2V g0 + MaaMasVgo + Ma2M143Vg0 + MaaMaaV g0

F142M4aV g0 + 1437144V g0

ﬂ/ C51T C52T C53T + C51T C52T C54T + C51T C53T C54T + C52T C53T C54T
+ (1 - gO )_ YS +C51T CSZT C55T + C51T C53T CSST + C52T CSST C55T + CSlT C54T C55T

+C52T C54T C55T + CSST CS4T C55T

(N.9)
~7C,g Vg€, +VgoC, +C,C; )
M., = €0Pyg0 i, Lz T 442N 43" aa + Marl1a2M43V g0 + Mar"1427144V g0
Y A S F1113M43" 42V go T 1421437144V g0
+ ( 1-¢, ) B Y, (CSlT Cs21 Csar Coar + Co11 Coar Coar Csst + Coyr sy Coar Cost )
B FCs17 Csar Coar st 1 Copr Coar Coar Cosr
(N.10)

244



—7C,VyoCiC,

gopgo

/4
Mgoc =— +Cphy S_2T7741774277437744Vgo (N.11)

By
+ (1 —& ) ? Y'5Csy7 Coar Csar Caur Cosr

y cuyos valores son las raices (oz5le Ol o1+ Ol 7+ Ol g7 » aS’ST) de la ecuacion de quinto grado

5 4 3 2 —
sy — My o r + Mg scagr =M e + Mg e —Mg o = 0. (N.12)

Sistema no-isotérmico completo de cuarto orden

0 o\ o o0\ o o\ 0 0
A, (a T Ej (a Ty ot Ej (a T sy Ej (E Tt EJ

4 4 4 4 4
Al lim,. % am,, - w2 m,, L (N.13)
A P

4,3C 8t3az 4,2C &2622 4,1C ataz:; 4,0C 824

cuya amplitud es,

) 6 —
A, :{—S%Ceopgocpg +d—hio (1—{;‘0)8121— — &, (1—50),090 %Y[J
p

y las rapideces de propagacion se obtienen a partir del sistema de ecuaciones algebraicas:

Qyr + 0o + Qg+ =My 5 (N.14)

Qi1 Qyor T Oy g1y g7 T Xy 70y 57

F Uy gy + O 1Oy ar + 1y yr =My 5 (N.15)
Ol 17Oty o1 Oty gr + Oy 10ty 57 Oy a7 + Oty 7 Ol 57Ol a7 + 0 57 Oy 57O = My (N.16)
Oy 170y o1 Oy 51 Oy g = My oc (N.17)
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donde los po

oo
oot
o
ook

i Mool + M1V,
—S%Cgopgocpg( 3171327133 317732 g0 J

linomios M, ., i=0,12,3 son respectivamente:

Y
_S_zcgopgocpg (7731 + 15 T 705+ a4)

6 —
+d_hio (1_50)5121- (7741 1, T8 +a4)

p

—& (1_ 80),090 %Y4 (C41T +Cor T Char +Cyyr )

F1731Vg0 T M32Vg0 +133Vg0
N i Hio (l— g, )lT [77417742 F 104143 T a3 j
d F14174a + Ng2Maa + Mag"aa

2
p S
B, CarCar + Capr Cyzr + Cypr Cyar
—&y (1_ &y ) Pgo— Y4

FCy11Caar + CyorChar + CuarCpar

B

+E040Cpg —d—hio (1-&)7
p

7 Cep..C 31132 + Na1M3 + 1357753
g2~ 0F90vpg

F1731M33Vg0 + 1327133V g0
+£ Hio (1_ &, )lz.l. (774177427743 ey ey m j
d S F141M43Maa + MaM43M44

p
B, CyarCaar Cuar + Cuar Cuor Cpar
—&o (1_ & )ng =1,
p FCy11 Caar Casr + CuorCoar Caur

6
+(vgO + a)gopl_]]ocpg ——Mo(1-&)7(c+¢,)

d

p

/4 6 ~ /4
_8_2 Cgopgocpg M5aM32M53V g0 + d_ hy (1_ &y )S_2T7741774277437744

p

A
% (1 % ) Pgo ? Y ,Ca1rCazr Cagr Caar

6 —
Vo060 0000 ~ ho(1-&,)7CC,
p

|

(N.18)

(N.19)

(N.20)

(N.21)
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y cuyos valores son las raices (054,1T v Oy o1 Oy 7 “4,4T) de la ecuacion de cuarto grado

4 3 2 —
Ay =My 3c 0 + My ey =My ey + My =0. (N.22)

Sistema no-isotérmico completo de tercer orden

L
31T ot 3.2T oz et 33T oz

A{ I VY G—EJ (N.23)

w2 gy M Grggr t Mane

cuya amplitud es,

.6 — y
A3 :d—phio (1—80)3—2(:

y las rapideces de propagacion se obtienen a partir del sistema de ecuaciones algebraicas:

Qypr T Qg1 T Qg = M 3,.2C (N.24)
Oy 17 Qg g7 + Qg 11 Qg g7 + Qg 7 Uy o = My (N.25)
Qg 17 Qg 57Ol 57 = Mg ¢ (N.26)

donde los polinomios M, ., i =0,1,2 son respectivamente:
/4
gopgocpg S_z gC

M;,c = —& (1_50)/990 %Ys (N.27)

F |

6 —
EROECTRTATS

p
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Y
80pgocpg 2 gC (7721 +VgO)

(7]

—&o (1_ &y ) Pygo %Ys (CZlT +Cour )

1
M3,1C :E 6 _ }/ (N28)
+d_ hio (1_ & )S_ZC (77317732 70517053 + 77327733)
p
6 —
—d— hiO (1—50)

p i

Y
‘C"Opgocpg 3_2 9C7721Vgo

—&y (1_ &y ) Pgo % Y'3C1 Copr

1
Mioe = 6 29
, - /4
A +d— ho (1- & )5_2 Ciaitsalss
P

6 —
-y (1-2,)a

p

y cuyos valores son las raices (053’1T VOl o7 s aw) de la ecuacion cubica

Qg — Ma,zcaa?T + My =My =0. (N.30)
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Apéndice O

Expresiones explicitas de los componentes

de la matriz D** dada en la Ec. (8.16)

o 0 O O 0 O
0O 0 O O 0 O
D** = dy dy dy dy dyz O (0.1)
d, d, d, d, dg 0
dg, 0 d, O
d, 0 0 0 dg dg

Donde los coeficientes estan definidos en la Tabla O.1.

Tabla O.1. Coeficientes de las matriz D™

dy = :8(550 —80)(Vgo _Vso) ' Ay = Beo€o + 2By PsoVso
d, :Slz(g+ﬁnggoz)’ d45=(1_80)gp90ﬁ/ ’
6 — 4 —
sy = B, +2ﬂgwpgovgm dy, = _d_hiO (Ti _Tgo)"'ghgwo (TWO Tgo)’
p t
6 — 4 —
d,, = fe.gey, dy _d_phuo (1_50)_Ehgvvogo
6 — 4 —
dy = _<g +ﬂnggoz)pgoﬁl’ ey = d_hio (T' _TQO)_EhSWO (TWO Tgo)’
p t
d —_ ﬂ(gso_go)(VQO_VSO) deszdiﬁio(l_go)*
" +(p50 _pgo)g | i
4 _
dy, =—¢,9 Slz , des = _Et hyyo€so-

Az ==&y,
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