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Capitulo 1

Introduccion

Resumen: BSe presenta una breve resefia de algunos an-
tecedentes sobre el estudio de la transferencia de calor en medios
porosos, posteriormente se hace una descripcién del trabajo a
realizar asi como de los objetivos a alcanzar en el mismo.

Cuando hablamos de flujos en medios porosos nos referimos a fluidos
(liquidos o gaseosos) que se mueven a través de un material sélido el cual
se caracteriza, en términos generales, por tener gran cantidad de pequenos
poros, algunos de los cuales estdn interconectados. Este tipo de flujo que se
presenta con frecuencia tanto en la naturaleza como en algunas dreas de la
industria, y tiene diversas aplicaciones practicas de primordial importancia
para el hombre, razén por la cual analizar y entender la mecdnica asociada
a estos sistemas es de gran interés en muchas ramas de la ciencia y de la
ingenieria.

Estos procesos se encuentran por ejemplo en la naturaleza, en donde los
organismos vivos son todos porosos, las funciones que los mantienen vivos
no serfan posibles sin estos poros. Los poros hacen posible la respiracién
asi como la circulacién de los fluidos naturales, tanto en plantas como en
animales. La estructura porosa de la piel de los animales también sirve para.
aislar el calor.

En el mundo inanimado la estructura porosa es igualmente amplia e im-
portante. El suelo es poroso al igual que las rocas naturales y el grafito. Entre
los productos industriales, los materiales porosos son también numerosos y de
gran valor prictico. Los materiales de construccién tales como la cerdmica,



el concreto y la madera son porosos. Nuestra ropa estd hecha de textiles
porosos; asimismo, el papel estd hecho de fibras y es también poroso.

Por otra parte, estos fenémenos juegan un papel preponderante en el
desarrollo de colectores solares y de sistemas de enfriamiento para reactores
nucleares; en los campos de la mecanica e hidrologia de los suelos; en geofisica
y en ciencias de la tierra se relacionan, por ejemplo, con la transferencia de
calor que se da tanto en las profundidades de la Tierra como en las capas
superficiales de regiones geotérmicas v con la extraccién de petréleo y de gas
natural.

En este tultimo caso, los depédsitos de gas o petrdleo son una formacién
geoldgica porosa que contiene en su espacio poroso, ademas de agua, al menos
un hidrocarburo (gas o petrdleo). Los yacimientos, ricos en materia orgénica
a partir de los cuales se originan los hidrocarburos, se llaman yacimientos
fuente. En estos yacimientos, los hidrocarburos se crean en la forma de
un gran ndmero de mintsculas burbijas rodeadas por el agua que ocupa el
espacio poroso. A partir de los yacimientos fuente, los hidrocarburos emigran
hacia los depdsitos rocosos donde se acumulan en cantidades tales que son
de gran interés comercial.

Las principales fuerzas responsables de esta migracién de hidrocarburos
son las de capilaridad y las de flotacién (empuje hacia arriba). Tanto el
petréleo como el gas son mas ligeros que el agua que los rodea en el espacio
poroso de las rocas, por lo cual ésta tltima tiende a ir hacia el fondo y a
empujar a los hidrocarburos hacia arriba (fuerza de flotacién). Por lo tanto,
estas fuerzas de flotaciéon conducen a la separacién de las capas de agua,
petroleo y gas en el espacio poroso de los depésitos rocosos. Para permitir la
acumulacién, la migracién de hidrocarburos asciende hacia yacimientos mas
elevados a través del medio poroso provisto por las formaciones geoldgicas,
y finalmente se detiene debido a una capa de material impermeable o (casi
impermeable) que sirve como un tope superior a los mantos de hidrocarburos,
de donde son posteriormente extraidos.

Ahora bien, para desarrollar una representacién cuantitativa que describa
el comportamiento de fluidos a través de medios porosos y permita su andlisis
y estudio, es necesario primero establecer los principios fisicos que lo deter-
minan. Sin embargo, no obstante el hecho de despreciar las fuerzas inerciales
(debidas a la presencia de pequenas velocidades caracteristicas de los flujos en
medios porosos) y de que el desarrollo de mejores computadoras digitales ha
permitido analizar con mayor detalle los efectos no lineales y los fenémenos
de acoplamiento que surgen en estos casos, aun son muchas las dificultades
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matemadticas que se presentan al aplicar estas ecuaciones a medios porosos.

En este sentido, la mayor parte de las investigaciones realizadas involu-
cran generalmente sistemas bidimensionales, en donde con frecuencia se pro-
pone un dominio rectangular, ya que son més sencillos de resolver mediante
las técnicas de andlisis conocidas; ocasionalmente se han estudiado proble-
mas tridimensionales y adn en estos casos se hace la simplificacién al caso
bidimensional correspondiente.

Una vez que se ha planteado el modelo matemadtico a resolver, uno de los
aspectos de mayor interés en muchos de estos problemas, y que por tanto
recibe mas atencidn es el proceso de transferencia de energia. Entre estos
procesos se encuentra la transferencia de calor por conveccién natural, la
cual sucede cuando un fluido en un medio poroso se pone en movimiento
debido a las diferencias de densidad que se producen por los gradientes de
temperatura.

En algunos estudios, se encontrd que existen dos pardmetros bdsicos (en el
problema adimensional) que determinan la evolucién de este tipo de proble-
mas, uno de ellos es la relacién entre el largo y ancho del dominio rectangular
(razdn geométrica) y el otro es el nimero de Rayleigh (R) el cual expresa
el balance entre la fuerza de flotacién y los procesos difusivos, los cuales re-
tardan el movimiento y tienden a estabilizarlo. Es por ello que en diversas
investigaciones se hace énfasis particular sobre los valores que tomardn estos
parametros en el modelo a considerar.

Algunos de los primeros en tratar de analizar el flujo de fluidos en medios
porosos fueron Horton y Rogers en 1945 y Lapwood en 1948; a partir de
éstas y de otras investigaciones se han ido aclarando, entre otras cosas, los
diversos mecanismos en que se desarrolla la transferencia de calor en un fluido
contenido en un medio poroso. .

Por ejemplo, Batchelor [1] demostrd que para nimeros de Rayleigh peque-
fos, asi como para valores grandes de la razén geométrica, la principal forma
de tranferencia de calor es por conduccién. Mientras que Gill [2] considerd
el caso en que la razén geométrica era fija pero con numeros de Rayleigh
grandes encontrando que la conveccién dominaba el proceso de transferencia
de calor. _

J. W. Elder [3] analizé el flujo convectivo en un medio poroso mediante
técnicas de andlisis numérico, mismas que corroboré experimentalmente. Su
objetivo principal fue determinar la relacién existente entre el nimero de
iteraciones de las ecuaciones estacionarias con el tiempo requerido por las
ecuaciones no estacionarias respectivas, para los cuales ambas soluciones al-
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canzan detalles semejantes.

Cormack, Leal e Imberger [4] determinaron que fijando el nimero de
Rayleigh y para una razén geométrica suficientemente pequefia, nuevamente
la conduccidén era el modo dominante de transferencia de calor.

R. N. Horne y M. J. O’Sullivan [5] estudiaron la estabilidad de flujos de
conveccién natural en un medio poroso confinados en un dominio rectangular
calentado en su frontera inferior tanto uniforme como no uniformemente.
Encontraron que en el caso de calentamiento uniforme el flujo era conducido
a un estado estacionario o a uno fluctuante. Sin embargo, en el caso en que
existia una considerable no uniformidad en el ingreso de calor, el tipo de
flujo que se obtenia era oscilatorio, siempre que el niimero de Rayleigh fuera
suficientemente grande.

G. E. Schubert y J. M. Straus [6] corroboraron los resultados obtenidos
por Horne y O’Sullivan para el caso de calentamiento uniforme; la aparicién
de uno u otro flujo dependia del movimiento original en la regién, lo cual
denotaba un ejemplo de la dependencia de los flujos estudiados sobre las
condiciones iniciales.

Por su parte D. M. Christopher [7] y [8] realizé estudios para flujo en
medios porosos, conducidos por conveccién natural, manteniendo fija la razén
geométrica y para numeros de Raleigh entre 1,000 y 10,000. Propone un
esquema numérico de diferencias finitas, de cuarto orden, para resolver el
sistema de ecuaciones que obtiene y analiza las diversas soluciones que obtiene
al variar las condiciones iniciales para la temperatura.

Nuestro trabajo se basa principalmente en los articulos citados anterior-
mente de D. M. Christopher: proponemos un esquema numérico alternativo
para resolver las ecuaciones acopladas de momento {(ecuacién de momento
en términos de la funcién corriente) y energia que resultan de modelar la
conveccién natural de un fluido en un medio poroso para nimeros de Darcy-
Raleigh de 1,000 y 10,000 con condiciones de frontera de tipo Dirichlet y, pos-
teriormente, mixtas para la temperatura, manteniendo siempre condiciones
Dirichlet para la funcién de corriente. Asimismo hacemos un analisis compa-
rativo de los resultados obtenidos por él y los presentados por nosotros ya que
una vez que Christopher plantea el sistema de ecuaciones a resolver, utiliza un
esquema de diferencias finitas centradas de cuarto orden para la discretizacién
espacial y el esquema de Cranck-Nickolson para la discretizacién del término
dependiente del tiempo, y resuelve la ecuacién de movimiento utilizando
la distribucién de temperatura calculada en el paso de tiempo anterior, al
desacoplar las ecuaciones en el tiempo; mientras que en nuestro esquema
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numérico, usamos un método de diferencias finitas de segundo orden para la
discretizacién en espacio y el método de Gear para la discretizacién tempo-
ral ( 20. orden en exactitud), y mantenemos el acoplamiento, en tiempo, del
modelo mediante un esquema iterativo.

La manera en que resolvemos el problema no-lineal estacionario de ecua-
ciones elipticas acopladas (una lineal y la otra no-lineal) que se obtiene de
la discretizacién implicita en el tiempo es mediante un proceso iterativo de
punto fijo, con lo cual en cada iteracién resolvemos problemas elipticos de-
sacoplados, llegando posterormente a obtener sistemas de ecuaciones alge-
braicas lineales. Estos ltimos pueden ser resueltos aplicando un método
apropiado de algebra lineal numérica para obtener la solucién final del pro-
blema en una computadora.

En resumen, en el presente trabajo estudiaremos la conveccién natural de
flujos en medios porosos en donde los objetivos a alcanzar son:

1. Resolver numéricamente el problema planteado anteriormente, asi co-
mo describir y comparar los puntos de coincidencia y las diferencias que
se presenten entre los resultados que obtengamos en este trabajo, con los
presentados por Christopher (7,8].

2. Basandonos en los resultados obtenidos para condiciones de frontera
de tipo Dirichlet para la temperatura, resolver el mismo problema consi-
derando ahora condiciones de frontera de tipo mixto para la temperatura.
Este ultimo tipo de condiciones mixtas, no fueron reportadas por Christo-
pher, y son, en consecuencia, resultados nuevos.

3. Describir de manera breve, cémo mediante modificaciones relativamen-
te sencillas al modelo, este método se puede aplicar para resolver proble-
mas similares con diversas condiciones de frontera.



Capitulo 2

Relaciones de la Mecanica de
Fluidos en Medios Porosos

Resumen: Se presentan las ecuaciones que rigen el movimiento
de un fluido en general. A continuacién se consideran la modifica-
ciones que sufren algunas de estas ecuaciones en medios porosos,
considerando que se satisfacen la Ley de Darcy y la aproximacion
de Boussinesq.

2.1 Introduccién

Hasta ahora han resultado suficientes tres leyes fisicas fundamentales para
estudiar, en general, el flujo de fluidos, independientemente de su naturaleza,
y que expresadas en términos matematicos adecuados, describen un fluido en
movimiento. Estas leyes se listan a continuacién, al igual que la designacién
de sus formulaciones matemadticas.

1. Ley de conservacién de la materia — ecuacién de continuidad,
2. Segunda ley de Newton del movimiento — ecuacién de movimiento, y
3. Primera ley de la termodindmica — ecuacién de energia.

Ademds de estas leyes, también son necesarias otras relaciones auxiliares,
tales como la ecuacién de estado, que caracteriza tanto la naturaleza como
la situacién termodindmica del fluido en consideracion.
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Una vez planteadas las ecuaciones indicadas anteriormente, y que se apli-
can a cualquier sistema de flujo, veremos cémo se transforman estas relaciones
para caracterizar el flujo de fluidos a través de medios porosos.

2.2 La Ecuacion de Continuidad

La ley de conservacién de la materia establece que la masa del fluido en
cualquier sistema cerrado no se crea ni se destruye. La ecuacién correspon-
diente se deduce aplicando un balance de materia a un elemento unitario de
volumen a través del cual estd circulando el fluido; entonces, la velocidad de
acumulacién de materia debe ser igual a la diferencia entre la velocidad de
entrada de materia y la velocidad de salida de materia. Esto es equivalente
a la ecuacién

0 o ad dp
— + —(pv,) + =— + £ = 9
or (pve) By( v)+ 0z (pv:) ot 0, (2.1)

donde v es el vector velocidad del fluido en la posicién (z,y, z) con compo-
nentes (v, vy, v;); ¥ p es la densidad del fluido en el mismo punto.

La ecuacion anterior se puede reescribir en forma compacta como

V- (pv)+ 9 =0, (2.2)
: ot
la cual se conoce como ecuacion de continuidad. Sin embargo, debemos
especificar, ademads, la naturaleza del fluido que se estd involucrando y el
caracter termodinamico de su flujo. Esto es, debemos conocer la ecuacidn de
estado que define al fluido y la cual es, en términos generales, una relacién
entre su temperatura, su presién y su densidad.

En una gran cantidad de fluidos, la densidad puede ser considerada cons-
tante durante todo su movimiento (tanto en espacio como en tiempo). En
otras palabras, no hay compresién o expansién notables del fluido; en tales
casos se habla de fluidos incompresibles, lo cual implica que p = cte., por lo
que la ecuacién (2.2) se reduce a

V-v=0. (2.3)

Esta ecuacién puede considerarse como la condicién sobre la distribucién
de velocidad en cualquier sistema de fluido incompresible. Analiticamente,
sin embargo, no es suficiente para determinar las componentes individuales
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de la velocidad, y fisicamente no se discrimina entre un fluido incompresible
y otro, ni se distingue entre sistemas expuestos a fuerzas externas, tales como
la gravedad, y aquellos flujos que sélo estdn bajo la accién de diferencias de
presién, o entre fluidos que fluyen a través de medios porosos y fluidos que
fluyen por conductos no obstruidos. ,

Entonces, debemos caracterizar el fluido y establecer explicitamente como
reacciona al gradiente de presién y a las fuerzas externas. Especificamen-
te, debemos formular la equivalencia hidrodindmica a la Segunda Ley de
Newton, es decir, la ecuacion de movimiento. Los detalles de esta formulacién
dependerdn de la naturaleza del fluido y de las condiciones bajo las cuales
fluye. ‘

2.3 La Ecuacion de Movimiento

Considerando un elemento unitario de volumen, encontramos que en general
estard sujeto a tres tipos de fuerzas: los gradientes de presién, fuerzas exter-
nas (como la debida a la gravedad) y fuerzas que se oponen al movimiento
del fluido y que se deben a la resistencia interna o friccién que experimenta
el fluido.

La ecuacién dindmica del movimiento se obtiene al igualar la suma de
estas fuerzas al producto de la masa y la aceleracién del elemento de vol-
umen al cual se aplica la fuerza (lo cual no es mds que la segunda ley de
Newton). Debido a que la velocidad en el fluido variara, en general, de punto
a punto, debe hacerse notar en los calculos su aceleracién, que no sélo hard
que la velocidad del elemento del fluido cambie durante cualquier intervalo
de tiempo en la posicién que tenia originalmente, sino que experimentara un
cambio adicional causado por el hecho de que en el intervalo de tiempo se ha
movido a otra regién del fluido. La aceleracién debe, por lo tanto, expresarse
mediante la derivada temporal total de la velocidad

dv _0v dzdv dy Ov dz Ov
a=—=—+ St — +— —,
dt ot dt 0r dt Oy dt 0z
donde los cambios infinitesimales de posicién de una particula estan directa-
mente relacionados con la velocidad local, es decir

(2.4)

dz = v, dt dy =wv,dt dz=v,dt. (2.5)
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Sustituyendo estos valores en la ecuacién (2.4) obtenemos la expresién
para la aceleracion de la particula

dv  Ov av ov ov
iy (?}Ib—:;+22y-(9—377+1)25;>

El primer término del segundo miembro se denomina derivada (o ace-
leracion) local, el cual indica el cambio en la velocidad durante un tiempo
infinitesimal dt en un punto fijo en el espacio, y se anula cuando el flujo
es estacionario, esto es, independiente del tiempo. Los tres términos en-
tre paréntesis forman la dertwada (o aceleracidn) convectiva, la cual aparece
cuando la particula se mueve a través de regiones en que la velocidad varia.
La aceleracién convectiva puede ser expresada como

ov ov ov

— — ,— = (v-V)v, 2.7
vzax+vy8y+v"8z (v-v)v (2.7)
en esta forma, podemos escribir la aceleracién total, ec. (2.6) de manera
breve como

(2.6)

dv  Ov
Tw T o

Notamos que aunque el término (v - V)v representa adecuadamente los
efectos convectivos del fluido, es un término no lineal debido a que con-
tiene productos de variables y con ello origina dificultades matematicas en el
andlisis de los flujos.

Finalmente, la ecuacién de movimiento para un elemento de volumen, en
un fluido incompresible, viene dada por la suma de fuerzas involucradas por
unidad de volumen, tales como: fuerza de presién (—V P), fuerza viscosa
(V - 7), donde T representa el tensor de esfuerzos viscosos, y la fuerza gra-
vitacional pg, igualada al producto de la masa por unidad de volumen y la
aceleracién

+ (v-V)v. (2.8)

dv
-
para el caso de fluidos no viscosos, ideales, la fuerza V - 7 no aparece.
Finalmente requerimos de la ecuacién que exprese las relaciones ter-
modindamicas del fluido.

=—-VP+V-7 +pg; (2.9)
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2.4 La Ecuacién de Energia

La distribucién de temperatura se rige por una ecuacién que describe el
balance de calor en cada elemento unitario de volumen promedio, la cual es
una expresioén de la primera ley de la termodindmica. Representando por ¢,
el calor especifico, la razén de cambio de calor contenido en este elemento de
volumen estd dado por pcp%T, el cual a su vez es el resultado de agregar (o
quitar) calor en el transporte de calor advectivo por movimiento de fluidos
intersticiales, por conduccién térmica, y por produccién (o absorcién) de
calor por reacciones quimicas, si éstas se presentan.
Asl, la entrada de calor advectivo (Landau y Lifschitz [16]) es

—(pcp)V - (Tv) = —(pcpy(v-VT +TV - v), (2.10)

si el fluido es incompresible, entonces esta ecuacién se reduce a

~(06,)V - (T) = —(pey)v-VT. (2.11)

Por otra parte, el flujo de calor puede ser expresado como -n VT, donde
1 es la conductividad térmica del medio. La razén de acumulacién de calor
por volumen unitario es entonces

V- (n VT)=n VT, (2.12)

esta simplificacién se obtiene cuando el medio es localmente homogéneo
(n = cte.). Si ademds se presentan reacciones quimicas y denotando por
Q la energia calorifica asociada a dichas reacciones, se tiene entonces que la
ecuacion de energia toma la forma

oT '
P gy = ~(pcp)v-VT + VT + Q, (2.13)
reordenando (2.13) y dividiendo entre pc,, tenemos
oT 1
— VI = — ir .
5 +v ey (VT + Q), (2.14)

observamos que el lado izquierdo no es otra cosa que la derivada total de la
temperatura, asi que la ecuacién de energia finalmente toma la forma

ar 1, _,
T~ o, VT Q). (2.15)
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De esta manera hemos expresado en forma breve las tres ecuaciones
bésicas para describir el flujo de un fluido.

Por lo tanto, el comportamiento de un fluido viscoso incompresible, sujeto
a fuerzas de presién y gravitacionales y en donde no se presentan reacciones
quimicas, queda determinado matems&ticamente por el siguiente sistema de
ecuaciones

V.v= 0
pL= —VP+V-7 +pg (2.16)
T- ZVT

Ahora, veamos cuales son las transformaciones que sufren estas ecuaciones
cuando se trata con fluidos en medios porosos.

2.5 Dinamica de Fluidos aplicada a Medios
Porosos

Podemos definir de manera intuitiva un medio poroso como un material
sélido que contiene agujeros pequefios (poros), los cuales en general estdn
interconectados; al espacio dentro del medio poroso que no es parte de la
materia sélida se le llama espacio.vacio (o espacio poroso). De aqui que las
propiedades significativas de un medio poroso sean la porosidad, la cual es
una medida del espacio poroso y por lo tanto de la capacidad de fluir del
medio, y la permeabilidad, la cual indica la facilidad con la cual el fluido
puede atravesar el medio bajo la accién de una presién.

El flujo de un fluido viscoso a través de un medio poroso es un caso
especial del problema general del flujo de fluidos viscosos entre fronteras
impermeables. Como los poros del medio son fijos y las superficies que los
limitan se describen geométricamente, el flujo a través de estos poros est4,
en principio, sujeto a una descripcién detallada por medio de las ecuaciones
clasicas de la hidrodinamica.



Sin embargo, cuando estudiamos el comportamiento de fluidos a través de
medios porosos observamos que existen diferencias importantes con respecto
a la teorfa cldsica de flujos viscosos; estas diferencias se situan esencialmente
en la expresidn del sistema de ecuaciones dindmicas correspondientes. Cier-
tamente la ecuacién de continuidad y las definiciones termodindmicas de un
fluido deben conservarse en cualquier sistema hidrodindmico. Sin embargo,
las reacciones dindmicas de un fluido que pasa a través de canales finos de
un medio poroso, desde un punto de vista macroscopico, aparecen en formas
bastante diferentes, estas diferencias se basan primordialmente en la Ley de
Darcy, la cual termodindmicamente serd complementada con la aproximacion
de Boussinesq. ’

2.6 Ley de Darcy

En el afio de 1856 Henry Darcy se interesé en las caracteristicas del flujo
de fluidos a través de filtros de arena, para lo cual recurrié a un estudio
experimental del problema, y fue de los primeros en establecer una base real
de la teoria cuantitativa del flujo de fluidos homogéneos a través de medios
porosos. Estos experimentos cldsicos dieron el resultado conocido como Ley
de Darcy , el cual establece que la velocidad de un fluido que fluye a través
de un medio poroso es directamente proporcional al gradiente de presién que
actia sobre el fluido, expresada en términos vectoriales obtenemos
k
v=— —VP, (2.17)
1

donde pu es la viscosidad del fluido. En estas ecuaciones la permeabilidad &
puede variar de un punto a otro, dependiendo de la influencia con la cual
se manifiestan tanto la densidad como la viscosidad del fluido en el medio
poroso y puede ser diferente para cada componente de la velocidad, lo cual
nos llevaria a indicar la ley de Darcy en términos de las componentes de
la velocidad e indicando la permeabilidad correspondiente para cada una de
estas componentes. Sin embargo, si consideramos el medio como isotrépico,
tomaremos entonces a k como constante en cualquier direccion.

Sin embargo, esta ecuacién ain no es suficientemente general, pues si una
fuerza F, actia sobre el fluido, ésta afectard, al igual que el gradiente de
presién, a la velocidad, en tales casos la ley de Darcy toma la forma
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k
v=— —(VP-F) (2.18)
7
Ahora bien, si la inica fuerza externa F' que actiia sobre el fluido es debida
a la gravedad, la cual sdlo tiene componente vertical, entonces la ecuacién
anterior para la velocidad, se puede plantear en términos de las componentes
respectivas

_ k 6P
Vy = _;E

— _ k2P
W Ty (2.19)
Uz = _ﬁ % + pg).

Sin embargo, aun estas ecuaciones para las componentes de la velocidad
se veran todavia modificadas por la aproximacion de Boussinesq.

2.7 Aproximacion de Boussinesq

Como hemos indicado, en un medio poroso pueden existir fuerzas exteriores,
generalmente producidas por el campo gravitacional de la tierra, y las dife-
rencias de densidad debidas a gradientes de temperatura que pueden poner
un fluido viscoso en movimiento, con lo cual el transporte de calor a través
del medio se conoce con el nombre de conduccién cuando el fluido darciano
estd estdtico (sin movimiento), y conveccién cuando el fluido darciano est4
en movimiento. En particular, si existen gradientes de temperatura, esto
produciré movimiento en el fluido debido a las diferencias de densidad que se
generaran dentro del mismo, es entonces cuando decimos que la transferencia
de calor se da por conveccidn natural. Por lo tanto, la variacidon de la densidad
con la temperatura representado por el coeficiente de expansién térmica 3 es
un factor importante en la conveccién natural.

Suponiendo que las diferencias de temperatura son pequefias cuando des-
cribimos este movimiento, entonces serd suficiente usar la aproximacién de
Boussinesq, la cual indica que las variaciones en la densidad p son insigni-
ficantes excepto en el término de la fuerza externa (debida a la gravedad y
llamada cominmente fuerza de flotacion) donde la variacién inducida por la



temperatura da origen a la fuerza F=pg en (2.18). Como ejemplo, consi-
deremos una situacion inicial en la cual una capa de fluido estacionario frio
(por lo tanto, mds pesado) se encuentra encima de otra capa estacionaria més
tibia (mds ligera). Bajo ciertas condiciones, ésta puede ser una situacién i-
nestable, lo cual significa que incluso un disturbio pequeno puede dar como
resultado una situacién totalmente distinta, provocada por corrientes con-
vectivas. La difusién molecular y la conduccién térmica tienden a reducir
estas corrientes suavizando hasta desaparecer las diferencias de densidad y
estabilizando nuevamente el fluido.

Por lo tanto, la densidad p en la fuerza de flotacién satisface la siguiente
ecuacién de estado :

p = ,00(1 - IB(T - To))7

(en donde el subindice se refiere a un estado de referencia), la cual no es
mas que la correspondiente aproximacién lineal de la ley de estado general
p = p(P,T). Asi, la fuerza de flotacién F por unidad de volumen toma
entonces la forma

F= ,00(1 - ,B(T - To))g‘

De esta manera, las ecuaciones para las componentes de la velocidad en
un fluido darciano sujeto a la aproximacién de Boussinesq son

.a 3\
v = —k2¢
— _kopP
Uy = u oy (220)
v,= —58 4 pg(1-B(T-T.), B>0

J

Finalmente, en el caso de conveccién natural en medios porosos para flujos
incompresibles y viscosos sujetos a la aproximacién de Boussinesq, el sistema
de ecuaciones en forma vectorial que se obtiene es

Vv =0
v = ~—§(VP+,00(1 _IB(T—TO))g) (221)
. Ak
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2.8 Condiciones Iniciales y de Frontera

Hemos descrito ya las ecuaciones que describen el flujo a través de un medio
poroso; aunado a esto, debemos especificar las condiciones que deben satis-
facer las ecuaciones en la frontera del dominio considerado. Si el problema
es no estacionario, es decir, las variables también dependen del tiempo, en-
tonces las condiciones de frontera deben especificarse para todo tiempo t> 0.
De la misma manera deben indicarse las condiciones iniciales, esto es las
condiciones que se satisfacen en todos los puntos del dominio en el instante
de tiempo en que se inicia el proceso. Asi, con esta informacién y para
determinar matematicamente un problema de flujo de fluidos requerimos:

a) definir la geometria de la frontera del problema;

b) determinar la variable (o variables) dependiente(s) por medio de la
cual el flujo es descrito;

c) especificar las ecuaciones diferenciales parciales que deberan satisfacer
las variables dependientes en todos los puntos dentro del dominio;

d) especificar las condiciones de frontera que deberén satisfacer las varia-
bles dependientes en todos los puntos de la frontera;

e) establecer las condiciones iniciales cuando el tiempo es una de las varia-
bles independientes.

Si denotamos la frontera por S y la variable dependiente por ®, las condi-
ciones de frontera de mayor interés fisico pueden tomar una de las siguientes
formas:

a) ® estd definida sobre S (condicidn tipo Dirichlet).

b) 22 esta definida sobre S (condicién tipo Neumann).

c) %l + h® esta definida sobre S (h puede ser funcién de (z,y,2)) (condi-
cién tipo Cauchy).

En nuestro caso, consideraremos sélo condiciones de frontera Dirichlet y
mixtas (Dirichlet en una parte de la frontera y Neumann en otra).
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Capitulo 3

Problema Continuo

Resumen: Se expone el problema a resolver en forma continua,
asimismo se realiza la simplificacién de la ecuacién de movimiento
mediante la definicién de la funcién de corriente, una vez hecho
esto se procede a adimensionalizar el problema continuo.

3.1 Introduccién

Consideremos una cavidad cuadrada, llena con un medio poroso, y dentro de
la cual se encuentra un fluido viscoso e incompresible y supongamos que la
aproximacién de Boussinesq (las variaciones de densidad son insignificantes,
excepto en el término de la fuerza de flotacién) se satisface a través de todo
el dominio, entonces las ecuaciones para las componentes de la velocidad en
dos dimensiones vienen dadas por-

' _kdP
u = _;63:'
, ' 3.1
V= K& 4 pgll— AT ~T) 31
las cuales estan acopladas a la ecuacién de energia, dada por
oT ,0T ,0T 9
— W= = T 2
pcp(at,+u8x,+vaz,> nV-T, (3.2)

donde

18



k -permeabilidad del medio poroso (m?).

B -coeficiente de expansién térmica (1/°K).

u -coeficiente de viscosidad dindmica (kg/m s).

p -densidad (kg/m?).

pe -densidad de referencia (kg/m?).

n -conductividad térmica del fluido (m kg/s® °K).

Estas y otras cantidades extras que aparecen en estas ecuaciones, asi como
en otras que obtendremos posteriormente, pueden consultarse en el apéndice

Al

A continuacién, procederemos a simplificar las ecuaciones de movimiento
asi como la de energia.

3.2 Simplificacién de la ecuacion de movimien-
to via funcion de corriente

La geometria del problema, asi como las condiciones de frontera correspon-
dientes, tanto para el problema original como para el problema adimensional
respectivo, se indican en la figura 1.

TZ°, v Tz, v

T
¥'=

I i
o™
o-—

s -

0 T=T A XU 0 8= -1 A xu
v =

y=0

[}
Ow

Figura 1. Geometria y nomenclatura para la cavidad del flujo

Considerando que el sistema a tratar tiene propiedades fisicas constantes,
las ecuaciones (3.1) se pueden combinar y transformar en una sola, mediante
el concepto de funcién de corriente v , la cual se define a través de la velocidad
del fluido como



, (3.3)

Usando estas relaciones, veremos cémo el término que contiene a la presién
en el sistema (3.1) desaparece cuando calculamos el laplaciano de .
Dado que
62 / 82 /{
- S 3.4
ox’ oz
entonces por las ecuaciones (3.3) y (3.4), tenemos que

k &*°P _kgﬁpe(?_T__ k o°P

V2!

VQ = — 7 7 7 WA 3.5
v 10z 0z p O0r  pozZoxr (35)
considerando que aii'fz ; = a‘z,z ;, e tiene que los términos que contienen a la
presién desaparecen, y entonces la ecuaciéon (3.5) se reduce a
kgpp OT
Vi = —— — 3.6
i . o (3.6)
Ademas la condicién de incompresibilidad del fluido
V-, v)=0 (3.7)

se satisface autométicamente debido a la forma en que se definen v’ y v'.
Asi, el sistema (3.1)-(3.2) estd dado por

V’Q — kgBpe 91
! ¢ :;é;
‘0(: (az: u 8’1: ,U/g'l;) anT' ( )

sujeto a las condiciones de frontera (véase figura 1).

T= T, en = 0 y 2= A
T= T1 (A1) Z,Z 0
T= T, en z = B,
v = 0 en 2= 0 y £ = A
Y= 0 en zZ= 0 y 2 = B,
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La condicién de frontera ¢/ = 0 corresponde a la condicién de desliza-
miento nulo del fluido viscoso en las paredes de la cavidad que lo contiene.

3.3 Problema Adimensional

Procederemos ahora a adimensionalizar estas ecuaciones definiendo nuevas
variables a partir de referencias conocidas

| 8.

En particular consideraremos que .4 = B, con lo que L = 1. Sustituyendo
estas nuevas variables en la primera ecuacién del sistema (3.8), tenemos :

*k 93 pe (Ty—To) 00

B%v% == B (3.9)
es decir .
viy=PEI b g,y 8 (3.10)
K It oz
finalmente la ecuacién adimensional (e se obtiene es
Vi = —R,d—g (3.11)

or’



con

Bk gfpe
Kl

R = (Tw - TQ)

El pardmetro R es el nimero de Darcy-Raleigh, el cual hemos mencionado
anteriormente, que representa el balance entre las fuerzas de flotacién y los
procesos difusivos que retardan el movimiento del fluido y tienden a estabi-

lizarlo.
Procedemos de manera andloga para la segunda ecuacién (ecuacién de

energia) del sistema (3.8)

V2, (3.12)

peon [T =T (09 06 28) _ alfu—T)
B? ot oz 0z N B?

ademds, considerando que la conductividad térmica n estd definida como

n = PCpk,
encontramos finalmente que la ecuacién adimensional para la energia es
06 06 o0
— — +v— = V. 3.13
ot + Yoz " Y5z ( )

Por lo tanto, el problema original lo podemos transformar en un problema
adimensional con ¢t > 0, confinado a una cavidad cuadrada unitaria 2 =
(0,1) x (0,1), cuya frontera denotaremos por I'; en general, consideraremos
el dominio espacial-temporal como @ = 2 x (0,7 en donde se satisface el
siguiente sistema de ecuaciones

—xV = g
(3.14)
g" — V¥ +v-Vd= 0
donde
/ :
oy oY
=t = (5o 5‘)



Por ultimo, para que el problema esté bien planteado, consideramos tanto
para 6 como para ¥ condiciones iniciales y de frontera, éstas tltimas son:

a) Para la primera parte del trabajo, tipo Dirichlet, tanto ¢ como para
8, para todo t> 0 .

0= 0 en z= 0 y z= 1

= -1 en z= 0

8= 04 en z= 1, (3.15)
Y= 0 en z= 0 y z= 1

v= 0 en z= 0 y z= 1,

valor arbitrario para la temperatura que nosotros

=

en donde 84 es u
fijamos.

b) Para la segunda parte del trabajo, serdn tipo Dirichlet para ¥ y
mixtas para 6, y serdn indicadas en su momento.

Para ambos casos la condicién inicial es

0(z,z,t=0)=0, ¥(z,z,t=0)=0 en Q.

Entonces, el problema a resolver consiste en encontrar

v(z,z,t) y 6(z,z,t). con (z,z,t) € Q,

que sean soluciones simultaneas de (3.14) sujetas a las condiciones de frontera
e iniciales respectivas.



Capitulo 4

Problema Discreto

Resumen: Se procede a la discretizacién del problema, en primer
lugar se realiza la discretizacién temporal a través del método de
Gear modificado, con lo cual se obtienen ecuaciones diferenciales
no lineales y estacionarias en cada nivel de tiempo, posterior-
mente presentamos el esquema numérico para resolver estas ecua-
ciones, las cuales al ser discretizadas en el espacio dan lugar a un
par de sistemas de ecuaciones lineales en cada nivel de tiempo.
Finalizamos describiendo el nimero de Nusselt correspondiente
para cada una de las fronteras de la cavidad.

4.1 Introduccion

Para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales (3.14), obtenido en el
problema continuo, se nos presentan basicamente las siguientes dificultades

1) Las ecuaciones estan acopladas, es decir, debemos resolver simultdne-

amente para § y para ¥.
2) El sistema es dependiente del tiempo y no lineal porque la segunda
ecuacién de (3.14) lo es, pues ¥ es incdgnita, y por lo tanto u y v también

lo son.

Para encontrar la solucién numeérica, debemos proceder a realizar la dis-
cretizacién de cada una de las ecuaciones diferenciales parciales.
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En primer lugar, discretizamos las ecuaciones respecto al tiempo, con lo
cual obtenemos un sistema de ecuaciones diferenciales parciales estacionarias
no lineales en cada nivel de tiempo. Este sistema lo resolvemos mediante
un método iterativo de punto fijo, el cual nos conduce en cada nivel de
tiempo a resolver dos sistemas de ecuaciones lineales desacoplados. La dis-
cretizacion espacial de este sistema puede realizarse mediante elemento finito
(estableciendo previamente una formulacién variacional) o mediante diferen-
cias finitas; en cualquier caso se obtiene un sistema de ecuaciones algebraicas
lineales. Nuestros resultados se obtienen mediante esquemas de diferencias
finitas de segundo orden.

4.2 Problema Semidiscreto (Discretizacién en
Tiempo)
Recordemos el sistema a resolver

47 2
(4.1)

a
¥ _VWH+v-Vo= 0,

sujeto a ciertas condiciones de frontera e iniciales.

En la ecuacién de energia aproximamos la primera derivada parcial res-
pecto al tiempo mediante el esquema de Gear modificado, el cual es de se-
gundo orden e incondicionalmente estable, es decir

§6m+1 — 26" + %en—l

96 5
5 (z, 2, (n+1)At) ~ A7 ;

n>1
donde

0 (z,z,t) = 0 (z,z, kAt).

De esta forma, nuestro sistema de ecuaciones discretizado en el tiempo
estd dado como

afntl — y2gntl + (u”+1, vn+1) .ot = fn+1

_1v2,,nt1 _ (88\"T!
Rv % - (6:) ’

[N}
WD




en donde

lgn-1
_ 3 n+l o 28°-3¢
a = a0 Y f - At ’

m4s las condiciones de frontera dadas por (3.15).

Por lo que para resolver este par de ecuaciones diferenciales parciales,
debemos encontrar ¥ (. z, (n+1) At) y 8 (z, 2, (n+1) At) que sean solucion
de (4.2) para cada tiempo (n + 1) At. Entonces si renombramos

§ =on+!

U — wn+1
en cada nivel de tiempo, observamos que debemos resolver un sistema esta-
cionario no-lineal de ecuaciones diferenciales parciales de la forma
12y, = 00
gV U= 3 }

z

0f — V20 + (uv)-VO= (.3)

més las condiciones de frontera (3.15) .

La manera en que resolveremos este sistema en cada nivel (n + 1)At de
tiempo, es haciendo uso de un método iterativo de punto fijo, mismo que
explicaremos en la siguiente seccion.

4.3 Meétodo de Solucién para el Problema Es-
tacionario

El esquema para resolver este sistema, es una variante de otros métodos, que
han mostrado ser eficientes para flujos méds complicados respecto a medios
no porosos, relacionados con las ecuaciones de Navier-Stokes asi como a la
aproximacién de Boussinesq {10].

Respecto a la ecuacién de energia consideraremos

T(0,%) =ab — V0 + (u,v) - VO - f. (4.4)
Asf el sistema (4.3) es equivalente a '
TO.¥¢) =0 }
) (4.5)
—ivie =9

1

més las condiciones de frontera (3.15).



Considerando que el sistema de ecuaciones a resolver consiste de dos ecua-
ciones elipticas, una de ellas lineal y la otra no-lineal. En lo que sigue haremos
uso del siguiente método iterativo de punto fijo.

Dados
90 = 29" — 971—1

0 _— n -1

4 - QUJ - 71[1" )
interpolaciones lineales de los valores conocidos en los tiempos anteriores,
resolvemos el siguiente sistema hasta obtener convergencia en 6

gm+1 — ™ — Mal — V2)~LT (6™, ™)

g+l = on en I

BT T (40
Pl = RVl en T,

en donde
0<A<l en 9,

y el superindice m indica las iteraciones del método de punto fijo a considerar.
Finalmente tomamos

n+l1 __ m-+1 n+1 — am+l
¢ = 0 v v = Y7

Observemos que la convergencia en 6, implica la convergencia de 1, obte-
niendo asi la convergencia a la solucién (6™}, ¢¥"*1) del sistema.

Es importante hacer notar, que la primera ecuacién del sistema (4.6)
podemos sustituirla por la ecuacién equivalente

(ol — V)™ = (ol — VO™ — AT (8™, ¥™).

De esta manera en cada iteracién tenemos que resolver dos problemas
elipticos lineales simétricos no-acoplados. La parte no simétrica en la ecuacién
(4.4), (u,v)- V0, queda en el lado derecho como una consecuencia del método
iterativo.

Para iniciar este método debemos contar con dos valores iniciales para 6 y
dos para v , es decir cuando n = 1 los valores que obtendremos, una vez que
aplicamos el método de punto fijo, son los correspondientes al segundo nivel
de tiempo 62,12, razén por lo cual necesitamos los valores respectivos de los
dos primeros niveles, esto es debemos conocer los valores de 62, 6%, ¥°, ¥!.

Como sélo conocemos un valor inicial para 6 y uno para @ (#° y °
son conocidos), la manera de obtener 6! v v! es aproximar la derivada tem-
poral de la primera ecuacién de (4.5 ) por medio del esquema de Euler, y
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aplicar entonces el mismo método de punto fijo para encontrar los valores
correspondientes al primer nivel de tiempo.
1 de E i % yiene dad
El esquema de Euler para aproximar §; viene dado por

a9 gr+l —gn
— ~x - >
e (n At) N n>0

Con lo que las ecuaciones resultantes tienen exactamente la misma forma que
las del sistema (4.3), sdlo que ahora. :

_ 1 _ o
o=, ¥ f=%

Cabe aclarar que éste esquema es de primer orden, y puesto que nuestro
esquema, general a partir de la segunda iteracién es de segundo orden trata-
mos de solventar este problema dividiendo At en 5 subintervalos e iterando
en cada uno de ellos hasta llegar a la convergencia y al finalizar el dltimo
subintervalo temporal tomamos los valores obtenidos para € y para ¥ en ese
nivel de tiempo como #' y 1!, respectivamente.

De esta manera, encontramos los valores para #' y ¢!, v podemos con-
tinuar con el método iterativo para los siguientes tiempos usando el esquema
de Gear modificado.

4.4 Discretizacién en el espacio

Como ya se mencioné antes, utilizamos esquemas de diferencias finitas de
segundo orden para aproximar los términos convectivo y difusivo de 8, esto
es

36/ ., ~ Bit15-6i1;
5’;(11, y]) ~ h *
06 g —8; 5
pEAA . . ~ g+1 Jg-t
dy (:E“ yJ) ~ = 2h ‘
920 ~ Bi41.5-20i;+6i-1,
gp(zhyj) R
020 s Big1—20i 54+0i 1
;93—2(5131'7 ?Jj) Rz = h2
donde
h= = con /N > 0 entero,

N+1
i,j=1,..,,N, y ademas,



zi=1ixh,yy; =j*h,
Gi‘j z@(:ci,yj).

Recordemos que estamos en el nivel de tiempo (n + 1)At, por lo que en
realidad tenemos

0:5 = O mrnae = 0(zi. Y;, (n+ 1)At).

4 o v P Py
El proceso es analogo para 3=, oy oz ¥ B
De esta manera en el sistema (4.6), la relacién para T discretizada en el

espacio toma la forma
T(@, \I/) = (CYI -+ A)(a + (Uiv]‘,viy]’) : V@iyj - F, (47)

donde

I denota a la matriz identidad de orden N? x N2,

A es una matriz por bloques, de orden N2 x N2, la cual proviene del
laplaciano de 8 y tiene la siguiente estructura

A -1, O, -+ O

1 I :
Az_}_ﬁ o, . . . 0 (4.8)

: s T =1

O, - Oy -, Ay,

y cada uno de los bloques son matrices de orden Nx /N las cuales tienen la
siguiente forma

4 -1 0 -+ 0
-1 ) . .o
A= 0O . . .0 (4.9)
: - |
0 --- 0 =1 4,

I, = matriz identidad de orden N x N ,
O, = matriz nula de orden N x N.

Ademds, tanto A como A, son matrices simétricas y definidas positivas.
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Por otro lado, por (3.3)
(ui,j,’l)i,j) = (U,'U)(:ri‘yj) = (%(xlayj)v —%f(xiv yj))
V@i,j = VG(I,', yj),
tenemos
(ui,j> vi,j) . Vigi‘j =~

(Wi j+1=%i5-1)(Bit15=0i—1 )= (Cit15=VYi—1,)(6i j+1—0i 1)
. 4h2 ’

con i,j = 1,.., N.

De esta manera el sistema de ecuaciones { 4.6) toma finalmente la forma

(al + A)O™ = (ol + A)O™ — AT (O™, ¥™), A>0

1Agmtl - {‘9:_"::.11—‘9.-"1’;.12- }N . (4.10)

R 2K i1

Asi, hemos discretizado totalmente el problema y podemos aplicar un
método adecuado para resolver los dos sistemas de ecuaciones algebriicas
lineales desacoplados que se obtienen; para condiciones de frontera de tipo
Dirichlet, tanto para # como para 1, los resolvemos haciendo uso del método
iterativo SOR por bloques (apéndice B), mientras que cuando se tienen condi-
ciones de frontera Dirichlet para ¢ y Mixtas para # aplicamos el paquete de
FISHPACK (apéndice C).

4.5 Numero de Nusselt

Finalmente, una variable adimensional extra e importante que proporciona
una forma alternativa del coeficiente de transferencia de calor ( el flujo de
calor por unidad de drea q es proporcional al gradiente de temperatura VT,
q = -kVT, donde k es la conductividad térmica del fluido), es el nimero de
Nusselt. Este nimero provee una medida del gradiente de temperatura en
una superficie al gradiente de temperatura a través de un fluido.

Para calcular el nimero de Nusselt local correspondiente a cada una de las
superficies que componen la frontera, usamos las soluciones correspondientes
obtenidas de las ecuaciones que modelan el flujo. De esta manera, el nimero
de Nusselt a lo largo de la frontera superior estd definido como
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L ¢ |
- 9,4 —-9—52 =l

Mientras que para la superficie inferior, el nimero local de Nusselt se
define como

Nu

L 06
Nu= =735, =0
Y a lo largo de la frontera lateral se tiene que el nimero local de Nusselt
€es
106
Nu = 2oz |z=0,

en este caso sélo calculamos el nimero de Nusselt para la frontera lateral
correspondiente a x=0, ya que los mismos resultados se obtienen cuando
x=1.

Las derivadas que aparecen en el nimero de Nusselt se obtuvieron usando
un esquema de diferencias finitas centradas, de segundo orden, con base en
los resultados obtenidos de cada caso.
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Capitulo 5

Resultados Numeéricos

Resumen: Mostramos las graficas de la funcién corriente y de la
temperatura, para diferentes condiciones de frontera, correspon-
dientes a los resultados obtenidos en cada uno de los casos. En
algunos de éstos, se muestran también las graficas de los niimeros
de Nusselt promedio asi como locales correspondientes a cada una
de las fronteras de la cavidad.

5.1 Introduccion

Al resolver los sistemas lineales, obtenidos de la discretizaciéon del problema,
original, observamos que las matrices que provienen del laplaciano conservan
una estructura de bloques durante todo el proceso de discretizacion sin al-
terar las propiedades mencionadas en la seccién anterior (simétrica, definida
positiva, etc.); por ésta razén se eligié el método iterativo SOR por blo-
ques (apéndice B) para encontrar la solucién numérica del problema, y este
método nos condujo finalmente a resolver N subsistemas lineales para cada
uno de los dos sistemas lineales, los cuales a su vez los resolvimos haciendo
uso del método de Cholesky.

Como todos estos ultimos subsisternas conservan la misma matriz, in-
dependientemente del tiempo y de las iteraciones, esto nos da una ventaja
computacional importante pues la factorizacion, que es una parte costosa del
programa, la realizamos unicamente una vez, con lo que en cada nivel de
tiempo sélo tenemos que realizar la sustitucién hacia atrds y hacia adelante
para cada iteracion.
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Por otra parte, una caracteristica muy importante del sistema de ecua-
ciones diferenciales es que, debido a la geometria del dominio y a las condi-
ciones de frontera dadas tanto para # como para 1, esperamos obtener
simetria en la grafica de 6 y antisimetria en la gréfica de 1 alrededor de
la linea z = 1, en términos mateméaticos

O(z,z,t) =61 -z, 21) 0<z<1
W(z,z,t) =—-Y(l—-=z,2,t) 0<z<1,
de donde se desprende que
¥ =0 enxzé
gg =0 enzz%
?,—f =0 ena:=%,

y puesto que la primera derivada de la funcién corriente en la direccién de z
es igual a cero para todo punto de la forma (%, z) con 0 < z < 1, entonces
podemos concluir que, la componente horizontal de la velocidad u es cero;
por su parte, la componente vertical de la velocidad v no necesariamente es
Cero en €sos puntos.

Con estas consideraciones presentamos a continuacién resultados numéri-
cos, en primer lugar cuando las condiciones de frontera son de tipo Dirichlet
para 8 y para v, los cuales concuerdan en buena parte con los resultados
obtenidos por Christopher (7] con un esquema de diferencias finitas de cuarto
orden, posteriormente continuamos con los resultados numéricos obtenidos
cuando tenemos condiciones de frontera Mixtas para 6 y de tipo Dirichlet
para .

Para ambos casos, tomamos como valor para el pardmetro A del método
iterativo de punto fijo el valor A= 0.9 v criterio de convergencia (tolerancia)
de 10~°.

5.2 Condiciones de Frontera Dirichlet

En todos los casos tenemos las siguientes condiciones de frontera:
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§ =-1 en z =0

9 =O en I =O y, x :1
§ =04 en 2z =1
v =0 en T

Donde 84 denota el valor en la frontera superior del dominio, el cual
precisaremos en cada caso, asi como otros parametros necesarios.

Casol) 6,=-05 _ R=1000, h=4, At=.0002

Las paredes de la cavidad se encuentran a mayor temperatura que las
fronteras inferior y superior de la cavidad por lo que el calentamiento ocurre

a través de dichas fronteras laterales. Observese que inicialmente el fluido
también se encuentra a mayor temperatura que la tapa y la base de la cavidad.

Funcién de Corriente () Temperatura(#)

40 7 %© =

0 o8
30 5 -5 e
20, 20

-5 5
-001

10 ) 10

-lI

= . -3

¢
0 10 20 kY 40 10 20 0 40

Figura 2
Contornos de la funcién de corriente
y de la temperatura para t = 0.003

En la figura 2 mostramos los contornos de la funcién corriente y de la
temperatura, respectivamente, cuando comienza a desarrollarse el flujo.

El fluido se enfria en las superficies superior e inferior y se calienta en
las paredes. Como observamos de la gréfica de la funcién corriente, el flujo
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comienza a desarrollarse en las esquinas. La circulacién del fluido, en la
parte superior, comienza como pequenias burbujas de fluido frio que caen,
alejandose de la frontera superior, hacia el cuerpo principal del mismo, el
cual se encuentra a mayor temperatura; este enfriamiento y calentamiento
provoca que la circulacién se produzca en sentido negativo (en el sentido
de las manecillas del reloj) en la esquina superior izquierda y, debido a la
antisimetria de la funcién corriente, en el sentido positivo (en el sentido
contrario a las manecillas del reloj) en la esquina superior derecha, a medida
que el fluido que es calentado asciende cerca de la pared; muy cerca de estas
burbujas se forma otro movimiento en contrasentido, respectivamente a cada
una de ellas, a medida que el fluido que ha sido enfriado por la frontera
superior desciende, alejindose de ésta. Al mismo tiempo, en la frontera
inferior, se producen burbujas que giran en sentido negativo en la esquina
izquierda y positivo en la esquina derecha.

Funcién de Corriente (¢) Temperatura (6)

]

&

10 -1

Figura 3
Contornos de la funcién de corriente
y de la temperatura para ¢t = 0.008

La circulacién es més lenta en los vértices de las esquinas inferiores que
en los de las esquinas superiores, lo cual se debe a que el fluido més frio y
denso se encuentra debajo del fluido maés caliente, con lo cual se inhibe el
flujo, mientras que en los vértices de la esquina superior, el fluido més frio
estd sobre el fluido tibio, lo cual incrermenta la circulacién.

Debido al calor que ingresa desde las paredes, los vortices en las esquinas
inferiores se extienden hacia arriba abarcando una mayor parte de la cavidad
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que aquella correspondiente a la de los vértices de las esquinas superiores
pues su crecimiento se ve limitado por la frontera superior.

De igual manera la grifica para la temperatura muestra el hecho de que el
fluido comienza a enfriarse cerca de las fronteras superior e inferior mientras
conserva una temperatura més cdlida cerca de las paredes y en el centro de
la cavidad.

Al comparar este resultado con el correspondiente de Christopher ob-
servamos diferencias notables, las cuales basicamente se relacionan con el
tiempo en que se alcanzan los mismos graficos. Cuando t = 0.003 obtenemos
una distribucién para la funcién corriente y la temperatura similar a la co-
rrespondiente de Christopher cuando t = 0.004, estos resultados son los que
presentamos en la figura 2.

Funcién de Corriente () Temperatura (6)

=1

10

Figura 4
Contornos de la funcién de corriente
y de la temperatura para t = 0.016

Es importante aclarar que mientras nosotros presentamos los resultados
obtenidos en la cavidad completa, Christopher, considerando el hecho de la
simetria para la temperatura y la antisimetria para la funcii corriente, sélo
presenta los resultados correspondientes a la mitad izquierda de la cavidad,
esto es, cuando 0 < < 7.

En la figura 3, la grdfica de la funcién corriente muestra que se ha for-
mado otro par de voértices adicionales a los anteriores, los cuales han con-
tinuado desarrollandose. Las celdas superiores que se formaron inicialmente
han crecido, alargdndose y cayendo hacia el centro de la cavidad donde se
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encuentra el fluido menos frio; mientras que los vértices inferiores también
crecen, aunque de manera mas lenta.

La distribucién de temperatura muestra que el fluido tibio que se en-
cuentra cerca de las paredes y en el centro de la cavidad tiende a elevarse,
reemplazando de esta forma al fluido frio que surge de la frontera superior.

En un tiempo posterior, al continuar desarrolldndose el flujo, figura 4, los
vértices provenientes de las esquinas superior e inferior izquierdos se colapsan
en una celda a lo largo de la pared, teniendo su contraparte, debido a que ¥
es antisimétrica, en la mitad derecha. Estas celdas continian desarrollandose
y creciendo con lo cual empujan a las celdas restantes hacia el centro de la
cavidad. La grafica correspondiente de la temperatura indica que el fluido
mas frio proveniente de la superficie superior sustituye al fluido tibio que se
encuentra en el centro de la cavidad, ccupando ahora una mayor porcién de
la misma.

Funcién de Corriente (y) Temperatura ()

20

10

10 20 0 i 40 ) 10 0 0 40
Figura 5
Contornos de la funcién de corriente
y de la temperatura para t = 0.038

Finalmente, en la figura 5, las celdas laterales han seguido creciendo hasta
lograr vencer a los otros vdrtices, con lo cual sélo se tienen dos celdas, una a
cada lado de la linea central, circulando en sentidos opuestos. En la grafica de
la temperatura, ésta se ha estabilizado y el fluido es ahora frio en el centro
de la cavidad y disminuyendo conforme nos acercamos hacia las fronteras
superior o inferior, mientras que la temperatura aumenta si estamos cerca de
las paredes, las cuales se mantienen célidas.
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100
S = Frontera Superior
80 I = Frontera Inferior
L = Frontera Lateral
€0
40
20 k{{\, '

0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 5.05 0.0 0.04 |
Figura 6
Numero de Nusselt promedio
para R =1.000y 8§ = —0.5

Por otra parte, la figura 6 presenta la grafica del nimero de Nusselt
promedio, a lo largo de cada una de las fronteras que limita la cavidad, para
estas condiciones.

Nu
100
80 T1 = .003
12 = .008 —_
I3 = 016
60 14 = .038
40 72
20
7
0.2 0.4 0.6 0.8 1 T

Figura 7
Numero de Nusselt a lo largo de la superficie
lateral para R =1,000y # = —0.5

Como se observa de la grafica, tanto en la frontera inferior como en la
superior, el niumero de Nusselt promedio inicialmente es infinito, lo cual se
debe a la discontinuidad de la temperatura en éstas superficies, mientras
que en las paredes el nimero de Nusselt promedio también es infinito al
principio debido a que la temperatura promedio del fluido es la misma que
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la de la pared. A lo largo de cada superficie, observamos que el nimero
de Nusselt promedio decrece conforme se desarrolla el flujo, sin embargo, el
nimero de Nusselt en la frontera superior presenta un aumento cuando los
vortices mayores vencen a los pequenios, y este incremento es el resultado
de las mayores velocidades que se alcanzan asociadas con los vértices mds
grandes.

En la figura 7 mostramos los nimeros locales de Nusselt a lo largo de una
de las paredes (x=0) para cuatro diferentes tiempos en donde observamos
que los valores son muy grandes cerca de la tapa inferior, porque el flujo que
se encuentra sobre esta superificie choca contra la pared y se vuelve hacia
arriba, mientras que la parte superior de la pared muestra el efecto provocado
por lo vértices que inicialmente se desarrollan en la esquina, t=.003 y t=.008,
de tal forma que el fluido tiende a fluir hacia el centro de la pared; en tiempos
posteriores, t=.016 y t=.038, éste tiende a disminuir debido a que el vértice
de la esquina inferior crece hasta llenar la mitad de la cavidad, con lo que el
nimero de Nusselt decrece uniformemente cuando el fluido se eleva desde el
fondo de la cavidad.

Nu
100

80

(1 (I

60
40
20
I
0.2 0.4 0.6 0.8 1
Figura 8

Numero de Nusselt a lo largo de la superficie
superior para R = 1,000y 8 = —0.5

A lo largo de la superficie superior, fig. 8, el numero local de Nusselt
es grande cerca de la pared, pues como se menciond anteriormente, esto es
debido a que la corriente asciende por la pared y choca con la superficie
superior. Cuando ¢ = .008 se crean vortices secundarios hacia la cuarta
parte de la tapa que se van alejando de ésta, lo cual repercute en altos y
bajos nimeros de Nusselt respectivamente.
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Figura 9

Numero de Nusselt a lo largo de la superficie
inferior para R =1,000y § = —0.5

En la frontera inferior, fig. 9, los valores del nimero de Nusselt son no-
toriamente mds pequenos y estables ya que el flujo es relativamente lento en
el fondo de la cavidad y paralelo a ésta, y los valores més altos se alcanzan
cerca de la pared, lo cual resulta de que la velocidad del flujo en esa zona
toma sus valores mas altos.

Caso I1) 94 = +0.5, R=10,000, h=g,  At=.00001

El sistema recibe calor a través de la superficie superior y de las paredes,
estas tltimas a menor temperatura que la primera, y se enfria en la frontera
inferior. El fluido se desarrolla hacia un estado estacionario para ¢ > 0.03,
donde se observa de la grafica de la funcién corriente, fig. 10, que el fluido,
que es enfriado en la frontera inferior de la cavidad y calentado en las paredes,
circula ascendiendo en capas flotantes a lo largo de éstas hasta la mitad del
plano y se enfria nuevamente al llegar al fondo.

Mientras tanto, en la parte superior el fluido es calentado en la tapa y
puesto que las paredes se encuentran a menor temperatura que aquella, esto
provoca que el fluido se enfrie a lo largo de las fronteras laterales, con lo que
la fuerza de flotacién lo empuja hacia abajo, produciendo también un vértice
en cada esquina superior.

Asi se obtienen 4 vdrtices, uno en cada esquina, en donde los vértices de
las esquinas superior izquierda e inferior derecha giran en sentido positivo
mientras que los vértices de las esquinas superior derecha e inferior izquierda
lo hacen en sentido opuesto, es decir en sentido negativo; es por esta razén
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Figura 10

Contornos de la funcién de corriente
y de la temperatura para ¢t = 0.03

que la pareja de vortices derechos no se funde finalmente en una sola celda,
pues giran en sentidos opuestos, y de igual forma sucede con la pareja de
vortices izquierdos.

La distribucién de temperatura muestra que el fluido mantiene una tem-
peratura mas calida en la mitad superior y més fria en la mitad inferior, y
estas diferencias se atentan conforme nos acercamos hacia el centro de la
cavidad.

Caso III) 64 = 0.0, R =10, 000, h = %, At = .00001

La figura 11 muestra que el fluido se enfria en la frontera inferior y se
calienta tanto en las paredes como en la frontera superior (las cuales se en-
cuentran a la misma temperatura que el fluido inicial), entonces el equilibrio
del fluido en la mitad superior de la cavidad no se ve alterado, por tal razén
no existe flujo en dicha parte. En la mitad inferior se presenta un vdrtice
en cada esquina, de manera semejante a la respectiva grafica del caso II, es
decir el fluido frio del fondo se va calentado a lo largo de las paredes, hasta
la mitad de la cavidad, y se vuelve a enfriar al llegar nuevamente al fondo,
de tal manera que los vdrtices de cada esquina circulan en sentidos opuestos.
Es importante hacer notar la similitud de los vértices inferiores en los casos
IT y III, lo cual indica que la presencia de las celdas superiores en el caso
anterior practicamente no ejercen efecto sobre las celdas inferiores.
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Funcién de Corriente (i) Temperatura (6)
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Figura 11
Contornos de la funcién de corriente
y de la temperatura para t = 0.011

Por esta misma razén, la grifica de la temperatura practicamente no
muestra diferencia con respecto a la mitad inferior de la correspondiente
grafica del caso II, mientras que en la mitad superior se mantiene practica-
mente a la misma temperatura inicial.

Caso IV) 64 =-0.5, R =10, 000, h = gla, . At = .000005

En este caso al contrario de los anteriores no se alcanza un estado esta-
cionario, en su lugar el flujo se desarrolla hacia una solucién de tipo casi
periddico.

Las siguientes figuras muestran las graficas de la funcién corriente y de la
temperatura para cuatro diferentes tiempos, de inicio y fin de un casi-periodo.

Al igual que en el caso I, el calentamiento se produce en las paredes,
mientras que el fluido se enfria a través de las fronteras superior e inferior.

En la grifica de la funcién corriente, la caracteristica principal, es que
obtenemos dos largas celdas que ocupan casi la totalidad de la cavidad y que
rotan en sentido opuestos. Cerca de la tapa, las celdas presentan disturbios
debido a que el fluido se enfria en esa superficie, fig. 12.a, y comienza a
sumergirse, sin embargo las siguientes graficas muestran cémo estas distor-
siones van disminuyendo a medida que el flujo circula hacia la linea central
de la cavidad, fig. 12.c , para posteriormente aumentar las distorsiones nue-
vamente, figs. 12.e y 12.g; mientras esto sucede en la mitad superior, en
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Contornos de la funcién de corriente y de la temperatura
durante un ciclo, cuyo periodo At = 0.0004
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la mitad inferior la grafica permanece sin cambios notorios, con lo que las ve-
locidades en esta parte de la cavidad permaneacen practicamente constantes.

Las correspondientes graficas para la temperatura, muestra que el fluido
se ha enfriado, lo cual es mas notorio en las fronteras superior e inferior
asi como en el centro y aumenta conforme nos acercamos a las superficies
laterales.

Es importante notar el hecho de que las graficas de la funcién corriente
no es totalmente antisimétrica, por las claras discrepancias que se observan
en la parte superior de la mismas, si bien es cierto el hecho de que las celdas
obtenidas rotan en sentidos opuestos. De la misma manera, las graficas de la
temperatura tampoco son simétricas en la parte superior, y estas diferencias
son igualmente notorias. El periodo estimado es de .0004.

Este es el unico caso en el que los resultados que obtuvimos no coinciden
del todo con los reportados por Christopher, ya que él indica que obtuvo
estados periddicos, determinando el periodo en 0.00048, y aunque no men-
ciona la simetria de la temperatura ni la antisimetria de la funcién corriente
especificamente para este caso, supone del andlisis primario que hace del
problema general que las satisfacen, lo cual para nosotros no fue asi, ya que
como se observa de las graficas que obtuvimos se presentan claras diferencias
entre la primera y la segunda mitad de la cavidad.

5.3 Condiciones de Frontera Mixtas

El mismo problema fue resuelto considerando diferentes tipos de condiciones
de frontera para la temperatura al mismo tiempo que se mantiene siempre
condiciones de frontera Dirichlet para la funcién corriente. Los resultados
obtenidos consideramos que fueron satisfactorios; a continuacién presentamos
algunos de estos resultados cuando se tienen condiciones de frontera mixtas
para la temperatura y Dirichlet para la funcién corriente.

CasoI) R=1,000, h=2 At =.0002

30?

Las condiciones de frontera que se satisfacen en este caso son:

0= 0 en z= 0 y z= 1,
2~ 1 en z= 0,

%%_ 0 en z= 1,

Y= 0en z= 0 yv z= 1,
Y= 0en 2= 0 y z=
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A partir de las condiciones de frontera,se tiene que existe transferencia
de calor desde el exterior hacia el sistema a través del fondo de la cavidad,
lo cual significa que se introduce calor al sistema, mientras que en las super-
ficies laterales se tiene una temperatura constante y la frontera superior es
adiabatica por lo cual el sistema se mantiene aislado en esta superficie.

Funcién de Corriente () Temperatura (6)
kY
P X .08
2
15
10

J2 y
5 A
A\
S 10 15 20 s} EY 5 10 15 20 25 20
Figura 13

Contornos de la funcién de corriente
y de la temperatura para t = 0.105

En la fig. 13 se muestran algunos contornos para las graficas de la tempe-
ratura y para la funcién corriente cuando se ha llegado al estado estacionario
(t=.105). Observamos que se sigue manteniendo, en este caso, la antisimetria
de la funcién corriente y la simetria para la temperatura. La grédfica de la
temperatura muestra que el mayor calentamiento se da en el centro del fondo
de la cavidad, razén por la cual el fluido caliente del centro se eleva y va
enfridandose en la parte superior de la cavidad y posteriormente cae por las
paredes hasta el fondo donde vuelve a calentarse, por ello en la gréfica de la
funcién corriente se observan dos celdas que ocupan el total de la cavidad y

que rotan en sentidos opuestos.
Caso II) R=100, h=g, At=.0002

Las condiciones de frontera que se satisfacen en este caso son:
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= 1 en z= 0,
= 0 en z= 1

g—z: 0en z= 0 y z= 1,
= 0en z= 0 y z= 1,
= 0en z= 0 y z= 1

~ En este caso, las fronteras superior e inferior son adiabéticas, y las su-
perficies laterales mantienen temperaturas constantes distintas. Debido a las
condiciones de frontera para la temperatura, no esperamos que se conserven
las propiedades de la antisimetria y simetria para la funcién corriente y para
la temperatura, respectivamente.

Funcién de Corriente (i) Temperatura (6)
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Figura 14
Contornos de la funcién de corriente
y de la temperatura para t = 0.094

En el estado estacionario, t=.094, se obtiene en la grafica de la funcién
corriente una sola celda circulante en toda la cavidad; ademds las graficas
corroboran que no existe antisimetria en la funcién corriente ni simetria en
la grafica de la temperatura. »

Los resultados obtenidos en el caso de condiciones de frontera mixtas son
concordantes con aquellas obtenidas por el Dr. en Ciencias Hugo Jiménez
Islas en su trabajo de tesis doctoral.

Finalmente, mencionamos que los cdlculos numéricos de este trabajo se
realizaron en la computadora (computadora IRIX de SGI), la cual cuenta
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con 2 procesadores R 4000, 256 MB en RAM y 17.5 GB en disco duro, del
Laboratorio de Supercémputo de la UAM-I.
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Capitulo 6

Conclusiones

Resumen: Se evalian los resultados obtenidos al considerar
condiciones Dirichlet y se hace una revisién comparativa con los
resultados obtenidos por Christopher. Posteriormente, se pre-
senta una sintesis de las principales caracteristicas obtenidas en
los resultados correspondientes a las condiciones mixtas. Final-
mente, se hace una breve resena sobre otros problemas, con ca-
racteristicas similares a los presentados aqui, que pueden ser re-
sueltos con el mismo método propuesto en este trabajo.

6.1 Condiciones de Frontera Dirichlet

" Los resultados que obtuvimos nos indican que:

a) Cuando el ndmero de Darcy-Raleigh es pequefio (R=1000) y las con-
diciones de frontera son inestables, esto es, cuando la superficie superior
se encuentra a menor temperatura que las superficies laterales, el flujo se
desarrolla hasta llegar a un estado estacionario en el cual se tiene una so-
la celda a cada lado de la linea central, las cuales ocupan el total de la
cavidad y rotan en sentidos opuestos.

b) Cuando el niimero de Darcy-Raleigh es grande (R= 10,000) y para los
casos en que la frontera superior se encuentra a mayor o igual temperatura
que las fronteras laterales (condiciones de frontera estables) el desarrollo
de flujo también es hacia un estado estacionario, en el cual se obtienen
dos celdas rotando en sentidos opuestos, una a cada lado de la linea cen-
tral cuando la frontera superior tiene la misma temperatura que las fron-
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teras laterales y cuatro celdas rotando en contrasentido una con respecto
a la otra, dos a cada lado de la linea central vertical, cuando la superficie
superior mantiene una temperatura mayor que la de las superficies late-
rales.

c¢) Cuando R es grande (R=10 000) y las condiciones de frontera son ines-
tables, donde la superficie superior se encuentra més fria que las superfi-
cies laterales, el flujo adquiere un carécter de tipo casi periédico en donde
las dos celdas obtenidas, cada una ocupando una mitad de la cavidad y

rotando en contraposicién una con respecto a la otra, tienen un periodo
aproximado de crecimiento y decaimiento del flujo qué circula a lo largo
de la superficie superior cuando éste se enfria y posteriormente cae hacia
el centro de la cavidad, donde se encuentra el fluido més tibio.

Estos resultados concuerdan, en general, con los reportados por Christo-
pher, sin embargo, las principales discrepancias son:

a) en los casos en que se llega a obtener un estado estacionario, los tiempos
obtenidos por nosotros para alcanzar tanto los mismos estados transito-
rios indicados por Christopher como para los estados estacionarios son
menores en todos los casos,

b) mientras que Christopher reporta una solucién de tipo periédico cuando
R=10,000 y condiciones de frontera inestables, nosotros obtenemos una
solucioén casi periddica, pues existen ligeras diferencias entre lo que pudie-
ramos llamar periodo de la solucién; ademas, en el desarrollo del flujo se
observan algunas discrepancias entre lo que se obtiene en una mitad de
la cavidad y la otra que provocan que se pierda un poco de la antisime-
tria de la funcién corriente, y por la misma razén, tampoco se satisface
del todo la simetria de la gréfica para la temperatura.

6.2 Condiciones de Frontera Mixtas

En los dos casos presentados en este trabajo, los resultados del estado esta-
cionario concuerdan bastante bien con los reportados por el Dr. Jiménez
Islas, el cual resolvié los mismos problemas pero considerando las ecuaciones
estacionarias respectivas, es decir no dependientes del tiempo, usando un
método de colocacién ortogonal.

a) Cuando consideramos el valor del nimero de Darcy-Raleigh de 1,000
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y las condiciones de frontera indican que las paredes tienen temperatura
constante (6 = 0), la superficie superior estd aislada y en la superficie in-
ferior existe ingreso de calor (g~z = 1) se llega a un estado estacionario en
donde se obtiene una celda a cada lado de la mitad de la cavidad, las cua-
les se limitan mutuamente pues rotan en sentidos opuestos, mientras que
temperatura del fluido es mayor en el fondo y centro de la cavidad.

b) Cuando el valor de R es 100 y tanto la superficie superior como la in-
ferior estdn aisladas mientras que las fronteras laterales se mantienen a
temperatura constante, pero distinta una de la otra, en el estado esta-

cionario se obtiene una sola celda llenando la cavidad.

Los resultados obtenidos son muy satisfactorios y practicamente no e-
xisten discrepancias con aquellos presentados por el Dr. Jiménez. Sin em-
bargo, es importante aclarar que se hicieron algunos ajustes en las ecuaciones,
adimensionales, para que fueran equivalentes a aquellas que resolvié el Dr.
Jiménez, lo cual también se verd reflejado en los resultados,

Estos ajustes estdn relacionados bédsicamente con signos en las ecuaciones
respectivas a la funcién corriente:

a) En la definicién de la funcién corriente se consideraron las siguientes-

relaciones:
— el
u= 8z
. B
v= 3.

con lo cual las ecuaciones de momento y de energia toman la forma

vy = 2
(6.1)
%—?—V29+V-V9= 0

donde 50 9
_ _(_ %% 9
v-—(u,v)—-( oz’ 81)'

b) Al resolver las ecuaciones obtenidas con esta definicién de la funcién
corriente y condiciones de frontera mixtas para la temperatura, cuyos re-
sultados son los presentados anteriormente, observamos que en el caso en
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que la frontera superior sea adiabdtica y en la frontera inferior se satisfa-
ga la condicién % = 1, las gréficas de la funcién corriente y de la tempera-
ratura son las mismas que cuando se resuelven con las ecuaciones origina-
les. Sin embargo, en el caso de la funcién corriente, donde se obtienen
dos celdas en la cavidad, los valores obtenidos son los mismos pero con
signos opuestos, en el caso de la grafica de la temperatura no hubo ningu-
na diferencia.

c¢) En el caso en que las fronteras laterales son adiabaticas y con las ecua-
ciones originales, tanto la grafica de la temperatura como de la funcién
corriente presentaron los mismos valores positivos, pero la direccion de
las lineas fue opuesta en ambos casos, es decir en el caso de la temperatu-
ra parecieran iniciar en la esquina superior izquierda y dirigirse hacia la
esquina inferior derecha, andlogamente sucede con los contornos de la fun-
cién corriente.

6.3 Sugerencias para la Resolucién de Pro-
blemas Similares

En la seccién anterior se observaron ya un par de casos, que son similares
al original y que pueden ser resueltos con el método propuesto en este tra-
bajo, en general algunos otros problemas, relacionados con flujos en medios
porosos, que pueden ser resueltos por este método tienen las siguientes ca-
racteristicas:

a) Problemas donde al ser adimensionadas las ecuaciones respectivas, tie-
nen la misma forma que las presentadas en el presente trabajo, pero con
condiciones de frontera Dirichlet, Neumann o mixtas. En este caso, rea-
lizamos diversas pruebas con diferentes condiciones de frontera y los re-
sultados fueron satisfactorios.

b) Problemas donde las ecuaciones adimensionales de energia y de mo-
mento sean

\V/ 3
ll? Zw 6:
(6.2)

9
P—AVH+v-Vo= 0

donde Pr denota el ntiimero de Prandalt, el cual es un pardmetro impor-
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sy . . /)
tante en el analisis de transferencia de calor y v= (u,v) = (%f, - %) .

Algunas pruebas fueron realizadas para diferentes valores del nimero de
Prandalt y con condiciones de frontera de tipo dirichlet, y obtuvimos bue-
nos resultados; consideramos que es posible resolver de manera satisfac-
toria estas mismas ecuaciones con otro tipo de condiciones de frontera.
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Apéndice A

Variables dimensionales y
adimensionales

Las cantidades dimensionales y adimensionales que utilizamos tanto en
el problema continuo como en el discreto son las siguientes:

A -ancho de la cavidad (m).

B -altura de la cavidad ( m).

cp-calor especifico (°K m?/s?).

g -aceleracién gravitacional (m/s?).

i ~-indice para la direccién x.

j -indice para la direccién z.

L -razén ancho-largo de la cavidad .

k -permeabilidad del medio poroso (m?).

P -presién (Pa).

R -nimero de Darcy-Raleigh .

T -temperatura (°K).

T, -temperatura de referencia (°K).

T, -temperatura de las paredes laterales de la cavidad (°K).
T, -temperatura de la pared superior de la cavidad (°K).
T, -temperatura de la pared inferior de la cavidad (°K).
t -tiempo adimensional .

t’ -tiempo (s).

At -paso de tiempo adimensional.

93



u -velocidad adimensional en la direccién x.

u’ -velocidad en la direccidn x (m/s).

Uz -velocidad méaxima en la direccidn x (m/s).
v -velocidad adimensional en la direccién z.

v/ -velocidad en la direccién z (m/s).

x -coordenada horizontal adimensional.

X’ -coordenada horizontal (m).

h -ancho de la malla.

z -coordenada vertical adimensional.

z' -coordenada vertical (m).

[ -coeficiente de expansién térmica (1/°K).

0 -temperatura adimensional.

04 -temperatura adimensional en la frontera superior.
6—temperatura promedio adimensional.

k -coeficiente de difusividad térmica (m?/s).

u -coeficiente de viscosidad dindmica(kg/m s).

p -densidad (kg/m?).

pe -densidad de referencia (kg/m?).

n -conductividad térmica del fluido (m kg/s® °K).
v -funcién corriente adimensional.

¥ -funcién corriente (m?/s).
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Apéndice B

Método Iterativo SOR por
Bloques

Cuando aplicamos métodos de diferencias finitas para encontrar una solu-
cién aproximada de una ecuacién diferencial parcial, generalmente se requiere
resolver un sistema de ecuaciones lineales, Ax=Db, en el cual la matriz A
asociada al sistema es rala y presenta una estructura de bloques, esto es

An - A :
A= (B.1)
Any -+ Ann
donde cada A;; es matriz cuadrada, con j = 1,..,N.

Para resolver este sistema lineal, generalmente elegimos un método itera-
tivo, ya que los métodos usuales de eliminacion tienden a llevarnos durante
el proceso a matrices intermedias mds o menos densas, lo cual incrementaria
considerablemente el nimero de operaciones necesarias para encontrar la
solucién.

Por esta razén, y ademads debido a la estructura de la matriz A, conviene
utilizar un método iterativo por bloques; para nuestro caso optamos por el
método de sobre-relajacién por bloques el cual expresamos como

(3

k<j k>j

Ax Tl =wb; —wd Apxi —w ) Auxg + (1 - w)A (B.2)
con: 7=1,...,N; i=12, ..
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donde los vectores x y b se particionan de manera similar a A y w es el

parametro de relajacion.

Como se observa, en cada paso debemos resolver N sistemas de ecuaciones
lineales de la forma Aj;z =y, j=1,..,N. Este proceso lo realizamos ha-
ciendo la descomposicién de Cholesky para cada matriz A j; y sustituyendola
en el sistema, asi si

Ajj = LJL; (B-?))

entonces

Liu=y, Liz=u (B.4)

en donde realizando directamente primero la sustitucién hacia adelante en
el primer sistema y sustituyendo, después, el valor encontrado para u en el
segundo sistema y haciendo la sustitucién hacia atrds en el segundo sistema
habremos determinado el valor de z.

Recordemos que en nuestro problema la matriz A tiene la siguiente es-
tructura de bloques

Al _II Ol Ol
B
‘A:p 0, TR o } . (B‘5)
: .. .. =1
o, --- 0O, -1, A

donde como se observa, las matrices A;; indicadas anteriormente son todas
iguales para j = 1,...,N , y la denotamos por A,, cuya estructura es

4 -1 0 --- O
-1 :
A= 0 0 (B.6)
- _1
0 0 -1 4

mientras que :
I, = matriz identidad de orden NV x N,
O, = matriz nula de orden N x N.

56



Claramente tanto A como A, son simétricas, y ya mencionamos que son
definidas positivas. Ademds, la estructura tridiagonal en (B.5) obviamente
simplifica significativamente a (B.2).

-1

(1}



Apéndice C
Fishpack

Fishpak es un paquete de programacién en Fortran [18], mediante el cual
es posible resolver ecuaciones diferenciales parciales elipticas separables de la
forma:

AF(X)*Uxx + BF(X)*Ux + CF(X)* U+ Uyy = G(X,Y)  (C.1)

usando una aproximacién de diferencias finitas, de segundo o de cuarto orden,
sobre un rectdngulo (A < X < B, C £ Y < D) y para cualesquiera
combinacién de condiciones de frontera periédicas o mixtas.

Las posibles condiciones de frontera son:

En la direccidon X:

(0) Periddica, U(X + B—A,Y) =U(X,Y) para toda XY.

(1) Dirichlet, U(A)Y), U(B,Y), especificadas para toda Y.

(2) Miztas, U(A)Y), ﬂjﬁ(fiﬁ + BETAxU(B,Y) son especificadas para
toda Y. :

(3) Neumann, 24420 4 ALPHA*U(A,Y), 288X+ BETA+U(B,Y)
especificadas para ,toda Y.

(4) Miztas, D%(f." )4+ ALPHAxU(A,Y), U(B,Y) especificadas para toda
Y.
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En la direccién Y:

(0) Periddica, U(X,Y + D — C) = U(X,Y) para toda XY.
(1) Dirichlet , U(X,C), U(X.D). especificadas para toda X.
(2) Miztas, U(X,C), D—U%ﬂ especificadas para toda X.

(3) Neumann, DUD(}),(‘C) , DLg‘:;‘D) especificadas para toda X.

(4) Miztas, DLB)}(;C) , U(X,D) especificadas para toda X.

El formato para llamar a este paquete es:

CALL DEPX4 (IORDER,A.B.M, MBDCND,BDA.ALPHA, BDB,BETA,
C.D.N.NBDCND,BDC,BDD,COFX,GRHS,USOL,ID)MN.W,PERTRB,
IERROR)

en donde los respectivos argumentos indican :

IORDER

= 2 si se desea una aproximacién de segundo orden.

= 4 si se desea una aproximacioén de cuarto orden.

A B = rango de la variable X.

M = ndmero de subdivisiones del intervalo [A,B]. M debe ser menor que
IDMN y mayor que 5.

MBDCND = toma el valor de: 0.1.2,3 6 4 dependiendo de las condiciones
de frontera para X. _

BDA = arreglo unidimensional de longitud /N +1 que especifica los valores
de RUAY)) +BETA*U(A,Y7), considerando j = 1,...,N+1 ; cuando

DX
NMBDCND = 3 6 4. Si MBDCND toma cualquier otro valor, BDA es un

parametro mudo.

ALPHA = escalar que multiplica a la solucién en caso de tener una con-
dicién de frontera mixta en X = A. Si MBDCND = 3 6 4 entonces AL-

PHA es un pardmetro mudo.

BDB = arreglo unidimensional de longitud N +1 que especifica los valores
de QQ%LQ + BETA*U(B.Yj), considerando j = 1,..., N + 1; cuando
do MBDCND = 2 6 3. Si MBDCXD toma cualquier otro valor, BDD es
un para metro mudo.



BETA = escalar que multiplica a la solucién en caso de tener una condicidn
de frontera mixta en X = B. Si MMBDCND = 2 6 3 entonces BETA es un

pardmetro mudo.

C.,D = rango de la variable Y.

N = ndmero de subdivisiones del intervalo [C,D]. N debe ser mayor que
4.

NBDCND = toma el valor de: 0,1,2,3, 6 4 dependiendo de las condiciones
de frontera para Y.

BDC = arreglo unidimensional de longitud M+1 que especifica los valores
de ﬂ}—%,ﬂ , considerando 7 =1, ..., M + 1, cuando NBDCND = 3 6 4.
Si NBDCND toma cualquier otro valor, BDC es un pardmetro mudo.
BDD = arreglo unidimensional de longitud M+1 que especifica los valores
de —Qg%f—'@ , considerando 7 = 1,..., M + 1, cuando NBDCND = 26 3.
Si NBDCND toma cualquier otro valor, BDD es un pardmetro mudo.
COFX = es un subprograma proporcionado por el usuario, con parame-
tros X, AFUN, BFUN, CFUN, el cual regresa los valores de los coeficien-
tes que dependen de X: AF(X), BF(X), CF(X), en la ecuacion eliptica.
GRHS = arreglo bidimensional que especifica los valores del lado derecho

de la ecuacién eliptica. En la frontera, GRHS, estd definido como:

MBDCND GRHS(1,j) GRHS(M + 1,j)

0 G(A,Yj) G(B,Y7)

1 * *

2 * G(B,Y}j) j=1,...,N+1
3 G(A,Y7) - G(B,Y3)

4 G(A,Y7) * )

NBDCND GRHS(i,1) GRHS(j,N +1)

0 G(Xi,C)  G(Xi D)
1 * *

2 * G(X1i,D) t=1,...,M +1.
3 G(Xi,C) G(X1i,D)

4 G(X1,C) *
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y en donde * significa que esta~ cantidades no son usadas.

USOL = arreglo bidimensional que especifica los valores de la solucién en
el interior y a lo largo de la frontcra: en la frontera estd definido por:

MBDCND USOL(1,j) USOL(M+1.j)

0 * *

1 U(A,Y7) U(B,Y7)

2 U(A,Y)) * 7=1....N+1.
3 * *

4 * '(B,Yj)

NBDCND USOL(i,1) USOL(i,N +1)

0 * *

1 U(X:,C) U(Xi, D)

2 U(X1,C) * 1=1,...,M+1.
3 * *

4 * U(Xz, D)

y en donde * significa que estas cantidades no son usadas en la solucién.
Si IORDER = 2 USOL y GRHS pueden ser los mismos arreglos, pero si
IORDER = 4 los dos arreglos deben ser distintos. Ademds USOL debe
estar dimensionada con al menos N+1 en la rutina de llamado.

IDMN = Es usado para especificar el nimero de renglones de GRHS v
de USOL. Debe ser al menos 7 y mayor o igual a M+1.

W = Arreglo unidimensional que es usado como espacio de trabajo.

Como salida vamos a obtener:
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USOL = Solucién aproximada de la ecuacion eliptica.

PERTRB = Si se usa una combinacién de condiciones de frontera en la
derivada o periédicas y si CF(X) == 0 para toda X, puede ser que no exis-
ta una solucién. PERTRB es una constante que es calculada y sustraida
del lado derecho, asegurando la existencia de una solucién.DEPX4 calcu-
la esta solucidn, la cual es una solucién de minimos cuadrados ponderados
al problema original. Si no se detecta alguna singularidad, PERTRB =
0.0. '

IERROR = Bandera de error que indica la validez de los parametros de
entrada o falla para encontrar una solucion:

= 0 ningun error

=1siA>BoC>D

= 2 si MBDCND < 0 6 MBDCXND > 4

= 3 si NBDCND < 0 6 NBDCND > 4

= 4 el intento por encontrar la solucion fallé

= 5 IDMN es demasiado pequeno

= 6 M es muy pequeno o muy grande

= 7 N es muy pequeno

= 8 IORDER noesiguala 26 a4

=9 INTL noesiguala0dal

= 10 AFUN <= 0 para algin punto interior de la malla

= 11 si la longitud del espacio de trabajo W no es suficiente. Esta longitud
debe estar en W(1) antes del llamado

=12 si MBDCND = 0 y AF(X) = CF(X) = constante o si BF(X) =0
no se satisface para todo X

Es importante hacer notar que el poder de este paquete radica por una
parte, en el método de Reduccién Ciclica [19] que usa para resolver eficiente-
mente el sistema de ecuaciones resultante de la discretizacion, el cual es una
variante del método de Buneman. Y por otro lado en que se puede hacer
una aproximacién de CUARTO ORDEN (JORDER = 4) a la solucién de la

ecuacioén a resolver.
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