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2 Capitulo 1. Introduccion

En la presente tesis se estudia el sistema dindmico del problema del cuerpo rigido
con un punto fijo en un campo de gravedad constante usando la técnica de las lineas
de simetria introducida por De Vogelaere [32, 33|, siendo ampliamente desarrollada
y explotada por diversos autores. Entre los principales se encuentran Pina et al.
Quienes la aplicaron en el tratamiento del mapeo estandar y en el problema de
Stormer [7, 8, 16, 30]. De hecho este trabajo es una extensién de lo que investigaron
Chavoya-Pina [8] quienes estudiaron solo un caso particular del problema del cuerpo
rigido con un punto fijo en un campo de gravedad constante, aqui se atacaran diversas

situaciones fisicas no abordadas del problema.

El problema del estudio del cuerpo rigido con un punto fijo bajo la influencia de

un campo gravitatorio constante es uno de los mds antiguos en mecanica cldsica [34].

Este es el ejemplo de un problema no integrable en la mecanica hamiltoniana,

segin las multiples definiciones de integrabilidad explicadas por Kozlov [21].

El problema como se vera en el desarrollo de esta tesis, podra ser formulado en
términos de un hamiltoniano independiente del tiempo con tres grados de libertad
(los angulos de Euler). En adicién a la constancia de la energia, existe otra constante
de movimiento: la componente vertical del momento angular. Estas dos constantes
de movimiento permiten hacer la reducciéon a un problema de solo dos grados de
libertad. Y cuando junto a estas dos constantes de movimiento, otra constante de

movimiento es encontrada, el problema puede ser integrado por cuadraturas.

Varios casos particulares del problema han sido integrados [5, 23], el primer caso
es el de Euler-Poinsot donde el punto fijo esta situado en el centro de masa y la
rotacién ocurre libre de torcas, el segundo caso es el del Lagrange-Poisson, donde
el cuerpo rigido es un trompo simétrico con su centro de masa ubicado en el eje
de simetria. y finalmente el tercer caso es el de Kovalevskaya, aqui el elipsoide de
inercia es simétrico respecto del punto fijo, con diferentes momentos principales de
inercia, la mitad del valor de los otros dos, y el centro de masas se ubica en el plano

de iguales momentos de inercia.

Junto a estos tres casos particulares muchos otros casos son conocidos donde
restricciones de naturaleza dinamica son impuestos sobre la constancia de la energia
o las componentes del momento angular y no solamente sobre los valores de los

momentos de inercia o de la posicién del centro de masa [5, 23].



Husson encontré que, cuando el elipsoide de inercia no es simétrico, para condicio-
nes iniciales arbitrarias, una nueva integral algebraica [22, 23] no existe a excepcién

de los casos anteriormente mencionados.

Ziglin [20, 35, 36], demostré la inexistencia de primeras integrales adicionales a
las clasicas conocidas. Esta prueba excluye los tres casos anteriores mencionados y el
caso particular de Goryachev-Chaplygin, donde el elipsoide de inercia es simétrico,
y siendo uno de los momentos de inercia igual a 1/4 de los otros dos momentos
de inercia, el centro de masa se ubica en el plano de simetria y la componente del

momento angular en la direccion vertical se toma igual a cero.

Las propiedades cadticas de la no integrabilidad de este problema fueron exhibidas
por Galgani et al [10], usando un mapa de Poincaré de la dindmica de las trayectorias
en el espacio fase. El incremento en la fuerza de la torca da como resultado un

incremento del comportamiento cadtico de la dinamica.

A mediados de los noventas Borisov et al [1], estudiaron las propiedades caéticas
de casos méas generales del problema, que los tratados por Galgani y Chavoya-Pina,

sin embargo no introducen ni aplican el concepto de linea de simetria al problema.

El estudio numérico de la dindmica del problema se realizara en las variables de
Andoyer-Deprit, siguiendo la metodologia de Galgani et al.

El desarrollo de las computadoras de alta velocidad, ha dado como consecuencia
la invencién de métodos novedosos en el analisis de los problemas orientados a la
dindmica clésica [11-15, 19, 24, 25, 31], que originalmente fueron desarrollados para
la resolucién de problemas concretos orientados a las areas de la tecnologia.

Esta clase de métodos consiste en solucionar numéricamente las ecuaciones dife-
renciales de la dindmica del problema, lo que permite la investigacion de las particu-
laridades del flujo generado en el espacio fase, como puntos fijos y orbitas periédicas
y de la modificacion que sufren las mismas al cambiar los valores de los parametros
de los que depende y determinan el sistema mecanico en estudio.

Por supuesto que estas técnicas computacionales tienen sus fundamentos en las
investigaciones y desarrollos tedricos que ain siguen evolucionando y creciendo en
el estudio de los sistemas dindmicos. Podemos citar como punto de partida de estas

investigaciones y desarrollos los trabajos de Henri Poincaré, Birchoff, Cartan, etc.

La tesis estd organizada de la siguiente manera:
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En el capitulo dos se hace un estudio breve del planteamiento del problema del
cuerpo rigido con un punto fijo en un campo de gravedad constante y se estudian los
casos integrables conocidos [5, 17, 18] .

En el capitulo tres se introduce la formulacién Hamiltoniana del problema, para
después introducir las variables de Andoyer-Deprit [2, 9] para asi seguir lo que hizo
Galgani [10] en el tratamiento del problema.

En el capitulo cuatro se introduce la definicién de mapa de Poincaré, dentro del
cual se define al concepto de linea de simetria para el estudio del movimiento y se
revisan algunas de sus propiedades méas importantes.

En el capitulo cinco se introduce la teoria de la estabilidad de las érbitas periédi-
cas de los sistemas Hamiltonianos.

En el capitulo seis se presentan los resultados computacionales de la integracion
numérica de la ecuaciones diferenciales del problema para cada caso particular, es
decir se presentan los mapas de Poincaré para cada caso particular y se discute lo

obtenido en cada uno de los mapas.
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6 Capitulo 2. Breve estudio de la cinemdtica y dindmica del cuerpo rigido

La mayor parte de este capitulo esté desarrollado en base a Pina[26]. Se comienza
por dar una definicién de cuerpo rigido que es el objeto principal de estudio de la
presente tesis.

El cuerpo rigido es un conjunto de particulas sujetas a la condicién de que exista
un sistema de referencia en el cual las coordenadas cartesianas de cada una de las
particulas son constantes de movimiento.

El estudio de la dinamica del cuerpo rigido se realiza considerando dos sistemas
coordenados. El primero es el sistema coordenado galileano o inercial. El segundo
sistema coordenado, el cual se llamara anclado al cuerpo serd aquel en el cual las
posiciones de las particulas son constantes de movimiento. El movimiento del cuerpo
rigido puede ser de dos tipos: con un punto fijo o sin él. El cuerpo rigido con un
punto fijo, que es el caso que se estudiara en esta tesis, tiene al menos una constante
de movimiento. Este punto se elige como origen de coordenadas para ambos sistemas
de referencia, y ambos sistemas estan relacionados mediante una rotacién.

Esta rotacién es funcién del tiempo y su dependencia temporal determina el
movimiento de rotacion del cuerpo rigido. Sea r el radio vector que ubica la posicion
de cualquier particula del cuerpo rigido en el sistema galileano o inercial y sea a el
vector de las componentes constantes de la misma particula en el sistema anclado al

cuerpo. Estas componentes se relacionan mediante la ecuacion
r = Ra,

donde R es la rotacién que hace paralelos los ejes coordenados correspondientes.

Algo que vale la pena senalar es que la mayoria de autores acostumbran definir el
cuerpo rigido como un conjunto de particulas cuya distancia entre cada una de ellas
es una constante. La definicion dada anteriormente es totalmente equivalente. Si te-
nemos un sistema de referencia donde las coordenadas son constantes de movimiento,
entonces sus distancias mutuas son constantes y viceversa.

Desde aqui, hasta la ecuacién (2.65) de este capitulo consideraremos las propie-
dades de la matriz de rotacién para un valor fijo del tiempo.

Por definicion las rotaciones son transformaciones lineales de vectores que dejan
invariante la norma, y tales que una base de vectores se transforma por medio de

una rotacién en una base de vectores. A continuacién, estudiamos las consecuencias



de las dos propiedades anteriores.

Sean a las componentes del vector que, al ser rotado, por la matriz de rotacion
R, nos da como resultado un vector x.

Asi obtenemos la ecuacién matricial.
x = Ra, (2.1)

que corresponde a una transformacién lineal.

El cuadrado de la norma de un vector se define como
a’a, (2.2)

con a’ el vector traspuesto de a.

Expresamos la invariancia de la norma ante rotaciones, primeramente calculamos

la traspuesta de la ecuacion (2.1)
x! =a'R7”, (2.3)

Aqui R” es la matriz traspuesta de la matriz de rotacién R, combinando (2.1) y
(2.3) llegamos a:

x'x =a’R"Ra = a’a, (2.4)
ahora nos valemos de la matriz identidad E para escribir (2.4) en la siguiente forma
a’R"Ra—a’a=a’R"Ra—a’Ea =

=a’(R"R-E)a=0. (2.5)

Esta tltima ecuacién se satisface para a arbitrario, y como la matriz R’R — E es

simétrica, por definicién, se concluye que
R'R = E, (2.6)

esta es la condicion necesaria y suficiente que debe satisfacer la matriz de la trans-

formacién lineal que conserva la norma.
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La matriz inversa de la matriz de rotacion es su matriz traspuesta.

Estas transformaciones lineales que mantienen invariante la norma se llaman

transformaciones ortogonales.

Las rotaciones son trasformaciones lineales ortogonales que ademas dejan inva-

riante la propiedad de la base de vectores.

Un conjunto ordenado de vectores ortonormales by, by v bs, se dice que forman
una base cuando el determinante de la matriz que tienen por columnas primera,

segunda y tercera, respectivamente, a los vectores by, by v bs es igual a 1:
|(b1b2b3)’ = 1, (27)

donde las barras verticales en la ultima ecuacién significan que hay que realizar la
operacion de tomar el determinante. Para el caso cuando este toma el valor de -1, la

base se llamara izquierda.

El producto escalar es invariante ante una rotacion. Por esta razén una base orto-
normal se transformara mediante alguna rotacion en otra base ortonormal. Veremos
a continuacion la consecuencia de que una base derecha se rote en una base dere-
cha. Primeramente consideramos el determinante de la matriz de los tres vectores

rotados.
|(Rb;RbsRb3)| =1, (2.8)

el cual tiene el valor uno debido a que R es una rotacién.

De esta tltima ecuacién se puede sacar la matriz de rotaciéon como factor comun

de la matriz de vectores (b;bybs):
(RblegRbg) = R(b1b2b3) (29)

ahora usamos la propiedad de que el determinante de un producto matricial es igual

al producto de los determinantes de las matrices factores

|(Rb;RbyRb3)| = |R(b;bsbs)| = |R||(b1bsbs)| = 1. (2.10)



de (2.7) y (2.8) en (2.10) se obtiene que
R| =1, (2.11)

es decir, que el determinante de la matriz de rotacién debe ser igual a uno. Ahora

tomamos el determinante en ambos miembros de (2.6),

[R'R| = [R"|R| = R|[R| = [R|* =1

Asi podemos concluir que el determinante toda transformacién ortogonal es igual
a £1.

Las rotaciones son transformaciones ortogonales con determinante igual a uno.
Las transformaciones ortogonales con determinante igual a —1 se llaman rotaciones
impropias y se pueden representar por medio de rotaciones que multiplican la matriz

de inversion.

0 -1 0 |. (2.12)

Las rotaciones impropias no son rotaciones debido a que esta tltima matriz trasforma

una base derecha en una base izquierda.
Ahora estudiaremos el espectro de la matriz de rotaciones.

Primeramente escribimos la ecuacién caracteristica de la matriz de rotacion
Ra = )Aa, (2.13)

con a un vector propio de R y A es un valor propio de R, solucién de la siguiente

ecuacion

IR — AE| =0. (2.14)

Ya a que R es una matriz real, la ecuacion (2.14) deberd tener tres raices reales,

o una raiz real y dos conjugadas complejas.

Sean A1, Ao, Az, dichas raices y aj, as, ag sus vectores propios correspondientes.
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Tomamos la traspuesta conjugada de la ecuacién (2.13)
alR” = \a, (2.15)

donde \* es el complejo conjugado de A y a' es vector traspuesto conjugado de a.

Multiplicamos matricialmente miembro a miembro las ecuaciones (2.15) y (2.13)
y encontramos
a'lR"Ra = \*\a'a = a'a. (2.16)

De esta ultima ecuacion tenemos que
(MA—1afa=0
Como afa>0 para todo vector no nulo a, se concluye que
AN =1, (2.17)

Asi, todo valor propio de R debera ser de magnitud uno.

Si tomamos el complejo conjugado de la ecuacién (2.13) obtenemos
Ra" = \"a". (2.18)

De esta relaciéon concluimos que si A es un valor propio complejo de R, correspon-
diente al vector propio de a, entonces A* es otro valor propio de R que corresponde

al vector propio de a*.

Entonces, si Ay es nimero complejo, se tendra que es el conjugado de A; por

ejemplo, y ademds debe tener magnitud unidad, es decir, que este se escribe como
Ay = A} = exp(—id); (2.19)

Esta ultima relacion satisface (2.17), con ® real. El producto de las tres raices debe

ser igual al determinante de la matriz R

)\1)\2)\3 = 1 (220)
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Por lo que, si Ay es un nimero complejo, entonces A5 = A; y el producto de estas

dos raices debe valer uno, segin (2.19) y entonces

A3 = 1. (2.21)

Si las tres raices son reales, existen dos tinicas posibilidad de acuerdo a las ecua-
ciones (2.20) y (2.17).
1. Dos raices repetidas
A3=— Xl =—-A\ =1 (2.22)

2. Tres raices repetidas
M =X=A3=1 (2.23)

En todos los casos se tiene un valor propio igual a uno como en (2.21), asi que
existe siempre un vector propio, n = az que es invariante ante la rotacién. Sin
perder generalidad supondremos que n es real y unitario, debido a que sus partes
real o imaginaria también son vectores propios del valor propio uno. A este vector

que queda invariante ante la rotacién se le llama eje de rotacion y se satisface que

Rn =n. (2.24)

Consideramos el caso en el que existen otros dos vectores propios complejos con-

jugados que denotaremos por w y w*, los cuales satisfacen
Rw = wexp(—i®), (2.25)

Ahora tomamos la traspuesta la ecuacién (2.24) y multiplicamos miembro a miembro

con (2.25) para obtener
n"RR"w = n"wexp(—i®)
De la pripieda de la invariancia de la norma ante rotaciones se tiene

n’wexp(—i®) = n'w, (2.26)
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de esta expresion se deduce (cuando exp(—i®) # 1) que
n’w=0. (2.27)

El eje de rotacién es perpendicular a la parte real e imaginaria de los vectores
propios complejos.

Si se multiplica ahora (2.25) por la misma ecuacién traspuesta se obtiene
w RR w = w''w exp(—i®) exp(—i®)

y de nuevo se usa la propiedad de la invariancia de la norma ante rotaciones para
hallar

wlw = w!wexp(—2i®), (2.28)
de lo cual se deduce (cuando exp(—2i®) # 1) que

wliw =0. (2.29)

Separamos a w en su parte real e imaginaria.
w=d + 7e, (2.30)
y de (2.29) se tiene
wiw = (d" +ie")(d +ie) = d"d +id"e +ie’d —e’e = (d"d — e’e) + 2id"e =0
de lo cual se deduce que

d’d =e'e (2.31)

d’e = 0. (2.32)

Las partes real e imaginaria del vector propio complejo tienen el mismo tamano
y son perpendiculares entre si.
Sin perder generalidad supondremos que d y e son unitarios y ademés que n, d

y e forman una base derecha de vectores. El vector w complejo se normaliza por la
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condicion.
(vi)" v = (d” —ie)(d +ie) = d"d + Te = 2. (2.33)

Los vectores e y d estan definidos hasta una rotacion en el plano que los contiene,

como dicta la ecuacién (2.25):
v — vexp(—ia) = (d +ie)(cosa — isina) =
= (dcosa +esina) +i(—dsina + ecos ). (2.34)

Usamos este tltimo resultado en la ecuacién (2.25) para separarla en sus partes

real e imaginaria, se obtiene

R(d +ie) = (d +ie)(cos® —isin®) =
= (dcos® + esin®) + i(—d sin ® + e cos D), (2.35)

de donde se llega a
Rd =dcos® + esin®,

Re = —dsin® + e cos ®. (2.36)

Esto nos muestra a R como la rotacién de un angulo ® en el plano de los vectores
d y e. También se observa que R es una rotacion de un angulo ¢ alrededor del eje n.
También podemos escribir en forma matricial la aplicacién de la matriz de rotacién

a la base derecha de vectores

1 0 0
R(npq) = (npq) | 0 cos® —sin® |. (2.37)
0 sin® cos®

Ahora nuestra tarea consiste en expresar a la matriz de rotacién en funcion del

angulo de rotacién ® y del eje de rotacion n.
Descomponemos a la matriz de rotacion y a su matriz traspuesta en su parte
simétrica y antisimétrica

R=B+A, (2.38)
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RT=B - A, (2.39)
y multiplicamos por R” las ecuaciones (2.24) y (2.25)
R'n = n, (2.40)

R7(d +ie) = (d + ie) exp(i®). (2.41)

y notamos que se obtienen los mismos vectores propios aunque en distinta corres-
pondencia, este ltimo paso pudo realizarse debido a que la matriz RT es la matriz

inversa de la matriz de rotacién de acuerdo a (2.6).

La semisuma y la semidiferencia de (2.24) y (2.41) producen las ecuaciones
(R+R')n=(B+A+B—-A)n=2Bn=2n

Bn=n (2.42)

R-R')M=B+A-B+An=2An=2n=0
An =0, (2.43)

donde 0 es el vector cero. Analogamente, la semisuma y la semidiferencia de las

ecuaciones (2.35) y (2.41) nos dardn
(R+R")(d +ie) = 2B(d + ie) = (d + ie) exp(—i®) + (d + ie) exp(i®) =

= (d + ie)(exp(—i®P) + exp(iD)),

B(d + ie) = cos ®(d + ie) (2.44)

(R —R")(d +ie) = 2B(d + ie) = (d + ie) exp(—i®) — (d + ie) exp(i®) =

— (d + i) (exp(—i®) — exp(i@))é,

A(d + ie) = —isin ®(d + ie). (2.45)
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Las ecuaciones (2.43) y (2.45) tienen por solucién
A =sin®n x . (2.46)

Para la ecuacién (2.43) esto es facil de verificar, pero para la ecuacién (2.45) se
requiere un poco mas de esfuerzo, como n es perpendicular a w = d+1e el vector que
resulta del producto cruz entre estos dos vectores debe de ser también perpendicular
anyw = d+ie, el inico vector que satisface esto es el vector e —id , la verificacion

de la ortogonalidad es fécil, con el vector n es trivial y para el vector w se tiene
(d" +ie’)(e —id) =d’e+id"d" —ie'e’ +e'd" =0

Este tltimo resultado se logra por las ecuaciones (2.31) y (2.32), entonces si aplicamos
(2.46) a (2.45) se obtiene

A(d +ie) =sin®n x (d +ie) = sin®(e — id) = —isin &(d + ie).

Asi se concluye que toda matriz antisimétrica en tres dimensiones se puede escribir
como el producto x de un vector. La matriz simétrica B se puede escribir en funcién
del conjunto ortonormal de sus vectores propios n, d y e, y de sus valores propios

correspondientes 1, cos® , cos ® en la forma
B =nn" + (pp” + qq") cos . (2.47)
El caso particular cuando ® = 0 de esta ecuacién nos da la matriz unidad
E = nn’ + pp? + qq?, (2.48)
que permite expresar S en funcién de n y de ®

S = nn’ + (E — nn’) cos ®. (2.49)

Sumamos (2.46) y (2.49) para obtener R en funcién del dngulo de rotacién ® y
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del eje de rotacion n
R = nn’ + (E — nn”) cos ® + sin dnx, (2.50)

la cual se conoce como la forma de Gibbs de la matriz de rotacién. Esta es una
manera de parametrizar la matriz de rotacién que se usa a continuacién. Se ha
difundido el uso de otras coordenadas para la matriz de rotacion, algunos ejemplos
son: los angulos de Euler, los pardametros de Cayley-Klein, los parametros de Euler-
Rodrigues-Olinde y los pardmetros de Pina [27]. De éstas, nosotros usaremos los
angulos de Euler para el desarrollo de esta tesis y las demés coordenadas no se usaran
aqui; pero posteriormente al desarrollar la dindmica se introduciran las variables de
Andoyer-Deprit, las cuales incluyen funciones no solo de coordenadas, sino también

de momentos.

A continuacion se introducird la parametrizacién de la matriz de rotaciéon por
medio de tres dngulos, los cuales se llaman dngulos de Euler. En esta parametrizacion

se expresa a la matriz de rotacion como el producto de tres rotaciones:

R = R;R.R,. (2.51)

Para cada una de estas rotaciones se tiene la propiedad de que su eje de rotacion

es constante

La primera rotacién R; se lleva a cabo alrededor de la direccion OZ y tiene por

eje de rotacion al vector base

0
n, =0 |, (2.52)
1

el angulo de rotacién para R, se denotara con la letra :

®; = 1h. (2.53)

Se sustituyen (2.53) y (2.53) en la forma (2.50) de la matriz de rotacién para
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obtener R;
0 0
Ri=1]0 (0 0 1>+Cos¢ E-10 (0 0 1) —siny | 0 | X
1 1
0 00 cosyp 0 0 0 —siny 0
Ri=|00O0]|+]O costyy 0 | + | sing 0 0
001 0 0 0 0 0 0

costyy —siny 0
Ri=| sinyy cosyp 0 |. (2.54)
0 0 1

La segunda rotacién Ry se lleva a cabo alrededor de la direccién OX y tiene por

eje de rotacion al vector base
1

0

y el angulo de rotacién de Ry, sera denotado por 6:
by =10. (2.56)

La matriz de rotacion Ry resultard segin (2.50) igual a la expresién

1 0 0
Ro=| 0 cosf —sinf |. (2.57)

0 sinf cosf

La tercera matriz de rotacion Rs se lleva a cabo nuevamente alrededor de la
direccion OZ por lo que es muy semejante a la matriz Ry; el eje de rotacion es de

nuevo np,

ng =n; = 0 y (258)
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y el angulo de rotacion seréd denotado por la letra ¢:
Py = ¢ (2.59)
La expresién para Rj es

cos¢p —sing 0
R;=| sing cos¢ 0 |. (2.60)
0 0 1

Cada una de las tres matrices Ri,Rz,R3 son funciéon de un solo angulo.
Entonces toda matriz de rotacion sera el producto de las matrices Rq,Ro,R3
dadas por las ecuaciones (2.54), (2.57) y (2.60).

cos¢p —sing 0 1 0 0 cosy —siny 0
sing cos¢p 0 0 cosf —sinf sinyy cosy 0 | =
0 0 1 0 sinf cos@ 0 0 1

coS ¢ cosy —sin¢siny cosf —cospsiny —singcosycosf  sinfsin @
= | sin¢cosy + cos@sinycost —sin@siny + cos@cosycost —sinbcos o
sin f sin ¢ sin 0 cos ¥ cos f
(2.61)
Esta tltima expresién es precisamente la matriz de rotacion R en funcion de los
tres angulos de Euler ¢, ¢ y 6.

En la figura 2.1 se muestra el conjunto de las tres rotaciones.

Figura 2.1: Angulos de Euler.
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Ahora analizamos que es lo que sucede al aplicar sucesivamente las rotaciones in-
dividuales. La primera rotacion R, se efectiia alrededor del eje OZ, por un dngulo .

La primera rotacién R, se efectia alrededor del eje OZ, por un angulo . La segunda

1
rotacion Ry de un angulo 6 se realiza alrededor de la direccion | 0 |, al rededor
0
cos
del eje OX, podemos notar que el vector que estaba en la direccién —sin
0

ahora se encuentra en esta direccién. Cuando se aplica la segunda rotacion, el eje

OZ se inclinara un angulo 6 respecto a la direcciéon original. Y finalmente se realiza

1
la tercera rotacién Rj de un angulo ¢ que envia la direccién | 0 | a la direccién
0
cos ¢
sing |, la rotacién completa, como ya se dijo, se muestra en la figura 1.
0

Se tiene entonces la propiedad

cos 1
R| —siny | =
0

cos ¢ cos® 1) — sin ¢ sin 1) cos 0 cos 1 + cos ¢ sin® 1) + sin ¢ cos ¥ cos @ sin 1)
= | sin¢cos?1 + cos ¢sin 1) cosf cos ) + sin ¢sin® 1) — cos pcosp cosfsiny | =

sin @ sin ¢ cos 1) — sin # cos ¥ sin ¢

cos ¢
= | sing |. (2.62)
0

Esta direcciéon se conoce como linea nodal y corresponde al eje intermedio de
rotacion, y es la interseccién del plano XOY antes de rotar, con el plano XOY
después de rotar. Es el tnico vector del plano XOY que se rota en un vector del
plano XOY.
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Para hacer distincién de estos tres giros al primero se le llama rotacion, al segundo

nutacion o cabeceo, y al tercero precesion .

Los édngulos 6 y ¢ se pueden considerar como las coordenadas esféricas de la direc-
cion a la cual serd rotado el vector unitario paralelo a la direccion del eje coordenado

0OZ, debido a que tenemos

sin # sin ¢
R 0O |=]| —singcoso |. (2.63)

cos 6

Por otro lado, los angulos 6 y v son las coordenadas esféricas de la direccién que

serd rotada al nuevo eje OZ.
(0 0 1 >R:(sin05m¢ sin 6 cos ¢ cosG). (2.64)

A continuacién se introducird el concepto de velocidad angular y se calculan
las cantidades energia cinética y momento angular. Estas cantidades fisicas seran

fundamentales para el desarrollo posterior de esta tesis.

La posicién r; de cada particula ¢ del cuerpo rigido en el sistema inercial o gali-

leano estd dada por la expresién (mencionada al principio del capitulo)
r, = Rai, (265)

que es funcién de la matriz de rotacién R y la posicion constante a; de la misma

particula relativa al punto fijo.

Derivamos respecto al tiempo la ecuacién (2.65) y obtenemos la expresién de la

velocidad de la particula en el sistema galileano
; = Ra;, (2.66)

donde el punto sobre cada una de las letras simboliza la derivada respecto del tiempo

de estas funciones.

La energia cinética T de cada una de particulas que constituyen al cuerpo rigido
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esta dada por
1
T=3 Z mirl ¥, (2.67)

Asi sustituyendo la ecuacion (2.66) en (2.67), se obtiene la energia cinética rota-

cional

1 ST
Ahora la cantidad de movimiento angular se define como

M=) mr; x iy, (2.69)

se sustituye la ecuacién (2.66) en (2.69) y se obtiene la cantidad de movimiento

angular rotacional

J= Z m;(Ra;) x (Ray). (2.70)

Ahora definimos la velocidad angular esto para escribir en funcién de ella la
velocidad de la matriz de rotacion.

De la ecuacion (2.6) tenemos
R'R=E,

donde E es la matriz constante unidad. Derivamos respecto al tiempo ambos miem-

bros de esta ecuacion, lo que nos lleva a la siguiente relaciéon
R'R+R'R=0, (2.71)

con 0 la matriz de componentes igual a cero.

Definamos ahora la matriz G como
G =R'R. (2.72)

De la ecuacién (2.71) deducimos que esta matriz es antisimétrica, esto es facil de

verificar.

G'=R'R=-R'R=-G. (2.73)
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Como vimos al principio de este capitulo toda matriz antisimétrica en de tres
dimensiones se puede escribir como el producto cruz x de un vector, en este caso del

vector w :
G=wx. (2.74)

El vector w, asociado a la matriz (2.72), se conoce como velocidad angular en el
sistema anclado al cuerpo rigido. Si wy, ws ¥ w3 son las componentes de la velocidad

angular, tenemos las ecuaciones

w1 0 —Ws  Wo
w = Wo ,G = w3 0 —Wwq ) (2'75)
W3 —Wa w1 0

y se puede verificar facilmente que para cualquier vector a,

Ga=w x a. (2.76)

Por consiguiente las componentes wy, ws v w3 de la velocidad angular en el sistema

anclado se definen mediante la siguiente relacién

0 —Wws Wa
RR=| w, 0 -—w |=wx. (2.77)
—W9 w1 0

Si deseamos hallar las componentes de la velocidad angular en el sistema inercial,

multiplicamos por la matriz de rotacién
2 = Rw, (2.78)

donde §2 designan las componentes en el sistema inercial. También las componentes

del vector £2 estan asociadas a otra matriz antisimétrica; similarmente como en
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(2.77), se encuentra

0 -2 2
RR = 2, 0 -0 |=0x. (2.79)
—2y, 27 0

Esto se deduce rotando (2.76) y usando que la rotacién de dicho producto es igual

al producto de vectores rotados
RWa = RWR'Ra = Rw x a = (Rw) x (Ra), (2.80)
de donde se deduce (2.79) en la forma
RWR' = (Rw) x . (2.81)

Este ultimo resultado serd importante para la deduccion que a continuacién sigue.

Ahora se obtendran las componentes de la velocidad angular expresada en angulos
de Euler, este resultado serd fundamental para desarrollar la seccion siguiente. La
matriz de rotacion es el producto de tres rotaciones (2.51), calculamos su derivada

respecto del tiempo

R = R3R2R1 + R3R2R1 + RgRQRl, (282)

entonces
wx = RTR = RTRIRY (RgRgR1 + RyRoR, + RgRgRl) _

= R'R, + RTRIRyR, + RTRIRIR3R,R,, (2.83)

y la velocidad angular estd dada por (2.77), asi se tiene que
WX = wip X —|—R1Tw2 X R1 + R?ng;g X RQRl, (284)

y usando el resultado anterior: la rotacion del producto x es el producto x de los
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vectores rotados, se encuentra que
w=w; +RIw, + RTR ws. (2.85)

Las tres rotaciones en (2.51) tienen eje constante, las velocidades angulares son

simplemente
1
wi=p| 0|, we=0[0 |, ws=0¢] 0 |. (2.86)
0
Ahora calculamos el segundo sumando de (2.85) usando (2.86) y Ry en forma expli-
cita
cos 1 siny 0 1 cos Y
RO 0 | =6] —sing cosy 0 0 |=0] —sinv |. (2.87)
0 0 0 1 0 0

Finalmente se calcula el tercer sumando de (2.85)

RIRIw; =
cos 1 siny 0 1 0 0 1 sin 6 sin 1)
= | —siny cosy 0 0 cosf sinf (b 0 |=6¢[ sinbcos Y
0 0 1 0 —sinf cosf 0 cosf

(2.88)
Se obtienen asi las componentes de la velocidad angular en términos de los angulos
de Euler, sustituyendo wy, (2.87) y (2.88)

cos Y sin @ sin ¢
w=1p| 0| +0| —siny | +¢| sinfcosy |. (2.89)
0 cosf

Esta velocidad angular esta formada por la suma de tres términos, cada uno de
los cuales esté formado a su vez por la derivada de un angulo de Euler que multiplica
su eje de rotacion correspondiente, visto desde el sistema anclado.

Ahora introducimos el concepto de matriz de inercia, cantidad fisica fundamental
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para el entendimiento de la dinamica del cuerpo rigido. Vemos que si se sustituye
en la energia cinética de rotacién (2.68) y la velocidad de la matriz de rotacién en
términos de la velocidad angular en el sistema anclado al cuerpo, ésta se obtiene

facilmente de (2.77), asi se llega a

1 1
T = 5 ;mia?(wx)TRTRw Xap=—3 ZmiaiTw X (w X a;), (2.90)

1

hemos usado aqui la propiedad de que la matriz w X es antisimétrica, si desarrollamos

el triple producto vectorial en (2.90) y re arreglamos obtenemos

1 1
T=— Z m;al [ww’a; — a;w’ w] = §wT ; m;lal a,E — a;a] |w (2.91)

(2

donde E es la matriz identidad de dimension 3 x 3.

La energia cinética de rotacién queda expresada en funcién de una matriz que se

conoce como matriz de inercia y que de denotaremos por

)

I= Z m;lal a,F — a;al . (2.92)

Esta matriz es constante y se expresa en funcion de las masas y posiciones cons-

tantes de todas las particulas del cuerpo rigido en el sistema anclado al cuerpo.

La energia cinética de rotacién se escribe como

1
T= §wTIw. (2.93)
También podemos deducir una expresion para obtener la cantidad de movimiento
angular en términos de la matriz de inercia, se sustituye la velocidad de la matriz de

rotacion en la expresion (2.70) para obtener

J= Zmi(Rai) X (Rw x a;) = RZmiaZ- X (w x a;), (2.94)

donde de nuevo se usé el resultado: la rotacion del producto x es el producto x

de los vectores rotados. Se desarrolla el triple producto vectorial y se arregla para
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obtener
J= RZ m;lwal a; — a;a’ w] = RZ m;lal a; — a;a’|w, (2.95)

asi podemos expresar la cantidad de movimiento como

J = Rlw. (2.96)

Esta ecuacion nos muestra que la rotacion del vector Iw nos da el vector J que
es la cantidad de movimiento en el sistema inercial, es decir, que el vector Iw es
la cantidad de movimiento, pero en el sistema anclado al cuerpo. Este vector lo
denotaremos por la letra L:

L =1w. (2.97)

Entonces, los vectores L y J son las componentes de la cantidad de movimiento
angular en el sistema anclado y el sistema galileano respectivamente, y sus compo-

nentes estan relacionadas por la matriz de rotacién.
J =RL, (2.98)

podemos combinar la ecuaciones (2.93) y (2.97) para hallar

1
T = 5LTrlL. (2.99)

Asi se encuentra la energia cinética en funcién de la cantidad de movimiento

angular del sistema anclado.

La matriz de inercia puede ser diagonalizada de manera que la forma de la energia

cinética (2.93) se reduzca a la forma candnica
1

en lo sucesivo supondremos que tal es la eleccién de los ejes del sistema del cuerpo,
llamados ejes principales de inercia, o simplemente ejes de inercia. Los coeficientes

1y, I e I3 reciben el nombre de momentos principales de inercia y supondremos que
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se cumple
L <L, <Is. (2.101)

A partir de aqui estudiaremos las ecuaciones dindmicas del movimiento del cuerpo
rigido. A pesar de que generalmente el cuerpo rigido esta constituido por un nimero
muy grande de particulas, para nuestro caso la dindmica tiene en cuenta solamente
la rotacion alrededor de un punto fijo asi que basta analizar como varia con el tiempo
la matriz de rotacion. Esta la posibilidad de ignorar a las fuerzas entre las particulas
responsables de la rigidez del cuerpo y que permiten mantener invariantes las distan-
cias relativas entre particulas y suponer la existencia del sistema coordenado donde

son constantes las posiciones de todas las particulas que componen al cuerpo rigido.

Estas fuerzas ignorables de restriccién no aparecen en la suma de todas las fuerzas
o todas las torcas porque se cancelan entre ellas en virtud del principio de accion y

reaccion.

Para deducir las ecuaciones del movimiento, comenzamos por derivar respecto

del tiempo la cantidad de movimiento angular (2.69)

Aqui definimos a F; como

d
a(mm) =F,. (2.103)

que es la fuerza sobre la particula ¢ que satisface la segunda ley de Newton.

El miembro de la derecha de (2.102) es por definicién la torca total del sistema.
Algo que es importante notar es que en esta torca no es preciso tomar en cuenta las

fuerzas de restriccion por que obedecen la tercera ley de Newton.

Para nuestro caso la ecuacion (2.102) se convierte en

M=J=> (Ra)xF; =RN (2.104)

esta ecuacion describe la dindamica puramente rotacional, la cantidad N se refiere
a las componentes de la torca en el sistema anclado, en este caso tanto la torca N

como la cantidad de movimiento angular J se miden con referencia al punto inmévil.
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Ahora se sustituye la ecuacién (2.96) en (2.104) y se tiene

d
~(RIw) = RN; (2.105)

se deriva el producto del miembro izquierdo
RIw + RIw = RN, (2.106)
y se toma como factor comun la matriz de rotacién para obtener
R(I& + RTRIw) = RN; (2.107)

y multiplicamos por la izquierda con R y usamos (2.77 ) que nos define la velocidad

angular para obtener las ecuaciones del movimiento de Euler,
Iw+w x Iw =N, (2.108)

estas son las ecuaciones fundamentales de la dinamica rotacional para el cuerpo rigido
con un punto inmévil.
Se escriben ahora en términos de sus componentes en el sistema de los ejes prin-

cipales de la matriz de inercia.
Ln + (I3 — Iy)wows = Ny,

Iy + (I — I3)wswi = No,
Isws + (I — I )wiwa = N, (2.109)

con Ny, Ny v N3 las componentes de la torca N.
Las ecuaciones del movimiento se pueden escribir en términos de la cantidad
de movimiento angular. Se despeja la velocidad angular de la ecuacién (2.97) y se

sustituye en (2.108) para obtener.
I'L)x L+L=N. (2.110)

Escribimos esta ecuacién en términos de sus componentes en el sistema anclado
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de ejes principales de inercia:

1 1

Li+(———=)LyLy =N

1+(I2 fs> ol3 1,

L+(1 1)LL = N.

2 [3 [2 341 — 4V2,

: 11

Ls+ (= — =)LiLy = N3, (2.111)
L I

con Ly, Lo y L3 las componentes del vector L.

Las ecuaciones de movimiento se pueden expresar también en la forma de La-
grange. Para ello necesitamos expresar la energia cinética T' y potencial V' en funcién

de las coordenadas independientes g;. Se obtiene la funcién de Lagrange como
L(gj,q;) =T -V, (2.112)

para obtener las ecuaciones de movimiento de Lagrange

d oL 0L
—a—,——: , (2.113)
dt (9qj 8qj
en términos de los angulos de Euler la funcién de Lagrange es
]. . . b 2 1 7 . . 2
L= 5[1(¢sm951n¢ + 0 cosh)” + §Ig(¢sm9(:osw —Osiny) "+
1 . .
STa(Beos 0+ ) = V(9,0,0), (2114)

aqui la energfa cinética se obtuvo de la combinacién de las ecuaciones (2.89) y (2.93).
La funcién de Lagrange sera considerada mas adelante en la formulacién hamilto-
niana del problema y del estudio breve de algin caso particular del cuerpo rigido.
Para continuar el estudio de las ecuaciones de la dindmica del cuerpo rigido exami-
naremos los casos mas sencillos e integrables en términos de funciones conocidas. El
caso mas sencillo es el del cuerpo rigido libre de fuerzas externas, es decir a partir
de la ecuacién (2.104) se tiene

J=RN =0, (2.115)
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asi obtenemos la conservacién de las componentes del vector cantidad de movimiento

angular en el sistema inercial,
J = constante de movimiento. (2.116)

Si se sustituye en (2.108), obtenemos la ecuaciéon de movimiento para las componentes

del vector cantidad de movimiento angular en el sistema anclado al cuerpo
I'L)xL+L=0, (2.117)

asi obtenemos un conjunto de ecuaciones para cada componente del vector cantidad

de movimiento angular
1 1

Li=(———=)L,L

1 (13 12)237

: 11

Ly=(—— =)LsL

2 ([1 [3)317

L—(l 1)LL (2.118)
3 — [2 Il 142- .

La integracién de este sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias se realizara

en el sistema de ejes principales de inercia.

Existen dos integrales de movimiento inmediatas, del sistema (2.118) se tiene

. . . 1 1 1 1 1 1
LyLy+ LoLo+ L3Ls = (]— — I—)L2L3L1 + (I_ — I—)L3L1L2 + (I_ — I—)L1L2L3 =0,
3 I 1 I3 2 1

si multiplicamos la ecuacion anterior por dt e integramos respecto de los momentos

principales de inercia se obtiene la constancia del vector L
L'L = constante , (2.119)
que resulta también de que el vector constante J es la rotacién del vector L

J=RL. (2.120)
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Si J es la magnitud de este vector. Entonces J? es la constante en (2.119)
L'L=J")=J% (2.121)

debido a que R preserva normas.

La otra constante de movimiento se obtiene de manera muy similar, de nuevo de

las ecuaciones (2.118) _ _ ]
L L LoL LsL
141 + 242 + 343

I, I I
1 1 1 1 1 1
=(— — — ) LoLaL —— — — L.l L —— — — VL1 LoLa=0
(Gon ~ onbelsli+ (g, — g slale + (G = 7 i laLs

de nuevo multiplicamos la ecuacion anterior por dt e integramos respecto de los

momentos principales de inercia asi se obtiene la constancia de la energia T'

1
T = §LTI_1L = constante . (2.122)

A esta constante la designaremos con la letra E debido a que en la ausencia de

torca representa la energia total rotacional

L'T'L = 2E. (2.123)

El vector cantidad de movimiento angular Li del sistema anclado se encuentra en

la interseccién de la esfera (2.119) y el elipsoide (2.123).
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Figura 2.2: Interseccién de esfera de momento angular por varios elipsoides de energia
constante.

La figura (2.2) muestra una esfera en el espacio de momentos angulares, sobre la
cual se dibujan las intersecciones de los elipsoides de diferentes energias constantes.

Como se ordenaron los momentos principales de inercia
L <, <Is, (2.124)

El semieje mayor del elipsoide va en la direccion del eje 3 y el semieje menor en la
direccion del eje 1.

La energia cinética rotacional (2.122) estd escrita en el sistema de ejes principales
y en este caso pedimos que se satisfaga (2.124), que es vélido cuando los tres mo-
mentos principales de inercia sean diferentes de cero, esto es, cuando las particulas
no estén todas alineadas. Si se divide la energia cinética rotacional por la mitad del
cuadrado de la cantidad de momento angular y dada la condicién (2.124) se encuen-

tra asi una cota inferior y superior dada por los inversos de los momentos principales
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de inercia I; e I3
1 2T 1
—>= >
I, = J? T I3

Esto nos muestra que la energia cinética rotacional no puede tomar un valor arbitrio si

(2.125)

no estd restringida por (2.125), esta ecuacion expresa geométricamente la interseccién
entre la esfera (2.119) y el elipsoide (2.123). El radio de la esfera deberd ser mayor o

igual que el semieje menor y deberd ser menor o igual que el semieje mayor.

Un caso particular es el que se conoce como trompo simétrico este se obtiene

cuando son iguales dos momentos principales de inercia I} = I, # I3.

De la tltima ecuacién del conjunto (2.118) podemos ver que L3 es una constante
de movimiento, es decir, no depende del tiempo. Se obtiene asi un conjunto de dos

ecuaciones diferenciales ordinarias
L —QLy =0,
Lo+ QL = 0. (2.126)
Donde Q2 = (% - %)Lg, cuya solucién es:
Ly(t) = L1(0) cos(§2t) 4+ L2(0) sin(2t),
Lo(t) = Lo(0) cos(2t) — 11(0) sin(§2t),

L3(t) = constante, (2.127)

que son las componentes de la cantidad de momento angular, cuya magnitud es
J = [(L1(0) cos(Qt) + Lo(0) sin(Qt))? + (L2(0) cos(t) — L1 (0) sin(Qt))*+

+ (I3Ls)?)M? = [(L3(0) + L2(0)) + L2]"/2. (2.128)

Ahora si orientamos el tercer eje del sistema inercial en la direccién del momento

angular, los angulos de Euler pueden ser determinados de la siguiente manera:

L
cos ) = 73 (2.129)
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que es constante y con esta propiedad las relaciones (2.89) y (2.97) se reducen a

Ligsinfsinty = L;(0) cos(Qt) — Ly(0) sin(Qt), (2.130)
L$sin @ cosp = Ly(0) cos(Q) + Ly (0) sin(Qt), (2.131)
L(¢ 4 ¢cosb) = L, (2.132)

elevamos al cualdrado las expresiones (2.130) y (2.131) para resolver ¢

[L3(0) + L5(0)]"*
I, sinf '

¢ = (2.133)
podemos simplificar mas usando la magnitud del momento angular (2.133) y (2.132)

lo que da
. J
o =—, (2.134)
5

integramos para obtener

Jrsz
I3’

finalmente para hallar el dangulo ¥ usamos (2.133)

(2.135)

= Ly _ b cosh, (2.136)
I3

asf las relaciones (2.135) y (2.129) se transforma en

: 1 1
¥ = Ls (I—3 - 1_1) ; (2.137)
integramos
P(t) = ¥(0) + Ls ([i - Ii) t. (2.138)
3 I

El caso I, = I3 se resuelve de manera semejante.

El caso que a continuacién se presenta es el de Fuler-Poinsot aqui los momentos

principales de inercia satisfacen la desigualdad (2.125).

Para tratar este caso se introduciran las coordenadas esferoconales, en vez de

los angulos de Euler, estas incluyen como curvas coordenadas sobre la esfera a la
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interseccién con elipsoides. Estas coordenadas se expresan por medio de las funciones
elipticas de Jacobi en funcién de las cuales se escribe la dependencia en el tiempo de
las componentes de la cantidad de movimiento angular.

La posicién en el tiempo del vector unitario en la direccién de L esta en funcion
de los pardmetros I, Iy, I3, E'y J? y del tiempo.

Podremos ver que la curva en que se mueve este vector unitario es funcién de dos
constantes sin dimensiéon que se forman con los cinco parametros mencionadas. Se
podra ver mas adelante que el movimiento de este vector unitario se expresa ademas
en funciéon de un tiempo sin dimensiones.

Para comenzar expresamos los momentos de inercia y la cantidad 2E/.J? en térmi-

nos de nuevos parametros definidos como sigue

1
T =H+Pe; j=123 (2.139)
J

2FE/J* = H + Pey, (2.140)

H y P se definen en funcion de los momentos de inercia por la ecuaciones

1/1 1 1
H=-(—+—+— 2.141
3(11+12+13> ( )
' 41 1 1 1 1 1
PP=_ S+ +—— — — 2.142
9 (112 * 2 * I LI, ILis 1311) ’ ( )

los pardametros (2.139) estén relacionados por los dos restricciones

1[/1 1 1
——|(=-H — —H ——H)|=
aveva (g -a) e (5 -0) (7))

:l{(i+l+i_3H)] —0 (2.143)

P\, "L I
Y 2 2 2
1 1 1 1
2 2 2 _
€1+62+63_ﬁ (I—I—H)+<Z—H)+(I—1—H)]_
171 1 1 1 1 1 11 1 1
S I 0 2 S -Y - ff (RS S [ S e H _3H?| =
Pl g R’ (h*lﬁfsﬂ Pz{f% AT }



36 Capitulo 2. Breve estudio de la cinemdtica y dindmica del cuerpo rigido

2 (11,1 1 1 1
3P |2 1212 Ly, Ll I3

=3/2, (2.144)

debido a lo cual Pina [27] escribe los tres parametros en funcién de un éngulo inde-
pendiente x:

€1 = COS K,
ey =cos(k —2m/3) (0 <k <m/3)
ey = cos(k + 2m/3). (2.145)

El angulo x es una medida del grado de asimetria del cuerpo rigido. Este es simétrico
prolato para k = 0 y simétrico oblato cuando x = 7/3. El cuerpo més asimétrico se

tendrd en k = /6.

El parametro eg es una medida de la energia rotacional y es funcion de la energia,

de los momentos de inercia y del cuadrado de la cantidad de movimiento angular.

La condicién (2.125) se escribe en funcién de estos parametros como
H+P622H+P602H+P€3,

€1 > ey > e3 (2.146)
H+P€22H+P€22H+P€3,

y (2.124) se convierten en
€1 > e > €3 (2.147)

mientras que ey puede ser mayor, igual o menor que e,.

Designamos como u el vector unitario que va en la direccion variable L. Este
vector satisface
T

u'u=1. (2.148)

Ahora procedemos a hallar la ecuacién de la energia (2.122), en términos de los

parametros e;

Uy U2 Uus
QE=J—+ =+ 2
(Il + I + 13>
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H + Pey 0 0
2F T
=u 0 H + Pey 0 u
0

J2
0 H+P63
H 0 0 Pey, 0 0
H+Peg=u"l0 H 0|lu+u’| 0 Pey, 0 |u

0 0 H 0 0 Peg
€1 0 0

co=u’ [0 e 0|, (2.149)
0 0 €3

y se verifica asi que el vector u estd en una curva sobra la esfera unitaria (2.148) y

sobre el hiperboloide (2.149) que es funcién de los dos parametros independientes x
Y €o-

Las ecuaciones (2.118) en funcién de las componentes uy, us y us del vector u'y

de los nuevos parametros se escriben ahora como
Uy = JPUQU3(€3 — 62),

UQ = JPU3U1(61 — 63),
Ug = JPu2u1(62 — 61). (2150)

Estas ultimas ecuaciones se pueden escribir en funcién de un parametro x y de un
tiempo sin dimensiones
T =tJP, (2.151)

claramente las componentes del vector unitario son funciones del parametro de

asimetria k, del parametro de energia ey y del tiempo sin dimensiones 7.

Ahora enlistamos las propiedades de las funciones elipticas que se necesitan para

poder integrar las ecuaciones de movimiento
sn(€, k) +en®(&, k) = 1,

k?sn?(&, k) 4+ dn®(€, k) = 1,
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d
26 k) = an’(€, k)dn* (¢ k),
d
(6 k) = —s’(€, K)dn* (¢, k),
d

_dn(é-a k) = —kQSHQ(f, k)CHQ(f’ k)

podemos observar que dos no son independientes de las otras tres. Distinguimos los

casos ey > ey vV €9 < ey y consideramos el primero.

Ahora se introducen las coordenadas esferoconales definidas con ayuda de las

funciones elipticas de Jacobi, sn, cn y dn con parametros ki y ks.
Uy = SIl(OéQ, k?Q)dl’l(Oél, k‘l),

uy = dn(ag, ko)sn(ay, k1),
ug = cn(ag, ko)en(aq, ky). (2.152)

Las coordenadas esferoconales seran ortogonales sobre la esfera de radio unitario

cuando se cumple la ecuacién entre los parametros ki v ko
K2+ k=1 (2.153)

Ademsds es necesario que (2.152) satisfaga la ecuacién de conservacién de la energia
(2.149) al sustituirla en ella, esto para un valor constante de la coordenada ay y para
cualquier valor de la coordenada ay. Esto se logra cuando, y solo cuando (excepto

por el signo del radical),
€y — €3

Sn(Oé27 ]{?2) = (2154)

€1 —637

k= \/(62 —es)ler = o) (2.155)

(e1 —e2)(eq — e€3)’

y de (2.153)

ky = \/(61 —cs)lco —e2) (2.156)

(e1 —e2)(e0 — €3)

Estas son funciones solamente del parametro de energia eq y del parametro de
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asimetria, entonces ya que estd dada sn con nuestra tabla de propiedades de las fun-
ciones elipticas podemos deducir las otras funciones cn y dn entonces las coordenadas

del vector u son

Uy = ‘= egdn(ozl, kl),
€1 — €3
€1 — €
Uy = ! Osn(al, k1),
€1 — €9
ug = e en(aq, k). (2.157)
€1 — €3

Entonces este vector se expresa entonces unicamente en funcién de la variable oy
y satisface idénticamente (2.148) y (2.149). Las relacién (2.154) es la ecuacién pa-

ramétrica de la curva donde se cortan la esfera y el cono ay = constante.

Ahora procedemos a verificar la ecuacion de la energia sustituyendo (2.157)

uje; + ujes + uzez =
= sn*(ay, kg)dn2(a1, ki)er + dn2(oz2, ko)sn?(ay, ky)ea + cn?(ag, ke )en®(ay, ky)es =

= sn2(oz2, ks)er — k%an(ag, k2)3n2(a1, k1)eq —|—dn2(oz2, kg)sn2(oq, k1)es +cn2(a2, ko)es—

en?(ag, ky)sn2(an, ki )es = (60 _63) 61—{(62 —es)(en _60)} (60 _63) exsn?(a, ki) +

€1 — €3 (61—62)(60—63) €1 — €3
e —e e —e e —e
( ! 0) easn?(ay, ky) + ( ! 0> €3 — ( ! 0) essn’(ay, k) = et
€1 — ey €1 — €3 €1 — €3
€169 — €epé e —e ei1es — ese e —e ey —ez)(er —eg)e
{[( 1€2 0 2) 1 3 _( 1€3 3 o) 1 2} _ {( 2 3)( 1 0) 1}}8112(041,/@1)
€1 — €2 €1 — €3 €1 — €3 €1 — €2 (61—62)(61—63)
eileies — epgey — e1e3 — €ge ey —eg)(er —ege
:eo+{[1(12 0€2 1€3 02)}_[(2 3)(1 0) 1}}%2(&17}{1):6&

(61 - 62)(61 - 63) (61 - 62)(61 - 63)

Ahora sustituimos las expresiones (2.157) en cualquiera de las ecuaciones de Euler

dOél dUQ . dOél €1 — € dSH(Ozl, k?1> .
dt dOél n dt €1 — €2 dOél n

€1 — €

y se tiene

k _
1 — €3 - egcn(ab 2) (€1 — e3),
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dO[l €1 — €9

d(tJP) - \/(60 — e3)(e1 — e3),

€1 — €

% = /(eo — e3)(e1 — e3), (2.158)
esto muestra que la coordenada esferoconal a;; es una funcién lineal del tiempo. Pode-
mos concluir que estas coordenadas son naturales para el problema del cuerpo rigido
asimétrico, libre de fuerzas externas y se tiene el vector u como funcién explicita de

los parametros K y eqg, y de la variable 7.

Las tres funciones de Jacobi por medio de las cuales se ha obtenido el movimiento
del vector u son funciones peridédicas con el mismo periodo. Las tres se pueden ver
también como funciones inversas de integrales elipticas de primera especie. El periodo
de estas tres funciones respecto de la variable oy es la funcién 4K (k;), donde K (k)

es la integral eliptica completa de primera especie

w/2 dr
K(k :/ . 2.159
(k) 0 1 — k?sin’x ( )

El periodo respecto al tiempo es entonces

4K (k1) B L1513
JPy/(eo —es)(e1 —€2) 4K(k1)\/(12 —L)2EL; — J?)

(2.160)

El caso ey < ey se obtiene de la ecuaciones anteriores (2.152-2.160) si en todas

ellas se intercambian u, por us e I; por I3.

La matriz de rotacién se puede conocer hasta el parametro v introducida por
Pina [27]. Con 7 el angulo que se obtiene de la rotacién mas general que transforma
al vector u en el vector v (el dngulo 7 mide cuanto se desvia el vector u de la
trayectoria mas corta en la rotacién hacia el vector final v. La menor trayectoria se

obtiene rotando alrededor de un eje perpendicular a ambos vectores u 'y v)
u = Ryv, (2.161)

donde v es el vector constante en la direcciéon del momento angular del sistema

inercial J y u es el vector funcién de 7.
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Por otra parte, se conoce la velocidad angular en los parametros u y 7, Pina [27].

1

w=-—
1+ulv

[ X (u+ V)] + Au, (2.162)
esta velocidad angular se conoce como funcién del tiempo al conocer la cantidad de

movimiento angular L = Ju. Debido a (2.97), se encuentra que

w=I""L=JI""u (2.163)

Despejamos 4 de (2.162) se toma el producto escalar de ambos miembros con el

vector v + u; se deduce entonces

1

: T _ T, _
Yu+v)'u=(u+v) w T alv

[(u +v)T [ % (u+ V)H

(u+v)Tw
= v (2.164)

y se sustituye (2.163) en esta tltima relacién para tener

, (u+v)T '
=J——F 2.165
7 1+via ( )

con lo cual, la obtencién de ~ se reduce a efectuar una integracién del miembro

derecho, que es una funcién peridédica del tiempo.

Los vectores u y v y el angulo v no se relacionan de manera tnica con los angulos
de Euler. Existen empero tres identificaciones més importantes entre los angulos de

Euler y estos parametros.

Para la rotacién (2.63) del eje 3,

sin # sin ¢ 0
—sinfcosgp | =R| 0 | ,v=v¢+0. (2.166)

cos 1
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Para la rotacion (2.64) al eje 3,

0 sin  sin ¢
0 | =R/ sinfcosvy , Y=Y+ o, (2.167)
1 cos

esta relacién es un resultado de lo siguiente: La matriz R esta parametrizada en
angulos de Euler, y las dos direcciones u y v estan seleccionadas a lo largo de la linea
de los nodos. El dngulo ¢ o ¢ determina la direccion de esta linea en el respectivo

plano XOY'. El pardmetro v en este caso coincide con el dngulo 6 [27].

cos @ cos Y
sing | =R | —siny | ,v=0. (2.168)
0 0

Por medio de la ecuacién (2.157), conocemos dos éangulos de Euler 6 y 1) como

coordenadas esféricas del vector u, y mediante la misma ecuacién (2.157), para la

0
cual v=k = | 0 |, podemos hacer el cambio de variable al dngulo de Euler ¢ [28],
1
b=73—1 (2.169)
1 = arctan ﬂ, (2.170)
Ug

ahora calculamos )

i UQ'U:1 — U1U2 JPUQ’LLQUg(eg — 62) — JPU1U1U3(€1 — 63)

b= - _

u? + u3 u? + u3

J’UQ'LLQUg(% - é) - JU1U1U3(% - %)

2 2
uy + ujy

)

Ahora podemos notar que

uxw= ( UoW3 — UzW2, U3Wi — UIW3, UiWr — UsW] ) )
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y
VT[(u X w) X u] = ug(usws — uzws) — ug (uws — uswy) =
Jus Jus Jus Jug 1 1 1 1
e N 272 s U Rt U S N - _ =
U U I, U2U3 1 + uruy I Ujus I, u2u2u3(13 12) Ululuzz,(]1 13)7

y tambien tenemos que
witui=1—-ui=1-(v'u)?
asi con lo calculado anteriormente la derivada del angulo 1 se escribe como

vI(u x w) x u
1 — (vTu)?

Y =
Esto también podemos escribirlo en otro camino con ayuda de (2.163) y desarrollando

el triple producto vectorial

vIT 'u — viuviT!

u
T e (2.171)
Asi podemos hallar a ¢ con (2.171) y (2.169)
b= J(u +v)'T'a vT'u—viuv'T'u
-7 B 1+vTu 1 — (vTu)?

(1 —vI) (T 'u+vI ) — vIT '+ viuv'T

J =
1 — (vTu)?
_ _ 2E _ (vTu)? J _ JvTu)? 2E _ J
:JUTIlu—VTUVTllu:Jﬁ_T:E_T Ehn
1 — (vTu)? 1—(vMa)? 1—(v'a)? 1—(vTu)?
28 J 2B _ J
_JrTn I TG
— 2= —
Iy l-uz LI, ;_9 eocn2(a1, k1)

€1 — €3
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2 J
_J J I
TR , (2.172)
I
1— f} 7 cn (Oél,kl)
L I
donde la variable «; es lineal en el tiempo segin (2.158)
oy =T/ (eg — es)(e1 — e3) = at. (2.173)
Integramos (2.172), escrita en funcién del pardmetro constante aq
PP LR 1
LT L)y 1—dn®(ag, ky)dn®(ay, k)
J 2B 1Y\ [ dt doy
=t+J - -7 2 2
[3 J? 13 0 dOZl 1—dn (CYQ, kg)dn (041, k)
J JP(@O - 63) o 1
=—1 du 5 5
I3 JP\/(eO —e3)(e; —ez) Jo 1 — dn*(aw, ko)dn(u, k)
\/60 — 63\/61 — €
J \/61—63\/61—62 /Ol1 1
= —t+ du
I \/:VZ;ZZ 0 1 — dn?(ay, ky)dn?(u, k)
__1¢+Sn®%k”dma%b)/'d . : (2.174)
Ig CH(CYQ, kg) 0 1—dn (Oég, ]{Zg)dn (041, k?)
y ésta se puede integrar con las funciones Theta (© y H) de Jacobi [28],
111 — 1 K’ H' (icy — iK' t
o= 1Ly Qon mion t iKY My — i) ] (2.175)

2" Oy + iy — iK) Hlias — iK' | T3]~

Se conocen dos casos integrables mas del problema del cuerpo rigido con un punto
fijo en presencia de un campo de gravedad uniforme, se estudiaran estos casos de
manera breve. El primer caso que analizaremos es el caso de Lagrange aqui se supone
un cuerpo rigido simétrico con el punto fijo sobre su eje de simetria, se suponen dos
momentos principales de inercia iguales por, Iy = I,. Para este caso particular en el

sistema anclado al cuerpo, el centro de masa estd situado sobre el eje de simetria a
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una distancia [, el potencial es:

V =mglcos¥. (2.176)

La energia cinética de la funcién de Lagrange (2.114) se reduce usando la igualdad

de los dos momentos principales de inercia [1 = I,

T = %Il[(gﬁsinﬁsingb + 9C08¢)2 + (¢51n9008¢ - ésin¢)2]+

1 . ) 1. . . 1 . :
§Ig(¢ cosf 4 1)* = 5]1(02 + ¢*sin® 0) + §Ig(gb cos O + )2 (2.177)
La funcién de Lagrange para esté caso en angulos de Euler se puede escribir

L=T-V= 5]1(92 + ¢?sin?0) + 5[3(@5 cos )+ 1)? — mgl cos . (2.178)

Podemos observar que la funcién de Lagrange es una funcion que depende tini-

camente de las velocidades de los angulos de Euler y del angulo 6.

Debido a que L no depende del angulo v, se conserva el momento candnico

conjugado a v
oL

= % = I;(¢) 4 ¢ cos ). (2.179)

Py
También L es independiente del angulo ¢ y se conserva el momento candnico

conjugado a ¢
oL

= a—¢ = I, (¢sin® ) + I3(¢) + ¢ cos 0) cos 6. (2.180)

Py

Y debido a que L no es funcién explicita del tiempo, se conserva la energia total
1 . . 1. . .

E=T+V = 5[1(62 + ¢? sin® 0) + 5[3(¢ cos 0 + 1)* + mgl cos 0 (2.181)

De las ecuaciones (2.179) y (2.180) se pueden despejar las velocidades ¢ y 4 en
términos del angulo 6
b= iPd,—chosQ

— 2.182
I sin®# ( )
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' 1P,—P 0 1 1
. W — L7 COS
_ 4+ P == 2.183
Ll A 7 v (13 11) ’ (2.183)
que si se sustituyen en la ecuacién de la energia total nos da
1 . 1 Py — Pycosf\>
E=cL |0+ ——2——4—) sin?0
2! + (Il sin® 6 i *
1 1 Py — Pycost 1 Py — Pycost 1 1\1?
- |———————cosl+ ———F—— + Py | — — — [cosf =
2" [11 ang 0T LT amze O v\T 1) Tmeteos
1 . 1 P2 —2P,P,cosf + P2 cos?0
e ) /A S Rk e +
2 I sin® 6
1. [1—-Pycos’d 1 Py, 1 1\
—I3 | — — Py ——— lcos@
27° [[l sin? I, sin @ v (13 )] +magt cos
1[. ., 1P2—2PPycos0+P?] P, L [P 1 1\1?
= |ty =22 L I DY = T (N lcosf —
2 |: ! Il sin20 2]1+ 2 ]1 v Ig Il +mg o8
1[ ., 1P}—2PyP,cosf+ P? P? ,P?
N N vl _ v 839 [cosf =
2 { SR sin? 6 ] o, oz Tmereos
1 11 1] ., P?—2P,P,cosf+ P2
E=_P(—— =)+ |L*+~2 ¢ lcosf, (2.184
2 ¢<13 11>+2{1 + I sin? 6 Fmgleosf,  (2.184)

asi se obtiene una ecuacion diferencial que relaciona el angulo € con el tiempo y

puede ser integrada en términos de funciones elipticas de Jacobi, esto se logra reali-

zando primeramente una transformacién conveniente a cantidades sin dimensiones e

integrar en funcién de la variable

z = cosf.

(2.185)

El tiempo se escribe sin dimensiones con la ayuda de una variable que llamaremos

B v que conviene definir como
I

2 __
p - 2mgl’

(2.186)
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y T denota dicho tiempo adimensional

T=3 (2.187)

Ahora transformamos la ecuacién de la energia restando el primer sumando cons-

tante del miembro derecho de (2.184), y la expresamos en miltiplos de la cantidad

E 1 11
c=————P? (— - —) , (2.188)

myl,

b

Y J 2.189

4 [1 6 \/QIlmgl ( )
P P

b= "2f=——2 _ (2.190)

- ]_1B V2Imgl’
con estas ultimas relaciones y la ecuacién (2.188) se transforma la parte de la ecuacién

de la energia

1 : P? —2PyPycosf + P2
— | L6 2 6. 2.191
2myl { e I sin® 6 +eos (2.191)
como sigue. De (2.185) se tiene
d .
d_j = 0sinb,

dz’? 12 o2 12 2
— ) =0°sin“0 =6°(1— 27),

dt
=\ 1
dt ) 1— 22

Py = av/2Iymgl,
P¢ = b\/ QIlmgl

Sustituimos 62, Py y P, en (2.191) Asi la ecuacién de conservacién de la energia se

Ahora de (2.189) y (2.190)
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transforma en

1 <dz)2 1 a*2mgll, — 4abzmgll, + b*2mgll,

‘= 2mgl '\ dt ] 1— 22 * 2mgll; (1 — 22?)
. dz\> 1 +a2—2abz—|—b2 s
S \dT ) 1— 22 (1—22)
dz\" 2 2 12
aT = (1 —2%)(c—2) 4+ 2zab —a* — b, (2.192)

ésta es una ecuaciéon simétrica respecto a un intercambio de las constantes a y b.

La ecuacién (2.192) se integra con respecto a la variable T

/ dz
T= ,
V(1 =22 (c— 2) + 2zab — a2 — 1

(2.193)

que nos da la dependencia en el tiempo del angulo 6. Esta es una integral eliptica
de primera especie y los otros dos dngulos de Euler se integran una vez conocido z,

a través de las ecuaciones (2.185) y (2.186).

Finalmente estudiaremos de manera breve el caso de Kovalevskaya, éste junto
con los otros dos casos estudiados anteriormente son los tinicos problemas conocidos
del cuerpo rigido en presencia de un campo de gravedad constante en que se pueden
integrar las ecuaciones del movimiento sin dar condiciones iniciales sobre los valores

de la energia y momento angular.

Se comienza empleando las ecuaciones generales de Euler (2.110). La fuerza sobre

cada particula es la fuera de gravedad en la direcciéon k del sistema inercial,
la torca sobre el cuerpo rigido en el sistema inercial estd dada por

RN = Zri x F; = mgc x k. (2.195)

Aqui N es la torca en el sistema anclado y c es el vector de posicion en el sistema

inercial. Para hallar las componentes de la torca, vista desde el sistema inercial,
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consideramos un vector unitario u que satisface
k = Ru. (2.196)
Sustituimos esta iltima relacién en (2.195) y obtenemos las componentes de la torca.
RN = mgRa x Ru,

RN = mgR(a x u),
N = mgla x u, (2.197)

donde a indica la direccion constante en el sistema anclado del centro de masa y [

es la distancia del punto fijo al centro de masa.

Obtenemos las ecuaciones de Euler en la forma

w X Iw + Iw = mgla x u. (2.198)

Ahora encontramos la llamada ecuacion de Poisson derivando respecto del tiempo
la ecuacién (2.196) que, basandonos en la velocidad de la matriz de rotacién que se
obtiene de (2.78) resulta

0 = Ru + Ru,

0=—-R"Ru—u,
u=uXuw. (2.199)

Las ecuaciones (2.198) y (2.199) forman un sistema de 6 ecuaciones para las incégni-
tas u y w. Su usa el método desarrollado por Kovalevskaya para estudiar este sistema
de ecuaciones. La integracién de dicho sistema permite conocer la matriz de rotacién

con ayuda de las ecuaciones (2.196) y (2.163)

1

w:1+uTV

[a x (u+v)| +Au. (2.200)

Esta parametrizacién se caracteriza por la relacién (2.196), la cual, cuando se

conoce el vector u, solo se requiere conocer ademas el &ngulo 7, con el que se completa
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la parametrizacion. Podemos hallar el angulo v despejando a 7 de la tltima expresion.
Sin embargo, esta expresiéon para w permite escribir la energia cinética del cuerpo
rigido en funcién de las coordenadas u 'y ~.

La energia potencial del cuerpo rigido en estas coordenadas es

V = —mgla - u. (2.201)

La funcién de Langrange L. = E. — V no es funcién explicita de ~, por lo que se

conserva el momento canénico conjugado a 7,

OFE, 10w'lw 1 [0w” Ow 1 Ow Ow
— ¢ _ - - | =1 = | = Z | (Tw)T == ==\ =
Dy > > o8 5 [ 7 w+w 87] 5 [( w) > +w 7
1| ;. 0w 7+ 0w 70w 7
5 [w 7 +w 81} w > w' I, (2.202)

la cual es la proyeccién del momento angular en la direccion de la fuerza.

También se conserva la energia total
E=FE.+V. (2.203)

Aparte de las constantes de movimiento conocidas (2.205) y (2.203) y la magnitud
unidad del vector u, Kovaleskaya encontré otra constante de movimiento de este

sistema de ecuaciones, cuando el momento de inercia tiene la simetria
(11712,13) == D(2,2,1), (2204)

el centro de masa se encuentra en el plano de simetria y lo tomamos en la direccion
del primer eje coordenado
a=(1,0,0). (2.205)

El sistema de ecuaciones se simplifica en las variables(cy = mgl/D)
T1 = w1 +iWs, Ty = W1 — iWa,

51 = (wl + iCUQ)Q — Co(Ul + Z"LLQ),
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& = (w1 — iwg)? — co(uy — iuy), (2.206)

en términos de los cuales se escriben las constantes de movimiento.

Se define la constante de Kovalevskaya como
&6 = k2 (2.207)

Ahora procedemos a encontrar la conservacion del momento candnico conjugado en
términos de las variables definidas en (2.203).
Primeramente hallamos las variables antiguas en términos de las nuevas variables

definidas anteriormente, estas son

w _ZL‘l—I—l’Q w __i(l‘l—ffg)
1 — 2 y W2 — 2
Y 2 2 2 2
w — i —& + x5 — & " _m =& — 7+ &)
! 200 7 200 7
sustituimos esto en (2.202)
Wl
%— :323:CO1U1+W2U2:
[Tt @ i —& + x5 — & i(z1 — x2) i(x] — & — 23+ &)
= Y e g ’
2 260 2 200
2¢c,p
T’y —2cwzug = o} — 1181 + 2125 — 218 — T+ 1181 + 1125 — Eom1 +222] — 2261 + 25+

+T2€s + TaT] — Loy — Ty + T2,

QCOp7
D

asi el momento canénico conjugado se escribe con ayuda de la constante [ = p, /2D

— 20&)3%3 = —25(]152 — 21['251 + 2[L’11’§ + 25(]2{[‘?7

U3Cowz = 260[ + 33152 + .Cngl — (1’1 + 332).T1.2?2. (2208)

Ahora la conservacién de la magnitud de la direccion de la fuerza

1
u§:1‘(“?"‘”3):1_4_60[(95%—fl+$§—§2)2+(55%—51—1’3"‘52)2]:
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=1- 4—60(91:‘1l — 238 + 232 4 138 — 23& + € — 226+ 66 + 232 — 126 + 15—
—x56 — 16 + E1& — 1361 + & — o) + 216 + @il — 21 + 276 — & — 236+
+61& + 2ias — 138 — x5 + 136 — 236 + S1& + 156 — &) =
B = & — (e + 466 — a3 — 4576)

uscs = ca — k? — x3x3 + &123 + Kl (2.209)

Finalmente la conservacion de la energia,

D
E = — (2w} + 2w3 + w?) + mgluy,

2
% — %g =w? +wi+ %glul = ;l(:zn +22)% — i(ﬂm — z9)° + n;)gl 2 — 5124(:0x§ —&
— i(mf—i—?xlxg—i-xg — 23+ 2wy — 23) + rtals! ;$g _52,
%—w§:2$1x2+$f—§1+x§—§2,
introducimos la constante [; = F/3D y asi tenemos
(21 +m9)? +wi =& +& +6l. (2.210)

Se eliminan las variables us y w3 entre estas tres dltimas ecuaciones para obtener
(21 — 22)* = [R(x2)&1 + R(21)&)] =

= R*(z1,22) — R(x1)R(w3) — k(21 — x9)*, (2.211)

donde
R(x1,79) = —2223 + 61,2179 — 2c0l (21 + 29) + o — k? (2.212)

R(x) = —a* 4 6l12% — 4eola + 3 + k2. (2.213)
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Para resolver el sistema de Euler-Poinsot se escriben las ecuaciones del movi-
miento de z; y x2, las cuales se expresan en términos de las mismas coordenadas al
sustituir las ecuaciones precedentes. Para obtener esto damos las derivadas tempo-
rales de las velocidades angulares de (2.198) usando (2.204) y (2.205)

mglus
2D

W1 = Waws, Wo = —W3Wi —
derivamos por ejemplo z; respecto del tiempo
.fl = a'ul + id)g,

sustituimos las velocidades angulares en esta ultima ecuacion

. _ imglus i(xy — x2) i(x1 + 22) imglus
Tl = Wolsz — 3wy — =— w3 — w3 —
1 2W3 3W1 2D 7 3 5 3 oD
. , imglug
201 = — — = —
I = iws(—x1 + x93 — 11 — Xa) %)
2[t'1 = —i(ngl — C()Ug), (2214)
de manera similar se obtiene la ecuacién para xo
2[).32 = i(a}3$2 - C()Ug), (2215)

de las constantes de movimiento se puede cancelar ugz, ws y demostrar que

(W3l'1 - CoU3)2 = ﬁl(ml — ZL‘Q) + R(l‘l), (2216)
(ng'g - CoU3)2 = fg(l’l — 1'2) —+ R(l‘g), (2217)
(W3ZL’1 — COU3)(W3I‘2 — COU3) = R(l’l, l’g), (2218)

por las cuales

2
(w3$1 — ColUs3 + W3y — Cou3> .

V R(z1) vV R(z2)
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(11 — 29)4 B R(zq,72) £ \/R(x1)y/ R(x2) ? T
R(z1)R(x) (21 — 22)2 k=0 (2.219)

se obtienen la ecuaciones

Ztl 1 wW3T1 — Cous 1 wW3T1 — Cous

VE(@) R@) 2 R@) 2 Rw)

R([L’l, iEQ) + AV R(l’l)\/ R($2)

(21 — x2)?

i (w1 — @)’

~ 2 /R(x2)\/R(z)

2
— k2, (2.220)

1 1 wW3T1 — Cous 1 Ww3T1 — Cous

VER(@@) R@) 2 R@) 2 JRw)

R(xl, ZL’Q) — 1/ R(Il)\/ R(CL’Q)

(21 — 22)?

(21— 1’2)2

~ 2 /R(za)/R(ay)

Uno de los méritos de Kovalevskaya fue encontrar que ambos miembros de estas

2
— k2. (2.221)

dos ecuaciones se podian expresar en términos de las variables para convertir las

integrales elipticas de primera especie a las formas candénicas de Weierstrass.
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En este capitulo se hara una breve descripcion de la formulacién Hamiltoniana

del cuerpo rigido y ademads se introduciran las variables de Andoyer-Deprit.

Primeramente se obtendra la funcién de Hamilton o hamiltoniano correspondiente
al problema y asi se derivaran las ecuaciones del movimiento, las energias cinética y
potencial no dependen explicitamente del tiempo, asi que el hamiltoniano se obtiene

directamente de la suma de la energia cinética y potencial.

Se calcula la parte correspondiente a la energia cinética en funcion de las veloci-
dades y de los angulos de Euler que se obtiene de la combinacién de las ecuaciones

(2.80) v (2.93)
T= %Il(qgsinésinl/}+9' cos ¢)2+%IQ($sin6’cos1/J—9 sin1/1)2+%]3(q5cos 0+1))%, (3.1)

donde Iy, I, I3 son los momentos principales de la matriz de inercia y wq, wsy, w3 son
las componentes del vector velocidad angular, en el sistema anclado al cuerpo rigido,

inmediatamente se calculan los momentos candnicos conjugados a partir de la energia

cinética. oE
U= —5 = I3(¢cosb + 1)),
% 3(¢ 1)
OE, o : o
= 9 = I1(¢sinfsint) + 0 cos 1)) sin O sin 1)+
+ I (¢sin costp — fsin 1) sin 6 cos ¥ + I3(¢ cos 8 + 1)) cos b, (3.2)
0= aaEg.C = I (¢sinOsint) + 0 cos)) costh — I,(psin b cos 1) — O sin 1) sin 1),

Las ecuaciones en ¢ y ¥ se pueden reescribir en una sola de la siguiente manera:

® — WUcosh
sin

= I1(¢sin O sinth + 0 cos)) sinh + I(¢sin O cos ) — O sin 1) cos 1),

Asi se obtiene un sistema de dos ecuaciones con las incégnitas, [ 1(gb sin fsin ¢ +
0cos)) y Ir(¢sinb costp — O sinp).
Ok,

C) i Li(¢sinfsint + 0 cos ) cos ) — Ir(¢sin cosh — 0 sin 1) sin1h,
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® — Ucosh

s I (¢sin 0 sin 40 cos ) sin ) + Ir(¢sin f cos yp — fsin ) cos . (3.3)

Este sistema de ecuaciones en forma matricial se escribe como:
© . cost —siney Il(gzgsinﬁsinw + 6 cos V) (3.4)
Q_silcé)se B siny  cosvy I(¢sinfcostp — Osinep) | '

Para resolver este sistema solo necesitamos encontrar la inversa de la matriz de

coeficientes que es una matriz de rotacion, es decir, su inversa es igual a su traspuesta.

Si A= ( cosy  —sing ) entonces:

siny  cosy

A1 AT — cosY  sin (3.5)
B B —siny costy | .

Multiplicamos a (3.4) por (3.5) y se obtiene:

[1(¢ sin @ sin) + 0 cos V) B cost  sin ) (36)
L(¢sinfcostp — Osina)) B —sinty cosy @-Vcosd |- '

sin 6

Asi obtenemos la solucién del sistema.

Iﬂqﬁsin@sinzﬁ%—écomﬂ) = O cosy + %smw
Ig(gﬁsinﬁcoszb — ésin¢) = —OsinyY + W cos 1, (3.7)
S

in6

sustituimos las soluciones de (3.7) y ¥ = I3(¢cosf + v)) en la energfa cinética y

obtenemos. . P 9
— WU cos
E.=— — i 2
=3, (©costy + g oo )+
1 , ® — Wcosh o 1 5
—(— _ — 2, )
+212( Osinty + e cos 1)) +2]3 (3.8)

Hemos obtenido la energia cinética en funcién de los momentos canénicos conju-
gados ¥, &, © y de los angulos de Euler ¢, 8, ¢ como es requerido para la construccién
del hamiltoniano.

Ahora se procede a obtener la parte correspondiente a la energia potencial para

finalizar el calculo del hamiltoniano del problema.
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El cuerpo rigido ésta sometida bajo la influencia de un campo gravitatorio asu-
mido constante, entonces cada una de sus particulas siente una fuerza proporcional

a sSu masa

donde -k es la direccion constante de la fuerza y g es la constante de gravedad.

Las fuerzas (3.9) son derivables de un potencial.

v

o, mig (3.10)

El potencial de las particulas del cuerpo rigido es
V= Zmigri- k = Zmingri. (3.11)

Las componentes de los vectores r;, son las coordenadas de las particulas del
cuerpo en el sistema inercial, éstas también se pueden obtener mediante una rotacion
de ciertos vectores a;, que son las coordenadas de las particulas en el sistema anclado

al cuerpo, entonces:
r; = Ra;. (3.12)

Se sustituye (3.12) en (3.11) para obtener
V=> mgk"(Ra;) =Y mig(k"R)a; = g(k'R)) mja. (3.13)
Por otra lado la definicién del centro de masa es:

Donde m es la masa total del cuerpo rigido y c es el radio vector del centro de
masa en el sistema de referencia anclado al cuerpo.
La energia potencial se simplifica sustituyendo (3.14) en (3.13) y se parametriza

la matriz de rotacién R por medio de los angulos de Euler.

V =mg(kTR)c = mg (sin@sinw sinf cos1) cos 9) c. (3.15)
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Xo
Si denotamos a ¢ = | Yj | , entonces la ecuacién (3.14) queda como:
Zy
V =mg(Xosinfsiny + Yy sinf cosy + Zy cosb). (3.16)

Este es el potencial en funcién de los angulos de Euler.
Finalmente podemos escribir el hamiltoniano del cuerpo rigido en funcién de los
momentos canénicos y de los dngulos de Euler usando las ecuaciones (3.8) y (3.16).

1 d — Ucosh

o (©cos + 5

H=FE.+V =
inf

sin )%+

® — WUcosh

1 1
(—Osiny + _ cos)? + — W+
sin 0

21, 214
+ mg(Xosinfsin + Yy sin 6 cos ) + Zy cos ). (3.17)

La dinamica del cuerpo rigido puede ser descrita convenientemente a través de
un conjunto de coordenadas angulo - accion, conocidas como variables de Andoyer-
Deprit, éstas se definen introduciendo tres sistemas de referencia, el inercial, el an-
clado al cuerpo y un sistema en el cual su eje vertical esta alineado con el momento

angular del cuerpo, los tres sistemas tienen su origen comun.

Figura 3.1: Tridngulo esférico para los éngulos de Euler

La relacién entre los angulos de Euler y las variables de Andoyer-Deprit se repre-
senta por medio de un triangulo esférico donde el dngulo p es la rotacién alrededor

del vector momento angular. El arco medido por el dngulo u, en el plano ortogonal
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al momento angular, determina los dngulos A y v en el lugar de un triangulo esférico
definido por medio de los angulos de Euler ¢, 6 y ¥, como se muestra en la figura 3.2.
Los arcos ¢, v 'y ¥ — v estén en el mismo circulo ortogonal al eje (0,0, 1) del sistema
anclado. Anédlogamente, los arcos ¥, A y ¥ — X estan en un circulo ortogonal al eje
(0,0,1) del sistema inercial. El arco p esta en un circulo ortogonal al vector de mo-
mento angular. Los tres angulos v, 1y A son tres de las variables de Andoyer-Deprit.
Los angulos b e I de la figura son necesarios para hacer la transformacion de las
variables angulos de Euler a las variables de Andoyer-Deprit, pero estos dos angulos
se escribiran en funcién de los momentos canénicos conjugados a las variables de

Andoyer-Deprit, respectivamente N, M y A.

Figura 3.2: Relacién entre los 4ngulos de Euler y las variables de Andoyer-Deprit

La transformacion que relaciona los angulos de Euler con los dngulos de Andoyer-
Deprit es una transformacién canénica homogénea del tipo Mathieu[34]. De la geo-

metria esférica, y de acuerdo a la figura 3.2 se tiene:
cos p = cos(y) — v) cos(¢p — A) — sin(¢p — v) sin(¢p — \) cos 6, (3.18)
entonces se define

Qp, 0,0, \, p,v) = cos p — cos(vp — v) cos(¢p — A) + sin(yp — v) sin(¢p — A) cos = 0,
(3.19)

que Boigey[6] utiliza para generar una transformacién candnica expresando el mo-
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mento canénico en términos de la funcién €2 como

A:Pg_g?? Q= _pg_ga

M=p22, w=—p% (3.20)
_ 00 _ o

Las letras maytsculas denotan el momento canénico y p es un multiplicador de

Lagrange.

Ahora se procede a obtener el hamiltoniano en estas nuevas variables. Recordamos
que el hamiltoniano en funcion de los momentos candnicos y de los angulos de Euler

correspondientes es

1 ® — U cosl
H=E.+V=—(6cost+ ——2Y
2]1 S

2
wd smw) +

1 1
— | —Osi — P2
oL ( sin v + + oL +

+ mg(Xosinfsiny + Yysinf cos ) + Zy cos ). (3.21)

sin 6

d — Ucosh 2
&CM)

Se comienza por transformar la parte del hamiltoniano correspondiente a la

energfa cinética. Se calculan los momentos candnicos definidos en (3.20)

A= pg—f\z = p[—cos(p — v)sin(¢ — \) — sin(vp — v) cos(¢p — ) cos 6], (3.22)
= PO = plsin — v) cos(é — X) — cos(t) — ) sin(o — N cosf], (329

M = p% = —psinp, (3.24)

® = —pS35 = —pleos(us ~ v)sin6 — X) + sin(u ~ v)cos( — Neos]. (329
v —pg—z — _plsin(e — v) cos(d — A) + cos() — v)sin(é — N) cos6],  (3.26)
0= —p% _ sin(w — v)sin(6 — A)sin . (3.27)

~Pog
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De las ecuaciones (3.22), (3.23), (3.25) y (3.26) se obtiene la transformacién de

momentos de variables de Euler a variables de Andoyer-Deprit

A=d (3.28)

Y

N=1. (3.29)

Transformamos usando ya sea (3.22) y (3.23) o (3.25) y (3.26) y haciendo el algebra

correspondiente a los siguientes sumandos del hamiltoniano

WY Weosd) = —psingeos( — v)sin(o— N)sind,  (3.30)
y
(;(1)181? (& — Wcos) = —pcostcos(vh — v)sin(¢p — A\)sin 6. (3.31)

En seguida, con la ecuacién (2.27) y con lo obtenido en (3.30) y (3.31) se llega a

Tg(q) Ucosl) = —psin(¢p — \)sinfsinv (3.32)
. cos 1 . .
— Osiny + e (P — Wcosl) = —psin(¢p — A)sinf cosv. (3.33)
in

Asi con (3.29), (3.32) v (3.33) la parte de la energfa cinética se transforma en

[© cos )+ nw(q)—\llcose)]Q/Qll—i-[ O siny + S¢((I)—‘IICOSH)]2/QIQ+‘I’2/213:
102 2 N2
T N N N 34
p”sin®(¢ — \) sin ST, + oL + oL (3.34)
De (3.24), el miembro derecho de la ecuacién (3.34) se convierte en
M? 9 sin®v  cos?v N?
' — \)sin? 0 —. 3.35
sinZp; S (9 = A)sin ( on, 20 >'%2@ (3:35)
De la ley de senos de la trigonometria esférica y de la figura 3 se obtiene
<2 - )\ <2 9
sin(@ = Nsin’f ey, (3.36)

sin? 1
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Con este tultimo resultado la parte de la energia cinética se convierte en

(3.37)

M2(1 — cos? D) (sinQV COSQV> N2

21, + 21, 20

Antes de continuar con nuestra transformacién del hamiltoniano se demuestran
un conjunto de ecuaciones ttiles que seran fundamentales para nuestros futuros célcu-

los.

Dividimos las ecuaciones (3.22), (3.23), (3.25), (3.26) y (3.27) entre la ecuacién

(3.24) para eliminar al multiplicador de Lagrange p

N _ cos(¢p — A)sin(¢p — v) 4 sin(¢ — \) cos(v) — v) cos 0

M sin g ’ (3:38)
A sin(¢p — A) cos(vp — v) + cos(¢p — A) sin(¢p — v) cos 6
A _ , (3.39)
M sin p
o :_sin(w—y)s.in(gzﬁ—)\)siDG. (3.40)
M sin
Ahora de la figura 3 y de la trigonometria esférica se deduce que
sin f1cosb = cos(¢ — ) sin(¢p — v) + sin(¢ — A) cos(¢p — v) cos 0 (3.41)
y
sin g cos I = cos(¢) — v)sin(¢ — ) + sin(yp — v) cos(¢ — A) cos 6. (3.42)
Sustituimos (3.41) en (3.38) el cual se reduce a
N
= o8 b, (3.43)
de igual manera si sustituimos (3.42) en (3.39) se encuentra
A
— =cos 1. (3.44)

M

Para simplificar (3.40) nuevamente recurrimos a la ley de los senos y de la figura
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3.2 por lo cual obtenemos

©  sin(¢y —v)sin(¢ — A)sinf N
ST S p = —sin(¢) — v) sinb. (3.45)

Retomando el calculo de la energia cinética, si se despeja a N de la ecuacion
(3.43) y se sustituye en la ecuacién (3.37) se llega inmediatamente a obtener la

energia cinética en las variables de Andoyer-Deprit

(3.46)

T = (M NQ)(SiDZV COSQV> N?

21, + 21, +2_13'

A continuacién se procede a obtener la parte del Hamiltoniano correspondiente

a la energia potencial en variables de Andoyer-Deprit.

Primeramente consideramos las componentes del momento angular en el sistema

inercial en términos de los dngulos de Euler

sin
L. = d— v 4
+ = Ocos + sinQ( cos6), (3.47)
L, = —0sing + 2 (® — ¥ cosh) (3.48)
, = —Osin —— cos ), :
L.—U. (3.49)

Si despejamos a © de (3.45) y la sustituimos junto con la relaciones (3.28) y

(3.29) en las ultimas ecuaciones se obtienen

L, = —Msin(¢) — v)sinbcosy + Sl,nqg(A — N cosb), (3.50)
sin
. . . cos
L, = Msin(¢) — v)sinbsiny + e (A — N cosb), (3.51)
L.=N. (3.52)

La idea de realizar la sustituciéon anterior es para escribir las componentes de

momento angular en el sistema inercial en funcién de las cantidades M, v y b.

Transformamos usando ya sea (3.22) y (3.23) 0 (3.25) y (3.26) el segundo sumando
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de las componentes L, y L, del momento angular en (3.50) y (3.51)

sin vy

sin 0

M sinsin(¢p — A) cos(¢) — v) siné
sin ’

(A — Ncosb) =

Si aplicamos nuevamente la ley de los senos al miembro derecho de la ecuacion

precedente se obtiene

(A — Ncosf) = Msiny cos(¢p — v)sinb. (3.53)
Sustituimos (3.53) en (3.50) y simplificamos para obtener a L, en funcién de v y b
L, = M sinbsinv. (3.54)

Por el mismo procedimiento por el cual se encontré a L, en funcién de los angulos

vy b se obtiene al momento angular L, en términos de M, vy b
L, = Msinbcosv, (3.55)
y para transformar L, usamos las ecuaciones (3.43) y (3.52)

L. = M cosb. (3.56)

Asi el vector momento angular J en el sistema inercial en términos de M, v y b

se escribe como:
M sin bsin v

L= | Msinbcosv (3.57)
M cosb.

Ahora por otro lado el vector de momento angular en funciéon de los angulos de
Euler se puede escribir en la base de vectores del sistema anclado al cuerpo como

sigue

cos Y sin @ sin 1)

® — Wcost U — P cost
] e e e R R

0 cos

0
o|. (358

sin? 6
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Mediante una rotacion se puede obtener el momento angular en la base de vectores

del sistema inercial

J=RL. (3.59)

Y de la teoria del capitulo 2 se sabe que

0 sin f sin ¢ cos Y cos ¢ sin f sin ¢ 0
R|O]| =] —sinfcos¢ | , R| —siny | = |sing |y R |sinfcosy | =101,
1 cos 0 0 cos 1

donde la matriz de rotacion se parametriza mediante los angulos de Euler.

Aplicamos (3.60) a (3.59) y se obtiene

cos ¢ ( — U cos) 0 (T — @ cos) sin # sin ¢
J=RL=0|sin¢ +TCOS 0 +TCOS —sinf cos ¢
sin” 6 sin” ¢
0 1 cos @
(3.61)

La idea de este cambio de base, es para obtener la componentes del momento

angular en funcién de las cantidades M, A\ e L.

Las componentes del vector J son:

sin ¢

J, =0Ocosp+ 0 (¥ — P cosb), (3.62)
) cos ¢
Jy, = Osing — . (¥ — ®cosh), (3.63)
y
J, = . (3.64)

Por un procedimiento analogo al que se realizé para hallar las componentes de L en
términos de M, v y b obtenemos las componentes de J en funcién de M, A e 1. Estas

Son

Ju = M sin I'sin ), (3.65)

Jy = —Msin[ cos A, (3.66)
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J, = McosI. (3.67)

Asi el vector de momento angular J es

M sin I sin A
J=| -Msinlcos)|. (3.68)
M cos ]

Unas relaciones féciles de demostrar se derivan de las ecuaciones (3.43) y (3.44)

VIE—N N?

inb = 1——= .
sin b i 2 (3.69)
MZ _ A2 A2
in/=——=4/1— — :
sin i VL (3.70)
que nos serviran para calculos futuros.
De las ecuaciones (3.60) sabemos que:
sin f sin ) 0
R |sinfcosy | =101, (3.71)
cos 6 1

donde la matriz de rotacion R estd parametrizada en angulos de Euler y ademas es

el producto de tres rotaciones, es decir:

cos¢ —sing 0 1 0 0 cosy —siny 0 sin 0 sin ) 0
sing cos¢ O 0 cosf —sinf siny cosy 0 sinfcosy | = |0
0 0 1 0 sinf cosf 0 0 1 cos 6 1
(3.72)

si hacemos la transformacion ¢» — v, § — by p — ¢ obtenemos en los dngulos v, b
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y i
cospp —sing 0 1 0 0 cosv —sinv () M sin bsin v 0
sing  cosp 0 0 cosb —sinb sinv cosv 0 Msinbcosv | =] 0
0 0 1 0 sinb cosb 0 0 1 M cosb M
(3.73)

De la ecuacién (3.60) se sabe que

0 sin # sin ¢
R[O|=]—-sinfcos¢ |, (3.74)
1 cos 6
o también
cos¢p —sing 0 1 0 0 cosy —siny 0 0
sing cos¢ O 0 cosf —sinf siny)  cos 1/1 0 0=
0 0 1 0 sinf cosf 0 1
cos¢p —sing 0 1 0 0 0 sin 6 sin ¢
= | sing cos¢p O 0 cosf) —sind 0= | —sinfcos¢ (3.75)
0 0 1 0 sinf cos# 1 cosf

De nuevo realizamos la transformacéon 6§ — I y ¢ — p y obtenemos:

cosA —sinA 0 1 0 0 0 M sin I sin A
sin A cosA 0 0 cosl —sinl 0 |=]-MsinITcosA|. (3.76)
0 0 1 0 sinl cosl M M cos I

De las ecuaciones (3.74) y (3.76) se puede observar facilmente que J = RL donde

R es el producto de cinco rotaciones
R = R5R4R3R2R1 =

cosA —sinA 0 1 0 0 cosp —sinpg 0
= |sinA cosA 0 0 cosI —sinl/ sing  cospu 0] X
0 0 1 0 sin/ cos/ 0 0 1
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1 0 0 cosy —sinv 0
X |0 cosb —sinb sinv  cosv 0. (3.77)
0 sinb cosb 0 0 1

Esta rotacion estd en funcién de los angulos de Adoyer-Deprit y de los momentos
N, M y A, precisamente ésta es la rotacion que necesitamos para obtener el potencial
en la variables de Adoyer-Deprit. Recordamos que la energia potencial se escribe

CO1mo.

V =mg(k™R)c. (3.78)

Anteriormente se usaron los dngulos de Euler para parametrizar la matriz de rotacion,
pero ahora usaremos la matriz de rotacién (3.77), entonces para comenzar el cdlculo

se tiene que

kTR (3.79)
equivale a
0
R"| 0 | =MR" |0 (3.80)
M
donde
R’ = R{RIRIRIR! (3.81)
entonces
cosv sinv 0 1 0 0 cosp sinp 0
MRY 0| =M | —sinv cosv 0 0 cosb sinbd —sinp cosp 0] X
0 0 1 0 —sinb cosbh 0 0 1
1 0 0 cosA  sinA 0 0
X110 coslI sinl —sin A cosA 0 0] =
0 —sinl cos/ 0 0 1 1
cosbsin I cos psin v + sin b cos I sin v + sin [ sin p cos v
= M | cosbsin [ cospcosv +sinbcos I cosy —sin I sinpusiny | . (3.82)

cosbcos I —sinbsin I cos
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Usamos este resultado, las relaciones (3.43),(3.44),(3.69) y (3.70), para que la energia

potencial(3.78) quede
V =mg(k™R)c =

2

N A2\ /2 . N N\ V2 A2\ 12
i (1 — W) cos usinv + 47 (1 — W) sinv + (1 - W) Sin fL cos v
N a2\ /2 N N2\ /2 e\ 2 .
=mg | 4 (1 — W) COS (L COSV + 77 <1 — W) CcoSV — (1 — W) sin ysinv | -C.
AN A2 \1/2 N2\ 12
(- )" (- ) "o
(3.83)
Xo
Como ¢ = | Y] | se concluye que la energia potencial es:
Zo

N A2 1/2 A N2 1/2
V =mgXy i (1 — W) cos psinv + i (1 — W) sin v+

AZN 2 N A2\ /2 A N\ 2
+ <1 — W) sin pcos v | +mgYy i (1 — W) COS [ COS V + i (1 — W) cosv—
A2 1/2 AN A2 1/2 N2 1/2
— (1 — W) sinusinv | +mgZy e (1 — W) (1 - W) COS | .

Finalmente el hamiltoniano completo se obtiene de las ecuaciones (3.46) y (3.84).
También definimos a los parametros x = mgXy, y = mgYy v 2 = mgZy, asi obtene-

mos

102 2 N2
H—E +V=(M—N? sin“v  cos“v N7
+ ( >{ 26 * 21, +213+
-N A2 1/2 ' A N2 1/2. A2 1/2'
+x i 1_W cosusmu%—M 1_W s v+ 1_W S pcosv| +
[N A2\ A N2\ 2 AN
+y i 1_W cos,ucosv—i—M 1_W CcoSV — 1_W sinpusinv | +

AN A2 1/2 N2 1/2




71

Las ecuaciones de Hamilton para este caso se escriben como

oH
om — M
oH _ o
ON

) 3.86
o'y (3.86)
"
OH __ \
5, =—N

Para el Hamiltoniano (3.85) la ecuaciones de movimiento son explicitamente

ﬂ:M[sin2u+c052y]_i S AN M?*(N? + A?) — 2A2N?cos i1
3 2\1/2 211/2
m R T Y e T

x N(M? —2A*)cospsiny ~ A?sinpcosvy  (M? —2N?)Asin V]
+W N A2\ 1/2 A2N1/2 N2y 1/2 +
M(1-4p) (1-4r) M(1-4p)
Yy N(M? —2A?)cospcosv  A?sinpsinvy  (M? —2N?)A cosv
i M3 Az \1/2 B A2\L/2 N2y\1/2 | (3.87)
M (1= i) (1= 1m) M(1-3p)
1/2
A2
1 sin?v  cos?v z A N (1 - W) cosp
=N LUt ) T M oz | F
(1-3r)
1/2 :
x 9 A? ) NAsinv
—i—m M (1_W> cospsiny — ———
(1= 3r)
A2\ NA
+% M? (1_W) COSMCOSV—% : (3.88)
(1= 3r)
. A2 1/2 N
M:x(l—m> [Msinusiny—cos,ucosy}—k
AZN\Y2 TN A& N2 V2
y(l—m> [Msinucosy—kcos,usinu] _Z(l_W) (1_W) sin p,
(3.89)

N = (M?* — N?) [i — i] sin v cos v—
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A2\ N o A N2\
—T 1—W Mcosucosy—smusml/ —i—M 1_W cosv| +

AZN\YV2 /N A N2 /2
(1 — W) (M oS psin v + sin  cos I/) +o7 <1 - W) sinv| . (3.90)
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En este capitulo se introducira la técnica del mapa de Poincaré para un mejor
estudio de la dindmica del problema, a su vez que se define el concepto de linea de
simetria en el mapa y se estudian algunas de sus propiedades fundamentales.

Los resultados computacionales obtenidos aplicando la teoria desarrollada aqui se
analizaran en el capitulo 6 revisando el mapa de Poincaré para cada caso particular
del problema del cuerpo rigido, el cual se obtiene variando ciertos pardmetros y
fijando otros en las ecuaciones del movimiento correspondientes.

Para poder desarrollar nuestra teoria necesitamos buscar invariancias en los sis-
temas de ecuaciones diferenciales en variables de Andoyer-Deprit (3.87-90), es decir
buscar en cudles de las variables de las que depende el sistema de ecuaciones di-
ferenciales del cuerpo rigido, al hacer un cambio de signo en su valor permanecen
invariantes. Podemos obtener invariancias particularizando las ecuaciones de movi-
miento dando valores a las coordenadas z,y, z y fijando para todos los casos las
constantes de movimiento de energia y momento angular A, y los momentos princi-

pales de inercia.

» Parax =y = 0y z # 0, obtenemos el caso que estudian, Galgani [10] para
demostrar la transicién a la estocasticidad del problema y Chavoya-Pina [8]
para hallar orbitas periddicas, en este que es un caso no integrable, aqui las

invariancias vienen dadas por las transformaciones:

Q(t) = —t
P(M,N,pu,v)=(M,N,—u, —v), (4.1)

Q) =~
P*(M,N,u,v) = (M,N,—u, (7 —v)), (4.2)

y estas trasformaciones también son invariancias para el caso integrable de

Euler-Poinsot (x =y = z = 0).

» Para el caso x = 0, y # z # 0 las tnicas invariancias son dadas por las
transformacion (4.1), que también son invariancias para el caso més particular
r=2z2=0,y#0.
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s Para el caso y = 0, z # z # 0 las unicas invariancias estdan dadas por las

transformaciones (4.2) que también son invariancias para el caso més particular
y=2=0,y#0.

» Para z = 0 y v = y # 0 otra invariancia viene dada al hacer el cambio en los

momentos canonicos conjugados, lo que lleva a la siguiente transformacion

G(A, M,N,u,v) = (=N, —M,—N, u,v), (4.3)

que también son invariancias para los casos mas particulares =z =10, y # 0
yy=z=0,x#0.

Algo importante que mencionar para esta ultima transformacién es que se genera
un cambio de signo en el momento A que se supone sera constante, esto no ocasionara
problemas para cuando se trabaje sobre la superficie de Poincaré (que definiremos
més adelante), debido a que en ésta la transformacién (4.3) se reduce a una donde no
se involucra el cambio de signo en el momento A, esto se vera a detalle mas adelante
en este capitulo.

Para el caso mas general donde se tiene que las coordenadas x, y y z son diferentes
de cero, no se puede hallar una invariancia o simetria, sin embargo se hara un anélisis
numeérico de este caso, que describiremos en detalle en la parte final del capitulo 6
donde se muestran los resultados computacionales.

Habiendo establecido estas invariancias para diversas situaciones fisicas del cuer-
po rigido via las coordenadas (x,y, z), se sabe que esto nos manifiesta que el sistema
es reversible o tiene reversibilidad, a partir de esto citamos una propiedad muy cono-
cida [3, 32| para este tipo de sistemas, indispensable para nuestro trabajo posterior.

Propiedad 1. Sea T 5; la operacién que transforma las cantidades iniciales (u(ty),
v(to), M(to), N(to)) de las variables del sistema de ecuaciones diferenciales del cuerpo
rigido al tiempo tg a los valores (u(ty + At),v(to + At), M(to + At), N(to + At)) al

tiempo to + At, asi se cumple que

IooTatolyo T =1, (4.4)
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donde I es una involucién. De acuerdo a lo anterior, T s puede ser descompuesta

como el producto de dos involuciones dadas por Ij y
Il B TAt e} Io, (45)

es decir
TAt = Il (] Io, (46)

ejemplos de involuciones son las transformaciones P, P* y G
La propiedad 1 puede ser mejor entendida por medio de un esquema representado

en la figura (4.1).

(a) (b) () (d)

Figura 4.1: Esquematizacén de la propiedad 1

En el paso a) se aplica el operador Tx; a un punto del espacio fase y se deja
evolucionar hasta el punto (u(to+ At), v(to + At), M (to + At), N(to + At)) figura b),
seguidamente a este 1ltimo punto se aplica la operacion de involucién que cambia el
signo de algunas de las variables dinamicas de las que depende el sistema por ejemplo
la inversién de angulos y del tiempo, es decir que el ultimo punto se transforma en
(M(—ty — At), N(—tg — At), —u(—ty — At), —v(—to — At)), éste cambio se repre-
senta por una flecha en el sentido opuesto hacia donde el operador T a; actua, esto
se muestra en c), después se vuelve a aplicar el operador Txa; y se deja evolucionar
nuevamente hasta alcanzar el punto de partida, solo que al estar afectado por la in-
volucién este punto de inicio se obtiene como:(M (—ty), N(—to), —pu(—to), —v(—to)),
paso d), que al aplicar de nuevo la involucién se obtiene el punto inicial como se escri-

bié al principio en el paso a), por consiguiente se ha obtenido la operacién identidad
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como indica la propiedad 1.

Una involucién tiene la propiedad de que

IO o) IO = I7 (47)

donde T es la transformaciéon identidad, si manipulamos (4.4) usando la propiedad
anterior se obtiene
TAt o IO e} TAt O IO = I, (48)

y usando la definicion (4.6) se llega a
Il O Il =1 (49)

como es requerido.

Algo que vale la pena senalar es que en el caso de Euler-Poinsot en variables de
Adoyer-Deprit la variable de momento M es ciclica y Ta; se puede descomponer en
una infinidad de maneras como el producto de dos involuciones. Las dos descompo-
siciones que hemos mencionado son las mas importantes porque se preservan para

varios de los casos no integrables como vimos anteriormente.

Se utilizard un método basado en el mapeo de Poincaré (Galgani [10]), para
estudiar las propiedades dinamicas del sistema dindmico definido por medio de las

ecuaciones diferenciales para el caso del cuerpo rigido.

En el caso general del cuerpo rigido con un punto fijo, A es ciclica de manera que
el estudio del movimiento es de un sistema con dos grados de libertad, u, v.

Este es un problema dinamico en cuatro dimensiones por lo tanto tomando en
cuenta la conservacién de la energia es posible reducir la dimensién del problema a
tres. Si existe ademds alguna superficie I’ que la trayectoria del sistema atraviese

recurrentemente, la dimensién puede reducirse a dos definiendo la operacién [4] :
f: "= T, (4.10)

que aplica un punto yo en I" en el punto correspondiente a la siguiente interseccion de
la érbita que contiene a g, es decir que si yg y y; son puntos de I' que se encuentran

sobre la misma Orbita para tiempos ¢y < t; y no existe ningun otro, tal que y(t) € I,
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entonces f(yo) = y1.

A la operacién f se le conoce como mapeo de Poincaré y depende paramétrica-
mente, en este caso de los valores de la energia F, de la componente A del momento

angular en la direccion del campo de gravedad y de z, v, .

En Galgani et al [10], eligieron para definir un mapeo de Poincaré la superficie

definida por la relacién:
Hmod2r = 7T/2 (411)

Con esta definicién, la constancia de la energia implica que sobre I

M2—N2 ) 9 N2 AN
H(_7M7V’A7M7N): (Sln V+COS V) _I_

2 I I

de donde se deduce que dado el valor de v es suficiente conocer a = % para obtener

M como soluciéon de una ecuacion cubica:

2

12 2
e <(1 — ) <Sm v, s ”) + O‘_> + 2MmgzAa = 2ME, (4.13)
I I I3

después de lo cual se encuentra N mediante la relacién
N = aM. (4.14)

N
Por lo tanto, como coordenadas en I se utilizardn v y o = e

En Chavoya-Pina [8]. se utiliz6 la superficie definida por la igualdad:

Limodar = 0. (4.15)

La razon de esta eleccion es que con esta definicion, la superficie que resulta es
invariante ante las trasformaciones definidas por las ecuaciones (4.1), (4.2) y entonces
el mapeo de Poincaré es, en dos distintos caminos, descompuesto como el producto

de dos involuciones.
f'=p,ofop, (4.16)

f~t = pjofop;, (4.17)
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donde:
pO(av V) = (Oé, _Vmod27r>7 (418)

pS(Oz, V) = (Oé, <7T - V>m0d27r)- (419)

Las trasformaciones definidas anteriormente P y P* se reducen a las transformaciones
Py vV Py cuando éstas son restringidas a la superficie 1.

Este desarrollo también sera véalido para los otros casos no integrables donde se
considera el cambio de signo en los angulos, es decir, se usara la misma superficie
definida por (4.15) y las mismas coordenadas en I' ( v, a = %), solo que existe la
diferencia en el uso de las involuciones, como vimos al principio del capitulo.

Para el caso donde se considera el cambio de signo en los momentos candnicos
conjugados, z = 0y © # y # 0 se usara la superficie (4.11) debido al argumento
que se usé para factorizar el mapa de Poincaré en I' (4.15) y como coordenadas
en la superficie se usaran ( v, N), esto debido a que no existe invariancia al hacer
un cambio de singo directamente en « en la ecuaciones de movimiento. Entonces se
tiene algo analogo en lo que respecta a la descomposicion del mapa, para este caso
se cumple

k'=g,okog, (4.20)

donde:
gO(Nv V) = (_N7 Vmod27r)a (421)

y k representa el mapa de Poincaré en (4.11), entonces la transformacion definida
por G se reduce a la trasformacion g, cuando se restringe a dicha superficie.

La factorizacion del mapa de Poincaré por involuciones nos provee de un método
sistematico para la determinacion de érbitas periddicas. Este método se ha utilizado
por diferentes autores [32] para obtener las 6rbitas periddicas de mapas que preservan
el area por medio da la integraciéon numérica de las ecuaciones de Hamilton.

En general si consideremos un mapa M uno a uno que aplica superficies dos
dimensionales sobre si mismas y ademds suponemos que éste se puede factorizar

como el producto de dos involuciones

M =1 oly, (4.22)
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con inversa dada por:

M*'=IjoMoly=1Iy0l,, (4.23)

donde Iy y I; = M o I son ambas involuciones.
Entonces podemos establecer algunas propiedades generales importantes de la
funcion M.

Consideramos el conjunto de funciones:

M'=MoM...MoM, (4.24)

n—uveces

I, =M"ol,. (4.25)

Donde n y m son enteros arbitrarios (positivos o negativos) y M definida como
la funcién identidad.
Con la operacion de composicién de funciones, el conjunto definido por la ecua-

ciones (4.24) y (4.25) forman un grupo cuya tabla de operaciones es:

M" o M™ = M™™, (4.26)
M" oL, =L, (4.27)
LoM" =1, ,, (4.28)
I,o0lL,=M"". (4.29)

Ahora damos la definicion de punto periédico en el mapa de Poincaré y de linea
de simetria.
Se dice que g es n-periodico (o que tiene periodo n) de M cuando n es el menor

entero que satisface
M"q = q, (4.30)

y que las iteraciones de q forman un ciclo de n puntos periédicos.
La linea de simetrid ; para cualquier entero j se define como el conjunto de

puntos fijos de la involucién, 1;, es decir:

v {r [Ljor=r}. (4.31)
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De estas propiedades se puede enunciar un lema importante para nuestros proposi-

tos y que se demostrara utilizando las relaciones del grupo de involuciones.

Lema 1. Sea ; el conjunto de puntos invariante bajo la aplicacién I, para cada
j. La interseccién de estos conjuntos para varios j’s determina la posicién de los

puntos periédicos en el mapa M.

Demostracion:
Sear € v, Ny, = Li(r) =ry I;(r) = r entonces se tiene que I o I;(r) = I(r) =
r = M (r) y también I; o I;(r) = L;(r) = r = M7*(r). Por lo tanto r es un punto
periédico de periodo un multiplo de | j — & |.
Del lema 1 puede verse que, una forma de determinar las érbitas periddicas simétri-
cas de un mapa que puede descomponerse como el producto de dos involuciones es

determinar solo los conjuntos v;.

También existen otras propiedades que vale la pena atender. De iterar [ veces por

el mapa M un punto p de periodo n, es decir
M'(M"p) = M'p =M'*"p = M"*'p = M"(M'p), (4.32)

se concluye que M!p también es un punto periédico de periodo n.

Existen otras propiedades de los puntos periddicos que seran ttiles. Por ejemplo,

si p un punto periédico de periodo n entonces

L;(M"p) =IL;(p) = L;—.p, (4.33)

M™"L;(p) = I—nI(p) =1;-n1;(I;p), (4.34)
si p € 7; entonces I;(p) = p y se obtiene que
M"I;(p) = M"p
M"L,M™"(M"p) = M"p
Ly, j(M"p) = M"p, (4.35)

entonces si p € v; = M"p € Yan4;.
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De forma similar

LIi(p) = Lip

M, (Ip) = Lip

Loy j(Ixp) = Iip, (4.36)

entonces si p € 75 = I;p € Yar—;. En el caso particular en que n = k = 0 entonces
pEy = Lip €y
La determinacién de las lineas de simetria se simplifica dado que cualquiera de

ellas puede ser obtenida a partir de v y 1. Ha sido demostrado [3, 7, 30, 32] que

Yor = M"(70) (4.37)

Von+1 = Mn(71)> (4-38)

donde n es cualquier numero entero. Para las involuciones p, y pg resultaran una
familia de lineas de simetria ~s,, ¥ 73, respectivamente. Las lineas 7, y 7 son faciles
de determinar: 7 estd definida por la condicién v = Opeg2r ¥ 4 PO V = £7/ 20427

Para el conjunto de lineas de simetria de la involucién g, que denotaremos por
I's,, la linea I'y estd definida por la condicion N = 0.

La determinacién de la linea v, es més dificil de realizar, pero no necesaria para
encontrar los puntos periddicos con periodo impar, ya que varias intersecciones entre
lineas pares nos dan la condicién inicial para una érbita impar. Analizando las lineas
con indice par se obtiene sin embargo, una gran cantidad de informacién cualitativa

del sistema dinamico.
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En esta seccién estudiaremos las érbitas vecinas de una érbita periddica, estas
orbitas vecinas satisfacen una ecuacion diferencial con coeficientes periddicos. Las
soluciones linealmente independientes a esa ecuacién forman una matriz simpléctica
dependiente del tiempo. La teoria de Floquet de la ecuaciones diferenciales lineales

con coeficientes periddicos se simplifica considerablemente en este caso.

Consideramos algtin sistema mecénico (por ejemplo en nuestro caso el movimiento
del cuerpo rigido con un punto fijo) que es descrito por las ecuaciones de Hamilton
que se derivan de un Hamiltoniano con N grados de libertad H(g*,px), donde gx,

px son las 2N coordenadas del espacio fase del sistema. Las ecuaciones de Hamilton

son: oH
4i = — (5.1)
J apj
0H
oo 5.2
p] aqj ) ( )
con j=1,2,...,N.
Ahora introducimos las siguiente notacién
zj =qj (5.3)
Zj+N = Dj (54)
con j =1,2,...,N.
Asi podemos escribir las ecuaciones de Hamilton como
2N
. OH
L = Z Jkl_ (55)

con k=0,..,2N.

Aqui Ji; son las componentes de una matriz J de tamano 2N x 2N, la cual estd

0 1
(2 oo

en términos de submatrices cero y unidad de dimensiéon N x N.

definida por

La matriz J llamada matriz simpléctica jugara un papel fundamental en nuestros
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desarrollos posteriores asi que se enunciaran algunas de sus propiedades:

1. La matriz J es antisimétrica

J'=—1J. (5.7)

Donde la letra T' denota la traspuesta de la matriz.
2. La matriz inversa de J es
Jt=—J (5.8)

Estas propiedades se demuestran facilmente.

Comenzamos por suponer que conocemos una solucién periddica particular del
sistema de ecuaciones (5.1) y (5.2), la cual se distinguiré por el subindice 0. Sea T

el periodo de dicha solucién
20j (t + T) = 20j (t) (59)

Estudiamos entonces las soluciones de las ecuaciones de Hamilton vecinas a la
érbita periddica (5.9). Para ello tomamos una pequena perturbacién alrededor de la

orbita periddica, esto se expresa en forma matematica de la siguiente manera
2k = 2ok + €Ck, (5.10)

con k=1,2,..., N, donde € es una constante pequena.

Con esto procedemos a realizar un desarrollo en serie de Taylor en potencias de €

del miembro derecho de las ecuaciones de Hamilton, a primer orden en € por lo que

obtenemos
2N IN 2N
. OH 0*°H )
2 = Zor + €(p = Jg |l — ] +e€ Ju | ——— m s
== (a) 55 (50 <
IN 2N
0°H
=z _— A1
ZOk+€lE:1 mgljkl (azlazm)0<m+ (5.11)

el subindice 0 en las derivadas del Hamiltoniano, significa que estan calculadas en

los valores de zg(t) de la 6rbita periddica.
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Se suprime el primer sumando en ambos miembros de (11), debido a que 2o, (t) es
la solucién de las ecuaciones de Hamilton. Ahora si solo consideramos los términos

a primer orden en € obtenemos la ecuacién lineal

. 2N 2N 2H
Ck = EZZJM (aZlaZm)ogm- (5.12)

=1 m=1

Los coeficientes de esta ecuacion se escriben en términos de un producto matricial
de la matriz J y la matriz simétrica S(t), cuyas componentes se expresan como las

segundas derivadas del Hamiltoniano

0°H
m/ 0

se evaliia en las coordenadas zo(t) de la solucién periédica, por lo cual la matriz S

es simétrica y periddica de periodo T’
S(t+T)=5(t) = ST(t), (5.14)

el sistema (5.12) consta de 2N soluciones linealmente independientes debido a que
es un sistema de 2N ecuaciones diferenciales lineales, estas soluciones se distinguiran
agregando un indice j a la ecuacién (5.12)

. 2N 2N

Gy =€D > TuiSim(t)Cmj- (5.15)

=1 m=1

Ahora introducimos de manera conveniente la matriz Z(t), cuyas componentes

son las soluciones de (i;. Se encuentra asi la forma matricial de la ecuacién (5.15)

Z(t)=JS(t)Z(t), (5.16)
si tomamos la traspuesta de ésta ultima ecuacion obtenemos
ZT(t) = —Z7()S(t)J, (5.17)

asi se observa que en el miembro izquierdo la derivada de la traspuesta es la traspuesta



87

de la derivada; y en el derecho, la traspuesta del producto de matrices es igual al
producto de las traspuestas en orden contrario. También se tomo en cuenta la simetria
de S(t) y la antisimetria de J.

Se demuestra a continuacién que la matriz Z7(t).JZ(t) es constante de movimien-

to

% (ZT()JZ (1)) = Z7(t)JZ(t) + Z" (1) J Z(t) =
= —ZY)St)JIZ(t) + ZT () JIS()Z(t) = ZT(1)S()Z(t) — Z* (t)S(t) Z(t) = 0,

(5.18)
se utilizé aqui la propiedad (5.7) de la matriz antisimétrica J. Se tiene en consecuen-
cia que

ZT()JZ(t) = Z7(0)J Z(0), (5.19)

es conveniente introducir la siguiente matriz
X(t) = Z(t)Z71(0), (5.20)
que también satisface la ecuacién (5.16)
X(t)=Zt)Z710) = JS(t)Z(t)Z71(0) = JS(t) X (1), (5.21)
ahora por la condicién inicial (5.20) se tiene
X(0)=2(0)Z270) =1, (5.22)

que es igual a la matriz unidad de tamano 2N x 2N. La constante de movimiento

(5.17) se escribe en términos de la matriz X (t) como
XTt)JXxX () =J. (5.23)

Esta es la ecuacion que satisfacen las matrices del grupo simpléctico de transfor-
maciones canénicas lineales. En este caso la matriz X (t) es simpléctica para cada

valor de t.

Ahora se aplica la teoria de Floquet de las ecuaciones diferenciales lineales con

coeficientes periddicos.
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De la ecuacién (5.21) para un periodo 7" se tiene

X(t+T)=JSt+T)X({t+T)=JSH)X(t+T), (5.24)

para llegar a la ultima ecuacién se utilizo el caracter periddico de la matriz S(t).
Como X (t) y X(t + T') satisfacen la misma ecuacién lineal, entonces las columnas

de X (t +T) se pueden escribir como una combinacién de las de X (), es decir
X(t+T)=AX(1), (5.25)
con A una matriz cuadrada constante.

Al hacer en esta ecuacién ¢ = 0 se encuentra
X(T)=AX(0)=A (5.26)

es decir A también es simpléctica y es igual al valor de la matriz X cuando t es igual
a T. Y en muchos casos ésta sera obtenida por integraciéon numeérica de la ecuacion

lineal. (5.21) con la condicién inicial (5.22)

A continuacién se hara un estudio del espectro de la matriz A, de esto dependera

el resto de la teoria de Floquet, para esto utilizaremos la propiedad fundamental
ATJA = J, (5.27)
de la cual podemos despejar facilmente la inversa de A

At = —JATJ. (5.28)

Consideramos la ecuacion caracteristica de A

Ay = Ny, (5.29)
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de ésta se obtiene facilmente la ecuacion carateristica de A~!

_ 1
Aly = 1Y (5.30)

A partir de (5.29) y (5.30) tomamos los polinomios carateristicos de Ay A™*

2N
A=A =) ;N (5.31)
j=0
y
1 2N '
| A7 - 3= > BT, (5.32)
=1

si ponemos de manera desarrollada las sumatorias (5.31) y (5.32) se obtiene

g + A + ...+ ooy A = P()) (5.33)
' 1
Bo+BA 4+ fon AN =P (X) (5.34)
éstos son dos polinomios de grado 2N en las variables A y A7L, si a la ecuacién (5.33)
la dividimos por « y la multiplicamos por el factor A=2% se obtiene
1
AT BNy QN D \-2N peyy, (5.35)

(%] &%) &%)

ahora si comparamos las potencias de esta ecuacién con las de la ecuacién (34)
obtenemos una ecuacién para los coeficientes del polinomio caracteristico de A~!

dada por
B, = 22Nk (5.36)

%)

Ahora por otra parte de la teoria del algebra lineal se sabe que para cualquier matriz

cuadrada F' se debe cumplir que

| F = F" |, (5.37)
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si hacemos
F=A-), (5.38)
entonces
FT = AT -\, (5.39)

asi se tiene que
| A=A |=| AT — AT |, (5.40)

de lo que se concluye que las matrices A y AT tienen el mismo polinomio caracteristi-
co, ademas sabemos por el teorema de Hamilton-Cayley que toda matriz satisface

su ecuacion caracteristica asi se tiene entonces que
2N
> a;(ATY =0, (5.41)
=0
multiplicamos ambos miembros de (5.41) por J para obtener
2N
> aJ(ATYT =0, (5.42)
j=0

y utilizamos la propiedad generalizada

— J(AT)Y J = A7 (5.43)
asi el resultado es
2N
Y A7 =0. (5.44)
=0

Hemos deducido un resultado muy importante, todas las matrices simplécticas
y sus inversas tiene el mismo polinomio caracteristico. Asi de la ecuacién (5.36) se

encuentra que

Qo

de la cual se deduce facilmente

Qg = QN = 1,0ék = 9N —k- (546)
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Consideramos el polinomio caracteristico de A, y de las ecuaciones (5.45) y (5.46)

podemos escribir
14 Oél/\ + O(2>\2 + ...+ 042/\2]\[_2 + al)\QN_l + )\2N = 0, (547)

dividimos esta ecuacién por A y obtenemos

1 A 2 )\2N—2 )\2N—1 )\2N
—+()41—+O[2— +...+Oég

W TR Ty A VA Vo
| _ ! ! ! AV=2 4 @ 22V LN g 5.48
_)\_N+Q1W+a2m+m+a2 + o + = (5.48)

ahora agrupamos de la siguiente manera

1 1 1
0= ()\_N +AN> + o (ANl +A2N‘1) + o ()\NQ +AN‘2> + ...

1 1
. T OnN_2 <ﬁ + )\2> +an-—1 <X + /\) + ay, (549)

completamos cada sumando de esta tltima ecuacion con la parte correspondiente

de su binomio es decir que (5.49) se escribe como

+ L)+ 1+A2 2| + 1+A3 3(L4a)]+
aN T AN-1 b\ aN-—2 b\ ON-3 b\ b\
1 ! 1 ?
+ an—_4 <X+)\) —4(X+)\) + 2 —|—:0, (550)
hemos conseguido escribir la ecuacion caracteristica en funcion de la variable
1
p=x + A, (5.51)

> tin’ =0, (5.52)
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donde 1); son coeficientes constantes.

A cada una de la N raices p; de la ecuacion (5.52) le corresponden dos raices

auto-inversas \; y Ay del polinomio caracteristico de A, raices de a ecuacion

1
i = Y + A (5.53)

Ahora consideramos los vectores propios de la matriz A asociados a las raices A;
suponemos que todos estos auto valores son distintos es decir, que hay 7 = 1,..,2N
raices distintas, lo que implica que existen 2N vectores asociados a cada uno de estos

auto valores. Estos son y; (j = 1,..,2N) que cumplen la ecuacién
Ay = Ajy;- (5.54)

Consideramos la ecuacién (5.25), si la multiplicamos por un vector izquierdo se ob-

tiene

y XA +T) =y AX(¢), (5.55)
y aplicamos A al vector
T .
y Xt +T) =Ny ; X(1), (5.56)

Podemos ver que la funcion que acabamos de obtener no es periddica, pero si mul-

tiplicamos a esta ltima ecuacién por e~%’e~%T obtenemos
e le Tyt X(t+T) =e e "Ny, X (1), (5.57)

si tomamos a \; como

N o= e9T, (5.58)

entonces esto nos sugiere que la siguiente funcién definida como

o;(t) = e 9" X (1), (5.59)
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es periddica con periodo T, esto se verifica facilmente

o;t+T) = e’cjte’chyTjX(t +7T) = e’cjte’CjT/\ijjX(t) = e’cftyTjX(t) = ¢;(1).
(5.60)
El exponente definido en (5.60) se le conoce con el nombre de exponente caracteristico

de Poincaré.

Ahora suponemos que si A; se repite m veces, entonces j es el primer indice aso-
ciado a laraiz \;. En estas circunstancias sabemos que existen m vectores linealmente

independientes, los cuales se anulan por el aperador
(A= XD)", (5.61)

y todos estan asociados a la raiz \; de multiplicidad m. Numeramos estos vectores
por los indices j,7 + 1,...,5 +m — 1.
De la ecuacién (5.61) sabemos que los vectores linealmente independientes asociados

a la raiz A; se pueden elegir de manera que satisfacen
AYjri = Qyi¥jrio1 + AjYjri (5.62)

Entonces de nuevo a la ecuacién (5.25) le aplicamos el vector izquierdo yTj ©y

aplicamos la ecuacion (5.62) entonces

y i XE+T)=y", AX(t) (5.63)
Aligg
yTjJriX(t +T) = Aj(%b’%ﬂﬂ + yTj+i)X(t)' (5.64)
j

De nuevo hemos obtenido una funcién que no es periddica, si ahora realizamos el

siguiente cambio

gy
Zi(t) = %yTj+i71X(t) (5.65)
J

Z;i(t) = yTj+iX(t)7 (5.66)
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la ecuacién (6.66) queda
Zi(t+T) = N\(Zia(t) + Zi(t)), (5.67)
y ahora tomamos a Z(t) como
Zi(t) = e Ry(t), (5.68)
entonces

Zit+T) = e e Ri(t + T) = \j(Zia(t) + Zi(t)) = 9 eI Nj(Ri_1(t) + Ri(t)),

(5.69)
y tomamos a A; como
A= el (5.70)
asi obtenemos
esto es paro todo i = 1,...,m y donde la funcién R, satisface
Ro(t+T) = Ro(t), (5.72)

es decir, es periddica de periodo T, esto es facil de ver, de la ecuacién (5.68) para

7 = 0 se obtiene
Zo(t +T) =e9'eTRy(t + T) = \jZo(t) = \;e7" Ry (), (5.73)
de aqui se obtiene inmediatamente la ecuacién (5.72). Consideramos (5.71) para

j=1

y dividimos (5.74) entre (5.72)

= +1, (5.75)
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asi la funcion

Ri(t) t
t) = - = 5.76
o) =5 7 (5.76)
es puramente periédica de periodo T', esto se verifica facilmente
Ri(t+T) ¢ Ry (t) t Ri(t) t
t+7T)= —F——>F——=—-1= l—=—-1= ——==g(t 5.77
90+ = g+ T R) T T Rot) T 90 B0
Ahora de (5.77) definimos una funcién f(t)
t
f(t) = Ro(t)g(t) = Ba(t) — Ro(t) 7, (5.78)
que también es puramente periédica de periodo T'
t+7T t
f(t+T) = Rl(t+T)—RO(tJrT)T =Ry (t)+R0(t)—R0(t)T—Ro(t) = f(t). (5.79)

La introduccién de esta teoria general de la estabilidad de Floquete se aplicara poste-
riormente en la continuacion de este trabajo, mediante un anélisis numérico sobre la
estabilidad de las orbitas periddicas que se encontraran con la ayuda de las lineas de
simetria introducidas en el capitulo 4, Las orbitas méas relevantes a estudiar son las
llamadas orbitas periddicas elipticas e hiperbdlicas, este estudio se particulariza sobre
el mapa de Poincaré también introducido en el capitulo 4. Esto se realizara de dos
maneras unas es calculando numéricamente exponentes caracteristicos de Poincaré
de la érbita en cuestion, por su puesto cambiando los parametros de los que depende
el sistema y ver como cambia su estabilidad y la otra sera revisar como se mueven
las lineas de simetria que se cruzan sobre dicha orbita o punto periodico en el mapa
de Poincaré, sobre esto tltimo podemos encontrar gran cantidad de informacién en

[29, 30], que posiblemente seran nuestra base para seguir dicho estudio.
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En este capitulo se analizaran y se explicaran los resultados computacionales
obtenidos, revisando el mapa de Poincaré para cada caso particular del problema del
cuerpo rigido, cada caso particular se obtiene variando ciertos parametros y fijando

otros en las ecuaciones del movimiento correspondientes.

Estos mapas se obtuvieron aplicando la teoria del capitulo 4 aunque habra ciertas

modificaciones en ciertos aspectos conforme se vayan analizando los resultados.

El mapa de Poincaré fue evaluado numéricamente usando el método de Runge-
Kutta de cuarto orden con un paso de integracién de 0.01 y valores de las parametros
E=50,A=5 1, =1, I, =2, I3 = 3, valores que usan Galgani y Chavoya-Pina,
esto para facilitar la comparacion de los resultados.

La forma en cémo se estudiaran diversos casos es variando los parametros z, y y
z, relacionados al centro de masa del cuerpo rigido, se le asignaran valores de acuerdo

con lo desarrollado en el capitulo 4.

-El caso integrable de Euler-Poinsot se obtiene haciendo x=y=2=0, es decir que
no hay fuerzas externas sobre el cuerpo rigido, este caso se estudia en la superfi-
cie fmod2r = 0, las involuciones que utilizaremos para hallar las lineas de simetria
correspondientes son p, y pg cuyos puntos fijos son las lineas v = 0,042, que corres-
ponde en este caso a Yy ¥ V = £7/2 042, que corresponde a ;. Otra involucién que
utilizaremos para este caso es la g, cuyos puntos fijos coinciden con la linea N = 0

que identificamos con la linea Iy, esto se trabajara en la superficie fimogor = 7/2.

- El caso no integrable variando el parametro z y tomando a x=y=0 donde ahora
tenemos una fuerza externa actuando sobre el cuerpo rigido, y donde el centro de
masa se encuentra en la direccion del eje z, se estudia en la superficie poq2- = 0, las
involuciones que utilizaremos para hallar las lineas de simetria correspondientes son
Py V P; cuyos puntos fijos son las lineas v = 0,042 que corresponde en este caso a
la linea de simetria vy y v = £7/20a2: que corresponde a la linea de simetria 7, en
este caso se recuperaran los casos z = 1, 2 estudiados por Chavoya-Pina para nuestra
verificacién, comparacion y para complementar, ademéas de que iremos mas lejos en
este caso, estudiando a los casos z = 3, 5, 10 y podremos ver que para estudiar estos

serd mejor usar la superficie f,o000 = 7.

- El caso no integrable variando los parametro z, x y tomando a y = 0 donde ahora

el centro de masa se encuentra en el plano xz se estudia en la superficie f,,0492- = 0,
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aqui solo es vélida la involucién p§ cuyos puntos fijos son la linea v = +7/2,,042x
que corresponde a la linea de simetria ~;, esta también es valida para el caso mas
particular variando x y tomando a z=y=0, se muestran los resultados de los casos
r=12yzrz=2z=1.

- El caso no integrable variando los parametro z, y y tomando a x = 0 donde ahora
el centro de masa se encuentra en el plano yz se estudia en la superficie f,,0492- = 0,
aqui solo es vélida la involucién p, cuyos puntos fijos son la linea v = +7/2,,042x
que corresponde a 7, esta también es valida para el caso mas particular variando y

y tomando a z=x=0, se muestran los resultados de los casos y = 1,2y y = 2 = 1.

- El caso no integrable variando los pardmetros x, y y tomando a z = 0 donde
ahora el centro de masa se encuentra en el plano xy se estudia en la superficie
Hmodor = /2, aqui es vélida la involucién g, cuyos puntos fijos son la linea N = 0
que corresponde a la linea de simetria I'y, esta también es valida para el caso mas
particulares variando x y tomando a z=y=0 y también variando y y tomando a

z=x=0, se muestran los resultados de los casosy =1,z =1yzr =y =1,2.

-El caso general donde x, y, z son distintos de cero no se puede construir una
involucion, por lo que solo se realizan los mapas dando condiciones iniciales al azar,
trabajaremos sobre la superficie fi,002- = 0, se muestran los resultados de los casos
r=y=2=05,1, 15y 2.

- Se obtuvieron ocho lineas de simetria de cada una de las tres involuciones
para cada uno de los casos donde son validas dichas involuciones, cuatro de ellas se
obtienen por iteracién directa de las lineas vy, 75 v I'o que dan lineas de simetria con
indice par positivo y las otras de indice par negativo se obtienen de la reflexién de

la lineas pares con indice positivo.

-También se presenta algo concerniendo a los periodos impares, se expone la
forma en como se pueden hallar periodos impares.

Caso integrable t=y=2=0

A continuacién, presentamos el caso integrable tratado por Chavoya-Pina como lo
mencionamos anteriormente, éste es el caso de Euler-Poinsot. Aqui la funcién definida
Ta; puede ser descompuesta en una infinidad de caminos como el producto de dos
involuciones, y lo mismo sucederé con el mapa de Poincaré, y asi se pueden encontrar

las curvas de puntos periddicos. Esta forma particular de descomposicion del mapa
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da solo algunos puntos de estas curvas siendo precisamente las posiciones limites de
los puntos periédicos que existen en el caso no integrable, las condiciones iniciales
usadas para hallar las curvas de puntos periédicos, corresponden a las coordenadas
encontradas calculando la interseccion de las lineas de simetria. Podemos notar en
este caso que u es ignorable y que el valor de A no interesa, debido a que no aparece
en el hamiltoniano.

La figura 6.1 muestra las lineas de simetria v_g, .., 7s. Las intersecciones de dichas
lineas con la linea 7y, se presentan en la tabla 6.1.

La figura 6.2 muestra las lineas de simetria v*g, .., 75. Las intersecciones de dichas
lineas con la linea 7 se presenta en la tabla 6.2. En el trabajo de Chavoya-Pina solo
se obtuvieron el conjunto de lineas v_g, .., % ¥ 724, --, 76, €videntemente se obtendran
mas puntos peridédicos con periodo mas grande al que se pueden encontrar con este

ultimo conjunto de lineas de simetria.

-1.0

Figura 6.1: Lineas de Simetria. Y—8,..,78 en el caso integrable: E =50, A=5yz=y=2=0.
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Periodo

@
-0.972994
-0.90385
-0.834173
-0.799116
-0.692906
-0.584777
-0.548226
-0.474241
-0.398999
-0.360906
-0.245362
-0.1322815
-0.09755
-0.03931
-0.0064042
0
0.0064042
0.03931
0.09755
0.1322815
0.245362
0.360906
0.398999
0.474241
0.548226
0.584777
0.692906
0.799116
0.834173
0.90385
0.972994

WhE DO O WONOWERDI=O R WHONOWERDOFWOD R W

Tabla 6.1: Coordenadas a y periodos de puntos periédicos a lo largo de la linea v = 0. Caso integrable.

e ———

AN

W N ARV
A

Figura 6.2: Lineas de simetria ¥* 4, -, 7a. Caso integrable: E =50, A=5yz=y=2=0.
8 8
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a Periodo
-0.979816
-0.928815
-0.878569
-0.853782
-0.781082
-0.711665
-0.689503
-0.647053
-0.607788
-0.543278
-0.455404
-0.404184
-0.382933
-0.333642
-0.273031
-0.236457
0

0.382933
0.455404
0.543278
0.607788
0.647053
0.689503
0.711665
0.781082
0.853782
0.878569
0.928815
0.979816

W DO WNNWFDR WONNWER DD R W

Tabla 6.2: Coordenadas o y periodos de puntos periédicos a lo largo de la linea v = 7/2. Caso integrable.

TR I I BT

Figura 6.3: Iteracién del mapa con las condiciones iniciales dadas en las tablas 6.1 y 6.2.

Con las lineas de simetria adicionales a los trabajos de Chavoya-Pina no se ob-

tienen puntos fijos adicionales a los reportados y éstos son 12.

Los puntos fijos con coordenadas en el mapa v = 0, m y a = 0, corresponden
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a las rotaciones alrededor del eje de inercia intermedio, mientras que aquellos con
™ 3T
. . 2 ’ 2 . .

inercia menor, los puntos con o = =£1 corresponden a rotaciones alrededor del eje

coordenadas @« = 0y v = representan las rotaciones alrededor del eje de
de inercia mayor. Notamos asi la existencia de puntos fijos adicionales en el mapa
con coordenadas a = +£0,629908 y v = 0, 7, por cada uno de los cuales pasa la
correspondiente curva de puntos fijos, que pasan por los puntos fijos adicionales de

3
la tabla 6.2 o = +£0,781082 y v = g, g, respectivamente.

Caso no integrable
Casos variando z con x=y=0

A continuacién se exponen los resultados obtenidos concerniendo a los casos
z = 1, 2, que ya han sido estudiados hasta ahora; y seguidamente se expondran
los casos no abordados (z = 3, 5, 10; solo dos de estos casos fueron tratados por
Galgani y colaboradores), como se vio en el capitulo 4 se obtendran las lineas de

simetria para las involuciones p, y p; que son las que corresponde a estos casos.
Casos z=1, 2 con x=y=0

Para empezar vale la pena mencionar que un ejemplo de un cuerpo rigido cuyos
valores de los momentos de inercia satisfacen I; = 3, I, = 2, I3 = 1. Segiin Galgani
y colaboradores este ejemplo coincide con el cuerpo constituido por cuatro puntos
materiales de masa unitaria colocados en los vértices de un cuadrado unitario con el

punto fijo situado en la mitad de uno de sus lados.

Se obtuvieron las mismas lineas de simetria que para el caso integrable, v*g, .., 73
v Y_s, --, Vs, €stas se presentan en las figuras 6.4 y 6.5 para z = 1 y en las figuras 6.7 y
6.8 para z = 2. Cuando la perturbacién incrementa, es decir, cuando nos encontramos
en la situacion de la no integrabilidad del problema, las lineas de simetria se mueven
de tal forma que puntos periddicos gradualmente desparecen de la linea o = —1 y

nuevos puntos surgen en la linea a = 1.

En todos estos casos se podra observar que el mapa es simétrico respecto de
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la linea v = m, esta simetria es debida a que con los valores de los parametros
considerados hasta aqui (incluyendo el caso integrable) el hamiltoniano, es una fun-
cién periédica de v con periodo 7w, mientras que el hamiltoniano general es una
funcién periddica de periodo 27w. Como una consecuencia, se puede ver de manera
sencilla que si {u(t),v(t), M(t), N(t)} es una solucién de las ecuaciones del mo-
vimiento para el hamiltoniano con los parametros dados anteriormente, entonces
{p(t),v(t) +m, M(t), N(t)} también es una solucién.

Las tablas 6.3 y 6.4 dan las coordenadas de los puntos periddicos para z = 1
y las tablas 6.5 y 6.6 para z = 2; las figuras 6.6 y 6.9 muestran los resultados de
la iteracion de los puntos periddicos iluminados en color naranja, algunas islas de
puntos elipticos y de la regién llamada cadtica iluminada de azul, para ambos casos
respectivamente. Nuevos puntos peridédicos aparecen en la vecindad de los puntos
hiperbdlicos fijos debido a que las lineas de simetria se curvan en gran medida, lo que
da lugar a un comportamiento cadtico. Para z = 1 cuatro de los ciclos de periodo
dos nacen hiperbdlicos, las iteraciones de estos se muestran en verde y ocho islas
aparecen alrededor de ocho puntos elipticos de periodo dos. Estos puntos elipticos
fueron reportados por Chavoya-Pina, pero haciendo una inspeccion mas a fondo de
la regién cadtica, primeramente podemos encontrar 8 ciclos de puntos elipticos de
periodo 3, que no se reportan en Chavoya-Pina; estos puntos se puede visualizar en
la figura 6.6 donde se iluminaron de diferente color (rojo, morado, café, azul claro,
amarillo, morado, verde y rojo ) las islas que rodean a los puntos elipticos, esto para
su mejor visualizacion, 4 de estos periodos estan distribuidos por toda la zona cadtica
mientras que dos ciclos permanecen en la primera mitad del mapa (0, 7) y los otros
2 en la otra mitad del mapa (7 ,27) dentro de la misma zona caética. Por los centros
de las islas que componen a estos ciclos elipticos de periodo 3 se cruzan las lineas de
simetria 75 ¥ 774, Y8 Y 01 12 Y Y Y2 Y YL % Y Ve 0 Y Y60 %6 Y Ve

Aledano a la regién caodtica podemos encontrar 2 ciclos elipticos de periodo 8,
que se reconocen por islas en verde alrededor de dichos puntos, las cuales se pueden
ver en la figura 6.6. La aparicién de estos ciclos tampoco ha sido reportado aun. Se
calcularon las coordenadas de uno de los centros de estas islas ya que por éste se

cruzan las lineas vy, vs V 7_s-

Ademas prevalecen 10 puntos fijos reportados anteriormente, 4 inestables sobre
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Y v 6 estables ;. Con la introduccion del término perturbativo los puntos fijos
sobre 7y cambian su caracter de estables a inestables. También existen 5 ciclos de
periodo 2, 8 de periodo 3, 8 ciclos de periodo 4 (5 de los cuales fueron reportados

por Chavoya-Pina), 9 de periodo 6 y 15 de periodo 8.

Para z = 2 se preservan dos los cuatro ciclos de periodo dos que nacen hiperbdlicos
iluminados de verde aledanos a la zona cadtica y los otros fueron destruidos por
el aumento de la perturbacion volviéndose cadticos. La regién cadtica aumenta de
tamano y dentro de ésta podemos encontrar que solo uno de los ciclos de periodo 8
encontrados en z = 1 sobrevive aun, el que esta localizado en la parte negativa del
momento y ahora esta rodeado por la zona cadtica. Dentro de ésta también podemos
encontrar dos ciclos hiperbdlicos de periodo 5 iluminamos de morado y café las islas
asociadas a estos puntos inestables, podemos ver que sobre algunos de los puntos
de este ciclo se intersectan las lineas de simetria v§ v v*5, 75 Vv Vs, V6 ¥V V15 Ve
y v*,. También encontramos dos ciclos de periodo 5 elipticos, iluminamos de rojo
y azul claro las islas asociadas, donde en cada una de estas islas asociadas a este
periodo, estda rodeada de otras islas de un periodo mayor. En los centros de algunos
de los puntos del ciclo eliptico de periodo 5 podemos ver que se intersectan las
mismas lineas de simetria que en los ciclos hiperbdlicos anteriores. Del lado positivo
del momento, aledano a los ciclos hiperbdlicos y elipticos mencionados subsiste un
periodo 12 hiperbdlico iluminado en morado y en el centro de una de sus islas de este
ciclo se intersectan las lineas de simetria 7§, v*¢ y 75, por lo que es facil calcular las
coordenadas de este punto, También del lado negativo del momento aledano a los
ciclos hiperbodlicos y elipticos mencionados subsiste un periodo 12 eliptico iluminado
de amarillo y en el centro de una de sus islas de este ciclo de este ciclo se intersectan
las lineas de simetria g, 7 ¥y 75, por lo que de nuevo resulta facil calcular las

coordenadas de este punto.

Podemos encontrar en la primera mitad del mapa un ciclo eliptico de periodo 15
iluminado de azul claro que también aparece en la otra mitad debido a la simetria
respecto del angulo v iluminado de color verde, estas cadenas de islas se localizan
méas hacia al centro del mapa y sobre ningin centro de estas islas cruzan dos lineas
de simetria por lo que no se puede calcular su centro, posiblemente obteniendo més

lineas de simetria se puedan hallar alguno de dichos centros.
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Alrededor del periodo 2 que se ubica del lado positivo del momento, aledano a
la region caotica, podemos encontrar una cadena de islas que pertenecen a un ciclo
de periodo 26 y donde solo por los centros de algunas de las islas pasan lineas de

simetria individuales, es decir no se cortan por lo menos dos lineas de simetria.

Como en z = 1 prevalecen 10 puntos fijos 4 inestables sobre 7, y 6 estables v, 4
de periodo 2, dos de los cuales ya se mencionaron que son inestables, 9 de periodo
3, 10 de periodo 4, 10 de periodo 6 y 16 de periodo 8.

Algo importante que destacar para estos casos no integrables, es que los ciclos
de los puntos peridédicos que se calculan sobre la linea de simetria 7, aparecen en
una secuencia de Farey a partir de los puntos fijos, la aparicion de los ciclos en ésta
secuencia atin no ha sido reportada y podremos ver que esta propiedad se preserva
para otros casos donde, por ejemplo se cambia la superficie de seccion o se varian los

pardmetros (z,y, z), como veremos més adelante.

-1oL

Figura 6.4: Lineas de Simetria. Y-8, ...,78. Caso no integrable: E =50, A=5yx=y=0,z=1.
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e
o)
ot
o
Q.

a
-0.92765
-0.850495
-0.812615
-0.7001
-0.58792
-0.550243
-0.4740969
-0.39611
-0.35575¢
-0.24872775
-0.1486761
0.1406702
0.23791
0.34158
0.38080
0.45595
0.5284719

0.5640
0.6682
0.769584
0.802896
0.8689956
0.934899
0.968315

WWh DO F 0D WONOWONOWWERDWF WD RO

Tabla 63' Coordenadas « y periodos de puntos periédicos a lo largo de la linea v = 0. Caso no integrable, E = 50, A = 5 y
r=y=0yz=1.
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50

P

Figura 6.5: Lineas de Simetria.y* g, ...,75. Caso no integrable: £ =50, A=5yxz=y =0, z= 1.
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@ Periodo
-0.94614738
-0.89028
-0.8634167
-0.78638
-0.714638
-0.692042
-0.649185
-0.61028
-0.592852
-0.5423935
-0.4542376
-0.4066055
-0.3846037
-0.3346178
-0.273796
-0.236457
0.3802971
0.53563
0.584289
0.600808
0.637545
0.6776511
0.6986178
0.764207
0.832627
0.855897
0.90307
0.9512752
0.976123

WWHERDOF O WOOON WD R WHONNWWERDW®F DR

Tabla 6.4: Coordenadas o y periodos de puntos periédicos a lo largo de la linea v = 7/2. Caso no integrable,
E=50,A=5yax=y=0,z=1.

1oL

Figura 6.0: Tteracién de los algunos puntos periédicos, algunas islas y regién caética. Caso no integrable: E = 50,
A=5yz=y=0,z=1.
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Figura 0.7: Lineas de Simetria. Y-8, ---,78- Caso no integrable: E =50, A=5yx=y=0, 2 = 2.

Periodo

e
-0.960879
-0.87208
-0.830289
-0.709766
-0.5925305
-0.553554
-0.475039
-0.394368
-0.352058
-0.252257
-0.16163332
0.2309334
0.323032
0.363192
0.438321
0.509586
0.5442327
0.644935
0.74198
0.77377837
0.83670
0.899312
0.9309474

WWHE DO 00D WO NONOWOWRDWF WD R

Tabla 6.5: Coordenadas a y periodos de puntos periédicos a lo largo de la linea v = 0. Caso no integrable £ = 50,
A=5yz=y=0,2z=2.
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10l

Figura 6.8: Lineas de Simetrfa. v g+ 75 Caso no integrable: E =50, A=5yz=y=0, z=2.

a Periodo
-0.9706224
-0.9057614
-0.8759845
-0.793119
-0.718320
-0.695135
-0.6516474
-0.612945
-0.5962053
-0.453109
-0.4088237
-0.3862423
-0.335668
-0.274705
-0.2382303
-0.0334429
0.37751232
0.52825303
0.57956126
0.5943499
0.62860089
0.66649179
0.68633687
0.74845294
0.81308983
0.8349877
0.87935864
0.9247054
0.94802539

00 Wk DD WONWFOROOD R WOONOWWRDWF WD

Tabla 6.6: Coordenadas « y periodos de puntos periédicos a lo largo de la linea v = m/2. Caso no integrable
E=50,A=5yaxa=y=0,z=2.
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Figura 6.9: Iteracién de los algunos puntos periédicos, algunas islas y regién caética. Caso no integrable: E = 50,
A=byz=y=0,2z=2.

Casos z=3, 5, 10 y z=y=0

En los casos que a continuaciéon exponemos donde el sistema se perturba aun
mas, encontraremos que en los centros de ciertas islas donde se hallan las orbitas
periddicas aisladas por la zona cadtica, ya no se cruzan las lineas de simetria, por
lo que no se podran hallar dichos centros. Esto se demostrara solamente con el caso
z = 3 y usando las lineas de simetria 7*g,...,7§. Sin embargo, fuera de la zona
cadtica el cruce de las lineas de simetria nos sigue dando las predicciones de las

6rbitas periddicas. Esto se podra apreciar en las figuras 6.10 y 6.11.

Entonces lo que se hace para poder hallar los centros de dichas islas es cambiar
la superficie de seccién que establecimos en la teoria del capitulo 4, definiendo ahora

la superficie fyoq0r = 7.

A continuacién se presentan las lineas de simetria 7*g,...,75 en la superficie

Hmod2rn = 0.
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75 Caso no integrable: £ =50, A=5yxz=y=0, z=3.

Figura 6.10: Lineas de Simetria. YEgy e

V&, Iteracién de algunos puntos periédicos, algunas islas y zona caética.

Caso no integrable: E =50, A=5yz=y=0, z=3.

Figura 6.11: Lineas de Simetria. YEgy e
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Figura 6.12: Amplificacién de la figura 6.11

Como se puede observar de las figuras 6.11 y 6.12 y como se menciond ante-
riormente, existe un conjunto de islas las cuales no son alcanzadas por las lineas de
simetria, sin embargo, las orbitas periddicas fuera de la zona cadtica si se encuen-
tran en la interseccion de las lineas. En las figuras 6.11 y 6.12 observamos varias
iteraciones de puntos periédicos.

La zona cadtica crece en comparacién a los dos iltimos casos no integrables y las
islas que se muestran en la figura 6.11 son las que sobreviven; esto debido al aumento
en la perturbacion.

Una forma de encontrar las lineas de simetria y_g, ..., vs y 7%, ---, 75 que no esta-
ban en el mapeo anterior es cambiar de superficie como se definié anteriormente. En
los casos que siguen ( z = 3, 5, 10 ) se estudiard la dindmica sobre la nueva superficie

de seccion fiodor = .

Cambio de superficie (fmoder = 7).

Lo primero que mencionar al hacer este cambio de superficie es que existe una
diferencia notable en las lineas de simetria, asi como consecuencia de esto la visua-

lizacién de la dindmica deberd cambiar aunque claramente los puntos periédicos no
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modificaran su periodicidad al realizar este cambio de superficie, sin embargo, cam-
biaran sus coordenadas y las islas que encierran a las érbitas periddicas dentro de la
zona cadtica también cambiaran su visualizacion, esto se mostrara graficamente mas
adelante, ademas de que la region cadtica crece con relacién a los casos no integrables

anteriormente vistos.

Como vimos antes cuando la perturbacién se incrementa, las lineas de simetria
se mueven de tal forma que puntos periddicos gradualmente desparecen de la linea
a = —1 y nuevos puntos surgen en la linea o = 1, a pesar del cambio de superficie.
Esto prevalece para los siguientes tres casos. Se calcularon como anteriormente se

hizo las intersecciones en la linea vy y ;-

Caso z=3, con x=y=0.

Podemos ver, como antes, que para este caso el ordenamiento de los ciclos de los
puntos periédicos que se calculan sobre la linea de simetria 7y y 7§ se ordenan en

una secuencia de Farey a partir de los puntos fijos.

Para este caso tenemos 10 puntos fijos, 7 puntos peridédicos de periodo 3, 7 de
periodo 4, 9 de periodo 6 y 17 de periodo 8. Los 4 puntos fijos sobre la linea 7, son
inestables y los 6 puntos fijos sobre la linea v; son estables dos de estos elipticos

asociados a los instables mencionados.

Una ventaja muy importante al cambiar de superficie es que dentro de la zona
cadtica se pueden hallar los centros de algunas islas ya que estdn sobre 7y y 75 y
su calculo es bastante sencillo. Dentro de ésta zona podemos encontrar un ciclo de
periodo 8 iluminado de color morado, una cadena de 8 islas que rodean a un ciclo
de periodo 2 que viven en la zona cadtica y que se encuentran sobre 7, en la parte
positiva del momento. El ciclo de periodo 8 es eliptico y por los centros de dos islas
de este ciclo se cruzan las lineas de simetria g, 78 y 7_g asi que fue facil calcular los
centros de dichas islas, lo que nos da la condicién inicial por la cual cruza la érbita

periddica.
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Aledano a este ciclo de periodo 8 que esta del lado positivo del momento se puede
apreciar que aparece un ciclo eliptico de periodo 18 iluminado de café, éste nace muy
cerca de la zona cadtica y por el centro de una de sus islas solo pasa la linea 7, pero

no tenemos mas lineas de simetria que crucen ahi en especial.

Alrededor del ciclo de periodo dos que aparece sobre vy inmerso en la zona cadtica,
podemos ver que existen un conjunto de islas de periodo 10 eliptico iluminado de color
verde, podemos notar que por el centro de una de sus islas pasa la linea de simetria
Yo lamentablemente no contamos con la lineas v19 0 v_19 para poder determinar
la interseccién de estas con la 7y y determinar el centro de la isla, aunque podria
obtenerse 719, sin embargo por los centro se varias islas de este ciclo se intersecta las
lineas de simetria vg, v_2, Y_s, V2, V6, Y—4, V—6 YV V4. Mds externamente a este periodo

10 se aprecia que vive una cadena de islas perteneciente a un periodo eliptico alto.

Alrededor del periodo 2 que se encuentra sobre 7, inmerso en la zona cadtica,
aparece un ciclo eliptico de periodo 10 iluminado de color rojo y a su vez alrededor
de este periodo 10 aparece una cadena de islas que pertenecen a un ciclo eliptico de
un periodo muy alto. En los centro de 4 islas de dicho periodo 10 podemos observar
que se cruzan las lineas de simetria g, 7_2, 7_s v 72 v por los centros de otras 4 islas

se cruzan las lineas g, V_4, V-6 V V4

Las figuras 6.13 y 6.14 muestran las lineas de simetria, las tablas 6.7 y 6.8 dan
las coordenadas de los puntos periddicos sobre vy y 75 y la figura 6.15 muestra
la iteracion de las condiciones iniciales de las tablas 6.7 y 6.8 iluminadas de color

naranja, algunas islas y la zona caotica iluminada de color azul.
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1.0

-1.0

Figura 6.13: Lineas de Simetrfa. Y-8, ..,78. Caso no integrable: E =50, A=5yxz=y=0,z2=3.

a Periodo
-0.941571
-0.900738
-0.7766581
-0.709766
-0.6131532
-0.5332643
-0.4567546
-0.4220892
-0.269521
-0.252257
-0.16163332
0.2360601
0.302390
0.2309334
0.385046
0.414594
0.48094762
0.5493102
0.5833432
0.682603
0.776895
0.807159
0.865214
0.9193865
0.9446170

WWHER DO O WOONOKONOIONNOWWERDWF OO

Tabla 6.7: Coordenadas a y periodos de puntos periédicos a lo largo de la linea v = 0. Caso no integrable £ = 50,
A=5yxz=y=0,2z=3.
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10

0.5

0.0
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Figura 6.14: Lineas de Simetria. v*g,. 74 Caso no integrable: E =50, A=5yxz=y=0,2z=3.

« Periodo
-0.957399
-0.9277556
-0.839505
-0.7561746
-0.7298372
-0.6794796
-0.632279
-0.609686
-0.56796504
-0.47413374
-0.408890
-0.389920
-0.341887
-0.2805628
-0.2431174
0.5466419

0.5813127
0.6013565
0.6423272
0.6846356
0.70618526
0.7720009
0.837646
0.8590136
0.9007291
0.94035911
0.9590034

WWE DO O WONODREWHONNWWERE DWW D

Tabla 6.8: Coordenadas « y periodos de puntos periédicos a lo largo de la linea v = 7/2. Caso no integrable
E=50,A=5yax=y=0,z=3.
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Figura 6.15: Tteracion del mapa de Poincaré con las condiciones iniciales dadas en las tablas 6.1 y 6.2. Algunas
islas y zona cadtica. Caso no integrable: E =50, A=5yz=y=0,2=3.

Caso z=5, x=y=0 .

Podemos ver, como antes, que para este caso los periodos de las intersecciones
con la 7y se ordenan en una secuencia de Farey a partir de los puntos fijos.

Para este caso de nuevo tenemos 10 puntos fijos, 4 inestables sobre 7, y 6 estables
sobre 7, 6 puntos periédicos de periodo 2, 7 puntos periddicos de periodo 3, 7 de
periodo 4, 9 de periodo 6 y 17 de periodo 8. Como en el caso z = 3 los dos puntos
fijos sobre la linea ~y son inestables y los 3 puntos fijos sobre la linea 7 son estables
dos de estos elipticos asociados a los instables mencionados.

Al parecer varios de los ciclos antes mencionados empiezan a volverse inesta-
bles para este caso, por ejemplo uno de los periodos 3, el que esta ubicado en
a = —0,4976402 (iluminado en color verde), iterando suficientes veces este punto,
podemos notar que empiezan a nacer un ciclo eliptico de periodo tres.

Claramente la region caotica crece aun mas respecto de los casos anteriores y
dentro de ésta podemos encontrar que dos de los ciclos de periodo dos reportados
aun se encuentran aqui como en z = 3, pero para este caso las islas que rodeaban
a estos periodos 2 han sido destruidas por la perturbacion, sin en embargo nacen

nuevas islas alrededor de estos ciclos de periodo 2. Alrededor del periodo 2 que esta
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sobre 7 en la parte negativa del momento podemos observar que cerca de la zona
cadtica existe una conjunto de islas de un periodo muy grande iluminadas de color
rojo, pero mas cerca del centro aparecen un conjunto de islas que pertenecen a un
ciclo de periodo 14 eliptico iluminado de morado, dos de estas islas tienen su centro
sobre 7y pero no se cuenta con otra linea de simetria que se cruce ahi, para poder
determinar su centro en la interseccién de éstas, sin embargo, en los centros de tres
de estas islas se cruzan las lineas de simetria v_s v 76, 78 ¥ 7—¢, que de acuerdo a
la teoria del capitulo 4, la interseccién de estas lineas son las que deben de dar la
condicion inicial para obtener un periodo 14.

Para el periodo 2 que esté sobre vy del lado positivo del momento podemos ver
que esta rodeados por una cadena de islas de un periodo eliptico muy alto.

Para el periodo dos que esta sobre 7§ podemos ver que esta rodeado de un con-
junto de islas de periodo 20 iluminado de amarillo y mas internamente podemos
encontrar una cadena de islas de periodo 26 iluminado de color azul claro.

Las figuras 6.16 y 6.17 muestran las lineas de simetria, las tablas 6.9 y 6.10 dan
las coordenadas de los puntos periddicos sobre vy, 75 v la figura 6.18 muestra la
iteracion de las condiciones iniciales de las tablas 6.9 y 6.11 iluminadas de naranja,

algunas islas y la zona cadtica iluminada de azul.

Figura 6.16: Lineas de Simetria Lineas de Simetria. Y—8,..,¥8- Caso no integrable: E =50, A=5y xz =y =0,
z=5
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= Periodo
-0.976377
-0.841596
-0.705763
-0.661673
-0.5763215

-0.4976402
-0.4644592
-0.398232
-0.2876317
-0.1593117
0.1026241
0.2303368
0.3386098
0.4074893
0.43070481
0.4905038
0.555551
0.5884808
0.683589
0.7731705
0.8020870
0.8569105
0.9072812
0.9304796
0.9882833
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Tabla 6.9: Coordenadas a y periodos de puntos periddicos a lo largo de la linea v = 0. Caso no integrable £ = 50,
A=5yz=y=0,z=5.

Figura 6.17: Lineas de Simetria. v* g, 75 Caso no integrable: E =50, A=5yz=y=0,2=5.



120

Capitulo 6. Resultados Computacionales

o

Periodo

-0.9831977
-0.8858525
-0.791165
-0.761445
-0.7048928
-0.6519609
-0.6266265
-0.586150
-0.48733514
-0.411005
-0.3938521
-0.3467431
-0.28439189
-0.245892
0.04926495
0.5774417
0.5981137
0.6403604
0.6831601
0.7047077
0.7704128
0.8348296
0.8552071
0.894644
0.931529
0.94867305
0.9915823
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Tabla 6.10: Coordenadas o y periodos de puntos periddicos a lo largo de la linea v = 7/2. Caso no integrable

E=50,A=5yx=y=0,z=>5.

Ay,
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Figura 6.18: Tteracién de las condiciones iniciales dadas en la tabla 6.9 y 6.10 y algunas islas. Caso no integrable:

E=50,A=5yax=y=0,z=>5.
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Caso z=10, z=y=0

Podemos ver como antes que para este caso los periodos de las intersecciones con

Yo V 7 se ordenan en una secuencia de Farey a partir de los puntos fijos.

A diferencia de los casos anteriores aqui solo tenemos 6 puntos fijos 2 estables
sobre 7 y 2 estables con su asociado inestable sobre 7y, se observa que del lado nega-
tivo del momento que han desaparecido los puntos fijos que estaban anteriormente,
para este valor de la perturbacion. Existen también 6 puntos periédicos de periodo
2, 7 puntos periddicos de periodo 3, 8 de periodo 4, 7 de periodo 6 y 11 de periodo
8.

Podemos ver que dos de los ciclos de periodo 4 nacen inestables, para el periodo
4 del lado negativo del momento, podemos ver que se empieza a definir tenuemente
un conjunto de islas de periodo 4 eliptico y para el periodo 4 en la parte positiva del
momento podemos observar que las islas de periodo 4 eliptico se definen bien y pueden
facilmente ser apreciadas y podemos ver que ninguna de las lineas de simetria de los
dos conjuntos que tenemos cruzan los centros de estas islas, posiblemente cambiando
nuevamente de superficie de seccién si se puedan obtener dichos centros. También
podemos encontrar un periodo 3 inestable, de hecho son dos periodos 3 inestables
intercalados ya que uno estd sobre la linea v = 0 y el otro en v = 7 y podemos notar
que para cada uno de estos ciclos existen tres puntos elipticos, es decir, hay 6 islas
de periodo 3 y por los centros de una isla de cada ciclo podemos ver que se cruzan
las lineas 75, V¢ v 726 por lo que fue facil determinar sus coordenadas y uno se ubica

env =0y el otroen v=r.

Dentro de la zona cadtica podemos ver que aun prevalecen los periodos dos de los
casos anteriores que estan sobre 7y, sin embargo, las islas que rodeaban al periodo
dos en el lado del momento negativo desaparecen, y al parecer, de los otros ciclos de
periodo dos que estaban sobre «; nacen dos ciclos de periodo 4 elipticos iluminados de
rojo y morado y en el centro de dos islas de cada periodo 4 podemos ver que se cruzan
las lineas de simetria 75, 73, Y's, 71 vV 724 por lo que el calculo de esta condicién
inicial resulté sencillo de realizar. También podemos ver que nace un periodo 3
eliptico iluminado de amarillo que no estaba anteriormente y cada una de la islas

de dicho periodo aparece rodeada por un conjunto de islas de un periodo 18 eliptico
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iluminado de color café, y en el centro de una de las islas de los ciclos de periodo 3

se cruzan las lineas 75 , 76 v 77¢-

Las figuras 6.19 y 6.20 muestran las lineas de simetria. Las tablas 6.11 y 6.12
dan las coordenadas de los puntos periédicos sobre v y la figura 6.21 muestra la
iteracion de las condiciones iniciales de las tablas 6.11 y 6.12 iluminadas en naranja,

algunas islas y la zona cadtica iluminada en azul.

Figura 6.19: Lineas de Simetria. ,--,710 en el caso no integrable: E =50, A=5yz=y=0,2=10



123

a Periodo
-0.75594708
-0.75037478
-0.6984178
-0.607551
-0.573436
-0.53361
-0.482631
-0.3417977
-0.183185
0.0443315

0.2166353
0.465644
0.48929151
0.5318109
0.5889765
0.62112165
0.708067
0.7905145
0.7520103
0.75752823
0.925310
0.9479664
0.9978977

NOWER DO~ W | N | N | 0wk Oow

Tabla 6.11: Coordenadas a y periodos de puntos periddicos a lo largo de la linea v = 0. Caso no integrable,
r=y=0y z=10.

Figura 6.20: Lineas de Simetria. v*g,.,7s- Caso no integrable: E =50, A=5yxz=y=0,2z=10.
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o Periodo
-0.90000572
-0.75601203
-0.7844677
-0.71468534
-0.68201094
-0.638091
-0.4932331
-0.414426802
0.07482845
0.2389863
0.27214527
0.326257681
0.36699321
0.39177178
0.46854693
0.55899644
0.57488809
0.5945049
0.6388420
0.6831034
0.70537706
0.7782425
0.754917571
0.756919453
0.9085954
0.9453888
0.9622002
0.9987847
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Tabla 6.12: Coordenadas a y periodos de puntos periddicos a lo largo de la linea v = /2. Caso no integrable,
r=y=0yz=10.
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Figura 6.21: Iteracién de las condiciones iniciales dadas en la tabla 6.11 y 6.12, algunas islas y la zona cadtica.
Caso no integrable: £ =50, A=5y =y =0, z=10.
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Casos variando los parametros ¢, z con y=0.

A continuacién se exponen los resultados obtenidos concerniendo a los casos par-
ticulares x = 1, 2, y 2 = y = 0 y seguidamente de esto se expondran los resultados
para el caso v = 2z = 1 y y = 0 como mencionamos ninguno de estos casos particu-
lares han sido estudiados hasta ahora, como se vio en el capitulo 4 se obtendran las

lineas de simetria para la involucién p§ que es la que se satisface para estos casos.

Casos =1, 2 z=y=0.

Se obtuvieron las mismas lineas de simetria v*, ..., 7§ que para los casos anterio-
res. La figuras 6.22 y 6.24 muestran las lineas de simetria de ambos casos respectiva-
mente, las tablas 6.13 y 6.14 dan las coordenadas de los puntos periddicos sobre 7
y las figuras 6.23 y 6.25 muestra la iteracion de las condiciones iniciales de las tablas
6.13 y 6.14 respectivamente iluminadas en naranja, algunas islas y la zona cadtica

iluminada en azul.

Lo primero que destacar de las lineas de simetria es que el mapa tiene una simetria
de espejo respecto de las lineas v = 7/2 y v = 37/2 esto debido a que el hamiltoniano
en esta superficie de seccion, con los parametros aqui asignados, depende de la funcién

sin v.

Para el caso x = 1, podemos ver que como en los casos no integrables (z = 1,
2) prevalecen 6 puntos fijos sobre la linea de simetria 7, 4 de ellos estables y 2
inestables a diferencia de los casos primeramente vistos donde todos los puntos fijos
sobre esta linea eran estables. También se observan 4 ciclos de periodo 2, 6 ciclos de

periodo 3, 6 ciclos de periodo 4, 6 ciclos de periodo 6 y 9 de periodo 8.

Dentro de la zona cadtica podemos alcanzar a observar 4 ciclos elipticos de periodo
3, las islas que los rodean fueron iluminadas de rojo, azul claro, morado y café,
podemos notar que el ciclo iluminado de café aparece exclusivamente en la primera
mitad del mapa de 0 a 7 y el ciclo iluminado de morado aparece exclusivamente en
la segunda mitad del mapa 7 a 27, para el ciclo iluminado de azul claro podemos ver
que aparece distribuido en toda la zona cadtica pero del lado positivo del momento,
lo mismo ocurre con el ciclo iluminado de rojo pero en la parte negativa del momento.

En los centros de una isla de cada uno de los ciclos se cruzan la lineas de simetria
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Y5 Ve Y Ve v por los centros de las dos islas restantes de cada ciclo podemos ver

que se cruzan las lineas vg, 74, 75 ¥ 7i-

Para el caso x = 2, prevalecen como en el caso anterior los 6 puntos fijos sobre
la linea de simetria 7, 4 de ellos estables y 2 inestables. También se tienen 6 ciclos

de periodo 3, 6 ciclos de periodo 4, 6 ciclos de periodo 6 y 10 de periodo 8.

Podemos notar que la zona cadtica en comparacion del caso anterior crece o
abarca mas area del mapa; esto debido al aumento en la perturbacién y desaparecen

los puntos elipticos que existian anteriormente.

Dentro de la zona cadtica se alcanzan a observar cuatro ciclos elipticos de periodo
7 iluminados de rojo, azul claro, morado y café, de nuevo podemos notar que el ciclo
iluminado de rojo aparece exclusivamente en la primera mitad del mapa de 0 a 7
y el ciclo iluminado de azul claro aparece exclusivamente en la segunda mitad del
mapa 7 a 27, para el ciclo iluminado de morado podemos ver que aparece distribuido
en toda la zona cadtica pero del lado positivo del momento, lo mismo ocurre con el
ciclo iluminado de café pero en la parte negativa del momento. Se puede ver que las
lineas de simetria v§, 7%, 75 ¥ 76 se cruzan en los centro de las islas que forman
este periodo. También podemos notar que por los centros de dos islas pertenecientes
a los ciclos de periodo 7 pasa la linea 7, pero debido a la periodicidad impar de
estos, no hay otra linea de simetria que se cruce con y, del conjunto de lineas que

obtuvimos, por lo que no se pudieron calcular los centros de dichas islas.

Algo muy importante que mencionar es que el ordenamiento de la aparicién de
los ciclos encontrados sobre la linea v, sigue teniendo la forma de la secuencia de

Farey a partir de los puntos fijos.

También, como anteriormente vimos en los casos (z = 1, 2, 3, 5, 10), cuando la
perturbacion se incrementa, las lineas de simetria se mueven de tal forma que puntos
periédicos gradualmente desparecen de la linea o = —1 y nuevos puntos surgen en
la linea o = 1. Este efecto solo es para la mitad del mapa (7, 27) y para la otra
mitad del mapa (0, ) ocurre el efecto contrario, las lineas de simetria se mueven de
tal forma que puntos peridédicos gradualmente desparecen de la linea o = 1 y nuevos

puntos surgen en la linea o = —1.
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Figura 6.22: Lineas de Simetria 7 g, 74 en el caso no integrable, E =50, A=5y 2=y =0,z = 1.

o Periodo
-0.977726915
-0.922588305
-0.7566727013
-0.75377805
-0.786522055
-0.732630133
-0.705594193
-0.657419403
-0.614830476
-0.595424927
-0.54567053
-0.458425749
-0.41071080
-0.390801654
-0.344785583
-0.289511720
-0.25766765
-0.105670158
0.209596479
0.251344
0.3169098459
0.368660059
0.444592298
0.531984107
0.575425213
0.592316675
0.628328743
0.664782061
0.6810907521
0.768107307
0.75682267276

0.7586723459
0.930968705
0.979618764
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Tabla 6.13: Coordenadas o y periodos de puntos periddicos a lo largo de la linea v = /2. Caso no integrable,
E=50,A=5yz=y=0,z=1.
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-1oL

Figura 6.23: iteracién de algunos puntos periédicos, algunas islas y zona cadtica. Caso no integrable: E = 50,
A=5yz=y=0,z=1.

Figura 6.24: Lineas de Simetria Y*g,., 74 en el caso no integrable: £ =50, A=5y 2=y =0, =2.
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a Periodo
-0.976391036
-0.91763385
-0.755828512
-0.7528748483
-0.79216695
-0.75044115
-0.72084137
-0.66785895
-0.622044
-0.60123836
-0.54813999
-0.461589765
-0.41706111
-0.39859748
-0.355828574
-0.305496635
-0.277535345
-0.13636866
0.180480994
0.228535309
0.299612377
0.354045812
0.377137
0.43369026
0.52069495
0.56162878
0.5771544
0.60982377
0.640317364
0.651452618
0.755134032
0.7583739387
0.75963518834
0.934072015
0.980058454
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Tabla 6.14: Coordenadas « y periodos de puntos periddicos a lo largo de la linea v = 7/2. Caso no integrable,
E=50,A=5yz=y=0,z=2.

1oL

Figura 6.25: Tteracién de algunos puntos periédicos, algunas islas y zona caética. Caso no integrable: £ = 50,
A=5yz=y=0,z=2.
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Casos £=z=1 con y=0

Se obtuvieron las mismas lineas de simetria v*g,...,7§ que para los casos pre-
viamente vistos. La figura 6.26 muestra las lineas de simetria. La tabla 6.15 da las
coordenadas de los puntos periédicos sobre «; y las figura 6.27 muestra la iteracién
de las condiciones iniciales de las tabla 6.15 iluminadas en naranja, algunas islas y

la zona cadtica iluminada en azul.

Claramente éste es un caso mas general que los que se venian tratando ya que
se involucran dos parametros del potencial relacionados con el centro de masa del
cuerpo rigido. En este caso el vector centro de masa queda en el plano xy del sistema

de referencia anclado al cuerpo.

Se observa de las lineas de simetria que el mapa tiene el mismo tipo de simetria
como en los dos tltimos casos. Esto a pesar de la introduccion del término pertur-

bativo relacionado al parametro z.

En lo que respecta a los puntos periddicos podemos observar que hay 6 puntos
fijos 4 estables y 2 inestables sobre la linea de simetria 7 como en los casos anteriores.
Existen 2 ciclos de periodo 2, 5 ciclos de periodo 3, uno de ellos inestable los tres
puntos periédicos de este ciclo son hiperbdlicos inestables como consecuencia existe
asociado un ciclo de periodo 3 con sus puntos periédicos elipticos estables (teorema
de Poincaré-Birkhoff), las lineas de simetria v, v*,, 7*g, 74 cruzan los centros de las
islas asociados a estos puntos elipticos. También hay 6 ciclos de periodo 4, 6 ciclos

de periodo 6 y 11 ciclos de periodo 8.

Dentro de la zona cadtica podemos ver que existen 2 ciclos de periodo 2 alrededor
de uno de estos ciclos se puede apreciar la aparicién de un conjunto de islas que
pertenecen a un ciclo eliptico de periodo 18 iluminado de amarillo. Estos dos ciclos
de periodo 2 no son alcanzados por las lineas de simetria y se repite un fenémeno
parecido al del caso (z = 3), donde posiblemente cambiando de superficie se puedan

hallar dichos centros.

También hay dos ciclos de periodo dos inmersos en la zona cadtica, pero a di-
ferencia de los anteriores, éstos si son alcanzados por las lineas de simetria y los
centros estan reportados en las tablas, y existen alrededor de cada uno de estos ci-

clos una cadena de islas de un periodo alto iluminados de azul claro y color café
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respectivamente.

En comparacion de los casos (z = 1, 2) la zona cadtica es de mayor tamano, esto
es debido a la consideracion de los dos parametros x y z que hace que el término

perturbativo en el hamiltoniano sea mayor.

También como anteriormente vimos cuando la perturbacién se incrementa, las
lineas de simetria se mueven de tal forma que puntos periddicos gradualmente des-
aparecen de la linea o = —1 y nuevos puntos surgen en la linea o = 1. Este efecto
solo es para la mitad del mapa (0, 7) y para la otra mitad del mapa (7, 27) ocurre
el efecto contrario, las lineas de simetria se mueven de tal forma que puntos periodi-
cos gradualmente desparecen de la linea @ = 1 y nuevos puntos surgen en la linea

a=-—1

-1.0

Figura 6.26: Lineas de Simetria v*g,.-s75- Caso no integrable: E =50, A=5yy=0,z=2=1.
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(e}

Periodo

-0.941453304
-0.7579926521
-0.7548931775
-0.79210176
-0.73447399
-0.707186674
-0.658774303
-0.617078969
-0.5990002531
-0.544654528
-0.412476614
-0.392287442
-0.34583911
-0.290237393
-0.25835956
-0.1066853884
0.206952937
0.248551966
0.31393239
0.366437711
0.3897565539
0.524478504
0.56948945
0.58525303
0.619037529
0.652839035
0.6676826889
0.751585692
0.7548889408
0.75655321912
0.9062693515
0.95161185114
0.9757961953

00 Wk DO 00O R WOONOOWERDO DR WONOWWIRDWH WD

Tabla 6.15: Coordenadas o y periodos de puntos periddicos a lo largo de la linea v = 7/2. Caso no integrable,

E=50,A=5yy=0,z=z=1.

-1.0L

Figura 6.27: Tteraciones de algunos puntos periédicos y algunas islas. Caso no integrable: £ =50, A =5y y =0,

rx=z=1.
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Casos variando y, z y =0

Ahora se exponen los resultados obtenidos concerniendo a los casos particulares
y=1 2y z=2x =0y seguidamente de esto se expondran los resultado para el
caso y = z = 1 y x = 0 como mencionamos ninguno de estos casos particulares han
sido estudiados hasta ahora, como se vio en el capitulo 4 se obtendran las lineas
de simetria para la involucién p, que es la que se satisface para estos casos. Algo
importante que destacar de estos casos es que con la involucién que aqui se utiliza
las lineas de simetria correspondientes no pasan por la parte central del mapa, como
se venia observando en los casos primeramente tratados, es debido a lo que vimos en
el capitulo 4, ya que no es posible hallar una invariancia, y por lo tanto construir una
involucion como los casos anteriores, sin embargo, con los lineas de simetria que aqui
si obtienen es posible obtener informacién considerable. Sin embargo mas adelante
si podremos hallar érbitas periddicas con la involucién g, pero en otra superficie de
seccion y facilmente podemos trasladar las coordenadas de esas orbitas periddicas a
la superficie que estamos usando en esta seccion y visualizar dichas orbitas en los

mapas de esta superficie esto se llevara a cabo solo para caso x = 1.

Casos y=1, 2 =2=0

Se obtuvieron las mismas lineas de simetria v_g,..,7s que para los casos ante-
riores. Las figura 6.28 y 6.30 muestras las lineas de simetria para cada uno de los
casos. Las tablas 6.16 y 6.17 dan las coordenadas de los puntos periédicos sobre .
Las figura 6.29 y 6.31 muestran la iteracién de las condiciones iniciales de las tablas
6.16 y 6.17 respectivamente iluminadas en naranja, algunas islas y la zona cadtica

iluminada en azul.

Lo primero que podemos notar de las lineas de simetria es que el mapa posee una
simetria especial debido a que el término perturbativo para este caso esta en funcién
de cosv, por lo que el mapa tiene una simetria de espejo en la variable angular v

respecto de la linea v = 0. Y es asimétrico en la variable de momento «, como en
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todos los casos antes vistos.

Para y = 1 se hallaron 4 puntos fijos sobre la linea de simetria 79 uno estable y
otro inestable en v = 0, los otro dos en v = 7 también uno estable y otro inestable.
Respecto de los puntos periddicos, tenemos 2 ciclos de periodo dos los cuales son
inestables dando lugar a la formacién de 4 islas de periodo 2 y claramente con las
lineas de simetria que obtuvimos aqui no se tiene acceso a conocer el centro de dichas
islas. También existen 4 ciclos de periodo 3, 4 ciclos de periodo 4, 4 ciclos de periodo
6 y 12 de periodo 8; todos estos aparentemente estables; y el ordenamiento de la
aparicién de los ciclos de los puntos periddicos sobre vy sigue teniendo la forma de

la secuencia de Farey a partir de los puntos fijos.

Aledano a la zona cadtica del lado negativo del momento aparecen 5 islas que
pertenecen a un ciclo de periodo 5 iluminado de color amarillo, por el centro de una
de estas islas cruza la linea vy, pero hacen falta lineas de simetria de indice impar
para fijar su centro. Dentro de la zona cadtica podemos encontrar 4 grandes islas de
periodo 2 donde de nuevo nuestras lineas de simetria no alcanzan sus centros, ro-
deando a estas islas existen otras islas que pertenecen a un ciclo eliptico de periodo
12 iluminado de color rojo. También hay 6 islas de un ciclo de periodo 3 eliptico
uno de los ciclos estd iluminado de color café, un ciclo de periodo 17 iluminado de
morado repartido por toda la zona cadtica y otro ciclo de periodo 5 aledano a la zona
cadtica del lado negativo del momento iluminado de color azul claro, por el centro
de una de sus islas cruza la linea 7y, pero hacen falta lineas de simetria de indice

impar para fijar su centro.

Para y = 2 prevalecen los 4 puntos fijos del caso anterior sobre la linea de si-
metria 7y, uno estable y otro inestable en v = 0; los otros dos en v también son uno
estable y otro inestable. Podemos ver en este caso que los periodos dos inestables
antes reportados estan rodeados por la zona cadtica. También existen 4 ciclos de
periodo 3, dos de estos ciclos se vuelven inestables los que tienen unos de sus puntos
en o = —0,4142425 v a = 0,36316242, iterando suficientes veces éstas coordenadas

podemos ver que se forman dos conjuntos de islas de periodo 3 lo que da lugar al
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nacimiento de dos ciclos elipticos de periodo 3, por el centro de una isla de los dos
ciclos se cruzan las lineas de simetria vy en v = 7, 7_g y 76 por lo que fue facil calcu-

lar dichos centros y por iteracion de éstos se conocen los centros restantes de los ciclos.

Existen 4 ciclos de periodo 4 uno de ellos inestable, el que tiene uno de sus pun-
tos en a = —0,5145050, donde si iteramos suficientes veces este punto podremos ver
como se empiezan a visualizar tenuemente las islas asociadas a este ciclo inestable.

Tambien existen 4 ciclos de periodo 6 y 6 de periodo 8.

Dentro de la zona cadtica existen 4 islas de periodo dos, dos de los cuales mencio-
namos anteriormente. Uno de estos ciclos cambia su caracter de inestable a cadtico
debido al incremento en la perturbaciéon y sobrevive solo el periodo dos eliptico aso-
ciado a este inestable y es el que esta ubicado en la parte positiva del momento
iluminado de amarillo. El ciclo dos inestable de la parte negativa del momento apa-
rece rodeado por un conjunto de islas de un ciclo eliptico de periodo 22 iluminado
de color rojo. Las islas asociadas a los otros 2 ciclos de periodo 2 iluminados de azul
claro y café reducen su tamano en comparacién del caso y = 1 y como antes las

lineas de simetria no alcanzan a cruzar los centros de las islas de éstos ciclos.

Figura 6.28: Lineas de Simetria v_g, .., vs. Caso no integrable: E =50, A=5y z=2 =0, y = 1.
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o Periodo
-0.9697757
-0.759391792
-0.75149547
-0.7731127
-0.70159373
-0.62196302
-0.5776831
-0.4944414
-0.4142425
-0.25489618
-0.14842154
0.207554214
0.32508011
0.36316242
0.4355186
0.50071150
0.5275213
0.67115443
0.752331654
0.754786265
0.90754012
0.97280759
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Tabla 6.16: Coordenadas « y periodos de puntos periédicos a lo largo de la linea ¥ = 0. Caso no integrable,
E=50,A=5yz=2z=0,y=1.
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Figura 6.29: Lineas de Simetria Y g5+ Yg, con iteraciones de algunos puntos periédicos, algunas islas y la zona
cadtica. En el caso no integrable: E =50, A=5yz=2=0,y=1.
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Figura 6.30: Lineas de Simetria «y_sg, ..., 8. Caso no integrable: E =50, A=5y z=x2 =0, y = 2.

« Periodo
-0.96793107
-0.7586335440
-0.7502052375
-0.75990608
-0.71080089
-0.65188723
-0.60477271
-0.5145050
-0.4307566
-0.391768465
-0.264647543
0.287546035
0.3256735
0.39504649
0.451425724
0.46969707
0.649273949
0.7548265525
0.7563764008
0.912857804
0.973720808
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Tabla 6.17: Coordenadas o y periodos de puntos periédicos a lo largo de la linea v = 0. Caso no integrable,
E=50,A=5yz=2=0,y=2.
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Figura 6.31: iteracién de algunos puntos periédicos algunas islas y zona cadtica. Caso no integrable: £ = 50,
A=5yz=2=0,y=2.

Casos z=y=1 con =0

Para este caso se obtuvieron las lineas de simetria v_g, ..., 75. Claramente este es
un caso mas general que los que se venian tratando a excepcién del caso z = x =1,
y = 0. La diferencia entre este ultimo caso fue el tipo de lineas de simetria que se
obtuvieron, debido al tipo de involuciones que son validas en cada caso, como se vio
en el capitulo 4.

Su puede ver que éste mapa posee una simetria especial, debido a que el termino
perturbativo para este caso esta en funcién del cosv, por lo que el mapa tiene una
simetria de espejo en la variable angular v respecto de la linea v = 7. Y es asimétrico
en la variable de momento o como en todos los casos antes vistos.

Podemos ver que sobre las lineas de simetria ocurre el mismo efecto que vimos
en los primeros casos no integrables. Cuando la perturbacién se incrementa éstas
se mueven de tal forma que puntos peridédicos gradualmente desparecen de la linea
a = —1 y nuevos puntos surgen en la linea o = 1.

Para este caso hallamos 4 puntos fijos, uno inestable sobre v = 0 y su asociado
estable sobre v = m, otro estable sobre v = 0 y su asociado inestable sobre v = 7.

También existe 3 ciclos de periodo 3 uno de ellos es inestable, él que se ubica en
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a = 0,344909440. Iterando suficientes veces este punto se forma un conjunto de islas
de periodo 3 eliptico donde uno de los centros de estas islas esta sobre vy en v = 7,
por lo que fue facil hacer su calculo. También hay 4 ciclos de periodo 4, 4 de periodo
6 y 7 de periodo 8.

La zona cadtica crece en comparacion de los dos tltimos casos de esta seccion,
esto debido a la introduccién del termino perturbativo relacionado con el parametro
z. Dentro de esta zona podemos hallar 4 islas de periodo 2 iluminados de amarillo
y morado respectivamente, y también mas internamente existen 4 islas de periodo 2
iluminadas de color azul claro y café respectivamente. Alrededor del periodo dos que
esta del lado positivo del momento en el borde de la zona cadtica, aparece una cadena
de islas de un periodo eliptico a diferencia del que esta ubicado del lado negativo
del momento donde podemos ver que aparece rodeado de un conjunto de islas de un
periodo eliptico 20 iluminado de color rojo.

Como mencionamos, al principio de esta seccién no se encontraron érbitas pe-
riédicas en la parte central del mapa debido al tipo de involuciéon que se satisface
para estos casos. Las figura 6.32 muestra las lineas de simetria. La tabla 6.18 da las
coordenadas de los puntos periddicos sobre 7. La figura 6.33 muestra la iteracion de
las condiciones iniciales de la tabla 6.32 iluminadas de color naranja, algunas islas y

la zona cadtica iluminada en azul.

-1oL

Figura 6.32: Linecas de Simetria Y-8, ..,78. Caso no integrable: E =50, A=5yx=0,z=2=1.
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o Periodo

-0.920175329
-0.7533722234
-0.789039025
-0.709456638
-0.623628469
-0.578506561
-0.493902184
-0.410438676
-0.367038991
0.307602236
0.344909440
0.416046799
0.479407679
0.504675159
0.64692886
0.797056406
0.7519202009
0.7574478698
0.935636796
0.967942212
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Tabla 6.18: Coordenadas a y periodos de puntos periddicos a lo largo de la linea v = 0. Caso no integrable,
E=50,A=5yx=0,z=2=1

-1otb

Figura 6.33: iteracién de algunos puntos periédicos algunas islas y zona cadtica. Caso no integrable: £ = 50,
A=5yx=0,z=y=1.
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Casos variando z, y con z=0

Para los casos que a continuacion se estudian se obtendran las lineas de simetria
correspondientes a la involucién g, que es la que involucra el cambio de signo en
el momento candnico conjugado N. Como se podra notar de inmediato estas lineas
de simetria solo abarcan la region central del mapa y para algunos casos tratados
anteriormente, donde no se conseguia obtener érbitas periddicas con estas nuevas
lineas se logra. Ademads que para otros casos se consigue hallar otras nuevas orbitas
en dicha region central del mapa. Ademds se consigue atacar nuevos casos hasta
ahora no tratados, considerando los parametros x , y, es decir ahora el vector centro
de masa se encuentra en el plano zy del sistema anclado al cuerpo rigido. Estas lineas
de simetria no abarcan las regiones externas a la regiéon central del mapa, asi que
con éstas no se podran hallar érbitas periddicas en dicha regién. Pero para los casos
x =1y x =1 que revisaremos a continuacion, se podran trasladar las condiciones
iniciales de las érbitas periddicas de los mismos casos estudiados a las variables (o, v)
y viceversa, es decir que los puntos periédicos que encontramos en las variables (o, v/)
los podremos trasladar a la las variables (N, v) en la superficie (fmogor = 7/2), ésto

se mencionara a detalle mas adelante.

Antes de exponer los casos no integrables, revisaremos el caso integrable y ob-
tendremos las lineas de simetria para la involucién g, ya que esta también es valida
para el caso integrable de Euler-Poinsot. Esto para realizar efectos de comparacién;
por ejemplo para ver como se curvan las nuevas lineas de simetria introduciendo la

perturbacion.

Caso Integrable (nuevas lineas de simetria)

Se obtuvieron el conjunto de lineas de simetria I'_g,...,I's sobre la superficie

definida por la relacion pi,ea2r = 7/2, en la figura 6.34 se muestran dichas lineas.
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Figura 6.34: Lineas de Simetria. I'_g,..,I's en el caso integrable: E =50, A=5yx=y=2=0.

Como podemos ver la linea de simetria 'y para este caso es la linea v a diferencia
de lo que teniamos anteriormente, entonces ahora se reportan las intersecciones sobre

I'y en la tabla 6.19 que son las coordenadas de los puntos periédicos

o Periodo
0
0.068094553
0.168979558
0.229159913
0.425550926
0.629402854
0.6984118084
0.75402457238
0.993142676
1.078203649
/2
2.0633893196
2.148450153
2.3013471748
2.443180852
2.716041848
2.912432928
2.97261397
3.073498142
L
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Tabla 6.19: Coordenadas a y periodos de puntos periédicos a lo largo de la linea v = 0. Caso integrable.

En la figura 6.35 se presentan la iteracién de las coordenadas de los puntos pe-

riddicos reportados en la tabla 6.19 iluminados de azul.
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Figura 6.35: Iteracién del mapa con las condiciones iniciales dadas en la tabla 6.19.

Caso =1y z=y=0

Para este caso se obtuvieron el conjunto de lineas de simetria I'_g, ..., I'g, de la
involucién g,. Las figura 6.36 muestra las lineas de simetria. La tabla 6.20 da las
coordenadas de los puntos periédicos sobre I'y. La figura 6.37 muestra la iteraciones
de las condiciones iniciales de la tabla 6.20 iluminadas de color naranja, algunas islas
y la zona caotica iluminada de color azul.

Lo primero que podemos notar de las lineas de simetria es que el mapa de Poincaré
tiene simetria de espejo respecto de la linea N = 0, esto debido a que el hamilto-
niano y por consiguiente la ecuaciones de movimiento con estos pardametros y en esta
superficie son invariantes ante el cambio de signo en el momento N. Pero también
podemos notar que existe asimetria en la variable angular ya que el hamiltoniano en
esta superficie depende de la funcién sin v.

Podemos ver que en la vecindad del punto fijo inestable del caso integrable, al
introducir la perturbacién las lineas de simetria se curvan en gran medida lo que da
lugar a un comportamiento cadtico en la vecindad de este punto.

Para este caso pudimos hallar 2 puntos fijos estables sobre g, 4 ciclos de periodo
2, 5 ciclos de periodo 3, 4 de periodo 4, 6 de periodo 6 y 8 de periodo 8.

Dentro de la zona cadtica podemos encontrar 4 ciclos elipticos de periodo 3 ilu-
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minados de rojo, café morado y naranja, que son los mismos que encontramos en
el plano (a, ) en la superficie fiogr = 0, cdmo vimos anteriormente, sol6 que en
esta superficie por su puesto las islas cambian su ubicacién en el plano (N,v). En
los centros de una isla perteneciente a dos de estos ciclos de periodo 3 el iluminado
de naranja, se cruzan las lineas de simetria I'g, I'_g v I'g, por lo que fue facil calcu-
lar dichos centros y por iteracion de éstos conocer los demés puntos del ciclo, esto

aparece reportado en la tabla 6.20.

En los otros dos ciclos no pasan las lineas de simetria por los centros de sus islas.

Figura 6.36: Lineas de Simetria I'_g,..,I's en el caso no integrable: E =50, A=5yz=2=0,y=1.
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v Periodo
0.4130829508
0.6179272739
0.686050384
0.7523781801
0.967611479
1.043805819
1.3723306105
2.02009477
2.11513218
2.276787671
2.421551429
2.490788244
2.688902046
2.964433221
3.300913386
3.58026548
3.781539191
3.851643584
3.997867208
4.160525572
4.255728904
4.914287039
5.244904796
5.321707735
5.46695974
5.60631769
5.67532564
5.88315581
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Tabla 6.20: Coordenadas v y periodos de puntos periédicos a lo largo de la linea N = 0. Caso no integrable,
E=50,A=5yz=y=0,z=1

Figura 6.37: iteracién de algunos puntos periédicos, algunas islas y zona cadtica. Caso no integrable: E = 50,
A=5yzxz=12=y=0.
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Caso y=1y z=z=0

Para este caso se obtuvieron el conjunto de lineas de simetria I'_g,..,I's, de la
involucién g,.La figuras 6.38 muestra las lineas de simetria. La tabla 6.21 da las
coordenadas de los puntos periédicos sobre I'y. La figura 6.39 muestra la iteracién de
las condiciones iniciales de las tabla 6.21 iluminadas en color naranja, algunas islas

y la zona caotica iluminada de color azul.

De nuevo, cémo en el caso anterior podemos notar de las lineas de simetria que el
mapa de Poincaré tiene simetria de espejo respecto de la linea N = 0, en la variable
de momento y es asimétrico en la variable angular, esto debido a que el hamiltoniano
en esta superficie y con estos parametros esta en términos de la combinacion del sin v
y cos v, lo que provoca la asimetria del mapa. Este caso ya fue tratado anteriormente
en la superficie f0q2- = 0y en las variables a y v, obteniéndose las lineas de simetria
de la involucién py, lo que nos llevo a poder obtener puntos peridédicos unicamente
fuera de la zona central del mapa, ahora veremos que en la region central podremos

encontrar puntos periddicos con la involucién gj.

De nuevo, como antes podemos ver que en la vecindad del punto fijo inestable del
caso integrable, al introducir la perturbacion las lineas de simetria se curvan en gran

medida lo que da lugar a un comportamiento cadtico en la vecindad de este punto.

Para este caso pudimos hallar dos puntos fijos sobre I'y, 2 ciclos de periodo 2, 5

de periodo 3, 4 ciclos de periodo 4, 4 ciclos de periodo 6 y 6 ciclos de periodo 8.

Dentro de la zona cadtica podemos encontrar los mismos ciclos elipticos que se
encontraron en este mismo caso pero en la superficie 000 = 0 y en las variables
(cv,v). Las islas y sus ciclos elipticos correspondientes, claramente deberan cambiar
su localizacion en la superficie de seccion que utilizamos aqui. Los periodos dos que
estan inmersos en esta zona aparecen rodeados como antes, por un conjunto de islas
que pertenecen a un ciclo eliptico de periodo 12 iluminado de rojo, podemos ver que
a diferencia de lo anterior, los centros de las islas asociadas a uno de estos ciclos de
periodo 2, tienen sus centros sobre la linea 'y (N = 0), asi que el célculo de dichos
centros se realizé6 de manera sencilla y esta reportado en la tabla 6.21. Para las 6
islas de periodo eliptico 3 que encontramos antes ahora iluminados de café y rojo,

podemos ver que en el centro de una de las islas de cada ciclo de periodo 3 ésta sobre
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[y y las lineas I'g v I'_g, por lo que su cdlculo también resulto sencillo y se reportan
ambos en la tabla 6.21. También podemos ver que ésta el ciclo eliptico de periodo 17
iluminado de morado, de nuevo distribuido por toda la zona caética. Para los ciclos
elipticos de periodo 5 iluminados de azul claro y amarillo, estas lineas de simetria no

alcanzan a cruzar por ninguna de sus islas.

-10}

Figura 6.38: Lineas de Simetria I'_sg,..,I's en el caso no integrable: E =50, A=5yz=2=0,y=1.
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v Periodo
0.171999457
0.451597360
0.671719726
0.731452859
0.863123687
1.01021512
1.09317454
1.63207804
2.06597315
2.150125225
2.300757924
2.43764640
2.50070521
2.743414745
3.732658430
3.810040452
3.96159860
4.120547207
4.208152732
4.763150320
5.203547356
5.28913031
5.4437579090
5.58956085
5.66296902
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Tabla 6.21: Coordenadas v y periodos de puntos periédicos a lo largo de la linea N = 0. Caso no integrable,
E=50,A=5yz=2=0,y=1

o

o
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Figura 6.39: iteracién de algunos puntos periédicos, algunas islas y zona cadtica. Caso no integrable: E = 50,
A=byy=1,z=2=0.

Antes de continuar el analisis de mas casos, mencionaremos como obtener érbitas
periédicas en los casos donde no se podia antes, por ejemplo (y = 1) y obtener
nuevas orbitas por ejemplo para el caso (r = 1). Lo que se hizo para obtener estas

orbitas fue simplemente integrar la condicion inicial de la orbita periddica en la
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superficie fimoqer = 7/2 hasta alcanzar la superficie fi,000, = 0 y del hamiltoniano
obtener a M, y a través de la relacién o = M/N obtener la coordenada « y asi
se obtiene la condicion inicial para una orbita peridédica en las superficie de seccién
Imod2r = 0 donde antes no se pudo obtener. La figura 6.40 muestra el resultado de
este procedimiento, el cual se aplicd a varias de las érbitas periddicas reportadas en
la tabla 6.21.

1oL

Figura 6.40: Antiguas y nuevas drbitas periddicas trasladadas desde la superficie py,0q2x = 7/2. Caso no
integrable: E =50, A=5yy=1,z=y=0.

Se puede ver en la figura 6.40 las orbitas periddicas encontradas antes en la parte
exterior a la zona cadtica y las nuevas en la regiéon central, ambas iluminadas de color
naranja. Se encontro los centros de unos de los ciclos elipticos de periodo 2 inmerso
en la zona cadtica y valiéndonos de la simetria de espejo que tiene el mapa, se puede
encontrar los centros del otro ciclo eliptico de periodo 2. También se encontraron los
centros de las islas de dos ciclos elipticos de periodo 3. Podemos notar como los dos
puntos fijos que estaban sobre N = 0 en esta superficie aparentemente descansan

sobre la linea v = /2.
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También se pueden trasladar lo puntos periddicos de la superficie 040 = 0 a la
superficie fimed2r = 7/2 como mencionamos anteriormente y ver como se vizualizan,

est6 se muestra en la figura 6.41.
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Figura 6.41: Antiguas y nuevas érbitas periédicas trasladadas desde la superficie py,0q2x = 0. Caso no integrable:
E=50,A=5yy=1z=y=0.

Para el caso x = 1, donde si podemos hallar 6rbitas periddicas en la parte central
del mapa en la superficie 042, = 0, podemos ver que existen otras érbitas periédicas
en esta misma regién encontradas en la superficie f,o02r = /2 via la involucién
(4.22). La figura 6.42 muestra la traslacién de las érbitas periddicas de la superficie

Lmodor = T/2 a la superficie fiy,000r = 0.
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Figura 6.42: Antiguas y nuevas dérbitas periédicas trasladadas desde la superficie tiy, 0427 = 0. Caso no integrable:
E=50,A=5yaxz=1,z=y=0.

Claramente podemos ver de la existencia de otras orbitas periédicas diferentes a
las que se obtuvieron con la involucién pg, en la regién central del mapa, ademas de
que se pudieron hallar los centros de dos de los ciclos de periodo 3 en la zona cadtica

en la superficie f,002- = 0, lo que no se consigue anteriormente.

De nuevo, se pueden trasladar lo puntos periédicos de la superficie fioq2- = 0 a la
superficie fimed2r = 7/2 como mencionamos anteriormente y ver como se visualizan,

esto se muestra en la figura 6.43
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Figura 6.43: Antiguas y nuevas drbitas periédicas trasladadas desde la superficie tiy0q2- = 0. Caso no integrable:
E=50,A=5yy=1,z=y=0.

Caso z=y=1,2 y 2=0

Para este caso se obtuvo el conjunto de lineas de simetria I'_g,..,I'g, de la in-
volucién g. Las figuras 6.44 y 6.46 muestran las lineas de simetria de cada uno de
los casos correspondientes. Las tablas 6.22 y 6.23 dan las coordenadas de los puntos
periddicos sobre I'y. Las figuras 6.45 y 6.47 muestran la iteracién de las condicio-
nes iniciales de las tablas 6.22 y 6.23 respectivamente iluminadas de color naranja,
algunas islas y la zona cadtica iluminada en azul.

Lo primero que podemos notar de las lineas de simetria es que el mapa de Poin-
caré es asimétrico respecto del angulo v, debido a que la parte del potencial del
hamiltoniano en esta superficie y con estos parametros esta en términos de la com-
binacién del sinv y cosv. Pero podemos notar que existe una simetria de espejo
respecto de la linea NV = 0, esto es debido a la invariancia en el cambio de signo en
la ecuaciones del movimiento de la variable V.

Podemos ver que en la vecindad del punto fijo inestable del caso integrable, al
introducir la perturbacién las lineas de simetria se curvan en gran medida lo que da
lugar a un comportamiento cadtico en la vecindad de este punto.

Para el caso x = y = 1, encontramos 2 puntos fijos estables sobre I'y, 2 ciclos de
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periodo 2, 4 ciclos de periodo 3, 4 ciclos de periodo 4, 4 ciclos de periodo 6 y 8 de
periodo 8.

Dentro de la zona cadtica podemos hallar un ciclo eliptico de periodo dos que ésta
sobre 'y reportado en la tabla 6.22. Existe otro ciclo eliptico de periodo dos fuera
de T'g y que aparece rodeado por un conjunto de islas que forman un ciclo eliptico
de periodo 12 iluminado de color amarillo y ninguna linea de simetria cruza algunas
de estas islas. También podemos encontrar 2 ciclos elipticos de periodo 7 iluminados
de morado y rojo respectivamente, donde de nuevo las lineas de simetria no cruzan

los centros de las islas de estos ciclos.

A pesar de no tener mas lineas de simetria que pasen por la parte mas externa del
mapa, se dieron condiciones iniciales tomadas al azar en esta zona y se hizo el mapa
de éstas, con el fin de poder ver si existen puntos fijos o revisar si ay algin periodo
eliptico. Para el caso que estamos estudiando existen 4 puntos fijos, dos estables y
dos inestable y también se puede ver que existen 2 ciclos elipticos de periodo 3 que

viven cerca de la zona cadtica.

Para el caso z = y = 2, de nuevo encontramos 2 puntos fijos sobre I'y estables, 2
ciclos de periodo 2, 4 ciclos de periodo 3, 4 ciclos de periodo 4, 4 ciclos de periodo 6

y 8 de periodo 8.

Claramente la zona cadtica crece en comparacién al caso anterior, en ésta po-
demos encontrar ain los periodos dos reportados anteriormente, pero las islas que
rodeaban a dichos periodos fueron destruidas por el incremento en la perturbacion.
Ademas podemos ver que uno de los ciclos de periodo 8 reportado antes, el que
ésta sobre I'y aparece en la zona cadtica y se vuelve un ciclo eliptico iluminado de
naranja. Esto también le ocurre a un periodo 3 que ésta sobre I'y, el cual cambia
su caracter a un ciclo eliptico iluminado de azul claro y aparece rodeado por un
conjunto de islas de un periodo mayor. Aparece un ciclo de periodo 7 iluminado de
color rojo donde por el centro de una de sus islas pasa solamente la linea de simetria
['y. También podemos hallar dos ciclos elipticos de periodo 2 iluminados de verde y
morado respectivamente en el borde de la zona cadtica, estos ciclos no existian en el

caso anterior y las lineas de simetria no alcanzan a pasar por estos ciclos.

De nuevo como antes hicimos, en la parte mas externa del mapa, se dieron con-

diciones iniciales tomadas al azar, esto para poder visualizar la existencia de puntos
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fijos o revisar si existe algin periodo eliptico. Para este caso como antes prevalecen
4 puntos fijos, dos estables y dos inestables. Los ciclos elipticos de periodo 3 antes
encontrados fueron destruidos por la perturbacién, pero nacen de nuevo otro par de

ciclos de periodo tres eliptico, de nuevo cerca de la regién cadtica.

Figura 6.44: Lineas de Simetria I'_g,..,I's. Caso no integrable: E =50, A=5y2=0,z=y=1.

v Periodo
0.43523308
0.66073264
0.72068247
0.754891010
0.98611828
1.06002039
1.38275361
2.02287075
2.11687639
2.27660807
2.41424560
2.474567674
2.7161160942
3.741845272
3.82282823
3.97959368
4.147481488
4.245158037
4.9111291
5.24352514
5.320850383
5.4680004281
5.609426924
5.67950196

VWA DO 0D WONOWWRDWF WD WO N

Tabla 6.22: Coordenadas v y periodos de puntos periédicos a lo largo de la linea N = 0. Caso no integrable,
E=50,A=5yz=0,z=y=1
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Figura 6.45: iteracién de algunos puntos periédicos, algunas islas y zona cadtica. Caso no integrable: E = 50,
A=5yz=0,z=y=1.

Figura 6.46: Lineas de Simetria T'_g, ..,I's. Caso no integrable: E =50, A=5yz=0,z =y = 2.
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v Periodo
0.447811881
0.6979160594
0.7488804525
0.7564227913
0.985638277
1.050011784
1.348179793
1.979887212
2.084333106
2.252336364
2.381443918
2.428641677
2.718813396
3.712127974
3.810684667
3.983350167
4.16550297
4.277694892
4.958589850
5.279486278
5.350813152
5.492748047
5.630198082
5.693475925

WWh DO 0D WO N OWHR 0D WO N

Tabla 6.23: Coordenadas v y periodos de puntos periédicos a lo largo de la linea N = 0. Caso no integrable,
E=50,A=5yz=0,z=y=2

Figura 6.47: iteracién de algunos puntos periédicos, algunas islas y zona cadtica. Caso no integrable: E = 50,
A=5yz=0,z=y=2.
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Periodos impares

Experimentando con la computadora se encontré una forma de hallar periodos
impares en el mapa, la manera en que se procedio fue la siguiente: Primero se co-
mienza por obtener lineas de simetria, no como usualmente se ha venido haciendo,
si no en vez de iterar la linea 7o (primer linea de simetria par) comenzando desde la
superficie p = 0 se comienza desde la superficie 4 = 7 y obtenemos la siguiente linea
de simetria en la superficie u = 27, es decir que no dejamos evolucionar a la érbita
una vuelta de 27 en p si no solo la cantidad de 7 y para las obtener posteriores lineas
de simetria si se hace el mapeo cada 27 veces en p, como se venia realizando, veremos

que hay cambios considerables en la forma de estas "nuevas”lineas de simetria.

A continuacion se presentan los resultados de este procedimiento para el caso
integrable, mostraremos los dos conjuntos de lineas de simetria para ver la diferencia,
la figura 6.48 muestra las lineas de simetria comenzando desde la superficie p =0y

la figura 6.49 muestra las lineas de simetria comenzando desde la superficie u = .

-1.0

Figura 6.48: Lineas de simetria. Y—8,..,78. Caso no integrable: £ =50, A=5yx =y =0,z=1.
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Figura 6.49: Nuevas Lineas de simetria. v_8,-.,78- Caso no integrable: E =50, A=5yx=y=0,z=1.

Lo mas significativo de esto es que al calcular la intersecciones con la linea
en la figura 6.49 obtenemos la condicién inicial de una curva peridédica de periodo
impar, a pesar de que obviamente las lineas son pares, esto se ve mas detalladamente
en la figura siguiente donde se calcularon algunas intersecciones con la linea 7, y se

iteraron estas condiciones iniciales.

Ahora se presentan lineas de simetria con iteraciones de condiciones iniciales

dadas por algunas intersecciones de las lineas de simetria.
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Figura 6.50: Nuevas lineas de simetria Y-8, ..,7y8 € iteracion de algunas intersecciones. Caso integrable: E = 50,
A=b5yz=y=2z=0.

Podemos ver que la mayoria de las iteraciones no cruzan las intersecciones de
las lineas y solo pegan en lineas individuales donde no hay interseccién, a excepcién
del periodo 3, del periodo 1 (punto fijo) y como mencionamos anteriormente en las

intersecciones con la linea ;.

Ahora tomamos estas condiciones iniciales obtenidas y en vez de usar las lineas
nuevas, usamos las lineas de simetria usuales para ver qué sucede, esto se muestra a

continuacion.
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Figura 6.51: Lineas de simetria Y-8, ..,78 € iteracién de las intersecciones obtenidas anteriormente. Caso inte-
grable: E=50, A=5yxz=y=2=0.

Podemos observar sorpresivamente que ahora las iteraciones no caen en la inter-
seccion de las lineas con 7p y también como en el caso anterior varias de las iteraciones
no estan en las intersecciones de las lineas solo pasan en lineas solas o individuales,
sin embargo, se preserva la iteracion o interseccion de los periodos 3 y del punto fijo
y se obtienen dos nuevas intersecciones de las lineas g con v_g y 7_g con g con el
periodo 7 y de las lineas 4 con y_g , y_4 con s y 7—2 con g y Y—_2 con y_g con el
periodo 5, esto es consecuencia natural de la teoria ya que. cruce de la linea vg v v_¢
se obtendrd un punto periédico de un miltiplo de | 8 — (—6) | que claramente corres-
ponde al periodo 7 lo mismo para la interseccion de las lineas s y v_4 se obtendra
un punto periédico de un multiplo de | 6 — (—4) | que corresponde al periodo 5 y lo
mismo para las lineas g y 7_2. Para ver esto claramente a continuacién graficaremos
las lineas correspondientes a cada periodo sin mezclarlas con las deméas por ejemplo

para el periodo 5 graficamos la linea 75 y v_4
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-1ol e

Figura 6.52: Lineas de simetria ¥6,v7—4 y periodo 5. Caso integrable: E =50, A=5yz=y=2=0.

que da una interseccion, ahora la linea v, v v_g

i 2 2 s s e 7

n

CrglT—

Figura 6.53: Lineas de simetria Y—6,74 y periodo 5. Caso integrable: E =50, A=5yx=y=2=0.

que da una interseccion, ahora la linea vo y v_g
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-0.4}

Figura 6.54: Lineas de simetria Y2,7v—8 y periodo 5. Caso integrable: £ =50, A=5yz=y=2=0.

que da una intersecciéon, ahora la linea 75 y v_2

=]
=]

om

@

-0.8

Figura 6.59: Lineas de simetria v—2,78 y periodo 5. Caso integrable: E =50, A=5yx=y=2=0.

que da también una sola interseccién, ahora las 8 lineas juntas



163

-0z W

-0.4

-0.8

-1olb

Figura 6.56: Todas las lineas de simetria asociadas al periodo 5. caso integrable: E =50, A=5yz=y=2z=0.

y se obtienen cuatro intersecciones a excepcion de la que esta sobre 7y. Ahora para

el periodo 7, graficamos la linea vg y 7_¢

-1olb

Figura 6.57: Lineas de simetria v8,7v7—6 y periodo 7. Caso integrable: E =50, A=5yx=y=2=0.

Esto nos da un cruce, ahora v_g y 74
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Figura 6.58: Lineas de simetria v—8,76 y periodo 7. Caso integrable: E =50, A=5yx=y=2=0.

ahora las 4 lineas juntas

0.0

-0.4

-1olb

Figura 6.59: todas las Lineas de simetria asocidas al periodo 7. Caso integrable: E =50, A=5yz=y=2=0.
Que dan dos intersecciones para este periodo.
Para corroborar ain mas los periodos impares obtenidos se obtuvo un par de

lineas de simetria méas 19 y 7_10 con estas lineas podremos obtener mas intersecciones

de estos periodos impares, es decir, por ejemplo la linea y19 con 7_4 se obtiene un
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punto periédico de un multiplo de | 10— (—4) |que es el periodo 7 como a continuacién

se visualiza

-1olb

Figura 6.60: Linecas de simetria Y10,7v—4 y periodo 7. Caso integrable: E =50, A=5yxz=y=2=0.

tenemos una interseccion ahora v4 y v_10

Figura 6.61: Lineas de simetria Y—10,74 y periodo 7. Caso integrable: E =50, A=5yz=y=2=0.

Ahora graficamos las 8 lineas con las que se puede obtener este periodo en ciertas

intersecciones entre ellas.
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-10b

Figura 6.62: Todas las lineas de simetria asociadas al periodo 7. Caso integrable: E =50, A=5yz=y=2=0.

que dan 4 intersecciones de este periodo, y de donde podemos concluir que para
hallar la interseccion de este periodo con la linea vy necesitamos o bien la linea de
simetria 7 0 y_7 y/0 714 0 y_14. Ahora con el periodos 5 graficamos todas la lineas

cuya interseccion dan este periodo

-10b

Figura 6.63: Todas las lineas de simetria asociadas al periodo 5. Caso integrable: E =50, A=5yx=y=2=0.

que resultan ser todas las lineas de simetrias pares obtenidas, claramente este periodo
si es posible hallarlo en la interseccién de la linea vg y v10 0 7_19 como se ve claramente

en la figura anterior.
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Para el caso no integrable se obtienen cosas muy similares.
Caso no integrable (caso general).

Como se mencioné en el capitulo 4 para el caso general no se puede construir
alguna involucion, por lo que no se podran hallar lineas de simetria de este caso y
por ende no se obtendran puntos periddicos, sin embargo se puede evaluar el mapa
de Poincaré dando condiciones iniciales al azar y asi poder visualizar la zona cadtica,
las islas dentro de ésta, los puntos fijos y posiblemente algunos periodos elipticos e

hiperbdlicos inestables fuera de la regién cadtica.

Se usaran los mismos parametros de energia, momento A y momentos principales
de inercia que se venian considerando. Para realizar el mapa de Poincaré se usara de
nuevo la superficie de seccion definida por la relacion pim,002- = 0, la cual fue utilizada

para estudiar varios de los casos anteriores.

Las figuras 6.44, 6.55, 6.66 y 6.67 presentan los mapas de los casos x = y = z =0.5,
1, 1.5, 2 respectivamente, como antes iluminamos la zona cadtica de color azul y de

varios colores las islas y orbitas a lo largo de todo el mapa.

Figura 6.64: Tteracién de mapa de Poincaré para varias condiciones iniciales. Caso no integrable: E = 50, A =5
yx=y=2=05.



168 Capitulo 6. Resultados Computacionales

-1.0

Figura 6.05: Tteracién de mapa de Poincaré para varias condiciones iniciales. Caso no integrable: E = 50, A =5
yr=y=z=1.

-1.0

Figura 6.066: Tteracién de mapa de Poincaré para varias condiciones iniciales. Caso no integrable: £ = 50, A =5
yr=y=z=15.
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00

o N

Figura 6.07: Iteracién de mapa de Poincaré para varias condiciones iniciales. Caso no integrable: E = 50, A =5
yr=y=z=2.

Para los casos * = y = z =0.5, 1 podemos ver que existen 6 puntos fijos 4
estables y 2 inestables, los dos puntos fijos de la parte central del mapa aparentemente
reposan sobre la linea v = 7/2 y 37/2. Con las condiciones iniciales que se escogieron
para iterar el mapa pudimos encontrar a parte de trayectorias regulares, varias islas
asociadas a periodos cortos. Para el caso z = y = 2z =0.5 se encontrd el periodo
2 inestable (morado) que estd del lado negativo de momento, también podemos
hallar, tres islas asociadas a un ciclo eliptico de periodo 3 (morado) también en
el lado negativo del momento que son los mas relevantes. En la region central del
mapa también se iteraron varias condiciones iniciales tomadas al azar lo cual da
como resultado varias trayectorias regulares de un periodo grande. Dentro de la zona
cadtica podemos hallar dos ciclos elipticos de periodo 2, 3 ciclos elipticos de periodo
5. Para el caso x = y = z =1 podemos ver que se preserva el ciclo eliptico de periodo
3 que esta del lado negativo del momento y aparece otro ciclo eliptico de periodo
3 del lado positivo del momento y claramente la zona cadtica crece por lo que el
periodo inestable del caso anterior aledano a esta zona se vuelve cadtico por lo que
solo se tiene el periodo dos eliptico, también aparece un ciclo eliptico de periodo dos
del lado positivo del momento, inmerso en la zona cadtica que no parece en el caso

anterior, prevalecen los dos periodos elipticos 2 pero sus islas disminuyen de tamano
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y alrededor de uno de estos periodos nace un ciclo eliptico de periodo 10.

Para los casos x = y = z =1.5, 2 podemos ver que los dos puntos fijos inestables
empiezan a tener un caracter cadtico debido al incremento en la perturbacién de
hecho para el caso © = y = 2z =1.5, el punto fijo inestable del lado negativo del
momento ain no parece tener este caracter a diferencia del que esta del lado positivo
del momento, pero para el caso r = y = 2z =2 ya los dos puntos tienen el caracter
cadtico pero se remarca mas para el que esta del lado positivo del momento, de hecho
la zona cadtica que aparece a partir del punto inestable en el caso integrable en la
region central del mapa se une con la zona cadtica que aparece con el punto inestable
del lado positivo del momento.

En z = y = 2z =1.5 prevalece el ciclo eliptico de periodo 3 que naci6 en x =
y = z =1 del lado positivo del momento, también aledano a este ciclo, nacen dos
ciclos elipticos uno de periodo 4 y otro de periodo 5, algo similar ocurre en el lado
negativo del momento, sobrevive el ciclo de periodo 3 que aprecioenz =y =2 =1y
nace otro ciclo eliptico de periodo 4. En la region central del mapa podemos ver que
nace un ciclo eliptico de periodo 3 (morado). Dentro de la zona cadtica prevalecen
los ciclos de periodo 2 que encontramos en x = y = z =1, pero las islas del ciclo
eliptico de periodo 10 que rodeaba a uno de estos periodos 2 son destruidas por la
perturbacion.

Para x = y = z =2 prevalecen aun los ciclos elipticos de periodo 3 y 4 que estan
del lado negativo del momento que estan en x = y = z =1.5, y del lado negativo
del momento podemos ver que los ciclos elipticos de periodo 3, 4, 5 ahora aparecen
rodeados por la zona cadtica, la cual podemos ver que abarca una gran area del
mapa, también podemos ver que dentro de esta atin sobreviven los periodos dos que
se encontraron desde r = y = z =1 pero sus islas reducen su tamano y alrededor
de uno de estos ciclos elipticos de periodo 2 nace un conjunto de islas de un ciclo
eliptico de periodo 6, también nacen dos ciclos elipticos de periodo 3 y 5. Y dentro de
la region central del mapa prevalece el ciclo de periodo 3 hallado en v =y = 2z =1.5

y nace un ciclo eliptico de periodo 4.
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En el desarrollo de esta tesis se lograron objetivos diversos de los cuales podemos

destacar:

-La obtencién de los mapas de Poincaré de la dindmica del cuerpo rigido para

diversas situaciones del mismo, usando las variables de Andoyer-Deprit.

-Dentro de los mapas de Poincaré pudimos calcular las condiciones iniciales pa-
ra la obtencion de orbitas periddica simétricas del problema utilizando la técnica
de lineas de simetria, esto para diversos casos aun no estudiados del problema. Las

orbitas periddicas obtenidas son de periodo par dentro del mapa de Poincaré.

-También dentro de los mapas de Poincaré pudimos visualizar una regién llamada
cadtica que surge como consecuencia de la no integrabilidad del problema y pudimos
concluir que dentro de esta zona existen regiones donde permanecen aisladas diversas

orbitas peridédicas o también llamados puntos elipticos en el mapa.

-Se pudo desarrollar una técnica para obtener orbitas periddicas simétricas de
perdido impar aunque se requiere de una explicacién mas a fondo de lo que sucede

al realizar este procedimiento.

También se tienen perspectivas a futuro con el objetivo de continuar el desarrollo
de este trabajo, una de ellas es el estudiar la estabilidad de las 6rbitas periddicas, en
particular las que estdn inmersas en la zona cadtica, esto recurriendo a la teoria de
Floquet de la estabilidad introducida en el capitulo 5.

Como se mencioné anteriormente también se debe de dar una explicacion a la
manera en que se hallaron las érbitas peridédicas de periodo impar en el mapa de

Poincaré.
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Deduccién de algunas de las férmulas mas importantes de la Geometria Esférica.

Ley de los cosenos
Sean uj, us y ug los vectores unitarios dirigidos del centro a un punto sobre una

esfera unitaria y sean (1, B2 y f3 los angulos entre dichos vectores unitarios como se

muestra en la figura 1.

Figura A.1: Triangulo esférico

Entonces se debe cumplir que:
u; - uy = cos s,

U - U3z = 608/81, (Al)
uz - Uy = cos

y también

u; X up = sin(f3)ng,
uy X uz = sin(f;)ny, (A.2)
uz X uy = sin(f2)ny.

Los vectores ny, ny y nz, también son unitarios y apuntan hacia el interior del

triangulo esférico.

Seguidamente calculamos el producto punto entre las vectores ny, ny, ns.

n; - ng = cos(m — ag) = — COS g,
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n; - Ny = cos(m — az) = — cos as, (A.3)
n, - ng = cos(m — o) = — cos oy,

de las ecuaciones (A.1) y (A.3) y de las propiedades del triple producto vectorial
obtenemos:

sin By sin B3ny - ng = (u; X uy) - (Uy X uz) =
=u; - [uy X (u; X ugz)] =uy - [(uz - uz)uy — (uy - wy)us] = (A.4)
= (uy - u3)(uy - uz) — uy - uz = cos P cos P — cos P,
Por lo cual obtenemos

cos 3 = cos f3cosf1 + sin [y sin Bzcosas, (A.5)

y el mismo procedimiento nos lleva a las relaciones del coseno para los angulos 3, 3.

Asi obtenemos tres relaciones para los tres angulos.
cos B2 = cos [B3cos31 + sin [ sin f3 cos ao,

cos 33 = cos 5 cos B1 + sin f; sin [y cos as, (A.6)

cos 31 = cos B3 cos [3 + sin B3 sin Py cos o .

Ley de los senos

Para obtener la ley de senos primeramente desarrollamos el producto vectorial
(ug X u3) X (uz X uy), para lo cual se usa (A.2) y las propiedades de los triples

productos vectoriales, entonces:
(UQ X 113) X (U3 X ul) = sinﬂl sinﬁgnl X Ny =

= U3(UQ - ug X LI3) — UQ(Ug +ug X ul) =

=uz(uy - uz X w). (A7)

El triple producto x de la relacién (A.7) nos da el volumen del paralelepipedo
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engendrado por los mismos tres vectores.
Ug-ug X U = |UQ113111‘. (AS)

El cual es invariante ante una permutacién ciclica en los vectores en el determi-

nante asociado, es decir:
|112LI31_11| = |L111_12LI3| = |u3u1u2 s (Ag)

por lo cual

U;-Up X U3 = Uy - Uz X U = Uz - Uy X Us. (A.10)

por otro lado se calcula el producto X de n; y ns.
n; X Ny = ugsin(m — ag) = uz sin ag, (A.11)
usando la relacién (A.11) la ecuacién (A.7) queda como:
sin fy sin By sin apug = (us - uz X up)ug, (A.12)
y con la propiedad (A.9) se llega a:
sin By sin By sin apug = (U1 - Uy X uz)ug = (U - Uy X usz)ug, (A.13)

o también

sin By sin By sin g = (ug - ug X uz) = (u; - Uy X ug). (A.14)

Realizando un procedimiento andlogo a la de deduccién de la ecuacién (A.12) se

llega a:

(u; - up X ug) = sin f; sin P sin ay
(us - 1y X uy) = sin Py sin fs sin a3 (A.15)

Asi de la ecuaciones (A.14) y (A.15) se deduce la ley de los senos.

sin [ sin fs sin aig = sin [ sin fB3 sin oy = sin [, sin f3 sin s, (A.16)
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sincay  sinay  sinas
sinf;3 sinf2 sinf;

(A.17)

Otras formulas

Del producto vectorial [(u; X ug) x w;] X u; se puede deducir una formula muy
parecida a la ley de los cosenos, esta formula sera 1til para nuestros futuros calculos.

De relaciones vectoriales se tiene pues
(0 x ) X w] X w; =u; x w;(u;-w;) — (W - w)u; X u; =

u;(u; - uj X ug) —uj X ug, (A.18)

de las ecuaciones (A.1) obtenemos
(ug, x w;) cos B, — cos Bj(u; X w;) = uj(uw; - u; X ug) —u; X Uy, (A.19)
y de las ecuaciones (A.2) se tiene
sin 3, cos fxn; — cos f; sin fyng = u;(w; - u; X ug) — sin f;n;, (A.20)
Ahora proyectamos esta ecuacién en la direccién n;
(sin B; cos Bxn; — cos B; sin fyny, = u,(u; - u; X ug) —sin f;n;) - n;

sin f3; cos fxn; - n; — cos B sin fyny, - n; = u; - n;j(u; - u; X ug) —sin fin; -n;, (A.21)

para obtener con ayuda de (A.3)
sin B; cos B — cos 3; sin B, cos a; = sin f3; cos oy, (A.22)

esta es la ecuacion que se deseaba hallar.
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