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Introduccion

El vasto y a la vez abstracto mundo de la geometria algebraica se puede entender mas
facilmente con ejemplos donde podamos palpar la teoria que se dan en los primeros cursos
de esta importante teoria. Por ello, uno de los objetivos de esta tesis es mostrar un interesan-
te ejemplo de variedades algebraicas donde se conjugan mds de una rama de la matematica
moderna: las variedades tdricas construidas a partir de conos poliédricos y abanicos. Un
mundo donde las propiedades geométricas de estos conjuntos algebraicos se traducen en
estudiar los cuerpos convexos de los cuales partimos en un principio. Para comunicar la
geometria convexa con la algebraica es obligatorio el uso de un puente y para ello usamos
un resultado relativamente sencillo, pero que resalta por su enorme importancia para poder
comunicar estas dos disciplinas que un principio no tienen mucho que ver la una con la
otra, el cual lo conocemos como el lema de Gordan y con él podremos pasar de los conos
duales a los anillos de coordenadas de las variedades tdricas afines (que son las primeras
que construimos), y con el cual podemos dar saltos de una geometria a otra para interpre-
tar propiedades de los conos y abanicos con interesantes propiedades topoldgicas de los
conjuntos afines que iremos definiendo.

Fueron fundamentales en el desarrollo de este tesis los libros de Cox-Little-Schenck
[1], Fulton [5] y Oda [9] sin embargo en esta bibliografia la teoria esta desarrollada en su
totalidad en el lenguaje de esquemas asi como el caso complejo, i.e. K = C; por lo que el
uso de la topologia de Zariski y la topologia compleja es usada indistintamente a lo largo
de los teoremas mas importantes, incluso usando conceptos que son tomados del Andlisis
como por ejemplo la compacidad o espacio Hausdorff, lo que desconcierta a primera leida
pues en geometria algebraica se trata de algebrizar todo y los limites de los primeros cursos
de célculo nunca se nos vienen a la mente. Por lo que nos dimos a la tarea de reescribir
en el lenguaje cldsico de geometria algebraica toda la teoria necesaria para empezar a
comprender esta familia de objetos algebraicos. La traduccién fue satisfactoria y resalta
mas a la hora de describir la forma de la 6rbitas generadas a partir de la accién del toro
algebraico sobre nuestras variedades, dando como resultado una interpretacion totalmente
distinta a la que se presenta en las citas anteriormente mencionadas pues se demuestra la
importancia que existe entre el orden parcial que existe (pero nadie menciona) entre los
conos de un abanico y las 6rbitas que forman parte del entorno en el cual trabajamos.



Capitulo 1

Variedades toricas

En esta seccién definiremos y construiremos un ejemplo muy interesante de varieda-
des algebraicas, las tdricas, la construccién serd muy ingeniosa, pues a partir de cuerpos
convexos ya sea conos o abanicos, definiremos para un campo cualquiera K, algebraica-
mente cerrado, ceros de polinomios de forma muy particular cuyas potencias satisfacen una
relacién en los generadores de los conos de los cuales partimos. Un aspecto importante es
que la teoria de convexidad no solo queda relegada a la construccion de estos conjuntos
algebraicos, si no que algunas propiedades de los conos y sus caras se traducen a alguna
propiedad de las variedades que estamos construyendo.

1.1. Toros algebraicos y variedades toricas

Como el mismo nombre lo indica, antes de nada necesitamos el toro (algebraico en
este caso) T := (K*)™, el cual aparte de ser una variedad afin, tiene una estructura de
grupo y con €l ya definido, podremos construir el grupo de caracteres el cual veremos que
es isomorfo una reticula de rango n y con esta reticula definida y su dual definiremos R-
espacios vectoriales, el cual serd el ambiente donde entrard en accion la geometria convexa.

Definicion 1.1. Sea el grupo algebraico (K*)™. Decimos que T es un foro algebraico de
dimension n si es un grupo algebraico isomorfo a (K*)™.

Definicion 1.2. Sea T un toro algebraico, decimos que un morfismo ¢ : T — K* es un
cardcter si es un morfismo de grupos algebraicos.

Ejemplo 1.3. Tomando el toro algebraico 7' = (K*)™, definimos el conjunto de caracteres
del toro algebraico 7' como:

M :=Hom(T,K") = {¢ : T — K" | ¢ es morfismo de grupos algebraicos}.

Mediante el producto usual de funciones se tiene que M es un grupo abeliano multiplicati-
vo, por otro lado cada elemento ) € M al ser un morfismo de variedades afines, estd dada
por cocientes polinomios en n variables y el afiadir la hip6tesis de ser morfismo de grupos
implicara que estos polinomios tengan una forma muy especial, para ver esto, es necesario
darle una estructura conocida a M, mediante el siguiente isomorfismo de grupos abelianos:

(1) AN:Z" — M dadopor m = (my,...,my,) — Y™,

donde Y™ (y1,...,yn) = y;"* - - - yi'~. Basta demostrarlo para n = 1 pues el Hom con-
muta con el producto directo; en efecto, si A(m) = 1, se tiene que la potencia de la inde-
terminada que ocurre en A(m) es nula, por lo tanto m = 0. Para ver la suprayectividad,
entonces, tomemos ¢ € M, y se tiene que existen f1, fo € K[y] tales que

f1

YR
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yparai = 1,2 se tiene que f;(t) # 0 paratodo t € T Si f1, fo no se anularan en A — T,
se tiene que V(f;) = 0 y por el teorema de los ceros de Hilbert se tiene que f; = cte # 0
pero v es morfismo de grupos, por lo tanto 1 = 1 = 4. En el otro caso, que f; o f3 se
anularan en A' — T = V(y), se tiene que:

y por el teorema de los ceros de Hilbert, se tiene que \/{f;) = (y), y por lo tanto existe
A € Ktal que:

Ji=Ay™ con m; € Z>o,
por lo tanto:

o ey
y como % es un morfismo de grupos se tiene A = 1. Hemos probado asi que, M es una
reticula de rango n.

fe S Ay™

=y conmi —mg €7Z

Este ejemplo es muy importante en esta tesis, pues de él partimos para la construccién
de las variedades que son de nuestro interés. Sin embargo, esta reticula es insuficiente para
trabajar, para ello notemos que que el siguiente conjunto:

N :=Homyz(K*,T) = {\ : K* — T| A es morfismo de grupos algebraicos},

es un grupo abeliano con el producto usual de funciones, y andlogamente se tiene un iso-
morfismo de grupos abelianos:

7" — N
l=(1,...,0,) — A,
donde A\!(t) = (#!1,...,t!"); y por lo tanto, N también es una reticula de rango n.

Observacién 1.4. Notemos que si )™ € M y A\l € N, entonces la composicién
P o N KF — T — K*,
estd dada para t € T por:
P o N (t) = ™ (th Lt

tllml - tlnmn

fimatetlam, _ (Im)
donde (I, m) es el producto interior usual de Z". Usando la notacién (A, ™) := (I, m),
tenemos el siguiente apareamiento de las reticulas:
NxM — Z
(AL y™) = (N e™).
Del producto interior sobre Z™ se desprende que este apareamiento es biaditivo y perfecto.

Por lo tanto, a partir de un toro algebraico de dimensién n, hemos construido dos
reticulas M y N de rango n, con un apareamiento entre ellas. Como veremos mas adelante,
los puntos de estas reticulas son muy importantes, sin embargo no son todos y necesitare-
mos también de un entorno mas complejo para trabajar, para ello a partir de estas reticulas
construimos los siguientes R-espacios vectoriales:

Mp:=M®zR y Ng:=N®zR
extendiendo el apareamiento de las reticulas a los espacios de manera natural:
Nr x Mg — R
N @r, v @ry) — (AL Y™,



1.1. TOROS ALGEBRAICOS Y VARIEDADES TORICAS 3

parary,ro € R.
Antes de avanzar en las propiedades del apareamiento de estas reticulas, daremos este
resultado que servird enormemente con el paso de la teoria.

Lema 1.5. Sea N una reticula arbitraria de rango > 1y sea n € N. Entonces existe
m € M en su reticula dual, tal que m € nt.

DEMOSTRACION. Por contradiccién, entonces supongamos que para toda m € M se
tiene (n, m) # 0. Por lo tanto extendiendo el apareamiento de las reticulas a los R espacios
vectoriales Ng y Mp el cual estd dado por:

(n® A, m® A2) —> m(n)A g,
entonces para todo generador m ® A € Mg = M ®z R no nulo se tiene que m ® A ¢ nt,
pues por hipétesis, param € M se tiene que (n, m) # 0. Lo que implica que dimnt = 0,
pero sabemos que
dimRn + dimn* > 1,
por lo tanto,
dimRn > 1,

lo cual es absurdo. |

Observacion 1.6. Notemos que si eq,...,e, es una Z-base de Z", entonces dado el
isomorfismo (1) y como para m,m’ € Z" se tiene que t/ﬂ’”ml = wmwm/, entonces
P ..., es una Z-base de M, similarmente A°', ..., A es una Z-base de N. Mas
adn, {\°, ... A\°"} es la base dual de {¢)°,...,1° }, pues por definicién se tiene:

<)‘€j ) ¢61> = <ej7 ei>'
Por lo tanto, considerando m € Z™, entonces escribiendo en términos de la base, se tiene
m = >, a;e;. Haciendo el producto interior de m con cada elemento e; de la base, se
tiene que
<6j7 m> = Qy,
luego, se tiene el monomio de Laurent
P = 1/,2?:1 R (Vi SR (R
— (¢61)<61’m> ... (qpevz)(emm)

Por otro lado, en teoria de grupos, vimos que el concepto de operacidn binaria en
un grupo G, puede generalizarse al de accién de grupo sobre un conjunto .S, el cual nos
ayuda a comprender cualidades importantes de este conjunto. En nuestro caso tenemos
el toro algebraico T el cual es un grupo mediante un producto coordenada a coordenada,
este grupo algebraico (pues también es una variedad algebraica) es vital en esta tesis pues
a partir de las acciones que generan sobre ciertos conjuntos se desarrollard toda la teoria
de esta tesis. Consideremos una reticula M de rango n, suponiéndola como un semigrupo
construimos su K-dlgebra de semigrupo K[M], la cual es un K-espacio vectorial. Mds aiin,
se tiene:

K[M] ~ K[y, ya ],
ver la seccién 1.2. Tomemos el toro algebraico 7" y definamos la siguiente la accién sobre
K[M;sea f =Y Aeiyresn¥i oyn " yseat = (ty, ... ty):

T xK[M] — K[M]

(t7f) — t'fa
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donde
— €i,1 €in, Gl €in
t.f T ZAeivlv"’ei‘ntl "'tn Yy
i

o equivalentemente ¢ - f(p) := f(t - p) para todo p € Af. Notemos que esta accién es
lineal y como los caracteres 1" son monomios de Laurent por definicién, lo que implica
que ¥™ € K[M], més adn, todo polinomio de Laurent, se puede escribir como una K-
combinacidn de ellos, lo que implica que:

K[M]: Z KQ/J"L7
pmeM

mds atin, probaremos que esta suma es directa. Basta probar que los elementos {)™ },,,czn
forman una K-base de K[M]. Ya tenemos que son generadores, solo falta la independencia
lineal. Supongamos que son linealmente dependientes, entonces existe una K-combinacion
lineal minima de elementos 1™ de la forma:

s—1
) D A M 4™ =0,
j=1

aqui s > 1. Por otro lado, como 9™ = )™= entonces existe t* € T tal que ™ (t*) #
™= (¢*); multiplicando la ecuacién (2) por )™= (t*) tenemos para todo ¢t € T :

s—1
3) S A (Y (E) + Y (B () = 0.

Jj=1

Como (tt') = o™ (t)3h™ (t*), pues es el producto usual de funciones, entonces para todo
t € T (2) se tiene:

s—1
) D A T (BT () + ™ (Y™ (£) = 0,

j=1

restando (3) con (4) se tiene para todo t € T'
s—1
S D, (@ (£7) — ™ ()™ (1) = 0.
j=1

Luego, tenemos una combinaciéon mds pequena respecto a (2) donde algun coeficiente es
no nulo, lo cual es absurdo. Por lo tanto {)™ },,cz» es una K-base de K[M], es decir:

KM= € Ky
YpmeM

Con esta idea, queremos saber si subespacios K-subespacios de K[/] tienen una estructura
similar y bajo que condiciones ocurre, el siguiente resultado es muy importante pues de el
partiremos para describir los espacios de secciones de las variedades que construiremos
mas adelante. Para ello, tenemos la siguiente observacion.

Observacion 1.7. Supongamos que el toro algebraico 7" actda linealmente sobre un K-
espacio vectorial W de dimension finita, donde la accion de t € T en w € W se escribe
como t - w. Por lo tanto, podemos definir las siguientes transformaciones lineales:

(ptZW — W
w — t-w.
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Por lo tanto, tenemos la representacién para p(t) = ¢, € GL(W), y por lo tanto para
un cardcter 1™ existe un subespacio Wym= C W en el cual T' actia sobre ese subespacio
mediante ¢ por la observacién (B.9) donde:

Wi i= Wym = {w € Wlp(w) = ¢™(t)w paratoda t € T},

se tiene pues, que si W,,, # 0 entonces todo w € W,,, — {0} es un vector propio para todo
t € T con valor propio ¢™(t). Finalmente el teorema (B.13) implica que:

W= Wn.
mezn
Lema 1.8. Sea A C K[M] un subespacio estable bajo la accién del toro T. Entonces:
A= @ Ko™
pmeA

DEMOSTRACION. Sea A’ := @wmeA K™ entonces notemos que A’ C A. Para la
otra contencion, sea f # 0 en A, entonces digamos:

f= Z An™,
meB

con B C Z" un subconjunto finito y \,, € K*. Ahora sea B el K-subespacio generado
por el conjunto {¢)""|m € B} yasi f € BN A.

Notemos que B es T-estable, pues si 7)™ es un generador de B entonces, dado ¢ € T'
se tiene:

t-y"(p) =" ()Y (p),
Asi pues, B N A es T-estable y de dimensién finita, como tenemos las transformaciones
lineales

pt:BNA — BNA
g — t-g
y por la observacion (1.7) se tiene que:
mezL™
donde
(BNA)y, ={9g€eBNA|v(g) =¢™(t)g paratodat € T}.

Es decir B N A es generado por todos los vectores propios de todas las transformaciones
lineales ¢; con t € T. Como esto ocurre en K[M] donde los vectores propios son pre-
cisamente los caracteres, se tiene pues que B N A es generado por los caracteres y como
f € BN A se tiene que ™ € A paratodam € B, es decir f € A’. (]

Ejemplo 1.9. Sea M la reticula del ejemplo (1.3) y sea {ey,...,e,} una Z-base de M,
por lo tanto M es generado como semigrupo por A := {+ej,...,+e,}. Sea S C M un
semigrupo abeliano finitamente generado, digamos S = (a; .. .a), como a; € M se tiene

n
a; = E O €5 con a; € Z,
Jj=1

entonces se tiene:

K[S] ~ K[y?l,l .. yf{l,n, L ’y(lxt,l L ygt’”].
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Entonces, restringiendo la accién de T sobre K[S] C K[M], tenemos que:
c

T xK[S] +— K[S] CK[M]
(t7 f) — - fa
por lo tanto K[S] es T-estable y por el lema (1.8) se tiene:
K[S]= P Ke™
ymes

Definicion 1.10. Sea V' una variedad algebraica normal, se dice que es una variedad tdrica
si contiene un toro algebraico 7' como abierto de Zariski, y de tal forma que la accién
natural:

TxT—T

se extiende a una accién:
TxV —V.

Ejemplo 1.11. EI espacio afin Ag := A" y el espacio proyectivo Pg := P" son varie-
dades tdricas pues son irreducibles, normales y contienen al toro T = (K*)™ como un
abierto denso el cual induce una accién sobre ambos espacios (multiplicando coordenada
a coordenada).

1.2. Variedades toricas a partir de abanicos y politopos

En esta seccion construiremos las variedades tdricas, a partir de conos construiremos
las afines, veremos como algunas caracteristicas de los conos se traducen en alguna de estas
variedades y como sobre todo la de “pegado” nos lleva a la construccién de una variedad
atin mas compleja lo cual serd andlogo a lo que hacemos con los conos que una unién de
ellos con una nocién de interseccién nos da un abanico.

Definicién 1.12. Sea (S, x) un semigrupo abeliano y sea K un campo. Sea K[S] el conjunto
que consta de todas las sumas formales finitas de la forma:

Z Aisicon \; € K,s; € 5.
%

Si definimos las siguientes operaciones sobre K[5] :

)]
i J

3

2
(S se) - () = o Ao s,
i J 4,3
ysean 0 := Y 0s; y 1 := le, donde e es la identidad de S. Entonces, tenemos que K[S]

es un anillo conmutativo con uno y lo llamamos el anillo de semigrupo asociado a S.

Observacién 1.13. Notemos que si identificamos biyectivamente A € K con Ae € K[S],
entonces tenemos un morfismo inyectivo

K — K[5]
lo que implica que el anillo de semigrupo K[S] es una K-dlgebra.

Ejemplo 1.14. Sea o un cono poliédrico racional en una reticula N, entonces el anillo de
semigrupo K[o N N] es una K-dlgebra.
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Proposicion 1.15. Sea (S, x) un semigrupo abeliano finitamente generado. Entonces K[S]
es una K-dlgebra de tipo finito.

DEMOSTRACION. Sea p € K[S]. Por definicién, se tiene:
p= Z AiSis
i

donde \; € Ky s; € S. Suponiendo que a1, . . ., a; es un conjunto minimo de generadores
de S, entonces se tiene para toda ¢ la siguiente expresion

€4 €4
si=ay"t xoxa,

con e; ; € Zx. Sustituyendo, tenemos:
€i €i,
p= E Aiagt x L okaptt
i

Por lo tanto K[S] es una K-dlgebra de tipo finito. O

Ejemplo 1.16. Sea o € %, un cono poliédrico racional, entonces por la proposicion (1.15)
se tiene que K[S,] es una K-dlgebra de tipo finito, pues S, es un semigrupo finitamente
generado por el lema de Gordan (A.44).

Observacion 1.17. En la proposicion (1.15) probamos que si S es un semigrupo abeliano
finitamente generado, entonces podemos construir una K-dlgebra de tipo finito, donde K
es un campo. Entonces, si suponemos que {a1, ..., a;} es un conjunto minimo de genera-
dores de S, tenemos un epimorfismo de anillos dado por:

YKy, ...,y:] — K[9]

f — f(ala'“?at)v
y por el teorema de isomorfismo de Noether, se tiene que K[S] ~ Klyi,...,y:]/I, donde
I es I = ker). Consideremos oy, ...,a; y B1,. .., B¢ enteros no negativos tales que:
af‘l*u-*a?t:a?l*-u*aft (%),
yseaJ C K[y, ..., y:], el ideal generado por polinomios de la forma

et =l

donde las a;’s y las 3;’s cumplen ().

Afirmamos que J = ker 9. En efecto, la contencién J C ker 1) se sigue por definicién
de los generadores del ideal J. Para la otra contencién, veamos como son los elementos de
J; por el teorema de la base de Hilbert se tiene que K[y, ..., y:] es noetheriano, por lo
tanto J es finitamente generado, digamos J = (f1, ..., fs) porlo tanto si f € J, entonces:

S
F=>9ifi congi €Klyr,....y].

i=1
Notemos que_cada sumando g; f; es, a su vez, suma de monomios de cierta forma, es decir:
si A\jyit -+ -y;t es algin monomio de g; donde \; € Ky como f; es un generador de J,
digamos f; = y{* -yt — yfl . oyft entonces:
i i : i1+ i+ i1+ i+
()\iyil . yzt)(y?l . .y?f _ y,181 . ytﬁt) _ )\i(yil ar || .y;f oy y? B . _yzt Bt)7

notemos que los nuevos exponentes i; + ¢ y i; + [5; siguen cumpliendo (), por lo tanto

(5) feJe=f= Z)\a]‘,lwuyﬁj,ty?j)l gt Py Bit
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con Ao, ;.....8,. € K, ylos aj;’sy 3;;’s cumplen (x). Entonces si tomamos f € ker 1),
entonces tenemos:

Z/J(f) - f(ala"'aat)

Z )\ei,l,...,ei,ta?’l e af“
= 0€K[S].

Si Ae;1,..,e;. = O paratodae;,...,e; s, entonces ya acabamos, pues flyr, .. y) =
0 € J, pues J es ideal. Por el contrario si existe A, ;.. # 0, entonces notemos que

f(alv s 7at) = Z Aei‘lauwei,ta'ii,l T afi,t

. ej.l ej,t €4,1 €i,t
= Aejine;n 0 *ooka”t + E Aeitynes O a;

i#j

+€j4,t

= 0.

Entonces, por definicién de suma de K[S], la cual es coeficiente a coeficiente, entonces
debe existir un término en el segundo sumando que cancele al primer término, entonces
reescribimos:

— €j.1 €j.t €1 it
flar,...;a0) = Aeji e .0 %o xa" — Al et 17 Lk ay
/ €41 €.t
+ z :)\ei,ly'u;ei,tal Ty
i#]
= O,
y tal que
)‘61,17m;€j,t = /\69,1;4-'75;,t
y
ej1 €j,t ej- 1 e; t
75 YL — Js Js
a” x.oooxka =a kL xa
s _
Ahora,si A, | . ~=Oparatodae;s,...,e;;, entonces, ya acabamos pues

€j,t €j,t

f(yl’ . 7yt) = AeLl’._.’emyfj,l Cyy _ yfj,l Sy

y por lo tanto f € J. En caso contrario, se repite el proceso hasta escribir f de la forma:
" ;s e;, el
f(yla"'vyt):ZAei,l'“ei,t(yf 1"'yfjt_y1 1"'ytJt)

ytales que a"! % ... % a{"" =al"" %...xa;"". Luego f € J.
Ejemplo 1.18. Sea 0 € Ng un cono poliédrico racional convexo y supongamos que el
semigrupo abeliano S, tiene:

{a1,..., a1}

como un conjunto minimo de generadores. Consideremos K un campo, entonces por la
observacion (1.17) existe un ideal J, C K[yi, ..., y], tal que

K[Sa’} ~ K[ylv e >yt}/‘]ﬂa

donde J,, es el ideal generado por los polinomios y{* - - -yt — ylﬁ Loy tales que los
exponentes satisfacen:

aray + - agag = Brag + -+ Brag. (1)
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Resumiendo, a cada cono poliédrico convexo racional, le hemos asociado un semi-
grupo abeliano S, finitamente generado con el cudl hemos construido una K-algebra de
tipo finito K[S,], la cual es isomorfa a un cociente de dlgebras de polinomios, con el ideal
resultante definiremos un conjunto algebraico afin.

Definicién 1.19. Sea o un cono poliédrico convexo racional fuertemente convexo y sea
K un campo algebraicamente cerrado. Entonces la variedad torica afin asociada a o se
define como:

Uy: = V(Jy)
= {p = (p17"' 7pt) € Aﬁdf(p) = 07 paratOdO f € JO‘} - Aﬁﬁ

Al ideal J, se le llama ideal torico. De hecho, a estas alturas s6lo sabemos que U, es un
conjunto algebraico afin, sin embargo mas adelante en el teorema (1.21) veremos que en
efecto, es variedad térica afin.

Probemos la irreducibilidad y la normalidad de los conjuntos algebraicos U, para ello
supongamos que o = pos{x1,...,Z,}, entonces por la proposicién (A.31) se tiene:

T
oV = ﬂ 77,
i=1
donde 7; son los rayos correspondientes a los generadores x; € 0. Asi
r
K(So] = [ K[Sr]-
i=1

Sin embargo, por hipétesis los x; son elementos primitivos de IV, entonces para cada i, el

elemento primitivo z; lo podemos extender a una base de N, digamos {z; :=1,...,l,},
considerando la base dual de M, entonces se tiene que el semigrupo abeliano S, es gene-
rado por {ly,+03, ..., £} y por lo tanto, tenemos que

K[Sﬂ] ~ K[y17y27y517 .. 'uyt7y;1]

el cual es DFU. Por lo tanto hemos probado que el anillo K[S,] es interseccion finita de
DFU’s, entonces en particular es dominio entero y por lo tanto J, es ideal primo; luego U,
es un conjunto irreducible. Y como la interseccién de dominios integralmente cerrados es
integralmente cerrado se sigue que U, es una variedad normal.

Lo que nos queda verificar es que cada U, contienen un toro como abierto de Zariski
junto con una accién del toro sobre U,,.

Proposicion 1.20. Sea o un cono poliédrico racional fuertemente convexo en Ng. Enton-
ces si T es una cara propia de o, se tiene que la variedad afin U es un abierto distinguido
de U,.

DEMOSTRACION. Supongamos que 7 es cara propia o, entonces por definicién se
tiene que
T=0cn{z}t
conxg € 0¥, mads ain xg € 0¥ N M = S,. Por la proposicién (A.43) se tiene que
S, =5, + Zzo(—l’o),
entonces si {ay, ..., a:} es un conjunto minimo de generadores de S,, y ademads, supon-

gamos a; = xg, entonces se tiene que {a; ..., a;, —To} es un conjunto minimo de gene-
radores de S;. Construyendo la variedad afin asociada a 7, digamos U, = V(J,) donde
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Jr CK[y1 ..., s, ye+1] es el ideal generado por los polinomios

—Qgp1 —Bt+1

B Bt
R VS e TR A T
donde los exponentes a;, 3; son enteros no negativos, tales que:
arar + -+ arap — 1o = frar + - + Pra — Brraxo. (1)

Seap € U, C ATl digamos p = (p1,...,ps, pri1). Notemos que p es raiz de aquellos
generadores donde «v; 1 = 0 = 3441 en (}), lo que implica que (p1,...,p;) € U,. Ahora,
considerando aquella condicién (1) donde oy = 1 = a1 y anulando aquellos coeficientes
ajparaj=1,...,t =1y pB;parai =0,...,t + 1. Es decir, tenemos la condicién

ar —xg— 1,
y por lo tanto p es raiz del polinomio
Yy — 1
lo que implica que p;p;_ +11 =1, 1i.e. py = ps4+1. Luego, tenemos un morfismo inyectivo:
Uu. — U,
(P1s s peta) > (prepe) pe# 0.

Considerando el abierto distinguido D(y;) := A" —V(y;), entonces tenemos el isomorfis-
mo de variedades:
Po - U'r . Ua N D(yt)a

i.e. U, es un abierto distinguido de U, .

(]
Considerando el cono cero 0, entonces Sy = M, si {mq,...,m,} es una Z-base de
M,y por lo tanto M est4 generado como semigrupo por {£m; ..., +m,}, por lo tanto
K[So] = KIM] ~ K[y, ...,y "1/ o,
donde J es el ideal por los polinomios yi* - - - yom —yf L...yPn donde a; y f3; son enteros
que cumplen la condicion:
army + -y = fimy + -+ Brmap,
pero {m; ..., my} es base de M, por lo tanto la expresion en términos de los elementos
de la base es tnica, por lo tanto «; = ; para toda ¢; luego Jo = 0 C K[yljEl conyE (el
ideal cero). Veremos quien es V(.Jy), para ello, notemos que tomando a = (aq,...,a,) €

T = (K)*, entonces el siguiente ideal
My = (y1 —ar,--yn —an) K™
es maximo, pues
Klyi"s -y '1/Ma = K.

Mas atin, todos los ideales maximos de K[yfl, . ,yfl], tienen esa forma. En efecto, sea
Mt un ideal maximo, por lo tanto

K<_>K[y1i17_._’yi:1] —»K[ylil,...,yiﬂ]/{mz;L

implica que la extensién L /K es de tipo finito y por el lema de Zariski se tiene que es una
extension algebraica y por lo tanto finita, pero K es algebraicamente cerrado por hipétesis,
entonces K = L.

Entonces existen a;, b; € K paratodai =1,--- ,n tales que

yi+tM=a; y y '+M=b,
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por lo tanto y; — a;, yi_1 —b; € M. Como N es ideal, se tiene:

(yi—ai)(y; " —b;) = 1—ybi—y; 'a;+ab; €M
v 'yi—a;) = 1—y;la;eM
yi(y; ' —b;) = 1—yb €M,

sumando, se tiene que a;b; — 1 € 1. Notemos que si a;b; — 1 £ 0 se tiene una contradic-
cién, por que M es un ideal maximo (en particular, es propio). Por lo tanto a;b; — 1 = 0,
es decir a; ! = b, y ademds
ma: <y17a1~~-,yn*an> gmt
Pero 901, es maximo, entonces M, = M. Por lo tanto, tenemos una correspondencia
biyectiva
“\n - +1 +1
(K*)® <— espectro maximode K[y ...,y5 ]
(al...,an) — <y1_a1~-~7yn_an>'
Por lo tanto, considerando ideales I C JK[ylﬂEl7 ...,y y sus respectivos conjuntos

cerrados V (I) C Spec(K[yi', ..., 3E!]). Restringiéndolos a (K*)™, y usando la identifi-
cacién de los ideales mdximos con puntos de T' = (K*)" se tiene:

V(I) = V(I)nSpecm(K[yi™,....y:"])
= {(a1,...,a,) €T | flar,...,a,) =0Vf € I}.
Entonces si tiene el ideal Jo = 0 C K[y, ..., yF!], luego

V(Jo) =T = (K*)™

Y por lo tanto si o es un cono poliédrico fuertemente convexo, entonces Uy = V (Jy) =T
es un abierto distinguido de U, por la proposicién (1.20). Ahora considerando la variedad
producto T' xg U, podemos definir el siguiente morfismo de variedades afines, la cual
corresponde a la accién del toro sobre la variedad U, :

TxU, — U,
(t,p) — t-p
donde ¢ - p es el producto coordenada a coordenada de los vectores ¢, p en A™. Por lo tanto,

en efecto, U, es una variedad tdrica afin.
Hemos probado asi el teorema:

Teorema 1.21. Sea X un abanico en una reticula N. Entonces para cada cono poliédrico
racional fuertemente convexo o € %, le corresponde la variedad torica afin U,.

Observacion 1.22. En la proposicién (1.20) se probd que ser cara de un cono ¢ implica
ser abierto distinguido de la variedad térica U,,, por lo tanto una cuestién importante a
saber es: ;qué relacion tienen dos variedades téricas asociadas a conos que comparten una
cara.? Para ello, supongamos que si ¢ N 7 es una cara compartida de los conos poliédricos
racionales fuertemente convexos o y 7, entonces la proposicion (1.20) implica la existencia
de dos isomorfismos:

-1
Uo’ N D(yt)L oNT *LP; UT N D(ys)

Definiendo el isomorfismo de pegado 1y := ¢, 0 o ' : U, N D(y;) — U, N D(ys),
entonces identificamos puntos de la variedad térica U, con la variedad U, mediante la
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variedad térica U,nq., por lo tanto decimos que “pegamos” la variedad U, con U, a lo
largo de U,n,, mas ain:
U, NU; = Uynr.

Supongamos ahora que tenemos un abanico ¥ en el espacio N, entonces por defini-
cién de abanico se tiene que para cualesquiera o, 7 € X se tiene que la intersecciéon o N 7
es cara de o y 7, asi como o N 7 € 3, entonces por la observacién (1.22) se tiene que si
consideramos la familia de variedades afines {Uy, } ,¢x la interseccién de dos elementos es
otro elemento de la familia. Por otro lado, cada variedad afin U, viene equipada con su
gavilla estructural de funciones regulares Oy, por lo tanto, tomando un abierto U de Uy,
se tiene el anillo de funciones regulares en U :

Oy, (U):={f:U — K|f esregularen U}.
Mais atn, notemos que para cualesquiera o, 7 € X se tiene el siguiente morfismo de gavi-

Ilas,

Y, :Ov,lv,.., — Ou.lv,

o fou,;
donde 9, . es el morfismo de pegado de la observacién (1.22), y como este es isomorfis-

mo, se tiene que U, ~ es isomorfismo de gavillas. Entonces por el ejemplo 2.11 de [13],
tenemos que la unién

Xz] = U Ug‘
oEX
es un espacio topoldgico donde U es abierto de Xy siy s6lo si U NU,, es abierto para todo
o € ¥, ademas se tiene la existencia de una gavilla sobre Xy, tal que:

Oxslu, = Ov,.

Teorema 1.23. Sea X un abanico en Ng. Entonces (Xs, Ox,,) es una prevariedad alge-
braica sobre K.

DEMOSTRACION. Por construccién Xs tiene una cubierta abierta de variedades afi-
nes y también ya tenemos la gavilla estructural Ox,, que restringida a los pedazos afines
U, es la gavilla Oy_, por lo que solo resta probar la conexidad. Por contradiccién, suponga
que Xy es disconexo, por lo tanto existen abiertos no vacios O; y Oy de Xy disjuntos,
tales que:
como son abiertos no vacios, se tiene que existen conos g, 7 € X tales que:

O1NU, #0 Oy NU, #0,

ambos abiertos de U, y U, respectivamente. Considerando el abierto distinguido Uy,
por la irreducibilidad de cada pedazo afin, se tiene:

O1NU; NUprr = O1NUgnr # 0
O,NU- NUsrr = 02 NUpnr # 0
ambos abiertos de la variedad U,~, y nuevamente por la irreducibilidad se tiene que:
01N O NUsn: # 0,

en particular O1 N Oy # 0, 1o que contradice que son disjuntos. Luego X es una preva-
riedad algebraica. (]
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Para facilitar la lectura, cuando hagamos referencia a la prevariedad (X, Ox,, ) escri-
biremos tinicamente Xy,. Pues bien, hemos construido para un abanico ¥ una prevariedad
algebraica Xy, sin embargo localmente podemos decir atin mas pues por pedazos es una
variedad térica afin, por lo que nos preguntamos en este punto: ;qué podemos decir de
la prevariedad algebraica Xy ? Para ello, probaremos que no solo es conexo este espacio
topolégico, mds aun, es irreducible y por lo tanto cada abierto U, es denso, lo que implica
que buena parte de la informacién de U, la podemos extender a toda la variedad X;.

Lema 1.24. Sea Y un abanico en Ny. Entonces su prevariedad algebraica asociada Xy,
es un espacio topoldgico irreducible, normal y contiene un toro como un abierto denso el
cual genera una accion sobre Xy.

DEMOSTRACION. La irreducibilidad se prueba de manera similar a la conexidad co-
mo en el teorema (1.23) al probar que todos los abiertos no vacios de X se intersectan.

Para ver la normalidad, sea p € Xy, entonces existe o € X tal que el punto p estd en
el abierto U,, y como

Oxsp = Ov, p

y Ou, p es normal pues U, es variedad afin normal, lo que implica que Xx; es normal.

Ahora, el abierto Uy = T estd contenido en X por definicion.

Finalmente, solo falta extender la accién del toro algebraico en si mismo a toda la
prevariedad X, para ello notemos que la familia {T xx U, },¢x €s una cubierta abierta
de la variedad algebraica T' Xk X5, entonces tenemos los morfismos regulares

TXKUU—>UUQX27

el cual corresponde a la accién del toro sobre el pedazo afin U, de Xy, si denotamos a
estos morfismo I',, notemos que I'y|y,.. = I'z|u, .. (pues, es la accién restringida a
U,nr) entonces por el ejemplo 2.11 de [13] tenemos el morfismo de variedades:

F:TXKXE—>XE7

tal que I'|y, = T, el cual es regular, pues cada I, es regular. Es decir extendimos la
accion del toro 7' a toda la prevariedad algebraica Xs;.

onNT

O

Recuerde que una prevariedad algebraica se dice separada o equivalentemente se dice
variedad algebraica si cumple las condiciones equivalentes siguientes:
i) Para toda prevariedad algebraica Y y para cualesquiera morfismos f,g: Y = X
el conjunto:
{veY: f(y) =9}
es un conjunto cerrado en Y.
ii) La diagonal A x es un conjunto cerrado en X xg X
Para probar que las prevariedades que son de nuestro interés son variedades, necesita-
mos primero este resultado.

Teorema 1.25. Sea X una prevariedad algebraica sobre un campo K algebraicamente
cerrado. Entonces son equivalentes:

(a) X esvariedad algebraica.
(b) Para cualesquiera abiertos afines U y V de X, se tiene que U NV es afin y el
morfismo de anillos de coordenadas

K[U] @k K[V] — K[U N V],
inducido por las inclusiones U NV CU yU NV CV es un epimorfismo.
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(¢) La condicion (b) es cierta para los abiertos U; de una cubierta abierta afin
{Ui}ier de X.

DEMOSTRACION. Probaremos (a) implica (b), supongamos pues que X es separada.
Sean U y V abiertos afines de X. Notemos que:
UQVNAUXv:Axﬁ(UX]KV) CU xgV.
Como Ax es cerrado en X xx X, entonces U NV es un conjunto cerrado, es decir es

un conjunto afin, y por lo tanto se tiene un morfismo inyectivo de variedades (dado por la
inclusion), el cual es una inmersion cerrada

j:UNV —=UxxV

y por lo tanto, tenemos j* el cual es un epimorfismo de K-algebras. Considerando el iso-
morfismo f, tenemos el diagrama conmutativo

K[U xx V] ——=K[UNV].

1 =
Jjrof

K[U] @k K[V]

y por lo tanto j* o f : K[U] ®x K[V] — K[U N V] es un epimorfismo.

Es trivial (b) implica (c).

Supongamos (c), sea {U; };cr una cubierta abierta de X. Por hipétesis U; N U; es afin
para cualesquiera ¢, j € I' y tenemos un epimorfismo:

j* : K[UZ] R K[UJ] — K[Uz n Uj}

por lo tanto j : U; NU; — U; Xxx U; es una inmersién cerrada, lo que implica que U; NU;
es cerrado en U; xx Uj, pero

U; N Uj ~ AUimU]‘ =AxnN (Uz XK Uj) C U; xx Uj,

como ser cerrado es una propiedad local y {U; xg U, } es una cubierta abierta de X xg X,
entonces se tiene que Ax es cerrado en X xg X. O

Corolario 1.26. Sea ¥ un abanico y sea Xy, su prevariedad algebraica asociada. Enton-
ces X es variedad algebraica.

DEMOSTRACION. Por construccién los afines {U, },¢x es una cubierta abierta. Por
la observacion (1.22) se tiene que U, N U, =~ U,n es afin y considerando el morfismo de
variedades afines:

b:U;nr — Uy xgU;
u = (po(u), pr(u),
la cual es una inmersién cerrada, por lo tanto tenemos un epimorfismo:
K[U,] @k K[U,] — K[U, N U],
por el teorema (1.25) se tiene que X es separada. (]

Definicion 1.27. Sea X un abanico en Vg, entonces nombramos a la variedad algebraica
(X3, Ox) como la variedad térica asociada al abanico 3.

Para ilustrar este concepto haremos unos ejemplos en dimensién 1 y 2, pues son las
dimensiones que podemos visualizar.
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Ejemplo 1.28. Consideremos el siguiente abanico ¥ en R:

- ‘ >
—0 0 o

Figura 1.28: Abanico asociado a la recta proyectiva P!

notemos que el abanico ¥ sélo consta de tres conos, i.e. ¥ = {o, —0,0}. Entonces con-
siderando un campo K algebraicamente cerrado, tenemos las siguientes variedades téricas
afines:

K[S,] ~ K[y] porlotanto U, = A
K[z] porlotanto U_, = A'
K[So] ~ K[y,z] porlotanto U, = A' — {0}.

al
%
a
2

Pegando las variedades U_, con U, alo largo de Uyg; , mediante el isomorfismo de pegado
cuando x,y # 0 :
U, — U,
T — Y.

Mas atin, mediante los homeomorfismos:

U — D(p)=P —V(n)
y — [Lyl,

(el otro homeomorfismo es similar) se tiene que Xs, ~ P!.

Ejemplo 1.29. Consideremos el abanico ¥ en R?, de la figura (1.29), y sean los conos
o; para ¢ = 1,2, 3 de dimensioén 2, que resultan ser una cubierta abierta de Xy, por la
proposicién (1.20), tenemos pues:

K[So'l] ~ K[Z/hyz] por lo tanto U,, = A2
K[S,,] = K[yfl,yzyfl] por lo tanto U, = A2
K[So;] =~ K[yg_l,?hy{?] por lo tanto U,, = A2,

Tomando coordenadas homogéneas [zg, 71, T2] € P2, entonces identificando con las coor-
denadas de las variedades afines:

T1 x2
Y1 ——> — y Y2 ——> —,
Zo Zo

entonces tenemos que:

Uy, = D(z0) = P? — V(z0)
Uy, = D(z1) = P2 — V(z1)

Uyy = D(22) = P? — V(x3),

finalmente se tiene que Xy, ~ P2,
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01

02

g3

Figura 1.29: Abanico asociado a P2

Ejemplo 1.30. Sea X el siguiente abanico en R? de la figura (1.30). Aqui los rayos (conos
de dimensién 1) estdn determinados por los elementos canénicos de la base de R?, digamos
e1, e2 y los denotamos como:

o1 = pos{ei } o9 = pos{es},

aqui 0_1 = —01 y 0_2 = —02. Los conos de dimensién 2, los escribimos como ¢; ; para
1 ==*1yj = +£2, més atin, notemos que:

i, = 0; X 0j

para toda 4, j. Como los rayos son generados por los elementos de la base de Z?, los conos
duales son generados por los de la base dual, lo que implica que:

a;fj ~ o0, x a;/
para toda i, j. Lo que implica que Sy, , = S5, X S, asi
K[Ss, ,] = K[Ss, x S5,] = K[Ss,] ®x K[Ss,],
donde el segundo isomorfismo estd dado en los generadores por:
0 :K[Sy, x S5,] — K[Ss,] @k K[S,,]
A(si,85) V> (Asi) @ sy,
cuya inversaes ! : (\;s;) @ (\;s;). Hemos probado asi

K[Ugi,j] ~ K[Ugi] ®K K[UUj] ~ K[Uo'i XK Uffj]'

Por lo tanto U, ; = Uy, X Uy, parat = £1y j = +2. Entonces si consideramos los ejes
coordenados de R? como abanicos en R, entonces por el ejemplo (1.28) entonces tenemos
que cada variedad térica Uy, 0 U,; es homeomorfa a un cubriente afin de P!, por lo tanto:

Us,, = D(y;) x D(z;) C P! x P'.

Luego X5 ~ P! x P!,



1.3. ORBITAS Y CONOS 17

Figura 1.30: Abanico asociado a P! xx P!

Definicion 1.31. Sea P un politopo reticular en Mg. Se dice que
Xp = XEP

es la variedad torica asociada al politopo P.

1.3. Orbitas y conos

Hemos construido en la seccidn (1.2) variedades toricas afines o algebraicas, sin em-
bargo aparte de las propiedades geométricas que podemos tener de estos objetos algebrai-
cos tenemos una accion que ejerce el toro algebraico sobre cada pieza afin que conforma
nuestra variedad algebraica. La accidn sobre un conjunto induce una particién en él mismo,
por lo que una pregunta muy valida en este momento es: ; como se comporta esta particion
sobre la variedad térica Xx?, cada pedazo de esta particion la llamamos drbita o para ser
mds precisos T-orbita la cual se define de la siguiente forma, para p € X, la T'-6rbita de
p es el conjunto

orbr(p) =T -p={t-p|paratodat € T}.

Notemos, que de acuerdo a como construimos la accién del toro 7" sobre Xy, tenemos que
p € U, para algin o € 3, lo que implica que 6rbr(p) C U, .

Ahora, notemos que tenemos un orden en el conjunto de conos ¢ de un abanico ¥, de
la siguiente manera, dados o, 7 € 3, decimos que 7 es mds chico que o siy s6losi 7 < ¢
(7 es cara de o), notemos que este orden es parcial, pues:

(1) Es reflexivo, pues cada cono o es cara de si mismo, por lo tanto o < 0.
(i1) Es antisimétrico, pues si 7 < oy o < 7, en particular sucede T C ocyo C 7lo
que implica que o = 7.
(iii) Es transitivo, pues si 7 < oy o < v se tiene que 7 < y pues la cara de una cara
de o es carade o.
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Hemos ordenado asi los conos o de un abanico X, por lo tanto dado un punto p € Xy,
existe un cono minimo ¢ € X (bajo el orden <) tal que p € U,,, en efecto dado p € Xy, se
tiene que existe una familia finita {U,, }ic; C {Us }oex tal que p € U, paratodai € I,
entonces definiendo o’ = (,.; 0; € ¥ se tiene p € Uys y o’ es el cono minimo tal que
p € U,/ . Por la naturaleza de la accién del toro T, tenemos que 6rbr(p) C U, y por lo
tanto la T'-6rbita es un conjunto algebraico afin.

Teorema 1.32. Sea X la variedad torica asociada al abanico ¥. Entonces hay una co-
rrespondencia biyectiva entre los conjuntos:

{T-6rbitas de X5} «— {conos de X} .

DEMOSTRACION. Sea 6rbr(p) una T-6rbita de X, entonces existe un cono minimo
o € Y tal que p € U,. Reciprocamente sea ¢ € 3, construyamos su variedad térica afin
U, € Al y definamos r el entero méaximo tal que 1 < r < ¢y tal que:

T
Us C () D(yiy),
j=1
donde D(y; ;) es el abierto distinguido asociado a la proyeccién y; ;. Como permutar las
coordenadas es una funcién biregular, podemos renumerar si es necesario y suponer que:

Uy, C () D(y)).

j=1
Por lo tanto si p = (p1,...,pt) € U, se tiene que p; # 0 parai = 1,...,r, definamos:
U ={peU,|p;j=0 paraj >r+1} C U,,

claramente para cualesquiera p, p’ € i1, se tiene que 6rbr(p) = érbp(p’) y nuestra afirma-
cién es que o es el cono minimo tal que p € U, para todo p € &, y mds atn, son todos los
puntos tales que o es el cono minimo. En efecto, sea 7 < o, entonces por la proposicién
(1.20) se tiene que U, es abierto distinguido de U, y ademads:

U, ~ U, ND(y;) para algun 1,

pero por hipétesis, las primeras r-coordenadas de todos los puntos de U, son no nulas y
como la contencién es propia (pues 7 es cara propia de o) se tiene ¢ > r + 1. Por lo tanto
si p € U, entonces p € U, — U, paratoda 7 < o, lo que implica que para todo p € &,
se tiene o es el cono minimo tal que p € U,, para probar que son todos, supongamos que
p € Uy —4, entonces por definicion se tiene que p; # 0 para algin j > r+1y por lo tanto
p € U, N D(y;), pero estos puntos son aquellos que son raices de aquellos polinomios

6.
i *yflmyj” eyl

donde «;,3; € Z pues la j-ésima coordenada no es nula. Aqui el semigrupo abeliano
S, es generado por aq, ..., a, por lo tanto, el semigrupo abeliano finitamente generado
asociado a este conjunto es:

S":=So + Z>o(—a;)
y claramente si definimos 7 := o N{a; } 1a cual es una cara propia de o (es propia porque
a; # 0y es generador) entonces se tiene que p € U, y 7 < 0. (]

Hemos probado pues, que por cada cono o en el abanico X le corresponde una tnica
T-6rbita y que los elementos que pertenecen a esta Orbita son aquellos para los cuales
o es el cono minimo para que estos puntos pertenezcan al pedazo afin U,,. Para facilitar
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la notacion de las 6rbitas y hacer palpable la biyeccién mostrada en el teorema (1.32)
definiremos las érbitas en términos del cono que le corresponden.

Definicion 1.33. Sea X un abanico en Vg y sea Xy su variedad térica asociada. Definimos
la drbita asociada al cono o € ¥ como:

6rb(o) := 6rbr(p) donde o es el cono minimo tal que p € U,.

Hemos agrupado los puntos de X en pedazos, los cuales corresponden a las 6rbitas
generadas a partir de la accién del toro algebraico. De estas, tenemos un nimero finito
por el teorema (1.32) y en la prueba del mismo se tiene que dado o € X se considera el
subconjunto 4, C U, el cual consiste en tomar todos los puntos que compartan el maximo
de coordenadas no nulas y luego el resto que si lo sean. Probamos pues que o es el cono
minimo para todos los puntos de i, y ademads, que son todos los puntos de Xy tal que o
es cono minimo, asi definimos la drbita asociada al cono o y la denotamos como 6rb(c),
sin embargo no es dificil ver que:

6rb(o) = i,

y por la naturaleza de los conjuntos &, las T-6rbitas consisten en hacer el producto de
toros algebraicos de alguna dimensién con un origen con una dimensién adecuada.

Ejemplo 1.34. Veamos algunos casos muy especiales, sea ¢ € Yy sea U, C Al su

respectiva variedad torica affn. Supongamos primero que el origen 0 = (0,...,0) € A’
estd en U, entonces U, ¢ D(y;) para toda i, lo que implica que r = 0 y por lo tanto
6rb(c) = 0.

En cambio si 7 = n, se tiene U, C (;_, D(y;) = T, lo que implica que U, = T, es
decir 0 = 0y como el cono cero, es el minimo de 3, se tiene que si p € T, entonces
6rbr(p) =T = 6rb(0).

No olvidemos que la accién del toro 7" sobre Xy estd inducida por la accién de T’
sobre cada pedazo afin U,, por lo que cada variedad térica afin U, es unién disjunta de
estas T-6rbitas, veremos en el siguiente resultado como son drbitas respecto en que pedazo
afin se encuentran.

Teorema 1.35. Sea Xy, una variedad torica asociada al abanico ¥ en Nr y sea o € X.

Entonces:
Uy = | J orb(r).

<o
DEMOSTRACION. Por la proposicién (1.20) se tiene que si 7 < o entonces U, es
abierto distinguido de U, y como 6rb(7) C U, se tiene:
| érb(r) € U,
<o
Reciprocamente sea p € U,, entonces por el teorema (1.32) se tiene que existe 7 un cono
minimo tal que p € U y por definicién:

6rbr(p) = 6rb(7),

pero p € Uy, y por definicién de abanico o N 7 es cara de o y de 7, como T es cono
minimo se tiene que 7 = ¢ N 7 y por lo tanto, 7 < ¢, lo que implica que:

Us C | 6rb(7).

T<o
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Ejemplo 1.36. Consideremos el siguiente abanico, que consta de un cono ¢ y sus caras:

T2

0 1
Figura 1.36: Abanico que consta de un cono o y sus caras

De la figura (1.36),podemos suponer que todos los conos son generados por los elementos
de 1a base canénica de Z2. Construyendo las correspondientes variedades téricas afines:

U, =A% U, =KxgK*, U,=K"xgK, Up=T=(K")>
ademds, por el teorema (1.35) se tiene:
U, = 6rb(o) U 6rb(71) U 6rb(72) U 6rb(0),
y por el ejemplo (1.34) se tiene:
6rb(o) = (0,0) y 6rb(0) =T,

y como:

U, C D(y2) tenemos 6rb(ry) =0 xg K*

U,, C D(y1) tenemos 6rb(me) = K* xk 0.
Por lo que la descomposicién de U, como unién de las T-6rbitas es clara.

En este ejemplo, se da un hecho curioso a pesar de que ¢ es un cono “mds grande” su

orbita es un solo punto, mientras que los conos “mas chicos” tienen 6rbitas muchos mas
grandes, esto nos lleva a sospechar que la biyecciéon mostrada en el teorema (1.32) invierte

los “tamafios” de los conos con los “tamafios” de sus Orbitas asociadas, para probar este
hecho, a continuacién esta pequefia observacion.

Observacion 1.37. Sean o, 7 conos poliédricos racionales fuertemente convexos tales que
7 < o, entonces por la proposicién (1.20) se tiene que U, ~ U, N D(y;) para algtn
1 < j <'t. Por lo tanto si r, es el maximo entero tal que 0 < r, < ty tal que:

i=1

y andlogamente 7, el entero mdximo para la variedad U, , aqui

6) Us € () D(ws)-
i=1
Entonces:

To

@) U ~ Uy, N D(y;) (| D(yi) N D(y;).

i=1
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Observemos que si la j-ésima coordenada fuera alguna de las coordenadas de la condicién
(6) se tendrian en (7), r,, intersectandos, en caso contrario se tienen r, + 1 intersectandos,
y como 7, es el maximo para U, se tienen en ambos casos que 7, < .. Por lo tanto,
tenemos:

6b(o) = (K*) xg0x---x0
——
t—rs—veces
orb = (K*)" xg0x---x0,
6rb(7) (K*)™ xk

t—r,—veces

y como r, < r., tenemos una relacién inversa. i.e. si 7 < o entonces 6rb(7) es mas
13 9 2 M M
grande” que la 6rbita asociada a o.

Hemos construido nuevos conjuntos algebraicos en Xy (las T-6rbitas) tales que son
una particién de toda la variedad algebraica, sin embargo al tener un espacio topoldgico
tenemos abiertos y cerrados, mds atin vimos que la 6rbita asociada al cono 0 es el toro alge-
braico lo que implica que 6rb(0) es un abierto de X5, sin embargo no se ve razonable que
el resto de las drbitas sean abiertos pues la irreducibilidad de Xy, implicarfa la interseccién
no vacia de todas ellas, lo cual de antemano sabemos que es imposible, veamos entonces
si son cerradas, tomando algin cono 7 € X, por el teorema (1.32) le corresponde una 7'-
6rbita 6rb(7) la cual es un subconjunto algebraico, considerando su cerradura algebraica
en la topologia de Zariski y la denotamos como:

V(7) := 6rb(r).

Esta cerradura, como cualquier conjunto en Xy es uniéon de las mismas 7-6rbitas (pues
hay un nimero finito de drbitas), de hecho si 7 = 0, se tiene

V(r)= | érb(o) = X.
oeX

Probaremos mas adelante que estas cerraduras son variedades téricas asi como la relacion
que existe entre aquellas 6rbitas que pertenecen a una cerradura de acuerdo al orden parcial
que definimos anteriormente, para ello dado 7 € X consideremos V.- la subreticula de N
generada por 7 N N y el cociente N(7) := N/N..

Lema 1.38. Sea X un abanico en Ny y sea 7 € Y. Entonces el apareamiento candnico:
(,):NxM—Z
induce el apareamiento perfecto:
(,):N(T)x1ttnM —2Z,
DEMOSTRACION. Consideremos el apareamiento:
(,):N(T)x1ttnM —1Z
y veamos que es perfecto. Sea n € N(7) y supongamos que (n,m) = 0 para todo
m € 75N M como (1) = 7 tenemos que n € 7N N, es decir n = 0 en N(7).
Reciprocamente sea m € 7 N M y supongamos que (n,m) = 0 para toda n € N(7),

ahora m se anula en 7 N N pues m € 7 N M y también se anula fuera de 7 N N por
hipétesis, por lo tanto m = 0. Lo que implica que el apareamiento es perfecto. U

Extendiendo a los R-espacios vectoriales, digamos N(7)r := Ngr/R7 y el espacio
ortogonal 7+, hemos probado que N (7)g es espacio dual de 7. Por otro lado, sea 0 =
pos{z1,...,2,} € X un cono poliédrico racional fuertemente convexo tal que 7 < o,
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entonces consideremos la suma de Minkoswki o + R7 también es un cono poliédrico
racional convexo pues

o+ Rr =pos{z; + R7,...,z, + R7}

donde x; + R denota la suma de Minkoswki del generador z; con los generadores de R7.
Ahora, si consideramos el morfismo cociente de espacios vectoriales:

p:NR—>N(T)]R,

denotamos a @ = ¢ + R7/R7 como la imagen del cono o + R7; notemos que por la
proposicion (A.31), se tiene el conjunto

(c+Rr)Y =c"NnRr) =¥ N7t

es una cara del cono oV C My, ver [1] proposicién 1.2.10, por lo tanto (¢ + R7)Y es un
cono poliédrico racional en R7 y como probamos que el espacio 7+ es dual de N (7)g se
tiene que el cono dual de (o + R7)Y es

g =0+R7/Rr

el cual es un cono poliédrico racional. La convexidad fuerte se sigue de que si o es fuerte-
mente convexo, entonces (o + R7) N (—o + R7) = R7 lo que implica que 7 N —7 = 0.
Definimos pues, el siguiente conjunto de conos poliédricos racionales fuertemente conve-
xosen N(T)g :

Star(7) := {g C N(7)r|T < o en X}

Proposicion 1.39. Sea ¥ un abanico en Ny y sea 7 € . Entonces Star(7) es un abanico
en N(T)g.

DEMOSTRACION. Sea g7 € Star(7) y suponga que o3 < o7, (vamos a probar que
T3 € Star(7)) entonces se tiene:

gz =01 N{xe}t  con zg €T’

Notemos (o7 + R7)Y = oY N (R7)Y = o1 N 71, como 71 es el espacio dual de N (7)g,
entonces para (o1 + R7)Y su dual es 77, lo que implica que:

UTV =01 Nnrt.

Entonces:

72:7m{x0}¢ (0’1 —l—RT/RT) ﬂ{yﬁo}l
= oy N{xo}t +R7/Rr,

definiendo o9 := o1 N {wg}* y como xy € oY N7+ se tiene que o5 < o1 y por lo tanto
o2 € 3. Como 7 < 0 se tiene que 7 = o1 N {yo}* con yy € o). Haciendo:

oo N{yo}t = o1 N{ze} N{ye}" = 7n{z}"

lo que implica que 73 € Star(7).
Abhora, si 77,03 € Star(7), entonces:

o1 No3 =01 No2+ R7/RT

y como o1 Moy es carade oy y de oy por que X es un abanico, entonces por la parte anterior
1 N3 es cara de o7 y de o3. Luego Star(7) es un abanico en N (7). O
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Construyamos la variedad térica algebraica asociada al abanico Star(7) :
XStar(T) = U Uz
oEStar(T)

junto con el toro algebraico 7, = (K*)"~* donde dim7 = k y notemos que para cada
pedazo afin Uz = V(J5) se tiene por construccion:

K[S?] ~ K[yla v ays]/JFa
donde por definicién se tiene:
Sy = @'n(rtnM)

= (c+R)VN(rtnM)

= o'NnMrt=8,nrt.
Por el lema de Gordan (A.44) supongamos que Sy estd generado por {by,...,bs} y S,
estd generado por {b1,...,bs,as11,...,0a:}. Mds atn, como 7 < o, entonces 7 = o N
{aco}L con xg € S, y como zy € Tt podemos suponer que xg = by. Por otro lado, te-

nemos el morfismo inyectivo entre las K-dlgebras de semigrupo, inducido por la inclusién
Sz C S,. Consideremos el siguiente diagrama:

K[S5] 7> KIS,

o

K[Uﬁ] K[UU] ’

aqui las flechas verticales son los isomorfismos del dlgebra de semigrupo al anillo de
coordenadas. Tomando la composicién de estos morfismos y abusando de la notacion,
tenemos el morfismo inyectivo entre los anillos de coordenadas:

K[Uz] "> K[U,],
el cual induce un morfismo de variedades afines suprayectivo tal que f} = i,, dado por:
fo: U — Us
p o (o@)®) - i0(Ys)(P)),

donde las 7; son los generadores de K[Uz], lo cuales los mandamos a los generadores de
K[S7], los cuales, son los primeros s generadores de K[S,], entonces i, (7;) es el i-ésimo
generador de K[U,]. Por lo tanto, si p = (p1,. .., pt), se tiene que:

fO'(p) = (pla"'aps)

i.e. f, es la proyeccion de las primeras s-coordenadas. Restringiendo el dominio de f,,
tenemos claramente un isomorfismo:
t

fU:UUﬁ( N V(yi)) — Us

1=s+1
(p1y---30s,0,...,0) —  (p1,...,Ds)-
Y nuestra afirmacién es que:
t

U st =00 ( ) viw)):

T<~v<o i=s+1
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En efecto, recordemos que 7 < o, entonces por la proposicion (A.43) se tiene:
S, =5, + Zzo(fl’g).
Recordemos que tenemos también los generadores b; de Sz, donde b; € S, N7+, como
71 M M es un grupo abeliano, se tiene que —b; € 72 N M C S; y como también n
xo = by, podemos suponer que S, estd generado por {£by,...,+bs,as41,...,a:}, por
lo tanto tenemos el morfismo inyectivo:
Uu, — U,
(pl)"'7pt7pt+17"'7ps) '_> (p17"'7pt)7
donde p; = psay # Oparai = 1,...,s. Porlotanto U, = U, N (ﬂle D(gﬁ-))7 lo que
implica que s es el entero médximo tal que 0 < s < ¢y tal que U, C (;_; D(y;), por lo
tanto:
orb(7) = (K*)* xg 0 x --- x 0.
(1) = (K*)* xg

t—s—veces

Claramente 6rb(7) C U, N (ﬂ:zs 41 V(yl-)), mas atin, si 7 < -, entonces por la observa-
cién (1.37) se tiene:
6rb(v) = (K*)* F xg 0 x -+ x 0.
(v) = (K*) K
t—s+k—wveces

y por lo tanto:
t

U o cvon( ) viw).
T<y<o i=s+1

Reciprocamente, si p € U, N (ﬂj:s-u V(yi)>, entonces p = (p1,...,Ps,0...,0); si

p; # 0 para toda 7, se tiene que p € 6rb(7), en caso contrario, supongamos sin pérdida de
generalidad supongamos que:
p=(p1,---,pr,0...,0)
donde r < s, entonces considerando su respectiva oOrbita y por el teorema (1.32) existe
v € X tal que:
6rbr(p) = 6rb(y).
Como p € U,, se tiene que 6rb(y) C U, y por el teorema (1.35) se tiene que v < o. Resta

probar 7 < -y, para ello como U, ~ U, N D(y;) para algiin j y por definicién r es el entero
maximo tal que 0 < r < ¢y tal que:

r
U’y C ﬂ D (yz)
i=1
y como r es el maximo, se tiene que 1 < 5 < r. Luego, tenemos:

v, U0 ( ﬂ D)) = Usn D)0 () D)
i=1 i#j

v (D)) €U,

i#]

Q

por lo tanto:
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luego 6rb(7) C U, y por el teorema (1.35) se tiene que 7 < +. Por lo tanto
¢

Ugm( N V(yi)) c | 6y

i=s+1 T<v<o
Hemos probado, que para todo & € Star(7) se tiene el isomorfismo:
for |J orb(y) — Us,
T<y<o

una consecuencia inmediata es 6rb(7) = Uz = T el cual es el toro que actia en la variedad
algebraica Xg¢ar (7). Solo falta probar que la familia de funciones {fs},<, se “pegan”
bien, tomemos pues 7,7 € Star(7), tales que § < & y probamos en la proposicién (1.39)
se tiene que 7 < v < ¢ en X, por otro lado, por la proposicién (A.43) tenemos:

SW = SF+ZZO(*TO) Ty € Sz

S"/ = S, + Zzo(—l‘o) To € S,
donde v = o N {2}, entonces también ocurre xy € v, por lo tanto:

ro €S, eyt C S, Nt =85,

suponiendo que Sz es generado por {by,...,bs} podemos suponer que zg = b; = Ty
y por lo tanto S, es generado por {b1,...,bs,ast1,...,a;}. Entonces considerando el
diagrama conmutativo:
UWCL U,
fwl lfa
UVC? Us,

y queremos probar que fo |, = f,. Notemos que U, ~ U, N D(ys), seap € U, entonces
p=(p1,---yDsy---,Pt), porlo tanto f,(p) = (p1,...,ps) como ps == 0, por lo tanto
fU(p) S Uﬁﬂ D(ys) ~ UV' Luego fo'UW = f’y~
Por lo tanto, si @,7 € Star(7), se prueba en la proposicién (1.39) que yN7 < 7,7,

mas atn se puede ver que ¥y & = 7 N o, y por lo que vimos anteriormente:

fU‘U'yﬁo‘ = f’yﬁo’ = f’Y|U'yﬁa7
entonces por el ejemplo 2.11 de [13] se tiene que existe un morfismo regular de variedades

f : U Uy — XStar(‘r)a
<o

y tal que:

I U orb(0) — Xstar(r)

T7<o

es isomorfismo.
Teorema 1.40. Sea X un abanico en Ny y sea T € X. Entonces:
Xstar(r) = V(7).
DEMOSTRACION. Hemos probado que:

XStar(‘r) ~ U érb(a),

<o
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notemos que el cono cero 0 € Star(7) corresponde a 7 € 3, ademds
Sg=S8, N7,
y por lo tanto, tenemos el isomorfismo:
frioh(r) CU, — Uy =T,

i.e. 6rb(7) ~ T. Luego:

V(r) =

O

rb(T) ~ TT = XStar(T)-

1.4. Propiedades locales de las variedades toricas

Como cualquier variedad en geometria algebraica, es posible decir mucho mds de las
variedades toricas asociadas a abanicos ademds de la normalidad y la accién del toro en
la misma que por definicién se requiere, la nocién de dimensidn asi como la presencia o
ausencia de singularidades por supuesto que no la podemos excluir, més atin, un concepto
que no es tan comtn en geometria algebraica como la “compacidad” la cual es reemplazada
por la completez. A continuacién veremos que existe una relacién entre algunas cualidades
de los abanicos e informacidn local de sus variedades tdricas asociadas.

1.4.1. Dimension

Una propiedad muy importante de las variedades es su dimension, la cual nos da infor-
macién muy relevante a manera local, curiosamente la dimension de todas las variedades
asociadas al mismo abanico es invariante a pesar de que pueden vivir en espacios afines de
distinta dimension.

Lema 1.41. Sea U, una variedad asociada a un cono poliédrico racional fuertemente
convexo o C Ng. Entonces:
dimU, = n,

donde n es el rango de la reticula N.

DEMOSTRACION. Tenemos que dim7T = n y T es un abierto denso en U,, por lo
tanto:

dimU, =dimT = dimT = n.
(]

Corolario 1.42. Sea ¥ un abanico en una reticula N de rango n. Entonces la variedad
torica X tiene dimension n.

DEMOSTRACION. Sea o € X arbitrario, entonces U, es denso en Xy, por el lema
(1.24) y por el lema (1.41) se tiene:
dim X5, = dim U, = dim U, = n.
d
También podemos calcular, la dimensioén de las T-6rbitas asociadas a los conos po-
liédricos.

Corolario 1.43. Sea T un cono poliédrico fuertemente convexo en Ny tal que dim T = k.
Entonces:
dim 6rb(1) = n — k.
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DEMOSTRACION. Del teorema (1.40) se sigue que:

dim 6rb(7) =dim V(r) =dim T, = n — k.

1.4.2. Lisidad

Como en el cédlculo la presencia de singularidades presenta problemas pues por lo
general siempre queremos funciones o superficies lisas pues es mas facil trabajar en ellas,
a pesar de que la presencia de singularidades es “pequefia” es una variedad algebraica es
dificil trabajar con singularidades, por lo que es posible pedir una caracteristica al abanico
del cual partimos para asegurar que nuestra variedad tdrica es libre de singularidades, para
ello definimos el siguiente tipo de cono poliédrico.

Definicion 1.44. Sea NN una reticula y sea o un cono poliédrico racional fuertemente con-
vexo en Vg, se dice que o es un cono poliédrico no singular si es generado por un subcon-
junto de alguna base de V.

Teorema 1.45. Sea > un abanico en Ny. Entonces la variedad torica algebraica Xs; es
no singular si 'y sélo si para todo o € ¥ es un cono poliédrico no singular.

DEMOSTRACION. Como la no singularidad es una propiedad local, sin pérdida de
generalidad supongamos que la variedad térica es U, .

Supongamos que U, es no singular y sin pérdida de generalidad supongamos que
dim o = n; en efecto si N, es la subreticula generada por o N N y andlogamente como
en el lema (1.38) tenemos que Homy(N,, M) ~ M(o) := M/M,, donde M, es la
subreticula generada por o N M. Aqui M (0)r = Mg/o~, entonces bajo el morfismo
cociente de espacios:

MR — M(O’)R,
definimos o* como la imagen de ¢V, el cual es el cono dual de o en N(o)r = Ro. Por
otro lado, el subespacio vectorial o= (de dimensién finita), por el 4lgebra lineal sabemos
que es sumando directo de Mg, restringiendo a las reticulas se tiene que M, es sumando
directo de M y por lo tanto la siguiente sucesion exacta corta de Z-modulos:

0—=o-NMe M- M(c)—0,
se escinde, lo que implica que:
®) M= (ctnM)e M

donde M’ ~ M(o) y como o* es un cono racional en M (o)g se tiene entonces que
sus generadores estdn en M (o) y por lo tanto podemos escoger my,...,m, € M’ de
tal manera que sus imdgenes generen a o* N M (o). Definiendo el semigrupo abeliano S’
generado por el conjunto {my, ..., m,} y al intersectar (8) con ¢, entonces tenemos:

c'NM=(tnM)xs"'nM
y como ¥ N M’ ~ o* N M(o), se tiene finalmente:
S, ~ (et N M) x S+,
por lo tanto:

K[Ss] ~ K[(o" N M) x S(pryv] = Kot N M] @k K[S(p)v].
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Notemos primero que o N M es un grupo finitamente generado, como dimo* = n —

dimo = n — k, escojamos n — k generadores de o~ N M, y por lo tanto como en el toro
algebraico:
Kot N M] = K[y, y1 - Ynotes Yoop s
y por lo tanto su conjunto algebraico asociado es (K*)"~*, lo que implica que:
Uy = (K*)" ™% xg Ugnyv,
aqui U(s+)v es no singular si U, es no singular, ademds como o es el dual de o* se tiene:
dim(¢*)Y = dimo = dim N,.

Por lo tanto podemos suponer dimo = n, entonces o + (—o) = N, entonces por la
proposicién (A.31) se tiene:

ot =0 n(=0v)={0},

lo que implica que S, N (—S,) = {0}. Tomemos un sistema minimo de generadores
{a1,...,a;} de S,, entonces si tenemos 22:1 ~v;a; = 0 con ~y; € Z se tiene ; = 0 para
toda ¢, lo que implica que o; = 3; condicién (}) del ejemplo (1.18), por lo tanto en el
cociente:

K[SU} ~ K[Z/h v 7yt}/']0'7

se tiene que el ideal J, = 0 € K[y, .., ¥, lo que implica que U, = A’, luego 0 =
0,...,0) € U,. Definamos I = (y1,...,y:) € Ky, ...,y el ideal méximo el cual
consiste en todos los polinomios que se anulan en 0, por teorema de los ceros de Hilbert
se sigue que J, C [ y por lo tanto:

9)?0 = J/I

es ideal maximo en K[S,| ~ K[U,]. Como U, no tiene singularidad en 0, entonces el
cotangente de Zariski:

Mo /(Mo)?

es un K-espacio vectorial de dimensién n. Como K[S,;] es estable bajo la accién de T por
el ejemplo (1.9), entonces por el lema (1.8) se tiene:

K[So]= P K-o™

wm, Esg

por lo tanto los caracteres ¢ € S, para m # 0 son generadores de 9y C K[U,] lo
que implica que los productos Pt — g ym” son generadores de 2. Por lo tan-
to existen my,...,m, € Z" no cero tales que ¥™',... ¥ son generadores de I,
y por el lema de Nakayama, sus clases laterales son K-base de del cotangente de Zaris-
ki Mo/ (9M0)?, lo que implica que estos my, ..., m, € Z" no pueden ser suma de dos
elementos no cero de Z", pues si no fuera cierto, para algtin ¢ se tiene:

wmi :'l/Jm +m :,l/)m Q/Jm c mg’

luego ¥™¢ es nulo en el cotangente de Zariski, lo que contradice que es generador. Vamos
a probar que estos m; son generadores de Z™; consideremos la siguiente Z-combinacién
lineal:

) 0= Zaimi paraa; € Z

=1
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donde «; # 0 para alglin ¢ y ademds que es la combinacién lineal mas pequeiia, es decir

tiene un nimero minimo de enteros «; # 0. Supongamos sin pérdida de generalidad que
ay # 0, entonces sumando a la ecuacion (9) el elemento mq, tenemos:

n n
mi = Za,mt + my = (051 —+ 1)m1 —+ Zaimi
=1

i=2
Tenemos dos casos, a; # —1y a3 = —1, en ambos se contradice el hecho que m4 no se
puede escribir como suma de elementos no cero de Z™. Por lo tanto {my,...,m,} C Z"

son linealmente independientes , lo que implica que son base de Z", luego

{™, ™Y C S,

son base de M. Tomando los duales se tiene que {(¢)™*)V, ..., (1»™)V} son generadores
de o y como son linealmente independientes son base de N. Luego ¢ es no singular.
Reciprocamente, supongamos que o es no singular, entonces sea {ey,- - ,e,} una
base de N ysea{eY,--- e, } base dual de M. Si suponemos para s < n que {e1,--- ,es}
son generadores de o, entonces tenemos:
So=(ey,....e], kel 1,....,Ee)),

y por lo tanto
Us, ={(p1,---,pn) €K| p; #0paratodas+1 < j <n}=K°* x (K*)"?,

mediante
ur— (u(ey),...,ule))) € K",

lo que implica que U, es no singular. O

Ejemplo 1.46. Las variedades téricas de los ejemplos (1.28), (1.29) y (1.30) son no sin-
gulares.

Ejemplo 1.47. Sea N la reticula del ejemplo (1.3) y supongamos que tiene rango 2 y
sea o un cono poliédrico racional fuertemente convexo en /N de dimensién 2. Definamos
el abanico ¥ = {0 y sus caras}, por lo tanto X5 = U, = AZ. Pero por el corolario
4.37 en [13] se tiene que el conjunto de puntos singulares de U, tiene codimensién > 2,
lo que implica que el conjunto de puntos singulares de U, tiene dimensién 0, es decir
consiste en un conjunto finito de puntos. Por otro lado, sea p € U, y definamos el conjunto
multiplicativo S := K[U,| — 90, entonces tenemos:

Ouv, » = S™'K[U,],

y como
K[Us] = K[S,] = @ Ky™,
dJmESa
tenemos
Ou,p ~ (N7 0) # 0},

si consideramos ¢ € T, entonces tenemos que ™2 (tp) = ™2 (¢)1"2(p) y por lo tanto
Y™ (tp) # 0 siy sélo si p™2(p) # 0, lo que implica que Oy, , = Oy, p para toda
t € T. Por lo tanto si p € X es una singularidad, se tiene que por el teorema 4.33 de [13]
el anillo Oy, , = Oy, 1, no es DFU para toda t € T lo que implica que 6rby(p) consta
de puntos singulares, pero por el teorema (1.32) se tiene 6rbr(p) = 6rb(7) para 7 € 3,
pero dim 6rb(7) = 2 — dim 7 = 0, por lo tanto 7 = 0. Luego p = (0,0) € A%y por lo
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tanto el origen podria ser el tinico punto singular de X, si los generadores de o forman
parte de una base de NV, entonces el teorema (1.45) implica que p es no singular.

Hemos probado asi que la singularidad de una variedad térica X5, depende entera-
mente de la singularidad del abanico ¥ en Ny, por lo que si queremos eliminar las singula-
ridades, es decir, hacer dilataciones en los puntos singulares de X, basta con transformar
el abanico ¥ en un abanico Y’ tal que el nuevo abanico sea no singular en Ng. Para ello,
lo que podemos hacer es insertar o quitar rayos para formar otros nuevos conos y pidiendo
que estos nuevos conos, sean no singulares.

Definicion 1.48. Sean los abanicos X, ¥’ en Ng, decimos que el abanico ¥/ refinaa X
si cada cono de ¥/ estd contenido en un cono de ¥ y |X| = |X’|. Aqui cada cono de X es
unién de conos de X'.

Definicion 1.49. Sean los abanicos X en la reticula N y X/ en la reticula N’. Decimos que
la funcién

p: Y — 3

es un morfismo de abanicos si es un homomorfismo Z-lineal entre las reticulas, ¢ : N —
N, con extensién escalar ¢ : N — Ng, que satisface la siguiente propiedad: para todo
cono o’ € ¥/ existe un cono o € X, tal que p(o’) C 0.

Ejemplo 1.50. Sean los abanicos X, ¥’ en una reticula N y tales que X’ sea un refina-
miento de X3, entonces tenemos un morfismo de abanicos natural,

i:Y —%

dada a partir del morfismo identidad ¢ : N — N con su extension a los R-espacios
vectoriales ¢ : Ng — Ng. Notemos que para o’ € X'y o € X se cumple i(0') =0’ C o
por definicién de refinamiento.

Teorema 1.51. Sean los abanicos X en la reticula N y X! en la reticula N'. Entonces un
morfismo de abanicos

p: Y — 3
induce un morfismo entre las variedades torica asociadas a los abanicos
st Xy — Xy,

el cual es compatible con la accion de los toros, es decir, el diagrama conmuta:

P X"
TXKXZ =7 XKXE/ .

L

XE XZ’

DEMOSTRACION. Una funcién Z-lineal ¢ : N’ — N induce una funcién dual
oY : M — M’, con extension ¢¥ : Mg — M. Por otro lado tenemos por hipétesis
que p(0’) C oparac’ € X'y o € X, lo que implica que

©’(c”) C (o),
por lo tanto se tiene que
©Y(S,) C SL.
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Extendiendo de manera lineal a las K-dlgebras de semigrupos, se tiene un morfismo de
K-algebras:
oV K[Sy] — K[S.]
Z Aisi —> Z XY (si),
i i
pero las algebras de semigrupos son anillos de coordenadas por la irreducibilidad de las
variedades toricas afines, es decir tenemos un morfismo entre los anillos:
¢ K[Uy] — K[U,],
y por lo tanto tenemos un tnico morfismo de variedades afines
Oy : U, — U,
tal que (.)* = ¢". Aqui para p € U,, tenemos que:
pe(p) = (" @)D): -, 9" [T (D)),

donde 7; = y; + (I)(U,) € K[U,]. Por otro lado, como ¢ es un homomorfismo Z-lineal,
por lo tanto considerando el cono cero Oy, del abanico ¥ y andlogamente el cono Oy, se
tiene que ¢ (0x) = Oy, lo que implica que

<p*:T—>T',

finalmente como ¢ (7;) es un monomio ménico para toda j, se tiene que parat € T'y
p€eUs,

0 @)t p) = ¢ @) - " 7)),
por lo tanto el siguiente diagrama conmuta:

P Xp”
TX]K UGHT/ XKUU/ s

L

U, L U,

extendiendo los morfismo de manera global de manera anédloga a la accién del toro 7" sobre
toda la variedad algebraica Xy, tenemos que el siguiente diagrama conmuta:

P xp*
TXKXZ =7 XKXZ/ .

L

Xy ——— X5y
([l

Definicion 1.52. Sea X un abanico en Ng ~ R" y sea 0 = pos{z1,...,2,} un cono no
singular en 3, es decir {21, ..., 2, } esuna Z-base de N. Seaxg = x1 + -+, y seael
conjunto ¥’(o) que consta de todos los conos generados por subconjuntos de {zg, . ..,z }
que no contienen a {x1, ...,z }. Entonces observemos que:

X (o) = (2 \ o) U (X(0))

es un abanico en Ng y la llamamos la subdivision estrella de 3. a lo largo de o.
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Ejemplo 1.53. Sea o = pos{z1,...,2,} un cono poliédrico no singular en Ny y sea X el
abanico que consta de ¢ y todas sus caras. Si xg := x1 + - - - + =, por definicién se tiene:

X (o) = (Z\ o) U (Z'(0)),
el cual consta de todas las caras propias de o y todos los conos de la forma

T = pos{To, Ty, -, i, }
cont < n.

Una observacién inmediata es que X* (o) es un refinamiento de ¥, pues ambos abani-
cos son idénticos fuera de o y si 7 € X'(0) entonces por definicién 7 C o, y por lo tanto
se tiene el refinamiento referido. Por lo tanto, el teorema (1.51) afirma la existencia de un
morfismo entre las variedades.

Proposicion 1.54. Sea X un abanico en Ny y sea o = pos{x1, ..., T, } un cono poliédri-
co racional no singular. Entonces se tiene el morfismo regular

Ty : XE*(J) — X5,

que hace de X,y una dilatacion en el punto distinguido p (correspondiente a la drbita
asociada a o) en Xy.

DEMOSTRACION. Como Xy ¥*(o) son idénticos fuera de o, basta suponer sin pérdi-
da de generalidad que el abanico X consiste de ¢ y todas sus caras; y por lo tanto

Xy =U,=K"=A"

Bajo el teorema de correspondencia de Orbitas-conos (1.32) a ¢ le corresponde el punto
distinguido p = (0,...,0) € A™. Por otro lado, considerando el abanico ¥.*(o) y por lo
tanto su variedad térica asociada Xy (.. Por el teorema (1.35) tenemos que:

(10) Xy =U, = U U, U 6rb(o),

T<O

y como por el ejemplo (1.53), se tiene:

(11) Xeoy=JU-U |J Us

<o TEX*(0)

Por lo tanto X5, y X5+ (4 coinciden en los pedazos afines U, donde 7 es cara propia de o.
Solo nos queda 6rb(o) en X (el cual se colapsa a un solo punto: el origen) y en la variedad
X5+ (o), 1a unién de los pedazos Uz. Probaremos que para esta union existe una cubierta
abierta la cual serd homeomorfa a los abiertos distinguidos que cubren al proyectivo P!
y asi tenemos que X+ () es isomorfa a la dilatacién de X en p.

Considerando los conos poliédricos racionales 7; := pos{zo,Z1,...,Li,...,Tn} €
Y*(o) parai = 1,...,n, donde z; significa que omitimos el rayo x;. Entonces por la
proposicién (1.20), resulta ser que los abiertos afines Uz, para¢ = 1,...,n son cubierta
abierta de {Jz¢ 5 () U; recordemos que los generadores 1, ..., z, es Z-base de N pues
o es no singular, por lo tanto considerando la base dual zy, ..., z,, de M, entonces tene-
mos que el semigrupo Sz, es generado por {z},...,z), zy —x),...,x. — )}y porlo
tanto

K[Sz] ~ K[y, -, Yn, v19; - - Un¥i ],
y por lo tanto
Uﬂ = {(plv"'apiw"apn) |p2 #0} C A",



1.5. COMPLETEZ 33

Por otro lado, considerando {0} x P"~! ~ P"~! la cual es la dilatacién de A™ en el
origen, tiene la cubierta abierta dada por II; := {0} x D(y;), donde D(y;) := P! —
V(y;); por el homeomorfismo

A" — Pprt
(pla"' 7pn) — [pla"' 7pn]
lo que implica Uz, ~ 1I; para toda i.

Solo queda probar que el morfismo de variedades toricas 7, es el correspondiente al
de la dilatacion de p en Xy. Para ello recordemos que el morfismo

Ty : XZ*(U) — X5,
estd definido sobre los pedazos afines
'l:* . U,[/./ — Uq-

sii(7’) =7’ C 7, donde i es el morfismo de abanico inducido por la identidad. Por (10) y
(11) tenemos que Xy y Xx- (o) coinciden en los pedazos afines U, cuando 7 < o, por lo
tanto, si T < o

iy U, — Uy,
es la identidad. En efecto, para ¢ € U, se tiene i.(q) = g. Por otro lado, si consideramos

los conos 7 € ¥*(0), el Gnico cono de ¥ que contiene a T es o, entonces necesariamente
debe ocurrir:

iy : Uz — O6rbo C U,

y por lo tanto i.(q) = p. O

1.5. Completez

Similarmente con la separacién que es ser Hausdorff en geometria algebraica, la com-
pacidad que es muy importante y muy socorrida en el andlisis, no podemos aplicarla tal
cual a la geometria algebraica pues se trivializa totalmente, pues al ser una variedad tori-
ca (y de hecho cualquier variedad) esto implica que sea un espacio noetheriano el cual
es automdticamente compacto lo cual no provee de informacién adicional, sin embargo
podemos utilizar otro nocién sabiendo una caracterizacién de la compacidad el algunos
casos.

Definicion 1.55. Una variedad algebraica X se dice completa si es separada y para toda
variedad algebraica Y el morfismo proyeccion:

pry : X xg Y — Y,
es una funcién cerrada.

Como pas6 con la lisidad de las variedades téricas en la cual pudimos caracterizar esta
importante propiedad geométrica con una caracteristica de los conos, entonces trataremos
de hacer algo similar con la completez, para ello definamos una propiedad de los abanicos.

Definicion 1.56. Sea X un abanico en Ng, se dice que es completo si el soporte |X| = Ng.

Veamos unos ejemplos en el plano para fijar ideas.
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Figura 1.56: Ejemplos de abanicos no completos y completos

El abanico de la izquierda no es completo, mientras que el de la derecha si lo es.
Veremos que esta propiedad se traduce en la completez de la variedad tdrica asociada.

Teorema 1.57. Sea X un abanico en Ng. Entonces la variedad torica Xy, es completa si
y sdlo si ¥ es completo.

DEMOSTRACION. Supongamos primero que la variedad térica X es completa, en-
tonces por induccién sobre la dimension de Xy ; para la base inductiva, tenemos que la
tinica variedad térica completa de dimensién 1, es P! la cual proviene del abanico del
ejemplo (1.28) el cual es completo en R!. Ahora supongamos vilido la implicacién para
variedades téricas de dimensién < n — 1, entonces sea Xy, de dimensién n y supongamos
ademds que el abanico ¥ no es completo en Ng, por lo tanto existe un cono Q € (1) tal
que Q € Fr(|X]) (frontera de |X|); por otro lado |X| es un cerrado, por lo tanto Ng — |X|
es un abierto no vacio, pues supusimos que X no es completo, tenemos que:

(Ve — [2]) N (RQ)* # 0,

pues si no fuera cierto, se tiene que Ng —|X| C R<(Q, lo cual es absurdo pues Int(R<¢) =
(). Luego existe n € Ny tal que:

n € (N — [Z]) N (RQ)S,
entonces si 7 es la imagen de n bajo el morfismo cociente
p: N]R — N(Q)]R,

tenemos que claramente 7 ¢ Star(Q), i.e. Star(Q) no es completo, pero por el teorema
(1.40) se tiene Xgpar(g) = V(Q) la cual es un cerrado en Xy, la cual es variedad com-
pleta, i.e. Xgar(0) €s completa, pero por hipétesis de induccion se tiene que Star(Q) es
completo, un absurdo.

Para el reciproco, usaremos el criterio de valuacién de Chevalley: “una variedad alge-
braica X sobre el campo K es completa si y sélo si para todo anillo de valuacién discreta
R O K con campo de fracciones K(X) domina al anillo local Ox y para alguna subva-
riedad Y C X.” Supongamos pues, que > es completo, y sea R un anillo de valuacién
discreta con campo de fracciones K(X7y) y tal que R O K, entonces:

R={feK(Xz)|v(f) =20}
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donde v es la valuacién sobre K(Xx). Es suficiente probar que R O KI[S,] para algin
o € 3, en efecto si R D K[S,] definimos el ideal primo

P = MNK[S,] © K[S,],

donde 91 es él ideal maximo de R (pues, R es anillo local), y como a cada ideal primo
de K[S,] le corresponde una subvariedad W C U,y por lo tanto, el anillo localizando el
anillo de coordenadas K[S,] :

K[Solp ~ Ov, w = Oxzw-
Como tenemos el morfismo de inclusién ¢ : K[S,] — R, y como i(K[S,] —B) C R*,
tenemos un morfismo 7 que hace conmutar el siguiente diagrama:

K[S,] >R

1
s
wl y
o=
PR

K[Ss]p
donde i(2) = i(a)i(s) ™', y como i es inyectivo, se tiene que 7 es inyectivo, por lo tanto
K[Sa]‘ﬁ g R
y consideremos el ideal maximo:
a
PKIS,ly = {2 eKiSly |ac P}
- {9 € K[S, g ‘ aemn K[SJ]} = M N K]S, ]y,
s
i.e. R domina a Ox,, w . Por otro lado, haciendo las valuaciones en los caracteres ¢ €
K(Xy) implica que tenemos la funcién Z-lineal:
v: M — 7,

y por lo tanto tenemos por el teorema de representacion de funciones lineales que existe
n € Ny tal que:

v(¥™) = (n,¢™)  paratodo ™ € M,
pero X es completo, entonces existe un cono o € X tal que n € o y por lo tanto, para todo
Y™ € S, se tiene v(1p™) > 0. Por el ejemplo (1.9) se tiene que:

K[S,]= € Ky™,
P ESs
entonces se tiene que v(f) > 0 para todo f € K[S,], luego K[S,] C R. O

Ejemplo 1.58. Las variedades téricas de los ejemplos (1.28), (1.29) y (1.30) son comple-
tas.

Ejemplo 1.59. Sea P un politopo reticular en Mg =~ R? de dimensién 2, como en la figura
1.59 y consideremos el abanico ¥p C Npg; probaremos que es completo. Supongamos
que no es completo, por lo tanto |X p| tiene frontera y existe al menos un cono maximo
cuya interseccién con la frontera es no vacia; si consideramos los vértices de P y los
ordenamos en sentido de las manecillas del reloj {vy, . . ., v, }, entonces tenemos las caretas
{F1,...,Fs}dondev; € F;_q, F;parai = 1,...,s. Supongamos ademds que son iguales
médulo s. Entonces, tenemos los conos maximos (correspondientes a vértices de P):

0y, :=pos{ng,_,,np} parai=1,...,s.
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Notemos que todos los conos mdximos o,,,, comparten con los conos o, _, y 0y,,, una

cara de dimension 1 (rayo generador), y por lo tanto ningin cono maximo intersecta a la
frontera. Por lo tanto 3 p es completo.

nr;

nNF;_3

Figura 1.59: Politopo y abanico asociado



Capitulo 2

Interseccion en variedades toricas

En esta seccion se definirdn divisores de Weil y de Cartier en una variedad tdrica aso-
ciada a un abanico los cuales son importantes a la hora de crear otros espacios de secciones
cuyos polos son acotados por algin divisor previamente dado lo cual se verd en la seccion
préxima, veremos también el concepto de funciones 3-lineales de soporte, donde 3 es un
abanico en Nk con las cuales construiremos de hecho divisores de Cartier. Esta relacion
se traducird en un isomorfismo visto en el teorema (2.16) el cual serd fundamental cuan-
do consideremos un politopo reticular en Mp y los divisores y las funciones de Cartier
asociadas a dicho conjunto.

2.1. Divisores

Definicion 2.1. Sea X una variedad normal. Si D C X es una subvariedad de codimensién
1, se dice que D es un divisor primo. Si D1, . .., D, una coleccién de subvariedades de X
de codimensién 1 junto con una coleccién de enteros a, . . ., a,, llamamos a D un divisor
de Weil o simplemente divisor de X a la siguiente expresién formal:

D:a1D1+...+arD,..

Es decir D es un elemento del grupo abeliano Div(X) generado por las subvariedades de
codimension 1 de X. Si a; > 0 para toda 7 se dice que el divisor D es efectivo o positivo.

La estructura de grupo del conjunto Div(X) estd explicitamente dada, para dos divi-
sores D=a1D1+...+a.D,yD' =a|D1 + ...+ a.D, de X mediante:

D+ D":=(a;+ad\)D1+ ...+ (ar +a.)D,.

Definicion 2.2. Sea X una variedad térica asociada a un abanico . Entonces un divisor
primo se dice T-invariante si para todot € T se tiene que t - D = D, donde t - D =
{td|d € D}. Por otro lado, un divisor de Weil D = > k; D; se dice T-invariante si cada
D; es T-invariante. Sea TDiv(Xy) el subgrupo de divisores de X, que son T-invariantes.

Ejemplo 2.3. Consideremos un abanico ¥ en /Ny y su variedad térica asociada X, ahora,
en el teorema (1.32) probamos que las 7T-6rbitas se corresponden biunivocamente con
los conos del abanico y las denotamos como orb(c) con o € 3, después en el teorema
(1.40) se prob6 que la cerradura de las orbitas es una subvariedad T-invariante de Xx, y
de codimensién 1 por el corolario (1.43), es decir si tomamos Q € X(1), tenemos que la
variedad V' (Q) resulta ser un divisor primo. Se tiene que los divisores en la variedad tdrica
X dados por:

Z agV(Q) conag € Z,
Qex(1)
son T-invariantes, pues cada cerradura V' (Q) es unién de T-Orbitas y estas son T-invariantes.
Mas atin, son todos, pues si tomamos D C X es un divisor primo 7'-invariante, y como

37
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claramente D N orb(0) = (), se tiene pues:

pc (J v,
Qex(1)
pero D es irreducible, entonces se tiene que D C V(Q) para algin Q € X(1), pero D

tiene codimensién 1, lo que implica que D = V(Q). Hemos probado asi que el conjunto
{V(Q)|Q € (1)} es una base de TDiv(Xy), es decir:

TDiv(Xs) = € ZV(Q).
Qex(1)

Ahora, queremos definir divisores asociados a funciones racionales en nuestras varie-
dades algebraicas pero para ello necesitamos el concepto de valuacién discreta, para ello
consideremos X una variedad afin y sea Y C X una subvariedad y sea el anillo local
noetheriano:

Oxy = {f € K(X)| f es regular en algin punto de Y}
el cual lo llamamos el anillo local de X a lo largo de Y. Se puede ver, que el ideal,
My = {f € Oxy| f(p) =0 paratodop € Y}
es él ideal maximo de Ox y, notando que:
Oxy =My =Oxy.
Definamos el siguiente morfismo suprayectivo:
vy : Oxy — Z

donde para f € Ox y sedefine vy (f) = n, donde n es el entero méximo tal que f € M.
Se puede demostrar que vy es una valuacién discreta sobre Ox y, es decir para todo
fi, f2 € Ox y no nulos, se tiene:

W) vy (fif2) = vy (fi)vy (f2)

(i) vy (f1 + f2) = min{vy (f1), vy (f2}-

Por otro lado, definiendo vy (0) := +00, extendemos la funcién vy a todo el anillo Ox y.
Llamamos a vy la valuacion discreta asociada a'Y.

Tomando D C X una subvariedad de codimension 1 y U un abierto denso de X tal

que U N D # (), entonces se tiene:

Ox.p = Ov,unp-
En efecto, como K(X) = K(U), se observa inmediatamente que Oy,ynp C Ox p;
reciprocamente si f € Ox p, entonces f es regular en un abierto denso V' C X tal
que V' N D # ), el cual es un abierto de D, y como U N D también es un abierto no vacio
de D, y por la irreducibilidad de D, se tiene que V. NU N D # (), lo que implica que
f € Ovunp.

Por otro lado, notemos que si X es una variedad afin normal y si D es una subvariedad
de codimensién 1, se tiene entonces que D = V(P) donde P es un ideal primo, aqui,
considerando el anillo de coordenadas K[X] el cual es noetheriano y normal, entonces
considerando el ideal P = Z(D) dentro de K[X] se puede ver que:

Ox p =K[X]p,

entonces por el teorema 4.0.14 de [1] se tiene:

(12) K[X] =()Ox.p.
D
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Con estas nociones definiremos un nuevo tipo de divisores a partir de las valuaciones
asociadas a las subvariedades de codimension 1 de X.

Definicion 2.4. Si f es una funcién racional no cero en X y D C X es una subvariedad
de codimensién 1 (o sea, un divisor primo). Sea v (f) la valuacién discreta asociada a D
en el anillo local Ox p. Entonces definimos

div(f) ==Y vp(f)D,
D

el divisor principal asociado a f. En el lema 6.1 de [7] se prueba que
vp(f) = 0 para casi toda D C X.

Denotamos por PDiv(X) al conjunto de divisores principales de X. Mas adn, PDiv(X)
es subgrupo de Div(X).

Proposicion 2.5. Sea X una variedad afin normal y sea f € K(X). Entonces:

(@) div(f) >0 <= f € K[X]
(b) div(f) =0 <= f e K[X]*.

DEMOSTRACION. Probemos (a). Supongamos primero que div(f) > 0, entonces
para cualquier divisor primo D de X se tiene vp(f) > 0lo que implicaque f € Ox py
por la igualdad (12) se tiene que f € K[X]. Reciprocamente, si f € K[X], entonces por
la misma igualdad (12) se tiene que f € Ox,p para todo divisor primo D C X y por lo
tanto vp(f) > 0, lo que implica que div(f) > 0.

La prueba de (b) se sigue inmediatamente del hecho que:

KIX]* = (O%.p-
D
O

Ejemplo 2.6. Sea X un abanico en Ng y sea Xy, su variedad tdrica asociada. Cada m €
Z™ induce una funcién racional en la variedad térica X, pues el campo de funciones
racionales de X, se construye de la siguiente forma, para U C Xy un abierto afin:

K(Xz) =K(U)

donde K(U) es el campo de funciones racionales de U, ver pagina 150 de [13]. En particu-
lar tomamos los abiertos U, y como el cardcter 1™, el cual es un es monomio de Laurent,
es decir un cociente de polinomios definido en 7', pero 1" es abierto denso en cada pedazo
U, de X5,y por lo tanto ¢™ es racional en Xy, asi div(y™) € PDiv(Xy).

Proposicion 2.7. Sea Xy una variedad térica asociada a un abanico Y. en Ng, conside-
remos Q € (1) un rayo de X con elemento generador n(Q) € N y sea Y™ el cardcter
correspondiente a m € Z™. Entonces:

vo(¥™) = (n(Q),¥™),
donde vg es la valuacion discreta asociada a la subvariedad V (Q) en la funcion racional
P

DEMOSTRACION. Como n(Q) € N es elemento primitivo, podemos extender a
n(Q) a una base de N, digamos {e; = n(Q), e, ..., e,} es una base de N.
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Por hipétesis, el cono Q es generado por n(Q) y el cono dual QV es generado por
n(Q)V,+ey,...,+e’; construyendo el semigrupo abeliano So para luego construir la

n

variedad térica asociada a Q, tenemos que:
Ug =K x (K*)"~1,
Considerando la érbita orb(Q) asociada al cono Q, tenemos que
orb(Q) = 0 x (K*)"~! C Ug,

pues la primer coordenada no puede ser nula, pues si lo fuera se tendria que orb(Q) =
orb(0) lo cual es imposible, pues @ € X(1). Por otro lado, por los teoremas (1.35) y
(1.40) se tiene respectivamente:

Ug = U orb(o) y V(Q) = U orb(o)
Q<o o<Q
Es claro que Ug NV (Q) = orb(Q), por lo tanto, hemos probado que:
UoNV(Q)={(p1,...,pn) €A | p1 =0, pj #Oparaj=2,...,n}.
Considerando el anillo local:
Oxyv(o) = 1f € K(Xx) | f es regular en algin punto de V' (Q)},
como Ug es abierto en Xy, se tiene que:
Oxsvie) = Ouguonvi(e)

{f € K(Uy,) | f esregular en algiin punto de Ug NV (Q)}

= Kz1,...,Znls,-

La dltima igualdad se sigue de que si f € Oy, v,nv (), entonces expresando a f como
el cociente: g
I=5

con g,h € K[zq,...,2,], y h no se anula en algiin punto de Ug N V(Q), por lo tanto
x1 1 h, luego f € K[z1,. .., Tn]a -

Reciprocamente si f € K[z1,...,Zy],, , tenemos que existen g, h € K[zy,...,Z,],
tal que h € K[z, ...,2,] — (x1), lo que implica que f es regular en todo Ug NV (Q).

Finalmente, tomando el caricter ¢)™ asociado a algiin m € Z" y por la observacién
(1.6), podemos ver a ™ como el monomio de Laurent:

. plen,m)
L,

lo que implica que vg (V™) = (e1,m) = (n(Q), ™). O

Proposicion 2.8. Sea m € Z" y sea el morfismo de cardcter )™ la funcién racional en
Xs asociada a m. Entonces su divisor principal estd dado por:

div(y™) = Y (n(Q),v™V(Q),
Qex(1)

a estos divisores los llamamos divisores de cardcter.

wm = x§81,m> ..

DEMOSTRACION. Por el ejemplo (2.6), se tiene que ¢™ es una funcién racional en
la variedad térica X. Por otro lado V(Q) para Q € ¥(1) es componente irreducible de
Xx—T, pues V(Q) son subvariedades de codimensién 1, i.e. son componentes irreducibles
de X5 y como por el teorema (1.40), se tiene:

T = orb(0)
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y por el teorema (1.40)
V(Q) = U orbo,
Q<o
lo que implica que TNV (Q) = 0, es decir V(Q) C Xy —T. Ahora, como 1™ estd definida
y no es cero por definiciéon en 7', se tiene que el divisor de ¥)™ tiene soporte en:

U v,

Qex(1)
y por la proposicién (2.7) se tiene finalmente:

div(g™) = Y vo@™V(Q) = > (n(Qy™)V(Q).

Qex(1) Qex(1)

Hemos probado asi
div(y™) € PDiv(Xy) N TDiv(Xy).

Por supuesto que podemos saber mds acerca de un divisor D cuando es principal,
pues mucha informacion estd contenida en la funcién racional relacionada al divisor, sin
embargo es mucho pedir que todos los divisores sean principales y por supuesto existen
divisores que no son principales, pero a pesar que no siempre es posible asegurar que un
divisor sea principal, existen divisores que pesar que no son principales de manera global
si lo son de manera local.

Sea D = ZZ a; D; un divisor de Weil en una variedad X y sea U C X un abierto no
vacio, entonces decimos que restringimos el divisor D en U haciendo:

D‘U = E CLZ.DZ
UND;#0
Con esta nocién definiremos los siguientes divisores.

Definicion 2.9. Sea X una variedad normal, y sea D un divisor de Weil en X, decimos que
D es un divisor de Cartier si existe una cubierta abierta {U; };er de X y {f; € K(X)}ier
tal que Dy, = div(fi)]v;-

Por supuesto que en la definicién de divisor de Cartier el par {U;, f; }ier, debe cumplir
que div(f;) = div(f;) en U;NUj, es decir cumplen un criterio de compatibilidad. Por otro
lado, la suma de divisores de Cartier, es un divisor de Cartier, pues si D, D’ son de Cartier

y suponiendo D|y, = div(f;)|v, y D|u, = div(g;)|u, para {U;} una cubierta abierta de
X, entonces:
(D + D")v, = Dy, + D'lv, = div(fi)lv, + div(gi)|v, = div(figi)lu,

lo que implica la existencia del subgrupo de divisores de Cartier sobre una variedad X
y lo denotamos como CDiv(X). Similarmente el subgrupo de divisores de Cartier T-
invariantes (en el caso de que X sea variedad tdrica) se denota TCDiv(X).

En el ejemplo (2.3), construimos una infinidad de divisores a partir de las cerraduras
de las Grbitas asociadas a Q € (1), los cuales resultan T-invariantes, nuestra pregunta
aqui es: jhabrd divisores D € TDiv(Xs) qué sean de Cartier? La respuesta es afirma-
tiva, sin embargo bajo ciertas condiciones, para ilustrar este hecho, primero veamos este
resultado.

Proposicion 2.10. Si o es un cono poliédrico fuertemente convexo no nulo en Ng. Enton-
ces todo divisor de Cartier T-invariante en U, es un divisor de cardcter.
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DEMOSTRACION. Recordemos que el anillo K[S,] = D m g, K¢™, consta de las
funciones regulares en U,,, sea D € TCDiv(U, ) entonces por el ejemplo (2.3) se tiene

D= ) aoV(Q),
Qeo(1)
(donde (1) denota el conjunto de conos Q de dimensién 1y @ < ¢), y primero suponga-
mos que D es efectivo. Ahora definiendo:

(13) I:=H°(U,, Oy, (~D)) = {f € K(U,)"|div(f) = D} U {0},

se tiene que I es un ideal de K[S,] por la proposicién (2.5). Més aun, es T-invariante, pues
si tomamos f € I, entonces consideremos su divisor principal asociado:

div(f) = Z vp, (f)Ds,
D;

y como K[S,] es T-estable, entonces para todo ¢t € T, se tiene ¢ - f € K[S,] y por lo tanto
vp,(t- f) > 0,puest- f esregular en U, y recordando la accién del toro T sobre K[S, ]
enlacualparat € Ty f € K[S,] se tiene que ¢ - f cumple que ¢- f(p) = f(¢-p), entonces
por lo tanto:

(14) p escerodet - f < t-p escerode f,

entonces si D; es T-invariante, por (14) se tiene que:

VDi(f) = VD,i(t'f),

y por lo tanto div(¢ - f) > D, y lo que implica que ¢ - f € I. Luego I es T-invariante.
Por el lema (1.8) se tiene:

(15) I= P K™

div(y™)>D

Por otro lado, por el teorema (1.40) se tiene que para Q@ € o(1) entonces orb(o) C V(Q).
Luego:
orb(o) C ﬂ V(Q).
Qeo(1)
Sea p € orb(c) y como D es de Cartier por hiptesis,entonces existe una vecindad abierta
Udepy f € K(U,)* tal que:
Dly = div(f)lu.
Contrayendo la vecindad si es necesario, podemos suponer que U es un abierto distinguido,
es decir:
U = D(h) para h € K[S,]y h(p) # 0.
Como D es efectivo por hipétesis, se tiene que div(f) > 0 en U y por lo tanto, se tiene
que f € K[S,]p. Por otro lado, h es invertible en U, lo que implica que h=! € K[U], y
por lo tanto f € K[U]; pero U es abierto distinguido, entonces es isomorfo a una variedad
afin, lo que implica la existencia de un epimorfismo:

K[S,] — K[U]

dado por la restriccién en U. Entonces, existe f € K[S,], tal que ﬂU = flu y por el
teorema de la identidad (corolario 1.31 de [13]) se tiene que f = f, entonces podemos
suponer que f € K[S,]. Por otro lado, como p € U N V(Q) se tiene que D|y = D.
Luego:

div(f) = div(f)|lv = Dlv = D,



2.1. DIVISORES 43

se tiene entonces que f € I.
Por la ecuacién (15) se tiene

f= Y aw™ a ek

con div(¢)™i) > D. Reescribiendo:

1= Zatw;h

y como p € U, esto implica que

wf ' (p) # 0 para algin j

entonces existe algin abierto V tal que p € V' C U, y tal que ¥/ f no se anula y es
regular en V, lo que implica que

div(y™/f)lv =0,
por lo tanto:
div(y™ )|y = div(f)v = Dly.
Como div(¢)™/) y D tienen soporte contenido en (Jg e, (1) V(Q) y como para todo Q €
o(1), se tiene V(Q) NV # ) pues p € V(Q) NV por lo tanto se tiene div(¢p™) = D.

Ahora el caso general, sea D un divisor T-invariante de Cartier en U,, notemos que
podemos exhibir )™ € S, tal que para todo Q € o(1) se tiene

(n(Q),9™) >0,

pues si no fuera asi se tendria que S, = o~ N M y por lo tanto, extendiendo a los R-
espacios vectoriales, se tiene RoY = o+ y como o es fuertemente convexo, se tiene por la
proposicién (A.32) que:

n=dimo" = dimo™

y por lo tanto dim ¢ = 0 lo cual implica que o es el cono cero, lo cual no puede ser. Por
la proposicién (2.8) se tiene div()™) > 0 en U,; para k € N suficientemente grande se
define:

D' := D +div(y*™) > 0.

Aplicando el argumento anterior se tiene que D’ es un divisor de caricter, luego D =
D’ — div(¢)F™) es de caricter. O

Teorema 2.11. Sea Xx. una variedad torica asociada al abanico X y sea el divisor

D= Y agV(Q) € TDiv(Xy).
Qex(1)

Son equivalentes:

(i) D es de Cartier
(i1) paratodo o € X se tiene D es principal en el abierto afin U,
(iii) para todo o € ¥ existen Y™ € M tal que (n(Q),y"™) = —ag para todo
Qeo(l)
Mas aiin si D es de Cartier y si existen {{)" },cx como en (iii) entonces, los "™ son
linicos médulo o+ N M
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DEMOSTRACION. Antes que nada, notemos que restringiendo el divisor D en U, se

tiene:
D|UU = Z CLQV(Q).
Qeo(1)

Probemos (i) <= (i7). Si D es de Cartier en Xy, entonces es de Cartier en U, para
todo ¢ € Xy por la proposicién (2.10), se tiene que D es divisor de caricter, es decir, es
principal. Reciprocamente si D es principal para todo U, por definicién D es de Cartier.

Demostremos ahora, (i) <= (ii7). En efecto, sea o € ¥ arbitrario. Si D es principal
en U, entonces es de Cartier (tomando la cubierta trivial de U, ), por la misma proposicién
(2.10) D es de caracter en U, y por la proposicion (2.8) se tiene:

div(@™) = Y (n(Q),y")V(Q) = Y agV(Q) = Dlu,,

Qeo(1) Qeo(1)
luego (n(Q),¥™) = ag paratodo Q € o (1), es decir (n(Q), —™<) = —ag. Recipro-
camente si para ¢ € Y. arbitrario se tiene que existe ¥ tal que (n(Q),¥™) = —ag
para todo Q € (1), entonces:

Dly, = Y aoV(Q)

Qco(1)

= >~V
Qco(1)

= div(_wmg)7

i.e. D es principal en U, .
Ahora, supongamos que D es de Cartier y que tenemos {1™ },¢x; en M como en la
parte (iii). Propongamos {t)"~ } ;¢ también cumple (iii). Entonces:

(n(Q),wm:f> = —ag paratodo Q € o(1) = (n(Q),y™ — wm;> = 0 paratodo Q € o(1)
& (n, ™ —1p™e) = 0 para todo u € o
™M — e € ot 1 M.
(I

Definicién 2.12. Al conjunto {1 },cx C M que cumple (iii) del teorema (2.11) se le
llama los datos de Cartier.

Hemos construido asi divisores a partir de las variedades V' (Q), sin embargo, es posi-
ble construir un divisor a partir de un politopo reticular P en My usando la representacién
canonica:

P ={m € Mg|{(np,m) > —ap para toda careta F' € P},

donde ap € Z y nr es la normal a la careta F' de P. Recordando que las caretas del
politopo corresponden a rayos del abanico, es decir, conos de dimensién 1 y los cudles los
expresamos en términos del elemento primitivo n(Q) € N el cual genera al rayo Q, por lo
que la normal n a la faceta I corresponde al elemento primitivo n(Qr) donde QF es el
rayo asociado a la careta F' y por lo que vimos anteriormente tenemos la variedad V(Qr)
y por lo tanto podemos construir el siguiente divisor:

Dp = ZGFV(QF)

Teorema 2.13. El divisor Dp es de Cartier.



2.2. DIVISORES Y FUNCIONES LINEALES DE SOPORTE 45

DEMOSTRACION. Sea v € P un vértice, al cual le corresponde el cono mdximo o,
en el abanico X p y sea Qp un cono de dimensién 1, tal que Q € o,(1) lo cual implica
que v € F', donde F es una faceta de P. Pero v € F| entonces (n(Qp),v) = —ap y como
v € M, pues P es reticular, lo que implica que D p es de Cartier por el teorema (2.11). [J

2.2. Divisores y funciones lineales de soporte

Ya con la nocién de divisor, y mds atn con la de divisor principal, nuestro interés es
construir divisores principales asociados a las variedades tdricas que estamos trabajando.
Con esta idea definiremos una funcién con ciertas caracteristicas y después construiremos
un divisor que resultard divisor de Cartier para finalmente trabajar con un espacio de sec-
ciones en la variedad térica.

Definicion 2.14. Sea X un abanico completo en una reticula N. Una funcién
h: || —R
es llamada una funcion X-lineal de soporte si
h:NN|X| — Z,

y es lineal en cada o € X. Al conjunto de todas las funciones X-lineal de soporte lo deno-
tamos como SF(X, N). Mds aun, es facil ver que la linealidad en cada cono de ¥ implica
que la suma de funciones X-lineales de soporte es X-lineal de soporte y verificando la
existencia de un neutro y de inversos, es fécil verificar que SF (X, N) es un grupo abeliano.

Observacién 2.15. Ahora, si h € SF(3, N), se tiene por definicién que h es lineal en
cada cono ¢ € %, lo que implica la existencia de [, € Mp tal que:
h(n) = (n,l,) paratoda n € o,

y cumple la condicién que h(n) € Z para toda n € o N N. Andlogamente al lema (1.38)
se tiene que el apareamiento:

(,Y:oNNxM(oc) —Z,
es perfecto). Lo que implica Homyz (o NN, Z) = M(c); por lo tanto por la suprayectividad
paran € o N M se tiene la existenciade I/, € M (o) y por lo tanto (n,l, —1.) = 0, 1o que
implica por la inyectividad que I, = I/ médulo o N M y como en particular I/, € M se
tiene [, € M. Recordemos por el isomorfismo (1), en realidad [, es un caracter, abusando
un poco de la notacién escribamos como 1> con I, € Z".
Teorema 2.16. Sea X un abanico en Ny. Entonces:
(a) Dado el divisor de Cartier D =) 5 agV (Q) con los datos de Cartier {1)™" } 55,
entonces la funcion
©p : ‘E| — R
u — epu)={(u, Y™ )siueco
es una funcion X-lineal de soporte.
(b) ¢p(n(Q)) = —ag para toda Q € 3(1), lo que implica que:

D=- > ¢p(n(Q)V(Q).
Qex(1)
(¢) La funcion D — @p induce un isomorfismo de grupos:
TCDiv(Xy) = SF(X, N)
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DEMOSTRACION. El teorema (2.11) prueba que los ¢)™ son tinicos médulo o N M
lo que implica que la funcién ¢ p estd bien definida. Ahora la linealidad en cada o € X
viene del hecho que ¢pl|, = (u, ™) y como {¢)"~} C M se tiene que (X N N) C Z.
Esto prueba (a).

Para probar (b), como {¢)"7 } ,cx son datos de Cartier, se tiene por definicién que:

(n(Q),¢¥™) = —ag paratoda Q € o(1).

y por la definicién de ¢ p se tiene la igualdad deseada.
Queda demostrar (c), tomando D, E € TCDiv(Xy) y k € Z, entonces:

Yp+E = ¢DtVYE
oxp = kep

Por lo tanto D — ¢p es homomorfismo de grupos, ahora la inyectividad se sigue de (b),
pues si ¢p = @ pr, entonces para toda u € ¢ y para todo o € %, se tiene:

¢p(u) = ¢p(u),
en particular para n(Q) € X(1), lo que implica
= > epQV(Q == > epm(QV(Q
Qex(1) Qex(1)

y por (b) se tiene finalmente D = D', y asi la funcién es un monomorfismo. Falta la
suprayectividad, sea ¢ € SF(X,N) y sea 0 € X, como ¢ es X-lineal de soporte, la
extendemos a la subreticula N, C N la cual es generada por o N N, digamos:

Yo : Nyo — Z.
Analogamente que en el lema (1.38) se tiene que el apareamiento:
No x M(o) — Z

es perfecto, donde M (o) := M /M,y M, C M es la subreticula generada por o N M.
Por lo tanto Homy,(N,,Z) ~ M (o) y lo que implica que existe )™ tal que:

0 = (n,y"™") paran € c NN,
particular tomando n(Q) € o N N tal que Q € o(1), se tiene que al definir
(n(Q),¢™?) = —ag
obtenemos por el teorema (2.11) el divisor de Cartier T-invariante:
D= > aoV(Q),
Qex(1)

finalmente la funcién de (c) es isomorfismo. [l

Proposicion 2.17. Sea P un politopo reticular en Mg de dimension n. Entonces la funcion
hp definida de la siguiente forma:
hp Ng — R
n +— mf{{n,m)|lm € P},

es funcion X p-lineal de soporte.



2.3. SECCIONES GLOBALES DE VARIEDADES TORICAS 47

DEMOSTRACION. Notemos antes que nada que la existencia del infimo estd garanti-
zada pues todo politopo es compacto. Denotemos como F a las caretas de Py sean n(Qp)
los elementos primitivos generadores de los conos unidimensionales que son normales a
las caretas y que apuntan hacia dentro del politopo. Asi escribimos al politopo P como
interseccion finita de hiperplanos:

P ={m € Mg|(n(QF), m) > —aF para toda careta F € P}.

Recordemos que los vértices de P corresponden a conos médximos en el abanico X p, sea v
un vértice de P, el cudl nos da el cono maximo o, entonces tomando un elemento u € o,
tenemos:

u = Z /\pn(QF) con )\F > 0.
veEF

Entonces param € P
(u,m) = > " Ap(n(Qp),m) > = > Apap,
peF peF
y notemos que la igualdad se da cuando m = v, pues la igualdad ocurre cuando m estd en

la frontera de P, por lo tanto, hp(u) = (u,v). Luego hp es X p-lineal de soporte. (]

Observacion 2.18. Recordemos el divisor de Cartier D p asociado a un politopo P :

Dp = Z arpV(Qr)
F

y considerando la funcién X p-lineal de soporte /i p, evaluando en los elementos primitivos
de los rayos del abanico, entonces por definicion, se tiene:

hp(n(Qr)) = mE{{n(Qe),m)| m € P} = ap,
es decir:
—hp(n(QF)) = ar paratoda careta F'

por lo tanto podemos reescribir el divisor Dp en términos de los valores hp(n(Qr)). Por
el teorema (2.16) hemos asignado biunivocamente al divisor Dp la funcién X p-lineal de
soporte, por lo tanto definimos Dp,,, como:

Dp = ZGFV(QF) =Dp= Z —hp(n(Qr))V(QF) =t D,
F 7

2.3. Secciones globales de variedades toricas

En esta seccion estudiaremos espacios de secciones globales en una variedad térica,
un problema muy comun en matemadticas es averiguar si es de dimension finita y de serlo
obtener una base de él. La asignacion biunivoca entre divisores de Cartier y funciones X-
lineales de soporte, vista en la seccidn anterior, dard frutos y demostraremos un teorema
muy importante, en el cual daremos explicitamente una base para un espacio de secciones
con polos acotados por un divisor de Cartier asociado a un politopo P.

Proposicion 2.19. Si D es un divisor T-invariante en Xx,. Entonces:

H'(Xy,0x.(D))= P Ky~
div(¢™)+D>0
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DEMOSTRACION. Sea f € H°(Xyx,Ox, (D)), entonces por definicién div(f) +
D > 0 lo que implica que considerando el divisor de ceros y polos de f, digamos:

div(f) = Z ve(f)E + Z vo(fIV(Q),
E#V(Q) Qex(1)

lo que implica que las valuaciones vg(f) > 0 para E # V(Q). Tomando ¢ € T entonces
por definicién de la accién de T sobre K[M], tenemos:

(16) p escerodet - f <= t-p escerode f,

a7 t71p escerodet  f <= p escerode f,

y como un polo de f es un cero de 1/ f, entonces concluimos que f y ¢ - f tienen el mismo
nimero de polos y de ceros. Por otro lado vo(f) = vg(t - f), pues las variedades V' (Q)
son T-invariantes y como vg(f) > 0 para E # V(Q) se tiene que vg(t - f) > 0. Luego

div(t- f)+D >0,
Es decir H?( Xy, Ox,, (D)) es T-estable, por el lema (1.8) se tiene

H(X5,0x5(D)) = o, Ky™
PmED(X5,0xy, (D))

- @ Ky™

div(yp™)+D>0
|

En la proposicién (2.17) probamos que a partir de un politopo reticular P C My
es posible definir una funcién hp tal que es X p-lineal de soporte, por lo que ahora nos
preguntamos si serd posible hacer los mismo en el sentido contrario, y la respuesta es
afirmativa, pues si consideramos h una funcién Y-lineal de soporte, entonces podemos
definir el siguiente conjunto (posiblemente vacio) en My :

Py, :={m € Mg | (n,m) > h(n) paratodon € Ny}

el cual resulta ser un un politopo reticular por el teorema A.18 y el corolario A.19 de [9].
Esta peculiar relacidn tiene su radical importancia en el siguiente resultado.

Teorema 2.20. Sea Xyx una variedad torica completa y sea h una funcion Y-lineal de
soporte con divisor de Cartier Dy, y sea Py el politopo reticular asociado a la funcién h.
Entonces el K-espacio vectorial de secciones globales H(Xx, Ox, (Dy,)) tiene dimen-
sion |M n Ph|

DEMOSTRACION. Notemos que el conjunto:
H°(Xs, Oxy(Dy)) = {f € K(Xs)*| div(f) + Dy > 0} U {0}

es cerrado bajo sumas, ademds se cierra bajo multiplicacién por escalares y mediante
vo(0) := oo para toda variedad Q de codimensién 1, se tiene que H%(Xx, Ox, (D))
es un K-espacio vectorial. Ahora, tenemos que el divisor de Cartier por definicidn es:

D=~ Y h(n(Q)V(Q).

Qex(1)
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donde n(Q) es el elemento primitivo que genera a Q. Notemos que este divisor es T-
invariante pues V' (Q) es T-invariante para todo @ € X(1). Reescribiendo el espacio de
secciones globales, tenemos que:

HO(XEDOXE(D}L)) - ﬂ HO(Udaon(Dh))
oeED

= () H°(Us, Ov,(Dn))
oeD

Entonces por la proposicién (2.19), para todo o € X se tiene:
H(Uy,Ox,,(Dn)) = P K™,
div(¢™)+Dp|v, >0

lo que implica que el conjunto de morfismos de caracter )™ tal que div(¢™)+ Dy |y, > 0,
forma una K-base de H°(U,, Ox(D},)). Ahora, considerando la desigualdad

(18) div(¢™) + Dy, > 0 en U,.
Por la proposicién (2.8), la condicién (18) se reescribe como:
Yo (Q,eMV(Q) — Y h(n(Q)V(Q) = 0.
Qeo(1) Qea(1)
Sumando los dos divisores, obtenemos el divisor efectivo:
> ((n(Q),¥™) — hn(@)V(Q) = 0,
Qco(1)

lo que implica que (n(Q), ™) — h(n(Q)) > 0 para todo Q € ¢(1) y como esto es valido
para todos los generadores de o entonces es valido para todos los elementos de o, es decir:

(n,y™) > h(n) paratodo n € o
y como h(n) = (n, '), se tiene que:
(n,y™) > (n,v'v) paratoda n € o.

Pero por definicién n = A\'®@r, con A € N yr € R, y por la construccién del apareamiento
entre los espacios Nr y Mg, reescribimos la tltima desigualdad:

(AL ™y > (AL gl
y por la definicién del apareamiento entre las reticulas y la linealidad del mismo tenemos:

(I,myr > (ll)r
(Iym—1,)r > 0
ALymlyr >0

N @rymls) > 0
(n,p™l7) > 0.

Luego ™! € S,. Es decir ¢y ~!» € K[S,], entonces tenemos que:
Y =y letle = gmTlogle € Oy, (Ug) - 9l

Luego
H°(Us, Ox,, (D)) € Ov, (Us) - 0.
Reciprocamente, si g - ¢l € Oy (U, ) - ' entonces:

div(gy') = div(g) + div(¥'") > div(y'7) en Uy,
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pues g es regular en U,. Y notemos primero que calculando el divisor asociado a 1!~
restringido a U,,, tenemos que:

div(' ), = Y. (n(Q),l)V(Q)

Qeco(1)
= 3 Wn(Q)V(Q)
Qeo(1)
—Dylu,

Por lo tanto:
div(gy'”) + Dply, = div(g) + div(y'*) 4+ Dyu, = div(g) > 0
es decir gyle € HO(U,,, Ox,(Dy)), lo que implica que
H°(Uy, Ox5 (D)) 2 Ov, (Us) - 9.
Hemos probado asi que:
H°(Us, Oxy (D)) = Ov, (Us) - '

Note que O, (U, ) - ' tiene como K-base, el conjunto {¢™ | ™~ !> € S, },y es finito,
pues S, es finitamente generado por el lema de Gordan. Por tltimo:

HO(XE7OX2<D}L)) = m HO(UU’OX2<Dh))

= ()™ v € S0))

cEX

= ﬂ {({x™ | (n, ™) > h(n), paratodo n € o})

geX
= ({™| (n,¥™) > h(n), paratodo n € Ng})

= {gm | ¢ e MNP},

Hemos probado que el conjunto {1 | ™ € M N P} generaa H(Xx, Ox,. (D)) y es
finito pues es la interseccion de conjuntos finitos. Ahora veamos que todos los elementos
son K-linealmente independientes, lo cual probamos cuando K[M] es suma directa de

los subespacios generados por los caracteres ). Hemos asi probado que {¢™ | ™ €
M N Py} es una K-base de H( X, Ox (Dp)). O

2.4. Conclusiones y perspectivas

La presente tesis tuvo como objetivo mostrar la construccioén de una familia especial
de variedades algebraicas, en las cuales se conjuga la geometria convexa con la geometria
algebraica. Todas las pruebas se reescribieron en el lenguaje de variedades algebraicas. La
aportacion de este trabajo es dar demostraciones alternativas con métodos puramente alge-
braicos aplicables a cualquier campo algebraicamente cerrado. Ya que hay una intrinseca
relacion con los objetos convexos de los cuales partimos las nociones de singularidad y
completez son mds intuibles por lo que se deja como perspectiva seguir estudiando esta
familia especial de objetos algebraicos y algunas preguntas en las que hemos empezado a
pensar son las siguientes:

(i) Para una variedad térica lisa y proyectivamente normal, ;su ideal tdrico estd ge-
nerado por cuddricas? ;Su anillo de coordenadas es Koszul?
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(ii) Para variedades tdricas lisas se sabe que todo divisor amplio es muy amplio.
La pregunta es: ;para variedades tdricas lisas es cierto que todo divisor amplio,
ademads de ser muy amplio, induce un encaje proyectivo normal?






Apéndice A

En este apéndice se recolectan varios resultados de la geometria convexa, los cuales
se usan en la construccién asi como para probar las propiedades de las variedades toricas
resultantes a partir de nuestros conjuntos convexos. La importancia de estos resultados es
innegable sin embargo algunos hechos serdn dados por vistos pues la geometria convexa
no es el tema fundamental de este trabajo.

A.1. Reticulas y sus duales

En esta pequeifia seccién se define inicamente el importante concepto de reticula, cu-
yos puntos son vitales para poder construir las K-4lgebras de semigrupo, asi como poder
construir los R-espacios donde definimos los conjuntos convexos que usaremos a lo largo
de los resultados.

Definicion A.1. Una reticula N es un grupo abeliano libre de rango finito. Si el rango de
la reticula es n entonces se tiene que N ~ Z"

Ejemplo A.2. Sea n un entero positivo, entonces trivialmente Z" es una reticula de rango
n.

[ ] [ ] [ ] ? [ ] [ ] [ ]

Figura A.2: Reticula Z?

Ejemplo A.3. Sea T un toro algebraico de dimensién n, entonces el grupo /N de subgrupos
uniparamétricos-paramétricos es una reticula de rango n.

Definicion A.4. Sea N una reticula de rango n, entonces definimos su reticula dual como
M = Homyz(N,Z).

53
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Ejemplo A.5. Sea T un toro algebraico de dimension n, entonces el grupo de caracteres
del toro M, es una reticula de rango n. M4s atn es reticula dual de N, pues a partir de la
composicién de ™ € M y A\l € N definimos el apareamiento de estas reticulas a partir
de producto interior de Z™ y como este apareamiento es perfecto, se tiene:

Homy(N,Z) = M.

A.2. Conjuntos convexos

Con el fin de poder entender conceptos como los de politopos y conos , en esta seccidon
se introducen las nociones convexidad, basica y fundamental en el andlisis, asi como pro-
piedades de ellos, las cudles serdn parte fundamental de toda la herramienta requerida para
el desarrollo de esta tesis. Las pruebas de los resultados se omitirdn pues ni la convexidad
ni politopos y conos son tema central de este trabajo.

Definicion A.6. Un conjunto K C R™ es llamado convexo si para toda z,y € K con
T # vy, el segmento:

[y ={ A+ (1-Ny:0<A<1}
estd contenido en K.

Ejemplo A.7. Son conjuntos convexos: un punto, rectas, discos en R?. También () y R™
SOn convexos.

Lema A.8. La interseccion arbitraria de conjuntos convexos es convexo.
Definicion A.9. Decimos que x es una combinacion convexa de x4, . .., x, € R"™ siexisten

A1, ..., A € Rtales que:

=Mz + ..., N2,

A A =1,
ALy .-y A 2> 0.
Si la dltima condicidn se ignora decimos que x es una combinacion afin de x4, . .., z,.

Definicion A.10. El conjunto de todas las combinaciones convexas de un conjunto cerra-
do W C R" es llamado la cdpsula convexa conv W de W; en particular conv () = (.
Andlogamente, el conjunto de todas las combinaciones afines de elementos de W se llama
la cdpsula afin y se denota por af . Finalmente, denotaremos con lin W al espacio lineal
generado por WW. Notemos que lin W es el espacio vectorial mas chico que contiene a W.

Por supuesto, que la cdpsula convexa y la cdpsula afin de W son conjuntos cerrados
. ) . ) n /
convexos pues si z,z’ € W (distintos), entonces se sigue que x = » ;" \iz; y @’ =
oo Aiah, entonces el segmento [z, 2'] € conv W, pues para cualquier A € [0, 1] se tiene
que

Ar+(1=XNz' = XY Nz +(1-N)> N
i=0 =0

2": A\ix; + i(l — NNz
i=0 j=0

ycomo AX; >0, (1 —A)N; > 0paral <i<n,1<j< myZ?zl)\/\i+E;-n:1(1 —
)\))\} = 1, se sigue, que efectivamente conv M y af M son conjuntos cerrados convexos.
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Definicion A.11. Si K es un conjunto convexo, decimos que:
dim K := dim(lin K)
es la dimension de K. Por convencién, dim ) = —1.

Ahora, fijando v € R™ con u # 0,y a € R, el conjunto Hy, , := {x : (z,u) = a}es
un hiperplano. Los conjuntos .\ , = {2 : (x,u) > a}y H, , = {z : (z,u) < a} son
llamados los semiespacios acotados por H,, . Si o C H{f o Y a = 0, decimos que o tiene
un vértice.

Definicion A.12. Un hiperplano H es llamado hiperplano de soporte de un conjunto ce-
rrado convexo K CR*"si KN H #(0yK Cc H- o K C H'. Llamamosa H~ (o H™,
respectivamente) el semiespacio de soporte de K

Si u es un vector normal de H apuntando hacia H™ (o H ~, respectivamente), decimos
que u es normal exterior de K y —u es normal interior de K.

De esta definicién podemos obtener una muy util interpretacién de los conjuntos con-
VeXos:

Lema A.13. Un subconjunto (propio) cerrado de R" es interseccion de semiespacios de
soporte.

Definicion A.14. Sea H un hiperplano de soporte de un conjunto cerrado convexo K,
decimos que el conjunto F':= K N H esunacarade K. Si Fesunacarade Hy F' G
decimos que F es una cara propia de H. () y K se llaman caras impropias.

Ahora, por el lema (A.8) se sigue que:

Lema A.15. Toda cara de un conjunto cerrado convexo K es también un conjunto cerrado
convexo.

Recordando que a cada cara le asignamos una dimensién, las clasificaremos de la
siguiente forma:

Definicion A.16. Sea F' una cara de K, si dim F' = k, entonces se dice que es una k-cara.
Llamamos a F' :

(a) un vérticede K,sik =0,

(b) unaaristade K,sik =1,

(c) unacaretade K,sik=dim K — 1

Denotamos al conjunto de caras de dimensién r de un conjunto cerrado convexo K
como K (r).

A.3. Politopos

Una vez clara la parte de convexidad, nos centraremos a estudiar un tipo muy espe-
cial de conjuntos convexos, estudiaremos una clase especial de conjuntos convexos: los
politopos, con los cuales parte toda la teoria estudiada en esta tesis. En la seccion anterior
los conjuntos convexos se encuentran en R™ sin embargo en nuestro estudio los politopos
viven en el R-espacio construido a partir de nuestra reticula M, es decir, se encuentran en
Mp. Mientras que los puntos reticulares que estdn en Z™, es nuestro caso estan en M.

Definicion A.17. Consideremos el conjunto:
W =A{z1,...,z.} C Mg,

decimos que P := convWW C Mg es un politopo convexo o simplemente politopo. Si
W C N entonces se dice que P es un politopo reticular.
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Es fécil ver que todo politopo es compacto (esto se sigue pues un politopo es cerrado
y acotado).

Ejemplo A.18. Sea P C R? el politopo reticular con vértices en (0,0), (0,1) y (1,0).

(0,0) (1,0)
Figura A.18: Politopo reticular

Observacion A.19. Andlogamente se define la dimensién del politopo P como la dimen-

sién del subespacio vectorial de Mg mas pequefio que contiene a P, es decir dim P =
dimlin P.

Definicion A.20. Sea un politopo Py sea F' C P, se dice que F' es una cara de P, si
PN H = F, donde H es un hiperplano de soporte.

/

H

Figura A.20: Cara F' de un politopo P en el plano
De le misma definicién de cara, es posible deducir que:
(1) Toda cara de P es también un politopo.
(2) Lainterseccion de caras de un politopo P es una cara.
(3) Cualquier cara de una cara de P es una cara.
(4) Cualquier cara propia de P estd contenida en una careta.
(5) Cualquier cara propia de P es la interseccion de las caretas que la contienen.
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Recordemos el lema (A.13), el cual nos dice que cualquier cerrado en R™ (en nuestro
caso en Mp) es interseccion de semiespacios de soporte, para el caso de politopos reticu-
lares queremos traducir esa misma condicién, por supuesto que todo politopo P es inter-
seccién de semiespacios de soporte pues un politopo es cerrado, sin embargo el reciproco
es valido solo si la interseccion es acotada, es decir si la interseccion siguiente es acotada

t
- +
P = m Hui,%
=1

entonces, P es un politopo. Cuando P tiene dimensién maxima, es decir dim P = dim Mg,
entonces la descripcién en forma interseccidn tiene una forma especial pues si F' es una
careta de P, tiene un unico hiperplano de soporte, y lo escribimos:

Hp ={m € Mg|(m,np) = —ar}

H}_ = {m € MR‘<mvnF> > 7G‘F}a

donde (np,ar) € Ng X R son dnicos salvo el producto de nimeros reales positivos y
donde n g es la normal a la faceta F' que apunta hacia dentro de P, es decir ny es normal
interior de P. Es decir:

P = {m € Mg|(m,np) = —ap para toda careta F' € P}.

Lo cual se ilustra en la figura siguiente:

Hp

Figura A.21: Interseccion de los hiperplanos de soporte de un politopo P

Suponiendo que el politopo P C My es reticular de dimensiéon n > 1, entonces el
politopo lo podemos reescribir de la siguiente manera:

P ={m € Mg|{m,np) > —ap para toda careta F' € P},

donde nr es normal a la faceta I’ de P. Como F' es de codimension 1, entonces usando
un argumento similar al usado en el lema (1.5) existe algin n € N tal que n € F*, ie.
n es normal a la faceta F, y por lo tanto podemos elegir algiin elemento primitivo y lo
escribimos como ng. Ahora como P es reticular, entonces si v es un vértice, entonces
v € N, si F es una faceta de P tal que v € F, entonces (v,np) > —ap, y por lo tanto
ap € 7.
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A.4. Conosy sus duales

En esta seccién definiremos una familia especial de conjuntos convexos que nos re-
cuerdan los pirdmides de Egipto, los conos poliédricos, los cuales son vitales en este trabajo
ya que su importancia no solo radica en la construccion de las variedades tdricas, si no que
las propiedades geométricas de estos conos se traduce en una propiedad geométrica de
las variedades y estas relaciones son reciprocas, por lo que averiguar una propiedad de las
variedades se traduce en investigar las propiedades del cono del cual partimos. Aqui los ob-
jetos convexos que estaremos definiendo, estaran en el espacio Ny y los puntos reticulares
en N.

Definicion A.21. Sea W C Np, el conjunto de todas las combinaciones lineales no nega-
tivas de elementos z1, ...,z € M tales que:

r=Mx1+ -+ Apxg, con Ay, ..., A >0

es llamado la cdpsula positiva y se denota pos W. Si

o :=posW

decimos que el cono o estd determinado por W. Por convencién pos @) := 0.

Definicion A.22. SiW = {x1,...,x,} C Ng es finito, decimos que

o =posW

es un cono poliédrico. A veces se escribe asi:

o=Rxoz1 + -+ Rxoz,.

Si W C N se dice que o es un cono poliédrico racional.

A veces a los vectores x; (0 lo semirrayos R>x;) se llaman los generadores del cono

Ejemplo A.23. Un cuadrante en R? y un octante en R? son conos poliédricos con vértices
en el origen.

Ejemplo A.24. Consideremos los siguientes conos poliédricos: o1 generado por los vec-
tores e1 y es; €l cono oo generado por ea y —e; — e2 y el cono o3 generado por —e; — eg

y por e;.
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g1

02

03

Figura A.24: Conos poliédricos convexos

Por el hecho de que las combinaciones convexas son, por definicién combinaciones
lineales no-negativas se sigue que:

Lema A.25. La cdpsula positiva de cualquier conjunto W es convexa.

Por lo tanto al referirnos a un cono poliédrico, diremos en su lugar un cono poliédrico
convexo.

Definicion A.26. Sea ¢ C Ng un cono poliédrico convexo se dice que es fuertemente
convexo sio N (—o) = {0}.

Figura A.26: Ejemplo de un cono poliédrico o fuertemente convexo en el plano

Observacion A.27. Sea o un cono poliédrico convexo, entonces por la definicién (A.11)
se tiene que la dimensién del cono o es la dimension del subespacio vectorial de Ng mas
pequeiio que contiene a o es decir dim ¢ = dim lin W

Definicion A.28. Sea N una reticula y sea o un cono. Entonces el conjunto:

oV :={y € Mg: (x,y) >0 |paratodoz € o}
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es llamado el cono dual de o. Mds aiin, se tiene que o es también un cono poliédrico
convexo ver teorema 2.1 de [4].

Ejemplo A.29. Consideremos los conos del ejemplo (A.24), entonces tenemos que los
conos duales (respectivamente) son:

Figura A.29: Conos duales

Definiciéon A.30. Una cara 7 de un cono o es un conjunto de la forma
T=0NH

donde H es el hiperplano de soporte H = {z : (z,u) = 0} para algin u € o". Lo
denotamos como 7 < ¢, si es cara propia la escribimos 7 < o.

Figura A.30: Cara 7 de un cono o

Notemos que de la definicidn de cara de un cono, se desprende que:
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(1) Toda cara T de un cono o es también un cono poliédrico

(2) La interseccion de caras es una cara.

(3) Cualquier cara de una cara es una cara también.

(4) Cualquier cara propia estd contenida en una careta.

(5) Cualquier cara propia es la interseccion de las caretas que la contienen.

Proposicion A.31. Sea o, 7 C Ny conos poliédricos convexos. Entonces:
a) o= (cv)V
b) (6 + 7)YV =0V N7V (suma de Minkowski).
¢) (ent)V=0v+71v

DEMOSTRACION. Probemos a), para ello definamos para n € Ng, el semiespacio:
;7 = {m € Mg|(n,m) > 0},
y para m € Mp, el semiespacio:
H = {n € Ng|(n,m) > 0},

entonces por definicién de cono dual, se tiene:

(19) o= () Hy
neo

y

(20) @)= () H
meaV

Primero, notemos que claramente ¢ C (o¥)V, para la otra contencién supongamos que
n € (o) peron ¢ o, entonces por (20), n € H,}, para toda m € ¢,y tomando H,"
no forma parte de la interseccién en (19) pues n ¢ o entonces existe m € o tal que
m ¢ H,T, es decir (n,m) < 0lo que implica que n ¢ H.}, 1o cual es absurdo, por lo tanto
(¢¥)Y C o. Finalmente o = (¢V)V.

Probemos b), sea m € (¢ + 7)Y, entonces por definicién implica que para todos
ny +ny € o + 7 se tiene (n; + ng,m) > 0, en particular para ny € o se tiene que
(n1,m) > 0, ie.m € ¢ y también en particular para no € 7 se cumple (ng, m) > 0,
i.e.m € 7V; luego m € oV N 7V. Reciprocamente, si m € ¢ N 7" entonces, tomando
ni1 € 0y ng € T se tiene que:

(n1 +ng,m) = (ny,m) + (na,m) >0,

luegom € (o + 7)V. Porlotanto (o + 7)Y =V N7".
Finalmente, falta demostrar c), entonces aplicando a) y b) se tiene:

(enm)Y = ((")Vn(E)Y)”
= (oY )Y
oV +71V.

O

Proposicion A.32. Sea o C Ng un cono poliédrico convexo. Entonces son equivalentes:

(1) o es fuertemente convexo
(2) {0} escarade o
3) dimoY =n
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DEMOSTRACION. Notemos que (1) <> (2). Se sigue del hecho que 0 N (—0) es la
cara mds pequefia contenida en o. Ahora, falta (1) <= (3), si o es fuertemente convexo,
entonces por la proposicién (A.31) se tiene

Mg =0"=(cN(-0)) =0" + (-0)",
por lo tanto oV genera a My, luego dim oV = n. Reciprocamente, si dim o¥ = n entonces

Mg = oY + (—0)V, y por la proposicién (A.31) se sigue:

0=(0")"=Mg = (07 +(-0)")" = (") N(=0")" =N (-0)

A.5. Abanicos y abanicos asociados a politopos

Ya con la nocién de conos poliédricos racionales fuertemente convexos, nuestro si-
guiente escalén es un conjunto finito de conos con dos condiciones, una de ellas muy
importante nos asegura el buen “pegado” de las variedades afines asociadas a los conos,
asi podremos arribar al siguiente escalén en el otro lado, la geometria algebraica.

Definicion A.33. Un abanico ¥ es una coleccion finita no vacia de conos poliédricos
racionales fuertemente convexos en R™ que satisface:

(i) Sio € Xy 7 unacarade o, entonces T € Y.

(i1) Sio, T € X entonces 0 N7 es una carade o y de 7.

La unién }E‘ = U, ey, 0 se llama el soporte del abanico.

N

Figura A.33: Ejemplos de abanicos

Ejemplo A.34. En R? consideremos el cono poliédrico o, generado por e; y ey y el
cono poliédrico oo generado por —e; y —eq, entonces la coleccién que consta de o1 y o9
asi como de sus intersecciones forma un abanico ¥ en R2.
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g1

N\

N

02

Figura A.34: Ejemplo de abanico

Ahora nuestro propdsito es construir un abanico a partir de un politopo reticular P
en Mp, para ello consideremos su representacion a partir de las caretas F' del politopo P,
aqui ng son las normales a las caretas F' que apuntan hacia el interior del politopo y los
enteros a son los asociados a cada careta F', es decir:

P = {m € Mg|(np,m) > —ap paratoda careta F' € P}.
Elijamos v un vértice de P, el cual le corresponde un cono miximo en Ng,

o, = pos{np|v € F}.

\ o

npj nr;

Figura A.35: Cono maximo o, asociado al vértice v

Haciendo el caso general, si () < P es cara propia, entonces () es la interseccién de
las caretas que la contienen, entonces podemos definir el cono

g =pos{np|Q < F}.
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Observacion A.35. Notemos que para una careta I’ de P, nos genera un cono unidimen-
sional o = R>onp; mientras que para un vértice v de P se define el cono maximo o,
por lo que, como es de esperarse se define el cono asociado al politopo P, como op = {0}.
Lema A.36. Sea Q, Q' caras de P. Entonces:

(1) Q<Q =0, Coq

(2) ogNog = 0g,donde Q" =QNQ".

DEMOSTRACION. Probemos (1), supongamos primero @ < @Q’, entonces si Q' =
FyN...F,entonces, renumerando si fuera necesario se tiene Q = F1N... Fy cons’ < s,
lo que implica que

oQ = <nF1, .. -nF;> g <’rlF1, .. .’I’LFS> =0Q;
reciprocamente si 0 C o, entonces todo generador (rayo) de o también lo es de o,
lo que implica que por construccién @ < F es decir

Qc () F=Q.
Q<F
Ahora probemos (2), para ello consideremos la cara Q" = Q N (', entonces:
Q= N F
Q'<F,Q<F

por lo tanto
oqgr ={np|lQ < F,Q < F}=0qNog.

Entonces por el lema (A.36) es natural tener la siguiente definicion.

Definicion A.37. Se define el abanico asociado al politopo como:
Yp :={o0¢|Q es carade P}.

Ejemplo A.38. Sea P el politopo del ejemplo (A.18), entonces el abanico asociado a P es
el generado por los vectores eq, e2 y —e; — €3.

A.6. FEllema de Gordan

Con el fin de poder utilizar la herramienta algebraica a nuestro alcance es necesario
el uso de un “puente” que conecte la teoria de conos y abanicos con la de de variedades,
en nuestro caso variedades tdricas, lo primero que se nos viene a la mente al hablar de
geometria algebraica son los polinomios y para trabajar con ellos debemos saber de donde
los obtenemos, esta es la clave para tener este puente, el lema de Gordan serd fundamental
para obtener una K-algebra de tipo finito, donde K es un campo algebraicamente cerrado.

Definicion A.39. Un semigrupo es un conjunto S no vacio con una operacién binaria
asociativa:
¥:95%x 85— 85,

y tal que existe un elemento e € Stalque a * e = a = e x a paratodaa € S.
Lema A.40. Si o es un cono en Ny. Entonces o N N es un semigrupo abeliano.

DEMOSTRACION. De la misma definicién de cono, si 2,y € o entonces x + ¥ € o,
en particular x +y € o N N si x,y € o N N. El vector cero del cono es el neutro de
o NN. (]
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Definicion A.41. Un semigrupo S es llamado finitamente generado si existen x1, . .., x, €
S llamados generadores, tales que:

S = Zzoﬂj‘l + ... —I—Zzol‘r

Ejemplo A.42. Sea 0 C Ng un cono poliédrico racional, entonces su dual, 0¥ C Mg
también lo es, definimos el semigrupo abeliano asociado al cono o como:

S, =c"NM.
Proposicion A.43. Sea o un cono poliédrico racional en Ny y sea u € S,. Entonces si
7 =0 N{ult se tiene que:
S, = Zzo(—u) + S,.
DEMOSTRACION. La contencién D se sigue de la definicién de u. Para la otra con-
tencion, tomemos w € S, entonces podemos tomar A un niimero real positivo muy grande

tal que
w+ e’

mds aun, si A es entero, se tiene que w + Au € 0¥ N M, y por lo tanto S, C Z>o(—u) +
So- O

Lema A.44 (Gordan). Si o es un cono poliédrico racional en Ny. Entonces el semigrupo
o N N es finitamente generado.

DEMOSTRACION. Por definicién, tenemos que:
o =Rsox1 +---+Rxoz, conzy,...,z, €N,

tomando los generadores del cono: x4, . .., x,. Definamos K C Nr como:

i=1

el cual es un conjunto compacto, pues es cerrado y acotado. Como N es discreto se sigue
K N N es finito.

Afirmamos que K N N genera a 0 N N. En efecto, sea x € o N N, entonces por
definicidn se sigue que x = 22:1 Aix;, entonces haciendo \; = m; +t; conm; € N>g y

0 <t; <1 queda:
T T
i=1 i=1

recordemos que zp,...,z, € N, entonces 2;1 m;x; € N y como se tiene que m; =
1+ ...+ 1, por lo tanto se sigue:
———

m;—veces

m;x; = <1+...+1)xi:xi+...+mi,
\—,—/ | N ———
m;—veces m;—UvVeces

por lo tanto 22:1 m;x; es suma de elementos de /' N [V, es decir estd generado. Y como
Syt € Ky Y. tixi =x— Y ._,myz; €N concluimos que K N N genera a
oNN. (]

Observacion A.45. Por lo tanto, si tenemos un cono o, entonces el semigrupo asociado al
cono S, es finitamente generado.






Apéndice B

En este apéndice veremos un poco de la teoria de grupos algebraicos G y sus repre-
sentaciones lineales sobre un K-espacio vectorial, el fin de estos resultados es probar un
resultado muy importante en esta tesis, pues a partir de él podremos interpretar los anillos
de coordenadas de las variedades téricas afines U, , asi como sus espacios de secciones
globales.

B.1. Algebras, co-dlgebras y co-médulos

En esta seccidn definiremos lo que son dlgebras y co-dlgebra para luego definir lo que
es un co-mddulo, veremos que con las estructuras de K[G]-co-mddulos podremos cons-
truir representaciones lineales del grupo afin G, y las cuales tienen una suma importancia
cuando el grupo algebraico afin es el toro.

Definicion B.1. Sea Kun campo, una K-dlgebra es un K-médulo Ajunto con dos funciones
K-lineales:

p:A®g A — A (multiplicacién) y e: K — A (unidad),

tales que los siguientes diagramas conmutan:

Aok Aog A2 Aok A ARg K224 Ay A
H®1A\L lu zT iu
1a
A®KAL—>A A— s A

| I

KrAd—ARk A
1a®e

Definicion B.2. Sea K un campo, una K-co-dlgebra es un K-médulo A junto con dos
funciones K-lineales:

0:A— ARk A (co-multiplicacién) y €: A — K (co-unidad),
tales que los siguientes diagramas conmutan:

A I Agg A Aog A% Ao K

[ T

A@KAHA(@KA@KA A L A
O®1 A

A®KAHK®KA
e®1a

67
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Ejemplo B.3. Sea GG una variedad afin, entonces si consideramos el anillo de coordenadas
K[G] el cual es un K-espacio vectorial y las funciones K-lineales

§:K[G] — K[G] @k K[G]
r — T®T
e:K[G] — K
z — 1
tenemos que (K[G], 4, €) es una K-co-édlgebra.

Definicion B.4. Sea (A, d, €) una K co-dlgebra, entonces decimos un co-mddulo sobre A
es un K-espacio vectorial V' junto con una co-accion ¢ : V. — V ®xk A, es decir, una
funcién K-lineal tal que los siguientes diagramas conmutan:

1% Y ~vexA V—2 VA

wl ll\/@é X llvt@e

V®KAHV®KA®KA V®]KK
PR1a

B.2. Representaciones lineales y grupos algebraicos

La necesidad de poder describir los anillos de coordenadas asi como los espacios de
secciones nos lleva a estudiar el importante concepto de representaciéon de un grupo, en
nuestro caso de un grupo algebraico afin. El resultado importante sera poder descomponer
un K-espacio vectorial como suma directa de unos espacios propios considerando repre-
sentaciones definidas a partir de caracteres.

Definicion B.5. Sea G un grupo algebraico afin y sea V' un K-espacio vectorial, decimos
que el morfismo de grupos

p:G— GL(V)
es una representacion de G.

En la seccién (1.1) definimos los caracteres asociados al toro algebraico 7', sin embar-
go es posible generalizar este concepto a cualquier grupo algebraico afin.

Definicién B.6. Sea GG un grupo algebraico afin y sea el grupo multiplicativo G,,, := K*.
Decimos que el morfismo
PG — Gy,

es un cardcter de G si es un morfismo de grupos algebraicos.

Definiendo el siguiente conjunto X (G) el cual consta de todos caracteres de un gru-
po algebraico afin GG es posible probar que es un grupo, con la multiplicacién usual de
funciones.

Lema B.7. Sea G un grupo algebraico afin. Entonces existen biyecciones entre los con-
juntos:

X(Q)

Q

Homg g4 (K[G,,], K[G]) que respeta comultiplicaciones
{unidades e(y) : K — K[G] tales que §(e(¢0)) = e(v) ® e(w)}7

aqui e(y) € K[G] es la imagen de ¢ € K[G,,] = K[z, 271

Q
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DEMOSTRACION. Para la primera biyeccion, por definicién ¢» € X (G) es en parti-
cular un morfismo de variedades afines, entonces por el teorema 1.25 de [13] se induce un
tnico morfismo entre los anillos de coordenadas:

v KGn] — K[G]
a — oY)
el cual claramente también es un morfismo de K-dlgebras. Por otro lado K[G,,] y K[G]

son K-co-dlgebras y también es facil ver que respeta comultiplicaciones, es decir que el
siguiente diagrama conmuta:

K[G]

5i ié,

K[Gn] ®x K[Gm]ww K[G] @k K[G]
Para probar la segunda biyeccién, recordemos que K[G,,] es una K-dlgebra, tenemos la
funcién unidad K-lineal:

e: K — K[G,,],

por lo tanto, considerando ¢ € X (@), y tomando la composicion:

K —% K[Gn] - K[G).
Por lo tanto, definimos e(¢)) := 9* o e : K — K|G] la cual K-lineal pues e es K-lineal y
1™ es morfismo de K-algebras. Notemos que también cumple el diagrama de la definicion
(B.1), por lo tanto e(¢) es una unidad y como ¢* respeta co-multiplicaciones, entonces
cumple:

d(e(v)) = e(¥) @ e(y).
O

Observacion B.8. Notemos que un caricter ¢ : G — G,,,, define una representacién de
G en cualquier K-espacio vectorial de dimension finita V' mediante la accién de g € G en
V' dado por la multiplicacién por 1 (g), i.e. p : G — GL(V') donde:

plg): V. — V
v Y(gv

Con esta idea definimos la siguiente nocién, si p : G — GL(V') es una representa-
cién de G, se dice que G actia en V' mediante el caracter v si para todo g € Gy para todo
v € V se cumple:

p(g)(v) = ¥(g)v.

Observacion B.9. Notemos que si G actiia en los subespacios vectoriales W, W' C V
mediante el carécter 1, entonces G actia en el subespacio W+W' mediante 1. Por lo tanto
se sigue que dado ¢ € X (G), existe un subespacio vectorial mayor V,, C V (posiblemente
cero) en el cual G actiia mediante el caracter 1. Ahora, por definicién los elementos de Vy,
son vectores propios comunes a todos los g € G ya que para todo w € Vy;, se tiene

p(9)(v) = ¢(v)w  coni(g) € K.
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Observaciéon B.10. La accién K[G] @k V' — V dada por p corresponde a una co-accién
v : V. — V ®k K[G] y observamos que G actiia en V' mediante el cardcter ¢ si y
solo si p(v) = V ® e(y) para todo v € V y donde e(¢p) : K — KJG] es la unidad
correspondiente en el lema (B.7). Por lo tanto se tiene:
Vo={veV]p) =vee)}
Teorema B.11. Sea p : G — GL(V) una representacion de un grupo algebraico. Si V
es suma de espacios propios
V:ZW, conY C X(G).
YeEY
Entonces es suma directa de los mismos, i.e.
V=V, conYcCX(G).
Ppey

DEMOSTRACION. Si la suma no fuera directa, existe un subconjunto finito {t1, . .., ¥, }
de Y con m > 2y una relacién

vi+...+vy, =0 con v; €V y v; #0.
Aplicando g € G se obtiene que:
(21) 1/11(9)01 +...+ ’@[Jmfl(g)vmfl + wm(g)vm = 0.

Como 1,1 # 1y, se tiene que existe ¢’ € G tal que ¥,,—1(g’) # ¥, (g’). Multiplicando
por ¥, (¢’) la ecuacién (21) tenemos:

22 Y1(@Ym(g)v1 + -+ Vm—1(9)Um(9)Vm—1 + Ym(9)¥m (g )vm = 0.
Como ¥(gg’) = ¥(g)1¥(g’), 1a ecuacién (21) la reescribimos
23)  Yu(@vi(g)v+ -+ Yin—1(9)¥m-1(9 ) vm—1 + Y (9)m (g )vm = 0.
Y restando la ecuacién (22) con la ecuacién (23) tenemos:
Y1(9) (W (g') = ¥1(g))vr + -+ Yin—1(9) (W (9') = Ym—-1(9"))vm—1 =0
es decir, paratodag € G
¢1(9)U/1 +...+ "/}mfl(g)vinfl + wm(g)vin =0 con ’U; € ija

entonces evaluando en g = e, se contradice la minimalidad del conjunto {¢1 ..., ¢, }.
d

Proposicion B.12. Sea G un grupo algebraico afin sobre K y sea V un K-espacio vecto-
rial de dimension finita. Entonces existe una biyeccion:

{p: G — GL(V)| representaciones lineales} «— {estructuras de K[G]—co-mddulos en V'}

DEMOSTRACION. Seae,...,e, unabase de V, entonces tenemos que:
GL(V) =~ GL,(K) =~ V(det(M)t — 1),

por lo tanto, podemos considerar el anillo de coordenadas del grupo de automorfismos de
V, digamos K[GL(V')] el cual consta de polinomios con indeterminadas z; ; para 1 <
1,7 < ny t. Porlo tanto para la representacion lineal

p:G— GL(V),
le corresponde una matriz (7 ;)nxrn donde r; ; := p*(z; ;) y
p*: K[GL(V)] — K[G],
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es el morfismo inducido por el morfismo regular p. La cual cumple para todo g,¢’ € G,
como p(gg’) = p(g)p(g’) pues es morfismo de grupos, entonces se tiene:

(rij(99") = (ri,5(9))(ri;(9")),

por entradas, tenemos:

(24) rij(99") = Zn‘,z(g)rl,j(gl)
!

(25) rij(€) = dij.

Hemos probado que dar una representacion lineal p : G — GL(V) es equivalente a dar
una matriz (7; ;) tal que cumple (24) y (25).

Por otro lado, si ¢ : V. — V ®g K[G] es una funcién K-lineal, entonces se tiene
p(v) =v' ® f, pero v’ = 2?21 Aje;; y usando la linealidad del tensor en KK, tenemos:

p(v) = e, DN .
j=1
Por lo tanto, considerando en la base de V, tenemos:
ple) = e @rig,
j=1

asi dar una funcién K-lineal, es equivalente a dar una matriz (r; j)nx, donde r; ; € K[G]
y si ademds ¢ es co-accién debe satisfacer los diagramas conmutativos de la definicién
(B.2). Del primer diagrama se tiene:

§0®1K[G]<Z€j ®ri,j) = 1y ®5(Z€j ®Ti’j)
Jj=1

Jj=1

Zgo(ej)ri,j = Zej ®(S(TZ])
Jj=1 j=1

Zej ® (er,z & Tl,i)
j=1 l

Del segundo diagrama se tiene:

€ = (1\/ ® 6) op(e;) = <1V ® 6) (zn:ej © ri’j>

> e;@8(riy)
j=1

Y por la independencia lineal de los e;’s se tiene que

(26) o(riz) = Z 75,0 QT para todo ¢, j
l

(27) €(rij) = i
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Estas dos condiciones garantizan la conmutatividad de los diagramas antes mencionados,
i.e. ¢ es una co-accion. Pero recordemos que los r; ; € K[G], i.e. son funciones polino-
miales en G, por lo tanto evaluando g, ¢’ € G, y por lo tanto tenemos:

6(rij)(g,9") =7 @1i;j(9,9") =71i;(9)ri;(9") = 7i;(99")
Zr”@wl]gg an 9)rii(9

Luego p es representamon si y s6lo si ¢ es co-accion. ]

Teorema B.13. Sea el toro algebraico Ty sea V un K-espacio de dimension finita. En-
tonces todas las representaciones lineales p : T,, — GL(V) son diagonalizables, i.e.

DEMOSTRACION. Sea p : T — GL(V) una representacién lineal, entonces por la
proposicién (B.12) le corresponde una estructura de K[7'] = K[M] co-médulo, digamos:

¢V — Vg K[M].

Sea v € V y sean los elementos e,, € M, los cuales son una base de K[M], entonces
podemos escribir:

(28) o(v) = va ® e,
Por definicién de co-modulo, se tienen la identidades:
(1V ®5) op = (<P®1]K[M}> o
(lv ® 6) = 1V
por lo que aplicando estas identidades a (28) obtenemos:
(29) Y tm@em@em= Y o(vm)@em
meM meM
30) U—va®eem va®1—21}m
meM meM meM

La igualdad (29) muestra por la independencia de los e,;,’s que:
©(Um) = Vm ® em € (vm) Sk K[M],

y la igualdad (30) muestra que los elementos v, generan todo V. Finalmente los K-
espacios vectoriales unidimensionales (v,,,) son co-médulos:

Pm : <vm> — <'Um> Rk K[M}
que corresponden a la proposicion (B.12) a una representacion unidimensional de 7" :
Pm T — GL({vp))

i.e. pm es un cardcter y por la prueba de la proposicién (B.12) se tiene e,,, = pi,(Z1),
donde

K[GL((vm))] — K[G],
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pero por el lema (B.7) le corresponde una unidad €(v)) : K — K[M], por lo tanto
© (V) = Usy, ® €(1b) y por la observacién (B.10) se tiene que v, € Vy, por lo tanto:

V= >V,

YeX(T)

V= P Vi

YeX(T)

y por el teorema (B.11) se tiene:
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