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RESUMEN

Teniendo como motivacion el desarrollo de mejores estrategias de modelado orientado al disefio
de equipo, operacién, monitoreo y control para procesos de secado de granos y extraccion de
aceites esenciales y como punto de partida metodolégico estudios recientes de modelado en
cinética de polimerizacion, en este trabajo se presenta una metodologia para determinar de una
manera mas sistematica y directa, sin hacer hipotesis a priori, la dependencia del coeficiente de
difusion con la concentracion de humedad en procesos de secado (o concentracién de aceite en
procesos de extraccién) que ocurren en sistemas con estado distribuido espacialmente en un
grano (o en una placa (rebanada de semilla)) y descritos por una ecuacién en derivadas parciales,
en base a la medicién del contenido total de humedad (o contenido de aceite). La metodologia
propuesta se ilustra y verifica con corridas simuladas y experimentales, y se encuentra que, sin
tener que hacer hipotesis a priori sobre la independencia o dependencia del coeficiente de
difusion con la concentracion (como se hace en trabajos previos): (i) es posible determinar si la
difusion es constante o no, (ii) en caso de que la difusion no sea constante, es posible concluir en

forma analitica dicha dependencia.

Palabras clave: difusién, observadores, sistemas de parametros distribuidos, problemas inversos,

secado, extraccion.
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INTRODUCCION

(i) Procesos de secado y extraccion

El secado de granos es una operacién industrial de gran importancia para evitar que las semillas
se echen a perder durante su almacenamiento y también para reducir los costos de transporte y de
procesamiento (Brooker et al., 1992). El secado de cereales es un proceso de transporte de calor y
masa controlado por la difusion de humedad dentro del kernel y, consecuentemente, la difusién
de humedad es la propiedad mas importante en los calculos de secado (Zogzas y Maroulis, 1996).
Los procesos difusionales son cominmente descritos por la segunda ley de Fick. El parametro
fenomenoldgico en la ecuacion de Fick, el coeficiente de difusion, en algunos casos Unicamente
depende de la temperatura y, en otros, también es funcién de la concentracion, dependiendo de
las especies que se estan difundiendo y del medio en el que se lleva a cabo la difusion. Todos los
investigadores en el campo del secado de alimentos estan de acuerdo en que el coeficiente de
difusion de humedad depende de la temperatura y en general se reconoce una dependencia tipo
Arrhenius para dicha dependencia. Sin embargo la influencia del contenido de humedad en los
valores estimados del coeficiente de difusion de humedad no se ha formalizado en un modelo de
aceptacion general (Zogzas et al., 1996). Es de gran importancia conocer la correcta forma
funcional de esta dependencia para poder tener una representacion realista de cada proceso de

difusion en particular.

La extraccion mediante solventes del aceite vegetal contenido en una semilla involucra la
difusion del aceite en la estructura celular de la semilla. Cuando un solido poroso conteniendo un
soluto liquido se pone en contacto con un solvente liquido se presenta interdifusion de las
moléculas de los dos liquidos. Durante el periodo de interaccion entre la particula conteniendo el
soluto y el solvente efectuando la separacion ocurre una serie de pasos fenomenoldgicos
(Aguilera y Stanley, 1999): 1) entrada del solvente a la matriz del solido; 2) solubilizacion y/o

ruptura de los componentes; 3) transporte del soluto hacia el exterior de la matriz del sélido; 4)
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migracion del soluto extraido desde la superficie externa del solido hacia el seno de la solucion;
5) movimiento del extracto con respecto al sélido (esto es, desplazamiento del extracto); 6)
separacion y descarga del extracto y del solido. Como resultado de estos fendmenos la extraccion
se lleva a cabo a una tasa que se expresa comunmente en términos de la masa de soluto extraido
por unidad de tiempo o como el cambio en la concentracion de soluto en el sdlido por unidad de
tiempo. Dado que cada uno de los pasos mencionados arriba tiene su propia velocidad
caracteristica y que en algunos casos se llevan a cabo en forma secuencial, la tasa global del
proceso de extraccion esta determinada por la etapa mas lenta, la etapa controlante del proceso de
extraccion. La difusion interna en las células no dafiadas es el paso mas lento en el proceso de
extraccion. El proceso de extraccion es caracterizado por un coeficiente que es fuertemente
dependiente de las condiciones experimentales, de la geometria del solido y de la micro
estructura de éste. Las difusividades efectivas o aparentes se obtienen a partir de experimentos de
difusion transiente. La palabra “aparente” reafirma que no conocemos exactamente el mecanismo

de transporte el cual, en muchos casos, puede ser muy complejo (Aguilera y Stanley, 1999).

(i) El problema de modelado

Un problema frecuentemente encontrado en muchos campos de la ciencia y la ingenieria es el de
la estimacion de los pardmetros fenomenoldgicos que aparecen en las ecuaciones constitutivas a
partir de datos experimentales. Es necesario disponer de valores precisos de dichos parametros
para poder llevar a cabo célculos y predicciones adecuadas en ciencia e ingenieria. Generalmente
estos pardmetros son funciones de una o més variables de estado. Por ejemplo, las constantes
cinéticas son funciones de la temperatura a la que se llevan a cabo las reacciones quimicas. La
difusividad masica es una funcion de la temperatura y, en algunos casos, también de la
concentracion de la especie quimica que se difunde. Esto significa que antes de resolver el
problema de estimacion hay que determinar de qué variables es funcion el parametro en cuestion.
Estos problemas estan estrechamente relacionados al problema de proponer una forma funcional
para dicha dependencia. Después de haber seleccionado una forma funcional para la dependencia
de cierto parametro sobre ciertas variables especificas hay que determinar si las constantes en
dicha forma funcional pueden ser determinadas a partir de un conjunto de datos experimentales.

Esto es, antes de proceder con el trabajo de estimacion hay que determinar cuantos parametros



pueden ser determinados de manera significativa a partir de un cierto conjunto de datos

experimentales.

Muchos procesos de transferencia de masa tales como secado y extraccion, en los que los
procesos de difusion interna controlan la velocidad de transferencia de masa, se pueden modelar
mediante la segunda ley de Fick. EI modelado es fundamental para el disefio de equipo,
operacion, monitoreo, optimizacion y control en estos procesos. Dado por descontado que el
coeficiente de difusion es funcidén de la temperatura en estos procesos, de gran importancia
industrial, es necesario determinar en cada caso particular si el coeficiente de difusion, a
temperatura constante, puede ser representado mediante un valor constante o es funcién de la

concentracion.

(iii) Estado del arte en determinacion y discriminacion de modelos en secado y extraccion

En el caso del secado isotérmico de particulas esféricas existe una solucion analitica a la segunda
ley de Fick para el caso en que son validas las siguientes suposiciones: difusividad constante,
movimiento unidimensional de la humedad, no hay cambio en el volumen de la particula,
distribucion de la humedad inicial uniforme y una concentracién constante en la interfase sélido-
gas despreciando las resistencias externas a la transferencia de humedad (suponiendo un nimero
de Biot infinito). Esta solucion toma la forma de una serie infinita de eigenfunciones y es el punto
de partida para la determinacion de los coeficientes de difusion de humedad a partir de
informacion sobre la cinética de secado. Aunque a su aplicacion a la determinacion de
coeficientes de difusion se le pueden hacer muchos cuestionamientos aun es la base de la
determinacion de coeficientes de difusién de humedad efectivos de materiales bioldgicos y de
alimentos (Chen, 2006).

La forma usual de estimar coeficientes de difusién consiste en truncar la solucién en series
infinita tomando en cuenta solo el primer término de ésta. En cada uno de los sumandos aparece
el coeficiente de difusién caracteristico de cada sistema. Usualmente se acepta que solo para
tiempos muy cortos es necesario tomar en cuenta mas de un término de la serie (Broker et al.,
1992). Luego, de una gréafica en escala semilogaritmica del contenido de humedad experimental
contra tiempo se estima el coeficiente de difusion a partir de la pendiente. Este método es simple



y féacil de utilizar. Sin embargo, este método no se puede utilizar cuando la difusividad depende
del contenido de humedad debido al hecho de que una de las suposiciones iniciales no se

satisface.

Una manera de obtener la dependencia funcional del coeficiente de difusion con respecto a la
humedad es a través del llamado método del régimen regular en el que se asume que la
difusividad sigue un modelo de ley de potencias con respecto al contenido de humedad
(Schroeber, 1976; Luyben et al., 1980; Yamamoto, 2001; Martinez-Vera et al., 2005). Este
meétodo hace uso de soluciones generalizadas (en forma gréafica) para diferentes geometrias en
términos del flux a través de la superficie de la particula. Este método también requiere llevar a
cabo varios experimentos de secado partiendo de diferentes contenidos de humedad iniciales para
encontrar el contenido de humedad a partir del cual las diferentes curvas de secado se vuelven
independientes del contenido inicial de humedad. Esto significa que este método requiere que se
hagan al menos dos experimentos de secado a la misma temperatura para cada determinacion del

coeficiente de difusion.

En procesos de extraccion solido-liquido la determinacion del coeficiente de difusion aparente
(constante) se hace de forma analoga a la descrita para procesos de secado partiendo de la
solucion de la ecuacion de difusion para una placa plana como una serie infinita de
eigenfunciones (Alvarez et al., 2001; Fan H. P. y Morris J. C., 1948; Krasuk J. H. et al., 1967).

Otra aproximacion al problema de determinar la relacién difusion-concentracién ha sido a través
del empleo de técnicas de optimizacion (Pakowski y Adamski, 2007; Tahar et al., 2006). En
general, en este enfoque lo que se hace es transformar la ecuacion de difusion en un sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales, se propone un modelo para el coeficiente de
difusion y se optimizan los pardmetros del mismo utilizando como funciéon objetivo la
minimizacion de la diferencia entre la concentracion promedio calculada y la concentracion
experimental. Este enfoque puede presentar problemas de convergencia y multiplicidad de

soluciones sin garantizar que se encontrd el minimo global.



Los métodos de regresion tienen la desventaja de que no permiten decidir si el modelo supuesto
para un cierto fendmeno que se quiere modelar es correcto en el sentido de que éste corresponda
realmente al fendmeno fisico que se quiere modelar. Estos métodos nos permiten calcular los
valores de los parametros que llevan a un mejor ajuste del modelo propuesto a los datos
experimentales. De hecho, es posible proponer dos diferentes modelos que presupongan dos
diferentes mecanismos mediante los cuales se lleve a cabo un cierto proceso fisico y que lleven a
una concordancia con los datos experimentales igualmente buena. Es bien conocido que el
procedimiento de regresion puede llevar a muy buenas predicciones con un modelo erréneo. El
principal problema surge en este dltimo punto: ;como saber si el modelo supuesto para el
coeficiente de difusion (tal como una difusividad constante o una dependiente de la

concentracion) corresponde al comportamiento fisico real?

Los filtros ya han sido utilizados para la estimacion de pardmetros en el campo de la
biotecnologia (por ej. Bastin y Dochain, 1990). En el campo del secado se ha utilizado un filtro
de Kalman extendido para la estimacion de coeficientes de difusion efectivos (Galan y Martinez,
1996). Entre los filtros mas comunmente utilizados estan el filtro de Kalman y el observador de
Luenberger. Hemos escogido la version del observador ya que es facil de implementar y tiene un
buen desemperio. Entre las desventajas del filtro de Kalman extendido podemos mencionar que la
estimacion de la matriz de covariancia para el par proceso-ruido es un paso critico (Valappil y
Georgakis, 2000). Si la estimacion de dicha matriz es baja el filtro sobrepesara la informacién del
modelo y no utilizara las mediciones en linea apropiadamente para corregir los estados. Esto
puede llevar a un pobre desempefio o ain a divergencia del filtro. Por el otro lado, si la matriz de
covariancia ruido-proceso se estima mas alta que su valor real los estados estimados seran

ruidosos e inciertos (Valappil y Georgakis, 2000).

(iv) Estado del arte en determinacion y discriminacion de modelos en cinética de
polimerizacion

En el campo de los polimeros se ha empleado un método integro-diferencial (MID) basado en un
observador como un criterio para decidir entre varias formas funcionales de constantes cinéticas
publicadas en la literatura (Lopez-Serrano et al., 2000, 2004b) y para discriminar modelos

(Lopez-Serrano et al., 2004a) aprovechando la informacion contenida en las mediciones y sus
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derivadas. Esos estudios estan basados en teoria de estimacion en sistemas dinamicos no lineales

(descritos por ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO)).

En analogia con los métodos comunmente utilizados para la determinacién de constantes
cinéticas en reacciones quimicas (Fogler, 1992) esta metodologia puede ser entendida como un
método diferencial (MD) de anélisis en contraposicion al método de regresion que se puede
concebir como un método integral (MI) de andlisis. EI método integral implica hacer una
adivinanza sobre el orden de la reaccion y posteriormente integrar la ecuacion diferencial que
modela el sistema por lotes. En el método integral el orden de reaccion se obtiene como un
resultado de la aplicacién del método que implica obtener la derivada de la concentracién con

respecto al tiempo a partir de mediciones de la concentracion.

El MID consta de cuatro etapas: i) delimitacion del intervalo de estimabilidad de la dependencia
del coeficiente de difusion con concentracion; ii) suavizado con filtrado de la sefial medida
mediante método integral (regresion); iii) determinacion de la dependencia, en forma numérica,
de el coeficiente de difusion con respecto a la concentracion (método diferencial realizado
mediante integracion del observador); iv) ajuste o correlacion con una funcién analitica
(regresion). EI MID, desarrollado en el contexto de investigacién en cinética de polimerizacién

aplicando teoria de estimacion no lineal, combina lo mejor de los métodos diferencial e integral.

El MD tiene entre sus principales ventajas su capacidad de discriminacion y valoracion de
modelos, depende menos de hipotesis a priori de modelado, cuenta con criterios a priori de
valorabilidad en base a la propiedad de obserbavilidad, ain sobre intervalos, que si se cumplen,
garantizan la determinacion con unicidad de la relacién, en nuestro caso, difusién versus
concentracion promedio. La principal desventaja del MD es la mayor propagacion de errores de
medicién y modelado por diferenciacién (problema que se resuelve con la etapa de suavizado con
filtrado).

El MI cuenta entre sus principales ventajas su robustez y su desventaja es que requiere de prueba

y error sobre modelos con funciones candidatas. En el MI no hay criterios a priori de
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estimabilidad, se pueden presentar problema de soluciones maltiples debido a la existencia de

minimos no globales.

Para validar la metodologia basada en el observador hemos escogido problemas tipicos en los
campos del secado de granos y la extraccion solido liquido. En el campo del secado hemos
seleccionado dos ejemplos con datos simulados (uno en el que el coeficiente de difusion es
independiente del contenido de humedad y otro en el que el coeficiente es dependiente de la
humedad) y dos ejemplos con datos experimentales. En el campo de la extraccion hemos
seleccionado un ejemplo con datos experimentales reportados en la literatura. En este trabajo se
muestra que el coeficiente de difusion puede ser determinado de manera univoca, que se puede
llevar a cabo la discriminacién de modelos y que se puede determinar la dependencia funcional

del contenido de humedad y no suponerla como se hace cominmente.

El anélisis de observabilidad y la construccion del observador para las dos clases de procesos
analizadas en este trabajo son completamente analogas. Sin embargo se muestra su desarrollo en
ambos casos. En el caso del secado el problema se plantea en términos de estimacion de un
tiempo caracteristico. En el caso de extraccion el problema se plantea en términos de la

estimacion del inverso del tiempo caracteristico.

En una fase final de refinamiento los pardmetros de la relacion funcional entre el coeficiente de
difusion y la concentracion se pueden utilizar como valores iniciales en un procedimiento de
optimizacion en base a la solucion rigurosa de la ecuacion de difusién. Esto se muestra en el caso

de extraccion solido-liquido.

(v) Motivaciones y justificaciones

A diferencia del problema de estimacién en el campo de cinética de polimerizacion citado arriba,
que esta descrito por EDO, el problema que abordamos en este trabajo es el de estimacion en
sistemas dinamicos distribuidos en espacio (descritos por una EDP). Siguiendo ideas y técnicas
de métodos numéricos para EDPS (Kevrekidis 1. G., 2000; Philip J. R., 1955. Silebi C. A. y
Schiesser W. E., 1992) aproximamos la EDP mediante un conjunto de pocas EDOS o en términos

matematicos hacemos una aproximacion juiciosa de la EDP mediante un namero finito de EDOS.
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(vi) Objetivos, alcance y resultados de la tesis

En este trabajo se aborda el problema de determinar la constancia o dependencia de la
concentracion del coeficiente de difusion sobre la base de mediciones de la concentracion a lo
largo del curso del proceso. EI método empleado parte de la representacion del proceso mediante
un modelo de dimensién finita a partir del cual verificamos la posibilidad de determinar el
coeficiente de difusion de informacion sobre la cinética del proceso. Esto se hace a partir del
requerimiento de que se satisfaga una propiedad de observabilidad instantanea a lo largo del
proceso. Se implementa un observador para llevar a cabo la identificacion en linea del coeficiente
de difusion a partir de las mediciones experimentales y sus derivadas temporales. Los resultados
aqui obtenidos muestran que: (i) es posible determinar de manera univoca la dependencia del
coeficiente de difusién del contenido de humedad y (ii) es posible discriminar modelos del

coeficiente de difusion.
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CAPITULO 1
EL PROBLEMA DE LA DETERMINACION DEL MODELO DE
DIFUSION

Resumen
En este capitulo se formula, técnicamente hablando, el problema de la determinacién del modelo

de difusion, que describe la manera en que la difusion depende de la concentracion, a partir de la
medicion de masa total contra tiempo en el conjunto de particulas asociados al proceso de secado
0 extraccion. Tanto el problema planteado como la solucidn buscada se ponen en perspectiva con

los planteamientos y resultados de los trabajos previos reportados en la literatura.
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1.1 El proceso de transporte de masa (secado o extraccion)

Los procesos de transporte de masa que analizaremos en este trabajo son secado de solidos y
extraccion solido-liquido. EI proceso de secado (extraccion) consiste en el transporte de
humedad (aceite) desde el interior de un sélido poroso al aire (0 solvente). Ambos procesos estan
limitados por el equilibrio con el fluido externo (aire o solvente). En el caso de secado existe
una concentracion que depende de la posicion y el tiempo c(r, t)

Suponiendo particulas esféricas y aplicando el principio de conservacion de masa en términos de
acumulacién y transporte en un elemento diferencial en un radio r y con espesor r+dr y
conservacion de masa en la frontera en términos de transporte nos lleva a que la evolucion
temporal del perfil de concentracion c(r, t), la concentracion promedio ¢(t) de humedad (o
aceite) por unidad de volumen en el secador (0 extractor) satisfacen la siguientes ecuaciones

diferencial parcial (1.1a) e integral (1.1€), respectivamente:

9 _ 19 2 o

E_rZaer(c)ar’ 0<r<R, t>0, c,<c<c (1.1a)
R =0: Z=0 t>0 (1.1b)
r = R: c(R,t) =c, t>0 (1.1¢c)
t=0 c(r,0) = co(r) 0<r<R (1.1d)
&(t) = R3—3 [ e, r2dr 0<t< to (1.1e)

donde (1.1a) es valida en el dominio, (1.1b) es la condicién frontera en el centro de la particula,
r=0, (1.1c) representa la condicion frontera en la superficie, r=R, y la condicion inicial esta dada
por la ecuacion (1.1d). La ecuacion (1.1e) permite relacionar, en cualquier tiempo t (mayor que
cero y menor que el tiempo que dura el experimento, tep) la medicion de concentracion de
humedad (o aceite) por unidad de volumen o por kg de sélido seco y(t) en el secador (0 extractor)

con el perfil de concentracion c(r, t). ¢ es la concentracion inicial, cg es la concentracion en la

superficie, en equilibrio con la concentracion externa, R es el radio de la particula (radio
equivalente si las particulas no son esféricas) y D es el coeficiente de difusion (posiblemente

dependiente de la concentracion) de la substancia difundiéndose a través de la particula.

En términos de concentracion y posicion adimensionales definidos de la siguiente manera:

y = e (1.2)

€o—Ce
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(=1 (13)

el sistema 1.1 se puede reescribir de la siguiente forma:

2—1;:%2:—5526(11)2—?, 0<&<1, t>0, 0<u<l (1.4a)
. Ou
§=0: =0 t>0 (1.4b)
£=1: u@,t) =0 £>0 (1.4c)
t=0 u(é,0)=1 0<éxk1 (1.4d)
y(©) =3(co = ¢,) [, u(€,t) §2d¢ +c, 0<t < tog (1.4e)
donde
D
5= (1.5)

1.2 El problema directo de modelado para prediccion

En un problema directo con un modelo ya determinado y con propésitos predictivos, el problema
consiste en determinar la evolucion de C(r, t) y y(t) en 0< t< te, en base a los siguientes datos:
perfil inicial Cy(r), el radio R, la concentracion de equilibrio Ce, y la funcién D(c) que relaciona la

difusividad D con la concentracion c (que es independiente de tamafos y perfiles).

Procedimiento de solucién: En el caso de D constante, la ECDP es lineal, se puede obtener una
aproximacion a la solucion mediante un desarrollo en funciones propias (Kevrekidis 1. G. 2000).
En el caso de D dependiente de la concentracion la ECDP es no lineal y, salvo en casos contados
de escaso interés practico, en general no existe solucién analitica y la aproximacion a la solucién
debe obtenerse mediante alguno de los métodos numéricos disponibles en la literatura para el
caso: colocacion, diferencias finitas, elemento finito, o combinaciones de ellos (Edsberg L., 2008:
Silebi y Schiesser, 1992).

En el caso lineal (D constante) el desarrollo en funciones propias (con truncamiento de la serie
después de N términos) lleva el modelo del proceso en EDP (1.4) a un sistema dinamico lineal,

con N EDOS lineales y un mapa de salida lineal.

La funcion que describe el perfil de concentracion adimensional u(Z, ¢) se expresa como una

suma infinita de términos
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u(§,t) = X1 up (§,0) (1.6)
Las funciones u,(& t) se expresan como productos de una funcion dependiente de la variable
espacial y de otra funcion dependiente del tiempo
u,(&,t) = T,(t) X, (&) n=1,2, ... 1.7
La substitucion de las derivadas de u(¢, ¢), en términos de las funciones Tn(t) y Xn($) en la EDP
(1.4a) permite separar la funcion Ty(t), y su derivada dependiente del tiempo, de la funcién X, (&)
y sus derivadas dependientes de la posicion. La EDO de segundo orden que se obtiene de esta
forma para la funcion X, (&) constituye un problema de Sturm-Liouville cuya solucion (después de
aplicar las condiciones frontera correspondientes) es
X, (&) = & tsen(nnf) n=1,2, ... (1.8)
Después de substituir las derivadas correspondientes de la funcion u (¢, ¢), expresadas en términos
de las derivadas de las funciones Ty(t) y Xn(&), estas ultimas definidas en (1.8), y ortogonalizar
con respecto a las funciones sen(mz¢&) en el intervalo 0<<1 obtenemos la ecuacién
w1 Ty + 8 XR-1(nm)? T, = 0 (1.9)
que se puede aproximar como un sistema finito (de dimension N) de EDOS (ecuaciones
diferenciales ordinarias)
T = A(&)T (1.10)
Donde T es un vector columna cuyos elementos son Ty, To, ..., Tn Y A(J) es una matriz diagonal
cuyos elementos son: §(m)?, §(2m)2, §(3m)?, .., §(Mr)2 Este sistema, con las condiciones
iniciales apropiadas
T(0) =T, (1.11)
se puede resolver para las funciones T,(t) las cuales nos permiten obtener una solucién
aproximada al perfil u(Z, ¢) con los primeros N términos de la serie infinita definida en (1.4). En
este caso, como el sistema es lineal y desacoplado se puede obtener una solucién analitica. Las
funciones T,(t) son funciones exponenciales definidas por
T, = expi{—(nm)?5t) (1.12)
La aproximacién a la medicion de concentracion total de humedad (o aceite) por unidad de

volumen y(t) en el secador (o extractor) esta dada por

y(t) = 3(cy — c,) f01 YN_ Esen(nmé) (e_(””)z&)df +c, (1.13a)
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y(t) = 3(co — ¢.) By [y (=) ésen(nmg) d§ + c, (1.13b)

Para n=1

Y1(8) = 3(cy — c)(e™ ™) (2) + ¢, (114)

Para n=i

yi(®) =3(co — ¢2) T (-7 (e M) (=) +¢, (1.15)
En el caso de D variable la aplicacion de métodos numéricos como diferencias finitas o
colocacidn (ver seccion 2.2) lleva un sistema dindmico no lineal, con N EDOS no lineales y un
mapa de salida lineal
u(,t) = f(w, D(w) (1.16)
Conu(¢,0) = uy
donde f es una funcion no lineal de las composiciones en los nodos (0 puntos de colocacién

adyacentes) y de la difusividad.

1.3 El problema inverso: la determinacion de D(c)

Como se menciono en la introduccion, en los procesos de secado y extraccion D(c) depende del
proceso especifico y frecuentemente no se conoce. Si el problema consiste en la determinacion de
D(c) a partir de informacion experimental de los perfiles de concentracion o de la evolucion de la
concentracion promedio se le denomina problema inverso. Suponiendo que la informacion
disponible es la evolucion de la concentracion promedio la manera de proceder para resolver el

problema inverso es la siguiente:

Dadas: la sefial de medicion y(t), la aproximacion del modelo (1.4), el perfil inicial y la
concentracion de equilibrio ce
Determinar: N (orden del modelo que aproxima la solucion), el tipo de discretizacion y D(c)

De tal suerte que el modelo (1.4) tenga capacidad predictiva.

1.4 Factibilidad de la determinacion de D a partir de mediciones de concentracion promedio
(observabilidad instantanea)
En el Capitulo Il mostramos que es factible determinar D a partir de mediciones de la

concentracion promedio y sus derivadas siguiendo la metodologia de disefio para estimacion
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geométrica basada en la propiedad de observabilidad instantanea no lineal (Herman y Krener,
1977). También se determina bajo qué condiciones el sistema de ecuaciones que constituye el
estimador es invertible y que por lo tanto es posible obtener a D a partir de la medicién de la
concentracion y(t) y su derivada (bajo la suposicion de que D esta en estado cuasi estacionario y
que R es constante). Hay que observar que la eleccion del método de discretizacion, tanto en el
caso lineal como en el no lineal, asi como la dimension del modelo que aproxima la solucién

pueden considerarse como un grado de libertad o incdgnitas del problema inverso.

1.5 Solucién del problema inverso con método integral
Desde la perspectiva del presente trabajo, lo que se ha hecho en la literatura de secado y
extraccion en particular y en muchos otros procesos en general se puede plantear

matematicamente de la siguiente manera:

(i) Se propone una relacion matematica que mapea las variables que determinan el
comportamiento del sistema a las variables de respuesta (modelo D(c)) que involucra
un conjunto de parametros ajustables del modelo P.

(i)  Seitera sobre el modelo D(c) ajustando los parametros en cada iteracion.

(ili)  El modelo candidato Dj(c, P), donde P es un vector cuyos elementos son los

parametros P; del modelo que se obtiene resolviendo el problema de regresion:

Min J(P) = [=7 w(®O)[9(t) — y(O] dt (1.17)
(iv)  De los modelos candidatos se obtiene D*(c), el modelo 6ptimo, como el que produce

un menor error promedio.

La principal ventaja del método de regresion es su robustez, sin embargo, y ésta es su desventaja,
requiere llevar a cabo un proceso de prueba y error con diferentes modelos para D(c) hasta

encontrar uno que produzca un error menor o igual a la tolerancia aceptable.

1.6 Enfoque propuesto para el problema inverso: metodologia integro-diferencial
En esta seccion se presenta la premisa metodologica que subyace a la propuesta de una solucion
mas sistematica para procesos de secado y extraccion (sistemas dinamicos distribuidos

espacialmente), en base a la metodologia ID desarrollada en el contexto de cinética basica de
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polimerizacion en sistemas descritos por EDOS no lineales tipo lote y con medicion de
conversion (andlogo a nuestra concentracion de humedad o aceite). En el entendido que el
desarrollo del método ID para sistemas distribuidos en general constituye en si un problema
abierto de investigacion y de que en esta direccion el presente trabajo aplicado a procesos de
secado y extraccidn constituye un paso inductivo hacia el desarrollo de una metodologia general

para sistemas distribuidos.

En base a una adecuacién del MID para sistemas poliméricos a nuestros procesos de secado y

extraccion el procedimiento de solucion es el siguiente:

1. Caracterizacion de la propiedad de observabilidad en base a un modelo lineal
determinando el intervalo de tiempo en el que el sistema es observable descartando el
tiempo de aprendizaje requerido por el observador y determinando el tiempo al final del
proceso a partir del cual la matriz de observabilidad se vuelve numéricamente singular (el
contenido de humedad o la concentracion de aceite ya practicamente no cambia).

2. Suavizado Y filtrado de la sefial de medicion mediante MI obteniendo una representacion
continua y suave (sin ruido).

3. Determinacién numérica de D(c) mediante MD (usando estimador de alta ganancia) a
partir de los valores estimados de D(t) y c(t) generados por el estimador.

4. Ajuste de D(c) a una funcion analitica D(c,P) mediante MI. En base a inspeccién de la
curva que describe D(c) se genera un modelo con parametros ajustables para D(c). Se
obtienen los valores éptimos de los pardmetros P; resolviendo el problema de
optimizacion mencionado arriba.

5. Verificacién y valoracion: prediccion con problema directo y comparacion con las

mediciones.

La funcion analitica D(c,P) a proponer en el punto 4 podria seleccionarse de entre los diferentes
modelos tedricos basados en diferentes conceptos fisicos (tales como efectos de volumen libre,
efectos de obstruccion, interacciones hidrodinamicas) correspondientes a las varias descripciones
teoricas de los procesos de difusion propuestos en la literatura (Masaro y Zhu, 1999; Cussler,
1997).
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Siendo el método ID constructivo en el sentido de que depende de explotar y analizar las
especificidades del proceso debe quedar claro que la extension del método ID originalmente para
sistemas poliméricos por 2 a 5 EDOS con una medicién de conversion al caso nuestro de
sistemas distribuidos descritos por EDPS (ecuaciones en derivadas parciales) con nimeros de
ecuaciones que pueden ir de 2 a 50 estados con una sola sefial de medicion no es un paso trivial

ni una simple extension del caso de polimerizacion.

Asi pues en esta tesis nuestro problema en secado y extraccion consiste en:

-establecer formalmente la resolubilidad del problema, en base a la nocién de observabilidad, y
determinar el intervalo en que el proceso es observable.
-en caso afirmativo desarrollar una metodologia que funcione adecuadamente y con énfasis en el

desarrollo de un procedimiento sistematico.

1.7 Comparacién con otro estimador

Para contrastar los resultados obtenidos con el observador aqui presentado y como un ejemplo de
un observador que no presenta unicidad de solucién en el Apéndice 1 presentamos la aplicacién
de un observador exponencial para el cual las ganancias son adaptivas y estdn dadas por
ecuaciones dinamicas. El disefio del observador, la demostracién de sus caracteristicas de
convergencia asi como un ejemplo de aplicacion se pueden ver en el trabajo de Aguilar y
Acevedo (2009).

1.8 Sumario: motivacion, metodologia y contribucién

Recapitulando: (i) los problemas de determinacion de modelo de difusidon en secado y extraccion
(arriba descritos) se han abordado mediante regresion integral iterando sobre modelos candidato
hasta encontrar uno que describa adecuadamente (con incertidumbre menor o igual a la
experimental) los perfiles experimentales; (ii) el enfoque integro-diferencial asistido por la
nocion de observabilidad ofrece la posibilidad de determinar parametros o agrupamientos de ellos
en sistemas se polimerizacion descritos por EDOS no lineales, y (iii) el método ID no se ha
estudiado para al caso de sistemas dindmicos descritos por EDP, como es el caso de los dos
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problemas que son el objeto de estudio de esta tesis. Esto constituye la motivacion del presente

trabajo.

Teniendo esto en mente, nuestros problemas de secado y extraccion descritos por una EDP se
trataran con la siguiente metodologia: (i) aplicar algun método de discretizacion para aproximar
la EDP con un conjunto, lo méas pequefio posible, de EDOS, (ii) establecer la factibilidad de
determinar la dependencia de D(c), y (iii) obtener de forma analitica la dependencia de D(c)
mediante un procedimiento sistematico (sin necesidad de iteracion sobre la forma basica de la

dependencia).

La contribucion en los problemas de secado y extraccion consiste en: (i) un mejor entendimiento
del problema, en términos de observabilidad, y (ii) un procedimiento de solucion del problema
inverso que es mas simple y sistematico que los anteriores. Desde la perspectiva del problema de
determinacion de funciones desconocidas en sistemas reaccion-transporte (reactores tubulares,
membranas sintéticas o biologicas, etc.) el presente estudio para los casos de secado y extraccion
constituye un paso inductivo hacia el desarrollo de una metodologia de uso general para sistemas

reaccion-transporte descritos por EDPS dindmicas.
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CAPITULO 2
OBSERVADORES Y OBSERVABILIDAD

Resumen

En este capitulo se presenta una breve introduccion a los observadores y la propiedad de
observabilidad. Se obtiene una solucion a la ecuacion de difusién mediante colocacion ortogonal
y se muestra que, bajo esta solucién, la difusividad es observable a partir de mediciones de la
concentracion y sus derivadas temporales. A partir de la solucién obtenida se construye el
estimador y se muestra que la dindmica del error de observacion converge exponencialmente a

cero si se escogen las ganancias del estimador apropiadamente.
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2.1 Introduccion a los observadores

El problema del disefio de observadores surge de manera natural en teoria de sistemas cuando se
requiere estimar alguna informacion interna a partir de mediciones externas directamente
disponibles (sefiales). Estas sefiales pueden ser de varios tipos: sefiales variantes en tiempo que
caracterizan al sistema (variables de estado), sefiales constantes (pardmetros) y sefiales externas
no medidas (perturbaciones). La necesidad de disponer de informacion interna puede tener
diversas razones: modelado (identificacion), monitoreo (deteccion de fallas) o control del sistema
(Besancon Gildas, 2007).

Un observador se basa en un modelo con un sistema de adaptacién en linea basado en las
mediciones disponibles y cuyo objetivo es la reconstruccion de informacién, esto es, un
observador es un reconstructor de informacion basado en un modelo, basado en mediciones, y a

lazo cerrado.

Generalmente el modelo es una representacion en espacio de estados y se supone que la
informacidn que se desea reconstruir esta determinada por las variables de estado. Una forma de
abordar el problema consiste en tratar de disefiar un sistema dinamico explicito cuyo estado
deberia dar un estimado del estado actual del modelo considerado.

En general, el modelo del sistema en el espacio de estados se puede representar de la siguiente
forma (Besangon Gildas, 2007):
§(1) = f(§(0), u(®) (2.1a)
y(®) = h($(®) (2.1b)
Donde & denota el vector de estados, u denota el vector de entradas externas conocidas, y y
denota el vector de salidas medidas.

El problema de observacion consiste en: dado un sistema descrito por una representacion (1)

encontrar un estimado &(t) para &(t) a partir de u(t), y(t) para0 < Tt < t.

Este problema tiene sentido cuando no se puede invertir h con respecto a & a cualquier t.
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El observador se basa en la idea de una retroalimentacion explicita en la estimacion de &(t)
notando que si uno conoce el valor inicial £(0) uno puede hacer una estimacion para &(t)
integrando (1) a partir de &(0), la idea de retroalimentacion surge de lo siguiente: si & (0) no se
conoce se puede tratar de corregir en linea la integracion (t) de (1) debida a una estimacion
errénea £(0) en base al error medible h(£(t))-y(t) para buscar un estimado & de & como la

solucion de un sistema (Besancon Gildas, 2007):

E(t) = f(é(t), u(t)) +k(t, h (é(t)) — y(1)), con k(t,0)=0. (2.2)
Tal que:

(i)  &(0)=¢(0)=>¢&(D) = &), vt = 0;
i)y [|é® —&®]| - 0comot - oo;

Si (ii) se cumple para cualquier £(0), £(0) el observador es global.
Si (ii) se cumple con convergencia exponencial, el observador es exponencial.
Si (ii) se cumple con una tasa de convergencia que puede ser sintonizada, el observador es

sintonizable.

Este sistema auxiliar es lo que se define como un observador y esta ecuacion es la forma mas

comun de un observador para un sistema (2.1).

Para poder disefiar un observador sintonizable uno debe poder recuperar la informacién sobre el
estado a partir de la salida medida desde el tiempo inicial, y, particularmente, recuperar el valor
inicial correspondiente del estado. Esto significa que la observabilidad esta caracterizada por el
hecho de que a partir de la salida medida se debe poder distinguir entre varios estados iniciales o,

equivalentemente, no se puede admitir indistinguibilidad de estados.
La ecuacion del observador se puede interpretar como una copia del modelo con un término
forzante adicional el cual es proporcional al error de observacion de la parte medida del estado y

el cual desaparece en el caso de estimacion perfecta. En la practica la reconstruccion en linea de
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los estados faltantes se obtiene simplemente integrando la ecuacion del observador de estados. El
vector de estados estimados incluye todas las variables de estado ain aquellas que no son
medidas. El problema del disefio del observador de estados se reduce al problema de una

seleccidn razonable de la matriz de ganancias.

Para resolver este problema analizaremos la dindmica del error de observacion. Un error de
observacion igual a cero es un punto de equilibrio de la ecuacién diferencial que describe la
dindmica del error de observacion. A partir de una aproximacion tangente linealizada de dicha
ecuacion alrededor de un error igual a cero se encuentra que el problema de disefio del
observador se puede plantear como el problema de escoger las ganancias de manera que el
modelo lineal variante en tiempo que describe la dindmica del error tenga las propiedades de

convergencia deseadas.

Una condicidn necesaria para que un proceso lineal sea exponencialmente observable es que la
siguiente condicion de rango se cumpla a lo largo de las trayectorias del proceso (Friedland,
1987; Bastin y Dochain, 1990; Hangos et al., 2004):

L
| |

rango(0) = rango| LA(§)? |=N (2.3)

LAOV!
La matriz O es la matriz de observabilidad, la matriz A es el jacobiano del sistema, & es el vector
de estados, L es una matriz elemental, la matriz de observacion, que selecciona las componentes

medidas de £y N es la dimension del sistema (numero de estados).

Si el determinante de la matriz O es igual a cero el proceso no es exponencialmente observable y
el o los estados no medidos no se pueden reconstruir exponencialmente a partir de los estados

medidos a una tasa arbitrariamente rapida.

La condicion (2.3) es una condicidn necesaria pero no suficiente de observabilidad exponencial.
Su interés principal es proporcionar una forma facil de detectar aquellos procesos que son
genéricamente no exponencialmente observables. Cuando el sistema es no exponencialmente
observable, esto es, cuando los eigenvalores de la ecuacién lineal que describe la dindmica del
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error no pueden ser asignados libremente pero cuando el error del sistema sin embargo tiene un
punto de equilibrio asintoticamente estable en e=0, (e = & —§) el proceso aln puede ser
observado, pero su dinamica sera determinada parcialmente por las condiciones experimentales a

través del jacobiano de la dinamica del error (Bastin y Dochain, 1990).

Si el sistema es exponencialmente observable el problema del disefio del observador se reduce al
problema de seleccionar la matriz de ganancias. Dos soluciones estandar a este problema son el

observador de Luenberger extendido y el observador de Kalman extendido.

La regla de disefio para los observadores tipo Luenberger es escoger la matriz de ganancias de
manera que un error igual a cero es un punto de equilibrio asintéticamente estable del modelo del

error tangente lineal esto se logra escogiendo la matriz de ganancias de manera que:

a) Lamatriz

¥(£)=Ag)-al)L

y su derivada temporal estan acotadas:

)<k, Ve

d _ _
w@Eyck,  ve

donde k; y k son constantes positivas.

b) Los eigenvalores de ‘P(E ) tienen partes reales estrictamente negativas.

En el observador de Kalman el disefio se basa en una optimizacion cuadratica. EI problema es

encontrar la matriz de ganancias ‘P(E)que minimiza el error de observacion cuadratico medio:

E = ['le =& dr = [llle@)1? dr (2.4)

bajo la restriccion del modelo de error tangente lineal.

La solucion a este problema es (Bastin y Dochain, 1990):

Q(é) =Rr(ELT (2.5)
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La matriz cuadrada simétrica de dimension NxN R(€) es generada por la ecuacion de Riccati:

dR _ T T Fal fol
— =RLTLR + RAT(§) + A(§)R (2.6)
2.2 Observabilidad del coeficiente de difusion

2.2.1 Planteamiento del problema

1. Se discretiza la EDP mediante series de Fourier (el tratamiento de la observabilidad de las
EDPS es uno de los temas mas abstractos en teoria de control, y por lo tanto muy alejado de la
aplicacion). Una forma de analizar la observabilidad es primero construir una aproximacion de
dimension finita (Ilo més pequefa posible) descrita por un conjunto de EDOS al que se le puede
tratar con nociones de observabilidad no lineales ya definidas y aplicadas al disefio de

observadores.

2. Como se menciono en la introduccién discretizaremos la EDP y utilizaremos la definicion de
observabilidad instantanea no lineal (Herman y Krener, 1977) en la que se basa el observador
geométrico (Alvarez, 2000; Alvarez y Fernandez, 2009) y el estudio de valoracion y
discriminacion de modelos de sistemas poliméricos (Lopez-Serrano et al., 2004a, LOpez-Serrano
et al., 2004b). Mayores detalles se pueden ver en las referencias citadas. Aqui presentaremos una

descripcidn breve y concisa en el contexto de nuestro problema.

Plantearemos la observabilidad del sistema en términos del concepto de observabilidad
instantanea no lineal (Herman y Krener, 1977). Partimos de la descripcién fickiana del proceso
difusivo unidimensional en una placa plana (el problema en coordenadas esféricas se puede
transformar en uno en coordenadas cartesianas mediante un cambio de variable). Este caso
corresponde al modelado del proceso de extracciéon solido-liqguido como un proceso difusional
unidimensional en geometria rectangular (flujo en la coordenada espacial z) abordado en el
Capitulo IV.

Para el caso de una placa plana la ecuacion de difusion toma la siguiente forma:

dc(z,t) i dc(z,t)
o —aZD(C(Z,t))—aZ , 0<z<l,t>0,¢c,<c<c (2.7a)
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Con las siguientes condiciones iniciales y de frontera:

B dc(zt) _
z=0 >, =0 t>0 (2.7b)
z =1L c(l,t) =c, t>0 (2.7¢)
t=0 c(z,0) = cy(2) 0<z<l (2.7d)

y la siguiente ecuacion que promedia las concentraciones locales sobre el volumen:

c(t) = %fol c(z,t)dz (2.7¢)
c(z, t) es la concentracién local, ¢(t) es la concentracion promediada sobre el volumen. ¢, es la
concentracion inicial, ce es la concentracion en la superficie, en equilibrio con la concentracion

externa, | es la mitad del espesor de la pelicula y D es el coeficiente de difusion (posiblemente

dependiente de la concentracion) de la substancia difundiéndose a través de la placa.

El modelado del proceso difusional unidimensional en geometria rectangular (flujo en la

coordenada espacial z) en variables adimensionales se plantea matematicamente en la siguiente

forma
WEH = % suE, N2 g<e<1, t>0, 0<u<l (2.8a)
at 0 0§
5=0:@§2=0 t>0 (2.8.0)
=1 u(,t)=0 t>0 (2.8.c)
t=20 u(é,0 =1 0<éx1 (2.8.d)
1
y() = (co —c.) J, u(§, t) d¢ + ¢, 0 St <ty (2.8¢)
aqui
D
6= 7 (2.9
La concentracion adimensional es
u(é,t) :=5%%%§i59 (2.10)

y la coordenada espacial adimensional es
5=§ (2.11)

donde 21 es el espesor de la placa solida y texp s el tiempo que dura el experimento.

29



En el contexto del proceso de extraccion considerado en este trabajo (Capitulo IV) u denota la
cantidad de aceite por unidad de masa de sélido relativa a la cantidad inicial de aceite (la

concentracion de equilibrio se supone igual a cero).

En el modelo para estimacion supondremos al coeficiente de difusion independiente de la
concentracion y, por lo tanto, independiente del tiempo (sin que necesariamente lo sea). El
argumento es que si la dinamica del observador es mucho mas rapida que la dinamica de la
concentracion y, por lo tanto también mas rapida que la dindmica del coeficiente de difusion,
desde el punto de vista del observador las concentraciones estan en estado cuasi estacionario (al
menos por intervalos de concentraciones). La dindmica del observador siempre se puede hacer lo
suficientemente rdpida a través de los pardmetros de sintonizacion del mismo (vector de
ganancias) siempre y cuando el transitorio esté en la zona en que hay observabilidad en un grado
razonable. Esto es, la dinamica del coeficiente de difusion es arrastrada por la dinamica de las
concentraciones

§ = 6,1 (2.12)
donde

_ds & ds u_du
du'" " dt’'T T de

y podemos seleccionar las ganancias del observador de manera que su dinamica sea al menos 10
veces mas rapida que la dinamica de la concentracion y, consecuentemente, se pueda considerar
al coeficiente de difusion en estado cuasi estacionario, sin que esto signifique que su dinamica no

cambie.

Entonces el modelo para estimacion es el siguiente, en el que ya tenemos un problema lineal que

admite una solucion analitica

a—“;—f't—)=5%"’—“§—jt—),o<f<1,t>o, 0<u<1 (2.13.)
5:0:@§Q=0 t>0 (2.13.b)
&E=1: u¢,t)=0 t>0 (2.13.c)
t=0 u(é,0=1 0<é<l1 (2.13.d)
y(© = (co = c) [, u(&,0) d€ +c, 0<t <ty (2.13.€)
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2.2.2 Solucidn y aproximacién mediante series de Fourier
El procedimiento de solucion y truncamiento de ésta que aqui presentamos es material estandar
(ver por ej. Churchill, 1963; Hines y Maddox, 1984).

En el caso lineal (D constante) un desarrollo en eigenfunciones con N términos lleva a expresar el
modelo (2.12) como un sistema dinamico lineal con N ecuaciones diferenciales lineales y un
mapa de salida lineal. La funcion que describe el perfil de concentracion adimensional u(¢, t)
como una suma infinita es

uE,6) = 9o uy (€,1) (2.14)
Si las funciones un(&, t) se expresan como productos de una funcion dependiente de la variable
espacial, X,,(§), y una funcion dependiente del tiempo, T, (t), tenemos

u, (&,t) = T, (t) X,,(&) n=0, 1, ... (2.15)
La substitucion de las derivadas parciales correspondientes de las funciones Tn(t) y Xq(¢) en la
ecuacion (2.12a) permite separar la funcion T,(t) y sus derivadas dependientes del tiempo de la
funcién Xn(¢&) y sus derivadas dependientes de la variable espacial. La EDP obtenida para la
funcién X,(¢&) constituye un problema de Sturm-Liouville cuya solucién (con las correspondientes

condiciones a la frontera) es

X, (§) = Bycos(g) n=o, 1, ... (2.16)

Utlizando la condicidn inicial (2.12.d) y ortogonalizando con respecto a las funciones

2m+r

OS(Tf) m=0, 1, ... (217)
En el intervalo 0<¢<1 se obtiene la siguiente ecuacion
_ [ A=D" 2n+D)r
X2(©) = (Grms) cos(56) (2.18)

Trabajando con la ecuacion Ty(t) y sus derivadas se obtiene la siguiente ecuacion
Yo o T, + 6’1—22;?=0(2n +1)?%T, =0 (2.19)
La cual se puede aproximar como un sistema finito de EDOS (dimension=N)
T = A(6)T (2.20)
donde T es un vector columna cuyos elementos son Ty, Ty, ..., Ty Y A(J) es una matriz diagonal

N-dimensional cuyos elementos en la diagonal principal son -d(m/2)2, -d(3m/2)? .., -

I (2N+1)?(m/2)?). Este sistema con las condiciones iniciales apropiadas
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T(0) =T, =1 (2.21)

Puede ser resuelto para las funciones T,(t).

T, = expit—(2n + 1)? (% )St) (2.22)
La concentracion medida (2.12.e) se puede aproximar como
1 4(—1)" 2n+1
y(®) = (co = ce) Jy X0 ((Z;H))n) cos(PE ) T, (0)dE +c, (2.23)

y(®) = (co =€) Th_o Tu (@) f (mn) cos (P22 8) dg + c, (2.24)

2n+Dr

Que podemos expresar como

y(t) = (CO - Ce) Zivz=0 o, Ty (t) + Ce (225)
donde
_ (4= (2n+1)7r
o= (Gormn) Jy cos(@522) df = =t (2.26)
Tomando (2.19) para n=0
2
To=-8(3) To (2.27)
Para n=0 la concentracion medida y su derivada se aproximan como
Yo(t) = (co =€) () To(t) + c. = @1(Ty,5) (2.28)
11'2
o) = —(co =€) () (%) 8To(t) = 92(To, 6) (2.29)

2.2.3 Observabilidad y modelo para observador

El modelo para analizar la observabilidad y construir el observador se basa en la solucion en
series de Fourier para la concentracion adimensional promediada en la variable espacial y
truncada a un solo término obtenida en la seccion anterior. El sistema de ecuaciones que
constituye el modelo para el observador estad conformado por el modelo dindamico del proceso y el

mapa de salida que relaciona las variables de salida al modelo dindmico del proceso

Ty, = -8 (g)2 T, (2.30)
(&) = (co =€) (55) To(®) + €. = @1(To,8) (231)
y() = —2(co —¢.) 8 Ty(t) = (T, 6) (2.32)

El jacobiano de este sistema es
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2w 02| T 2(c —c)6 —2(co — ¢,) To (1) '
9T, 35 0 e 0 e 0
y su determinante es
Det()) = (=) (co — €2)?To() (2.34)

Esto implica que el sistema es instantdneamente observable, en el sentido de observabilidad
instantanea antes resefiado, y que se pueden reconstruir los estados del sistema si ¢y #c, Y
To(t)20 ya que entonces para cualquier tiempo finito t Det(J) # 0 y, por lo tanto, la matriz
jacobiana es invertible. Consecuentemente To(t) y J° se pueden obtener de y(t) y su derivada, lo
que implica que el sistema es observable bajo estas condiciones. Concluyendo, To(t) y o(t) se
pueden determinar a partir de un conjunto de datos experimentales como los aqui considerados
siempre y cuando se tenga una sintonizacion adecuada. El criterio para lograr dicha sintonizacion
es: la(s) ganancia(s) es (son) tal (tales) que los polos de la velocidad de convergencia tengan una
frecuencia aproximadamente diez veces la del valor propio dominante tipico. Esto es, si Au

denota el valor propio dominante de la dinamica de las concentraciones

u=-A,u (2.35)
Entonces el criterio de sintonizacion es que

w; > Ay, (2.36)
Lo que se satisface si

w; =104, (2.37)

2.2.4 Modelo de observacién

En base a lo presentado en la seccidn previa el modelo unidimensional de observacion es el

siguiente
Ty = -8 (g)2 Ty (2.38)
§=0 (2.39)
y = (o= co) (=) To(®) + ¢ (2.40)

donde la ecuacion (2.36) representa la suposicion de estado cuasi estacionario para el coeficiente

de difusion.
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El observador de estados correspondiente es

~ a (m\2 ~

To==8(3) To +oiy-9) (2.41)
§=0+w(y—9) (2.42)
g = (co—co) () To(®) + ce (2.43)

Donde w; Y w, son las ganancias del observador seleccionadas de manera que la dindmica de éste
sea al menos 10 veces mas rapida que las de las concentraciones para que se pueda sostener la
suposicion de estado cuasi estacionario expresada en la ecuacion (2.36). w; es aproximadamente

2 veces el coeficiente de amortiguamiento y w, es la frecuencia al cuadrado (Fernandez, 2008).

2.3 Conclusiones

En este capitulo mostramos que, para procesos difusivos descritos mediante la ley de Fick, el
coeficiente de difusion, considerado como un estado del sistema, es observable a partir de
mediciones de concentracion bajo el modelo dado por la ecuacion (2.30) y que la dependencia
difusion-concentracion se puede determinar a partir del observador aqui propuesto siempre y
cuando las ganancias del mismo se determinen de manera que los polos de la velocidad de
convergencia tengan una frecuencia aproximadamente diez veces la de la dindmica de las
concentraciones, lo que permite hacer la suposicion de estado cuasi estacionario para la dindmica

de las concentraciones.
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CAPITULO 3
DISCRIMINACION DE MODELOS DEL COEFICIENTE DE DIFUSION
DE HUMEDAD Y DETERMINACION DE LA RELACION FUNCIONAL
DIFUSION-CONCENTRACION EN PROCESOS DE SECADO

Resumen

En este capitulo se presenta un criterio para determinar si el coeficiente de difusion de humedad
en procesos de secado es dependiente o independiente de la concentracién. Esto se hace a partir
de una solucién en series de Fourier truncada al primer término (modelo del proceso de secado).
El error asociado a esta solucion es menor al 2% excepto para tiempos muy cortos. El criterio se
establece a partir de los resultados obtenidos con experimentos simulados utilizando en un caso
un coeficiente de difusiébn constante y en otro uno dependiente de la concentracion.
Posteriormente se aplica el criterio a dos casos con datos obtenidos en el laboratorio, se obtienen
relaciones funcionales entre el coeficiente de difusion y la concentracion aplicando
sucesivamente un método integral (filtrado), uno diferencial (integracion de las ecuaciones que
describen al observador) y finalmente un método integral (ajuste de un modelo por regresion a los
datos generados por el observador). Se contrastan los resultados obtenidos con los reportados en

la literatura.
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3.1 Introduccidn
Consideremos un experimento en el que un pequefio conjunto de particulas himedas se seca

mediante una corriente de aire caliente a temperatura constante. La variacion en el contenido de
humedad de las particulas se monitorea gravimétricamente a lo largo del experimento. El flujo de
aire caliente es tal que las resistencias externas a las transferencias de calor y de masa entre la
particula y el fluido son despreciables y la relacion de equilibrio entre el contenido de humedad
del aire y la humedad del sélido en la interfase se supone conocida a priori. Supondremos por
simplicidad que las particulas son esféricas (en el entendido de que el mismo tratamiento podria
extenderse facilmente al caso de particulas no esféricas).

Para el caso de una particula esférica la ecuacion de difusion toma forma dada por la ecuacion
(1.1a) y para el experimento detallado en el parrafo previo las condiciones iniciales y de frontera
estan dadas por las ecuaciones (1.1b, ¢ y d). La ecuacion que promedia las concentraciones

locales sobre el volumen es:
R
C(t):RiSjo c(r)ridr (3.1)

c(r, t) es la concentracion local (masa de agua por masa de solido seco), ¢(t) es la concentracion
promediada sobre el volumen (masa de agua por masa de solido seco). ¢y es la concentracion

inicial, cg es la concentracion en la superficie, en equilibrio con la concentracion externa, R es el

radio de la particula (radio equivalente si las particulas no son esféricas) y D es el coeficiente de
difusion (posiblemente dependiente de la concentracion) de la substancia difundiéndose a través
de la particula.

3.2 Planteamiento del problema

Dadas la ecuacion (1.1) y un conjunto de mediciones de la concentracion promedio (discretas y
con ruido) y (masa de agua en la particula, b. s. en un proceso de secado; contenido de aceite en
un proceso de extraccion) a lo largo del proceso difusivo asi como estimaciones de su derivada
temporal en el periodo de tiempo experimental lep, Nuestro problema consiste en determinar: (i)
si la dependencia del coeficiente de difusion con respecto a la concentracion se puede determinar
de manera univoca independientemente de cualquier suposicion a priori sobre la dependencia del

coeficiente de difusion sobre la concentracion, (ii) para que subintervalo de tiempo lqps de el
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intervalo le, (equivalente a un subintervalo de concentracion promedio) se puede hacer dicha

determinacion, y (iii) la dependencia del coeficiente de difusion sobre la concentracion.

3.3 Modelo de estimacion para el proceso de secado

El andlisis presentado en esta seccion se basa en el concepto de observabilidad, el cual implica
que toda la informacién acerca de todos los estados de un sistema esta contenida en los estados
medidos. De acuerdo a la definicion de observabilidad no lineal, el coeficiente de difusion D se
puede determinar de manera univoca al tiempo t utilizando las medidas de la concentracién y sus
derivadas temporales. Para enfrentar este problema, primero expresaremos via series de Fourier
el modelo del proceso difusivo en dimensién finita y, por el momento, supondremos que las
medidas de la concentracidn y sus derivadas temporales se tienen de forma continua y suave (esto
es, sin ruido) a lo largo del tiempo que dura el experimento, en el entendido de que esta

suposicion serd relajada posteriormente.

La ecuacidon (1a) es una ecuacién en derivadas parciales (EDP) lineal para el caso en el cual D es
constante y su solucion se puede obtener como un desarrollo en eigenfunciones (Wilkinson,
2000; Hines y Maddox, 1984). La concentracién promedio adimensional C(t)definida como

(C(t)- Ce)/ (Co-Ce) es:

6 <1 i2 72 Dt
T i1 | R

C(t) = uia)i Cj (3.2b)
i=1

Dénde v representa a 6/z°. D es un coeficiente de difusion “efectivo” y

2 2
I D _ .
L i , ci:e’“, 1=1,2,...,0

Entonces, la relacion entre los coeficientes de Fourier, c;, y la concentracion adimensional

obtenida a partir de las mediciones experimentales, y(t), esta dada por:

y(t) =0 i G; (3.3)
i—1
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Para obtener nuestro modelo de estimacion la solucién en series infinita a la ecuacion de difusion
(ecuaciones 3.2 y 3.3) se debe de truncar en algun valor finito. Al nimero de términos de la serie
tomados en cuenta, n, lo denominaremos la dimensién del modelo. Para n=1 el modelo de

estimacion es:

yi) =va ¢ (3.4)

3.4 Estimabilidad del coeficiente de difusion

Ahora nos avocamos al problema de estimar un coeficiente de difusion tomando en cuenta
solamente el primer término de la serie infinita de Fourier. Como ya se mostrd en el capitulo
previo (seccion 2.2) se puede estimar el coeficiente de difusion a partir del conjunto de datos
disponible (medidas de concentracién contra tiempo). Para evitar los problemas numeéricos
inherentes a trabajar con nimeros muy pequefios tal como pérdida de cifras significativas (los
valores de D estan en el rango 10-8 a 10-13 m?s™) plantearemos el problema en términos de un
tiempo caracteristico definido como:

RZ
T, = m (35)
En el caso de que R sea constante (como se supone aqui) el problema de estimar D es equivalente

al problema de estimar z.

El determinante de la matriz de observabilidad (ver seccion 2.2.3) se puede volver muy pequefio
para tiempos muy grandes y, por lo tanto, la matriz puede volverse numéricamente singular si
C. €S mas pequefio que la precision con la que se hacen los célculos (esto puede ocurrir cuando ¢
se vuelve muy pequefio o cuando z. se vuelve muy grande). En conclusién, el sistema sera

observable si ¢, es mayor que la precision con la que se hacen los calculos y, en cuyo caso, zc j+1

se puede estimar a partir de cj+1 Yy sus valores previos.
Si se quiere estimar un tiempo caracteristico constante a partir de un conjunto de datos dindAmicos

de la concentracion promedio (c(t)), el conjunto de ecuaciones diferenciales involucradas (el

modelo de espacios de estado del sistema) son:
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X1 =C¢=—v (%) e o= — (%) c (3.6a)
%o =7c=0 (3.6b)
La ultima ecuacion expresa la suposicion de que el coeficiente de difusion es constante
(suposicion de estado cuasi estacionario) (Gelb, 1974). En notacién matricial:
X =F(X) 3.7)

Con el vector de estados extendidos definido como:

xz{xl}:{c} (3.8)
X2 Tc

F (x):[ fl(x’tﬂ - _[Tlcjc (3.9)

fo (X, t

3.5 Modelo del estimador

La estructura del observador geométrico (un observador tipo Luenberger) es:

de 1
m:‘[fJ° sy (yc) (3.100)
4% _ 4, (y-0) (3.10b)
dt
O, en notacion matricial:
X =F(X)+Q(X)[y-¢] (3.11)

La dinamica del error de estimacion, g:(X—X), aproximada mediante una aproximacion

tangente linealizada alrededor de error igual a cero, esta descrita por la matriz ¥ dada por

1 C
v=A-QL=| 7t .2 (3.12)
— @9 0

39



Para forzar la dindmica del error a cero se require asignar valores negativos a los eigenvalores de

esta matriz (Dochain, 2003), los cuales estan dados por:

/11=1(—0.5—0.560110+O.5x/1+2a)12'0+a)12rc‘2—4cwzj (3.13a)
Tc
y
_1 2_2
Ap=—|-05-05w17,-05:1+2w17c +wi 7" —4C W) (3.13b)
Tc

Resolviendo para w; y w; en términos de A1 y 4,

a)lz—(;tlrc +t:|(':+/1270) (314&)
Aatt A (3.14b)
@=L

Si asignamos 4; < 0 y 4, < 0 la dinmica del error del observador (X — X ) convergera

exponencialmente a cero.

La forma particular de F(x) y, por lo tanto, los elementos de la matriz de observabilidad
dependerdn de la solucion a la ecuacion de difusién que se considere. La solucion aqui
considerada consistird en el primer término de la serie de Fourier (infinita). Una solucion por
colocacion con un solo punto interno (una solucién aproximada que se puede obtener facilmente)

lleva a resultados similares.

Hasta aqui la conclusion es que se puede estimar el pardmetro de interés a partir de un conjunto

de datos experimentales como los aqui considerados.

3.6 Implementacion del observador

3.6.1 Intervalo de observacion

El intervalo temporal en el cuél el sistema es observable, Iops, Se obtiene descartando el tiempo de
aprendizaje requerido por el observador. Para tener un criterio que permita definir claramente el

punto inicial de lqps proponemos llevar a cabo simulaciones partiendo de diferentes condiciones
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iniciales y considerer aquellos valores de D después de los cuales las curvas de D comenzando de
diferentes condiciones iniciales se vuelven idénticas. De esta manera evitamos la dependencia de
las condiciones iniciales. Esto recuerda al Illamado método del régimen regular aplicado en
procesos de secado (Schroeber, 1976; Luyben et al., 1980; Martinez et al., 2005). Este método
requiere llevar a cabo varios experimentos partiendo de diferentes contenidos de humedad
iniciales para determinar el contenido de humedad a partir del cual las diferentes curvas de
secado se vuelven independientes del contenido inicial de humedad. En el método aqui propuesto
se requiere llevar a cabo al menos dos simulaciones partiendo de diferentes valores iniciales de D
para determinar el tiempo a partir del cual las curvas de D, que comienzan de diferentes valores

iniciales, se vuelven idénticas.

3.6.2 Discriminacion de modelos del coeficiente de difusion

La metodologia utilizada en este trabajo se basa en los resultados de experimentos dindamicos (en
particular, gravimétricos e isotérmicos). Los datos tiempo-concentracion se pueden registrar y
posteriormente suavizar con técnicas estandar. El conjunto de datos dinamicos suavizados se
alimentan al estimador arriba descrito. Como se mostro previamente el estimador satisface la
condicion de observabilidad y, por lo tanto, es posible estimar el coeficiente de difusion a partir
de las mediciones de humedad. En el algoritmo del estimador estd incluida la forma de la
dependencia funcional del parametro a ser estimado. En nuestro caso la suposicion es que el
coeficiente de difusion es constante a temperatura constante (es decir, independiente de la

concentracion y, consecuentemente, independiente del tiempo, D=0). Este sera el marco de

referencia para decidir si el comportamiento de D con respecto a t se puede considerar una linea
con pendiente cero después de descartar el intervalo de tiempo inicial requerido por el observador
para converger a los valores experimentales. Esta linea podria ser representada por el valor
promedio de D, D, en el intervalo bajo consideracion. Si el estimador no puede generar un
parametro constante implica que la hipdtesis relativa a la constancia con respecto al tiempo del
parametro es incorrecta. Si el estimador converge a un valor constante del parametro esto

corrobora la suposicion hecha.
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El tiempo caracteristico como una funcién de t, obtenido mediante el observador, en lgps Se
integra sobre loys para obtener un valor del tiempo caracteristico promedio, z.os. El valor

correspondiente de D, se obtiene con la siguiente expresion:
Dobs = r'pZ/( Tc,0bs 71'2) (3.15)

Como se vera mas adelante, los valores de D asi obtenidos son semejantes a los obtenidos
mediante el procedimiento usual de regresion. Pero el método aqui propuesto permite ir un paso
mas adelante y proponer un modelo dependiente de la concentracion para el coeficiente de
difusion. EIl observador genera un valor de D y un valor de la concentracion en cada paso de
integracion a partir de los cuales se puede generar una relacion funcional entre el coeficiente de
difusion y la concentracion. Esto es, a partir de las parejas de valores Dj-c; correspondientes a
cada tiempo discreto tj.1+A4¢ se puede obtener un modelo para la dependencia de D sobre ¢ via
regresion no lineal. EI mejor modelo podria resultar ser una D constante. Sin embargo, si hay
variaciones en los valores de D, primeramente habria que preguntarse si no son debidas a los
errores de integracion numérica y a la dependencia de las condiciones iniciales. Si la respuesta a
esta pregunta es negativa, se puede proponer, por ejemplo, un modelo de ley de potencias
(D=a-c?) para esta relacién como se hace en el método de régimen regular en el que se asume que

la difusividad es funcion de alguna potencia del contenido de humedad (Schroeber, 1976).

Para decidir si las variaciones de D con ¢ son debidas a errores inherentes al procedimiento de
integracion numérica o reflejan una dependencia real de D sobre c, esto es, para decidir si D
puede ser considerado constante 0 no proponemos el siguiente criterio: definir un intervalo de
variacion de los valores de D alrededor de su promedio en el cual, si los valores de D caen dentro
de dicho intervalo el coeficiente de difusion puede ser considerado constante. Si los valores de D
caen fuera de dicho intervalo el coeficiente de difusion debe considerarse como dependiente de la

concentracion.

En las aplicaciones de regresion lineal y no lineal a menudo se supone que el término de error
sigue una distribucién normal con localizacion y escala fijas. Bajo la suposicion de que D es
constante (independiente de la concentracion) y que las desviaciones de los valores de D
alrededor de su media siguen una distribucion normal podemos definir una banda estrecha dentro

de la cual deberian caer un alto porcentaje de los valores de D, por ejemplo, el 95% de dichas
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desviaciones. Si construimos una banda estrecha alrededor del valor constante de D tal que no se
desvie mas del 10% de este valor (D + 0.1D) y que, adicionalmente, contenga el 95% de los
valores de D (D * 2s; donde s denota la desviacion estandar de los valores de D) podemos
obtener un valor méaximo para el coeficiente de variacién (CV=s/D) que nos permita considerar a

D como constante. Bajo estas condiciones el valor maximo es CV=0.05.

3.6.3 Coeficiente de difusion variante en tiempo

En el caso de un coeficiente de difusion no constante no se tiene una solucion analitica a la EDP
que describe el proceso de secado. Sin embargo podemos considerar que el proceso de secado
ocurre a traves de pequerfios intervalos de tiempo en los cuales se puede considerar a D como una
constante y, en este sentido, podemos considerar que la sucesién de valores constantes de D
define la forma en la cual este parametro requiere ser ajustado para poder ajustar el modelo
exponencial decreciente del proceso asumido en el estimador. Teniendo a D como una funcion
del tiempo y a ¢ también como una funcion del tiempo podemos generar una correspondencia de
esta D “efectiva” con c. ElI modelo generado de D como una funcién de ¢ deberia ser adecuado
para el modelo del proceso supuesto dentro de los limites impuestos por el error de integracion

numeérica.

3.7 Resultados

El estimador presentado en la seccidn precedente se aplicd a cuatro conjuntos de datos de cinética
de secado. Dos de ellos, para granos de trigo y maiz se generaron mediante simulaciéon numérica
del proceso de secado resolviendo la ecuacion de difusion en coordenadas esféricas mediante la
técnica de colocacion en elementos finitos. Los otros dos conjuntos de datos se obtuvieron en el
laboratorio y corresponden al secado de semillas de maiz y amaranto. El radio de las semillas, las
concentraciones iniciales y al equilibrio asi como las correlaciones reportadas para D se presentan
en la Tabla 3.1. Los valores del coeficiente de difusion obtenidos mediante la técnica de
regresion, Dyrg, Se obtuvieron de la pendiente de una regresion lineal del logaritmo de la
concentracion contra el tiempo. En los casos mostrados las ganancias del observador w; y w;
fueron 1; = A, =-5.0. La concentracion adimensional inicial fue 1.0 y el valor inicial del tiempo

caracteristico se puede ver en las figuras correspondientes.
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Tabla 3.1

Parametros de las semillas

Grano | Radio [m] | Co [kg/kg] | Ceq Correlacion para D [m”s™]
[kag/kd]
Trigo | 1.66x10” 0.25 0.017 7.663x10°xexp(6140.2/T)
Maiz 4.0x10° 0.25 (*) 0.0098 4.2x10° xexp((-2513/T)+(0.045 T-5.5)C)
0.164 (**)
Amaranto | 5.0x10° | 0.273 0.0006 | (4.41/60) x10° xexp(-3589.31/T)

* caso simulado
** caso experimental

3.7.1 Casos simulados

Para establecer el criterio que nos permita decidir cuales son los limites de variabilidad de D
dentro de los cuales aun se puede considerar constante y contrastar su comportamiento con un
caso en el cudl D es una funciéon de la concentracion llevamos a cabo dos experimentos
numericos. En el primero generamos un conjunto de datos de ¢ versus t para el secado de granos
de trigo a temperatura constante suponiendo D constante. Utilizamos el radio reportado en la
literatura asi como las correlaciones reportadas para D y para la humedad de equilibrio solido-
aire (Zahed y Epstein, 1992).

En la segunda simulacién numérica se generaron un conjunto de datos de ¢ versus t para un caso
en el cual D es una funcion de c. Para este caso se escogieron granos de maiz y se utilizo el radio
reportado en la literatura asi como las correlaciones reportadas para D y para la humedad de
equilibrio solido-aire (Zahed y Epstein, 1992).

Como ya se mencion6 es de esperar que haya desviaciones inherentes al procedimiento de
estimaciéon (debidas a errores de modelado, errores numéricos inherentes al proceso de
integracién, dependencia de las condiciones iniciales, aprendizaje del observador, etc.). Las
preguntas que debemos responder aqui son: ¢Si los valores de la difusividad estimada se desvian
de un valor constante (linea recta con pendiente cero) el modelo supuesto (D = constante) es un
modelo correcto o no? ¢Hasta qué grado las desviaciones observadas se deben a errores de

modelado e integracion numérica?
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Para responder a estas preguntas llevamos a cabo una caracterizacién de la magnitud de las
desviaciones de D (t)de su valor promedio D, para el caso en el que el coeficiente de difusion es

independiente del contenido de humedad.

Como se mencioné mas arriba el analisis de los casos simulados tiene como propoésito el
proponer un criterio de decision cuantitativo para decidir acerca de la constancia del coeficiente o
su probable dependencia de los estados con un criterio “limpio” y claramente establecido. En este

capitulo formularemos dicho criterio en términos de una banda dentro de la cual se deben de
encontrar los valores de D (t) para que se pueda considerar una D constante representada por su

valor promedio en el intervalo de observacion. El intervalo de tiempo en el cual el sistema es

observable, lops, S€ puede obtener de la gréafica de los valores del tiempo caracteristico, z(t) o de la

gréfica de cep y € versus tiempo. El limite inferior de este intervalo de tiempo se determina

descartando el tiempo de aprendizaje requerido por el observador para converger a la curva de

secado experimental (el cual se puede obtener de la gréafica de cep ¥ € versus tiempo) o
descartando el tiempo transcurrido antes de que la grafica del tiempo caracteristico se vuelva
independiente de las condiciones iniciales. Como no hay incertidumbre en la estimacion de la

condicidn inicial para la concentracion (la Unica posible diferencia seria debida al ajuste de los

datos discretos obtenidos de la simulacion del proceso de secado) es de esperarse que Cexp Y €
converjan rapidamente. El limite superior se determina descartando el periodo de tiempo después
del cual el observador se vuelve muy mal condicionado, esto es, cuando el material se encuentra

muy seco. Los rangos de lops Se reportan en la Tabla 3.3.

3.7.2 Coeficiente de difusidn independiente de la concentracion

Se corrid el estimador con los datos de contenido de humedad contra tiempo generados para el
secado isotérmico de trigo. En la generacion de los datos se utilizo la correlacién reportada para
la difusividad (Zahed y Epstein, 1992), siendo esta funcion Unicamente de la temperatura. Los
resultados se presentan en la figura 3.1. Los valores de la concentracién alimentados al estimador
y los estimados por éste son practicamente idénticos (excepto durante los primeros 200 s), lo que
indica un buen desempefio del estimador. Los valores del tiempo caracteristico, z (t), producidos

por el estimador partiendo de dos diferentes condiciones iniciales se muestran en la figura 3.1a.

La figura (3.1b) muestra la evolucion temporal de la diferencia entre D(t) y Deorr COMO error
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porcentual ((( D (t) - Deorr )/ Deorr)*100). Se puede apreciar que este error es menor al 9% hasta
los 8000 s. En el interval de tiempo [200s-8000s] el error porcentual entre el valor con el que se
generaron los datos, Dcor, Y los valores producidos por el estimador, D (t), es menor al 10%.
Para garantizar que el error en los valores estimados sea menor al 10% escogemos el intervalo de
observacion, lops, como [200s-8000s]. El valor reportado Dgps es el valor promedio de D (t) en
lobs. La diferencia entre Dops Y Deorr IS 1.92 %. La diferencia entre Dops Y Dreg is 3.43 %. La figura
3.1c, muestra la evolucion de D (t) asi como su valor promedio, el cual consideramos como el

valor producido por el observador para la difusividad efectiva, Dops, junto con Deorr Y Dreg. EN esta
figura, asi como también en la Tabla 3.5, se puede apreciar que Dops Y Deorr tienen valores muy

similares (el valor promedio obtenido con el observador y el valor con el que se generaron los
datos son muy cercanos). La grafica de D(c) versus c(t), junto con las lineas horizontales que
representan a Dops , Dreg Y Dcorr S8 muestran en la figura 1d. En las Tablas 3.2 y 3.3 se reportan
Dobs, asi como la desviacion estandar de D(t). El hecho de que el valor Dops obtenido con el

estimador y el utilizado para generar los datos alimentados al estimador, Do, Sea menor que 4%,

confirma el buen desemperio del estimador en este caso.

Tabla 3.2 Mediciones estadisticas de los valores estimados

Grano Desviacion Desviacion Covariancia Coeficiente de
media de | estdndar de | D(t)-c(t) correlacion
D(t) D(t) entreDyc

Trigo 3.66x10™"° 4.8x107"° -4.61x10™"° -0.59

Maiz 3.68x10™ 4.1x10™ 3.81x10™"° 0.85

(simulado)

Maiz 0.0 6.8x10™ 9.6x107° 0.96

(experimental)

Amaranto 0.0 6.51x10™"° 6.00x10™"° 0.99
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Figura 3.1. Resultados para el trigo. (@) Estimacién del tiempo caracteristico a partir de
diferentes condiciones iniciales. (b) D(t) (curva continua), Deps (linea punteada), Deorr (linea

punto-segmento) y Dreq (linea segmentada). (c) Error porcentual entre D(t) Y Deorr €N lops. (d)

D(c)(curva continua), Dgps (linea punteada), Deorr (linea punto-segmento) y Drey (linea
segmentada) en lops.

Tabla 3.3 Banda de variacion de D estimada e intervalo de observacion

grano Dmin Dav Dmax Amplitud lobs [S]

de banda

[en %]
Trigo 1.25x107° | 1.32x10%° | 1.41x10™° 6.8 [200, 8000]
Maiz (simulado) | 6.93x10™ | 1.04x10™° | 2.03x10™"° 95.2 [200,9000]
Maiz 1.18x10"° | 1.86x10"° | 2.54x107™° 36.5 [550,10000]

(experimental)

amaranto 1.34x10% | 6.58x107%° | 2.82x10™! 328.6 [100,9000]

*maxima diferencia entre D (t) y su valor promedio
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Como D(t) en lys cae dentro de una banda definida como Dgys + 2 o (donde o denota la

desviacion estandar de D (t) alrededor de su valor medio Dgps), €Sto nos permite caracterizar la

banda de error que podemos esperar para los casos en los cuales D es constante. En el caso del
trigo esta banda representa una variacion de £7.36% alrededor del valor medio Dqps (Ver la figura

3.5a) dando una indicacion razonable de la magnitud de la magnitud en las desviaciones
esperadas para D (t) alrededor de su valor promedio en un caso en el cual D es realmente

constante.

3.7.3 Coeficiente de difusion dependiente de la concentracion

En un segundo experimento numérico se simuld el secado isotérmico de granos de maiz
utilizando una correlacion en la que el coeficiente de difusion es dependiente de la concentracion
(Zahed y Epstein, 1992). Se llevé a cabo un analisis similar al descrito arriba para el caso del
secado de trigo para los datos obtenidos mediante simulacion numérica de contenido de humedad
contra tiempo correspondientes al secado de maiz. Los resultados obtenidos con el estimador se
muestran, en forma gréfica, en la figura 3.2 y los correspondientes valores numéricos se reportan
en las Tablas 3.2 a 3.4). La figura 3.2a muestra los datos de concentracion alimentados al
estimador asi como los valores de concentracion predichos, las curvas correspondientes estan
sobrepuestas. Los valores del tiempo caracteristico, 7 (t), generados por el estimador comenzando
de dos diferentes condiciones iniciales se muestran en la figura 3.2b como funcién de t. Después
de 200 s ambas curvas son idénticas. Esta es una indicacion de la robustez del método de

estimacion. La evolucién de D(t) con el tiempo asi como su valor promedio, Dobs, Y Dreg S€
muestran en la figura 3.2c. Hay que notar que el rango de valores de D (t) en este caso es mucho
mas amplio que el correspondiente en la figura 3.1a. La figura 3.2d muestra a D como una
funcion de la concentracion tal como es predicha por el observador, D(c), asi como los valores
obtenidos mediante la correlacion reportada, Deorr, Y la linea representando el valor promedio
Dobs. La forma functional de D (c)y Deorr SON similares y los valores predichos son del mismo
orden de magnitud. Hay que notar la diferencia en los valores absolutos de los coeficientes de
correlacion entre D (c) y c para los casos del trigo y del maiz, 0.59 y 0.85 respectivamente, que

se reportan en la Tabla 3.2.
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3.7.4 Criterio de decision

Como los datos alimentados al estimador en el caso del trigo se generaron con una difusividad
constante y la amplitud de banda en la cual varian los valores de la difusividad alrededor de su
valor promedio para este caso es de aproximadamente 7%, proponemos utilizar como criterio
para decidir si D(t) es una constante o no (implicando cambios con el tiempo vy,
consecuentemente, con la concentracién) una amplitud de banda del 10%. Si los valores
estimados D (t) caen dentro de esta banda la difusividad se considerara constante, en caso

contrario se considerara dependiente de la concentracion. Este valor critico para la amplitud de
banda se propone para compensar los errores de truncamiento (el modelo es imperfecto), errores
de integracion, errores en las condiciones iniciales y tomando en cuenta que para maiz (grano

para el cual D es reportada como funcién de la concentracion), en el caso simulado, la amplitud

de la banda en que variaron los valores de D (t) alrededor de su media fue mucho mas grande (el

maximo valor de D (t) en lops difiere de Dops en casi un 100%).

3.7.5 Casos experimentales
Una vez establecido en la seccion precedente el criterio para decidir si la difusividad es constante

o una funcién de la concentracion en términos de la amplitud de banda en la cual varian los
valores de D (t) alrededor de su media se utilizd este criterio con dos conjuntos de datos

experimentales aplicando la metodologia arriba expuesta para discernir si el coeficiente de

difusion es funcion o no de la concentracién en cada caso particular.

3.7.6 Disefo experimental

En un caso se obtuvieron mediciones experimentales del contenido de humedad contra el tiempo
para el secado de granos de maiz a temperatura constante en una camara de humedad bajo
condiciones en las que el nimero de Biot de transferencia de masa fue lo suficientemente alto
como para asegurar que la difusion es el mecanismo controlante en el proceso de transferencia de
humedad. En un segundo caso se obtuvieron mediciones experimentales del contenido de
humedad contra el tiempo para el secado de semillas de amaranto de manera anéloga al caso del
maiz (Martinez et al., 2005b).
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Figura 3.2. Resultados para el maiz (caso simulado). (a) Concentracion adimensional alimentada
al estimador (linea discontinua) concentracién adimensional estimada por este (linea continua).
(b) Comparacion de las predicciones del tiempo caracteristico por el observador comenzando de

diferentes condiciones. Después de 200 s ambas curvas son idénticas. (c) D(t) (curva continua),
Dobs (linea punteada), Dreg (linea segmentada) y Deorr (Curva punto-segmento) como funciones del
tiempo. (d) D(c) (curva continua), Dops (Iinea punteada), Dreg (linea segmentada) y Deorr (CUrva
punto-segmento) versus concentracion en lops.

Los experimentos consistieron en la exposicion de una pequefia bolsa cargada con 10 gramos de
granos a una corriente de aire a cierta temperatura constante en una camara de humedad. Los
experimentos se pueden considerar isotérmicos excepto durante un intervalo de tiempo muy corto
al comienzo de los mismos. La evolucién temporal del contenido de humedad se registra por
diferencia de peso. El conjunto de datos discretos se ajusta mediante una funcion suave y
continua para tener disponibles valores del contenido de humedad a cualquier tiempo. Esta forma

de generar datos libres de ruido y(t) asemeja un experimento en el cual los datos son obtenidos en
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linea y filtrados antes de alimentarlos al algoritmo de estimacion. Los radios de las semillas asi

como las concentraciones iniciales y de equilibrio se reportan en la Tabla 3.1.

3.7.7 Caso 1: semillas de maiz

Los valores del tiempo caracteristico, z(t), producidos por el estimador se muestran en la figura

3.3b como una funcién de t. Las figuras 3.3c y 3.3d muestran a D (t), Dobs Y Dreg CONtra el tiempo
y D(c), Dobs , Dreg Y Dcorr CONtra la concentracion, respectivamente. La amplitud de la banda en

la cual los valores de D (t) estan variando alrededor de Dqps €S en este caso mucho mas grande
que la correspondiente a los granos de trigo (36.5%, ver Tabla 3.3) indicando que en este caso el
estimador requiere cambiar de manera significativa el valor de D (t) en cada paso de integracion
para reducir la diferencia entre ce, y € en el término de innovacion en la ecuacién 3.13. Esto es,
el coeficiente de difusion no puede ser considerado como una constante. Entonces hay que

encontrar una relacion funcional entre este parametro y la variable de la que depende. La Figura
3.3d muestra graficamente la relacion entre D(t) y c(t).

El analisis estadistico de los valores de D producidos por el estimador se muestra en la Tabla 3.2
(desviacion media y desviacion estandar de D(t)) . La covarianza entre D(t) y c(t) y el coeficiente
de correlacion entre estas variables se reportan en la Tabla 3.2. Se puede apreciar que para el

maiz el coeficiente de correlacion es alto indicando que hay una fuerte correlacién entre D y c.

3.7.8 Caso 2: semillas de Amaranto
Los resultados para las semillas de amaranto se reportan en la figura 3.4 y en las Tablas 3.2 a 3.4.

La amplitud de la banda en la que estan variando los valores de D (t) es alin mas amplia que para

el caso del maiz (Tabla 3.3) indicando que para este grano el coeficiente de difusidén es también

una funcion de la concentracion como esta reportado por Martinez et al. (2005a). Asi también el

coeficiente de correlacion entre D (t) y c(t) es grande.
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Figura 3.3. Resultados para el maiz, caso experimental. (a) Interpolacién por una funcién suave
de los datos experimentales (curva discontinua) y concentracion adimensional estimada (curva
continua) en los primeros 1000 s. (b) Comparacion de las estimaciones del tiempo caracteristico
por el observador comenzando de diferentes condiciones iniciales. Después de 200 s ambas

curvas se vuelven idénticas. (c) D(t) generado por el observador versus t (curva continua).

También se muestran D,y (linea punteada) y Dreq (Iinea segmentada). (d) D(c) versus ¢ (curva
continua), Dy (linea punteada), Deorr (Curva punto-segmento) y Dyeq (linea segmentada) en lops.

Tabla 3.4 Comparacion entre valores de D

grano Dreg Dcorr Dobs

Trigo (simulado) 1.37x10"° | 1.298x107" 1.32x107"
Maiz (simulado) 4.23x107° | 2.024x10™° (**) 1.04x10"°
Maiz (experimental) 7.96x10™ | 7.87x10™ (*) 1.86x10™"
Amaranto (experimental) | 6.16x10™° | 2.10x10™" 6.58x107"

* Este valor se calcul6 para un contenido de humedad promedio en ley, (0.105% bs).
** Este valor se calculo para un contenido de humedad promedio en ley, (0.20% db)
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Figura 3.4. Resultados para el amaranto. (a) Concentracién adimensional experimental (curva
segmentada) y estimada (curva solida) en los primeros 1000 s. (b) Predicciones del tiempo
caracteristico por el observador comenzando de diferentes condiciones iniciales. Después de 100

s ambas curvas son idénticas. (c) D(t) generado por el observador (linea solida) versus t. D,y

(linea punteada) y Dreq (linea segmentada) estan sobrepuestas. (d) D (c) versus ¢ (curva solida),

Dav (linea punteada) y Drey (linea segmentada) estan sobrepuestas, Deorr 1 (Vizcarra et al., 2003)
(linea segmento-punto-punto), Dcorr 2 (Martinez et al., 2005a) (linea punto-segmento).

3.8 Optimizacion de modelos difusion-concentracion y validacion a través de la solucién de la
ecuacion de difusion

En esta seccion partimos del ajuste mediante un método integral (regresion) de un cierto modelo
a la relacion difusion-concentracion obtenida a partir de las estimaciones del observador. Dicho
modelo es refinado mediante un proceso de optimizacion en la solucién numérica de la ecuacion
de difusion (discretizada en la variable espacial mediante la técnica de diferencias finitas). Los

modelos que se ajustan a los resultados del observador son el de ley de potencias y el
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exponencial. Estos se prueban en la ecuacion de difusion y se comparan con los datos
experimentales. Los diferentes modelos se comparan mediante los perfiles del error cometido en
el calculo de las concentraciones promedio con cada uno de ellos asi como con el valor constante

obtenido por regresion. El procedimiento se muestra para el caso del maiz.
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Figura 3.5. (a) Resultados para el trigo. Banda en la que varia D (t) alrededor de Da, * 26 en lgps.
Esta banda representa una variacion del 7.36% alrededor del valor promedio de D(t) en lqps. (b,

¢, d) Banda en la que D(t) varia +10% de Dgy en lqps para granos de maiz con datos simulados
(b); maiz con datos experimentales (c); granos de amaranto con datos experimentales (d).

Primeramente mostramos, en la figura 3.6, las limitaciones de utilizar un modelo de D constante,

obtenido por regresion, y una solucion en series truncada. En esta figura se muestran los perfiles
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de error cuando se utilizan 1, 2 y 3 términos de la serie. También se muestra el perfil del error
relativo cuando se utiliza dicho valor de D constante en la solucion numérica de la ecuacion de

difusion.

coeficiente de difusion constante

solucién en series -1 termino

a0d solucién en series -2 terminos

--------- solucién en series -3 terminos

J -—---solucién numérica de la ec. de difusién

Error [%]

0 T T T T '|77' T
0 2500 5000 7500 10000

Tiempo [s]

Figura 3.6 Comparacion de diferentes soluciones de la ecuacion de difusion con un coeficiente
difusivo constante, determinado por regresion, con los datos experimentales para el secado de
maiz.

El intervalo de tiempo en el que se toman los valores de D generados por el estimador se
determina a partir de corridas del mismo partiendo de diferentes condiciones iniciales y tomando
en cuenta el tiempo a partir del cual las estimaciones se vuelven independientes de dichas
condiciones. Esto se muestra en la figura 3.7. En la figura 3.8 se muestran los perfiles de
concentracion obtenidos al resolver la ecuacion de difusion numéricamente con el modelo
exponencial ajustado a los resultados del observador asi como con el modelo exponencial
optimizado en la ecuacién de difusion. En esta grafica se puede apreciar que el modelo
optimizado lleva a una mejor aproximacion del perfil de concentraciones experimental. Esto
también se puede apreciar en la figura 3.9 en la que se muestra el error relativo en el célculo de la
concentracion obtenido al resolver la ecuacion de difusion numéricamente con el modelo
exponencial ajustado a los resultados del observador asi como con el modelo exponencial

optimizado en la ecuacion de difusion. De esta figura y de la figura 3.6 se puede notar que el
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modelo con D independiente de la concentracion produce un error mucho mayor en los primeros
3750 s.

1.0x10*

—————— Condicion inicial 1
Condicién inicial 2

8.0x10™" 4
6.0x10™"°

5 4.0x10" ¢

2.0x10™

Coeficiente de difusion estimado [m23'1]

o
o

T T T T T T T T T
0 2500 5000 7500 10000
Tiempo [s]

Figura 3.7 Perfiles de el coeficiente de difusion generados por el estimador partiendo de
diferentes condiciones iniciales.

En la figura 3.10 se muestra la variacién del coeficiente de difusion con el tiempo dada por el
modelo de ley de potencias ajustado a los valores estimados por el observador, el modelo de ley
de potencias optimizado, un modelo exponencial reportado en la literatura (Zahed y Epstein,
1992) y el valor constante obtenido por regresion. EI modelo reportado en la literatura sélo es una
referencia ya que no necesariamente se obtuvo con granos de las mismas caracteristicas de los
utilizados en este trabajo. Los perfiles de concentracion promedio obtenidos a partir de la
solucion numérica de la ecuacion de difusion con el modelo de ley de potencias se comparan con
el perfil experimental en las figuras 3.11 y 3.12. Como se puede apreciar en las figuras 3.8, 3.9,
3.11 y 3.12 el modelo de ley de potencias no optimizado lleva a mejores predicciones que el

modelo exponencial no optimizado y ambos modelos optimizados llevan a resultados similares.
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modelo: D(c)=a*exp(b*c)
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0000

Figura 3.8 En esta gréfica se muestran los perfiles de concentracion obtenidos al resolver la
ecuacion de difusion numéricamente con a) el modelo exponencial ajustado a los resultados del
observador y b) el modelo exponencial optimizado en la ecuacion de difusién asi como el perfil
de concentraciones alimentado al observador.

50

40

30+

20

Error [%]
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modelo: D(c)=a*exp(b*c)
modelo no optimizado
modelo optimizado

I ! I ' I
2500 5000 7500
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I
10000

Figura 3.9 En esta grafica se muestra el error en el céalculo de la concentracion obtenido al
resolver la ecuacion de difusion numéricamente con a) el modelo exponencial ajustado a los

resultados del observador y b) el modelo exponencial optimizado en la ecuacién de difusion.
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Figura 3.10 En esta grafica se muestra la variacion del coeficiente de difusion con el tiempo dada
por a) modelo de ley de potencias ajustado a los valores estimados por el observador, b) modelo

de ley de potencias optimizado, ¢) un modelo exponencial reportado en la literatura y d) el valor
constante obtenido por regresion.

3.9 Analisis de propagacion de ruido

En esta seccion mostramos el efecto que tiene la presencia de ruido en las mediciones
experimentales en el desempefio del observador. El analisis que presentamos es para el caso de
secado de granos de maiz. Para esto consideraremos dos posibles maneras de simular una sefial
ruidosa. En una consideramos una variacion sinusoidal alrededor del perfil de concentraciones
experimental adimensional sin ruido (en el caso que se muestra la amplitud es 0.01 (x1% del
valor de la concentracién experimental) y la frecuencia es 0.1s™). En la segunda consideraremos
una sefial con ruido aleatorio alrededor del perfil de concentraciones experimental adimensional
(en el caso que se muestra su varianza es 0.01).

Tabla 3.5 Comparacion entre valores de D

Error absoluto en la D [m*s™] Error relativo en el Error absoluto en el
medicion calculo de D célculo de D
0% 1.616x10™"° 0% 0%
+1% 1.779x10™ 10% 16.3%
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Figura 3.11 En esta grafica se muestran los perfiles de concentracion obtenidos al resolver la
ecuacion de difusion numéricamente con a) el modelo de ley de potencias ajustado a los
resultados del observador y b) el modelo de ley de potencias optimizado en la ecuacion de
difusion asi como el perfil de concentraciones alimentado al observador.

En la figura 3.13 se muestra el perfil de concentraciones con ruido sinusoidal alimentado al
observador. El nivel de ruido es +1% del valor experimental. Los resultados de una corrida del
observador en lo que corresponde a la estimacion del coeficiente de difusidn se presentan en la
figura 3.14. En la grafica se muestran los valores promedio del coeficiente de difusion en el
intervalo de observacion obtenidos cuando la sefial alimentada no tiene ruido y cuando se
introduce ruido. Los valores promedio de los valores de D en el intervalo de observacion sin
ruido en la medicién y en presencia de ruido sinusoidal en la medicién se reportan en la Tabla
3.5. El error relativo en la medicion varia de 1% al inicio del proceso de secado hasta 100%
cuando la concentracion (adimensional) es 0.01. Un error absoluto de 1.0% en la medicion
produce un error relativo de 10% y un error absoluto de 16.3% en el calculo de la difusividad

media.
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Figura 3.12 En esta grafica se muestra el error en el célculo de la concentracion obtenido al
resolver la ecuacién de difusién numéricamente con a) el modelo de ley de potencias ajustado a
los resultados del observador y b) el modelo de ley de potencias optimizado en la ecuacion de
difusion.

En la figura 3.15 se muestra el perfil de concentraciones experimental sin ruido y el perfil de
concentraciones con ruido aleatorio alimentado al observador cuya media es el valor
experimental sin ruido y la varianza es 0.01. En la figura 3.16 se muestra el efecto del ruido
aleatorio (s°=0.01) en la estimacion del coeficiente de difusion (linea solida), también se muestra
el perfil estimado por el observador cuando la sefial alimentada no tiene ruido asi como el valor

obtenido por regresion.

En la figura 3.16 se puede apreciar el desempefio del observador en presencia de ruido aleatorio
(s*=0.01) en la variable medida (concentracién) en la estimacion del coeficiente de difusion (linea
solida). También se muestran los valores promedio del coeficiente de difusion en el intervalo de
observacion obtenidos cuando la sefial alimentada no tiene ruido y cuando se introduce ruido
(indistinguibles) asi como el valor obtenido por regresion. La semejanza entre los valores
promedio del coeficiente de difusidn en la ausencia de ruido asi como en la presencia de este nos

da una idea de la tolerancia al ruido del observador utilizado.
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Figura 3.13 Perfil de concentraciones experimental sin ruido y perfil de concentraciones con
ruido sinusoidal alimentado al observador. La amplitud es 0.01 (+1% del valor de la
concentracion experimental) y la frecuencia es 0.1s™.
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Figura 3.14 En esta grafica se muestra el efecto del ruido sinusoidal cuya amplitud es 0.01 (+1%
del valor de la concentracién experimental) y cuya frecuencia es 0.1s™ en la estimacién del
coeficiente de difusion (linea soélida). En la grafica se muestran los valores promedio del
coeficiente de difusion en el intervalo de observacion obtenidos cuando la sefial alimentada no
tiene ruido y cuando se introduce ruido (indistinguibles).
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Figura 3.15 Perfil de concentraciones experimental sin ruido y perfil de concentraciones con
ruido aleatorio alimentado al observador. La media es el valor experimental sin ruido y la
varianza es 0.01.

—————— D estimado sin ruido en la medicién
40x10°4 D obtenido por regresion

— D estimado (medicion con ruido £0.1%)
l - D promedio (medicion con ruido)

------ D promedio (medicion sin ruido)

-1]

g

S
N
o
=1
—
o

1

4

A

-2.0x107 1

Difusividad [m
o
o
|

' I ' I ' 1 ' I
0 2500 5000 7500 10000
Tiempo [s]
Figura 3.16 En esta grafica se muestra el efecto del ruido aleatorio (s>=0.01) en la estimacion del
coeficiente de difusion (linea sélida). También se muestran los valores promedio del coeficiente

de difusion en el intervalo de observacion obtenidos cuando la sefial alimentada no tiene ruido y
cuando se introduce ruido asi como el valor obtenido por regresion.
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3.10 Conclusiones

En este capitulo, en el contexto de estimacion de coeficientes de difusion, se aborda el problema
de establecer la consistencia entre los datos y el modelo en el sentido de que los pardmetros del
modelo son realmente constantes y no variantes en tiempo y de estimar con unicidad y robustez
(esto es, con tolerancia a los errores en las mediciones) los parametros de un modelo no lineal
candidato. La técnica propuesta consiste de dos etapas, una etapa de analisis en la que se verifica
que se satisfaga una condicion necesaria de observabilidad del parametro, y una etapa de sintesis
en la que se aborda la resolubilidad, de manera robusta, del problema y en la que se obtienen los
pardmetros posiblemente variantes en tiempo. Un resultado negativo en lo concerniente a la
posibilidad de estimacion (observabilidad del sistema) significa que se ha identificado una
limitacion inherente (esto es, independiente de la técnica de estimacion) y esta informacién
deberia ser (til para el redisefio de la estrategia experimental o la revision del modelo. La técnica
propuesta, a diferencia del regresor no lineal, contiene un término corrector impulsado por el
desacuerdo entre los datos y las predicciones. El observador geométrico tiene buenas
caracteristicas de robustez como se desprende de las graficas que muestran el desempefio del
estimador comenzando de diferentes condiciones iniciales. La técnica de estimacion geométrica
no lineal robusta garantiza la unicidad de los parametros estimados mediante un algoritmo de

estimacidn convergente y proporciona un procedimiento de construccion sistematico.

La condicidn de estimabilidad no depende de la complejidad de la solucion. La solucion utilizada
aqui (una solucién en series de Fourier de la que se toma Gnicamente el primer término) conserva
las caracteristicas esenciales del proceso difusivo y es la misma solucidn generalmente empleada
cuando se utiliza un método de regresion para la estimacion de coeficientes de difusion (Chen,
2006).

Se escogieron dos casos simulados para, a partir del andlisis de los resultados de los mismos,
establecer un criterio que permita decidir entre la constancia del coeficiente de difusion y la
dependencia de los estados. Entonces, la técnica de disefio del observador se aplicé para
caracterizar la relacion difusién-concentracion en dos semillas: maiz y amaranto, partiendo de
datos experimentales de la cinética de secado bajo condiciones isotérmicas. El estudio aqui

presentado permite concluir que en estos dos casos el coeficiente de difusion es una funcion de la
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concentracion coincidiendo con lo reportado para los coeficientes de difusion de estas dos
semillas (Zahed y Epstein, 1992; Martinez et al., 2005a). El enfoque presentado permite
determinar directamente la forma funcional de la dependencia del coeficiente de difusion del
contenido de humedad bajo la suposicion de un modelo exponencial decreciente o de un modelo
de ley de potencias en el caso del proceso de secado. En una final de refinacion del modelo se
Ileva a cabo un proceso de optimizacion de los parametros del modelo en la ecuacion de difusion.
Finalmente y, aunque se trabaja con mediciones filtradas, se hace un analisis de propagacion de
ruido en las mediciones para confirmar la robustez del método encontrandose que éste tiene

buena tolerancia al ruido en las mediciones.
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CAPITULO 4

DISCRIMINACION DE MODELOS DEL COEFICIENTE DE DIFUSION
APARENTE Y DETERMINACION DE LA RELACION FUNCIONAL
DIFUSION-CONCENTRACION EN EXTRACCION SOLIDO-LIQUIDO

Resumen

En este capitulo se presenta un criterio basado en el coeficiente de variacion para determinar si el
coeficiente de difusién de humedad en procesos de extraccion sélido-liquido es dependiente o
independiente de la concentracion. Esto se hace a partir de una solucion en series de Fourier
truncada al primer término (modelo del proceso de extraccion). El error asociado a esta solucion
en el intervalo de tiempo en el que se dispone de datos experimentales es mayor que en el caso de
secado. La metodologia propuesta se aplica a casos reportados en la literatura, se obtiene la
relacién funcional entre el coeficiente de difusién y la concentracion, esta se prueba con una
solucion rigurosa de la ecuacion de difusién y posteriormente se utiliza como condicion inicial en
un procedimiento de optimizacion de parametros del modelo del coeficiente de difusion en la

ecuacion de difusion.
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4.1 Introduccion

Consideraremos un experimento en el que las semillas se preparan y el aceite se extrae de manera
tal que el proceso de extraccién se pueda modelar como un proceso de difusion fickiana
unidimensional e isotérmica y en el que el coeficiente de difusion, al que denominaremos
coeficiente de difusion aparente, involucra los fenémenos asociados a las etapas 1 a 3

mencionadas en la introduccion.

Para el caso de una placa plana la ecuacion de difusion toma la siguiente forma:

dc a dc
—_ = — o <c<
™ aZD(C)aZ, 0<z<l,t>0,c,<c<c (4.1a)

Con las siguientes condiciones iniciales y de frontera:

dc
z=0: 5—0 t>0 (4.1b)
z=1: c(l,t) =c, t>0 (4.1¢c)
t=0 c(z,0) = cy(2) 0<z<l (4.1d)
y la siguiente ecuacion que promedia las concentraciones locales sobre el volumen:
— 1 !l
c(t) = Tfo c(z,t)dz (4.1e)

c(z, t) es la concentracion local, c(t) es la concentracion promediada sobre el volumen. ¢y es la

concentracion inicial, cg es la concentracion en la superficie, en equilibrio con la concentracion

externa, | es la mitad del espesor de la pelicula y D es el coeficiente de difusion (posiblemente

dependiente de la concentracion) de la substancia difundiéndose a través de la particula.

4.2 Planteamiento del problema
Dadas la ecuacién (4.1) y un conjunto de mediciones del contenido de aceite promedio en un
proceso de extraccion durante el proceso asumido difusivo asi como estimaciones de su derivada
temporal en el periodo de tiempo experimental lep, Nuestro problema consiste en determinar: (i)
si la dependencia del coeficiente de difusion aparente con respecto a la concentracion se puede
determinar de manera univoca independientemente de cualquier suposicion a priori sobre la
dependencia del coeficiente de difusion sobre la concentracion de aceite, (ii) para que
subintervalo de tiempo lops del intervalo le, (equivalente a un subintervalo de concentracion
promedio) se puede hacer dicha determinacion, y (iii) la dependencia del coeficiente de difusion
aparente sobre la concentracion.
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4.3 Modelo de estimacion para el proceso de extraccion

La solucién de la ecuacion de difusion para una placa semi infinita (ecuaciones 4.1a a 4.1d) en
términos de la cantidad de aceite por unidad de masa de sélido, q [g/g], esta dada por (Alvarez et
al., 2001; Fan et al., 1948; Krasuk et al., 1967):

4 _ 8 yoo 1 _ Qit1)*mDe
a0 72 LiZo @itz &P [ (21)2 ] (4.2)

g: denota la cantidad de aceite por unidad de masa de solido al tiempo t y qo representa el
contenido inicial de aceite de la semilla. D es el coeficiente de difusion aparente. Expresaremos la
ecuacion 4.2 en la siguiente forma:

c(t) =v iy ¢ic (4.3)
donde c denota g /o , la fraccion de aceite retenida por el slido al tiempo t v es 8/7°,. @iy Cise

definen como:

1
P1= Zirn?
c;=e Vit i=0,1,2,..., 0

con y; dada por:

: 2.2
i=% i=0,1,2,..., 0
Si y(t) denota las mediciones experimentales de la fraccion de aceite retenida por el solido al
tiempo t, la relacién entre los coeficientes ¢; y las concentraciones medidas experimentalmente
esta dada por:

y() =vYiZopici (4.4)

La solucidn en series (ecuaciones 4.3 y 4.4) converge rapidamente y excepto para valores muy

pequefios de t basta tomar unicamente el primer término de la serie (Fan et al., 1948; Aguilera y

Stanley, 1999). Si hacemos esto el modelo de estimacién para el proceso de extraccion se reduce

a la siguiente expresion (un analisis sobre la validez de la aplicacién de esta aproximacién a
procesos de extraccion se puede ver en Ruiz Martinez et al., 2009):

y(t) = vcy (4.5)

Para evitar trabajar con nimeros muy pequefios que podrian llevar a la pérdida de cifras

significativas (los valores esperados de D estan en el rango de 10® a 10™ m?s™) en esta seccion

plantearemos el problema de estimacion en términos de un parametro ¢ que definiremos como

_ D1r2
CDHE

5 (4.6)
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Entonces
co=e % (4.7)

El problema de estimar D es equivalente al problema de estimar 4.

4.4 Observabilidad del coeficiente de difusion aparente

En la seccion (2.2) mostramos que el coeficiente de difusion aparente, D, o de manera
equivalente 0, se puede determinar a partir de datos experimentales de la fraccién de aceite
retenida contra el tiempo tomando como modelo del proceso de extraccion la ecuacién (4.5). Esto
es, es posible estimar ¢ a partir de las mediciones y y sus derivadas sucesivas. Esto significa que

se satisface la propiedad de observabilidad a lo largo del proceso de extraccion.

Esto es, el sistema es en principio observable en el intervalo de tiempo en el cual g; es diferente
de cero. Sin embargo, la matriz O podria volverse numéricamente singular o mal condicionada si

g: se vuelve muy pequefio (lo que puede ocurrir a tiempos suficientemente grandes).

4.5 Disefio del estimador
El conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias que nos permiten estimar ¢ a partir de un
conjunto de datos dindmicos del contenido promedio de aceite en las almendras (y) es:
y= -6y (4.8a)
5§=0 (4.8b)
La ultima ecuacion representa la suposicion de que 6 es una constante (Gelb, 1974). La estructura

del observador de Luenberger es:

QU
<

= =89+ 0y = 9 (4.92)

S &
) H|

= w, (y - 9) (4.9b)

donde y denota la fraccion de aceite estimada y § el valor estimado de &. En notacion matricial

QU

t

podemos representar el sistema de ecuaciones (4.14) como:

X =FX) + o)y - 9] (4.10)
con
_IAXO] =8y
F@%—&KO—[O] (4.11)
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Q= [w; wy]" (4.12)
Si consideramos una aproximacion tangente linealizada de la dindmica del error (X —X)
alrededor del punto error igual a cero (Bastin y Dochain, 1990), los eigenvalores 4; de la matriz

P=A-QL (4.13)
determinan las caracteristicas de convergencia de la dindmica del error de estimacion. Si se
asignan valores negativos a A; y 4, la dinamica del error de observacion (X — X) convergera

exponencialmente a cero. La matriz ¥ esta dada por:

[6—wy —c
= [ N (4.14)
y sus eigenvalores son:
A ==05(8+w; — 67+ 2.8 + 0] + 4cw; ) (4.15)
A = =05 (8 + w1 +/67 + 20,8 + w7 + 4cawy) (4.16)
Resolviendo para w; y w; en términos de 4; y A, tenemos:
w1 = —/11 - /12 ) (4.17)
-1
w, = —2 (4.18)

c

Hasta aqui la conclusion es que el parametro ¢ se puede estimar a partir de un conjunto de datos
experimentales como los considerados aqui asignando valores negativos a los valores propios de

la matriz ¥.

4.6 Intervalo de observacion

El intervalo de tiempo en el cual el sistema es observable, Iops, Se obtiene después de descartar el
tiempo de aprendizaje requerido por el observador. Como criterio para determinar el punto inicial
de lops proponemos llevar a cabo simulaciones partiendo de diferentes condiciones iniciales y
considerar aquellos valores de D a partir de los cuales las curvas de este parametro, partiendo de
diferentes condiciones iniciales, se vuelven idénticas. De esta manera descartamos la dependencia

de las condiciones iniciales. Este criterio es similar al aplicado en el método de régimen regular
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aplicado en procesos de secado (Schroeber, 1976; Luyben et al., 1980). Dicho método requiere
que se lleven a cabo diferentes experimentos partiendo de diferentes contenidos de humedad
iniciales para encontrar el contenido de humedad a partir del cual las diferentes curvas de secado
se vuelven independientes del contenido de humedad inicial. Para aplicar el criterio aqui
propuesto hay que llevar a cabo al menos dos simulaciones partiendo de diferentes condiciones
iniciales para D para encontrar el tiempo a partir del cual las curvas de D obtenidas comenzando

de diferentes condiciones iniciales se vuelven idénticas.

4.7 Aplicacion a procesos de extraccion solido-liquido

Aplicaremos la metodologia propuesta a dos casos de extraccion de aceite reportados en la
literatura. En el primero de ellos se extrae aceite de semillas de zapote mamey mediante hexano
(Alvarez et al., 2001). El segundo corresponde a la extraccion de aceite de semillas de tung

mediante un solvente organico (Krasuk et al., 1967).

4.7.1 Extraccion de aceite de semillas de zapote mamey

4.7.1.1 Disefio del experimento

Las almendras de zapote mamey se cortaron en rebanadas de 0.002m de espesor (I1=.001m).
Estas se sometieron al proceso de extraccion con el solvente (hexano) tal como se puede ver en
Alvarez et al. (2001). Las condiciones experimentales fueron tales que el experimento se puede
considerar isotérmico, el flujo de aceite-solvente unidireccional en la direccién axial y la
concentracion de aceite fuera de la placa igual a cero (Alvarez et al., 2001). A concentraciones
bajas la relacién de equilibrio se puede suponer lineal y bajo las condiciones del experimento la
concentracion de aceite en la interfase, pero del lado sélido, sera cero al igual que la fraccion de

aceite retenida por el solido (ce=0). Cabe mencionar que en este ejemplo los tiempos durante los

cuales se llevd a cabo el experimento son relativamente cortos y el error cometido al truncar la

solucion en series infinita a un solo término es relativamente grande (Ruiz Martinez et al., 2009).

4.7.1.2 Estimacion de coeficientes de difusion
Esta seccion se divide en dos partes. En la primera estimamos un coeficiente de difusion aparente
constante (Doys) promediando los valores generados por el observador para dicho coeficiente.

Esto lo hacemos para cuatro conjuntos de datos experimentales que corresponden al proceso de

70



extraccion de aceite de almendras de zapote mamey a cuatro niveles de temperatura: 293 K, 303
K, 313 K y 333 K. De los valores del coeficiente de difusion aparente generados por el
observador descartamos aquellos correspondientes al tiempo de aprendizaje de éste. Los valores
restantes los promediamos para obtener Dops. Posteriormente comparamos los valores obtenidos
con este procedimiento con aquellos obtenidos con el procedimiento de regresion estandar. En la
segunda subseccion vamos un paso mas adelante determinando la forma de la dependencia
funcional de los coeficientes de difusion aparentes con respecto a la concentracion. Aqui es
donde la metodologia basada en el observador muestra todo su potencial. llustramos este
procedimiento para dos de los casos mencionados: extraccion de aceite de almendras de zapote
mamey a 303 Ky a 333 K.

El sistema de ecuaciones diferenciales acopladas que define al observador (ecuaciones 4.14) se
integraron numéricamente mediante un método apropiado para ecuaciones rigidas (el método de
Rosenbrock (Al’shin A. B. et al., 2006; Roche M., 1988). Los pardmetros de sintonizacion fueron
los valores propios del sistema cuyos valores se asignaron de manera de calcular las ganancias
del observador de acuerdo a las ecuaciones (4.22) y (4.23). La funcion y(t) que aparece en el
término de innovacion en las ecuaciones (4.14) se obtuvo ajustando los datos experimentales de
la fraccion de aceite retenida en el sélido contra el tiempo que se reportan en el trabajo arriba
citado mediante una funcidn continua y suave para evitar la propagacion de los errores de
medicion (una etapa de filtrado). Los datos experimentales se ajustaron mediante una funcion
doble exponencial decreciente y los coeficientes de regresién R? fueron: 0.997 para los datos a
293 K, 0.9934 a 303 K, 0.98747 a 313 K y 0.999 a 333 K. Los datos experimentales y la curva

ajustada se muestran en la figura 4.1.

4.7.1.3 Estimacion de coeficientes de difusion constantes
Los coeficientes de difusion aparentes se determinaron mediante el procedimiento de regresion
usual a los cuatro niveles de temperatura a los que se dispone de datos experimentales. Los

valores correspondientes se reportan en la Tabla 4.1.
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Figura 4.1. Datos de la concentracion adimensional experimental (fraccidn de aceite retenida por
el sdlido) versus tiempo (puntos sélidos) y curvas ajustadas para T=293 K (a), T=303 K (b),

T=313 K (c) y T=333 K (d).

Tabla 4.1. Difusividad aparente para semillas de zapote

Temperatura [K]

Dieg [M°/5]

Dops [M°/s]

293

6.4234x 10 **

5.2793 x 10 2

303

8.7661x 10

8.3923 x 10 *?

313

8.7111x 10 **

8.8711 x 10 *?

333

1.8412x 10 1

1.8412x 101
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Figura 4.2. En las figuras 4.2(a-d) se puede observar el desempefio del observador en la
estimacion de D comenzando de dos diferentes condiciones iniciales a T=293 K, T=303 K,
T=313 K y T=333 K respectivamente. En estas curvas se puede apreciar que aproximadamente
después de 25 s las curvas que iniciaron en diferentes condiciones iniciales se vuelven idénticas.

Como se mencioné mas arriba el método que aqui se presenta requiere que se lleven a cabo al
menos dos simulaciones partiendo de diferentes valores iniciales del coeficiente de difusion para
encontrar el tiempo a partir del cual las diferentes curvas del coeficiente de difusidn estimado se
vuelven independientes de los valores iniciales supuestos. En la figura 4.2 podemos observar la
evolucion del valor estimado por el observador de D para almendras de zapote mamey a cada uno
de los niveles de temperatura considerados partiendo de dos diferentes condiciones iniciales. Las
figuras muestran los primeros 250 s de las corridas del estimador. Las curvas que se muestran se

obtuvieron con 4, = 4, = -10. En estas graficas se puede apreciar que las curvas del coeficiente de
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difusion se vuelven independientes de las condiciones iniciales a aproximadamente 25 s. Por lo
tanto, el sistema se supone observable a partir de los 25 s, esto es l,ps COMienza en este momento.
En la figura 4.3 se muestran las curvas de D versus t en lops para tres temperaturas, 293 K, 303 K
y 333 K. El valor promedio de D, Dgps , también se muestra en las graficas asi como Dyey (l0S
valores obtenidos mediante regresion). Los valores de Doys Y Dreg Se reportan en la Tabla 4.1. Se
puede apreciar que los valores obtenidos mediante ambos métodos a cada temperatura son muy

similares.

4.7.1.4 Determinacion de la relacion difusion-concentracion

Previamente a intentar obtener una expresién que refleje la relacion funcional entre D y ¢
tenemos que resolver si las variaciones de D son significativas 0 no. Esto es, hay que resolver si
dichas variaciones son un reflejo de la naturaleza del sistema o son simplemente producto del
azar, de los errores de medicion y/o de los errores de integracién. Para justificar la busqueda de
un modelo del coeficiente de difusion dependiente de la concentracion proponemos un criterio
para decidir si el coeficiente de difusion puede ser considerado constante o no. El criterio consiste
en definir un intervalo de variacion de los valores de D alrededor de su media en el cual, si los
valores de D caen en éste D puede ser considerada constante. Si los valores de D caen fuera de
dicho intervalo el coeficiente de difusion deberia ser considerado dependiente de la
concentracion. Proponemos definir este intervalo en términos del coeficiente de variacién (CV).
Con el propésito de ilustrar la metodologia tomaremos los procesos de extraccion de aceite a 303
Ky a 333 K. Los valores de D que se tomaran en cuenta son aquellos que caen dentro del
intervalo de observacion definido arriba. Como se planteo mas arriba (seccion 3.6.2), el valor
critico de CV considerado en este trabajo es CV=0.05. EIl valor constante supuesto de D €S Dgps.
La desviacion estandar, s, es la desviacion estandar de los datos generados por el estimador en
lobs alrededor de su valor promedio Dops. LOS valores de los CV son 1.25 y 2.16 para los casos a
303 Ky 333 K, respectivamente. Se puede apreciar que ambos valores estan muy por arriba del
valor limite de 0.05. Por lo tanto hay Fuertes variaciones de D fuera de la banda en la que D
podria ser considerado constante. Esto es, hay un amplio rango de valores de concentracion para

los cuales el valor promedio de D no es representativo.
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Figura 4.3. En estas figuras se muestra el coeficiente de difusion generado por el estimador
(lineas solidas) en el intervalo de tiempo en el que el sistema es observable. El valor promedio,
Dobs (linea punteada) y los valores obtenidos mediante regresion lineal, Dy (linea segmentada).
Las figuras (4.3a) y (4.3b) corresponden a T=293 K, (4.3c) y (4.3d) corresponden a T=303 Ky
las figuras (4.3e) y (4.3f) corresponden a T=333 K.
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El observador estima un valor de D y un valor de la concentracién en cada paso de integracion a
partir de los cuales se puede obtener una relacion entre el coeficiente de difusion y la
concentracion. A partir de las parejas de valores D-c correspondientes a cada instante de tiempo
se puede obtener un modelo de la dependencia de D sobre c¢ via regresion no lineal. Aqui
ajustaremos un modelo de ley de potencias a las parejas de valores D-c (D=a-c®). Los parametros

del modelo, a y b, se reportan en la Tabla 4.2.

Tabla 4.2. Pardmetros del modelo de ley de potencias para D

Parametros del modelo a b R°
T=303 K 7.62583x10! | 17.09841 | 0.605
T=333 K 8.86534x10™° | 18.0098 | 0.870

Del andlisis de los coeficientes de regresion reportados en la Tabla 4.2 es claro que el modelo
propuesto para la relacion difusién-concentracion no ajusta de manera satisfactoria el conjunto de
datos generados con el observador. Un modelo exponencial (D=a-exp(b-c)) no da un mejor ajuste
(ver Tabla 4.3). En estos casos una funcion definida por tramos (dos funciones lineales:
D=a+b-c) da lugar a una excelente concordancia entre ésta y la secuencia de valores D-c (ver
Tablas 4.4 y 4.5).

Tabla 4.3. Pardmetros del modelo exponencial para D

Parametros del modelo a b R®
T=303 K 5.14626x107 | -2.3399 x10™ | 0.157
T=333K 1.1186x10™® | 20.64128 0.860

Tabla 4.4. Parametros del modelo lineal para D a T=303 K

Parametros del modelo a b R®
0.96<c<1.0 -7.25917x10° | 7.53242x10° | 0.98432
0.83<c<0.96 -1.82111x10° | 2.19313x10™° | 0.9987

Tabla 4.5. Pardmetros del modelo lineal para D a T=333 K

Parametros del modelo a b R®
0.84<c<1.0 -3.44919x107 | 4.06733x107° | 0.98926
0.60<c<0.84 9.23279x107? | 7.05495x107%* | 0.9968
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Del andlisis de la figura 4.1 se puede concluir la existencia de dos periodos de extraccion
claramente definidos, cada uno asociado a un modelo diferente del coeficiente de difusion. Esto
se puede explicar por el hecho de que al momento de rebanar las almendras de zapote, aquellas
células que se encuentran en la superficie de la rebanada resultan dafiadas (células rotas) y, por lo
tanto, el aceite en la capa superficial de la rebanada simplemente serd lavado rapidamente
dejando el aceite remanente en las células no dafiadas para difundirse de acuerdo a la ley de Fick
(Fan et al., 1948). Consecuentemente las capas superficiales estan caracterizadas por coeficientes
de difusion en fase liquida mientras que las capas celulares internas, con membranas celulares

intactas, se caracterizan por difusividades en fase solida (Krasuk et al., 1967).

4.7.1.5 Optimizacion de parametros en la relacion difusion-concentracion

En una etapa final en la que recurrimos nuevamente a un método integral se refinan los
parametros del modelo ajustado a los valores D-c (D=a-c"). Esto se hace utilizando el modelo
para D en la ecuacion de difusion. La ecuacion en derivadas parciales no lineal se discretiza en la
variable espacial mediante la técnica de diferencias finitas (utilizamos 57 elementos finitos). Las

condiciones a la frontera e iniciales estan dadas por las ecuaciones 4.1b-d con Ce=0. El conjunto

de ecuaciones diferenciales ordinarias se integra numéricamente mediante un método apropiado
para ecuaciones rigidas (método de Rosenbrock). Mediante la integracion numérica de la
ecuacion 4.1e se obtiene la concentracion promedio a cada instante de tiempo. La funcién
objetivo a minimizar es el valor absoluto de la diferencia entre la concentracion experimental
(interpolada) y la concentracion promedio obtenida en cada paso de integracion. El proceso de
optimizacion se llevo a cabo con el programa Berkeley Madonna (Copyright ©1993-2001 Robert
I. Macey y George F. Oster). Para el caso de las semillas de zapote la optimizacion se hizo hasta
el tiempo final. Los resultados se muestran para la temperatura de 333 K. Los valores de los
pardmetros para el modelo de ley de potencias no optimizados y optimizados para el caso de
extraccion de aceite a T=333 K se dan en la Tabla 4.6. En la figura 4.4 se muestran los valores
experimentales de la concentracion (fraccion de aceite) asi como los valores de concentracion
obtenidos resolviendo la ecuacion de difusion con el modelo de ley de potencias para la
difusividad tanto con los parametros no optimizados como optimizados. En la figura 4.5 se

muestra la evolucién temporal del error, en porciento, entre el valor calculado y el experimental
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para los casos mostrados en la figura 4.4. El error porcentual se calcula de acuerdo a la siguiente

formula:

Cealc (t) — Cexp (t)
Cexp (t)

donde ¢, (t) denota la fraccién de aceite promedio retenida por el sélido calculada resolviendo

x 100

error relativo [%] =

la ecuacion de difusion y Cey(t) denota el valor experimental de la fraccion de aceite retenida por
el sélido. En la Tabla 4.6 también se reporta el error porcentual promedio correspondiente a cada
uno de los casos reportados en dicha Tabla. Este error promedio se calcula dividiendo el area bajo
la curva de la figura 4.5 (para cada caso) entre el intervalo de tiempo correspondiente. Del
analisis de las figuras 4.4, 4.5 y de los errores promedios reportados en la Tabla 4.6 se desprende
que el modelo propuesto con los parametros optimizados lleva a muy buenas predicciones de los
valores de la fraccion de aceite retenida mediante una solucion numérica del modelo 4.1 del
proceso de extraccion. También se puede apreciar que la solucion con los parametros no

optimizados es una solucion aceptable con un error promedio menor al 4%.
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Figura 4.4. En la gréfica superior se muestra la curva que interpola los datos experimentales
(linea continua) y los valores de concentracion obtenidos resolviendo la ecuaciéon de difusion
mediante diferencias finitas utilizando el modelo de ley de potencias para la difusividad con los
parametros reportados en la Tabla 4.2 a T=333 K (linea segmentada). La gréafica inferior

corresponde a la solucion de la ecuacion de difusion con el mismo modelo para D pero con los
parametros optimizados reportados en la Tabla 4.3.

Concentracion adimensional
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Figura 4.5. En la grafica superior se muestra el error porcentual entre los valores de
concentracion experimentales (interpolados) y los valores obtenidos resolviendo la ecuacion de
difusion utilizando el modelo de ley de potencias para D con los parametros no optimizados
reportados en la Tabla 4.2 para T=333 K. La gréfica inferior corresponde al error obtenido

cuando se resuelve la ecuacion de difusion con el mismo modelo para D pero con los pardmetros
optimizados reportados en la Tabla 4.3.

Los valores de los parametros para el modelo lineal no optimizados y optimizados para el caso de

extraccion de aceite a T=333 K en el en el rango 0.84<c<1.0 se dan en la Tabla 4.7.

Tabla 4.6. Parametros optimizados para modelo de ley de potencias para D a T=333 K

Parametros del modelo a b Error porcentual promedio
No optimizados 7.62583x10™"" | 17.09841 3.6145
optimizados 1.0x10™ 10.5 2.304

Tabla 4.7. Parametros optimizados en el modelo lineal para D a T=333 K en el rango

0.84<c<1.0

Parametros del modelo a b

No optimizados -3.44919x10” | 4.06733x10”
optimizados -6.80177x10” | 8.29106x10~
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4.7.2 Aplicacion a la extraccion de aceite de semillas de tung

En esta seccion aplicamos la metodologia basada en el observador arriba descrita para determinar
la forma funcional de la dependencia del coeficiente de difusion aparente de la concentracion en
el proceso de extraccion de aceite de semillas de tung mediante hexano a 30°C, con humedad de
4.6%. Los datos experimentales estan reportados en el trabajo de Krasuk et al. (1967). El rango
en el que el sistema es observable se determina haciendo corridas con el observador partiendo de
diferentes valores iniciales del coeficiente de difusion y encontrando el tiempo a partir del cual
todas las soluciones convergen. A los valores difusién-concentracion producidos por el
observador se les ajusta un modelo por regresion no lineal. Los modelos con los que se trabajo en
este trabajo se reportan en la Tabla 4.8. EI modelo ajustado se prueba en la ecuacién de Fick y se
refina mediante un proceso de optimizacién en la ecuacion de difusion utilizando como funcion a
minimizar el valor absoluto de la diferencia entre los datos de concentracién y la concentracion
estimada. Finalmente se hace un analisis de propagacion de error en las mediciones considerando
una sefial con ruido aleatorio. En esta seccion el tiempo caracteristico, d'y Dy estan definidos de

la siguiente manera

t
tiempo caracteristico = (—) - Dy

o= (7) &)

Dy =1x10"12m2s71

Tabla 4.8 Modelos ajustados a los datos difusion-concentracion

Modelo para D(c) [m®s™] a b
Modelo de Krasuk et al. (1967) D=a-e °° 0.149*10°* 3.91
exponencial D=a-e °° 0.1939*10* 3.687

ley de potencias D=a.c” 2.735%107"% 1.06184
lineal D=a+h-c -0.04219*10" 2.71573x10™
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Figura 4.6. Valores de d'generados por el estimador partiendo de diferentes condiciones iniciales.
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Figura 4.7. Valores de concentracion alimentados al observador y perfil de concentraciones
estimado por el observador partiendo de J'=4.5x10-5.
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4.7.2.1 Relacion difusion concentracion para semillas de tung

Para determinar el intervalo en el que el sistema es observable se corre el observador partiendo de
diferentes condiciones iniciales, esto es, diferentes valores del pardmetro J. Los resultados se
muestran en la figura 4.6. Las predicciones de la concentracion partiendo de J'=4.5x10- se
muestran en la figura 4.7 junto con los datos experimentales. A partir de las parejas de
valores difusion-tiempo y concentracion-tiempo se obtiene la relacién entre los estados
difusion-concentracion. A esta relacion se le ajusta un modelo por regresion. En la Tabla 4.8
se reportan diferentes modelos ajustados a los datos asi como el modelo reportado en la
literatura (Krasuk et al., 1967). En la figura 4.8 se muestran de manera grafica los modelos de
Krasuk et al., (1967), lineal, exponencial y de ley de potencias reportados en la Tabla 4.8. En la
figura 4.9 se presenta el perfil de concentraciones obtenido resolviendo la ecuacion de difusion
con el modelo exponencial para D(c) reportado por Krasuk et. al. (1967) asi como el perfil de
concentraciones experimental. La figura 4.10 muestra las diferencias (error), en valor absoluto,

entre ambas curvas (perfil experimental y perfil calculado).
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Figura 4.8. Modelo reportado por Krasuk et al. (1967) para D(c) y modelos ajustados a los
perfiles de D(c) generados por el estimador en el intervalo de observacion y reportados en la
Tabla 4.8.
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Figura 4.9. Valores experimentales de la concentracion y valores calculados resolviendo la

ecuacion de difusion con el modelo exponencial para D(c) reportado por Krasuk et al. (1967).
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Figura 4.10. Diferencia entre los valores experimentales de la concentracion y los valores
calculados resolviendo la ecuacién de difusién con el modelo exponencial para D(c) reportado

por Krasuk et al. (1967).
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En la figura 4.11 se presenta el perfil de concentraciones obtenido resolviendo la ecuacion de
difusion con el modelo de ley de potencias asi como la curva ajustada a los datos experimentales.
La figura 4.12 muestra las diferencias (error), en valor absoluto, entre ambas curvas. El error
promedio con el modelo de Krasuk et al. (1967) es 0.02542, en el caso del modelo de ley de
potencias obtenido ajustando los valores estimados por el observador el error promedio es
0.0232. Ambos errores promedio son similares, siendo ligeramente menor el obtenido con el

modelo de ley de potencias.

o6q% el valores calculados
valores experimentales

Concentracion [-]

Tiempo caracteristico [-]

Figura 4.11. Valores experimentales de la concentracion y valores calculados resolviendo la
ecuacion de difusion con el modelo para D(c) de ley de potencias ajustado a los resultados del
estimador (ver Tabla 4.8).

En la Tabla 4.9 se muestran los valores de los parametros 6ptimos del modelo de ley de potencias
a diferentes tiempos caracteristicos. Después de eliminar los valores de cada parametro que se

alejan de la tendencia se ajusta un polinomio en funcién de la concentracion a cada parametro.

Ajustando un polinomio cubico al parametro a y un polinomio lineal al parametro b como
funcién de la concentracion obtenemos el modelo
D(c) = a(c) - c?© (419a)

donde
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a(c) = a; + ayc + azc? + a,c’ (4.19b)

y
b(C) = by + byc (419C)
0.10
0.08
0.06 1
S
w 0.04 4
0.02
0.00 1 T T T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 ]

Tiempo caracteristico [-]

Figura 4.12. Diferencia entre los valores experimentales de la concentracion y los valores
calculados resolviendo la ecuacion de difusién con el modelo de ley de potencias para D(c)
ajustado a los resultados del estimador (ver Tabla 4.8).

Tabla 4.9 Valores 6ptimos de los parametros a 'y b en el modelo D=a c” a diferentes tiempos
caracteristicos obtenidos mediante optimizacién en la ecuacion de difusion

Tiempo caracteristico [-] Concentracion a b
promedio [-]

0.001 0.9051 9.18108 0.25308
0.01 0.7138 5.67455 -0.09524
0.1 0.6191 2.87113 0.772626
0.25 0.5046 2.71663 1.11051
0.5 0.3799 1.6765 0.75589
1.0 0.2543 1.9792 0.97704
2.0 0.1562 1.8768 0.98580
3.0 0.1116 1.8696 0.99068
4.0 0.0869 2.0268 1.03291
5.0 0.0730 1.9689 1.03155
6.0 0.0650 2.2949 1.11873
7.0 0.0605 2.8402 1.23349
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Refinando por prueba y error mediante la solucién numérica de la ecuacion de difusion los

pardmetros ajustados obtenemos los valores reportados en la Tabla 4.10.

Tabla 4.10

Parametros del modelo D(c) = a(c) - c¢®© en las ecuaciones 4-19a, b y c.

i 1 2 3 4
3 2.3 -6.0 97 | 46
b; 1.13 -0.87
X107
12
o 10-
'w
(9]
E s
o
o
£ 6
(o]
ol
3 4
S
>
ERES
=
0 1 1 I 1 T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10

Concentracion [-]

Figura 4.13. Modelo de D(c) optimizado a partir del modelo de ley de potencias.

Este modelo para D(c), en forma gréafica, se puede apreciar en la figura 4.13. Las concentraciones

obtenidas resolviendo numéricamente la ecuacion de difusion no lineal con dicho modelo y los

datos experimentales se muestran en la figura 4.14. El error, medido como la diferencia entre los

valores experimentales y los valores calculados de la concentracion se puede ver en la figura

4.15. Es de notar que el error es menor a 0.035. El error promedio entre los perfiles de

concentracion experimental y calculado con este modelo es 0.00735, que es apreciablemente

menor que los obtenidos con los modelos de Krasuk y de ley de potencias no optimizado

reportados arriba (un orden de magnitud menor).
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Figura 4.14. Valores experimentales de la concentracion y valores calculados resolviendo la
ecuacion de difusion con el modelo de D(c) optimizado.
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Figura 4.15. Diferencia entre los valores experimentales de la concentracién y los valores
calculados resolviendo la ecuacion de difusion con el modelo de D(c) optimizado.



4.7.2.2 Andlisis de propagacion de ruido

En esta seccién mostramos el efecto de ruido en las mediciones experimentales en el desempefio
del observador. Para esto consideraremos ruido aleatorio con media igual al valor de la
concentracion sin presencia de ruido y con diferentes varianzas. En las figuras 4.16 y 4.17 se
muestran los resultados de una corrida del observador sin presencia de ruido para cada uno de los

estados asi como el perfil de concentraciones, sin ruido, alimentado al estimador.

L valores estimados
0.8 4
i datos

Concentracion [-]

00 T T T T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 06 0.8 1.0
Tiempo caracteristico [-]

Figura 4.16. VValores experimentales de la concentracion y valores estimados por el observador
sin presencia de ruido.

En las figuras 4.18 a 4.22 se pueden apreciar los perfiles de concentracion con diferentes niveles
de ruido alimentados al estimador asi como los perfiles estimados del pardmetro J. En las
graficas se puede apreciar que el ruido en la medicién se propaga a los estados estimados,
sin embargo el valor medio de los estados en el intervalo de observacién no difiere

apreciablemente como se puede ver comparando los valores reportados en la Tabla 4.11.

Tabla 4.11
Valores promedio y desviacion estandar de 8
Error en la medicion 6=D/D, S
0% 0.39678 0.19746
+10% 0.39838 0.20174
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Figura 4.17. Valores del parametro § estimados por el observador sin presencia de ruido.
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Figura 4.18. Perfil de concentraciones con ruido aleatorio alimentado al observador (u=valor
experimental, s?=0.01) y valores estimados por el observador sin presencia de ruido.

89



2.0

1.5

1.0

S [-]

0.5

0.0

sefal con ruido aleatorio (|.1=cmp ,52=0.01)

' 1 i 1 ' 1
0.2 0.4 0.6 0.8
Tiempo caracteristico [-]

1.0

Figura 4.19. Valores del parametro & estimados por el observador con ruido aleatorio alimentado
al observador (u=valor experimental de la concentracién, s’=0.01).
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Figura 4.20. Perfil de concentraciones con ruido aleatorio alimentado al observador (u=valor
experimental, s?=0.05) y valores estimados por el observador sin presencia de ruido.
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Figura 4.21. Valores del parametro § estimados por el observador con ruido aleatorio alimentado
al observador (u=valor experimental, s?=0.05).
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Figura 4.22. Valores del parametro § estimados por el observador con ruido aleatorio alimentado
al observador (u=valor experimental, s>=0.1).

También se analizé el efecto en la estimacion de los estados de una variacion sinusoidal en la

sefial de concentracion alimentada al observador. Un caso se muestra en las figuras 4.23 y 4.24.
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Figura 4.23. Perfil de concentracion sinusoidal alimentado al observador y perfil de
concentracion estimado con 4; = 4, = -30.
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Figura 4.24. Valores estimados por el observador del parametro § en ausencia de ruido y cuando
una sefial de concentracion sinusoidal se alimenta al observador con A; = 1, = -30.
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Como se puede apreciar en la figura 4.24 el efecto de esta clase de ruido se propaga y amplifica
en la estimacion del parametro J. Sin embargo,, como se puede ver en la figura, el valor

promedio del pardmetro J'estimado es similar al parametro J'estimado en la ausencia de ruido.

4.8 Conclusiones

En este capitulo se obtienen valores promedio del coeficiente de difusion aparente en procesos de
extraccion de aceite de almendras de zapote mediante un observador tipo Luenberger. Estos
valores se comparan con aquellos obtenidos mediante un procedimiento de regresion estandar
resultando los valores obtenidos por ambos métodos muy similares lo que permite validar la
técnica de estimacion aqui empleada. Los valores obtenidos mediante el observador no pueden
ser mejores que aquellos obtenidos por regresion sin embargo el observador es facil de
implementar y puede ser implementado en linea. El método propuesto en este trabajo muestra
todo su potencial cuando se trata de determinar una relacion funcional entre el coeficiente de
difusion y la concentracion en aquellos casos en los cuales la variabilidad de D con c es
significativa. Se propone un criterio que permita decidir si el coeficiente de difusion puede ser
considerado constante o deberia ser considerado dependiente de la concentracién. En este
sentido, la metodologia aqui propuesta permite discriminar entre modelos del coeficiente de
difusion: uno independiente de la concentracion (constante) y otro dependiente de la
concentracion (D variante en tiempo). Para ilustrar la metodologia se toma como ejemplo el
proceso de extraccién de aceite de semillas de tung. La relacién difusion-concentracion se
modela mediante una funcion de ley de potencias, un modelo exponencial y un modelo lineal. En
una ultima fase los parametros del modelo ajustado al mapeo de los valores difusion-
concentracion estimados son optimizados a través de una solucion rigurosa de la ecuacion de
difusion. Finalmente se hace un andlisis de propagacion de ruido para el caso de extraccion de
aceite de semillas de tung que permite tener una idea del nivel de ruido tolerable en las

mediciones.
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CONCLUSIONES

1. En esta tesis se ha estudiado el problema de la determinacién de la dependencia del
coeficiente de difusion en procesos de secado y extraccion, que son descritos por
ecuaciones en derivadas parciales (EDPS), en base a la medicion del cambio en el tiempo
de masa total. La metodologia propuesta aplica de manera recursiva por etapas los
métodos diferencial e integral para concluir el modelo de difusion. A diferencia del
método integral, que es el comUnmente utilizado en este tipo de problemas, el método
propuesto no requiere de una hipdtesis a priori sobre la funcién de difusion contra
concentracion ni de un procedimiento de prueba-verificacion sobre la funcién de

dependencia.

2. Desde el punto de vista teérico, la metodologia propuesta es la extension a sistemas
descritos por ecuaciones en derivadas parciales (proyectados en subespacios de
dimension finita mediante “lumping” y aproximados por ecuaciones diferenciales
ordinarias (EDOS)) de la metodologia desarrollada previamente en el contexto de
estudios de modelado en sistemas de reaccidn polimérica descritos por EDOS no lineales,
teniendo como base tedrica el estimador geométrico en base a la propiedad de
observabilidad instantdnea. ElI problema que abordamos es un problema inverso en
sistemas distribuidos no lineales de gran complejidad para el cual hasta ahora no hay una

solucién formal en la teoria de sistemas distribuidos.

3. La contribucion central de la tesis es en el campo de la ingenieria de procesos de secado
y extraccién descritos por EDPS: la determinacion de la dependencia del coeficiente de
difusion en procesos de secado y extraccion. Desde el punto de vista tedrico, para el
especialista en teoria matemética de sistemas esta aportacion representa un paso

inductivo de factibilidad positiva, mediante dos casos de estudio, hacia la construccion de
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una teoria para el tratamiento de una clase de sistemas convectivo-difusivo-reactivos

descritos por EDPS.

El problema inverso en sistemas distribuidos no lineales objeto de este trabajo:
determinacion de el modelo de la dependencia difusion-concentracion a partir de un
conjunto de datos experimentales resultado de un experimento dindmico se transforma
en un sistema aproximado de pardmetros agrupados no lineal para el que, aplicando la
prueba de observabilidad no lineal instantanea, se concluye que el coeficiente de
difusion es observable. Ya que se hace una suposicion de estado cuasi estacionario para
la dindmica del coeficiente de difusion una condicion es que la dinamica del
observador sea mucho mas rapida que la dindmica de las concentraciones para
poder estimar la variacién de la concentracion con el tiempo. Que un parametro con
deriva temporal (en régimen de cambio lento en relacion a la dindmica de estimacion) se
pueda estimar en base a un modelo con pardmetro en deriva mas inyeccion de medicion
es una idea bien conocida en la literatura de estimacion aplicada (Gelb, 1974).

El observador diferencial propuesto permite estimar la variacion de los estados
(concentracion y coeficiente de difusion) con el tiempo y, a partir de éstas, la variacion
de la difusion con la concentracion. EI método aqui propuesto consiste en la aplicacion
sucesiva del método integral (regresion: suavizado de los datos y ajuste de un modelo a la
sucesion de pares de valores difusion-concentracion generados por el observador) y
diferencial (observador). EI método propuesto permite aprovechar las ventajas de los
métodos integral (robustez, estabilidad) y diferencial (no hay necesidad de proponer
funciones prueba) y compensar las desventajas de cada uno de ellos (alta sensibilidad a la
presencia de ruido del método diferencial y necesidad de proponer funciones y probarlas
del método integral).

El criterio estadistico que se presenta para discriminar modelos (difusividad constante o
dependiente de la concentracion) permite determinar si las variaciones del coeficiente de
difusion en el tiempo son significativas 0 no. Esto es, si son atribuibles a errores de
integracion, modelado y experimentacion o son debidas a la dependencia de la
concentracion del coeficiente de difusion.

El modelo difusion-concentracion obtenido mediante el método basado en el observador

aqui propuesto se puede refinar, en una etapa final, mediante técnicas de optimizacion (lo
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10.

que permite sobreseer el hecho de utilizar una solucién aproximada de la ecuacion de
difusion).

Los modelos difusion-concentracion determinados con el método aqui propuesto se
comparan favorablemente con los reportados en la literatura y obtenidos mediante
procedimientos de prueba y error sobre dependencias funcionales candidatas.

Mediante analisis de propagacion de error (simulaciones numeéricas), se verifica la
robustez del método ante la presencia de ruido en las mediciones (dentro de cierto rango)
en casos particulares, en el entendido de que el analisis se puede formalizar mediante la
aplicacion de las caracterizaciones formales de convergencia del método de estimacion
geométrica (Alvarez y Fernandez, 2009) para el sistema en EDOS vy luego con las
técnicas de truncamiento en EDPS.

Los ejemplos de aplicacion del método basado en el observador presentados en este

trabajo (secado y extraccion) permiten validar los puntos 5 a 9.

Los resultados de la presente tesis sugieren los siguientes temas de estudio a futuro:

1.

Establecer formalmente la convergencia del estimado en base a teoria de estabilidad no
lineal robusta para EDOS no lineales y en estabilidad de la aproximacion de la EDP con
EDOS.

Analizar problemas en tiempos cortos donde es valida una solucién para medio
semiinfinito.

Analizar problemas con difusién y conveccion (casos con resistencia externa).

Analizar problemas con difusion y reaccion.

Aplicar el método a difusion en polimeros, campo en el que hay modelos para el
coeficiente de difusion con sustento tedrico.

Generalizar la aplicabilidad del método a la solucién de problemas inversos (estimacién
de parametros y su dependencia de los estados) en sistemas descritos por ecuaciones en

derivadas parciales parabdlicas.
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APENDICE 1

Estimacion del coeficiente de difusion aparente en procesos de extraccion
mediante un observador exponencial con término correctivo adaptivo.

Aqui presentamos la aplicacion de un observador exponencial para el cual las ganancias son
adaptivas y estan dadas por ecuaciones dindmicas. El observador converge exponencialmente si
el sistema es Lipschitz. El disefio del observador, la demostracion de sus caracteristicas de
convergencia asi como su aplicacion a la estimacién de la concentracion de biomasa en un

bioreactor se pueden ver en el trabajo de Aguilar y Acevedo (2009).

El observador exponencial con ganancias adaptivas, aplicado a la estimacién del coeficiente de

difusion es:

QU
<>

e -89+ w1y - 9) (1 AL)
gZ w, (v — ) (2Al)
Lo - P (3 A1)
i A (4 A1)

Donde las ecuaciones dinamicas para w1 y w2z son un algoritmo adaptivo para actualizar las

ganancias variantes en tiempo y B1 y B2 son parametros de disefio.

El observador hace muy buenas estimaciones de la concentracion cuando las ganancias iniciales

son altas y tiene buena tolerancia al ruido en las mediciones como se puede ver en las siguientes
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figuras. Sin embargo las estimaciones del coeficiente de difusion dependen de los valores
iniciales de este parametro, como se puede ver en la figura A2.3.

1.0
0.8 1

------ valores estimados
0.6 datos

Concentracion [-]

Tiempo caracteristico

Figura A2.1. Datos de concentracion y concentraciones estimadas con el observador de ganancias
adaptivas.
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Figura A2.2. Evolucion de las ganancias en el observador de ganancias adaptivas.
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Figura A2.3. Coeficientes de difusion estimados partiendo de diferentes valores de dicho
coeficiente con el observador de ganancias adaptivas.
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Figura A2.4. Datos de concentracion con ruido sinusoidal (amplitud=0.1 y frecuencia=1000)
alimentados al observador de ganancias adaptivas.
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valores estimados
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Figura A2.5. Concentraciones estimadas con el observador de ganancias adaptivas con ruido
sinusoidal en la sefial alimentada.
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Figura A2.6. Datos de concentracion y concentraciones estimadas con el observador de ganancias
adaptivas con ruido sinusoidal en la sefial alimentada.
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Figura A2.7. Coeficiente de difusion estimado con el observador de ganancias adaptivas con

2 3 4 5
Tiempo caracteristico

ruido sinusoidal en la sefial alimentada.
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Figura A2.8. Dindmica de las ganancias con el observador de ganancias adaptivas con ruido

sinusoidal en la sefal alimentada.
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NOMENCLATURA

concentracion local
concentracion promedio
concentracion adimensional

concentracion adimensional estimada
concentracion adimensional experimental
concentracion de equilibrio

concentracion inicial

coeficiente de difusion

coeficiente de difusién estimado

valor de D obtenido con una correlacion reportada

valor promedio de D(t) en lgps

valor de D obtenido mediante regresion lineal

intervalo de tiempo en el que se llevo a cabo el experimento
intervalo de tiempo en el que el parametro es observable
radio de la esfera equivalente

distancia radial desde el centro de la esfera

temperature

tiempo

tiempo caracteristico (r,”/D 7°)

concentracion medida experimentalmente

o/kg
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