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And so hold on when there is nothing in
you

Ezxcept the Will which says to them: Hold
on!’

RUDYARD KIPLING
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Resumen

La necesidad de una teoria de gravedad cuantica que permita resolver algunos pro-
blemas de la Relatividad General clasica como son sus singularidades por un lado, y, por
otro, las divergencias en la teoria cuantica de campos, ha llevado a la generacion de di-
ferentes propuestas. Una de ellas es la conocida como Gravedad Cuéntica por Lazos la
cual involucra graficos, o lazos, formados por nodos y aristas que caracterizan los estados
cuanticos gravitacionales y que asemejan un material polimérico. Dichos graficos sugieren
una discretez reemplazando la nocién del espacio continuo. En particular, la materia pro-
pagandose en espacios de este tipo presenta relaciones de energia y momento que parecen
desviarse de las usuales. Dada la complejidad de esta teoria algunas alternativas simpli-
ficadas han surgido que implementan parcialmente algunos de estos aspectos. Entre ellas
se encuentra la relatividad especial doble en la que las relaciones de energia momento se
modifican pero se mantiene el principio de la relatividad, ahora con dos invariantes: la
velocidad de la luz y la longitud de Planck. Claramente, en el limite en que la escala de
Planck sea despreciable el formalismo usual, por ejemplo de la teoria de campos, deberia
recuperarse.

Ahora bien, entre las consecuencias mas sorprendentes de la teoria de campos en
marcos acelerados o en presencia de agujeros negros son, respectivamente, el efecto Unruh
y la radiacion de Hawking. En ambos casos un detector en presencia de un campo cuantico
registra una distribucion térmica Planckiana.

En este trabajo estudiamos la tasa temporal de excitacion, también conocida como
tasa de cambio de la funciéon de respuesta, para el caso de un detector acoplado a un
campo escalar que se encuentra en el estado de vacio de acuerdo a un observador inercial.
El analisis se realiza tanto para un observador inercial como uno con aceleracion constante
en espacio tiempo plano. Recuperamos de este modo el efecto térmico establecido por W.
G. Unruh. También, basados en la teoria de Relatividad Especial Doble discutimos el
efecto Unruh correspondiente, esencialmente siguiendo [1].
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Introduccion.

En 1976, el fisico britanico Stephen Hawking concluy6 que la teoria cuantica de
campos en espacio tiempos curvos implicaba radiacion térmica en presencia de un agujero
negro. Para un observador inercial predijo una temperatura caracteristica en el horizonte
de eventos teniendo asociada una distribucion espectral del tipo que un cuerpo negro emi-
te. La temperatura tiene magnitud proporcional a la superficie gravitacional del agujero
negro, y es de naturaleza cuantica. Este efecto es conocido como radiaciéon de Hawking.

El mismo ano, el fisico canadiense William George Unruh, en un intento por hacer
mas comprensible la informacién contenida en el trabajo que dio a conocer la radiacion
de Hawking, estudi6é un caso en espacio tiempo plano (o espacio de Minkowski), para un
observador con aceleraciéon constante, y encontré también un efecto térmico. Este efecto
hoy se conoce como efecto Unrubh.

El Efecto Unruh puede ser estudiado por diversos métodos tales como las trans-
formaciones de Bogoliubov relacionando los operadores de creacion y aniquilacién de un
campo para un observador inercial con aquellos descritos por un observador con acelera-
cién constante. Otro método consiste en utilizar la funciéon de respuesta de un detector con
aceleracion constante, analizando las transiciones entre los niveles de energia del detector
acoplado con el campo [§]. En esta tesis estudiamos el segundo método para el caso de
un campo escalar real.

La funcién de respuesta del detector da la probabilidad de transicion [5]. Esta se
relaciona con las funciones de dos puntos especificamente la descrita por [8] conocida
como funcion de Wightman de frecuencias positivas, misma que estudiaremos con mas
detenimiento.
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Por otro lado, uno de los problemas abiertos de la fisica tedrica es la construcion
de una teoria de gravedad cuantica. Se cree que posiblemente una teoria de gravedad
cuantica removeria los problemas de divergencias en el caso de los agujeros negros o los
modelos cosmolégicos, obtenidos en la teoria de la relatividad general clasica. En cuanto
a la teoria cuantica de campos, podria solucionar las divergencias en cantidades como la
energia asociada al vacio y aquellas que se reflejan en algunas amplitudes de probabilidad.
Se espera que la escala de Planck (p = \/% ~ 10733¢m, con G la constante de Newton,
h la constante de Planck y ¢ la velocidad de la luz, juegue un papel fundamental. En-
tre los esquemas propuestos para definir una teoria de gravedad cuantica se encuentra
la cuantizacion por lazos de la Relatividad General. Los estados cuanticos gravitaciona-
les se caracterizan por graficas o redes que asemejan materiales poliméricos. Operadores
geométricos tienen espectro discreto a la escala de Planck lo que permite vislumbrar cam-
bios esenciales en el comportamiento de la gravedad y la materia. Algunos casos como
modelos césmicos y ciertos agujeros negros han sido estudiados pero la teoria general se
encuentra ain en desarrollo [9] [10]. Con un enfoque fenomenolégico se ha propuesto que
la discretez sugerida antes podria incorporarse en una relatividad especial con dos escalas
invariantes [2, B3] o Relatividad Especial Doble (RED).

En este trabajo se considera el Efecto Unruh como un método de anélisis de la RED,
es decir, dado que las propiedades térmicas relacionadas con un agujero negro surgen en
la teoria cuantica de campos como un resultado sélido es probable que este efecto sea
fundamental para entender las caracteristicas basicas de una posible teoria cuantica de la
gravedad y dilucidar si RED es admisible.

La tesis esta estructurada de la siguiente forma. En el capitulo 2 iniciamos con un
repaso de los conceptos basicos de la teoria de un campo escalar real cuantico. Se describe
la idea de un detector cuantico con niveles energéticos acoplado a un campo escalar real
para un detector inercial. En el capitulo 3 se introduce el espacio tiempo de Rindler donde
se analiza el detector cuantico con niveles energéticos para un observador con aceleracion
constante (efecto Unruh) y la interpretacién térmica asociada a este efecto. Luego, en el
capitulo 4 se estudia la teoria de RED y se comprueba que la energia de Planck es un
invariante de esa teorfa. Después, tomando como base un estudio reciente [I] se reproducen
aqui los calculos relacionados a las funciones de dos puntos obtenidas del lagrangiano de
interaccién entre el campo y el detector para encontrar la tasa de cambio por unidad de
tiempo propio del detector. Se calcula la tasa de cambio respecto al tiempo propio del
detector modificada segin RED. Por tltimo, en el capitulo 5 se discute el efecto de la RED
tanto para las funciones de dos puntos como la temperatura asociada al efecto Unruh al
comparar los resultados de la tasa de cambio de la funcién respuesta y su interpretacion
térmica modificada con los resultados obtenidos para el efecto Unruh usual asi como
posible trabajo futuro.

En este trabajo usaremos la signatura de métrica de Minkowski (4, —, —, —).



Campo escalar cuantico en espacio tiempo de
Minkowski y marcos inerciales.

En este capitulo vamos a recordar algunos elementos basicos de la descripcion de
un campo escalar cuantico. Partimos de la mecanica cuantica no relativista para obtener,
primero, la ecuacién de Schrodinger y luego, en el contexto de la relatividad especial,
la ecuacién de Klein-Gordon. Con base en el analisis canénico del campo escalar cldsico
procedemos a su cuantizaciéon canonica al reemplazar paréntesis de Poisson por conmuta-
dores. Usando una descomposicion en un conjunto completo de ondas planas, el operador
de campo cuantico se expresa en términos de operadores de escalera, mismos que satisfa-
cen las relaciones de conmutacién conocidas. De esta manera introducimos el estado de
vacio asi como los operadores de energia y momento del campo. Por tltimo discutimos
el comportamiento de un detector, acoplado al campo escalar cuantico, montado en un
marco de referencia inercial. Discutimos en cierto detalle la forma integral de la funcién
de Wightman de frecuencias positivas requerida en el analisis asi como el calculo de la
funcién de respuesta.

2.1. Particula libre no relativista

Consideremos primero una particula cuantica no relativista. Su dindamica puede
inferirse partiendo de la relacién de energia momento no relativista

1
E=—p2 2.1
5l (2.1)

5
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y usando la correspondencia A
E =iho;, (2.2)
5 h

con la constante de Planck, A, y el gradiente espacial, V. De este modo obtenemos la
ecuacion de Schrodinger de la particula libre

—h?
iho, U = %v%p, (2.4)

donde V¥ es la funciéon de onda sobre la que actta el operador asociado con ({2.1]). Las
soluciones de esta ecuacion toman la forma

U2, t) = %e_%Ete%ﬁ'f, (2.5)

donde E' y p cumplen (2.1)) con
EV; = EW,; E>0,
]7\1/5 = ﬁ\lfﬁ, piGR.

De la ecuacion (2.4)) podemos derivar la ecuacién de continuidad

op+V-7=0, (2.8)
donde
p = ’@‘2207 (29>
h
7 = —(U*VU — VU, 2.10
J = (VY- UV (2.10)

La interpretacién de esta ecuacién corresponde a un balance de probabilidad. Mientras
que p se interpreta como densidad de probabilidad, 7 es su flujo. Si integramos ({2.8])
sobre todo el espacio y considerando que las funciones de onda decaen a cero en infinito

obtenemos [1

4 7 U =0, (2.11)
dt Jgs

es decir, la probabilidad de hallar la particula en alguna parte del espacio

P(R?) = [4s d*ZU*W es constante y por conveniencia normalizada a uno. Este andlisis

sugiere en particular considerar un producto escalar para las funciones de onda
(U, U = / 7 U, (2.12)
R3

Con este producto para las soluciones de particula libre tenemos

(W, W) =8 (7= 7). (2.13)

!Claramente (2.5) no decaen a cero en infinito, sin embargo, estrictamente, los estados fisicos a con-
siderar son paquetes de onda normalizables fR3 d3TV*W < oo.
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2.2. Particula libre relativista

Pasemos ahora a describir una particula cudntica relativista. La relacién de energia
y momento tiene la forma
E?* = m?ct + . (2.14)

Utilizando nuevamente la correspondencia ((2.2)) y (2.3)) obtenemos la ecuacién de Klein-
Gordon

2.2
<m e ) =0, O=n"9,08s o,f=0,1,2,3, (2.15)

72
donde n*? es la métrica del espacio tiempo, en este caso Minkowski
ds? = napde®da”, (2.16)

con %%y, = 6% y ¢ es la funcién de onda de la particula relativista.

Las soluciones del tipo onda plana para (2.15)) se expresan como

1 —ik-x
donde
Et -
k-x = k“wuzf—k-f, (2.18)
E? = mPct 4+ k23, (2.19)
E -
= ( k:> , 2.20
e (2.20)
|E|  \m2et + 2R 22
wp = . . (2.21)

Asociadas a la solucién de la ecuacién (2.15)) tenemos

E = +hw; = +\/m2ch + B2R 2 (2.22)

y puede haber tanto energias positivas como negativas en contraste con el caso no rela-
tivista ec. (2.6)). Y, éstas, pueden ser arbitrariamente grandes en valor absoluto. De este
modo las soluciones de energia positiva y negativa se expresan como

(+) _ 1 —iwpt+ik-T
_ 1 ) .
’U/é ) _ €+zwgtfzk-x. (224)
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A diferencia del caso no relativista la interpretacion de ¢ no corresponde a una
amplitud de probabilidad. En el caso relativista la ecuacién de Klein-Gordon ([2.15) lleva
a la ecuacion de continuidad

|
0uj” = 00j° + 0ij' = ~0,j° +V - T=0, (2.25)
donde j” es un 4-vector de corriente
J' =1i(¢*0"¢ — 0" ¢") (2.26)

con componentes espacio temporaleﬂ

= (600006 € R, (2.27)
j= iV - 6'V9). (2.29)

Observamos que j° no es positiva definida por lo que no implica un balance
de probabilidad. Integrando la ecuacién de continuidad (2.25)) en todo el espacio vemos
que la integral espacial de j° se conserva en el tiempo sujeto a condiciones de decaimiento
adecuados para ¢. Esto sugiere el producto interno

(61,02 = =+ [ &% (010163 = 530000), (2:29)

que sin embargo no es positivo definido. Las soluciones tipo onda plana (2.17) cumplen
la siguiente normalizacion

(e ug)) = Pk =F), () =0, (w7 ul)) ==k -F).  (2.30)

A este punto, tenemos funciones de onda relativistas incluyendo un sector con norma no
positiva definida. Las soluciones de energia negativa indican que esta cantidad no esta
acotada por abajo y sugieren inestabilidad pues el sistema podria decaer indefinidamente.

2.3. Campo escalar cuantico

La necesidad de considerar un campo cuantico en lugar de funciones de onda relati-
vistas surge con la posibilidad de contar con energias acotadas por abajo y, ademas, poder
describir procesos de creacion y aniquilacion de particulas, que sin embargo, en presencia
de gravedad, o en marcos acelerados, pierde un sentido universal. El concepto de campo

2En la literatura podemos encontrar otras convenciones que asemejan mas al caso no relativista, por

ejemplo [[1] p =L = ;1 (6706 — 0,6"0), T= ol (6"V — $V7).
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cuantico sera esencial en el efecto Unruh que queremos describir en este trabajo y por ello
lo adoptamos.

A partir de este punto usaremos unidades con A = 1, ¢ = 1, a menos que se especi-
fique lo contrario.

De la accién siguiente con M, denotando el espacio tiempo de Minkowski

S = / d'zL (2.31)
£ = ;(95(:6)2—(V¢<x))2—m2¢(:c)2> (2.32)

podemos obtener ([2.15]), como ecuacién de campo. Aqui el punto denota derivada tempo-
ral.

La formulaciéon hamiltoniana del campo escalar real se puede obtener usando (2.32]).
La densidad Hamiltoniana caracteristica de este sistema es

H = Il¢p—L, II=00, (2.33)
donde II es el momento candénico conjugado al campo escalar tal que
{ot, 7). 11(t,7)} = 6@ (& — 7). (2.34)

Explicitamente tenemos para la densidad Hamiltoniana la forma siguiente
1
Ho= T06—5(9(x))” = (Vo(@))’ - m*¢(z)*) (2.35)
1
= S((0()* + (Vo)) + m*(x)?). (2.36)

Cuantizacion candénica. Conmutador covariante de campo y momento.

Para implementar el caracter cuantico del campo podemos usar una descomposicion
en un conjunto completo de soluciones a la ecuacién de Klein-Gordon (2.15)), utilizando
(2.23)), (2.24) y (2.30)

—he ot (k)eth) (2.37)

5 spo L a(k)e
) = [ d e

con k y z siendo cuatro vectores, wy, es la parte temporal del cuatro vector k, a(k) y a'(k)
son operadores, siendo uno el adjunto hermitico del otro, cuyas propiedades establecemos
en seguida.

Los conmutadores a tiempos iguales

[¢(x)a ¢(y>]x0:y0 =0, [H(m)a H(y)]:cozyo =0, [¢($), H(y)]x(’:yo = i(5(3)(1’ - y)’ (2'38>
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dan lugar a los correspondientes para a(k) y af (k)
[a(k), a(k)] = 0, [l (k),a ()] = 0, [a(k),al (k)] = 6@ (k — ). (2.39)
Para el campo escalar real, usando (2.39) podemos calcular los conmutadores a

tiempos diferentes. En el caso del conmutador de dos campos reales con coordenadas
espacio temporales distintas

N R U RO B (R T e P R A R R )

3—b
- / _ 4k (e—ik~<w—y>_e+ik~(w—y))
s (27)2wy,

- — /}R3 d3E<2W§3Wk sin (k- (x —y)), (2.40)

el cual cumple con las siguientes propiedades: es una funcion invariante de Lorentz pues
la integral lo es. Ademas, es una funcién impar

A (z —y) = —iA(y — 2) = [b(ts, D), $lty, )] = [ty ), Blta, D)), (2.41)
como consecuencia de las propiedades de los conmutadores.

En el caso en que t, = t,, se recupera ([2.38)

iA(0,7) :—/ Pk
R3

—

sin (wi(0) — k- &) = 0. (2.42)

(27)  wy,

Este conmutador ([2.40)), también cumple con la ecuacién de Klein-Gordon homogénea
(PHE)

(mx + ”;;f) A(z,y) = 0. (2.43)

El conmutador ¢A (x,y) vale cero si el argumento es un cuatro vector tipo espacio. Esto
generaliza el caso especial 2° = y0 a un intervalo tipo espacio arbitrario

iN(z,y) =0 para (z—y)* <O0. (2.44)

Mientras que el conmutador mostrado en (2.38)) trata s6lo separacion espacial arbitraria a
tiempos iguales su generalizacion para conmutadores a tiempos diferentes hace referencia
a intervalos espacio temporales

[D(te, @), 11(ty, )

w

cos (k- (x —vy)), (2.45)

@
—~
DN
N
~
w
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(Ut @), 11, ] = | @R (?) (i (6 @) g (b 5) — e (£ 7) (8, 5)

L
— / dSE (_wk) (6+ik-($—y) . e—ik~(x—y))
R3

= — /3 Pk Zwkg sin (k- (x —y)). (2.46)
R
Evidentemente ([2.45)) y (2.46|) para tiempos iguales, se reducen a los correspondientes en
2:39).

Energia e impetu lineal del campo cuantico.

Asociado con la accién (2.31]) se tiene el tensor de energia momento

oL
T = ¢ —nrL
FICROMA
1
= 8a¢85¢—inag(n””apqﬁ@g(b—m%z). (2.47)

De éste podemos extraer informaciéon del sistema tal como la energia, al integrar espacial-
mente la componente tiempo tiempo del tensor de energia momento

- 1
H = /RS d3x Too = /RS dgx(§((@t¢)2+v¢v¢_m2¢2)) (248>
A nivel cuantico
o= / dk(@a" (k)a(k) + alk)al (k))wy (2.49)
2 Jgs

y de forma analoga podemos calcular el impetu lineal cuantico, utilizando las componentes
Ty; del tensor energia momento

P, = /R 3 da’Ty; = /R 3 da® (8y8;0) = / &k (a'(k)a(k)) k. (2.50)

R3

Estado de vacio.

Como siguiente paso en nuestro estudio, es importante definir el estado de vacio o
estado base del campo escalar libre. De las propiedades de los operadores escalera ([2.39))
introducimos | 0x) como

a(k)|0x) = 0, para todo k € R®. (2.51)
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De igual forma se cumple
(x|t (k) = 0, para todo k € R, (2.52)

Evidentemente k es una etiqueta continua y la interpretacion del producto ®y es intuitiva.
Es posible formalizar esto usando como espacio una caja en lugar de R® de modo que

7 2mng 27Ny 27mn
k—>( T T LZ) Ng, Ny, Nz, € 2.

El vacio del campo se define entonces como
| 0k) =[ Og,) | Ogy)... = @k | Op). (2.53)
Los estados excitados del campo se pueden generar usando el operador de subida
0' (k) | 0x) =] 0x,) (@ (k) | 0k,)) | Okg) oo =1 Ok | Tas) | Oky)eos =] Oky Tty Opy) (2.54)
lo cual sugiere el concepto de particula asociado al campo ng)

De este modo el operador de niimero puede expresarse como
N = [ dkal(k)a(k). (2.55)
R3
De aqui en adelante por simplicidad en la notaciéon no usaremos A sobre los operadores.
La interpretacion deberia de ser clara del contexto.

2.4. Detector cuantico con niveles energéticos en mo-
vimiento uniforme acoplado a campo escalar y
tasa temporal de funcién de respuesta

Para estudiar el efecto Unruh consideraremos en el siguiente capitulo un detector
acelerado, que interactia con el campo escalar en su estado base, esto ultimo segin un
detector inercial. Sin embargo, con el fin de subrayar la relevancia del efecto de la acelera-
cion del detector, conviene primero discutir el caso de un detector inercial. La interaccion
del detector que sigue una trayectoria x*(7), con 7 el tiempo propio, con el campo escalar,
se describe usando el siguiente Lagrangiano

Lint = g / drm(T)®(a(r)), (2.56)

con g siendo la constante de acoplamiento y m(7) el momento monopolar del detector. E]

3El detector en interaccién con el campo escalar es un objeto distribuido espacialmente. Similarmente
al caso electrostatico la energia de interacciéon puede desarrollarse en torno de un punto de la distribucién
Uint = [, PZp(Z)2(Z) = q@(0) —p" E- 1Qij0;Ei+..., E = —V®. Cada orden del desarrollo multipolar
escala como el cociente de la longitud caracteristica de la distribucién ¢ dividida por la escala de variacién

. ‘. . . P 0
L del campo ® implicita en su derivada. Evidentemente el término monopolar que escala como (%)
es el dominante, siempre que % < 1. En otras palabras suponemos que el tamano del detector es

pequeno comparado con la escala de variacién del campo escalar. Adicionalmente nuestro detector esta
en movimiento lo que agrega la dependencia en el tiempo propio.
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El campo escalar tiene estados etiquetados como | ¥) mientras que el detector cuenta
con niveles energéticos denotados por | E;),i =0, 1, ...

Para analizar la amplitud de transiciéon de sistema detector + campo
| Eo,00) —| E, V), donde el subindice M indica el estado de vacio para un observador
inercial en el espacio tiempo de Minkowski, con una constante de acoplamiento g pequena,
podemos considerar el primer orden en teoria de perturbaciones dependientes del tiempo

oo

(B, | Fo,0n) :g/ dr(E, U | m(1)® (2 (7)) | Fo,Onr). (2.57)

—0o0

Ahora podemos calcular la probabilidad de transicién. Desarrollando en el esquema de
Heisenberg el operador m(7) y sumando sobre todos los posibles estados del detector y
campo resulta la siguiente probabilidad

P Eo,0us) > {| BOY) = S o7 (Bl m(0) [Eo) ! [~ dny [ dmy 7000w
E

x (0] (2(11))@(2(72)) [Onr) -
(2.58)

Motivados por la ecuacién anterior es posible definir la funcién respuesta del detector
como

F(E — Ey) = /_OO dry /_OO dry e E=E)m=") (0 1 & (2(1))®(2(m)) |00),  (2.59)

donde
G* (2(r)2(r2)) = (On| @((m1))(2(72)) [Oar) (2.60)
es una funciéon de dos puntos mejor conocida como funciéon de Wightman de frecuencias

positivas que es solucion a la ecuacion de Klein-Gordon homogénea.

Analizamos ahora el lado derecho de (2.60]). Usando la forma del campo escalar real
2.37) en el producto de campos involucrado en la funcién de dos puntos (2.60|) asi como
2.51) v (2.52)) tenemos

G (2,y) = (On | (/ (akzukz(tx,:i:’) +a£zu;';z(tmf))> v
( Rgd y (an,un, (8, y)+a,1yu;;y(ty,g))> | Or)

X

d3 ky

[ohe [ @y e @0 6 O L, o) (260
[ by v 0. 206 1 D0~ )

(F—9) e—iwk (ta—ty)
9

/ A3k SR

2w ( 27T
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Im k°

Figura 2.1: Contornos de integracién para determinar las funciones de Wightman G*. El
relevante en el caso G es C.

donde en la segunda igualdad usamos (2.39), (2.51) y (2.52)).

K = w, = k2 4+m2, (2.62)

e*iwk (tz 7ty)

Ahora, recordando que

podemos reescribir el factor

2.
Sor (2.63)

en forma integral para expresar G*(z,y) como una integral en cuatro dimensiones, es

decir,
—iwg (tz—ty) o —ikO (tr—ty)
L - / T —— (2.64)
Cy -m

donde la tinica contribucién surge del polo en k° = wy. (ver figura 2.1). De esta forma

k:oz exp m (f—g)—zko(t —t)}
Oy O

i e—zko(tz—ty)
= . / dBke* @) / k' —— . (2.65)
(2m)" Jro o ()| K[

Ahora nos restringimos por simplicidad al caso de campo no masivo: m = 0

d3

RS

G*(x,y)

wE =\ k2 =] k |. En particular esto simplificard el cdlculo de la integral (2.65)) para una
trayectoria dada asi como el de la funciéon de respuesta (2.59)).
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Consideremos coordenadas esféricas (k,., Ok, @)
ke =| k|, k-(Z—7) =k |T—7]cosby, (2.66)

en la ecuacion (2.61]). De este modo obtenemos

1 e~ il (ta—ty) pik-(F—)
Gt (z,y) = / &’k ~
( ) 2(27T>3 R3 ‘ k ’
1 00 s 2T 0 ) o
= —— / dk, / oy, / dipy k2 2Tk gmikr(ta—ty) gike|F—leos i (9 67)
2(2m)" Jo 0 0 ky
Podemos hacer el cambio de variable u = cosfy, du = —sinfydf, para reescribir la
ecuacion anterior como
1 fe'e) 1 2T ) o
Gt (z,y) = 3/ dkT/ du/ doy, kpe~Hrlta=ty) gikr|lZ—glu
2(2m)" Jo —1 0
1 o0 1 4 e
= —— / dk, / du(2m) ke~ (ta=ty) ikrl@=glu. (2.68)
2(27T) 0 —1

Para garantizar la convergencia de la integral radial recorremos la parte temporal por un
factor de —iI', I' > 0, de la forma siguiente (¢, — t,) — (¢, — t, —il)

—iky (ty—ty—il)

k.
_ i 1 [/ dkre—ikr(tx—ty—il“)eikr|f—y*_/ dkre—ik,«(tx—ty—iF)e—ikr|f—g|1
0 0

1 1 oe
GH(z,y) = —5—— | dh kS
-y ’ 0

(eikr‘f_m — e_ik7“5_g‘)
Ar2i | &

Ar? |7 — g |

i1 1 1

B i47f2\f—37!l((tx—ty—ir)—!f—ﬁ\) ((tx—ty—iF)Jr!f—?JD]
1 1
Am? \(ty —t, — D) — |2 -7 ")

Esta es la funcién de Wightman de frecuencias positivas en 3+ 1 dimensiones en el espacio
tiempo de Minkowski.

Con G podemos retomar el cdlculo de la funcién de respuesta . La funcién
respuesta del detector es independiente de las caracteristicas del detector. Esta representa
las ’particulas’ que el detector mide de manera efectiva como resultado del movimiento
que realiza. El factor Y5 ¢%| (E|m(0) |Ep) |?, involucrado en la probabilidad de transicién
(2.58), representa la selectividad del detector para este bano de ’particulas’ y depende
de la estructura interna del detector mismo. El sistema es invariante ante traslaciones
temporales en el marco de referencia del detector. Es decir, el detector esta en equilibrio
con el campo ¢, entonces el nimero de cuantos absorbidos por el detector por unidad
de tiempo propio es constante. Si dicha tasa de cambio es distinta de cero la transicion

(2.69)
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de probabilidad diverge, ya que la amplitud de transicién se calcula para
un intervalo de tiempo propio infinito. Esto se puede ver claramente en (2.59) pues la
funciéon de Wightman de frecuencias positivas sélo depende de la diferencia en tiempos
propios. Esta dificultad se resuelve considerando la probabilidad de transicién por unidad
de tiempo, es decir, usando la tasa de cambio de la funcién respuesta por unidad de tiempo
propio

F(E — Ey) = /OO dATe T (F-Eo)AT (Opr] ©(x(11))P(2(72)) |Opr) (2.70)

—0o0
donde A7 =71 — 7.
Consideremos ahora el analisis particular de un detector inercial. Comenzamos por

estudiar la funcién de dos puntos involucrada. Con una trayectoria especifica para un
observador con movimiento uniforme sobre el eje z, descrita por

VT
T =120+ —V—m, 2.71
O VTI=0,? (2.71)
con xg y v, constantes y con la condicién
| v, |< 1. (2.72)

Alm At

Re At

Figura 2.2: Continuacién analitica de ec. (2.78)) segun el contorno C.

Como podemos notar, la ecuacion de Wightman para frecuencias positivas ([2.69))
depende del tiempo coordenado. Sin embargo, en este caso en particular queremos trabajar
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con tiempos propios por lo que, a continuacién, se da la relacién entre tiempos coordenados
y tiempos propios. Comenzamos con el elemento de linea invariante que permite relacionar
estos dos tiempos

d2
ds* = df* —dF> = dr?, “_ =1—

d—)
ez e ==

=

—

Vg

(2.73)

Para el problema que estamos analizando, el detector sélo tiene velocidad en la direccion
del eje x, de este modo tenemos

dr B dr

——=dt, dr =v,dt =1, : (2.74)
/1 — 02 /1 — 02
o bien al integrar esto
1
VAT = At, Az = 0,7, AT, (2.75)

Lyt

La funcién de Wightman de frecuencias positivas, reinsertando la constante de
Planck, combinada con (2.71]) para dos puntos (71,2 (71)) v (72,2 (72)), toma la forma

—h 1
G (z,y) = : (2.76)
Am? (7&2 (7—1 - 7—2) - F)2 - (UIPYIAT)Q
Usando AT = 7 — 75 y considerando v, < 1 llegamos a
—h 1
GJF(QJ, y) = A2 ( 2 2 . 2 5 9 2)
T \2AT2 — 200y, AT + (i) — v292AT
~ —h 1
T 4r2 \2A72 (1 — 02) — 2Dy, AT — T2
—h 1
~ (2.77)

Am? (At —il)*

De esta manera podemos sustituir (2.77)) en la ecuacién (2.70) para calcular la tasa
de cambio por unidad de tiempo propio de la funcién respuesta del detector inercial como

. o0 ; —h 1
F(E — Ey) = dAT e 7 (E—E0)AT 2.78
( 0) /_ TE K 477'2 (AT - ZF)2 ) ( )

o0

la cual tiene un polo simple en A7 = il.

La necesidad de la inclusién del término imaginario fue la convergencia de la integral
en (2.69). Para calcular (2.78)) usamos una continuacién analitica y el teorema de los

residuos.
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Para decidir el contorno adecuado de integracion procedemos a analizar la exponen-

cial involucrada en la integral ([2.78))

efé(Eon)AT

o
o

(E—Eo)(Re(AT)+iIm(AT))

| Sl

(E—EO)Re(AT)e%(E—EO)Im(AT).

St

(2.79)

Notamos que la parte imaginaria de la variable A7 es positiva en el semiplano complejo
superior dando lugar a una integral divergente . Por otro lado en el semiplano
complejo inferior la exponencial es decreciente y la integral de interés converge. Claramente
el contorno adecuado es el que cierra por abajo.

Finalmente nuestro argumento implica lo siguiente

F(E —Ey) = /dAT o~ 7 (E—Eo)Re(AT) 1 (E—Eo)Im(Ar) (
R

/ AAT e*%(Eon)Re(AT)e%(Eon)Im(AT) <_
c

—h 1
472 (AT — iD)?
1

Am? (A1 —iT)?

)
)

" B e (E—Eo)AT
= — lim dAT 5 —
r—oo [ 4 (AT — ZF)
i 2 FLTG“P e—i(E—E%)Tcos(gp) e(E_EO;;"Si“(@) i
+ 4 lim dp —— _ I N—
e 4% ((rcos(p) +irsin(p)) — i)

En conclusion la tasa de transicion del detector en movimiento uniforme acoplado
al campo escalar en estado de vacio es nula; no registra efecto alguno al orden mas bajo.



Campo escalar cuantico y marcos acelerados
en relatividad especial.

Con el fin de analizar la respuesta de un detector en movimiento rectilineo con ace-
leracién constante en este capitulo recordaremos las propiedades basicas de la cinematica
de una particula relativista que presenta este movimiento en el espacio tiempo de Min-
kowski. Con esta trayectoria evaluaremos la funcién de Wightman de frecuencias positivas
para determinar la tasa de cambio de la funcién de respuesta del detector acelerado aco-
plado a un campo escalar sin masa en el estado de vacio segiin un observador inercial.
Describiremos el sentido en que esta tasa de cambio puede interpretarse como asociada a
un bano térmico cuya temperatura depende de la aceleracion. Este resultado es conocido
como efecto Unruh. Adicionalmente discutiremos un método alternativo a la continuacion
analitica de la funcién de Wightman para la regularizacion de la divergencia que presen-
ta. El método alternativo es uno de calibraciéon con el que se sustrae el efecto divergente

refiriendo la funciéon de Wightman a su forma en las coordenadas en el marco acelerado
de Rindler.

3.1. Particula clasica con movimiento uniformemente
acelerado

Para una particula relativista las magnitudes cinematicas béasicas son su posicion
espacio temporal, cuatro velocidad y cuatro aceleracion, expresadas usando el tiempo

19
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propio 7 como

dz# du* 1 dr
2 K [ — M = — = = 72 -
i (T), u(T): T ak(r) : , dt =~dr, ~ ——=7 U dt)
(3.1)

Considerando que el movimiento rectilineo tiene lugar en la direcciéon X nuestras ecua-

ciones (3.1)) toman la forma

o At . dr  , du | du” 1 . dz

z(r), (1), u =4 u =7 a =g a =g 7—ﬁ7 v e
(3.2)
Enseguida impondremos la condicién de aceleracion constante. Observamos que las particu-
las masivas tienen una cuatro velocidad tipo tiempo utu, = (u0)2 —%? = 0 pues se

propagan con velocidades inferiores a la velocidad de la luz dentro del cono de luz corres-
pondiente. En consideracién al tiempo propio

dz* dz,
dr dr
ds?
ﬁ

- 1 (3.3)

% _
ufu, =

Derivando respecto al tiempo propio la ecuacién (3.3)) y usando (3.1]) vemos que
atu, =0, (3.4)

indicando que la cuatro aceleracion es ortogonal a la cuatro velocidad y por tanto tipo
espacioﬂ. Por esta razon podemos expresar la norma de la cuatro aceleracion, en nuestro
caso constante, como

a'a, = —a®, « = constante. (3.5)

La condicién de cuatro aceleracion constante para la particula, ecuacion (3.5)), corresponde
a una aceleracion constante medida con respecto a un marco momentaneamente comovil
(MMC) con la particula, [0],,,,c = 0. Esto puede verse como sigue. Usando una base
ortonormal {e¥, etey, = 14} para un MMC inercial

ar€a
ey = ut = 0f); (3.6)
la ortogonalidad entre cuatro aceleracion y cuatro velocidad implica en este caso que
a®| e = 0. (3.7)

Por otro lado la parte espacial de la cuatro aceleracién satisface las siguientes relaciones

. du® d(yw®) dtd(y") 3 0 0, AU
TS T ar Tar oa ety

(3.8)

1Se verifica directamente que a%u® — @ - @ = 0 junto con (u®)? — @2 > 0 implican (a)? — G2 < 0
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donde hemos usado (3.1)) y (3.2)). De este modo obtenemos en el MMC

dv® dv®
o =[v (v%xazﬂ )] :[ ] . (3.9)
M dt MMC dt MMC

Finalmente el caracter constante de la cuatro aceleracion (3.5)) toma la forma en el MMC,

ecuaciones (3.7) y (3.9)),

xr 2 x
I [(dv ) } N [d“ ] — (3.10)
at ) | T e

Evidentemente hay una secuencia continua de MMC para cada uno de los cuales se cumple
la relacién anterior.

>

Figura 3.1: Movimiento hiperbodlico descrito por una particula acelerada.

Pasamos ahora a plantear y resolver las ecuaciones para la trayectoria de la particula
acelerada. Las ecuaciones del movimiento uniformemente acelerado — escritas en
términos de las componentes no triviales de velocidad y aceleraciéon toman la forma,
respectivamente,

W -y ? =1, (3.11)
a’u’ — a"u* =0, (3.12)
A’ —a"? = —a? (3.13)

Para calcular la parte temporal de la cuatro aceleracién usamos (3.13)) v (3.12)) obteniendo

02 02
02 9 U Ta
a =-—-oa +

— (3.14)
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Figura 3.2: Cunas izquierda y derecha de Rindler.

<z . 2 .. .
Usando la ecuacion 1' podemos eliminar u" ~ de la ecuacién anterior resultando
2
a®” =%t (3.15)

De este modo una de las ecuaciones a resolver es

du®
o= _ e, (3.16)

© T T

De manera analoga la parte espacial de la cuatro aceleracion toma la forma

du”
T = = au’. 3.17
dr (8.17)
Nuestro problema se reduce a resolver el sistema de ecuaciones acopladas (3.16]) y (3.17)).
Substituimos u°® de (3.17)) en (3.16)) para obtener una ecuaciéon de segundo orden en u*

a

d*u® 5 .
dr2 —au = 07 (318)
cuya solucién general es
u®(1) = C1e® + Coe™ 7. (3.19)

Las constantes involucradas en la soluciéon a la parte espacial de esta cuatro velocidad se
obtienen usando las condiciones iniciales

d:l:
T = 7o, 7 (70) = sy (70) = e (3.20)
T
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Usando ((3.20)) en (3.19)) obtenemos la solucién

L [/ag, T
wiir) = o (Mg ) et (Mg Yoot

o

T

= w2, cosh (a(r — 1)) + aoj sinh (a(r — 7)) . (3.21)

ini

Para calcular la posicion de la particula en funciéon del tiempo propio integramos la ecua-

cién correspondiente en ([3.2) considerando (3.21)). Asi obtenemos

L[ ini T
(1) = Ty + 2/ dr Ka”” + ufm> e(T=70) _ <aml _ ufm) e_a(T_TO):|

. o o
x

= Tini + 2104 {(a(im + ufm) (ea(‘rfﬂ'o) _ 1) + (a(l;“ _ ufm) (efa(TfTo) _ 1)}

1 1 afni T a(rt—T70) a?ni T —a(T—70) a?ni
- e (5 o] 2
a 2 « « «

= Tini + Yini ginh (a(T —70)) + aigi [cosh (a(T — 79)) — 1]. (3.22)
o o

Para calcular el tiempo coordenado expresado en términos del tiempo propio consideramos
las relaciones entre componentes de la cuatro aceleraciéon y la cuatro velocidad en las
condiciones iniciales

., =out,, a’,=aul. u P-ut ?=1. (3.23)

ini ing) ini ing) ing ing

De estas podemos reexpresar la parte espacial de la cuatro aceleracion como sigue

al . =+ a?+ad, 2 (3.24)

Al integrar la ecuacién para u° (3.16) combinada con (3.21]), y usando las condiciones de
ortogonalidad y normalizaciéon de los datos iniciales (3.23]), obtenemos la siguiente solucién

uO(T) = u?m» + a/ dr [uffm cosh (a(1T — 19)) + Lini sinh (a(1 — 7'0))}
TO a

= U?m’ +ug,, sinh (a (7 — 7)) + Lini [cosh (a (T — 719)) — 1] . (3.25)
«

Finalmente obtenemos el tiempo inercial usando la ecuacién correspondiente de (3.2)) y
(13.25))

T

Hr) = bt / dr {ul,+ u, sinh (o (7 = 7)) 4“2 feosh (o (7 = ) — 1)}
70

x x

= tii + u:;i [cosh (a (T —719)) — 1] + ngi sinh (a (7 — 79)) - (3.26)
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Para conocer la forma de la trayectoria tomamos los cuadrados de (3.22)) y (3.26) y los

restamos

(H(T) = tins) — (2(T) — Tins)® = ;ux 2 {cosh2 (o (T —19)) —2cosh (a (T — 1)) + 1}

2 Ying
at 2 9
—|——;’ZZ sinh® (« (7 — 79))
-I—T sinh (a (7 — 79)) [cosh (a (T — 70)) — 1]
x 2

_ Yini [cosh2 (a (T —19)) —2cosh (a (7 — 7)) + 1}

s sinh (a (1 — 719)) [cosh (a (7 — 79)) — 1] . (3.27)
Podemos simplificar esta ecuacién usando las restricciones del sistema segin (3.23)) y
(3.24), agrupando términos y usando propiedades de las funciones hiperbolicas

a2\ a?

(1) — t)? = () = i) = = (afm —u> {sinh? (0 (r — 7))

— cosh? (a (7 — 79)) + 2 cosh (a (T — 79)) — 1}

_ o; (ai:g — ufmz> [2 cosh (a (T — 70)) — 2]
_ (32 (O‘Z;m — ufm2> [cosh (a (T — 719)) — 1]
= = [cosh (a (7 — 7)) — 1]. (3.28)

Es posible reescribir el miembro derecho de la ultima igualdad en la ecuacion anterior al
multiplicar (3.22]) por el factor % y restar el producto de (3.26)) por el factor HT" como
se muestra enseguida

a® . ux . a® . u¥ . a¥ 2 Uy 2
C:;Zx(T) - %t(ﬂ = ﬁxim‘ - %tim + < :;i - 2:;) [cosh (a (7 = 70)) — 1]

0 2 x 2
Uini Wi
a? a?

) cosh (a7 = ) < 1

_ L [cosh (a (T —719)) — 1]. (3.29)

o

Ahora substituimos ((3.29)) en (|3.28))

0 T

(1) — ts)? — (2(7) — o) = 2 {“ (o(7) = am) — 21 (4() — tmn} o (330)

« (0%
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y completando los cuadrados para la parte temporal y espacial, respectivamente, obtene-

1mMos
uZ . 2 uo . 2 uo ,2 ur 2 1
t _ tznl _ mn _ _ an _ m — _ﬂ ma = — 3.31
UT) ( Q@ )] #(7) * « a? * o? o? ( )

Por simplicidad en los calculos de la siguiente seccion estudiamos el caso particular en
que las condiciones iniciales (3.23]) son de la forma siguiente

1
_ _ _ 0
T0=0, tini=0, T = o u

ini = L, Ui =0, a'(i]ni =0, aj,;=q (3'32>

que pueden interpretarse convenientemente considerando

de drdx u”

VW=—o=—a=—=—, (3.33)
dt  dtdr u

es decir, tenemos velocidad coordenada inercial inicial nula, lo cual implica a la vez de

acuerdo con (3.23)) parte temporal de aceleraciéon inicial nula y parte espacial de acelera-

cién inicial dada por la aceleracion propia constante.

Imponiendo las condiciones iniciales anteriores las cantidades de interés, ecuaciones
(3.21), (3-22), (3.29) y (3.26]), se expresan como

1 1
t(t) = —sinh(ar), z(7) = — cosh(ar), (3.34)
o o
u’(7) = cosh(ar), u* = sinh(ar), (3.35)
a’(1) = asinh(at), a“(7) = acosh(ar). (3.36)
La ecuacién de la trayectoria con los datos iniciales (3.32)) es entonces
1

(3.37)

23 (1) —t3(1) = 3

Es interesante observar que, de acuerdo con las ecuaciones (3.33)) y (3.35)), la velocidad de

una particula uniformemente acelerada en movimiento rectilineo puede escribirse como
v” = tanh(ar) <1, (3.38)

es decir, su magnitud estd acotada por la velocidad de la luz.

3.2. Detector cuantico con niveles energéticos en mo-
vimiento uniformemente acelerado acoplado a
campo escalar y tasa de funcién de respuesta

Con el fin de calcular la tasa de cambio respecto al tiempo propio de la funcién
respuesta del detector para un observador con aceleracién constante estudiamos la funcion
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de Wightman para frecuencias positivas (2.69) evaluada en la trayectoria de particula
acelerada expresada en coordenadas inerciales (3.34))-(3.35). El intervalo requerido en la
funcién (2.69) toma la forma
I = (tl — t2 — ZF)2 — (33'1 — I2)2
1
= = {[sinh (ary) — sinh (ary) — ail']> — [cosh (ary) — cosh (047'1)]2} . (3.39)

o
Podemos reescribir el miembro derecho de la igualdad anterior haciendo uso de las pro-
piedades de las funciones hiperbélicas [21] (pagina 84, secciones 4.5.42 y 4.5.44)

sinh(z) — sinh(y) = 2 {cosh (m;—y) sinh (x ; y)} , (3.40)

sinh (x—;y) sinh <x ; y)} . (3.41)

Ademas, para simplificar, introducimos los siguientes cambios de variable

cosh(z) — cosh(y) = 2

AT =17 —T, T=T7+Ts. (3.42)

Con estos elementos, el intervalo se reexpresa como sigue
1 2 2
I = — {2 cosh (a%> sinh (QAT> - aif} - {2 sinh (a%> sinh (aAT)]
« 2 2 2 2
B 4 g (O . o[ ol a )\ . a ial'\?
= = {cosh (27>smh <2AT>—2< 5 )cosh(27)5mh<2AT>+< 5 )
— {sinh2 (g%) sinh? (gAT)]}
B 4 .o 9 (O _ . 2(a~)] ol (a~) . (a ) ial'\?
= = {smh (2A7> [cosh (27) sinh 27’ 2 5 cosh 27’ sinh 2AT + 5
4 e ol a \ . o ial'\?
= ? {Slnh (2A7'> — 2 (2> COSh (2T> Slnh (2A7—> —+ <2> } . (343)

Completamos el binomio cuadrado perfecto en la funcién seno hiperbélico anterior para
obtener

4 T 2 T\ 2 T\ 2
I = — { |sinh (aAT) — (122 ) cosh <a%> (1) cosh? (af') + = . (3.44)
Q@ 2 2 2 2 2 2
Por conveniencia reescribimos el término sinh (%AT) como sigue
sinh (gAT> = sinh (3 (AT —ie+ ze))
= sinh <a (AT — ze)) cosh (Zae>
2 2

+ cosh (3‘ (AT — ie)) sinh (f%) , (3.45)
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y substituimos (3.45)) en ({3.44) llegando a
4 « xe" « 1o al o 2
I = — {|sinh ( (AT — ze)) cosh (e) + cosh < (AT — ze)) sinh (e> — | —— | cosh (%)
o 2 2 2 2 2 2
. 2 . 2
1al’ o (O _ 1al’
—(2 > cosh (27') + (2 ) } . (3.46)

Imponiendo las condiciones I', ¢ < 1 podemos aproximar al intervalo asi

P S (G ar i)« (o) oo (§ ar i) — (55 oo (37)] oam

donde el segundo término, con las condiciones para I' y €, se reduce a

(?e) cosh (g (AT — ze)) ~ (?6) [cosh (3A7> — (Z.;e) sinh <§A7'>:|
R~ (fe) cosh (C;AT> . (3.48)

De este modo el intervalo se expresa convenientemente como

P Ao (§ i)+ (aeon (an) - (5 o (57)] o0

De esta ultima relaciéon obtenemos una condicion para € y I', que deben ser positivas,
incluyendo una funcién positiva de 7 y 73, es decir,

Q 1" cosh (%%)

—if = —————4-. 3.50
2 2 cosh (%AT) ( )
Finalmente la expresiéon del intervalo que usaremos es
4
I~— sinh? <‘;‘ (AT — z‘e)> , e— 0" (3.51)

Para calcular la funcién de Wightman para frecuencias positivas hacemos uso del intervalo
espacio temporal, antes evaluado, ecuacién (3.51)), en (2.69)) y obtenemos

(Oar | @ (2 ()@ (@ () | Oa) = 15—, (<(i o (352)

Ahora, substituimos (3.52)) en la ecuacién de tasa de cambio respecto al tiempo propio de
la funcién respuesta (2.70]) del detector que toma la forma

: (3.53)

2
. —h /°° e (5
F(E - Ey) = — dAre #E-E0)AT
( ) = g oo sinh” (§ (A — i) )
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y que contiene un polo de segundo orden en
AT = ie. (3.54)

Con el fin de resolver la integral del miembro derecho de la ecuacién debemos
utilizar el teorema de los residuos para lo cual primero necesitamos elegir adecuadamente
un contorno de integracion. Reescribimos la exponencial involucrada en la tasa de cambio
de la funcién respuesta como sigue

—i(E—-Eo)AT —i(E—Eo)(Re(AT)+iIm(AT))

€ €

%
e %(E Ey)Re(AT) ﬁ(E—Eo)[m(AT). (355)
La parte imaginaria de la variable A7 es positiva en el semiplano complejo superior lo cual
da lugar a una integral divergente (|3.53)), mientras que en el semiplano complejo inferior
la exponencial es decreciente y por lo tanto la integral es convergente. Entonces, usando
este criterio de convergencia podemos considerar el contorno que cierra por abajo.

Tomamos como punto de partida de nuestro analisis la identidad para al funciéon
cosecante (seccion 1.422 férmula 4 de la referencia [20])

1 & 1
cosec? (1) = — —. 3.56
Si ahora consideramos la continuacién analitica con un angulo = = % obtenemos
1 & 1
k() = 5 Y
m? k=—o00 (% — k)Q
.2 Grimr
> 1
= >y —0Qs. (3.57)
k=—o00 (y + Zﬂ-k)
En nuestro caso el angulo es § (A1 — i), entonces se tiene
a s (2)
csch? (2 (AT — ie)) -y o (3.58)

e —oo0 (AT — 1€+ 2m’§> '

Sustituyendo (3.58)) en (3.53)) llegamos a la siguiente expresion para la tasa de la funcion
de respuesta

| LC T
F(E-E) = — 472T2 /_oodATe L (E—Eo)A k;m (AT—ie+27ri§)

6—%(E—E0)AT

= dA ) 3.959
4n? kzw o0 ! (AT — i€+ 27Ti§) ( )
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Esta relacién nos permite reescribir los polos (3.54) como

(0% (0%

AT = i€ — 2m’ﬁ =1 (6 - Qﬂk> : (3.60)

Una vez determinado el contorno de integracion, como aquel que cierra por abajo, y

Alm At

Re At

Figura 3.3: Continuacién analitica de la ecuacién ([3.59)) segin contorno C.

reexpresado los polos de manera conveniente sabemos que sélo contribuiran los valores de
k=1,...,400. El polo con kK = 0 no se considera porque esta en el semiplano superior y,
por lo tanto, fuera del contorno de integracion.

Del teorema de los residuos para en un contorno C, ( ver figura 3.3), y con polos
de segundo orden, (pagina 510 de la referencia [22]) sabemos que se cumple la siguiente
relacion

d(———— = — —By ) )
/c C(Q n i’7)2 2w Be™ "7, B, >0 (3.61)

Ahora usaremos (3.61]) en (3.59) y vemos que

. 1 & ™

F(E ~ Eo) = - Y (B~ Ey) e~ (B-Eo) 3 (3.62)
k=1

Ademas, considerando la serie geométrica

> 1
Yt = (3.63)
r=1

et —1’
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se obtiene finalmente la tasa de cambio de la funcién respuesta respecto al tiempo propio
en la forma

. 1 (E—Ep)
€ ha —

La tasa de cambio por unidad de tiempo propio permite calcular la probabilidad de
transicién entre estados | Ey, 0p7) —| E, ¥). Utilizando (2.58)) v (3.64]) esta probabilidad
por unidad de tiempo propio es

(E — Ep)
P(| Eo,0n) — {| E, W)} Z 0) | Eo) > —— n (3.65)
E (& ha —_

Comparemos con el espectro de la densidad espectral de energia para un cuerpo negro.
Podemos concluir que el detector observa un bano térmico con temperatura asociada

ah

- 3.66
Ky (3.66)

donde kg = 1,38 x 10*23% es la constante de Boltzmann.

3.3. Meétodo alternativo para el analisis del detector
cuantico con niveles energéticos en movimiento
uniformemente acelerado acoplado a campo es-
calar y tasa de funcién de respuesta

Ahora estudiamos una alternativa al método de continuaciéon analitica para remo-
ver las divergencias de la tasa de cambio de la funcién de respuesta del detector. Para
esto primero analizamos las coordenadas de Rindler (7, ¢). Consideremos la particula con
aceleraciéon constante moviéndose en la cuna derecha de Rindler (D), (ver figuras 3.2,
3.4),

1
t = —e* sinh(an), (3.67)
a
1
xr = 56“4 cosh(an), (3.68)
y=y, (3.69)
z =z, (3.70)

con las coordenadas de Rindler (7, () que cumplen las relaciones

0]
. 3.71
n= (3.71)

c=1m (a) . (3.72)

a (0%
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T
A

> R

Figura 3.4: Cunas de Rindler

Aqui @ es una constante y las coordenadas de Rindler satisfacen x >| t |, tienen di-
mensiones dadas por [¢] = [L], [n] = [T7, [ﬂ = [a] = {%} y rangos —oo < 1 < 09,
—00 < ( < .
Entonces, la trayectoria descrita por una particula, restringida a y =0, 2 =0 es
1

t?— 2% = ——262“4. (3.73)
a

En estas coordenadas el intervalo espacio temporal toma la forma
ds* = e (dn® — d¢?) — da?, (3.74)

donde dx? = dy? + dz*.

La ecuacién de Klein-Gordon sin masa (2.15]), en el espacio tiempo de Minkowski,
adoptando coordenadas de Rindler (3.67))-(3.70) se expresa como sigue

92 92 02 0?02 o
0 —p=2aC 7 2a(_Z — = L g = U.
e (0772 oz © 8wi>¢ " (3772 oz © 8xi)¢ ’
(3.75)

Para el campo escalar sin masa las soluciones a la ecuacién de Klein-Gordon en
coordenadas (7, () permite expresarlo como

= N 2k @, 1 Mt 1, % (2) D @)t D«
q)(m)_/o dw/l‘@dkl(bWEL uvaL+b k uw,fﬂ__'_bw_‘ uw,iﬁ_"’b - U H)a

) LUJCL wykL w’kJ_

(3.76)
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donde bfg y bf)E son los operadores de creacion y aniquilacion validos en la cuna derecha
s sl

de Rindler (D), de la misma manera bsg y bs% representan los operadores de creacion
s sV L

y aniquilacién validos en la cuna izquierda de Rindler (7). El campo estd desarrollado en
términos de modos en sus respectiva cunas, como se muestra enseguida

5 0, en I
U, kL — sinh(ﬂ) = ) (377)
’ e Kiw (Eeac) A )
mT™a a a
sinh(ﬂ) K al iR R —iwR
a . R —1R| T —wwn
I, . pl= TTe K% (ae )e , en [ (3.78)
w,k | )
0, en D

donde w =/ k2 + l;i y la derivaciéon de estos modos se estudia en el apéndice A, siguiendo
[7].

Los operadores cumplen con el algebra de conmutadores a tiempos iguales

[6(x), $()]so—yo = 0, [T(x), T(y)]so—yo = 0, [6(2), T(y)]so—yo = i6P (& —7), (3.79)

los cuales corresponden con los conmutadores para b(l)E , b(Q)E , b(l)E y b(zg dados por
w,k W,k W,k W,k

[bﬂl e } — 0, [b“” pt ] — 0, [b“) p0t } — §(w — )P EL— K, (3.80)

wky’ W K wky’ WK wky WK,

[bu) e } _p, [b(Z)T Bt ] o, [b(m Bt } = S — WSO (R, — R, (3.81)

wk,’ W' K wk’ W' K wk’ W' K

El vacio del campo se define entonces como
| Or) =| Ok, ) -+ | Ok ) - = @ | Okf) @ | Oy, (3.82)

y los estados excitados se pueden generar usando el operador de ascenso

T T
0% ) 106, =1 06) (5% ' (8)) 1061 ) 1O b =1 Oy Ly O ). (3:83)

2) T 2) T
% k) 1 0kg) =1 0, ) (6% " (k0)) 1005, ) 1Dk, Do = Oty Ly Oy ) (3:80)
lo cual sugiere el concepto de particula asociado al campo ®.

De este modo los respectivos operadores de niimero pueden expresarse como se
muestra a continuacién. Para la cuna derecha de Rindler (D) es

- [ 27 (27T 1(2)
N :/0 dw /R2 d°k, bw,Ewa,Eﬁ (3.85)

2La cufia izquierda de Rindler (I) cumple con las siguientes condiciones en sus coordenadas: —z >| t |,
ds2262a<(dﬁ2—d§2) —dy? —dz?, —00 < ) < 00, —00 < { < 00 .
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mientras que, en la cuna izquierda de Rindler (7), se define el operador de niimero como

N = /dw/RQd% kffm (3.86)

Teniendo la descripcion del campo en las coordenadas de Rindler estudiamos la respuesta
del detector con aceleracién constante (2.70) sustrayéndole la funcién de dos puntos en
coordenadas de Rindler

o0

F(E ~ Ey) = / AATET ST [0y B(20)@(2) [0nr) — (O | (1) B(2) | O)]
(3.87)

Dicha calibracion tiene como motivacion remover el polo.

Consideraremos ahora que la trayectoria del detector con aceleracién constante esta
confinada y; 2 = 0y 212 = 0. Entonces, para calcular la funcién de dos puntos en coorde-
nadas de Rindler utilizamos (3.77)), (3.78), (3.80), (3.81)), (3.83) v (3.84))

(Op | ®(z1)@(22) | Or) = / dw/ dzkl/ dw/koL OR' +b TI::EJF
R2

! k w

- / dw/ dﬂ/ d’/ d*E\ (0g |b<”bm, Ty, Iu,k,+b 52 TDukDu*,E/ | 0g)
0 R2 0 “hEL

= / dw/ dz_’l/ dw’/ d2k:L{6(w—w’)5(2)(la—l;i)luwl; Iu*,E/
0 R? 0 R2 e

48w — W)D(EL =K Pu - Pt }
"y

2 dw [ 2k, o) Ko (£er0-) K (5en@G)) @mifun(a, =, )=istin =)

4mia

smh(

, €en

o) (00 T + 00 T +b<2> P 402 P, p )1 0m)

I
(3.88)

fO dw fR2 koJ_ 47r4a )Kuu (%ea(CI_Cé)) KL (gea(ﬁ—@)) eiEL'(flLfoL)fiw(nlfn2)’ en D

Nos enfocamos en el andlisis de la funciéon de dos puntos para la cuna derecha de Rindler
(D), segtn (3.88)). Para una hipérbola con ¢ = C' = constante y dos puntos (m1,(1) y
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(12, (2), donde (3 y (3 estan ubicados sobre la misma hipérbola, se obtiene

Sl h K K
(O | D(21)®(22) | Or)p = / dw/RQdQ o )Ki;, (aea<> KL (aea<>

sctRL(F1, —T2 | )—iw(m—n2)

o sinh (*) . amiw W
_ a —iw(n1—n2)
= /0 dwiél iy e <62a(<1_<2)csch( . ))

B 1 1
T A2 e2(G-G) (g — py)?
1
= ——, (3.89)
472 (An)
donde Anp = — .
Al substituir (3.52)) y (3.89), donde se cumple la relacién dn = vdr, en la tasa de

cambio respecto al tlempo propio de la funcién de respuesta con el detector calibrado
encontramos que esta funcién se comporta como una funciéon suave y debido al
comportamiento de 4-distancias pequenas propio de las funciones de dos puntos podemos
evitar hacer uso la prescripcion de polos (i€), para obtener como resultado, utilizando
Mathematica,

2
. 00 » hl &
F(E-Ey)) = —/ dATeF (E-Eo)AT <2> — h 5
—o0 42 sinh? (%AT) Am2(AT)
1 (E - Ep)
om TR ) (390

el cual coincide con el resultado obtenido mediante el método de continuacion analitica
en (3.64]) y la consecuente interpretacion.



Campo escalar cuantico y marcos acelerados
en relatividad especial doble.

En este capitulo recordamos cémo el grupo de Lorentz, de la Relatividad Especial
(RE), se implementa en la Relatividad Especial Doble (RED) que implica dos invariantes:
la velocidad de la luz y la energia de Planck, o equivalentemente la longitud de Planck. Esta
representacion del grupo de Lorentz es no lineal y ello da lugar a relaciones de dispersion
y adiciéon de energia y momento modificados. Con esta motivacion las funciones de dos
puntos del campo escalar en RED se propone tengan una forma especifica [I]. Con el fin
de discutir el efecto Unruh en el caso de RED retomamos el estudio de la tasa de cambio
respecto al tiempo propio de la funcién respuesta de un detector con aceleracién constante
para un campo escalar sin masa y usando la funciéon de dos puntos deformada por RED.
Se discute bajo qué condiciones se mantiene la aparicién del efecto.

4.1. Bases de relatividad especial doble y relaciones
de dispersion modificadas. Alcances y limitacio-
nes

Para estudiar la teoria de RED recordamos algunos aspectos del grupo de Lorentz
en RE. Las transformaciones de Lorentz son lineales y toman la siguiente forma en el
espacio de coordenadas

ot = AP av = A i + AP (4.1)

35
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con A", que deja invariante la métrica de Minkowski
Npo = anAM pAV o) (42)

donde 7, = n,, = diag(+1,—1,—1,—1) y que por tanto preserva el elemento de linea
ds* = ds' 2.

Para nuestros propésitos es conveniente el manejo de matrices. La transformacion
de Lorentz para la métrica de Minkowski cumple

n=A"nA, (4.3)

donde A es la matriz equivalente a los coeficientes de A* . Si tomamos el determinante
de (4.3)) haciendo uso de las propiedades de los determinantes se obtiene

det(n) = det(A") det(n) det(A), (4.4)

de lo cual se sigue que det(A) debe cumplir

det(A) = £1, (4.5)
cuando det(A) = 1, A corresponde a una transformaciéon de Lorentz propia mientras
que si el det(A) = —1 corresponde a una transformacién de Lorentz impropia. Con esta

informacién y si tomamos la entrada 00 de la ecuacién (4.2) tenemos que
2 o
L= Ay = (M%) = A gA = [A%]> 1. (4.6)

Cuando A%, > 1 la transformacién de Lorentz se denomina ortécrona y en el caso en que
A°; < —1 se denomina no ortécrona.

Con esta idea podemos clasificar las transformaciones de Lorentz en cuatro cate-
gorfas: ortécrona propia (det(A) = 1; A° ; > 1), ortécrona impropia (det(A) = —1; A%, > 1),
no ortécrona propia (det(A) = 1; A° ; < —1) y no ortécrona impropia (det(A) = —1; A° ; < —1).
Cualquier transformacion de Lorentz puede ser descompuesta como el producto de trans-
formaciones de estas cuatro categorias. Ejemplos de esta clasificaciéon son las rotaciones
espaciales, los "boosts”, la inversiéon temporal, la inversion espacial y la inversion total,
combinacion de las dos dltimas. A las dos primeras se les asocian cierto tipo de generadores
que estudiamos a continuacién.

Procedemos a enlistar los seis generadores: tres para rotaciones y tres para boosts.
Comenzamos con una transformacién de Lorentz infinitesimal

S T (4.7)

substituyendo esta relacién en (4.2) y utilizando las propiedades de la métrica y renom-
brando los indices se obtiene

0 =Nyp€” , + Npp” 1, (4.8)
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que al simplificar resulta en

0=¢€p+ €, (4.9)
por lo que €, es un tensor antisimétrico y puede expresarse en términos de los
generadores, en este caso elegidos como operadores diferenciales, L, como A = ™" Lu =
1 +iwh” L, + ... Los generadores hermitianos L, se definen como sigue

L, =i(z,0, —x,0,), (4.10)
con 0, = 8%, y satisfacen el algebra de Lie
Ly, Lpe] = [i(2,0, —2,0,),1(2,0, — 2,0,)]
= (2,0, — 2,0,) Lyy — 1 (2,05 — ,0,) L
NvpLyo — MppLve — MueLyp + 1Mue Ly (4.11)

donde la ultima linea se obtiene reescribiendo las derivadas parciales como la derivada del
producto, y renombrando los indices. La ecuacion (4.11]) puede ser identificada como el
algebra de Lie del grupo SO(3,1).

Luego, tenemos que la representacion lineal més general de los generadores para
SO(3,1) que obedece la relacion de conmutacion (4.11) se define como

M,, =i(z,0, — 2,0,) + Sy, (4.12)

donde S, es hermitiano y cumple la misma algebra de Lie que los generadores L, y
conmuta con estos dltimos. Los generadores hermitianos M;; forman un algebra entre sf,
como sigue

[Mz'j7 Mkl] = [7, (1318] — xj&) -+ Sij, 1 (x;ﬁl — $lak) + Skl]
= (Z (:1:183 — :cj&) + Sz]) Mkl — (Z (a:kﬁl — xl(?k) + Skl) Mij
= —Z'(SjkMil + Z'(Siijl + i(;leik — i(;ilek; (413)

la dltima linea de esta ecuacion se obtiene de manera anédloga al caso de , reescribien-
do las derivadas parciales como derivadas parciales del producto de funciones involucradas
y renombrando algunos indices. Esta dlgebra se identifica como la correspondiente al grupo
de rotaciones espaciales SU(2).

Resulta conveniente reescribir el dlgebra de SO(3,1) separando explicitamente los
generadores de boosts de aquellos de rotaciones como se muestran a continuacién. Primero
consideramos el siguiente operador

1
Ji = §€ijijk7 (4.14)

donde €5, es el simbolo Levi-Civita. Los operadores .J; cumplen con el conmutador que
se muestra a continuaciéon

1 1
[Jiajj] = ieijijkzﬁfjikMik

== ’iEiijk, (415)
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lo cual se puede verificar utilizando el resultado previo del dlgebra para M;; que obedecen
los generadores de rotaciones ({4.13]).

Después definimos el generador de boosts como
K; = My, (4.16)
que junto con J;, satisfacen
(K, K| = —ieijidi,  [Ji, Kj] = i€ Ky, (4.17)
con K; y J; generadores hermitianos.

A la luz de las consideraciones anteriores sobre el grupo de Lorentz para RE podemos
pasar al caso de RED. Amelino-Camelia [2] sugirié una formulacién especifica para RED
mejor conocida como RED1. Otra posible formulacién surge como propuesta de Smolin y
Magueijo [23], conocida como RED2, en la cual ellos argumentan que cualquier grupo de
transformaciones en RED debe de tener necesariamente una estructura no lineal del grupo
de Lorentz pues esta es la tinica adecuada con seis pardmetros del grupo (tres pardmetros
para rotaciones y tres para boosts). Nosotros trabajaremos con esta tltima propuesta.

La RED considerada en [23] obedece los siguientes postulados:

1. Las leyes de la fisica son covariantes en cualquier marco inercial. Suponemos la
validez de la teoria RE de marcos inerciales (todos los observadores en movimiento inercial
libre son equivalentes cuando los efectos gravitacionales son despreciados), y suponemos
también la validez del principio de equivalencia (bajo los efectos de la gravedad, observa-
dores en caida libre son equivalentes entre si y también son equivalentes a los observadores
inerciales).

2. La velocidad de la luz en el vacio (c) es invariante.

3. La energia de Planck es invariante (Ep = ;’f = 10"GeV), es decir, la medicién
de la energia de Planck es independiente del observador (todos los observadores inerciales

coinciden en que hay una escala de energia invariante: la energia de Planck).

Finalmente, se impone el principio de correspondencia (a escalas mucho méas pequenas
que E,, se recuperan RE y Relatividad General (RG)), es decir, se espera que esta relati-
vidad modificada coincida con RE cuando el campo gravitacional sea débil o esté ausente
y, en pruebas experimentales, a escalas de energia mucho mas pequenas que E,.

Tanto RED1 como RED2 contienen dos escalas fundamentales: la velocidad de la

, , 3 .
luz y una escala de energia, en este caso la energia de Planck E, = /5% o, su inverso,

la longitud de Planck ¢, = \/ECZS; Es posible realizar una modificacién a la accién del
grupo de Lorentz de tal manera que la energia de Planck permanezca invariante. Ademas,
se pueden identificar de forma univoca las leyes de conservacion para RED al aplicar
principios fisicos razonablemente adecuados.

Retomando la idea del grupo de Lorentz, se propone que este debe de ser reempla-
zado por un grupo deformado o modificado que actiie en el espacio de momentos, es decir,
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en RED las propiedades de las transformaciones de la energia y del momento deben ser
diferentes a aquellas transformaciones asociadas a las coordenadas espacio tiempo. Esto
no es asi en el caso de RE donde el grupo de Lorentz se implementa de la misma manera
en coordenadas o en momentos. La tnica posibilidad es que el grupo de simetria sea el
grupo de Lorentz actuando no linealmente en el espacio de momentos. La no linealidad
es elegida de tal manera que F, sea invariante. Pero, si £, es una escala de longitud fisica
en un marco de referencia inercial la RE sugiere que esta cantidad serd diferente en el
marco de referencia inercial de otro observador, esto como consecuencia de la contraccion
de Lorentz. De acuerdo a RED se puede tener una teoria de RE completa para marcos
inerciales y al mismo tiempo todos los observadores estdn de acuerdo en que la escala en
la cual se lleva a cabo la transiciéon del espacio tiempo clasico al espacio tiempo cuéntico
es la escala de Planck. Los generadores en RE en espacio de momentos son

0 0
L, =p,— —po—o1y, 4.18
1 P 1 ap,/ P apu ( )
y se suponen utiles a escalas de longitud grandes comparadas con ¢,, o bajas energias
comparadas con E,.

Una manera de modificar el grupo de Lorentz no linealmente es combinar cada
boost con una dilatacion. Para recuperar el valor de la energia de Planck como invariante,
antes de la transformacion de los boosts y después de dicha transformacion, se elige un
generador de dilatacion especifico como se muestra a continuacién

0
D=p,—, (4.19)
M apu
el cual actiia en el espacio de momentos como
Dop, =p,. (4.20)

El élgebra modificada es generada por las versiones antihermitianas de (4.14)), que toma
la forma J' = €9%[;; =: €7*Nj;, (descartando la parte S,,), y el generador de boost
modificado (4.16)) antihermitiano, con (4.19)), obteniendo

K'=T1,+(,p'D= N/, (4.21)
este es evidentemente no lineal debido al factor de p’ en el segundo término. A pesar de
las modificaciones J' y K atin cumplen, de manera andloga a (4.17)) sélo con un cambio
en la hermiticidad, con los siguientes conmutadores

K| = €t E, [T ] =g, (KR = R (4.22)

donde K* a la vez obedece
K= U (o) iU o), (1.23)
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y U(po) es la transformacion dependiente de la energia con la forma siguiente
Ul(po) = e'rrol. (4.24)

Dicha transformacién actia en el espacio de momentos como

by

—t 4.25
1— gppO ( )

U(po) o pu =

Se pueden hacer otras elecciones para U de tal manera que nos lleven a los mismos
generadores de boosts pero la estudiada en (4.24)) es la més sencilla para garantizar que
E, es invariante.

Apartir de estos generadores y la transformacién (4.24) tenemos la representacién
no lineal del grupo de Lorentz dada por

W lwu] = U (po)e” U (p) = " N Podur, (4.26)

Dado que el grupo de simetria es simplemente una versiéon no lineal del grupo de
Lorentz, podemos encontrar funciones del momento fisico Py = (E,p) que transformen
como un cuatro vector tipo Lorentz, las cuales son llamados pseudo energia momento
o energia momento auxiliares Py = (€,II) que no necesariamente tienen un significado
fisico. Es decir, las transformaciones de Lorentz actian en las variables auxiliares de
manera lineal usual (¢ ;I1") = £(e; D), siendo £ las transformaciones de Lorentz lineales
usuales. Los vectores fisicos y los vectores auxiliares cumplen con

Py=UYPy), Pi=U(Py), (4.27)
donde U~! y U generalmente son funciones no lineales que van de R* — R*: ambas
se reducen a la identidad en el limite en que las energas y los momentos son pequenos
comparados con la escala de Planck. En la representacion lineal, las cantidades cinematicas

como la energia total del sistema se define como

Pt =>_Pi, (4.28)
i
mientras que el cuatro momento fisico se obtiene

plt =yt <Z U (Pj)) . (4.29)

De manera andloga, llamaremos L"~!" 4 las transformaciones no lineales, siendo
un operador asociado a los boosts para la energia y el momento fisico (E,p’) que obedecen

Py =L"""(Py) = U o LoU|(Py). (4.30)
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Comparando (4.25)) con (4.27) podemos caracterizar RED por
(E:p)

Pi=(ell) =U(P) = 1oLE (4.31)
La transformacién inversa de es
Pi=(Ep) =U"'(P) = 1(1126. (4.32)
Los vectores auxiliares asociados a los momentos
I (eﬁ) (4.33)
transforman linealmente de acuerdo con
" = A" 11", A*,: Lorentz (4.34)
y se relacionan al cuatro momento fisico como sigue, considerando c¢=1,
Jo S — (4.35)
1+ el
p= +H€ - (4.36)

Mientras que (F,p) transforma de manera no lineal de acuerdo con (4.30)).

Después de este analisis podemos discutir las magnitudes de momento y energia to-
tales requeridas en el estudio de procesos fisicos incluyendo varias particulas. Las variables
auxiliares totales son

E; i
€ot = » ———, gy =) ———, 4.37
tot Z 1— €pEz tot Z 1— ngz ( )

% %

entonces, las variables fisicas totales toman la forma

YR
Eior = =, (4.38)
L+ AY =g,
i TR
Prot = - (4.39)
1+ 0. T,

La relacion de dispersion para las variables auxiliares es invariante en RE y se escribe

como
2

[e(B, ) = (B, 7)) = po’, (4.40)
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donde o es un invariante de Lorentz, construido apartir de € y ﬁ, que no debe ser
confundido con la energia en reposo m. En términos de m, el invariante de Lorentz py
se puede reexpresar usando un marco donde la perticula esta en reposo de la siguiente
manera

(10,0) = e(m, 0). (4.41)

La relacién de dispersiéon en RED se calcula substituyendo , para ¢ = 1, en
(14.40)
E?— 52 , m2
=GB T (1= tfm)®
Es posible expresar la energia F en términos de momento resolviendo la ecuacion cuadrati-
ca anterior y eligiendo la raiz positiva por ser la fisicamente adecuada

(4.42)

\/(1 — 20,m) [mQ + (1 — Epm)ZﬁQ} + (£,)°m4 — ,m?

FE =
1—20,m

(4.43)

Mientras que en RE la energia puede tomar valores arbitrariamente grandes, en
RED la energia fisica E tiene un valor maximo dado por E,. Esto se puede ver tomando
el limite € — +o00 en la ecuacion (4.35)).

Es ilustrativo verificar que la energia de Planck E, es invariante en el contexto
de RED. Con este fin utilicemos un boost en la direccion = aplicado linealmente a las
variables auxiliares (e, II)

v By 0 0\ [—e —ve+ Byl
T AW v __ 67 Y O O Hl _ _ﬁ76 + P)/Hl
I = AF IV = 0 0 1o0||lm|= 1L, . (4.44)
0 0 0 1) \II; I3
Y ahora aplicamos la transformaciéon U~! ecuacién (4.25) para obtener finalmente
/ 7 (Po — Bp=)
= , 4.45
DT G (=)0 — G 44
/ g (p:r: _ Bpo)
= , 4.46
P T T e (v — 1) po — LB (4.46)
/ Py
= , 4.47
=1, (v = 1) po — LpyBps (447)
v= 5 (4.48)

L+ Lp(y—1)po— LpyBps
Ahora, para verificar que la energia de Planck E, es un invariante evaluamos para
el caso de un fotén moviéndose sobre el eje x, es decir, considerando el boost como en
(4.44)) con las condiciones ||p||> =0y E = po =| pi |= p. = Ep. El resultado es

L v (Ep — BEp) __bp (v —8)
1+2(y=1)Ep—29BEp 1+ (y—1)—17f

= Ep. (4.49)
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Para concluir esta seccién haremos las siguientes observaciones:

En relacion con los alcances de la RED hemos visto que es posible implementar
una escala invariante (la de Planck) a través de una representacién no lineal del algebra
de Lorentz en el espacio de momentos. Es decir, RED nos da la posibilidad de hacer
compatible una escala invariante con cambios de marco de referencia. Notablemente es
relativamente simple manejar las transformaciones no lineales de la energia y momento
fisicos haciendo uso de un conjunto auxiliar asociado con los anteriores. Desde el punto
de vista conceptual es interesante observar que la propuesta de RED pretende incorporar
la escala de gravedad cuédntica si bien a este punto con una base puramente heuristica
usando argumentos dimensionales.

Por otro lado, evidentemente, existen limitaciones sobre la viabilidad fisica de RED.
La forma no lineal de las transformaciones de la energia y momento fisicos ha sido uno de
los problemas maés discutidos de RED; la no aditividad de estas cantidades puede ser un
mecanismo de prueba de su viabilidad. Aunque hemos implementado de manera explicita
las transformaciones de Lorentz no lineales en el espacio de momentos su contraparte en
el espacio de coordenadas es un problema actualmente abierto y complejo. En particular
desarrollar una teoria de campos basada en RED ha demandado esfuerzos importantes
que no se han consolidado a la fecha. También la relaciéon que pudiera existir entre alguna
propuesta de teoria de gravedad cuantica y RED sigue siendo un tema debatido.

Con todo y las limitaciones mencionadas antes implementar RED en diferentes con-
textos nos permite explorar posibles nuevos efectos y acotar su aplicabilidad. Uno de los
aspectos centrales del interés es que contiene una escala invariante, la de Planck. En la
siguiente secciéon incorporamos parte de su estructura con el andlisis del efecto Unruh
para investigar sus consecuencias.

4.2. Detector cuantico con niveles energéticos en mo-
vimiento uniforme acoplado a campo escalar y
tasa de funciéon de respuesta

Considerando que la teoria de campos en RED no se ha completado es razonable
considerar un enfoque alternativo para construir las funciones de dos puntos inspirado en
la construccién auxiliar de la seccién anterior [I]. Con este fin introducimos como funcién
de dos puntos auxiliar a aquella obtenida para el campo escalar en RE, es decir

Oar | @ (21 (1)) @ (22 (72)) | Oar) g 7= (Onr | @ (21 (71)) @ (22 (72)) | Ona)- (4.50)
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Esto nos permite definir una funcién de dos puntos fisica basada en la asociacion (4.25)
con la forma

(Oar | @ (1 () ® (22 (1) | Oas) oy = U™ [ {000 | & (1 (1)) & (22 (1) | Oas) )
<0M | gb(xl (7_1)) ( ( )) | 0 >aua: (451)
148 - <0M | ¢ (z1 (1)) & (22 (T2)) | 0M>au:v

donde la constante se ha elegido para hacer que el segundo término en el denominador

2
de la ultima 1gualdad sea adimensional, ['| curiosamente % = c%, es decir, un remanente

gravitacional que modifica un efecto cuantico.

Usando (4.50]) junto con la forma explicita en RE (2.69) podemos escribir la funcién
de dos puntos

h

Or | @ (21 (11)) P (2 0 =— , 4.52
O 1@ () @2 () | s =~ gy (452)
que en el limite de coincidencia x; — x5 se reduce a
, h
lim <OM | (0] (l’l (’7’1)) d ({23'2 (7'2)) | 0M>RED =~ - (453)
T1—T2 gP

Notablemente, la funciéon de Wightman de frecuencias positivas se regulariza gracias a la
escala de corte dada por la longitud de Planck. Veamos cudles son las consecuencias fisicas
de la modificacién debida a RED en casos especificos. Para el caso del detector inercial la
funcion de Wightman toma la forma

h 1

. .
A (A + 5

(Ons [ @ (21 (1)) @ (22 (72)) | Oar) gy (4.54)

Estudiamos ahora la manera en que se modifica la tasa de cambio de la funcién de res-
puesta segin RED, para ello cambiamos las funciones de dos puntos en RE ([2.60))
por las correspondientes en RED segin y por simplicidad consideramos Fy = 0 y
el cambio de variable w = % obteniendo

Fr) = [ anre 5 00 @ (0 () @ (0 () 00 e (459

[e.9]
que en el caso inercial, utilizando la funcién de dos puntos (4.54)), se expresa como

. 00 —iwWAT
Fé)”(w) = —i dAT ¢

47T2 —00 (AT)z + % '

(4.56)

'La accién Sy = fM d4:v8u¢8“¢ conlleva las dimensiones fisicas para el campo escalar como sigue

So] = [, [, d¥00,00] = 48 — L2(61% = [ = 4
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Para resolver esta integral usaremos una continuacién analitica y el siguiente contorno de
integraciéon C~ que encierra el semiplano inferior del plano complejo para A7 y para el
cual la contribucién del arco en infinito es nula. Es decir,

. hw e—zu
In _
B (w) = Tz . d“u2 N Zze;
hw —iu Wl
= ——— |—2miRes ¢ 55, U= e
472 w2+ 25213 2
wlp
h me™ 2r
_ " 4.57

donde en la primera igualdad usamos el cambio u = wAT, en la segunda igualdad usamos
el teorema de los residuos y u = —%. Llama la atencion que el limite limg, o F 8 (w) =00
mientras que uno esperaria fisicamente que fuera cero. Vemos también que mientras que
en el analisis del detector inercial en RE el polo en A7 = iI" queda excluido del contorno
de integraciéon dando lugar a residuo cero, para el detector inercial en RED el polo en
AT = —if—ﬁ resulta estar incluido en el contorno de integracién generando un residuo
finito.

4.3. Detector cuantico con niveles energéticos en mo-
vimiento uniformemente acelerado acoplado a
campo escalar y tasa de funcién de respuesta

Siguiendo el método de la secciéon anterior y con el fin de calcular la tasa de cambio
por unidad de tiempo propio de la funcién de respuesta del detector con aceleracion
constante modificada segiin RED, en su versién calibrada con las coordenadas de Rindler,
partimos de la ecuacion (3.87) y substituimos las funciones de dos puntos en RE por su
correspondiente en RED (4.51)). Entonces, la tasa de cambio de la funcién de respuesta
toma la forma

Fop () = / AT T (04 | @ (1 (1) ® (22 (72)) | Oar)

—00

—(0r | © (21 (1)) @ (22 (72)) | Or) pzp] - (4.58)
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Usando la forma explicita de la funciéon de dos puntos del detector acelerado en RE (]3.52))
obtenemos la versiéon modificada

e
4n2senh?( 2AT)
O0r | (o3 (1) B 02 () | Oat) gy = e 52
__ P 4 00
1 h (4#256nh2(gA7) )
h 1
_ . (4.59)
A (%)QSenh2 (%AT) + %

mientras que su forma en coordenadas de Rindler (3.89)), cuna derecha (D), toma la forma

h 1

4W2(AT>2+%.

(Or | @ (71 (1)) ® (22 (72)) | Or) gED (4.60)

Una vez modificadas las funciones de dos puntos podemos obtener la tasa de respuesta

del detector en RED (4.58)). Considerando (4.59) y (4.60|) tenemos

Ey, (W) = Fy — F, (4.61)
donde
A 00 efiwA‘r
= —— [ aar , (4.62)
Am? | (%)23enh2 (%AT) + fﬂig
A 00 —iwAT
47T —0o0 (AT) + ﬁ

Comenzamos por calcular la primera integral de (4.61) que puede ser reescrita como una
suma de integrales al reexpresar la fraccién involucrada como

1 1 1 1
— — }(4.64)

() sent (30r) + 5 2(2) Lenh(;m)—’sz sonh (37) + 42

Al substituir (4.64) en (4.62)) ésta toma la forma

Fr=A,+A_, (4.65)
donde
h /°° dAT e WAT
Ay = £ . 4 4.66
- Am? J % (’2%’) senh (%AT) + ijrp (4.66)
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El calculo de A, procede como sigue

A - h/oo dAT e IwAT
T A —o0 % (%) senh (%AT) + i‘jﬁf
B h/ dAT e TIWAT
-4 e 4 (’2%) —isen (%Ar) + fale
h dAT e_i‘”AT
= o B

donde en la segunda igualdad usamos la continuacién analitica, A7 € C, con un contorno
de integracién que especificaremos abajo, ademés de la identidad senh (z) = —isen(iz),
z € C. En la tercera igualdad factorizamos —i en el denominador.

En la forma (4.67)) es evidente notar que los polos del integrando ocurren en

n 21 14
Ar( = —EZ (o4 +2mn), n€Z, sen(py)= %.

(4.68)

El valor de ¢, se determina usando la condicién particular para n = 0: sen (%ATS?)) =

_ abp

sen (py) = 32,0 < o <.

Para elegir adecuadamente el contorno de integracién en (4.67) notemos que para
w >0y A7 € C la exponencial correspondiente es

—wAT e—iw(Re(AT)—i—ilm(AT))

_ efine(Ar)ewIm(AT) 7 (469)

indicando que el contorno cerrado por el semiplano complejo inferior es el indicado para
que con w > 0 tengamos como resultado una integral finita. De este modo los polos que
contribuyen corresponden a la condicion

. 2
Im (A7) = = (4 + 27n) <0 = > -1, % <1 (4.70)

Usando el teorema de los residuos para la integral (4.67)) con el contorno de integracion
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elegido antes llegamos a

B & g .
A, = Rt (Zﬁ) [(_27”)”2::0}%68 (sen (WAT) i ATSr))]

a \ 2w 4
A 1 i efiwATg_n)
— o a4 (it ia
2m a (2771;) n=0 2 COS(QO-I-)

h _ 2wnp+ 0o
e 4dtnw
- oxd 2sen (@4 ) cos(py) Lz% © ]

wb

-t T e
n=0

47 sen (0)
ha e % 1
~ 4wsen(6) ll _64?1 (4.71)

donde en la segunda igualdad primera igualdad usamos el teorema de los residuos, en
la segunda igualdad se utiliz6 el desarrollo de Laurent de la funcién correspondiente pa-
ra identificar como polos de primer orden a los dados por , en tanto que en la
tercera sustituimos los valores de estos polos, mientras que en la cuarta igualdad introdu-
jimos el angulo 6 = 2¢,, y finalmente en la tltima igualdad usamos la serie geométrica

;.LOZO e = l—e—®"
Ahora, procedemos a calcular A_, de forma andloga al caso de A, en (4.71]). Con-
sideremos
A - h /°° dAT e WAT
- 4r? | % (%‘;) senh (%AT) - %

B h dAT
"l

e—zwAT ]
. ia _ zaﬂp
isen ( AT) yo

pr
h dAT e WAT
- 47T2/C % (%’;) sen (WAT> “ZP (4.72)

donde en la segunda igualdad se hizo uso de la relaciéon entre el seno hiperbdlico y el
seno trigonométrico antes mencionada asi como la continucaién analitica, A7 € C, con
contorno de integracién especificado mas adelante.

Para la integral (4.72)) los polos estén localizados en

. % 2 ¢
AT = ——Z(gp_—27m) = ——l(—90++7r+27m), neZ sen(p_) :—%, (4.73)

a a T
donde se utilizé la relacion de dngulos ¢ = —¢, + m. Considerando el criterio de la

exponencial segtin (4.69)), podemos saber que los polos que contribuyen son

2 .
Im (A7) = == (p_ —2mn) <0=>n <1, 2% > 1. (4.74)
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Entonces, usando el teorema de los residuos para la integral (4.72) con el contorno de
integraciéon C', andlogamente al célculo de (4.71]), se reconocen como polos de primer
orden a los dados segin (4.73)) para luego obtener

MU S S o Al
- 4#2%("2‘#;> n=0 \ sen (WAT) af: :
- _E 1 [i e—zwATg) ]
2m 4 (%) (72 () cos (i)
rw  (2wey)
e e o o~ A
- %%sen(goﬂcos(%% Lz;)e “]
ha e~ 55 e 1
i sen (0) ll—e‘T]' e

Asi, el resultado para la funcion Fj se consigue al substituir (4.71) y (4.75) en (4.65) y
reacomodando los términos como sigue

A = _ﬁ{[ ( L )]_[ ( L >”
Am | |sen(f) \1 —e=7a" sen(d) \1—e %%
- Zarszn;) (1 ) {ea0mm — ety
o)
B 2 sen (0 ( 2’;“’ o2E - T))Senh (2} (9—77)>

h weT Senh (a (9 — 7T))
2 e 1 “sen(6) ’

(4.76)

Q

donde en la tltima igualdad usamos que en el régimen 2”7“’ > 1 se cumple la condicién

—27mw

e o =~ 1.

Para el segundo témino de la tasa de cambio de la funcién de respuesta modificada
por RED (4.61)), F5, el cual esta relacionado con la funcién de dos puntos del detector en
el vacio de Rindler, mateméticamente tiene la misma forma que la integral mostrada en

(4.56)), por lo que se puede expresar como

wl

h me™ 2x
2 ép

Finalmente, al substituir (4.76]) y (4.77)) en (4.61]) se obtiene que la tasa de cambio de la
funcién de respuesta para un detector con aceleraciéon constante es modificada por RED

Fy=—

(4.77)
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como se muestra a continuacion

. h wee™ senh (% (0 — 7)) We_og% 21w
F = — 1. 4.
ZP (CU) 27T e27;w . 1 %sen (0) + EP 9 a >> ( 78)

4.4. Interpretacién térmica

La tasa de cambio de la funcién de respuesta modificada en RED, ecuacién (4.78]),
contiene factores adicionales al Planckiano del efecto Unruh en RE que dependen del
inverso de la aceleracion a. Es importante confirmar que el efecto Unruh usual aparece
en el limite ¢, — 0y, de ser el caso, las limitaciones pertinentes para que se mantenga
valido. Con este fin desarrollamos en este régimen de longitud de Planck pequena
y obtenemos

Fyp (w) =~ ( - +w(622w+1) —WP—CL%PJFO(E‘})) +<W—w+w2€p+0(€§’a)>

e 2 oZE 8t 327 (p 2 S8t
h w a*lp
~ — — 2. 4.
2#[622“—1 32W+O(P>1 (4.79)

Notablemente la divergencia notada para la contribucién del detector inercial en este limite
se regulariza con aquella del detector acelerado, como podemos ver de la cancelacion de
los efectos que dependen del inverso de ¢,. A orden cero en esta cantidad identificamos la
tasa de respuesta del efecto Unruh en RE, ecuacion . A primer orden tenemos un
efecto de correccion que depende cuadraticamente en la aceleracion.

La energia umbral €2 para la cual la distribucion se mantiene esencialmente Planckia-
na puede obtenerse del desarrollo de la tasa de cambio de la funcién de respuesta (4.79).
Usando de nuevo la aproximacion @ > 1 tenemos pues
2
a“l
O~ L (4.80)

- 32me" "a




Discusion, conclusiones y perspectivas.

La relatividad general clasica codifica al campo gravitacional en la estructura del es-
pacio tiempo, concretamente en su curvatura. Por ejemplo, el espacio tiempo de Minkowski
se dice plano por tener curvatura cero y, en consecuencia, no incluye efectos gravitacio-
nales. Las ecuaciones de Einstein, que gobiernan el comportamiento de la curvatura del
espacio tiempo y por lo tanto de la gravedad, predicen que bajo condiciones razonables
sera imposible extender sus soluciones debido a la presencia de singularidades. Concreta-
mente estas aparecen en el interior de agujeros negros y en el denominado “big bang”de
los modelos cosmicos.

De manera andloga a como la mecanica cuantica reemplaza el comportamiento in-
correcto de un modelo clasico de un atomo, que resulta inestable, por uno que si lo es, se
espera que una teoria cuantica de gravedad permita la evasion de las singularidades de la
relatividad general clasica. Esto se espera que ocurra en circunstancias en las que escalas

como las de la longitud de Planck sean relevantes: ¢, = \/%. En el caso concreto de la
gravedad cuantica por lazos los modelos simples mencionados antes resultan ser descritos
adecuadamente sin singularidades.

Notablemente, atin en situaciones donde la gravedad no es relevante, como en la
teoria de campos en espacio tiempo de Minkowski, es de esperarse que el efecto de la es-
cala de Planck juegue un papel esencial. Especificamente, por ejemplo, la energia de vacio
del campo podria requerir una limitaciéon en los modos que contribuyen y no considerar
longitudes de onda por debajo de la longitud de Planck. Una teoria de campo con una
longitud minima es uno de los grandes temas de investigacion actual. Entre las dificul-
tades para formularla se encuentra una adecuada interpretacién de la longitud minima
en el contexto de la relatividad. Una posibilidad es suponer que esta escala es invariante

ol
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relativista dando asi lugar a una teorfa de relatividad especial doble (RED) conteniendo
dos invariantes: la velocidad de la luz c y la energia de Planck F), ﬁ; Uno de los aspectos
mas debatidos en RED estd asociado con la adiciéon de energias y momentos que resulta
no lineal y por tanto enfrenta constricciones experimentales severas.

En esta tesis hemos explorado uno de los efectos establecidos a nivel tedrico en la
teoria cuantica de campos: el efecto Unruh, en el contexto de RED, con el objetivo de
entender la contribucién a muy pequenas distancias de una escala minima, la de Planck.

Con el fin de proveer una presentacion autocontenida en el capitulo 2 recordamos los
elementos basicos de la cuantizacion candnica de un campo escalar. La descomposicion en
modos de Fourier del campo nos permiten implementar los conmutadores canénicos del
campo y formular la funcién de dos puntos o valor de expectacion en vacio del producto
de campos.

En el capitulo 3 discutimos en detalle el movimiento de una particula clasica acele-
rada con el fin de incorporarla en la descripciéon de un detector acelerado en presencia de
un campo escalar no masivo en estado de vacio segiin un observador inercial. Este andlisis
se divide en dos partes. Primero se considera un detector inercial que da lugar a una tasa
de funcién de respuesta nula, indicando que el ritmo de la transicién del detector desde
su estado de vacio hasta uno excitado es nulo. Después se considera el caso del detector
acelerado para el cual la tasa de respuesta da lugar a un espectro térmico con temperatura
T = 27‘:23, con a la aceleracion y kg la constante de Boltzmann; es decir, el efecto Unrubh.

En el capitulo 4 analizamos las bases y limitaciones de la relatividad especial doble
(RED) para después aplicarlas directamente a las funciones de dos puntos relevantes en
el problema de la tasa de funcion de respuesta. A saber, considerar la forma de la energia
fisica expresada en términos de una auxiliar £ = 5 +Ezpe extendida a las funciones de dos

(¢%)

L+ (8)

puntos como (P?) =

Este modelo heuristico tan sencillo notablemente da lugar a funciones de dos puntos
bien comportadas en el limite de dos puntos coincidentes lim,, ., (®(x1)P(xs)) = Z'Z
contrario al caso de RE en el que es divergente y que se obtiene ahora sélo cuando ¢, — O
La tasa de funciéon de respuesta contiene la forma térmica usual del efecto Unruh en el

limite ¢, — 0 y puede extenderse hasta la energia umbral € = AQ) =~ % Mas alla de

esta energia sera necesario considerar otros aspectos que modifican el caracter Planckiano.

Las conclusiones que surgen del presente trabajo son las siguientes:

1. El analisis presentado basado en la descomposicién de Fourier del campo esta limita-
do por el tipo de espacio tiempo de fondo que permite separar frecuencias positivas
y negativas.

2. En el contexto de la relatividad especial no existe un limite a la energia o longitud
de onda de los modos que conforman el campo. En particular la funcién de dos
puntos diverge en el limite de pequenas distancias.
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3. Es posible describir el efecto sobre un detector de la presencia de un campo cuantico
a través del ritmo de transicién del detector desde su estado base a uno excitado. La
tasa de cambio de la funcién de respuesta del detector contiene esta informacion y
depende de la funcién de dos puntos de frecuencias positivas (funcién de Wightman
de frecuencias positivas).

4. La tasa de cambio de la funcion de respuesta en RE para un detector inercial en
el caso de un campo en estado de vacio de acuerdo a un observador inercial es
cero. Esto indica que el detector inercial no registra efecto alguno. Para el caso del
detector acelerado la tasa de funcion de respuesta en las misma condiciones da lugar

a un espectro térmico, es decir, el efecto Unruh, con temperatura T = 27?,’;’3.

5. La relatividad especial doble implica dos invariantes, la velocidad de la luz y la
energia de Planck. La adicién de energia y momento es no lineal y la viabilidad
fenomenolégica no es evidente.

6. En el contexto de RED el efecto Unruh esta contenido en el régimen ¢, — 0 y puede
extenderse hasta una energia umbral.

A futuro seria interesante considerar otros campos como el electromagnético o espi-
norial para poder comparar con el caso escalar. Esto nos daria oportunidad de investigar
la Relatividad Especial Doble. Adicionalmente una teoria de campo consistente con re-
latividad especial doble deberia ser estudiada. Curiosamente también se ha considerado
una relatividad especial triple que incluye un tercer invariante asociado con la constante
cosmolodgica; es posible investigar las funciones de correlacién de dos puntos en este caso.
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Modos escalares en coordenadas de Rindler

En este apéndice se realizan los célculos de los modos para la cuna derecha D de

Rindler. El caluclo esté guiado por la referencia [7].

La ecuacion para el campo escalar con masa en la cuna derecha de Rindler (D) es

0? 0? 9a¢ 0? 0? 2 2a¢
_ - aC [ 2 I |l P —
o o <0y2 +6z2> " "

consideramos como soluciones con frecuencias positivas a

D (C)e_iwn—i_iﬁi-.jJ‘,

—

1
u = ——q,
wik L 27r\/2wg b
donde las funciones g, (¢) y su complejo conjugado tienen la siguiente forma

1

Guk | (C) ~

Y

[ (@) 4 e—i(wcww(w))}

- 5
3

0 ()~ [emitati) 4 gitecrtn]
whL 2

Dichas funciones, g, () ¥ gir, (¢), satisfacen la siguientes ecuaciones

ﬁ

d2
[_d_cz e (i 1 m2)] G (€) = g, (O)

d2
[_d_CQ + e (K + mQ)] G, (O) = gl (€).

95

(A1)

(A.2)
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Primero, verificamos la normalizacion del producto g% (¢)gwrk, (¢), para esto definimos
la cantidad

Salwe) = [ Oo dCgin (g, (0): (A7)

Multiplicando (A.7) por w? y utilizando la ecuacién diferencial (A.6)) obtenemos

w?Sa(w,w') = / ¢ W gy, (O) gk, ()

A
- [« { Hjc e (2 m?)] g:h@)gm(c)}
= e (1 ) g, (O (O - [ L;izg:mo] g, ()s (A8)

A A

ahora multiplicando (A.7) por w y utilizando la ecuacién diferencial (A.5) obtenemos

w’2SA(w,w/) = / d¢ WIQLC]:,]” (C)gw’kl (C)

A
> d2 2a 2 2 *
= /_A dCH—dCQvLe (K +m )1 gwmogm(o}
= / dC62a< (ki + m2) 9wk (C)g:)kJ_ (C) - / dC [CZQQ&J%L (()1 g;:)kJ_ (C) (Ag)

A A

Restamos (A.8) de (A.9) para obtener
—_A A

(=) saonsd) = [ de| 0] a0~ [ e | st O] w0010

pero podemos reescribir las segundas derivadas en términos de derivadas totales como se
muestra enseguida

_jgzgw'm(g)] Gr, (€)= jc _g:)h@)igm(o_ - _(igwh(c)) (igﬁkl(é)), (A.11)
_j@gz;h(o] 0o = e a0, )] - _(jgg;zkm) (Cjigwmg))_. (A12)

Sustituimos (A.11) y (A.12)) en (A.10) y al aplicar el teorema fundamental del célculo,
encontramos que

>~ d d < d d
(w? =) Salw,w') = /_A dcdig ngkL<C)Cng/kL(C)] - /_A dfdfc [gm@)ngzh(o]
d d

= a2 (OO leoa = s (O, Ol (A1)
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Utilizando las funciones g, (¢) (A.3) y g5, (¢) (A.4) obtenemos

/

(w2 — w’z) Sa(w,w') =~ % {sin[A(w — ') + y(W) — y(w)] = sin [A(w + ') — (') — v(w)]}
+% {sin [A(w — &) + (o) = (W) +sin [A(w + o) = (W) = y(w)]}
= {(w+w)sin[Aw — ) + 1) — ()]
(0 — o) sin [Aw + &) — 7(&) —1(@)]} (A14)

para ¢ < 0, | ¢ |> 1. Nos interesa estudiar sdlo la funcién Ss(w — ') por lo que la
despejamos de la relacion anterior y llegamos a la expresion siguiente

Salw.w) = W@;;wﬁ«w+wnmmw—ww+wwwdmm

(w—w)sin [A(w + ') = y(w) = y(W)]}

_ 1 { L sin [A(w — w') + (W) —v(w)]

T | (w—w)
@ i ) sin [A(w + ') =y (W) — v(w)]} : (A.15)

Pero de [7] conocemos la relacién

lim (Sm(“)> — r(a), (A.16)

A—o00 x

de esta ultima y con Sa(w,w’) (A.15) podemos calcular

(w+w¢mmmwww—vwﬁ—wa}
= d(w—uw). (A.17)

Finalmente obtenemos la normalizacién a la funcion delta de los modos g, (¢)

lim Sy (w, ') — /_ T dC gt (O, (O) = (e — o). (A.18)

A—oco
0

Para encontrar la forma de los modos g, (¢), primero se propone un cambio de variable

dependiente de ( y k; como sigue
\/ k2 + m?
XY=t e, (A.19)
a
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y calculamos la derivada respecto de dicha variable

d dyd d d
dy dc d¢ me iC aXdC’ ( O)

ahora substituimos (A.19)) y (A.20]) en (A.1)

d? d
[a2x2dXQ + CLQX@ —a*+ w2] Juk, () =0, (A.21)

asi obtenemos la ecuacion diferencial, respecto a la variable x, para los modos g, (¢)

& 1d ()
—+——-=1 = w0 =0. A.22

La soluciéon a la ecuacion (A.22)), tomando como referencia la ecuacién diferencial 8.494

de [20], es de la forma
K

97, (O) = Clr, K [aeGC] , (A.23)

donde k = \/k3 + m?2, Ci, = constante y Kiw [ge“ﬂ es la funcion de Bessel modificada.

La funcién de Bessel modificada, segin [20] en la relacién 8.485, se puede expresar
en términos de las funciones J,(x) de Bessel como se muestra
mi " J,(ix) — i’ J_,(ix)

K ()=~ Sntor] : (A.24)

para | x |< 1 la funcién de Bessel J,(x) es

Jy(x) ~ i (A.25)

K (2) i () (5) * (A.26)

pero de las propiedades estudiada en el capitulo 13 seccién 1 de [22] de la fucnién gamma
sabemos que

|r<1+w> |2=r<1+w>r(1—i”)=w (1+“">r<1_”’>:m
a a a a a a aSinh(M)
2
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Substituyendo esto tltimo en (A.26]) obtenemos

aTm

Ki(z2)~ | —F7 ew(l)a —I—e_w<x> E ], A.28
“( ) w sinh (%) [ 2 2 ( )

donde [ es una constante.

Entonces los modos g, , para 1+ 3 dimensiones, son de la forma

9uit, = Cuk, vt () () e’ ((26a<) ) : +e P ((:ea<)> N : (A.29)

am 2 2
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