UNIVERSIDAD AUTONOMA METROPOLITANA — IZTAPALAPA
DIVISION DE CIENCIAS BASICAS E INGENIERIA

Sobre la difusion en sistemas
confinados: Una aproximacion al
estudio de la difusidon en canales

Tesis que para obtener el
grado de Doctor en Ciencias (Fisica)
presenta

M. en C. Inti Pineda Calderon

Asesor: Dr. Leonardo Dagdug Lima

Jurado Calificador:
Presidente: Dr. Michel Picquart _,,.7\///2 ’
—
Secretario: Dr. Leonardo Dagdug Lima /(/

Vocal: Dr. Ivan Santamaria Holek ng-lo\u\@\v {q M ‘
Vocal: Dr. Denis Boyer
Vocal: Dr. Orlando Guzman Lépez

Casa abierta al tiempo

Mézxico, D. E noviembre de 2013

Av. San Rafael Atlixco No. 186, Col. Vicentina, 09340, Iztapalapa, D. E Tel. 5804-4600



1I



A la memoria de mi querido Nene.



1I



Resumen

La difusion en sistemas confinados es un fenémeno muy comtn en la naturaleza, tanto en proble-
mas de indole bésico como practico. Su estudio concierne a un sinntimero de disciplinas en pleno
apogeo, de ahila pertinencia y actualidad de esta tesis. Este trabajo se une a los varios esfuerzos que
se han realizado por tratar de comprender y cuantificar algunos de los aspectos més importantes de
la difusién en canales mediante herramientas analiticas.

Se hace un recuento de algunos sistemas microscépicos donde la difusién es de suma impor-
tancia y los estudios sobre la difusion en sistemas confinados se contextualizan histéricamente. Se
revisa el estudio del problema de la difusién entre cavidades interconectadas por un tubo con pro-
pagadores que permiten determinar el tiempo de relajacion del sistema en términos de los flujos a
través del canal. Por lo tanto, se estudia después la difusién en canales de seccion tranversal variable
mediante la ecuacién de Fick-Jacobs. Se plantea posteriormente cémo obtener la solucién general
de esta ecuacién en el espacio de Laplace y para condiciones muy particulares. tamboén se calcula-
ron los tiempos del primer arribo hacia los extremos de canales cénicos, estableciendo asi el rango
de validez de la ecuacién de Fick-Jacobs. Los resultados obtenidos motivaron la incursién al estudio
de la generalizacion de la ecuacion de Fick-Jacobs, donde se hace patente el uso de un coeficiente
de difusion efectivo dependiente de la posicién.

Los coeficientes de difusion efectivos pueden obtenerse con el método matematico desarrollado
por Kalinay y Percus, que pasa de la ecuacién de difusién a un problema unidimensional de manera
rigurosa. Sin embargo, en la literatura se encuentran sugerencias de otros coeficientes. En esta tesis
uno de los objetivos principales fue discernir entre ellos cudl es el que genera el modelo que mejor
se ajusta a los datos provenientes de simulaciones por computadora (dada la dificultad hoy en dia
de realizar experimentos), obteniendo que para canales peri6édicos y simétricos con respecto del
eje del canal formados por circulos o esferas traslapadas es el de Kalinay y Percus. Asimismo, se
concluy6 que el uso de este coeficiente puede conectar satisfactoriamente el asunto de la difusién
en canales corrugados con el problema del escape a través de diminutas ventanas.

Por su robustez, se extendio6 el formalismo del método de Kalinay y Percus a canales en dos di-
mensiones de linea media curva y seccién transversal variable. Asi, se encontré un nuevo coeficiente
de difusién efectivo mdas general que recupera como casos particulares el de un canal simétrico y las
propuestas pioneras en el estudio de la difusién efectiva en canales asimétricos. Se estudiaron en-
tonces algunos ejemplos ilustrativos y este nuevo coeficiente se validé numéricamente para el caso
de canales conicos bidimensionales inclinados. Finalmente, se obtuvo un coeficiente de difusién
dependiente de la posicién y de los factores métricos de una variedad para el caso cuando un canal
bidimensional se encuentra incrustado sobre una superficie curva.
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Introduccion

Esta investigacidn trata de la difusion en sistemas confinados. En términos generales, la difusién
es la migracién de pequefias particulas de un soluto bajo la accién de multiples choques aleatorios
con las particulas del disolvente. La difusién es quizds el mecanismo de transporte mds bdsico en
la materia y es muy comun tanto en sistemas en equilibrio como fuera de él. Ocurre en sistemas
naturales y artificiales ya sean abiertos o confinados por fronteras de caracteristicas diversas. Pa-
ra nuestro propdésito, entenderemos por un sistema confinado aquel que tiene tamaiio limitado y
fronteras bien definidas en el espacio. Vamos a suponer ademds que las fronteras son de caracter
conocido (reflejantes, absorbentes o parcialmente reflejantes) y que el espacio geométrico donde
se lleva a cabo la difusion es euclidiano!. Cabe decir que los sistemas confinados son los més abun-
dantes y polifacéticos que existen en la naturaleza. Asi, el tema es muy atractivo para la biologia, la
quimica, la fisica y las ingenierias.

El motivo de realizar esta tesis proviene del hecho de que recientemente se han intentado ge-
nerar herramientas analiticas hasta donde es posible, que permitan explicar los resultados experi-
mentales y de simulaciones por computadora obtenidos de los estudios de la difusién a través de
un sinntimero de sistemas [2-5], por ejemplo los registros obtenidos por microscopia de las trayec-
torias de ciertas proteinas que difunden sobre la superficie de las células marcadas con sustancias
que contienen grupos funcionales fluorescentes [6-8], o los datos capturados de la simulacién de
procesos para la separacién de hidrocarburos derivados del petréleo usando diferentes matrices
porosas [9, 10]. Sin lugar ha duda, éstas y otras mds investigaciones han hecho las veces de antor-
cha arrojando luz en la comprensién de procesos fundamentales y ofrecen un universo de nuevasy
sorprendentes aplicaciones que se disparan en mdiltiples direcciones [11].

Para nuestro azoro, los procesos difusivos en su concepcién més amplia, pueden emplearse para
modelar y tratar de resolver algunos de los problemas de mayor preocupacién en la actualidad. El
espectroo de temas que comprenden van desde la salud publica en el estudio de la dispersién de
enfermedades y de agentes patégenos [12], la ecologia y la conservacion de la biodiversidad en el
estudio de los patrones de movilidad de diferentes especies animales en escalas temporales cortas
[13-16], la caracterizacién del transporte en los nuevos materiales como las membranas de grafeno
selectivamente permeables [17, 18] y en los micro-dispositivos de estado sé6lido [19, 20], y hasta la
economia en el modelado de los precios de los mercados bursatiles [21, 22].

1Hasta el capitulo 10 estudiaremos la difusién en espacios euclidianos, que son un tipo de espacio donde rigen los axio-
mas de Euclides de la geometria. Sin embargo, el resultado principal de esta tesis afortunadamente lo pudimos extender a
otros espacios o variedades riemannianas, donde el tratamiento matemaético necesariamente es otro y se describe muy bre-
vemente en el capitulo 11. Una introduccién mds completa al tema de la difusién en variedades puede encontrarse en la sec.
4.10 de la referencia [1].



2 Introduccion

Matemadticamente, estudiar la difusién de particulas consiste en averiguar cudl es su concentra-
cién en un punto ry al instante . Esto se logra resolviendo la ecuacién de difusion, una ecuacién en
derivadas parciales de tipo parabdlica, para una situaciéon inicial y sujeta a condiciones a la frontera.
Como este programa se emplea indistintamente para sistemas de tamafio macroscépico como mi-
croscopico [23,24], se dice que la ecuacion de difusion tiene validez universal. Sin embargo, cuando
se intenta resolver la ecuacion de difusién en muchos de los casos con condiciones a la frontera que
no son muy simples s6lo es posible recurrir a esquemas de resolucién basados en métodos numeéri-
cos [25,26]. La dificil obtencién de la solucién explicita de la ecuacién de difusién con herramientas
analiticas ha llevado a buscar maneras de obtener resultados por medios que no traten de resolverla
directamente y/o que permitan simplificar el esquema de solucién. Dentro de este tipo de estudios
se halla inmerso este trabajo, donde con ayuda de algunas aproximaciones analiticas logramos ca-
racterizar, como se verd mas adelante, algunos de los aspectos mds importantes de la difusién en
sistemas confinados.

Si bien es cierto que los modelos que incluyen a la difusién como actor principal son aparen-
temente muy sencillos o son el resultado de una versién sumamente reducida de la complejidad
intrinseca de varios fenémenos, es justo mencionar que son arquetipos que muy a menudo han
sido usados exitosamente o que llegaron a ser claves en un primer acercamiento, al grado de con-
vertirse en problemas cladsicos dentro de la teoria del transporte. Los més representativos se pueden
encontrar muy bien desarrollados en las referencias [27-32], como son el problema de la ruina y la
difusién sobre una linea, la difusién en presencia de fuerzas externas, la difusién a través de mem-
branas porosas o en medios heterogéneos, la difusién acoplada con reacciones quimicas, la captura
por difusién, entre otros. A raiz de sus expectativas y del reconocimiento de sus limitaciones y alcan-
ces se han podido gestar nuevos y fructiferos modelos que han mejorado nuestra visién y el modo
de entender el cosmos que nos rodea.

El término difusién proviene del latin diffundere y se emplea, como se dijo, para describir la
dispersion de una sustancia a través de otra o en ella misma. Actualmente se sabe que la difusién de
particulas es causada por el movimiento y las constantes colisiones de los 4&tomos o las moléculas
debido a la agitacién térmica del medio. El movimiento continuo y muy irregular que lleva a cabo
una particula muy pequeiia que estd inmersa en un fluido se llama movimiento browniano. Este
fenémeno se puede observar, por ejemplo, cuando nos percatamos de la presencia de diminutas
particulas de polvo suspendidas en agua, o incluso en aire, que se estdn moviendo incesantemente
y de manera azarosa [33].

El movimiento browniano ofrece un marco tedrico ttil para entender la difusién a nivel mi-
croscépico. A continuacién vamos a describir un poco mas acerca del movimiento browniano que
realiza una particula suspendida en un fluido. Si al instante inicial nos fijamos que la particula se
encuentra en la posicién ry, después de cierto tiempo ¢ veremos que la particula se halla en ry, que
estd a una distancia d = |r, —r1| del punto inicial. Al repetir esta experiencia resulta que la parti-
cula luego del mismo tiempo ¢ no se encontrard ahora a una distancia d como antes, sino a otra
distancia, digamos d,. Nuevamente, al repetir la experiencia se encontrard muy probablemente en
vez de una distancia d o d; otra distancia denotada por d, y asi sucesivamente. Se dice entonces
que la particula ha realizado una caminata aleatoria, véase el recuadro de la figura 1.1. Si se obtie-
ne el cuadrado de estas distancias y se promedian para un nimero muy grande de experiencias, se
encuentra el desplazamiento cuadratico medio de la particula, denotado por (d?) [33].

Durante el tiempo en que la particula browniana no sufre colisién alguna con las particulas
del medio, la dependencia de (d?) con éste es cuadratica, lo que indica que la particula se mueve
como si fuera una particula libre (régimen balistico) [34-36], véase la primera porcién de la curva
de la figura 1.1. Una vez que ésta sufre un gran nimero de choques con las particulas del fluido
(del orden de 10'6 colisiones por segundo si la particula estd inmersa en un gas o incluso de hasta
10?! si lo estd en un liquido), la dependencia entre (d?) y el tiempo se empieza a hacer lineal. Al
tiempo caracteristico de ese intervalo se le suele denominar tiempo browniano, ty., y depende
de la masa de la particula, m, y del coeficiente de friccion, ¢, de acuerdo con la relaciéon que dicta
thrw = m/&. Por ejemplo, en una disolucién acuosa de iones cloruro Cl~, que tienen una masa de 35.4
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g/mol y un radio caracteristico de r = 100 pm, el coeficiente de friccién se puede estimar como ¢ =
67nr de acuerdo con la ley de Stokes (donde el coeficiente de viscosidad es n = 0.001 Ns/m? y que
considera que el ion es una esfera). Con estos datos el tiempo browniano para esta especie i6nica se
puede calcular de 0.03 ps. Cuando la relacién entre (d?) y el tiempo es francamente lineal (porcién
punteada de la curva de la figura 1.1) la constante de proporcionalidad viene siendo 2Dy, donde
Dy es la constante de difusion en el bulto que es una cualidad del medio y el tiempo caracteristico
de este régimen, también denominado como tiempo de relajamiento, estd dado por t = r2/Dy,
donde el radio de la particula es r y generalmente va de 107! a 10~ m [37,38]. De nuevo, usando al
cloruro como ejemplo, cuya constante de difusion en agua vale Dy = 2x10~9m?/s [39], se encuentra
que el tiempo de relajamiento es ] = 5 ps. Es en el régimen difusivo donde se centra la atencién de
este trabajo.

El estudio de la difusién de particulas serd la columna vertebral de este trabajo. Para empezar,
en el interior de los sistemas fisicos que se presentan en esta tesis pueden ocurrir procesos de difu-
sién. Esto es, dentro de ellos hay un fluido donde se encuentran particulas suspendidas que llevan a
cabo la difusién propiamente dicha. En la figura 1.2 se muestran algunas particulas de gran interés
en la quimica y en la biologia que suspendidas en agua o en soluciones fisiolégicas® pueden llegar a
realizar caminatas brownianas como la que se muestra en el recuadro de la figura 1.1. El tamafio de
estos diminutos objetos es mucho mayor que el radio caracteristico de las particulas que constitu-
yen al fluido. Por ejemplo, si el solvente es agua, las particulas que se muestran en la parte superior
de la figura 1.2 poseen dimensiones que exceden hasta por 5 6rdenes de magnitud el radio molecu-
lar del agua que se ha estimado en un valor alrededor de los 0.3 nm. Generalmente lo anterior es la
regla, aunque en el proceso denominado autodifusion las particulas del fluido son las mismas que
difunden [41, 42].

No obstante, en todos estos sistemas ademads de la difusién otros mecanismos o modalidades
de transporte de materia pueden entrar en juego segtin el sistema y la naturaleza de las particulas
de que se trate. Tomar en cuenta todas las interacciones entre las particulas o entre las particulas
y las fronteras de un sistema mads la forma de las paredes y/o los obstdculos en un modelo tedrico
hacen que el problema de la difusién en sistemas confinados se vuelva insondeable. Para los fines

2Una solucién fisiolégica es una disolucién acuosa de electrolitos (sustancias que contienen iones) e incluso algunos me-
tabolitos como la glucosa u otro tipo de monosacaridos que por su pH y fuerza iénica es compatible con el entorno celular
de los organismos vivos.
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de este trabajo tinicamente estudiaremos el efecto del confinamiento geométrico sobre la difusiéony
consideraremos que no est4 acoplada con otros procesos irreversibles®, tal y como la teoria cinética
nos ensefa que puede llegar a pasar [43].

Si la difusién de particulas ocurre en un medio infinito o bien, en un sistema libre de fronteras o
en ausencia de obstaculos, su descripcién puede hacerse en términos de la constante de difusién Dy
tal y como ya se habia comentado. Sin embargo, se ha descubierto en general que la difusién en sis-
temas confinados es mucho maés lenta que en sistemas libres de fronteras. Gracias al despliegue de
una enorme cantidad de experimentos sumamente depurados que incluyen las més modernas téc-
nicas de la microscopia y del procesamiento de imégenes [44-49], se ha podido seguir la trayectoria
de una molécula, como una proteina, un receptor celular o incluso un lipido, sobre la membrana
celular [50-52]. Es pertinente recordar que la membrana celular es una bicapa lipidica compuesta
por cientos de especies diferentes de lipidos y una gran diversidad de proteinas espacial y tempo-
ralmente organizados como requerimiento de su funcién biolégica [54,55,112].

Con ayuda de los experimentos de marcaje molecular se ha comprobado que a medida que una
proteina se desplaza lateralmente sobre la superficie celular los efectos de la heterogeneidad de la
membrana son notorios [54, 55]; es decir, la difusién de un receptor de naturaleza proteica o de
algin tipo de lipido se ve favorecida en las regiones constituidas por ciertos lipidos [56, 571, que-
dando limitada en otras denominadas rafts [58, 59] o simplemente islas o islotes de composicién
quimica diferente y que por lo tanto, constituyen verdaderas barreras u obstaculos para su libre di-
fusién [60-63]. Los rafts tienen un cardcter dindmico debido a su naturaleza quimica y pueden aso-
ciarse momentdneamente entre ellos, con la particula rastreada e incluso, con el citoesqueleto [64].

3En los procesos irreversibles puede suponerse que los flujos (térmico, eléctrico, fluido y de masa) se escriben como una
combinacion lineal de las fuerzas termodindmicas (temperatura, potencial eléctrico, velocidad y concentracién), obedecien-
do para sistemas isotrépicos el principio de Curie, el cual afirma que para estos sistemas s6lo se acoplan flujos y fuerzas del
mismo orden tensorial. A los coeficientes fenomenolégicos se les llama los coeficientes de transporte del fluido y dependen
s6lo de sus propiedades de equilibrio. Hay varios fenémenos irreversibles conocidos, entre ellos la difusién. En este caso un
soluto constituido por moléculas neutras fluye bajo la accién de la fuerza termodindmica debida a la diferencia de concen-
traciones del soluto.
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El desconocimiento de la forma y el tamafio de los espacios disponibles para la difusién por ejem-
plo sobre la superficie celular, asi como de su cambio en el tiempo, hace que los datos obtenidos
del seguimiento molecular en este tipo de estudios no puedan interpretarse como resultados de un
fenémeno meramente difusivo. Aun asi, existen esfuerzos notables enfocados en la determinacién
de los coeficientes de difusién a partir del registro de una trayectoria presuntamente browniana
usando todo un arsenal de herramientas estadisticas [65, 66].

Otras observaciones experimentales arrojaron evidencia de que la presencia de fronteras puede
afectar la tasa de difusion si es que se establecen interacciones electrostaticas, hidrofébicas o hi-
drofilicas entre la particula que difunde y éstas [67, 68]. De hecho, en el caso de los polimeros, las
interacciones pueden darse entre porciones distales o proximales de la misma particula [69]. Se sabe
ademas que un diminuto objeto que difunde puede tener unidas de manera permanente particulas
del disolvente que a su vez promueven o dificultan su movilidad en una cavidad de dimensiones
nanoscépicas [70]. Mds aun, si la particula que difunde se encuentra embebida en un liquido con-
finado en una regién muy estrecha, se sabe que en estas condiciones emerge una dindmica que no
se puede entender simplemente extrapolando las propiedades en el bulto del liquido [71, 72].

Todos estos efectos y probablemente otros hacen que la difusién en sistemas confinados o en
presencia de obstaculos sea totalmente diferente a la difusién en el espacio sin fronteras. Para la
difusién en sistemas confinados la relacién mostrada en la figura 1.1 entre el desplazamiento cua-
dratico medio y el tiempo deja de ser de la forma (d?) = 2Dy . Las mediciones directas de la difusién
de particulas en semejantes condiciones proveen informacion til para entender de mejor manera
este fendmeno. Hay una gran cantidad de informacion recabada de experimentos donde durante
cierto intervalo de tiempo la correspondencia entre el desplazamiento cuadrético medio y el tiem-
po sigue més bien una relacién de potencia, (d?) x Dyt%, donde el exponente « es algun nimero
entre 0 y 1 [73-76], véase la segunda porcién de la curva mostrada en la gréfica de la figura 1.3. A
este régimen se le llama régimen subdifusivo (en la situaciéon cuando « > 1 se le denomina régimen
superdifusivo). Como en este caso la relacion entre (d) depende del tiempo en que las lecturas son
registradas, las primeras observaciones de este régimen resultaron ser muy intrigantes, evidencia
de ello es que se acuii6 el término difusion anémala para referirse a este comportamiento muy pe-
culiar [73,74]. Sin embargo, para tiempos grandes se ha visto que la relacién entre (d?) y el tiempo
vuelve a ser lineal, solo que la constante de proporcionalidad deja de ser la constante de difusién
del bulto y pasa a ser otra, digamos D, que depende de la forma de las fronteras y de los obstdculos
presentes en el medio, ademas de que se cumple que D¢t < Dy, véase la parte derecha de la figura
1.3 [79-83]. En este nuevo régimen se puede sugerir entonces que existe una difusion efectiva, reite-
rando que es lo que se ha observado en sistemas confinados y/o en presencia de obstdculos para
tiempos grandes. El estudio de la difusién efectiva en sistemas confinados es el tema medular de
esta tesis.

1.1 | Objetivos y preguntas planteadas

El objetivo general de esta tesis es el estudio de la difusién de particulas puntuales en sistemas
confinados, en particular aquellos que poseen formas bien definidas tales que pueden considerar-
se como estructuras cuasi-unidimensionales, a las que llamaremos canales. Los canales tienen en
comun que su longitud caracteristica excede por lo regular el tamafio de su ancho (en el caso bidi-
mensional) o el radio de su seccion transversal (en el caso tridimensional). La interaccién entre las
particulas y la presencia de alguna fuerza externa sobre ellas no son consideradas en este trabajo y
se dejan como problemas abiertos para futuras investigaciones.
Como objetivos particulares nos hemos planteado los siguientes:

1. Revisar cudl es la importancia y las aplicaciones de la difusiéon en canales.

2. Revisar los trabajos mds importantes sobre la difusién a lo largo de la historia, haciendo énfa-
sis en aquellos relacionados con la difusién en sistemas confinados.
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3. Estudiar la difusién en sistemas formados por regiones interconectadas usando propagadores
y calculando las correspondientes funciones de relajacién al equilibrio.

4. Estudiar cémo los problemas sobre la difusién en estructuras en dos o en tres dimensiones
con seccion transversal variable pueden ser trasladados a problemas en una sola dimensién
espacial mediante ecuaciones del tipo Fick-Jacobs que a su vez, requieren del uso de coefi-
cientes de difusion efectivos dependientes de la posicion.

5. Averiguar cudl el rango de validez de los coeficientes de difusion efectivos conocidos a la fecha
para canales periédicos y simétricos con respecto al eje del canal.

6. Desarrollar, mediante un método analitico, la expresion més general conocida hasta ahora
para los coeficientes de difusién en canales planos y extender el resultado al caso cuando la
superficie donde yace el canal es curva.

Especificamente, a lo largo de la presente investigacién se pretende dar respuesta a preguntas
tales como: ;Por qué es importante el estudio de la difusién a través de sistemas confinados en for-
ma de canales? ;Cudl ha sido el desarrollo histérico de los estudios sobre la difusién de particulas
en sistemas confinados? ;Cudles han sido las aproximaciones analiticas que se han empleado pa-
ra estudiar los aspectos mas representativos de la difusion en sistemas constreiiidos por fronteras
impenetrables? ;Se puede modelar de manera sencilla la difusién en sistemas con morfologias irre-
gulares? ;Como se estudia la difusién en canales y cudl es su ventaja? ;Cudl es el precio que se paga
por trasladar los problemas de la difusién en sistemas originalmente en dos o en tres dimensiones
espaciales con formas diversas a problemas unidimensionales? ;Cémo se obtienen los coeficien-
tes de difusién efectivos que se usan para estudiar el transporte en canales de seccién transversal
variable? De los coeficientes propuestos a la fecha, ;cudles son los que se ajustan mejor a los da-
tos experimentales o a los resultados obtenidos mediante simulaciones computacionales? ;Existen
propuestas para estudiar la difusién en canales asimétricos? ; C6mo se puede obtener un coeficiente
de difusién mads general y que sea 1itil para estudiar la difusién a través de sistemas bidimensiona-
les planos delimitados por fronteras de forma arbitraria? ;Cudl es el rango de validez de ese nuevo
coeficiente de difusién? ;Cémo se puede extender el método de proyeccion para estudiar la difu-
sion efectiva en canales embebidos sobre superficies curvas? Para contestar a éstas cuestiones se ha
decidido organizar la tesis como se muestra en la siguiente seccién.
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1.2 | Estructura de la Tesis

La estructura de la tesis va de la mano con los objetivos planteados y hemos decidido dividir la tesis
en tres partes. La primera de ellas es de caracter introductorio y tiene la finalidad de brindarle al lec-
tor una visién panoramica del estudio de la difusién en sistemas confinados, que va desde su impor-
tancia y aplicaciones hasta su desarrollo histérico, incluyendo a los novedosos métodos usados en
el presente siglo para caracterizar la difusién en sistemas confinados. En la segunda parte se descri-
be la metodologia mediante la cual a la fecha se han obtenido los coeficientes de difusion efectivos
mads robustos para sistemas en dos y en tres dimensiones. Finalmente, en la tercera se validan éstos
coeficientes y se propone uno nuevo para el estudio de la difusién en canales bidimensionales con
paredes longitudinales reflejantes delimitadas por dos funciones analiticas cualesquiera. También
se presenta como se pudo extender ese resultado al caso cuando un canal se encuentra incrustado
en una superficie curva. La relacién entre los temas y los capitulos de la tesis puede verse en la figu-
ra 1.4. A continuacion se desglosa brevemente el contenido de cada uno de los capitulos haciendo
mencién, cuando es pertinente, de las contribuciones originales més relevantes producidas durante
la elaboracién de la tesis y que han sido idéneamente reveladas a la comunidad cientifica.

Para puntualizar la relevancia del estudio de la difusién en sistemas confinados, en el capitulo 2
se hace una revisién muy general, reconociendo la imposibilidad de ser exhaustivos, de varios sis-
temas de interés que pueden incluir en el andlisis de sus aspectos més profundos a los procesos de
difusion. Se habla principalmente de los sistemas microscépicos que han acaparado un gran inte-
rés en estos dias y donde la forma de la regién de confinamiento puede llegar a tener consecuencias
importantes en el transporte. A pesar de que la fisica subyacente en algunos de los sistemas que se
mencionan en este capitulo puede ser extraordinariamente complicada, hay que decir que atacar
esos problemas usando modelos de procesos difusivos, y de manera més fundamental con procesos
estocdsticos*, ha sido muy conveniente y satisfactorio. Aunque de lo contrario, es honesto sefialar
que en varias ocasiones los procesos estocdsticos han sido el origen y la causa de la extensién de
las aplicaciones de la fisica a teméticas antafio fuera de su alcance, llegando incluso a tocar temas
de la biologia y de las finanzas [85-87,326]. El trabajo publicado en una revista de divulgacién con
arbitraje relacionado con este capitulo fue

= 1. Pineda, M. V. Vazquez, and L. Dagdug, “Modelacién de la difusién en canales iénicos”, Ma-
teriales Avanzados 7, 19 (2010).

Con la idea de enfatizar la actualidad del tema, en el capitulo 3 se hace un recuento histérico
de los estudios sobre la difusién. Se revisan los descubrimientos del movimiento browniano, de la
ecuacion de difusién y de la unificacién de estos dos conceptos en un mismo marco teérico en
pleno siglo XX. Dada la dificultad de resolver la ecuacién de difusién para muchas condiciones a
la frontera, este capitulo termina con el desarrollo cronolégico de los nuevos métodos que se han
venido cultivando muy recientemente para estudiar algunas de las facetas mds interesantes de la
difusién en sistemas confinados. Al respecto, se tiene contemplado publicar el siguiente manuscrito

= 1. Pineda and L. Dagdug, “Aplicaciones e historia de la difusién en sistemas confinados”. En
preparacion.

El capitulo 4 est4 dedicado al estudio de la difusién en regiones de formas irregulares mediante
herramientas analiticas. Estas tienen que ver con la aproximacién del estudio de la difusién en siste-
mas confinados como un problema de difusion entre cavidades interconectadas por un canal y con
la estimacion del tiempo promedio de sobrevivencia de las particulas en el interior de un dominio
en particular. Lo importante de esta descripcion, como se verd, es que no plantea directamente la

4De manera sencilla, un proceso estocastico puede entenderse como una sucesion de variables aleatorias que evolucio-
nan en el tiempo. En el caso del movimiento browniano, la variable aleatoria puede ser la posiciéon de una diminuta particula
inmersa en un fluido.
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solucién de la ecuacién de difusién para conocer la evolucién temporal del sistema, sino mds bien
se cimenta en los conceptos de los propagadores y del tiempo promedio del primer arribo, mismos
que se explicardn oportunamente. El método de propagadores es un método muy antiguo usado
para estudiar problemas relacionados con las ecuaciones en derivadas parciales y estd vinculado de
manera muy estrecha con el uso de la funcion de Green [88-90]. Sin embargo, su aplicacién a la di-
fusién de particulas dentro de un sistema formado por cavidades interconectadas se formulé hace
apenas diez afios y conduce a que bajo ciertas condiciones el problema puede reducirse al estudio
de la difusién a través de un canal®. Con el advenimiento de las modernas técnicas de simulacién
computacional y de las nuevas necesidades para caracterizar sistemas como nanotubos de carbono,
sistemas microfluidicos, canales biolégicos o poros en membranas sintéticas, el método de los pro-
pagadores y el célculo del tiempo del primer arribo se han convertido en baluartes en el estudio del
transporte por difusién en sistemas confinados.

Para poder conocer el tiempo de relajacion al equilibrio de un sistema formado por regiones
interconectadas por un canal es vital conocer los flujos a través de éste. Como en la naturaleza difi-
cilmente se encuentran canales de radio constante o cilindricos, en el capitulo 5 se menciona c6mo
abordar el problema de la difusién en canales de seccién transversal variable mediante la ecuacién
de Fick-Jacobs [91]. Esta ecuacion tiene la bondad de tratar el problema de la difusién en canales
como un problema en una sola dimensién espacial. Debido a su trascendencia, en este capitulo se
presentan dos caminos para deducirla. También se indica el procedimiento que debe seguirse pa-
ra tratar de hallar su solucién general, al menos en el espacio de Laplace, para el caso de un canal
que interconecta dos grandes reservorios. La solucién asi encontrada podria emplearse de manera
directa, como se explicaré en el capitulo 4, para calcular el tiempo de relajacion al equilibrio del sis-
tema. Como ejemplo se resuelve el caso de un canal cénico. Posteriormente se calculan los tiempos
del primer arribo en un canal cénico y se establece el rango de validez de la ecuacién de Fick-Jacobs
para esta geometria en particular. Los trabajos originales concernientes a esta parte de la tesis que
fueron publicados son

= 1. Pineda, M. V. Vazquez, and L. Dagdug, Diffusion between two chambers connected by a co-
nical capillary. In New Trends in Statistical Physics: Festschrift in honor of Leopoldo Garcia-
Colin's 80th birthday, A. Macias and L. Dagdug, eds. (World Scientific, Singapur, 2010), pp.
147-162.

5En sentido estricto, lo que hay que obtener son los flujos a través del canal. Sin embargo, éstos se calculan resolviendo
una ecuacion de difusién para un tubo sujeta a las condiciones de frontera que establecen que las paredes longitudinales del
tubo son totalmente reflejantes y sus dos extremos son paredes total o parcialmente absorbentes
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= 1. Pineda, M. V. Vdzquez, and L. Dagdug, “Equilibration in two chambers connected by a capi-
llary of arbitrary shape”, Rev. Mex. Fis. S 59, 99 (2013).

En el capitulo 5 también se plantean las modificaciones a la ecuacién de Fick-Jacobs que han
aparecido en la literatura con la finalidad de obtener mejores ajustes con datos experimentales o
con los obtenidos mediante simulaciones de caminatas brownianas. Los trabajos de Robert Zwan-
zig en este sentido tienen un papel protagénico invaluable [92]. Como personaje ampliamente re-
conocido por consolidar la mecénica estadistica fuera del equilibrio durante el siglo XX, la contri-
buciéon de Zwanzig en los estudios sobre la difusion en sistemas confinados no podia faltar, y fue la
de vincular la ecuacién de Fick-Jacobs con la ecuacién de Smoluchowski. Para ello, Zwanzig retoma
el concepto de barrera entrépica donde el potencial que ocasiona el confinamiento de las particu-
las dentro de un canal se debe a su morfologia. Ademads, Zwanzig generalizé y mejoré la ecuacién
de Fick-Jacobs introduciendo un coeficiente de difusion efectivo dependiente de la posicion. Con la
descripcion de este tltimo tépico se culmina el capitulo 5 de esta tesis.

Motivados por el trabajo de Zwanzig y el creciente interés por el estudio del transporte en es-
tructuras cuasi-unidimensionales varios investigadores se dieron a la tarea de encontrar nuevos y
mejores coeficientes de difusion efectivos. Por un lado, David Reguera y J. Miguel Rubi en 2001 pro-
pusieron unos coeficientes usando argumentos heuristicos [93]; por otro, Pavol Kalinay y Jerome
K. Percus en 2005 desarrollaron un método riguroso para obtenerlos [94]. En términos simples, Ka-
linay y Percus proyectaron la ecuacién de difusién en dos o en tres dimensiones espaciales sobre
la direccién longitudinal de un canal y lograron incluir un coeficiente de difusién dependiente de
la posicién, D(x), en la ecuacién de Fick-Jacobs al modo que Zwanzig lo habia sugerido [95]. Los
coeficientes que obtuvieron se puede ir ajustando y corrigiendo sisteméticamente de acuerdo con
el denominado método de proyeccion o de manera equivalente, el método de Kalinay y Percus.

La parte II de la tesis se consagra en explicar con sumo cuidado el método de proyeccion. Este
método da una representacién unidimensional de la evolucién temporal de un sistema, por lo que
las condiciones de frontera del canal se reducen tinicamente a especificar cémo son los flujos en
sus aberturas. En el capitulo 6 se describe el método para el caso bidimensional y en el capitulo 7
se desarrolla el caso tridimensional siguiendo al pie de la letra los articulos originales de Kalinay y
Percus. En ambos capitulos se obtiene la ecuacién de Fick-Jacobs como primera aproximacion al
suponer que la tasa de difusién en la direccién transversal del canal es muchisimo mayor que la
tasa en la direccién longitudinal. Las siguientes correcciones se obtiene tras un desarrollo asint6ti-
co usando como pardmetro la relaciéon entre las constantes de difusién longitudinal y transversal.
Desde luego, esto hace pensar que se estd tratando el caso de un medio anisotrépico, pero esta su-
posicién solo es artificial. Luego, en los capitulos 6 y 7 se elabora un esquema de recurrencia para
encontrar las correcciones a la ecuaciéon de Fick-Jacobs, las cuales tienen la forma de una serie de
operadores que incluyen términos con las derivadas parciales de todos los 6rdenes con respecto de
la posicién. Lo anterior resulta en una expresién muy larga e intratable, pues para poder cerrar el
problema se deben afiadir condiciones a la frontera de novo. Para salvar la situacién, en el capitulo
8 se describe el criterio propuesto por Kalinay y Percus con el que se logra aproximar las series de
operadores como representaciones funcionales. Este consiste en usar la condicién del flujo en el
estado estacionario tanto en las expresién de la ecuacién del tipo Fick-Jacobs sugerida por Zwanzig
como en la expresiéon donde se incluyen todas las correcciones obtenidas por el método de proyec-
cién. Tras empatar las funciones resultantes se puede obtener el respectivo coeficiente de difusiéon
efectivo, que recupera incluso el caso de un medio isotrépico.

La parte III muestra los resultados originales més relevantes obtenidos en la tesis. Como al dia
de hoy hay varias propuestas para los coeficientes de difusién en canales simétricos con respecto
al eje del canal, el objetivo del capitulo 9 fue validar las diferentes férmulas conocidas en canales
periddicos bidimensionales formados por circulos traslapados. La siguiente publicacion producida

= I. Pineda, M. V. Vazquez, A. M. Berezhkovskii, and L. Dagdug, “Diffusion in periodic two-
dimensional channels formed by overlapping circles: Comparison of analytical and numerical
results”, J. Chem. Phys. 135, 224101 (2011).
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complementa los resultados de la referencia [96]. Nuestros resultados en dos dimensiones se com-
portan de manera muy similar a los resultados previamente obtenidos en sistemas tridimensiona-
les. Basicamente este comportamiento es tal que si las paredes del canal son ligeramente corruga-
das® el patrén de movimiento de las particulas que difunden es muy parecido al que se observa en
un canal de paredes longitudinales rectas y paralelas al eje del canal. En cambio, si las paredes del
canal son muy corrugadas, se recuperan las estimaciones encontradas en el estudio del problema
del escape a través de diminutos orificios. Tanto en el caso en dos como en el de tres dimensiones
se muestra que el coeficiente el difusién que se ajusta mejor a los resultados numeéricos y que con-
cuerda con las aproximaciones analiticas en todo el rango de la abertura de los recintos vecinos del
canal periédico es aquel que se obtiene usando las férmulas obtenidas por el método de Kalinay
y Percus. Para hacer asequible el contenido de los capitulos 6-9 a un publico amplio, se realizé la
siguiente contribucién

= 1. Pineda, M.-V. Vazquez, and L. Dagdug, Difusién en sistemas confinados. In La Fisica de los
Procesos Irreversibles Vol. 3, L. Garcia-Colin' and P. Goldstein, eds. (El Colegio Nacional, Méxi-
co, 2013), pp. 911-988. En prensa.

En el capitulo 10 usamos la formulacién de Kalinay y Percus para obtener un coeficiente de
difusién efectivo inédito para estudiar la difusion a lo largo de canales asimétricos. La motivacién
de este trabajo fue que los sistemas mds comunes en la naturaleza donde ocurre la difusién rara
vez son simétricos. Nuestro resultado es capaz de obtener el coeficiente de difusiéon sugerido por
Kalinay y Percus para canales simétricos y los resultados pioneros de los coeficientes de difusion
efectivos para canales asimétricos como casos particulares, por lo que se trata de la expresién mas
general del coeficiente de difusién efectivo para canales planos. Los articulos que se generaron a
raiz de este estudio fueron

» L. Dagdug and I. Pineda, “Projection of two-dimensional diffusion in a curved midline and
narrow varying width channel, onto the longitudinal dimension”, J. Chem. Phys. 137, 024107
(2012).

= 1. Pineda, J. Alvarez—Ramirez, and L. Dagdug, “Diffusion in two-dimensional conical varying
width channels: Comparison of analytical and numerical results”, J. Chem. Phys. 137, 174103
(2012).

» I. Pineda, L. Dagdug. Projection of two-dimensional diffusion in narrow asymmetric channels
onto the longitudinal direction. En V Mexican Meeting on Mathematical and Experimental
Physics: Transport on Diffusive Systems, L. Dagdug, M. Martinez-Mares & A. Macias (eds.), AIP
Conference Proceedings (en preparacién).

En el primero de ellos se explica de manera general el método para obtener el nuevo coeficiente
de difusion y se proporcionan algunos ejemplos ilustrativos para resaltar su importancia y grado de
aplicacion. En el segundo trabajo se obtuvo el rango de validez de la expresién que obtuvimos para
el coeficiente de difusién en canales asimétricos con ayuda de simulaciones numéricas. En ese tra-
bajo se us6 como sistemas de estudio canales con paredes longitudinales rectas con inclinaciones
diferentes, llamados por conveniencia canales cénicos inclinados bidimensionales. El tercer trabajo
retine los aspectos principales de los dos primeros.

Posteriormente, en el capitulo 11 se extendi6 el método de Kalinay y Percus sobre espacios ya
no solamente euclidianos. Cabe sefialar que este trabajo fue el primero en considerar el estudio de
los coeficientes de difusién efectivos en canales sobre superficies curvas y fue el motivo de realizar
la siguiente publicacién

SEntenderemos por paredes corrugadas aquellas paredes que resultan de la repeticién periédica a lo largo del canal de un
motivo dado por una funcién analitica positiva definida f(x) tal que f(L) = f(L+ [), donde [ es la longitud del periodo. Si la
razén entre el periodo y el ancho minimo del canal es relativamente chica, se tratard de un canal poco corrugado, en tanto
que si dicha razén es grande se tratard de un canal muy corrugado. La discusion de la difusiéon en canales cuyas paredes
tienen una morfologia aleatoria o de tipo fractal queda fuera del alcance de esta tesis.
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= G. Chac6n-Acosta, I. Pineda, and L. Dagdug, “Diffusion in narrow channels on curved mani-
folds”, aceptado en el J. Chem. Phys. (2013).

Para terminar, en el capitulo 12 se presentan las conclusiones de la tesis, asi como posibles ex-
tensiones del trabajo y algunos problemas abiertos de interés que pueden ser abordados haciendo
uso directo de los resultados aqui obtenidos. Al final de la tesis se ofrecen una serie de apéndices
que incluyen, por un lado, la deduccién de la ecuacién de Smoluchowski, y por otro, las generali-
dades de las simulaciones por computadora requeridas. También en un apéndice se enlist6 todas
las contribuciones producidas durante el periodo que abarcd la realizacion de esta investigacion.
Hemos priorizado que los desarrollos presentados en esta tesis sean autocontenidos en detrimento
de su brevedad. Esperamos que su lectura no resulte tediosa.
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La importancia del estudio de la
difusion en sistemas confinados

La difusién de moléculas y particulas en sistemas constrefiidos por fronteras de formas y caracte-
risticas diversas tiene amplia presencia en la naturaleza, los sistemas que se presentan en la figura
2.1 son una muestra selecta de ello. El tema ha despertado la curiosidad de muchos investigadores
alrededor del mundo sobretodo por el avance vertiginoso de la tecnologia para disefiar, sintetizar
y caracterizar micro y nanoestructuras y el deseo cada vez més apremiante de contar con modelos
que puedan, de alguna manera, predecir el comportamiento de las particulas que difunden a través
de ellas. Incluso, para tener la posibilidad de controlar y optimizar los mecanismos de transporte
de muchas sustancias de interés en diferentes medios y en las situaciones més variadas y asi po-
der calibrar con mayor profundidad sus asombrosas posibilidades, el entendimiento cabal de las
caracteristicas del transporte en los sistemas confinados es indispensable.

El fenémeno de la difusion se puede llevar a cabo en sistemas macroscépicos, microscépicos y
nanoscépicos. No existe una diferencia conceptual entre la difusién en cada uno de ellos; es decir,
la difusién de particulas se puede modelar con la misma ecuacién y condiciones a la frontera sin
importar la escala del sistema. Sin embargo, en este capitulo describiremos sistemas microscépicos
y nanoscépicos por estar su estudio muy en boga en la actualidad.

Ejemplos concretos de sistemas confinados de diminutos tamafios donde ocurre difusién de
particulas se encuentran en la medicina, como en la liberacién controlada de fairmacos suminis-
trados en una microcédpsula [106,107], la penetracién en un tejido tumoral de un medicamento con
propiedades anticancerigenas [108], la migracién a través de la piel de fotones de algunos novedosos
dispositivos de imageneologia [109, 110], entre otros. En la biologia molecular estdn en la absorcién
de iones a través de proteinas altamente especializadas embebidas en la membrana celular conoci-
das como canales i6nicos [111,112], o a través de nanoporos sintetizados artificialmente [113,114],
también se encuentran en la migracién de ligandos hacia sus receptores o hacia los sitios activos
de una proteina [115, 116], en la bisqueda de sitios de unién que ejecuta un cierto ligando sobre
una cadena de ADN durante un proceso de reconocimiento molecular de una secuencia de nucle6-
tidos especifica [117], y en general en los mecanismos de comunicacién quimica a nivel subcelu-
lar [118-120].

Por si esto fuera poco, otros ejemplos en la quimica donde ocurren fenémenos difusivos son du-
rante la catdlisis de reacciones que se llevan a cabo dentro de minirreactores y en medios porosos
o adsorbentes [121,122], o bien en las técnicas de separacién de particulas que tienen como funda-
mento el uso de cribas moleculares o el intercambio i6nico, como son la 6smosis, la cromatografia
y la electroforesis [123, 124]. Finalmente, en la nanotecnologia los ejemplos incluyen el transporte
de particulas a través de nanotubos de carbono [125,126], o a través de membranas sintéticas semi-
permeables [127, 128], ademds de todos los eventos que pueden suceder en el interior de muchas
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Figura 2.1: Ejemplos de siste-
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.
rren procesos de difusién. a) . ved v g

Trafico intracelular, imagen to- e

mada de la referencia [97]. b) .',I:
Transporte pasivo a través de \ s
membranas lipidicas, imagen -
tomada de [98]. c¢) Transporte a Ar=500ns P

4
'

través de canales biol6gicos y de
poros sintéticos (las figuras pro-
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[100], respectivamente). d) Bus-
queda de sitios activos dentro
de proteinas, figura tomada de
[101]. e) Liberacién controlada
de sustancias a partir de micro-
cépsulas o liposomas, ver la re-
ferencia [102]. f) Transporte en
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cia [103]. g) Microdisefos para
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trabajos alli citados).
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microestructuras sintetizadas en el laboratorio destinadas por ejemplo para el enfriamiento por
microfluidez [129-132], para aplicaciones en biosensores [133], o para el almacenamiento de sus-
tancias como el hidr6geno en los mds adelantados prototipos de baterfas [134], y hasta para estudiar
lalocomocién de diminutos organismos como el nematodo Caenorhabditis elegans [135,136].

Entre los sistemas que se han seleccionado para su descripcion en esta tesis estdn los que limitan
la difusién de particulas a regiones dentro de canales, tubos, poros y demds estructuras con mor-
fologias afines. Se ha procurado hacer una selecciéon cuidadosa y esmerada con la idea de ofrecer
al lector una idea global de la clase de sistemas en donde el transporte de particulas puede ocu-
rrir al interior de canales, haciendo constancia de que el estudio de este problema es importante
debido a que tales sistemas son ubicuos en la naturaleza. Ademads, la difusién en sistemas cuasi-
unidimensionales se pueden estudiar como un problema en una sola dimensién espacial luego de
realizar las aproximaciones adecuadas, tal y como serd tratado en el resto de la tesis. En las siguien-
tes secciones veremos a través de ejemplos algunas de las estructuras que ofrecen este tipo de con-
finamiento. Por razones meramente convenientes los sistemas se han clasificado como sistemas
inorgénicos y sistemas biolégicos.

2.1 | Difusion en sistemas inorganicos y artificiales

En esta seccién se describen a grandes rasgos algunos sistemas inorgdnicos naturales o sintetiza-
dos en el laboratorio cuyo interior puede estar formado por uno o varios tubos o canales por donde
pueden difundir particulas. Tal es el caso de las cribas moleculares representadas por las zeolitas y
algunas matrices poliméricas denominadas geles que se usan en la separacién de macromoléculas
en una muestra. Otros sistemas artificiales que ofrecen un confinamiento cuasi-unidimensional y
que merecen atencién son los nanotubos de carbono y los nanoporos embebidos en membranas
sintéticas que se estdn usando para caracterizar propiedades fundamentales de muchas moléculas.
Por las limitaciones de espacio y los alcances de este trabajo vamos a dejar a un lado la descrip-
cién de las caracteristicas y del funcionamiento de los mini-reactores y de la liberacién controlada
de sustancias mediada por reaccién a partir de una microcapsula, los cuales son ejemplos de sis-
temas donde ademads de procesos de difusién ocurren transformaciones quimicas que incluyen la
participacion de catalizadores y/o cambios energéticos notables en el sistema.

2.1.1 Zeolitas y cribas moleculares

Las zeolitas comprenden un gran conjunto de minerales cuya estructura es de un sélido cristalino
mesoporoso [5,137]. Las hay tanto naturales como sintetizadas artificialmente, ver el inciso a) de la
figura 2.2. Su composicién quimica es de silicio, aluminio y oxigeno. Las subunidades elementales
que las forman son tetraedros de aluminosilicatos que se agrupan de tal modo que forman cavida-
des de dimensiones moleculares de 0.8 a 1.0 nm, ver el inciso b) de la figura 2.2. Paulatinamente
estas subunidades pueden llegar a conformar grandes estructuras con diminutas aberturas o espa-
cios disponibles que generalmente son ocupados por agua y algunos iones que pueden moverse
facilmente a través de la estructura, aunque en contraparte, algunas veces no pueden hacerlo [138],
ver el inciso c) de la figura 2.2.

Asf, las zeolitas pueden llegar a tener grandes espacios en su interior a modo de canales forman-
do intrincados laberintos. Dependiendo del tamafio de la abertura de los porosy de las especies que
entran a través de ellas, las zeolitas pueden actuar como filtros o tamices moleculares [142]; es decir,
cuando varias moléculas de diferente tamario entran a una zeolita, algunas pueden quedar atrapa-
das dentro de las cavidades mientras que otras pueden pasar libremente. Esta propiedad puede ser
usada para separar sustancias de muy bajo peso molecular de una mezcla e incluso, para separar en
una solucién acuosa iones como los de sodio, potasio y calcio. Desde luego, este fenémeno ya se co-
nocia desde hace bastante tiempo y se ha venido aprovechando exitosamente en la industria en los
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Figura2.2: a) Fotografia de . ' -
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de [140]. ¢) Simulacién del paso
de sustancias a través de los
poros de una zeolita, figura
tomada de [141].

procesos de deshidratacién, ademads de que hoy en dia ofrece nuevas potenciales aplicaciones como
agentes adsorbentes y en la fabricacién de detergentes [143-145], por poner algunos ejemplos.

Otro de los usos de las zeolitas tiene que ver con la propiedad de que los cationes pueden migrar
libremente desde el interior hacia el exterior de la estructura de la zeolita y viceversa. Si a su vez
estos cationes fomentan o inhiben una reaccién quimica, entonces puede ocurrir un proceso de
catdlisis en el interior de las imbricadas cavidades de las zeolitas. Durante este proceso se llegan a
intercambiar iones entre las moléculas del interior con las moléculas del exterior, lo cual produce un
cambio dréstico en el pH del medio [146]. Esta cualidad de las zeolitas se explota principalmente en
la industria petroquimica, sobretodo en la separacién selectiva de hidrocarburos, y en la desalacién
del agua de mar. Por lo tanto, debido a las ttiles aplicaciones de las zeolitas, es interesante y nece-
sario estudiar las interacciones y demds propiedades de transporte en estos sistemas con cavidades
de formas irregulares [147].

Por otro lado, los fenémenos de percolacion, relacionados con el paso de fluidos a través de
medios porosos o cribas moleculares, también pueden ser tratados como procesos de transporte a
través de canales, siempre y cuando los intersticios por donde transitan las sustancias se encuen-
tren plenamente conectados librando los obstaculos del medio, véase el inciso a) de la figura 2.3.
Recientemente se ha abordado con aproximaciones analiticas el problema del paso de sustancias a
través de un medio con obstédculos de formas sencillas (por ejemplo circulos) dispuestos de manera
regular en una red cuadrada o latiz y considerando explicitamente la forma y dimensiones relati-
vas de los obstéculos y por ende, de los canales asi formados [150, 151]. Este tipo de estudios desde
luego puede reforzar los resultados previamente obtenidos en el estudio del paso de sustancias a
través de medios porosos con ayuda de teorias efectivas que muy frecuentemente se suscitan en la
ingenieria quimica [152-154].

La percolacion es el fundamento de muchas técnicas de separacién de sustancias, como la cro-
matografia, donde en funcién de lo que se desea separar corresponde la eleccién de la fase mévil
(un gas, un liquido o un solvente polar) y de la fase estacionaria (un liquido, una matriz porosa s6-
lida como papel, gel o acetato de celulosa) que se usan. En particular, si una técnica de separacion
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Figura 2.3: a) Representa-
cién de la red de canales
(en colores rojo, azul y ver-
de) que puede encontrar-
se en los medios mesopo-
rosos [148]. b) Esquema de
un proceso de separacion
por electroforesis. Imagen
adaptada de [149].

ademads de usar una matriz porosa se basa en la movilidad de las particulas bajo la presencia de
campos eléctricos, se le llama electroforesis [155, 156], véase el inciso b) de la figura 2.3. La electro-
foresis es una de las técnicas de separacion rutinaria en los laboratorios de bioquimica y biologia
molecular y se lleva a cabo en matrices porosas conocidas como geles. La electroforesis en geles
de poliacrilamida y de agarosa se usa para separar y discriminar proteinas o dcidos nucleicos en
una muestra, respectivamente [155, 157-159]. Estos geles esencialmente estdn formados por poli-
meros entrelazados fisica y quimicamente que dejan algunos huecos cuyo tamafio se encuentra en
un rango bien definido de acuerdo con la concentracién del polimero y por donde pueden migrar
las macromoléculas correspondientes a un ritmo determinado por su peso molecular, su formay su
distribucién de carga eléctrica [155, 157].

El deseo de optimizar los procesos de separacién de mezclas ha propiciado una intensa inves-
tigacién en este campo [160-162]. Sobra decir que las técnicas de separacién y purificacién han
sido cruciales en la identificaciéon y caracterizacién de muchisimas sustancias que actualmente son
aprovechadas en la industria farmacéutica (como algunos antidepresivos y otro tipo de medica-
mentos), en la ingenieria de los alimentos (en la sintesis de vitaminas, conservadores y aditivos),
en la biotecnologia (en el marcaje y en el seguimiento de los productos resultantes de la expresiéon
de genes de interés en microorganismos genéticamente modificados), y en la ciencia de materiales
(en la caracterizacioén y en la evaluacién de los defectos de distintas clases de materiales). De es-
ta manera, el estudio del transporte de materia a través de medios porosos con ayuda de algunas
herramientas analiticas cuando se da el caso de que éstos pueden modelarse como si estuvieran
formados por una gran variedad de canales resultaria muy valioso.

2.1.2 Nanotubos de carbono y nanoporos sintéticos

Los nanotubos de carbono son una forma al6tropa del carbono. Su estructura puede considerarse
procedente de una ldmina de grafito enrrollada sobre si misma, donde el grado de enrollamiento
determina su didmetro [163]. El estudio de los nanotubos de carbono se ha intensificado de sobre-
manera en los dltimos afios gracias al advenimiento de la nanotecnologia [125, 126, 164], la figura
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Figura 2.4: a) Estructura de los
nanotubos de carbono, imagen
adaptada de [165]. b) Posibles
usos de los nanotubos de car-
bono en la separacién de agua,
imagen tomada de [166].

2.4(a). Recientemente estas estructuras de didmetros nanométricos fueron sintetizadas y elabora-
das para fines industriales principalmente de soporte y de transporte electronico debido a sus pro-
piedades mecénicas, electrénicas y térmicas [125, 164,167, 168]. Cuando los nanotubos de carbono
son enriquecidos o dopados con algunos elementos como el nitrégeno, se ha visto que llegan a tener
propiedades absorbentes [169].

Un aspecto de los nanotubos de carbono que estéd siendo ampliamente explorado es el trans-
porte de materia a través de ellos. Existen consignados en la literatura varios esfuerzos al respec-
to [170, 171]. Por ejemplo, el transporte extremadamente rdpido de agua en los nanotubos de car-
bono se ha atribuido por regla general al hecho de que sus paredes son muy lisas y su superficie
altamente hidréfoba [172-175]. Por lo tanto, las particulas de agua cruzan los nanotubos formando
hileras, fenémeno que ha sido demostrado mediante simulaciones de dindmica molecular y que
puede usarse en la purificacién de agua [176-178], véase la figura 2.4(b). Asimismo, el encapsula-
miento de sustancias en el interior de nanotubos de carbono y su liberacién controlada se perfila
como uno de los temas mds apasionantes de la nanotecnologia hoy en dia debido a las fantésticas
aplicaciones que tendrian estos dispositivos, en especial en el almacenamiento de sustancias qui-
micas en el desarrollo de futuras microbaterias [179], y en el suministro gradual de medicamentos
in situ [180-182].

Un logro adicional de la nanotecnologia ha sido la elaboracion y la caracterizacién de nanopo-
ros de estado s6lido en membranas [183, 184]. Estos poros se han usado para estudiar el compor-
tamiento i6nico de varias moléculas de gran importancia como el ADN y el ARN los cuales pueden
translocar a través de ellos. Esto significa que todos y cada uno de los monémeros que los constitu-
yen, denominados nucleé6tidos, pasan de una regién a otra a través de los poros, ver el inciso a) de
la figura 2.5. El paso de nucledtidos de manera secuencial, que se debe principalmente al tamafio y
forma del poro a un voltaje dado [188-190], es lo que permite la determinacién de la estructura pri-
maria de los 4cidos nucleicos'. Lo anterior se consigue registrando con ayuda de un amplificador la
corriente a través del nanoporo, pues cada uno de los nucleétidos, adenina (A), timina (T) (Uracilo
en el caso del ARN), citosina (C) y guanina (G), posee una distribucién de carga propia [191, 192],
véase el inciso c) de la figura 2.5.

Con la tecnologia actual, los nanoporos sintéticos en peliculas a base de silicio pueden fabricar-
se bajo disefo, lo que permite el control efectivo de sus dimensiones y de su estructura [131]. Ac-
tualmente existe un gran interés en el empleo de estos dispositivos en la secuenciacion de los acidos
nucleidos, pues los métodos comtinmente usados hoy en dia son muy caros, usan sustancias téxicas

1La secuencia de los nucleétidos en el ADN constituye la informaci6n genética heredable del niicleo celular y de algunos
organelos con genoma propio y forma la base de los programas de desarrollo de los seres vivos
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(a)
trans ADN

Figura 2.5: a) Secuenciacion de
moléculas de ADN usando na-
noporos sintéticos en pelicu-
las a base de silico, imagen
tomada de la referencia [185].
5001000 1500 is b) Secuenciacién usando cana-

t(ms) les biolégicos embebidos sobre
una bicapa lipidica, la imagen
proviene de [186]. ¢) En ambos
métodos se registra la corriente
a través del canal. Se sabe que
un cierto valor de amperaje co-
rresponde al paso de un nucleé-
tido en particular (A, T, Cy G)
[187].

y requieren de un tiempo que muchas veces excede el deseado. También se ha llegado a proponer
el uso de canales biolégicos sobre membranas lipidicas para tratar de secuenciar al ADN [193, 194],
ver el inciso b) de la figura 2.5. Las técnicas de secuenciacion mediante nanoporos, ya sean sintéti-
cos o de origen biolégico, ofrecen un abatimiento real de los costos y una aceleracién del proceso,
lo que implica enormes ventajas [188]. Las técnicas de secuenciacién rapida tendrdn uso inmediato
en la medicina para el diagnéstico molecular y el tratamiento oportuno de algunas enfermedades o
para complementar las técnicas de la medicina forense; desde luego, también serdn usadas en los
estudios de evolucién y sistemadtica a gran escala para obtener secuencias genémicas completas o
porciones predilectas que a su vez son la materia prima para la elaboracién de los drboles filoge-
néticos que dan las relaciones de parentesco entre grupos de organismos y hasta entre familias de
genes [195,196].

El estudio del paso de 4cidos nucleicos a través de nanoporos podria extrapolarse a temas de
investigacién bésica para comprender el funcionamiento de la maquinaria celular involucrada en
la replicacién del ADN y posiblemente, para crear analogias y entender la translocacién de otros
polimeros de importancia trascendental, como las proteinas. Se sabe que durante la sintesis de pro-
teinas éstas translocan a través de poros especiales en forma de reloj de arena desde el citoplasma
hacia el lumen del reticulo endopldsmico con ayuda de los ribosomas y la asistencia de numerosas
proteinas cuya intervencion se encuentra perfectamente orquestada. La dindmica de la transloca-
cién de polimeros, entre ellos los dcidos nucleicos y las proteinas, es un tema de vanguardia, que
atribuye su enorme complejidad al hecho de que los polimeros pueden interactuar fuertemente
con el poro al grado de unirse a sus paredes y ralentizar o acelerar su paso a través de él [197-200].
Por lo tanto, necesariamente en los estudios sobre translocacién de polimeros ademds de incluir las
interacciones entre los monémeros y las paredes del poro se debe incluir la forma y el tamafo del
poro por donde translocan [201-206].

2.2 | Difusion en sistemas bioldgicos

Ahora hablaremos de algunos sistemas que en el contexto de la biologia hacen participe a la di-
fusion. La literatura especializada que integra los modelos de la fisica con los procesos biolégicos,
y en especial aquellos relacionados con los fenémenos de transporte, ha aumentado mucho en el
ultimo lustro con justa razoén, al igual que la apariciéon de varios excelentes libros de texto, verbi
gratia las referencias [207-212]. Una contribucién publicada en espafiol con la laudable intencién
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de ser una introduccién a los asuntos que yacen en la interseccién de la fisica y la biologia es la
referencia [213]. Cabe sefialar que en México la fisica biolégica se cultiva asiduamente y las referen-
cias [214,215] reunen un amplio espectro de los temas que se desarrollan en diversas instituciones
de nuestro pais. Asimismo, una revision critica del panorama de esta rama de la ciencia en México
se hallaen [216,217].

En esta seccién, sin pretender hacer un estudio exhaustivo, se describen determinados mecanis-
mos y estructuras que como en el caso de la seccién precedente, estdn relacionados directamente
con el transporte por difusién de particulas a través de regiones confinadas dentro de poros o cana-
les. La idea es prolongar la lista de ejemplos sobre la difusiéon en canales al ambito de la biologia, a
modo de ofrecer una misceldnea de sistemas donde el estudio del transporte por difusién en canales
resulte por demaés evidente y quede justificado uno de los objetivos particulares de esta tesis.

Los sistemas biolégicos son, en el lenguaje de la termodindmica, sistemas abiertos formados
por numerosos componentes. Son sistemas extremadamente complejos con muchos grados de li-
bertad en interaccién o con dependencia fuerte que dificilmente pueden estudiarse reduciéndolos
a versiones mds simplificadas; o bien, de poder hacerse estas simplificaciones se pierden partes
que muy a menudo destruyen la esencia de lo que se quiere estudiar en conjunto [218]. Esto es, los
sistemas biolégicos exigen para su entendimiento y comprensién una interpretacién holista [219].
Sin embargo, aparte de ese necesario e inevitable enfoque global y de que frecuentemente la fisica
de los procesos biolégicos resulta ser extraordinariamente complicada o incluso sus reglas todavia
no se conocen bien, es posible conceptualizar y caracterizar en ciertos escenarios algunos fenéme-
nos que ocurren a nivel celular y molecular como procesos de difusién?. A continuacién veremos
algunos de estos casos.

2.2.1 Canales bioldgicos

Una vez que se entendi6é a mediados del siglo XX que las membranas biol6gicas son entes dindmicos
y para nada homogéneos, la siguiente cuestion fue resolver el misterio de como las sustancias pasa-
ban a través de ellas. Poco a poco se fueron descubriendo estructuras especializadas en el transporte
de ciertos materiales conocidas en conjunto como canales biolégicos [227,228].

Los canales biolégicos son estructuras de naturaleza proteica altamente especializadas que se
encuentran embebidos en las membranas celulares [111, 112], ver las figuras 2.6 y 2.7. Estdn cons-
tituidos generalmente por varias subunidades heterogéneas. Hay que recordar que las proteinas
son biomoléculas de muy alto peso molecular formadas por cadenas muy largas de varios cien-
tos de unidades denominadas aminodcidos, de los que en los seres vivos 20 unidades diferentes se
utilizan en el ensamblaje o montaje de las cadenas [112,213]. Cada proteina tiene una secuencia
de aminodcidos caracteristica. También es necesario recordar que las membranas biolégicas estan
constituidas por moléculas que tienen una parte afin al agua (porcién hidrofilica) y otrano (porcién
hidrofobica) y que se agrupan espontdneamente formando bicapas [112].

Hasta hace poco el estudio de los canales biol6gicos vio un crecimiento exponencial gracias al
avance de las técnicas para determinar la estructura de las proteinas, principalmente de la cristalo-
grafia, pues aunque ésta técnica se desarroll6 desde el tltimo cuarto del siglo XX, tuvo que ser per-
feccionada para poder examinar proteinas de cardcter anfipdtico; es decir, aquellas que contienen
tanto regiones hidrofilicas como hidrofébicas, como es el caso de los canales biolégicos [233, 234].
Al dia de hoy los canales biolégicos se estudian desde diversos dngulos, ya sea para estudiar sus
cambios conformacionales como una respuesta al medio local que los circunda [235-238], o para
comprender la dindmica en apariencia cadtica de su cinética de cierre y apertura [239,240], e incluso
para entender con ayuda de técnicas del ADN recombinante las modificaciones que sufre su fun-

2Existen algunas revisiones que ponen en tela de juicio la utilidad de la difusién de particulas en el estudio de los procesos
celulares por tratarse de un fenémeno muy general e incluso, simple [220-222], por lo que se decantan por una visiébn mds
conservadora de las posibilidades de los procesos difusivos. Sin embargo, a pesar de la extension de estos trabajos, dentro
de su exquisita prosa se olvidan de mencionar que la difusién en la célula por ejemplo, ocurre bajo confinamiento y en
medios abarrotados [223,224], condiciones que pueden modificar sutil o radicalmente las propiedades de los fenémenos de
transporte en esos niveles de organizacion [225, 226].
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b { i6nico cuya estructura se de-
, terminé cabalmente fue extrai-
do del Streptomyces lividans,
una actinobacteria Gram posi-
tiva que se encuentra predomi-
nantemente en el suelo (la ima-
gen proviene de [229]). b) Es-
Espacio intracelular quema de la membrana celular

de una bacteria Gram positiva
(d) (imagen adaptada de [230]). ¢)
Las membranas son bicapas li-
pidicas que tienen embebidos,
entre otras sustancias, cornple-
jos de naturaleza proteica de-
nominados canales i6nicos. Se
muestra el canal de potasio co-
nocido como KcsA (la imagen
fue tomada de [231]). Los cana-
les i6nicos poseen una cavidad
(en azul) por donde son trans-
portados los iones respectivos.
d) Se muestran las dimensiones
del canal KcsA (imagen prove-
niente de [232]).

cionamiento debido al cambio en su estructura terciaria y/o cuaternaria debido a mutaciones que
pueden estar relacionadas con enfermedades genéticas [241]. Aqui nos limitaremos a mencionar el
transporte de particulas a través de los canales biolégicos en su aspecto més general.

La funcién de los canales biolégicos es controlar y regular el transporte de particulas especificas
desde el interior de la célula hacia el exterior y viceversa (o de algunos organulos o compartimientos
subcelulares en el caso de los organismos eucariontes o con envoltura nuclear). Los canales biol6gi-
cos, por razones préacticas, se clasifican principalmente por el tipo de sustancias que estan destina-
dos a transportar. En esta subseccién hablaremos de los canales i6nicos, de las porinas, las uniones
hendidura o gapy de los poros nucleares.

Los canales i6nicos se encuentran en las membranas celulares de todas las células sin excep-
cién y contienen poros que cuando se abren, dependiendo de los estimulos externos, permiten el
paso selectivo de iones especificos bajo la presencia de gradientes electroquimicos [111, 235-238,
242,243], ver los incisos a) y b) de la figura 2.6. MTodas las células requieren de iones ya sea para
transmitir y/o procesar sefiales, para usarlos como activadores durante el metabolismo, para con-
trolar el pH, y en general para mantener la homeostasis celular [112,210,213]. Se sabe que existe un
determinado canal i6bnico y un mecanismo de transporte en particular por cada especie iénica que
deba ingresar o salir de la célula, de ahi que la seleccién de iones que realizan los canales i6nicos sea
un proceso extraordinariamente delicado [244]. Mediante la microscopia electrénica, la ingenieria
genética y las herramientas bioinformadticas més adelantadas, se ha vislumbrado que los poros de
los canales i6nicos poseen formas muy caprichosas [231,232,245-247].

Debido a la interaccidn electrostatica entre el ion que cruza el canal y los residuos de aminoa-
cidos que conforman la entrada del poro y algunos sitios activos dentro el canal, ésta puede jugar
un papel importante en la seleccién del ion o bien, en el mecanismo de cierre y apertura del canal o
en el transporte iénico propiamente dicho [248,249]. Aparte de la diferencia de potencial que existe
entre ambos lados de la membrana celular, la distribucién de carga eléctrica en la vecindad y al in-
terior del canal (las regiones rojas y azules que se muestran en el inciso d) de la figura 2.6 muestran
zonas con residuos de aminodcidos con carga neta negativa y positiva, respectivamente) o la alta
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Figura 2.7: a) Las acuaporinas
permiten el libre paso de agua
a través de ellas, por lo que es-
tan relacionadas con el mante-
nimiento del volumen celular,
imagen tomada de [257]. b) Los
poros nucleares son extraordi-
narios complejos moleculares
que regulan celosamente la en-
trada y salida de sustancias ha-
cia el nicelo celular, la imagen
proviene de [258]. ¢) Las unio-
nes gap conectan el citoplasma
de dos células contiguas permi-
tiendo el transporte de metabo-
litos y iones, otorgdndoles cohe-
sién a las células cuando for-
man tejidos y permitiendo su
acoplamiento eléctrico, véase la
referencia [259].

selectividad a los iones, el efecto del confinamiento geométrico en los canales i6nicos puede ser
esencial en el transporte de particulas cargadas [250-252], de ahi el interés por estudiarlo.

Por su parte, las porinas funcionan como poros a través de los cuales el agua y las moléculas
pequefas (metabolitos como iones, monosacdridos, aminoécidos y hasta sustancias téxicas) pue-
den difundir libremente [253-256]. Algunas porinas sirven para regular el volumen celular como las
acuaporinas, una de ellas se muestra en el inciso a) de la figura 2.7, y por lo tanto tienen mucho que
ver con el mantenimiento de la homeostasis [255,260]. Por citar un ejemplo, se ha visto que el mal
funcionamiento de las acuaporinas en las células del sistema urinario puede tener consecuencias
directas en enfermedades cardiacas [261, 262].

La forma de muchas porinas recuerda la de un barril [263, 264], tal y como se ilustra en la figura
2.7. Se ha visto que estructuras con este tipo de morfologias se han conservado a lo largo de la
evolucién [265]. Aunque de manera experimental, usando la cristalografia de alta resolucién, se ha
demostrado que algunas porinas bacterianas [266] y otros canales pueden ser vistos como ttineles
cuya seccioén transversal cambia significativamente a lo largo del eje del canal, a veces excediendo
un orden de magnitud la longitud del mismo [267].

Otros canales biol6gicos importantes son las uniones hendidura también conocidas como unio-
nes gap, que se observan a menudo entre las células que forman a los tejidos animales [112, 268],
véase el inciso b) de la figura 2.7. Unen literalmente el citoplasma de una célula con el de una célula
contigua cuando se encuentran a una distancia no mayor a 2 nm, permitiendo la libre circulacién
de iones e incluso de algunas sustancias con pesos moleculares de hasta 1000 daltons [112, 269].
De esta manera, las uniones gap fomentan la conexién eléctrica entre células vecinas y por lo tanto
juegan un papel crucial en la funcién de los tejidos musculares lisos, en la sincronizacién de la ac-
tividad metabdlica de numerosas células tanto en los tejidos adultos como en los embrionarios, y
desde luego, durante las sinapsis [270-274].

Una estructura anédloga a las uniones hendidura en células vegetales y fiingicas son los plasmo-
desmos, que son prolongaciones del citoplasma que cruza la pared celular y permiten la unién entre
células adyacentes [112,275-279]. Las uniones hendidura y los plasmodesmos son indispensables
para mantener la cohesién funcional entre las células que son capaces de formar tejidos (o falos
en el caso de los hongos) y por lo tanto quizds la presencia de estas uniones tuvo que ver con la
aparicioén y posterior evolucién de los organismos pluricelulares [280]. Actualmente sigue bajo es-
crutinio el papel de estas uniones o canales en el mantenimiento de la homeostasis y su relacién
con las enfermedades [281, 282].

Los poros nucleares son otros canales biol6gicos de sumo interés, ver el inciso c¢) de la figura
2.7. Es bien sabido que en los eucariontes el ADN se encuentra en los cromosomas que se hallan
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Figura 2.8: Sitios activos dentro
de cavidades. a) Canal formado
por la proteina M2 del virus de
influenza A. b) Sitio activo de la
acetilcolinesterasa, (las image-
nes de los incisos a) y b) fueron
tomadas de [294]). c) Sitio acti-
vo de la proteina NPC1L1 para
el colesterol [295].

en el interior del nucleo celular [112]. Para que la informacién genética contenida alli se pueda ex-
presar, es necesaria la intervencién del ARN mensajero y otras proteinas especializadas que deben
entrar y salir del nicleo. Esto lo hacen a través de poros moleculares enormes por donde transitan
activamente, y que fueron descubiertos a mediados del siglo pasado [283]. La funcién de estos com-
plejos poros es regular la entrada y salida de sustancias hacia dentro y fuera del nticleo [284-287].
Es claro que esta funcién debe realizarse con extrema precaucion, pues puede entenderse que los
organismos eucariontes desarrollaron la envoltura nuclear para custodiar y proteger celosamente

la informacién genética contenida en sus cromosomas®.

2.2.2 Migracion de ligandos hacia sus receptores

El transporte en la célula comprende numerosos mecanismos altamente complejos que a la fecha
no han sido elucidados del todo [288,289]. Uno de ellos es el transporte a través de canales biol6gi-
cos del que ya se habl6 en la seccién previa y otro de fundamental importancia para la comunica-
cion de las células es la migracién que realizan ciertos ligandos (moléculas de bajo peso molecular
o incluso iones) hacia sus respectivos sitios de union [120,290]. Para que se establezca una comuni-
caciéon quimica idénea, un ligando en particular debe llegar a un sitio especifico al que se le llama
receptor y unirse a él para formar el complejo ligando-receptor. Si este complejo estd directamente
relacionado con una reacciéon bioquimica o un cambio conformacional y el receptor comprende
una diminuta regién de una enzima (una proteina con actividad catalitica) se le llama sitio activo,
y al ligando sustrato [112]. La especificidad y la afinidad del ligando por el receptor y viceversa son
fundamentales para el sutil proceso del reconocimiento molecular.

Los sitios activos de las enzimas (o los receptores de ciertos ligandos) suelen encontrarse escon-
didos en el interior de diminutas cavidades de la proteina, ver figura 2.8. De este modo, la migraciéon
del sustrato o el ligando hacia su respectivo sitio de unién puede verse como un proceso dividido
béasicamente en dos etapas. La primera abarca desde que los ligandos migran libremente en el es-
pacio intersticial y hasta que llegan a la vecindad de la grieta que da hacia la cavidad. La segunda
etapa comprende la migracién que ejecuta el ligando en el interior de la cavidad hasta que se une a
su receptor [291-295].

Como ejemplos de la migracién de ligandos hacia sus receptores podemos mncionar que en la
transmision sindptica para que se efectte la hidrélisis de la acetilcolina, éste neurotransmisor debe
llegar hasta su respectivo sitio activo ubicado en el interior de una diminuta cavidad de la enzima
encargada de ello, la acetilcolinesterasa [296]. Se ha visto también que la patogenicidad del virus de
lainfluenza A estd asociada con la proteina M2, la cual forma canales con varios recovecos donde se
sittian sitios activos que causan el paso selectivo de protones (iones hidronio, H30") que afectan el
pH intracelular preparando a la célula para la invasién viral [297,298]. Otro ejemplo lo encontramos
en el transporte de gases por los eritrocitos, donde el sitio de unién del oxigeno con el grupo hemo
se encuentra dentro de pequefias hendiduras en cada una de las subunidades que constituyen a la
hemoglobina [299, 300].

3Lo cierto es que esto es desde un punto de vista releoldgico. A lo largo de la evolucién muchas estructuras han aparecido
de manera contingentey restringidas a las posibilidades que la presién ambiental y el desarrollo biolégico ofrecian, por lo
que se recomienda dejar de pensar que a lo largo del tiempo una cierta estructura fuedestinada a cumplir cierta funcion.
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El estudio de la difusién de ligandos hacia sus receptores escondidos dentro de cavidades y su
dindmica resulta fundamental para entender las rutas bioquimicas de numerosos metabolitos y
mensajeros quimicos. Ademads, es crucial para la comprensién del modo de actuar de antibiéticos,
medicamentos, toxinas y venenos, asi como para el disefio molecular de farmacos para combatir la
invasion de patégenos bloqueando sus vias de acceso.

El estudio de la difusion de ligandos hacia receptores escondidos dentro de cavidades y su dina-
mica resulta fundamental para entender las rutas bioquimicas de numerosos metabolitos y men-
sajeros quimicos. Ademads, es crucial para la comprensién del modo de actuar de antibi6ticos, me-
dicamentos, toxinas y venenos, asi como para el disefio molecular de foirmacos para combatir la
invasién de patégenos bloqueando sus vias de acceso.

2.2.3 Asimilacion de ligandos durante la endocitosis

La endocitosis mediada por receptores es un mecanismo de transporte celular por el cual las células
animales con ayuda de vesiculas introducen a su interior gran variedad de material extracelular.
Estos incluyen glucoproteinas, enzimas, colesterol, hormonas, toxinas, virus, e incluso, porciones
de liquido y bacterias completas [112,301, 302].

Un diagrama del ciclo endocitico se muestra en la parte central de la figura 2.9. El ciclo endo-
citico inicia cuando los ligandos llegan a sus receptores [307-309], los cuales se encuentran en la
supertficie de la membrana celular o en el glicocdlix. Cuando esto pasa, rdpidamente en la cara ci-
tosélica de la membrana celular ocurre la polimerizacién de las proteinas clatrinas que anclan a
los complejos ligando-receptor a la membrana impidiendo su libre difusion lateral. Luego, el me-
canismo de internalizacién consiste en que las clatrinas al asociarse con el citoesqueleto causan
la invaginacién de la porcién de la membrana con los complejos ligando-receptor, formando asi
la vesicula endocitica revestida por clatrinas. Eventualmente esta vesicula se fusiona con algunos
lisosomas que contienen enzimas en su interior y el revestimiento de clatrinas es removido. Se ha
observado que la vesicula tiene un didmetro de aproximadamente 200 a 800 nm y tiene incrustados
uno o mas tubos membranosos de 10 a 60 nm de didmetro [310-312]. También se sabe que entre el
60 % y el 70 % del volumen total de este sistema se encuentra en la vesicula [313,314]. Un cambio
en el pH del medio interno de la vesicula por la accién catalitica de enzimas provenientes de los
lisosomas provoca la disociacién de los complejos ligando-receptor [112,291]. Los ligandos quedan
libres nuevamente y realizan un movimiento browniano en el interior de la vesicula y de los tubos
(en tres dimensiones), mientras que los receptores difunden libremente sobre la membrana que
reviste tanto a la vesicula como a los tibulos conectados a ella (en dos dimensiones).

Después de que transcurren entre 5 y 10 minutos la vesicula y los tubos se separan [310-312].
Cerca del 95 % de los ligandos quedan en la vesicula mientras que un porcentaje similar de recep-
tores se van a los tubos [313, 314]. Finalmente los tubos se dirigen hacia la membrana celular, se
fusionan a ella y dejan a los receptores listos para que vuelvan a ser utilizados atrapando ligandos.
Por su parte, la vesicula se queda en el interior de la célula, la cual utiliza los ligandos en diferentes
procesos. A juzgar por los porcentajes, puede verse que la endocitosis es un mecanismo muy efi-
ciente donde se reciclan idoneamente los receptores y se aprovecha una gran cantidad de ligandos.

Es interesante resaltar que si el sistema formado por la vesicula y los tibulos llegara al equilibrio
antes de los 5 a 10 minutos en que dura el reciclado de receptores del ciclo endocitico, ya que entre
el 60 y 70 % del volumen estd en la vesicula, se esperaria que s6lo entre el 60 y 70 % de los ligan-
dos permanecieran en la vesicula. Para entender esta discrepancia se propuso estudiar en la recta
final del siglo pasado el movimiento de los ligandos en el sistema vesicula-ttibulos con la ecuacién
de difusién teniendo como objetivo hallar el tiempo promedio de relajacién del sistema y explicar
el por qué de la permanencia del 95 % de ligandos en la vesicula. Lo més que se pudo conseguir
con este programa fue hacer la gran simplificacién de no tomar en cuenta los tubos [291, 315]. Sin
embargo, la presencia de los tubos es importante para explicar el tiempo de relajacion al equilibrio
de ese sistema y por ende, la eficiencia en el reciclado de receptores [316]. Mds adelante veremos
como se logro estudiar este problema haciendo uso de los propagadores, que describen el nlimero
de particulas presentes en una cavidad o en un tubo interconectados en funcién del tiempo.
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Figura 2.9: Representaciéon del
proceso de la endocitosis me-
diada por clatrinas, en la figura
central (que es una adaptacién
de la que aparece en [303]) se
esquematiza el ciclo endocitico.
Las micrografias tomadas de las
referencias [304-306] represen-
tan alguna fase en particular del
ciclo. a) — d) Proceso de interna-
lizacién. e) Fusi6én de la vesicula
endocitica con los tibulos. f) El
sistema tubular puede ser muy
complejo y estar asociado inclu-
S0 a otros sistemas vesiculares
de la célula, como los lisosomas
o el aparato de Golgi.
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2.2.4 Transporte a lo largo de dendritas

Otro ejemplo en los sistemas biolégicos donde ocurre difusion a lo largo de canales es la difusiéon
de algunas moléculas de sefializacién a lo largo de las dendritas de las neuronas. Las neuronas son
de las células animales mds grandes y complejas, figura 2.10(a). Su forma estrellada y alargada pre-
senta muchos desafios en el estudio de su funcién celular, en particular con respecto a la eficiencia
en el transporte de algunas proteinas recién sintetizadas desde el cuerpo celular o soma hasta si-
tios tan distantes como el axén o las dendritas. El axén posee canales i6nicos para la propagacién
del potencial de accidn y zonas activas para la liberaciéon de neurotransmisores presindpticos. En
cambio, cada dendrita contiene dominios postsindpticos donde los receptores a los neurotransmi-
sores tienden a agruparse [319]. Estos dominios postsindpticos se encuentra primordialmente en
espinas dendriticas, que son pequefias extrusiones membranosas micrométricas que sobresalen de
una dendrita y es donde se realiza el contacto sindptico con otras neuronas [320].

Tipicamente las espinas dendriticas tienen la forma de una bolsa que se conecta a la dendri-
ta por un cuello delgado y corto. Puede haber miles de espinas distribuidas a lo largo de una sola
dendrita. Ademas, las espinas dendriticas cambian de forma de acuerdo con su actividad propia;
por decir algo, se ha observado que cuanto més activa es la espina, més estrecho es su cuello. En
general se cree que las espinas actian para compartimentar sefiales quimicas generadas por la ac-
tividad sindptica; es decir, las espinas impiden la libre difusiéon de ciertas sustancias en el cuerpo
de la dendrita [321, 322]. Sin embargo, para otras moléculas las espinas dendriticas pueden repre-
sentan obstaculos o trampas transitorias para su 6ptimo transporte [323, 324]. De todo lo anterior,
ala fecha se ha recabado un acervo importante de evidencias experimentales y de varios resultados
de simulaciones computacionales. Una revisién profunda de los modelos sobre el transporte en las
espinas dendriticas se encuentra en [325,326]. Conocer las propiedades del transporte en este tipo
de regiones formadas basicamente por un tubo conectado a una serie de pequefias protuberancias
es vital para el entendimiento de la funcién neuronal y sigue siendo un problema de investigaciéon
abierto.



Historia del estudio de la difusion en
sistemas confinados

En esta seccion se hace una revisién de los trabajos relacionados con el estudio de la difusiéon. En
primer lugar se menciona la observacion y la descripcién del movimiento browniano. Posterior-
mente se habla de los trabajos experimentales que llevaron al establecimiento de las relaciones
cuantitativas que dieron origen a la ecuacién de difusién. Pasamos después a comentar sobre la
fusién de las observaciones hechas sobre el movimiento browniano con la ecuacién de difusién en
un mismo marco teérico . Luego se menciona la dificultad de resolver la ecuacién de difusién para
diversos sistemas y se termina con la exposicion de los avances sobre el estudio de la difusion en
sistemas confinados.

En este recorrido nos limitaremos a mencionar los trabajos maés relevantes como si se trataran
de una sucesion lineal de desarrollos cientificos sin considerar los entornos en que se plantearon.
Desde luego, no nos olvidamos de sus respectivos autores, pero no hacemos alusién a su contexto
social ni mucho menos a las circunstancias que los llevaron a investigar y publicar sus resultados,
por lo que de acuerdo con el dogma de que fodo se halla histéricamente condicionado las expli-
caciones aqui presentadas pueden considerarse versiones imperfectas que no reflejan la dindmica
histérica real del estudio de la difusién y del movimiento browniano (algunas referencias que si lo
intentan son [327-329]).

La selecciéon de personajes que se destacan en este capitulo es necesariamente incompleta y,
por consiguiente, hasta cierto punto subjetiva, pero el propdsito de esta seccion es ofrecer una idea
de lo que seria el desarrollo de los estudios sobre la difusién desde hace casi 200 afios. El objetivo de
este capitulo entonces es hacer hincapié en que a pesar de la nutrida historia de la difusion, los sis-
temas confinados debido a su complejidad, han sido abordados mediante algunas aproximaciones
analiticas muy recientemente.

3.1 | La observacion del movimiento browniano

La primera descripcién cualitativa y literaria del movimiento browniano tal vez fue hecha por Lucre-
cio cerca del afio 60 a. C. en su poema De rerum natura, y quizds la primera observacién documen-
tada de la que se tiene registro sea la que realiz6 Jan Ingen-Housz (1730-1799) en 1784 [330, 331].
Ingen-Housz describié el movimiento errdtico y sin cesar de diminutas particulas de carbon sobre
la superficie de una gota de alcohol con ayuda de un microscopio. Sin embargo, es a Rober Brown
(1773-1858) a quien se le atribuye la descripcién del movimiento que lleva su nombre debido prin-
cipalmente a que fue él quien realiz6 una serie de meticulosas observaciones para elucidar la fuente
de origen de este movimiento [328-333].

29
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Figura 3.1: a) Acuarela de Clar-
kia pulchella, una planta de la
familia Onagraceae oriunda de
la regién noroeste de Norte-
américa, la imagen fue tomada
de [334]. b) Granos de polen de
C. pulchella vistos al microsco- \
pio, laimagen proviene de [335]. i oot

En 1827 Brown se encontraba estudiando los mecanismos de la fecundacién de la planta Clarkia
pulchella, que se muestra en el inciso a) de la figura 3.1, cuando logré poner en suspensioén liqui-
da granos de polen de esta flor, ver la figura 3.1(b). Como excelente microscopista que era, logré6
identificar el movimiento agitado, irregular e incesante de mintisculas particulas en el interior de
las vacuolas de los granos de polen. Similares observaciones fueron llevadas a cabo ese mismo afo
por Adolphe Brongniart (1801-1876), aunque al parecer Brown sélo tenia noticia de las realizadas
por Wilhelm E von Gleichen (1717-1783) y por John T. Needham (1713-1781) [328]. Brown fue el
primero que hizo una investigacién detallada del fenémeno. Fue descartando de manera sucesiva
las posibles causas de este vaivén: cambios de temperatura, corrientes de aire y agua, portaobje-
tos opresores, entre otros, hasta llegar a la conclusién de que este movimiento no era propio de
la vida, sino caracteristico de cualquier tipo de suspensiones que tuvieran particulas suspendidas
de dimensiones muy pequenas. Para corroborar esa idea, Brown realiz6 las mismas observaciones
con granos de polen tratados durante mucho tiempo con alcohol y sigui6 identificando aquel mo-
vimiento incesante. Finalmente, en su trabajo de 1828, On the general existence of active molecules
in organic and inorganic bodies, Brown report6 los resultados de sus experimentos realizados con
suspensiones de diferentes particulas inorgénicas (vidrio, ceniza y algunos minerales) [335-337]. En
todos los casos encontré un movimiento errético y persistente, concluyendo que se trataba de un
fenémeno estrictamente fisico.

Luego de las fructiferas observaciones de Brown se perdié inexplicablemente el interés en el pro-
blema. Fue hasta 1858 cuando entra en escena Jules Regnault (1797-1863) al sugerir que la causa del
movimiento browniano era la luz incidente en el fluido que al calentarlo, provocaba su evaporacién
que a su vez, ocasionaba el movimiento de las diminutas particulas brownianas [331]. A partir de en-
tonces se revive la discusion principalmente para atribuirle una causa al movimiento. Por ejemplo,
Giovanni Cantoni (1818-1897) demostré que el fenémeno no se debia al gradiente de temperatura
entre diferentes puntos del fluido, pues se podia seguir observando incluso si la temperatura del
fluido era uniforme; asimismo, corroboré que tampoco se debia a fuerzas capilares [33]. En 1863
Christian Wiener (1826-1896) argument6 que el movimiento browniano debia estar asociado con la
agitacion interna del fluido, aunque en los afios de 1870 Karl Négeli (1817-189) y William Ramsay
(1852-1916) dieron argumentos en contra de esta idea [331]. Sin embargo, en ese mismo tenor, en
1888 Léon Gouy (1854-1926) introdujo la nocién de fluctuaciones y por su parte llegé a demostrar
mediante experimentos cuidadosos y exhaustivos que el movimiento browniano era independien-
te de las fuerzas externas (vibraciones, temperatura, campos eléctricos, luz y tensién superficial).
Gouy, quien era un ferviente partidario de la hip6tesis atémica, establecié del movimiento brow-
niano su dependencia inversa con el tamafo de las particulas en suspension y con la viscosidad del
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liquido en que se encontraban [331,333].

Hacia finales del siglo XIX se habia establecido experimentalmente la realidad del movimiento
browniano en forma objetiva y cuantitativa. Es interesante notar que aunque el entendimiento del
movimiento browniano estimulaba nuevos disefios experimentales y conjeturas, los fundadores de
la teoria cinética, James C. Maxwell (1831-1879), Ludwig Boltzmann (1844-1906) y Rudolf Clausius
(1822-1888), no publicaron nada acerca de él [333]. La raz6n tal vez se deba a que sus estudios se
enfocaban en las velocidades de las particulas [338], y la medicién de la velocidad de las particulas
brownianas era todo un reto para la época. Al respecto, podemos citar los esfuerzos realizados por
Christian Wiener, Sigmund Exner (1846-1926) y posteriormente por Felix M. Exner (1876-1930) que
al tratar de medir esa velocidad como la razén del desplazamiento y el intervalo de tiempo de la
observacién, encontraron resultados muy confusos, pues dicha razén dependia de la duracién de la
medicion [331]. Hoy en dia se sabe que los caminos que siguen las particulas brownianas no poseen
tangente alguna. De hecho, las trayectorias brownianas tienen mucho en comtn con las curvas
fractales, que son objetos geométricos autosimilares a diferentes escalas [339].

Al meditar un poco sobre la forma de la trayectoria de una particula browniana podemos darnos
cuenta de que lo que tiene realidad fisica no son las lineas que se trazan uniendo los puntos donde
se observa la particula, sino més bien son las posiciones sucesivas que se registran en cada intervalo
(remfitase el amable lector ala pagina 2 de esta tesis y ala figura 1.1 alli mostrada). Silas posiciones se
marcaran a intervalos cada vez menores de tiempo cada linea recta original quedaria reemplazada
por una sucesion de lineas quebradas de menor tamafo que dan origen a una trayectoria similar
a la que previamente se habia obtenido [33, 339]. Asi, podemos pensar que la trayectoria que sigue
una particula browniana es una curva fractal. Las curvas fractales no son diferenciables en ninguno
de sus puntos y fueron asi llamadas por Benoit Mandelbrot (1924-2010) en 1975. Aunque el estudio
de la geometria fractal data del dltimo cuarto del siglo XIX y fue iniciada por personajes de la talla
de Karl Weierstrass (1815-1987), Georg Cantor (1845-1918), Guiseppe Peano (1958-1932) y David
Hilbert (1862-1948), se considera una rama joven de las matematicas [340, 341].

Los resultados observados del desplazamiento de las particulas brownianas como funcién del
tiempo fueron descifrados hasta que se estableci6 a principios del siglo XX la teoria del movimiento
browniano. Antes de describirla, pasaremos a revisar los principales trabajos experimentales que se
llevaron a cabo durante el siglo XIX para establecer la ecuacién de difusion.

3.2 ‘ El origen de la ecuacion de difusion

Segtn la tradicién, la historia moderna del estudio formal de la difusién inicia con los trabajos de
Thomas Graham (1805-1869) en gases, realizados de 1828 a 1833, y que estaban inspirados en los
trabajos pioneros sobre la difusion del hidrégeno de Johann Débereiner (1780-1849) [342,343]. En
su experimento més famoso, Graham utilizé un tubo vertical cuyo extremo superior estaba tapado
con un tapén de yeso, mientras que el extremo inferior se encontraba sumergido en agua. El tubo
contenia en su interior gas hidrégeno que eventualmente difundia a través del tap6n; de igual mo-
do, el aire del exterior difundia por el tap6n hacia el interior del cilindro. Debido a que la difusién
del hidrégeno es més rapida que la difusién del aire, el nivel de agua en el tubo se elevaba durante el
proceso. Graham midi6 las velocidades relativas de la difusién de varios gases y lleg6 a la conclusién
que cuanto mds denso era el gas, més pequeiia era su velocidad de difusién. Con estas observacio-
nes llegé a establecer la ley que lleva su nombre y que indica que si la temperatura y la presion de
dos gases son iguales, las velocidades a las que ambos se difunden son inversamente proporcionales
a la raiz cuadrada de sus densidades [31, 329, 333]. Esta ley combinada con el nimero de Avogadro
permiti6 en el siglo XIX la determinacion de las masas molares de diferentes compuestos. Es més,
la primera estimacién convincente de las magnitudes atémicas de los gases fue hecha en 1865 por
Johann J. Loschmidt (1821-1895) utilizando una versién modificada del tubo de Graham [344].
Graham también estudi6 la difusién de sustancias en solucién, descubriendo que la difusién
en liquidos es tres drdenes de magnitud maés lenta que la difusién en gases. Aunque no logré a
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Tiefe der Schicht unter der Oberfliche:
10w 32,2 54,4 76,6 98,8 121,0 143,2 1654 187,6 209,8 220,9.

Spec. Gewicht ') derselben:
1,009 1,032 1,053 1,073 1,093 1,115 1,135 1,152 1,170 1,187 1,196.

Tiefe der Schicht unmer der Oberfliche:
27,7 555 72,1 888 1054 1221 138,7 1554.
Ucberschuls des spee. Gew, iiber T (der Concentr. proportional) beobachtet:
0,000"= 0,008 0,019 0,030 0,040 0,055 0,075 0,105.

Derselbe berechnet:

0,006°= 0,015 0,023 0,031 0,043 0,057 0,078 0,107.

Figura 3.2: a) Dibujo de Fick de
un dispositivo experimental, la
imagen fue tomada de [348]. b)
Tablas del articulo original de
Fick de 1855 con los resultados
de sus experimentos [349].

establecer un modelo cuantitativo de la difusién en liquidos, quizas debido a sus ideas incorrectas
sobre la naturaleza de las soluciones, Graham describi6 el fenémeno de la didlisis cuando empleaba
membranas porosas en sus multiples experimentos con coloides [329, 333, 345]. La didlisis es un
proceso de separacion fisico que se basa en el paso selectivo o filtracién de un soluto a través de
una membrana desde una region de mayor a menor concentracion. La didlisis es muy usada en las
técnicas médicas en la actualidad.

El siguiente avance importante en la teoria de la difusién provino de la obra de Adolf Eugen Fick
(1829-1901), quien estaba fascinado por las observaciones de la hidro-difusién a través de membra-
nas y por los trabajos de Graham sobre la difusidon de sal en agua [346]. Fick desarrollé6 un modelo
matematico para el fenémeno de la difusién usando una analogia entre la difusion y las leyes de
la conduccién del calor establecida por Joseph Fourier (1768-1830), y la de la conduccién eléctri-
ca obtenida por George Simon Ohm (1789-1854) [347]. Esta misma idea habia sido mencionada en
términos generales por Claude L. Berthollet (1748-1822) en 1803, pero fue Fick el primero en definir
con presicion las cantidades involucradas y constatar el modelo experimentalmente [328, 347].

En 1855 Fick logré plantear los resultados de los experimentos de Graham sobre bases cuanti-
tativas. Postulé que el flujo de sal, digamos J, se debe a una diferencia de concentraciones, C, de
tal manera que la relacién entre estas cantidades es directamente proporcional. A la constante de
proporcionalidad se le conoce como la constante de difusion, Dy, y depende de la naturaleza de las
sustancias empleadas, entre otras variables, por lo que hoy en dia es mejor usar el término coefi-
ciente de difusion. En la notaciéon moderna, la primera ley de Fick estd dada por

ocC
J=—-Dy— 3.1
0x
Usando la conservacién de la masa con el mismo espiritu con el que Fourier utilizé para el calor la
conservacion de la energia!, Fick dedujo la expresién conocida actualmente como la segunda ley
de Fick o simplemente la ecuacion de difusion,
g C=D e 3.2)
ot~ Vox? '
Sin embargo, hay que destacar que la primera ecuacién que Fick plante6 originalmente en su
trabajo Uber Diffusion [349], se la atribuye al modelo matemaético de Fourier. Fourier habia estudia-
do en su obra Théorie analytique du la chaleur de 1822, 1a propagacion del calor y habia considerado

I1as leyes de conservacion se expresan mediante una ecuacién de continuidad. En el caso de la conservacién de la masa
la ecuacion de continuidad es

2C+V J=0
ot B

donde el flujo en un sistema coordenado cartesiano se escribe como

o . 8 . o .
I:—DQVC=—DO(aCeX+ECey+&Cez).
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en su andlisis el drea de las regiones infinitesimales o cascarones que constituian a los cuerpos es-
tudiados (un anillo, una esfera sélida, un cilindro sélido, un prisma sélido de longitud infinita y un
cubo soélido) [350]. De manera similar, Fick en su modelo incluyé el drea de la seccién transversal
del recipiente donde realiz6 sus observaciones, w, obteniendo

0 (GZC 1 dwa_C) 3.3)
0 .

—(C = —_—
ot 0x2  w dx 0x

Fue precisamente esta ecuacion la que le planteé a Fick una serie de dificultades para poderla de-
mostrar experimentalmente, aunque como se verd mds adelante, es sorprendente que desde 1855
Fick haya planteado correctamente la primera aproximacién del estudio de la difusién en sistemas
de ancho variable como un problema en una sola dimensién espacial. Fick present6 sus resultados
para recipientes tanto de secci6n tranversal constante (un cilindro) como variable (un cono inver-
tido) en tablas de datos. Para esos dos casos dio las soluciones en el estado estacionario, esto es,
cuando la concentracién ya no cambia en el tiempo y se cumple que (8/9¢)C = 0. Es claro que si se
tiene un recipiente de seccién transversal constante la ecuacién (3.3) se reduce a la expresion (3.2),
y para Fick, esa era la ecuacién que més lo entusiasmaba.

El estudio de la difusién en liquidos y su aplicacién en varios fenémenos fisioldgicos cobr6 im-
portancia a finales del siglo XIX [346, 351]. Fick también estudi6, entre otras muchas cosas, el paso
de agua a través de una membrana semipermeable de una regién de mayor a menor concentracién
de solutos, fenémeno conocido como dsmosis, y que ya habia sido descrito por Henri Dutrochet
(1776-1847) unos afos antes [345, 347]. El estudio de la 6smosis posteriormente fue enriquecido
gracias a las contribuciones de Wilhelm Pfeffer (1845-1920), quien en 1877 midi6 cuantitativamen-
te la presién osmética usando membranas artificiales, y la de Walther Nernst (1864-1941), quien
examin6 la difusién y la 6smosis puntualizando sus limitaciones [345]. Eventualmente el estudio de
la difusién se llevaria a cabo también en sélidos [329,333,347].

Las primeras mediciones de la difusién en sélidos, principalmente en metales, fueron realizadas
hacia el ocaso del siglo XIX por Williams Roberts-Austen (1843-1902), aunque este fen6meno ya era
conocido y habia sido observado cuidadosamete por Robert Boyle (1627-1691) desde 1684 [347].
Los trabajos de Roberts-Austen resultaron cruciales en una época donde la metalurgia estaba en su
apogeo, aunque omitié la dependencia en la temperatura de los coeficientes de difusién. Es a Svante
Arrhenius (1859-1927) a quien se le atribuye el estudio de esa dependencia [333]. El mecanismo de
la difusién en s6lidos consiste en que los &tomos se van moviendo entre los intersticios del material
o bien, van intercambiando su posicién dentro de una reticula con los sitios vacantes [352]. Pese a
que la difusién en sélidos es un tema de gran actualidad y con muchas aplicaciones, en este trabajo
no serd abordado.

Con las observaciones detalladas del movimiento browniano y los experimentos cuantitativos
cuyos resultados fueron modelados satisfactoriamente por la ecuaciéon de difusién se cerraba el
telon del siglo XIX. Faltaba la fusién de estos dos enfoques, la cual lleg6 en los albores del siglo XX, y
que permiti6 tener una teoria tanto del movimiento browniano como de la difusién sustentada en
la naturaleza atémica de la materia. De todo esto trata la siguiente seccién.

3.3 | La teoria del movimiento browniano

La primera descripcién matemadtica del movimiento browniano fue tal vez la realizada por Thorvald
N. Thiele (1838-1910) en 1880 [330, 331]. Otra descripcién pionera, aunque en el contexto de la es-
peculacion financiera, fue hecha por Louis Bachelier (1870-1946) en su tesis doctoral de 1900. Sin
embargo, la primera explicacién teérica, desde el punto de vista fisico, del movimiento browniano
fue publicada de manera independiente por Albert Einstein (1879-1955) en 1905 y por Marian von
Smoluchowski (1872-1917) en 1906.

Smoluchowski alrededor de 1900 usé los resultados obtenidos de la teorfa cinética de Maxwell
para modelar y explicar las causas del movimiento browniano; es decir, su explicacion del movi-
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miento se basaba en las colisiones de las moléculas o &tomos del fluido con las particulas brownia-
nas [353, 354]. Por un lado, Maxwell habia demostrado que cada particula en un fluido no tiene la
misma velocidad, sino que hay una distribucién de velocidades en todas las direcciones posibles;
por otro lado, el niimero de colisiones que experimenta una particula browniana es del orden de
10%° por segundo y por lo tanto, se puede apreciar el efecto neto de todas las colisiones molecula-
res sobre una particula como las que observé Brown [328, 335, 338]. La segunda gran contribucién
de Smoluchowski, realizada de 1913 a 1915, fue la de establecer una ecuacién que describe al mo-
vimiento browniano en presencia de una fuerza externa [354]. Smoluchowski también estuvo in-
teresado en la comprobacién experimental de su teoria y en medir la distribucién espacial de las
particulas brownianas.

Por su parte, Einstein en su trabajo de 1905, Uber die von der molekularkinetischen Theorie der
Weéirme geforderte Bewegung von in ruhenden Fliissigkeiten suspendierten Teilchen, traté de hacer
predicciones que pudieran ser observadas macroscépicamente si se tomaba en cuenta el movi-
miento térmico molecular de un fluido, para ello usé la hidrodindmica y la mecédnica estadistica
recién creada [355,356]. En su lticido andlisis, Einstein model6 el movimiento browniano como un
proceso estocdstico. Esto es, uso el concepto de la probabilidad de encontrar a la particula browniana
en un cierto lugar a un cierto tiempo.

Fue quizds Einstein uno de los primeros en darse cuenta que lo importante para cartacterizar al
movimiento browniano era el promedio del cuadrado de los desplazamientos de la particula brow-
niana entre el tiempo que le llevaba hacerlo, razén que era constante. Ademads, Einstein con este
modelo pudo deducir la ecuacién de difusién, que describe la manera en que un conjunto de par-
ticulas brownianas se difunden en un fluido debido a las fluctuaciones inducidas por las colisiones
moleculares en el mismo [357,358]. Einstein lleg6 a establecer el coeficiente de difusién como una
relacién de fluctuacién-disipacion,

_ kgT

T

donde kp es la constante de Boltzmann, T la temperatura del fluido y ¢ es el coeficiente de friccién
que depende de las dimensiones y forma de la particula (una tabla de los coeficientes de friccion
para particulas con diferentes geometrias puede encontrarse en [30]). Esta ecuacién también fue
obtenida independientemente por William Sutherland (1859-1911), pero Einstein dio la forma en
que el coeficiente de difusiéon puede determinarse usando el desplazamiento cuadratico medio,
(@,

(3.4)

(d*y =2Dyt (3.5)

y sugiri6é que seria deseable que alguien midiera el coeficiente de difusién usando este resultado.

A ese llamado atendieron Theodor Svedberg (1884-1971) y Jean Perrin (1870-1942) unos afios
después. El equipo de Perrin se dio a la tarea de demostrar experimentalmente y de manera satis-
factoria la relacién (3.5) [359-361], véase la figura 3.3. Es justo senialar que para 1903 la invencién
del ultramicroscopio (basado en la dispersiéon de luz sobre la particula observada) habia permiti-
do a Richard Zsigmondy (1865-1929) y a Heinrich Siedentopf (1872-1940) observar el movimiento
errdtico de diminutas particulas de oro [362, 363]. Estimulados por estas observaciones, Perrin y
sus colaboradores usaron sistemas coloidales y emulsiones a los que fotografiaron con ayuda de un
ultramicroscopio a intervalos de 30 s y registraron de esa manera las posiciones de una particula.
Encontraron el comportamiento predicho por Einstein y ademds, obtuvieron un valor muy preci-
so del niimero de Avogadro (y por lo tanto de la constante de Boltzmann) con un error relativo de
apenas 0.19 con respecto del valor correcto. Los experimentos dirigidos por Perrin fueron todo un
hito para la época, pues se convirtieron en una prueba irrefutable de la existencia de los 4tomos,
terminando incluso por convencer de esta realidad a los mds feroces opositores de la teoria atémi-
ca [33,331]. Otro experimento un tanto olvidado relacionado con las mediciones directas sobre el
movimiento browniano fue el realizado en 1914 por Ivar Nordlund (1855-1937), quien registr6 sobre
tiras de peliculas moviles las trayectorias de las particulas de mercurio suspendidas en agua [364].

A partir de entonces los esfuerzos por generalizar los resultados del movimiento browniano a
otras situaciones y contextos se multiplicaron y surgi6 el estudio de la teoria de los procesos es-
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tocdsticos. En 1908 Paul Langevin (1872-1946) publicé en un articulo muy breve una descripcién
macroscépica del movimiento browniano donde escribié la segunda ley de Newton para una parti-
cula browniana. Supuso que la fuerza neta que experimenta la particula se podia descomponer en
dos, una de ellas debida al gran niimero de colisiones con las moléculas del fluido y otra debida a la
viscosidad [365,366]. Este tratamiento fue probablemente el primer planteamiento de una ecuacién
diferencial estocéstica.

La formulacién de Einstein y de Smoluchowski sent6 las bases para comprender lo que actual-
mente se denomina como el teorema fluctuacién-disipacién y los fen6menos en equilibrio y fue-
ra de él. Sobre estos dos caminos continuaron las investigaciones de Herbert Callen (1919-1993),
y de Leonard Ornstein (1880-1941), George Uhlenbeck (1900-1988) [367, 368], Ryogo Kubo (1920-
1995) [369] y Nicolaas G. van Kampen (nacido en 1921) [370], respectivamente. Podemos afiadir
que el tratamiento matemaético formal del movimiento browniano y otros temas afines han teni-
do en vilo a las mentes mads originales y fueron estudiados principalmente por Andrey A. Markov
(1856-1922), Karl Pearson (1857-1936), Emile Borel (1876-1956), Norbert Wiener (1884-1964), Paul
Lévy (1886-1971), Gyorgy Pdlya (1887-1985), Sydney Chapman (1888-1970), Andrei N. Kolmogorov
(1903-1987), William Feller (1906-1970), Joseph L. Doob (1910-2004), Mark Kac (1914-1984), Kiyosi
Itd (1915-2008) y Ruslan L. Stratonovich (nacido en 1930), entre otros [371, 372]. Finalmente, s6-
lo mencionaremos algunos personajes que estuvieron involucrados en el desarrollo de los proce-
sos estocdsticos en la fisica y en particular en la mecénica estadistica. A riesgo de cometer injus-
tas omisiones, podemos citar a Lord Rayleigh (1842-1919), Max Planck (1858-1947), Adrian Fokker
(1887-1972), Reinhold Fiirth (1893-1979), Oskar Klein (1894-1977), Hendrik A. Kramers (1894-1952),
Stephen O. Rice (1907-1986), Subrahmanyan Chandrasekhar (1910-1995), Elliott W. Montroll (1916-
1983) [332,372], Robert Zwanzig (nacido en 1928) y George H. Weiss (nacido en 1930).

3.4 | El estudio de la difusion en sistemas confinados

Una vez que se estableci6 la base molecular del movimiento browniano y de la difusién, las leyes de
Fick dejaron de ser ecuaciones empiricas y pasaron a ser ecuaciones generales que podian describir
la concentracién de las particulas en un instante y lugar determinados como una consecuencia de la
naturaleza atémica de la materia. La ecuacién de difusién es una ecuacion diferencial en derivadas
parciales de tipo parabdlico y requiere de una condicién inicial y condiciones a la frontera para
encontrar su solucién.

El primer tratamiento moderno para resolver la ecuacién de difusion se halla en la obra de Fou-
rier de 1822 dentro del contexto de la conduccién del calor [350]. En ese trabajo se pueden encontrar
varios problemas resueltos con el método de las series trigonométricas para medios infinitos. Tam-
bién desde los tiempos de Fourier se sabe que en el estado estacionario la ecuacién de difusién es
una ecuacion en derivadas parciales que comtinmente aparece en problemas tanto de la meénica,
la hidrodindmica o de la electrostdtica, la conocida como ecuacion de Laplace. Esta ecuacion fue
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estudiada exhaustivamente por Pierre-Simon Laplace (1749-1827) y varios matematicos ilustres de
su época y del siglo XIX [373], quienes notaron la trascendencia de las condiciones de la frontera
para poder encontrar su solucién matemadtica [374]. Lo anterior es importante porque ahora se sa-
be que la ecuacién de difusién no puede resolverse analiticamente para cualquier condicién inicial
y bajo condiciones de frontera que no sean muy simples; es decir, no hay un camino estdndar a se-
guir para buscar su solucién y por lo tanto cada problema debe abordarse por separado y haciendo
las suposiciones mas sensatas que puedan reducir sus complicaciones, o bien, con métodos numé-
ricos. Por decir algo, los problemas que se han resuelto exitosamente desde tiempos de Fourier y
que se encuentran desarrollados en algunos de los tratados sobre difusién mads influyentes del si-
glo XX, como los redactados por Horatio Carslaw (1870-1954), John C. Jaeger (1907-1979) [375], y
mads recientemente por John Crank (1915-2006) [376], corresponden a los que modelan la difusién
en sistemas infinitos o semi-infinitos que se encuentran en el estado estacionario y/o que poseen
formas sencillas.

En el estudio de la difusién en sistemas confinados las fronteras juegan un papel importan-
te, pues hacen precisamente que el medio donde ocurre la difusién se encuentre constrefiido. Por
ejemplo, en la difusion a través de medios porosos las fronteras del sistema que definen las regiones
acotadas por donde pueden transitar las particulas son extremadamente complicadas, basta recor-
dar la forma tan imbricada en que se entrelazan los polimeros que constituyen a los geles por donde
se lleva a cabo la electroforesis. Para atacar este tipo de problemas desde el siglo XIX se han elabo-
rado teorias efectivas, algunas de ellas provenientes del campo de la geofisica, como la elaborada
por Henry Darcy (1803-1858) derivada de su estudio sobre la hidrologia subterrdnea [377]. James C.
Maxwell también contribuy6 notablemente a la causa. En 1873 publicé un trabajo donde obtuvo los
coeficientes de difusion efectivos para medios heterogéneos considerando las difusividades de los
componentes del medio y su arreglo espacial, tal y como si se tratara de resistencias en serie o en
paralelo en problemas de circuitos eléctricos [376,378].

Para modelar el transporte en medios porosos, ya bien entrado el siglo XX se empez6 a usar
la teoria de la percolacién desarrollada por Paul J. Flory (1910-1985) y Walter H. Stockmayer (1914-
2004) alrededor de los afios 1940 y que fue profusamente cultivada posteriormente [379]. Los recien-
tes trabajos de Daniel ben-Avraham y Shlomo Havlin sobre la difusién en medios desordenados y
fractales son de los trabajos mds novedosos en este campo [380], aunque la literatura actual sobre
este tema es muy abundante. Finalmente, en 2012 se comenz6 a estudiar el problema de la difu-
sién en presencia de obstaculos cilindricos o circulares arreglados en una red cuadrangular como
problemas de difusién a lo largo de canales [150, 151]. Es decir, el estudio de la difusién en canales
puede servir tanto para estudiar el transito de particulas entre regiones conectadas por un canal
como para estudiar el paso de particulas en un medio con obstéculos.

Resolver la ecuacion de difusion aun para un canal de seccion transversal variable de manera
analitica es muy complicado. En muchos casos s6lo se pueden obtener soluciones numeéricas parti-
culares con la ayuda de computadoras. Sin embargo, de la mano a esos trabajos se han desarrollado
otros que abordan el modelado teérico en busca de una compresion profunda de los fundamentos
de la difusion en sistemas confinados. En esta seccién se mencionan algunos problemas en concre-
to que han sido los baluartes en el estudio de la difusién en sistemas confinados hoy en dia.

3.4.1 La difusion hacia un disco absorbente

Este problema se conoce en electrostédtica como el disco de Weber y consiste de un disco absorben-
te ubicado sobre un plano totalmente reflejante que limita un espacio de volumen conocido, ver
el inciso a) de la figura 3.4. La corriente a través del disco, en el estado estacionario, se calculé en
la primera mitad del siglo XX [381]. Lo interesante como veremos mads adelante, es que este mo-
delo nada pretencioso ha aportado mucho en el entendimiento de la difusién a través de regiones
interconectadas y para modelar el problema del escape a través de una diminuta abertura.

A la expresion que relaciona la corriente que pasa a través de un disco con su tamafo se le
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Figura 3.4: a) Difusi6én hacia un
disco absorbente de radio a. b)
Dibujo original de Purcell y Berg
donde usaron la difusién hacia
un disco como modelo para es-
tudiar la unién de un ligando
hacia su receptor ubicado en la
superficie celular [383].

conoce como la férmula de Hill, en reconocimiento a Terrell L. Hill (nacido en 1917),

_ 4(1D0
v

k (3.6)
donde a es el radio del disco, V' el volumen del recinto y k es el ntimero de particulas que llegan al
disco por unidad de tiempo y que se puede asociar con una constante de velocidad en una cinética
de primer orden.

En quimica, se dice que una reaccién sigue una cinética de primer orden cuando una sustancia A
se transforma directamente en otra sustancia B sin la formacién de algtin producto intermediario.
La relacion entre las reacciones quimicas de este tipo con el problema de la difusién a través de
un orificio es que las particulas que difunden al encontrarse dentro de la cavidad son anédlogas en
quimica a la sustancia sin transformar, y una vez que son absorbidas por el orificio son andlogas a la
sustancia transformada. De este modo se tiene un sistema de dos estados mutuamente excluyentes
donde es més probable que la particula se encuentre en la cavidad a que haya sido absorbida por el
disco, lo que concuerda con la suposicién de que la reaccién en una direccién es més viable que en
la direccién opuesta®.

En 1975 Hill us6 la expresion (3.6) para modelar el proceso de asociacién de un ligando con una
proteina controlado por difusién [382]. Luego, en 1977 Howard C. Berg (nacido en 1934) y Edward
Purcell (1912-1997) en la referencia [383] emplearon la misma férmula para estudiar la difusién de
ligandos hacia sus receptores ubicados en una esfera que emulaba a una célula. Los receptores fue-
ron modelados como parches en forma de circulos. Un tratamiento més moderno de este problema
puede encontrarse en las referencias [384,385], donde se consideraron parches absorbentes de otras
formas, véase el inciso b) de la figura 3.4.

Este tipo de planteamientos motivaron eventualmente el estudio asiduo del escape a través de
pequeios orificios, ya que el reciproco de k es el tiempo medio de sobrevivencia, 7, de las particu-
las en la regién de volumen V; es decir, T = k™. El estudio del tiempo de escape de una region a
través de un diminuto orificio o un dominio estrecho sigue siendo un problema sujeto de estudio

2Es bien sabido que en reacciones quimicas de la forma
A—B

si la constante de velocidad de la reaccién hacia adelante es muchisimo mayor que la constante de velocidad hacia atrds
el cambio de la concentracién de A decae exponencialmente a medida que transcurre el tiempo. Es decir, si k¢ da la pro-
babilidad de que una molécula de A se convierta en una de B por unidad de tiempo y k; describe la probabilidad de la
conversién inversa, entonces las tasas de cambio de las concentraciones de A o de B en el tiempo, denotadas por [A(f)] ¥
[B(#)] respectivamente, estdn dadas por el par de ecuaciones acopladas siguientes,

d d
E[A(t)] =—kp[A@] +kr [B(2)], T (Bl = kr [A(D)] - kr [B(2)]

Si kr << k¢ la primera ecuacion se reduce a
4 [AD] = —kr[AD]
dr -

y entonces se cumple que
(A(D)] = [A©)]e /!
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en la actualidad. Al respecto, en la literatura basicamente se encuentran dos vertientes. Por un lado,
aquella donde se siguen procedimientos analiticos y rigurosos para poder calcular su solucién en al-
gunos casos de interés. El estudio formal de este problema ha sido desarrollado principalmente por
David Holcman y Zeev Schuss en Israel [456,457], por Olivier Bénichou y Raphael Voituriez en Fran-
cia [388,389] y en Canadé por Michael J. Ward en colaboracién con varios investigadores alrededor
del mundo [390,391]. Sin embargo, si bien las expresiones que se obtienen son analiticas, a menudo
resultan inmanejables o calcularlas es muy tedioso. Por lo tanto, la otra vertiente ha consistido en
obtener expresiones concisas para varias de las situaciones que se observan en problemas parti-
culares mediante aproximaciones de grano gruesoy aprovechando las simetrias que puede exhibir
el sistema de estudio. En este sentido las contribuciones de Alexander M. Berezhkovskii, Vladimir
Yu. Zitserman junto con A. V. Barzykin y otros colaboradores en los Estados Unidos, han sido de
muchisima utilidad [392-394].

En otros estudios también se ha tratado de obtener la dependencia en el tiempo de la tasa de
arribo de particulas hacia una diminuta regién, k = k(t), encontrando que para tiempos largos se
recupera la férmula de Hill [395]. Asi pues, en los inicios del presente siglo la férmula de Hill fue uno
de los ingredientes principales para poder modelar el problema de la difusién de particulas entre
dos cavidades de forma arbitraria interconectadas por un tubo. Antes de mencionar ese problema,
en la siguiente seccién abordaremos un poco mads acerca del problema del tiempo promedio de
sobrevivencia dentro de una regién o intervalo.

3.4.2 El tiempo promedio del primer arribo a un cierto dominio

Alapar del desarrollo de los estudios formales de las caminatas aleatorias durante el siglo XX, surgié
el estudio del tiempo promedio del primer arribo a un cierto dominio, que trata de dar respuesta a la
interrogante: Si inicialmente un caminante al azar se halla en la posicién ry al instante ¢ = 0, ;cudl
es la probabilidad de que el caminate llegue por primera vez a un sitio r dado al instante #? En otras
palabras, ;cudl es la probabilidad de que una particula que difunde esté ocupando el lugar r al tiem-
po t. Evidentemente, en muchos casos, la respuesta a esta pregunta no es simple y depende en gran
medida de las condiciones a las cuales se da por terminada una caminata al azar o de las condicio-
nes a la frontera para el proceso difusivo. Aqui usaremos como sinénimos los términos caminante
al azar y particula que difunde, pues aunque epistemolégicamente son diferentes, esencialmente
tienen las mismas propiedades estadisticas para tiempos largos.

Los fenémenos de primera llegada juegan un papel crucial dentro de los procesos estocdsticos
y pueden servir para modelar muchas situaciones en diferentes contextos, tanto de la fisica, la qui-
mica, la biologia y hasta de las ciencias sociales. El tiempo promedio del primer arribo se halla ex-
tensamente estudiado en las referencias [396,397], donde ademads se proporcionan varios ejemplos
ilustrativos.

La idea de que una particula que difunde dentro de un dominio puede llegar a desaparecer o
ser aniquilada si alcanza un lugar especifico, llamémosle £, se puede entender si en ese lugar la
particula sufre una tranformacién (por ejemplo, a través de una reaccién quimica) o bien es trans-
locada hacia otra regi6n distinta (en el caso cuando la particula pasa de una regién a otra cuando
éstas se encuentran conectadas por un diminuto orificio). En ambos casos, la region &% se puede
concebir matemdéticamente como una frontera absorbente o incluso, parcialmente absorbente. En
este sentido, el problema mds sencillo que se puede plantear es cuando la particula difunde sobre
un segmento de recta donde al menos uno de sus extremos es absorbente. Al respecto, algunas pre-
guntas interesantes serian jcudl es la probabilidad de que la particula que difunde no alcance las
fronteras absorbentes al tiempo #? A esta probabilidad se le conoce como probabilidad de sobrevi-
vencia, S(t|xp), donde xj es la posicion inicial de la particula dentro de un intervalo. Una pregunta
mads es: jcudl es el tiempo en promedio que transcurre hasta que una particula que difunde alcance
su destino como funcién de su punto de partida inicial? A este tiempo es al que se le llama tiempo
promedio del primer arribo, T(xp). Los primeros estudios de estos temas junto con sus distribucio-
nes de probabilidad fueron realizados por Elliot Montroll y George H. Weiss en 1965 [398] y por
Michael E. Fischer en 1984 [399].
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Como la probabilidad de sobrevivencia dentro de un intervalo satisface una ecuacién de difu-

sién [400,401],
2

0 0
as(tlxo) =D0@S(t|x0) (3.7

durante el tiltimo cuarto del siglo pasado varios investigadores, entre ellos Daniel T. Gillespie, Geor-
ge H. Weiss y Attila Szabo se dieron a la tarea de vincular el tiempo del primer arribo con las reac-
ciones quimicas controladas por difusién [402-406]. En dichos problemas los reactantes difunden
hasta que reaccionan y son transformados justo en una de las fronteras absorbentes del sistema.
Por sencillez, en estos problemas la difusién de reactantes se consider6 a lo largo de una linea.

Al integrar la ecuacion (3.7) en el tiempo desde ¢ = 0 (cuando los reactantes estdn dentro del
intervaloy por lo tanto su probabilidad de sobrevivencia es 1) y hasta t — oo (cuando eventualmente
los reactantes han alcanzado la frontera absorbente y por lo tanto al ser removidos del sistema su
probabilidad de sobrevivencia es 0), se puede encontrar que el tiempo promedio en que ocurren las
reacciones por vez primera en estos modelos estd gobernado por la ecuacién

2

—T(x) =—

(3.8)
0x3

Do
donde la probabilidad de sobrevivir en todo el intervalo de tiempo es precisamente el tiempo pro-
medo de sobrevivencia,

T(x0) :/OOS(tlxo)dt
0

La ecuacion (3.8) debe resolverse imponiendo algunas de las condiciones a la frontera siguientes,
[400,401,407].

= Frontera absorbente: es aquella capaz de remover del sistema cualquier particula que entre en
contacto con ella, por lo que la concentracién de particulas en la frontera, ubicada en x = f,
es igual a cero a todo tiempo; asi, el tiempo de sobrevivencia cumple

7(xo) ‘x:f -0 3.9)

= Frontera reflejante: es aquella en la que, al entrar en contacto con las particulas, éstas sufren
un cambio de direccién; es decir, el flujo de particulas a través de ellas es cero, por lo que

0
Er(xo)‘x:f -0 (3.10)

= Frontera parcialmente absorbente: es aquella que s6lo deja pasar un porcentaje de particulas
del total que entra en contacto con ella. La eficiencia con la cual la frontera deja pasar a las
particulas es una constante de proporcionalidad, k. Esta condicién se denota como

% ) () (3.11)
—1(x =—1(x .
0)60 0 x=f Do 0
Puede verse que las dos condiciones anteriores son casos particulares de esta tltima, pues se
obtienen haciendo x — co y k¥ = 0, respectivamente.

El uso de condiciones parcialmente absorbentes estd relacionado con la técnica denominada
homogenizacion de las fronteras, y que tiene como objetivo reducir draméticamente la compleji-
dad de los problemas originales, pues sistemas en dos o en tres dimensiones pueden ser tratados,
hasta donde es posible, como problemas unidimensionales [408]. Hay varios casos donde esto es
plausible, sobretodo cuando el sistema sujeto de estudio posee simetria axial. Por ejemplo, Sergey
M. Bezrukov et al. en el afio 2000 estudiaron las fluctuaciones en el niimero de particulas que se
encontraban en un canal cilindrico de radio r que conectaba dos reservorios. Constataron analitica
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y numéricamente que los resultados de la reduccién a un problema unidimensional estaba en gran
acuerdo con los resultados esperados del problema original tridimensional para tiempos del orden
de r2/ Dy [412]. Posteriormente un estudio similar se realizé, con resultados igualmente satisfacto-
rios, considerando la presencia de un sitio de unién dentro del canal [409].

El estudio del tiempo promedio del primer arribo a un cierto dominio ha servido para entender
el transporte a través de diferentes estructuras al menos en su aspecto dindmico; es decir, ha permi-
tido desentrafiar uno de los aspectos de la difusién en sistemas confinados en geometrias comple-
jas que es averiguar cudnto tiempo le tomaré en promedio a un sistema alcanzar el equilibrio o en
cuénto tiempo en promedio ocurrird un cierto evento por vez primera en su interior. En la siguiente
seccion se explica como con estas ideas se puede estudiar el tiempo de relajacion al equilibrio en el
problema de la difusién de particulas puntuales entre dos cavidades interconectadas por un tubo.
Los trabajos con este enfoque desde luego se siguen cultivando a la fecha, pero fueron animados
y dirigidos en sus inicios en el NIH de los Estados Unidos por R. Zwanzig y continuados por G. H.
Weiss, A. Szabo y A. M. Berezhkovskii.

3.4.3 La difusion entre dos reservorios interconectados por un canal

Uno de los problemas que despert6 el interés desde hace tiempo debido a su presencia recurrente
tanto en sistemas naturales como en artificiales, es el estudio de la difusién en sistemas formados
por grandes reservorios de forma arbitraria interconectados mediante regiones de menor tama-
fio. No estéd de sobra mencionar que algunos ejemplos de estos problemas son un canal biolégico
que conecta el citoplasma con el espacio extracelular, un sitio activo ubicado en una cavidad al in-
terior de una enzima, una vesicula endocitica conectada a un tibulo, una espina dendritica y su
cuello conectado al axén de una neurona, dos células interconectadas mediante uniones hendidu-
ra o prolongaciones del citoplasma (véase el inciso a) de la figura 3.5) o a través de un nanotubo
de carbono (véase el inciso b) de la figura 3.5). Por la forma de las fronteras del sistema, pronto se
constato6 que el problema carecia de solucién analitica practicamente para cualquier situacién. Sin
embargo, a principios de este siglo el panorama cambi6 radicalmente. En vez de tratar de resolver la
ecuacion de difusion se vio que era mds conveniente obtener la probabilidad de que las particulas
estuvieran en una determinada cavidad a un cierto tiempo con ayuda de propagadores. Gracias a
esta enorme simplificacién se pudo predecir el tiempo promedio en que las particulas llegan a una
region, lo cual es muy til para diferentes aplicaciones (por ejemplo para saber el tiempo promedio
en que una sustancia se liberard a partir de una microcdpsula o para conocer en una electroforesis
el tiempo en que una macromolécula seré purificada).
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El origen de este enfoque se remonta a 1991, cuando Huan-Xiang Zhou y Robert Zwanzig se
dieron cuenta de que la probabilidad de sobrevivencia de una particula dentro de una cavidad con
un pequeno orificio decae exponencialmente con el tiempo, lo que indicaba que el proceso estaba
controlado por una barrera entrépica en vez de una barrera energética [386]. Este hecho significaba
ademads que la probabilidad de sobrevivencia obedecia una ecuacion diferencial como la que siguen
las reacciones quimicas, resultado que fue demostrado hasta 2002 por Igor V. Grigoriev ef al. [410].
Ademds, notaron que la constante de velocidad con la que las particulas llegan por vez primera
desde una cavidad a un diminuto orificio estd dada por la férmula de Hill, la ecuacién (3.6).

En 2003, el grupo del NIH estudi6 la cinética de equilibrio de las particulas que difunden entre
dos cdmaras de forma arbitraria y de volimenes V; y V, interconectadas por un canal cilindrico
mediante la técnica de los propagadores [411]. Los propagadores G;;(f) representan la densidad
de probabilidad de encontrar al tiempo ¢ a una particula en la cavidad i dado que inicialmente se
encontraba en la cavidad j. Si el volumen del canal, V;;, es muchisimo menor que el volumen de
cada una de las cavidades, entonces el modelo que se analiza es equivalente al de un sistema de
dos estados (los dos estados representan estar en una u otra cavidad). Con este modelo fue posible
definir una funcién de relajacién R; (1), la cual indica como la concentracion de particulas en cada
cavidad llega al equilibrio. Por ejemplo, si inicialmente todas las particulas se encuentran dentro del
recinto 1 tenemos que

G (1) - P{1 Go1 (1) -1
Ry () = ———, Ry (1) = ——— (3.12)
donde
P 1im Gri(f) = — i=12c 3.13)
j t—o0 Ji V1+V2+VC’ " '

y que representa la concentracion de particulas en cada reservorio en el equilibrio.
La ecuacion (3.12) permiti6 calcular el tiempo de relajacién promedio de las particulas en cada
una de las cavidades i de acuerdo con

(t;) =f Ri(n)dt, i=1,2 (3.14)
0

Como la ecuacidn (3.14) da toda la informacién que se requiere para caracterizar la evolucién
del sistema, el paso clave del trabajo [411] fue encontrar las expresiones de los propagadores G;; (1),
que en su turno sirven para determinar a las funciones de relajacién de acuerdo con la expresién
(3.12). Sobre esto hablaremos en el siguiente capitulo.

Posteriormente, el formalismo anterior aplicado a una cavidad conectada a un tubo fue usado
en 2004 para modelar la cinética del reciclado de los receptores durante la endocitosis, encontrando
un tiempo promedio de relajacién de hasta 90 minutos [316]. La consecuencia de este resultado es
que pudo explicar convincentemente el hecho de que luego de los 10 minutos que tarda la célula en
reciclar los receptores la mayoria de los ligandos estdn dentro de la vesicula y no en los tubos. En el
siguiente capitulo se trata este problema con mayor detalle.

A partir de entonces se contaba con una técnica que abordaba el problema de la difusién en
geometrias complejas como el estudio de la difusién entre cavidades interconectadas por un canal.
Ademds, haciendo a un lado la idea de querer averiguar cudl es exactamente la concentracién en un
punto arbitrario de un sistema en cualquier instante, y s6lo tomando en cuenta la concentracién
en cada una de las regiones implicadas, se pudo obtener el tiempo de relajacién y la concentraciéon
en cada uno de los reservorios como funcién del tiempo. Esta nueva teoria abre nuevos horizontes
y perspectivas en el estudio de los procesos de difusién en geometrias complejas que pueden tener
aplicaciones en varias disciplinas.

3.4.4 La difusion en sistemas cuasi-unidimensionales

Tradicionalmente se ha estudiado el transporte por difusién en sistemas confinados por medio de
métodos numéricos [414]. Sin embargo, la utilidad de un modelo teérico s6lidamente justificado,
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que permita simplificar el esquema de solucién y obtener expresiones analiticas para muchos ca-
sos de interés, ha alentado numerosos esfuerzos recientemente. La principal linea de investigacién
al respecto consiste en simplificar la descripcion de estos sistemas mediante una reduccién dimen-
sional efectiva del problema; es decir, tratar de encontrar si existe una ecuaciéon de evolucién que
dependa directamente de cantidades unidimensionales y que sea de alguna manera equivalente al
problema original, véase la figura 3.6. Muy a menudo es la direccién longitudinal la que resulta de
mayor atencion en varios sistemas cuasi-unidimensionales, como en el transporte a través de ca-
nales i6nicos o en la separacién fisica de mezclas usando zeolitas u otras cribas moleculares donde
algun eje coordenado puede coincidir con el eje de simetria del canal.

El primer resultado notable en este tema fue la ecuacién que obtuvo, mediante un razonamien-
to heuristico, Merkel H. Jacobs (1884-1974) en 1935, quien public6 inicialmente sus ideas en una
primera edicién en alemdan y en inglés hasta 1967 [91]. Su ecuacién actualmente se conoce como la
ecuacion de Fick- Jacobs, a saber
0 c(x,1)

ic(x )= D iw(x)—
ar 7 T 0%y ox w(x)

(3.15)

donde c(x, t) representa la concentracién lineal efectiva de las particulas y w(x) la seccién trans-
versal de un canal. Si se define la concentracién C en el canal como la razén entre la concentraciéon
lineal y el ancho del canal, C = c¢(x, )/ w(x), la ecuacién (3.15) es la misma ecuacién que la propues-
ta por Fick a mediados del siglo XIX. Para notarlo, solo basta desarrollar la ecuacién (3.15) comparar
el resultado con la ecuacién (3.3).

Alaecuacion (3.15) sele denomina de Fick-Jacobs porque Jacobs a diferencia de Fick proporcio-
na en su texto el modo de demostrarla y la encasilla dentro del tema de la difusiéon unidimensional
en sistemas con dos fronteras abiertas colocadas en extremos opuestos del sistema; es decir, cana-
les. En 1958 Clifford S. Patlak también lleg6 a esa misma ecuacién estudiando la difusién a través
de tubos de seccién transversal variable [415]. Podemos decir ademads que la ecuacién (3.15) apa-
rece como parte de los razonamientos y deducciones en un trabajo relacionado con el estudio del
movimiento browniano sobre una esfera realizado por P. H. Roberts y H. D. Ursell y publicado en
1960 [416].

En 1992 Zwanzig dedujo formalmente la expresién de Jacobs usando una analogia con la ecua-
cién de Smoluchowski [92]. Zwanzig ademds retomo el concepto de barrera entrépica asociado con
la forma del canal donde ocurre la difusién. Probablemente ese término esté inspirado en los traba-
jos sobre la cinética de las reacciones quimicas donde la transicién ocurre luego de que los reactan-
tes cruzan una barrera energética. Los trabajos pioneros en ese campo los llevaron a cabo Hendrik
A. Kramers, Henry Eyring (1901-1981) y Michael Polanyi (1891-1976) [417].

A Zwanzig también se le ocurrié proyectar un problema de difusién en dos o tres dimensiones
a un problema en una sola dimensién usando pequefas desviaciones a la concentracién y asi ob-
tener las correcciones a la ecuacion de Fick-Jacobs en forma de un coeficiente de difusién efectivo
dependiente de la posicidn, D(x). La ecuacion que dedujo Zwanzig tiene la forma
0 c(x, 1)

0 0
ac(x, t) = aD(x)w(x)a 0

(3.16)

Se le atribuye también a Zwanzig las primeras propuestas para estimar los coeficientes de difu-
sién efectivos. Sin embargo, se vio después que éstos, si bien mejoraban la aproximacién de Fick-
Jacobs, no se ajustaban debidamente a los resultados obtenidos mediante simulaciones numéricas.
Por lo tanto, al inicio de este siglo, varios autores se dieron a la tarea de deducir la forma funcional
de nuevos y mejores coeficientes de difusién para explotar la ventaja intrinseca de los modelos uni-
dimensionales. Una de estas ventajas es que las condiciones a la frontera de un canal se reducen
solamente a especificar los flujos en su entrada y salida3. Lo anterior significa que entonces se pue-
de estudiar la difusién en un canal de seccién transversal variable como un problema de difusién

3Las condiciones a la frontera que puede satisfacer la concentracién unidimensional efectiva c(x, £) son las mismas que
las que cumple el tiempo promedio del primer arribo y que se describieron previamente.
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Canales en dos
dimensiones
(2d)

Canales en tres
dimensiones
(34)
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, de difusién en una linea. Cuan-
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D(x) de difusién dependiente de la
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sobre una linea y por ende, el célculo del tiempo promedio en que las particulas transitan por un
canal se obtendria al resolver la ecuacién

1 9 D 9 =-1 3.17
W) 9% (W w(x) 6xr(x) = (3.17)
que es una versiéon modificada de la expresion (3.8) de acuerdo con la ecuacién (3.16). Sin embargo,
hay que destacar que la reduccién dimensional efectiva sélo se justifica cuando las estructuras por
donde ocurre la difusién no tengan cambios abruptos en su forma; esto es, cuando (d/dx) w(x) =
w'(x) < 1.

En 2001, David Reguera y José Miguel Rubi en el marco de la termodindmica fuera del equilibrio
de sistemas mesosc6picos obtuvieron, usando argumentos heuristicos, un coeficiente de difusién
efectivo dependiente de la posicién que mejoraba las propuestas pioneras de Zwanzig tanto para ca-
nales bidimensionales como tridimensionales [93,426]. Més tarde, entre 2005 y 2008, Pavol Kalinay
y Jerome K. Percus establecieron un método matemadtico mediante el cual obtuvieron las expresio-
nes que, a la fecha, aparentan ser las mejores para sistemas confinados en recintos con geometrias
simétricas con respecto al eje del canal [94, 95,427, 428]. Todavia a la fecha se siguen probando y
validando esas expresiones en diversos sistemas en dos y en tres dimensiones mediante simula-
ciones computacionales de dindmicas brownianas ante la dificultad incluso hoy en dia de realizar
experimentos [96, 429]. En esta tesis dirigiremos nuestra atencién en especial hacia los sistemas
bidimensionales.

El estudio de la difusién efectiva también puede extenderse al estudio de la difusién a través de
potenciales periédicos; esto es, cuando se tienen canales cuya forma contiene motivos que se repi-
ten regularmente. El primer estudio de la difusién a través de potenciales periédicos fue realizado
por Shneior Lifson (1914-2001) y Julius L. Jackson (1924-1974) [418], y luego por R. Festa et al. [419],
y el mismo Zwanzig [420,421]; incluso hoy en dia es un tema de investigacién que se desarrolla ac-
tivamente. Algunos de los estudios actuales han afiadido la presencia de una fuerza externa ya sea
colocada transversal o longitudinalmente con respecto al eje del canal (que puede usarse para mo-
delar el paso de sustancias a través de medios mesoporosos como los usados en la cromatografia
o en la electroforesis); y también se ha tratado de estudiar la difusién en presencia de obstdculos
dispuestos regularmente como un problema de difusién a lo largo de un potencial entrépico pe-
riédico. Las propiedades y algunas soluciones numeéricas a ese problema se han estudiado muy
recientemente por diferentes grupos en el mundo. En Alemania el grupo més importante est4 con-
formado por Peter Hianggi, Gerhard Schmid y Lutz Schimansky-Geier [422-425], en Espafia por José
Miguel Rubi y David Reguera, mientras que en China laboran asiduamente Bao-quon Ai y Feng-guo
Liy en Italia Fabio Marchesoni.



44 Historia del estudio de la difusion en sistemas confinados

Por otra parte, en los tltimos 3 afios también se han llegado a proponer coeficientes de difusién
efectivos para estudiar la difusién en canales asimétricos; es decir, aquellos que aparte de tener
una seccién transversal variable su linea media dibuja una linea curvilinea. En este sentido, uno
de los motivos de esta tesis es obtener un coeficiente de difusién que pueda usarse para canales
asimétricos y que mejore las propuestas pioneras de M. R. Bradley de 2009 [430], y la de A. Szabo y
A. M. Berezhkovskii de 2011 [431].



La difusion en geometrias irregulares

En el capitulo 2 se describieron algunos sistemas donde los procesos de difusién pueden ocurrir en
el interior de regiones con morfologias cuasi-unidimensionales, mientras que en la dltima seccién
del capitulo 3 se present6 el desarrollo histérico de los estudios de la difusién con especial atencién
alos sistemas confinados. En este capitulo se presentan con mayor detalle una seleccién ad hoc de
los trabajos que a principios de este siglo desencadenaron una serie de esfuerzos por tratar de eluci-
dar cémo es la difusién en sistemas confinados dentro de regiones de formas irregulares mediante
herramientas analiticas. Los avances de los que hablamos no tuvieron que ver con el desarrollo de
nuevas técnicas matemadticas o computacionales para la obtencién de la solucién explicita de la
ecuacion de difusiéon propiamente dicha. Mds bien, estan relacionados con la obtencién de infor-
macioén util para comprender algunos de los aspectos mds generales de los procesos de difusion,
como son: 1) Dado que una particula difunde por un medio a través de regiones claramente dife-
renciadas, ;cudl es la probabilidad de que en un cierto tiempo la particula se encuentre en una u
otraregién? O bien, ;cudnto tiempo tarda el sistema en alcanzar el equilibrio? 2) Dado que una par-
ticula difunde en un cierto dominio, jcudnto tiempo tarda en promedio en abandonar la regién en
cuestion o en ser removida del sistema? En otras palabras ;cudl es la probabilidad de sobrevivencia
de la particula en una region?

El interés por responder acertadamente a esas preguntas condujo al desarrollo de los métodos
que se exponen en este capitulo. Por un lado estd la conceptualizacién de un dominio irregular co-
mo una regién formada por uno o dos grandes reservorios interconectados por un diminuto canal.
De esto tratan las dos primeras secciones. Bajo ciertas condiciones este problema puede reducirse
al estudio de la difusion a través de un canal, lo que es esencialmente el objetivo de esta tesis y que se
desarrolla detenidamente en capitulos posteriores. Muy a menudo no se puede resolver la ecuacion
de difusién para las condiciones iniciales y de la frontera que se presentan en muchas aplicaciones;
adn asi, es posible averiguar el tiempo en promedio que dura un cierto proceso difusivo. De esto
trata la seccion final de este capitulo donde se obtiene el tiempo promedio que pasa una particula
que difunde en el interior de una regién, y que se fundamenta en la teoria del tiempo del primer
arribo.

4.1 | Difusion entre dos cavidades interconectadas por un canal

Tratar de encontrar la solucién a la ecuacién de difusién en una regién como la que se muestra
en la figura 4.1 es una tarea impracticable. En esta seccién se describe el procedimiento mediante
el cual el problema de la difusién en geometrias complejas, en cierto modo, puede simplificarse
como el estudio de la difusién entre dos cavidades interconectadas por un tubo [411]. Para ello se
requiere del uso de propagadores. Los propagadores indican la probabilidad de que las particulas

45
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Figura 4.1: Representaciéon de
un sistema formado por dos ca-
vidades de volimenes V1 y Vo
interconectadas por un tubo de
longitud Ly aberturas de radios

ryra.

a un cierto tiempo se encuentren en alguna de las regiones que constituyen al sistema. El método
de los propagadores tiene la bondad de que para conocer la evolucién temporal del sistema sélo es
necesario obtener la transformada de Laplace de los flujos a través del canal. Es decir, de manera
natural el problema de la difusién en geometrias complejas nos lleva al estudio de la difusién a
través de canales.

4.1.1 Definicion del problema y propiedades basicas

Cosideraremos que en el interior de una regién formada por dos grandes cavidades de volimenes
V1 y V», interconectados por un canal de volumen V, ver la figura 4.1, ocurre un proceso de difusion.
Las constantes de difusién son Dy, D, y D, para las cavidades 1, 2 y el canal, respectivamente. El
canal tiene longitud L y se encuentra alineado a lo largo del eje coordenado x. Las paredes que
revisten el volumen total del sistema son completamente impenetrables. La forma del canal puede
ser arbitraria. El caso de un canal cilindrico que interconecta dos cavidades fue resuelto en 2003
[411], mientras que el caso cuando el canal es conico se resolvié hace un par de afios [432].

Introducimos ahora la técnica de los propagadores. Un propagador, G;;(f), se define como la
probabilidad de que una particula esté en la cavidad i al instante ¢ = 0 y posteriormente se encuen-
tre, al tiempo ¢, en la cavidad j. Para tiempos muy largos es razonable pensar que el sistema alcanza
el equilibrio, lo que significa que las particulas que difunden se encontrardn uniformemente distri-
buidas en todo el volumen. Entonces, la probabilidad de encontrar a una particula en cada una de
las cavidades, j, en el equilibrio estd dada por

V.
P = lim Gj;(1) = /

TR T =1,2,¢ 4.1
J -0 M+ +V, J @1

A su vez, los propagadores pueden escribirse en términos de una funcion de relajacion, R;;(1), la
cual indica como se llega al equilibrio en cada una de las cavidades j a medida que transcurre el
tiempo, por lo que si una particula se encuentra a t = 0 en V; se cumple, como ya se habia visto en
una seccién del capitulo anterior,

Gll(t)—Pfq G21(t)—P§q
R0 = W; Rou(t)= ———— (4.2)
Observe que como todas las particulas inicialmente se hallan en la cavidad 1, entonces G;;(0) = 1
y por lo tanto Rj;(0) = 1, y que G2 (0) = 0 por lo que Ry (0) = 1; es decir, la funcién de relajacién en
ambos casos es 1 y a medida que avanza el tiempo ésta disminuye hasta hacerse cero, por lo que
es claro que la imagen de R;;(¢) es [0, 1]. Es més usual encontrar en la literatura especializada a los

propagadores en términos de las funciones de relajacién

Gu () =P+ [1-P{T R (1), Go1(1) = P, [1 - Ry (1)) (4.3)
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Figura 4.2: Explicacién de los
términos del lado derecho de la
ecuacién (4.5). a) Trayectorias
que abandonan Vj al tiempo t.
b) Trayectorias que abandonan
V1 al tiempo { y que posterior-
mente regresan a V] a un tiem-
\\ v, po t sin haber entrado en V5. c)
\ Trayectorias que traslocan des-
~ de V5 hacia V] aun tiempo ¢.

Para calcular R; (1) es necesario introducir funciones que describan los flujos de las particulas
que escapan desde los dos extremos del canal al tiempo ¢, con la condicién de que las particulas
hayan entrado al canal desde la cavidad i al instante ¢ = 0, donde i = 1, 2. Estos flujos son producidos
por las trayectorias de las particulas que salen del canal por primera vez al tiempo ¢, por lo que hay
dos direcciones para ellas, la de traslocacién (donde las particulas pasan de una a otra cavidad y por
lo tanto acaban en el interior de una cavidad diferente de la que partieron) y la de regreso (donde
las particulas terminen dentro de la cavidad de donde originalmente partieron). Asi, el flujo debido
ala traslocacion de particulas desde la cavidad i se denotard mediante f;; ; (), mientras que el flujo
debido a su regreso como f; ;(t). La integral de estos flujos da la probabilidad de translocacién y de
regreso hacia la cavidad correspondiente

o0 o0
Ptr,iZfO fui(®dt Py :[) fri(Ddt, i=12 (4.4)

Mais adelante se indica como obtener estos flujos. Mientras tanto, nuestra atencién se enfoca en el
par de ecuaciones no-Markovianas integro-diferenciales que los propagadores satisfacen,

d t t
G = kG +hy fo F(t—OGL QAL + ke fo fua(t=0Ga Q¢ 4.5)
d t t
G () = kG (0 + Ko fo fralt— QG Qdl + Ky fo for(t=0GuQdC 4.6)

que pueden resolverse con las condiciones iniciales dadas por G;;(0) = 1y Gz;(0) = 0, suponien-
do que todas las particulas inicialmente se encontraban dentro de la cavidad 1. Las constantes k;,
i = 1,2, son las constantes de velocidad con la que las particulas llegan desde la cavidad i hacia la
abertura correspondiente del canal de acuerdo con la férmula de Hill, ecuacién (3.6),
ki = 4ri—[)i, i=1,2 4.7
Vi
Vamos a explicar ahora el significado fisico de cada uno de los términos del lado derecho de la
expresion (4.5). El primer término toma en cuenta todas las trayectorias que abandonan la cavidad
1 al tiempo ¢, ver la figura 4.2(a). El segundo contabiliza aquellas trayectorias que abandonan la
cavidad 1 a un tiempo { < t y que posteriormente regresan a misma la cavidad a un tiempo ¢ sin
haber entrado ala cavidad 2, ver la figura 4.2(b). El tercer término cuenta las trayectorias que entran
al tubo desde la cavidad 2 a un tiempo { < t, pasan un tiempo ¢ —{ dentro del canal, y posterior-
mente lo abandonan incursionando en la cavidad 1 al tiempo ¢, figura 4.2(c). De manera anéloga se
determinan los términos del lado derecho de la ecuacién para dGo; /dt.
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4.1.2 La solucion del método de los propagadores

Para hallar la expresion de los propagadores G;;(f) y asi poder saber cudl es la probabilidad de que
al tiempo ¢ las particulas se encuentren en una u otra cavidad, se usa la transformada de Laplace
de las ecuaciones (4.5) y (4.6). La transformada de Laplace de una funcién h(x) se deifine como
h(s) = [3° e~S'h(t)dt. Se encuentra asi un sistema lineal de ecuaciones

sG(s) =1 = —kiG11(8)+ ki1 fr1G11(8) + ko fir2G21 ()

5G21(5) ~koG21(8) + Kz fr,2G21 (8) + Ky fir,1 G ()

cuya solucién puede demostrarse que es

Guls) = A(s)‘lx{s+k2[1—ﬁ,2(s)]} 4.8)

Gor(s) A x ko fea (9} (4.9)
donde § § § §
A ={s+ ki [1= 1 @]} x {s+ ko [1= Fra(®)] |~ Krko fiua (9 fra(9)

Usando las probabilidades en el equilibrio dadas por (4.23) se puede encontrar la transformada
de las funciones de relajacion,

Gir(s)—1c®a

Ri(s) = —s—
1=

) i=1,2 (4.10)
donde 6;; es una delta de Kronecker. Estas expresiones sirven para calcular el tiempo de relajacién
promedio del sistema, (f;),

(t;) =f Ri(t)dt =R (0), i=1,2 (4.11)
0

Las ecuaciones (4.10) y (4.11) nos dan toda la informacién que requerimos para caracterizar la
evolucién del sistema. Hay que destacar que el método de los propagadores también puede usarse
para modelar un sistema formado por una sola cavidad conectada a un tubo, tal y como se ilustrara
mds adelante.

Las limitaciones del método de los propagadores son, en primer lugar, que los voltimenes de las
cavidades deben ser muchisimo mayores que el volumen del canal, V3, V, > V,, para garantizar que
el modelo sigue una cinética de primer orden dada por la transicién entre dos estados representa-
dos por las cavidades V; y V. Otra limitacién es que exige el conocimiento de la transformada de
los flujos a través del canal. Para determinar estos flujos es necesario averiguar cémo cambia la con-
centraciéon de particulas en el espacio a medida que transcurre el tiempo; es decir, se debe resolver
la primera ley de Fick dentro del canal.

En lo que sigue, vamos a suponer que la concentracién de particulas en el canal es una funcién
que solo depende de la coordenada x y del tiempo, c(x, t), y que se satisface la ecuaciéon de difusiéon

g (x,)=D > (x,1) (4.12)

—c(x,t) =D, — c(x, .

ot “ox2
Para resolver esta ecuacion, en las aberturas del canal ubicadas en x = 0 y en x = L se imponen
las condiciones de frontera Robin, las cuales también suelen denominarse como condiciones de
frontera radiativas o de paredes parcialmente absorbentes,

0 0
D.—c(x,1) =x71¢(0,1) D.—c(x,1) =—xoc(L, 1) (4.13)
0x x=0 0x x=L
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donde x; =4D;/nr;, es la constante que caracteriza el nimero de particulas que salen por el canal
hacia el volumen i = 1,2 [412]. Estas condiciones se usan para obtener la transformada de Laplace
de los flujos a través del canal de acuerdo con la condicién inicial que indica que inicialmente una
particula parte de la posicion xo, la cual se denota por ¢(x, s|xp). Asi, la transformada de los flujos de
translocacion y de regreso hacia las dos cavidades que se requieren en (4.10) son [411],

fir(9)  =x1E(0,5/0) fir1(s)  =%x28(L, 510)
(4.14)
fra(s) =x28(L,sIL) fu2(s) =x18(0,5s/0)

Notese como la transformada de la funcién de relajacién (4.10) contiene la informacién de la
geometria del sistema y las constantes de difusién. En resumen, con el método de los propagado-
res que acaba de describirse se puede trasladar el problema de la difusién en algunas geometrias
complejas al estudio de la difusién a través de canales usando la transformada de Laplace. En el
siguiente apartado se da la solucién al caso mds simple, el de un canal cilindrico, en tanto que en el
siguiente capitulo se presenta el modo de estudiar la difusién a través de canales de seccién trans-
versal variable, lo que muy a menudo es la regla en la naturaleza. Posteriormente, en este mismo
capitulo se presenta el caso de una cavidad conectada a un tubo.

4.1.3 Los flujos a través de un canal cilindrico

Vamos a dedicar este espacio para calcular los flujos de regreso y de translocacién a través de un
canal cilindrico de radio r ylongitud L que conecta dos reservorio con las caracteristicas dadas con
anterioridad, ver la figura 4.3. Supongamos que se cumple la ecuacién de difusién en el interior del
canal y que la condicién inicial es que al instante ¢ = 0 la particula que difunde se encuentra en el
interior del tubo justo en x € [0, L].

Para resolver la ecuacién de difusién se elige el método de la transformada de Laplace para
poder aprovechar las expresiones encontradas en la seccién anterior. Al tomar la transformada de
(4.12) se halla

$¢(x,8) —8(x — x9) = D" (x, 9) (4.15)

y que se resuelve como

[e SIDex _ ¢y e~ VSIDeX | @ para 0 < x < xo,
Gt 5) = (4.16)

[e\/s/Dc(fo) _ wcﬂeﬂ/s/DE(fo)

VY paraxp<x=<L.

donde al hacer uso de las condiciones (4.13) y sendas expresiones de (4.16) se obtiene el valor de las
constantes ¢cil Y Ycil,

K1 —VSD, Ko —vSD, o 4D;

o= , =" K , i=1,2
P K1+ vSD, Vet K2+ vSD. "oar
Con estos valores se puede reescribir (4.16) como
[\/SDC cosh(‘ /Dicx) +x1 sinh(, /Dicx)] Dl para 0 < x < Xxo,
Ceil (x, 8) = 4.17)

[\/S_Dccosh(\/ch(L— x)) + K2 sinh(\/DZE(L— x))] Y. paraxo<x<L.

donde las constantes @j y ¥ i, se determinan usando la condicién de continuidad en una vecindad

de xy, a saber
Xo+€ 1
=—— (4.18)

o/
Cc\X,S
I, =D
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Figura 4.3: Canal cilindrico de
longitud L y radio r que inter-
conecta a las cavidades de vold-
menes V] y V.

Si evaluamos esta condicién alrededor de xy = 0 obtenemos

MCosh(fL)+K231nh(\/7L) 1
W=

VDY cil(s) 4T Y

Yil(s) =/ sD¢ [(k1 +k2)] cosh(‘ | — ) +[sD. +Kk1k2] smh(, / DiL)
C [

Los flujos a través de un canal cilindrico desde la cavidad 1 quedan determinados entonces

i | VP (1 ) s 15

K2y SD¢

Y il (s)

D =

donde

Cll( ) —

(4.19)
el (s) =

En cambio, si se evalta (4.18) alrededor de xy = L pueden obtenerse los flujos desde la otra

cavidad,
urcél(s) __k \/sD CCOSh( )+1(1 Slnh( i)]
’ Yeil(s) V' D D,
(4.20)
el _kKyv sD.
tr, 2

Yil(s)

Como caso especial, si la constante de difusiéon es la misma tanto en las dos cavidades como en
el canal, digamos Dy, entonces k; = k2 y los flujos a través del canal son

AIOEFRIOES S G MICESMICES IO

Mais atn, si los volimenes de las cavidades son iguales, V; = V> y por consiguiente las constantes
de velocidad también, k; = k» = k, entonces las transformadas de Laplace de los propagadores se
reducen a

G (s)

A(s)™) x {s+k[1 f‘“l(s)]} @.21)

Ga(s) = A(s)‘lx{kf{iﬂ(s)} 4.22)
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donde
il 22zl o2
A ={s+k[1-F@]} - K7
Este fue uno de los resultados principales de la referencia [411] y que sirvi6 de motivacién para
resolver el caso cuando el canal que interconecta a las dos cavidades tiene seccién transversal va-

riable. Ese problema se trata en el siguiente capitulo, en este ahora pasaremos a describir el caso
cuando se tiene una sola cavidad conectada a un tubo.

4.2 | La difusion en una cavidad conectada a un tubo

El problema de la difusién en una cavidad esférica conectada a un tubo cilindrico fue resuelto en
2004 [316], ver la figura 4.5. Aqui reproducimos esos resultados con el afdn de enfatizar la utilidad
del método de los propagadores. El tubo o canal tiene longitud L, radio r, y en la posicién x = 0 se
conecta hacia la cavidad. La esfera tiene un volumen V'y constante de difusién Dy, ver la figura 4.4.

En este problema bastard con encontrar un solo propagador al que denotaremos mediante
Gyes (). El subindice ves alude al hecho de que este sistema se estudié para modelar el reciclado
de receptores durante la endocitosis, donde se forma una vesicula al interior de la célula a la que
luego se le fusiona un tibulo. Si V; es el volumen del canal, el valor del propagador a tiempos largos
es

P = lim Gyes(t) = (4.23)
t—o00

V+V,

Si las particulas inicialmente se encuentran dentro de la vesicula, Gyes(0) = 1, la funcién de rela-
jacion R(t) queda determinada por la relacion

Gues(1) = P¢U+[1-P*I| R(1) (4.24)

El propagador en este caso satisface una ecuacién no-Markoviana integro-diferencial,

t
% Gyes (1) = —kGyes (1) + kj(; Jrub (T =0 Gyes () d( (4.25)
donde la constante de velocidad de llegada de particulas hacia la abertura del tubo es k =4rDy/V'y
frub (2) es el flujo a través del tubo.

El primer término del lado derecho de la Gltima ecuacién cuenta las particulas que han abando-
nado la vesicula al tiempo ¢, mientras que el segundo las que han regresado en ese mismo tiempo.
Al tomar la transformada de Laplace de la expresion (4.25) se encuentra

SGves(S) -1= _kéves(s) + k];tub (s) Gves(s)

de donde se obtiene .

S+ k[l _ftub(s)]

Con la probabilidad en el equilibrio dada por (4.23) se puede encontrar la transformada de la
funcién de relajacion,

Gyes(8) = (4.26)

Gves(s) - %Peq
1-Pca
y de alli se puede hallar el tiempo de relajacién promedio del sistema del mismo modo en que se
obtuvo en la seccién previa.
Ahora se va a calcular el flujo a través del canal, fi,(#). Para ello se resuelve la ecuacién de
difusién sujeta a las condiciones de frontera que indican cémo es el flujo de particulas justo en los
extremos del canal. En x = L la pared del tubo es completamente reflejante,

R(s) = (4.27)

0
—c(x, t|0) =0 (4.28)
0x x=L
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Figura 4.4: Cavidad esférica de
volumen V' y constante de difu-
sién Dg conectada a un tubo ci-
lindrico de longitud L, radio r y
constante de difusién Dg.

mientras que la pared en x = 0 es parcialmente absorbente,
0 y
Do —c(x,t]0) =x¢(0,£]0) (4.29)
0x x=0

donde x =4Dq/r. El lado izquierdo de esta tltima ecuacién da el flujo de probabilidad de escape
desde el tibulo al tiempo ¢, por lo que fi,(f) = xc(0, £|0). Usamos enseguida la transformada de
Laplace de la ecuacion (4.12) con la condicién inicial que ubica a las particulas que difunden justo
ala entrada del tubo, en xp = 0. La ecuacion transformada tiene como solucién la expresion (4.16),
s6lo que en este caso el valor de las constantes serd otro debido a que en uno de los extremos del ca-
nal se ha cambiado la condicién a la frontera de pared parcialmente absorbente a pared totalmente
reflejante, asi obtenemos

O] para 0 < x < xo,

Crub (X, 8) = (4.30)
[e\/s/Dc(L—x) ~ Wb o~ V3Dc(Ll-0)

[e\/s/Dcx _ (Ptub e $/D¢x

VY paraxp<x<L.

Con las condiciones (4.28)-(4.29) se obtiene el valor de las constantes ¢y, V Wb,

K—v$D. 4Dy
=, :—1, K=—
brub K+ /3D, Ytub r

y ahora se reescribe la solucién (4.30) como

D p X \/ﬁcosh(\/DICx)+Ksinh(\/chx)] para 0 < x < Xy,
fars) = (4.31)
Wiub x cosh (\/DIC(L— x)) para xo < x < L.

En efecto, al usar la condicién de continuidad alrededor de xy = 0 se obtiene

5D, cosh (L\/DIC)

wb ="+ 5

Y ($) ' Yub(8)

Yanb(S) =V sDcx cosh( iL) +sD, sinh( iL)
\ D, V D

Db =

donde
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Figura4.5: a) Micrografia de
una vesicula endocitica cuan-
do le empiezan a surgir dos td-
bulos. b) Modelo del endosoma
con dos tibulos anclados.

La transformada del flujo a través del tiibulo puede calcularse finalmente como

Kcosh(\/DICL) .
Kcosh(\/DICL) + \/s_DCsinh(\/DICL) ) K+ \/ﬁtanh(\/DICL)

En el siguiente apartado se muestra como con este resultado tiene una aplicacién prictica en
un problema de interés biolégico.

frub () = (4.32)

4.2.1 Modelo para la asimilaciéon de ligandos durante la endocitosis

Recordemos que durante la endocitosis una vez formada la vesicula endocitica, en el citoplasma
se le adhiere uno o varios tibulos, Cuando esto sucede la célula echa andar un mecanismo para
reciclar 6ptimamente los receptores y canalizar adecuadamente los ligandos asimilados, véase la
figura 4.5.

Con la expresion (4.32) se puede obtener el propagador para la vesicula endocitica en el espacio
de Laplace,
kx

K+ \/ﬁtanh(\/chL) }

y con este resultado se puede también calcular la funcién de relajacién del sistema dada por (4.27).
Si se hace un desarrollo en series de Taylor de f, (s) alrededor de s = 0y con los primeros términos
se puede llegar a

Gyes(s) = {s +k- (4.33)

; o ©)
R(0)=- = = (4.34)
27 O)[1- K]y 0]
donde )
o L . 2L KL
ft:lb(o) = _py ft,LIIb 0) = 3_1( (3 + D_C) (4.35)

Con ayuda de estas tltimas expresiones se obtiene finalmente R(0), que es el tiempo promedio de

relajacion del sistema [?],
(t >—( Ve L )(1+V6)_1 (4.36)
Y7 \4arDy 3D, % '

Bajo la hip6tesis de que los complejos ligando-receptor durante la formacién de la vesicula en-
docitica y hasta después de su disociacion sufren un proceso de difusiéon, podemos caracterizar el
tiempo promedio de relajacion del sistema usando los pardmetros que experimentalmente se han
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encontrado. Estos pardmetros son V =3 x 10713 cm3, r = 107% cm, siendo V = 0.7 Vya v por razo-
nes de simplicidad se hace Dy = D, = 10~7 cm?/s. Con ellos se obtiene un tiempo de relajacién de
alrededor de 50 minutos. Si V = 0.65 V) €l tiempo de relajacion aumenta hasta los 100 minutos. Se
sabe experimentalmente que el reciclado de receptores ocurre en casi 10 minutos, lo que significa,
de acuerdo con los resultados tedricos, que luego de ese tiempo la mayoria de los ligandos se en-
cuentran dentro de la vesicula y no en el tibulo; es decir, la célula puede aprovechar eficientemente
los ligandos mientras que recicla oportunamente a los receptores [316].

Al obtener una aproximacion sensata del tiempo que tarda en equilibrarse la concentracién de
ligandos en la vesicula endociticay en el tiibulo, se logré validar y promover el método de los propa-
gadores. Sin embargo, en la naturaleza la forma de los tibulos puede ser muy elaborada, o pueden
tener engrosamientos en algunas zonas [310, 311]. El estudio de la difusién en canales de seccién
transversal variable se revisa en el siguiente capitulo.

4.3 | El tiempo promedio de sobrevivencia dentro de una region

En muchas ocasiones no es factible resolver la ecuacién de difusién y atn asi, para fines de las
aplicaciones, se requiere saber el tiempo promedio en que las particulas que difunden alcanzan
ciertos objetivos de interés. Este tipo de problemas se tratan con el formalismo del tiempo promedio
de la primera llegada [433-435]. En esta seccion se deduce una expresion para calcular el tiempo de
sobrevivencia de una particula dentro de una regién con constante de difusién Dy y limitada por dos
extremos que pueden ser absorbentes, totalmente reflejantes o combinacién de éstos pero con al
menos un extremo absorbente. Usaremos para esta exposicion un sistema unidimensional, aunque
los resultados pueden generalizarse a sistemas en mds de una dimension.

La probabilidad de que una particula se encuentre en la posicién x de una regién de longitud L al
tiempo ¢ cuando inicialmente se encontraba en la posicién xq € (0, L) se denota como p(x, t|xp). La
region puede pensarse como un canal unidimensional. Debido a que el desplazamiento cuadratico
medio de un caminante al azar es igual a cero, se puede inferir que la posicién de las particulas con
respecto a un origen es simétrica. Ademads, debe cumplirse la ecuacién de difusién con la derivada
temporal respecto al punto de inicio xp que puede ser arbitrario pero fijo, conocida como ecuacion
hacia atrds (backward equation en inglés) [?],

i (x tIx)—Da—2 (x, t|x0) (4.37)
mp, O_OOxgp’ 0 .

Para la deduccién, supondremos que los extremos del canal localizados en x = 0 y x = L son absor-
bentes de modo que, al ser alcanzados por las particulas éstas son removidas del sistema, ya sea por
absorcién o por alguna transformacién. Para calcular la probabilidad de sobrevivencia se integra
(4.37) con respecto a x en todo lo largo del canal, obteniendo

9 Stt1x0) = Doy S(11x0) (4.38)
ar” T T 0,2 '

donde se ha definido a

L
S(t|xp) :f p(x, tlxg)dx (4.39)
0

como la probabilidad de sobrevivencia, o bien, la probabilidad de estar en cualquier parte dentro
del canal al tiempo ¢. Ahora, para obtener la ecuacion diferencial que obedece el tiempo promedio
de sobrevivencia se integra la ecuacién (4.38) con respecto del tiempo,

0o 2 0o
f dS(t|xp) ZDoa—zf S(tlxg)dt (4.40)
0 0x5 Jo
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donde la integral del lado derecho es precisamente el tiempo de sobrevivencia, de ahora en adelante

denotado por 7(xp), asi
2

) 0
S(tlxo) o =D0%T(xo) (4.41)
Para evaluar el lado izquierdo de (4.41) tenemos que conocer los valores que toma S(¢|xp) al tiempo
inicial y a tiempos muy largos. Como al inicio del proceso la particula se encontraba en el sistema,
entonces la probabilidad de sobrevivecia a ¢ = 0 es igual a 1; en tanto que la probabilidad de so-
brevivencia a tiempos muy largos serd cero porque eventualmente la particula alcanzara la frontera
absorbente del canal en un tiempo finito. De este modo se halla

2

0
Dy 6_x(2)T(XO) =-1 (4.42)

Esta ecuacion se puede generalizar al caso de sistemas tridimensionales como

V21(rg) = L (4.43)
Dy

Para poder resolver las ecuaciones (4.42) o (4.43) se imponen condiciones a la frontera en los
extremos del canal [384]. Estas pueden ser paredes absorbentes, parcialmente absorbentes, refle-
jantes. El cardcter de las fronteras se modela de la misma forma en que se modelan las paredes
para el caso cuando se resuelve la ecuacién de difusién en una linea. A continuacién las volvemos a
presentar explicitamente.

Frontera absorbente: Es aquella capaz de remover del sistema cualquier particula que entre en
contacto con ella, por lo que la concentracion de particulas en la frontera, ubicada en x = f, es igual
a cero a todo tiempo, por lo que el tiempo de sobrevivencia cumple

7(xo) |x:f -0 (4.44)

Frontera reflejante: Es aquella en la que, al entrar en contacto con las particulas, éstas sufren un
cambio de direccién; es decir, el flujo de particulas a través de ellas es cero, por lo que

0
2 rx )‘ -0 (4.45)
ax O x=f

Frontera parcialmente absorbente: S6lo deja pasar un porcentaje de particulas del total que en-
tra en contacto con ella. La eficiencia con la cual la frontera deja pasar a las particulas es una cons-
tante de proporcionalidad, x, por lo que esta condicién se denota como

0 K

aT(Xo) i = FOT(XO) (4.46)

Con estas fronteras pueden modelarse diferentes sistemas y emular diversas condiciones para

luego poder obtener el tiempo promedio de sobrevivencia de una particula dentro de una regién.

Hay que destacar que el tiempo caracteristico puede determinarse empiricamente mediante simu-

laciones computacionales. Esto es, se pueden realizar experimentos en la computadora y constatar

los resultados obtenidos con los esperados. Ante la dificultad inherente de reproducir muchos sis-

temas en el laboratorio, las simulaciones numeéricas se han convertido en uno de los instrumentos

mads socorridos para validar los modelos que tratan de explicar cémo ocurre la difusién en los siste-
mas confinados.

4.3.1 Momentos de la distribucion del tiempo promedio del primer arribo

Vamos a formalizar los resultados anteriores dentro del contexto del tiempo promedio del primer
arribo (mean first-passage time en inglés), el cual se define como

_ o dS(t|xo)
T(xg) = fo t it dt (4.47)
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A suvez, el n—ésimo momento puede definirse de manera similar [433-436],

o dS(t
r”(xo)=—f t”%da n=1,2... (4.48)
0

Si se integra por partes se llega a la siguiente expresion
" (x0) = nf " 1S(tlxp)dt (4.49)
0

Como puede verse, si n = 1 se tiene el tiempo promedio de sobrevivencia en el canal, 7"~ (x) =
7(xp); es decir, el primer momento de la distribucién del tiempo promedio del primer arribo.
Si ahora tenemos una ecuacién cinética de la forma, [433,436],

0
&p(x, N=2x)pkx1 (4.50)

donde p(x, t) es una probabilidad —que puede representar a la concentracién de particulas de un
sistema, c(x, t)—, y £ (x) es un operador del tipo Fokker-Planck [1], entonces, el operador de regreso
correspondiente, denotado mediante £ (xy), satisface una ecuacién hacia atras de la forma

P
LT (x0)S(t1x0) = 5,50 4.51)

Cuando se multiplican ambos lados de la ecuacién (4.51) por nt"*~! y se integra con respecto a ¢
se encuentra [433-435],

o0 o0 a
f nt”*lz*(xo)S(ﬂxo)dt:f nt”*IES(ﬂxo)dt (4.52)
0 0

y luego de integrar por partes, evaluar y promediar temporalmente se obtiene

L (x0) 1" (x0) = =" (x0) (4.53)

que generaliza a la ecuacion (4.42) y permite el cadculo de todos los momentos de la distribucién del
tiempo promedio del primer arribo.



La ecuacion de Fick-Jacobs

En el capitulo anterior se vio que se para estudiar la relajacién al equilibrio de las particulas que
difunden en un sistema formado por regiones interconectadas por un canal es imprescindible ave-
riguar los flujos a través de éste. En otras palabras, el problema de la difusién en regiones confina-
das puede simplificarse, bajo ciertas suposiciones, al estudio de la difusién en un canal, que a su
vez puede pensarse como un sistema unidimensional. Se presentaron ademdas dos problemas que
incluian a un canal en forma de cilindro y se obtuvieron los tiempos del primer arribo en una li-
nea usando diferentes condiciones a la frontera, segtin fuera el caso. Sin embargo, en muchos casos
reales, algunos como los descritos en el capitulo 2, la forma de los canales muy a menudo no es
cilindrica, sino més bien es irregular.

En este capitulo se estudia la primera aproximacién histérica al estudio de la difusién a través
de canales de seccidén transversal variable que se debe a Fick [349], y a Jacobs [91]. Al resultado de
Jacobs, obtenido tras una reduccién dimensional, se le conoce en la actualidad como la ecuacién
de Fick-Jacobs. En este capitulo se proporciona la deduccién de esta importante ecuacion, asi co-
mo uno de los procedimientos para intentar encontrar su solucién general en el caso de un canal
que interconecta dos grandes reservorios. Posteriormente se calculan los tiempos del primer arri-
bo en un canal cénico. A raiz de los resultados obtenidos mediante simulaciones computacionales,
se pudo establecer el rango de validez de la ecuacién de Fick-Jacobs. Finalmente, se exponen las
modificaciones principales a dicha ecuacién que han surgido con la finalidad de ampliar ese ran-
go de validez y asi poder obtener mejores ecuaciones de evolucién para modelar el transporte por
difusién en canales de seccion transversal variable.

5.1 | Deduccion de la ecuacion de Fick-Jacobs

Cuando se pretende resolver un problema de difusién en dos o en tres dimensiones espaciales, las
condiciones a la frontera debidas a la forma del sistema pueden convertir dicha tarea en imprac-
ticable. La virtud del tratamiento de Jacobs es que reduce el problema original a uno en una sola
dimension, lo que puede resultar conveniente y mucho maés tratable. La ecuacién de Fick-Jacobs es
una ecuacion de evolucién mds general que recupera como caso particular a la ecuacién de difusion
sobre una linea cuando la seccién transversal del sistema no cambia. Ademds, la enorme ventaja de
la ecuacidon de Fick-Jacobs es que las condiciones a la frontera se reducen simplemente a especificar
los flujos de entrada y de salida en los extremos del sistema, tal y como se venia haciendo desde el
capitulo anterior.

Por la trascendencia y utilidad de la ecuacién de Fick-Jacobs, en esta seccién se ofrecen dos
maneras para deducirla, una heuristica debida a Jacobs que data de 1930 [91], y otra formal debida
a Zwanzig realizada en 1992 [92]. La primera deduccién se basa en el balance de la corriente y de los
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Figura5.1: Elemento diferen-
cial de volumen en un canal
de seccion transversal variable,
w(x) = nr(x)2 y de longitud L.
Estdn representados los flujos
en la entrada y a la salida de la
rebanada infinitesimal de gro-
sor dx. Estos flujos son diferen-
tes debido a la forma del canal.

flujos de entrada y de salida por un canal de seccion transversal variable, Buena parte del material
aqui expuesto fue tomado de la referencia [93]. En la segunda deduccién se introduce en la ecuacién
de Smoluchoswki un potencial de tipo entrépico que depende de la morfologia del canal.

5.1.1 Deduccion heuristica

En este apartado se usa el razonamiento de Jacobs para encontrar una ecuacién de evolucién para
canales de radio r(x) y seccién transversal variable, w(x) = 7r(x)2, con su eje de simetria alineado
con el eje coordenado x. Consideremos una rebanada infinitesimal de tubo perpendicular al eje de
simetria; es decir, un elemento de volumen de tamafio w(x)dx, ver la figura 5.1. Entonces, c(x, f)dx
es la cantidad total de particulas dentro de esta rebanada en la posicién x al instante ¢, la cual
también es igual a la integral de la concentracién sobre el volumen w(x)dx. Con ayuda de la primera
ley de Fick,

0 c(x, 1)
%5x w(x)

donde c(x, t)/ w(x) es la concentracién volumétrica local, se va a establecer la razén de entraday de
salida de particulas que difunden en el canal en (x, t), que podemos suponer como la entrada de
una rebanada infinitesimal, y para (x + dx, t + dt) que corresponde a la salida de la misma rebanada
de grosor dx al tiempo ¢+ dt. Indudablemente estas razones serdn diferentes no solamente porque
el gradiente de concentracién depende de x, sino también porque la seccién transversal varia a lo
largo del canal. Para tal fin usaremos el concepto de corriente que se calcula multiplicando el flujo
por la seccién transversal de drea que cruza, por lo que en la entrada del tubo tenemos

J(x,8) = =D (6.1

L = —Dow( )ic(x,t)
ent= WX 0x w(x)

(5.2)

Por otro lado, para hallar la corriente de salida se realiza un desarrollo en serie de Taylor de los
flujos alrededor del punto de entrada. Asi, se tiene que a la salida de la rebanada infinitesimal la
corriente estd dada por
0 c(x,t) 0

Isalz_Do{w(x)a w(x) +a

w(x) i c(x,t)
0x w(x)

+ } (5.3)

Finalmente, en esta tiltima ecuacién sélo se consideran términos de primer orden en dx. Tras hacer
el balance I.p — Iy v al igualar este resultado con la tasa de cambio de particulas por unidad de
volumen elemental denotada por [dc(x, t)/dt]dx, se llega a la ecuacion de Fick-Jacobs

0 c(x, 1)

ic(x t)=D i[w(x)—
ar 7T %% 0x w(x)

(5.4)
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En esta deduccion se ha considerado que la constante de difusiéon Dy es la misma en todas las
direcciones del espacio; es decir, se ha tratado el caso de un medio isotrépico. En general, la tasa
de difusién en la direccién transversal del canal no tiene por qué ser igual a la tasa de difusién
en la direccion longitudinal. Es importante enfatizar que el uso de la ecuacién de Fick-Jacobs se
basa en suponer que la distribucién de particulas que difunden es uniforme en todas y cada una de
las secciones transversales del canal. Las condiciones a la frontera para poder resolver la ecuacién
de Fick-Jacobs, al depender ésta exclusivamente de la coordenada espacial x, serdn aquellas que
especifiquen c6mo son los flujos a la entrada y salida del canal.

5.1.2 Deduccidn a partir de la ecuacién de Smoluchowski

Otra de las deducciones de la ecuacién de Fick-Jacobs fue hecha por Zwanzig en 1992 usando la
ecuacion de Smoluchowski [92], que puede representar la difusién en presencia de un potencial (la
deduccién de la ecuacién de Smoluchowski puede encontrarse en el Apéndice A). La ecuacién de
Smoluchowski en dos dimensiones con un potencial U(x, y) es

o] %] 0 o] o]
—C(x,y,t) = Do — -pUx,y) ¥ ﬁU(x,y)C )+ — -pUx,y) ~ ﬁU(x,y)C i 5.5
T (x50 o{axe ot (x50 aye 6ye (x,y )} (5.5)

donde B =1/kpT, kg esla constante de Boltzmann, T la temperatura absoluta a la que se encuentra
el sistema y C(x, y, t) es la concentracién bidimensional. Para reducir el sistema a una dimensién
espacial se integra (5.5) en la variable y,

9 d d
—c(x,t)=Dyo—— | e PU™Y —PUEV C(x,y, 1)d 5.6
6tc(x ) Oaxfe 35 ¢ (x,y,0)dy (5.6)

donde la concentracién reducida c(x, ) se define como
c(x, 1) = f Clx,y,t)dy (5.7)

El punto clave en la demostracién de Zwanzig radica en la suposicién de que la concentracién en
la direccion transversal y llega al equilibrio casi instantdneamente. Hay que indicar que Zwanzig es-
taba muy familizarizado con los problemas de la difusion a través de potenciales [386,417,420,437],
y conocialos estudios en reacciones quimicas realizados principalmente por Szabo, Schulten y otros
colaboradores [433, 438]. Con esos antecedentes, Zwanzig introdujo una energia libre promedio
F(x) que dependia exclusivamente de la posicion x, independientemente del radio del canal en esa
posicion, aprovechando la simetria radial del tubo. Ademads, ese nuevo potencial era el responsable
de confinar el movimiento difusivo de las particulas dentro del canal, y se puede expresar mediante

o PF) _ f e PUEY gy (5.8)
que a su vez se puede emplear para normalizar la probabilidad condicional de que las particulas se
encuentren en el equilibrio en la coordenada y dado que se hallan en la coordenada x,

e—ﬁU(x,y]
p(ylx) = W (5.9

Usando pequenias desviaciones al equilibrio local, la concentracién lineal efectiva se puede escribir
como
Clx,y, ) = c(x, )p(ylx) (5.10)

Con lo anterior y las ecuaciones (5.7)-(5.10) la expresién (5.6) queda

a 0 F)
5 = Doae_ﬁF(X)aeﬁch(x, ) (5.11)



60 La ecuacién de Fick-Jacobs

que no es sino la ecuacién de Fick-Jacobs escrita en la forma de la ecuacién de Smoluchowski bajo
la accién del potencial F(x). Si la seccién transversal del tubo es w(x), la forma del potencial es
F(x) = -In[w(x)]/B.

Hay que notar que F(x) no es funcién explicita de T, por lo que se trata de un potencial de
tipo entrépico. Asi, la ecuacién de Fick-Jacobs reescrita en la forma de la ecuacion (5.11) describe
la difusién a través de una barrera entrépica, establecida precisamente por la forma del tubo. En
esta deduccién de nuevo se consideré a Dy como constante. Ademas, no hubo necesidad de incluir
las condiciones a la frontera durante la deduccién, pues éstas se encuentran codificadas bajo los
efectos del potencial de confinamiento.

5.2 | Procedimiento para encontrar la solucion general de la EFJ

En esta seccién se indica uno de los procedimientos para obtener la solucién general de la ecuacién
de Fick-Jacobs. Como se sabe, al tratarse de una ecuacién en derivadas parciales para tal fin se re-
quiere de una condicion inicial y de condiciones a la frontera. De todos los métodos que se pueden
seguir para obtener la solucidn a la ecuacion de Fick-Jacobs vamos a describir el que hace uso de
la transformada de Laplace. La razén de esta eleccion es que en la seccién final del capitulo 4 se
llegé a escribir las funciones de relajacién de un sistema en términos de las transformadas de los
flujos a través del canal. Esto es, si se pueden obtener esas transformadas el problema de la difusién
en geometrias complejas queda resuelto, al menos en cuanto al estudio de su evoluciéon temporal y
supeditado al hecho de que se pueda hacer la inversién de la transformada de Laplace. Las ideas de
esta seccion fueron publicadas en [439].

La condicién inicial que usaremos’ es la que indica que al tiempo ¢ = 0 1a particula se encuentra
dentro del canal en la posicién x = xg,

c(x,0) =6(x— xp) (5.12)
Al tomar la transformada de la ecuacién de Fick-Jacobs, ecuacion (5.4), se halla?

w'(x)
w(x)

w/(x)z B w//(x)
wx)?  wx)

& (x,s) +

sE(x,8) —0(x—xp) = Do{é”(x, s)— [

Clx, S)} (5.13)

donde w'(x) es la primera derivada con respecto de la posicion de la seccion transversal y w” (x) la
segunda derivada. La misma notacion se ha usado para ¢/ (x, s) y ¢” (x, s), y esla que se empleard en el
resto de la tesis. Se debe ahora buscar la solucién de (5.13) en los intervalos 0 < x < xp y xp < x < L;
es decir, donde 6(x — xp) = 0. Si se usa la sustitucién ¢(x, s) = v(x, s)u(x) el factor integrante de la
ecuacion diferencial (5.13) prescindiendo de la constante de integracion, es

!
lf w dx| =+v w(x) (5.14)
2 w(x)

y de la forma canénica de (5.13) puede corroborarse que v(x, s) satisface

u(x) = exp

1w x)? 1w'x) s

"
VX )+ 4 wx)?2 2 wkx) Dy

v(x,s)=0 (5.15)

Claramente, dependiendo de la forma de w(x) la ecuacién (5.15) tendrd o no solucién; por ejemplo,
para canales tridimensionales cuya seccién transversal cambia linealmente w(x) = 7(1 + mx)?, de
modo exponencial w(x) = 2mexp[1 + mx], o de manera sinusoidal w(x) = sin?(1 + mx), la ecua-
cion (5.13) tiene solucién analitica en los reales para v(x, s). Supongamos que la solucién de (5.15)

1para resolver una ecuacién en derivadas parciales uno de los requisitos es conocer la condicién inicial, que desde luego
puede ser otra a la que se usa en este procedimiento.
2 Advierta el lector que en este capitulo hemos asumido que la constante de difusién en el canal es Dy.
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queda en términos de dos funciones especiales, digamos & (x, s) y %2 (x, s), en donde se incluye la
constante de integracién mds arriba omitida; entonces, la solucién general de la ecuacion (5.13) se
escribiria como

Vw) [F1(x,s) + pFa(x,s)| @ para 0 < x < X,

C¢(x,s) = (5.16)
VwL=x)[F1(L-x,9)+yFa(L-x,5)|¥Y paraxy<x=<L.

donde hay cuatro constantes por determinar, ®, ¢, ¥ y w. Para encontrar ¢ y ¥ se usan las transfor-

madas de las condiciones a la frontera del caso de un canal que interconecta dos cavidades; esto es,
se usan paredes parcialmente absorbentes,

Do&'(x, )| ,_o =K1¢(0,9) Do¢'(x,9)|,_; = —Kk2¢(L, 5) (5.17)

Al evaluar (5.17) de manera separada en las posiciones xy = 0y xo = L y usando las condiciones a la
frontera sellega a

91/ (x,$) w' (x)
F1(x,8) 2w(x)

9{(L—x,s) w' (L—x)
F1(L-x,s) = 2w(L-x)

k1 — Do

Kg—D()[

¢$= ; ) W= - (5.18)
F,(x,8) w' (x) _ F,(L-X,5) w'(L—x) _
K1—Do | 555 + 2w | 70 k2 — Do [gz(L—x,s) =y | ¥ ¢
Por otro lado, para obtener ® y ¥ se usa la condiciéon de continuidad alrededor de xy,
Xp+€
f [s¢(x,8) —0(x—xp)ldx =
Xp—€
Xo+€ w/(x) w/(x)z w//(x)
=D & x,s—[ E/x,s+[ - é(x,s)rdx
Ofxo-e { (09 w(x) (09 wx)?  wx) ( )}
que puede reescribirse como
w’(x) . o Xo+€ 1
{ é(x,8) = & (x, s)} =— (5.19)
w(x) xo—¢ Dy

Tomando el limite ¢ — 0 y evaluando en xy = 0 de acuerdo con la ecuacién (5.16) se encuentra un
sistema de ecuaciones lineales con ® y ¥ como incégnitas. Al resolverlo se halla

% (x,s) %> (x, )
O , g2y (5.20)
Dy A (x, ) lx=0 Do A (x, ) lx=0

donde

w'(x) , w'(x) ,

H(x,5) =%41(x,$) “Gr(x,8) —9,(x,5) | —%4(x, ) 91 (x,5) —%,(x,9)

w(x) w(x)

y

G x,s) = Vww|[Fi(xs)-pF(x,9)]

G(x,8) = VwlL-x)[Fi1(L-x,9-yF(L-x,5)]

Una vez conocidas las cuatro constantes, la solucion general de la ecuacion de Fick-Jacobs que-
da determinada en el espacio de Laplace. No hay que olvidar que esta solucién fue calculada para
el caso cuando el canal conecta dos regiones. Esto es importante porque determina las condiciones
a la frontera que deben imponerse. En el caso cuando el canal se conectara a una sola cavidad las
condiciones a la frontera serian las de una pared parcialmente absorbente y otra totalmente refle-
jante.
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Figura 5.2: Dos cavidades inter-
conectadas por un canal céni-
co de seccidn transversal r(x) =
mx+b. La constante de difusién
en el interior del canal es Dy.

Lo que sigue, en correspondencia a lo expuesto en el capitulo anterior, es obtener los flujos a tra-
vés del canal y de ahi las funciones de relajacién del sistema, desde luego, en términos de la transfor-
mada de Laplace. Todos estos resultados dependen exclusivamente de los pardmetros geométricos
del problema y del coeficiente de difusién en el canal. Hay que recordar que el procedimiento aqui
indicado depende mucho de la forma del canal; esto es, de si la ecuacién (5.15) tiene solucién ana-
litica. A continuacién se muestra uno de los casos mas sencillos donde si existe solucién analitica a
la ecuacion de Fick-Jacobs.

5.2.1 El caso de un canal conico

El sistema que se estudia en este apartado estd representado en la figura 5.2. La solucién a la ecua-
cion de Fick-Jacobs en el espacio de Laplace en el caso de un canal cénico (con) de radio r(x) =
1+ mx y seccién transversal w(x) = r(x)?, fue estudiado primero de manera numérica en [440].
Usando la condicién c(x,0) = 6 (x — xp) se puede demostrar que la transformada de Laplace para la
ecuacion de Fick-Jacobs en este caso es

2

F s+ — s s)} (5.21)
’ Q+mx)?2 " '

< _ _ _ <11 _ 2m
s¢(x,8)—6(x xo)—Do{c (x,8) T+ mx

Haciendo ¢(x, s) = v(x, s)u(x) se puede obtener de la forma candnica de esta ecuacion diferencial
que u(x) =1+ mxyademds que v(x, s) satisface

v (x,s)— Di v(x,s)=0 (5.22)
0

por lo que la solucién buscada es

(e s/Dox_(pcone- s/Dox)(1+mx)q>Con para 0 < x < xp,
Beon (X, 5) = (5.23)
(e\/_s/Do(L—x) _ wcone—\/_s/Do(L—x)) (1+m(L-x)Weon paraxy<xs<L.

Al usar las condiciones de frontera (5.17) y al evaluar de manera separada en (5.23) se pueden
obtener las constantes ¢con ¥ ¥Weon,

K1 —(§+m)Dy K2 —(§+m)Dy
— con =~ o~
K1+ (§—m)Dy

Pcon = (5.24)

" k24 (5—m)Dy

donde

DA
11

Dy
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De esta manera se puede reescribir (5.23) como

[(Kl — mDy) sinh (\/Dzox) +v/sDg cosh (\/Dzox)

x (1+mx)Dcon

para 0 < x < xp,

Ceon (X, 8) = 3

(k2 — mDy) sinh(\/DIO(L— x)) + \/ﬁcosh(\/Dzo(L— x))]

x(1+m(L—x))WYcon paraxp<x<L.

Para determinar a las constantes ®¢on V¥ Wcon Se usa la condicion de continuidad, que en este
caso estd dada por
Xo+t€ 1

xo— Dy

é(x,s) = ¢ (x, s)}

{l+mx

Tomando el limite cuando € — 0 y evaluando alrededor de xy = 0 finalmente se obtiene

(1+mL) [\/ﬁcosh(\/DzoL) + (k2 — mDy) sinh(\/DZOL)]

[0)) =
on V$DoY ¢on ()
V'sD
Weon = ——L (5.25)
Ycon(s)

donde

Y con(8) =v/sDp [(1 + mL) (k; +x2) — m*LDg] cosh (, /DiL)

0

N
+[sDo(1+mL) — m*D3 — mDy(k; +x1mL—%3) + (1 + mL)x k2] sinh(, /D—L)
0

Hemos resuelto la ecuacioén de Fick-Jacobs para un canal cénico en el espacio de Laplace con
la condicién inicial de que las particulas inicialmente se encuentran dentro de éste, [432]. Con esta
solucién se pueden obtener las transformadas de los flujos de translocacién y de regreso por el canal
haciala cavidad 1,

. 1+mL
rffn(s) = K+ ml) v/ $Dy cosh (L, / Di

. S
Ycon(s) 0 + (k2 — mDy) sinh (Lw /D_O)]

'con( ) = K2v'sDo

s) = (5.26)
ol Ycon(s)

Para encontrar los flujos hacia la cavidad 2 se repite el mismo anadlisis pero alrededor de xy = L.
Obsérvese como las expresiones (5.23)—(5.26) recuperan la solucién del caso de un canal cilindrico
(cil) reportado en [411] haciendo m = 0.

Aunque hay varios ejemplos de canales cuya forma permite el cdlculo de la solucién de la ecua-
ci6én de Fick-Jacobs por medio de la transformada de Laplace, en general para canales con formas
mucho mads sinuosas o irregulares el problema puede ser muy complicado y muchas veces, puede
no tener solucion analitica. A pesar de eso, se sabe que se puede obtener informacién relevante del
tiempo promedio que pasan las particulas dentro de un canal antes de abandonarlo por vez primera
sin necesidad de resolver la ecuacién de difusién o la ecuacion de Fick-Jacobs. Es decir, la reduccién
dimensional de la ecuacién de Fick-Jacobs nos provee de una simplificacién significativa del pro-
blema original, pero si lo que se desea conocer es el tiempo en que las particulas escapan del canal
se debe usar otro método [433,434,441]. De esto trata la siguiente seccion.
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5.3 | El tiempo promedio de sobrevivencia para un canal conico

Un canal cénico como el que se muestra en la figura 5.2 puede recorrerse esencialmente de dos ma-
neras, desde la region estrecha hacia la regién ensanchada o al revés. Por la asimetria del recorrido
se espera que el tiempo promedio de sobrevivencia en cada una de estas dos direcciones sea dife-
rente y refleje, de algtin modo, su dependencia con la inclinacién del canal, [432]. En vez de resolver
la ecuacion diferencial (4.42), en esta oportunidad se resolverd aquella relacionada con la ecuacién
de Fick-Jacobs, a saber .

w(xo) 0xg

0

w(xp) =—71(xg) = —— (5.27)
0)60 DO

sujeta a ciertas condiciones a la frontera. Para el canal cénico de longitud L vamos a fijar las con-

diciones siguientes en el caso cuando se recorre desde la abertura menor hasta la mayor, denotada

mediante (n — w), por lo que el tiempo poromedio del primer arribo en esta direcciéon se denotara

COMmo 7 (p—w)-

1. Las particulas que inician su recorrido en la pared del canal, situada en xo = L, no tardan
ningln tiempo en regresar a la posicion inicial. Ademads la frontera en xy = L se considera
absorbente. Por tanto, en ese caso como la particula no ha transitado por el canal, se debe
cumplir que

7(x0)| = =0 (5.28)

2. Las particulas que han alcanzado la frontera xy = L tardarian un tiempo para regresar a la
posicién inicial xp = L equivalente al tiempo de supervivencia de la particula en el canal. La
pared ubicada en xy = 0 es reflejante. Por tanto, si las particulas recorren completamente la
longitud del canal, por definicién pasaran el mayor tiempo posible dentro de éste y 7 tendra
un méximo en xp = 0, de tal suerte que la segunda condicién es

4wl =0 (5.29)
dxy Xo

La solucién a la ecuacién (5.27) con w(x) = 7(1 + mx)?, m >0, puede demostrarse que es

% X _ % (5.30)

T(xp) = — -
m(l+mx) 3mDy 6D

donde las constantes </ y 98 se hallan usando las condiciones a la frontera arriba mencionadas. Asi,
para el recorrido en la direccién (n — w), se encuentra

(x0) ! (mxo + b)? 25 +(mL+b)? + 25 (5.31)
T(n— Xo) = ——— | —(mX, - m —_— .
(n=w)’20 6m? Dy 0 mxo+b mL+b
yhaciendoxp=Lyb=1,
L?>(mL+3) (5.32)
T(n— = .
=) = 6D (mL+1)

Para el recorrido del canal en el sentido contrario, de la abertura mayor a la menor, (w — n),
para hallar e tiempo promedio del primer arribo 7(;,— ), al emplear un razonamiento andlogo se
llega a las condiciones de frontera siguientes

d
7(x0)] ;2 =0, d—xOr(xo) =0 (5.33)

xo=L
y se halla
1 2(mL+Db)3+ 13 _ 2(mL+b) + (mxo + b)?
6m2Dy b mxo+b

T (w—n) (X0) = (5.34)
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yhaciendo xo =0y b =1 se obtiene

L?(2mL+3)
T(w—n) = G—DO (5.35)

Como era de esperar, el tiempo de recorrido del canal depende exclusivamente de la pendiente
del canal. Puede verse que el tiempo de sobrevivencia es mayor en la direccién que va de la abertura
chica a la grande, (n — w), que en la direccién opuesta, (w — n). Lo anterior puede atribuirse a
que en la direccién (n — w) las particulas que difunden encuentran una mayor restriccién en las
configuraciones posibles, lo que da sentido al concepto de barrera entrépica, [432,442]. La misma
légica puede aplicarse al caso contrario. Es claro que para un canal cilindrico, haciendo m = 0, los
tiempos de sobrevivencia dentro del canal son los mismos independientemente de la direccion del
recorrido,

LZ

2Dy

Para hallar el rango de validez de la ecuacién de Fick-Jacobs se realizaron simulaciones compu-
tacionales del tiempo promedio de sobrevivencia dentro de un canal cuando éste se recorre en las
dos direcciones ya mencionadas. Los aspectos més generales de las simulaciones se encuentran en
el apéndice B. Se tom6 por conveniencia Dy = 1 y el tamafio del paso fue de At = 107, por lo que
V2DoAt = v/2 x 1072 < 1 [432]. Los resultados se presentan en la figura 5.3. Cuando se comparan
los datos obtenidos con las predicciones de la ecuacion de Fick-Jacobs puede notarse lo siguiente.
Antes que nada, hay que resaltar que el transporte en cada una de las direcciones para el recorrido
del cono es diferente, lo que revela la fuerte influencia de la barrera entrépica en el tiempo prome-
dio del primer arribo. Para el recorrido en la direccién (n — w) existe una buena concordancia entre
el modelo tedrico y las simulaciones hasta valores de la pendiente de 0.2. En el caso del recorrido en
la direccién opuesta, (w — n), el ajuste del modelo tedrico con las simulaciones puede considerarse
bueno incluso hasta valores de m de 0.4; es decir, el rango de validez para esta direccion es casi el
doble al de la direccién contraria. Sin embargo, mds alld de esos valores el modelo de Fick-Jacobs
subestima los tiempos promedio del primer arribo. Como conclusién, puede verse que el uso de la
ecuacion de Fick-Jacobs estd justificado para canales cuya inclinacién es menor que 0.2. Asimismo,
en las dos graficas presentadas en la figura 5.3 se han mostrado las predicciones de otros modelos
tedricos que evidentemente tienen un mayor rango de validez que la ecuacion de Fick-Jacobs. La
siguiente seccion se dedica a explicar el origen de estos nuevos modelos.

Teil (Xo) = (5.36)

5.4 | Modificaciones a la ecuacion de Fick-Jacobs

Alaluz de resultados similares a los mostrados en la figura 5.3 obtenidos para otro tipo de canales,
principalmente de forma periédica, la tarea que realizaron varios investigadores con la idea de am-
pliar el rango de validez de la ecuacién de Fick-Jacobs fue modificarla a modo de obtener una mejor
ecuacion de evolucién que reflejara de alguna manera los efectos de la forma del canal. El primer
intento al respecto lo hizo el mismo Zwanzig [92]. El trabajo de Zwanzig a la postre result6 ser la
fuente de inspiracién que dio lugar a las subsiguientes modificaciones que se conocen hoy en dia.
Enseguida se presentan los puntos fundamentales de su propuesta.
Considerando pequenas desviaciones al equilibrio local en la concentracion,

6C(x,y,t)=C(x,y,8) —clx, ) p(ylx) (5.37)

Zwanzig se dio cuenta que la forma exacta de la ecuacién de evolucién de c(x, t) es
0 0 0
—c(x, 1) =Dg— e PFW a—eﬁF(’C)c(x, )
X

ot 0x
+D ife_/ﬂ:(")p(ylx)ieﬁpm;6C(x v, 0dy (5.38)
09x 0x p(ylx) T '
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Figura 5.3: Tiempos de sobre-
vivencia normalizados de par-
ticulas brownianas que difun-
den a través de un canal ca-
nal cénico. El recorrido del ca-
nal se puede efectuar en dos di-
recciones opuestas, denotadas
@ n— w,y () w— n Los
tridngulos representan los datos
obtenidos mediante simulacio-
nes computacionales. Las lineas
corresponden a las ecuaciones
(5.32) y (5.35), respectivamente,
usando tres modelos teéricos de
difusion para canales tridimen-
sionales: Zwanzig (Zw), Reguera
y Rubi (RR), y Fick-Jacobs (FJ).
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Luego de hacer un desarrollo asint6tico llegé a la expresiéon

0 0 0 0 0
- — D — o~ BFx) = PF(x) Y -BFx) O BFw)
mc(x, 1) Doaxe 6xe c(x, t)+Doaxe y(x)axe clx, t)+... (5.39)
donde
(x)—ffoo(i ( |x)) ! ef@(i ( |x))dtd (5.40)
¥ o axP V) oo \axPY y '
y 2 siendo un operador de la forma
0 0 1
D=—pylx)—
ay"" 5y i

Finalmente postul6 su idea fundamental, donde todas las correcciones a la ecuacion de Fick-Jacobs
podian agruparse en forma de un coeficiente de difusién dependiente de la posicién; es decir, la
principal contribucién de Zwanzig fue sugerir la siguiente ecuacién de evolucién®

9 =2 D )EM (5.41)
or 7T ox w(x) '

por lo que el célculo del tiempo de sobrevivencia dentro del canal se halla tras resolver

1 0 1
w0 (xe) Oxg (xo)w(xo)—r(xo) Do (5.42)

Como parte de su anélisis, Zwanzig obtuvo

D(x) =Dy [1-y(x) +.. ]—D— (5.43)
X 0 y(x Tryo .
donde )
y(x) == w '(x)? y(x) = ER/(X)Z (5.44)

para los casos bidimensional (donde w(x) es el ancho del canal) y tridimensional (donde R(x) es el
radio del canal axi-simétrico), respectivamente. Asi, los coeficientes de difusion efectivos sugeridos
por Zwanzig son

D2 (x) = ID—O (5.45)
1+3 w'(x)?

DAY ()= — 20 (5.46)
1+ 1R(x)?

En la figura 5.3 se aprecia que el uso del coeficiente (5.46) ofrece un mayor rango de validez que
el modelo de Fick-Jacobs. En la direccién (n — w) el modelo de Zwanzig se ajusta a los datos experi-
mentales para valores de m de hasta 0.4, mientras que en la direcciéon (w — n) para valores incluso
de hasta 0.8. En ambas direcciones, para valores mayores de m el modelo de Zwanzig sobrestima
los tiempos promedio del primer arribo. En su trabajo original, Zwanzig habia sugerido que el coefi-
ciente de difusion efectivo propuesto por él era valido cuando se cumple que la seccién transversal
del canal casi no cambia, |w’(x)| << 1, tal y como se pudo constatar numéricamente hace apenas
algunos afios [432, 440].

Posteriormente, Reguera y Rubi (RR) mediante argumentos heuristicos en 2001 [93], obtuvieron
nuevas expresiones para los coeficientes de difusién,

DMf(y=——20 (5.47)

Y1+ w (62

3Ala ecuacién (5.41) en el resto de la tesis se le conocerd como la ecuacion de Fick-Jacobs generalizada.
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D3 (x) = Do (5.48)

V 1+ R'(x)?
Puede demostrarse, al desarrollar en serie de Taylor los coeficientes propuestos por Zwanzig y los
propuestos por Reguera y Rubi, que sélo sus dos primeros términos coinciden; es decir, el problema
que se afrontaba era el de obtener una serie completa que produjera al mejor coeficiente de difusién
para tratar de explicar los resultados experimentales. En 2005 y 2006 Kalinay y Percus (KP) [94, 95,
427,428], desarrollaron un mapeo riguroso mediante el cual obtuvieron las siguientes expresiones
de las series que resultaban luego de ir generando correcciones sucesivas a la ecuacién de Fick-

Jacobs,

2arctan [w'(x)/2
DXP(x) = Dy w,[(x) ] (5.49)

DYV (x) = D (5.50)

V1+R'(x)?

Noétese como en el caso tridimensional Kalinay y Percus obtuvieron la misma expresién que la pro-
puesta por Reguera y Rubi. Sin embargo, el gran mérito de Kalinay y Percus es que desarrollaron
un método matemadtico capaz de obtener los coeficientes de difusién efectivos que, como puede
verse en la figura 5.3, son los mas robustos conocidos a la fecha. En la direccién (n — w) el uso
del coeficiente de Reguera y Rubi predice un muy buen acuerdo entre el modelo teérico y los da-
tos experimentales cuando m < 0.5. En tanto en la otra direccién, (w — n), el ajuste del modelo
con los puntos obtenidos mediante simulaciones es excelente para valores de m incluso hasta 2.
En términos generales, el coeficiente de difusion efectivo para canales tridimensionales que ajus-
ta mejor el modelo teérico de la generalizacion de la ecuacién de Fick-Jacobs con los resultados
numéricos es el propuesto por Reguera y Rubi [93], que fue validado posteriormente por Kalinay y
Percus [94,95,427,428].

Asi el panorama, en esta segunda década del siglo XXI quedaba pendiente el estudio de la difu-
sién efectiva en sistemas bidimensionales. Uno de los temas centrales de la tesis fue discernir entre
los coeficientes de difusion propuestos a la fecha cuél era el mejor para el caso de un canal simétrico
bidimensional. Se lleg6 a constatar, como se muestra en el capitulo 9, que el coeficiente desarrolla-
do por KP es el mds robusto, por lo que la parte II de esta tesis se consagra a explicar dicho método.
Otro tema trascendental de esta tesis fue extender esa metodologia al caso de canales asimétricos
bidimensionales y obtener un nuevo coeficiente de difusion, ya sea para espacios planos tal y como
se describe en el capitulo 10 o sobre superficies curvas como se describe en le capitulo 11.
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El método de Kalinay y Percus
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Proyeccion de la ecuacion de difusion
bidimensional

En muchos de los procesos de difusién en sistemas confinados sucede muy a menudo que el trans-
porte en una cierta direccién es el de mayor interés (recordemos por ejemplo el caso de la translo-
cacion de iones y polimeros a través de canales biol6gicos y de poros sintéticos o el uso de cribas
moleculares o estructuras nanoscépicas para el filtrado de sustancias). Suele denominarse a esta
direccién privilegiada como la direccién longitudinal. Una descripcién unidimensional a lo largo
de esta direccidn de una situacion originalmente en dos o tres dimensiones es muy conveniente.
Sin embargo, esta descripcién no puede ser arbitraria, sino debe ser consistente con la descripcién
dimensional original; es decir, debe usar cantidades unidimensionales que reflejen adecuadamen-
te aquellas cantidades correspondientes escritas para canales definidos en dos o tres dimensiones,
segun sea el caso.

En este capitulo se presenta el método desarrollado por Kalinay y Percus que proyecta de ma-
nera rigurosa el problema de la difusién en canales planos bidimensionales a un problema en una
sola dimension espacial [94,95,443]. Bdsicamente este procedimiento consiste en escribir a la ecua-
cion de difusion en dos partes claramente separadas, la espacial y la temporal. La parte espacial
dependerd exclusivamente de términos que contengan a las derivadas parciales con respecto a la
variable que coincide con la direccién longitudinal del canal, que en lo subsiguiente serd la variable
x. Lo anterior se logra definiendo una densidad lineal efectiva como funcién de la densidad inicial y
después haciendo un desarrollo perturbativo'. Cabe sefialar que el parametro del desarrollo pertur-
bativo es la relacién entre los coeficientes de difusién en las direcciones transversal y longitudinal.
Por cuestiones del método y para poder recuperar la ecuacién de Fick-Jacobs se supondrd de mane-
ra artificial que la constante de difusién en la direccién transversal es muchisimo mayor que la de
la direccién longitudinal. Sin embargo, el método de Kalinay y Percus no solo es capaz de recupe-
rar la ecuacién de Fick-Jacobs, sino ademds puede obtener correcciones subsecuentes y recuperar
incluso el caso de un medio isotrépico, lo que lo convierte en un método muy poderoso.

Las ventajas de esta proyeccion son: 1) La obtencién de una representacién unidimensional de
un problema originalmente descrito en dos dimensiones espaciales, donde las variables finales, x y
t, se encuentran separadas. 2) Las condiciones de frontera de todo el canal se reducen tinicamente
a especificar los flujos de entrada y salida a través de él. 3) La consistencia de esta decripcién con el
modelo deducido heuristicamente en 1967 por Jacobs y posteriormente mejorado por Zwanzig en
1992 usando el concepto de barrera entrépica en la ecuaciéon de Smoluchowski (esta mejoria puede
apreciarse en la Figura 5.3). 4) La obtencién de la proyeccién de la ecuacién de difusién con un
grado de precisién deseado [444].

INos limitaremos a exponer el método de Kalinay y Percus que tiene que ver con un desarrollo perturbativo, el método
variacional queda fuera del alcance de esta tesis pero puede consultarse en [95]
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Figura 6.1: Esquema de un ca-
nal plano de longitud L y ancho
w(x). En este esquema también
estdn representadas las condi-
ciones del flujo, J(x, y,t), sobre
las paredes longitudinales del
canal.

El esquema de este capitulo es el siguiente. En la primera seccién se describe un canal bidi-
mensional. En la segunda se obtiene la ecuacién de Fick-Jacobs como primera aproximacién (o
aproximacion a orden cero) del método de proyeccién cuando la constante de difusién en la direc-
cion transversal es muchisimo mayor que la constante en la direccion longitudinal; esto es, cuando
se tiene un canal estrecho cuyo ancho no cambia abruptamente. En la tercera seccién se obtienen
las correcciones a la ecuacién de Fick-Jacobs proponiendo a la densidad bidimensional como una
serie infinita de acuerdo con el método de las perturbaciones. Finalmente, en esa misma seccién,
se obtiene un esquema de recurrencia que permite calcular todos y cada uno de los elementos de
la serie. En el capitulo 8 se verd la forma de tratar convenientemente la expresién que se obtiene
en este capitulo mediante la incorporacion de un coeficiente de difusion efectivo dependiente de la
posicion.

6.1 ‘ Descripcion de un canal plano

Vamos a considerar un canal plano de longitud L y que esta delimitado por dos paredes longitu-
dinales impenetrables y totalmente reflejantes, una inferior que coincide con el eje x, fi(x) =0,y
otra superior determinada por una funcién positiva definida, continua y de clase C* en el inter-
valo (0,L), que corresponde al ancho del canal, f,(x) = w(x), véase la figura 6.1. Las condiciones
anteriores describen lo que se denomina un canal simétrico bidimensional?.

La densidad bidimensional de particulas dentro del canal se denota mediante C(x, y, t), y satis-
face la ecuacién de difusién (segunda ley de de Fick),

2 2

0
a—tC(x,y, t):waC(x,y, t)+D Clx,y, 1) (6.1)

y 0 yz
donde Dy y Dy son las constantes de difusién en las direcciones longitudinal y transversal, respec-
tivamente. Es claro que en un medio isotrépico Dy = Dy, pero esta anisotropia se ha impuesto de
manera artificial por las razones que se explican més adelante.

Por el caracter impenetrable y totalmente reflejante de las paredes longitudinales, el flujo local
a lo largo del canal es paralelo a las paredes. Sin embargo, en las secciones transversales del canal

2En esta tesis que un canal sea simétrico significa que su eje de simetria coincide con el eje coordenado x. Para un canal
en dos dimensiones definido por las fronteras fj (x) y f>(x) lo anterior implica que para un canal simétrico se cumple que
f1(x) = —f>(x). Hecha esta aclaracién aun puede pensarse que el canal sujeto de estudio en este capitulo es asimétrico al no
ser sus dos fronteras imagentes especulares la una de la otra con respecto al eje x; sin embargo, la condiciéon de que la pared
horizontal sea totalmente reflejante convierte al canal en un canal simétrico.
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ubicadas en las posiciones x = 0y x = L se puede satisfacer cualquier tipo de condicién a la frontera.
Por ejemplo, las condiciones tipo Dirichlet de la forma

Cx, ¥, 1), =0, Cx,y,0)|,., =0

indican que una vez que las particulas llegan a los extremos del canal son removidas, por lo que
pueden servir para modelar paredes totalmente absorbentes. Las condiciones a la frontera tipo Neu-
mann de la forma

9 cx t)‘ =0 9 cx z)) =0
ax o4 x:O_ ’ 6x 24 x:L_

sirven para modelar paredes reflejantes, pues indican que el flujo de particulas a través de ellas es
cero. También se pueden usar condiciones a la frontera mixtas.

En los desarrollos mostrados a continuacién el caracter de las fronteras en la entrada y salida del
canal no serdn relevantes. Empero, que las paredes longitudinales sean impenetrables y reflejantes
es un requisito para poder implementar el método de Kalinay y Percus.

6.2 ‘ La proyeccion sobre el eje longitudinal

En primera instancia, se define la concentracion reducida de particulas como la proyeccion de la
densidad bidimensional sobre la direcciéon longitudinal mediante

w(x)
c(x,t) = f Clx,y,0dy (6.2)
0

A continuacién, la ecuacién (6.1) se integra en la direccién transversal y en todo lo ancho del
canal; es decir, desde y = 0 hasta y = w(x),

w(x) 0 4 w(x) 62 4 w(x) 62 4
—C(x,y,t = D,—C(x,y,t D,—C(x,y,t
fo a7 (x,y,)dy fo x5 (xy)y+f0 Yoy (x,y,0)dy

El término de laizquierda se puede integrar inmediatamente. En cambio, para integrar el primer
término de la derecha se usa la regla de Leibniz,

w(x) NG
Dy— |—C(x,y,t
fo x@x[@x (x.3.1)

0 [w® g , .0
=D, — —C(x,y,)dy— —C(x,y,t
x{axj(; 0x (%3, Ddy w(x)ax (x,y )’y:w(x)}
0

_D{a
T ox | ox

donde w'(x) = dw(x)/dx.
Para integrar el segundo término de la derecha se usa el teorema fundamental del célculo,

dy=

w(x)
f C(x,y, t)dy—W’(X)C(x,W(x),t)] —u/(x)iC(x,y, t)‘ }
0 0x y=w(x)

y=w(x)

w(x) @ZC 4 ac
Dy— ’ )t =D,— 7)t
fo Y3y2 (x,y,)dy Y3y (x,y )|y:0

Juntando estos resultados y usando la definicion (6.2) se encuentra

C(;( t) - Dx{ 2 C(x t) [ /(X)C(x w (x) t)]
at ’ 6)6 ’ ax w ’ ’
y—w(x)

0 0
— w0l cwnt }D—c,,r 6.3
w'(x) = Clx,y )]yzw(x) +Dy 5 Cla )(yzo (6.3)
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Esta dltima ecuacién debe cumplir las condiciones de frontera que establecen que el flujo sobre
las paredes longitudinales del canal es paralelo a ellas.
De acuerdo con la primera ley de Fick el flujo bidimensional en el canal es

0 R 0 R
IZd(x’ y’ t) = _Dxac(x! J/» t)ex - Dyac(x’ yr t)ey

donde &;, i = x,y, son los vectores unitarios en la direccién de los ejes coordenados indicados.
De la definicién de las fronteras del canal que estamos estudiando, se sabe que un vector uni-
tario paralelo a la pared inferior es Vi s = €y, mientras que uno paralelo a la pared superior es
Voup = [€x + W' (x)&,1/1/1+ w'(x)2. Si el producto cruz del flujo justo en las paredes del canal con
estos dos vectores es cero, que traduce el hecho de que las paredes son reflejantes,

1 0

‘A’infxlzd(x,y, t) = €, =0
~DxZCxy 1) —DyEClx,y 1)

S — W™
. V1+w' (x)? V1+w' (x)? R
VSHp X Izd(x) y) t) = €; = 0

~DxgCo,y,1) ~DyF Clx,),0)

las condiciones a la frontera se cumplen y quedan determinadas por?

0
—Dy@C(X»y; t)|y:0:0 (64)

0 0
D,—C(x,y,t =D,w' (x)=—C(x,y,t 6.5
v3y C0Y )|y:w(x) () =—Clx,y )|y:w(x) (6.5)

Con estas condiciones, de (6.3) se encuentra la ecuacién de difusién unidimensional proyecta-

da,
2

%c(x, 1) = Dx{ 0670()6, 1) — % w' (x)C(x, w(x), t)] } (6.6)
que es una ecuacion diferencial que depende en su lado derecho exclusivamente de las derivadas
parciales con respecto a la variable longitudinal, x. Ahora, para cerrar esta ecuacién notese que es
necesario indicar la forma de la funcién C(x, y, #) cuando y = w(x). De acuerdo con la definicién
(6.2), C(x,y,t) depende de alguna manera de c(x, t). Como un primer acercamiento, se impone la
condicién de que la tasa de difusién en la direccién trasversal del canal es muy grande (incluso
puede pensarse que tiende a infinito); esto es, que en dicha direccion la concentracion se equilibra
muy rdpidamente. Una representacién de esta situacién puede verse en la figura 6.2, y lo que en
realidad indica es que se trata de un canal muy estrecho. Con este criterio, de (6.2) se encuentra

entonces
cl f c(x, 1)
X, ), =
¥ w(x)

Reemplazando esta tltima expresién en (6.6) y haciendo D, = Dy se obtiene

(6.7)

iC(JC H=D {a_zc(x t)—i w/(x)C(X,t)]}
at ! - o axz ) ax l,U(x)

3Estas condiciones a la frontera también pueden obtenerse igualando a cero el producto punto entre el flujo y un vector
normal a cada una de las paredes del canal que yace sobre el plano del canal.
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Figura 6.2: En la aproximacion
de Fick-Jacobs la concentracién
de particulas llega al equilibrio
instantdneamente en la direc-
cién transversal del canal. Por
lo tanto, en vez de considerar
a la concentracién bidimensio-
nal C(x, y, t), se puede emplear
una concentracion lineal efecti-
va, c(x, t).

que al reacomodar términos se puede hallar finalmente la ecuacién de Fick-Jacobs

2 et )= Do~ |wi 2 520
TR M

0x w(x) ©8)

En el esquema propuesto por Kalinay y Percus que se describe en la siguiente seccidn, la ecua-
cion (6.8) es la aproximacion a orden cero de la proyeccién de la ecuacién de difusién a lo largo de
la direccién longitudinal de un canal. No olvidemos que esta aproximacion se debe a Jacobs y es va-
lida solamente si la tasa de difusién en la direccién transversal del canal es mucho mayor que la de
la direccion longitudinal, Dy >> Dy [91,92], lo cual no es el caso en los medios isotrépicos, donde
Dy = Dy, pero si en canales muy estrechos.

6.3 ‘ Correcciones a la ecuacion de Fick-Jacobs

En esta seccién se obtienen sistematicamente correcciones, a mayor orden en las derivadas, de la
ecuacion de Fick-Jacobs. Para tal fin, Kalinay y Percus propusieron a la densidad bidimensional co-
mo una serie infinita de acuerdo con la teoria de las perturbaciones usando como pardmero de
desarrollo la razén de las constantes de difusién en las direcciones longitudinal y transversal del
canal, A = D,/ Dy [94,95]. Esta anisotropia, impuesta de manera artificial, ocasiona una separacién
entre los modos de difusién rapidisimos en la direccién transversal y los lentos en la direccién lon-
gitudinal, ademads de que formalmente permitird encontrar un esquema de recurrencia mediante el
cual se podré obtener la proyeccién de la ecuacién de difusién con un grado de exactitud deseado,
desde luego si es que la serie converge. Asi, la densidad bidimensional se escribe como

oo .
Cx,yt)=) Mojxy1 (6.9)
j=0
Para que la ecuacion (6.6) sea consistente [94], los términos o (x, y, f) deben tener la forma de
algin operador actuando sobre c(x, 1)/ w(x). También, si j = 0 se debe recuperar la ecuacién de
Fick-Jacobs, y en ese caso C(x, y,t) no depende de y, por lo que de la definicién (6.2) es inmediato

que

c(x, 1)
oolx, 1) = m (6.10)

Ademids, si se supone que cada o (x, y, t) depende directamente de o(x, y, f) y no explicitamente
del tiempo, la serie (6.9) puede reescribirse como
0 c(x, b

(e
C ’ )t = //‘/]A ’ ,6 A
(x, 3,1 ,go Gj00 30050

(6.11)
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donde las expresiones de los operadores 6 (x, y, 0x) s6lo dependen de las coordenadas y de las deri-
vadas con respecto de x, denotadas por 0. A continuacion se establece un esquema de recurrencia
para determinar univocamente a todos y cada uno de los elementos de la serie (6.11). Es claro que,
de acuerdo con la aproximacidon de Fick-Jacobs, véase la ecuacion (6.10), se debe cumplir que

. 0
oo(x,y, éx)a =1 (6.12)

Para calcular los siguientes operadores se introduce (6.11) en las ecuaciones (6.1) y (6.6). Lue-
go de combinar las dos expresiones resultantes se factorizan los términos que multiplican a un A
elevado a una potencia j en particular. Los detalles de este procedimiento se muestran enseguida.

Primero se escribe a la ecuacion (6.1) de la forma

2

29 oy D—a—C(x f= a—C(x )
Dot Y PE= G oY

y se reemplaza C(x, y, t) de acuerdo con la serie (6.11). Notando que A = D,/D, y aprovechando la
linealidad del operador diferencial se llega a

0 clx,t) & 62 0 c(x, 1)

(La 02)§A]+10 (xy ) — U(xy )
Dyot ox?) 5 P05 w) = 62] " 0x wix)

(6.13)

Por otra parte, al introducir la serie (6.11) en (6.6),

%c(x,th { O - p [w(x)ZA’a,(x,w(x) 092 ”]}

0x w(x)

y al escribir la expresién anterior de manera conveniente tomando en cuenta que la ecuacién de
Fick-Jacobs es la correccién para j = 0, se obtiene

0 c(x, 1)
ox w(x)

ic(x,t):D 9 w(x) - w(x)ZMcf](x,w(x) 0x)
ot Yox =]

(6.14)

Ahora se juntan las expresiones (6.13) y (6.14), para eso, primero se reescribe (6.13) de la forma

1 a 1 0 82 d cx, 1)
A’]+1 ) Yt ’
j;) Dy g%y X)Ox w(x) 0t el 1= 0x a2 ditey X)ax w(x)]
82 d cx, 1)
— j= 4
ZA 5y 20706 1,0x) 5 0o

y se sustituye en el primer sumando del lado izquierdo la expresién de ;c(x, t) obtenida en (6.14),

e )aa [w(x) w (x)lek(Tk(x,w(x) 0x)
0 cx,t) & 62 0 c(x,t)

ox w(x) :jg’ dy 3,201 X)ax w(x)

o0
Z)Lf“{a](x yrax)
j:

2

02

=—0;i(x,y, x)} (6.15)

Se desarrolla entonces (6.15) término a término con la precaucién de que las dos sumatorias que
aparecen en el lado izquierdo de la ecuacién son independientes. Luego se identifican y agrupan
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aquellos términos que multiplican a A/,

{M 60 5,201 x)}aax CLE/JExt)) {A 1%y, X) 0x w(x) Oaxw(x)
+A716 )50, 3,00) aaxm S| @A e w(,0,)]
+ 1726 j3(x, 7,0,) aaxm Gx[ w' (0)A%62(x, w(x),0y)
+ ...
A261(x, y,ax)ax w00 ox [ w (A~ 2A] 2 (x, w(x),0y)
+Al60(x,y, X)aaxﬁx)ai[ w' (A 16 51 (x, w(x),0x)
T 66220] 1(x, y,ax)}: CLE)J?xI;)

La expresion resultante, al cancelar el factor A/ y al sustituir j por j+1, puede reescribirse en funcién
de un operador & j(x, y,0x) en particular. Lo que se obtiene finalmente es una relacién de recurren-
cia entre los elementos de la serie (6.11), la cual es el principal resultado de esta seccion,

0° 9 clx 1) _
{a ZU]+1(X y;ax)}ax LU()C)
J
{= X oirtny 002 o 32 Y WO (.00 (6.16)
0 02 d c(x, 1)

+0)(x,3,00) 5 W) = 2—6(%, 1,00} -

w(x) dx 0x w(x)

La forma explicita de cada operador de (6.16) se encuentra integrando dos veces con respecto a
la coordenada y de tal manera que las constantes de integracion satisfagan por un lado, la condicién
ala frontera en la pared inferior,

0 c(x,t)
Ox wx) ly=0

0
—0(x,y0)=— (6.17)

dy

y por otro lado, la condicién de normalizacién, que por la definicién (6.2) y el resultado (6.10) esta
dada por

W) c(x, 1) .
A Gjlx, y,t) e )dy=0, j>0 (6.18)

En el siguiente apartado se obtienen los primeros operadores de la serie (6.11).

6.3.1 Obtencion de los primeros operadores & (x,y,0,)

En esta seccion se calculan los primeros operadores de la serie infinita que representa a la densidad
bidimensional con el objetivo de obtener las correcciones subsecuentes de la ecuacién de Fick-
Jacobs.

En la seccién anterior se estableci6 la forma del primer operador, 6¢(x, y,05)0x = 1, y se obtuvo
una relacién de recurrencia entre los operadores siguientes. Sin embargo, advierta el lector que la
expresion (6.16) inicamente sirve para obtener los operadores cuando j > 1. Para hallar entonces
al siguiente operador, J (x, ,0y), se igualan los términos con (6.13) con j =0 en el lado izquierdo y
j=1enellado derecho, ademds de ¢ (x, y,0,)0x =1, esto es

(1 6_62 ))Llc(x,t)_/11 62 0 c(x, 1)

Dy, 0t 0x2 w(x) Wal(x 24 X)Ox w(x)
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En el lado izquierdo se usa convenientemente la ecuacién de Fick-Jacobs reescrita de la forma

(xr t) ( )6_2 C(x, t)

w(x) 0x% w(x)

gc(x t)=D [w/(x)
ot " 0x

Para calcular al operador 6 (x, y, t) se debe obtener entonces la doble integral con respecto de y de
la expresion anterior,

0 c(x, b 0 c(x,t)

w'(x)
ff[ w(x) | 0x wx) dydy=01(6.0075 w(x)

(6.19)

La primera constante de integracién se encuentra tras imponer la condicién a la frontera en la
pared inferior del canal

ia (x, a)ic(x,t)
y ! y’xaxw(x)yo

w'(x) 0 c(x, 1)

{ w(x) 0x wx) +Q&M
w'(x) 0 c(x, 1)

{ [ ax * Cl’l}‘y:()

0

w(x) 0x w(x)

donde es fécil ver que c;,; = 0. La segunda constante de integracién debe cumplir la condicién de
normalizacion, (6.18), es decir

fou/(x) {

w'(x) 0 cx, 1)
w(x) ox w(x)

-t 1}dy—

E

y=w(x)

!
w' (x) i c(x,t) —0

w(x) 0x w(x)

v
6

+ Cg]ly}

y=0

de la cual se deduce que

w(x)
6

, 0 c(x, 1)
w' (x)—
0x w(x)

C21=—

Finalmente, empleando (6.19) y las constantes obtenidas se halla la forma del operador buscado

2 !
5 |y w@]w k)
mumaw-wm 3 5 (6.20)
que evaluado en y = w(x) es
01(x, w(x),05) = %w(x) w'(x) (6.21)

Por otro lado, para encontrar al operador 6,(x, y,t) se puede usar la relacién de recurrencia
(6.16) con j =1,

92 0 clx, 1) _
{0 502(x, y,Ox)}a w(x)
1 0
={- %WMQ i 35 @01 w00 6.22)
o )9 1 0 Wi 02 ( )}Oc(xt)
G1(%,7,0x dx w(x) 0x wix ox 520106y 0x ox w(x)

y con los operadores previamente calculados, 6¢(x,y,0x)0y, 01(x, ¥,05) Yy 01(x, w(x),0y), la tltima
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expresion puede escribirse como

02 0 clx, t
{6—y252(x»%6x)}a lE/(x)) =
1 40,
2{—maw (x)
[
2w(x) 6
y? w(x)
2w(x) 6

! x)w'
gwxw(x)

, .0
w'(x)— (x)

0x w(x) &”’
, } 0 c(x, 1)
0l =

0x w(x)

62

0x?

que tiene la forma siguiente

. . 0 c(x,t)
2
{20 6,00 + Mo (3,00} 5= 22

(6.23)

=~ 02(x, y,ax)}—

{ 92 0 c(x, 1) B
ay? ox wx)

donde se han usado los operadores auxiliares

wx) o 1 48 0% w'(x)

M — =z - _g vy
1(6,0x) 2w(x) 0x w(x) ox 'Y T 52 2w(x)

w(x)w’(x)i 1 0 ( )+6_2w(x)w’(x)
wix 0x? 6

N(x,0 )——;iw(x)w'(x)z— —
20O T TR ox 6 0x w(x) 0x

Estos operadores tienen el siguiente desarrollo,
w'(x)?> 8
2w(x)? 0x

_{ w'(x) 62

2w(x) @

w'(x) 0 w(x)
2w(x) 0x w(x)
0 w'(x)
dx 2w(x)

w'(x) 8% }
+ —_—

2w(x) 0x2
0% w'(x)

0x% 2w (x)

N (x,0y) ={

0
0x

}

iw(x) w' (02| +

3w(x) |0x
_{w(x)w’(x) iw’(x)
6 0x w(x)
{w(x) w'(x) 62
4
6 0x?

w/(x)Z i}
3 0x
w’(x)zi+ w(x)w’(x)i}
6 O0x 6 0x2
0
-+
0x

N (x,05) = —{

0 wx)w'(x)

9 0 wxw'(x)
0x 6

ox> 6

}

que al simplificar quedan como

My (x,0,) = [3 w' ()% = 2w(x) w”(x)] :—x

1
2w(x)2{

" 3w (x)° }

—w@w"(x) +4w' ) w" (x) -
w(x)

(6.24)

- 1 0
Mo (6,00 = = o{ [0/ (07 ~ 20 (0w () o~

"

—w@w" (x)+2w (0w (x) +

w/(x)3 }
w(x)
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Se integra luego la ecuacion (6.23). Puede demostrarse que al usar la condicién de frontera se
encuentra

0 c(x,1)
0x w(x) ly= 0o

0
—Uz(x ¥,05)—

0 ,
S-Sy +a|

6 c(x, 1) +Cl,2}| 0
y=

f[szl(X,OX)+M2(x,6x)]

{ [ N (x,0%) + y N (x,0%) | — e
0

de donde es inmediato deducir que la primera constante de integracion para el operador 62 (x, y,0x)
escy2 =0.

Por otra parte, la segunda integral de (6.23) da

0 c(x, t) yt
ox wx) |12

6 c(x, )
w(x)

Ga2(x,,1)—

= M (x,0%) + ?Mz (x,0x)| — +C22

y al aplicar la condicién de normalizacion, ecuacién (6.18), puede verificarse que la segunda cons-
tante de integracion es

w(x)? .
10

w(x)?
6

0 c(x, 1)
ox w(x)

Co2 =~ M (x,0y) + Mo(x,0y)

Con estas dos constantes y reemplazando los operadores M i(x,05), 1 = 1,2, por sus expresiones
dadas en (6.24), el operador buscado queda entonces definido por

A "
G2(x,y,1) = m{[sw(x) —2w(x)w (x)]a
’ 3
— W (0 + 4w (O w" () — 2L }
w(x)
y2 / 2 " 6
e —[w(x) —2wx)w (x)]a (6.25)
/ 3
w0 w" () — 2w (D (x) - = 2 }
w(x)
2
%{[w’(x)2—14w(x)w”(x)];—x
- 19w’(x)3}
7w w" (x)+8w (x)w" (x) + ———
w(x)
y evaluado en y = w(x),
. w(x)z Tron2 "
6206, w(x), 1) = 2|w'@? + weow" () -
" 7w,(x)3}
+w@w" (x)+w xw" (x) - (6.26)
w(x)

Para calcular los siguientes operadores, desde §3(x, y, t) en adelante o bien para j > 1, se usa ite-
rativamente el mismo procedimiento incorporando todos los operadores que se vayan obteniendo.
Cuando se sustituyen estos operadores evaluados en y = w(x), en este caso las ecuaciones (6.21) y
(6.26) en (6.14), la expresion que se encuentra es la ecuacién de difusion proyectada sobre la direc-
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ci6én longitudinal de un canal plano a orden 22, a saber,

0 0
—c(x,t)=Dy—

{ w(x) — A wx) w' (x)? 6.27)
ot 0x 3 )

/lz 2.1 ! 2 " 6
—Ew(x) w (x)[z(w X)) +wx)w (x))a

n

) +w )w' (x) -

7w (x)3 } 0 c(x, 1)
+w(x)w ] ———y—

w(x) 0x w(x)

A medida que se afiaden mds operadores a esta tltima expresion, el grado de precisién de la
ecuacioén proyectada crece, por lo que uno podria seguir con este procedimiento indefinidamente.
Obsérvese que esta ecuacion en derivadas parciales ha aumentado de orden con respecto al de la
ecuacion de difusion original. Lo anterior significa que para tratar de resolverla se deben usar nue-
vas condiciones de frontera para cerrar el problema. En el capitulo 8 se describe como representar
la serie infinita de operadores de (6.27) como un coeficiente de difusion efectivo, a modo de volver
a tener una ecuacion en derivadas parciales de segundo orden como la ecuacién de difusién y sélo
emplear las condiciones a la frontera originales y no condiciones afiadidas. Es importante resaltar
que si w'(x) << 1, en la dltima expresion se recupera la ecuacion de Fick-Jacobs. Asi, los términos
entre corchetes de la tltima expresion y que estdn después de w(x) corresponden a las subsiguien-
tes correcciones a la ecuacion de Fick-Jacobs. Todos resultados descritos en este capitulo y en el
siguiente fueron obtenidos por Kalinay y Percus en sus trabajos de 2005 y 2006 [94,427].
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7

Proyeccion de la ecuacion de difusion
tridimensional

En este capitulo se estudia el caso de la proyeccion de la ecuacion de difusién a lo largo de la direc-
cion longitudinal de un canal tridimensional de simetria radial. En adelante, a ese tipo de canales
también se les llamard tubos o capilares. El procedimiento esencialmente es muy similar al descrito
en el capitulo anterior para el caso de un canal en dos dimensiones, solo que ahora se hablar4 del ta-
mafo del drea de la seccidn transversal del canal. La estructura de este capitulo es como se indica a
continuacion. En la primera seccion se describen las condiciones que definen a un canal tridimen-
sional axi-simétrico. En la segunda seccién se plantea el método de proyeccién y se obtiene como
primera aproximacién la ecuacién de Fick-Jacobs. Finalmente, en la tercera seccién se obtiene una
relacion de recurrencia para poder encontrar las correcciones sucesivas a esta ecuacion. Al igual que
el capitulo precedente, los desarrollos aqui mostrados fueron obtenidos originalmente por Kalinay
y Percus, pero hemos considerado que es importante presentarlos antes de dar la generalizacién
que nosotros obtuvimos.

7.1 | Definicion de un canal tridimensional

El canal tridimensional sujeto de estudio en este capitulo tiene longitud L y su eje de simetria coinci-
de con el eje coordenado x. El radio del canal estéd definido mediante una funcién analitica R(x) > 0.
La pared del canal es impenetrable y totalmente reflejante, ademads de que estd definida por la su-
perficie R(x)—r = 0, donde la coordenada r es igual a \/ y? + z2 si pensamos en un sistema coordena-
do xyz, ver la figura 7.1. Como en el caso de un canal bidimensional, en las secciones transversales
del capilar ubicadas en las posiciones x = 0 y x = L se puede satisfacer cualquier condiciéon a la
frontera (Neumann, Dirichlet, Robin o mixtas).

La densidad tridimensional de particulas dentro del canal se denota como C(x, 1, ), y note que
no depende de la coordenada angular ¢ al tratarse de un canal con simetria axial. La constante de
difusién en la direccién radial es D, y en la direccién longitudinal es D,. En un medio isotrépico
D, = Dy, pero por cuestiones del método, se supondra artificialmente que D, >> D,.

Por la simetria del problema, la ecuacién de difusién que satisface C(x, 1, t) es

aC( t)=D o C( H+D L9
A, X, T, = N0 X, T, ~ .
ot T ox2 "ror

riC(x, T, t)] (7.1)
or

83
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Figura 7.1: Esquema de un ca-
nal tridimensional de longitud
L y radio R(x). En este esque-
ma también estd representada
la condicién del flujo, J(x, 1, ),
sobre la pared del tubo; es decir,
cuando r = R(x).

7.2 | La proyeccion sobre el eje de simetria

Como en el capitulo anterior, se necesita definir una concentracién reducida de particulas. En esta
ocasion la densidad lineal a lo largo del canal se definde como

27 pR(x) R(x)
clx, 1) = f f Cx,r,t)rdrd¢ = an C(x,r,t)rdr (7.2)
o Jo 0

Al usar esta definicién en la ecuacién de difusién tridimensional, ecuacién (7.1), e integrar desde
r =0 hasta r = R(x), se obtiene

RW) 92 1

2
{DX—C(x, no+ Dy

0
FP) ar rEC(x,r, t)] }rdr

R g
271[ —C(x,r,0)rdr =2nf
o Ot 0

Como en el caso bidimensional, la integral del lado izquierdo se calcula inmediatamente, mientras
que para obtener la del primer término del lado derecho se emplea la regla de Leibniz dos veces,

fR(x) b ki aC(x,r, 1) }
0 “ox r=R(x)

iC(x )
y 1y ax

0x

o [R@ g
rdrsz{—f —C(x,r,)rdr—R'(x) | r
0

0x 0x

0 [0 (RW
:Dx{— —f Clx,1,)rdr — R(x)R (x)C(x,R(x), 1)
0x | 0x Jo
—R'(x)R(x)M }
0x r=R(x)

y para la del segundo término el teorema fundamental del célculo,

R(x) 10 r=R(x)
2n D,——

0 ror

oC(x,r, 1)

rar

raC(xrt)
or 77

rdr =2nD,

r=0

Hecho lo anterior se encuentra

P 02 0 ,
2= Dx{ 2 et -2n [R(x)R xX)C(x, R(x), t)]
0x?

ot dx
oC(x,r,t
_2nRWR (281 } (7.3)
0x r=R(x)
r=R(x)
+27D, r_@C(x, ux
or r=0
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Figura 7.2: Representacion de
la hipétesis de Fick-Jacobs que
supone que en la direcciéon
radial la concentracién de
particulas alcanza el equilibrio
instantdneamente.

que debe cumplir la condicién a la frontera que establece que el flujo sobre la pared del canal es
paralelo a ella. Por la geometria de este sistema el flujo es

0 0
J3a(x,1,t)==Dy—C(x,1,t)€x— D, —C(x,1, )& (7.4)
0x or

donde &;, i = x, r, es un vector unitario en la direccién indicada. Un vector unitario normal a la pared
del capilar es i = [R’ (x)éy — ér] /v/1+ R'(x)?, y entonces la condicion de que el flujo sea paralelo a
la superficie se satisface si

n-Jz3q(x,1,0)=0

en r = R(x), es decir, si la condicién a la frontera es

0 0
D,—C(x,1,1) =DxR'(x)—C(x,1,1) (7.5)
or r=R(x) 0x r=R(x)
Alimponer la condicién (7.5) en (7.3) se encuentra la ecuacion de difusiéon proyectada
2c(x H=D {a—zc(x 1) —ZJIi R(x)R'(x)C(x,R(x) t)]} (7.6)
ar T TN ex2 0x T ‘

Si se supone, como en el caso de la aproximacién de Fick-Jacobs, que la tasa de difusién es
infinita en la direccién transversal del canal, véase la figura 7.2, de la ecuacion (7.2) se obtiene

c(x, 1) _ c(x, 1)

ZR(X)2  w(x) 7.7)

Clx,rt)=

donde ahora w(x) es el area de la seccidn transversal del capilar, a diferencia del capitulo anterior
donde representaba el ancho del canal'. Sustituyendo esta tltima expresién en (7.6) y haciendo
D, = Dy se halla la ecuacion de Fick-Jacobs,

9 =D, [w(x)ic(x’ 2
ar 7T T ox ox w(x)

(7.8)

que es la correccién a orden cero de la ecuacién de difusién unidimensional proyectada a lo largo
del eje del tubo como en el caso bidimensional.

1En adelante nos referiremos a w(x) simplemente como la seccién transversal del canal indistintamente si se trata de un
sistema en dos o en tres dimensiones en concordancia con lo acostumbrado en la literatura referente al tema.
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7.3 | Correcciones a la ecuacion de Fick-Jacobs

En esta seccion se emplea el método de Kalinay y Percus para obtener las correcciones subsecuen-
tes a la ecuacién de Fick-Jacobs. Se usa de manera conveniente a 17 = D,/D;, como pardmero del
desarrollo de la densidad tridimensional como una serie infinita de operadores tal y como se hizo
en el capitulo anterior con la densidad bidimensional,

0 c(x,t)
Clx,r,1)= Zn]p,(x, 1,05) —

L 3% w0 (7.9)

Nuevamente, si j = 0 se debe recuperar la aproximacién de Fick-Jacobs. En semejante situacion,
C(x,1,1) no depende de r segtin la definicién (7.2) y por lo tanto, el primer operador buscado es

0
Po(x, 1, ”& =1 (7.10)

La serie (7.9) se usa tanto en la ecuacion de difusién (7.1),

10 8\ . 9 clx, 1) _
j+la ’
(Dxat axZ)Jgon Pt 0x) g )
X .10 0 0 c(x, 1)
= T 11
ZTI rar[ pj(x x)ax w(x) @1

como en la ecuacién de difusion tridimensional proyectada en la direccién del eje del canal, ecua-
cién (7.6),

0 02 P .
EC(W):D{ 5c(x, 1) — 2n—[R(x)R (x)znfp](x R(x),0:) 5~ olx )H

w(x)

que como w'(x) =27 R(x)R'(x), esta ecuacion se puede reescribir como

9 clx,t
_c(x =Dy [w(x) w(x)zn/pj(xR(x) 0] o ot £) (7.12)

i w(x)

Después se sustituye (7.12) en (7.11) obteniendo

ZUJH{P,(X ryax)

= [w(x) w(x)Zn’“ﬁk(x R(x),05)
Jj=0

(x)

0? } 0 clx,t) & 0 0 c(x, 1)

a zp](xy ’ x) 6x I,U(x) _j= ;5 ra_p](x! ’ x)a I,U(x)

Tras desarrollar término a término esta tltima ecuacién y al reacomodar los factores que mul-
tiplican a un 7/ en particular, tal y como se hizo en el caso bidimensional, se obtiene la relacién de
recurrencia entre los operadores P (x, ,0y), a saber,

ic(x, n
ax wx)

{l 0 (7.13)

ror

0
rapjﬂ-l(x) r;ax)]}

J a1 0
={-Y pjxx, 10x) 5~ —— =10/ (Dpr(x, R (), )
& w(x) ox

N (xra)a 1 0 W 92 610 )}6c(x,t)
Pi Hx@xw(x)@x OZ‘D] T ax wx)




7.3 Correcciones a la ecuacién de Fick-Jacobs 87

Nétese como cualquier g (x,1,0,) depende de todos los operadores precedentes. La forma final de
cada operador se halla integrando dos veces la ecuacion (7.13) con respecto a r, de tal forma que las
constantes de integracion satisfagan la condicién a la frontera en la pared,

0 c(x, 1) 0 c(x,1)
i%, j+l — 14
{n P] *, r’a")a w(x) } r=R(x) {77 w (x) p](x r'ax)a w(x) } r=R(x) @14
y la condicién de normalizacién,
R 9 clx,t
2nf JESTRP 0D ar=o, j>0 (7.15)
0 x w(x)

En la siguiente seccién se obtienen los primeros operadores de la serie (7.9).

7.3.1 Obtencion de los primeros operadores ;(x,r,0y)

De manera anéloga al caso bidimensional se obtuvo que pg(x,7,0,)0, = 1. Para encontrar al siguien-
te operador, p,(x,7,0y), se usa (7.11) con j =0 en el lado izquierdo y j = 1 en el lado derecho, obte-
niendo los términos de orden A

0 c(x, 1) 0 c(x,1)
P t)ax w(x) f f Dy 6t )po(x, r’ax)a_ w(x) drdr

Usando la ecuacién de Fick-Jacobs, ecuacién (7.8), se halla

(7.16)

!
b1, r,t) 0 c(x, 1) fl/ w(x)ic(x,t)drdr

w(x) w(x) 0x w(x)

y tras integrar se obtiene

0 clx,t) r*w'(x) 0 clx,1)
pl(x T, f) W 4 W) a e +b1'1 lnr+b2,1 (7.17)

donde b y bs,1 son las constantes de integracién. Debido a que la densidad tridimensional estd de-
finidaen r =0, b;,; debe ser igual a cero. En tanto, para encontrar el valor de b » se usala condicién
de normalizacién, ecuacion (7.15),

R(x) 0 N3 R(x) 0 b
271[ p1(x, 1, t) c(x )rdr =27zf ) ¢ 1) blz] rdr
0 w(x) 0 4 w(x) ox w(x) ’
w'(x)  clx, 1) r2y | =R
:2][{ bg 1 —}
w(x) ox w(x) 2,5
=0
de donde puede probarse que
b _ RW?* [w'(x) d cx,1)
217 8 w(x) 0x w(x)
B R(x)R (x) 0 c(x,0)
- 4 ox w(x)
Por lo tanto, el operador buscado tiene la forma
2 R(x)
61(x,1,0y) = -— | R 7.18
P1(x,1,0%) ) 1 (x) (7.18)

que evaluado en r = R(x) da
1
P1(x, R(x),0x) = ZR(x)R’(x) (7.19)
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Para calcular el operador siguiente, p»(x,r,0y), se hace uso de la relacién de recurrencia (7.13)
con j =1,y delos operadores po(x,1,05)0x, p1(x,1,05) y p1(x, R(x),0) previamente calculados, asi

se obtiene
10 0 0 cx 1) _
U ar [7arP2m09) Vo =
{‘ L9 ] JROR @) |+ r__E® 91 9,
w(x) 0x 2R(x) 4 0x w(x) 0x
#? [ r» RWw]., d cx, 1)
“ox2 2R~ 2 T }& w(x) 720
que es una ecuacion de la forma
10 0 0 c(x,t) 0 cx,t)
Doy [rap0wn 00 |52 =P Q00 + Qo 00} 5= 2

donde los operadores auxiliares son

01 (x,0) = Rwx) o 1 0 _iR’(x)
0= R0 ox w) ox -~ 0x2 2R (%)

RXRx) 4 1 0 % R(x)R'(x)
)+ 3 —

A 1 0
Qalx, 07) = Tdw ox (@REOR') - 1 oxwmox T ax a4

Estos operadores pueden desarrollarse y simplificarse como

A " _ 1 ' ey 4R'(x)° }
Q00 = 5 )2{ [2R @02 - RIR" (9] o~ ROR" () + SR (0R" () - 5 o
/ 3
0 (x,0,) = —{ —Z[R'(x)z - R(x)R”(x)] 9 RGOR"(x) - 3R (R (x) — 2o } (7.21)
4 0x R(x)

Integrando (7.20) dos veces con respecto a r se halla

0 c(x,t A 0 c(x,t
{500} L O T2, + T 0000} 2 S0 g

donde la constante b » como en el caso del operador anterior, debe ser cero.
La otra constante, by, se encuentra luego de imponer la condicién de normalizacién,

0 c(x, 1)

R(x)4
QZ( » x)}a W(x)

Ql (xy ax) -

by = {

Finalmente, el operador p»(x, r,05) se puede escribir como

R(x)? R(x)2

rt . re .
02(x,1,0y) =1—6Q1(X,0x)+TQ2(x,6x)— 8

Ql (x,0y) + Q2 (x,0x)
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Al sustituir los operadores Qi(x, 0x), i = 1,2, por su forma original se encuentra

4

a
P2 (x,1,0y) = m{z[zR’(x)z - RWR" ()] p—
! 3
— REOR"(x) +5R () R (x) — SR (X }
R(x)
r2 / 2 " 0
+1—6{ —2[R )2 -R(X)R (x)] - (7.22)
! 3
+ROOR" () 3R (R (x) — }
R(x)
R(x)z 42 " 0
- { [R (02 -2R(R (x)] -
! 3
+ ROOR" (%) — 2R () R () — 22 ) }
R(x)
cuya evaluacién en r = R(x) da
2
p2(x, R(x),05) = R;);) {2 R0+ ROOR" () % (7.23)
! 3
+R(x)R"(x)+ R (x)R" (x) - 1R }
R(x)

El resto de los operadores, p;(x,r, 0y), para j > 2, se calculan de igual forma. Cada operador
pj(x,1,0x) esun polinomio en potencias de r** k=0,1,.., j,yel orden de sus derivadas con respecto
a x es j — 1. Finalmente, se sustituyen los operadores obtenidos evaluados en r = R(x), ecuaciones
(7.19) y (7.23), en (7.12) para encontrar la ecuacién de difusién proyectada, a saber,

0 0 2 N 2l 2
atc(x, 1) =Dy ax{R(X) 2R(x) R (x) (7.24)

772 3 p/ / 2 17 6
g RO°R (x)[z(R )2+ R)R (x))a

" , " 14R'(x)3 0 clx, 1)
+RUWOR"(x)+ R (OR (x)——]—...}—

R(x) 0x R(x)2

Como en el caso bidimensional, el grado de precisién de la proyeccién aumenta si se afladen
mads operadores. Para obtener de esta tltima expresién una ecuacién en derivadas parciales del
mismo orden que la ecuacién de difusién original, en el siguiente capitulo se reproduce el método
sugerido por Kalinay y Percus para representar la serie infinita de operadores de la ecuacién (7.24)
como un coeficiente de difusién efectivo [95].
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Proyeccion de la ecuacién de difusion tridimensional



Coeficientes de difusion efectivos para
canales simétricos

En los dos capitulos anteriores se estudi6 la proyeccién de la ecuacion de difusion sobre la direc-
cion longitudinal de un canal, usando el método riguroso propuesto por Kalinay y Percus basado
en la teoria de las perturbaciones y tomando como aproximacién a orden cero la ecuacién de Fick-
Jacobs. Como resultado se obtuvieron sendas ecuaciones de evolucién unidimensionales donde las
condiciones a la frontera se reducen a especificar cémo son los flujos en la entrada y a la salida del
canal. Sin embargo, en aquellas ecuaciones estaban involucradas, en principio, derivadas parciales
de orden mayor que 2 con respecto de la posiciéon de conformidad con las correcciones que se van
obteniendo. Esto es, para poder trasladar un problema originalmente en dos o en tres dimensiones
espaciales a un problema unidimensional que puede resultar beneficioso, se debe pagar un precio.
Este consiste en que se obtiene una ecuacién diferencial de orden superior al de la ecuacién de di-
fusién. Lo anterior implica que para poder cerrar el problema y eventualmente tratar de resolverlo,
se deben afiadir nuevas condiciones a la frontera. Para salvar la situacién, en este capitulo se apro-
ximan las series de operadores obtenidas por el método de Kalinay y Percus como representaciones
funcionales. A estas nuevas funciones se les conoce como los coeficientes de difusién efectivos de-
pendientes de la posicién. De esta manera, cuando se proyecta un problema de difusién en canales
sobre la direccién longitudinal se puede usar la ecuacién de Fick-Jacobs generalizada que incorpo-
ra un coeficiente de difusién dependiente de la posicién correspondiente con la forma original del
sistema cuasi-unidimensional, y que se halla con el método de Kalinay y Percus.

La estructura de este capitulo se describe a continuacién. En la primera seccién se recapitula la
forma en que se generaliza la ecuacién de Fick-Jacobs, mencionando las principales contribuciones
y sugerencias encontradas en la literatura sobre los coeficientes de difusién efectivos para canales
simétricos con respecto del eje del canal. En la segunda seccién se describe c6mo con ayuda de la
condicién del flujo en el estado estacionario se pueden agrupar en una férmula los términos de las
series de operadores obtenidos que incluyan exclusivamente a la primera derivada de la forma del
canal, a modo de obtener una representaciéon funcional o férmula de los coeficientes de difusién
efectivos. Finalmente, en la tercera seccién se obtienen explicitamente los coeficientes de difusiéon
para canales en dos y en tres dimensiones que a la fecha han resultado ser los mds robustos en el
estudio de la difusién en canales simétricos.

Al igual que en los dos capitulos precedentes, el material aqui descrito se basa en gran medida
en los resultados obtenidos por Kalinay y Percus y expuesto en las referencias [94,95,427]. Posterior-
mente, en la parte III, se presentaran los resultados originales obtenidos en esta tesis que extienden
el método de Kalinay y Percus al estudio de la difusion efectiva en canales bidimensionales asimé-
tricos.
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8.1 | Generalizacion de la ecuacion de Fick-Jacobs

La ecuacion de difusion tiene validez universal, lo que significa que puede describir correctamente
la distribucién espacial y temporal de particulas en cualquier situacién. En un medio isotrépico y
homogéneo la ecuacion de difusion es

%C(r, t) = DoV?C(r, 1) (8.1)

donde Dy es la constante de difusién y la densidad de particulas es C(r, t) = C(x,y,t) en el caso
bidimensional y C(r, ) = C(x, y, z, t) en el caso tridimensional.

Cuando se usa (8.1) para modelar la difusién a través de canales simétricos definidos por paredes
longitudinales totalmente reflejantes y cuya seccién transversal depende de la posicién, w(x), se
deben imponer condiciones a la frontera. Dependiendo de estas fronteras, resolver el problema
puede ser muy complicado.

En el capitulo 5 se mencioné que una propuesta para estudiar la difusién en canales fue hecha
por Jacobs [91],

0 : 0 0 c(x, 1)

aC(XI, ) —Dan(X)am (8.2)
donde para canales planos, w(x) es el ancho del canal y en capilares de radio R(x) la seccién trans-
versal es w(x) = mR(x)%. Esta ecuacion sélo es vélida cuando la tasa de difusién en la direccién
transversal es muchisimo mayor que la tasa de difusién en la direccién longitudinal, o lo que es
equivalente, cuando se tiene un canal estrecho el cual posee una longitud caracteristica muchisimo
mayor que su ancho (w(x) << L o bien R(x) << L).

Para ampliar el rango de validez de la ecuaciéon de Fick-Jacobs, Zwanzig propuso la siguiente
ecuacion [92],

0 clx,t)

0 0
Ec(x, 1= aw(x)D(x)a w0

(8.3)

donde habia que estimar la forma de D(x). En su trabajo, Zwanzig propuso las siguientes ecuaciones
de evoluciéon

9 e =Do L woo|1- Lz, | 2L c®D (8.4)
ar 7T % 3 T ox wx) ’
gc(x £ =D iR(x)2 1—1R’(x)2+ 9 e (8.5)
ar 7 T %% 2 ] ox R(x)? '

para un canal bidimensional y uno tridimensional con simetria radial, respectivamente. Ademads,
Zwanzig sugiri6é que los términos entre corchetes de las ecuaciones (8.4) y (8.5) eran en realidad
desarrollos en serie truncados. Zwanzig se aventur6 a estimar que la serie completa podia reprodu-
cir las siguientes ecuaciones

9 on=pp W 0D 8.6)
or T 0 ox [T+ Lw(n2] 0x w(x) '
9 =Dyl RW 0 et 8.7)
o 7" Pox [1+ 1R (0?] 0x R(x)? '

para el caso bidimensional y el tridimensional, respectivamente. Los resultados obtenidos median-
te simulaciones computacionales una década después insinuaron que los coeficientes de difusiéon
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obtenidos por Zwanzig debian mejorarse. En 2001 Reguera y Rubi usando argumentos heuristicos'
propusieron las siguientes ecuaciones de evolucién

9 n=p, LW 9w 8.8)
ar T x M+ w (2 0x w(x) '
) d R®? 0 ckx0

—c(x,t) = Dy (8.9)

ot a‘/l_,_R/(x)zaR(x)z

para dos y tres dimensiones, respectivamente [93]. Sin embargo, con un método sistemético des-
crito en los dos capitulos anteriores, Kalinay y Percus establecieron que la forma de la ecuacién de
evolucion debidamente proyectada era

2c(x f)=D iw(x){l—&w’(x)z (8.10)
ar Y T 0%y 3 ’

+ /1—2 wx)w' (x) [ - Z(w’(x)2 + w(x) w"(x))i
45 0x

(43
—w@w" x) - w @Xw" (x) + Tw(x) ] _} 0 c(x,1)

Twx) 0x w(x)

para el caso bidimensional (véase el capitulo 6) y

o .9 peazli M2

5-¢l 1) = Do R(x) {1 SR @®.11)
772 / 1rn2 " 0
+1sROR (x)[—z(R )% - R(X)R (x))a

+R(XR"(x)- 7R (0)R" (x) +

18R’(x)3]_ }i c(x, 1)
R(x) [ 6x R(x)?

para el caso tridimensional (véase el capitulo 7).

Obsérvese como las ecuaciones de evolucion sugeridas tanto por Zwanzig, Reguera y Rubi como
por Kalinay y Percus recuperan la ecuacién de Fick-Jacobs cuando la seccién transversal del canal
no cambia; es decir, cuando w'(x) = 0 o bien, cuando R'(x) = 0. Ademds, es interesante resaltar que
las propuestas del coeficiente de difusién efectivo hechas por Zwanzig y luego por Reguera y Rubi
quedan escritas exclusivamente en términos de la primera derivada de la forma del canal, w’'(x) o
R'(x); mientras que la ecuacién obtenida por un mapeo riguroso incluye no sélo a las derivadas de
orden superior de w’'(x) o R'(x), sino también a términos cruzados que incluyen nuevas derivadas
parciales que la convierten en una ecuacién diferencial cuyo orden excede al de la ecuacién de
difusién original.

Si se desarrolla en serie a los coeficientes de difusién sugeridos por Zwanzig y por Reguera y Rubi
puede verse que los dos primeros términos coinciden con los dos primeros de la serie de operadores
obtenida por Kalinay y Percus. La idea entonces que se desarrolla en este capitulo es, a partir de la
serie completa de Kalinay y Percus (considerando exclusivamente a las primeras derivadas de w(x))
proceder de algiin modo para obtener una representacién funcional de los coeficientes de difusién
efectivos para canales en dos y en tres dimensiones. Esencialmente este tratamiento es el que des-
cribieron Kalinay y Percus en la referencia [95].

1 Aunque en su articulo de 2001 Reguera y Rubi argumentan que el coeficiente de difusién que propusieron fue obtenido
en el contexto de la termodindmica de los sistemas mesoscopicos [93], en realidad lo propusieron con el afin de tener una
expresion sencilla de manipular y que a la vez mejorara el coeficiente de Zwanzig. Hay que destacar que el mismo Zwanzig
en su trabajo de 1992 se habia percatado que el coeficiente de difusion que propuso en realidad correspondia a los primeros
términos de una serie de correcciones cuya obtencién dejé como un problema de investigacién abierto [92].
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8.2 ‘ La aproximacion en el estado estacionario

En esta seccidn se estudia la manera de hacer manejables a las expresiones (8.10) y (8.11). Para ello
se agrupan los términos de las series de operadores a modo de obtener férmulas para los coeficien-
tes de difusion efectivos. Primero se describe el procedimiento en general y después, en los siguien-
tes apartados, se obtienen explicitamente los coeficientes de difusion efectivos para los casos en
dos y en tres dimensiones.

Empezaremos escribiendo a las ecuaciones (8.10) y (8.11) de una forma mds compacta como
0 c(x, 1)

ox wx)’

B P X
57¢6,0) = Doz w() [1 —€;2:(x,0,) i=2d,3d 8.12)

ot

donde los pardmetros de los desarrollos son €4 = A = Dyx/Dy y €34 =1 = Dx/D;. Por otro lado, el
operador Z;(x,0y) €s

oo

2Zp4(x,0) = Y A¥G i1 (x, w(x),05) (8.13)
k=0

“ o0

Z3a(x,05) = Y 0*prs1 (x, R(x),0%) (8.14)
k=0

para los casos bidimensional y tridimensional, respectivamente. No hay que olvidar que estos ope-
radores fueron los que se calcularon en los capitulos anteriores y que en el caso bidimensional w(x)
es el ancho del canal y en tres dimensiones w(x) = 7R (x)2.

Los desarrollos de estos operadores son

A _ 1 ! 2 i ! ! 2 " i
Z2a(x,0,) = s/ + ZZw@w' () [2(w 02+ wxw (x))éx 8.15)
! 3
+ww" (x)+w (xw"(x) - Tw)
w(x)
246,00 = LR (02 + L RGOR (x) [2(R’(x)2 - R(x)R”(x))i 8.16)
’ 2 48 0x
i 3
—R(X)R"(x)+7R (x)R" (x) - 18R ()7
R(x)
Por otro lado, la ecuacion (8.3) puede escribirse como
—c(x, )= — w(x)Di(x)i 1 i=2d,3d (8.17)

ot 0x ox wx)’

A continuacion, se igualan las expresiones (11.18) y (8.17). Para tal fin, se considera al flujo a lo
largo del canal en el estado estacionario, J; = J;€,; es decir, cuando la concentracién en el canal ya
no cambia a medida que transcurre el tiempo y se cumple que c(x, t) = c(x). Por lo tanto, la ecuacién
de continuidad queda como

ic(xt)+i]~—0
ar 7 axTt T

De acuerdo con la primera ley de Fick, de (11.18) se obtiene

. 0
Ji=—Dow(x)|1-¢;Z;(x,05) —ﬂ, i=2d,3d (8.18)
0x w(x)
y de igual forma de (8.17) se encuentra que
0
Ji = —w@D; () 2 L i=2d,3d (8.19)

ox w(x)’
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Cuando se sustituye el término 0,c(x)/ w(x) de la ecuacién (11.19) en la expresién (11.20), por la
continuidad de J; se halla

- _ e T _L i —
Ji= Dow(x)[l €;Z;(x,0y) [ oD |’ i=2d,3d
o bien,
lzw(x)[l—e‘Z‘(xO ) 0 i=2d,3d (8.20)
Tl w@oD(x)] ’ ’

Ahora, sélo hay que determinar la forma del coeficiente de difusién efectivo, D; (x).

Como el término entre corchetes de la tltima ecuacién es una serie de operadores, para despejar
a D;(x) se aplica por la izquierda en ambos lados de la ecuacién (11.21) el operador inverso de
[1- eiZi (x,04)], asi se encuentra que

Dg
D;(x)

1

_ i=2d,3d (8.21)
w(x)

= w(x) [1 —€12;(x,05) -

Cuando se desarrolla en serie el lado derecho de (8.21) bajo la justificacién de que €; << 1,

D, A N A 1
i w(x)[1+eiZi(x,6x) +€221(x,0,) Zi(x,0,) + ... | —, i=2d,3d
D;(x) w(x)
se obtiene
D A 1 A A 1
0 +e;w(x)Z;i(x,0,) —— +€?w(x)Zi(x,0x)Zi(x,6x)— + ..y i=2d,3d
D;(x) w(x) w(x)
que al reagrupar, bajo el mismo criterio, se encuentra
Do _ 11w Zixo)——] 1  =2d,3d (8.22)
=|1-€e;w(x)Z;(x, , i=2d, .
D;(x) ’ T W)

La ecuacién (8.22) indica el modo exacto de calcular los coeficientes de difusion efectivos una
vez que se ha realizado la proyeccién unidimensional y luego de que se conocen los términos del
operador Z;(x,d,). Sin embargo, invertir todos los operadores involucrados puede resultar tedioso
e incluso, impracticable. Por lo tanto, se procede haciendo una aproximacion, también introducida
por Kalinay y Percus [427], la cual consiste en suponer que los operadores que aparecen en (8.22)
no acttian sobre todos los términos a su derecha, sino que lo hacen exclusivamente sobre el primer
término; es decir, sélo actiian sobre w(x)~!. De esta manera los términos que aparecen dentro de
los corchetes de la tltima expresién son nimeros y la expresién final del coeficiente de difusién
efectivo queda como

5 1
D¥*(x) =Dy 1-eiw(0) Zi(x,00) 7 | i=2d,3d (8.23)

En la siguientes subsecciones se obtienen explicitamente los coeficientes de difusién efectivos
para canales en dos y en tres dimensiones estimados por Kalinay y Percus.

8.2.1 El coeficiente de difusion efectivo para canales planos simétricos

Para el caso bidimensional se usa (11.22) con i = 2d, ademads de que la seccién transversal corres-
ponde al ancho del canal, w(x),yezg = A,

KP
D5, (x)

A 1
=1 = Aw(x) Zog(x,0y) —— (8.24)
D() w

(x)
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Al sustituir la expresion del operador sz(x, 0,), ecuacion (8.15), en (8.24) se obtiene

Dyy(x) 1 A ]
D—o =1- Aw(x){g w' (x)? + 5 wx)w' (x) [Z(WI(X)Z + w(x) w”(x))a
+w@w" (x)+w' (@w' (x) - WI(x)g] +} !
w(x) w(x)
Tras realizar la derivada indicada y simplificar se llega a
D2 ) ~1-2 w'(x)? (8.25)
"Dy 3

Az ! ! 3 / " "
+ Ew X)W (X)) +wxX)w (x)w" (x) — w(x) w'(x)| +
que es la expresién que corresponde al coeficiente de difusién efectivo para canales planos defini-
dos por una pared horizontal y otra determinada por la funcién de ancho, w(x), ambas totalmente
reflejantes. Si se desprecian deliberadamente las derivadas de segundo orden y mayores de w(x),
entonces se obtiene (8.25)
DKP(x) A2 A Ioond
2]l-—w X)) +—w(x)" —.. (8.26)
Do 3 5

Como se conoce la relacién de recurrencia entre los operadores que generan a estos términos,
la serie anterior puede completarse univocamente y se puede verificar que todos sus términos se
pueden agrupar como

_1\n

Di¥(x) = Dy Z o 1 w' (x)" (8.27)

que es una serie convergente que ademads es la representacién de la funcién

arctan [\/Z w' (x)]
DXF(x) = (8.28)
VAw' (x)
Esta tiltima expresion, para el caso isotrépico, A =1, da
arctan w'(x)

DX (x) = Dy————= 8.29
g (1) T ) (8.29)

que es finalmente el coeficiente de difusién efectivo para canales planos obtenido de acuerdo con
el método propuesto por Kalinay y Percus.

El hecho de que el método de Kalinay y Percus recupere el caso de un medio isotrépico se debe a
que el factor VA es un factor de escala; es decir, sila coordenada transversal y es reescaladaa vAy lo
mismo que la seccién transversal vVAw(x) — w(x) y consecutivamente la densidad bidimensional
o/V'A — o para conservar el nimero de particulas en la seccién transversal, entonces la anisotropia
en la ecuacion de difusién desaparece [94,95,427].

8.2.2 El coeficiente de difusidn efectivo para capilares

Para el caso tridimensional se usa la expresion (11.22) con i = 3d, ademads de que la seccion trans-
versal es w(x) = 1R(x)?, y €34 =1, entonces

DY (x)=D (1 NR(x)? Z3q(x,0x) — ! ) (8.30)
0 3d X R( )2 .
Sustituyendo (8.15), en (8.30) y luego de simplificar se encuentra
Dy (x)
3d 7 1 _ T2 (8.31)
Do 2

+'7—2R(x)R’(x) 18 R’ +3R' ()R (x) - RX)*R" (x)| +
48 R(x)
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que es la expresion completa del coeficiente de difusion efectivo para canales tridimensionales de
simetria radial y radio R(x). Como en el caso bidimensional, si el radio del canal no cambia abrup-
tamente, R'(x) < 1, entonces (8.31) se puede aproximar como
DX (x) 3 5
3d M o2 2500 N4 35046
———=1-—RX)"+-n"R(X)"——=n"R(x)°+... (8.32)
Dy 2 8"l 16"
Si se usa la relacion de recurrencia entre los operadores se puede encontrar que los términos
anteriores se agrupan segtn la siguiente sumatoria

O 2n-1N
DKy =py y L

211
L “omn [-nw' (0] (8.33)

que se trata de una serie convergente que representa a la funcién

DR (y= 20 (8.34)

V1+nR (x)?

En el caso isotropico, 1 = 1, bajo el mismo argumento que se usé en los canales bidimensionales, se

halla D
DXV () = ——— (8.35)

Vv 1+R'(x)?

Tabla 8.1: Coeficientes de difusion efectivos para canales simétricos.

Caso 2d Caso 3d

Autor, w(x) %
—

Ano

Jacobs

(1967) Do Do
Zwanzig Do Do

(1992) 1+ 15 w'(x)? 1+ R/ (x)?
Reguera y Do Do

Rubi (2001)

Kalinayy
Percus (2006)

Y1+ iw (02

2Dg
w'(x)

arctan [ w'(x)]

VvV 1+R(x)?

Dy

V 1+R/ (x)?
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Noétese como los dos primeros términos tanto de la serie (8.32) como de la (8.26) corresponden
a las aproximaciones sugeridas por Zwanzig hace mds de veinte afios [92]. Ademds, no sobra decir
que la expresién obtenida por el método de Kalinay y Percus en el caso tridimensional coincide con
la obtenida heuristicamente por Reguera y Rubi [93].

En resumen, para el estudio de la difusién en canales de seccion transversal variable un proce-
dimiento viable es encontrar una ecuacién de evolucién que dependa exclusivamente de la con-
centracién reducida y de la seccién transversal del canal que sea equivalente en cierto sentido a la
ecuacion de difusién original. Para ello, se necesita incorporar un coeficiente de difusién efectivo
en la ecuacion de Fick-Jacobs generalizada que dependa principalmente del cambio en la forma
del canal a lo largo de su direccion longitudinal [94, 95, 427]. Los coeficientes de difusién efectivos
pueden estimarse de manera heuristica; no obstante, Kalinay y Percus los obtuvieron usando un
método matematico riguroso de proyeccion. En la Tabla 8.1 se muestran los diferentes coeficientes
de difusién efectivos encontrados en la literatura para canales en dos y en tres dimensiones. En el
siguiente capitulo pasamos a elucidad cuél de esas expresiones es la mejor.
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Estudio de la difusion en canales
simétricos periodicos

Cuando se estudia la difusién en un canal en dos o en tres dimensiones espaciales, es necesario,
como ya se ha indicado en capitulos anteriores, conocer la forma del canal como funcién de la
coordenada longitudinal. De este modo, se puede usar alguno de los coeficientes efectivos que se
muestran en la Tabla 8.1. Estos coeficientes, que se obtuvieron bajo diferentes aproximaciones, ten-
drian que ser comparados con resultados experimentales o con aquellos obtenidos mediante simu-
laciones computacionales, para ver cudl de ellos ofrece una mejor aproximacién. Este es justamente
el objetivo de este capitulo.

Uno de los problemas que tiene interesantes aplicaciones es el estudio de la difusién de particu-
las a través de estructuras periddicas, las cuales resultan de la repeticion regular de un cierto motivo
alo largo de un canal; es decir, cuando la morfologia del canal se repite integramente luego de una
cierta longitud o periodo. Los trabajos que han aparecido en la ultima década que se enfocan en
este tipo de problemas son varios. Una muestra de ellos son las referencias [445-450], aunque los
sistemas que tratan son tridimensionales principalmente.

En este capitulo se estudia la difusién en canales periédicos y simétricos con respecto al eje
del canal. En dos dimensiones (2d) los canales estan formados por circulos traslapados de radio R,
mientras que en tres dimensiones (3d) consisten de cavidades esféricas en contacto, también de
radio R.

Cuando el periodo del canal, /, es menor comparado con el radio R de un circulo o de una cavi-
dady el ancho de la porcién de traslape, a, es muy cercana a R, tanto en el caso en dos como en el de
tres dimensiones se puede considerar que las paredes del canal son ligeramente corrugadas, por lo
que es de esperarse que el patron de movimiento de las particulas que difunden sea muy parecido
al que se observa en un canal de paredes rectas. En esta situacion se puede describir el movimiento
de las particulas en términos de una difusién unidimensional efectiva bajo la presencia de un po-
tencial periédico y de tipo entrépico. La primera seccién de este capitulo se consagra precisamente
a describir como obtener los coeficientes de difusién en canales periédicos.

En cambio, cuando el desplazamiento cuadratico medio de la particula que difunde es mucho
mds grande que el periodo del canal, /, el movimiento de la particula puede caracterizarse usando
un coeficiente de difusion efectivo constante que es mucho menor que el coeficiente de difusién Dy
observado en una region sin confinamiento. A medida que el periodo del canal crece, el tamafio de
laregién de traslape entre circulos contiguos (caso 2d) o el radio de la apertura circular que conecta
a dos cavidades vecinas (caso 3d) decrece. Como resultado, la barrera entrépica se incrementa y
la relacién entre el coeficiente de difusién efectivo y el del bulto disminuye, por lo que es razona-
ble pensar que el tiempo en que la concentracién de particulas alcanza el equilibrio dentro de un
circulo o una cavidad es menor al tiempo que en promedio tarda una particula en llegar a salir del
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dominio en cuestion. En otras palabras, en el limite / — R se recupera el problema del escape por
una diminuta ventana. De este problema trata la segunda seccién de este capfitulo.

Una vez que se explican tanto el calculo del coeficiente de difusién efectivo para canales periodi-
cos y el problema del escape a través de un pequefio orificio, se pasa a caracterizar el coeficiente de
difusion efectivo en sistemas periddicos en dos y en tres dimensiones como funcién de la relaciéon
al/R = a, que mide el grado de rugosidad de las paredes del canal. En ambos casos se compararon
los resultados numéricos obtenidos mediante simulaciones computacionales con los predichos por
las diferentes expresiones analiticas usando los coeficientes de difusién encontrados en la literatu-
ra, ver la Tabla 8.1. Es asi como en las dos tltimas secciones de este capitulo se presenta primero la
forma de calcular los coeficientes de difusion efectivos analiticamente y luego se contrastan con los
resultados numéricos. Para el caso 3d se reproducen los resultados de la referencia [96], mientras
que para el caso 2d los de la referencia [451]. En los dos casos se muestra que el coeficiente que se
ajusta mejor a los datos numeéricos en todo el rango de la abertura de los recintos vecinos es aquel
que se obtiene usando las férmulas obtenidas por el método de Kalinay y Percus.

9.1 ‘ Coeficientes de difusion para canales periddicos y simétricos

Un problema ya viejo, abordado desde hace ya més de 50 afos, es el de la difusién en presencia de
potenciales peri6dicos [418-420,437]. En vez de resolver la ecuacion de difusién correspondiente, al
final del capitulo 5 se vio que era también ttil la obtencién del tiempo promedio del primer arribo
desde un extremo del canal hacia el otro. Si usamos como ecuacién de evolucién aquella propuesta
por Zwanzig, la ecuacién de regreso que satisface este tiempo es

eﬁU(X)iD(x)e_ﬁU(X)iT(x) =-1 (9.1)
0x ox

donde en esta seccién por comodidad haremos que x sea la posicién de referencia otrora conocida
como xp. A fin de modelar una estructura periédica como la que se muestra en la figura 9.1, se
escoge uno de los motivos de longitud ! que se repiten y se considera a una de sus paredes como
totalmente reflejante y a la otra absorbente.

Al integrar ambos lados de la ecuacion (9.1) se obtiene

0 X
D(x)e PUX _1(x) = —f e PUM gy + 9.2)
0x b

donde Q; es una constante. Para determinarla se impone la condicién a la frontera de pared refle-
jante, digamos en x = b,

0
a‘r(x) s 0 (9.3)
asi, Q1 =0,yde (9.2) sellega a
BU(x) X
iT(x) =2 —/ e PUM gy
o0x D(x) b

Al volver a integrar, se puede encontrar 7(x),
X eﬁU(o
a D)

ac+Q, 9.4)

b
T(x) = f e PUM gy
¢

donde ahora para hallar Q, se usa la condicién a la frontera de pared absorbente en x = a,

T(x)|,_,=0 9.5)

por lo que Q, =0.
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Figura 9.1: Un canal periédico
Pared Pared puede modelarse a partir de un
motivo de longitud [ que se
Absorbente Reflejante repite y cuyas condiciones en
los extremos corresponden a las
de una pared absorbente y otra
reflejante.

Debido a la periodicidad del potencial, U(x) = U(x + I), y del coeficiente de difusién, D(x) =
D(x + 1), con esta tltima expresidn se puede obtener el coeficiente de difusién efectivo como la
raz6n del desplazamiento cuadratico medio y del doble del tiempo promedio del primer arribo, asi

o 1
- T/ ePUW _
21(x) <9DT><e pUG)

Det (9.6)

donde (f(x)) = (1/]) fx” f(x)dx. En el caso de potenciales entrépicos, U(x) = —In[w(x)]/B.

X
Asi, la férmula que actualmente se denomina como la férmula de Lifson-Jackson [418], para

obtener los coeficientes de difusién efectivos en canales periddicos es
1
ef = ]
(w@){ DWW )

D 9.7)

9.2 ‘ El problema del escape por una abertura pequena

En esta seccion se estudia el problema del escape de particulas que se encuentran difundiendo en
una regién o dominio cuyas fronteras son totalmente reflejantes excepto en una diminuta ventana,
donde la frontera es completamente absorbente. La principal cantidad de interés en este proble-
ma es el tiempo promedio del primer arribo de la particula hacia la frontera absorbente (MFPT de
ahora en adelante por las siglas en inglés de mean first passage time). Este problema corresponde a
uno cuyas fronteras no son homogéneas, lo que lo hace muy dificil de tratar con las herramientas
analiticas habituales. Sin embargo, cuando el tamafio de la regién absorbente es cero, el MFPT di-
verge; es decir, se sabe cudl es su comportamiento asintético. Se ha visto que el MFPT es diferente
para dominios en tres y en dos dimensiones. A continuacién se describen las situaciones donde el
dominio es un disco y una esfera, en concordancia con los canales peri6dicos que mds adelante se
estudian.

9.2.1 El escape de particulas desde el interior de un disco

En esta subseccion se estudia la difusién de particulas confinadas en el interior de un disco cuyo
perimetro es totalmente reflejante excepto en algunas diminutas porciones de arco. El disco tiene
radio R, por lo que el arco absorbente tiene longitud 0 < / < 27 R. La fraccién de perimetro ocupada
por los arcos absorbentes es v = nl/(27R), donde 7 es el nimero de arcos absorbentes. El MFPT
buscado no es sino el tiempo promedio de sobrevivencia de la particula en el disco.
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Berezhkovskii y Barzykin en 2010 [453], usaron la técnica de homogenizacién de las paredes para
tratar este problema; esto es, reemplazaron las fronteras originales por una frontera efectiva con una
eficiencia de atrape de particulas denotada por x. A su vez, la homogenizacién de fronteras tiene la
relevante consecuencia que traslada el problema original a un problema en una sola dimension.
Esta técnica s6lo es valida cuando el dominio en la vecindad de la frontera es relativamente chico.
En el caso del disco esto se cumple, pues se trata de una figura geométrica que, dado un valor de
perimetro, cubre la mayor drea posible. Se sabe de la referencia [410] que cuando v — 0 la cinética
de llegada de las particulas hacia el orificio es exponencial, lo que se consigue si el tamafio de v no
excede 107",

El tiempo promedio de sobrevivencia de una particula que inicia su recorrido a una distancia r
del centro del disco con perimetro parcialmente absorbente, 7(r), satisface la ecuacién

4.4 T 9.8
dr dr " Dy ’
cuyas condiciones a la frontera son [370],
4| = IR C 9.9)
dr r=k " Dy’ dr r=0 '

Cuando se resuelve esta ecuacion se tiene que 7(r) se puede calcular sumando el MFPT desde el
interior del disco hacia la frontera, Tygpr(r — R) = (R? — r?)/(4Dy), mas el tiempo medio una vez
que la particula ha alcanzado la frontera, 7(R) = R/(2k), y efecttia entonces una difusién unidimen-

sional, asi
R*-r* R
+— (9.10)
4D0 2K
Al promediar la ecuacién anterior sobre todos los posibles puntos de inicio considerando que éstos

estan uniformemente distribuidos sobre el disco, se halla,

R2(1 Dy
M=—z+—
D() 8 2xR

T(r)=

9.11)

Esto es, la informacién de la frontera absorbente queda codificada en la constante de atrape, x. Si
hay n orificios absorbentes alrededor del dominio, en la referencia [454] se lleg6 a constatar, me-
diante aproximaciones numeéricas, que x como funcién de ny v es

K =Kk(ln) = Do 9.12)
- " 2R(1-v)2In[2.6+0.7/v] '
Si se sustituye (9.12) en (9.11) se encuentra
R>(1 (1-v)? 0.7
(tvln))y=—1|- In|{2.6+— (9.13)
Dy \ 8 n v
Si ademas la fraccién absorbente es cero, v — 0, esta expresién da
RZ
(t(v|n)) = —In[1/v] (9.14)
I’lDO

resultado que previamente habia sido obtenido en las referencias [455-458].

9.2.2 El escape de particulas desde el interior de una cavidad esférica

Pasamos ahora a describir el problema del escape a través de un dimunuto agujero desde el interior
de una cavidad esférica. Este problema surge en el estudio de la difusién entre cavidades esféricas
interconectadas por una regién muy pequefa. Las cavidades tienen radio Ry el orificio por donde
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se traslapan tiene radio a de tal modo que a << R. En este caso, Berezhkovskii ef al. en 2003 de-
mostraron que la difusién puede ser reemplazada por una caminata aleatoria sobre una latizdonde
cada vértice coincide con el centro de cada cavidad [459]. La justificacién es que para escapar de la
cavidad, una particula debe encontrar el pequefio orificio de radio a; es decir, debe atravesar una
barrera entrépica [386]. Como se demostro en la referencia [410] el tiempo de escape en esta geo-
metria es del orden de R3/(aDy), donde no hay que olvidar que Dy es la constante de difusién en
el bulto. Este tiempo es mayor que el tiempo caracteristico del relajamiento hacia el equilibrio, que
esta dado por R?/ Dy. Como consecuencia de lo anterior, se puede pensar que la particula visita todo
el volumen dentro de la cavidad muchas veces antes de escapar, y que el promedio de su posiciéon
en este vaivén es justo el centro de la cavidad.

Asi pues, para tiempos mayores a R?/ Dy el movimiento de una particula esencialmente se puede
ver como una caminata aleatoria entre los centros de esferas vecinas. Después de un largo rato el
coeficiente de difusion efectivo llega a ser

Dot = 2 9.15)

donde I = 2V R%2 — a? ~ 2R es la distancia entre los centros de esferas adyacentes, (1) es el tiempo
promedio de sobrevivencia dentro de una cavidad, y a es un factor geométrico que depende de la
configuracién de la latiz, por ejemplo, para una esfera conectada linealmente a otras dos esferas
a=1/2[459].

Como en el caso del disco, la probabilidad de sobrevivencia en el interior de la cavidad con
un pequefio disco absorbente de radio a es exponencial con una constante de velocidad dada por
k=4aD,/V [410]. El tiempo promedio de sobrevivencia se sabe es 1/k. Si hay n discos absorbentes
entonces este tiempo pasa a ser 1/(nk). Cuando una particula ha alcanzado un disco absorbente
que conecta dos cavidades contiguas, tiene igual probabilidad de ir hacia una u otra cavidad, por
lo que finalmente el tiempo promedio de sobrevivencia dentro de una cavidad que se conecta a n

cavidades vecinas es

- 2 27R3 ©.16)
T)=—= .
nk 3naD

Con este tiempo promedio el coeficiente de difusion efectivo (9.15) puede obtenerse mediante

_ baanDy

D
ef IR

9.17)

9.3 ‘ Canales corrugados bidimensionales

En esta seccidn se estudia la difusién de particulas confinadas en el interior de un canal bidimen-
sional periddico y simétrico. Los canales corrugados que se estudian estdn formados por circulos de
radio R alineados sobre el eje coordenado x traslapados por una porcién de ancho a, ver la figura
9.2. El periodo del canal es I. Dependiendo de los tamarios relativos de a y [ se tienen diferentes
barreras entrépicas, véase la grafica que se muestra abajo de cada uno de los canales representa-
dos en la figura 9.2. En esta seccién primero se obtienen diferentes expresiones analiticas de los
coeficientes de difusion efectivos usando la férmula de Lifson-Jackson y los coeficientes de difu-
sién dependientes de la posicién que se reportan en la Tabla 8.1. Finalmente, estas expresiones se
comparadas con los resultados obtenidos mediante simulaciones computacionales para familias de
canales con diferente rugosidad [451,452].

9.3.1 Coeficientes de difusion efectivos

En los siguientes parrafos se calculan especificamente cuatro aproximaciones para los coeficientes
de difusion efectivos para canales corrugados. Por cuestiones de notacién, se entenderd como coe-
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Figura 9.2: Esquema de dos ca-
nales corrugados bidimensio-
nales (a) y (b). El nivel de rugosi-
dad se modela con dos diferen-
tes barreras entrépicas que se
muestran abajo de cada canal.
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Figura 9.3: Regi6on minima de
integracion para el canal peri6-
dico bidimensional.

ficiente de difusion efectivo aquellas expresiones obtenidas tras usar la férmula de Lifson-Jackson,
donde se omite la dependencia en la posicién por tratarse de cantidades promediadas.

Hay que destacar que de acuerdo con la férmula de Lifson-Jackson todas las aproximaciones
de los coeficientes de difusion para canales periédicos necesitan de la expresion de (w(x)), por lo
que para emplear (9.7) se debe seleccionar la unidad minima que se repite para formar a un canal
periddico. Segtin se muestra en la figura 9.3 el motivo que se repite tiene periodo [/2y su ancho esta

dado por w(x) = 2V R% — x2. Calcularemos primero el promedio de esta funcién?,

L L
(w(x)) = %[2 wx)dx = ‘_;fz VR2 = x2dx (9.18)
0 0

Si adimensionalizamos la longitud del canal usando !/R e introducimos el cambio de variable y =
x/R se obtiene

4R? [
(w(y) = TfOzR 1-x%dy

que tras integrar se halla

4R | 1 1_(2lR)2

— 1 7
(w(y) = - |2z + —arcsm(ﬁ)

2

Con la relacién I/(2R) = V1 - a?, donde @ = a/R es el tamafio adimensionalizado de la abertura
entre las celdas contiguas del canal, se puede escribir

1 1
551\/ 1-a2+ zarcsin(\/ 1- dz)
arcsin( 1- &2)

=R|a+—r7—— (9.19)
1-a?

1
(W) =2R——
1-a?

No hay que perder de vista que @ puede tener algun valor dentro del intervalo (0,R). Si @ — 0 se
tiene el caso de recintos sin conexién alguna y por consiguiente el coeficiente de difusién debe ser
cero, y si @ — 1 se recupera el caso de un canal recto, donde el coeficiente de difusién debe ser 1.
Este comportamiento es el esperado y mds adelante veremos si se logra reproducir. Podemos ir ade-
lantando que el comportamiento de la funcion (9.19) es tal que dentro del intervalo (0,1) no cambia
mucho. Por lo tanto, dentro de la férmula de Lifson-Jackson la parte que pesa més para determi-
nar los comportamientos asintéticos de los coeficientes de difusién efectivos son los promedios
(D@ wE)]™.

1Esta integracién también se puede hacer a lo largo del periodo I del canal. Se ha escogido 1/2 porque el motivo que se
repite es simétrico con respecto a un eje vertical de simetria que pasa por /2.
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En lo subsiguiente se calculan los segundos factores del denominador de (9.7) utilizando los di-
ferentes coeficientes de difusién dependientes de la posicién presentados en la Tabla 8.1. Cada uno
de los apartados termina con una expresion de los coeficientes de difusion efectivos para canales
corrugados bidimensionales, segtin sea el caso.

La aproximacion de Fick-Jacobs

El primer coeficiente de difusion efectivo para un canal corrugado bidimensional se halla haciendo
D(x) = Dy, que es la propuesta original de Fick-Jacobs. El segundo factor del denominador de (9.7)
queda entonces ya adimensionalizado como

( 1 >_lleR L4
DY) wn’ Lo Dyy/T=)2

! % arcsin (ﬁ)

~2RD, 1
1 arcsin (\/ 1- &2)
= (9.20)
2RDg V1-a?
Empleando (9.19) y (9.20) para encontrar
1
DY = (9.21)

o ( [pHoow] )

se llega al coeficiente de difusién efectivo para canales corrugados planos formados por circulos
traslapados usando la propesta de Fick-Jacobs,

2(1-a®)Dy

[arcsin(\/l —a?)+avl-a?

F] _
Dy, = (9.22)

x arcsin (V1 - a?)

La aproximacién de Zwanzig

Ahora se obtiene la aproximacién que resulta de usar el coeficiente de difusién bidimensional pro-
puesto por Zwanzig, D(x) = Dy[1+ w'(x)/12]~!, para ello reescribimos este coeficiente como

Dy
1 2
1+ 5w (x)
Dy

D0 =

2
1+ L=
12 VR2—x2
x2

+—
3(R%-x?)

-1

Do |1

que a su vez puede expresarse en términos de la variable y = x/R como

DZY(x)=Dy |1

2 -1 )
A ] =DM (9.23)

3012 07322

y con este resultado se calcula

<—1 >—1leR 3-2p° d 9.24)
DB Gwn’ Th 3pya-y2/iz g’ '
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La integral del lado derecho puede resolverse como

fZZR 3-2y° dy = ! S P —arcsin(i)
2 T2 VT 2 3D 2 2R
0 3D =xIV1-x 2RD0\/1—(§) 0 2R\/1—(§)
1 |V1-a2 2
:D_o 351“ +§arcsin(v1—512)

y recordando que /2R = V'1 — G2 la expresion (9.24) queda

1 1 ] 2arcsin ( 1- 512)
< 7 > = —+ (9.25)
DI w(x) 6RDy | a 1-a2
Al usar (9.19) y (9.25) para hallar
DY = ! (9.26)
2d :

w{ [DEyow] ™)
puede encontrarse que

6a(l—a* Dy
avl-a? +arcsin(\/1 - 5{2)] x [\/1 — a2 +2&arcsin(\/ﬁ)]

ZW _
Dzd -

Obsérvese como en la expresién anterior pueden reconocerse términos que aparecen en (9.22), ob-

tenida para D§ é ; lo cual motiva a escribir D%‘g en una forma alternativa,
DF]
D2 = 2d 9.27)
=2
141 | —v1-a 4
3 darcsin(\/ 1—[12)

La aproximacion de Reguera-Rubi

Es el turno para encontrar Dgg usando D(x) = Do(1 + w'(x)2/4)~1/3. Primero reescribimos al coefi-
ciente de Reguera y Rubi en términos de la variable y,

Dy (x) = Do (1 —X2)1/3 (9.28)

para luego calcular
0

- dx

1 1f2R
<D2R§(X)W(X)> 1 Jo Do(1 - y2)1/3 /1_)(2

fZIR dy
0 (1_7(2)5/6

al hacer la sustitucién y = sin¢ toma la forma

(9.29)

La integral

arcsin| ;)
I,

cos2/3 ¢
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La integral (9.34) se puede calcular en términos de funciones especiales (funcién Gamma y funcién
Hipergeométrica de segunda especie); sin embargo, hemos decidido dejarla escrita como

1 1 arcsin[ﬁ) d([)
< RR >= f i (9.30)
Dy ;(pw(x)’  2RDyV1-a2 Jo cos?/3 ¢

Entonces, usando (9.19) y (9.30) para encontrar

1
RR _
D,

- 9.31)
a wo){ [DREwn] ™)

se obtiene
2(1 - a*) Dy
avl-az+ arcsin(\/ 1- 512)

De manera andloga al caso anterior, manipulando un poco la expresion, este resultado se escribe de

manera alternativa como
Dgi arcsinv'1— a?

DRR _
2d arcsin(ﬁ) 2/3
x Jo cos™4S pdd

D3y = (9.32)

j;)arcsin(i) cos-2/3 ¢d¢
La aproximacion de Kalinay-Percus

Por tltimo, se va a calcular Dg usando D(x) = 2Dgarctan[w’(x)/2]/ w'(x). El coeficiente de Kalinay
y Percus escrito en términos de y es

/1 — y2
Dg(x) =Dy A arctan S S (9.33)
X 1-y2
Luego se calcula
1
1 1 2k d
<DKP >: 7[2R Xex (9.34)
og VW (x) 0 Do(l—xz)arctan( lx 2)
s
En la integral del lado derecho se hace y = sin¢ para convertirla a
farcsin(le) tan(p d(/)
0 ¢

la cual, como en el caso previo, no puede resolverse analiticamente. Por consiguiente, se escribe el
resultado siguiente en términos de esa integral,

€L

1 1 f arCSin(ZR) tan¢
= d (9.35)
<D§§(x)w(x) > 2RDyV1- a2 Jo ¢ ¢

Entonces, para poder obtener

1
Dy = (9.36)

W [P mw] ™)

se usan (9.19) y (9.35),
2(1-a*) Dy

in[ L
[El 1—d2+arcsin(v1—€z2)] xf;rcsm(”) ta:;d)d(p

KP _
DZd_
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que también se puede manipular algebraicamente, para escribir el resultado final,

P Dgi arcsinv'1— @2
Dygq = o) (9.37)
arcsin 2Rt
A “hdg

Es importante sefialar que las integrales que aparecen en (9.32) y (9.37), como parte de los coefi-
cientes efectivos, pueden resolverse de manera aproximada empleando métodos numéricos. Por lo
tanto, debe prestarse atencion especial a los problemas de convergencia de los métodos escogidos
cuando se evalian éstas expresiones en el limite G — 0.

9.3.2 Resultados obtenidos mediante simulaciones computacionales

En esta subseccion se hace el andlisis de las expresiones analiticas para canales 2d y los resultados
obtenidos mediante simulaciones de dindmicas brownianas. Los resultados numéricos fueron ob-
tenidos promediando 5 x 10* trayectorias. El tamaiio del paso de tiempo en las simulaciones fue
de 1078, Las colisiones entre las particulas y las paredes del canal se consideraron perfectamente
elésticas. El promedio del error de los datos experimentales fue menor del 3 %.

Conforme el periodo del canal, /, se incrementa desde cero hasta 2R, el ancho de la abertura
de entrada, 2a = V4R? — [2, disminuye desde 2R hasta cero. Como resultado, teéricamente el coe-
ficiente de difusion ird desde Dy = 1 hasta 0 (el primer limite representa un canal recto de ancho
constante, mientras que en el segundo caso el canal se ha cerrado por completo). A continuacion se
vera si los coeficientes dados por las férmulas (9.22), (9.27), (9.32) y (9.37), recuperan estos resulta-
dos.

Es claro que los coeficientes de difusién dados por las expresiones referidas, tienden a Dy =
1 a medida que @ — 1; lo cual puede constatarse en la figura 9.4. Sin embargo, se debe sefalar
que el comportamiento asintético exacto del coeficiente de difusion efectivo D,; a medida que
a — 0 fue estudiado, como se mencioné en la segunda seccién de este capitulo, en las referencias
[453,455,456,458], y para n = 2 estd dada por

rw__2Do
2d " n(1/a)

(9.38)

Es interesante resaltar que el coeficiente Dg obtenido usando la aproximacién de Kalinay y
Percus para D(x) predice correctamente el limite asintético en los dos limites de 4,
_2Dg PR
h/d paraa— 0,
Djy = (9.39)

Dy paraa— 1.

Sin embargo, a medida que & — 0 el coeficiente obtenido usando la propuesta de Zwanzig pre-
dice que D%;’ = 12aDy/m; mientras que los otros dos coeficientes, los obtenidos usando las sugeren-
cias de Jacobs y de Reguera y Rubi, predicen valores finitos para D,, a saber DZ ~0.81Dgy Dgg =
0.35Dy, respectivamente.

Al comparar las predicciones teéricas con los resultados obtenidos mediante simulaciones de
particulas brownianas (ver la figura 9.4), salta a la vista que la expresién Dgi s6lo puede aplicarse
cuando a > 0.8. Por su parte, D%" tiene un rango mayor de validez, aunque sé6lo hasta @ > 0.6. A
su vez, Dgg se extiende hasta valores incluso de 4 > 0.1. Sin embargo, aunado a la ecuacién (9.38),
puede verse en los resultados numéricos, nétese el inserto en el panel inferior de la figura 9.4(b), la
mejor aproximacion para el coeficiente de difusién efectivo en todo el rango del tamafio de la aber-
tura entre dos circulos contiguos es Dng. Este es uno de los resultados originales més importantes
de la tesis.
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Figura 9.4: Comparacion de las
constantes de difusién efecti-
vas encontradas numéricamen-
te (tridngulos) y predichas por
las ecuaciones (9.22), (9.27),
(9.32) y (9.37) que usan los coe-
ficientes de difusién de Fick-
Jacobs (FJ), Zwanzig (Zw), Re-
guera y Rubi (RR), y Kalinay
y Percus (KP), respectivamente
(lineas) para el canal periédi-
co bidimensional. Los diferen-
tes paneles muestran las com-
paraciones para diferentes ran-
gos de a/R. Se muestra ademads
las predicciones de la ecuacién
(9.38) denotadas por (RW). Los
valores exactos pueden consul-
tarse en la Tabla 9.1
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Tabla 9.1: Valores numéricos de las predicciones de los coeficientes de difusién para canales bidimensionales formados por
circulos traslapados para diferentes grados de traslape a/R.

alR Sim. FJ RR RW KP w
0.005 0.355 0.813 0.408 0.348 0.290 0.019
0.006 0.362 0.814 0.412 0.359 0.298 0.022
0.007 0.371 0.814 0.416 0.369 0.305 0.026
0.008 0.380 0.815 0.420 0.379 0.311 0.030
0.009 0.385 0.815 0.423 0.387 0.317 0.033
0.01 0.389 0.816 0.427 0.396 0.323 0.037
0.02 0.423 0.821 0.454 0.458 0.365 0.072
0.04 0.464 0.830 0.494 0.545 0.422 0.136
0.06 0.496 0.840 0.526 0.613 0.465 0.194
0.08 0.527 0.849 0.555 0.672 0.501 0.246

0.1 0.551 0.857 0.561 0.727 0.513 0.293

0.2 0.661 0.896 0.651 0.974 0.622 0.482

0.3 0.749 0.926 0.723 1.219 0.705 0.616

0.4 0.816 0.950 0.783 1.493 0.772 0.717

0.5 0.873 0.968 0.835 1.820 0.827 0.794

0.6 0.910 0.981 0.878 2.241 0.874 0.856

0.7 0.945 0.990 0.916 2.833 0.914 0.905

0.8 0.972 0.996 0.948 3.795 0.947 0.944

0.9 0.986 0.999 0.976 5.909 0.976 0.975
0.95 0.993 1.000 0.988 8.855 0.989 0.988

0.99 0.998 1.000 0.998 21.070 0.998 0.998
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9.4 | Canales corrugados tridimensionales

Andlogamente a la seccién precedente, en esta seccion se estudia la difusién de particulas confina-
das en el interior de un canal tridimensional peri6dico. Estos canales corrugados estdn formados
por cavidades también de radio R alineados sobre el eje coordenado x traslapados por una por-
cion de radio a, ver la figura 9.5. El periodo del canal nuevamente es . En la figura se muestran dos
diferentes barreras entrépicas dependiendo de los tamafios relativos de a y I. En la primera subsec-
cion se obtienen diferentes expresiones analiticas de los coeficientes de difusién efectivos usando
la férmula de Lifson-Jackson y los coeficientes de difusién dependientes de la posicién que se re-
portan en la segunda columna de la Tabla 8.1. Por tltimo, en la otra subseccién estas expresiones se
contrastan con los resultados obtenidos mediante simulaciones computacionales para familias de
canales con diferente a [96,452].

9.4.1 Coeficientes de difusion efectivos

En esta seccidn se presentan tres diferentes expresiones del coeficiente de difusion efectivo para
un capilar formado por cavidades esféricas que estdn en contacto, obtenidas mediante la férmula
de Lifson-Jackson. En el caso tridimensional la forma apropiada de la seccién transversal es w(x) =
TR(x)?, por lo que los coeficientes efectivos estan dados por

1
3d = —
(RC2)([Dsal0R?] ™)

(9.40)

La regi6én de integracion para (9.40), es una celda hemisférica truncada, de longitud 1/2, véase la
figura 9.6, cuya repeticion origina el canal mostrado en la figura 9.6. El radio de esta celda estd dado
por R(x) = VR? — x2 = R\/1- ¥2, donde ademds se ha usado la sustitucién y = x/R.

Como en la seccion anterior, para el propésito de obtener diferentes expresiones de los coefi-
cientes de difusién efectivos, primero se considerara la integral (R(x)?), cuyo resultado se empleara
varias veces a lo largo de la seccion,

A L
(R(x)?) = %fz R(x)%dx = ? " (R? - xV)dx 9.41)
0 0

Al adimensionalizar usando la variable y y la relacion I/2R = v'1 — @2, se obtiene
2R3 1 1( 1)
R =" |—=-=|—
< W ) !l |2R B(ZR) ]

2
S+ &) (9.42)

La aproximacion de Fick-Jacobs

Usando D(x) = Dy el segundo factor del denominador de (9.40) queda adimensionalizado como

< 1 >_§fzﬁe L,
DY (0 R(xp)? I Jo DoR(y)?

2 fZZR 1 iy
RDolJo 1-y2
1 (1+l/2R)
= n

RDol \1-1/2R
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Figura 9.6: Region minima de
integracion para el canal perid-
dico tridimensional.

que se puede reescribir de la forma

1 1 1+V1-&
< 5] > = In (9.43)
Dy, (WR(?!  2R2DyV1-a? -V1-a2

Combinando (9.42) y (9.43) para encontrar

1
Dy, = (9.44)

(ro?)([pE,or?] )

sellega a

Fl _
D3d -

6V1—-a2D, (1—\/1—5:2)
] (9.45)

_ n
2+a 1+V1+a?

La aproximacion de Zwanzig

Esta otra aproximacion resulta de usar el coeficiente de difusiéon D(x) = Dg[1+ R’ x)%/2171, paraello
observamos que

= (R

DZW DZW( )R(x)Z >

1+ 1R ()2
_ 2 2
= (R() ><—D0Rm2 )

102
= (R(x)2> [<D0R1(x)2 > + %<D}ZI(?)8€)2>

donde se identifica al primer término del lado derecho con la expresién, recién calculada, para D3 L
de éste modo escribimos la expresién anterior como

1

R/(x)z
2
Do) DF} ( ) (s (9.46)

DyR(x)?
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Donde la tnica integral adimensionalizada que hay que calcular es
< R (x)? >_£leR y2dy
" RI 0 _

DoR(y)? (1-x2)
8 1/2R 1. (1+1/2R
"Rl [2(1—(1/212)2) T4 n(l—l/ZR)]
_4fr ln(1+\/ﬁ)
R?|2a* g1-a \1-Vi-&2

y al juntar con (9.42) se obtiene

R'(x)? 4 1 1+vV1-a?
(R(x)2><%> =(2+@) x | —= - In 9.47)
DoR(x) 6a* 3v1-a2 \1-v1-a?
Finalmente, para obtener la expresién de D%‘L’i", se usan (9.45)-(9.47)
Dy  2+a° n(iv1i-@ +2+a2 4 3(2+512)1n 1+V1-a2
DX evi-a2 \1-V1+a? 8 |6a 2v1-a2 \1-V1-@&
2+t |1 +3(2+512)1n 1+V1-a? ©.48)
12 |&@ 2vi—a@Z \1-Vi-& '
y puede facilmente demostrarse que
Zw 24a*V1-a*Dy
D3, (9.49)

- (24 a?) x

— a2 1 (VR
WI—G+3@Q2+a )ln(—l_m)

Las aproximaciones de Reguera-Rubi y de Kalinay-Percus

Para terminar, se usa D(x) = D58 (x) = DXV (x) = Do(1+R'(x)%) 7!/2. De forma similar a los otros casos,

primero se reescribe al coeficiente en términos de la variable y,

D3R(x) = Doy/1- x? (9.50)

para obtener

<;>—iﬁL 051
D?g()()R(x)z RlJo Do(1-y2)3/2 .

donde la integral se resuelve con la sustitucién y = sin¢,

1
2
j(; 1 _XZ)S/Z =tan¢

con lo cual se puede hallar

arcsin(l/2R) l/2R

 V1=(12R?

1 1 1
- = _ (9.52)
<D§§(x)R(x)2 > R2Dg\/1—(1/2R)?2 R*Doa
Al usar en (9.40) los resultados (9.42) y (9.52) para encontrar
1
DR = (9.53)
3d -
R ([P RE2] ™)
se obtiene 34D
RR KP albo
D3g=D3q =577 (9.54)

Las ecuaciones (9.45), (9.48) y (9.54) corresponden a los tres diferentes coeficientes de difusion
efectivos para canales tridimensionales formados por cavidades esféricas en contacto.
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Figura 9.7: Comparacién de las
constantes de difusién efecti-
vas encontradas numéricamen-
te (tridngulos) y predichas por
las ecuaciones (9.45), (9.48) y
(9.54) que usan los coeficien- 04 / N
tes de difusién de Fick-Jacobs | 7 FJ |
(F]), Zwanzig (Zw) y de Regue- . RR
ra y Rubi (RR), que es el mis- 02 7/
mo que el predicho por Kalinay -
y Percus (KP), respectivamente LA
(lineas) para el canal periédico A
tridimensional. Se muestra ade- (=
mas la ecuacion (9.55) denotada 0 0.2 04 " 0.6 0.8 1
por (RW). a=alR

D, /D,
\

9.4.2 Resultados obtenidos mediante simulaciones computacionales

En aras de complementar los resultados originales obtenidos en esta tesis, se reproducen los re-
sultados previamente reportados en la referencia [96] para el caso de canales tridimensionales. Los
resultados de (9.45), (9.48) y (9.54), al igual que en el caso bidimensional, predicen adecuadamente
el caso cuando la barrera entrépica es chica; esto es, cuando la diferencia R — a es pequeiia compa-
rada con R. Puede demostrarse que todos los coeficientes predicen que D3,/ Dy = 1 cuando G — 1.

Como en el caso 2d, es interesante comparar el comportamiento predicho por estas ecuaciones
en el limite opuesto, @ — 0; es decir, cuando la barrera entrépica es grande. Este resultado puede
compararse con el obtenido en [459], el cual es asint6ticamente exacto cuando n =2y a = 1/2, a
saber

6Dya
RwW _ 920
D3q =

(9.55)
b4

Sise calculalarazén entre las expresiones (9.45), (9.48) y (9.54), yla (9.55), al compararlas se encuen-
tra que D}, /DR — oo, DZ%/DRW — 0y DER/DEW — /4. De este modo, DX = DXP de la ecuacién
(9.54), es un buen candidato para una férmula tinica que cubre todo el rango de mofologias del ca-
nal, desde @ = 0 hasta 1, pues los otros dos coeficientes, Dgi y D?I;l", no predicen adecuadamente el
comportamiento cuando @ — 0.

Por otra parte, los resultados de las simulaciones numéricas que se presentan en la figura 9.7
muestran que para d < 0.1, el coeficiente Dgg = Dg estd en un excelente acuerdo con las simu-
laciones al igual que el coeficiente D?ZIV. Para valores cercanos a d = 0.2 el acuerdo entre los datos
experimentales y los coeficientes DEX y DXW es igual de bueno. Sin embargo, para valores de @ >
0.3, los resultados de las simulaciones empatan mejor con el coeficiente Dgg = Dg.

Entonces, para el caso de un canal formado por cavidades esféricas en contacto, el coeficiente
de la ecuacién (9.54) deducido usando el coeficiente D(x) propuesto por Reguera y Rubi y luego
validado por Kalinay y Percus, proporciona una aproximacién razonablemente buena para todo el
rango de la barrera entrépica. Esto es, ese coeficiente funciona para cualquier tamafo de la abertura
entre dos cavidades vecinas.

Todo lo anterior sugiere que los coeficientes de difusién efectivos para canales corrugados que
se obtienen usando los coeficientes obtenidos sistemdticamente por Kalinay y Percus son los mds
adecuados a la fecha en todo el rango de la barrera entrépica de canales periédicos, tanto planos
como tridimensionales. Esta es una de las principales conclusiones de la tesis.
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En el capitulo anterior se demostré analiticamente y mediante simulaciones de caminatas brownia-
nas que los coeficientes obtenidos sisteméticamente por Kalinay y Percus son los mds robustos que
se conocen a la fecha para canales simétricos. La razén es que esas expresiones pueden conectar
satisfactoriamente el problema de la difusién a lo largo de canales periédicos y de secciéon trans-
versal variable con el problema del escape a través de pequefios orificios. Lo anterior nos quiere
decir que, en primer lugar, la teoria formulada por Zwanzig en 1992 sobre el uso de coeficientes de
difusién efectivos dependientes de la posicién para estudiar la difusién en sistemas confinados es
viable y resulta de enorme trascendencia no s6lo para sistemas cuasi-unidimensionales, sino tam-
bién para sistemas con diminutas aberturas o con cuellos de botella. En segundo lugar, nos dice que
el método matemaético desarrollado por Kalinay y Percus es el que permite obtener sistemdticamen-
te los mejores coeficientes de difusién, tanto en sistemas bidimensionales como tridimensionales.
En resumen, para estudiar la difusion en sistemas confinados se puede usar la generalizacion de
la ecuacion de Fick-Jacobs con los coeficientes de difusion efectivos obtenidos por el método de
Kalinay y Percus.

Como parte fundamental de esta tesis nos propusimos extender la formulacién de Kalinay y
Percus para obtener un coeficiente de difusién lo més general posible para estudiar la difusién a
lo largo de canales asimétricos. Sobra decir que la motivacion de este trabajo radica en que es casi
la regla en la naturaleza y en muchas de las aplicaciones que la difusién ocurre en el interior de
estructuras de morfologias irregulares.

En este capitulo se presenta la forma de obtener un coeficiente de difusién efectivo mas general
y util incluso para canales asimétricos bidimensionales. En la primera seccién se ofrecen los ante-
cedentes directos con la idea de resaltar la actualidad del tema. En la segunda seccién se describe
el método de proyeccién propiamente dicho aplicado a canales delimitados por dos funciones ana-
liticas arbitrarias que no necesariamente son imagenes especulares la una de la otra alrededor del
eje coordenado x. El resultado principal de esa seccién es la expresién del coeficiente de difusién
para canales de seccién transversal variable y linea media curvilinea. Nuestro resultado recupera
como casos particulares el coeficiente de difusién para canales simétricos desarrollado por Kalinay
y Percus [94, 95], y los resultados pioneros para modelar la difusién en canales asimétricos debi-
dos a Bradley [430], y a Berezhkovskii y Szabo [431], que datan de 2009 y 2011, respectivamente.
Finalmente, en la tercera seccion, el nuevo coeficiente de difusién para canales asimétricos fue va-
lidado mediante simulaciones computacionales. Como resultado primordial se halla que los datos
obtenidos de dindmicas brownianas estdn en un excelente acuerdo con el modelo propuesto.
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10.1 | Antecedentes

Los coeficientes de difusién que se muestran en la Tabla 8.1 y que se han venido usando recien-
temente en varias referencias tienen en comtn que estdn disefiados para sistemas cuyas paredes
le otorgan una simetria alrededor del eje longitudinal. En pocas palabras, esos coeficientes fueron
estimados para canales con simetria axial.

De manera general y por razones probablemente pragmaéticas, los sistemas que mds se han es-
tudiado a la fecha son los anteriores y pocos trabajos se han consagrado al estudio de la difusién en
sistemas asimétricos [445-449, 460]. Sin embargo, el estudio del transporte en estos tltimos no es
del todo reciente. Por ejemplo, podemos mencionar el trabajo de D. J. McConalogue y R. S. Srivas-
tava en donde se estudia el movimiento de un fluido por un tubo curvilineo de seccién transversal
constante [461], y que data de 1968. Otro trabajo de hace mds de dos décadas es el de A. Berger et
al. que estudia el flujo en estructuras curvilineas [464]. Empero, estos dos articulos y otros estan
dedicados al estudio del transporte utilizando las ecuaciones de la hidrodindmica y no la ecuacién
de difusién propiamente dicha. Fue hasta el presente siglo cuando el interés por los problemas de
la difusién en canales asimétricos creci6, y provino principalmente de las aplicaciones tan diversas
y utiles de los dispositivos microfluidicos [465-467].

En 2009 apareci6 el primer trabajo, realizado por Robert M. Bradley [430], que formulaba el pro-
blema de la difusién en canales planos cuya linea media era curvilinea y con seccién transversal
variable como un problema unidimensional con el mismo espiritu que los trabajos de Zwanzig y
de Kalinay y Percus en canales simétricos. Tras realizar un desarrollo asintético en términos de un
pardmetro geométrico del canal, Bradley obtuvo como coeficente de difusion efectivo a

DY =Dy |1-yp(x)* - % w' (x)? (10.1)
donde y;(x) denota la derivada de la linea media del canal y w(x) es el ancho del canal'.

Dos afios maés tarde, en 2011, Berezhkovskii y Szabo obtuvieron la misma expresién que Bradley
usando la ecuacién de Langevin y separando las escalas temporales en el coeficiente de viscosidad
[431], aunque se dieron cuenta que los términos de la férmula de Bradley eran los primeros de la
serie de Taylor de la expresién

BS _ Do
207 1+ Y (02 + S w' ()2

(10.2)

que tiene la forma en que Zwanzig escribi6 sus propuestas para los canales simétricos Mds atn,
Berezhkovskii y Szabo lograron escribir una expresion para el caso cuando el canal estd inmerso en
un espacio de dimensioén finita d. Por ejemplo, en tres dimensiones si el vector director de la linea
media es ry y el que denota el radio medido desde la linea media hasta la frontera del canal es R,
entonces la expresién (10.2) queda

BS _ Do
371 41 (02 + IR (02

(10.3)

Por cuestiones de prioridad vamos a referirnos a la expresion (10.2) como el coeficiente pro-
puesto por Bradley. Nétese que si la inclinacién de la linea media es cero, y(x) = 0, a partir de la
expresion de este coeficiente se obtiene directamente el sugerido por Zwanzig para canales simé-
tricos en dos dimensiones?. Ademds, si el el tamafio de la seccién transversal no cambia, w'(x) =0,
el coeficiente de difusién s6lo dependera de la inclinacién del canal. Estos resultados nos invitan a

1Uno de los desarrollos asintéticos en términos de los pardmetros geométricos de un canal simétrico bidimensional fue
realizado por S. Martens et al., [468], obteniendo el mismo coeficiente que ya habian obtenido Kalinay y Percus

20bserve que el ancho de estos canales medido desde la linea media es w(x)/2 y recuerde que el problema de un canal
con una pared completamente horizontal y ancho w(x)/2 es equivalente al problema de un canal simétrico de ancho w(x) y
linea media horizontal.
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Figura 10.1: Esquema de un
canal asimétrico bidimensio-
nal con paredes totalmente
reflejantes.

recordar la situacion que prevalecia en el estudio de la difusién en canales simétricos hace 20 afios;
es decir, el coeficiente de Bradley representa los primeros términos de alguna serie que bien pudiera
representar al coeficiente de difusién efectivo para canales asimétricos. En la siguiente seccién se
describe el modo de hallar la serie completa. Para tal fin, se usa el método Kalinay y Percus. Poste-
riormente se indica la manera de agrupar todos los términos de la serie al menos hasta el primer
orden en las derivadas de w(x) y de yp(x) a modo de obtener una férmula de un nuevo coeficiente
de difusion efectivo para canales asimétricos bidimensionales.

10.2 | El método de proyeccion para canales asimétricos planos

En esta seccion se usa el método de Kalinay y Percus para proyectar la ecuacién de difusiéon sobre la
direccién longitudinal de un canal asimétrico bidimensional. Primero se obtiene la aproximacién
a orden cero, que es la ecuacién de Fick-Jacobs, y posteriormente se encuentran sus correcciones
calculando los primeros operadores del método tal y como se hizo en el capitulo 6.

El canal bidimensional sujeto de estudio en este capitulo tiene longitud L y estd conformado
por dos paredes longitudinales impenetrables y totalmente reflejantes, una inferior definida por la
funcién f (x) y otra superior determinada por f>(x), donde f>(x) > fi (x) para cualquier x € [0, L] (es
evidente que si f>(x) = — f (x) se tiene el caso particular de un canal simétrico). La funcién de ancho
del canal queda entonces definida por w(x) = f>(x) — f1(x), mientras que la linea media del canal
estd dada por yp(x) = [f2(x) + f1(x)]1/2, ver la figura 10.1. Las condiciones anteriores describen un
canal asimétrico bidimensional. En las secciones transversales del canal ubicadas en las posiciones
x =0y x = L se puede satisfacer cualquier tipo de condicién a la frontera. La densidad bidimensio-
nal de particulas dentro del canal se denota mediante C(x, y, t), y satisface la ecuacién de difusién
en dos dimensiones, ecuacién (6.1) que aqui recordamos

2 62

0 0
a—tC(x,y, 1) = Dx@C(x.y, 1) +Dya—y2C(x,y, 1.

10.2.1 La proyeccion sobre el eje longitudinal

A diferencia de los capitulos 6 y 7 que reproducen los resultados de los articulos principales de
Kalinay y Percus, los pasos mostrados en este capitulo son contribuciones originales de esta tesis.
De acuerdo con Zwanzig, [92], no hay un criterio especifico que indique cudl es la mejor direc-
cién para proyectar la concentracién en un canal en dos o en tres dimensiones. Muy a menudo ésta
se selecciona por conveniencia o aprovechando los requerimientos del problema. En esta parte de
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la tesis hemos escogido por comodidad la direccién vertical en un sistema cartesiano de coordena-
das. Asi, la concentracién reducida de particulas a lo largo del canal se define ahora como

fo(x)
c(x,t) = f Clx,y,ndy (10.4)

fHix)

A continuacién, la ecuacién de difusién (6.1) se integra con respecto a y en todo lo ancho del
canal, desde y = fi(x) hasta y = f>(x),

£(x) g fz(x) 62 fa(x) 02
f —C(x,y,0dy = f C(x ¥ t)dy+f Dy—C(x,y,)dy
At Ot A w0y

El término de la izquierda es d,c(x, t), y para encontrar a los de la derecha se aplica la regla de
Leibniz dos veces en el primer sumando

ffz(x) ]
Dy—

fix) *ox

_D{a

T ox

0 0
— / _C » 7t 4 _C 4 ’t }
f1(x)ax (X, )|y:f1(x)+fz(X) 5. C® )|y:me

6 C(x » t)] dy=

0 W
a—f Clx,y,)dy— fi(x)C(x, fi(x), 1) + f,(x)C(x, fo(x), 1)
X Jfix)

02 07, ,
—Dx{WC(x, 1) - P [f1 (x)C(x, fi(x), 1) = fL(x)C(x, f2(x), t)]
—f’(x)iC(x y t)’ +f'(x)iC(x ¥y t)‘ }
P 0x 7T = B 0x T  y=h

y el teorema fundamental del célculo en el segundo

f 20 b 8 ey, ndy =, t)|y:f2(x)
Py X, ) = N X, ),
A L0y PRV =gy Pl

Al juntar estos resultados se obtiene

2

0 0
—c(x,0)=D {02qu) 2| AaCte i, 0~ HCE f00,0)

ot
_p —c t (1) 5= Clayt
fixz—Clxy )) +fzmax oy ﬂy:ﬁtﬂ
+ XY, '
y(‘i Y y fl(x)

Esta tltima ecuacién debe satisfacer las condiciones de frontera que establecen que el flujo so-
bre las paredes longitudinales del canal es paralelo a ellas.

Se sabe que un vector unitario y tangente a las paredes del canal, f;(x), se puede escribir como

t;, = [e, +fl.’(x)éy]/,/1 +fl.’(x)2, i = 1,2, por lo que el producto vectorial de t; x J,4(x, y, ) debe ser
cero en y = f;(x) para que la condici6n a la frontera se cumpla,

fi(x)

1 _di
1+ ()2 1+ ()2

~DigkCOuy 1) Dy, Clx, y,1)

ti xJog(x,p,0) = é,=0
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por lo tanto, las condiciones a la frontera en las paredes son

d d
D,—C(x,y,t =D, fl(x)=—C(x,y, ¢t
vy CnY )]FM <05 Clx, )

y=h()
(10.6)
Din(x,y, t)| =Dxf2’(x)30(x,y, t)‘
oy Y= 0x y=H
Usando estas condiciones en (10.5) se encuentra
9 ty=D o o clx, 1) — [f’(x)C(x £, 0 £ )CE, fi(0) t)]} (10.7)
or ax2 " oxl’? e Y

Para indicar la forma de la funcién C(x, y, t) cuando y = f;(x) se usa la aproximacién de Fick-Jacobs,
que de acuerdo con la definicién (10.4) resulta cuando

Clx = —20D (10.8)

X, 1) = .
f2(x) - filx)

por lo que la densidad bidimensional no depende de y, lo que significa que la tasa de difusién en la
direccién transversal es muchisimo mayor que la de la direccién longitudinal, D,. Sustituyendo la
expresion (10.8) en la ecuacién (10.7) se obtiene

0 62 ’ C(x) t)
ac(x’t): {0 5c(x, 1) - [(fz(x) fl(x))M]}

que al reacomodar términos y haciendo Dy = Dy se puede hallar la ecuacién de Fick-Jacobs con
w(x) = fo(x) = fi(x).

Una vez que se encuentra la aproximacién de Fick-Jacobs en sistemas asimétricos se procede en
la siguiente seccién a encontrar subsecuentes correcciones.

10.2.2 Correcciones a la ecuacion de Fick-Jacobs

En esta seccién se obtienen sistematicamente correcciones, a mayor orden en las derivadas, a la
ecuacion de Fick-Jacobs para canales planos asimétricos. Nuevamente, la densidad bidimensional
se propone de la forma

0 c(x, 1)
j
Clx,y,8) = ]Zofl 7jx, y'a")ax w(x)

(10.9)

donde el pardmetro de desarrollo es A = Dy/D,.
A continuacién se establece un esquema de recurrencia entre los elementos de la serie (10.9).
De acuerdo con la aproximacioén de Fick-Jacobs se debe cumplir que

0
60(x,y,6x)a =1

Ahora se usa la serie (10.9) tanto en la ecuacién de difusién (6.1),

1 0 0\ 9 cx,1) _
_ J+lg .
(Dx ot axZ)Z’1 e e (10-10)
o .9 d clx, 1)
g’ ayZUf(x 4 ")ax w(x)
como en la expresion (10.7),
0 0
Ec(x, 1= Dxa{w(x) (10.11)
0 c(x, 1)
Y | £06j(x, fo(0,00 = (06, fi(1),0,) } P

j=1
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obteniendo una ecuacién cuya estructura es del tipo Fick-Jacobs.
Despejando el término 8/9¢[c(x, t)/ w(x)] de la expresién (10.10) y sustituyéndolo en (10.11) se
halla

X 0 1 0
Y Ait! -9
= A {U](x Y0x) 5 0x w(x) ax{w(x)

}

- kz A f006 (%, 06,00 = ()6 (%, £i(x),0.)
=1
2

62

0 c(x, t)
ox wx)

0%y, x)} (10.12)

x© 4 a clx,0)
Z ayzaf(”’ 0:) 5~ el

Al desarrollar (10.12) término a término y tras factorizar a A/ se puede obtener la relacién de
recurrencia entre los operadores de la serie (10.4), tal y como se hizo en el caso de los canales planos
simétricos (obsérvese que si fj (x) = 0 se recuperan las mismas expresiones mostradas en el capitulo
6 de la Parte II de esta tesis),

02 9 clx,n) _
{a 70 j+1(x, y,ax)}

ox wkx)

J 1
= { - 6j-k(xy, x) —— — | ()6 (x, f2(x),0x) — fi (X)Fk(x, f1(x),0x)

] 0x w(x) 6x
164 a)a L0 -2 6 a)}ac(x’” (10.13)
7%y, 0x w(x) 0x W 5% 9x2 0101, 0x 0x w(x) '

Los operadores de la relacién (10.13) se encuentran integrando dos veces con respecto a y de
tal manera que las constantes de integracion satisfagan las condiciones a la frontera en las paredes,
(10.6), que en conjunto se escriben como

0 c(x, 1) 0 c(x,1)
fz(x) PRO A e y=f(x) flm PR v y=h (1014
0 . 0 c(x, 1) 0 . 0 c(x, 1)
=Ecrj+1(x,y, )a w0 ly=fw aom(x’y’ )& w00 |y=rioo
y la condicién de normalizacién,
ffzm (305 0 cnh g >0 (10.15)
o 7 ax i Y ! |

tal y como se habia hecho en el capitulo 6, con la salvedad de que ahora se tienen contempladas dos
fronteras diferentes, fi(x) y f(x).

Obtencion de los primeros operadores 6 (x, y,05)

Como en el caso simétrico, se sabe que 6¢(x,y,05)0x = 1, y que para hallar al operador 61(x, y,0x)
se usa (10.10) con j =0 en ellado izquierdo y j = 1 en el lado derecho. Luego de usar la ecuacién de
Fick-Jacobs para calcular al operador 6 (x, y, t) se debe calcular la doble integral con respecto de y
de la expresion

LX) -f(X)] 8 clx, 1) d cx, 1)
/f L0 - fi(x)] 0x wx) dydy=01(x3,02) 5 w(x) (10.16)
es decir,
d clx, 1) LX) =f(X)] 8 clx,0)) ¥y
G1(x, J’,ax)a w0 { ho - i) o W) }?+61,1y+02,1
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Al imponer la condicién (10.14) se puede verificar que

F(0 f](x0) = fi(x) f5(x)
f2(x) = fi(x)

i c(x, t)
0x w(x)

C1,1 =

del mismo modo, al imponer la condicién de normalizacién se encuentra

1 1 / ’
o == {5 (007 = i) ¢ [0 - fi )]
1 0 clx,t
=5 [0 = A * [A 0000 - (0 fle)] | o ey

0x w(x)

Finalmente, con estas dos constantes, la forma del operador buscado es

1 2
G1(x,y,05) = m{ [f2(x) = f{(0)] y? - [A@fHX) =L f)]y
1
5 [0+ fo(0) i)+ (0] x [ f5(0) = f{(x)] (10.17)

+ % [0+ ()] x [fi(0) f5(x) = f2(x) f{ ()] }

De acuerdo con el término entre corchetes de la expresiéon (10.11), el operador (10.17) se evaliia en
las dos fronteras del sistema de tal modo que se puede hallar

f(x)61(x, f>(x),0x) — f{ (x)61(x, fi(x),0x) = (10.18)
1
= W) x [0+ ) f (0 + f{(07]
Para encontrar al operador 6,(x, y,t) se usa la relacién de recurrencia (10.13) con j =1, y los
operadores previamente calculados,

2

A 0 clx, 1)
{WUZ(X’%OX)}& w(x)
=4 - 1 i l ! 2 ! / ’ 2
_{ e ax(gw(x) (507 + f5 0 fi () + fi () ])
vormonl L 0 P s a)}ic(x,t)
T YO W) ox 9x2 1 VO G )

Se procede ahora a agrupar dentro de esta expresién términos semejantes que multipliquen a y? y
a y, de manera similar a la estructura de la relacién (10.17). Luego el operador 6, (x, y,0y) se halla
integrando dos veces con respecto a y e imponiendo las condiciones a la frontera y la condicién de
normalizacién como ya se sabe. Tras varias lineas de ominosa dlgebra, que se han decidido omitir
por cuestién de espacio, y al quedarnos exclusivamente con las primeras derivadas se puede de-
mostrar que

£(062(x, f2(x),0x) = f{(x)62(x, fi(x),0x) = (10.19)
1
= -z W x [F0'+ LW+ B[+ FEA°+ (0]
Obsérvese que las expresiones (10.18) y (10.19) tienen como factor comun a w(x).

Por lo tanto, la ecuacion de difusién proyectada en la direccién longitudinal de un canal asimé-
trico definido por las fronteras fj(x) y f>(x), sin tomar en cuenta a las derivadas de orden mayor que
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uno, es

0 R A
5, Ce 0= Dxa{ w(x) = Zw(x) x [f5(0)? + f(0 f{ (0) + f1 (0]

AZ
+ T W) [0+ £0° f1(0) + £, (02 f{ 0% + £5(0) f ()2 + f (0?]
} 0 c(x, 1)
+...p—

0x w(x)

(10.20)

En la siguiente seccién se obtiene explicitamente el coeficiente de difusién efectivo para canales
asimétricos que puede abreviar a la ecuacién (10.20).

10.3 | Nuevo coeficiente de difusion efectivo para canales planos

Con la ecuacidn del tipo Fick-Jacobs corregida para un canal asimétrico, ecuacién (10.20), y recor-
dando del capitulo 8 que el coeficiente de difusién se puede estimar como

Dy

. 1 . 1
S —=1- (L) - A)] 2,5 (x,00) ———— =1 - w(x) 2,2 (x,00) —— (10.21)
0

hO-fA w(x)

donde el indice Tes indica que se trata del coeficiente obtenido en esta tesis. De la expresion (10.20)
puede verse que

N A
AV AGREACTHORIHEN
/12
- S BN WA + B0+ F A0 0]
entonces se puede obtener de manera muy sencilla que

DTeS(x) 2
20D 1At o+ o) 1022
0

/12
5 (£ + £0° f1(0) + £ (02 f{ (0% + (0 f] (0 + f{ (0] + ...

En el caso isotrépico, A = 1, y como el ancho del canal es w(x) = f>(x) — f1 (x) ylalinea media yy(x) =
[f2(x) + fi(x)]/2, la serie anterior se puede reescribir de la siguiente forma3

ples / 2 ! 2 ! *
2d (’C)zl—yé(x)z_l[w(x) eypteaypoo? | L2 L LN 02
Do 3 5 2

de donde es evidente que los tres primeros términos corresponden al coeficiente propuesto por
Bradley [430] y, desde luego, los demds son las correcciones a esa expresién. El reto ahora consis-
te en obtener una expresiéon que represente a la serie completa a la Kalinay y Percus, recordando
que para tal fin las derivadas de igual o mayor orden que dos se desprecian. Es interesante ver que
los términos que incluyen exclusivamente a w’(x) corresponden a la serie para un canal simétri-
co plano que converge a la funcion arctan[w’(x)]/w'(x), mientras que los términos que incluyen
solo a y| (x) pueden ser representados por 1/[1 + y(’)(x)z]. Estos casos deben ser recuperados por la
expresion que se obtenga al final.

3El argumento de que se puede hacer A = 1 es el mismo que el que usaron Kalinay y Percus en sus trabajos originales; es
decir, que A solo es un factor de escala.
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La serie (11.23) se puede generar mediante la siguiente férmula

w'(x)]’ w'(x)
Vo () + 5 IX[y(’,(x)— 5

DTES(x) © (= 1)” on 2n—i

=) 2

(10.24)

n=02n+1i=5
que al reacomodar un poco se obtiene
DTBS(X) fo'e) w/(x) 2n 2n wl(x) i w/(x) —i
Z yo( X) - 2 [+ — ] x [yé(x)— 5
n=0 i=0

Nétese que los dos términos de la segunda suma son en realidad un cociente a la i-ésima potencia
y por lo tanto se puede realizar la suma geométrica correspondiente, asi

DTBS(X) o o) ( w[(x) 2n
=2 J’o( x) -
Dy n=0 2N
{1 Yy + L 2"“} {1 Vo) + L }1
X - X _—
J/o (x) w (JC) J’o (x) w (x)
al desarrollar el dltimo factor se puede llegar a
DTeS(x) fo%) ( l)n w/(x) 2n
Dy ,;)2n+1 W= =
n+l
Vo) + 252 w (X) 1 w (x)
x{l— | —m——=— x ——— x | yp(x) —
- wm —w') 2

Se agrupan entonces los términos en sendas sumas

DTES(x) o (—1)" w (x) 2n+1 00 (—l)n 1 ) w/(x) 2n+1
=4 =- Yo%) — —— +) x/—[yo(x)+
Dy =0 2n+1 w'(x) imo2n+1  w'(x) 2
y se llega a una serie convergente que representa a la funcién
DTeS (x) ! {arctan 0(x) + W) arctan | y,(x) w'(x) } (10.25)
Do W@ Yo Yo 2 .

Este resultado es un nuevo coeficiente de difusién que se afiade a los ya encontrados en la li-
teratura. Sin embargo, se trata de un resultado mds robusto en el sentido de que recupera el caso
de un canal simétrico dado por la férmula de Kalinay y Percus cuando la linea media es comple-
tamente horizonta, y;(x) = 0, y los coeficientes para canales asimétricos propuestos por Bradley y
Berezhkovskii y Szabo como casos particulares. En particular, si se tiene un canal de ancho constan-
te, w'(x) = 0, ylinea media curvilinea, y;(x) # 0, se recupera la propuesta de Berezhkovskii y Szabo*,
a saber Do/ [1+ y;(x)%].

Ademads, con la ecuacion (10.25) se puede demostrar de manera mads clara por qué el caso de
un canal simétrico es equivalente al del canal formado por su mitad; es decir, un canal con una
pared de forma arbitraria y otra totalmente reflejante, dejando a un lado la hipétesis de la condicién
de reflexion sobre la linea media. Veamos, si se tiene un canal simétrico de paredes definidas por
fix) ==fx)y f2(x) = f(x), entonces w'(x) =2f"(x) y y,(x) = 0, por lo que (10.25) queda

D
Tes( 0 { / '
x) = arctan | f'(x)| —arctan |- f " (x)
s {arctan /) ~arctan - (2]
4Este coeficiente es interesante porque indica que cuando se trata de un canal de ancho constante se puede estudiar la
difusion a través de él haciendo simplemente una rotacion del sistema coordenado de tal forma que la nueva coordenada
longitudinal quede alineada con la vieja linea media del canal.
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(b)
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que como la funcién arctan(x] es impar, se obtiene finalmente la formula de Kalinay y Percus para
el caso bidimensional. En tanto, no es dificil ver que para un canal definido por una pared inferior
horizontal, fj(x) =0, y una superior dada por f>(x) = f(x) se llega a la misma expresion,

DI ) = - arctan| /(2]

)
pues w'(x) = f'(x), yy(x) = f'(x)/2 y arctan[0] = 0.

10.4 | Ejemplos ilustrativos

En esta seccién se discute como la ecuacién (10.25) puede ser aplicada para predecir el coeficien-
te de difusion efectivo en diferentes canales asimétricos y se comparan estas predicciones con las
obtenidas por Kalinay y Percus, ecuacién (8.29), y por Bradley, ecuacién (10.1). En las regiones del
canal donde la linea media es horizontal y se trate, por tanto, de una regién simétrica, de lo visto
en el capitulo 9 se espera que la mejor prediccion sea la estimada por la férmula de Kalinay y Per-
cus. En cambio, en regiones donde la linea media es curvilinea y el ancho constante, se espera que
la mejor estimacién sea la sugerida por Bradley. Para determinar las expresiones de los diferentes
coeficientes de difusién tan sélo es necesario conocer la forma de las fronteras del canal.

10.4.1 Un canal inclinado conectado a dos cuellos de botella

Como primer ejemplo nos dedicaremos a estudiar el coeficiente de difusién efectivo para un ca-
nal formado por un tubo con linea media inclinada (region II) conectado a dos cuellos de botella
simétricos (regiones I y II), véase la figura 10.2(a). Las fronteras de este canal estdn definidas por

1 1
+ 51+ e6-120)] * 4 [e—(7x—6.5)2 + e—(7x—0.5)2]

X =-b
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Figura 10.3: (a) Esquema de un
canal en forma de serpentina
(regién I) conectado a un ca-
nal simétrico (regién II). (b)
Comparacién de las prediccio-
nes teéricas del coeficiente de
difusion efectivo hechas por la
férmula de Bradley (Br), la ecua-
cién 10.25 y la férmula de Kali-
nay y Percus (KP).

LX) =b+

5[1+e6-120] 4 [e-(Tx-657 1 o= (7x-057]

donde 2b define el tamafio mas estrecho del cuello de botella. En la figura 10.2(b) se muestra la de-
pendencia predicha para los coeficientes de difusién efectivos usando las ecuaciones (8.29), (10.1) y
(10.25). La féormula de Bradley asi como la ecuacién (10.25) predicen el mismo comportamiento en
todo el rango definido por la regién II. En cambio, en las regiones I y III, la ecuacién (10.25) puede
reproducir completamente la prediccién obtenida usando la férmula de Kalinay y Percus. Es decir,
para este canal en particular la ecuacién (10.25) va desde las estimaciones de Kalinay y Percus en las
regiones simétricas hasta la de Bradley en la parte media del canal que estd inclinada y viceversa,
tal y como se esperaba por la forma del canal.

Las diferencias predichas por la formula de Bradley y por la ecuacion (10.25) cuando w'(x) y
¥4 (%) no son pequenas y deberian compararse usando simulaciones computacionales, lo cual al dia
de hoy es un problema abierto®.

10.4.2 Un canal en forma de serpentina conectado a un canal simétrico

En este ejemplo se estudia el coeficiente de difusion efectivo de un canal delimitado por las fronte-
ras siguientes,

2 2
Fi(0) = —b+ e 27 _ pm214x-3)

2 2
Fo(x) = bt e 2417 | pm264x=3)

La caracteristica principal de este canal es que sus fronteras definen un canal en forma de serpenti-
na de ancho constante (regién I) conectado a un canal simétrico de ancho variable (regi6én II), véase
la figura 10.3(a).

5A la fecha se han realizado bastantes simulaciones numéricas para estudiar la difusién de particulas a través de canales
en tres dimensiones. Sin embargo, las simulaciones para canales bidimensionales son recientes y han sido realizadas para
canales periédicos semejantes a los descritos en el capitulo 9. No hay en la literatura estudios numéricos de la difusién
a través de canales como los de los ejemplos aqui mostrados o resultados experimentales a través de canales asimétricos
cuyas fronteras tienen una forma que se conoce cabalmente.
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El canal en forma de serpentina y ademads de periodo L habia sido estudiado previamente por E.
Yariv et al. [467], quienes definieron el ancho del canal a lo largo del eje x como

w(x) =2]fh/1-i-y(’)(x)2 (10.26)

donde £ es la distancia caracteristica entre la frontera y la linea media, de tal modo que forman
un tridngulo rectdngulo de hipotenusa w(x)/2. Si con esa funcién w(x) se usa ahora la formula de
Lifson-Jackson se encuentra

D
Dy = 0 (10.27)

([2n1 +y(’)(x)2D(x)]_1 Y(2h\ 1+ yp(02)

Al sustituir la ecuacién (10.1) en esta tltima expresion, y por razones de simplicidad se restringe
el resultado para un canal estrecho donde se pueden despreciar los términos de segundo orden en
w'(x), al realizar un desarrollo en serie de Taylor de (10.25) se encuentra

D
Dyy = 0 (10.28)

fOL 1J;yo(x() : mdx
\/ y X,

I%D,

[ ,/1+y0(x)2dx]
j(;L\/l-i-y(’)(x)zdx

es la longitud de arco de un periodo. Esta expresion estd de acuerdo con la que obtuvieron Yariv et
al. [467], y recuérdese que se obtuvo usando los dos primeros términos de la férmula de Bradley,
(10.1). Es importante resaltar que el resultado obtenido por Yariv et al. sélo se aplica a canales en
forma de serpentina [467], mientras que nuestro resultado dado por la ecuacién (10.25) se pude
aplicar a cualquier tipo de canales, ya sean simétricos o no.

En la figura 10.3(b) se muestran las dependencias predichas para los coeficientes de difusién
efectivos usando las férmulas de Kalinay y Percus en la regién simétrica, la expresién (8.29), de Brad-
ley, ecuacién (10.1), y nuestro resultado, la ecuacién (10.25). Para la regién en forma de serpentina
(regién I), la ecuacion (10.25) se reduce a la expresién (10.1), tal y como se habia demostrado. Por
otro lado, al enfocarnos en la regién de transicién de la region I a la II vemos que sélo puede ser
reproducida por la ecuacién (10.25), y va de las estimaciones de Bradley hacia las obtenidas con la
férmula de Kalinay y Percus, tal y como se anticipaba. En la region IT hay una diferencia significativa
entre las ecuaciones (10.1) y (10.25), excepto cuando w'(x) y y(’)(x) son casi cero, insinuando que se
deben realizar simulaciones por computadora o experimenton minuciosos para dejar en claro cuél

es la mejor aproximacién®.

coeficiente que se reduce a

(10.29)

donde

10.4.3 Un canal en forma de serpentina conectado a un canal asimétrico

Ahora estudiamos el coeficiente de difusién efectivo para un canal cuyas fronteras son

-3 oo

6Podemos apelar a las simulaciones realizadas a la fecha en canales simétricos donde el mejor ajuste de los resultados
numeéricos es aquel que se obtiene con la férmula de Kalinay y Percus (véase el capitulo 9), y por ende en las secciones simé-
tricas de un canal arbitrario nuestra férmula seria mejor que la de Bradley. Sin embargo, las simulaciones por computadora
alas que se alude son aquellas que deben realizarse usando un canal asimétrico por completo y no considerar por separado
a sus regiones.

filx)=—b—exp —exp
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Figura 10.4: (a) Esquema de un
canal en forma de serpentina
(region I) conectado a un ca-
nal asimétrico (regién II). (b)
Comparacién de las prediccio-
nes tedricas del coeficiente de
difusion efectivo hechas por la
férmula de Bradley (Br) y la

ecuacion 10.25.
1\? 5)\2
—40(x——) —S(x——)
4 4

De la figura 10.4(a) se puede ver que este canal también reproduce el caso de un canal en forma de
serpentina (regién I) pero esta vez conectado a un canal de paredes asimétricas (region II). Esto es,
se trata de un canal que en todo el dominio [0, 1] es asimétrico ante una reflexién sobre el eje x. En
la figura 10.4(b) se muestran las dependencias predichas por los coeficientes sugeridos por Bradley
yla ecuacién (10.25). Nétese como en este ejemplo no se puede usar la férmula de Kalinay y Percus
en ninguna de las regiones del canal. Como en los casos anteriores, al reducirse la ecuacién (10.1)
ala (10.25) en la region en forma de serpentina, no se espera ver diferencia alguna entre los dos
coeficientes en la region 1. Sin embargo, en la region II se aprecian diferencias significativas entre
los dos modelos, sugiriendo que deben llevarse a cabo simulaciones computacionales en este tipo
de canales y verificar cuél es el mejor coeficiente de difusién.

fo(x)=b—exp +4exp

10.5 | Resultados numéricos para canales conicos inclinados

Los canales asimétricos mds sencillos que pueden estudiarse son aquellos cuyas paredes son rec-
tas, a los que llamaremos canales cénicos por recordarnos en el caso tridimensional a ese cuerpo
geométrico, véase la figura 10.5. Las fronteras de estos canales estan dadas por

fikk)=mix-b

fo(x)=max+b

En esta seccién se estudian varios canales cénicos, donde en cada caso se hace variar el valor de las
pendientes, m; y my, manteniendo fijo el tamafio de la abertura del canal en x = 0 dada por 2b.
Las simulaciones computacionales se realizaron tomando el valor de Dy = 1 y un tamafio de
paso temporal de ¢ = 107>, por lo que v/2DyA? < 1. Numéricamente se calcul6 el desplazamiento
cuadratico medio a lo largo del eje longitudinal de canales muy extensos de 10° particulas como
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Figura 10.5: Esquema de
un canal cénico inclinado
bidimensional.

funcién del tiempo, (AX2 (1)), suponiendo que los puntos donde las particulas iniciaban su reco-
rrido se encontraban uniformemente distribuidos sobre alguno de los extremos del canal donde
justamente la pared era perfectamente reflejante. De este modo, el coeficiente de difusién efectivo
D fue determinado segtin el comportamiento de (Ax?(t)) para tiempos largos.

Para evaluar el rango de aplicacién de las ecuaciones (10.1) y (10.25), éstas se usaron para pre-
decir el coeficiente de difusién efectivo de dos tipos de canales cénicos, cuya linea media y ancho
estdn dados por yp(x) = %(ml +my)xy w(x) =2b+ (my — my) x, respectivamente. Sustituyendo estas
expresiones en las ecuaciones (10.1) y (10.25) se obtuvieron dos férmulas diferentes para los coefi-
cientes de difusién efectivos, a saber

Br _ Dy
ef 1+ 2 (m? + mymy + m3)

(10.30)

arctan(my) — arctan(m
Dqf® = Do ( nj) — () (10.31)
2 — Ny

Como primer ejemplo, consideramos el caso de un canal recto inclinado de ancho constante,
ver la figura 10.6(b). En este caso, m; = my = y;, por lo que el ancho del canal, w(x) = 2b, y y; no
cambian. Al calcular el limite a medida que w’(x) — 0, se puede ver que las ecuaciones (10.30) y
(10.31) dan la misma prediccién,

Do
1+yp

lim D= lim D™®=
w'(x)—0 ef w'(x)—0 ef

(10.32)

Lo anterior significa que el coeficiente de difusion efectivo sélo depende de la inclinacién del canal
y no de su ancho o de su longitud. Los simbolos (tridngulos) en la figura 10.6(b) muestran la razén
del coeficiente de difusion efectivo con la constante del bulto, D¢t/ Dy, para valores obtenidos de
las simulaciones computacionales. Obsérvese que la ecuacién (10.32) estd en una excelente con-
cordancia con los resultados numéricos en todo el rango que va de (-1.5,1.5) y que se ilustra en la
figura 10.6.

Como segundo ejemplo, se usé un conjunto de canales cénicos cuya pared inferior se mantu-
vo a la misma inclinacién, m; = —1, y con 2b = 1 mientras que la pendiente de la pared superior,
my, se hizo variar dentro del rango de 0 a 2, ver la figura 10.7(a). En la figura 10.7(b) se comparan
los valores de Dgf obtenidos de las simulaciones numéricas con los predichos por las expresiones
(10.30), (10.31), e incluso, con la férmula de Kalinay y Percus, (8.29). Esta tiltima comparacién sélo
puede hacerse para canales simétricos, esto es, cuando m; = —my, o bien m; = 0. Incluso aunque la
féormula de Bradley se puede usar en todo el rango, es evidente que no logra reproducir las predic-
ciones de la férmula de Kalinay y Percus. Sin embargo, nuestro resultado, la ecuacion (10.25), silo
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Figura 10.6: (a) Representacion
de canales bidimensionales de
ancho constante y linea media
con diferente inclinacién. (b)
Comparacién de las prediccio-
nes del coeficiente de difusion
efectivo, ecuaciéon (10.32), con
los resultados obtenidos de si-
mulaciones de caminatas brow-
nianas (tridngulos).

Figura 10.7: (a) Representacién
de canales cénicos bidimensio-
nales de ancho variable. En to-
dos los casos se mantuvo fijo
el valor de la inclinacién de la
pared inferior. (b) Comparacién
de las predicciones del coefi-
ciente de difusion efectivo he-
chas por la férmula de Brad-
ley, ecuacién (10.30), la formu-
la obtenida en esta tesis, ecua-
cion (10.31), y la férmula de Ka-
linay y Percus (KP) con los re-
sultados obtenidos de simula-
ciones de caminatas brownia-
nas (tridngulos).
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consigue y ademads se acerca a las predicciones de la férmula de Bradley cuando el canal se vuelve
asimétrico.

Finalmente, podemos decir, por un lado, que la expresién (10.31) da una aproximacién razona-
blemente buena para el valor de De en todo el rango estudiado; y por el otro, que la ecuacién (10.30)
subestima los valores esperados de Dg¢, también en ese mismo rango.

Para terminar, en la Tabla 10.1 se muestran los coeficientes de difusién propuestos a la fecha pa-
ra estudiar la difusién en canales asimétricos. Hay que destacar que nuestro trabajo logra conjuntar
el resultado de Kalinay y Percus para canales simétricos con los trabajos pioneros en canales asimé-
tricos [430,431], y es, a juicio personal, una de las contribuciones mayores de la tesis [469]. Ademas,
el estudio numérico en canales asimétricos rectos es uno de los primeros en la literatura concer-
niente al estudio de la difusién en canales asimétricos [470]. Se espera que con el tiempo aparezcan
mads estudios como estos y se pueda elucidar sin equivocacién el mejor coeficiente de difusién para
canales con este tipo de morfologias.

Tabla 10.1: Coeficientes de difusién efectivos para canales asimétricos.

Caso 2d Caso 3d
Autor,
AR
fio R(x)
Bradle
(2009)y Do [1-yp(0)* = 3w (x)?] -
Berezhkovskii Do Do
Yooty TP+ G w P T (074 JR (02
DI?'gdL(lig w?—&){ arctan [y (x) + 3 w'(x)] -
y Pineda -

(2012) arctan [y (x) - $ w'(x)] }




Difusion efectiva en canales estrechos
sobre superficies curvas

En este capitulo extendemos el método de Kalinay y Percus a superficies curvas. Es decir, estudia-
mos la difusién efectiva en canales estrechos, que pueden ser simétricos o asimétricos en relaciéon
con su eje, cuando se hallan incrustados en una superficie curva o variedad. Resulta que muy a me-
nudo las regiones bidimensionales por donde la difusién se lleva a cabo no solo estan restringidas
por dos paredes como ha sido el caso de los canales planos estudiados en los capitulos precedentes,
sino también dichos canales pueden encontrarse sobre espacios curvos. La curvatura de las super-
ficies donde se hallan inmersos los canales puede jugar un papel importante sobre la difusién en
dichos canales. Esto es justamente lo que deseamos explorar.

La estructura del capitulo se proporciona a continuacién. En la primera seccién se habla un
poco sobre los problemas que motivan la incursiéon de los estudios de la difusién confinada en es-
pacios curvos. Posteriormente, en la segunda seccién se obtiene la ecuacion de Fick-Jacobs sobre
un espacio curvo. Una vez obtenida la ecuacién de Fick-Jacobs, en la tercera seccién se procede a
implementar el método de Kalinay y Percus tal y como se hizo en el capitulo 10. Finalmente, en la
seccidn 4 se brindan algunos ejemplos donde se resalta la aplicacién de nuestros resultados.

Es justo mencionar que los estudios de la difusién sobre superficies curvas son viejos. Sin em-
bargo, los resultados presentados en este capitulo son los pioneros en el sentido de que sobre las
superficies hemos introducido ademas el confinamiendo que imponen dos paredes reflejantes. Po-
demos decir que la expresién del coeficiente de difusién que depende de la posicién y de los factores
métricos de la superficie que presentamos al final de la seccién 3 es el coeficiente de difusién mads
general que se encuentra en la literatura para canales embebidos en superficies, ya sean planas o
curvas. Este es otro de los resultados originales y uno de los mds importantes de la tesis.

11.1 | Motivacion

Vimos en el capitulo 2 que el transporte de moléculas o dimunutas particulas espacialmente limi-
tado dentro de los poros, canales, u otros sistemas de cuasi-unidimensionales ha ganado cada vez
mads atencién durante la dltima década debido a que tales sistemas son ubicuos en la naturaleza
y en la tecnologia [4]. Los ejemplos que estudiamos iban desde los poros de las zeolitas, los poros
sobre memebranas sintéticas, los nanotubos de carbono y hasta los canales biol6gicos como las
acuaporinas, las uniones hendidura y los canales iénicos, entre otros. Sin embargo, el estudio de la
difusion en estas estructuras se hizo usando la ecuacién de difusién sobre espacios euclidianos.
Inspirados por muchas situaciones en la biofisica, varios investigadores han dirigido sus esfuer-
zos al estudio de la difusion sobre superficies curvas, como la que se presenta en la superficie ce-
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Figura 11.1: Ejemplos de la di-
fusién confinada sobre superfi-
cies curvas. A) y B) Vesicula en-
docitica conectada a un tibu-
lo. Recuerde que la difusion de
receptores ocurre justo sobre la
membrana de este corptsculo.
C) Representacion de rafts so-
bre la membrana celular de una
Escherichia coli. D) Liposoma
formados por dos tipos de lipi-
dos. E) Superficie celular de un
macréfago donde se represen-
tan varias regiones de composi-
cion lipidica diferente. Las figu-
ras fueron tomadas de las refe-
rencias [304,305].

lular, ver la figura 11.1. Recordemos que la membrana celular estd constituida por cientos de di-
ferentes tipos de lipidos y una gran variedad de proteinas espacial y temporalmente organizados
como requerimiento de su funcién biolégica [50, 112]. La difusién lateral de los componentes de
las membranas celulares es vital para muchos procesos celulares, y por lo tanto ha sido estudiado
tedrica y experimentalmente. El proceso de difusion de las moléculas sobre las membranas celula-
res puede ser obstaculizado por la presencia de heterogeneidades impermeables, microdominios,
parches o rafts e incluso redes tubulares y hasta agujeros. Por lo tanto, la constante de difusién so-
bre superficies con esas caracteristicas se ve reducida [51]. En ese caso el movimiento lateral de los
componentes de la membrana es similar al de las particulas que se mueven en un sistema confina-
do y ademés con la presencia de obstdculos, solo que ahora se hallan incrustadas en una superficie
curva. En los tltimos afios, el auge de las nuevas técnicas para investigar las propiedades cinéticas
de las moléculas de la membrana plasmatica, especialmente aquellas usadas para determinar las
tasas de difusién , como el seguimiento de una particula y la espectroscopia de correlacion de fluo-
rescencia, ha permitido estudiar el movimiento de proteinas, receptores y lipidos de una manera sin
precedentes. Estas técnicas han favorecido en gran medida nuestra comprension de la dindmica de
las membranas asi como del funcionamiento celular en general [52, 54, 55,60,471,472].

En la ciencia de los materiales, los procesos sobre superficies son muy importantes. El rango de
aplicaciones va desde el crecimiento auto-organizado de nanoestructuras sobre cristales, las tran-
siciones de fase en aleaciones, fendmenos de absorcién-desorsién hasta reacciones quimicas sobre
superficies [473, 474]. Sin embargo, el andlisis de los datos experimentales ha revelado, en algu-
nos casos, que la difusiéon procede a una tasa diferente que la de la difusién convencional en el
plano [471,472].

11.2 | La ecuacion de Fick-Jacobs sobre superficies curvas

La ecuacién de difusién sobre superficies curvas usualmente se escribe como una ecuacién de
Fokker-Planck manifiestamente covariante en un sistema de referencia arbitrario [1]. Aqui un pun-
to importante es que como la concentraciéon de particulas estd relacionada con una densidad de
probabilidad, entonces para poder implementar todos los artilugios que hemos venido usando en
la tesis debemos construir una funcién escalar que sea ttil para definir el nimero total de particulas
como una integral de superficie.
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En una superficie curva la medida de integracién cambia y estd pesada por el determinante del
tensor métrico g.p de la superficie. Entonces, es adecuado considerar el producto de la concen-
tracion y el determinante de la métrica C = ,/gC como la correspondiente funcion escalar. Esto se
requiere para asegurar la naturaleza escalar de la ecuacion de difusién que usaremos, asi como de
todas las demads cantidades que se modificardn de manera correspondiente.

Para la difusion isotrépica, la ecuacién de difusién sobre una superficie curva se obtiene tras
reemplazar el operador laplaciano por el operador de Laplace-Beltrami [1,475]. En tal caso, el des-
plazamiento cuadratico medio se modifica mediante series alrededor de la curvatura escalar [476-
479, 482].

En el caso anisotrépico los coeficientes de difusién se pueden organizar en el siguiente tensor
de difusion

[D‘;] = (D(;‘l D(iz)' 11.1)

Entonces, en este caso la ecuacién de difusién correspondiente se puede escribir como
aC 1
or \/_ ox“

oC
DY ﬁY
(\/— OxY) (11.2)

donde x® son las coordenadas locales en la superficie, g es el determinante de la métrica g*# de la
superficie. Para la difusién isotrépica D‘E =Déd 2‘, la ecuacion de difusion se reduce a una ecuacién
con el operador de Laplace-Beltrami [476-478]. Dado que esta es una ecuacidn escalar, las cantida-
des que aparecen en la ecuacién (11.2) transforman correctamente bajo las transformaciones en la
respectiva variedad.

Vamos a proceder a obtener una ecuacion del tipo Fick-Jacobs sobre una superficie curva, cuya
Uunica medida dependa de dos coordenadas generalizadas (¢, 7). esto puede lucir como una fuerte
restriccion, pero afortunadamente en la mayoria de las superficies de interés esto llega a pasar.

Usaremos la ecuacién (11.2) para una superficie curva bidimensional cuya métrica se pueda

escribir como
_(81©) 0 ) (gll(f) 0 )
[gaﬁ]—( 0 0©) (11.3)

0 &'©
Para la difusién anisotrdpica sobre la superficie curva el tensor de difusion (11.1) en coordena-
daslocales x1 = ¢, x2 =1, es D¢ # Dy. Asi, la correspondiente ecuacion de difusién sobre la superficie
curva bidimensional (11.2) para la concentracién invariante, en coordenadas locales, es

oC&nt _ Di o [gd Dy g 0
_ 9 2 e@mn C&n, 0. (11.4)
ot VEig 0¢ |\ g1 0¢ U AR &

Supongamos que la difusién tiene lugar en un canal estrecho que, en principio, esta orientado
en la direccion de una de las coordenadas locales de la superficie. Si esto es posible, entonces usare-
mos el método de Kalinay y Percus para extender el resultado principal de la tesis que fue publicado
en la referencia [469], y que consideraba la difusién sobre un espacio plano, donde g; = g» = 1. Si
escogemos 71 como la variable sobre la que se va a proyectar (y por ende es una variable de integra-
ci6én), entonces vamos a suponer que la métrica de la superfice no depende de esa coordenada. Asi,
la concentracién marginal unidimensional proyectada se define de la siguiente forma

f28)
c(, t)sf C¢,n,0dn (11.5)
JilG3)

donde f1(¢) vy f2(¢) son funciones analiticas arbitrarias que satisfacen f>(¢) > f1(¢) y que se hallan
incrustadas sobre la superficie curva definiendo la morfologia del canal.
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Al integrar la ecuacién (11.4) sobre 17 en todo lo ancho del canal se hace uso del teorema funda-
mental del cdlculo y de la regla de Leibniz, obteniendo

dc(é, ) D¢ 0 & gz
0 3 B 2| st noce]

[g, 0C [g,0C D, * "¢
fz(f) E _f{(f) 82 6{ }_’__Tlﬁ (11.6)
£© re)’ 80 i
Por otro lado, para una variedad las componentes del flujo estdn dadas por
ja—_pal 1 GC 1 ac (11.7)
fgos Mgon '

Si sobre las paredes del canal el flujo es proporcional a un vector tangente /|, ) o< t* donde

1 ~
1 = ——=("+ f{OAY) (11.8)

1+ f1@?

y ¢%,71* son los vectores unitarios base locales. El indice i = 1,2 indica que se trata de las fronte-
ras inferior y superior, respectivamente. Entonces si se usa la condicién de flujo paralelo sobre las
paredes longitudinales del canal ésta se escribe como

Dy 0| _Deff©) o

- (11.9)
82 a”'ﬁ-(a & Klpe

Aplicando esta condicion en la ecuacién (11.6) se puede llagar a una acuaciéon unidimensional

proyectada
ac(¢, 1) D¢ {0 &0
= — c&, D (11.10)
ot VAN e

d \/7(f2(§)c|fz(f) fl('f)qfl(é))]}

a¢
Es en este punto donde esntra en juego la aproximacién de Fick-Jacobs. Si se supone una tasa
de difusién infinita en la direccién transversal entonces de la definicion (11.5) sellega a

C&nn= _cn (11.11)

L) - 1)

Al sustituir esta tltima expresién en la ecuacion (11.10) y definiendo como f> (&) — f1(§) = w() a
la funcién de ancho del canal obtenemos

oc(é,t D: o 0 t
c@,t) _ De¢ w(E) _0(5 ) (11.12)
o JEig & 0¢ w(s)
que no es otra sino la ecuacion de Fick-Jacobs sobre una superficie curva.
Una vez que tenemos la aproximacién a orden cero, la ecuacién de fick-Jacobs, en la siguiente

seccion generalizaremos el método de Kalinay y Percus para encontrar las correcciones subsiguien-
tes a esta ecuacion.
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11.3 | Generalizacion del método de KP sobre superficies curvas

Tal y como se hizo en el capitulo 10, en esta seccion se obtienen todas las correcciones a la ecuacién
(11.12). El pardmetro de desarrollo se ha elegido por comodidad A = D¢/ Dy,. Trataremos de encon-
trar un esquema de recurrencia entre los operadores que conforman a la densidad de particulas
escrita como -
CEnn=Y MpjEnt) (11.13)
j=0
donde p;(¢,7n, 1) tiene la forma de operadores que actdan sobre c(¢, ) a modo que la ecuacién
(11.10) sea auto-consistente,

A )
ej,n 1) —pj(é,n,@g)&f W@ (11.14)
Para A =0, C(¢,n, t) no depende de 7, asi que
¢, 1)
) !t =
po,1n, 1) W@
de acuerdo con la aproximacién de Fick-Jacobs; por lo tanto
P0(§,1,0£)0/05 =1
Al usar las ecuaciones (11.13) y (11.14), la ecuacién (11.10) queda
dci, ) D¢ gzl (s, 1)
-y A 0¢ 0 || =——= (11.15
= \/ﬁaf‘/gl © Z (£©5,€. £:©.00 - H©p, €. 1©.09) | 5 iy 0119

La ecuacion de difusién sobre una superficie curva, ecuacion (11.4), puede reescribirse usando
(11.13)-(11.14) y reemplazando la expresion de dc(¢, £)/0t que se encuentra en la ecuacion (11.15).
Luego, la relacién de recurrencia entre los operadores p ;(¢,7,9;) se encuentra comparando los coe-
ficientes del mismo orden en A. De este modo obtenemos

2

g_a_g.éjﬂ(f»n;a{) = (11.16)

)
- ZP] k(& 77,5'.5)6(f \/mw(& 65\/>[f2(5);0k(5 £2(8),00) = i ©Pr (&, £(6),0¢)

+6(En,0¢) L9 /8,6 9 829 4 (&m0
Pi ""faé\/—glg w(&) 9 \/—glg 3¢\ g aeP1Omo%

Una doble integracion sobre 7 se tiene que hacer. Una servird para encontrar la primera cons-
tante de integracién, donde la condicién a la frontera (11.9) se debe cumplir. Otra integracién se
usard para hallar la otra constante, pero ahora la condicién que se debe satisfcer es la condicién de
normalizacion, que de acuerdo con (11.11), es

£© d ¢,
6(¢,m, )= dn =0, i >0 (11.17)
fma it Bae ey 1 J

Como ejemplo, se muestra el primer operador de este esquema

w (x)

p1(&m,00) = (a{(yo(é) N)(A©EO-LOREO)+ L2 -3 (RO AL+ (é))]}

donde y; (&) = [f;(&) + f{(£)]/2. Con el método de Kalinay y Percus se pueden obtener los deméds
operadores, todos en términos del pardmetro A.
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Ahora vamos a escribir a la ecuacion (11.15) de la forma

0 c(,1)
¢ w(l)

0
EC(& )=D W(f) 1-1Z(&,0¢) | =

65 (11.18)

donde Z(¢, 0¢) es un operador [94, 95,427]. No hay diferencia en el significado de este operador y el
coeficiente de difusion efectivo D(¢) en el estado estacionario; esto es, cuando dc(&, t)/0t = 0. Las
ecuaciones (11.12) y (11.18) finalmente representan ambas a la ley de la conservacién de la masa
sobre el eje longitudinal, por lo que las expresiones del flujo neto usando una u otra ecuacién son

0
——w(cf)D(f)—LE) (11.19)

9¢ w(s)

9
J=-w@[1-226,00)| 5 C((?) (11.20)

donde como ya sabemos, para encontrar D(¢) se hace uso de

. 1
1:w(§)[1—AZ(6,65)]m. (11.21)

y por lo tanto

D) =1-Aw@)Z(&,0) — (5) (11.22)

La primera correccién, haciendo D¢ = Dy, y A =1, da

o1 B 31, E 459

D
~ 0 (11.23)

e (VEwo) +(VE)

que es una expresion andloga al resultado de Bradley [430] cuando g; = g». Las siguientes correc-

ciones son
b = oofi-(y/Z o) -5 /ZL0) L)
ol fBnef (B B )

despreciando de manera deliberada las siguientes derivadas de w(x) y y5(¢), y manteniendo sélo a
los términos que contienen a w'(¢) y y;(£); éstos se pueden colectar como

D()

2n—i
== C DLl w' (&) g (., w' ()
D) =Do Y 5= ;0 ,/gl( AGE: ) ,/E(yo(f)— : ) (11.25)
la cual representa la siguiente serie convergente,
/
D) = Do gl{a ctan ( 0((f) (5)) —arctan ( 0(f) w (5)) } (11.26)
w'(§) 81 81

que es la generalizacién de nuestro principal resultado del capitulo anterior a superficies curvas. Es
decir, esta tltima ecuacion representa el coeficiente de difusién mds general conocido para canales
estrechos, ya sea embebidos sobre superficies curvas o sobre espacios planos.
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11.4 ‘ Ejemplos ilustrativos

En esta seccién estudiamos el comportamiento del coeficiente de difusién dependiente de la posi-
cién dado en la ecuacioén (11.26). Para ello hemos escogido, por cuestiones précticas, dos superficies
curvas, una esfera y un cilindro! donde la difusi6n se lleva a cabo en canales de diferentes formas.
Asi como en el caso de superficies planas, sélo es necesario conocer el ancho del canal, w(¢), y
su linea media, yy(¢), siendo ¢ la coordenada seleccionada como longitudinal en cada una de las
superficies elegidas.

11.4.1 Difusion en canales estrechos sobre esferas

En este apartado estudiamos la difusién efectiva sobre canales incrustados en una esfera (sph), la
cual puede ser parametrizada mediante los dngulos azimutal y polar, 8 y ¢, respectivamente. Los
componentes de la métrica de esta superficie son g»(0) = r?sin®6, y g, () = r?, donde r es el radio
de la esfera. Cada valor de r se considerara fijo, y entonces solamente haremos variar 6. De manera
correspondiente, la longitud de arco, s = r, serd la coordenada longitudinal.

Primero estudiaremos el caso de un canal cdénico simétrico, en el sentido de que cuentan con
fronteras definidas por lineas rectas dadas por

i) = -£0)
£O) = r(mo+dgy)

En este caso, la ecuacién (11.26) se reduce a

arctan [rmsin0]
Dgph(0) = Dp——————— (11.27)
rmsinf

En la figura 11.2 se muestra un esquema de este sistema y se grafica el coeficiente de difusién
efectivo como funcién de la variable angular para diferentes valores del radio. De manera sorpresiva,
alrecordar que en el caso de espacios planos este coeficiente solo dependia del valor de la pendiente
de la frontera, m, sobre la esfera podemos ver que ademads en esta variedad el comportamiento del
coeficiente de difusién depende del angulo 0 y del radio r.

En el limite para radios muy, muy grandes, el caso de un coeficiente de difusién para un espa-
cio plano se recupera como caso particular. Por otra parte, para d&ngulos pequefios las fronteras no
juegan un papel importante en el coeficiente de difusién y por ende éste es constante.

Ahora pasamos a estudiar canales conicos asimétricos, formados por las funciones

f10) r (m16 — o)
£06) = r(mb+¢o)

En esta situacion el coeficiente de difusion es

arctan [r my sinf] — arctan [r my sinf)]
Dsph (9) =Dy N (11.28)
r(my — my)sinf

En la figura 11.3 se presenta una serie de canales cénicos sujetos de estudio. En todos los casos se
mantuvo fija la frontera superior my, mientras se hizo variar la inclinacién de la frontera inferior,
m;. En esa misma figura se muestra la dependencia de Dgpp, sobre la pendiente inferior m;; para
valores grandes de r notamos que el comportamiento es como si se tratara de un espacio plano.

En la primera gréfica de la figura 11.3, hemos representado el valor del coeficiente de difusién
efectivo cerca del inicio del canal, especificamente en 6 = 7/20, mientras que en la segunda gréfica

ILa seleccion de superficies curvas a estudiar fue del todo arbitraria. Cabe decir que son muchisimas las superficies curvas
que pueden resultar de interés para la industria o la biofisica, pero el estudio de la difusién en canales inmersos en ellas con
ayuda de simulaciones numéricas se deja como problema abierto.
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Figura 11.2: Un canal simétri-
co incrustado sobre una esfera
formado por dos paredes rectas.
En la gréfica se muestra la de-
pendencia con la variable angu- L
lar, ademas, las lineas amarillas
corresponden a valores de radio 0 ; l ' l ; I ' l ;
chicos y cambian a color rojo a 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
medida que el radio aumenta. 20 / T
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Figura11.3: Canales asimétri-
cos formados por lineas rectas.
La pared superior se mantuvo
fija en my = 1 mientras que se
hizo variar la pendiente inferior
desde —1 < mj < 1. La prime-
ra grafica muestra el comporta-
miento cerca del inicio del canal
6 = /20, mientras que en la se-
gunda grafica se aprecia el com-
portamiento en 6 = n/2. En am-
bas figuras, el incremento en el
radio se simboliza con el cam-
bio del color amarillo al rojo.
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también de la figura 11.3, se muestra el valor del coeficiente de difusién en 6 = 7/2. Podemos notar
que conforme nos desplazamos por el canal, el coeficiente de difusién disminuye, de tal modo que
para pendientes positivas de m; la difusién es muy cercana a cero y se mantiene casi constante.

Finalmente, se estudia el caso de un canal compuesto por un canal serpentino conectado a un
canal simétrico formado por las siguientes fronteras,

~0.07+0.3 (722071 _ g20-37)

0.07+0.3 (22071 4 o~220-37)

1)
G

Esta configuracion se presenta en la figura 11.4. Una cualidad importante de este canal es que
exhibe una transicién entre una region asimétrica a una simétrica. Nuevamente, en la figura se pre-
senta la dependencia en la variable angular, 8, y el comportamiento para diferentes valores del ra-
dio. Se puede ver que conforme el radio r crece, la difisién efectiva disminuye. También es intere-
sante resaltar que los valores de los dos maximos se mantienen porque la difusién en esos puntos
solo depende de la forma del canal. Sin embargo, la ctispide de la region I que representa la transi-
ci6én entre la regién I asimétrica y simétrica, la regién III, cambia en funcién del radio de la esfera.
Otra vez, en la figura 11.4 se presenta claramente el resultado ya conocido desde el capitulo anterior
del caso de un canal serpentino conectado a un canal simétrico embebido en una superficie plana.

11.4.2 Difusion en canales estrechos sobre cilindros

La siguiente superficie considerada es la de un cilindro (cyl) de radio r y altura z. En este caso,
ambos componentes de la métrica son constantes, gg = r* y g, = 1. En principio, nosotros podemos
orientar el eje del canal a lo largo del eje coordenado z, o enrollando al cilindro. Sin embargo, al
sustituir los components de la métrica en el coefficient de difusién dado en la ecuacién (11.26), el
factor \/gi/g; queda bien definido, donde i y j son iguales a 1 y 2 dependiendo de la orientacién
que se elija para este canal. Esto se debe a que la ecuacién (11.26) se obtiene tras integrar sobre
la coordenada transversal que como ya dijimos, se puede seleccionar de dos maneras, cada una
produciendo un resultado diferente.

Si ahora nos enfocamos en un canal de seccién transversal variable formado pro las parades
definidas por las funciones siguientes

z10) = mrf-z

20) = myrf+z

y orientado a lo largo de la variable angular, o bien en un canal de ancho variable formado por
paredes rectas dadas por las funciones

01(2)

z
my——0p
r

0>(2)

z
my—+06g

r
orientado a lo largo del eye z, encontramos en ambas situaciones que el coeficiente de difusion es

t - t
Dcyl(g) _ Dy arctan|[my] — arc an[mll, (11.29)
my — My

Como puede apreciarse, se trata de la misma expresién que se halla en el caso de un canal formado
por paredes rectas y embebido en un espacio plano [469]. Esto para nada es sorprendente, pues de
antemano los factores métricos de esta superficie eran constantes y por lo tanto la curvatura es cero.
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Figurall.4: Un canal serpen-
tino conectado a un canal asi-
métrico incrustado sobre una
superficie curva. Se muestra
abajo la dependencia del coe-
ficiente de difusién como fun-
| I I cion del dngulo 6; los radios chi-
0 ' ' ! ! : cos se representan mediante li-

0 0.2 0.4 0.6 0.8 neas amarillas que van hacia el
29 / m rojo conforme crecen.
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Conclusiones y perspectivas

En este capitulo se presentan las conclusiones de esta tesis y se plantean algunas aplicaciones de
los resultados obtenidos, asi como posibles extensiones del trabajo a realizarse a futuro. Por co-
modidad, se ha decidido dividir el capitulo en secciones. En la primera de ellas se ofrecen las con-
clusiones y se subrayan las ideas primordiales de cada uno de los capitulos haciendo énfasis en
los resultados que constituyen el ntcleo de las aportaciones originales de esta tesis. En la segunda
seccidén se formulan algunos de los problemas que pueden abordarse usando de por medio y de ma-
nera directa los resultados obtenidos en la seccién 2 del capitulo 5 y en los capitulos 9, 10 y 11. Estos
problemas no son sélo casos particulares o ejemplos de los sistemas tratados en esta investigacion,
mads bien son sistemas que al dia de hoy no han sido estudiados y que a la postre pueden resultar en
aplicaciones interesantes en diferentes campos, ademds de que para su validacion exigen del uso
de dispositivos experimentales que a la fecha son incipientes o bien, de simulaciones por compu-
tadora que para llevarse a cabo plantean nuevos retos a las realizadas hasta ahora. Por tltimo, en
la tercera seccién se menciona cémo ampliar el trabajo de tesis con la finalidad de enriquecer los
modelos ya estudiados y hacerlos mds robustos.

12.1 | Conclusiones principales

En el capitulo 2 la revision bibliografica nos permitié afirmar que los problemas relacionados con la
difusién conciernen a un nimero inmenso de disciplinas, principalmente porque a través del fen6-
meno de la difusién se pueden modelar varias situaciones de interés bésico y practico. Asi, se pudo
constatar que la difusién es uno de los mecanismos de transporte mas elementales y que su estudio
es de suma importancia para entender y tener la posibilidad de controlar, al menos como un primer
acercamiento, muchos de los fenémenos de transporte que ocurren a nivel macro y microscépico
en sistemas artificiales y naturales. Nos percatamos en los capitulos 2 y 3 que por tal motivo los es-
tudios sobre la difusién tanto teéricos como aquellos basados en simulaciones computacionales,
se han incrementado paulatinamente desde el siglo XIX hasta llegar a ser muy notables durante la
ultima década del siglo pasado, e incluso, a diversificarse y multiplicarse en niimero ya bien entrado
este siglo XXI. Sin embargo, atin cuando el indice de publicaciones al respecto es alto y de que se
han realizado muchos esfuerzos, no hay en la literatura suficientes modelos analiticos que permi-
tan generalizar la difusién en sistemas confinados con formas arbitrarias. De ahi que el desarrollo
de aproximaciones sea importante y por lo tanto se justifique la realizacién de esta tesis. Lo anterior
no significa que a la fecha el estudio de la difusién en sistemas confinados mediante técnicas anali-
ticas haya sido descuidado, sino quiere decir que la complejidad subyacente de los problemas de la
difusién en este tipo de sistemas, debida entre otras razones al cardcter de las fronteras, no permite
el uso de esquemas generales de resolucion.

147
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En el capitulo 4 se describieron los baluartes en el estudio de los aspectos de la difusién en sis-
temas confinados que acaparan la mayor atencién hoy en dia: el método de los propagadores y el
célculo del tiempo promedio del primer arribo. El primero de ellos tiene que ver con la conceptua-
lizacién de un sistema en donde ocurre la difusidon de particulas puntuales y sin interaccién entre
ellas como una region formada por uno o dos grandes reservorios interconectados por un diminuto
canal. Los desarrollos del capitulo 4 se justifican si el tamario del canal es despreciable cuando se
compara con el volumen de las cavidades, y por lo tanto se puede pensar en un modelo que sigue
una cinética de primer orden. En semejante situacioén el problema del equilibrio de las particulas en
los dos recintos puede reducirse con ayuda de propagadores especificos al estudio de la difusion a
través de un canal. Lo interesante del método de los propagadores es que hace uso de condiciones
matemadticas tales que permiten que el andlisis se realice en una sola dimensioén, la cual se puede
hacer coincidir de manera conveniente con el eje del canal, y que conlleva la ventaja intrinseca de
los modelos unidimensionales. El siguiente pilar esta relacionado con el tiempo en promedio que
le lleva a una particula transitar por una regién y que se estudia con una ecuacion hacia atrds su-
jeta a condiciones especiales. Al final del capitulo 4 se mencioné de manera breve cémo se deduce
este tipo de ecuaciones. Ademds, de los ejemplos revisados en el capitulo 2 se comprende que el
conocimiento del tiempo promedio de sobrevivencia en una regién puede resultar ttil para los fi-
nes de las aplicaciones atin cuando la ecuacién de evolucién correspondiente no pueda resolverse
analiticamente.

Una vez dirigida la atencién al estudio del transporte en canales, en el capitulo 5 se estudi6 la
primera aproximacion histérica al estudio de la difusién en canales de seccién transversal variable
considerdndolos como sistemas unidimensionales. Esta aproximacién es la que se denomina de
Fick-Jacobs y consiste en que los grados de libertad correspondientes a la direccién transversal de
los canales se eliminan suponiendo que en esa direccién el equilibrio de las particulas se alcanza
casi instantaneamente.

Una contribucién original modesta de esta tesis se encuentra en la seccion 5.2, donde se plantea
el procedimiento general para tratar de resolver la ecuacién de Fick-Jacobs para un canal de forma
arbitraria en el espacio de Laplace con las condiciones de que el canal conecte a dos grandes re-
servorios y de que inicialmente las particulas se encuentren dentro de él. Nos dimos cuenta a raiz
de este estudio que para canales tridimensionales limitados por una pared recta (canales cénicos)
se encuentra solucién analitica al problema, aunque puede haber otras morfologias que ofrezcan
esta posibilidad. Sin embargo, para poder saber si la aproximacién de Fick-Jacobs es de utilidad, se
deben contrastar los resultados predichos por esta teoria con resultados experimentales. Una forma
alternativa de validacién es por medio del tiempo promedio de primer arribo y de simulaciones por
computadora.

Para canales conicos una conclusién importante es que se encontré una asimetria en el tiempo
de transporte por difusién dependiendo de la direccién del recorrido y de la inclinacién de la pared
del canal, m, como era de esperar, ver la figura 5.3. También encontramos que el ajuste entre los da-
tos numéricos y el modelo de Fick-Jacobs fue en general muy pobre. Se afladieron entonces a este
estudio las predicciones hechas con ayuda de los coeficientes de difusién propuestos por Zwanzig
y Reguera y Rubi [92,426]. En la figura 5.3 puede verse que los ajustes en general de los tres mode-
los elegidos dejan mucho que desear en la direccion del recorrido que va de la abertura menor a la
mayor del canal, denotada por (n — w), aunque en el rango m € (0, 1) siempre es mejor el modelo
de Reguera y Rubi seguido por el de Zwanzig y el de Fick-Jacobs, ver figura 5.3(a). En cambio, en la
direccién contraria los modelos tanto de Zwanzig como de Reguera y Rubi se ajustan mejor a los re-
sultados numéricosy en todo el rango estudiado, m € (0,2), son mucho mejores que la propuesta de
Fick-Jacobs. De hecho, el ajuste que da el modelo propuesto por Reguera y Rubi (y posteriormente
validado por Kalinayy Percus [94, 95,427]) luce excelente, véase la figura 5.3(b). Estos resultados in-
dican que para estudiar la difusién en canales de seccién transversal variable independientemente
de la direccién del recorrido no basta la aproximacién de Fick-Jacobs, por lo que al final del capitulo
5 se enlistan las principales contribuciones que modifican, y mejoran, esta ecuacién de evolucién
unidimensional inspiradas en la aportaciéon de Zwanzig de 1992 [92]. Las propuestas a las que se
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hace alusién tienen en comtn el uso de coeficientes de difusion efectivos dependientes de la posi-
cién.

Las maneras de obtener los coeficientes de difusion efectivos han sido muy diversas, van desde
la consideracién de argumentos heuristicos (Reguera y Rubi) hasta el uso de un mapeo matemadtico
(Kalinay y Percus). Los capitulos 6, 7 y 8 se consagraron a reproducir el método de Kalinayy Percus,
que es un método que proyecta de manera rigurosa el problema de la difusién en canales en dos o
en tres dimensiones a un problema unidimensional. Se describi6 el método basado en la teoria de
las perturbaciones que consiste en desarrollar a la densidad como una serie infinita usando la apro-
ximacidn de Fick-Jacobs como la correccion a orden cero. Los términos de esa serie se relacionan
entre si por medio de relaciones de recurrencia bien establecidas. Eventualmente, se usé la con-
dicién de estado estacionario para de alguna manera poder escribir la serie de operadores que se
obtuvo como una férmula, tanto en el caso bidimensional como en el tridimensional. Desde luego,
esta formula es muchisimo més 1til para los célculos y las aplicaciones que manejar toda la serie
completa. Asi, el problema original de difusién se reduce al estudio de una ecuacién equivalente
que depende exclusivamente de las cantidades que describen la geometria del canal en funcién de
la coordenada de la direccién longitudinal.

En este punto de la tesis se habian revisado las diferentes propuestas de los coeficientes de di-
fusion para canales simétricos. En el capitulo 9 se procedi6 a validarlos numéricamente. Se estudi6
la difusién en canales periédicos formados por esferas o circulos traslapados mediante los coefi-
cientes obtenidos tras usar la férmula de Lifson-Jackson tomando como base a los coeficientes de
difusién reportados en la Tabla 8.1. Por razones ilustrativas, se mostraron los resultados previos en
sistemas tridimensionales de la referencia [96].

Los resultados originales de esta tesis fueron los que se obtuvieron estudiando el caso de un sis-
tema bidimensional. Se encontrd, al igual que en el caso tridimensional, que cuando la abertura de
traslape entre recintos contiguos, a, tiende al valor de su radio, R, se recupera el caso de un canal de
paredes paralelas a su eje; es decir, el de un canal recto donde D,; = 1. A medida que el tamafio de
esta abertura se hizo tender a cero, de la figura 9.4(a) pudo verse en el rango de a/R que vade 0.5 a
1.0 que las mejores estimaciones son las que hicieron uso de los coeficientes de Reguera y Rubiy de
Kalinay y Percus. Sin embargo, en el umbral a/R — 0, véase la figura 9.4(b), se verific6 que el mejor
ajuste fue el que se obtuvo haciendo uso de los resultados del escape a través de diminutas ventanas
(RW). Se pudo elucidar analiticamente que de todas las propuestas de los coeficientes de difusion,
la de Kalinay y Percus es la iinica capaz de recuperar este comportamiento asintético. Lo anterior
significa que la ecuacién de Fick-Jacobs generalizada usando el coeficiente de difusién dado por Ka-
linay y Percus puede emplearse tanto para estudiar canales ligeramente corrugados, como aquellos
que poseen cuellos de botella. Es decir, esta teoria logra conectar sorprendentemente el problema
de la difusiéon en canales con el problema del escape a través de diminutos orificios. Entonces, la
conclusion directa es que si se pretende estudiar la difusién en una regién confinada en vez de re-
solver el problema como tradicionalmente se hace (imponiendo condiciones de frontera adecuadas
y recurriendo a métodos numéricos) se puede optar por usar un modelo unidimensional, el de la
ecuacion de Fick-Jacobs generalizada, con un coeficiente de difusién adecuado que dependa de la
forma de las paredes de la region.

Luego, extendimos el método de Kalinay y Percus al estudio de la difusién en sistemas bidimen-
sionales asimétricos. Pudimos encontrar una férmula para el coeficiente de difusién para canales de
seccidén transversal variable y linea media curvilinea, ecuacién (10.25). Nuestro resultado recupera
como casos particulares el coeficiente de difusién para canales simétricos [94, 95], y los resultados
pioneros para modelar la difusién en canales asimétricos debidos a Bradley [430], y a Berezhkovskii
y Szabo [431]. Este nuevo coeficiente de difusion fue validado posteriormente, primero con ayuda
de ejemplos ilustrativos eligiendo ad hoc algunos canales que pese a ser asimétricos estaban cons-
tituidos por regiones claramente simétricas conectadas a otras que no lo eran, y luego con ayuda de
simulaciones por computadora usando como modelo de estudio canales inclinados rectos de sec-
cion transversal variable, denominados canales cénicos. La prueba definitiva se obtuvo estudiando
numéricamente el coeficiente de difusién de un conjunto de estos canales cuya pared inferior se
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mantuvo a la misma inclinacién mientras que la pendiente de la pared superior se hizo variar, ver
la figura 10.7(a). Al comparar los valores de D¢s obtenidos de las simulaciones numéricas con los
predichos por las expresiones de Bradley y nuestra, ecuaciones (10.30) y (10.31) respectivamente,
e incluso, con la férmula de Kalinay y Percus en las regiones pertinentes, ecuacion (8.29), se pudo
concluir que incluso aunque la férmula de Bradley se puede usar en todo el rango, es evidente que
no logra reproducir las predicciones de la férmula de Kalinay y Percus en los segmentos simétricos
del canal. Sin embargo, nuestro resultado silo consigue y ademds se acerca exitosamente a las pre-
dicciones de la formula de Bradley cuando el canal se vuelve asimétrico. Es decir, nuestra expresiéon
da una aproximacién razonablemente buena para el valor de Dgf en todo el rango estudiado. Asi, en
esta tesis obtuvimos el coeficiente de difusion efectivo dependiente de la posicién mds general para
regiones bidimensionales planas.

Finalmente, el resultado principal del coeficiente de difusién para canales planos pudo exten-
derse al caso cuando el canal se halla incrustado sobre una superficie curva. Como este nuevo resul-
tado presentado en el capitulo 11 recupera como caso particular el del capitulo 10, podemos decir
que hemos obtenido en esta tesis la expresién mds robusta de un coeficiente de difusién efectivo
para regiones bidimensionales, ya sean simétricas o asimétricas y ya sea que estén sobre superficies
curvas o planas. Esperamos que estos resultados motiven futuras investigaciones para estudiar la
difusién en canales asimétricos en dos dimensiones planas y curvas apoydndose en simulaciones
numéricas o mejor aln, en experimentos.

12.2 ‘ Aplicacion de los resultados obtenidos

En esta seccion se ofrecen algunas indicaciones para aplicar de manera directa e inmediata los re-
sultados obtenidos en esta tesis. Se cuenta con dos vertientes: Una de ellas tiene que ver con la solu-
cion de la ecuacion de Fick-Jacobs (resultado obtenido en la seccién 2 del capitulo 5), mientras que
la otra estd relacionada con el estudio de la difusién en canales periddicos (resultados del capitulo
9) y con el coeficiente de difusién obtenido para canales asimétricos bidimensionales (resultados
obtenidos en los capitulos 10 y 11).

Mencionaremos algunos de los problemas que hemos considerado pueden estudiarse en un fu-
turo préoximo, adviértase que no hemos tenido el cuidado de meditar sobre el tiempo que llevaria
su 6ptima realizacién. Los problemas que a continuacién se enlistan estdn inspirados en aquellos
que se han publicado en los ltimos afios en la literatura especializada, por lo que su originalidad
podria ser cuestionable, no asi su pertinencia debido a la necesidad acuciante hoy en dia de proto-
tipos que bien pudieran modelar algunas de las situaciones de mayor interés o los resultados que
se estdn obteniendo numéricamente para muchos sistemas.

Sobre la difusién entre dos cavidades interconectadas por un tubo o entre una cavidad conec-
tada a un canal, es justo indicar que las bases teéricas de este problema fueron establecidas de
lleno en la referencia [411]. Una de las aplicaciones de los resultados de la seccién 5.2 podria seguir
explorando algunos canales con morfologias de interés que propiciaran la obtencién de solucién
analitica para la ecuacion de Fick-Jacobs en el espacio de Laplace. Asimismo, se tendrian que rea-
lizar experimentos o simulaciones por computadora para verificar si este esquema es suficiente.
Queda ademds pendiente el estudio del caso bidimensional; es decir, cuando se tienen dos areas
interconectadas por un canal plano o bien, cuando se tiene un 4rea conectada a un solo canal. Seria
interesante resolver este problema y obtener datos experimentales del tiempo promedio del pri-
mer arribo en canales simétricos con diferentes condiciones a la frontera, pues como sabemos, en
los sistemas bidimensionales existe una discrepacia entre los coeficientes propuestos por Reguera
y Rubi y por Kalinay y Percus, a diferencia del caso tridimensional donde coinciden ambas pro-
puestas. Puede que ésta sea una excelente oportunidad para investigar en un nuevo contexto cudl
de esos dos coeficientes genera las mejores predicciones que puedan ajustarse con los resultados
numéricos. Otro de los problemas pendientes es la resolucién de la ecuacion de Fick-Jacobs en el es-
pacio de Laplace cuando uno de los extremos del canal es totalmente reflejante mientras que el otro
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Figura 12.1: La difusion en pre-
sencia de obstdculos puede es-
tudiarse como un problema de
difusiéon en canales. a) Obs-
taculos distribuidos rectangu-
larmente. b) Obstdculos distri-
buidos en una latiz triangular.

se mantiene parcialmente absorbente. La solucién a este problema podria complementar algunos
resultados obtenidos muy recientemente [483,484].

En cuanto a los problemas cuyos planteamientos pueden hacer uso de los resultados de los ca-
pitulos 9 y 10 de esta tesis encontramos varios que pueden ser bastante estimulantes. Por un lado
tenemos el estudio de la difusién a través de canales asimétricos bidimensionales bajo la presencia
de una fuerza externa, emulando los trabajos previos en sistemas tridimensionales o bidimensio-
nales simétricos [485-488]. La fuerza puede tener distintas peculiaridades. Puede ser constante y
estar actuando de manera paralela a la direccién longitudinal del canal, como en la referencia [489],
o bien puede hacerlo de manera ortogonal, véase la referencia [490]. También la fuerza puede ser
periddica y ocasionar sorprendentes comportamientos en la movilidad de las particulas que difun-
den dependiendo de su intensidad, de su promedio y de la morfologia del canal, tal y como se ha
reportado en [491, 492]. Cabe mencionar que el estudio de estos sistemas se ha hecho numérica-
mente, por lo que el andlisis de los problemas aqui sugeridos también exigird en un principio su
comprobacién mediante simulaciones de caminatas brownianas.

Ahora vamos a comentar un poco acerca de la difusién en canales con obstaculos. Dado que ya
contamos con un coeficiente de difusién que puede servir para estudiar la difusién a lo largo de la
direccién longitudinal de canales asimétricos, las combinaciones que podemos hacer en este tipo
de estudios son muy variadas. El problema mds inmediato es obtener los tiempos promedio del pri-
mer arribo para canales asimétricos y para canales periédicos con motivos asimétricos, ver figura
12.1. Estos estudios nos ayudardn nuevamente a discernir entre los coeficientes de difusién presen-
tes en la literatura al que mejor se ajusta con los datos experimentales. Para extender los resultados
obtenidos en la referencia [151] se pueden estudiar canales con obstaculos asimétricos distribuidos
regularmente o bien, con obstdculos simétricos distribuidos irregularmente. Todas estas combi-
naciones son factibles de estudiar gracias a nuestro coeficiente de difusion. Incluso, un caso mas
general es aquel de un canal asimétrico con obstaculos asimétricos. Por ejemplo, un problema en
concreto es cambiar la latiz cuadrada donde se arreglaron los obstaculos circulares en la referen-
cia [151] por una latiz triangular. Para determinar por completo el coeficiente de difusioén efectivo
en este caso con ayuda de la ecuacién de Lifson-Jackson s6lo hay dos opciones: usar el coeficiente
propuesto por Bradley o el coeficiente que obtuvimos en esta tesis, ecuacién (10.25). Nuevamente,
este problema nos podria proporcionar evidencia suficiente para establecer el rango de validez de
los coeficientes de difusién conocidos a la fecha para sistemas bidimensionales asimétricos.

Para terminar, otro de los aspectos de la difusion que puede investigarse usando el coeficiente
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de difusién obtenido en el capitulo 10 es sobre c6mo afecta el grado de rugosidad de las paredes del
canal al transporte de particulas. Se ha visto que la rugosidad influye siempre y cuando las sinuo-
sidades del canal tengan un cierto tamafo relativo a su ancho y a la longitud de su periodo [429].
Sin embargo, también se ha visto que si las rugosidades del canal son muy pequenas, las particulas
que difunden no llegan a enterarse de la forma intrincada de la pared. Esto es importante, pues en
la naturaleza la forma de muchos canales es tan irregular que puede desalentar cualquier intento
por estudiar la difusién con ayuda de un coeficiente de difusién efectivo. Pero se puede dar el caso
donde las rugosidades de las paredes de un canal pudieran pasarse por alto y por lo tanto el uso
conveniente del coeficiente de difusién que hemos propuesto en esta tesis resulte factible, siempre
y cuando el sistema en cuestion pueda considerarse bidimensional.

Es evidente que los problemas aqui comentados tienen una marcada tendencia hacia aquellos
con los que de manera directa o indirecta hemos estado familiarizados. Resultaria muy gratificante
enterarse en los afios venideros que nuestros resultados sean usados en problemas de otros dmbi-
tos.

12.3 ‘ Algunas posibles extensiones del trabajo

Hay varias perspectivas desde las cuales se puede extender el trabajo realizado en esta tesis. Men-
cionaremos en esta seccién sélo algunas concibiendo exclusivamente modificaciones graduales a
los modelos ya estudiados, so pena de dejar a un lado modelos mds ambiciosos que bien pudieran
modelar situaciones mas realistas.

Una de las extensiones es sobre el orden al que se dejan las correcciones a la ecuacién de Fick-
Jacobs. La idea de poder obtener coeficientes de difusién efectivos para una gran variedad de ca-
nales que puedan imitar fehacientemente a los canales encontrados en la naturaleza es sobreco-
gedora. Sin embargo, el método de Kalinay y Percus descrito en la tesis desprecia las derivadas de
orden mayor o igual a 2 de w(x) y de yy(x). Seria atractivo encontrar férmulas para los coeficientes
de difusién que incluyan a las segundas derivadas de la seccién transversal, lo que desde luego pro-
porcionaria un amplia gama de posibilidades en cuanto a la forma de los canales de estudio'. Con
ayuda de coeficientes de este calibre se podria llegar a entender los resultados intrigantes para el
caso de la difusién en canales con forma de hemisferios, [493]; e incluso para el caso de la difusién
en presencia de obstdculos cilindricos, [151]. A su vez, estos estudios motivarian la consideracién
del caso de un canal asimétrico con cambios abruptos en su forma, tal y como se hizo para canales
simétricos en las referencias [494-496].

Otro aspecto que puede ser explorado es sobre la inclusiéon de nuevas condiciones a la frontera
en el método de Kalinay y Percus. Por ejemplo, se sabe que los canales biolgicos no siempre se
encuentran abiertos, sino mas bien su cinética de cierre y apertura pudiera estar gobernada por sis-
temas de cardcter estocdstico o incluso por sistemas dindmicos caéticos deterministas [111,497]. Lo
importante es que las paredes del canal cambian de forma conforme transcurre el tiempo. Hay que
decir que un resultado muy incipiente al respecto se encuentra en [498], pero en general, el estu-
dio de canales bioldgicos con fronteras dindmicas quizds a la fecha solo pueda modelarse mediante
técnicas de dindmica molecular y no con las herramientas que se han usado en esta tesis.

Una vez que hemos entrado en el terreno de la modificacién de las condiciones a la frontera,
no puede faltar la extensién de la técnica de la homogenizacién de las fronteras [499-501], a domi-
nios asimétricos. También se incluyen en este tenor la consideracién de sitios activos en las paredes
del canal. Los resultados obtenidos a la fecha indican que la presencia de sitios de unién dentro
de canales modifican significativamente el transporte de particulas a través de ellos [502-505]. Sin
embargo, el estudio de la difusién en canales de forma mas alld que la de un canal recto con sitios

IKalinay y Percus ya encontraron una férmula del coeficiente de difusién para canales bidimensionales que incluye a
la segunda derivada de w(x), véase la ecuacién (1.13) de la referncia [95]. Sin embargo, no hay en la literatura estudios
que prueben ese coeficiente o que lo contrasten con resultados numéricos. Queda ademds pendiente el encontrar féormulas
similares para el caso tridimensional o bien, para el caso de canales asimétricos bidimensionales.
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activos modelados mediante deltas de Dirac no se ha realizado y es una asignatura pendiente del
grupo de investigacién donde se desarroll6 esta tesis. En este sentido, el panorama de las investiga-
ciones futuras en este campo aparenta ser muy fértil.

Por si esto fuera poco, otro tema de investigacion es el estudio de la difusién de particulas con
estructura a través de canales asimétricos. Sobre este tema los trabajos [506-510] son un claro ejem-
plo de los esfuerzos actuales que se realizan en el mundo para atacar este problema. Nétese que en
esas referencias las formas que mdés se han usado por cuestiones practicas son aquellas que con-
sideran a las particulas como discos o esferas. Si el tamafio de las particulas se aproxima o llega a
sobrepasar el radio del canal, se ha visto que el fenémeno de transporte es tal que por el canal las
particulas transitan de una en una, como si se tratase de una fila india. Relacionado con la cuestion
de la estructura de las particulas también esté el de considerar si hay interaccién entre ellas [511], o
el de considerar el cardcter suave que pueden llegar a tener las fronteras del sistema [512].

Un problema mds sujeto a futuras investigaciones y que se vislumbra como uno con las mayores
aplicaciones es el que se describi6 en el capitulo 11. Resulta que muy a menudo en la naturaleza
la difusién no ocurre sobre sustratos totalmente planos que recuerden a un sistema coordenado
cartesiano, mads bien la difusién puede ocurrir en regiones con curvatura variable. Se trata de un
problema que habia despertado el interés desde hace mds de cincuenta afios y que hoy dia renace,
tal vez porque se cuenta con nuevas herramientas de andlisis, tanto experimentales [518,519], como
numéricas [520-522]. Esperamos que nuestro resultado abra nuevos horizontes en el estudio de la
difusion en sistemas confinados sobre superficies curvas, pues todo lo que se ha hecho en canales
planos podria implementarse en canales sobre superficies curvas. Asi, queda mucho trabajo por
hacer.

Por otro lado, también seria deseable conocer el coeficiente de difusiéon correspondiente a la
ultima celda de la Tabla 10.1; es decir, seria excelente contar con un coeficiente de difusion efectivo
para canales tridimensionales asimétricos (pueden tener simetria radial pero encontrarse torcidos
e inmersos en un espacio tridimensional), pues su presencia en la naturaleza es muy recurrente. El
uso de herramientas matemaéticas como las que proporciona la geometria diferencial en este caso
resulta esencial. A la fecha hay algunos intentos por estudiar este problema, aunque ninguno de
ellos concluyente [523, 524]. Sin embargo, sabemos que el coeficiente que se proponga en la lite-
ratura deberd recuperar dos casos particulares: la férmula de Berezhkovskii y Szabo como primera
aproximacion, y la férmula de Kalinay y Percus para canales simétricos cuando la linea media del
canal tridimensional no tiene torsion alguna.

Por 1ltimo, vamos a citar algunos de los problemas de vanguardia que recién han sido publica-
dos. Uno aparece en la referencia [525], donde se estudia la difusién bajo la presencia de un campo
de fuerzas que recuerda a los que surgen en la hidrodindmica. Otro més, publicado en la referen-
cia [526-528], trata el problema de la absorcién en canales y mds especificamente de fendmenos
difusivos dentro de un canal asociados con un proceso de absorcién sobre la superficie del canal.
Pero sobre todo, merecen atencién especial las referencias [529, 530], que van maés allé de la ecua-
cioén de difusién y extienden el formalismo de Kalinay y Percus a la ecuacién de Fokker-Planck, o
que siguen validando el método de proyeccidn, el cual se perfila como una referencia obligada en
los trabajos sobre la difusién en canales.

La difusion en sistemas confinados es, sin lugar a dudas, un tema de actualidad; principalmente
por las numerosas aplicaciones que tienen estos sistemas en la naturaleza y en la tecnologia. Los
trabajos al respecto tanto teéricos como computacionales o experimentales, se han multiplicado
recientemente y como pudo verse, cada vez se estd aumentando el grado de complejidad de los
sistemas que se modelan, por lo que el futuro de esta rama de la ciencia es muy prometedor.
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La ecuacion de SmoluchowskKi

La ecuacién de Smoluchowski es de suma importancia en esta tesis, por lo que en este apéndice se
muestra una de sus deducciones [531]. Partimos de la primera ley de Fick

0
](xv t) = —DO_C(X, t) (A].)
0x
y de la conservacion de la masa (una ecuacién de continuidad)

ic(x t)+i](x =0 (A.2)
ot ox” T ’

Siuna fuerza F(x, t) actiia sobre el sistema y ademds produce una velocidad neta, v(x, t), enton-
ces el flujo se escribird como

J(x, ) = Jaie(x, ) + Jarr (%, 1) (A3)

donde el primer término se debe a la ecuacion de Fick y el segundo es proporcional a la concentra-
ciény ala velocidad de arrastre,
Jarr (%, 1) = v(x, 1) c(x, 1) (A.4)

Cuando el proceso ocurre en un solvente, la fuerza y la velocidad se relacionan linealmente me-
diante
v(x, 1) =pF(x,1) (A.5)

donde p se denomina la movilidad. Si la fuerza es derivable de un potencial,

dU(x)
dx

F(x)=- (A.6)
entonces, sustituyendo las ecuaciones (A.1), (A.4)-(A.6), en la ecuacioén (A.3) y reagrupando térmi-
nos obtenemos una expresion para el flujo total

I8 = -Do | L, 5+ £ AU

_ ) A.
0x Dy dx c(x 1) a7

Si ademas, la densidad en el equilibrio satisface peq o exp[-pU(x)], donde = 1/kgT, siendo
kg la constante de Boltzmann y T la temperatura absoluta del sistema, entonces para tiempos muy
grandes c(x, ) tiende a su valor en el equilibrio, ceq(x) y el flujo es cero. Como

0 0 _
aCeq(X) = ae pUX) (A.8)
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entonces al usar la ecuacién (A.8) en la (A.7) igualada a cero, se puede encontrar la relacién de

Einstein, a saber
1= BDy (A.9)

y utilizando las dos tltimas expresiones y la regla de la cadena podemos reescribir a la ecuacién
(A.7) como

J(x, 1) = —Doe““’“‘)i [eﬁU(X)c(x, t)] (A.10)
0x

Al combinar la ecuacién (A.10) con la condicién de la conservacién de la probabilidad (A.2),
finalmente se obtiene la ecuacion de Smoluchowski,

0 0 0
g _ v -pUx) 9 [ BUW
atc(x, = ax{DOe ix [e c(x, t)] } (A.11)

En esta ultima ecuaciéon podemos identificar la forma del operador de Smoluchowski,

0 0
g(x) = — [Doe_ﬁU(x)_eﬁU(x) (A12)
0x 0x
Por lo que la ecuacion (A.11) también se puede reescribir como
0
—c(x, ) =ZxX)px) (A.13)

ot



Simulaciones numeéricas

Actualmente se dispone de instrumentos de célculo con capacidades de cémputo sorprendentes.
La ocurrencia de procesos de difusién puesta de manifiesto por simulaciones en computadora es
tal que a la fecha muchos de los estudios sobre difusién en sistemas confinados dependen de ellas.
En este apéndice daremos algunas generalidades del tema.

Las caminatas aleatorias ofrecen un marco tedrico ttil para entender la difusién a un nivel mi-
croscopico. Una caminata aleatoria estd constituida por una sucesiéon de desplazamientos efectua-
dos por una particula browniana, también llamada caminante aleatorio, o simplemente caminan-
te. Un desplazamiento individual, respecto de una posicion inicial ry, ocurre en un intervalo de At
unidades de tiempo, asi la duracién total de la caminata es, en funcién del nimero n de desplaza-
mientos, o pasos, efectuados se calcula mediante ¢ = nAt.

Para representar adecuadamente las caracteristicas esenciales del movimiento de una particu-
la brownian se requiere de un algoritmo computacional capaz de generar niimeros reales pseudo
aleatorios, que sirva al prop6sito de simular el azaroso vaivén de las posiciones de una particu-
la browniana en el espacio, de acuerdo con las propiedades esenciales de dicho movimiento; por
ejemplo, que una particula tiene la misma probabilidad de moverse en cualquier direccién, y que
el movimiento puede ocurrir dentro de una geometria particular del problema que pretende mode-
larse.

Los elementos para llevar a cabo una simulacién son:

1. Laespecificacién de la geometria del espacio donde se llevard a cabo la caminata (incluyendo
las condiciones iniciales).

2. Lanaturaleza de la interaccién entre las particulas y las fronteras del sistema (condiciones de
frontera).

3. Los algoritmos para el célculo de las diversas cantidades involucradas (como la nueva posi-
cién de una particula que en mitad de su desplazamiento encuentra una pared oblicua a su
trayectoria), y

4. Los criterios para diversos eventos, como la finalizacién de una caminata

159
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B.1 | Los numeros aleatorios

Los ntimeros aleatorios (de aqui en adelante llamados asi, aunque se sabe que no son verdadera-
mente aleatorios), con sesgo uniforme, son generados dentro de un intervalo especificado, comtn-
mente de 0 a 1, de modo que todos los niimeros en el intervalo tienen la misma probabilidad de ser
escogidos. Si RAN es la funcién generadora de nimeros pseudo aleatorios con sesgo uniforme, las
llamadas sucesivas a la funcién RAN generan una secuencia de niimeros que dentro de un cierto in-
tervalo no se repiten (denotado como periodo de repeticién). Usualmente RAN toma un argumento,
al que denominaremos ISEED, que es un niimero entero cuyo valor se emplea para inicializar la se-
cuencia, de modo que al invocar RAN(ISEED) con un valor dado de ISEED, se obtiene siempre la
misma secuencia de ntimeros.

Estos niimeros son la base a partir de la cual se construye la simulacién numérica de proce-
sos estocdsticos en una computadora, para este prop0sito, sin embargo, es necesario disponer de
nameros aleatorios distribuidos de otras formas. Estas diferentes distribuciones se obtienen efec-
tuando operaciones apropiadas sobre uno o més niimeros con sesgo uniforme. Para los problemas
que se trataron en esta tesis se utiliza muy a menudo una distribucién normal (gaussiana),

1 _-w?
Ny, o] = \/ﬁae 20° (B.1)

con media p = 0y desviacién estandar o = /2Dy 1.

En particular, en las simulaciones realizadas en esta tesis se usé como generador de niimeros
aleatorios el algoritmo de Marsaglia y Zaman, cuya secuencia es de 2'37% enteros de 32 bits o de 29!
reales [532].

B.2 ‘ Generando los desplazamientos de la particula browniana

Las posiciones que va tomando una particula browniana durante su evolucién son aleatorias, sin
embargo, se distribuyen de forma gaussiana alrededor de una posicion inicial, siendo la amplitud
de esa distribucidn igual a /2DyAt . Con esta idea en mente, a partir de una posicién inicial

ro = Xo€y + y()éy + zp€, (B.2)
la siguiente posicion, rj, estard dada por
r]y =rg+rran (B.3)

donde ry4, es un vector aleatorio cuyas componentes son aleatorias y se obtienen usando la fun-
ci6on RAN(N[0,v/2DpAt]) para cada componente. Con estas expresiones y éste ultimo argumento se
puede simular la evolucién de los desplazamientos de un caminante al azar.

B.3 | Calculo del coeficiente de difusion

Una caracteristica fundamental del movimiento browniano simple es que el desplazamiento cua-
dratico medio es directamente proporcional al tiempo que dura la caminata, lo que en una dimen-
sién se escribe como

(x%) =2Dyt (B.4)

de ésta expresion, podemos obtener una forma operativa para el cdlculo del coeficiente de difusiéon
Dy en una simulacién de caminatas brownianas. El método consiste en tabular los desplazamientos
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contra el tiempo t = ngAt, donde nj es el nimero de pasos dado por el k-ésimo caminante; em-
pleando una regresion lineal para obtener la ecuacién de la recta (x%) conntra t, cuya pendiente m
satisface la relacion

m=2Dy. (B.6)

Un ejemplo de este procedimiento se ve en la figura B.1.

B.4 ‘ Calculo del tiempo medio de sobrevivencia

En un experimento tipico se sigue el movimiento de una particula browniana y se registra la in-
formacidén del proceso hasta su terminacién. La informacién reunida de este modo adquiere peso
estadistico al ser promediada sobre un gran nimero de eventos (trayectorias o caminatas aleato-
rias).

El tiempo de primera llegada, 7;, de la i-ésima trayectoria en el canal, se obtiene cuando la par-
ticula llega por primera vez a una frontera, o subregién de ella, absorbente; entonces la particula
es removida del sistema y se da por terminada la caminata, por tal razén, a 7; también se le conoce
como el tiempo de sobrevivencia de la particula en el sistema. El valor de 7; se obtiene al multiplicar
el nimero de pasos n, dados hasta el momento de alcanzar la frontera absorbente, por la duracién
de cada paso, digamos At

T; =nAt

Finalmente, el tiempo medio de primera llegada se obtiene promediando los valores de 7;, sobre las
N trayectorias del experimento,

1 N
(1) = N;n (B.7)
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