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movilidad durante mi maestŕıa, ya que gracias a su apoyo institucional personas como yo tenemos la
oportunidad de profundizar nuestros conocimientos y aportar más a nuestro páıs. A mi Alma Mater,
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Dr. Gabriel Nuñez, por su disponibilidad y paciencia con nosotros los alumnos de la Maestŕıa. Todos
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4.1.2. Álgebras normales y sus productos tensoriales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
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5.1. Álgebras y analiticidad de Lorch . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
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Introducción

Muchos de los problemas f́ısicos, matemáticos y fenómenos de la naturaleza se pueden representar
o modelar mediante ecuaciones diferenciales, de ah́ı la importancia de resolver éstas mismas, a fin de
predecir acontecimientos en el futuro, o bien, obtener una mejor comprensión de estos problemas. El
estudio de las ecuaciones diferenciales tomó gran importancia a inicios del siglo XX con el problema
16 de Hilbert, que ha permitido un desarrollo considerable de la teoŕıa aplicable en este tema. En la
actualidad existe una gran cantidad de bibliograf́ıa explicando distintos métodos para la solución de
ecuaciones diferenciales, sin embargo, sabemos que no hay un método que se pueda generalizar para
encontrar la solución de éstas.

En este trabajo se analizará el método de algebrización de sistemas de ecuaciones diferenciales. Este
método consiste en determinar si un sistema de ecuaciones diferenciales cumple con ciertas condiciones,
de ser ese el caso entonces podemos decir que ese sistema es A-algebrizable, además obtendremos una
nueva ecuación con coeficientes sobre la álgebra A y si encontramos la solución correspondiente de esa
ecuación, entonces, se podrá encontrar la solución del sistema de ecuaciones diferenciales original.

Como hemos mencionado anteriormente, no hay un método que se pueda generalizar para la solución
de ecuaciones diferenciales, por lo que se recurren a técnicas habituales lo que ocasiona solo encontrar
soluciones parciales (ver [1], [21] y [34]). Es importante mencionar que la solución encontrada por el
método de algebrización de ecuaciones diferenciales proporcionado en este trabajo, es una solución
correcta para el sistema de ecuaciones.

A lo largo de este trabajo veremos dos tipos de ecuaciones diferenciales: las ecuaciones diferenciales
autónomas, las cuales se representan por la ecuación

dx

dt
= f(x), x ∈ Ω ⊂ Kn, t ∈ R;

y las ecuaciones no autónomas, las cuales se representan por la ecuación

dx

dt
= f(x, y).

Además, por lo general K representará un campo, ya sea campo de los números complejos C o el de
los números reales R.

En el caṕıtulo 1 se dará una instrucción breve a los temas de grupos, anillos, módulos y álgebras con
ejemplos en R2 y R3. En el caṕıtulo 2 se estudiarán las álgebras de matrices y las cualidades que tienen
con las matrices de Jordan, porque es importante que las algebras de matrices sean invertibles. Después
se dará un breve repaso a las álgebras de Banach por su importancia para el método de algebrización
de ecuaciones diferenciales. Se estudiará las ecuaciones de Cauchy-Riemann porque determinan la rela-
ción que hay con la matriz de la primera representación fundamental con las ecuaciones generalizadas
de Cauchy-Riemann generalizadas. En el caṕıtulo 3.3 se estudiarán otras álgebras y su isomorfismo
con las ecuaciones de Cauchy-Riemman para poder determinar la relación que hay entre las matrices
de Jordan y las ecuaciones de Cauchy-Riemann generalizas. En el caṕıtulo 4 se estudiará el méto-
do de algebrización para ecuaciones diferenciales autónomas, y se propuso un ejemplo para verificar
que el método śı funciona. En el caṕıtulo 5 se estudiará el método de algebrización para ecuaciones
diferenciales no autónomas.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo abordaremos algunas definiciones de álgebras que son importantes para el método
de algebrización de ecuaciones diferenciales, además daremos algunos ejemplos para un mejor entendi-
miento, y de esa manera poder hacer la algebrización. Si requiere saber más sobre álgebras ver [16] y
[20] , ya que las definiciones que se darán a continuación son suficientes para el método que se propone
en este trabajo.

1.1. Grupos y anillos

En primer lugar definiremos lo que es un grupo y un anillo.

Definición 1.1.1 Un conjunto G no vaćıo se dice que forma un grupo si en G está definida una
operación binaria denotada por (∗), tal que cumple las siguientes propiedades:

1. a, b ∈ G implica que a ∗ b ∈ G. (Se cumple la cerradura).

2. a, b, c ∈ G implica que a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c. (Es asociativa).

3. Existe un elemento e ∈ G tal que a ∗ e = e ∗ a = a.(e es el neutro para la operación binaria).

4. Para todo a ∈ G existe un elemento a−1 ∈ G tal que a ∗ a−1 = a−1 ∗ a = e. (El inverso de la
operación).

Definición 1.1.2 Un grupo G se dice que es abeliano (o conmutativo) si para cualquier a, b ∈ G
y con la operación binaria (∗) se tiene que: a ∗ b = b ∗ a.

Ejemplo 1.1.1 El conjunto de los números irracionales I bajo la operación suma (+) no es un grupo.

Para verificar que no es un grupo es suficiente verificar que no se cumple alguna propiedad.

1. Sean a, b ∈ I donde a = 5− π y b = 4 + π entonces a+ b = 9 lo que implica que a+ b /∈ I.

De aqúı podemos concluir que los números irracionales I bajo la suma (+) no es un grupo.

Ejemplo 1.1.2 El conjunto de los números reales positivos R+ bajo el producto (·) es un grupo abe-
liano.

1



1. Sean a, b ∈ R+ por la propiedad de los números reales que al multiplicar dos números reales nos
da otro real, lo que implica que a · b ∈ R.

2. Sean a, b, c ∈ R+ por la propiedad de los números reales, se cumple que a · (b · c) = (a · b) · c.

3. Existe un elemento 1 ∈ R+, tal que se cumple a · 1 = 1 · a = a.

4. Para todo a ∈ R+ existe un elemento en a−1R+, tal que a · a−1 = a−1 · a = 1.

5. Sean a, b ∈ R+, por la propiedad de los números reales se cumple a · b = b · a.

Como se cumplen las 5 propiedades podemos concluir que los números reales positivos R+ bajo
el producto (·) es un grupo abeliano.

Ejemplo 1.1.3 El conjunto de los enteros Z bajo la suma (+) es un grupo abeliano.

1. Sean a, b ∈ Z, sabemos que por las propiedades de los enteros la suma de dos enteros da como
resultado un entero, es decir que a+ b ∈ Z.

2. Sean a, b, c ∈ Z por las propiedades de los enteros se cumple a+ (b+ c) = (a+ b) + c.

3. Existe un elemento e = 0 ∈ Z tal que a+ 0 = 0 + a = a.

4. Para todo a ∈ Z existe un elemento a−1 = −a ∈ Z tal que a+ (−a) = (−a) + a = 0.

5. a, b ∈ Z se tiene que a+ b = b+ a por las propiedades de los enteros.

Definición 1.1.3 Sea R un conjunto no vaćıo y sean la suma (+) y el producto (·) dos operaciones
binarias en R; entonces definimos a R como un anillo si cumple las siguientes propiedades bajo las
operaciones “+” y “·”
Para la operacion suma:

1. Para todo a, b ∈ R se tiene que a+ b ∈ R es cerrada bajo la suma.

2. Para todo a, b, c ∈ R se tiene que (a+ b) + c = a+ (b+ c) la suma es asociativa.

3. Para todo a ∈ R existe un 0 tal que a + 0 = 0 + a = a, es decir que el 0 es el neutro aditivo en
R.

4. Para todo a ∈ R existe un b ∈ R, tal que a+ b = b+ a = 0, donde b es el inverso aditivo.

5. Para todo a, b ∈ R se tiene que a+ b = b+ a, la suma es conmutativa.

Para la operación producto:

6. Para todo a, b ∈ R se tiene que a · b ∈ R es cerrado bajo el producto.

7. Para todo a, b, c ∈ R se cumple que (a · b) · c = a · (b · c) el producto es asociativo.

8. El producto (·) es distributivo con la suma (+):

(i) Para todo a, b, c ∈ R se cumple que a · (b+ c) = a · b+ a · c.
(ii) Para todo a, b, c ∈ R se cumple que (a+ b) · c = a · c+ b · c.

2



Observación 1.1.1 Un grupo G es un anillo si cumple con las propiedades 6), 7) y 8).

Definición 1.1.4 Un anillo R decimos que es un anillo conmutativo si para todo a, b ∈ R se tiene
que a · b = b · a, es decir que el producto es conmutativo.

Definición 1.1.5 Un anillo R decimos que es un anillo con elemento unitario si existe 1 ∈ R,
tal que para todo a ∈ R se tiene que 1 · a = a · 1 = a.

Ejemplo 1.1.4 El conjunto de los enteros Z es un anillo conmutativo con unidad bajo las operaciones
usuales de la suma y producto de los enteros.

En el ejemplo 1.1.3 vimos que Z es grupo abeliano bajo la suma, y por las propiedades de Z se cumple
con las propiedades 6), 7), 8), por lo tanto Z es un anillo. Asimismo, por las propiedades del producto
(·) de los enteros Z es conmutativo, aśı que Z es un anillo conmutativo. El elemento unidad existe en
Z y es el 1, 1 · a = a · 1 = a para todo a ∈ Z, por lo tanto Z es un anillo conmutativo con unidad.

Definición 1.1.6 Sea R un anillo con elemento unitario, y si e es un elemento en R, decimos que es
la unidad de R si tiene un inverso multiplicativo en R. Si todo elemento distinto de cero en R es una
unidad, entonces R es un semi campo o anillo con división.

Observación 1.1.2 Un campo es un anillo conmutativo con división.

Ejemplo 1.1.5 El conjunto de números enteros Z no es un campo, pues para todo a ∈ Z distinto de
+1,−1 no tiene inverso multiplicativo, por lo que a no es unidad en Z.

Ejemplo 1.1.6 Los números racionales Q y los reales R forman un campo respectivamente.

1.2. Módulos

En esta sección daremos la definición y el significado de homomorfismos de módulos teniendo en
cuenta que son importantes para el concepto de álgebra. A partir de esta sección en algunos casos se
omitirá al śımbolo de multiplicación (·) por comodidad de notación, es decir, que si a, b pertenecen a
un anillo, a un campo o a una álgebra, entonces al producto de los dos elementos se escribirá como ab
cuando nos refiramos a la multiplicación a por b.

Definición 1.2.1 Sea R un anillo y M un grupo abeliano bajo la operación suma +, se dice que M
es un R-módulo si para todo a, b ∈ M y r, s ∈ R, y con el producto externo de M satisfacen las
siguientes condiciones:

1. (ra) ∈M .

2. r(a+ b) = ra+ rb.

3. (r + s)a = ra+ sa.

4. (rs)a = r(sa).

Observación 1.2.1 Un R-módulo se parece mucho a un espacio vectorial, pero los escalares sólo
necesitan formar un anillo.
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Definición 1.2.2 Sea M un R-módulo y sea 1 ∈ R tal que 1m = m, para todo m ∈ M , entonces M
es un R-módulo con unidad.

Ejemplo 1.2.1 El conjunto nZ× nZ de las parejas ordenadas (a, b), donde a y b son múltiplos de n,
sobre Z, es un Z-módulo, donde la suma de (a1, b1),(a2, b2) ∈ nZ×nZ y el producto por escalar r ∈ nZ
se define:

(a1, b1) + (a2, b2) = (a1 + a2, b1 + b2),

r(a1, b1) = (r · a1, r · b1).

Por demostrar que este ejemplo es un Z-módulo, primero verifirecamos que nZ × nZ es un grupo
conmutativo bajo la suma, donde ésta es la suma usual de los números enteros, sean r, s ∈ Z y
(a1, b1), (a2, b2), (a3, b3) ∈ nZ× nZ entonces tenemos que:

1. (a1, b1)+(a2, b2) = (a1+a2, b1+b2), como a1 y a2 son múltiplos de n, entonces su suma también es
múltiplo de n, por lo que podemos concluir que a1 +a2, b1 + b2 ∈ nZ, entonces (a1 +a2, b1 + b2) ∈
nZ× nZ.

2. (a1, b1) + (a2, b2) = (a1 + a2, b1 + b2) = (a2 + a1, b2 + b1) = (b2, a2) + (a1, b1). Observamos que se
cumple la conmutatividad.

3. (a1, b1) + ((a2, b2) + (a3, b3)) = (a1, b1) + (a2 + a3, b2 + b3) = (a1 + a2 + a3, b1 + b2 + b3) =
(a1 + a2, b1 + b2) + (a3, b3) = ((a1, b1) + (a2, b2)) + (a3, b3). Podemos concluir que se cumple la
asociatividad.

4. Como 0 es múltiplo de n para todo n ∈ Z, entonces existe (0, 0) ∈ nZ × nZ tal que se cumple
(a, b) + (0, 0) = (a, b), donde (0, 0) es el neutro aditivo de nZ× nZ.

5. Existe (−a,−b) ∈ nZ × nZ tal que se cumple que (a, b) + (−a,−b) = (0, 0), donde (−a,−b) es
el inverso aditivo de nZ× nZ.

De lo anterior podemos concluir que nZ× nZ es un grupo conmutativo bajo la suma.

Ahora verificaremos las otras propiedades para poder concluir que este ejemplo es un Z-módulo.
Sean r, s ∈ Z y (a1, b1), (a2, b2) ∈ nZ× nZ:

1. Verificando la primer propiedad, utilizando las operaciones usuales de los números enteros, sa-
bemos que (a1, b1) ∈ nZ× nZ, lo que implica que a1 y b1 son múltiplos de n, entonces tenemos
que:

r · (a1, b1) = (r · a1, r · b1) = (a2, b2),

donde a2 y b2 son múltiplos de a1 y b1 respectivamente; por lo que podemos concluir que
(ra1, rb1) ∈ nZ× nZ.

2. Ahora verificamos la segunda condición. Tenemos que:

r((a1, b1) + (a2, b2)) = r(a1 + a2, b1 + b2)

= (r(a1 + a2), r(b1 + b2))

= (r · a1 + r · a2, r · b1 + r · b2)
= (r · a1, r · b1) + (r · a2, r · b2)
= r(a1, b1) + r(a2, b2),

observamos que se cumple la segunda condición.
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3. Verificando la tercera condición. Partimos de

(r + s)(a1, b1) = ((r + s)a1, (r + s)b1)

= (r · a1 + s · a1, r · b1 + s · b1)
= (r · a1, r · b1) + (s · a1, s · b1)
= r(a1, b1) + s(a1, b1).

Por lo que observamos que también se cumple esta condición.

4. Por útimo, verificamos la cuarta condición, en donde tenemos que:

(rs)(a1, b1) = ((rs) · a1, (rs) · b1)
= (r · s · a1, r · s · b1)
= r(s · a1, s · b1)
= r(s(a1, b1)),

de aqúı observamos que se cumple la igualdad, por lo que concluimos que se cumple esta condi-
ción.

En virtud de que se cumplieron todas las condiciones señaladas, entonces concluimos que el ejemplo
1.2.1 es un Z-módulo, lo que se pretendiá demostrar.

Ejemplo 1.2.2 El conjuntos de las matrices M(m×n,K) de m filas con n columnas con entradas en
K, es un K-módulo con la operación adición de matrices y multiplicación por escalar de K, definidas:

1. Si A, B ∈ M(n ×m,K), entonces la suma de matrices (A + B) es la matriz cuya entradas i, j
está dada por [A+B]i,j = [A]i,j + [B]i,j.

2. Si a ∈ K y A ∈ M(m × n,K), entonces la multiplicación de matrices por escalares ([aA]) es la
matriz cuya entrada i, j está dada por [aA]i,j = a[A]i,j.

Definición 1.2.3 Un homomorfismo de módulos es una función f : M → N entre los R-módulos
M y N tal que si para todo r ∈ R y m,n ∈M , se cumple:

1. f(m+ n) = f(m) + f(n).

2. f(rm) = rf(m).

Además, si f es inyectiva y suprayectiva decimos que f es un isomorfismo de módulos.

Ejemplo 1.2.3 Definamos la función f : 2Z× 2Z→M(2,Z) como:

f(a, b) =

(
a+ b 0

0 b

)
Veremos que es un homomorfismo de Z-módulos. Sean r ∈ Z y (a, b), (c, d) ∈ 2Z× 2Z:
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1.

f((a, b) + (c, d)) = f((a+ c, b+ d))

=

(
(a+ c) + (b+ d) 0

0 b+ d

)
=

(
a+ c 0

0 b

)
+

(
b+ d 0

0 d

)
= f(a, b) + f(c, d).

2.

f(r(a, b)) = f((ra, rb))

=

(
ra+ rb 0

0 rb

)
= r

(
a+ b 0

0 b

)
= rf(a, b).

1.3. Álgebras

Una álgebra normalmente la denotaremos por A, y es importante para este trabajo porque es lo que
necesitaremos para realizar el método de algebrización de ecuaciones diferenciales, además daremos la
definición de homomorfismos e isomorfismos de álgebras.

Definición 1.3.1 Sea M un R-módulos, y supongamos que existe una operación binaria definida entre
elementos de M , (·, ·) : M ×M → M , tal que es bilineal con respecto a la suma, es decir, que para
todo u, v, w ∈M , λ ∈ R se cumplen las siguientes propiedades:

1. u · (v + w) = u · v + u · w.

2. (v + w) · u = v · u+ w · u.

3. u · (λv) = (λu) · v = λ(u · v).

entonces llamaremos a A = (M, ·) álgebra sobre R o R-álgebra, donde (·) denota el producto de
M .

Ejemplo 1.3.1 Veamos que A = (R3,×) es una álgebra sobre R, donde × denota el producto vectorial
o producto cruz.

Sabemos que R3 es un espacio vectorial sobre R, es decir que R3 es un R-módulo, tenemos que el
producto vectorial es distributivo y bilineal, por lo tanto tenemos que A es una R-álgebra.

Como lo mencionamos al inicio de esta sección la álgebra que utilizaremos para el método de algebri-
zación la daremos a continuación. Para profundizar en el estudio de estas álgebras ver [14].

Definición 1.3.2 Una R-álgebra o álgebra sobre un anillo conmutativo con unidad R es un R-módulo
A con un producto, el cual es una transformación bilineal A × A → A denotada por (x, y) → xy, de
tal manera que se tiene la asociatividad, conmutatividad y existe un elemento e ∈ A que satisface
ex = xe = x, para todo x ∈ A, donde e es la unidad de A.
La bilinealidad de (x, y)→ xy implica que para todo x, y, z ∈ A y α ∈ R, se tiene:
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i) x(y + z) = xy + xz, (x+ y)z = xz + yz.

ii) α(xy) = (αx)y = x(αy).

La asociatividad implica que para todo x, y, z ∈ A, se tiene:

iii) x(yz) = (xy)z.

La conmutatividad implica que para todo x, y, z ∈ A, se tiene:

iv) xy = yx.

Observación 1.3.1 En este trabajo a lo que nosotros llamaremos álgebra nos referimos a una álgebra
asociativa, conmutativa con unidad.

Observación 1.3.2 Un elemento a ∈ A se llama regular si existe a−1 ∈ A, tal que a−1a = aa−1 = e,
donde e es la unidad de A, a−1 se llama el inverso de a, al conjunto de los elementos regulares lo
denotaremos por G(A). Si a ∈ A no es regular, entonces a se llama singular.

El conjunto G(A) es un grupo con respecto al producto de la álgebra. Tenemos que el producto es
asociativo, que la identidad e está en G(A) y que existe el inverso, lo único que falta ver es que es
cerrado.
Sean u, v ∈ G(A), tenemos que u−1, v−1 ∈ G(A), además que (uv)(v−1u−1) = e, entonces uv ∈ G(A).
Por lo tanto tenemos que G(A) es un grupo. Los siguientes ejemplos son interesantes, en especial el
ejemplo 1.3.4, llamado álgebra de los complejos, veremos más adelante que se trata de una álgebra
normal.

Ejemplo 1.3.2 El R-módulo R2 es una R-álgebra con el producto:

(x1, y1)(x2, y2) = (x1x2, x1y2 + y1x2),

veamos que es bilineal, asociativa, conmutativa y existe la unidad.

Sean (x1, y1), (x2, y2), (x3, y3) en R2 y α ∈ R , entonces

i) Verificando la primera condición de bilinealidad

(x1, y1)((x2, y2) + (x3, y3)) = (x1, y1)(x2 + x3, y2 + y3)

= (x1(x2 + x3), x1(y2 + y3) + y1(x2 + x3))

= (x1x2 + x1x3, x1y2 + x1y3 + y1x2 + y1x3)

= (x1x2, x1y2 + y1x2) + (x1x3, x1y3 + y1x3)

= (x1, y1)(x2, y2) + (x1, y1)(x3, y3).

((x1, y1) + (x2, y2))(x3, y3) = (x1 + x2, y1 + y2)(x3, y3)

= ((x1 + x2)x3, (y1 + y2)x3 + (x1 + x2)y3)y3)

= (x1x3 + x2x3, y1x3 + y2x3 + x1y3 + x2y3)

= (x1x3, y1x3 + x2y3) + (x2x3, y2x3 + x1y3)

= (x1, y1)(x3, y3) + (x2, y2)(x3, y3).
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ii) Ahora verificamos que se cumple la segunda condición

α((x1, y1)(x2, y2)) = α(x1x2, x1y2 + y1x2)

= (αx1x2, α(x1y2 + y1x2))

= (αx1x2, αx1y2 + αy1x2)

= (αx1, αy1)(x2, y2)

= (α(x1, y1))(x2, y2).

α((x1, y1)(x2, y2)) = α(x1x2, x1y2 + y1x2)

= (αx1x2, α(x1y2 + y1x2))

= (αx1x2, αx1y2 + αy1x2)

= (x1αx2, x1αy2 + y1αx2)

= (x1, y1)(αx2, αy2)

= (x1, y1)(α(x2, y2)),

de i) y ii) tenemos que el producto es bilineal.

iii) Verificando que el producto es asociativo

(x1, y1)((x2, y2)(x3, y3)) = (x1, y1)(x2x3, x2y3 + y2x3)

= (x1x2x3, x1(x2y3 + y2x3) + y1x2x3)

= (x1x2x3, x1x2y3 + x1y2x3 + y1x2x3)

= (x1x2x3, x1x2y3 + (x1y2 + y1x2)x3)

= (x1x2, x1y2 + y1x2)(x3, y3)

= ((x1, y1)(x2, y2))(x3, y3),

podemos observar que el producto es asociativo.

iv) Ahora verificaremos que el producto es conmutativo.

(x1, y1)(x2, y2) = (x1x2, x1y2 + y1x2)

= (x2x1, x2y1 + y2x1)

= (x2, y2)(x1, y1).

v) Sabemos que la unidad de R2 es e = (1, 0)

(1, 0) · (x, y) = (1 · x, 1 · y + 0 · x)

= (x, y).

(x, y) · (1, 0) = (x · 1, x · 0 + y · 1)

= (x, y).

Ejemplo 1.3.3 El R-módulo R2 es una R-álgebra, con el producto:

(x1, x2)(y1, y2) = (
3

2
x1y1 +

1

2
(x1y2 + x2y1 − x2y2), x2y2 +

1

2
(x1y2 + x2y1 − x1y1)),

donde la unidad es e = (1
2
, 1
2
).
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Ejemplo 1.3.4 (Complejos) El R-módulo R2 es una R-álgebra, con el producto:

(x1, y1)(x2, y2) = (x1x2 − y1y2, x1y2 + x2y1),

donde la unidad de R2 es e = (1, 0). Denotaremos a esta álgebra como C.

El siguiente ejemplo es de gran interés, ya que en estas álgebras algebrizaremos sistemas de ecuaciones
planares.

Ejemplo 1.3.5 El R-módulo R2 es una R-álgebra, con alguno de los siguientes productos:

I)
· e1 e2
e1 e1 e2
e2 e2 −be1 + ae2

.

II)
· e1 e2
e1 −ae1 e1
e2 e1 e2

.

III)
· e1 e2
e1 e1 0
e2 0 e2

.

Ejemplo 1.3.6 R3 es una álgebra A = (R3, ·) donde (·) es alguno de los siguientes tres productos:

A)

· e1 e2 e3
e1 e1 e2 e3
e2 e2 −ae1 − ce2 − ee3 −be1 − de2 − fe3
e3 e3 −be1 − de2 − fe3 −he1 − je2 − le3

.

B)

· e1 e2 e3
e1 −ae1 − ce2 − ee3 e1 −be1 − de2 − fe3
e2 e1 e2 e3
e3 −be1 − de2 − fe3 e3 −he1 − je2 − le3

.

C)

· e1 e2 e3
e1 −ae1 − ce2 − ee3 −be1 − de2 − fe3 e1
e2 −be1 − de2 − fe3 −he1 − je2 − le3 e2
e3 e1 e2 e3

.

Sabemos que R3 es un espacio vectorial, por verificar que A = (R3, ·) tiene la estructura de una
álgebra con respecto al producto Tipo A). Tenemos que el producto entre elementos de A se define
como (x, y, z), (u, v, w) = (xu− ayv− byw− bzv− hzw, xv+ yu− cyu− dyw− dzv− jzw, xw− eyv−
fyw + zu− fzw − lzw), verificaremos que se cumple que es bilineal, asociativo y conmutativo.
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i) Verificamos que es bilineal:
La primera condición

(x1, y1, z1)((x2, y2, z2) + (x3, y3, z3)) = (x1, y1, z1)(x2 + x3, y2 + y3, z1 + z3)

(x1(x2 + x3)− ay1(y2 + y3)− by1(z2 + z3)

− bz1(y2 + y3)− hz1(z2 + z3),

x1(y2 + y3) + y1(x2 + x3)− cy1(y2 + y3)

dy1(z2 + z3)− dz1(y2 + y3)− jz1(z2 + z3),

x1(z1 + z2)− ey1(y2 + y3)− fy1(z2 + z3)

+ z1(x2 + x3)− fz1(y2 + y3)− lz1(z2 + z3))

= (x1x2 − ay1y2 − by1z2 − bz1y2 − hz1z2,
x1y2 + y1x2 − cy1y2 − dy1z1 − dz1y2 − jz1z2,
x1z2 − ey1y2 − fy1z2 + z1x2 − fz1y2 − lz1z2)
+ (x1x3 − ay1y3 − by1z3 − bz1y3 − hz1z3,
x1y3 + y1x3 − cy1y3 − dy1z3 − dz1y3 − jz1z3,
x1z3 − ey1y3 − fy1z3 + z1x3 − fz1y3 − lz1z3).

la segunda condición

α((x1, y1, z1)(x2, y2, z2)) = α(x1x2 − ay1y2 − by1z2 − bz1y2 − hz1z2,
x1y2 + y1x2 − cy1y2 − dy1z2 − dz1y2 − jz1z2,
x1z2 − ey1y2 − fy1z2 + z1x2 − fz1y2 − lz1z2)

= (αx1x2 − aαy1y2 − bαy1z2 − bαz1y2 − hαz1z2,
αx1y2 + αy1x2 − cαy1y2 − dαy1z2 − dαz1y2 − jαz1z2,
αx1z2 − eαy1y2 − fαy1z2 + αz1x2 − fαz1y2 − lαz1z2)

= (αx1, αy1, αz1)(x2, y2, z2) = (α(x1, y1, z1))(x2, y2, z2).

α((x1, y1, z1)(x2, y2, z2)) = α(x1x2 − ay1y2 − by1z2 − bz1y2 − hz1z2,
x1y2 + y1x2 − cy1y2 − dy1z2 − dz1y2 − jz1z2,
x1z2 − ey1y2 − fy1z2 + z1x2 − fz1y2 − lz1z2)

= (αx1x2 − aαy1y2 − bαy1z2 − bαz1y2 − hαz1z2,
αx1y2 + αy1x2 − cαy1y2 − dαy1z2 − dαz1y2 − jαz1z2,
αx1z2 − eαy1y2 − fαy1z2 + αz1x2 − fαz1y2 − lαz1z2)

= (x1, y1, z1)(αx2, αy2, αz2) = (x1, y1, z1)(α(x2, y2, z2)).
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ii) Verificamos que es asociativo:

(x1, y1, z1)((x2, y2, z2)(x3, y3, z3)) = (x1, y1, z1)(x2x3 − ay2y3 − by2z3 − bz2y3 − hz2z3,
x2y3 + y2x3 − cy2y3 − dy2z3 − dz2y3 − jz2z3,
x2z3 − ey2y3 − fy2z3 + z3x3 − fz2y3 − lz2z3)

= (x1(x2x3 − ay2y3 − by2z3 − bz2y3 − hz2z3)
− ay1(x2y3 + y2x3 − cy2y3 − dy2z3 − dz2y3 − jz2z3)
− by1(x2z3 − ey2y3 − fy2z3 + z3x3 − fz2y3 − lz2z3)
− bz1(x2y3 + y2x3 − cy2y3 − dy2z3 − dz2y3 − jz2z3)
− hz1(x2z3 − ey2y3 − fy2z3 + z3x3 − fz2y3 − lz2z3),
y1(x2y3 + y2x3 − cy2y3 − dy2z3 − dz2y3 − jz2z3)
+ y1(x2x3 − ay2y3 − by2z3 − bz2y3 − hz2z3)
− cy1(x2y3 + y2x3 − cy2y3 − dy2z3 − dz2y3 − jz2z3)
− dy1(x2z3 − ey2y3 − fy2z3 + z3x3 − fz2y3 − lz2z3)
− dz1(x2y3 + y2x3 − cy2y3 − dy2z3 − dz2y3 − jz2z3)
− jz1(x2z3 − ey2y3 − fy2z3 + z3x3 − fz2y3 − lz2z3),
x1(x2z3 − ey2y3 − fy2z3 + z3x3 − fz2y3 − lz2z3)
− ey1(x2y3 + y2x3 − cy2y3 − dy2z3 − dz2y3 − jz2z3)
− fy1(x2z3 − ey2y3 − fy2z3 + z3x3 − fz2y3 − lz2z3)
+ z1(x2x3 − ay2y3 − by2z3 − bz2y3 − hz2z3)
− fz1(x2y3 + y2x3 − cy2y3 − dy2z3 − dz2y3 − jz2z3)
− lz1(x2z3 − ey2y3 − fy2z3 + z3x3 − fz2y3 − lz2z3))

= (x1x2 − ay1y2 − by1z2 − bz1y2 − hz1z2,
x1y2 + y1x2 − cy1y2 − dy1z2 − dz1y2 − jz1z2,
x1z2 − ey1y2 − fy1z2 + z1x2 − fz1y2 − lz1z2)
(x3, y3, z3)

= ((x1, y1, z1)(x2, y2, z2))(x3, y3, z3).

iii) Por último, confirmemos que es conmutativa

(x1, y1, z1)(x2, y2, z2) = (x1x2 − ay1y2 − by1z2 − bz1y2 − hz1z2,
x1y2 + y1x2 − cy1y2 − dy1z1 − dz1y2 − jz1z2,
x1z2 − ey1y2 − fy1z2 + z1x2 − fz1y2 − lz1z2)

= (x2x1 − ay2y1 − by2z1 − bz2y1 − hz2z1,
x2y1 + y2x1 − cy2y1 − dy2z1 − dz1y1 − jz2z1,
x2z1 − ey2y1 − fy2z1 + z2x1 − fz2y1 − lz2z1)

= (x2, y2, z2)(x1, y1, z1).

Definición 1.3.3 Un homomorfismo de R-álgebras es una función ψ : A→ A′ entre las R-álgebras
A y A′, si para todo a, b ∈ A y λ ∈ R, se cumple:

i) ψ(a+ b) = ψ(a) + ψ(b).
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ii) ψ(λa) = λψ(a).

iii) ψ(ab) = ψ(a)ψ(b).

Si e y e′ son las unidades de A y A′ respectivamente, entonces:

iv) ψ(e) = e′.

Además, si ψ es inyectiva y sobreyectiva, se dice que ψ es un isomorfismo de R-álgebras y que A y
A′ son R-álgebras isomorfas.

Ejemplo 1.3.7 Sea f una función que va de la álgebra que vimos en el Ejemplo 1.3.2 al álgebra de
las matrices M(2,R), que se define como:

f(x, y) =

(
x 0
y x

)
.

La función es un homomorfismo de R-álgebras, como verificaremos a continuación. Sea r ∈ R y
(x, y), (w, z) ∈ R2:

i)

f((x, y) + (w, z)) = f(x+ w, y + z)

=

(
x+ w 0
y + z x+ w

)
=

(
x 0
y x

)
+

(
w 0
z w

)
= f(x, y) + f(w, z).

ii)

f(r(x, y)) = f(rx, ry)

=

(
rx 0
ry rx

)
= r

(
x 0
y x

)
= rf(x, y).

iii)

f((x, y) · (w, z)) = f(xw, xz + yw)

=

(
xw 0

xz + yw xw

)
=

(
x 0
y x

)
+

(
w 0
z w

)
= f(x, y) · f(w, z).
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iv)

f(e) = f(0, 1)

=

(
1 0
0 1

)
= e′.

De lo anterior podemos concluir que śı se trata de un homomorfismo de álgebras.

En este caṕıtulo solo dimos lo más básico de una álgebra, ya que nuestro tema de interés se vera
en el siguiente caṕıtulo, es decir que veremos con más detalle las álgebras que utilizaremos para la
algebrización.
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Caṕıtulo 2

Teoŕıa de álgebras

Como mencionamos anteriormente, en este caṕıtulo daremos una definición de álgebras, aśı como
ejemplos que son convenientes para comprender la algebrización. Si desea ahondar en el tema ver [14].

2.1. Álgebra en los números complejos C
Definición 2.1.1 Sea VK un espacio vectorial sobre el campo K, y supongamos que existe una opera-
ción binaria definida entre vectores:

· : VK × VK → VK,

que es bilineal, es decir, que para todo u, v, w ∈ V y con λ ∈ K cumple las siguientes propiedades:

1. u · (v + w) = u · v + u · v.

2. (u+ v) · w = u · w + v · w.

3. u · (λv) = (λu) · v = λ(u · v).

Con esta operación definimos a VK como una álgebra sobre K, donde K es el campo base del álgebra
A.

Ejemplo 2.1.1 Consideremos el caso de los números complejos C, z = x+ iy, con x, y ∈ R definimos
a la suma de estos números como la usual de los números reales, es decir, componente a componente
y el producto de la siguiente manera:

z1z2 = (x1 + iy1)(x2 + iy2)

= x1x2 − y1y2 + i(x1y2 + y1x2).

Ahora queremos verificar si C se comporta como una R-álgebra.

Sean ξ1, ξ2, ξ3 ∈ C y λ ∈ R por demostrar que los números complejos son un R-álgebra.
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1. Verifiquemos si cumple con la primera propiedad:

ξ1(ξ2 + ξ3) = (x1 + iy1)((x2 + iy2) + (x3 + iy3))

= (x1 + iy1)(x2 + x3 + i(y2 + y3))

= x1(x2 + x3)− y1(y2 + y3) + i(x1(y2 + y3) + y1(x2 + x3))

= x1x2 + x1x3 − y1y2 − y1y3 + i(x1y2 + x1y3 + y1x2 + y1x3)

= x1x2 − y1y2 + i(x1y2 + y1x2) + x1x3 − y1y3 + i(x1y3 + y1x3)

= (x1 + iy1)(x2 + iy2) + (x1 + iy1)(x3 + y3)

= ξ1ξ2 + ξ1ξ3.

Podemos observar que śı se cumple la primera propiedad.

2. Verifiquemos si se cumple la segunda propiedad:

(ξ1 + ξ2)ξ3 = ((x1 + iy1) + (x2 + iy2))(x3 + iy3)

= (x1 + x2 + i(y1 + y2))(x3 + iy3)

= (x1 + x2)x3 − (y1 + y2)y3 + i((x1 + x2)y3 + (y1 + y2)x3)

= x1x3 + x2x3 − y1y3 − y2y3 + i(x1y3 + x2y3 + y1x3 + y2x3)

= x1x3 − y1y3 + i(x1y3 + y1x3) + x2x3 − y2y3 + i(x2y3 + y2x3)

= ξ1ξ3 + ξ2ξ3.

Observamos que el producto se distribuye en la suma por la derecha, por lo que efectivamente
se cumple la segunda propiedad.

3. Verifiquemos si se cumple para la tercera condición:
Primer caso

ξ1(λξ2) = (x1 + iy1)(λ(x2 + iy2))

= (x1 + iy1)(λx2 + iλy2))

= x1(λx2)− y1(λy2) + i(x1(λy2) + y1(λx2))

= x1(λx2)− y1(λy2) + i(x1(λy2) + y1(λx2))

= (λx1)x2 − (λy1)y2 + i((λx1)y2 + (λy1)x2)

= (λx1 + iλy1)(x2 + iy2)

= (λ(x1 + iy1))(x2 + iy2)

= (λξ1)ξ2.

Segundo caso

(λξ1)ξ2 = (λ(x1 + iy1))(x2 + iy2)

= (λx1 + iλy1)(x2 + iy2)

= (λx1)x2 − (λy1)y2 + i((λx1)y2 + (λy1)x2)

= λ(x1x2 − y1y2 + i(x1y2 + y1x2))

= λ((x1 + iy1)(x2 + iy2))

= λ(ξ1ξ2).

De lo anterior vemos que la tercera condición se cumple.
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De las tres condiciones anteriores, podemos concluir que C es una álgebra sobre R, o bien, es una
R-álgebra.

2.2. Álgebra de matrices

En el ejemplo 2.1.1 realizamos las operaciones necesarias para verificar que C es una álgebra, pe-
ro la pregunta es: ¿Podremos hacer los cálculos en Rn pensando en las operaciones de una variable
compleja?, es decir, ¿En un conjunto de n-variables se pueden hacer las mismas operaciones de una
álgebra como se hizo con los números complejos?.

Para verificar que también se cumplen las álgebras con operaciones de n variables es necesario que
verifiquemos las siguiente definiciones sobre algunas álgebras en matrices, ya que éstas no ayudaran a
entender mejor este tipo de problemas.

Existen otras álgebras en R2 con cualidades que nos serviran para este tema. Ver para profundizar
[17] y [18].

Ahora consideremos los tres pares de matrices:

(I) e1 =

(
1 0
0 1

)
, e2 =

(
0 −1
1 0

)
.

(II) e1 =

(
1 0
0 1

)
, e2 =

(
0 1
0 0

)
.

(III) e1 =

(
1 0
0 0

)
, e2 =

(
0 0
0 1

)
.

Para esta sección utilizaremos las operaciones de matrices que se escribiran en los siguentes lemas.

Lema 2.2.1 Sea el par de matrices de tipo (I), entonces se cumplen las siguientes afirmaciones

(1) e1e1 = e1.

(2) e1e2 = e2e1 = e2.

(3) e2e2 = −e1.

Prueba.

(i) Para el caso (1) y (2) se cumplen porque e1 es la identidad, sólo nos falta demostrar el caso (3).

(ii) Por demostrar que e2e2 = −e1.

e2e2 =

(
0 −1
1 0

)(
0 −1
1 0

)
=

(
−1 0
0 −1

)
= −1

(
1 0
0 1

)
= −e1.
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De lo anterior queda demostrado el lema. �

Lema 2.2.2 Sea el par de matrices de tipo (II) entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

(1) e1e1 = e1.

(2) e1e2 = e2e1 = e2.

(3) e2e2 = e0,

donde e0 es la matriz cero de M(2,R).

Prueba.

(i) Para el caso (1) y (2) se cumplen porque e1 es la identidad. Ahora sólo nos falta demostrar el
caso (3).

(ii) Por demostrar que e2e2 = e0

e2e2 =

(
0 1
0 0

)(
0 1
0 0

)
=

(
0 0
0 0

)
= e0

Concluimos que el lema se cumple. �

Lema 2.2.3 Sea el par de matrices de tipo (III), entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

(1) e1e1 = e1.

(2) e1e2 = e2e1 = e0.

(3) e2e2 = e2.

Prueba.

(i) Por demostrar que e1e1 = e1,

e1e1 =

(
1 0
0 0

)(
1 0
0 0

)
=

(
1 0
0 0

)
= e1.

(ii) Por demostrar que e1e2 = e2e1 = e0,
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• Verificando que se cumple e1e2 = e0,

e1e2 =

(
1 0
0 0

)(
0 0
0 1

)
=

(
0 0
0 0

)
= e0.

• Verificando que se cumple e2e1 = e0,

e2e1 =

(
0 0
0 1

)(
1 0
0 0

)
=

(
0 0
0 0.

)
= e0.

De aqúı podemos concluir que se cumple la igualdad e1e2 = e2e1 = e0.

(iii) Demostraremos la última igualdad e2e2 = e2,

e2e2 =

(
0 0
0 1

)(
0 0
0 1

)
=

(
0 0
0 1

)
= e2.

De lo anterior el lema es demostrado. �

Observación 2.2.1 Los lemas demostrados anteriormente los utilizaremos en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 2.2.1 Verificar que estos tres pares de matrices (I), (II) y (III) son una A-álgebra.

Definimos a ξ = ae1 + be2 con a, b ∈ R y e1, e2 las matrices (I), (II) y (III).

1. Para el par de matrices de (I),

e1 =

(
1 0
0 1

)
, e2 =

(
0 −1
1 0

)
,

y utilizando el lema 2.2.1 queremos ver si forman una A-álgebra, sean ξ1, ξ2, ξ3 y λ ∈ R.
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i) Por verificar que se cumple la propiedad distributiva por la izquierda. ξ1(ξ2+ξ3) = ξ1ξ2+ξ1ξ3

ξ1(ξ2 + ξ3) = (a1e1 + b1e2)((a2e1 + b2e2) + (a3e1 + b3e2))

= (a1e1 + b1e2)((a2 + a3)e1 + (b2 + b3)e2)

= (a1(a2 + a3))e
2
1 + b1(a2 + a3)e2e1 + a1(b2 + b3)e1e2 + b1(b2 + b3)e

2
2

= (a1(a2 + a3))e1 + b1(a2 + a3)e2 + a1(b2 + b3)e2 − b1(b2 + b3)e1

= (a1a2 + a1a3 − b1b2 − b1b3)e1 + (b1a2 + b1a3 + a1b2 + a1b3)e2

= ((a1a2 − b1b2)e1 + (b1a2 + a1b2)e2) + ((a1a3 − b1b3)e1 + (b1a3 + a1b3)e2)

= (a1a2e1 − b1b2e1 + b1a2e2 + a1b2e2) + (a1a3e1 − b1b3e1 + b1a3e2 + a1b3e2)

= (a1a2e1e1 + a1b2e1e2 + b1a2e2e1 − b1b2e2e2)
+(a1a3e1e1 + a1b3e1e2 + b1a3e2e1 − b1b3e2e2)

= (a1e1 + b1e2)(a2e1 + b2e2) + (a1e1 + b1e2)(a3e1 + b3e2)

= ξ1ξ2 + ξ1ξ3,

de aqúı concluimos que el producto śı se distribuye por la izquierda.

ii) Ahora verificaremos que el producto efectivamente se distribuye por la derecha. (ξ1+ξ2)ξ3 =
ξ1ξ3 + ξ2ξ3.

(ξ1 + ξ2)ξ3 = ((a1e1 + b1e2) + (a2e1 + b2e2))(a3e1 + b3e2)

= ((a1 + a2)e1 + (b1 + b2)e2)(a3e1 + b3e2)

= (a1 + a2)a3e
2
1 + (b1 + b2)a3e2e1 + (a1 + a2)b3e1e2 + (b1 + b2)b3e

2
2

= (a1 + a2)a3e1 + (b1 + b2)a3e2 + (a1 + a2)b3e2 − (b1 + b2)b3e1

= a1a3e1 + a2a3e1 + b1a3e2 + b2a3e2 + a1b3e2 + a2b3e2 − b1b3e1 − b2b3e1
= (a1a3e1 + b1a3e2 + a1b3e2 − b1b3e1) + (a2a3e1 + b2a3e2 + a2b3e2 − b2b3e1)
= (a1a3e

2
1 + b1a3e2e1 + a1b3e1e2 + b1b3e

2
2)

+(a2a3e
2
1 + b2a3e2e1 + a2b3e1e2 + b2b3e

2
2)

= (a1e1 + b1e2)(a3e1 + b3e2) + (a2e1 + b2e2)(a3e1 + b3e2)

= ξ1ξ3 + ξ2ξ3,

de aqúı observamos que el producto distribuye por la derecha.

iii) Verifiquemos que se cumple la siguiente igualdad ξ1(λξ2) = (λξ1)ξ2 = λ(ξ1ξ2).

ξ1(λξ2) = (a1e1 + b1e2)(λ(a2e1 + b2e2))

= (a1e1 + b1e2)(λa2e1 + λb2e2)

= a1(λa2)e
2
1 + b1(λa2)e2e1 + a1(λb2)e1e2 + b1(λb2)e

2
2

= a1(λa2)e1 + b1(λa2)e2 + a1(λb2)e2 − b1(λb2)e1
= (a1λ)a2e1 + (b1λ)a2e2 + (a1λ)b2e2 − (b1λ)b2e1

= (λa1)a2e1 + (λb1)a2e2 + (λa1)b2e2 − (λb1)b2e1

= (λa1)a2e
2
1 + (λb1)a2e2e1 + (λa1)b2e1e2 + (λb1)b2e

2
2

= (λa1e1 + λb1e2)(a2e1 + b2e2)

= (λ(a1e1 + b1e2))(a2e1 + b2e2)

= (λξ1)ξ2.
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Ahora verificamos que también se cumple la otra parte de la igualdad.

(λξ1)ξ2 = (λ(a1e1 + b1e2))(a2e1 + b2e2)

= (λa1e1 + λb1e2)(a2e1 + b2e2)

= (λa1)a2e
2
1 + (λb1)a2e2e1 + (λa1)b2e1e2 + (λb1)b2e

2
2

= (λa1)a2e1 + (λb1)a2e2 + (λa1)b2e2 − (λb1)b2e1

= λ(a1a2)e1 + λ(b1a2)e2 + λ(a1b2)e2 − λ(b1b2)e1

= λ(a1a2e1 + b1a2e2 + a1b2e2 − b1b2e1)
= λ(a1a2e

2
1 + b1a2e2e1 + a1b2e1e2 + b1b2e

2
2)

= λ((a1e1 + b1e2))(a2e1 + b2e2))

= λ(ξ1ξ2).

Por lo tanto, concluimos que la tercer condición también se cumple.

De los tres puntos anteriores decimos que las matrices de tipo (I) son una A-álgebra.

2. Ahora hacemos lo mismo para el par de matrices de tipo (II).

e1 =

(
1 0
0 1

)
, e2 =

(
0 1
0 0

)
,

y utilizando el lema 2.2.2 queremos ver si forman una A-álgebra, sean ξ1, ξ2, ξ3 y λ ∈ R.

i) Por verificar que se cumple la propiedad distributiva por la izquierda ξ1(ξ2+ξ3) = ξ1ξ2+ξ1ξ3,

ξ1(ξ2 + ξ3) = (a1e1 + b1e2)((a2e1 + b2e2) + (a3e1 + b3e2))

= (a1e1 + b1e2)((a2 + a3)e1 + (b2 + b3)e2)

= (a1(a2 + a3))e
2
1 + b1(a2 + a3)e2e1 + a1(b2 + b3)e1e2 + b1(b2 + b3)e

2
2

= (a1(a2 + a3))e1 + b1(a2 + a3)e2 + a1(b2 + b3)e2

= (a1a2 + a1a3)e1 + (b1a2 + b1a3 + a1b2 + a1b3)e2

= (a1a2e1 + (b1a2 + a1b2)e2) + (a1a3e1 + (b1a3 + a1b3)e2)

= (a1a2e1 + b1a2e2 + a1b2e2) + (a1a3e1 − b1b3e1 + b1a3e2 + a1b3e2)

= (a1a2e1e1 + b1a2e2e1 + a1b2e1e2 + b1b2e
2
2)

+(a1a3e1e1 + b1a3e2e1 + a1b3e1e2 + b1b3e
2
2)

= (a1e1 + b1e2)(a2e1 + b2e2) + (a1e1 + b1e2)(a3e1 + b3e2)

= ξ1ξ2 + ξ1ξ3,

por lo tanto, concluimos que el producto śı se distribuye por la izquierda.
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ii) Ahora verificaremos que el producto se distribuye por la derecha (ξ1 + ξ2)ξ3 = ξ1ξ3 + ξ2ξ3.

(ξ1 + ξ2)ξ3 = ((a1e1 + b1e2) + (a2e1 + b2e2))(a3e1 + b3e2)

= ((a1 + a2)e1 + (b1 + b2)e2)(a3e1 + b3e2)

= (a1 + a2)a3e
2
1 + (b1 + b2)a3e2e1 + (a1 + a2)b3e1e2 + (b1 + b2)b3e

2
2

= (a1 + a2)a3e1 + (b1 + b2)a3e2 + (a1 + a2)b3e2

= a1a3e1 + a2a3e1 + b1a3e2 + b2a3e2 + a1b3e2 + a2b3e2

= (a1a3e1 + b1a3e2 + a1b3e2) + (a2a3e1 + b2a3e2 + a2b3e2)

= (a1a3e1 + b1a3e2 + a1b3e2 + b1b3e2e2)

+(a2a3e1 + b2a3e2 + a2b3e2 + b2b3e2e2)

= (a1e1 + b1e2)(a3e1 + b3e2) + (a2e1 + b2e2)(a3e1 + b3e2)

= ξ1ξ3 + ξ2ξ3,

de aqúı observamos que el producto efectivamente se distribuye por la derecha.

iii) Por demostrar que se cumple la siguiente igualdad ξ1(λξ2) = (λξ1)ξ2 = λ(ξ1ξ2).

ξ1(λξ2) = (a1e1 + b1e2)(λ(a2e1 + b2e2))

= (a1e1 + b1e2)(λa2e1 + λb2e2)

= a1(λa2)e
2
1 + b1(λa2)e2e1 + a1(λb2)e1e2 + b1(λb2)e

2
2

= a1(λa2)e1 + b1(λa2)e2 + a1(λb2)e2

= (a1λ)a2e1 + (b1λ)a2e2 + (a1λ)b2e2

= (λa1)a2e1 + (λb1)a2e2 + (λa1)b2e2

= (λa1)a2e
2
1 + (λb1)a2e2e1 + (λa1)b2e1e2 + (λb1)b2e

2
2

= (λa1e1 + λb1e2)(a2e1 + b2e2)

= (λ(a1e1 + b1e2))(a2e1 + b2e2)

= (λξ1)ξ2,

ahora verificamos que también se cumple la otra parte de la igualdad.

(λξ1)ξ2 = (λ(a1e1 + b1e2))(a2e1 + b2e2)

= (λa1e1 + λb1e2)(a2e1 + b2e2)

= (λa1)a2e
2
1 + (λb1)a2e2e1 + (λa1)b2e1e2 + (λb1)b2e

2
2

= (λa1)a2e1 + (λb1)a2e2 + (λa1)b2e2

= λ(a1a2)e1 + λ(b1a2)e2 + λ(a1b2)e2

= λ(a1a2e1 + b1a2e2 + a1b2e2)

= λ(a1a2e
2
1 + b1a2e2e1 + a1b2e1e2 + b1b2e

2
2)

= λ((a1e1 + b1e2))(a2e1 + b2e2))

= λ(ξ1ξ2),

por lo tanto, concluimos que la tercer condición también se cumple.

De los tres puntos anteriores, decimos que las matrices de tipo (II) son una A-álgebra.
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3. Ahora hacemos los mismos cálculos para el útimo par de matrices de tipo (III), tenemos que

e1 =

(
1 0
0 0

)
, e2 =

(
0 0
0 1

)
,

y utilizando el lema 2.2.3 queremos ver si forman una A-álgebra, sean ξ1, ξ2, ξ3 y λ ∈ R.

i) Por demostrar que se cumple la propiedad distributiva del producto por la izquierda ξ1(ξ2 +
ξ3) = ξ1ξ2 + ξ1ξ3.

ξ1(ξ2 + ξ3) = (a1e1 + b1e2)((a2e1 + b2e2) + (a3e1 + b3e2))

= (a1e1 + b1e2)((a2 + a3)e1 + (b2 + b3)e2)

= (a1(a2 + a3))e
2
1 + b1(a2 + a3)e2e1 + a1(b2 + b3)e1e2 + b1(b2 + b3)e

2
2

= (a1(a2 + a3))e1 + b1(b2 + b3)e2

= (a1a2 + a1a3)e1 + (b1b2 + b1b3)e2

= (a1a2e1 + b1b2e2) + (a1a3e1 + b1b3e2)

= (a1a2e1e1 + b1b2e2e2) + (a1a3e1e1 + b1b3e2e2)

= (a1a2e1e1 + a1b2e1e2 + b1a2e2e1 + b1b2e2e2)

+(a1a3e1e1 + a1b3e1e2 + b1a3e2e1 + b1b3e2e2)

= (a1e1 + b1e2)(a2e1 + b2e2) + (a1e1 + b1e2)(a3e1 + b3e2)

= ξ1ξ2 + ξ1ξ3,

de aqúı podemos decir que el producto śı se distribuye por la izquierda.

ii) Ahora verificaremos que el producto se distribuye por la derecha (ξ1 + ξ2)ξ3 = ξ1ξ3 + ξ2ξ3.

(ξ1 + ξ2)ξ3 = ((a1e1 + b1e2) + (a2e1 + b2e2))(a3e1 + b3e2)

= ((a1 + a2)e1 + (b1 + b2)e2)(a3e1 + b3e2)

= (a1 + a2)a3e
2
1 + (b1 + b2)a3e2e1 + (a1 + a2)b3e1e2 + (b1 + b2)b3e

2
2

= (a1 + a2)a3e1 + (b1 + b2)b3e2

= (a1a3e1 + a2a3e1) + (b1b3e1 + b2b3e2)

= (a1a3e1 + b1b3e2) + (a2a3e1 + b2b3e2)

= (a1a3e1e1 + b1b3e2e2) + (a2a3e1e1 + b2b3e2e2)

= (a1a3e1e1 + b1a3e2e1 + a1b3e1e2 + b1b3e2e2)

+(a2a3e1e1 + b2a3e2e1 + a2b3e1e2 + b2b3e2e2)

= (a1e1 + b1e2)(a3e1 + b3e2) + (a2e1 + b2e2)(a3e1 + b3e2)

= ξ1ξ3 + ξ2ξ3,

de aqúı observamos que el producto efectivamente se distribuye por la derecha.
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iii) Verifiquemos que se cumple la siguiente igualdad ξ1(λξ2) = (λξ1)ξ2 = λ(ξ1ξ2).

ξ1(λξ2) = (a1e1 + b1e2)(λ(a2e1 + b2e2))

= (a1e1 + b1e2)(λa2e1 + λb2e2)

= a1(λa2)e
2
1 + b1(λa2)e2e1 + a1(λb2)e1e2 + b1(λb2)e

2
2

= a1(λa2)e1 + b1(λb2)e2

= (a1λ)a2e1 + (b1λ)b2e1

= (λa1)a2e1 + (λb1)b2e1

= (λa1)a2e1e1 + (λb1)a2e2e1 + (λa1)b2e1e2 + (λb1)b2e2e2

= (λa1e1 + λb1e2)(a2e1 + b2e2)

= (λ(a1e1 + b1e2))(a2e1 + b2e2)

= (λξ1)ξ2.

Ahora verificamos que también se cumple la otra parte de la igualdad.

(λξ1)ξ2 = (λ(a1e1 + b1e2))(a2e1 + b2e2)

= (λa1e1 + λb1e2)(a2e1 + b2e2)

= (λa1)a2e
2
1 + (λb1)a2e2e1 + (λa1)b2e1e2 + (λb1)b2e

2
2

= (λa1)a2e1 + (λb1)b2e1

= λ(a1a2)e1 + λ(b1b2)e1

= λ(a1a2e1 + b1b2e1)

= λ(a1a2e1e1 + b1a2e2e1 + a1b2e1e2 + b1b2e2e2)

= λ((a1e1 + b1e2))(a2e1 + b2e2))

= λ(ξ1ξ2),

por lo tanto, concluimos que la tercer condición también se cumple.

De los tres puntos anteriores decimos que las matrices de tipo (III) son una A-álgebra.

Las siguientes tablas tienen reglas de multiplicación respectivamente y la suma usual de los números
reales:

(I)
· e1 e2
e1 e1 e2
e2 e2 −be1 + ae2

.

(II)
· e1 e2
e1 −ae1 e1
e2 e1 e2

.

(III)
· e1 e2
e1 e1 0
e2 0 e2

.

Ahora calcularemos la unidad de cada una de ellas.

Sea ξ ∈ R2 queremos ver que para cada una de las tablas existe un ξ−1 ∈ R2, de tal manera que se
cumpla que ξξ−1 = ξ, donde ξ = (x1, x2) y ξ−1 = (u, v), es decir, tenemos que encontrar su neutro
multiplicativo.
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1. Queremos encontrar la unidad multiplicativa de la tabla de tipo (I), de tal manera que se cumpla
(x1, x2)(u, v) = (x1, x2). Hacemos primero los siguientes cálculos:

(x1, x2)(u, v) = (x1e1 + x2e2)(ue1 + ve2)

= x1ue1e1 + x2ue2e1 + x1ve1e2 + x2ve2e2

= x1ue1 + x2ue2 + x1ve2 + x2v(−be1 + ae2)

= (x1u− bx2v)e1 + (x2u+ x1v + x2va)e2

= x1e1 + x2e2.

De la igualdad tenemos que (x1u − bx2v)e1 + (x2u + x1v + x2va)e2 = x1e1 + x2e2, entonces
obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:{

x1u− bx2v = x1

x2u+ x1v + x2va = x2
,

multiplicando a las ecuaciones por x2 y x1 respectivamente, obtenemos:{
x1x2u− bx22v = x1x2

x1x2u+ (x1 + x2a)x1v = x1x2
.

Restamos la segunda ecuación a la primera y tenemos que (x1 + ax2 + bx2)v = 0, lo que implica
que v = 0, de aqúı obtenemos que u = 1, es decir, que ξ−1 = (u, v) = (1, 0) = e1.

2. Ahora encontraremos la unidad multiplicativa de la tabla de tipo (II), de tal manera que se
cumpla (x1, x2)(u, v) = (x1, x2). Primero hacemos los siguientes cálculos:

(x1, x2)(u, v) = (x1e1 + x2e2)(ue1 + ve2)

= x1ue1e1 + x2ue2e1 + x1ve1e2 + x2ve2e2

= x1u(−ae1) + x2ue1 + x1ve1 + x2ve2

= (−ax1u+ x2u+ x1v)e1 + x2ve2

= x1e1 + x2e2.

De la igualdad anterior tenemos que (−ax1u+ x2u+ x1v)e1 + x2ve2 = x1e1 + x2e2, de donde se
desprende el siguiente sistema de ecuaciones:{

−ax1u+ x2u+ x1v = x1

x2v = x2
.

Observamos en la segunda ecuación que existe la igualdad x2v = x2, lo que implica que v = 1. De
aqúı sustituimos este valor en la primera ecuación para obtener (x2 − ax1)u = 0, lo que conlleva
a que el valor de u = 0, es decir, que ξ−1 = (u, v) = (0, 1) = e2.

3. Por último encontraremos la unidad multiplicativa de la tabla de tipo (III), de tal manera que
se cumpla (x1, x2)(u, v) = (x1, x2).
Hacemos primero los siguientes cálculos:

(x1, x2)(u, v) = (x1e1 + x2e2)(ue1 + ve2)

= x1ue1e1 + x2ue2e1 + x1ve1e2 + x2ve2e2

= x1ue1 + x2ve2

= x1e1 + x2e2.
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De la igualdad anterior tenemos que x1ue1 + x2ve2 = x1e1 + x2e2, entonces se desprende que:{
x1u = x1

x2v = x2
.

Observamos que de las dos ecuaciones tenemos que x1u = x1 y x2v = x2, lo que implica que
u = 1 y v = 1, de aqúı sustituimos este valor en la primera ecuación, es decir, que se obtiene
ξ−1 = (u, v) = (1, 1) = e1 + e2.

Veremos otros ejemplos con las siguientes tablas.

Ejemplo 2.2.2 Sean (I), (II) y (III) tablas con reglas de multiplicar para elementos ξ ∈ R2 con la
suma usual, donde ξ = xe1 + ye2 y a, b, x, y ∈ R. Determinemos si las tablas de multiplicar forman
una álgebra sobre R:

(I)
· e1 e2
e1 e1 e2
e2 e2 −be1 + ae2

.

(II)
· e1 e2
e1 −ae1 e1
e2 e1 e2

.

(III)
· e1 e2
e1 e1 0
e2 0 e2

.

1. Determinaremos si la tabla de tipo (I) con sus reglas de multiplicación forma una álgebra sobre
R, sean x, y, λ ∈ R y ξ1, ξ2, ξ3 ∈ R2, donde e1 es la unidad de la tabla y ξi = xie1 + yie2 con
i = 1, 2, 3.

· e1 e2
e1 e1 e2
e2 e2 −be1 + ae2

.

i) Por demostrar que se cumple la propiedad distributiva del producto por la izquierda ξ1(ξ2 +
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ξ3) = ξ1ξ2 + ξ1ξ3.

ξ1(ξ2 + ξ3) = (x1e1 + y1e2)((x2e1 + y2e2) + (x3e1 + y3e2))

= (x1e1 + y1e2)((x2 + x3)e1 + (y2 + y3)e2)

= x1(x2 + x3)e
2
1 + y1(x2 + x3)e2e1 + x1(y2 + y3)e1e2

+y1(y2 + y3)e
2
2

= x1(x2 + x3)e1 + y1(x2 + x3)e2 + x1(y2 + y3)e2

+y1(y2 + y3)(−be1 + ae2)

= (x1x2 + x1x3)e1 + (y1x2 + y1x3)e2 + (x1y2 + x1y3)e2

+(y1y2 + y1y3)(−be1 + ae2)

= (x1x2 + x1x3)e1 + (y1x2 + y1x3)e2 + (x1y2 + x1y3)e2

−(y1y2b+ y1y3b)e1 + (y1y2a+ y1y3a)e2

= (x1x2 + x1x3 − y1y2b− y1y3b)e1 + (y1x2 + y1x3

+x1y2 + x1y3 + y1y2a+ y1y3a)e2

= ((x1x2 − y1y2b)e1 + (y1x2 + x1y2 + y1y2a)e2)

+((x1x3 − y1y3b)e1 + (y1x3 + x1y3 + y1y3a)e2)

= ((x1x2 − y1y2b)e1 + (y1x2 + x1y2 + y1y2a)e2)

+((x1x3 − y1y3b)e1 + (y1x3 + x1y3 + y1y3a)e2)

= (x1x2e1 − y1y2be1 + y1x2e2 + x1y2e2 + y1y2ae2)

+(x1x3e1 − y1y3be1 + y1x3e2 + x1y3e2 + y1y3ae2)

= (x1x2e1 + y1x2e2 + x1y2e2 − y1y2be1 + y1y2ae2)

+(x1x3e1 + y1x3e2 + x1y3e2 − y1y3be1 + y1y3ae2)

= (x1x2e1 + y1x2e2 + x1y2e2 + y1y2(−be1 + ae2))

+(x1x3e1 + y1x3e2 + x1y3e2 + y1y3(−be1 + ae2))

= (x1x2e1e1 + y1x2e1e2 + x1y2e2e1 + y1y2e2e2)

+(x1x3e1e1 + y1x3e1e2 + x1y3e2e1 + y1y3e2e2)

= ((x1e1 + y1e2)(x2e1 + y2e2)) + ((x1e1 + y1e2)(x3e1 + y3e2))

= ξ1ξ2 + ξ1ξ3,

de aqúı podemos decir que el producto śı se distribuye por la izquierda.
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ii) Ahora verificaremos que el producto se distribuye por la derecha (ξ1 + ξ2)ξ3 = ξ1ξ3 + ξ2ξ3.

(ξ1 + ξ2)ξ3 = ((x1e1 + y1e2) + (x2e1 + y2e2))(x3e1 + y3e2)

= ((x1 + x2)e1 + (y1 + y2)e2)(x3e1 + y3e2)

= (x1 + x2)x3e
2
1 + (y1 + y2)x3e2e1 + (x1 + x2)y3e1e2 + (y1 + y2)y3e

2
2

= (x1 + x2)x3e1 + (y1 + y2)x3e2 + (x1 + x2)y3e2

+(y1 + y2)y3(−be1 + ae2)

= (x1x3 + x2x3)e1 + (y1x3 + y2x3)e2 + (x1y3 + x2y3)e2

+(y1y3 + y2y3)(−be1 + ae2)

= (x1x3 + x2x3)e1 + (y1x3 + y2x3)e2 + (x1y3 + x2y3)e2

−(y1y3b+ y2y3b)e1 + (y1y3a+ y2y3a)e2

= ((x1x3 − y1y3b)e1 + (y1x3 + x1y3 + y1y3a)e2)

+((x2x3 − y2y3b)e1 + (y2x3 + x2y3 + y2y3a)e2)

= (x1x3e1 − y1y3be1 + y1x3e2 + x1y3e2 + y1y3ae2)

+(x2x3e1 − y2y3be1 + y2x3e2 + x2y3e2 + y2y3ae2)

= (x1x3e1 + y1x3e2 + x1y3e2 + y1y3(−be1 + ae2))

+(x2x3e1 + y2x3e2 + x2y3e2 + y2y3(−be1 + ae2))

= (x1x3e1e1 + y1x3e2e1 + x1y3e1e2 + y1y3e2e2)

+(x2x3e1e1 + y2x3e2e1 + x2y3e1e2 + y2y3e2e2)

= ((x1e1 + y1e2)(x3e1 + y3e2)) + ((x2e1 + y2e2)(x3e1 + y3e2))

= ξ1ξ3 + ξ2ξ3,

de aqúı observamos que el producto efectivamente se distribuye por la derecha.

iii) Verifiquemos que se cumple la siguiente igualdad ξ1(λξ2) = (λξ1)ξ2 = λ(ξ1ξ2).

ξ1(λξ2) = (x1e1 + y1e2)(λ(x2e1 + y2e2))

= (x1e1 + y1e2)(λx2e1 + λy2e2)

= x1(λx2)e
2
1 + y1(λx2)e2e1 + x1(λy2)e1e2 + y1(λy2)e

2
2

= x1(λx2)e1 + y1(λx2)e2 + x1(λy2)e2 + y1(λy2)(−be1 + ae2)

= x1(λx2)e1 + y1(λx2)e2 + x1(λy2)e2 + y1(λy2)(−be1 + ae2)

= (x1λ)x2e1 + (y1λ)x2e2 + (x1λ)y2e2 + (y1λ)y2(−be1 + ae2)

= (λx1)x2e1 + (λy1)x2e2 + (λx1)y2e2 + (λy1)y2(−be1 + ae2)

= (λx1)x2e1e1 + (λy1)x2e2e1 + (λx1)y2e1e2 + (λy1)y2e2e2

= (λx1e1 + λy1e2)(x2e1 + y2e2)

= (λ(x1e1 + y1e2))(x2e1 + y2e2)

= (λξ1)ξ2,
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ahora verificamos que también se cumple la otra parte de la igualdad.

(λξ1)ξ2 = λ(x1e1 + y1e2)(x2e1 + y2e2)

= (λa1e1 + λb1e2)(a2e1 + b2e2)

= (λx1e1 + λy1e2)(x2e1 + y2e2)

= (λx1)x2e
2
1 + (λy1)x2e2e1 + (λx1)y2e1e2 + (λy1)y2e

2
2

= λ(x1x2)e
2
1 + λ(y1x2)e2e1 + λ(x1y2)e1e2 + λ(y1y2)e

2
2

= λ(x1x2)e1 + λ(y1x2)e2 + λ(x1y2)e2 + λ(y1y2)(−be1 + ae2)

= λ(x1x2e1 + y1x2e2 + x1y2e2 + y1y2(−be1 + ae2))

= λ(x1x2e
2
1 + y1x2e2e1 + x1y2e1e2 + y1y2e

2
2)

= λ(x1x2e1e1 + y1x2e2e1 + x1y2e1e2 + y1y2e2e2)

= λ((x1e1 + y1e2)(x2e1 + y2e2))

= λ(ξ1ξ2).

Por lo tanto, concluimos que la tercer condición también se cumple y, además, decimos que
la tabla de multiplicar es una álgebra sobre R.

2. Determinaremos si la tabla de tipo (II) con sus reglas de multiplicación forma una álgebra sobre
R, sean x, y, λ ∈ R y ξ1, ξ2, ξ3 ∈ R2, donde la unidad de la tabla es e2 y ξi = xie1 + yie2 con
i = 1, 2, 3.

· e1 e2
e1 −ae1 e1
e2 e1 e2

.

i) Por demostrar que se cumple la propiedad distributiva del producto por la izquierda ξ1(ξ2 +
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ξ3) = ξ1ξ2 + ξ1ξ3.

ξ1(ξ2 + ξ3) = (x1e1 + y1e2)((x2e1 + y2e2) + (x3e1 + y3e2))

= (x1e1 + y1e2)((x2 + x3)e1 + (y2 + y3)e2)

= x1(x2 + x3)e
2
1 + y1(x2 + x3)e2e1 + x1(y2 + y3)e1e2

+y1(y2 + y3)e
2
2

= x1(x2 + x3)(−ae1) + y1(x2 + x3)e1 + x1(y2 + y3)e1

+y1(y2 + y3)e2

= (x1x2 + x1x3)(−ae1) + (y1x2 + y1x3)e1 + (x1y2 + x1y3)e1

+(y1y2 + y1y3)e2

= (−ax1x2 − ax1x3 + y1x2 + y1x3 + x1y2 + x1y3)e1

+(y1y2 + y1y3)e2

= ((−ax1x2 + y1x2 + x1y2)e1 + y1y2e2)

+((−ax1x3 + y1x3 + x1y3)e1 + y1y3e2)

= (−ax1x2e1 + y1x2e1 + x1y2e1 + y1y2e2)

+(−ax1x3e1 + y1x3e1 + x1y3e1 + y1y3e2)

= (x1x2(−ae1) + y1x2e1 + x1y2e1 + y1y2e2)

+(x1x3(−ae1) + y1x3e1 + x1y3e1 + y1y3e2)

= (x1x2e
2
1 + y1x2e2e1 + x1y2e1e2 + y1y2e

2
2)

+(x1x3e
2
1 + y1x3e2e1 + x1y3e1e2 + y1y3e

2
2)

= ((x1e1 + y1e2)(x2e1 + y2e2)) + ((x1e1 + y1e2)(x3e1 + y1e3))

= ξ1ξ2 + ξ1ξ3,

de aqúı podemos decir que el producto śı se distribuye por la izquierda.
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ii) Ahora verificaremos que el producto se distribuye por la derecha (ξ1 + ξ2)ξ3 = ξ1ξ3 + ξ2ξ3.

(ξ1 + ξ2)ξ3 = ((x1e1 + y1e2) + (x2e1 + y2e2))(x3e1 + y3e2)

= ((x1 + x2)e1 + (y1 + y2)e2)(x3e1 + y3e2)

= (x1 + x2)x3e
2
1 + (y1 + y2)x3e2e1 + (x1 + x2)y3e1e2 + (y1 + y2)y3e

2
2

= (x1 + x2)x3(−ae1) + (y1 + y2)x3e1 + (x1 + x2)y3e1 + (y1 + y2)y3e2

= (−ax1x3 − ax2x3)e1 + (y1x3 + y2x3)e1 + (x1y3 + x2y3)e1

+(y1y3 + y2y3)e2

= (−ax1x3 − ax2x3 + y1x3 + y2x3 + x1y3 + x2y3)e1

+(y1y3 + y2y3)e2

= ((−ax1x3 + y1x3 + x1y3)e1 + y1y3e2)

+((−ax2x3 + y2x3 + x2y3)e1 + y2y3e2)

= (−ax1x3e1 + y1x3e1 + x1y3e1 + y1y3e2)

+(−ax2x3e1 + y2x3e1 + x2y3e1 + y2y3e2)

= (x1x3e
2
1 + y1x3e2e1 + x1y3e1e2 + y1y3e

2
2)

+(x2x3e
2
1 + y2x3e2e1 + x2y3e1e2 + y2y3e

2
2)

= ((x1e1 + y1e2)(x3e1 + y3e2)) + ((x2e1 + y2e2)(x3e1 + y3e2))

= ξ1ξ3 + ξ2ξ3,

de aqúı concluimos que el producto efectivamente se distribuye por la derecha.

iii) Verifiquemos que se cumple la siguiente igualdad ξ1(λξ2) = (λξ1)ξ2 = λ(ξ1ξ2).

ξ1(λξ2) = (x1e1 + y1e2)(λ(x2e1 + y2e2))

= (x1e1 + y1e2)(λx2e1 + λy2e2)

= x1(λx2)e
2
1 + y1(λx2)e2e1 + x1(λy2)e1e2 + y1(λy2)e

2
2

= x1(λx2)(−ae1) + y1(λx2)e1 + x1(λy2)e1 + y1(λy2)e2

= (x1λ)x2(−ae1) + (y1λ)x2e1 + (x1λ)y2e1 + (y1λ)y2e2

= (λx1)x2(−ae1) + (λy1)x2e1 + (λx1)y2e1 + (λy1)y2e2

= (λx1)x2(e1e1) + (λy1)x2e2e1 + (λx1)y2e1e2 + (λy1)y2e2e2

= (x1λ)x2e1 + (y1λ)x2e2 + (x1λ)y2e2 + (y1λ)y2(−be1 + ae2)

= (λx1)x2e1 + (λy1)x2e2 + (λx1)y2e2 + (λy1)y2(−be1 + ae2)

= (λx1)x2e1e1 + (λy1)x2e2e1 + (λx1)y2e1e2 + (λy1)y2e2e2

= (λx1e1 + λy1e2)(x2e1 + y2e2)

= (λ(x1e1 + y1e2))(x2e1 + y2e2)

= (λξ1)ξ2,
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ahora verificamos que también se cumple la otra parte de la igualdad

(λξ1)ξ2 = λ(x1e1 + y1e2)(x2e1 + y2e2)

= (λx1e1 + λy1e2)(x2e1 + y2e2)

= (λx1)x2e
2
1 + (λy1)x2e2e1 + (λx1)y2e1e2 + (λy1)y2e

2
2

= (λx1)x2(−a)e1 + (λy1)x2e1 + (λx1)y2e1 + (λy1)y2e2

= λ(x1x2)(−a)e1 + λ(y1x2)e1 + λ(x1y2)e1 + λ(y1y2)e2

= λ((x1x2)(−a)e1 + (y1x2)e1 + (x1y2)e1 + (y1y2)e2)

= λ(x1x2e
2
1 + y1x2e2e1 + x1y2e1e

2 + y1y2e
2
2)

= λ((x1e1 + y1e2)(x2e1 + y2e2))

= λ(ξ1ξ2),

por lo tanto, concluimos que la tercer condición también se cumple y, además, decimos que
la tabla de multiplicar es una álgebra sobre R.

3. Determinaremos si las tabla de tipo (III) con reglas de multiplicar forman una álgebra sobre
R, sean x, y, λ ∈ R y ξ1, ξ2, ξ3 ∈ R2, donde e1 es la unidad de la tabla y ξi = xie1 + yie2 con
i = 1, 2, 3.

· e1 e2
e1 e1 0
e2 0 e2

i) Por demostrar que se cumple la propiedad distributiva del producto por la izquierda ξ1(ξ2 +
ξ3) = ξ1ξ2 + ξ1ξ3,

ξ1(ξ2 + ξ3) = (x1e1 + y1e2)((x2e1 + y2e2) + (x3e1 + y3e2))

= (x1e1 + y1e2)((x2 + x3)e1 + (y2 + y3)e2)

= x1(x2 + x3)e
2
1 + y1(x2 + x3)e2e1 + x1(y2 + y3)e1e2

+y1(y2 + y3)e
2
2

= x1(x2 + x3)e1 + (y1(y2 + y3))e2

= (x1x2 + x1x3)e1 + (y1y2 + y1y3)e2

= (x1x2e1 + y1y2e2) + (x1x3e1 + y1y3e2)

= (x1x2e1 + y1y2e2) + (x1x3e1 + y1y3e2)

= (x1x2e1e1 + y1x2e1e2 + x1y2e2e1 + y1y2e2e2)

+(x1x3e1e1 + y1x3e1e2 + x1y3e2e1 + y1y3e2e2)

= ((x1e1 + y1e2)(x2e1 + y2e2)) + ((x1e1 + y1e2)(x1e1 + y1e2))

= ξ1ξ2 + ξ1ξ3,

de aqúı podemos decir que el producto śı se distribuye por la izquierda.
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ii) Ahora verificaremos que el producto se distribuye por la derecha (ξ1 + ξ2)ξ3 = ξ1ξ3 + ξ2ξ3.

(ξ1 + ξ2)ξ3 = ((x1e1 + y1e2) + (x2e1 + y2e2))(x3e1 + y3e2)

= ((x1 + x2)e1 + (y1 + y2)e2)(x3e1 + y3e2)

= (x1 + x2)x3e
2
1 + (y1 + y2)x3e2e1 + (x1 + x2)y3e1e2 + (y1 + y2)y3e

2
2

= (x1 + x2)x3e1 + (y1 + y2)y3e2

= (x1x3 + x2x3)e1 + (y1y3 + y2y3)e2

= (x1x3e1 + x2x3e1) + (y1y3e2 + y2y3e2)

= (x1x3e1e1 + y1x3e2e1 + x1y3e1e2 + y1y3e2e2)

+(x2x3e1e1 + y2x3e2e1 + x2y3e1e2 + y2y3e2e2)

= ((x1e1 + y1e2)(x3e1 + y3e2)) + ((x2e1 + y2e2)(x3e1 + y3e2))

= ξ1ξ3 + ξ2ξ3,

de aqúı observamos que el producto efectivamente se distribuye por la derecha.

iii) Verifiquemos que se cumple la siguiente igualdad ξ1(λξ2) = (λξ1)ξ2 = λ(ξ1ξ2).

ξ1(λξ2) = (x1e1 + y1e2)(λ(x2e1 + y2e2))

= (x1e1 + y1e2)(λx2e1 + λy2e2)

= x1(λx2)e
2
1 + y1(λx2)e2e1 + x1(λy2)e1e2 + y1(λy2)e

2
2

= x1(λx2)e1 + y1(λy2)e2

= (λx1)x2e1 + (λy1)y2e2

= (λx1)x2e1e1 + (λy1)x2e2e1 + (λx1)y2e1e2 + (λy1)y2e2e2

= (λx1e1 + λy1e2)(x2e1 + y2e2)

= (λ(x1e1 + y1e2))(x2e1 + y2e2)

= (λξ1)ξ2,

ahora verificamos que también se cumple la otra parte de la igualdad.

(λξ1)ξ2 = λ(x1e1 + y1e2)(x2e1 + y2e2)

= (λa1e1 + λb1e2)(a2e1 + b2e2)

= (λx1e1 + λy1e2)(x2e1 + y2e2)

= (λx1)x2e
2
1 + (λy1)x2e2e1 + (λx1)y2e1e2 + (λy1)y2e

2
2

= (λx1)x2e1 + (λy1)y2e2

= λ(x1x2)e1 + λ(y1y2)e2)

= λ(x1x2e1 + y1y2e2)

= λ(x1x2e
2
1 + y1x2e2e1 + x1y2e1e2 + y1y2e

2
2)

= λ(x1x2e1e1 + y1x2e2e1 + x1y2e1e2 + y1y2e2e2)

= λ((x1e1 + y1e2)(x2e1 + y2e2))

= λ(ξ1ξ2),

por lo tanto, concluimos que la tercer condición también se cumple y, además, decimos que
la tabla de multiplicar es una álgebra sobre R.
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2.3. Primera representación fundamental

Un isomorfismo de R-álgebras es la primera representación fundamental de una álgebra en un es-
pacio de matrices, que se dará a conocer en la siguiente sección. Estas representaciones fundamentales
nos ayudan a entender a las K-álgebras, ya que mediante éstas el producto de álgebras corresponde
a productos de matrices. También las representaciones fundamentales serán importantes para la alge-
brización de sistemas de ecuaciones diferenciales.

Definición 2.3.1 Dada una base β = {β1, β2, · · · , βm} de una álgebra A de dimensión m, el producto
de dos elementos βi y βj pertenece a A, por lo tanto se puede expresar como una combinación lineal
de los elementos de β, es decir,

βiβj =
m∑
k=1

cijkβk,

a los escalares cijk se les llama constantes de estructuras asociadas a β, entonces se define a Rj como
la primera representación fundamental de A, con 1 ≤ j ≤ m, y la matriz Rj es dada por:

Rj =

 cj11 · · · cjm1
...

. . .
...

cj1m · · · cjmm

 .

Observación 2.3.1 La primera representación fundamental de A asociada a la base β es el isomor-
fismo de álgebras Rβ : A→M(m,K) definido por Rβ : βj → Rj, para 1 ≤ j ≤ m.

Ejemplo 2.3.1 Calculemos la primera representación fundamental R de la R-álgebra dada en el Ejem-
plo 1.3.2, evaluada en los elementos de la base estándar,

(1, 0)(1, 0) = (1, 0) = 1(1, 0) + 0(0, 1), c111 = 1, c112 = 0,

(1, 0)(0, 1) = (0, 1) = 0(1, 0) + 1(0, 1), c121 = 0, c122 = 1,

(0, 1)(1, 0) = (0, 1) = 0(1, 0) + 1(0, 1), c211 = 0, c212 = 1,

(0, 1)(0, 1) = (0, 0) = 0(1, 0) + 0(0, 1), c221 = 0, c222 = 0,

son las matrices:

R(1, 0) =

(
1 0
0 1

)
,

R(0, 1) =

(
0 0
1 0

)
.

Aśı obtenemos la representación R : A→M(2,R) de R en las matrices de M(2,R) con entradas reales,
definida por

R(x, y) =

(
x 0
y x

)
.
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Por lo tanto, el conjunto de matrices{(
x 0
y x

)
: x, y ∈ R

}
,

es una R-álgebra con respecto al producto usual de matrices, que es isomorfa a la R-álgebra dada en
el Ejemplo 1.3.2.

Ejemplo 2.3.2 La imagen de la base estándar bajo la primera representación fundamental de la álge-
bra A dada en el Ejemplo 1.3.3, son las matices:

R(1, 0) =

(
3
2

1
2

−1
2

1
2

)
,

R(0, 1) =

(
1
2
−1

2
1
2

3
2

)
.

Lo que nos interesa es ver como cambia la primera representación fundamental de la álgebra cuan-
do cambiamos de base; en el siguiente resultado mostramos como cambia la primera representación
fundamental.

Proposición 2.3.1 Sea A una álgebra, que es el espacio Kn con un producto, y Rβ, Rγ las primeras
representaciones fundamentales de A con respecto a las bases β, γ, respectivamente. Denotemos por
Si = Rβ(βi) y Ri = Rγ(γi) para i = 1, · · · , n, y S = (sij) la matriz cambio de base. Bajo estas condi-
ciones tenemos que

Sj = S−1
n∑
i=1

sijRiS,

para j = 1, · · · , n.

Prueba.
Tenemos que

βiβj =
∑
p

Dijpβp, (2.3.1)

sabemos que βi =
∑

j sjiγj, entonces del lado izquierdo de ec. (2.3.1) tenemos que

βiβj =

(∑
l

sliγl

)(∑
m

smjγm

)
=
∑
l

∑
m

slismj
∑
k

Clmkγk

=
∑
k

∑
l

∑
m

slismjClmkγk.

(2.3.2)

Ahora del lado derecho de la ec. (2.3.1) tenemos∑
p

Dijpβp =
∑
k

∑
p

skpDijpγk, (2.3.3)
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de las tres ecuaciones tenemos que∑
l

∑
m

slismjClmk =
∑
k

∑
p

skpDijp, (2.3.4)

entonces tenemos que

SSj =
n∑
i=1

sijRiS,

que es lo que se queŕıa demostrar. �

Ejemplo 2.3.3 Sea A la R-álgebra del Ejemplo 2.3.1, sea γ = e1, e2 la base estándar de R2, y β =
{β1, β2} base de R2, donde β1 = e1 + e2 y β2 = e1.

Tenemos que

β1β1 = 2β1 − β2
β1β2 = β1

β2β2 = β2,

aśı que la primera representación fundamental con respecto a la base β

R(β1) =

(
2 1
−1 0

)
,

R(β2) =

(
1 0
0 1

)
.

En el Ejemplo 2.3.1 calculamos R(e1) y R(e2). Vemos que se cumple la proposición 2.3.1

R(β1) = S−1R(e1)S + S−1R(e2)SR(β2) = S−1R(e1)S + 0 ∗ S−1R(e2)S

donde

S =

(
1 1
1 0

)
,

S−1 =

(
0 1
1 −1

)
.

2.4. Álgebras normales

Las álgebras normales son importantes debido a que están relacionadas con las formas canónicas
de Jordan, además, las formas canónicas de Jordan son de gran importancia para la algebrización.

Teorema 2.4.1 Para cada matriz A ∈M(n,R) existe una matriz J ∈M(n,R) llamada forma canóni-
ca de Jordan de A y una matriz invertible B ∈M(n,R), tal que A = BJB−1.
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Para cada matriz J (forma canónica de Jordan), le asociaremos una R-álgebra J de dimensión n, donde
ésta es una subálgebra de M(n,R).
Cada forma canónica de Jordan J ∈M(n,R) es una matriz del tipo

B1 0 · · · 0
0 B2 · · · 0
...

. . .
...

0 0 · · · Bl

 ,

en donde los Bi ∈Mki(R) para i = 1, 2, . . . , l son bloques de Jordan de alguno de los siguientes tipos:

I) Bi = (λ),
llamado bloque real simple.

II) Bi =

(
α −β
β α

)
,

llamado bloque complejo simple.

III) Bi =


µ 0 0 · · · 0
0 µ 0 · · · 0
0 0 µ · · · 0
...

. . .
...

0 0 0 · · · µ

,

llamado bloque de Jordan real.

IV) Bi =


C 0 0 · · · 0 0
I2 C 0 · · · 0 0
0 I2 C · · · 0 0
...

. . .
...

0 0 0 · · · I2 C

,

llamado bloque de Jordan complejo, donde

C =

(
η −ν
ν η

)

y la matriz identidad I2 =

(
1 0
0 1

)
.

Por lo tanto se tiene que n = k1 + k2 + · · ·+ kl.
Sean σi : M(ki,R) → M(n,R) las secciones que sustituyen en la matriz cero M(n,R), a la matriz
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A ∈M(ki,R) en la posición del bloque Bi de la matriz J ; para i = 1, 2, · · · , l, es decir

σi(A) =



0k1
. . .

0ki−1

A
0ki+1

. . .

0kl


,

donde 0ki es la matriz de ceros de dimensión ki.

Ejemplo 2.4.1 Consideremos la matriz en su forma canónica de Jordan J3 0 0
0 1 −2
0 2 1


entonces:
B1 = (3), es decir que es un bloque real simple y

B2 =

(
1 −2
2 1

)
, es un bloque complejo simple, de aqúı definimos a σ1 y σ2 de la siguiente manera

σ1 : M(1,R)→M(3,R),
σ2 : M(2,R)→M(3,R) de aqúı obtenemos las siguientes matrices respectivamente

σ1(3) =

3 0 0
0 0 0
0 0 0

 .

σ2

(
1 −2
2 1

)
=

0 0 0
0 1 −2
0 2 1

 .

Ejemplo 2.4.2 Definimos a σ1 : M1(R)→M4(R) y σ2 : M3(R)→M4(R), entonces tenemos que

σ1(2) =


2 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ,

σ2

−1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 =


0 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 .
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Sean las matrices Ii,Mi, Ni ∈Mki(R), donde

Ii =

 1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · 1

 ,

es la matriz identidad.

Mi =


0 −1 · · · 0 0
1 0 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 0 −1
0 0 · · · 1 0

 ,

Mi cumple que M2
i = −Ii, y con i par.

Ni =


0 0 · · · 0 0
1 0 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 0 0
0 0 · · · 1 0

 ,

es la matriz nilpotente.

Definamos al conjunto de matrices β = {Bi,j : 1 ≤ i ≤ l, 1 ≤ j ≤ ki} de la siguiente manera:

i) Bi,1 := σi(1) si Bi es el bloque real simple.

ii) Bi,1 := σi(Ii), Bi,2 := σi(Mi), si Bi es un bloque complejo simple.

iii) Bi,1 := σi(Ii) y Bi,j := σi(N
j−1
i ) para j = 2, · · · , ki si Bi es el bloque de Jordan real.

iv) Bi,1 := σi(Ii), Bi,2 := σi(Mi), Bi,2j+1 := σi(N
2j
i ) y Bi,2j+2 := Bi,2σi(N

2j
i ) para j = 1, . . . , ki

2
− 1 si

Bi es el bloque de Jordan complejo.

El espacio lineal generado por β es un R-álgebra de matrices J, tal que β es una base del espacio lineal
y J contiene a la matriz J .

Veamos que es una R-álgebra de matrices J. Podemos ver que Bi,kBj,l = 0 para todo i 6= j.

Ahora veamos que σi es un homomorfismo de álgebras. Sean A,B ∈M(ki,R), entonces
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σi(AB) =


0 · · · 0

. . .
... AB

...
. . .

0 · · · 0



=


0 · · · 0

. . .
... A

...
. . .

0 · · · 0




0 · · · 0

. . .
... B

...
. . .

0 · · · 0


= σi(A)σi(B).

De está propiedad podemos ver que si el bloque Bi es un bloque real simple, un bloque complejo
simple o un bloque de Jordan real, entonces las Bi,j, 1 ≤ j ≤ ki, conmutan. Si Bi es un bloque de
Jordan complejo, faltaŕıa ver que Bi,2 conmuta con Bi,2j+1. Para esto solamente falta ver que N2

i

conmuta con Ji,
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N2
i Ji =



0 0 0 · · · 0 0 0 0
0 0 0 · · · 0 0 0 0
I 0 0 · · · 0 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

...
0 0 0 · · · 0 0 0 0
0 0 0 · · · I 0 0 0
0 0 0 · · · 0 I 0 0





J 0 0 · · · 0 0 0 0
0 J 0 · · · 0 0 0 0
0 0 J · · · 0 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

...
0 0 0 · · · 0 J 0 0
0 0 0 · · · 0 0 J 0
0 0 0 · · · 0 0 0 J



=



0 0 0 · · · 0 0 0 0
0 0 0 · · · 0 0 0 0

J 0 0
. . . 0 0 0 0

...
...

...
. . .

...
...

...
...

0 0 0 · · · 0 0 0 0
0 0 0 · · · J 0 0 0
0 0 0 · · · 0 J 0 0



=



J 0 0 · · · 0 0 0 0
0 J 0 · · · 0 0 0 0
0 0 J · · · 0 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

...
0 0 0 · · · 0 J 0 0
0 0 0 · · · 0 0 J 0
0 0 0 · · · 0 0 0 J





0 0 0 · · · 0 0 0 0
0 0 0 · · · 0 0 0 0
I 0 0 · · · 0 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

...
0 0 0 · · · 0 0 0 0
0 0 0 · · · I 0 0 0
0 0 0 · · · 0 I 0 0


= JiN

2
i ,

donde I, J ∈M(2,R). Por lo tanto tenemos que los elementos de β conmutan.

Definición 2.4.1 Llamamos álgebra normal de matrices a la álgebra J generada por Bi,j : 1 ≤
i ≤ l, 1 ≤ j ≤ ki.

Ejemplo 2.4.3 Sea

A =

 3 −4 0
0 −1 −2
0 4 1

 ,

tenemos que su polinomio caracteŕıstico es P (λ) = (3 − λ)(λ2 − 2λ + 5), entonces la forma canónica
de Jordan asociada a la matriz A, tenemos que es

J =

 3 0 0
0 1 −2
0 2 1

 ,
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y la matriz cambio de base es

B =

 1 1 −1
0 1 0
0 −1 1

 ,

la base β de la R-álgebra de matrices J asociada a la matriz J es:

B1,1 =

 1 0 0
0 0 0
0 0 0

 , B2,1 =

 0 0 0
0 1 0
0 0 1

 , B2,2 =

 0 0 0
0 0 −1
0 1 0

 ,

es decir, que la álgebra de la matriz de cambio de base es

J =


 x 0 0

0 y −z
0 z y

 : x, y, z ∈ R

 .

Ejemplo 2.4.4 Sea

A =



2 1 1 1 0 1 0 0
3 7

2
1 5

2
−2 1 3

2
−1

−2 −1
2

2 −1
2

2 1 −3
2

1
−5 −4 −4 −3 0 −2 −4 −4
2 5

2
−2 7

2
1 −3 3

2
−4

5 3 3 4 0 3 4 4
7 17

2
8 19

2
−2 0 17

2
4

−2 −3
2
−1 −5

2
2 −1 −3

2
3


,

tenemos que su polinomio caracteŕıstico es P (λ) = (λ− 2)4(λ2− 6λ+ 25)2, entonces la forma canónica
de Jordan asociada a la matriz A es

J =



2 0 0 0 0 0 0 0
1 2 0 0 0 0 0 0
0 1 2 0 0 0 0 0
0 0 1 2 0 0 0 0
0 0 0 0 3 −4 0 0
0 0 0 0 4 3 0 0
0 0 0 0 0 0 3 −4
0 0 0 0 0 0 4 3


,

y la matriz cambio de base es

B =



1 0 0 1 0 1 0 0
0 1 1 1 0 1 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 1
0 1 1 1 0 0 0 0
1 1 1 1 0 0 1 1
0 0 0 0 1 0 0 1
0 0 1 0 0 1 0 1


,

41



la base β de la R-álgebra de matrices J asociada a la matriz J es:

B1,1 =



1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0


, B1,2 =



0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0


,

B1,3 =



0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0


, B1,4 =



0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0


,

B2,1 =



0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0


, B2,2 =



0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0


,

B3,1 =



0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1


, B3,2 =



0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 0 1 0


,

es decir que

J =





x1 0 0 0 0 0 0 0
x2 x1 0 0 0 0 0 0
x3 x2 x1 0 0 0 0 0
x4 x3 x2 x1 0 0 0 0
0 0 0 0 x5 −x6 0 0
0 0 0 0 x6 x5 0 0
0 0 0 0 0 0 x7 −x8
0 0 0 0 0 0 x8 x7


: x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8 ∈ R


,
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Definición 2.4.2 Diremos que dos K-álgebras de matrices A y B en M(n,K) son semejantes si
existe una matriz invertible P ∈M(n,K), tal que A = P−1BP .

Definición 2.4.3 Una R-álgebra A se llama álgebra normal, si A es el espacio lineal Rn y la
imagen de su primer representación fundamental asociada a la base estándar, es una álgebra normal
de matrices.

El siguiente ejemplo es una álgebra normada.

Ejemplo 2.4.5 La R-álgebra R2 del Ejemplo 1.3.1, es una álgebra normal, ya que su primera re-
presentación fundamental asociada a la base estándar es una álgebra normal de matrices, las que se
calcularon en el Ejemplo 2.3.1, y son:

B(1, 0) =

(
1 0
0 1

)
, B(0, 1) =

(
0 0
1 0

)
.

2.5. K-álgebra de Banach

Recordemos que un espacio normado sobre un campo K es un espacio lineal E sobre K con una
norma, la cual es una función ‖ · ‖ : E→ R, tal que:

i) ‖x‖ ≥ 0 para todo x ∈ E y ‖x‖ = 0 si y sólo si x = 0.

ii) ‖αx‖ = |α|‖x‖ para todo x ∈ E y α ∈ K.

iii) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ para todo xy ∈ E.

Observación 2.5.1 Recordemos que un espacio de Banach sobre un campo K es un espacio normado
en el cual toda sucesión de Cauchy converge.

Definición 2.5.1 Una K-álgebra normada o álgebra normada sobre K es un espacio normado
A sobre K, el cual tiene estructura de una K-álgebra. Además, la norma ‖ · ‖ satisface ‖xy‖ ≤ ‖x‖‖y‖
para todo x, y ∈ A y ‖e‖ = 1, donde e ∈ A es la unidad.

Ejemplo 2.5.1 Sea J una álgebra de matrices, donde los elementos de esta álgebra son de la siguiente
forma (

x 0
y x

)
,

definimos la norma, | · | : J→ R como:∣∣∣∣( x 0
y x

)∣∣∣∣ =

√
2x2 + y2

2
,
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Como e es la matriz I2 entonces |e| = 1. Ahora veamos que si

A =

(
x 0
y x

)
y B =

(
z 0
w z

)
,

entonces |AB| ≤ |A||B|, tenemos que

2x2z2 + y2w2 + (xw − yz)2 ≥ 0

2x2z2 + y2w2 + x2w2 − 2xwyz + y2z2 ≥ 0

4x2z2 + y2w2 + 2x2w2 + 2y2z2 ≥ 2x2z2 + y2z2 + x2w2 + 2xwyz

(2x2 + y2)(2z2 + w2) ≥ 2x2z2 + y2z2 + x2w2 + 2xwyz

|A||B| ≥ |AB|.

Definición 2.5.2 Una K-álgebra de Banach o álgebra de Banach A sobre K, es una K-álgebra nor-
mada cuyo espacio normado es un espacio de Banach sobre K.

Ejemplo 2.5.2 Sea C una R-álgebra normada con la norma euclidiana, entonces decimos que C es
una álgebra de Banach.

Ejemplo 2.5.3 Definimos el conjunto C([0, 1],C) como el conjunto de funciones continuas y acotadas
de [0, 1] a C es un espacio de Banach, con la norma del supremo, f ∈ C([0, 1],C),

|f | = maxx∈[0,1]‖f(x)‖.
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Caṕıtulo 3

Analiticidad de funciones

En este caṕıtulo veremos la diferencial de Fréchet sobre espacios de Banach y algunos ejemplos
sobre álgebras. Aśı como la introducción a las ecuaciones de Cauchy-Riemann generalizadas y la re-
lación que existe con la primera representación fundamental, si quiere saber más del tema ver [14].
En un caṕıtulo 2, se dió la definición de función anaĺıtica en álgebras asociativas lineales con una
identidad. Con cada una de estas álgebras se asoció un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales
denominadas ecuaciones diferenciales generalizadas de Cauchy-Riemann, que sirven como criterio para
determinar si una función dada es anaĺıtica en esa álgebra. Wagner ha dado una simplificación para el
caso conmutativo [7].

3.1. Diferencial de Fréchet

Definición 3.1.1 Diremos que una función f : U ⊂ E1 → E2, definida en un subconjunto abierto U
de un espacio de Banach E1 con valores en un espacio de Banach E2, es diferenciable en el sentido
de Fréchet en un punto x0 ∈ U si existe un operador lineal acotado L : E1 → E2, tal que se cumple
el siguiente ĺımite

ĺım
h→0, h∈E1

‖f (x0 + h)− f (x0)− L(h)‖E2

‖h‖E1

= 0.

Cuando esto se verifique, denotaremos por Df(x0) al operador L y lo llamaremos diferencial de f en
x0. Diremos que f es diferenciable en U si f es Fréchet diferenciable para todo punto de U .

Observación 3.1.1 Cuando E1 = Rm y E2 = Rn , se sabe que si f es Fréchet diferenciable en un
punto x0, entonces las primeras derivadas parciales de los componentes existen y el diferencial Df(x0)
está dado por la matriz jacobiana de f en x0, con respecto a la base estándar de Rm y Rn:

Jf(x0) =


∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

· · · ∂f1
∂xn

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

· · · ∂f2
∂xn

...
...

. . .
...

∂fm
∂x1

∂fm
∂x2

· · · ∂fm
∂xn


|x0

,

en donde |x0 significa que todas las derivadas parciales se evaluán en x0. También se conoce que
existen las primeras derivadas parciales de las componentes de f y son continuas en un conjunto
abierto, entonces se asegura la diferenciabilidad de Fréchet en el abierto.
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Observación 3.1.2 Cuando E1 = Cm y E2 = Cn, también se tiene que la diferenciabilidad implica
la existencia de las derivadas parciales complejas de las componentes, y el diferencial está dado por la
matriz jacobiana compleja, ver [30].

Los siguientes resultados se pueden ver en [24, 32].

Sean f, g : U ⊂ E1 → E2, funciones definidas en un subconjunto abierto de un espacio de Banach E1

sobre K y con qué espacio de Banach E2 sobre K. Entonces:

i) El producto de una función Fréchet diferenciable por una constante es Fréchet diferenciable y su
diferencial en un punto x0 ∈ U , que es un operador K-lineal de E1 a E2, está dado por

D(cf)(x0) = cDf(x0).

ii) La suma f + g de funciones Fréchet diferenciables es Fréchet diferenciable y su diferencial en un
punto x0 ∈ U , que es un operador K-lineal de E1 a E2, está dado por

D(f + g)(x0) = Df(x0) +Dg(x0).

Teorema 3.1.1 (Regla de la cadena). Sean f : U ⊂ E1 → E2 y f : W ⊂ E2 → E3 funciones,
donde U y W son conjuntos abiertos con f(U) ⊂ W , y E1, E2 y E3 son espacios de Banach sobre K.
Si f es Fréchet diferenciable en x0 y g es Fréchet diferenciable en f(x0), entonces g ◦ f es Fréchet
diferenciable en x0 y se cumple la regla de la cadena

D(g ◦ f)(x0) = [D(g(f(x0)))] ◦D(f(x0)),

es decir

D(g ◦ f)(x0)](v) = [D(g(f(x0)))]([D(f(x0))](v)),

para todo v ∈ E1.

Prueba.
Ver [14]

�

Teorema 3.1.2 (Teorema de la función impĺıcita). Sean E1, E2 espacios de Banach sobre K de
dimensiones de m y n, respectivamente y (x0, y0) ∈ U ⊂ E1×E2, donde U es abierto. Supongamos que
f : U ⊂ E1 × E2 → E2 es continuamente diferenciable en U y f(x0, y0) = 0. Sea M la matriz n× n:

M =

(
∂f i

∂xn+j
x0

)
, 1 ≤ i, j ≤ n.

Si det(M) 6= 0, entonces existen abiertos V ⊂ E1 y W ⊂ E2, que contienen a x0 y y0 y una función
diferenciable g : V → W , tal que para todo x ∈ V f(x, g(x)) = 0.

Prueba.
Ver [14]

�
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Definición 3.1.2 Sea E un espacio de Banach sobre K y A una K-álgebra, y f, g : U ⊂ E → A
funciones. Definimos en la álgebra: la función producto fg : U ⊂ E→ A.
Y si la Im g ⊂ G(A), definimos la función cociente f/g : U ⊂ E→ A.

Proposición 3.1.1 (Regla del producto en álgebras). Sea E un espacio de Banach sobre el
campo K y A una K-álgebra de Banach. Supongamos que f, g : U ⊂ E → A son funciones Fréchet
diferenciables definidas en el abierto U , entonces el producto fg es Fréchet diferenciable y su diferencial
está dada por:

D(fg)(x0) = g(x0)Df(x0) + f(x0)Dg(x0),

esto es

[D(fg)(x0)]v = g(x0)(Df(x0)v) + f(x0)(Dg(x0)v),

para todo v ∈ E, en donde g(x0)(Df(x0)v) significa el producto en A de g(x0) por [Df(x0)]v.

Prueba.
Ver [14]

�

Proposición 3.1.2 (Regla del cociente en álgebras). Sea E un espacio de Banach sobre un campo
K y A una K-álgebra de Banach. Supongamos que f, g : U ⊂ E→ A son funciones Fréchet diferenciable
definidas en el abierto U , y Im g ⊂ G(A), entonces el cociente f/g es Fréchet diferenciable, y su
diferencial está dada por:

D(f/g)(x0) =
g(x0)Df(x0)− f(x0)Dg(x0)

g (x0)
2 ,

esto es,

[D(f/g)(x0)]v =
g(x0)([Df(x0)]v)− f(x0)([Dg(x0)]v)

g (x0)
2 ,

para todo v ∈ E, en donde g(x0)([Df(x0)]v) significa el producto en A de g(x0) por ([Df(x0)]v).

Prueba.
Ver [14]

�

3.2. Diferenciabilidad en álgebras de Banach

Como en este caṕıtulo estamos utilizando álgebras de una sola variable, entonces la siguiente
definición es importante para las siguientes secciones.

Definición 3.2.1 Sea A una álgebra de Banach y U ⊂ A un subconjunto abierto. Decimos que una
función f : U ⊂ A→ A es N-diferenciable en un punto x0 ∈ U si existe un elemento a ∈ A, tal que
el siguiente ĺımite existe y se da la igualdad:

ĺım
h→0, h∈G(A)

f(x0 + h)− f(x0)

h
= a.

Denotamos por f ′N(x0) a a, esto es, f ′N(x0) = a y lo llamamos N-derivada de f en x0. Si f es N-
diferenciable en todos los puntos de U , diremos que f es diferenciable sobre U .
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Teorema 3.2.1 Sea A una álgebra de Banach, U, V ⊂ A conjuntos abiertos y f : U → A, f : V → A
funciones N-diferenciables en x0 y f(x0), respectivamente, con f(U) ⊂ V y f ′N(x0) elemento regular en
A, entonces h := g ◦ f cumple la regla de la cadena para la N-derivada, es decir, h es N-diferenciable
y su N-derivada está dada por

h′N(x0) = g′N(y0)f
′
N(x0),

en donde y0 = f(x0) y g′N(y0)f
′
N(x0) representa el producto en A de g′N(y0) y f ′N(x0).

Pueba. Ver [6]
�

La siguiente definición es importante porque cumple con ciertas propiedades de la diferenciabilidad de
funciones de una variable (ver [13]), además la diferenciabilidad se puede relacionar con las ecuaciones
de Cauchy-Riemann generalizadas.

Definición 3.2.2 Sea A una álgebra de Banach y U ⊂ A un subconjunto abierto. Decimos que una
función f : U ⊂ A → A es A-diferenciable o diferenciable en el sentido de Lorch en un
punto x0 ∈ U si f es diferenciable en el sentido de Fréchet en x0 y existe un elemento a ∈ A, tal que
df(x0)v = av para todo v ∈ A, en donde av denota al producto de a por v en A.
Por lo tanto, la A-diferenciable de f en un punto x0 equivale a la existencia de un elemento a ∈ A,
tal que se cumple el siguiente ĺımite:

ĺım
h→0, h∈A

‖f(x0 + h)− f(x0)− ah‖A
‖h‖A

= 0,

en donde ah denota al producto de a con h en A.

3.3. Analiticidad de funciones

El propósito de esta sección es dar suficientes condiciones (Teorema 3.4.2) para que un conjunto
de ecuaciones

n∑
i,j=1

dkij
∂yi
∂xj

= 0 (k = 1, 2, . . . , (n2 − n)), (3.3.1)

determina una álgebra A conmutativa lineal asociativa sobre K, para las cuales las ecuaciones (3.3.1)
son las ecuaciones diferenciales generalizadas de Cauchy-Riemann, donde las dkij son constantes en
un campo K. Esto nos permitirá encontrar soluciones de un conjunto de este tipo mediante series de
potencias en la álgebra.
Sean β1, β2, . . . , βn una base adecuada para una álgebra A conmutativa lineal asociativa con una
identidad sobre el campo K. La multiplicación se definirá por

βiβj =
n∑
k=1

cijkβk (i, j = 1, 2, . . . , n), (3.3.2)

donde los cijk están en K. Denotemos por Ri la matriz (cisr) donde r es el ı́ndice de fila y s el ı́ndice
de columna.
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Lema 3.3.1 Si α = a1β1 +a2β2 + · · ·+anβn es cualquier elemento de A, entonces α↔ a1R1 +a2R2 +
· · ·+anRn es un isomorfismo conocido como la primera representación fundamental de A por matrices.

Prueba.
Definimos a la siguiente función

H : A 7→Mn×n,

H :
n∑
i=1

αiei 7→
n∑
i=1

αiRi.

Para demostrar que la función H es un isomorfismo:

1) Verifiquemos que H es un homomorfismo.

i) Por demostrar que H (
∑n

i=1(αi + βi)ei) = H (
∑n

i=1 αiei) +H (
∑n

i=1 βiei).

H

(
n∑
i=1

(αi + βi)ei

)
=

n∑
i=1

(αi + βi)Ri

=
n∑
i=1

(αi + βi)


ci11 ci21 . . . cin1
ci12 ci22 . . . cin2

...
...

. . .
...

ci1n ci2n . . . cinn



=
n∑
i=1

αi

ci11 ci21 . . . cin1
ci12 ci22 . . . cin2

...
...

. . .
...

ci1n ci2n . . . cinn

+ βi


ci11 ci21 . . . cin1
ci12 ci22 . . . cin2

...
...

. . .
...

ci1n ci2n . . . cinn




=
n∑
i=1

αi


ci11 ci21 . . . cin1
ci12 ci22 . . . cin2

...
...

. . .
...

ci1n ci2n . . . cinn

+
n∑
i=1

βi


ci11 ci21 . . . cin1
ci12 ci22 . . . cin2

...
...

. . .
...

ci1n ci2n . . . cinn


=

n∑
i=1

αiRi +
n∑
i=1

βiRi

= H

(
n∑
i=1

αiei

)
+H

(
n∑
i=1

βiei

)
,

de aqúı concluimos que se cumple la igualdad.
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ii) Por demostrar que se cumple que H (
∑n

i=1(λαi)ei) = λH (
∑n

i=1 αiei).

H

(
n∑
i=1

(λαi)ei

)
=

n∑
i=1

(λαi)Ri

= λ
n∑
i=1

αiRi

= λH

(
n∑
i=1

αiei

)
.

iii) Demostraremos que H (
∑n

i=1 αieiγiei) = H (
∑n

i=1 αiei)H (
∑n

i=1 γiei).

H

(
n∑

i,j=1

αieiγjej

)
=

n∑
i,j=1

αieiγjej

=
n∑
i=1

αiei

n∑
j=1

γjej

=
n∑
i=1

αiRi

n∑
j=1

γjRj

= H

(
n∑
i=1

αiei

)
H

(
n∑
i=1

γiei

)
.

iv) Por demostrar que si e1 es la unidad de la álgebra A, entonces la unidad de R es la matriz
identidad, sea e1 la identidad de la álgebra A y escogemos el j−ésimo elemento, entonces
tenemos que el producto se escribe de la siguiente forma

e1 · ej = ej = 0e1 + 0e2 + · · ·+ 1ej + · · ·+ 0en,

lo que implica que c1j1 = 0, c1j2 = 0, . . . , c1jj = 1, . . . , c1jn = 0, de aqúı usamos la definición
de la primera representación fundamental y obtenemos

R =


1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1

 ,

por lo que se cumple H(e1) = In×n.

De lo anterior podemos concluir que H es un homomorfismo.

2) Ahora verifiquemos que H es inyectiva; supongamos que

H

(
n∑
i=1

αiei

)
= H

(
n∑
i=1

βiei

)
,

50



tal que ∃αi0 6= βi0 , entonces

n∑
i=1

αiRi =
n∑
i=1

βiRi ⇒
n∑
i=1

αiRi −
n∑
i=1

βiRi = 0

⇒
n∑
i=1

(αi − βi)Ri = 0

⇒
n∑
i=1

(αi − βi)


ci11 ci21 . . . cin1
ci12 ci22 . . . cin2

...
...

. . .
...

ci1n ci2n . . . cinn

 = 0,

sea

(eie1, eie2, . . . , eien) =


ci11 ci21 . . . cin1
ci12 ci22 . . . cin2

...
...

. . .
...

ci1n ci2n . . . cinn

 ,

entonces tenemos que

n∑
i=1

(αi − βi)


ci11 ci21 . . . cin1
ci12 ci22 . . . cin2

...
...

. . .
...

ci1n ci2n . . . cinn

 =
n∑
i=1

(αi − βi) (eie1, eie2, . . . , eien) ,

lo que queremos demostrar es que αi = βi, entonces de la igualdad sabemos que
∑n

i=1(αi −
βi)eiej = 0 con j = 1, . . . , n, de aqúı ej = 0 o

∑n
i=1(αi − βi)ei = 0 pero ej 6= 0 porque son

elementos de una base; entonces tenemos que
∑n

i=1(αi − βi)ei = 0, pero como ei es una base y,
además, son linealmente independientes lo que implica que αi = βi. Por lo tanto H es inyectiva.

3) Por definición de suprayectividad decimos que ∀
∑

i = 1nαiRi ∈Mn×n ∃
∑n

i=1 αiei ∈ A tal que
se cumple que H (

∑n
i=1 αiei) =

∑n
i=1 αiRi; por lo tanto H es suprayectiva.

De 1), 2) y 3) podemos concluir que H es un isomorfismo. �

Ejemplo 3.3.1 Determinaremos si los números complejos C forman un isomorfismo con la primera
representación fundamental R de los números complejos, donde R ∈M2×2.

R =

(
a1 −a2
a2 a1

)
.

Para verificar que los números complejos forman un isomorfismo con la matriz R definimos a la función

H(a1, a2) =

(
a1 −a2
a2 a1

)
,
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sea α1 = (a1, a2) = a1e1 + a2e2 y β1 = (b1, b2) = b1 + b2 dos elementos de los números complejos y R
es de la forma: (

a1 −a2
a2 a1

)
= a1

(
1 0
0 1

)
+ a2

(
0 −1
1 0

)
.

1) Queremos demostrar que H es un homomorfismo con R

a) Verificaremos que se cumple la igualdad H((a1, a2) + (b1, b2)) = H(a1, a2) +H(b1, b2),

H((a1, a2) + (b1, b2)) = H(a1 + b1, a2 + b2)

=

(
a1 + b1 −(a2 + b2)
a2 + b2 a1 + b1

)
=

(
a1 −a2
a2 a1

)
+

(
b1 −b2
b2 b1

)
= H(a1, a2) +H(b1, b2),

observamos que la igualdad śı se cumple.

b) Por demostrar que la siguiente igualdad H(λ(a1, a2)) = λH(a1, a2) también se cumple,

H(λ(a1, a2)) = H(λa1, λa2)

=

(
λa1 −λa2
λa2 λa1

)
= λ

(
a1 −a2
a2 a1

)
= λH(a1, a2),

por lo que observamos que la igualdad también se cumple.

c) Queremos verificar que la igualdad H((a1, a2)(b1, b2)) = H(a1, a2)H(b1, b2),

H((a1, a2)(b1, b2)) = H(a1b1 − a2b2, a1b2 + a2b1)

=

(
a1b1 − a2b2 −(a1b2 + a2b1)
a1b2 + a2b1 a1b1 − a2b2

)
=

(
a1 −a2
a2 a1

)(
b1 −b2
b2 b1

)
= H(a1, a2)H(b1, b2),

por lo tanto H((a1, a2)(b1, b2)) = H(a1, a2)H(b1, b2).

d) Por demostrar que la unidad de los números complejos es la matriz identidad

H(1, 0) =

(
1 0
0 1

)
,

la igualdad se cumple por definición.

2) Por verificar que H es inyectiva, es decir, si H(a1, a2) = H(b1, b2) entonces (a1, a2) = (b1, b2),

H(a1, a2) = H(b1, b2) ⇒
(
a1 −a2
a2 a1

)
=

(
b1 −b2
b2 b1

)
⇒ (a1, a2) = (b1, b2),

la última implicación se da porque dos matrices son iguales si todos sus elementos son iguales.
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3) Por demostrar que H es suprayectiva, pero esto se cumple porque cada elemento R ∈ M(2,R)
se puede expresar por la definición de H,(

a1 −a2
a2 a1

)
= H(a1, a2),

por lo que concluimos que H es suprayectiva.

De lo anterior podemos concluir que en C hay un isomorfismo con R.

Supongamos que U denota un sistema de funciones yi(x1, x2, . . . , xn) de n variables x1, x2, . . . , xn
de K, y sea yi anaĺıtica en una región Ω simple en el espacio n. Entonces η =

∑n
i=1 yiβi se llamará una

función sobre A de la variable ξ =
∑n

i=1 xiβi.
Como la álgebra es conmutativa, definida en Wagner ([27], pág. 456) que η =

∑n
i=1 yiβi es una función

anaĺıtica de ξ si yi está en U y la matriz Jacobiana (∂yr/∂xs, ) está en A, es decir, existen funciones
z1, z2, . . . , zn tal que

(
∂yr
∂xs

)
= z1R1 + z2R2 + · · ·+ znRn. (3.3.3)

Esto implica un conjunto de relaciones homogéneas entre ∂yr/∂xs, llamadas ecuaciones diferenciales
generalizadas de Cauchy-Riemann de la álgebra con base β1, β2, . . . , βn.

Ejemplo 3.3.2 Sea y(x1, x2) ∈ C un número complejo donde, y(x1, x2) = y1(x1, x2) + y2(x1, x2)i y la
matriz Jacobiana correspondiente es

J(x1,x2) =

(
∂y1
∂x1

∂y1
∂x2

∂y2
∂x1

∂y2
∂x2

)
,

ahora igualamos a la matriz Jacobiana J(x1,x2) con las matrices R1 y R2 que son la primera represen-
tación fundamental de los números complejos

J(x1,x2) =

(
∂y1
∂x1

∂y1
∂x2

∂y2
∂x1

∂y2
∂x2

)

= a

(
1 0
0 1

)
+ b

(
0 −1
1 0

)
=

(
a −b
b a

)
,

lo que implica las siguientes igualdades{
∂y1
∂x1

= ∂y2
∂x2

∂y1
∂x2

= − ∂y2
∂x1

,

de aqúı observamos que el sistema de ecuaciones son las de Cauchy-Riemann.

Lema 3.3.2 Si A es una álgebra conmutativa asociativa lineal de orden n con una identidad sobre K,
entonces una condición necesaria para que η =

∑n
i=1 yiβi, sea anaĺıtica es que las componentes de η

satisfacen un sistema de ecuaciones diferenciales linealmente independientes
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n∑
i,j=1

dkij
∂yi
∂xj

= 0 (k = 1, 2, . . . , (n2 − n)), (3.3.4)

donde los dkij son constantes en K dependiendo sólo de las constantes de multiplicación cikj de la
álgebra, y tal que

c

n∑
i=1

dkii = 0 (k = 1, 2, . . . , (n2 − n)). (3.3.5)

Por la definición de derivada la ecuación matricial tenemos.

u1R1 + u2R2 + · · ·+ unRn =

(
∂yr
∂xs

)
, (3.3.6)

dadas n2 ecuaciones en las n incógnitas, con coeficientes entre el conjunto cijk. De cualquier n de las
ecuaciones 3.3.6 para las cuales el determinante no es cero, podemos resolver los ui, y la sustitución
en las ecuaciones restantes lleva a n2 − n ecuaciones de la forma (3.3.4).

Ejemplo 3.3.3 Sea A una álgebra conmutativa asociativa lineal de orden n = 2 con identidad e y una
base β = {β1, β2}, por verificar que η =

∑2
i=1 yiβi = 0 es anaĺıtica.

Sabemos que las componentes de
∑n

i,j=1 dkij
∂yi
∂xj

= 0 tiene que satisfacer las ecuaciones diferenciales

linealmente independientes, entonces de la matriz Jacobiana tenemos que igualarla con las matrices de
primera representación fundamental

J(x1,x2) =

(
∂y1
∂x1

∂y1
∂x2

∂y2
∂x1

∂y2
∂x2

)

= u1

(
c111 c121
c112 c122

)
+ u2

(
c211 c221
c212 c222

)
,

lo que nos lleva al siguiente sistema de ecuaciones
∂y1
∂x1

= u1c111 + u2c211
∂y1
∂x2

= u1c121 + u2c221
∂y2
∂x1

= u1c112 + u2c212
∂y2
∂x2

= u1c122 + u2c222

, (3.3.7)

de la primera ecuación de 3.3.7 despejamos a u1 =
∂y1
∂x1
−c211u2
c111

y la sustituimos en las 3 ecuaciones
restantes obtenemos el nuevo conjunto de ecuaciones

∂y1
∂x2

=

(
∂y1
∂x1
−c211u2
c111

)
c121 + u2c221

∂y2
∂x1

=

(
∂y1
∂x1
−c211u2
c111

)
c112 + u2c212

∂y2
∂x2

=

(
∂y1
∂x1
−c211u2
c111

)
c122 + u2c222

, (3.3.8)
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hacemos lo mismo para este nuevo sistema de ecuaciones despejamos a u2 y la sustituimos en las

ecuaciones restantes y obtenemos que u2 =
c111

∂y1
∂x2
−c121 ∂y1

∂x1

c111c221−c121c211

∂y2
∂x1

=


∂y1
∂x1
−c211

 c111
∂y1
∂x2

−c121
∂y1
∂x1

c111c221−c121c211


c111

 c112 +

(
c111

∂y1
∂x2
−c121 ∂y1

∂x1

c111c221−c121c211

)
c212

∂y2
∂x2

=


∂y1
∂x1
−c211

 c111
∂y1
∂x2

−c121
∂y1
∂x1

c111c221−c121c211


c111

 c122 +

(
c111

∂y1
∂x2
−c121 ∂y1

∂x1

c111c221−c121c211

)
c222

, (3.3.9)

al hacer los cálculos correspondientes obtenemos los coeficientes de η,

2∑
i,j=1

dkij
∂yi
∂xj

=
c121c211 − c111c221
c121c211 − c111c221

∂y1
∂x1

c121c212 − c112c221 − c122c221 + c121c222
c121c211 − c111c221

∂y1
∂x2

+
c112c211 + c122c211 − c111c212 − c111c222

c121c211 − c111c221
∂y2
∂x1

+
−c121c211 + c111c221
c121c211 − c111c221

∂y2
∂x2

,

además observamos que

2∑
i=1

dkii =
c121c211 − c111c221
c121c211 − c111c221

+
−c121c211 + c111c221
c121c211 − c111c221

= 0,

por lo que concluimos que η es invariante.

3.4. Cambio de base

Sea β = {β1, β2, . . . , βn} y β′ = {β′1, β′2, . . . , β′n} dos bases en K entonces

βi =
n∑
j=1

tijβ
′
j, tij ∈ K (i = 1, 2, . . . , n), (3.4.1)

tenemos x′j =
∑n

i=1 tijxi y y′j =
∑n

i=1 tijyi. Por lo tanto

n∑
i,j=1

dkij
∂yi
∂xj

=
n∑

u,v=1

d′kuv
∂y′u
∂x′v

.

Sea Dk = (dkrs) y D′k = (d′krs); entonces

D′k = T−1DkT, (3.4.2)
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donde T = (trs). Dado que la traza de una matriz es invariante en la transformación de similitud,
vemos que

∑n
i=1 dkii es invariante bajo cambio de base de la álgebra A.

Wagner [27], demostró de la ec 3.3.3 que si βi es la identidad, se pueden escribir las ecuaciones
diferenciales generalizadas de Cauchy-Riemann.

−∂yr
∂xs

+
n∑
i=1

cisr
∂yi
∂x1

= 0 (r, s = 1, 2, . . . , n). (3.4.3)

Dado que βi es la identidad, clsr = δsr (Kronecker δ). Para s = 1 obtenemos n ecuaciones

−∂yr
∂x1

+
n∑
i=1

c11r
∂yi
∂x1

= 0 (r = 1, 2, . . . , n),

que son idénticamente cero. Las n2 − n ecuaciones restantes están en la forma (3.3.4). Si, en (3.4.3),
r = s 6= 1 obtenemos

−∂ys
∂xs

+
∂y1
∂x1

+
n∑
i=2

ciss
∂yi
∂x1

,

porque c1ss = 1, por lo tanto,
∑n

i=1 dkii = −1 + 1 = 0. Si r 6= s, s 6= 1, c1sr = 0 y las ecuaciones se
reducen a

−∂yr
∂xs

+
n∑
i=2

cisr
∂yi
∂x1

= 0,

de modo que dkii = 0 por cada i. De ah́ı que en cada caso tengamos

n∑
i=1

dkii = 0, (3.4.4)

y el lema está probado.

Teorema 3.4.1 Si Ai = (aisr) (i = 1, 2, . . . , n) es un conjunto de matrices M(n,K) tal que

AiAj = AjAi (i, j = 1, 2, . . . , n), (3.4.5)

y si hay una p tal que

aipr = δir (i, r = 1, 2, . . . , n), (3.4.6)

entonces

AiAj =
n∑
t=1

aijtAt (i, j = 1, 2, . . . , n), (3.4.7)

y la Ai forma una base para una álgebra lineal, conmutativa, asociativa de orden n sobre K con un
elemento de identidad.
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Por (3.4.6) el elemento de la fila uth y la columna pth de AiAj es

n∑
t=1

aituajpt =
n∑
t=1

aituδjt = aiju.

Por cambio de notación obtenemos el elemento de la fila uth y la columna pth de AjAi, para ser ajiu.
Aśı tenemos que

aiju = ajiu (i, j, u = 1, 2, . . . , n). (3.4.8)

Otra forma de (3.4.5) es

n∑
t=1

aituajvt =
n∑
t=1

ajtuaivt. (3.4.9)

Aśı tenemos

AiAj =

(
n∑
t=1

aitrajst

)
=

(
n∑
t=1

ajtraist

)
(por (3.4.9))

=

(
n∑
t=1

ajtrasit

)
(por (3.4.8))

=

(
n∑
t=1

astrajit

)
(por (3.4.9))

=

(
n∑
t=1

atsraijt

)
(por (3.4.8))

=
n∑
t=1

aijtAt.

De (3.4.6) vemos que Ai es linealmente independiente con respecto a K. Las ecuaciones (3.4.6) y
(3.4.8) muestran que Ap = I. Por lo tanto, Ai forma una base para una álgebra A cuyas constantes de
multiplicación son cijk = aijk, por lo que Ri = Ai.

Sea

fk ≡
n∑

i,j=1

dkij
∂yi
∂xj

(k = 1, 2, . . . , (n2 − n)), (3.4.10)

de modo que los dkij están en un campo K y los fk son linealmente independientes con respecto a K.
Si hay un p tal que sea posible resolver para cada ∂yi/∂xj en el sistema

n∑
i,j=1

dkij
∂yi
∂xj

= 0 (k = 1, 2, . . . , (n2 − n)), (3.4.11)

como una función lineal de ∂y1/∂xp, ∂y2/∂xp, . . . , ∂yn/∂xp, entonces la ecuación 3.4.11 se puede rees-
cribir en forma de matriz(

∂yr
∂xs

)
=

(
n∑
t=1

atsr
∂yt
∂xp

)
=

n∑
t=1

(atsr)
∂yt
∂xp

=
n∑
t=1

At
∂yt
∂xp

, (3.4.12)
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por adjunción de las n identidades tenemos

∂yi
∂xp

=
∂yi
∂xp

(i = 1, 2, . . . , n).

Teorema 3.4.2 Supongamos que el sistema de ecuaciones diferenciales (3.4.11) tiene la propiedad de
que para un entero fijo p, implica el conjunto (3.4.12). Supongamos además que las matrices Ai = (aisr,
i = 1, 2, . . . , n, son conmutativas y

n∑
i=1

dkii = 0 (k = 1, 2, . . . , (n2 − n)). (3.4.13)

Entonces es una álgebra asociativa conmutativa, única y determinada, sobre K, para la cual (3.4.11)
es un conjunto de ecuaciones diferenciales generalizadas de Cauchy Riemann (en el sentido del lema).

Para n = 2 tenemos el

Corolario 3.4.1 Una condición necesaria y suficiente para que las ecuaciones linealmente indepen-
dientes

2∑
i,j=1

dkij
∂yi
∂xj

= 0 (k = 1, 2), (3.4.14)

determinar una álgebra A para el cual (3.4.14) es un conjunto de ecuaciones diferenciales de Cauchy-
Riemann generalizadas es que

dk11 + dk22 = 0 (k = 1, 2), (3.4.15)

La necesidad de (3.4.15) se desprende del lema.
Como (3.4.15) se mantiene y la matriz de los coeficientes de (3.4.14) es de rango 2, (3.4.14) puede
ponerse en forma (3.4.12). Por lo tanto, A1 = I y además es conmutativo con A2 o A2 = I y es
conmutativo con A1. En consecuencia, el corolario se desprende del teorema 3.4.2.
Ketchum ([25], pp. 646 y 653) demostró que cada solución y1, y2, . . . , yn de las ecuaciones diferenciales
generalizadas de Cauchy-Riemann para una álgebra conmutativa se puede expresar en la forma

η =
n∑
i=1

yiβi =
n∑
j=0

ajξ
j,

donde ξ =
∑n

i=1 xiβi. Por lo tanto, si las ecuaciones (3.3.1) determinan una álgebra, las soluciones de
las ecuaciones se pueden obtener mediante el uso de series de potencias en la álgebra.
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Caṕıtulo 4

El método de algebrización para ecuaciones
diferenciales autónomas

A lo largo de este caṕıtulo, K representará un campo, generalmente el campo real R o el complejo
C. Consideremos la ecuación diferencial ordinaria autónoma.

dx

dt
= f(x), x ∈ Ω ⊂ Kn, t ∈ R, (4.0.1)

teniendo f : Ω ⊂ Kn → Kn ciertas condiciones de regularidad.
En este caṕıtulo, como primer paso para obtener una solución para,(4.0.1), notamos que si a Kn

se le puede dar la estructura determinada de una álgebra A, es posible reducir este sistema a una sola
ecuación diferencial autónoma

dζ

dt
= g̃(ζ), ζ ∈ Ω′ ⊂ A, t ∈ R, (4.0.2)

siendo g̃ una función A-diferenciable con respecto a la variable ζ en la álgebra A.

Una vez hecho ésto, procedemos a mostrar que es posible resolver (4.0.2) extendiendo una técnica
geométrica introducida en [2] y [3], en el contexto de campos de vectores anaĺıticos complejos relacio-
nados con campos de vectores de Newton, que se estudian por primera vez en [31]. Esta técnica se basa
en la construcción de dos funciones, que son, respectivamente, constantes y lineales en las trayectorias
que son las soluciones de (4.0.2).

El caṕıtulo está organizado de la siguiente manera: En la Sección 4.1 se presentan las álgebras en cues-
tión, en particular, introducimos la noción de álgebra A sobre K normada, asociativa y conmutativa,
mostrando en la Sección 4.1.1 que éstas tienen una primera representación fundamental en la Álgebra
de Matrices n × n sobre K, M(n,K). Además, en la Sección 4.1.2 se definen las álgebras normales y
se construyen sus correspondientes productos tensoriales. Este es un material estándar que se puede
encontrar en [10], [12] y [35].

En la Sección 4.2 damos la definición de A-diferenciabilidad, y procedemos a mostrar que si la familia
de matrices {Jf(x) : x ∈ Ω} es linealmente equivalente a un subconjunto de una álgebra B en M(n,K),
es decir, la imagen de la primera representación fundamental de una álgebra A con respecto a la base
canónica de Kn, es decir, B = R(A), entonces de hecho f es A-diferenciable en Ω. El problema de
determinar si un mapeo f : Ω ∈ Kn → Kn es A-diferenciable para algúna álgebra A se trata indirecta-
mente en [18], donde las condiciones que se dan aseguran la existencia de una álgebra A, de modo que
el conjunto de relaciones son las ecuaciones de Cauchy-Riemann generalizadas para A, (en [18], [27])
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se muestra que estas ecuaciones dan un criterio para la diferenciabilidad de A). Además [25] considera
el caso cuando K = C, donde demuestra que cada mapeo anaĺıtico f (en el sentido habitual) que es
A-diferenciable tiene una expansión en series de potencias (ver [25], pp. 646 y 653).

En la Sección 4.3 mostramos que para las álgebras normales es posible expresar la función f(x) en
términos de una sola variable ζ en la álgebra, y por lo tanto hay una función g̃(ζ) que representa f(x).
La analoǵıa es el álgebra de los números complejos, donde z = x + iy es la variable y las funciones
A-diferenciables son las funciones anaĺıticas. También mostramos que hay un operador diferenciable
∂/∂ζ que tiene la propiedad de que ∂g̃ = g̃′, donde g̃′ es la derivada de Lorch de g̃ (ver [12]), por lo
tanto, proporciona un marco para el cálculo habitual de una variable.

En la Sección 4.4, comenzamos mostrando que en este contexto la ecuación diferencial (4.0.1) toma la
forma

dζ

dt
= g̃(ζ), ζ ∈ Ω′\S ⊂ A, t ∈ R, (4.0.3)

siendo g̃ una función A-diferenciable con respecto a la variable ζ en la álgebra A, y S es un determinado
conjunto singular, donde las soluciones no están definidas.

Luego procedemos a mostrar que la técnica geométrica, introducida en [2] y [3], de encontrar dos
funciones h1 y h2 que son constantes y lineales en las trayectorias ζ(t) que son soluciones de la ecuación
diferencial, puede extenderse al caso de (4.0.3). Terminamos la sección y el caṕıtulo con un ejemplo.

4.1. Álgebras

Introducimos K-álgebra (ver por ejemplo [10]).

Definición 4.1.1 Una A-álgebra (o álgebras sobre K) es un espacio A finito dimencional K-lineal en
el que se define un mapeo bilineal A × A → A que es asociativo y conmutativo, y hay un elemento
unitario e = eA en A que satisface ex = xe = x para todo ∀x ∈ A.

Un elemento a ∈ A se llama regular si existe un elemento único en A denotado por a−1 ∈ A
llamado inverso de a tal que a−1a = aa−1 = e. Un elemento a ∈ A que no es regular se llama singular.
Si a, b ∈ A y b es regular, el cociente a/b significará ab−1.

4.1.1. Álgebras y sus representaciones fundamentales

Definimos la primera representación fundamental. Si B = {β1, . . . , βn} es una base ordenada de
una álgebra A, el producto entre los elementos de B está dado por

βiβj =
n∑
k=1

cijkβk, (4.1.1)

donde cijk ∈ K para i, j, k ∈ {1, 2, . . . , n} se llaman las constantes de estructura de A. La primera
representación fundamental de A asociada a B es el isomorfismo R : A→M(n,K) definido por

R(x1β1 + x2β2 + · · ·+ xnβn) = x1R1 + x2R2 + · · ·+ xnRn, (4.1.2)
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Donde Ri es la matriz cuya entrada (j, k) es cijk para i = 1, 2, . . . , n. La conmutatividad y la asociati-
vidad de A son equivalentes a las identidades

(1) cijk = cjik, para todo i, j, k ∈ {1, 2, . . . , n} y

(2)
∑

l cijlclks =
∑

l cjklcils, para todo i, j, k, s ∈ {1, 2, . . . , n},
respectivamente.

Usando R asignamos a A la norma inducida por la norma del operador en M(n,K) (ver [10]). De
esta manera, cada álgebra es una álgebra normalizada, es decir, existe una norma ‖ · ‖ : A → R que
satisface ‖xy‖ ≤ ‖x‖‖y‖ para todo x, y ∈ A y ‖e‖ = 1.

Ejemplo Sea A el espacio lineal R3 con el producto entre los elementos de la base estándar B =
{e1, e2, e3} dada en la siguiente tabla:

e1 e2 e3
e1 e1 e2 e3
e2 e2 −2e1 + 2e2 + e3 −e1 + e2 + e3
e3 e3 −e1 + e2 + e3 −e1 + 2e3

(4.1.3)

que se extiende al producto en R3 dado por

(x, y, z)(u, v, w) = (e1x, e2y, e3z)(e1u, e2v, e3w)

= xue1e1 + xve1e2 + xwe1e3 + yue1e2 + yve2e2

+ ywe2e3 + zue1e3 + zve2e3 + xwe3e3

= (xu− 2yv − yw − zv − zw)e1

+ (xv − yu− zyv − yw + zv)e2

+ (zw + zu+ yv + yw + zv + zw)e3.

(4.1.4)

El producto entre los elementos de B define las constantes de estructura cijk para i, j, k ∈ {1, 2, 3}.
Entonces, R3 con el producto dado es una álgebra A.

4.1.2. Álgebras normales y sus productos tensoriales

Sean B1, B2, . . . , Bl matrices con Bi ∈M(ki,K), cada Bi uno de los siguientes cuatro tipos:

(r),


s 0 0 · · · 0
1 s 0 0
0 1 s 0
...

. . .

0 0 0 · · · s

 ,

(
a −b
b a

)
,


C 0 0 · · · 0
I2 C 0 0
0 I2 C 0
...

. . .

0 0 0 · · · C

 , (4.1.5)

donde

c =

(
u −v
v u

)
, I2 =

(
1 0
0 1

)
, (4.1.6)

r, s, a, b, u, v ∈ K y k1 + · · ·+ kl = n. En este caso diremos que la matriz B dada por

B =


B1 0 · · · 0
0 B2 0
...

. . .

0 0 · · · Bl

 , (4.1.7)
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está en su forma normal. Asociaremos a B una álgebra de matrices M(n,K) que contiene B y usaremos
la siguiente nomenclatura: El primer bloque se llamará bloque simple real, el segundo se llama bloque
de Jordan real, el tercer bloque se conoce como complejo simple y el cuarto bloque recibe el nombre
de Jordan complejo.

Para i = 1, 2, · · · , l, sean σi : M(ki,K) → M(n,K) las secciones lineales definidas sustituyendo la
matriz M ∈ M(ki,K) en el bloque Bi de la matriz B, y tomando las otras entradas como cero. El
bloque de Jordan real se puede escribir de la siguiente manera Bi = aiDi+Ni, donde Di es la identidad
y Ni es una matriz nilpotente de orden ki. El bloque complejo simple se puede escribir en la forma
Bi = aiDi + biJi, donde Di es una matriz diagonal y Ji es una matriz con J2

i = −Di. Los bloques
complejos de Jordan pueden escribirse en la forma Bi = aiDi + bjJi + Ni, donde Di es la identidad y
Ji es una matriz con J2

i = −Di y Ni es una matriz nilpotente de orden ki/2.
Definimos las matrices {βi,j : 1 ≤ i ≤ l, 1 ≤ j ≤ ki} cuyas entradas están en el bloque Bi de la

siguiente manera:

(i) Si Bi es un bloque simple real, βi,1 := σi(1) en este caso ki = 1.

(ii) Si Bi es un bloque de Jordan real, βi,1 := σi(Di) y βi,j := σi(N
j−1
i ) para j = 2, . . . , ki.

(iii) Si Bi es un bloque simple complejo, βi,1 := σi(Di) y βi,2 := σi(Ji).

(iv) Si Bi es un bloque de Jordan complejo, βi,1 := σi(Di), βi,2 := σi(Ji), βi,2j−1 := σi(N
2j−1
i ), y

βi,2j := βi,2σi(N
2j−1
i ) para j = 2, . . . , ki/2.

Observe que el producto de las matrices βi1,j1 y βi2,j2 es la matriz cero si i1 6= i2. Los productos de βi,j1
y βi,j2 para i = 1, . . . , l son los siguientes:

(i) Si βi es un bloque simple real, βi,1βi,1 = βi,1.

(ii) Si βi es un bloque de Jordan real, entonces

βi,1 βi,j1
βi,1 βi,1 βi,j1
βi,j2 βi,j1 βi,j1+j2

(4.1.8)

para 2 ≤ j1, j2 ≤ ki, donde βi,j1 = 0 con j1 ≥ ki + 1.

(iii) Si Bi es un bloque simple complejo, entonces

βi,1 βi,2
βi,1 βi,1 βi,2
βi,2 βi,2 −βi,1

(4.1.9)

((iv) Si Bi es un bloque de Jordan complejo, entonces

βi,1 βi,2 βi,2j1−1 βi,2j1
βi,1 βi,1 βi,2 βi,2j1−1 βi,2j1
βi,2 βi,2 −βi,1 βi,2j1 −βi,2j1−1

βi,2j2−1 βi,2j1−1 βi,2j2 βi,2(j1+j2−1)−1 βi,2(j−1+j2−1)
βi,2j2 βi,2j1 −βi,2j2−1 βi,2(j1+j2−1) −βi,2(j1+j2−1)−1

, (4.1.10)

para 2 ≤ j1, j2 ≤ ki/2, donde βi,j = 0 con j ≥ 2ki + 1.
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La conmutatividad de los elementos en el conjunto

B = {β1,1, . . . , β1,k1 , . . . , βl,1, . . . , βl,kl}, (4.1.11)

con respecto al producto de la matriz, se desprende del conocido resultado. Para una forma canónica
de Jordan D +N , la matriz diagonal D conmuta con la matriz nilpotente N .

Además, el espacio K-lineal abarcado por B es una K-álgebra, como se afirma en la siguiente
proposición.

Proposición 4.1.1 El conjunto B = {β1,1, . . . , β1,k1 , . . . , βl,1, . . . , βl,kl} es una base para un espacio
lineal n-dimensional que es una álgebra A con respecto al producto matricial, y su primera represen-
tación fundamental R con respecto a B es el isomorfismo de identidad.

Prueba.
Sea R la primera representación fundamental de A asociada a B. Como la álgebra A es generada por
βi,1, βi,2 (considerado solo cuando esto existe, es decir, ki ≥ 2), y βi,3 (considerado solo en el caso
en que Bi es un bloque de Jordan complejo), para probar que R es la identidad, solo necesitamos
probar que R(βi,j) = βi,j, pero para estos tres casos la igualdad es trivial. Entonces, R es la identidad
isomorfismo. �

Definición 4.1.2 Dada una matriz B ∈M(n,K) en su forma normal, a la álgebra en M(n,K), como
se construyó anteriormente, la llamaremos una álgebra K-normal (que contiene B).

Definición 4.1.3 Dos álgebras matriciales A1 y A2 en M(n,K) son linealmente equivalentes si existe
una matriz invertible de B ∈M(n,K) tal que A1 = {BAB−1 : A ∈ A2}.

Para la prueba del siguiente resultado, ver [29].

Proposición 4.1.2 Sean A y B álgebras. Existe un producto en A⊗ B satisfaciendo

(a1 ⊗ b1)(a2 ⊗ b2) = a1a2 ⊗ b1b2, (4.1.12)

donde a1a2 y b1b2 denotan el producto en A y B, respectivamente. El producto es asociativo y eA⊗eB =
eA⊗B.
Por lo tanto, el producto tensorial finito de álgebras es una álgebra.

Definición 4.1.4 La complejización de una R-álgebra A es la C-álgebra A ⊗ B. Llamemos a una
álgebra que es la complejización de una álgebra R-normal a una C-álgebra normal.

Como de costumbre, si el contexto es claro, quitaremos el C del nombre y se referirá a la álgebra
C-normal simplemente como una álgebra normal. La siguiente proposición y su corolario se derivan de
un cálculo directo.

Proposición 4.1.3 Sean A y B álgebras matriciales p- y q-dimensionales en M(n,K) y M(m,K),
respectivamente, y sea P ∈M(n,K) y Q ∈M(m,K) matrices invertibles. Entonces, se tiene

PAP−1 ⊗QBQ−1 = [P ⊗Q][A⊗ B][P ⊗Q]−1 (4.1.13)
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Corolario 4.1.1 El producto tensorial de las álgebras matriciales es linealmente equivalente a las álge-
bras normales, y son álgebras linealmente equivalentes al producto tensorial de las álgebras normales.

Entonces, por el Corolario 4.1.1, las álgebras linealmente equivalentes al producto tensorial de las
álgebras normales, son cerradas bajo el producto tensorial.

El siguiente resultado muestra que la primera representación fundamental, con respecto a una base
apropiada de un producto tensorial de las álgebras normales, es la inclusión de la álgebra en el espacio
de matriz correspondiente.

Proposición 4.1.4 Sean A y B K-álgebras p- y q-dimensionales, y sean R1 : A → M(p,K) y R2 :
B → M(q,K) las primeras representaciones fundamentales asociadas a la base A = {α1, . . . , αp} y
B = {β1, . . . , βq}, respectivamente. Entonces, R : A ⊗ B → M(pq,K) definido por R = R1 ⊗ R2 es la
primera representación fundamental de A⊗ B asociada a la base {αi ⊗ βj : 1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ q}.

Prueba.
Sea {α1, . . . , αp} base de A y {β1, . . . , βq} base de B. Usamos las notaciones Ci y Gj para las matrices
R1(αi) y R2(βj), respectivamente, para 1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ q. El conjunto

{αi ⊗ βj : 1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ q}, (4.1.14)

es una base para A⊗ B (ver [29]). Para encontrar las constantes de estructura de A⊗ B tomamos los
productos

[αi ⊗ βl][αj ⊗ βs] = αiαj ⊗ βlβs

=

(
p∑

k=1

cijkαk

)
⊗

(
q∑
t=1

dlstβt

)

=

p∑
k=1

q∑
t=1

cijkdlst(αk ⊗ βt),

(4.1.15)

de donde obtenemos una primera representación fundamental R de A ⊗ B, donde R(αi ⊗ βl) es la
matriz Hil, cuya entrada (kl, js) viene dada por hil,kt,js := cijkdlst, donde cijk y dlst son las entradas
(k, j) y (t, s) de Ci y Gl para 1 ≤ i ≤ p y 1 ≤ l ≤ q, respectivamente.
Por otro lado tenemos que R1(αi)⊗ R2(βl) = Ci ⊗Gl. Además, el producto tensorial de Ci y Gl está
dado por

Ci ⊗Gl =



ci11

di11 di21 · · · diq1
...
di1q di2q · · · diqq

 · · · cip1

di11 di21 · · · diq1
...
di1q di2q · · · diqq


...

ci1p

di11 di21 · · · diq1
...
di1q di2q · · · diqq

 · · · cipp

di11 di21 · · · diq1
...
di1q di2q · · · diqq




, (4.1.16)
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de la que vemos que en la posición (kt, js) aparece el elemento cijkdlst. En consecuencia, tenemos las
igualdades de matrices Hil = Ci ⊗Gl, para 1 ≤ i, l ≤ n. Por lo tanto, R = R1 ⊗R2. �

Corolario 4.1.2 Si A es una álgebra matricial en M(n,K) que es un producto tensorial de álgebras
K-normales, entonces existe una base B de A en la cual la primera representación fundamental co-
rrespondiente R : A → M(n,K) es el isomorfismo de identidad, es decir, R(x) = x para todo x ∈ A.

Prueba.
Tenemos que A = B1 ⊗ · · · ⊗ Bm, donde Bi es una álgebra K-normal para cada i ∈ {1, . . . ,m}.
Obviamente, para cada {1, . . . ,m} podemos considerar una base para Bi como la que se da en la
Proposición 4.1.1, y al tomar los correspondientes productos tensoriales de estas bases obtenemos
una base B para cada A. Por las Proposiciones 4.1.1 y 4.1.4 tenemos que la primera representación
fundamental de A asociada a B es la identidad. �

4.2. Diferenciabilidad en álgebras.

En un art́ıculo publicado en 1893, Sheffers sentó las bases de una teoŕıa de las funciones anaĺıticas
sobre álgebras, (ver [18], [25] y las referencias que contiene).

Diferenciabilidad en álgebras es un concepto más fuerte que la usual diferenciabilidad sobre Kn. Si
f : U ⊂ Kn → Kn es un mapeo diferenciable en el conjunto abierto U , denotado por Jf(x) para la
matriz Jacobiana en el punto x, en la base estándar de Kn. También usamos la notación JBf(x) para
la matriz Jacobiana en el punto x de f con respecto a la base B.

La siguiente definición fue introducida en [12].

Definición 4.2.1 Sea A una álgebra y sea f : Ω ⊂ A → A un mapeo definido en el conjunto abierto
Ω. Decimos que f es A-diferenciable en x0 ∈ A si existe un elemento f ′(x0) ∈ A, la cual la llamaremos
la A-derivada de f en x0, satisfaciendo

ĺım
h→0

‖f(x0 + h)− f(x0)− f ′(x0)h‖
‖h‖

= 0, (4.2.1)

donde f ′(x0)h denota el producto en A de f ′(x0) con h. Si f es A-diferenciable en todos los puntos de
Ω , decimos que f es A-diferenciable en Ω y llamamos al mapeo f ′ asignando f ′(x) al punto x ∈ Ω la
A-derivada de f , o la derivada de Lorch de f .

De ello se deduce (ver, por ejemplo, [12] [18], [25] y [27]) que un mapeo f : Ω ⊂ A → A es A-
diferenciable en x0 śı y solo si JBf(x0) ∈ R(A) y es continuo como una función de x0, donde B :=
{e1, . . . , en} es una base de A y R : A → M(n,K) es la primera representación fundamental de la
álgebra A asociada a B.

De hecho, en este caso, JBf(x) es la imagen de f ′(x) bajo el mapeo R, es decir, si f es A-
diferenciable, entonces

JBf(x) =
n∑
i=1

ui(x)Ri, (4.2.2)

donde Ri = R(ei) y ui : Ω→ A para i = 1, 2, . . . , n.
Si Ω′ := R(Ω), B := R(A), y g : Ω′ ⊂ B→ B es definida por

g(y) = R ◦ f ◦R−1(y), (4.2.3)
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entonces g es B-diferenciable y su diferencial en y es dado por g′ = Σn
i=1ui(R

−1(y))Ri, por lo tanto,
la relación entre la matriz jacobiana de f y el B-diferencial de g es JBf(x) = g′(R(x)). La ecuación
matricial (4.2.2) es equivalente a las ecuaciones n2

∂fi
∂xj

=
n∑
l=1

ulclji, (4.2.4)

para todo i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Usando (4.2.4) y la asociatividad de la álgebra, podemos obtener

n∑
i=1

ciks
∂fi
∂xj

=
n∑
i=1

cijs
∂fi
∂xk

, (4.2.5)

apareciendo en ([25], p. 646).

Observación 4.2.1 Cabe señalar que, en el contexto de las álgebras, las ecuaciones (4.2.5) desem-
peñan el mismo papel que las ecuaciones de Cauchy-Riemann en el caso de una variable compleja y,
por lo tanto, sirven como criterio para el análisis, ver ([18], [23], [27], [28] y [30]).

Supongamos que consideramos la base A = {α1, . . . , αn} de A, donde αi =
∑n

j=1 sjiej para i =

1, . . . , n, sji ∈ K, puede ser probado que JA f = S−1(Jf)S, donde S = (sij, si denotamos por Si la
imagen de αi bajo la primera representación fundamental de A asociada a A , tenemos para i =, . . . , n,
que Si = S−1(

∑n
j=1 sjiRj)S.

Observación 4.2.2 Para la diferenciación de álgebras, las propiedades usuales de la diferenciación de
funciones de Rn a Rm siguen siendo ciertas. Además, las reglas habituales de diferenciación de funcio-
nes de una variable se satisfacen en el caso de las álgebras, por lo tanto, las funciones polinomiales, las
funciones racionales y las expresadas por medio de series de potencias convergentes como las funciones
exponenciales, trigonométricas y otras funciones habituales son diferenciables en álgebras.

El siguiente teorema da condiciones que aseguran la existencia de una álgebra A en el que f es A-
diferenciable.

Teorema 4.2.1 Sea f : Ω ⊂ Kn → Kn un mapeo C1 definido en el conjunto abierto Ω. f es A-
diferenciable para una álgebra A śı y solo si el conjunto de matrices

{Jf(x) : x ∈ Ω}, (4.2.6)

es un subconjunto de una álgebra B que es linealmente equivalente a una álgebra T que es un producto
de tensor finito de álgebras normales en M(n,K). Además, A es un espacio K-lineal Kn y tiene una
base B tal que la imagen de la primera representación fundamental de A asociada a B es R(A) = T.

Prueba.
Sea A = {α1, . . . , αn} una base para T como se indica en el Corolario 4.1.2. Entonces B = Bα1B

−1, . . . , BαnB
−1

es una base para B, donde B es una matriz tal que B = BTB−1. Debido a que Jf(x) ∈ B para cada
x ∈ Ω, tenemos Jf(x) =

∑n
i=1 ui(x)βi, donde ui : Ω → K son funciones y βi = BαiB

−1. Ahora
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considere la base G = {γ1, . . . , γn} de Kn definida por γi =
∑n

j=1 bjiej, donde B = (bij) y {e1, . . . , en}
es la base estándar de Kn. Entonces, tenemos que JGf = B−1(Jf)B. Aśı,

JGf(x) = B−1

(
n∑
i=1

ui(x)βi

)
B = B−1

(
n∑
i=1

ui(x)(BαiB
−1)

)
B

=
n∑
i=1

ui(x)αi,

(4.2.7)

en otras palabras, JGf(x) ∈ T, lo que significa que si definimos un producto entre los elementos de G
utilizando las constantes de la estructura de los productos de los elementos de H , tenemos que Kn

es una álgebra A tal que su primera representación fundamental asociado a G es dado por R(γi) = αi
para i = 1, . . . , n. Por lo tanto f es A-diferenciable. �

4.3. Reducción a una variable en la álgebra

A veces, f = (f1, . . . , fn) : Ω ⊂ Kn → Kn puede expresarse como una función de una variable
ζ =

∑n
i=i xiei de una álgebra A, cuya imagen en la primera representación fundamental es el producto

tensorial de las álgebras normales (como en las secciones anteriores). En esta sección mostramos algunas
condiciones necesarias para que esto sea cierto y también permitimos la expresión de f en términos de
ζ.

Proposición 4.3.1 Con la misma hipótesis que el teorema 4.2.1, existe una base D = {δ1, . . . , δn} de
elementos invertibles de la álgebra A, de manera que el siguiente diagrama conmuta

Ω ⊂ Kn

A
��

f
// Kn

A
��

Ω′ ⊂ A g̃
// A

,

(4.3.1)

donde A es la matriz asociada al cambio de base E → D , donde E = {e1, . . . , en} es la base canónica
de Kn.

. Por un cambio de base se tiene el siguiente diagrama conmutativo.

Ω ⊂ Kn

B
��

f
// Kn

B
��

Ω′′ ⊂ A g
// A

,

(4.3.2)

donde B es la matriz asociada al cambio de base de E a B, que se utilizó en el teorema anterior, y
g = B ◦ f ◦ B−1. Ahora considere una base D = {δ1, . . . , δn} de elementos regulares de A, donde sin
pérdida de generalidad δ1 = e. Entonces, si A es la matriz asociada al cambio de base de E a D , vamos
a g̃ = A ◦ f ◦ A−1. Tenga en cuenta que el dominio de g̃ es Ω′ = A(Ω). �

Teorema 4.3.1 Sea f : Ω ⊂ Kn → Kn un mapeo A-diferenciable sobre una álgebra A con primera
representación fundamental R(A), entonces g̃ = A ◦ f ◦A−1 puede ser expresada en una sola variable
ζ =

∑n
j=1 yjδj, para alguna base regular D = {δ1, . . . , δn}. Además, hay un operador diferencial parcial

∂/∂ζ tal que g̃′(ζ) = (∂g̃/∂ζ)(ζ).
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Prueba.
Por Proposición 4.3.1 hay una base D = {δ1, . . . , δn} de elementos regulares en la álgebra A, con
δ1 = e, sin perdida de generalidad podemos asumir que ‖δi‖ = 1. Introduciendo la variable ζen la base
D como ζ =

∑n
i=1 yiδi =

∑n
i=1 xiei, entonces tenemos f(x1, . . . , xn) = g̃(ζ), con g̃ = A◦f ◦A−1, donde

A es la matriz asociada al cambio de base E a D .
denotada por ζk el k-conjugado de ζ relacionado a D , la cual es definida para k = 2, . . . , n por

ζk = y1δ1 − ykδk +
n∑
j=2
j 6=k

yiδi

= −ykδk +
n∑
j=1
j 6=k

yiδi

= ζ − 2ykδk.

(4.3.3)

entonces tenemos

yke =
ζ − ζk

2
δ−1k , para k = 2, . . . , n, (4.3.4)

y ya que

y1δ1 = ζ −
n∑
j=2

yjδj = ζ −
n∑
j=2

ζ − ζj
2

, (4.3.5)

entonces,

y1e =
1

2

(
(3− n)ζ +

n∑
j=2

ζj

)
δ−11 . (4.3.6)

Además se pueden definir los operadores diferenciales

∂

∂ζk
=

1

n

n∑
j=1

δ−1j
∂

∂yj
, (4.3.7)

∂

∂ζk
=

1

2

{
δ−11

∂

∂y1
− δ−1k

∂

∂yk

}
, para k = 2, . . . , n, (4.3.8)

lo que satisface

∂ζ

∂ζ
= 1

∂ζk
∂ζ

=
n− 2

n
para k = 2, . . . , n,

∂ζk

∂ζk
= 1

∂ζ

∂ζk
=
∂ζj

∂ζk
= 0 para k = 2, . . . , n, k 6= j.

(4.3.9)

Si f es A-diferenciable, g̃ también es A-diferenciable, por lo tanto

g̃′(ζ) =
dg̃

dt
(ζ + tδk)

∣∣
t=0

=
dg̃

dt
(ζ + tδj)

∣∣
t=0
, ∀j, k, (4.3.10)
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y ya que

dg̃

dt
(ζ + tδk)

∣∣
t=0

= δ−1k
dg̃

dyk
(ζ), (4.3.11)

entonces para k = 2, . . . , n

dg̃

dζk
(ζ) =

1

2

n∑
i=1

{
δ−11

∂gi
∂y1

(ζ)− δ−1k
∂gi
∂yk

(ζ)

}
δi = 0, (4.3.12)

por lo que la expresión de la derecha de g̃(ζ) =
∑n

i=1 gi(ζ)δi no depende de las variables conjugadas.
De esta manera obtenemos una expresión g̃(ζ) que depende solo de ζ, y no de ζk para k = 2, . . . , n.
Además, para (4.3.7), (4.3.10) y (4.3.11) tenemos que

g̃′(ζ) =
∂g̃

∂y1
(ζ) =

∂g̃

∂ζ
(ζ). (4.3.13)

�

En el siguiente ejemplo, mostramos cómo podemos reducir las variables de un mapeo sustituyendo
las variables en una álgebra.

Ejemplo
Sea f(x1, x2, x3) = (x21, 2x1x2, x

2
2 + 2x1x3). Entonces

Jf =

2x1 0 0
2x2 2x1 0
2x3 2x2 2x1

 , (4.3.14)

El Jf está en forma normal, por lo tanto f es A-diferenciable. Si

N =

0 0 0
1 0 0
0 1 0

 , (4.3.15)

e I es la identidad, la multiplicación en la álgebra asociada R(A) se da mediante la multiplicación de
las matrices I, N y N2 que representan, respectivamente, R(e1), R(e2) y R(e3) donde E = {e1, e2, e3}
es la base canónica de R3. Es fácil ver que e2 y e3 no tienen inverso en la álgebra A. Considerar la base
de elementos regulares.

D = {δ1 = e1, δ2 = e1 + e2, δ3 = e1 + e3}, (4.3.16)

Vemos que la matriz asociada al cambio de base de E a D es

A =

1 −1 −1
0 1 0
0 0 1

 , (4.3.17)

por lo que f se transforma en g̃ = A ◦ f ◦ A−1,

g̃(y1δ1 + y2δ2 + y3δ3) =
(
y21 − 2y22 − 2y2y3 − y23

)
δ1

+ 2y2(y1 + y2 + y3)δ2

+
(
y22 + 2y3(y1 + y2 + y3)

)
δ3.

(4.3.18)
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Aśı

ζ = y1δ1 + y2δ2 + y3δ3, (4.3.19)

es la variable en la álgebra A. Ahora consideremos los conjugados

ζ2 = y1δ1 − y2δ2 + y3δ3, ζ3 = y1δ1 + y2δ2 − y3δ3. (4.3.20)

Entonces

y1e =
1

2

(
ζ2 + ζ3

)
δ−11 ,

y2e =
1

2

(
ζ − ζ2

)
δ−12 ,

y3e =
1

2

(
ζ − ζ3

)
δ−13 .

(4.3.21)

Aśı que sustituyendo esto en g̃ y simplificando obtenemos

g̃(ζ) = ζ2, (4.3.22)

la función en la variable de la álgebra.

4.4. Resolución de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias
mediante la reducción a una variable en una álgebra

Al seguir [2] y [3], obtenemos, como corolarios directos del Teorema 4.2.1, Proposición 4.3.1 y
Teorema 4.3.1, los siguientes resultados:

Corolario 4.4.1 Sea

f : Ω ⊂ Rn −→ Rn,

g̃ : Ω′ ⊂ A −→ A,
(4.4.1)

como en el Teorema 4.3.1. Entonces existen Φ : Ω′ ∈ A→ A la cual es A-diferenciable en Ω′\S, donde
S es un conjunto singular, tal que

g̃(ζ) = − Φ(ζ)

Φ′(ζ)
,

f(x) = − [Jφ(x)]−1 φ(x),

(4.4.2)

con φ(x) = (Φ ◦ A)(x).

Prueba.
Necesitamos demostrar que existe Φ : Ω′ ∈ A→ A tal que

g̃(ζ) = − Φ(ζ)

Φ′(ζ)
. (4.4.3)

Notando que

log(Φ(ζ))′ =
Φ′(ζ)

Φ(ζ)
= − 1

g̃(ζ)
, (4.4.4)
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y por Observación 4.2.2, se tiene que

Φ(ζ) = exp

[
−
∫ ζ dz

g̃(z)

]
, (4.4.5)

para ζ ∈ Ω′\S, donde

S = {ζ ∈ Ω′ : g̃(ζ) /∈ A∗}, (4.4.6)

siendo A∗ los elementos regulares de A. �

Observación 4.4.1 Obsérvese que S puede ser igual a diferentes conjuntos. Por ejemplo, si g̃(ζ) = cζ
con c 6∈ A∗, entonces S = A. Por otro lado, si g̃(ζ) es la función polinomial g(ζ) = cnζ

n+ · · ·+c1ζ+c0
con cn singular, g̃(ζ) puede ser regular para todo ζ ∈ A, (ver [12], p. 418), en cuyo caso S = ∅.

Observación 4.4.2 Como un caso especial, se observa que si A = C entonces 1/g̃ será una función
anaĺıtica compleja en Ω′\S, por lo tanto S consiste en puntos aislados (las singularidades aisladas de
1/g̃). Esto ha sido estudiado en [2] y [3].

Observación 4.4.3 En el caso de que S 6= Ω′, entonces Ω′\S es un conjunto denso abierto en Ω′.
Esto es cierto ya que el conjunto A∗ es un conjunto denso abierto en A, por lo tanto, para una g̃
continua, se tiene que g̃−1(A∗) es un subconjunto denso abierto de Ω′.

Observación 4.4.4 Por la observación anterior, en caso de que S 6= Ω′, entonces Φ(ζ) existe para
ζ ∈ Ω′\S aunque sea una función multivalor definida en cada componente de ζ ∈ Ω′\S.

Observación 4.4.5 Otras caracterizaciones y propiedades de S serán estudiadas en otra parte. En lo
que sigue suponemos que S 6= Ω′.

Sea x = (x1, x2 . . . , xn) ∈ Rn\{0}, entonces considere la proyección en Sn−1∏
(x) =

x

‖x‖
∈ Sn−1. (4.4.7)

Corolario 4.4.2 Sea f : Ω ⊂ Rn → Rn A-diferenciable en una álgebra con la primera representación
fundamental R(A). Entonces las soluciones a la ecuación diferencial,

dx

dt
= f(x), (4.4.8)

corresponden a las curvas de nivel de la función

h̃1(x) =
∏

(φ(x)), (4.4.9)

además, la función de valor real,

h̃2(x) = log ‖φ(x)‖, (4.4.10)

Es una función lineal de t a lo largo de las soluciones x(t) de (4.4.8).
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Prueba.
Por el Teorema 4.2.1, la Proposición 4.3.1 y el Teorema 4.3.1, las soluciones x(t) de (4.4.8) están en
correspondencia con las soluciones ζ(t) de

dζ

dt
= g̃(ζ). (4.4.11)

Por otro lado, el corolario 4.4.1 muestra que

Φ(ζ(t)) = Φ(ζ(t0)) exp[−t− t0], (4.4.12)

el resultado sigue inmediatamente aplicando Π(·) y log ‖ · ‖ a (4.4.12). �

Corolario 4.4.3 En particular, para visualizar la trayectoria que pasa por el punto x0 ∈ Ω\A−1(S)
en el tiempo t0 ∈ R, solo se necesita trazar la curva de nivel {x ∈ Ω : h̃1(x) = h̃1(x0)}. Además, uno
puede encontrar expĺıcitamente el punto x(t1), para t1 ∈ R, como la intersección de la curva de nivel
h̃1(x) = h̃1(x0) y la hipersuperficie h̃2(x) = h̃2(x0)− t1 + t0.

Ejemplo
Considera la función

f(x, y) = (u(x, y), v(x, y)), (4.4.13)

donde

u(x, y) =
1

6

(
2 + 6x+

−22 + 20x+ 7y

4 + 5x2 + 8x(−1 + y) + y(−4 + 5y)

+
5(2 + 4x+ 5y)

4 + 5x2 + 8x(1 + y) + y(−4 + 5y)

)
,

v(x, y) =
1

6

(
−4 + 6y − 5(−4 + 5x+ 4y)

4 + 5x2 + 8x(−1 + y) + y(−4 + 5y)

+
4− 7x− 20y

4 + 5x2 + 8x(1 + y) + y(−4 + 5y)

)
.

(4.4.14)

Sea

A =

(
1 2
2 1

)
, (4.4.15)

y note que

A · Jf
(
A−1(x, y)

)
· A−1 =

(
a(x, y) b(x, y)
−b(x, y) a(x, y)

)
(4.4.16)

con

a(x, y) = 1− 2

x2 + (−2 + y)2
+

x(−6 + 4x+ 3y)

(x2 + (−2 + y)2)2

+
x(4x− 3(2 + y))

(x2 + (−2 + y)2)2
− 2

x2 + (2 + y)2

b(x, y) =
4y

(x4 + (−4 + y2)2 + 2x2(4 + y2))2

×
[
48− 96x− 24x2 − 16x3 − 9x4 + 2x5 + 2(−3 + 2x)(4 + x2)y2 + (3 + 2x)y4

]
.

(4.4.17)
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Por lo tanto, A·Jf(A−1(x, y))·A−1 pertenece a la álgebra normal C, por lo que los resultados anteriores
son válidos.
Aśı

g̃(x, y) =
(
A ◦ f ◦ A−1

)
(x, y) = (u1(x, y), v1(x, y)), (4.4.18)

con

u1(x, y) = −1 + x+
6− 4x− 3y

2 (x2 + (−2 + y)2)
+

6− 4x− 3y

2 (x2 + (2 + y)2)
,

v1(x, y) =
x(−12 + 12x+ x3)y + 2(−2 + x2)y3 + y5

x4 + (−4 + y2)2 + 2x2(4 + y2)
.

(4.4.19)

Es solo una función anaĺıtica (compleja), ya que

Jg̃(x, y) = A · Jf
(
A−1(x, y)

)
· A−1 ∈ R(C), (4.4.20)

Aśı que al dejar z = x+ iy, tenemos

g̃(z) = u1

(
z + z

2
,
z − z

2i

)
+ iv1

(
z + z

2
,
z − z

2i

)
=

2− z2 + z3

4 + z2
. (4.4.21)

Por Corolario 4.4.1 se tiene

Φ(z) = exp

[
−
∫ z dζ

g̃(ζ)

]
, (4.4.22)

aśı que

Φ(z) =

(
z − 1− i
z − 1 + i

)i
(z + 1)−1 =

e2 arctan(1−z)

z + 1
. (4.4.23)

Hay que tener en cuenta que en R2 se tiene Π(x, y) = exp[iArg(x, y)], por lo tanto, las curvas de nivel
de Π(·) están en correspondencia con las curvas de nivel de Arg(·). Aśı que

h(z) = Arg(Φ(z)) = − arctan

(
y

1 + x

)
+

1

2
log

(
1− 4y

2 + (−2 + x)x+ y(2 + y)

)
,

(4.4.24)

es una constante de movimiento h asociada a g̃(z) y la asociada a f(x, y) es

h̃(x, y) = (h ◦ A)(x, y) = − arctan

(
2x+ y

1 + x+ 2y

)
+

1

2
log

(
1− 4(2x+ y)

2 + 5x2 + y(−2 + 5y) + x(2 + 8y)

)
.

(4.4.25)

Aśı por el Corolario 4.4.3 las trayectorias asociadas a

(x′(t), y′(t)) = f(x(t), y(t)), (4.4.26)
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Son las curvas de nivel de h̃(x, y). Para parametrizar la solución necesitamos calcular h̃2(x, y) que
resulta ser

h̃2(x, y) =− arctan

(
−1 + x+ 2y

1− 2x− y

)
+ arctan

(
1− x− 2y

1 + 2x+ y

)
− 1

2
log
(
(2x+ y)2 + (1 + x+ 2y)2

)
.

(4.4.27)

De acuerdo con el Corolario 4.4.3, se procedió a calcular la intersección de las curvas de nivel h̃(x, y) =
−1.68195 y h̃2(x, y) = 2.26841− t para t = 0, 1, 2, 3, 4. Los resultados se muestran en la Tabla 4.1.

Tiempo(t) xt = (x(t), y(t))
0 (0.863,−0.783)
1 (0.4808,−0.0710)
2 (0.2002, 0.2548)
3 (0.0678, 0.4654)
4 (91.1109,−52.307)

Cuadro 4.1: Coordenadas de la intersección de la curvas de nivel h̃(x, y) = −1.68195 y h̃2(x, y) = 2.26841− t
para t = 0, 1, 2, 3, 4.
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Caṕıtulo 5

Algebrización de ecuaciones diferenciales
no autónomas

La teoŕıa de funciones anaĺıticas en álgebras está basada en el análisis de Lorch; ver [9], [12],
[17], [18] y [25]. Resulta de una función teórica clásica que ha sido extendidas a las álgebras finitas
dimensionales, asociativas, conmutativas y unitarias:

(i) El teorema de la integral de Cauchy se cumple por funciones anaĺıticas en las álgebras y la
formula integral de Cauchy tiene una versión análoga en las álgebras.

(ii) Los teoremas clásicos en series de potencias de Taylor son establecidos fácilmente, y la expansión
de Lauren puede ser definida en regiones disjuntas en cada una de las cuales puede definir una
función anaĺıtica diferente.

(iii) La analiticidad de funciones de la álgebra es caracterizada por la ecuación generalizada de
Cauchy-Riemann, la cual es una configuración de las ecuaciones diferenciales parciales lineales.

Esta teoŕıa nos permite considerar ecuaciones diferenciales sobre álgebras, las cuales pueden ser usadas
para resolver familias de sistemas planares teniendo la forma

dx

dt
= f(t, x, y),

dx

dt
= g(t, x, y).

(5.0.1)

Para este caṕıtulo, y de aqúı en adelante, cualquier álgebra sera asumida como asociativa, conmutativa
y unitaria con unidad e, y A denotará el espacio lineal R2 denotado con una estructura de álgebra.
En este caṕıtulo un vector planar del campo F se dice que debe ser A−algebrizable o bien A−diferenciable
si existe una álgebra A para cualquier F es Lorch diferenciable (ver sección para definiciones). De
la misma manera, decimos que un sistema autónomo planar de ecuaciones ordinarias diferenciales
dω/dt = F (ω) es algebrizable si F es A−algebrizable.

Definición 5.0.1 Sea A una álgebra. Decimos que una función F : U ⊂ R3 → R2 definida en el
conjunto abierto U tiene un H (A)−diferenciable sobre H : Ω ⊂ R2 × R2 → R2 si H es una función
definida en un conjunto abierto Ω tal que: (i) el mapeo H1(τ) = H(τ, b) y H2(ξ) = H(a, ξ) son
funciones A−diferenciable con respecto a A para todo (a, b) ∈ Ω, donde τ y ξ son variables en A, (ii)
(te, x, y) ∈ Ω para todo (t, x, y) ∈ U y (iii) F (t, x, y) = H(te, x, y) para todo (t, x, y) ∈ U .
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Una ecuación diferencial no autónoma sobre una álgebra A es denotada por

dξ

dτ
= H(τ, ξ), (5.0.2)

donde H : Ω ⊂ A × A → A es una función definida en un conjunto abierto Ω. Para cada punto
(τ0, ξ0) ∈ Ω, una solución para la ecuación a través de (τ0, ξ0) consiste en una función A−diferenciable
ξ : N(τ0) ⊂ A → A definida en una vecindad N(τ0) de τ0, con ξ(τ0) = ξ0 y A−derivada dξ/dτ con
respecto a A satisface dξ(τ)/dτ = H(τ, ξ(τ)) para todo τ ∈ N(τ0).
Si F (f, g) tiene una H (A)−diferenciable sobre H, decimos que el sistema planar (5.0.1) es algebriza-
ble y que (5.0.2) es una algebrización de (5.0.1). Un teorema de existencia y unicidad para ecuaciones
diferenciales sobre álgebras es probada en [11], y un método para visualización de soluciones es dada
en [4].
En la clásica ecuación diferencial dω/dt = ω2 tiene soluciones ω(t) = −(t + c)−1. Algunos sistemas
diferenciales de ecuaciones autónomas diferenciales pueden ser escritas de esta forma al usar variables
en álgebras. Por Ejemplo, la algebrización del sistema diferencial planar.

dx

dt
= 3x2 + 2xy − y2,

dy

dt
= 3y2 + 2xy − x2,

(5.0.3)

es la ecuación diferencial de dξ/dτ = ξ2 sobre la álgebra A definida por el espacio lineal R2 denotado
con el producto

(x1, y1)(x2, y2) :=(3x1x2 + (x1y2 + y1x2 − y1y2), 3y1y2
+ (x1y2 + y1x2 − x1x2)).

(5.0.4)

Las soluciones ξ son dados por ξ(τ) = −(τ + c)−1; por lo tanto la solución del sistema son dadas por
(x(t), y(t)) = ξ(te), donde e denota la unidad de A. Usando la primer representación fundamental de
A (ver Sección 2) la siguiente expresión para la solución (x(t), y(t)) del sistema obtenido es:

(x(t), y(t)) =

(
−t− y0

4(2t+ x0 + y0)2
,

−t− x0
4(2t+ x0 + y0)2

)
,

(x(0), y(0)) =
−(y0, y(0))

4(x0 + y0)2
.

(5.0.5)

Consideremos el sistema diferencial no autónomo planar

dx

dt
= − 1

t3
− 2x

t
+ tx2 − ty2,

dy

dt
= −2y

t
+ 2txy + ty2,

(5.0.6)

cuya algebrización es la ecuación diferencial de Riccati sobre A:

dξ

dτ
= − 1

τ 3
− 2ξ

τ
+ τξ2, (5.0.7)
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donde A es la álgebra definida sobre R2 y el producto (u, v)(x, y) = (ux − vy, xy + vx + vy). Por
el método clásico de Lie para resolver ecuaciones diferenciales (ver [8], [19] y [26]), la solución de la
ecuación de Riccati tiene la forma

ξ(τ) =
C + τ 2

τ 2(C − τ 2)
, C = (a, b). (5.0.8)

Las funciones (x(t), y(t)) = ξ(te), donde e es la unida de A, son soluciones del sistema planar, que se
pueden obtener a través de la primera representación fundamental de A:

(x(t), y(t)) =

(
b2 + (a+ b− t2)(a+ t2)

(a2 + ab+ b2)t2 − (2a+ b)t4 + t6

,
−2b

(a2 + ab+ b2)− (2a+ b)t2 + t4

)
.

(5.0.9)

Consideremos que los sistemas diferenciales tienen la forma (5.0.1), donde f, g : U ⊂ R3 → R son
funciones C1 definidas en un conjunto abierto U . El objetivo de este trabajo es dar una familia de
funciones F = (f, g) teniendo H (A)−diferenciable en H sobre una álgebra A. Cuando existen, las
soluciones ξ(τ) de la ecuación diferencial dξ/dτ = H(τ, ξ) sobre A define soluciones (x(t), y(t)) = ξ(te)
del sistema (5.0.1), que se pueden obtener a través de la primera representación fundamental de A:
El caṕıtulo está organizado de la siguiente manera. En la Sección 5.1 se darán las definiciones de
álgebras, algebrizabilidad de campos de vectores planares, y diferenciabilidad de módulos en álgebras,
una caracterización de algebrizabilidad de campos de vectores planares y se dan la forma de todos los
campos de vectores cuadráticos que son algebrizables. En la Sección 5.2 se presenta la definición de
levantamientos algebrizables de funciones p : I ⊂ R → R2. Se demuestra que la clase de todas estas
funciones define una álgebra dimensional infinita y se da la forma de una familia de funciones p. En
la Sección 5.3, se demuestra que las soluciones de sistemas planares (5.0.1) se pueden obtener a partir
de las soluciones de su algebrización; un teorema que contiene condiciones bajo las cuales se da un
sistema planar como (5.0.1) que es polinomial es algebrizable, y se muestra que la clase de todos los
sistemas planares (5.0.1) que tienen una algebrización (5.0.2) define una álgebra dimensional infinita.
En la Sección 5.4 se considera el caso de sistemas cuadráticos y se dan sus algebrizaciones, que son
ecuaciones de Riccati sobre álgebras. Los resultados presentados en las Secciones 5.2, 5.3 y 5.4 son las
principales contribuciones de este caṕıtulo.

5.1. Álgebras y analiticidad de Lorch

5.1.1. Álgebras

Definición 5.1.1 (ver [29]). Una álgebra A es un espacio R−lineal denotado E con un producto
bilineal A×A→ A, denotado por (x, y) 7→ xy, que es asociativo x(yz) = (xy)z y conmutativo xy = yx
para todo x, y, z ∈ A, y tiene una unidad e ∈ A que satisface ex = xe para todo x ∈ A.

Un elemento a ∈ A se llama regular si existe a−1 ∈ A llamado inverso de a tal que a−1a = aa−1 = e.
Si a ∈ A no es regular, entonces a se llama singular. Si a, b ∈ A y b es regular, el cociente a/b significa
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que a/b = ab−1.
En todas las álgebras consideradas en este escrito, será el caso que E = R2, a menos que se indique lo
contrario.
Consideremos una álgebra A. Si β = {e1, e2} es la base estándar de R2, el producto entre los elementos
de β es dado por eiej =

∑2
k=1 cijkek, donde los coeficientes cijk ∈ R, i, j, k ∈ {1, 2} se denominan

constantes estructurales de A. La primera representación fundamental de A es el homomorfismo lineal
inyectivo R : A → M(2,R) definido por R : ei 7→ Ri, donde Ri es la matriz cuya entrada j, k es cijk,
para i = 1, 2.

5.1.2. Diferenciabilidad en álgebras

En esta subsección la definición de diferenciabilidad de Lorch es renombrado en este articulo como
A−algebrabilidad o A−diferenciabilidad para denotar la dependencia del diferencial de Lorch con
respecto a una álgebra A.
Sea | · | la norma en A definida por | a |= max{‖XR(a)‖ : X ∈ R2} (aqúı el vector X es representado
como una matriz de 1× 2 para que el producto XR(a) tenga sentido), donde R : A → M(2, R) es la
primera representación fundamental de A y ‖ · ‖ la norma euclidiana en R2. Para esta norma tenemos
| ab |≤| a || b | para todo a, b ∈M(2,R). Por lo que, en este trabajo consideramos que cada álgebra A
es una álgebra de Banach bajo la norma | · |.

Definición 5.1.2 Sea A una álgebra y F : V ⊂ A→ A una función en un conjunto abierto V . Deci-
mos que F es A−algebrizable o A−diferenciable en V si existe una función F ′ : V ⊂ A→ A, llamada
A−derivada de F en V , que satisface

ĺım
h→0

| F (a+ h)− F (a)− F ′(a)h |
| h |

= 0, (5.1.1)

para todo a ∈ V , donde F ′(a)h denota el producto en A de F ′(a) con h.

Un campo vectorial F : V ⊂ A → A es A−algebrizable en V śı y solo si la matriz jacobiana de
F está contenida en la primera representación fundamental de A; es decir, JF (a) ∈ R(A) para todo
a ∈ V ; ver [17]. Se puede demostrar que la noción de A−algebrizabilidad coincide con la holomorficidad
cuando A es el campo complejo. Un método para determinar si un campo F vectorial planar dado es
algebrizable es el siguiente: F es algebrizable si y solo si para algunos de los siguientes tres tipos de
pares de matrices

(I) B1 =

(
1 0
a −1

)
, B2 =

(
0 1
b 0

)
.

(II) B1 =

(
1 a
0 −1

)
, B2 =

(
0 0
1 0

)
.

(III) B1 =

(
0 1
0 0

)
, B2 =

(
0 0
1 0

)
.

La condición 〈Bi, ∂F (x, y)/∂(x, y)〉 = 0 se cumple para i = 1, 2 y para todo (x, y) en el dominio de
definición de F , donde 〈·, ·〉 denota el producto interno habitual en M(2,R). La álgebra para cada tipo
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de par de matrices se define mediante la siguiente tabla de productos correspondiente a los vectores
de base estándar e1, e2 de R2:

(I)
· e1 e2
e1 e1 e2
e2 e2 −be1 + ae2

.

(II)
· e1 e2
e1 −ae1 e1
e2 e1 e2

.

(III)
· e1 e2
e1 e1 0
e2 0 e2

.

Consideremos un sistema autónomo planar de ecuaciones diferenciales ordinarias cuadráticas con va-
riables x y y. Si este sistema es algebrizable para una álgebra con producto Tipo (I), entonces se puede
representar mediante ecuaciones de la forma

dx

dt
= a0 + (b2 − ab1)x− bb1y +

(
1

2
b4 − ab3

)
x2 − 2bb3xy −

1

2
bb4y

2,

dy

dt
= b0 + b1x+ b2y + b3x

2 + b4xy +

(
1

2
ab4 − bb3

)
y2,

(5.1.2)

para las constantes reales a, b, a0, b0, b1, . . . , b4. En el caso de algebrizabilidad para una álgebra con
producto Tipo (II), el sistema es

dx

dt
= a0 + a1x+ a2y −

1

2
aa3x

2 + a3xy + a4y
2,

dy

dt
= b0 + (a1 + aa2)y +

(
1

2
a3 + aa4

)
y2,

(5.1.3)

para las constantes reales a, b0, a0, a1, a2, a3 y a4. Para el producto Tipo (III), el sistema se puede
representar mediante ecuaciones de la forma

dx

dt
= a0 + a1x+ a2x

2,

dy

dt
= b0 + b1y + b2y

2,

(5.1.4)

para algunas constantes reales ai, bi, i = 0, 1, 2. Además, se pueden dar las condiciones sobre los
componentes de los campos vectoriales F para construir las funciones escalares α(x, y), que llamamos
factores algebrizantes, de modo que αF son campos vectoriales algebrizables. Los factores de integra-
ción inversa (ver [15] y [22]) se construyen para estos campos de vectores.
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5.1.3. Diferenciabilidad en módulos de álgebras

En esta subsección damos la definición de A−diferenciabilidad de funciones con dominio en A×A
e imagen en A.
El producto cartesiano A×A define un módulo A−normado con respecto a la norma ‖·‖ : A×A→ R,
‖(a1, a2)‖ =

√
|a1|2 + |a2|2. Esta norma satisface

(i) ‖ X ‖≥ 0 para todo X ∈ A× A y ‖ X ‖= 0 si y sólo si X = (0, 0),

(ii) ‖ aX ‖≤| a |‖ X ‖ para todo a ∈ A y X ∈ A× A,

(iii) ‖ X + Y ‖≤‖ X ‖ + ‖ Y ‖ para todo X ∈ A× A.

En la siguiente definición ‖ · ‖ denota la norma dada anteriormente en el A−módulo A× A.

Definición 5.1.3 Sea A una álgebra y H : Ω ⊂ A × A → A una función, donde Ω es un conjunto
abierto. Decimos que es H H (A)-diferenciable en X0 ∈ Ω si existe un homeomorfismo con el módulo
M : A× A→ A, que llamamos el homomorfismo diferencial de H en X0, que satisface la condición

ĺım
X→X0

‖H(X)−H(X0)−M(X −X0)‖
‖X −X0‖

= 0. (5.1.5)

Denotamos M por DH(X0). Decimos que H es H (A)-diferenciable en Ω si H es H (A)-diferenciable
en todos los puntos de Ω.

Una función H : Ω ⊂ A es H (A)-diferenciable en X0 si y sólo si la matriz Jacobiana de H : Ω ⊂
R2 × R2 → R2 en X0 satisface JH(X0) ∈ R(A) × R(A). El homomorfismo diferencial DH(X0) está
representado por una matriz en M(1×2,A) con respecto a la base estándar de A×A, donde M(1×2,A)
es el A-módulo de todas las matrices de una fila y dos columnas con entradas en A; ver [35].

5.2. Levantamientos de funciones algebrizables p : I ⊂ R→ R2

En esta sección se consideramos las funciones p : I ⊂ R→ R2 definidas en intervalos I abiertos, y las
condiciones para la existencia de las álgebras A, A-algebrizables y las funciones P tal que p(t) = P (te)
serán determinadas, donde e es la unidad de A.

Definición 5.2.1 Sea p : I ⊂ R→ R2 una función definida en un intervalo abierto I y A una álgebra
con unidad e. Diremos que P : V ⊂ R2 → R2 es un levantamiento A-algebrizable de p si
(a) V es un conjunto abierto en el que P es A-algebrizable,
(b) {te : t ∈ I} ⊂ V , y
(c) p(t) = P (te) para todo t ∈ I.

Como consecuencia de la siguiente proposición, la familia de todas las funciones p : I ⊂ R → R2 con
levantamientos algebrizables es una álgebra de dimensión infinita.
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Proposición 5.2.1 Sea A una álgebra y sea p, q : I ⊂ R→ R2 funciones, donde I es un intervalo.

(a) Cada función constante p(t) = c admite el levantamiento A-algebrizable P (τ) = c.

(b) p(t) = te admite el levantamiento A-algebrizable P (τ) = τ , donde e es la unidad y e ∈ A.

(c) Si p y q admiten levantamientos A-algebrizables P y Q con respecto a A, respectivamente, y a,
b son constantes en A, entonces ap + bq y pq (todos los productos con respecto a A) admiten
levantamientos algebrizables aP + bQ y PQ, respectivamente.

(d) Si p tiene un levantamiento A-algebrizable P y Q es una función A-algebrizable con Im(P ) ⊂
Dom(Q), entonces Q ◦ P es un levantamiento algebrizable de Q ◦ P .

Prueba.
La identidad y las funciones constantes son A-diferenciables para cualquier álgebra A. Por lo tanto,
(a) y (b) se mantienen. Sean p y q funciones con levantamientos A-algebrizables Q siendo Q y a, b ∈ A
constantes. Las funciones S = aP + bQ y T = PQ son A-algebrizables y satisfacen:

S(te) = aP (te) + bQ(te) = ap(t) + bq(t),

T (te) = P (te)Q(te) = p(t)q(t).
(5.2.1)

Por lo tanto, S y T son levantamientos algebrizables de ap + bq y pq, respectivamente. Si p tiene un
levantamiento A-algebrizable P y Q es una función que se puede diferenciar con Im(P ) ⊂ Dom(Q),
entonces Q ◦ P (te) = Q ◦ p(t). Por lo tanto, Q ◦ P es un levantamiento A-algebrizable de Q ◦ P .

�

Corolario 5.2.1 Sea A una álgebra. Luego, las siguientes funciones admiten levantamientos A-algebrizables:
funciones polinomiales, funciones racionales, funciones trigonométricas, funciones exponenciales, y
todas aquellas funciones que pueden definirse por combinaciones lineales, productos, cocientes y com-
posiciones de funciones que admiten levantamientos algebrizables.

Cada función t 7→ (h(t), k(t)) con componentes polinomiales h(t) y k(t) tiene un levantamiento A-
algebrizable. La siguiente proposición se dará una clase más amplia de estas funciones.

Proposición 5.2.2 Sea A una álgebra y cualquier función t 7→ (h(t), k(t)) con componentes de la
forma:

h(t) =
am
tm

+
am−1
tm−1

+ · · ·+ a−1
t

+ a0 + a1t+ · · ·+ ant
n,

k(t) =
bm
tm

+
bm−1
tm−1

+ · · ·+ b−1
t

+ b0 + b1t+ · · ·+ bnt
n,

(5.2.2)

m,n ∈ N, tiene un levantamiento A-algebrizable, que es el siguiente

τ 7→ (am, bm)
1

τm
+ · · ·+ (a−1, b−1)

1

τ
+ (a0, b0) + (a1, b1)τ + · · ·+ (an, bn)τn. (5.2.3)
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Prueba.
Cosideremos Q dado por la expresión anterior, entonces

(ak, bk)(te)
k = (ak, bk)t

ke = (akt
k, bkt

k) (5.2.4)

se cumple para k = −m, . . . , n entonces Q(te) = (h(t), q(t)), donde e es la unidad de A. Por lo tanto,
Q es un levantamiento A-algebrizable de t 7→ (h(t), k(t)).

�

En particular, cada función p = (p1, p2) : I ⊂ R→ R2 con componentes cuadráticos p1(t) = a0 + a1t+
a2t

2 y p2 = b0 +b1t+b2t
2 admite el levantamiento A-algebrizable P (τ) = (a0, b0)+(a1, b1)τ+(a2, b2)τ

2.

5.3. Levantamientos algebrizables de sistemas planares

Las soluciones de cada sistema planar algebrizable se pueden encontrar resolviendo una algebriza-
ción del sistema, como se ve en la siguiente proposición.

Proposición 5.3.1 Si (5.0.2) es una algebrización de (5.0.1) y ξ(τ) una solución de (5.0.2), entonces
(x(t), y(t)) = ξ(te) es una solución de (5.0.1), donde e denota la unidad de la álgebra correspondiente.

Prueba.
Sea ξ una solución de (5.0.2). La derivada de (x(t), y(t)) = ξ(te) con respecto a t está dada por

d

dt
(x(t), y(t)) =

d

dt
ξ(te) =

[
dξ(τ, ξ)

dτ

∣∣∣
τ=(te)

dτ

dt

]
= H(τ, ξ(τ))

∣∣∣
τ=(te)

e = H(te, ξ(te))

= (f(t, x(t), y(t)), g(t, x(t), y(t))).

(5.3.1)

Por lo tanto, (x(t), y(t)) es una solución del sistema (5.0.1).
�

Como consecuencia de la siguiente proposición, la familia de todas las funciones F : Ω ⊂ R3 → R2 con
levantamiento algebrizables define una álgebra de dimensión infinita.

Proposición 5.3.2 Sea A una álgebra con unidad e. En las siguientes afirmaciones, F y G denotan
funciones definidas en conjuntos abiertos Ω ⊂ R3 y tienen valores en R2.

(a) F (t, x, y) = c admite el levantamiento H (A)-diferenciable H(τ, ξ) = c.

(b) F (t, x, y) = te admite el levantamiento H (A)-diferenciable H(τ, ξ) = τ .

(c) F (t, x, y) = (x, y) admite el levantamiento H (A)-diferenciable H(τ, ξ) = ξ.

(d) Si F y G admiten levantamientos H (A)-diferenciables con HF y HG respectivamente, además,
a, b son constantes en A, entonces aHF + bHG y FG (todos los productos con respecto a A)
tienen levantamientos H (A)-diferenciables con aHF + bHG y HFHG, respectivamente.
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(e) Cada función E que tiene la forma E(t, x, y) = F (t, G(t, x, y)), donde F y G admiten levanta-
mientos H (A)-diferenciables HF y HG, admite un levantamiento H (A)-diferenciable HE dado
por HE(τ, ξ) = HF (τ,HG(τ, ξ)).

(f) Cada función E que tiene la forma E(t, x, y) = F (t, P (x, y)), donde F tiene un levantamiento
H (A)-diferenciable con HF y P es una función A-diferenciable, admite un levantamiento H (A)-
diferenciable HE(τ, ξ) = HF (τ, P (ξ)).

Prueba.
Las pruebas de (a), (b) y (c) son triviales. Sean HF y HG los levantamientos algebrizables de F y G y
luego HF +HG, HFHG, y HF/HG son A-algebrizable y

(i) (aHF + bHG)(te, x, y) = aHF (te, x, y) + bHG(te, x, y) = aF (t, x, y) + bG(t, x, y),

(ii) (HFHG)(te, x, y) = HF (te, x, y)HG(te, x, y) = F (t, x, y)G(t, x, y),

(iii) HE(te, x, y) = HF (te,HG(te, x, y)) = F (t, G(t, x, y)),

(iv) HE(te, x, y) = HF (te, P (e, y)) = F (t, P (x, y)).

Aśı la prueba está completa.
�

Corolario 5.3.1 Sea A una álgebra. Las siguientes funciones admiten levantamientos H (A)-diferenciables:
funciones polinomiales, funciones racionales, funciones trigonométricas, funciones exponenciales y to-
das aquellas funciones que pueden definirse mediante combinaciones lineales, productos, cocientes y
composiciones de funciones que admiten H (A)-levantamientos diferenciables.

Dada una función F (t, x, y) = (f(t, x, y), g(t, x, y)), donde f , g son funciones polinomiales de las
variables x, y, el objetivo del escrito es determinar si F tiene un levantamiento H (A)-diferenciable.
Como consecuencia del siguiente teorema, cada función F que es polinomio de las variables t, x e y,
tiene un levantamiento H (A)-diferenciable cuando (x, y) 7→ (f(t, x, y), g(t, x, y)) es A-diferenciable
para todo t.

Teorema 5.3.1 Sea A una álgebra con unidad e y F : Ω ⊂ R3 → R2, F = (f, g), donde f =
∑m

k=0 fk,
g =

∑m
k=0 gk, y fk(t, x, y), gk(t, x, y) son polinomios homogéneos de grado k en las variables x, y y

Ω = I × R2 para un intervalo abierto I. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(a) F tiene un levantamiento H (A)-diferenciable H.

(b) El mapeo (x, y) 7→ F (t, x, y) es A-algebrizable para todo t ∈ I y las funciones hk dadas por
hk(t) = (fk(t, e), gk(t, e)) tienen levantamientos A-algebrizables, para k = 0, 1, . . . ,m.

(c) H(τ, ξ) =
∑m

k=0Hk(τ)ξk es un levantamiento H (A)-diferenciable de F , donde Hk(τ) son levan-
tamientos A-algebrizables de hk(t) = (fk(t, e), gk(t, e)).

Prueba.
Obviamente (a) implica (b) y (c) implica (a). Ahora mostraremos que (b) implica (c). Supongamos
que f(t, x, y) y g(t, x, y) son polinomios homogéneos f(t, x, y) =

∑n
k=0 pk(t)x

kyn−k y g(t, x, y) =
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∑n
k=0 qk(t)x

kyn−k de las variables x, y definidas en el conjunto Ω = I × R2 anteriormente. Tomando
las derivadas parciales de F con respecto a x e y obtenemos

∂(f, g)

∂(x, y)
(t, x, y)

=

(∑n
k=1 kpk(t)x

k−1yn−k Σn
k=1(n− k + 1)pk−1(t)x

k−1yn−k

Σn
k=1kqk(t)x

k−1yn−k Σn
k=1(n− k + 1)qk−1(t)x

k−1yn−k

)
=

(
Σn
k=1x

k−1yn−kkpk(t) Σn
k=1x

k−1yn−k(n− k + 1)pk−1(t)
Σn
k=1x

k−1yn−kkqk(t) Σn
k=1x

k−1yn−k(n− k + 1)qk−1(t)

)
= Σn

k=1x
k−1yn−k

(
kpk(t) (n− k + 1)pk−1(t)
kqk(t) (n− k + 1)qk−1(t)

)
.

(5.3.2)

Sea R la primera representación fundamental de A. Dado que (x, y) 7→ (f(t, x, y), g(t, x, y)) es A-
algebrizable para todo t ∈ I, entonces (∂(f, g)/∂(x, y))(t, x, y) ∈ R(A) para todo (t, x, y) ∈ Ω. Aśı
que

∂(f, g)

∂(x, y)
(t, 0, 1) =

(
p1(t) np0(t)
q1(t) nq0(t)

)
∈ R(A), (5.3.3)

para todo t ∈ I y luego

∂(f, g)

∂(x, y)
(t, x, y)− yn−1

(
p1(t) np0(t)
q1(t) nq0(t)

)
= Σn

k=2x
k−1yn−k

(
kpk(t) (n− k + 1)pk−1(t)
kqk(t) (n− k + 1)qk−1(t)

)
, (5.3.4)

está en R(A) para todo (t, x, y) ∈ Ω. Si x(s) = 1/S y y(s) = (n−2)
√
s, entonces

ĺım
s→∞

[
∂(f, g)

∂(x, y)
(t, x(s), y(s))− [y(s)]n−1

(
p1(t) np0(t)
q1(t) nq0(t)

)]
=

(
p2(t) (n− 1)p1(t)
q2(t) (n− 1)q1(t)

)
∈ R(A).

(5.3.5)

Siguiendo la misma idea, para k = 1, 2, . . . , n(
kpk(t) (n− k + 1)pk−1(t)
kqk(t) (n− k + 1)qk−1(t)

)
∈ R(A). (5.3.6)

Si (x, y) 7→ (f(t, x, y), g(t, x, y)) es A-algebrizable para una álgebra A con producto de Tipo (I) (dado
en la Sección 2), entonces

kpk + akqk − (n− k + 1)qk−1 = 0,

bkqk + (n− k + 1)pk−1 = 0,
(5.3.7)

o equivalentemente

(qk−1, pk−1) =

(
kpk + akqk
n− k + 1

,− bkqk
n− k + 1

)
, (5.3.8)

para k = 1, . . . , n. Por lo tanto, las funciones pk, qk están determinadas por pn, qn para k = 0, 1, . . . , n−
1. Dado que (f(t, 1, 0), g(t, 1, 0)) = (pn(t), qn(t)), entonces (f(t, x, y), g(t, x, y)) = (pn(t), qn(t))(x, y)n.
Por lo tanto, F tiene un levantamiento H (A)-diferenciable H(τ, ξ) = Hn(τ)ξn, donde Hn(τ) es un
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levantamiento A-algebrizable de t 7→ (pn(t), qn(t)).
Si (x, y) 7→ (f(t, x, y), g(t, x, y)) es A-algebrizable para una álgebra A con producto de Tipo (II) (dado
en la Sección 2), entonces

kpk + a(n− k + 1)pk−1 − (n− k + 1)qk−1 = 0,

kqk = 0,
(5.3.9)

o equivalentemente

(pk, qk) =

(
−a(n− k + 1)pk−1

k
, 0

)
, (5.3.10)

para k = 1, . . . , n. Por lo tanto, qk = 0 y pk es determinada por p0, para k = 1, . . . , n. Dado que
(f(t, 0, 1), g(t, 0, 1)) = (p0(t), q0(t)), entonces (f(t, x, y), g(t, x, y)) = (p0(t), q0(t))(x, y)n. Por lo tanto,
F tiene un levantamiento H (A)-diferenciable H(τ, ξ) = Hn(τ)ξn, donde Hn(τ) es un levantamiento
A-algebrizable de t 7→ (p0(t), q0(t)).
Si (x, y) 7→ (f(t, x, y), g(t, x, y)) es A-algebrizable para una álgebra A con producto de Tipo (III)
(dado en la Sección 2), entonces (n − k + 1)pk−1 = 0 y kqk = 0; es decir, pk−1 = 0, qk = 0,
para k = 1, . . . , n. Por lo tanto, qk = 0 y pk se determina por p0, para k = 1, . . . , n. Dado que
(f(t, 0, 1), g(t, 0, 1)) = (pn(t), q0(t)), entonces (f(t, x, y), g(t, x, y)) = (pn(t), q0(t))(x, y)n.
Por lo tanto, F tiene un levantamiento H (A)-diferenciable H(τ, ξ) = Hn(τ)ξn, donde Hn(τ) es un
levantamiento A-algebrizable de t 7→ (pn(t), qn(t)). Por lo tanto, si f y g son polinomios homogéneos
de grado n en las variables x e y, entonces H(τ, ξ) = Hn(τ)ξn en cada uno de los casos de álgebras
definidas por productos de Tipos (I), (II), y (III) dados en la Sección 2. Dado que una función polino-
mial (t, x, y) 7→ (f(t, x, y), g(t, x, y)) en las variables x e y pueden ser visto como la adición finita de
polinomios homogéneos en las variables x e y, por (d) de la Proposición 5.3.2, (b) implica (c).

�

Ejemplo 5.3.1 Consideremos el sistema planar (5.0.6) entonces

F (t, x, y) =

(
− 1

t3
− 2x

t
+ tx2 − ty2,−2y

t
+ 2txy + ty2

)
. (5.3.11)

La Jacobiana ∂F
∂(x,y)

está dada por

∂F (t, x, y)

∂(x, y)
=

(
−2

t
+ 2tx −2ty
2ty −2

t
+ 2tx+ 2ty

)
. (5.3.12)

Por lo tanto, ∂F
∂(x,y)

es ortogonal a las matrices

B1 =

(
1 0
1 −1

)
,

B2 =

(
0 1
1 0

)
,

(5.3.13)

para todos (x, y); es decir, 〈∂F/∂(x, y), Bi〉 = 0 para i = 1, 2. El mapa (x, y) 7→ F (t, x, y) es A-
algebrizable para una álgebra de Tipo (I) con constantes a = 1 y b = 1; ver Sección 5.1. La función se
puede escribir como

F (t, x, y) =

(
− 1

t3
, 0

)
+

(
−2

t
x,−2

t
y

)
+ (tx2 − ty2, ty2). (5.3.14)
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Por lo tanto, las funciones pi y qi del teorema (5.3.1) están dadas por p0(t, x, y) = −1/t3, q0(t, x, y) = 0,
p1(t, x, y) = −(2/t)x, q1(t, x, y) = −(2/t)y, p2(t, x, y) = tx2 − ty2, y q2(t, x, y) = ty2.

La unidad e de A es e = (1, 0) y luego h0(t) = (−1/t3, 0), h1(t) = (−2/t, 0), y h2(t) = (t, 0) tienen
levantamientos A-algebrizables H0(τ) = −1/τ 3, H1(τ) = −2/τ y H2(τ) = τ , respectivamente.
La forma de F (t, xe) = (−1/t3 − (2/t)x− tx2)e, H debe ser

H(τ, ξ) = − 1

τ 3
− 2

τ
ξ + τξ2. (5.3.15)

5.4. El caso de los polinomios de segundo grado en las variables
t, x y y

Si f y g en (5.0.1) son polinomios cuadráticos en tres variables t, x, y y, además, A es una álgebra con
respecto al mapeo (x, y) 7→ (f(t, x, y), g(t, x, y)) es A-algebrizable, se mostrará que el levantamiento
H (A)-diferenciable H de F = (f, g) es un polinomio en dos variables de segundo grado. En estas
condiciones (5.0.1) tiene una algebrización que es una ecuación de Riccati sobre A que tiene la forma

dξ

dτ
= P (τ) +Q(τ)ξ +R(τ)ξ2, (5.4.1)

Donde P , Q y R son polinomios en A de grado dos, uno y cero respectivamente.
Consideremos el sistema (5.0.1) donde f, g : Ω ⊂ R3 → R2 son polinomios de segundo grado con tres
variables t, x y y es decir

f(t, x, y) = a0 + a1t+ a2x+ a3y + a4t
2 + a5tx+ a6ty + a7x

2 + a8xy + a9y
2,

g(t, x, y) = b0 + b1t+ b2x+ b3y + b4t
2 + b5tx+ b6ty + b7x

2 + b8xy + b9y
2,

(5.4.2)

Todos los campos vectoriales cuadráticos que son algebrizables con respecto a la álgebra con pro-
ducto Tipo (I) tienen la forma

dx

dt
= A0 + (B2 − aB1)x− bB1y +

(
1

2
B4 − aB3

)
x2 − 2bB3xy −

1

2
bB4y

2,

dy

dt
= B0 +B1x+B2y +B3x

2 +B4xy +

(
1

2
aB4 − bB3

)
y2,

(5.4.3)

donde a, b, A0, B0, B1, . . . , B5 son constantes reales; ver la Sección 5.1.2. La algebrizabilidad de
(x, y) 7→ (f(t, x, y), g(t, x, y)) con respecto a la álgebra con producto de Tipo (I) se puede verificar,
considerando t como una constante. Los siguientes teoremas dan las condiciones que caracterizan la ca-
pacidad de algebrizabilidad de sistemas planares como (5.0.1) cuando f y g son polinomios cuadráticos.
La algebrizabilidad de los sistemas cuadráticos no autónomos con respecto a la álgebra con producto
de Tipo (I) se proporciona en el siguiente teorema.

Teorema 5.4.1 Sea A una álgebra con un producto de Tipo (I) definido por las constantes a y b y f ,
g los polinomios (5.4.2). Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(1) El mapeo F : (x, y) 7→ (f(t, x, y), g(t, x, y)) es A-algebrizable.
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(2) Las funciones f y g tienen la forma

f(t, x, y) = a0 + a1t+ (b3 − ab2)x− bb2y + a4t
2 + (b6 − ab5)tx− bb5ty

+

(
b8
2
− ab7

)
x2 − 2bb7xy −

bb8
2
y2,

g(t, x, y) = b0 + b1t+ b2x+ b3y + b4t
2 + b5tx+ b6ty + b7x

2 + b8xy

+

(
ab8
2
− bb7

)
y2.

(5.4.4)

(3) La función H : A× A→ A de las variables τ = (t, s) y ξ = (x, y) definida por

H(τ, ξ) = A0 + A1τ + A2ξ + A3τ
2 + A4τξ + A5ξ

2, (5.4.5)

es un levantamiento H (A)-diferenciable de F , donde

A0 = (a0, b0),

A1 = (a1, b1),

A2 = (b3 − ab2, b2),
A3 = (a4, b4),

A4 = (b6 − ab5, b5),

A5 =

(
b8
2
− ab7, b7

)
.

(5.4.6)

Prueba.
Escribimos g(t, x, y) = B0 +B1x+B2y +B3x

2 +B4xy +B5y
2 con

B0 = b0 + b1t+ b4t
2,

B1 = b2 + b5t,

B2 = b3 + b6t,

B3 = b7,

B4 = b8,

B5 = b9.

(5.4.7)

La función (x, y)→ (f(t, x, y), g(t, x, y)) es A-algebrizable si y sólo si

f(t, x, y) = A0 + (B2 − aB1)x− bB1y +

(
1

2
B4 − aB3

)
x2 − 2bB3xy −

1

2
bB4y

2, (5.4.8)

donde A0 = a0 +a1t+a4t
2 y b9 = ab8/2− bb7. Por lo tanto, las afirmaciones (1) y (2) son equivalentes.

La función H es polinomial en las variables τ y ξ de A; por lo tanto, H es H (A)-diferenciable. H
satisface H(te, x, y) = (f(t, x, y), g(t, x, y)), donde e es la unidad de A. Aśı que, H es un levantamiento
H (A)-diferenciable. Por lo tanto, la afirmación (2) implica la afirmación (3).
Como H es H (A)-diferenciable y F (t, x, y) = H(te, x, y), entonces (x, y) 7→ F (t, x, y) es A-algebrizable
para todo t. Por lo tanto, la afirmación (3) implica la afirmación (1).

�
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Todos los campos de vectores cuadráticos que son algebrizables con respecto a la álgebra con producto
de Tipo (II) tienen la forma

ẋ = A0 + A1x+ A2y −
1

2
aA3x

2 + A3xy + A4y
2,

ẏ = B0 + (A1 + aA2)y +

(
1

2
A3 + aA4

)
y2,

(5.4.9)

donde a, A0, . . . , A4, B0 son constantes reales; ver la Sección 5.1.2. La algebrizabilidad de (x, y) 7→
(f(t, x, y), g(t, x, y)) con respecto a la álgebra con producto de Tipo (II) se puede verificar, considerando
t como una constante.
La algebrizabilidad de los sistemas cuadráticos no autónomos con respecto a la álgebra con producto
de Tipo (II) se da en el siguiente teorema.

Teorema 5.4.2 Sea A una álgebra con un producto de Tipo (II) definido por la constante a y sean f ,
g los polinomios (5.4.2). Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(1) El mapeo F (x, y) 7→ (f(t, x, y), g(t, x, y)) es A-algebrizable.

(2) Las funciones f y g tienen la forma

f(t, x, y) = a0 + a1t+ a2x+ a3y + a4t
2 + a5tx+ a6ty −

1

2
aa8xy + a9y

2,

g(t, x, y) = b0 + b1t+ (a2 + aa3)y + b4t
2 + (a5 + aa6)ty +

(a8
2

+ aa9

)
y2.

(5.4.10)

(3) La función H : A× A→ A de las variables τ = (t, s) y ξ = (x, y) definida por

H(τ, ξ) = A0 + A1τ + A2ξ + A3τ
2 + A4τξ + A5ξ

2, (5.4.11)

es un levantamiento H (A)-diferenciable de F , donde

A0 = (a0, b0),

A1 = (a1, b1),

A2 = (a3, a2 + aa3),

A3 = (a4, b4),

A4 = (a6, a5 + aa6),

A5 =
(
a9,

a8
2

+ aa9

)
.

(5.4.12)

Prueba.
Escribimos f(t, x, y) = A0 + A1x+ A2y − (1/2)aA3x

2 + A3xy + A4y
2 con

A0 = a0 + a1t+ a4t
2,

A1 = a2 + a5t,

A2 = a3 + a6t,

A3 = a8,

A4 = a9.

(5.4.13)
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y el mapeo (x, y)→ (f(t, x, y), g(t, x, y)) es A-algebrizable si y sólo si

g(t, x, y) = B0 + (A1 + aA2)y +

(
1

2
A3 + aA4

)
y2, (5.4.14)

donde B0 = b0 + b1t+ b4t
2. Por lo que, las afirmaciones (1) y (2) son equivalentes. El resto de la prueba

es similar a la del Teorema 5.4.1. Todos los campos de vectores cuadráticos que son diferenciables con
respecto a la álgebra con producto de Tipo (III) tienen la forma

ẋ = A0 + A1x+ A2x
2,

ẏ = B0 +B1y +B2y
2,

(5.4.15)

donde A0, B0, A1, B1, A2, B2 son constantes reales; ver la Sección 5.1.2. La algebrizabilidad de
(x, y) 7→ (f(t, x, y), g(t, x, y)) con respecto a la álgebra con producto de Tipo (III) se puede verificar,
considerando t como una constante.
La algebrizabilidad de los sistemas cuadráticos no autónomos con respecto a la álgebra con producto
de Tipo (III) se da en el siguiente teorema.

Teorema 5.4.3 Sea A una álgebra con un producto de Tipo (III) definido por la constante a y sean
f , g los polinomios (5.4.2). Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(1) El mapeo (x, y) 7→ (f(t, x, y), g(t, x, y)) es A-algebrizable.

(2) Las funciones f y g tienen la forma

f(t, x, y) = a0 + a1t+ a2x+ a4t
2 + a5tx+ a7x

2,

g(t, x, y) = b0 + b1t+ b3y + b4t
2 + b6ty + b9y

2.
(5.4.16)

(3) La función H : A× A→ A de las variables τ = (t, s) y ξ = (x, y) definida por

H(τ, ξ) = A0 + A1τ + A2ξ + A3τ
2 + A4τξ + A5ξ

2, (5.4.17)

es un levantamiento H (A)-diferenciable de F , donde

A0 = (a0, b0),

A1 = (a1, b1),

A2 = (a2, b3),

A3 = (a4, b4),

A4 = (a5, b6),

A5 = (a7, b9).

Prueba.
La función (x, y) 7→ (f(t, x, y), g(t, x, y)) es A-algebrizable si y sólo si

f(t, x, y) = a0 + a1t+ a2x+ a4t
2 + a5tx+ a7x

2,

g(t, x, y) = b0 + b1t+ b3y + b4t
2 + b6ty + b9y

2.
(5.4.18)

Por lo tanto, la primer y segunda afirmación son equivalentes. La función H dada por H(τ, ξ) =
A0 +A1τ +A2ξ +A3τ

2 +A4τξ +A5ξ
2, donde A0 = (a0, b0), A1 = (a1, b1), A2 = (a2, b3), A3 = (a4, b4),
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A4 = (a5, b6), A5 = (a7, b9), τ = (r, s) y ξ = (x, y) satisface H(te, x, y) = (f(t, x, y), g(t, x, y)). Por lo
tanto, la segunda y tercera afirmación son equivalentes.

�

Según los teoremas 5.4.1, 5.4.2 y 5.4.3, una algebrización de sistemas cuadráticos es una ecuación
de Riccati sobre una álgebra dξ/dτ = P (τ) + Q(τ)ξ + R(τ)ξ2, donde P (τ) = A0 + A1τ + A3τ

2,
Q(τ) = A2 +A4τ y R(τ) = A5. En el siguiente ejemplo se da un sistema cuadrático no autónomo para
el cual se encuentra una algebrización usando el Teorema 5.4.1.

Ejemplo 5.4.1 Consideremos el sistema (5.0.1) dado por

f(t, x, y) = 1 + 7t− x− 3y + 5t2 − tx− 3ty − 6xy − 6y2,

g(t, x, y) = 1 + t+ x+ y + t2 + tx+ ty + x2 + 4xy + y2.
(5.4.19)

Las matrices

B1 =

(
1 0
2 −1

)
,

B2 =

(
0 1
3 0

)
,

(5.4.20)

satisface 〈Bi, ∂(f, g)/∂(x, y)〉 = 0 para i = 1, 2. Por lo tanto, F : (x, y) 7→ (f(t, x, y), g(t, x, y)) es
A-algebrizable para una álgebra A con producto de Tipo (I) definido por las constantes a = 2 y b = 3.
Se cumplen las condiciones del Teorema 5.4.1; entonces el levantamiento H (A)-diferenciable H de F
puede escribirse como

H(τ, ξ) = A0 + A1τ + A2ξ + A3τ
2 + A4τξ + A5ξ

2, (5.4.21)

donde

A0 = (1, 1),

A1 = (7, 1),

A2 = (−1, 1),

A3 = (5, 1),

A4 = (−1, 1),

A5 = (0, 1).
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Conclusiones

En este trabajo se analizaron los art́ıculos de A. Alvarez-Parrilla [4] y de Alcorta-Garćıa [5] refe-
rentes a la A-algebrización, en los cuales propusieron el método de algebrización de ecuaciones dife-
renciales, el cual se utiliza para encontrar la solución de algunos sistemas de ecuaciones diferenciales.

Gracias a las herramientas obtenidas en los art́ıculos mencionados, se analizaron algunos sistemas de
ecuaciones diferenciales y se lograron encontrar las soluciones para algunos sistemas y para otros no,
pero de aquellas en que śı se logró, śı se obtuvieron todas las soluciones del sistema de ecuaciones
diferenciales.

Siendo aśı, se concluye que este método propuesto por A. Alvarez-Parrilla y de Alcorta-Garćıa, no se
puede generalizar para encontrar la solución de todos los sistemas de ecuaciones diferenciales por la
complejidad de las mismas; sin embargo dada su gran efectividad para resolver algunos de los sistemas,
es menester seguir en el estudio de este método, ya que dado que muchos de los problemas f́ısicos,
matemáticos y fenómenos naturales se pueden modelar mediante ecuaciones diferenciales, vale la pena
seguir utilizando éste método para su solución, aunque no pueda resolver todos.

Como perspectiva se puede decir que se puede hacer un estudio sobre la utilización de este método en
geometŕıa diferencial. Asimismo, se puede explorar su utilidad en el estudio de sistemas de ecuaciones
diferenciales parciales.
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[13] Elifalet López González, “Differential Equations over Algebras”, Advances and Applications
in Mathematical Sciences, Vol. 8, Issue 2 (2011), pp. 189-214.
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