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Introduccion

Muchos de los problemas fisicos, matematicos y fenémenos de la naturaleza se pueden representar
o modelar mediante ecuaciones diferenciales, de ahi la importancia de resolver éstas mismas, a fin de
predecir acontecimientos en el futuro, o bien, obtener una mejor comprensién de estos problemas. El
estudio de las ecuaciones diferenciales tomé gran importancia a inicios del siglo XX con el problema
16 de Hilbert, que ha permitido un desarrollo considerable de la teoria aplicable en este tema. En la
actualidad existe una gran cantidad de bibliografia explicando distintos métodos para la solucién de
ecuaciones diferenciales, sin embargo, sabemos que no hay un método que se pueda generalizar para
encontrar la solucién de éstas.

En este trabajo se analizard el método de algebrizacion de sistemas de ecuaciones diferenciales. Este
método consiste en determinar si un sistema de ecuaciones diferenciales cumple con ciertas condiciones,
de ser ese el caso entonces podemos decir que ese sistema es A-algebrizable, ademas obtendremos una
nueva ecuacion con coeficientes sobre la algebra A y si encontramos la solucién correspondiente de esa
ecuacién, entonces, se podra encontrar la solucién del sistema de ecuaciones diferenciales original.

Como hemos mencionado anteriormente, no hay un método que se pueda generalizar para la solucion
de ecuaciones diferenciales, por lo que se recurren a técnicas habituales lo que ocasiona solo encontrar
soluciones parciales (ver [1], [21] y [31]). Es importante mencionar que la solucién encontrada por el
método de algebrizacion de ecuaciones diferenciales proporcionado en este trabajo, es una soluciéon
correcta para el sistema de ecuaciones.

A lo largo de este trabajo veremos dos tipos de ecuaciones diferenciales: las ecuaciones diferenciales
autonomas, las cuales se representan por la ecuacién

d
d—f:f(x), reQCK"teR;

y las ecuaciones no auténomas, las cuales se representan por la ecuacién

dz

— = f(x,y).

o = f@y)

Ademas, por lo general K representara un campo, ya sea campo de los niimeros complejos C o el de
los nimeros reales R.

En el capitulo 1 se dard una instruccién breve a los temas de grupos, anillos, médulos y algebras con
ejemplos en R? y R3. En el capitulo 2 se estudiaran las algebras de matrices y las cualidades que tienen
con las matrices de Jordan, porque es importante que las algebras de matrices sean invertibles. Después
se dard un breve repaso a las dlgebras de Banach por su importancia para el método de algebrizacion
de ecuaciones diferenciales. Se estudiara las ecuaciones de Cauchy-Riemann porque determinan la rela-
cion que hay con la matriz de la primera representacion fundamental con las ecuaciones generalizadas
de Cauchy-Riemann generalizadas. En el capitulo 3.3 se estudiaran otras algebras y su isomorfismo
con las ecuaciones de Cauchy-Riemman para poder determinar la relaciéon que hay entre las matrices
de Jordan y las ecuaciones de Cauchy-Riemann generalizas. En el capitulo 4 se estudiara el méto-
do de algebrizacién para ecuaciones diferenciales auténomas, y se propuso un ejemplo para verificar
que el método si funciona. En el capitulo 5 se estudiara el método de algebrizacion para ecuaciones
diferenciales no auténomas.



—Capitulo 1
Preliminares

En este capitulo abordaremos algunas definiciones de algebras que son importantes para el método
de algebrizacion de ecuaciones diferenciales, ademas daremos algunos ejemplos para un mejor entendi-
miento, y de esa manera poder hacer la algebrizacién. Si requiere saber mas sobre algebras ver [16] y
[20] , ya que las definiciones que se dardn a continuacién son suficientes para el método que se propone
en este trabajo.

1.1. Grupos y anillos

En primer lugar definiremos lo que es un grupo y un anillo.

Definicién 1.1.1 Un conjunto G no vacio se dice que forma un grupo si en G esta definida una
operacion binaria denotada por (%), tal que cumple las siguientes propiedades:

1. a,b € G implica que axb € G. (Se cumple la cerradura).

2. a,b,c € G implica que a* (b*c) = (a*b) xc. (Es asociativa).

3. Eziste un elemento e € G tal que a*x e =exa = a.(e es el neutro para la operacion binaria).

4. Para todo a € G existe un elemento a=* € G tal que ax a™' = a=* xa = e. (El inverso de la

operacion,).

Definicién 1.1.2 Un grupo G se dice que es abeliano (o conmutativo) si para cualquier a,b € G
y con la operacion binaria (x) se tiene que: axb = bx a.

Ejemplo 1.1.1 El conjunto de los nimeros irracionales 1 bajo la operacion suma (+) no es un grupo.

Para verificar que no es un grupo es suficiente verificar que no se cumple alguna propiedad.
1. Sean a,b € I donde a =5 — 7y b=4+ 7 entonces a + b =9 lo que implica que a + b ¢ L.
De aqui podemos concluir que los nimeros irracionales I bajo la suma (+) no es un grupo.

Ejemplo 1.1.2 El conjunto de los nimeros reales positivos Rt bajo el producto (-) es un grupo abe-
liano.



. Sean a,b € R" por la propiedad de los niimeros reales que al multiplicar dos niimeros reales nos

da otro real, lo que implica que a - b € R.

Sean a, b, c € Rt por la propiedad de los niimeros reales, se cumple que a - (b-¢) = (a - b) - c.

. Existe un elemento 1 € RT, tal que se cumple a-1=1-a = a.

1 1

. Para todo a € R* existe un elemento en a 'R*, tal que a-a ' =a'-a=1.

Sean a,b € RT, por la propiedad de los ntiimeros reales se cumple a -b = b - a.

Como se cumplen las 5 propiedades podemos concluir que los niimeros reales positivos Rt bajo
el producto (-) es un grupo abeliano.

Ejemplo 1.1.3 FEl conjunto de los enteros Z bajo la suma (4) es un grupo abeliano.

1.

D.

Sean a,b € 7Z, sabemos que por las propiedades de los enteros la suma de dos enteros da como
resultado un entero, es decir que a + b € Z.

Sean a, b, ¢ € Z por las propiedades de los enteros se cumple a + (b+¢) = (a +b) + ¢.

. Existe un elemento e =0 € Z tal que a+0=0+a = a.

. Para todo a € Z existe un elemento a™' = —a € Z tal que a + (—a) = (—a) + a = 0.

a,b € 7 se tiene que a + b = b+ a por las propiedades de los enteros.

Definicién 1.1.3 Sea R un conjunto no vacio y sean la suma (+) y el producto (-) dos operaciones
binarias en R; entonces definimos a R como un anillo si cumple las siguientes propiedades bajo las

operaciones “+7 y

[

Para la operacion suma:

1.

Para todo a,b € R se tiene que a + b € R es cerrada bajo la suma.

2. Para todo a,b,c € R se tiene que (a+b) +c=a+ (b+¢) la suma es asociativa.

3. Para todo a € R existe un 0 tal que a +0 =0+ a = a, es decir que el 0 es el neutro aditivo en

4.

R.

Para todo a € R existe un b € R, tal que a+b=0>b+a =0, donde b es el inverso aditivo.

5. Para todo a,b € R se tiene que a +b =0+ a, la suma es conmutativa.

Para la operacion producto:

6. Para todo a,b € R se tiene que a-b € R es cerrado bajo el producto.

7. Para todo a,b,c € R se cumple que (a-b)-c=a-(b-c) el producto es asociativo.

8. El producto () es distributivo con la suma (+):

(i) Para todo a,b,c € R se cumple que a-(b+c¢)=a-b+a-c.
(ii) Para todo a,b,c € R se cumple que (a+b)-c=a-c+b-c.



Observacién 1.1.1 Un grupo G es un anillo si cumple con las propiedades 6), 7) y 8).

Definicién 1.1.4 Un anillo R decimos que es un anillo conmutativo si para todo a,b € R se tiene
que a-b="b-a, es decir que el producto es conmutativo.

Definicién 1.1.5 Un anillo R decimos que es un anillo con elemento unitario si existe 1 € R,
tal que para todo a € R se tiene que 1 -a=a-1=a.

Ejemplo 1.1.4 El conjunto de los enteros Z: es un anillo conmutativo con unidad bajo las operaciones
usuales de la suma y producto de los enteros.

En el ejemplo 1.1.3 vimos que Z es grupo abeliano bajo la suma, y por las propiedades de Z se cumple
con las propiedades 6), 7), 8), por lo tanto Z es un anillo. Asimismo, por las propiedades del producto
() de los enteros Z es conmutativo, asi que Z es un anillo conmutativo. El elemento unidad existe en
Zyesell 1-a=a-1=a paratodo a € Z, por lo tanto Z es un anillo conmutativo con unidad.

Definicién 1.1.6 Sea R un anillo con elemento unitario, y si e es un elemento en R, decimos que es
la unidad de R si tiene un inverso multiplicativo en R. Si todo elemento distinto de cero en R es una
unidad, entonces R es un semi campo o anillo con division.

Observacion 1.1.2 Un campo es un anillo conmutativo con division.

Ejemplo 1.1.5 El conjunto de nimeros enteros Z. no es un campo, pues para todo a € Z distinto de
+1, —1 no tiene inverso multiplicativo, por lo que a no es unidad en 7Z.

Ejemplo 1.1.6 Los numeros racionales Q vy los reales R forman un campo respectivamente.

1.2. Moddulos

En esta seccion daremos la definicion y el significado de homomorfismos de moédulos teniendo en
cuenta que son importantes para el concepto de algebra. A partir de esta secciéon en algunos casos se
omitird al simbolo de multiplicacién () por comodidad de notacién, es decir, que si a, b pertenecen a
un anillo, a un campo o a una algebra, entonces al producto de los dos elementos se escribira como ab
cuando nos refiramos a la multiplicacién a por b.

Definicién 1.2.1 Sea R un anillo y M un grupo abeliano bajo la operacion suma +, se dice que M
es un R-modulo si para todo a,b € M y r,s € R, y con el producto externo de M satisfacen las
siguientes condiciones:

1. (ra) € M.

2. r(a+0b) =ra+rbd.
3. (r+s)a=ra+ sa.
4. (rs)a = r(sa).

Observacion 1.2.1 Un R-mddulo se parece mucho a un espacio vectorial, pero los escalares solo
necesitan formar un anillo.



Definicién 1.2.2 Sea M un R-mddulo y sea 1 € R tal que 1m = m, para todo m € M, entonces M
es un R-modulo con unidad.

Ejemplo 1.2.1 El conjunto nZ x nZ de las parejas ordenadas (a,b), donde a y b son maltiplos de n,
sobre Z, es un Z-mdédulo, donde la suma de (a1, b1),(az,by) € nZ xnZ y el producto por escalar r € nZ

se define:

(al, bl) + (CLQ, bg) = (CLl + a9, bl + bg),
r(ai,by) = (r-ay,r-by).

Por demostrar que este ejemplo es un Z-mddulo, primero verifirecamos que nZ X nZ es un grupo
conmutativo bajo la suma, donde ésta es la suma usual de los nimeros enteros, sean r,s € Z y
(a1,b1), (ag,b2), (as, b3) € nZ x nZ entonces tenemos que:

1.

(a1,b1)+ (az, be) = (a1+ag, by +bsg), como ay y az son multiplos de n, entonces su suma también es
multiplo de n, por lo que podemos concluir que aj + ay, by + by € nZ, entonces (aj + ag, by +be) €
nZ. X nZ.

(a1,b1) + (az,b) = (a1 + ag, by + by) = (az + ay, by + by) = (b, as) + (a1, by). Observamos que se
cumple la conmutatividad.

(a1,b1) + ((az,b2) + (a3,b3)) = (a1,b1) + (a2 + az, b2 + b3) = (a1 + ag + a3z, by + by + b3) =
(a1 + ag, by + be) + (as, b3) = ((a1,b1) + (az,bs)) + (as, bs). Podemos concluir que se cumple la
asociatividad.

Como 0 es miltiplo de n para todo n € Z, entonces existe (0,0) € nZ x nZ tal que se cumple
(a,b) + (0,0) = (a,b), donde (0,0) es el neutro aditivo de nZ x nZ.

Existe (—a, —b) € nZ x nZ tal que se cumple que (a,b) + (—a, —b) = (0,0), donde (—a, —b) es
el inverso aditivo de nZ x nZ.

De lo anterior podemos concluir que nZ x nZ es un grupo conmutativo bajo la suma.

Ahora verificaremos las otras propiedades para poder concluir que este ejemplo es un Z-médulo.
Sean r,s € Z'y (a1,b1), (ag,by) € nZ x nZ:

1.

Verificando la primer propiedad, utilizando las operaciones usuales de los nimeros enteros, sa-
bemos que (ay,b1) € nZ x nZ, lo que implica que a; y by son multiplos de n, entonces tenemos
que:

r- (al,bl) = (7” Ay, T bl) = (Gz,bg),

donde ay y by son multiplos de a; y b; respectivamente; por lo que podemos concluir que
(raj,rby) € nZ x nl.

. Ahora verificamos la segunda condiciéon. Tenemos que:

r((ay, b1) + (az,b2)) = r(a1 + az, by + b2)
= (r(a; + ag),r(by + b2))
=(r-a;+r-ag,r-by+1-by)
= (r-ay,r-by)+ (r-ag,r-by)
=r(ay,by) + r(ag, bs),

observamos que se cumple la segunda condicién.
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3. Verificando la tercera condicién. Partimos de

-+ 5) an,by) = ((r + S)a, (r + )
=(r-a;+s-a;,r-by+s-bp)
=(r-a,r-by)+(s-a1,s-b1)
=r(ay, b1) + s(a, by).

Por lo que observamos que también se cumple esta condicién.

4. Por utimo, verificamos la cuarta condicion, en donde tenemos que:

(rs)(ai,by) = ((rs) - ay, (rs) - by)
( r

=T

=r

de aqui observamos que se cumple la igualdad, por lo que concluimos que se cumple esta condi-
cion.

En virtud de que se cumplieron todas las condiciones senaladas, entonces concluimos que el ejemplo
1.2.1 es un Z-médulo, lo que se pretendia demostrar.

Ejemplo 1.2.2 El conjuntos de las matrices M (m x n,K) de m filas con n columnas con entradas en
K, es un K-mddulo con la operacion adicion de matrices y multiplicacion por escalar de K, definidas:

1. Si A, B € M(n x m,K), entonces la suma de matrices (A + B) es la matriz cuya entradas i, j
estd dada por [A+ Bl;; = [A];; + [Bli;-

2. Siae Ky Ae M(m x n,K), entonces la multiplicacién de matrices por escalares ([aA]) es la
matriz cuya entrada i, j estd dada por [aAl; ; = a[A]; ;.

Definicién 1.2.3 Un homomorfismo de mdédulos es una funcion f : M — N entre los R-mddulos
M y N tal que st para todo r € R y m,n € M, se cumple:

1. flm+n)= f(m)+ f(n).
2. firm) =rf(m).
Ademds, si f es inyectiva y suprayectiva decimos que f es un tsomorfismo de modulos.

Ejemplo 1.2.3 Definamos la funcion f : 27 x 2Z — M(2,Z) como:

ﬂmmz(@gbg)

Veremos que es un homomorfismo de Z-mddulos. Sean r € Z y (a,b), (c,d) € 27 x 27:



(a+c)+(b+d) 0 )

(sl
(

a+c 0O n b+d 0
0 b 0 d

[ ra+rb 0O
o 0 rb
B a+b 0
U0 b

=rf(a,b).

1.3. Algebras

Una édlgebra normalmente la denotaremos por A, y es importante para este trabajo porque es lo que
necesitaremos para realizar el método de algebrizacion de ecuaciones diferenciales, ademas daremos la
definicion de homomorfismos e isomorfismos de algebras.

Definicién 1.3.1 Sea M un R-moddulos, y supongamos que existe una operacion binaria definida entre
elementos de M, (-,-) : M x M — M, tal que es bilineal con respecto a la suma, es decir, que para
todo u,v,w € M, A\ € R se cumplen las siguientes propiedades:

IL.u-(v+w)=u-v+u-w.
2. (v+tw) u=v-ut+w-u.
3. u- (M) =Au)-v=Au-v).

entonces llamaremos a A = (M,-) dlgebra sobre R o R-dlgebra, donde (-) denota el producto de
M.

Ejemplo 1.3.1 Veamos que A = (R3, X) es una dlgebra sobre R, donde x denota el producto vectorial
o producto cruz.

Sabemos que R? es un espacio vectorial sobre R, es decir que R? es un R-médulo, tenemos que el
producto vectorial es distributivo y bilineal, por lo tanto tenemos que A es una R-dlgebra.

Como lo mencionamos al inicio de esta seccion la dlgebra que utilizaremos para el método de algebri-
zacion la daremos a continuacién. Para profundizar en el estudio de estas dlgebras ver [14].

Definicién 1.3.2 Una R-dlgebra o dlgebra sobre un anillo conmutativo con unidad R es un R-maodulo
A con un producto, el cual es una transformacion bilineal A x A — A denotada por (z,y) — zy, de
tal manera que se tiene la asociatividad, conmutatividad y existe un elemento e € A que satisface
ex = xe =z, para todo x € A, donde e es la unidad de A.

La bilinealidad de (z,y) — xy implica que para todo x,y,z € A y a € R, se tiene:
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i) x(y+z2)=ay+az, (r+y)z=az+yz.
it) a(zy) = (azx)y = x(ay).

La asociatividad implica que para todo x,y,z € A, se tiene:

i) x(yz) = (zy)z.

La conmutatividad implica que para todo x,y,z € A, se tiene:

) xy = yx.

Observacion 1.3.1 En este trabajo a lo que nosotros llamaremos dlgebra nos referimos a una dlgebra
asociativa, conmutativa con unidad.

Observacién 1.3.2 Un elemento a € A se llama regular si existe a™' € A, tal que a™'a = aa ! = e,

donde e es la unidad de A, a=' se llama el inverso de a, al conjunto de los elementos requlares lo
denotaremos por G(A). Si a € A no es reqular, entonces a se llama singular.

El conjunto G(A) es un grupo con respecto al producto de la dlgebra. Tenemos que el producto es
asociativo, que la identidad e estd en G(A) y que existe el inverso, lo inico que falta ver es que es
cerrado.

Sean u,v € G(A), tenemos que u™', v~ € G(A), ademds que (uv)(v~'u~') = e, entonces uv € G(A).
Por lo tanto tenemos que G(A) es un grupo. Los siguientes ejemplos son interesantes, en especial el
ejemplo 1.5.4, llamado &algebra de los complejos, veremos mas adelante que se trata de una algebra
normal.

Ejemplo 1.3.2 El R-mddulo R? es una R-dlgebra con el producto:

(21, y1)(22, y2) = (2172, T1Y2 + Y172),
veamos que es bilineal, asociativa, conmutativa y existe la unidad.
Sean (z1,v1), (T2, v2), (r3,93) en R? y o € R | entonces

i) Verificando la primera condicién de bilinealidad

(@1, 1) (@2, 92) + (3,93)) = (x1,91) (22 + T3, Y2 + y3)

= (w1(z2 + 23), 21 (y2 + ¥3) + y1(22 + 73))
= (2123 + 2123, T1y + T1Ys + Y172 + Y123)
= (2122, 1192 + Y172) + (123, T1Y3 + Y123)
= (

L1, y1>($27 92) + (xh yl)(x?)a 93)

(@1, 91) + (22, ¥2)) (w3, y3) = (21 + 22, y1 + y2) (23, Y3)

= ((v1 4+ 22)x3, (Y1 + y2)23 + (¥1 + 22)Y3)Y3)
= (1123 + ToT3, Y173 + Y23 + T1Y3 + T2y3)
= (2173, Y173 + T2y3) + (T2T3, Y2x3 + T1Y3)
= (

X1, yl)(x37 y3) + (‘7“27 yQ)(x?n ?J3)
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ii) Ahora verificamos que se cumple la segunda condicién

a((z1,y1) (@2, 92)) = (@122, T1y2 + Y122)
(172, a(T1Y2 + Y172))
(w29, a1y + Qy122)
(axy, ayr)(x2, y2)
(a(z1,y1)) (22, Y2)-

a((r1,y1)(T2,92)) = a(z122, T1Y2 + Yy172)
= (ax122, a(T1Y2 + 1122))

QL1 Tg, T1Yo + QY1 To)

= (
= (m1axq, T10Y2 + Y1022)
= (fcbyl)(a@,ayz)
= ($17y1)<04(1'2,y2)),

de 7) y i7) tenemos que el producto es bilineal.

iii) Verificando que el producto es asociativo

(@1, 1) (22, y2) (23, y3)) = (21, y1) (2223, T2y3 + Yow3)

= (112273, 21 (T2y3 + Y273) + Y1T2T3)
= (112273, T1ToY3 + T1YoT3 + Y17273)
= (217273, T1T2Yy3 + (T1Y2 + Y172)73)
= (122, 21Y2 + Y172) (73, Y3)

= (w1, 1) (22, y2)) (3, ¥3),

podemos observar que el producto es asociativo.

iv) Ahora verificaremos que el producto es conmutativo.

(21, 91) (22, Y2) = (L1272, T1Y2 + Y172)
= (291, Tays + Yo1)

= (w2, 92) (71, 1).

v) Sabemos que la unidad de R? es e = (1,0)

(L,0) (z,y)=(1-2,1-y+0-2)
= (z,y).
(,y)-(1,0)=(x-1L,z-04+y-1)
= (z,y).

Ejemplo 1.3.3 El R-mddulo R? es una R-dlgebra, con el producto:

3 1 1
(x1,22) (Y1, Y2) = (22101 + = (T1Y2 + Tays — TaYa), Taya + = (T1Y2 + Taty — T1Y1)),

2

donde la unidad es e = (1, 1).
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Ejemplo 1.3.4 (Complejos) EI R-mddulo R? es una R-dlgebra, con el producto:

(21, 1) (72, ¥2) = (2122 — Y1Y2, T1Y2 + Tay1),
donde la unidad de R? es e = (1,0). Denotaremos a esta dlgebra como C.

El siguiente ejemplo es de gran interés, ya que en estas algebras algebrizaremos sistemas de ecuaciones
planares.

Ejemplo 1.3.5 El R-mddulo R? es una R-dlgebra, con alguno de los siquientes productos:

€1 €2
I)|e|er €
€9 | €9 —b€1 + aes
€1 €2
II) €1 | —aey €1 |
€2 €1 €2
! €2
III) €1 | €1 0 |
()] 0 €9

Ejemplo 1.3.6 R? es una dlgebra A = (R?,-) donde (-) es alguno de los siguientes tres productos:

€1 €9 €3
€1 | e €9 €
A) 3 )
e | e —ae; — cey — ees —bey — dey — fes
€3 | €3 —b61 — d€2 — f€3 —h61 — j€2 — l€3
€1 €9 €3
B) e1 | —ae; — cey — ee3 e1 —be; — dey — fes
€2 €1 €2 €3 '
€3 —b61 - d€2 - f@g €3 —h61 - jeg - leg
€1 €2 €3
e1 | —ae; — cey — ees —be; — dey — fes e1
C) ) .
es | —bey — des — feg —hey — jeg — leg €9
€3 €1 €2 €3
Sabemos que R3 es un espacio vectorial, por verificar que A = (R?,-) tiene la estructura de una

algebra con respecto al producto Tipo A). Tenemos que el producto entre elementos de A se define
como (x,y, 2), (u,v,w) = (zu — ayv — byw — bzv — hzw, xv 4+ yu — cyu — dyw — dzv — jzw, Tw — eyv —
fyw + zu — fzw — lzw), verificaremos que se cumple que es bilineal, asociativo y conmutativo.



i) Verificamos que es bilineal:
La primera condicién

(@1, Y1, 21) (@2, 2, 22) + (23,43, 23)) = (21,41, 21) (T2 + T3, Y2 + 3, 21 + 23)
(z1(w2 + 23) — ay1(y2 + y3) — by1 (22 + 23)
—bz1(y2 + y3) — hz1(22 + 23),
v1(y2 +y3) + y1(z2 + 23) — cyr(y2 + v3)
dy1(z2 + 23) — dz1(y2 + y3) — j21(22 + 23),
w1(21 + 22) — ey (y2 +y3) — fyr(z2 + 23)
+ z1(w2 + 23) — f21(ye +y3) — lz1(22 + 23))

= (1172 — ay1y2 — byr2z2 — b21y2 — hz129,

T1Y2 + Y1Z2 — iy — dyrz1 — dziys — j21 22,
T120 — €y1ye — fyrze + 21%2 — fryp — l2122)
+ (v173 — ayrys — by123 — bzyys — hzy 23,
T1Ys + Y123 — cyiys — dyrzs — dzys — jz12s,

123 — ey1ys — frizs + 2103 — f2ays — l2123).

la segunda condicién

a((@1, Y1, 21) (22,2, 22)) = a(w122 — ayry2 — by122 — bz1ye — hzy 2,
T1Y2 + Y172 — Y1y — dy12e — dz1y2 — j2129,
T120 — ey1ye — firze + 2122 — f21y2 — l2122)
= (ar173 — aqy1ys — bay12s — baziys — hazi 2,
ar1ys + ay1Te — cayiys — dayizs — daziys — jaz 2,
axize — eqpYo — fayize + az1xo — faziys — lazy zs)

= (al'bayl,azl)(%,y%zz) = (a(Il,thl))(fz,ym%)-

a((z1,y1,21) (T2, Y2, 22)) = 172 — ay1Ye — by122 — bz1ys — hz 29,
T1Y2 + Y1T2 — CY1y2 — dy122 — dz1ys — j2122,
T129 — ey1ye — fy1ze + 2170 — fr1ys — l2122)
= (179 — acy1ys — bayizo — baziys — haz 2,
ar1ys + Q1o — cayrys — dayi1zs — dazys — jaz 2,
aryzy — eayrys — fayize + azwy — fazy, — lozz)

= (21,91, 21)(ar2, Y2, az2) = (71,91, 21) (22, Y2, 22)).
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ii) Verificamos que es asociativo:

(21,91, 21) (T2, Y2, 22) (23, Y3, 23)) = (21, Y1, 21) (X223 — aYays — byazs — bzoys — hzozs,

ToYs + Y23 — CYayz — dyoz3 — dzoys — jz223,

Toz3 — eYays — fyazs + 2303 — f2oys — l2223)

= ($1(952$3 — ayays — byazg — bzoys — h2223)

— ay1(Tays + yot3 — cYays — dyazz — dzpys — jza23)

— by1 (223 — eyays — fyazs + 2373 — f2oy3 — l2p23)

— bz1(zays + yax3 — cyoys — dyazs — dzays — jza23)

— hz1 (2923 — eyays — fyazs + 2373 — f2oy3 — l2223),
Y1(Tays + Y23 — cyoys — dyazz — d2ays — jzoz3)

+ Y1 (T3 — ayays — byzzz — bzoys — hzpzs)

— cy1(T2ys + Y23 — Cpys — dypzz — dzoys — jzoz3
— dy1(T223 — eyays — fyozs + 2373 — f2oys — 2023
— dz1(72y3 + yox3 — Yoy — dyaz3 — dzays — j2223
— jz1(xaz3 — eyays — fyazs + 2373 — f2oy3 — l2p23
21(T223 — eYays — fyazs + 2373 — [20y3 — l2223)

— ey1(Tays + Yoz — cyoys — dyaz3 — dzays — jz223)
— fur(w2z3 — eyoys — fyozs + 2303 — f2oys — l2223)
+ 21(2223 — ayays — byazz — bzoys — hzpzs)

— f21(22ys + Yoz — cypys — dyaz3 — dzays — j2223)

— 121 (2223 — eyoys — fyozs + 2303 — froys — l2223))

— — ~— —

Y

= (%952 — ay1y2 — byi1zo — bz1ys — hzy 29,

T1Y2 + Y1%2 — cy1y2 — dy122 — dz1y2 — J2122,
129 — ey1yYa — fry120 + 2102 — f21y0 — 12122)

($37y3, 23)

= ((xla Y1, Zl)(l'?a Y2, Z2))($37 Ys, ZS)-

iii) Por ltimo, confirmemos que es conmutativa

(551, Y1, 21)(332, Y2, 22) = (9171332 — ay1y2 — byi1zo — bz1y2 — hzy 29,

Definicién 1.3.3 Un homomorfismo de R-dlgebras es una funcion 1y : A — A’ entre las R-dlgebras

T1Y2 + Y172 — cy1ye — dy121 — dz1ys — J2122,
T129 — ey1ye — fyize + 2122 — f21ys — l2122)
= (2221 — ayay1 — byaz1 — bzoyr — hzoz,
Tay1 + Y21 — CYay1 — dy221 — dz1y1 — J2221,
Toz1 — €Yoty — fy221 + 2071 — foy1 — l2p21)

= (x2> Y2, 22)(1617 Y1, Z1)~

A y A, si para todo a,b € A y X\ € R, se cumple:

i) Y(a+b) =v(a) +¥(b).
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i) (ha) = Ay(a).

i) P (ab) = ¥(a)(b).
Sie y e son las unidades de A y A" respectivamente, entonces:
w) p(e) = €.

Ademds, si 1) es inyectiva y sobreyectiva, se dice que 1 es un isomorfismo de R-dlgebras y que A y
A’ son R-dlgebras isomorfas.

Ejemplo 1.3.7 Sea f una funcion que va de la dlgebra que vimos en el Ejemplo 1.3.2 al dlgebra de
las matrices M(2,R), que se define como:

f(:c,y)z(i 2)

La funcion es un homomorfismo de R-dlgebras, como verificaremos a continuacion. Sea r € R y
2.
(:L‘7 y)7 <w’ Z) E R °

i)

f((z,y) + (w, 2)) = f(x +w,y + 2)

b))
= f(z,y) + f(w, 2).
ii)
f(r(z,y)) = f(ra,ry)

iii)



iv)

fle) = £(0,1)
(1)

De lo anterior podemos concluir que si se trata de un homomorfismo de algebras.

En este capitulo solo dimos lo mas basico de una &algebra, ya que nuestro tema de interés se vera
en el siguiente capitulo, es decir que veremos con mas detalle las dlgebras que utilizaremos para la
algebrizacién.
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—Capitulo 2
Teoria de algebras

Como mencionamos anteriormente, en este capitulo daremos una definicién de algebras, asi como
ejemplos que son convenientes para comprender la algebrizacién. Si desea ahondar en el tema ver [14].

2.1. Algebra en los nimeros complejos C

Definicién 2.1.1 Sea Vi un espacio vectorial sobre el campo K, y supongamos que existe una opera-
cion binaria definida entre vectores:

< Ve X Vk — Vg,
que es bilineal, es decir, que para todo uw,v,w € V y con A\ € K cumple las siguientes propiedades:
Lu-(v+w)=u-v+u-v.
2. (u+v) - w=u-w+v- w.
3. u- (W)= (Au)-v=Au-v).

Con esta operacion definimos a Vk como una dlgebra sobre K, donde K es el campo base del dlgebra

A.

Ejemplo 2.1.1 Consideremos el caso de los nimeros complejos C, z = x 41y, con x,y € R definimos
a la suma de estos numeros como la usual de los niumeros reales, es decir, componente a componente
y el producto de la siguiente manera:

212y = (214 iyr) (22 + iyp)
= 123 — 1Yz + (X192 + Y122).

Ahora queremos verificar si C se comporta como una R-dlgebra.

Sean £1,&,&3 € Cy A € R por demostrar que los niimeros complejos son un R-algebra.
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1. Verifiquemos si cumple con la primera propiedad:

(& +&) = (v +iyn)((z2 4 iye) + (w3 +1y3))
= (1 +iy1) (2 + 23+ (Y2 + y3))
= zi(x2 +23) — y1(y2 + y3) +i(z1(y2 + y3) + yi(22 + 23))
=TT+ 2173 — Y1Y2 — Y1y +i(T1y2 + T1y3 + 172 + Y173)
= 11Ty — Y1y +i(T1y2 + y172) + 1123 — Y1y +i(T1y3 + y123)
= (@1 4+ y1) (22 + 1y2) + (21 +iy1) (3 + y3)
§1&2 + &183.

Podemos observar que si se cumple la primera propiedad.

2. Verifiquemos si se cumple la segunda propiedad:

(& +&)& = (@1 +iy1) + (z2 +iy2)) (w3 + iy3)

(x1 4+ z2 +i(y1 + y2)) (x5 + 1y3)

(1 4+ x2)xs — (Y1 + y2)ys + 1((21 + 22)ys + (y1 + y2)x3)

= 173+ DTz — Y1Yz — Y2ys + i(T1y3 + Tays + 1173 + Yor3)

= 11273 — Y1y3 + i(T1Y3 + 1123) + T2r3 — Yoyz + i(Tays + Yor3)
= &8+ 68

Observamos que el producto se distribuye en la suma por la derecha, por lo que efectivamente
se cumple la segunda propiedad.

3. Verifiquemos si se cumple para la tercera condicién:
Primer caso

§1(A&) = (1 +iy1)(AM(x2 +iy2))
= (21 4+ 1y1)(Az2 + iAys))
= x1(Az2) — y1(Ay2) + i(@1(Ay2) + yi(Ar2))
= @1(Ar2) — y1(Ay2) + i(@1(Ay2) + y1(Az2))
(Az1)m2 — (Ay1)ya + i((Ax1)y2 + (Ay1)22)
= (Azy +iAyr) (22 + dy2)
(A1 +iy1)) (22 + iys)
(A&1)&2

Segundo caso

(A1) (AMz1 + iy1)) (22 + 1y2)

= (Azq +iA\yr) (22 + iy2)

= (Az1)z2 — (Ay1)y2 + i((Az1)ys + (Ayr)22)

= Mziwz — 1Yz + (@192 + Y172))

= M(z1 +iy1)(z2 + 1y2))
(

= M&&).

De lo anterior vemos que la tercera condicion se cumple.
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De las tres condiciones anteriores, podemos concluir que C es una algebra sobre R, o bien, es una
R-algebra.

2.2. Algebra de matrices

En el ejemplo 2.1.1 realizamos las operaciones necesarias para verificar que C es una algebra, pe-
ro la pregunta es: ;Podremos hacer los calculos en R™ pensando en las operaciones de una variable
compleja?, es decir, ;En un conjunto de n-variables se pueden hacer las mismas operaciones de una
algebra como se hizo con los ntimeros complejos?.

Para verificar que también se cumplen las algebras con operaciones de n variables es necesario que
verifiquemos las siguiente definiciones sobre algunas algebras en matrices, ya que éstas no ayudaran a
entender mejor este tipo de problemas.

Existen otras algebras en R? con cualidades que nos serviran para este tema. Ver para profundizar

[17]y [18].

Ahora consideremos los tres pares de matrices:

moa=( %) @=( %)
o= ( ), am (0 1),

10
(IIT) 61=<O O)’ €2

Para esta seccion utilizaremos las operaciones de matrices que se escribiran en los siguentes lemas.

Il
RN
O O
)
~

Lema 2.2.1 Sea el par de matrices de tipo (1), entonces se cumplen las siguientes afirmaciones
(_Z) €1e1 = eq.
(2) €162 = €2€1 = €9.

(3) €9€y = —€7.
Prueba.

(i) Para el caso (1) y (2) se cumplen porque e; es la identidad, sélo nos falta demostrar el caso (3).

0 —1\ /0 —1
@2 = 11 o)1 o

(ii) Por demostrar que eseqs = —e;.



De lo anterior queda demostrado el lema. O

Lema 2.2.2 Sea el par de matrices de tipo (I1) entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:
(1) ere; = e;.
(2) e1eq = egeq = es.
(3) eseq = e,

donde eq es la matriz cero de M(2,R).

Prueba.

(i) Para el caso (1) y (2) se cumplen porque e; es la identidad. Ahora sélo nos falta demostrar el
caso (3).

(ii) Por demostrar que eses = €q
(0 1\ /0 1
<2 = 1o 0/\o o
(00
~\0 0

Concluimos que el lema se cumple. O

Lema 2.2.3 Sea el par de matrices de tipo (I11), entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:
(1) ereq = e;.
(2) e1e5 = ese1 = €p.
(3) eseq = es.

Prueba.

(i) Por demostrar que eje; = ey,
(1 0\ (/1 0
“act = 1o o) \o o
(10
- 0 0

(ii) Por demostrar que ejes = egeq = e,
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e Verificando que se cumple ejes = e,

(1 0\/0 0
@2 = 1o o) \o 1

e Verificando que se cumple ese; = e,

{00\ /10
“24 = 1o 1)\o o

De aqui podemos concluir que se cumple la igualdad ejes = ese; = €.

(iii) Demostraremos la tltima igualdad eses = e,

w = (o1) (0)
1)

= e€a.

De lo anterior el lema es demostrado. O

Observacion 2.2.1 Los lemas demostrados anteriormente los utilizaremos en los siguientes ejemplos.
Ejemplo 2.2.1 Verificar que estos tres pares de matrices (1), (IT) y (III) son una A-dlgebra.

Definimos a £ = ae; + bey con a,b € Ry ey, es las matrices (I), (II) y (III).

1. Para el par de matrices de (I),

(10 (0 -1
61— 0 1 i 62_ 1 O )

y utilizando el lema 2.2.1 queremos ver si forman una A-algebra, sean £1,&,83 v A € R.

18



i) Por verificar que se cumple la propiedad distributiva por la izquierda. &;(£,4E3) = &1§+61&3

&1(&+ &) (areq + bies)((azer + baes) + (azer + bzes))

(are1 + b162)((a2 +ag)er + (ba + b3)ez)

(ar(as + as))es + bi(ag + as)ese; + ar(by + bs)eres + by (by + bs)es

(a1(az + ag))er + bi(ag + as)es + ai(by + bs)ea — by (ba + b3)eq

= (ayas + ayaz — biby — bybs)ey + (brag + biag + a1bs + a1b3)es

((ayag — bibg)ey + (brag + arbe)es) + ((ajaz — bibs)er + (bras + arbs)es)
(arage; — bibgey + biages + arbes) + (arase; — bibser + brages + aibses)
(a1azereq + ajbaeres + biasese; — bibgeses)

+(ajazere; + arbseres + byagese; — bibseses)

= (aer + biea)(azer + baea) + (arer + bies)(aser + bzes)

= §i& +&i&s,

de aqui concluimos que el producto si se distribuye por la izquierda.

ii) Ahora verificaremos que el producto efectivamente se distribuye por la derecha. (§;+&)&3 =

§183 + &283.

(61 + &) = ((arer + biea) + (ager + baea))(azer + bzes)

(a1 + az)er + (by + by)es)(aze; + bges)

ay + az)ased + (by + bo)asese; + (ay + ag)bseres + (by + by)bses
aj + as)ase; + (by + ba)ages + (ag + as)bseq — (by + bo)bsey

= ajasze; + asase; + b1a3€2 + b2a362 + a1b3€2 + CL2b3€2 — b1b3€1 — bgb3€1

(
(
(
(

= (ajage; + byagey + arbses — bybser) + (azasze; + boaszes + agsbses — bobsey)
= (a1a3ef + biasgeze; + arbseies + 515363)
+(agasze] + byaszesey + asbsereq + bybses)
= (aie1 + bies)(ase; + bses) + (agey + baes)(azer + bzes)
= &8s+ &8s,

de aqui observamos que el producto distribuye por la derecha.

iii) Verifiquemos que se cumple la siguiente igualdad &; (M) = (A&1)E = A(§1e).

§1(A&2) = (arer +biea)(A(agzer + baey))
= (ajeq + bies)(Aage; + Abaes)
= ay(Aaz)e] + bi(Aag)eser + ay(Aba)eres + bi(Aby)es
= ai(Aag)e; + by(Aag)es + a1 (Abg)eg — by (Aby)ey
(a1 N)ager + (byN)ages + (a1 A)baes — (b1 A)bgeq
(Aay)ager + (Aby)ages + (Aaq)baes — (Aby)baey
(Aa1)age? + (Aby)agese; + (Aay)breres + (Aby)byes
(Aaje; + Abres)(aszer + baes)
(Mayeq + bres))(azer + baes)
(&6
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Ahora verificamos que también se cumple la otra parte de la igualdad.

(A1)& =

(Marer + bres))(azer + baes)

(Aarer + Abies)(azer + boes)

= (Aay)age] + (Aby)agese; + (Aay)bseres + (Aby)boes
= (Aay)age; + (Aby)azes + (Aaq)boey — (Aby)baey

Por lo tanto, concluimos que la tercer condicion también se cumple.

De los tres puntos anteriores decimos que las matrices de tipo (I) son una A-algebra.

2. Ahora hacemos lo mismo para el par de matrices de tipo (II).

/10 (01
61_01762_007

y utilizando el lema 2.2.2 queremos ver si forman una A-algebra, sean £1,&5,&3 v A € R.

i) Por verificar que se cumple la propiedad distributiva por la izquierda & (§2+&3) = §1&2+&1€3,

§1(62 + &3)

arer + biea)((ageq + boes) + (aszeq + bzes))

aje; + biea)((ag + as)ey + (be + bs)es)

ai(as + as))ef + b1 (as + az)eser + ay(be + bs)eres + by (be + b3)€§
ai(as + az))ey + by(az + ag)ea + aq(by + b3)es

ajas + ajag)e; + (byag + byag + arbe + arbs)es

ayage; + (brag + arby)es) + (arazer + (bras + arbs)es)

aijaseq + b1a2€2 + a1b262) -+ (a1a361 — b1b3€1 + b1a3€2 + (Zlbgez)

N N N N N N N TN

ayasere; + biageser + arbyeres + bibyes)

+(arasere; + biasese; + arbseies + bibses)

(a1e1 + bres)(azer + baea) + (arer + biea)(azer + bzes)
§1&2 + &1&3,

por lo tanto, concluimos que el producto si se distribuye por la izquierda.
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ii) Ahora verificaremos que el producto se distribuye por la derecha (&1 + £)&3 = £1&3 + £2&s.

(&1 +&)&s (are1 + biez) + (azer + baea))(azer + bses)

(a1 + az)er + (by + by)es)(aze; + bges)

ay + ag)ase] + (by + by)azeser + (ay + az)bseres + (b + ba)bses
aj + as)aser + (b + ba)ages + (a1 + az)bses

= ajase; + asasze; + biases + baases + ajbses + asbses

(
(
(
(

= (ajage; + byages + arjbses) + (azasze; + boases + asbses)
= (ajase; + biaszes + a1bses + bibseses)

+(agazer + baages + asbges + babseses)
= (aje; + bieg)(aser + bsea) + (azer + baes)(aze; + bzes)
= &8s+ &8s,

de aqui observamos que el producto efectivamente se distribuye por la derecha.

iii) Por demostrar que se cumple la siguiente igualdad & (A&) = (A1)& = A(&1&).

&1(N&) = (arer + biea)(MNageq + baes))
= (ajeq + bieg)(Aager + Abaes)
= a;(Aag)el + by(Nag)eser + ay(Aby)eres + by (Aby)es
= aj(Aag)e; + bi(Aag)es + ai(Abg)es
(a1 N)ager + (b1 A)ages + (a1 \)bges
(Aaq)aser + (Aby)ases + (Aay)boey
(Aa1)age? + (Aby)agese; + (Aay)breres + (Aby)byes
= (Aaje; + Abrea)(ager + baes)
(Aarer + bies))(azer + baes)
(A1)&2,

ahora verificamos que también se cumple la otra parte de la igualdad.

(M1)€ = (AMarer + biea))(azer + baes)
Aaiey + Abjes)(age; + baes)

(Aa1)age? + (Aby)agese; + (Aay)breres + (Aby)byel
= (Aay)age; + (Aby)ages + (Aaq)boes

= A a1a2)61 + )\(blag)eg + )\(ale)eg

(
(

= A ajasey + b1a262 + (llbgeg)

= A ((1161 + bleg))(aQel + 5262))

(
(
= Mayage? + biagese; + arbyerey + bibyed)
(
= AM&iéo),

por lo tanto, concluimos que la tercer condicion también se cumple.

De los tres puntos anteriores, decimos que las matrices de tipo (II) son una A-dlgebra.
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3. Ahora hacemos los mismos calculos para el itimo par de matrices de tipo (III), tenemos que

(10 (00
61_00a62_017

y utilizando el lema 2.2.3 queremos ver si forman una A-algebra, sean £1,&,&3 y A € R.

i) Por demostrar que se cumple la propiedad distributiva del producto por la izquierda & ({2 +

&) = & + &1

§1(&2 +&3) (arey + biez)((azer + baeo) + (aser + bzes))
( )((az + az)er + (b2 + bs)e2)
(ay(ag + as))e? + bi(ag + as)ese; + ar(by + bs)eres + by (by + bs)es
(a1(ag + az))ey + by(by + b3)es
= (aaz + arag)er + (biby + bibs)es
(a1azeq + bibses) + (ajase; + bibses)
(a1azereq + bibyeses) + (ayasere + bybgeqes)
(ayasere; + ajbseres + brasese; + biboeses)
+(arasere + ajbseres + biasese; + bibzeses)
= (aje; + breg)(azer + baea) + (arer + biea)(aze; + bses)

= §i& + &3,

de aqui podemos decir que el producto si se distribuye por la izquierda.

ii) Ahora verificaremos que el producto se distribuye por la derecha (§; + £2)& = &1&3 + £2&3.

(&1 + &)&s (are1 + biea) + (azer + baes))(azer + bses)
(a1 + az)e; + (by + by)es)(aze; + bges)

ay + ag)ase? + (by + by)asese; + (ay + ag)bseres + (b + ba)bses
aj + az)aze; + (by + ba)bses

ajaze; + asazer) + (bybze; + babses)

ajasze; + bibses) + (azase; + babses)

ajaszeiey + blb3€2€2) —+ (CLQCL3€1€1 + b2b3€262)

N N N N N N N /N

ajazeie; + biasesey + ajbgeres + bibseses)
+(azazerer + baazeser + asbseies + babseses)

= (ajeq + bies)(aser + bsea) + (azer + baes)(azer + bzes)

= &1&3 + &8s,

de aqui observamos que el producto efectivamente se distribuye por la derecha.
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iii) Verifiquemos que se cumple la siguiente igualdad & (M) = (M1)€ = A(&1&2).

§1(A&2)

(are1 + brea) (A azer + bees))

(are1 + bieg)(Aage; + Abaes)

ay(Aaz)e? + bi(Aag)eser + ay(Abs)erey + by (Aby)es
aj(Aag)er + by(Abg)es

(a1 N)ager + (byA)baeq

(Aaq)azer + (Aby)boey

(Aap)agere; + (Aby)ageser + (Aaq)boeres + (Aby)boeses
(Aaje; + Abres)(ager + baes)

(A(arer + bies))(azer + baes)

M&)E.

Ahora verificamos que también se cumple la otra parte de la igualdad.

(A1)é2

(Aarer + bres))(azer + baes)

= (Aaje; + \brea)(ager + baes)

= (Aa1)age? + (Aby)ageser + (Aap)baeres + (A1 )bael
= (Aay)age; + (Aby)boeq

= Majag)e; + A(b1ba)eq

= Majage; + bibsyey)

= Majagerer + bragsese; + arbgeres + bibseses)

= M(are1 + biea))(ager + baez))

= A(

£1£2),

por lo tanto, concluimos que la tercer condicion también se cumple.

De los tres puntos anteriores decimos que las matrices de tipo (III) son una A-algebra.

Las siguientes tablas tienen reglas de multiplicacién respectivamente y la suma usual de los niimeros

reales:

€1 €2
(I) €1 €1 €2
ey | ea  —bey + aes
. €1 €9
(II) € | —aey ep .

€2 €1 €2

€1 €2

() e e, O .

€9 0 €9

Ahora calcularemos la unidad de cada una de ellas.

Sea ¢ € R? queremos ver que para cada una de las tablas existe un £_; € R?, de tal manera que se
cumpla que &1 = &, donde € = (x1,22) y &1 = (u,v), es decir, tenemos que encontrar su neutro
multiplicativo.

23



1. Queremos encontrar la unidad multiplicativa de la tabla de tipo (I), de tal manera que se cumpla
(21, 22)(u,v) = (21, z2). Hacemos primero los siguientes calculos:
(x1,m9)(u,v) = (w161 + T262)(UET + VeE?)
= Tiueiey + Touese| + Triveies + Toleses
= xiue; + Taues + T1vey + rov(—bey + aes)
= (r1u — bxrav)e; + (xau + 1V + Tova)ey
= I1€e1 + Toes.

De la igualdad tenemos que (xiu — bxav)e; + (zou + 10 + Tova)es = x1€; + Taey, entonces
obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

{xlu — bxov = 11

)

Toll + X1V + ToVG = X9

multiplicando a las ecuaciones por x, y 1 respectivamente, obtenemos:

T1Tou — b3V = 1129
r1xou + (T + X2a)T1V = T2

Restamos la segunda ecuacion a la primera y tenemos que (z1 + axs + bxe)v = 0, lo que implica
que v = 0, de aqui obtenemos que u = 1, es decir, que £_1 = (u,v) = (1,0) = e;.

2. Ahora encontraremos la unidad multiplicativa de la tabla de tipo (II), de tal manera que se
cumpla (z1, z2)(u,v) = (21, x2). Primero hacemos los siguientes calculos:
(x1,22)(u,v) = (z1€1 + T262)(UCT + VeE?)
= Tjueiey + Trouesey + rive1es + Toveses
= xu(—aey) + xoue; + x1ve + Tovey
= (—axiu+ Tou + xT10)e; + Toves
= x1€1] + Toea.

De la igualdad anterior tenemos que (—az1u + Tou + x1v)e; + Taves = x1€1 + Toeq, de donde se
desprende el siguiente sistema de ecuaciones:

—ariu + rou + 1V = 14
To2U = T2
Observamos en la segunda ecuacién que existe la igualdad xov = x5, lo que implica que v = 1. De

aqui sustituimos este valor en la primera ecuacién para obtener (z3 — azy)u = 0, lo que conlleva
a que el valor de u = 0, es decir, que £ 1 = (u,v) = (0,1) = es.

3. Por tltimo encontraremos la unidad multiplicativa de la tabla de tipo (III), de tal manera que
se cumpla (x1, z2)(u,v) = (21, T2).
Hacemos primero los siguientes cédlculos:
(x1,m9)(u,v) = (x1€1 + T262)(UEL + VeEY)
= Tiueiey + Trouesey + riveies + Toleses
= xTiuey| + Traves

= X161 + T969.
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De la igualdad anterior tenemos que xiue; + xoves = x1€1 + Toes, entonces se desprende que:

riu = I
T2V = T9
Observamos que de las dos ecuaciones tenemos que r;u = 7 y 20 = X2, lo que implica que

u =1y v =1, de aqui sustituimos este valor en la primera ecuacién, es decir, que se obtiene
1= (u,v) = (L, 1) =er + e

Veremos otros ejemplos con las siguientes tablas.

Ejemplo 2.2.2 Sean (1), (IT) y (III) tablas con reglas de multiplicar para elementos & € R* con la

suma usual, donde & = xe; + yes y a,b,x,y € R. Determinemos st las tablas de multiplicar forman
una dlgebra sobre R:

€1 €2
(I) €1 €1 €9
ey | ea  —bey + aes
€1 €2

(II) €1 | —aey ep .
€2 €1 €2

4 e
() e le 0.
€9 0 €9

1. Determinaremos si la tabla de tipo (I) con sus reglas de multiplicacién forma una élgebra sobre
R, sean z,y,\ € Ry &,&,& € R?, donde e; es la unidad de la tabla y & = x;e; + yiea con
1=1,2,3.

‘ €1 €2
€1 ] € €2
€9 | €2 —b€1 + aes

i) Por demostrar que se cumple la propiedad distributiva del producto por la izquierda & ({2 +
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3) = &6 + 613,
§1(& + &)

(z161 + y1e2)((z2e1 + yae2) + (T3€1 + Y3€2))

(z1e1 +yrea)((z2 + 23)er + (y2 + y3)e2)

11(z9 + 23)e] + Y1 (29 + T3)e0er + 11 (y2 + y3)eren
+y1(y2 + y3)es

w1(z2 + w3)er + Y1 (w2 + z3)es + 11 (Y2 + y3)es
+y1(y2 + y3)(—ber + aey)

(z129 + T123)e1 + (Y172 + Y173)e2 + (T1y2 + T1Y3)e2
+(y1y2 + 11y3)(—ber + aez)

(z129 + T123)e1 + (Y172 + Y173)ex + (212 + T1Y3)€0
— (Y1920 + yrysb)er + (y1y2a + y1ysa)es

(2172 + 2173 — Y1y2b — Y1ysb)er + (Y172 + y123
+T1Yo + T1Y3 + Y1y20 + Y1ysa)es

((v172 — y1yeb)er + (Y122 + 212 + Y1320)e2)
+((z173 — 1ysb)er + (Y173 + T1Y3 + Y1yza)ez)
((x172 — yryab)er + (Y172 + T1y2 + Y13y2a)e2)
+((z173 — 1ysb)er + (173 + T1Y3 + Y1ysa)ez)
(z17261 — y1yober + yi1w2es + X136 + Y13p062)
+(z12361 — Y1ysber + y1x3es + T1Y3es + Y1ysaes)
(212261 + Y122€2 + T1Y2€2 — Y1y2ber + Yrypaes)
+(z123€1 + Y1736 + T1Y3€2 — Y1ysber + y1ysaes)
(w1721 + Y17262 + T1Y2€2 + Y172(—be1 + aey))
+(w17361 + Y1736 + T1Y3€0 + Y1Y3(—ber + aey))
(z172€1€1 + Y1T2€1€2 + T1Y2€2e1 + Y1Y2€262)
+(z173€1€1 + Y1T3€162 + T1Y3€2€1 + Y1Y3€2€2)
((z1e1 + y1€2)(22e1 + y2e2)) + (2161 + yre2)(x3€1 + Yse2))
§16&2 + 183,

de aqui podemos decir que el producto si se distribuye por la izquierda.
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ii) Ahora verificaremos que el producto se distribuye por la derecha (&1 + £)&3 = £1&3 + £2&s.

(&1 +&)8&s ((z1e1 + y1e2) + (za€1 + y2e2))(T361 + Y3€2)
((v1 + m2)er + (y1 + y2)ea)(w3er + yzez)
(1 + z2)w3€T + (Y1 + Y2)3eser + (21 4 T2)yseres + (Y1 + Y2)yses
(z1 + m2)x3e1 + (Y1 + y2)w3e2 + (71 + T2)y3e€2
+(y1 + y2)ys(—ber + aez)
= (2123 + m2w3)er + (Y173 + y2w3)er + (T1Y3 + T2y3)en
+(y1ys + y2ys) (—bey + aes)
= (2173 + 22w3)e1 + (1123 + Yo3)ea + (T1Y3 + Tays)es
—(11y3b + yaysb)er + (Y1yza + yayza)es
= ((x123 — yaysb)er + (Y123 + 11y3 + Yy1yza)ez)
+((z273 — yaysb)er + (Y23 + T2y3 + Yayza)ez)
= (17361 — Y1ysber + y1x3es + T1Y3€2 + Y1ysaes)
+(z2w3€1 — Yoysber + Yaxses + Tayzes + Yyaysaes)
= (@1w3e1 + Y173€2 + T1Yy3€0 + Y1y3(—bey + aey))
+(waw3er + yaTses + Tayzea + Yays(—bey + aey))
= (w1w3e1€1 + y1736201 + T1Y3€1€2 + Y1Y3€2€2)
+(zox3€101 + YoT3€2€1 + Toyseres + Yayseaes)
= ((w1e1 + yre2)(z3e1 + yzea)) + ((v2e1 + yae2) (2361 + Y3e2))
= &8+ &&s,

de aqui observamos que el producto efectivamente se distribuye por la derecha.

iii) Verifiquemos que se cumple la siguiente igualdad & (M) = (A&1)& = A(§1e).

(X&) = (z1e1 + yiea)(A(w2e1 + y2e2))
= (z1e1 + y1€2)(Az2e1 + Ayaes)
= z1(Az2)el + y1(Aza)eser + z1(Ay2)eres + yi(Ay2)es
= x1(Azg)er + y1(Az2)es + x1(Ay2)es + y1(Ay2)(—bey + aes)
= x1(Aza)er + y1(Aza)es + x1(Ay2)es + y1(Ay2)(—bey + aes)
(x1A\)x2e1 + (Y1A)Taes + (1 \)y2ea + (Y1 \)y2(—bey + aey)
(Ax1)zaer + (Ayr)xz2es + (Ax1)y2es + (Ay1)ye(—ber + aes)
(Axq1)zaerer + (Ay1)xzeser + (Axy)yaeres + (Ay1)yaeaes
= (Az1e; + Ayies)(z2e1 + yoe2)
(A(zrer +yie))(x2e1 + yoe2)
(A&1)&2,
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ahora verificamos que también se cumple la otra parte de la igualdad.

(A)&e = AMxier + yie2)(x2e1 + yoe2)

= (Aaje; + \brea)(ageq + baes)

= (Az1e; + Ayies)(z2e1 + yae2)

= (Az1)z26] + (Ay1)macaer + (Ax1)yaeres + (Ay1)y2es

= AMazimg)ed + Myrxa)eser + Mz1yz)eres + AMyrys)es
= Aziza)er + AMyrz2)es + Mxiy2)es + A(y1y2)(—ber + aes)
= AMxzimeer +y172e2 + 119060 + Y172(—ber + aey))
= ANa122€] + y122e261 + T1Y2€162 + Y1Ya€3)
= Mxzaeier + y1m2e2€) + T1120162 + Y1Y2€262)
= M(z1e1 + yre2)(w2e1 + y2e2))

(

= A 5152)

Por lo tanto, concluimos que la tercer condicion también se cumple y, ademés, decimos que
la tabla de multiplicar es una algebra sobre R.

2. Determinaremos si la tabla de tipo (II) con sus reglas de multiplicacién forma una dlgebra sobre
R, sean z,y, A € Ry &,&,& € R?, donde la unidad de la tabla es ey v & = x;e1 + yies con
i=1,2,3.

‘ €1 €2
€1 | —aep e
€2 €1 €2

i) Por demostrar que se cumple la propiedad distributiva del producto por la izquierda &; ({2 +
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3) = &6 + 613,
§1(& + &)

(z161 + y1e2)((z2e1 + yae2) + (T3€1 + Y3€2))

(z1e1 +yrea)((z2 + 23)er + (y2 + y3)e2)

11(z9 + 23)e] + Y1 (29 + T3)e0er + 11 (y2 + y3)eren

+y1(y2 + y3)es

x1(zg + x3)(—aer) + y1(xe + x3)e1 + x1(y2 + y3)eq
+y1(y2 + y3)ea

(2172 + 2123) (—aer) + (Y172 + yiw3)er + (212 + T1y3)er
+(y112 + Y1ys)ez

(—ar17y — ax1 T3 + Y120 + Y173 + T1Y2 + T1Yyz)er

+(1y2 + 11y3)e2

((—awy@o 4+ 1122 + T132)€1 + Y1Y2€2)

+((—ax123 + Y173 + T1Y3)e1 + Y1yser)

(—axime; + y1w2e1 + 21201 + Y13202)

+(—azir3e; + yi1x3e1 + T1Y3€1 + Yi1yser)

(z172(—aer) + Y1221 + T1Y2€1 + Y1y2e2)

+(2173(—aer) + yi1x3e1 + T1yzer + yiysea)

(212267 4 Yr1T2€2€1 + T1Y2€1€2 + Y1Y263)

+ (212367 4+ 1136261 + T1Y3€1€2 + Y1Y3€3)

((z1e1 + y1€2)(2261 + yoe2)) + (2161 + yre2)(z3e1 + Y1€3))
§1&2 + 183,

de aqui podemos decir que el producto si se distribuye por la izquierda.
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ii) Ahora verificaremos que el producto se distribuye por la derecha (&1 + £)&3 = £1&3 + £2&s.

(&1 +&)&s (w1e1 + y1e2) + (T2e1 + y2e2))(ws€1 + Y3€2)
(21 + 22)er + (Y1 + y2)e2) (w3e1 + yaez)

(
(
(21 4 @2)zse] + (Y1 + y2)wsezer + (21 4 x2)yseres + (Y1 + y2)yse;
(
(—

r1 + w2)x3(—aer) + (y1 + y2)rser + (w1 + x2)yzer + (y1 + y2)yzez
azr1r3 — avyrz)er + (1173 + yarz)er + (T1y3 + Tays)er
+(W1y3 + Y2ys)ex
= (—ar123 — arox3 + Y173 + Y23 + T1Y3 + Tays)er
+(y193 + yays)ez
= ((—ax123 + y173 + T1Y3)e1 + y1yses)
+((—awow3 + Yoxs + T2y3)e1 + Y2Yys€2)
= (—axiz3e1 + Y173€1 + T1Y3€1 + Y1ysea)
+(—azawzer + yaxser + rayser + yayses)
= (2173€] + y173€001 + T1Ys€1€0 + Y1Y3€3)
+(zaw3€] + Yolzee1 + Tayzer€2 + Yayses)
= ((w1e1 +yre2)(zze1 + yzea)) + ((v2e1 + yae2)(w3€1 + Yze2))
= &8s+ &&s,

de aqui concluimos que el producto efectivamente se distribuye por la derecha.

iii) Verifiquemos que se cumple la siguiente igualdad & (M) = (A1) = A(§1q).

(X&) = (z1e1 + yiea)(A(w2e1 + y2e2))
= (x1€61 + yre2)(Az2€1 + AYoe2)
= z1(Az2)e] + yi(Aza)eser + z1(Ay2)eres + yi(Ay2)es
= z1(A\xe)(—aer) + y1(Aza)er + x1(Ay2)er + y1(Ayz)es
(1A )z2(—aer) + (yiA)z2er + (w1A)y2er + (Y1A)y2e2
(Az1)z2(—aer) + (Ay1)zaer + (Az1)yaer + (Ay1)yaes
(Ax1)za(erer) + (Ayp)xaeser + (Azq)yaeres + (Ay1)yzeses
(1A )z9e1 + (y1A)T2es + (T1A)y2e2 + (Y1A)y2(—ber + aez)
= (Azy)z2e1; + (Ay1)xees + (Az1)yses + (Ay1)ya(—bey + aes)
(Axq)zaerer + (Ayp)xzeser + (Axq)yaeres + (Ay1)yzeses
( )(wae1 + yaes)
(A(w1e1 + yr€2))(z2e1 + Yae2)
(A&1)&2,

Azie; + Aypes
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ahora verificamos que también se cumple la otra parte de la igualdad

(A1)ée = A(x1e1 + yrea)(z2e1 + 1oe2)
= (Azier + Ayies)(woer + yaea)
= (Azy)zae] + (Ayr)zaeser + (Az1)yaeres + (Ay1)yaes
= (Azy)za(—a)er + (Ay1)z2er + (Az1)yze1 + (Ayr)yzes
= AMziz2)(—a)er + A(yiz2)er + Az1ya)er + AM(y1ya)en
= M(zz2)(—a)er + (n1z2)er + (z1y2)er + (Y1y2)e2)
= )\(IE1$26% + y1T2€2€1 + $1y261€2 + ylyzeg)
= A(21e1 + yre2)(x2e1 + y2e2))
= AM&ié2),

por lo tanto, concluimos que la tercer condicion también se cumple y, ademas, decimos que
la tabla de multiplicar es una algebra sobre R.

3. Determinaremos si las tabla de tipo (III) con reglas de multiplicar forman una &lgebra sobre
R, sean z,y, A € Ry &,&,& € R?, donde e; es la unidad de la tabla y & = x;e; + yiea con
1=1,2,3.

i) Por demostrar que se cumple la propiedad distributiva del producto por la izquierda & ({2 +

§3) = &6 + 616,

(& +&3) = (mier +yie2)((zaer + 1y2e2) + (w361 + Y3€2))
= (161 +y1e2)((w2 + x3)er + (42 + y3)e2)
= x1(z2 + x3)e] + Y1 (T2 + x3)eaer + 31 (Y2 + Ys)eren
+y1(y2 + y3)es
w1 (22 + 23)er + (Y1 (y2 + y3))ez
(2172 + 2173)e1 + (Y192 + Y1y3)ea
= (z17061 + Y172€2) + (117361 + Y1Yy3€2)
(z17261 + Y1yae2) + (T173€1 + Y1Ysae2)
(z172e101 + Y1T2e102 + T1Y2e2e1 + Y1Y2€202)
+(z123€101 + Y173€1€0 + T1Y3€2€1 + Y1Y3€2€2)
= ((w1e1 +y1e2)(waer + y2e2)) + (w161 + yre2) (w161 + Y1€2))
= §i& +&iés,

de aqui podemos decir que el producto si se distribuye por la izquierda.
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ii) Ahora verificaremos que el producto se distribuye por la derecha (&1 + £)&3 = £1&3 + £2&s.

(&1 +&)83

((z1€1 + y1e2) + (w2e1 + y2e2)) (T301 + Y3€2)

(71 + z2)er + (Y1 + ya)e2)(z3e1 + Yaea)

(1 + z2)w3€T + (Y1 + Y2)3eser + (21 4 T2)yseres + (Y1 + Y2)yses
(w1 + @2)w3e1 + (Y1 + Y2)Yze2

(w123 + Tax3)er + (Y1ys + y2ys)en

(z17361 + T223€1) + (Y1362 + Y2U3€2)

(m123€1€1 + Y1T3€2€1 + T1Y3€1€2 + Y1Y3€262)

+(zox3€101 + YoT3€2€1 + Toyseres + Yayseaes)

((z1e1 +yrea)(z3e1 + yae2)) + ((v2e1 + yoe2)(w3€1 + Y3e2))

§183 + &8s,

de aqui observamos que el producto efectivamente se distribuye por la derecha.

iii) Verifiquemos que se cumple la siguiente igualdad & (M) = (A1) = A(§1q).

§1(A&2)

(z161 + y1€2) (M(z2e1 + 12€2))
= (x161 + y12)(Az2€1 + AYoe2)
= z1(Ax2)e} + y1(Amg)eser + z1(Ay)eres + y1(Mys)es
= z1(Ax2)er + y1(Aya)er
(Axq1)ze1 + (Ayr)y2es
(Az1)werer + (Ay1)zaeser + (Ar1)yaeres + (Ay1)yzezen
= (Az1e1 + Ayres)(z2e1 + yoe2)
(A(z1e1 + y1€2)) (201 + y2e2)
(A&1)&2,

ahora verificamos que también se cumple la otra parte de la igualdad.

(A&1)&2

= Mzier + yie2) (201 + y2e2)
(Aaje; + Abres)(aser + baes)
= (Awier + Ayiea)(z2e1 + yoeo)
= (A\z1)z9e? + (A1) m2eser + (Ax1)yaeres + (Ayr)yaea
= (Ax1)maer + (Ay1)yae2
z172)e1 + A(y1y2)ez)
T1T2€1 + Y1Y2€2)

T1T9e] + Y1Taeze1 + T1Yae1€s + Y132e3)

(
= )\(
= )\(
= A@imaeier + yiraeze1 + T1ype162 + Y13202€2)
= A(z1e1 + yr€2) (w261 + Yo€2))
A

por lo tanto, concluimos que la tercer condicion también se cumple y, ademas, decimos que
la tabla de multiplicar es una algebra sobre R.
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2.3. Primera representacion fundamental

Un isomorfismo de R-algebras es la primera representacion fundamental de una dlgebra en un es-
pacio de matrices, que se dard a conocer en la siguiente seccién. Estas representaciones fundamentales
nos ayudan a entender a las K-algebras, ya que mediante éstas el producto de dlgebras corresponde
a productos de matrices. También las representaciones fundamentales serdan importantes para la alge-
brizacion de sistemas de ecuaciones diferenciales.

Definicién 2.3.1 Dada una base = {1, B2, -, Bm} de una dlgebra A de dimension m, el producto
de dos elementos B; y B; pertenece a A, por lo tanto se puede expresar como una combinacion lineal
de los elementos de (3, es decir,

BiB; = Z Cijk Bk

k=1

a los escalares c;ji, se les llama constantes de estructuras asociadas a [, entonces se define a R; como
la primera representacion fundamental de A, con 1 < j < m, y la matriz R; es dada por:

Giir 1 Ciml
Rj =
lem e ijm

Observacion 2.3.1 La primera representacion fundamental de A asociada a la base (5 es el isomor-
fismo de dlgebras Rz : A — M (m,K) definido por Rg : B; — R, para 1 < j < m.

Ejemplo 2.3.1 Calculemos la primera representacion fundamental R de la R-dlgebra dada en el Ejem-
plo 1.3.2, evaluada en los elementos de la base estandar,

(170)(170) = (170) = 1<1a0) + 0(0, 1)70111 =1,ci2 0,
(170)(07 1) = (07 1) = 0<170) + 1(0, 1)76121 =0,c122 = 1,
(07 1)(170) = (07 1) = 0(170) + 1<Oa 1)70211 — Oa C212 = 17
(07 1)(0, 1) = (07 0) = 0<1= O) + 0(0, 1)7 Co21 = 0, co20 = 0,
son las matrices:
1 0
0 0
ron=(10)

Asf obtenemos la representacion R : A — M (2,R) de R en las matrices de M (2, R) con entradas reales,

definida por
z 0
R = (5 1)
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Por lo tanto, el conjunto de matrices

(5 2)oer)

es una R-algebra con respecto al producto usual de matrices, que es isomorfa a la R-algebra dada en
el Fjemplo 1.5.2.

Ejemplo 2.3.2 La imagen de la base estandar bajo la primera representacion fundamental de la dlge-
bra A dada en el Ejemplo 1.5.3, son las matices:

3 1
R<1,0>=( ’) )

T2 2

1 1
R<0,1>=(% 32).

2 2

Lo que nos interesa es ver como cambia la primera representacion fundamental de la algebra cuan-
do cambiamos de base; en el siguiente resultado mostramos como cambia la primera representacién
fundamental.

Proposicién 2.3.1 Sea A una dlgebra, que es el espacio K™ con un producto, y Rg, R, las primeras
representaciones fundamentales de A con respecto a las bases 3, v, respectivamente. Denotemos por
Si=Rs(Bi) y Ri = Ry(vi) parat =1,--- ,n, y S = (si;) la matriz cambio de base. Bajo estas condi-
ciones tenemos que

Sj = S_l Z SiniS,
=1

para j =1,--- n.

Prueba.
Tenemos que

BiBi =Y Dijplp, (2.3.1)

sabemos que 3; = > ; 85175, entonces del lado izquierdo de ec. (2.3.1) tenemos que

BiB; = (Z sm) (Z smﬂm>
l m
== Z Z Slismj Z Clmk'yk (232)
l m k

= Z Z Z SZiSijlmk’Yk-
k l m
Ahora del lado derecho de la ec. (2.3.1) tenemos

> DiBy=>_> sipDijp . (2.3.3)
P E»p
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de las tres ecuaciones tenemos que
Z Z 81imj Clmk = Z Z SkpDijp, (2.3.4)
I m kK p

entonces tenemos que

n

SS]' = Z Sz‘jRiS,

i=1
que es lo que se queria demostrar. O

Ejemplo 2.3.3 Sea A la R-dlgebra del Ejemplo 2.5.1, sea v = e1,es la base estandar de R?, y 8 =
{B1, B2} base de R%, donde By = e + ey y Bo = €.

Tenemos que

P11 =281 — B2
5152 - /81
B2z = [a,

asi que la primera representacion fundamental con respecto a la base (8

R(ﬁl):(_zl (1)>,
R = () )

En el Ejemplo 2.53.1 calculamos R(e1) v R(es). Vemos que se cumple la proposicion 2.3.1
R(B)) = ST'R(e1)S + ST 'R(e2)SR(B2) = S ' R(e1)S + 0% S~ R(eq)S

donde

2.4. Algebras normales

Las algebras normales son importantes debido a que estan relacionadas con las formas candnicas
de Jordan, ademas, las formas canénicas de Jordan son de gran importancia para la algebrizacion.

Teorema 2.4.1 Para cada matriz A € M(n,R) existe una matriz J € M(n,R) llamada forma candni-
ca de Jordan de A y una matriz invertible B € M(n,R), tal que A= BJB™L.
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Para cada matriz J (forma canénica de Jordan), le asociaremos una R-algebra J de dimensién n, donde

ésta es una subdlgebra de M(n,R).
Cada forma canénica de Jordan J € M (n,R) es una matriz del tipo

B, 0 -~ 0
0 By --- 0
0 0 --- B

en donde los B; € My, (R) parai=1,2,...,[l son bloques de Jordan de alguno de los siguientes tipos:

llamado bloque real simple.

_(a =P
1) Bi_(ﬁ a),

llamado bloque complejo simple.

w 0 0 - 0
0 p O 0
I1T) B,=100 - 0|
0 00 1
llamado bloque de Jordan real.
c 00 --- 0 0
L ¢ 0 --- 0 0
IV) Bi=|0 L C - 0 0 [
o 0 0 --- I C

llamado bloque de Jordan complejo, donde

y la matriz identidad I, = ( (1) [1) >

Por lo tanto se tiene que n = ky + ko + - - - + k.
Sean o; : M(k;,R) — M(n,R) las secciones que sustituyen en la matriz cero M(n,R), a la matriz
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A € M(k;,R) en la posicién del bloque B; de la matriz J; parai=1,2,--- [, es decir

Ok,

donde 0, es la matriz de ceros de dimension k;.

Ejemplo 2.4.1 Consideremos la matriz en su forma candnica de Jordan J

30 0
01 -2
0 2 1

entonces:
By = (3), es decir que es un bloque real simple y

1 =2 S , : o
By = (2 1 ), es un bloque complejo simple, de aqui definimos a o1 y oo de la siguiente manera

o1: M(1,R) — M(3,R),
M(2,R) — M(3,R) de aqui obtenemos las siguientes matrices respectivamente

3 00

o1(3) = |0 00

000

1 _o 00 O
72y = [0 1 =2

02 1

Ejemplo 2.4.2 Definimos a o1 : M1 (R) — My(R) y o5 : M3(R) — My(R), entonces tenemos que

2 000
0O 00O
01(2) - 00 0 0 )
00 0O
0 O 0 0
100 0 -1 0 0
02 0 -1 0 =
0 o0 i 00 -1 0
0 0 0 -1
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Sean las matrices I;, M;, N; € My, (R), donde

1 0
0 1
es la matriz identidad.
0 —1 0 O
1 0 0 0
0 0 0 —1
0 0 1 0
M; cumple que M? = —1I;, y con i par.
0 0 0
10 0 0
00 - 0 0
00 - 10

es la matriz nilpotente.

Definamos al conjunto de matrices § ={B;; : 1 <i <[, 1 < j <k;} de la siguiente manera:

i) B;1 :=04(1) si B; es el bloque real simple.

Bix=0i(l;) y Bij = ai(Nijfl) para j = 2,--- ,k; si B; es el bloque de Jordan real.

iv) B;1:=0i(1;), Bi2 = 0;(M,), Bigj+1 = ai(ij) Y Bigjya = Bmai(Nin) para j=1,..., % —1si
B; es el bloque de Jordan complejo.

)
)
)
)

El espacio lineal generado por 8 es un R-dlgebra de matrices J, tal que 8 es una base del espacio lineal
y J contiene a la matriz J.

Veamos que es una R-algebra de matrices J. Podemos ver que B; ;B;; = 0 para todo ¢ # j.

Ahora veamos que o; es un homomorfismo de dlgebras. Sean A, B € M (k;,R), entonces
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0i(AB) = : AB

0 0

0 0 0 0
= A B

0 0 0 0
= 0;(A)oy(B).

De esta propiedad podemos ver que si el bloque B; es un bloque real simple, un bloque complejo
simple o un bloque de Jordan real, entonces las B, ;, 1 < j < k;, conmutan. Si B; es un bloque de
Jordan complejo, faltaria ver que B, conmuta con B; ;1. Para esto solamente falta ver que N?
conmuta con .J;,
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0 00 00 00 J 0 0 00 0 0

0 00 00 00 0 J 0 00 0 0

100 0000|] 00 0000
N} J; = o : I

0 00 0000 0 0 0 0 J 0 0

0 00 I 000 0 0 0 00 J 0

0 00 071 00 0 0 0 00 0 J

000 0000

0 00 0 0 00

J 00 0 0 00

0 0O 0 0 00

0 0O J 0 0 0

0 00 0 J 00

J 00 0000\/000 000 0

0 J 0 00 0 0 0 00 00 00

0 0 J 00 0 0 I 00 00 00

o 00 -+ 04J 00 0 00 00 00

o0 0 -~ 00 J O 0 00 I 000

000 --000J)\00O0-- 07100

= J;N},

donde I, J € M(2,R). Por lo tanto tenemos que los elementos de § conmutan.

Definicién 2.4.1 Llamamos dlgebra normal de matrices a la dlgebra J generada por B;j : 1 <
1<1,1<j <k

Ejemplo 2.4.3 Sea

3 -4 0
A=[o0 -1 —2 |,
0 4 1

tenemos que su polinomio caracteristico es P(\) = (3 — A\)(A\? — 2)\ + 5), entonces la forma canénica
de Jordan asociada a la matriz A, tenemos que es
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y la matriz cambio de base es

1
B=(o0o 1 o |,
0 -1 1

la base § de la R-algebra de matrices J asociada a la matriz J es:

100 000 00 0
Bii=|000],Byy =[010],Byp=[00 —11,
00 0 00 1 01 0

es decir, que la algebra de la matriz de cambio de base es

z 0 O
J = 0y —z | :2,y,2z€R
0 2z y
Ejemplo 2.4.4 Sea
2 1 1 1 0 1 0 O
7 3
3 5 1 %1 -2 1 2, -1
-2 -5 2 -3 2 1 -5 1
A -5 —4 -4 -3 -2 —4 —4
- 5 7 3 )
2 5 -2 5 1 =3 5 -4
5 3 3 4 0 3 4 4
17 19 17
7 B 8 el -2 0 B 4
-2 -5 -1 -5 2 -1 -3 3

tenemos que su polinomio caracteristico es P(\) = (A —2)*(A\? — 6+ 25)?, entonces la forma canénica
de Jordan asociada a la matriz A es

20000 0 0 O
12000 0 0 O
01200 0 0 O
7 00120 0 0 O
00003 —40 0 ’
00004 3 0 O
0O000O0OO0O O 3 —4
0O 00O0OO0O O 4 3
y la matriz cambio de base es
10010100
01 110100
1 000 0O0O0O
B_ 01 00O0O0OO0OT1
011 100O0°O0}|’
11110011
000O0OT1O0TO0?1
001 0O0T1TO01

e~
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la base 8 de la R-dlgebra de matrices J asociada a la matriz J es:

I

000O0O0O0OO0® 0
100 00O0O00O
0100O0O0O0O0
001 0O0O0O0T©O
000O0O0O0O0®O
000O0O0O0OO 0O
000O0O0O0OO0® 0
000O0O0OO0OO0® O

3 BLQ

100000O0O00O0
01 00O0O0O0®O
001 0O0O0O0®O
0001O0O0O0®O

000O0O0O0®O0® O

000O0O0O0OO 0O

000O0O0O0OO 0O

000O0O0OO0OO0®O

By =

9

000O0O0O0OO0® 0
000O0O0OO0OO0® O
000O0O0O0OO0® O
1 0000O0O0O
000O0O0O0O0®O
000O0O0OO® O
000O0O0O0OO0® O
000O0O0OO0OO®O

3 Bl,4

000O0O0OO0OO 0O

000O0O0O0OO0®O

10000000
01 00O0O0O0®O

000O0O0O0®O0® O

000O0O0O0OO 0O

000O0O0OO0OO 0O

000O0O0OO0OO 0O

B3 =

Y

000O0O0 O 00O

000O0O0 O 00O

000O0O0O O 00O

-1 0 0
0 0 O

000O0O0O O OO
000O0O0
00001

000O0O0 O 00O

000O0O0 O 00O

) BQ,2

000O0O0OO0OOO® O
000O0O0O0OO0® O
000O0O0OO0OO0O® O
000O0O0O0O0®O

000O01O0O0®O0

000O0O0OT1TQO0O®O0

000O0O0O0OO0OO® O
000O0O0O0OO0O®O

Byy =

Y

000O0O0O0O0O O

000O0O0OO0O0O O

000O0O0O0OO0O O

00 0O0O0O0OO0 O
00 0O0O0O0OO0 O

000O0O0O0O0O O

—1
0

000O0O0GO0®O
0 00O0O0O01

) B3,2

000O0O0O0OO0® O
000O0O0OO0OO0OO® O

000O0O0OO0OO0O®O
000O0O0O0O0®O
000O0O0O0OO0® 0
000O0O0O0OO0® O

000O0O0OO0OT1PO0

000O0O0OO0O0OT1

Bsy =

es decir que

0
coocococo & &
_
cocoocococo § &%
©
cocooco ¥ Yoo
_
cocooco ¥ oo
oo Joooo
co § §oococo
o g8 foocococo
bl
8RR RO OO
A >
I
=
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Definicién 2.4.2 Diremos que dos K-dlgebras de matrices A y B en M(n,K) son semejantes si
existe una matriz invertible P € M(n,K), tal que A = P~'BP.

Definicién 2.4.3 Una R-dlgebra A se llama dlgebra mormal, si A es el espacio lineal R™ y la
imagen de su primer representacion fundamental asociada a la base estandar, es una dlgebra normal
de matrices.

El siguiente ejemplo es una algebra normada.

Ejemplo 2.4.5 La R-dlgebra R? del Ejemplo 1.3.1, es una dlgebra normal, ya que su primera re-
presentacion fundamental asociada a la base estdndar es una dlgebra normal de matrices, las que se
calcularon en el Ejemplo 2.3.1, y son:

B(l,O)—(é ?) B(0,1) —(? 8)

2.5. [K-algebra de Banach

Recordemos que un espacio normado sobre un campo K es un espacio lineal [E sobre K con una
norma, la cual es una funcién || - || : E — R, tal que:

i) ||z|| > 0 para todo x € Ey ||z]| = 0 si y sélo si x = 0.
ii) [|ax| = |a|||z| para todo z € Ey o € K.

iii) ||z 4yl < [|z]| + ||ly|| para todo zy € E.

Observacion 2.5.1 Recordemos que un espacio de Banach sobre un campo K es un espacio normado
en el cual toda sucesion de Cauchy converge.

Definicién 2.5.1 Una K-dlgebra normada o dlgebra normada sobre K es un espacio normado
A sobre K, el cual tiene estructura de una K-dlgebra. Ademds, la norma || - || satisface ||zy|| < ||z||]|y||
para todo x,y € A y |le|| =1, donde e € A es la unidad.

Ejemplo 2.5.1 Sea J una dlgebra de matrices, donde los elementos de esta dlgebra son de la siguiente

forma

x 0

y v )’
definimos la norma, |-|:J — R como:

z 0| [22* 4y
y v )| 2
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Como e es la matriz I entonces |e| = 1. Ahora veamos que si
A:<x O>yB:<Z O>’

y T w oz
entonces |AB| < |A||B|, tenemos que

2022% + 2w + (2w — yz)* > 0
220222 + y*w? 4 r*w? — 2zwyz + 1?22 >0

42222 + y?w? + 22200% 4 29227 > 20727 + y? 2% + 2Pw? 4 2zwyz
222 + ) (222 + w?) > 22222 + 22 + 22w? + 2zwyz
( y y y

|Al|B] = |AB].

Definicién 2.5.2 Una K-dlgebra de Banach o dlgebra de Banach A sobre K, es una K-dlgebra nor-

mada cuyo espacio normado es un espacio de Banach sobre K.

Ejemplo 2.5.2 Sea C una R-dlgebra normada con la norma euclidiana, entonces decimos que C es

una dlgebra de Banach.

Ejemplo 2.5.3 Definimos el conjunto C([0,1],C) como el conjunto de funciones continuas y acotadas
de [0,1] a C es un espacio de Banach, con la norma del supremo, f € C([0,1],C),

|f = mazaepollf ()]
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—Capitulo 3
Analiticidad de funciones

En este capitulo veremos la diferencial de Fréchet sobre espacios de Banach y algunos ejemplos
sobre dlgebras. Asi como la introduccién a las ecuaciones de Cauchy-Riemann generalizadas y la re-
lacién que existe con la primera representacion fundamental, si quiere saber mas del tema ver [11].
En un capitulo 2, se di6 la definicion de funciéon analitica en algebras asociativas lineales con una
identidad. Con cada una de estas algebras se asocié un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales
denominadas ecuaciones diferenciales generalizadas de Cauchy-Riemann, que sirven como criterio para
determinar si una funcién dada es analitica en esa algebra. Wagner ha dado una simplificacién para el
caso conmutativo [7].

3.1. Diferencial de Fréchet

Definicién 3.1.1 Diremos que una funcion f : U C E; — Es, definida en un subconjunto abierto U
de un espacio de Banach IE; con valores en un espacio de Banach Es, es diferenciable en el sentido
de Fréchet en un punto o € U si existe un operador lineal acotado L : By — o, tal que se cumple
el siguiente limite

I ) = f (o) = L,

=0.
h—0, heEy HhHE1

Cuando esto se verifique, denotaremos por D f(zg) al operador L y lo llamaremos diferencial de f en
xo. Diremos que f es diferenciable en U si f es Fréchet diferenciable para todo punto de U.

Observacién 3.1.1 Cuando E; = R™ y E; = R™ | se sabe que si f es Fréchet diferenciable en un
punto xq, entonces las primeras derivadas parciales de los componentes existen y el diferencial D f(xq)
estda dado por la matriz jacobiana de f en xy, con respecto a la base estandar de R™ y R™:

oh O0A .. 9f

0x1 Oz2 Oxn

Ofa Of2 .. Of2

ox1 O0xa oz
Jf(l'o) = . . . 'n )

Ofm  Ofm . Ofm

8x1 81’2 amn |10

en donde |zy significa que todas las derivadas parciales se evaludn en xy. También se conoce que
existen las primeras derivadas parciales de las componentes de f y son continuas en un conjunto
abierto, entonces se asegura la diferenciabilidad de Fréchet en el abierto.
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Observacion 3.1.2 Cuando E; = C™ y Ey = C™, también se tiene que la diferenciabilidad tmplica
la existencia de las derivadas parciales complejas de las componentes, y el diferencial estd dado por la
matriz jacobiana compleja, ver [70)].

Los siguientes resultados se pueden ver en [24, 32].

Sean f,g: U C E; — E,, funciones definidas en un subconjunto abierto de un espacio de Banach [E,;
sobre K y con qué espacio de Banach E, sobre K. Entonces:

i) El producto de una funcién Fréchet diferenciable por una constante es Fréchet diferenciable y su
diferencial en un punto xy € U, que es un operador K-lineal de E; a E,, esta dado por

D(cf)(xo) = D f (o).

ii) La suma f + g de funciones Fréchet diferenciables es Fréchet diferenciable y su diferencial en un
punto zg € U, que es un operador K-lineal de E; a [E,, estd dado por

D(f + g)(wo) = Df(wo) + Dg(wo).

Teorema 3.1.1 (Regla de la cadena). Sean f : U C E; — Ey y f : W C Ey — E3 funciones,
donde U y W son conjuntos abiertos con f(U) C W, y Eq, Ey y E3 son espacios de Banach sobre K.
Si f es Fréchet diferenciable en x¢ y g es Fréchet diferenciable en f(xg), entonces g o f es Fréchet
diferenciable en xy y se cumple la regla de la cadena

D(g o f)(xo) = [D(g(f(w0)))] © D(f(0)),

es decir

D(g o f)(@o)l(v) = [D(g(f (xa))I([D(f (x0))](v)),

para todo v € ;.

Prueba.
Ver [14]
O

Teorema 3.1.2 (Teorema de la funcion implicita). Sean E,, Ey espacios de Banach sobre K de
dimensiones de m y n, respectivamente y (xo,y0) € U C Eq x Ey, donde U es abierto. Supongamos que
f:U CE; x Ey — Ey es continuamente diferenciable en U y f(zo,y0) = 0. Sea M la matriz n X n:

az‘
Mz( / x0>,1§i,j§n.

axn+j

Si det(M) # 0, entonces existen abiertos V- C E; y W C Ey, que contienen a xy y yo y una funcion
diferenciable g : V- — W, tal que para todo x € V' f(x,g(x)) = 0.

Prueba.
Ver [14]
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Definicién 3.1.2 Sea E un espacio de Banach sobre K y A una K-dlgebra, v f,g : U C E — A
funciones. Definimos en la dlgebra: la funcion producto fg:U CE — A.
Y sila Im g C G(A), definimos la funcidn cociente f/g: U CE — A,

Proposicién 3.1.1 (Regla del producto en dlgebras). Sea E un espacio de Banach sobre el
campo K y A una K-dlgebra de Banach. Supongamos que f,g : U C E — A son funciones Fréchet
diferenciables definidas en el abierto U, entonces el producto fg es Fréchet diferenciable y su diferencial
estda dada por:

D(fg)(xo) = g(xo)Df(x0) + f(x0) Dg(x0),

esto es

[D(f9)(x0)]v = g(xo) (D f(x0)v) + f(0)(Dg(wo)v),
para todo v € E, en donde g(xo)(D f(zo)v) significa el producto en A de g(zo) por [Df(xg)]v.

Prueba.
Ver [11]
O

Proposicién 3.1.2 (Regla del cociente en dlgebras). Sea E un espacio de Banach sobre un campo
K y A una K-dlgebra de Banach. Supongamos que f,qg: U CE — A son funciones Fréchet diferenciable
definidas en el abierto U, y Im g C G(A), entonces el cociente f/qg es Fréchet diferenciable, y su
diferencial estd dada por:

(z0)Df(x0) — f(x0)Dg(x0)

9
D(f/g)(x0) pr:

Y

esto es,

9(@o)([Df (w0)]v) — f(w0)([Dg(x0)]v)
g (o)’

para todo v € E, en donde g(xo)([Df(xo)]v) significa el producto en A de g(xqy) por ([Df(zo)]v).

[D(f/9)(xo)]v =

Y

Prueba.
Ver [14]

3.2. Diferenciabilidad en algebras de Banach

Como en este capitulo estamos utilizando algebras de una sola variable, entonces la siguiente
definicion es importante para las siguientes secciones.

Definicién 3.2.1 Sea A wuna dlgebra de Banach y U C A un subconjunto abierto. Decimos que una
funcion f : U C A — A es N-diferenciable en un punto xo € U si existe un elemento a € A, tal que
el siguiente limite existe y se da la igualdad:

f(xo +h) — f(xo)

lim =a
h—0, heG(A) h

Denotamos por fy(zo) a a, esto es, fy(xo) = a y lo llamamos N-derivada de f en xo. Si f es N-
diferenciable en todos los puntos de U, diremos que f es diferenciable sobre U.
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Teorema 3.2.1 Sea A una dlgebra de Banach, U, V C A conjuntos abiertosy f : U — A, f:V — A
funciones N -diferenciables en xq y f(xo), respectivamente, con f(U) CV y fy(x) elemento reqular en
A, entonces h:= go f cumple la regla de la cadena para la N-derivada, es decir, h es N-diferenciable
y su N-deriwada estd dada por

hiy(20) = g (o) fx (20),
en donde yo = f(xo) v g (yo) [n(x0) representa el producto en A de g (vo) v fi(zo)-

Pueba. Ver [0]
0

La siguiente definicién es importante porque cumple con ciertas propiedades de la diferenciabilidad de
funciones de una variable (ver [13]), ademads la diferenciabilidad se puede relacionar con las ecuaciones
de Cauchy-Riemann generalizadas.

Definicién 3.2.2 Sea A una dlgebra de Banach y U C A un subconjunto abierto. Decimos que una
funcion f : U C A — A es A-diferenciable o diferenciable en el sentido de Lorch en un
punto xo € U si f es diferenciable en el sentido de Fréchet en xq y existe un elemento a € A, tal que
df (zo)v = av para todo v € A, en donde av denota al producto de a por v en A.

Por lo tanto, la A-diferenciable de f en un punto xy equivale a la existencia de un elemento a € A,
tal que se cumple el siguiente limite:

h—0, heA R

:07

en donde ah denota al producto de a con h en A.

3.3. Analiticidad de funciones

El propésito de esta seccién es dar suficientes condiciones (Teorema 3.4.2) para que un conjunto
de ecuaciones

> dij =0 (k=1,2,...,(n*—n)), (3.3.1)
— J

3,7=1

determina una &lgebra A conmutativa lineal asociativa sobre K, para las cuales las ecuaciones (3.3.1)
son las ecuaciones diferenciales generalizadas de Cauchy-Riemann, donde las dj;; son constantes en
un campo K. Esto nos permitirda encontrar soluciones de un conjunto de este tipo mediante series de
potencias en la algebra.

Sean [, fs,..., [, una base adecuada para una algebra A conmutativa lineal asociativa con una
identidad sobre el campo K. La multiplicacién se definira por

n

Biﬁj = Z cijkﬁk (Za.] = 17 27 s 7n)a (332)

k=1

donde los ¢;;;, estan en K. Denotemos por R; la matriz (¢;s.) donde r es el indice de fila y s el indice
de columna.
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Lema 3.3.1 Sia=a161+axfs+---+a,B, es cualquier elemento de A, entonces a <+ a1 R+ as Ry +
<+a, R, es un isomorfismo conocido como la primera representacion fundamental de A por matrices.

Prueba.
Definimos a la siguiente funcion

H : A~ M,y,,
H : Z ;6 — Z OéZRZ
=1 =1

Para demostrar que la funciéon H es un isomorfismo:

1) Verifiquemos que H es un homomorfismo.

i) Por demostrar que H (3°7" (o + Bi)e;) = H (D07 cves) + H (D°1, Bie).

1=

n n
H E (i + Bi)ei | = E (i + Bi) R
i=1 i=1
Ci11 Ci21 ... Cinl
n
Ci12 Ci22 ... Cin2
= E (a; + Bi) . . .
1 : : . :
Citn Ci2n -+ Cinn
Ci11 Ci21 .- Cinl Ci11 Ci21 .- Cinl
n
Ci12 Ci22 ... Cip2 Ci12 Ci22 ... Cip2
= E Q; . . . . + 5 ) . . .
i=1 :
Ciin Ci2an -+ Cinn Ciin Ci2an -+ Cinn
Ci11 Ci21 .- Cinl Ci11 G211 --- Cinl
n n
Ci12 Ci22 ... Cin2 Ci12 Ci22 ... Cin2
= E Q; ) . ) + E Bi ) . )
1 : : . : i1 : : . :
Ciin Cio2n -+ Cinn Ciin Cioan -+ Cinn

= Y R+ ) BiR;
=1 =1
= H i o€ | + H i ﬁiei s
=1 =1

de aqui concluimos que se cumple la igualdad.
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ii) Por demostrar que se cumple que H (3 (Aay)e;) = AH (31, cies).

i=1 i=1

i=1
=1

iii) Demostraremos que H (31, ageivie;) = H (D0 cues) H (D7 vier).

H <Z (Jzi€i'}/j€j> = Z ;€764

ij=1 i.j=1

n n
i=1 =1
n n
= Y iR ) R,
i=1 =1

iv) Por demostrar que si e; es la unidad de la dlgebra A, entonces la unidad de R es la matriz
identidad, sea e; la identidad de la algebra A y escogemos el j—ésimo elemento, entonces
tenemos que el producto se escribe de la siguiente forma

e1-ej=¢e; =0e +0ey+ -+ 1lej+ -+ Oey,

lo que implica que ¢1j1 =0, c152=0,...,¢c155 = 1,...,c1j, = 0, de aqui usamos la definicién
de la primera representacion fundamental y obtenemos

10 ... 0
01 ... 0

R= . . . . 3
0 0 1

por lo que se cumple H(e;) = Ixn.
De lo anterior podemos concluir que H es un homomorfismo.

2) Ahora verifiquemos que H es inyectiva; supongamos que
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tal que Joy;, # Bi,, entonces

i%‘Ri = iﬁiRi = Z%Ri — Z/BiRi =0
i—1 i—1 —

i=1
G111 Cia1 --- Cipl
n
Ci12 Cia2 ... Cip2
= E (Oéi - 51) . . . . =0,
i1 : : . :
Ciin Cioan -+ Cinn
sea
Ci11 Ci21 .- GCinl
Ci12 Ci22 ... Cip2
(eieq, eiea, ... €ie,) = ) o ) ,
Ciin Ci2n  --- Cinn
entonces tenemos que
Ci11 G211 --- Cinl
n n
Ci12 Ci22 ... Cin2
E (Oéz‘ - 52') . . . . = E (CYz' - Bi) (&‘61; €i€2, ..., eien) )
i=1 : : : : i=1
Ciitn Ci2n -+ Cinn

lo que queremos demostrar es que a; = [3;, entonces de la igualdad sabemos que > 1"  (a; —
Bi)eie; = 0 con j =1,...,n,deaqui e; =00 > (o — fBi)e; = 0 pero e; # 0 porque son
elementos de una base; entonces tenemos que » - (o — f;)e; = 0, pero como e; es una base y,
ademas, son linealmente independientes lo que implica que a; = ;. Por lo tanto H es inyectiva.

3) Por definicién de suprayectividad decimos que V)", = 1";R; € M,x, 3 1, aze; € A tal que
se cumple que H (D1, aze;) = > oy R;; por lo tanto H es suprayectiva.

De 1), 2) y 3) podemos concluir que H es un isomorfismo. O

Ejemplo 3.3.1 Determinaremos si los niumeros complejos C forman un isomorfismo con la primera
representacion fundamental R de los niumeros complejos, donde R € Moys.

R= (“1 _a2) .
(05} aq

Para verificar que los niimeros complejos forman un isomorfismo con la matriz R definimos a la funciéon

H(ay,as) = (‘“ _a2> ,

2 a1
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sea a1 = (a1, a2) = aje; + ageq y B1 = (by,by) = by + by dos elementos de los niimeros complejos y R

es de la forma:
ap —az\ a 10 +a 0 —1
(05} aq - 0 1 2 1 0 '

1) Queremos demostrar que H es un homomorfismo con R
a) Verificaremos que se cumple la igualdad H((ay, az) + (b1, b)) = H(ay,az) + H(by, bs),

H((a1,az) + (b1,b2)) = H(ay + by, az + by)
_ <a1+b1 —(ag—l—bg))

ao + bg a; + bl
 (ar —as by —by
- <CL2 a1)+(bz bl)
= H(al,a2)+H(b1,b2),

observamos que la igualdad si se cumple.

b) Por demostrar que la siguiente igualdad H(A(a1,az2)) = AH (a1, ag) también se cumple,

H(May,a9)) = H(\ag, Aag)
Aa,  —Aas
- <)\a2 Aa1>
)

az a1

= AH(ay,as),

por lo que observamos que la igualdad también se cumple.
¢) Queremos verificar que la igualdad H((a1,a2)(b1, b)) = H(ay,as)H (by,by),

H((a1,a2)(b1,b2)) = H(a1by — asgbe, ar1by + asby)

_ ariby — agby  —(aiby + azby)
CL1b2 + a2b1 a1b1 — agbg

. a; —as b1 —bg

B az ap by by

= H((Zl,(lg)H<b1,b2),
por lo tanto H((al, CLQ)(bl, bg)) = H(al, CLQ)H(bl, bg)

d) Por demostrar que la unidad de los nimeros complejos es la matriz identidad

Ho = (g 7).

la igualdad se cumple por definicién.

2) Por verificar que H es inyectiva, es decir, si H (a1, as) = H (b, by) entonces (ay, as) = (by, bs),

H(ay,a3) = H(by,b2) = ay —az) _ by —bo
by, by

(05} aq
= (Cl1,@2) = (51, bz),

la dltima implicacion se da porque dos matrices son iguales si todos sus elementos son iguales.
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3) Por demostrar que H es suprayectiva, pero esto se cumple porque cada elemento R € M(2,R)
se puede expresar por la definicion de H,

ap —a2\
(a2 ay ) = H(al,aQ),

por lo que concluimos que H es suprayectiva.

De lo anterior podemos concluir que en C hay un isomorfismo con R.

Supongamos que U denota un sistema de funciones y;(z1, X2, ..., z,) de n variables 1, z, ..., x,
de K, y sea y; analitica en una regién €2 simple en el espacio n. Entonces nn = >\, y;3; se llamard una
funcién sobre A de la variable £ = Y"1 | x; ;.

Como la dlgebra es conmutativa, definida en Wagner ([27], pag. 456) que n = > | y;0; es una funcién
analitica de £ si y; estd en U y la matriz Jacobiana (0y,/0zs, ) estd en A, es decir, existen funciones
21,29, ..., 2, tal que

<gyr> = ZlRl —+ ZQRQ + e+ Zan. (333)
T

Esto implica un conjunto de relaciones homogéneas entre dy,./0x,, llamadas ecuaciones diferenciales
generalizadas de Cauchy-Riemann de la algebra con base (1, Ba, ..., O,.

Ejemplo 3.3.2 Sea y(x1,x2) € C un nimero complejo donde, y(x1,x2) = y1(x1, x2) + yo(z1,22)i y la

matriz Jacobiana correspondiente es
oy Oy
_ | Oz oz
Jwre) = | 0w 0w |
8361 8332

ahora igualamos a la matriz Jacobiana Ji, 4.,y con las matrices Ry y Ry que son la primera represen-
tacion fundamental de los nimeros complejos

Oy1 Oy

_ oz oz
Jare) = | o o
oz Oz

= (o D)l 7)

_ fa =D

\b a )’
lo que implica las siguientes igualdades

oy _ Oy

ox oz

o _ by

Oxa 0x1

de aqui observamos que el sistema de ecuaciones son las de Cauchy-Riemann.

Lema 3.3.2 Si A es una dlgebra conmutativa asociativa lineal de orden n con una identidad sobre K,
entonces una condicion necesaria para que n =Y ., Y%, sea analitica es que las componentes de n
satisfacen un sistema de ecuaciones diferenciales linealmente independientes
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J

ij=1
donde los dj;; son constantes en K dependiendo sélo de las constantes de multiplicacién c;; de la
algebra, y tal que

¢ dii =0 (k=1,2,...,(n*=n)). (3.3.5)
i=1

Por la definicion de derivada la ecuacion matricial tenemos.

WiRy + upR2 4 -+ uy R, — (g‘z) : (3.3.6)

dadas n? ecuaciones en las n incégnitas, con coeficientes entre el conjunto ¢;;x. De cualquier n de las
ecuaciones 3.3.6 para las cuales el determinante no es cero, podemos resolver los u;, y la sustitucion
en las ecuaciones restantes lleva a n*> — n ecuaciones de la forma (3.3.4).

Ejemplo 3.3.3 Sea A una dlgebra conmutativa asociativa lineal de orden n = 2 con identidad e y una
base = {1, P2}, por verificar que n = Z?Zl y;3; = 0 es analitica.

Sabemos que las componentes de ZZ;‘=1 dkij(%’; = 0 tiene que satisfacer las ecuaciones diferenciales
linealmente independientes, entonces de la matriz Jacobiana tenemos que igualarla con las matrices de
primera representacion fundamental

Oy1 Oy

_ ox ox
Jare) = | on o
8:v1 (9:E2

C111 C121
g Ul +
<0112 C122

lo que nos lleva al siguiente sistema de ecuaciones

u C211  C221
2 9
C212 (222

oy _
9r, = Wilin + U2cann
o _
3—332 = UiCi21 + U2C221 (3.3.7)
9y2 _ ) .O.
9z, — WiCi2 + U2Co12
Oy2
D UpCr22 + U2C222
) ., ) 1 cor1us L. )
de la primera ecuacion de 3.3.7 despejamos a u; = v la sustituimos en las 3 ecuaciones
restantes obtenemos el nuevo conjunto de ecuaciones
( 9y
oy1 - Dxq C211U2
Fe = |\ e | Gl21 T ugcen
Oyo %*@11%
o — |\ T o ) Cuz Ut (3.3.8)
9y1
Oya - Dxq C211U2
Fee = |\ o ) G2z T ugcen
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hacemos lo mismo para este nuevo sistema de ecuaciones despejamos a us y la sustituimos en las

ciq1 291 91
. 1115,, ~C121 5,
ecuaciones restantes y obtenemos que uy = ETrSS——

( Ay dyq
dy1 e Clllmfclmm
dxzy 21\ eiiieaa1—crz10211 111 291 o, Ou1
dys c i 111 55 ~C121 c
ory c111 112 €111€221—C121C€211 212
dy1 dy1
dy1 e 5111@*C121m
dzy 2\ eiiieaa1—c1z10211 111 291 oo, Ou1
dya 1 111 55 ~C121 5 c
_— pu— c —
Oxa c111 122 €111€221—C121C€211 222

\

al hacer los cdlculos correspondientes obtenemos los coeficientes de n,

3%‘ €121C211 — C111C221 071

2
d y; €121C211 — C111C221 O

kij
ij=1
C121C212 — C112C221 — C122C221 + C121C222 8y1

C121C211 — C111C221 3$2
+01120211 + C122C211 — C111C212 — C111C222 (91/2

C121C211 — C111C221 O0xy
" —C121C211 + C111C221 OY2

b
C121C211 — C111C221 8$2

ademds observamos que

2
d _ C1210211 — C111C221 —C121C211 + C111C221
kit = +
i1 C121C211 — C111€221 C121C211 — C111C221
= 07

por lo que concluimos que n es invariante.
3.4. Cambio de base
Sea B =A{B1,02,...,0ut y B ={B1, 5%, ..., 0.} dos bases en K entonces
/BZ:ZtZ] ;, tijEK (2.:1,2,...,?7,),
j=1

tenemos x; = Y "\ tix; vy = >ty Por lo tanto

> d’“'ja_zj = Z D 83:;) :

3,7=1 u,v=1

Sea Dy = (drs) y Dy, = (d},.,); entonces

D, =T 'D,T,

%)

(3.3.9)

(3.4.1)

(3.4.2)



donde T" = (t,5). Dado que la traza de una matriz es invariante en la transformacién de similitud,

vemos que Z?:l dy; es invariante bajo cambio de base de la algebra A.

Wagner [27], demostré de la ec 3.3.3 que si f3; es la identidad, se pueden escribir las ecuaciones

diferenciales generalizadas de Cauchy-Riemann.

Ay, - Ay;
- isr =0 s :1,2,..., .
ar. + ;c . (rys n)

Dado que f; es la identidad, ¢5. = 05, (Kronecker ¢). Para s = 1 obtenemos n ecuaciones

- 11r
&"L'l 8:51

Oy~~~ Oy
y+zc Y _ (r=1,2,...,n),

(3.4.3)

que son idénticamente cero. Las n? — n ecuaciones restantes estan en la forma (3.3.4). Si, en (3.4.3),

r = s # 1 obtenemos
dys 0 = 0y;
Oy Oy N~ Ou
ory, O0xp A - 0r;

1=

porque ci5 = 1, por lo tanto, Y »  dy; = —1+1=0.Sir # s, s # 1, ¢15 = 0y las ecuaciones se

reducen a

Y, - Oy
s, + ;Cmaxl =0,

de modo que dy; = 0 por cada i. De ahi que en cada caso tengamos

z": drii = 0,
i=1

y el lema esté probado.

Teorema 3.4.1 Si A; = (aisr) (i =1,2,...,n) es un conjunto de matrices M(n,K) tal que

14“4]:14]14Z (i,j:172,...,n),
y st hay una p tal que
Wipr = Oiy (i,r=1,2,...,n),
entonces
AZA] :Zaitht (/L,j: 1,2,...,71,),

t=1

(3.4.4)

(3.4.5)

(3.4.6)

(3.4.7)

y la A; forma una base para una dlgebra lineal, conmutativa, asociativa de orden n sobre K con un

elemento de identidad.
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Por (3.4.6) el elemento de la fila uth y la columna pth de A;A; es

n n
E Qi Qjpt = E aitu5jt = Qjjuy-
t=1 t=1

Por cambio de notaciéon obtenemos el elemento de la fila uth y la columna pth de A;A;, para ser aj,.
Asi tenemos que

Qiju = Gjiy (i,j,u=1,2,...,n). (3.4.8)
Otra forma de (3.4.5) es

n n
E Aty Ajot = E Aty At - (349)
t=1 t=1

Asi tenemos

= (Z amajst> = Z%’tr%g) (por (3.4.9))
t=1 t=1
= Zajtrasit> (por (3.4.8))
t=1
= amaﬁt> (por (3.4.9))
t=1
= Zatsraijt> (por (3.4.8))
t=1
= Z aitht
t=1

De (3.4.6) vemos que A; es linealmente independiente con respecto a K. Las ecuaciones (3.4.6) y
(3.4.8) muestran que A, = I. Por lo tanto, A; forma una base para una algebra A cuyas constantes de
multiplicacién son ¢;j; = a;;x, por lo que R; = A;.

Sea
fr = Z ’“”a (k=1,2,...,(n* —n)), (3.4.10)

de modo que los dj;; estdn en un campo K y los f; son linealmente independientes con respecto a K.
Si hay un p tal que sea posible resolver para cada dy;/0z; en el sistema

deija_y:() (k=1,2,...,(n*=n)), (3.4.11)
ij=1 Ly
como una funcién lineal de dy,/0x,, Qy2/0xp, . .., Yy, /Ox,, entonces la ecuacién 3.4.11 se puede rees-

cribir en forma de matriz

OYr o - Oy B - 3%
(2)- (o) Fe-Sa e

t=1

o7



por adjuncién de las n identidades tenemos

yi N yi
or, Ox,

Teorema 3.4.2 Supongamos que el sistema de ecuaciones diferenciales (3.4.11) tiene la propiedad de
que para un entero fijo p, implica el conjunto (3.4.12). Supongamos ademds que las matrices A; = (a;sr,
1=1,2,...,n, son conmutativas y

D dyii =0 (k=1,2,...,(n* = n)). (3.4.13)
i=1
Entonces es una dlgebra asociativa conmutativa, unica y determinada, sobre K, para la cual (3.4.11)
es un conjunto de ecuaciones diferenciales generalizadas de Cauchy Riemann (en el sentido del lema,).

Para n = 2 tenemos el

Corolario 3.4.1 Una condicion necesaria y suficiente para que las ecuaciones linealmente indepen-
dientes

3 dkija—yf =0 (k=1,2), (3.4.14)

determinar una dlgebra A para el cual (3.4.14) es un conjunto de ecuaciones diferenciales de Cauchy-
Riemann generalizadas es que

dkll + dk22 =0 (k = 1, 2), (3415)

La necesidad de (3.4.15) se desprende del lema.

Como (3.4.15) se mantiene y la matriz de los coeficientes de (3.4.14) es de rango 2, (3.4.14) puede
ponerse en forma (3.4.12). Por lo tanto, A; = I y ademds es conmutativo con Ay 0 Ay = I y es
conmutativo con A;. En consecuencia, el corolario se desprende del teorema 3.4.2.

Ketchum ([25], pp. 646 y 653) demostré que cada solucion yi, ¥, . . . , ¥, de las ecuaciones diferenciales
generalizadas de Cauchy-Riemann para una dlgebra conmutativa se puede expresar en la forma

n= Zyzﬂi = Zaj£j7
i=1 j=0

donde £ = > | x;8;. Por lo tanto, si las ecuaciones (3.3.1) determinan una élgebra, las soluciones de
las ecuaciones se pueden obtener mediante el uso de series de potencias en la algebra.

58



—Capitulo 4
El método de algebrizacion para ecuaciones
diferenciales autonomas

A lo largo de este capitulo, K representara un campo, generalmente el campo real R o el complejo
C. Consideremos la ecuacion diferencial ordinaria auténoma.

d
d—f:f(a:), reNC K teR, (4.0.1)

teniendo f: Q) C K" — K" ciertas condiciones de regularidad.

En este capitulo, como primer paso para obtener una solucién para,(4.0.1), notamos que si a K"
se le puede dar la estructura determinada de una algebra A, es posible reducir este sistema a una sola
ecuacion diferencial auténoma

dg

o =90, (e CALER, (4.0.2)

siendo ¢ una funcién A-diferenciable con respecto a la variable ¢ en la algebra A.

Una vez hecho ésto, procedemos a mostrar que es posible resolver (4.0.2) extendiendo una técnica
geométrica introducida en [2] y [3], en el contexto de campos de vectores analiticos complejos relacio-
nados con campos de vectores de Newton, que se estudian por primera vez en [31]. Esta técnica se basa
en la construccion de dos funciones, que son, respectivamente, constantes y lineales en las trayectorias
que son las soluciones de (4.0.2).

El capitulo estd organizado de la siguiente manera: En la Seccion 4.1 se presentan las dlgebras en cues-
tion, en particular, introducimos la nocién de algebra A sobre K normada, asociativa y conmutativa,
mostrando en la Seccion 4.1.1 que éstas tienen una primera representacion fundamental en la Algebra
de Matrices n x n sobre K, M(n,K). Ademds, en la Seccién 4.1.2 se definen las dlgebras normales y
se construyen sus correspondientes productos tensoriales. Este es un material estandar que se puede
encontrar en [10], [12] y [35].

En la Seccion 4.2 damos la definicién de A-diferenciabilidad, y procedemos a mostrar que si la familia
de matrices {J f(x) : x € Q} es linealmente equivalente a un subconjunto de una élgebra B en M (n, K),
es decir, la imagen de la primera representacion fundamental de una algebra A con respecto a la base
canénica de K", es decir, B = R(A), entonces de hecho f es A-diferenciable en . El problema de
determinar si un mapeo f : {2 € K® — K" es A-diferenciable para algiina algebra A se trata indirecta-
mente en [18], donde las condiciones que se dan aseguran la existencia de una dlgebra A, de modo que
el conjunto de relaciones son las ecuaciones de Cauchy-Riemann generalizadas para A, (en [18], [27])
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se muestra que estas ecuaciones dan un criterio para la diferenciabilidad de A). Ademads [25] considera
el caso cuando K = C, donde demuestra que cada mapeo analitico f (en el sentido habitual) que es
A-diferenciable tiene una expansién en series de potencias (ver [25], pp. 646 y 653).

En la Seccién 4.3 mostramos que para las dlgebras normales es posible expresar la funcién f(z) en
términos de una sola variable ¢ en la algebra, y por lo tanto hay una funcién §(¢) que representa f(z).
La analogia es el dlgebra de los niimeros complejos, donde z = = + iy es la variable y las funciones
A-diferenciables son las funciones analiticas. También mostramos que hay un operador diferenciable
0/9¢ que tiene la propiedad de que g = ¢’, donde ¢’ es la derivada de Lorch de g (ver [12]), por lo
tanto, proporciona un marco para el cdlculo habitual de una variable.

En la Seccién 4.4, comenzamos mostrando que en este contexto la ecuacién diferencial (4.0.1) toma la
forma

%3¢, CeNSCALeR, (4.0.3)

siendo g una funcién A-diferenciable con respecto a la variable  en la algebra A, y S es un determinado
conjunto singular, donde las soluciones no estan definidas.

Luego procedemos a mostrar que la técnica geométrica, introducida en [2] y [3], de encontrar dos
funciones hy y hy que son constantes y lineales en las trayectorias ((¢) que son soluciones de la ecuacién
diferencial, puede extenderse al caso de (4.0.3). Terminamos la seccién y el capitulo con un ejemplo.

4.1. Algebras

Introducimos K-algebra (ver por ejemplo [10]).

Definicién 4.1.1 Una A-dlgebra (o dlgebras sobre K) es un espacio A finito dimencional K-lineal en
el que se define un mapeo bilineal A x A — A que es asociativo y conmutativo, y hay un elemento
unitario e = ey en A que satisface ex = xe = x para todo Vx € A.

Un elemento a € A se llama regular si existe un elemento tnico en A denotado por a™! € A
llamado inverso de a tal que a 'a = aa=* = e. Un elemento a € A que no es regular se llama singular.
Sia,b € A y b es regular, el cociente a/b significard ab™!.

4.1.1. Algebras y sus representaciones fundamentales

Definimos la primera representacion fundamental. Si B = {fi,...,5,} es una base ordenada de
una algebra A, el producto entre los elementos de B esta dado por

BB = Zciﬂcﬁkz, (4.1.1)
k=1
donde ¢;;;, € K para 4,7,k € {1,2,...,n} se llaman las constantes de estructura de A. La primera

representacion fundamental de A asociada a B es el isomorfismo R : A — M (n,K) definido por

R(z181 + w20 + -+ + x0fBn) = 11 Ry + 22 Ry + -+ + 2, R, (4.1.2)
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Donde R; es la matriz cuya entrada (7, k) es ¢;;, para ¢ = 1,2,...,n. La conmutatividad y la asociati-
vidad de A son equivalentes a las identidades

(1) ¢ijk = cjir, para todo 4, j, k € {1,2,...,n}y

(2) >, cijiciks = >, CjriCits, para todo 4, j, k,s € {1,2,...,n},

respectivamente.
Usando R asignamos a A la norma inducida por la norma del operador en M (n,K) (ver [10]). De
esta manera, cada algebra es una dlgebra normalizada, es decir, existe una norma || - || : A — R que

satisface ||xy|| < ||z|||ly|| para todo z,y € Ay |le]| = 1.

Ejemplo Sea A el espacio lineal R? con el producto entre los elementos de la base estdndar B =
{e1, 2,3} dada en la siguiente tabla:

‘ €1 ()] €3
€1 | € €2 €3 (4 1 3)
€9 | €2 —261 —+ 262 +e3 —e1+e2+e3 o
€3 | €3 —e1t+ 62t e3 —e; + 263
que se extiende al producto en R? dado por
(ZE, Y, Z)(U, v, UJ) = (€1£L‘, €2y, 632) (€1U, €2, 63’[11)
= zuUeie] + TVe1es + TWees + Yueiea + Yveaels
+ Yywesges + zueies + zveaes + rwese
yweges 1€3 2€3 3€3 (4‘1‘4)

= (zu — 2yv — yw — 2v — zw)ey
+ (v — yu — 2yv — yw + 2v)ey
+ (2w + zu + yv + yw + zv + zw)es.

El producto entre los elementos de B define las constantes de estructura c;j, para i,j,k € {1,2,3}.
Entonces, R3 con el producto dado es una algebra A.

4.1.2. Algebras normales y sus productos tensoriales

Sean By, Bs, ..., B; matrices con B; € M(k;,K), cada B; uno de los siguientes cuatro tipos:
s 00 0 ¢ 0 0 --- 0
1 s 0 0 ; I, C 0 0
oot ol ) e e o) (415)

o
o
o
»
O oo
o
o
Q

donde

CZG _u”) 12:((1) (1)) (4.1.6)

r,s,a,b,u,v € Ky ky+---+k =n. En este caso diremos que la matriz B dada por

B, 0 - 0
0 By 0

=| . . , (4.1.7)
0 0 --- B
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estd en su forma normal. Asociaremos a B una algebra de matrices M (n, K) que contiene B y usaremos
la siguiente nomenclatura: EI primer bloque se llamard bloque simple real, el segundo se llama bloque
de Jordan real, el tercer bloque se conoce como complejo simple y el cuarto bloque recibe el nombre
de Jordan complejo.

Para i = 1,2,--- 1, sean o; : M(k;,K) — M(n,K) las secciones lineales definidas sustituyendo la
matriz M € M(k;,K) en el bloque B; de la matriz B, y tomando las otras entradas como cero. El
bloque de Jordan real se puede escribir de la siguiente manera B; = a;D;+ N;, donde D; es la identidad
y IN; es una matriz nilpotente de orden k;. El bloque complejo simple se puede escribir en la forma

B; = a;D; + b;J;, donde D; es una matriz diagonal y J; es una matriz con J? = —D;. Los bloques
complejos de Jordan pueden escribirse en la forma B; = a;D; + b;J; + N;, donde D; es la identidad y
J; es una matriz con J? = —D; y N; es una matriz nilpotente de orden k; /2.

Definimos las matrices {#;; : 1 <i <[, 1 < j < k;} cuyas entradas estdn en el bloque B; de la
siguiente manera:

(i) Si B; es un bloque simple real, ;1 := 0;(1) en este caso k; = 1.
(i) Si B; es un bloque de Jordan real, 8;; := 0,(D;) y B;; := JZ-(NZ-jfl) para j = 2,...,k;.
(iii) Si B; es un bloque simple complejo, 51 := 0;(D;) v Bi2 = 0:(J;).

)

(iv) Si B; es un bloque de Jordan complejo, Bi1 1= 04(D;), Bi2 = 0i(Ji), Bigj—1 = Ji(ij_l), y
,82'72]' = 6@207;(]\[,?]_1) paraj = 2, ey k’z/2

Observe que el producto de las matrices 3;, j, ¥ Bi,.j, s la matriz cero si 7; # i3. Los productos de 3 j,
y Bij, para it =1,..., 1 son los siguientes:

(i) Si B; es un bloque simple real, §;16;1 = Bi1.

(ii) Si fB; es un bloque de Jordan real, entonces

‘ Bi1 Bi g
Bix | Bin Bij (4.1.8)
5i7j2 5i,j1 /Bi,jl +7j2

para 2 < ji, jo < k;, donde 3; j, =0 con j; > k; + 1.

(iii) Si B; es un bloque simple complejo, entonces

‘ Bir  Big
Bi1| Bix  Biz (4.1.9)
Bi2 | Biz —Bin

((iv) Si B; es un bloque de Jordan complejo, entonces

Bm 51',2 51',23'1—1 5i,2j1
51',1 @',1 ﬁz‘,z 51,2;’171 51,2]'1
@',2 Bi2 —5i,1 51',2j1 —52',23'1—1 ) (4-1-10)
5i,2j2—1 51‘,2]‘1—1 5i,2j2 @z’,?(j1+j2—1)—1 5i,2(j—1+j2—1)
5@2@ 5i,2j1 —5¢,2j2—1 5i,2(j1+j271) _5i,2(j1+j271)71

para 2 < ji, jo < k;/2, donde f3; ; = 0 con j > 2k; + 1.
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La conmutatividad de los elementos en el conjunto

B - {/61,17 . 761,]{)17 CRCIS 7/61,17 CRCIS 76[,]61}7 (4111)

con respecto al producto de la matriz, se desprende del conocido resultado. Para una forma candnica
de Jordan D + N, la matriz diagonal DD conmuta con la matriz nilpotente N.

Ademas, el espacio K-lineal abarcado por B es una K-dlgebra, como se afirma en la siguiente
proposicion.

Proposicién 4.1.1 El conjunto B = {11, Brkys---sBi1s---s Bk} €s una base para un espacio
lineal n-dimensional que es una dlgebra A con respecto al producto matricial, y su primera represen-
tacion fundamental R con respecto a B es el isomorfismo de identidad.

Prueba.

Sea R la primera representacién fundamental de A asociada a B. Como la algebra A es generada por
Bi1, Biz (considerado solo cuando esto existe, es decir, k; > 2), y f;3 (considerado solo en el caso
en que B; es un bloque de Jordan complejo), para probar que R es la identidad, solo necesitamos
probar que R(f; ;) = [, pero para estos tres casos la igualdad es trivial. Entonces, R es la identidad
isomorfismo. O

Definicién 4.1.2 Dada una matriz B € M (n,K) en su forma normal, a la dlgebra en M (n,K), como
se construyd anteriormente, la llamaremos una dlgebra K-normal (que contiene B).

Definicién 4.1.3 Dos dlgebras matriciales Ay y Ay en M (n,K) son linealmente equivalentes si existe
una matriz invertible de B € M(n,K) tal que Ay = {BAB™: A € Ay}.

Para la prueba del siguiente resultado, ver [29].

Proposicion 4.1.2 Sean A y B dlgebras. Existe un producto en A @ B satisfaciendo
(al X bl)(ag & bg) = a1a9 ® b1bs, (4.1.12)

donde aias y bibs denotan el producto en A y B, respectivamente. El producto es asociativo y ey ® ep =

CARB -
Por lo tanto, el producto tensorial finito de dlgebras es una dlgebra.

Definicién 4.1.4 La complejizacion de una R-dlgebra A es la C-dlgebra A @ B. Llamemos a una
algebra que es la complejizacion de una dlgebra R-normal a una C-dlgebra normal.

Como de costumbre, si el contexto es claro, quitaremos el C del nombre y se referira a la algebra
C-normal simplemente como una algebra normal. La siguiente proposiciéon y su corolario se derivan de
un calculo directo.

Proposicién 4.1.3 Sean A y B dlgebras matriciales p- y q-dimensionales en M(n,K) y M(m,K),
respectivamente, y sea P € M(n,K) y Q € M(m,K) matrices invertibles. Entonces, se tiene

PAP'@QBQ ' = [P®Q|A®B|P® Q]! (4.1.13)
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Corolario 4.1.1 FEl producto tensorial de las dlgebras matriciales es linealmente equivalente a las dlge-
bras normales, y son dlgebras linealmente equivalentes al producto tensorial de las dalgebras normales.

Entonces, por el Corolario 4.1.1, las algebras linealmente equivalentes al producto tensorial de las
algebras normales, son cerradas bajo el producto tensorial.

El siguiente resultado muestra que la primera representacion fundamental, con respecto a una base
apropiada de un producto tensorial de las algebras normales, es la inclusion de la algebra en el espacio
de matriz correspondiente.

Proposicién 4.1.4 Sean A y B K-dlgebras p- y q-dimensionales, y sean Ry : A — M(p,K) y Ry :
B — M(q,K) las primeras representaciones fundamentales asociadas a la base A = {aq,...,q,} ¥y
B = {p1,...,0,}, respectivamente. Entonces, R : A @B — M(pq,K) definido por R = Ry ® Ry es la
primera representacion fundamental de A @ B asociada a la base {o; @ 5;: 1 <i<p, 1<j<q}.

Prueba.
Sea {ay,..., o} base de Ay {f1,...,5,} base de B. Usamos las notaciones C; y G, para las matrices
Ry (0;) y Ra(B;), respectivamente, para 1 < i <p, 1 < j <g¢. El conjunto

{a;@B;:1<i<p 1<j<q}, (4.1.14)

es una base para A @ B (ver [29]). Para encontrar las constantes de estructura de A ® B tomamos los
productos

(i @ Bi][a; @ Bs] = a5 ® B85

— (i cijkak> ® (g dlst6t>

b1 (4.1.15)

P q
= Z Z Cijkdlst(ak ® Bt)a

k=1 t=1

de donde obtenemos una primera representacién fundamental R de A ® B, donde R(«o; ® [3;) es la
matriz H;;, cuya entrada (kl, js) viene dada por hj i js = Cijedist, donde ¢, v dis son las entradas
(k,j)y (t,s) de C; y Gy para 1l < i <py 1l <I< g, respectivamente.

Por otro lado tenemos que R;(a;) ® Ry(5;) = C; ® Gl. Ademas, el producto tensorial de C; y G estéd
dado por

dill di21 T diql dill di21 T diql
Ciir | et |
dilq di?q o diqq dilq dqu o diqq
Ci®Gp = : : (4.1.16)
dill di21 T dz‘ql dz’ll di21 e diql
Cilp o Cipp
dilq di2q e diqq dilq dqu Tt diqq
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de la que vemos que en la posicién (kt, js) aparece el elemento ¢;;,d;s;. En consecuencia, tenemos las
igualdades de matrices H; = C; ® Gy, para 1 <4, [ < n. Por lo tanto, R = R; ® R». O

Corolario 4.1.2 Si A es una dlgebra matricial en M(n,K) que es un producto tensorial de dlgebras
K-normales, entonces existe una base B de A en la cual la primera representacion fundamental co-
rrespondiente R : A — M(n,K) es el isomorfismo de identidad, es decir, R(x) = = para todo x € A.

Prueba.
Tenemos que A = By ® -+ ® B,,, donde B; es una algebra K-normal para cada i € {1,...,m}.
Obviamente, para cada {1,...,m} podemos considerar una base para B; como la que se da en la

Proposicion 4.1.1, y al tomar los correspondientes productos tensoriales de estas bases obtenemos
una base B para cada A. Por las Proposiciones 4.1.1 y 4.1.4 tenemos que la primera representacién
fundamental de A asociada a B es la identidad. 0

4.2. Diferenciabilidad en algebras.

En un articulo publicado en 1893, Sheffers sento6 las bases de una teoria de las funciones analiticas
sobre élgebras, (ver [18], [20] y las referencias que contiene).

Diferenciabilidad en algebras es un concepto mas fuerte que la usual diferenciabilidad sobre K™. Si
f:U C K" — K" es un mapeo diferenciable en el conjunto abierto U, denotado por Jf(z) para la
matriz Jacobiana en el punto x, en la base estdandar de K. También usamos la notacién Jgf(x) para
la matriz Jacobiana en el punto x de f con respecto a la base B.

La siguiente definicién fue introducida en [12].

Definicién 4.2.1 Sea A una dlgebra y sea f: Q2 C A — A un mapeo definido en el conjunto abierto
Q. Decimos que [ es A-diferenciable en xo € A si existe un elemento f'(xo) € A, la cual la llamaremos
la A-derivada de f en xg, satisfaciendo

o I + 1) = flao) = ao)h]

h—s0 |12l

0, (4.2.1)

donde f'(xg)h denota el producto en A de f'(x¢) con h. Si f es A-diferenciable en todos los puntos de
Q , decimos que [ es A-diferenciable en S y llamamos al mapeo f' asignando f'(x) al punto x € Q la
A-derivada de f, o la derivada de Lorch de f.

De ello se deduce (ver, por ejemplo, [12] [18], [25] v [27]) que un mapeo f : Q@ C A — A es A-
diferenciable en xq si y solo si Jgf(zg) € R(A) y es continuo como una funcién de zy, donde B :=
{e1,...,e,} es una base de A y R : A — M(n,K) es la primera representacién fundamental de la
algebra A asociada a B.

De hecho, en este caso, Jpf(z) es la imagen de f'(x) bajo el mapeo R, es decir, si f es A-
diferenciable, entonces

Tsf(x) = ui(x)R;, (4.2.2)
i=1
donde R; = R(e;) y u; : Q@ — A parai=1,2,... n.
Si QY :=R(Q),B:=R(A),yg:Q CB— B es definida por
g(y) = Ro fo R \(y), (4.2.3)
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entonces g es B-diferenciable y su diferencial en y es dado por ¢’ = X7 u;(R™!(y))R;, por lo tanto,

la relacién entre la matriz jacobiana de f y el B-diferencial de g es Jgf(z) = ¢’'(R(z)). La ecuacién
matricial (4.2.2) es equivalente a las ecuaciones n?

af; -
f. = Zulclﬂ, (424)
1

para todo 7,7 € {1,2,...,n}. Usando (4.2.4) y la asociatividad de la élgebra, podemos obtener

- af; B - af;
;czks o, Z;C”‘” Por (4.2.5)

1=

apareciendo en ([25], p. 646).

Observacion 4.2.1 Cabe senalar que, en el contexto de las dlgebras, las ecuaciones (4.2.5) desem-
penan el mismo papel que las ecuaciones de Cauchy-Riemann en el caso de una variable compleja v,
por lo tanto, sirven como criterio para el andlisis, ver ([18], [23], [27], [28] y [30]).

Supongamos que consideramos la base &/ = {ay,...,a,} de A, donde «o; = Z?:l sj;€j para ¢ =
1,...,n, s;i € K, puede ser probado que J,f = S7'(Jf)S, donde S = (s;5, si denotamos por S; la
imagen de a; bajo la primera representacion fundamental de A asociada a .7, tenemos para i =, ..., n,

que Sl = S_I(Z?:1 SjiRj>S.

Observacion 4.2.2 Para la diferenciacion de dlgebras, las propiedades usuales de la diferenciacion de
funciones de R™ a R™ siguen siendo ciertas. Ademds, las reglas habituales de diferenciacion de funcio-
nes de una variable se satisfacen en el caso de las dlgebras, por lo tanto, las funciones polinomiales, las
funciones racionales y las expresadas por medio de series de potencias convergentes como las funciones
exponenciales, trigonométricas y otras funciones habituales son diferenciables en dlgebras.

El siguiente teorema da condiciones que aseguran la existencia de una algebra A en el que f es A-
diferenciable.

Teorema 4.2.1 Sea f : Q C K* — K" un mapeo C' definido en el conjunto abierto Q. f es A-
diferenciable para una dlgebra A si y solo si el conjunto de matrices

{Jf(z): 2z € Q}, (4.2.6)

es un subconjunto de una dlgebra B que es linealmente equivalente a una dlgebra T que es un producto
de tensor finito de dlgebras normales en M(n,K). Ademds, A es un espacio K-lineal K" y tiene una
base B tal que la imagen de la primera representacion fundamental de A asociada a B es R(A) =T.

Prueba.

Sea @ = {ay,...,q,} una base para T como se indica en el Corolario 4.1.2. Entonces & = Bay B!, ..., Ba, B~
es una base para B, donde B es una matriz tal que B = BTB~!. Debido a que Jf(z) € B para cada

x € Q, tenemos Jf(x) = Yo, wi(x)p;, donde u; : @ — K son funciones y ; = Ba; B~!. Ahora
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considere la base G = {71,...,7,} de K" definida por v; = 37, bjie;, donde B = (bi;) y {e1,...,en}
es la base estdndar de K”. Entonces, tenemos que Jgf = B~ 1(Jf)B. Asi,

Jof(z) = B! (Z m(a:)@) (Z u;(z)(Bo; B )> B
= Z w;i (),

en otras palabras, Jgf(z) € T, lo que significa que si definimos un producto entre los elementos de G
utilizando las constantes de la estructura de los productos de los elementos de 7, tenemos que K”
es una algebra A tal que su primera representacién fundamental asociado a G es dado por R(7;) = «;
para ¢ =1,...,n. Por lo tanto f es A-diferenciable. O

(4.2.7)

4.3. Reduccién a una variable en la algebra

A veces, f = (f1,...,fn) : @ C K" — K" puede expresarse como una funcién de una variable
¢ =31, wie; de una dlgebra A, cuya imagen en la primera representacién fundamental es el producto
tensorial de las algebras normales (como en las secciones anteriores). En esta seccién mostramos algunas
condiciones necesarias para que esto sea cierto y también permitimos la expresién de f en términos de

C.
Proposicién 4.3.1 Con la misma hipdtesis que el teorema 4.2.1, existe una base 9 = {01,...,0,} de

elementos invertibles de la dlgebra A, de manera que el siguiente diagrama conmuta

Qckr Lk,
Al lA (4.3.1)
VAL A
donde A es la matriz asociada al cambio de base € — 2, donde € = {e1,...,e,} es la base canonica

de K".

. Por un cambio de base se tiene el siguiente diagrama conmutativo.

Qck L Kk

Bl lB (4.3.2)

VCcAL A

donde B es la matriz asociada al cambio de base de £ a B, que se utilizd en el teorema anterior, y
g = Bo fo B! Ahora considere una base 4 = {d1,...,d,} de elementos regulares de A, donde sin
pérdida de generalidad d; = e. Entonces, si A es la matriz asociada al cambio de base de £ a &, vamos
ag= Ao foA ! Tenga en cuenta que el dominio de g es Q' = A(Q). OJ

Teorema 4.3.1 Sea f : Q C K" — K" un mapeo A-diferenciable sobre una dlgebra A con primera
representacion fundamental R(A), entonces g = Ao fo A™! puede ser expresada en una sola variable
(= Z?Zl y;0;, para alguna base reqular & = {61, ...,0,}. Ademds, hay un operador diferencial parcial
9/9¢ tal que §'(C) = (93/0¢)(C).
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Prueba.

Por Proposicion 4.3.1 hay una base ¥ = {d1,...,0,} de elementos regulares en la dlgebra A, con
91 = e, sin perdida de generalidad podemos asumir que ||d;|| = 1. Introduciendo la variable (en la base
9 como ¢ =Y ¢ yidi = >.r, we;, entonces tenemos f(x1,...,x,) = §(¢), con § = Ao fo A™!, donde
A es la matriz asociada al cambio de base £ a 9.

denotada por C,, el k-conjugado de ¢ relacionado a 2, la cual es definida para k = 2,...,n por

E = Y101 — YrOk + Z Yi0;

j=2
J#k
- (4.3.3)
= —YrOk + Z Yi0;
j=1
J#k
= ¢ — 2yx0.
entonces tenemos
Yre = Q;Ck5k_1’ para k=2,....,n, (4.3.4)
Yy ya que
Y101 = ¢ — Z?/j@' =( - Z 5 (4.3.5)
j=2 j=2
entonces,

yie = % ((3 —n)( + ZE) 5t (4.3.6)

Ademas se pueden definir los operadores diferenciales

0 1L o
== STl
ot ; oy (4.3.7)
0 1 0 0
— == 5_1——51—}, ara k=2,...,n, 4.3.8
G 2 { Yoyt oy g (4.38)
lo que satisface
g—gzl %—Cz: n-2 para k=2,...,n,
o ) aﬁ (4.3.9)
i_kzl —Ez—c_j:() para k=2,....,n, k#j.
A, G OG
Si f es A-diferenciable, g también es A-diferenciable, por lo tanto
_, dg dg :
g(¢)=—(C+ t61)|,_, = —(C+ t0;)],_yr Vi, k. (4.3.10)
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Y ya que

— =4, 4.3.11
dt (<+t5k)|t -0 5k dyk(C), ( 3 )
entonces para k=2,....n
dg 1 { 1 99 10y }
—() == o —5! 0; =0, 4.3.12
0= 3L\ €= 5l (13.12)
por lo que la expresién de la derecha de §(¢) = >_i"; gi(¢)d; no depende de las variables conjugadas.
De esta manera obtenemos una expresiéon §(¢) que depende solo de ¢, y no de (;, parak =2,...,n
Ademés, para (4.3.7), (4.3.10) y (4.3.11) tenemos que
- a9 ag
") = == = —=((). 4.3.13
7(0) = 520 = 52 (1313)
O

En el siguiente ejemplo, mostramos cémo podemos reducir las variables de un mapeo sustituyendo
las variables en una algebra.

Ejemplo
Sea f(x1, T, 13) = (22,2717, 73 + 27173). Entonces
2!13'1 0 0
Jf =2z, 20, 0 |, (4.3.14)

21’3 2372 2512'1
El Jf esta en forma normal, por lo tanto f es A-diferenciable. Si

00 0
N=|[10 0], (4.3.15)
010

e I es la identidad, la multiplicacién en la dlgebra asociada R(A) se da mediante la multiplicacién de
las matrices I, N y N? que representan, respectivamente, R(e;), R(ez) y R(es) donde € = {ey, 9, €3}
es la base canénica de R3. Es facil ver que ey ¥ e no tienen inverso en la dlgebra A. Considerar la base
de elementos regulares.

9 = {(51 = 61,(52 =e1 + 62,53 =e|+ 63}, (4316)

Vemos que la matriz asociada al cambio de base de £ a Z es

1 -1 -1
A={o0o 1 0], (4.3.17)
0 0 1

por lo que f se transforma en § = Ao fo A7!,

G(y101 + Y202 + y303) = (Y — 2y3 — 2u2y3 — ¥3) &1
+ 2y2(y1 + Y2 + Y3)02 (4.3.18)

+ (y3 + 2ys(y1 + y2 + y3)) 0.
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Asi
¢ = Y101 + Y202 + Y303, (4.3.19)

es la variable en la dlgebra A. Ahora consideremos los conjugados

Go = Y101 — Y202 + yads, (3 = Y101 + Y202 — Ysls. (4.3.20)
Entonces
1 — —
ne=g (G +G) o,
1 —
pe =75 (C=G) &, (4.3.21)
1

yse =5 (C—¢) o5t
Asi que sustituyendo esto en g y simplificando obtenemos

9(¢) = ¢, (4.3.22)

la funcion en la variable de la algebra.

4.4. Resolucion de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias
mediante la reduccidon a una variable en una algebra

Al seguir [2] v [3], obtenemos, como corolarios directos del Teorema 4.2.1, Proposicion 4.3.1 y
Teorema 4.3.1, los siguientes resultados:

Corolario 4.4.1 Sea
f:QCcR"— R",

by (4.4.1)
g: QY CA—A,

como en el Teorema 4.5.1. Entonces existen ® : Q) € A — A la cual es A-diferenciable en Y\S, donde
S es un conjunto singular, tal que

o 2(Q)
90 = (C)’ (4.4.2)
f@) = =[Jo(x)] ™" ¢(),

con ¢(z) = (P o A)(x).

Prueba.
Necesitamos demostrar que existe ® : ' € A — A tal que
i ®(¢)
=— . 4.4.3
90 =~ g (443)
Notando que
,_ (¢ 1
log(®(()) = = ——, 4.4.4
R TR 4y



y por Observacion 4.2.2, se tiene que

¢ dz
®(¢) = exp {—/ ~—} : (4.4.5)
(€) )
para ¢ € ¥\S, donde
S={Ce §(Q) ¢ A", (4.4.6)
siendo A* los elementos regulares de A. O

Observacion 4.4.1 Obsérvese que S puede ser igual a diferentes conjuntos. Por ejemplo, si () = ¢
con c € A*, entonces S = A. Por otro lado, si §(¢) es la funcion polinomial g(¢) = c,("+ -+ -+t +co
con ¢, singular, §(¢) puede ser reqular para todo ¢ € A, (ver [12], p. 418), en cuyo caso S = 0.

Observacion 4.4.2 Como un caso especial, se observa que si A = C entonces 1/§ serd una funcion

analitica compleja en U\S, por lo tanto S consiste en puntos aislados (las singularidades aisladas de
1/g). Esto ha sido estudiado en [2] y [7].

Observacion 4.4.3 En el caso de que S # §Y, entonces QV\S es un conjunto denso abierto en €Y.
Esto es cierto ya que el conjunto A* es un conjunto denso abierto en A, por lo tanto, para una g
continua, se tiene que g~ (A*) es un subconjunto denso abierto de SV

Observacion 4.4.4 Por la observacion anterior, en caso de que S # S, entonces ®(() existe para
¢ € V\S aunque sea una funcion multivalor definida en cada componente de ( € '\S.

Observacion 4.4.5 Otras caracterizaciones y propiedades de S serdn estudiadas en otra parte. En lo
que sigue suponemos que S # ).

Sea x = (z1,73...,7,) € R"\{0}, entonces considere la proyeccién en S"~!

[[@) =~ esm. (4.4.7)

Corolario 4.4.2 Sea f: Q) C R" — R" A-diferenciable en una dlgebra con la primera representacion
fundamental R(A). Entonces las soluciones a la ecuacion diferencial,

dx
i f(z), (4.4.8)

corresponden a las curvas de nivel de la funcion
m(z) = [ J(¢(=)), (4.4.9)

ademds, la funcion de valor real,

ha(z) = log [lo(z)]), (4.4.10)

Es una funcion lineal de t a lo largo de las soluciones x(t) de (4.4.8).
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Prueba.
Por el Teorema 4.2.1, la Proposicion 4.3.1'y el Teorema 4.3.1, las soluciones z(t) de (4.4.8) estédn en
correspondencia con las soluciones ((t) de

dg
@ sy 44.11
o = 9(0) (4.4.11)
Por otro lado, el corolario 4.4.1 muestra que
D(C(t)) = P(C(to)) exp[—t — o], (4.4.12)
el resultado sigue inmediatamente aplicando II(-) y log|| - || a (4.4.12). O

Corolario 4.4.3 En particular, para visualizar la trayectoria que pasa por el punto xy € Q\A7L(S)
en el tiempo to € R, solo se necesita trazar la curva de nivel {x € Q : hy(x) = hy(x0)}. Ademds, uno
puede encontrar explicitamente el punto x(ty), para t; € R, como la interseccion de la curva de nivel
hi(z) = hy(x0) y la hipersuperficie ha(x) = ho(xo) — t1 + to.

Ejemplo
Considera la funcién
f(z,y) = (u(z,y),v(z,y)), (4.4.13)
donde
1 —22 4 20x + Ty
=—-(2+6
u,y) =g ( O S T 8e(—l+ ) + y(—d+5y)
N 5(2 + 4x + by) )
44522+ 8x(1+y)+y(—4+5y) )’ (4.4.14)
vlo) = g (=4 00 - b b ) B
V=6 Y 52+ 8a(—1+y) +y(—4+5y)
n 4 —Tx — 20y )
44522+ 8x(1+y) +y(—4+5y))
Sea
1 2
A= (2 1) , (4.4.15)
y note que
_ _ b(x,y)
A Jf (A Y, ‘Alz(a(:c,y) ) ) 4.4.16
fla @) —b(z,y) a(z,y) (44.16)
con
2 x(—6 + 4x + 3y)
alz,y)=1-— +
r(de —3(2+y) 2
(22 +(=2+y)?)* 22+ (2+y)° (4.4.17)
4
bla,y) = :

(24 + (=4 + y2)2 + 222(4 4 2))
x [48 — 96z — 24a® — 162° — 92" + 22° + 2(—3 + 22)(4 + 27)y* + (3 + 22)y"] .
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Por lo tanto, A-Jf(A™!(x,y))- A~! pertenece a la dlgebra normal C, por lo que los resultados anteriores
son validos.

Asi
g(may) = (A © f © A_l) (l‘,y) = (Ul(x,y),vl(x,y)), (4418)
con
6 —4r — 3y 6 —4xr — 3y
u(z,y) = —-1+zx+ + ,
1(#,9) 2(x2+ (—2+4y)?)  2(22+ (2+y)?) (4.4.19)
(2,9) (=12 + 122 + 23)y + 2(=2 + 2?)y> + ¢° o
v (x,y) =
Y ot + (=4 +y2)? + 222(4 + 2)
Es solo una funcién analitica (compleja), ya que
Jg(z,y) =A-Jf (A (z,y)) - A" € R(C), (4.4.20)
Asi que al dejar z = x + iy, tenemos
2+Z 2—2 Z2+Z 2—72 2— 22423
i(z) = j = ) 4.4.21
9(z) “1( 2 % )H”l( 2 ) A+ 22 (44.21)
Por Corolario 4.4.1 se tiene
z dC
P(z) = exp {—/ ~—} , 4.4.22
2 30 4422)
asi que
s—1—1 i e2arctaur1(1—z)
P(2) = | —mr Nl 4.4.23

Hay que tener en cuenta que en R? se tiene II(z,y) = expliArg(x,y)], por lo tanto, las curvas de nivel
de ITI(-) estédn en correspondencia con las curvas de nivel de Arg(-). Asi que

h(z) = Arg(®(z)) = —arctan (1 i x)

4.4.24
+ 1 (1 Ay ) ( )
— O _ ,
2 % 24 (=24 x)r+y(2+vy)
es una constante de movimiento h asociada a g(z) y la asociada a f(z,y) es
7 2z +y
h(z,y) = (ho A)(z,y) = — arctan [
B (4.4.25)

1 A(2
+§log(1 (22 +y) >

24522+ y(—2+5y) + 2(2 + &)

Asi por el Corolario 4.4.3 las trayectorias asociadas a

(@'(t),y'(£)) = f(x(t),y(1)), (4.4.26)



Son las curvas de nivel de iL(l‘,y). Para parametrizar la solucién necesitamos calcular iLQ(x,y) que
resulta ser

~ —1+z+2
h = — t - =7
o(z,y) arc an( 1—2x—y>

l—xz—-2
+ arctan [ ——~ %Y (4.4.27)
1+2z+y

1
— ilog (2z+y)* + (1+2+2y)?).

De acuerdo con el Corolario 4.4.5, se procedi6 a calcular la interseccion de las curvas de nivel iz(x, y) =
—1.68195 y ho(z,y) = 2.26841 — t para t = 0,1, 2,3, 4. Los resultados se muestran en la Tabla 4.1.

Tiempo(t) x = (x(t),y(t))

0 (0.863, —0.783)

1 (0.4808, —0.0710)
2 (0.2002, 0.2548)

3 (0.0678,0.4654)

4 (91.1109, —52.307)

Cuadro 4.1: Coordenadas de la interseccién de la curvas de nivel h(z,y) = —1.68195 y ho(z,y) = 2.26841 — ¢
parat=0,1,2, 3,4.
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—Capitulo 5
Algebrizacion de ecuaciones diferenciales
no auténomas

La teoria de funciones analiticas en &lgebras estd basada en el andlisis de Lorch; ver [9], [12],
[17], [18] v [25]. Resulta de una funcién tedrica cldsica que ha sido extendidas a las dlgebras finitas
dimensionales, asociativas, conmutativas y unitarias:

(i) El teorema de la integral de Cauchy se cumple por funciones analiticas en las &lgebras y la
formula integral de Cauchy tiene una versién anédloga en las dlgebras.

(ii) Los teoremas clésicos en series de potencias de Taylor son establecidos facilmente, y la expansién
de Lauren puede ser definida en regiones disjuntas en cada una de las cuales puede definir una
funcién analitica diferente.

(iii) La analiticidad de funciones de la algebra es caracterizada por la ecuacién generalizada de
Cauchy-Riemann, la cual es una configuracion de las ecuaciones diferenciales parciales lineales.

Esta teoria nos permite considerar ecuaciones diferenciales sobre algebras, las cuales pueden ser usadas
para resolver familias de sistemas planares teniendo la forma

dx

% = f(t7 fL’,y),

at (5.0.1)
= — ot

o = 9tz y)

Para este capitulo, y de aqui en adelante, cualquier dlgebra sera asumida como asociativa, conmutativa
y unitaria con unidad e, y A denotaré el espacio lineal R? denotado con una estructura de 4lgebra.

En este capitulo un vector planar del campo F' se dice que debe ser A—algebrizable o bien A—diferenciable
si existe una algebra A para cualquier F' es Lorch diferenciable (ver seccion para definiciones). De
la misma manera, decimos que un sistema auténomo planar de ecuaciones ordinarias diferenciales
dw/dt = F(w) es algebrizable si F' es A—algebrizable.

Definicién 5.0.1 Sea A una dlgebra. Decimos que una funcion F : U C R® — R? definida en el
conjunto abierto U tiene un 3 (A)—diferenciable sobre H : Q C R? x R? — R? si H es una funcidn
definida en un conjunto abierto Q tal que: (i) el mapeo Hy(1) = H(7,b) y Ho(§) = H(a,&) son
funciones A—diferenciable con respecto a A para todo (a,b) € 2, donde T y £ son variables en A, (i7)
(te,x,y) € Q para todo (t,x,y) € U y (iii) F(t,x,y) = H(te,x,y) para todo (t,z,y) € U.
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Una ecuaciéon diferencial no auténoma sobre una algebra A es denotada por

% = H(1,¢), (5.0.2)

donde H : © € A x A — A es una funcién definida en un conjunto abierto 2. Para cada punto
(70,&0) € 2, una solucién para la ecuacién a través de (79,&p) consiste en una funcién A—diferenciable
€ : N(1) C A — A definida en una vecindad N(71p) de 79, con &(19) = & vy A—derivada d€/dr con
respecto a A satisface d&(7)/dr = H(1,&(7)) para todo 7 € N (7).

Si F(f,g) tiene una J(A)—diferenciable sobre H, decimos que el sistema planar (5.0.1) es algebriza-
ble y que (5.0.2) es una algebrizacion de (5.0.1). Un teorema de existencia y unicidad para ecuaciones

diferenciales sobre dlgebras es probada en [11], y un método para visualizacién de soluciones es dada
en [1].
En la clésica ecuacién diferencial dw/dt = w? tiene soluciones w(t) = —(t + ¢)~'. Algunos sistemas

diferenciales de ecuaciones auténomas diferenciales pueden ser escritas de esta forma al usar variables
en algebras. Por Ejemplo, la algebrizacion del sistema diferencial planar.

d

d_x = 32% + 2xy — o7,

dt (5.0.3)
d_?z = 3y* + 2y — 27,

es la ecuacién diferencial de d¢/dr = £? sobre la dlgebra A definida por el espacio lineal R? denotado
con el producto

(21, 91) (22, ¥2) :=(B2122 + (T1Y2 + Y172 — Y1Y2), 3Y1Y2

5.04
+ (T1Y2 + Y122 — T122)). ( )

Las soluciones ¢ son dados por £(7) = —(7 + ¢)~!; por lo tanto la solucién del sistema son dadas por
(z(t),y(t)) = £(te), donde e denota la unidad de A. Usando la primer representaciéon fundamental de
A (ver Seccién 2) la siguiente expresion para la solucion (z(t), y(t)) del sistema obtenido es:

w0) = (57 5ot ),

42t + o + yo)? 42t + x0 + yo)?

(2(0), y(0)) = M

(5.0.5)

Consideremos el sistema diferencial no autonomo planar

dt B3t

5.0.6
d—y:—2—y+2txy+ty2 00
dt t ’

cuya algebrizacién es la ecuacién diferencial de Riccati sobre A:

E — _i — 27__5 + 72, (5.0.7)

dr 73
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donde A es la algebra definida sobre R? y el producto (u,v)(z,y) = (uz — vy, ry + v + vy). Por
el método clasico de Lie para resolver ecuaciones diferenciales (ver [3], [19] y [26]), la solucién de la
ecuacion de Riccati tiene la forma

C+r?°

£(r) = m, C = (a,b). (5.0.8)

Las funciones (z(t),y(t)) = &£(te), donde e es la unida de A, son soluciones del sistema planar, que se
pueden obtener a través de la primera representacion fundamental de A:

b+ (a+b—1t?)(a+t?)
a? + ab + b?)t?2 — (2a + b)t* + 16

(z(t),y(t) =
(< (5.0.9)

—2b
" (a? + ab+ b?) — (2a+b)t2+t4) '

Consideremos que los sistemas diferenciales tienen la forma (5.0.1), donde f,g : U C R® — R son
funciones C! definidas en un conjunto abierto U. El objetivo de este trabajo es dar una familia de
funciones F' = (f, g) teniendo J#(A)—diferenciable en H sobre una dlgebra A. Cuando existen, las
soluciones £(7) de la ecuacién diferencial d€/dr = H(t,&) sobre A define soluciones (z(t), y(t)) = £(te)
del sistema (5.0.1), que se pueden obtener a través de la primera representacién fundamental de A:
El capitulo estd organizado de la siguiente manera. En la Secciéon 5.1 se daran las definiciones de
algebras, algebrizabilidad de campos de vectores planares, y diferenciabilidad de médulos en algebras,
una caracterizacion de algebrizabilidad de campos de vectores planares y se dan la forma de todos los
campos de vectores cuadraticos que son algebrizables. En la Seccién 5.2 se presenta la definicion de
levantamientos algebrizables de funciones p : I C R — R2. Se demuestra que la clase de todas estas
funciones define una algebra dimensional infinita y se da la forma de una familia de funciones p. En
la Seccion 5.3, se demuestra que las soluciones de sistemas planares (5.0.1) se pueden obtener a partir
de las soluciones de su algebrizacién; un teorema que contiene condiciones bajo las cuales se da un
sistema planar como (5.0.1) que es polinomial es algebrizable, y se muestra que la clase de todos los
sistemas planares (5.0.1) que tienen una algebrizacién (5.0.2) define una dlgebra dimensional infinita.
En la Seccién 5.4 se considera el caso de sistemas cuadraticos y se dan sus algebrizaciones, que son
ecuaciones de Riccati sobre algebras. Los resultados presentados en las Secciones 5.2, 5.3 y 5.4 son las
principales contribuciones de este capitulo.

5.1. Algebras y analiticidad de Lorch

5.1.1. Algebras

Definicién 5.1.1 (ver [20]). Una dlgebra A es un espacio R—lineal denotado E con un producto
bilineal A x A — A, denotado por (x,y) — xy, que es asociativo x(yz) = (xy)z y conmutativo ry = yx
para todo x,y,z € A, y tiene una unidad e € A que satisface ex = xe para todo x € A.

1 1

Un elemento a € A se llama regular si existe a~! € A llamado inverso de a tal que ¢ 'a = aa™! = e.

Si a € A no es regular, entonces a se llama singular. Si a,b € A y b es regular, el cociente a/b significa
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que a/b = ab™t.

En todas las dlgebras consideradas en este escrito, serd el caso que E = R?, a menos que se indique lo
contrario.

Consideremos una algebra A. Si 3 = {ey, e} es la base estdndar de R?, el producto entre los elementos
de § es dado por ee; = 22:1 cijkex, donde los coeficientes ¢;;; € R,4,j,k € {1,2} se denominan
constantes estructurales de A. La primera representacion fundamental de A es el homomorfismo lineal
inyectivo R : A — M(2,R) definido por R : e¢; — R;, donde R; es la matriz cuya entrada j,k es ¢;jk,
para i =1,2.

5.1.2. Diferenciabilidad en algebras

En esta subseccién la definicién de diferenciabilidad de Lorch es renombrado en este articulo como

A—algebrabilidad o A—diferenciabilidad para denotar la dependencia del diferencial de Lorch con
respecto a una algebra A.
Sea | - | la norma en A definida por | a |= max{||XR(a)|| : X € R?} (aqui el vector X es representado
como una matriz de 1 x 2 para que el producto X R(a) tenga sentido), donde R : A — M(2, R) es la
primera representacién fundamental de A y || - || la norma euclidiana en R?. Para esta norma tenemos
| ab |[<| a || b]| para todo a,b € M(2,R). Por lo que, en este trabajo consideramos que cada dlgebra A
es una algebra de Banach bajo la norma | - |.

Definicién 5.1.2 Sea A una dlgebra y F:'V C A — A una funcion en un conjunto abierto V. Deci-
mos que F es A—algebrizable o A—diferenciable en V' si existe una funcion F' :'V C A — A, llamada
A—deriwada de F en V', que satisface

o LE41) ]Z(f) - Flah] _, L)

para todo a € V, donde F'(a)h denota el producto en A de F'(a) con h.

Un campo vectorial £ : V C A — A es A—algebrizable en V si y solo si la matriz jacobiana de
F estd contenida en la primera representacién fundamental de A; es decir, JF(a) € R(A) para todo
a € V;ver [17]. Se puede demostrar que la nocién de A—algebrizabilidad coincide con la holomorficidad
cuando A es el campo complejo. Un método para determinar si un campo F' vectorial planar dado es
algebrizable es el siguiente: F' es algebrizable si y solo si para algunos de los siguientes tres tipos de

pares de matrices
0 ne(t 0w (l)
(1) By = ((1) _a1> ((1) 8)
(1) 31:(8 (1)) B2:<(1) 8)

La condicién (B;, 0F (z,y)/0(z,y)) = 0 se cumple para i = 1,2 y para todo (z,y) en el dominio de
definicién de F', donde (-, -) denota el producto interno habitual en M (2,R). La algebra para cada tipo

S O

9 B2
) B2
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de par de matrices se define mediante la siguiente tabla de productos correspondiente a los vectores
de base estandar e;, ey de R%:

€1 €2
(I) €1 €1 €9
€o | €2 —b€1 + aes
€1 €2

(II) €1 | —aey ey .
€9 €1 ()]

a4
(III) €1 | €1 0 .
€9 0 €9

Consideremos un sistema auténomo planar de ecuaciones diferenciales ordinarias cuadraticas con va-
riables x y y. Si este sistema es algebrizable para una dlgebra con producto Tipo (I), entonces se puede
representar mediante ecuaciones de la forma

d 1 1
d_f = ag + (by — aby)x — bbyy + (§b4 — abg) x? — 2bbsxy — ébb4y2,
p ! (5.1.2)
d—i = b() + bll’ + bgy + b3$2 + b4l‘y + (5(1[74 — bbg) y2,
para las constantes reales a,b, ag, by, b1,...,bs. En el caso de algebrizabilidad para una algebra con
producto Tipo (II), el sistema es
dx 1 9 9
— = Qg + Q1T + QY — =—aas3x” + asxTyY + aqy”,
dt 2
dy 1 (5.1.3)
% — bo -+ (a1 + aag)y -+ (5&3 + aa4) y2,

para las constantes reales a, by, ag, a1, as,a3 y ay4. Para el producto Tipo (III), el sistema se puede
representar mediante ecuaciones de la forma

dz 9

E:ao—i-alx—kagx ,

dy (5.1.4)
— =by+b byy?

7t 0 + 01y + 02y,

para algunas constantes reales a;, b;, © = 0,1,2. Ademas, se pueden dar las condiciones sobre los
componentes de los campos vectoriales F' para construir las funciones escalares a(x,y), que llamamos
factores algebrizantes, de modo que aF' son campos vectoriales algebrizables. Los factores de integra-
cion inversa (ver [15] y [22]) se construyen para estos campos de vectores.
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5.1.3. Diferenciabilidad en mdédulos de algebras

En esta subseccion damos la definicién de A—diferenciabilidad de funciones con dominio en A x A
e imagen en A.
El producto cartesiano A x A define un médulo A—normado con respecto a la norma ||| : A x A — R,
|(a1,a2)|| = /|a1]? + |az|?. Esta norma satisface

(i) || X ||> 0 para todo X € Ax Ay || X ||=0siysélosi X =(0,0),
(ii) || aX ||<|a ||| X || paratodoa € Ay X € A x A,

i) | X+Y I<|| X ||+ || Y || para todo X € A x A.

En la siguiente definicién || - || denota la norma dada anteriormente en el A—modulo A x A.

Definicién 5.1.3 Sea A una dlgebra y H : Q C A x A — A una funcion, donde €2 es un conjunto
abierto. Decimos que es H € (A)-diferenciable en Xy € Q) si existe un homeomorfismo con el médulo
M : A x A — A, que llamamos el homomorfismo diferencial de H en X, que satisface la condicion

o ) = HOX) = M(X = X))

=0. 5.1.5

Denotamos M por PH(Xy). Decimos que H es 7€ (A)-diferenciable en Q si H es 7 (A)-diferenciable
en todos los puntos de 2.

Una funcién H : Q C A es J#(A)-diferenciable en Xy si y s6lo si la matriz Jacobiana de H : ) C
R? x R? — R? en X satisface JH(Xy) € R(A) x R(A). El homomorfismo diferencial ZH (X,) esté
representado por una matriz en M (1x 2, A) con respecto a la base estandar de A x A, donde M (1x2, A)
es el A-médulo de todas las matrices de una fila y dos columnas con entradas en A; ver [35].

5.2. Levantamientos de funciones algebrizables p: ] C R — R?

En esta seccién se consideramos las funciones p : I C R — R? definidas en intervalos I abiertos, y las
condiciones para la existencia de las dlgebras A, A-algebrizables y las funciones P tal que p(t) = P(te)
seran determinadas, donde e es la unidad de A.

Definicién 5.2.1 Sea p: I C R — R? una funcién definida en un intervalo abierto I y A una dlgebra
con unidad e. Diremos que P : V C R?> — R? es un levantamiento A-algebrizable de p si

(a) V' es un conjunto abierto en el que P es A-algebrizable,

(b) {te:tel}CV,y

(c) p(t) = P(te) para todot € I.

Como consecuencia de la siguiente proposicién, la familia de todas las funciones p : I C R — R? con
levantamientos algebrizables es una dlgebra de dimension infinita.
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Proposicién 5.2.1 Sea A una dlgebra y sea p,q: I C R — R? funciones, donde I es un intervalo.

(a) Cada funcion constante p(t) = ¢ admite el levantamiento A-algebrizable P(T) = c.

(b) p(t) = te admite el levantamiento A-algebrizable P(t) = 7, donde e es la unidad y e € A.

(c) Sipyq admiten levantamientos A-algebrizables P y @ con respecto a A, respectivamente, y a,
b son constantes en A, entonces ap + bq y pq (todos los productos con respecto a A) admiten
levantamientos algebrizables aP + bQ y PQ, respectivamente.

(d) Si p tiene un levantamiento A-algebrizable P y Q) es una funcion A-algebrizable con Im(P) C
Dom(Q), entonces Q o P es un levantamiento algebrizable de () o P.

Prueba.

La identidad y las funciones constantes son A-diferenciables para cualquier algebra A. Por lo tanto,
(a) y (b) se mantienen. Sean p y ¢ funciones con levantamientos A-algebrizables @ siendo Q y a,b € A
constantes. Las funciones S = aP + b() y T' = PQ son A-algebrizables y satisfacen:

S(te) = aP(te) + bQ(te) = ap(t) + bq(t),
T(te) = P(te)Q(te) = p(t)a(t).
Por lo tanto, S y T son levantamientos algebrizables de ap + bg y pq, respectivamente. Si p tiene un

levantamiento A-algebrizable P y @ es una funcién que se puede diferenciar con I'm(P) C Dom/(Q),
entonces () o P(te) = Q o p(t). Por lo tanto, @ o P es un levantamiento A-algebrizable de Q) o P.

(5.2.1)

OJ

Corolario 5.2.1 Sea A una dlgebra. Luego, las siguientes funciones admiten levantamientos A-algebrizables:
funciones polinomiales, funciones racionales, funciones trigonométricas, funciones exrponenciales, 1y
todas aquellas funciones que pueden definirse por combinaciones lineales, productos, cocientes y com-
posiciones de funciones que admiten levantamientos algebrizables.

Cada funcién t — (h(t), k(t)) con componentes polinomiales h(t) y k(t) tiene un levantamiento A-
algebrizable. La siguiente proposicién se dara una clase mas amplia de estas funciones.

Proposicién 5.2.2 Sea A una dlgebra y cualquier funcion t — (h(t),k(t)) con componentes de la
forma:

Gy Uy a_ "
h(t) = "2+ " b L bagtagt+ o+ apt”,
(AN tm t
by b1 b, (5.2.2)
k(t) = — — 4+ — by bit+ -+ Dyt
tmo t
m,n € N, tiene un levantamiento A-algebrizable, que es el siguiente
1 1 .
T+ (A, bm)T—m + -+ (a_q, b_l); + (ag,bo) + (a1,b1)7 + -+ - + (an, by)T". (5.2.3)
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Prueba.
Cosideremos () dado por la expresién anterior, entonces

(ak, bk)(te)k == (CLk, bk)tke = (aktk, bktk) (524)

se cumple para k = —m, ..., n entonces Q(te) = (h(t),q(t)), donde e es la unidad de A. Por lo tanto,
() es un levantamiento A-algebrizable de t — (h(t), k(t)).
O

En particular, cada funcién p = (py,p2) : I C R — R? con componentes cuadraticos p;(t) = ag + a1t +
ast? y py = by + b1t + bot? admite el levantamiento A-algebrizable P(7) = (ag, by) + (ay, b1)7 + (ag, by)T2.

5.3. Levantamientos algebrizables de sistemas planares

Las soluciones de cada sistema planar algebrizable se pueden encontrar resolviendo una algebriza-
cion del sistema, como se ve en la siguiente proposicion.

Proposicién 5.3.1 Si (5.0.2) es una algebrizacion de (5.0.1) y &(T) una solucion de (5.0.2), entonces
(xz(t),y(t)) = &(te) es una solucion de (5.0.1), donde e denota la unidad de la dlgebra correspondiente.

Prueba.
Sea & una solucién de (5.0.2). La derivada de (z(t),y(t)) = £(te) con respecto a t estd dada por
d Cd . [de(r€) dr
et = Geeo = [€09)] ]
= H(r€(m)| _ o= Hite.(t0) (5.3.1)
= (f(t, (1), y(1)), g(t, 2(1), y(1)))-
Por lo tanto, (z(t),y(t)) es una solucién del sistema (5.0.1).
0

Como consecuencia de la siguiente proposicién, la familia de todas las funciones F' : Q C R* — R? con
levantamiento algebrizables define una algebra de dimension infinita.

Proposicion 5.3.2 Sea A una dlgebra con unidad e. En las siguientes afirmaciones, F' y G denotan
funciones definidas en conjuntos abiertos Q C R3 y tienen valores en R2.

(a) F(t,z,y) = c admite el levantamiento € (A)-diferenciable H(T,§) = c.
(b) F(t,z,y) = te admite el levantamiento € (A)-diferenciable H(T,§) = 7.
(c) F(t,x,y) = (z,y) admite el levantamiento F(A)-diferenciable H(T,§&) = £.

(d) Si F'y G admiten levantamientos 7€ (A)-diferenciables con Hp y Hg respectivamente, ademds,
a, b son constantes en A, entonces aHp + bHg y FG (todos los productos con respecto a A)
tienen levantamientos S (A)-diferenciables con aHp + bHg y HrpHg, respectivamente.
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(e) Cada funcion E que tiene la forma E(t,x,y) = F(t,G(t,z,y)), donde F y G admiten levanta-
mientos € (A)-diferenciables Hr y Hg, admite un levantamiento € (A)-diferenciable Hg dado

por Hg(1,§) = Hp(T, Hg(T,£)).

(f) Cada funcion E que tiene la forma E(t,z,y) = F(t, P(x,y)), donde F tiene un levantamiento
A (A)-diferenciable con Hr y P es una funcion A-diferenciable, admite un levantamiento 7€ (A)-
diferenciable Hg(1,&) = Hp(1, P(§)).

Prueba.
Las pruebas de (a), (b) y (c¢) son triviales. Sean Hp y H los levantamientos algebrizables de F'y Gy
luego Hr + Hg, HrHg, y Hr/Hg son A-algebrizable y

(i) (aHp +bHg)(te,x,y) = aHp(te,z,y) + bHe(te, x,y) = aF(t,x,y) + bG(t, z,y),
(ii) (HrHg)(te,z,y) = Hr(te,z,y)He(te, z,y) = F(t,z,y)G(t, 2, y),
(il) Hgl(te,z,y) = Hr(te, Ha(te,,y)) = F(t,G(t,2,y)),
(iv) Hg(te,z,y) = Hp(te, Pe,y)) = F(t, P(z,y)).

Asi la prueba esta completa.
O

Corolario 5.3.1 Sea A una dlgebra. Las siguientes funciones admiten levantamientos 7 (A)-diferenciables:
funciones polinomaiales, funciones racionales, funciones trigonométricas, funciones exponenciales y to-

das aquellas funciones que pueden definirse mediante combinaciones lineales, productos, cocientes y
composiciones de funciones que admiten J(A)-levantamientos diferenciables.

Dada una funcién F(t,z,y) = (f(t,z,y),9(t,z,y)), donde f, g son funciones polinomiales de las
variables z, y, el objetivo del escrito es determinar si F' tiene un levantamiento (A )-diferenciable.
Como consecuencia del siguiente teorema, cada funcion F' que es polinomio de las variables ¢, x e y,
tiene un levantamiento .7 (A)-diferenciable cuando (x,y) — (f(t,x,y),g(t,z,y)) es A-diferenciable
para todo t.

Teorema 5.3.1 Sea A una dlgebra con unidad e y F : Q C R* — R? F = (f,g), donde f =>1", fx,
9 => 009k Y fit,zy), g(t,z,y) son polinomios homogéneos de grado k en las variables x, y y
Q = I x R? para un intervalo abierto I. Entonces las siqguientes afirmaciones son equivalentes.

(a) F tiene un levantamiento € (A)-diferenciable H.

(b) El mapeo (x,y) — F(t,x,y) es A-algebrizable para todo t € I y las funciones hy dadas por
hi(t) = (fr(t,e), gr(t,€)) tienen levantamientos A-algebrizables, para k =0,1,...,m.

(¢c) H(1,&) =Y 1y He(T)E" es un levantamiento S (A)-diferenciable de F, donde Hy(T) son levan-
tamientos A-algebrizables de hi(t) = (fx(t,e), gr(t, €)).

Prueba.
Obviamente (a) implica (b) y (¢) implica (a). Ahora mostraremos que (b) implica (¢). Supongamos

que f(t,z,y) y g(t,z,y) son polinomios homogéneos f(t,x,y) = > ;_ope(t)z"y" " v g(t,z,y) =
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S qr(t)z*y"~* de las variables x, y definidas en el conjunto = I x R? anteriormente. Tomando
las derivadas parciales de F' con respecto a x e y obtenemos

o(f,9)
Az, y)

(t,z,y)
— (ZZ1 k()Y S (0 — k4 Dpea ()2 y" k)
Ezzlkq/’e(t)xkflynfk Y 1( —k+1)ge—1(t)x i 1yn F
h—
k—

_ Yr_ by R epe(t) SR ab R (n — k + Dpe_i(2)
S d Y k() Sy R (n =k + g (¢)

(5.3.2)

v etk (kpR(t) (=K 4+ 1)pe_a(t)
=Y (k:qk(t) (n—k+ 1)qk_1(t)) '

Sea R la primera representaciéon fundamental de A. Dado que (z,y) — (f(¢t,z,v),9(t,x,y)) es A-
algebrizable para todo t € I, entonces (O(f,g)/0(x,y))(t,x,y) € R(A) para todo (t,z,y) € Q. Asi
que

(£,0,1) = @8 Zggg;) € R(A), (5.3.3)

para todo t € I y luego

af,9) net (P1(t) npo(t)\ _ s k-1 nek (KDR(t) (n—k+ 1)pr_1(t)
z.y) (t,z,y) —y (ql(t) nqo(t)) e T (qu(t) ikt 1)qk_1(t)) 7 (5.3.4)
estd en R(A) para todo (t,z,y) € Q. Si z(s) =1/5 y y(s) = ™3/s, entonces
- [0(f.9) n1 (P1(t) npo(t)
lim {3(%9) (t,x(s),y(s)) — [y(s)] (ql(t) nqo(t))} .
_ (p(t) (n=1)pi(t) -
= () G2 in) <
Siguiendo la misma idea, para k =1,2,...,n
kpe(t) (n—k+ 1)pr_1(t)
(kgk(t) kit 1)Zk1(t)) € R(A). (5.3.6)

Si(z,y) — (f(t,z,y),9(t,x,y)) es A-algebrizable para una dlgebra A con producto de Tipo (I) (dado
en la Seccién 2), entonces

kpp + akgr — (n — k 4+ 1)qe—1 = 0,

5.3.7
bqu —f— (TL — k —f— 1)pkz—1 = O, ( )
o equivalentemente
kpi + akqy bkqy.
1, Pk—1) = — 5.3.8
(-1, Pr—1) (n—k+1’ n—kol ( )
para k = 1,...,n. Por lo tanto, las funciones py, g, estan determinadas por p,, ¢, parak = 0,1, ..
LDMmmUmum@mm><<mmmﬁWM%ummmew><<>mm<>
Por lo tanto, F' tiene un levantamiento (A )-diferenciable H(7,§) = H,(7)&", donde H,(7) es un
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levantamiento A-algebrizable de t — (p,(t), ¢, (1)).
Si(x,y) — (f(t,z,y),9(t,x,y)) es A-algebrizable para una algebra A con producto de Tipo (II) (dado
en la Seccién 2), entonces

kpr +a(n —k+ 1)pg_1 — (n —k+ 1)gx—1 =0,

5.3.9

o equivalentemente

aln =k + Upe-t. 0) : (5.3.10)

o = (-5

para k = 1,...,n. Por lo tanto, ¢ = 0 y px es determinada por pg, para k = 1,...,n. Dado que
(f(t, 0, 1)7 g(t7 0, 1)) = (po(t), C]O(?f)), entonces (f(tv Z, y)v g<t7 Z, y)) = (p(J(t)v qo(t))(x, y)n' Por lo tanto,
F' tiene un levantamiento 4 (A)-diferenciable H(7,&) = H,(7)£", donde H,(7) es un levantamiento
A-algebrizable de t — (po(t), qo())-

Si (z,y) — (f(t,z,y),9(t,x,y)) es A-algebrizable para una &dlgebra A con producto de Tipo (III)
(dado en la Seccién 2), entonces (n — k + 1)pg_1 = 0y kqr = 0; es decir, pp_1 = 0, g = 0,
para k = 1,...,n. Por lo tanto, ¢4 = 0 y p, se determina por pg, para k = 1,...,n. Dado que
(f(2,0,1),9(2,0,1)) = (pa(t), qo(t)), entonces (f(t,z,y), g(t,x,y)) = (Pa(t), qo(1))(x, y)".

Por lo tanto, F' tiene un levantamiento 7 (A)-diferenciable H(7,§) = H,(7)¢", donde H,(7) es un
levantamiento A-algebrizable de t — (p,(t), ¢,(t)). Por lo tanto, si f y g son polinomios homogéneos
de grado n en las variables z e y, entonces H(7,£) = H, (7)™ en cada uno de los casos de algebras
definidas por productos de Tipos (I), (II), y (III) dados en la Seccién 2. Dado que una funcién polino-
mial (t,z,y) — (f(t,z,v),9(t,x,y)) en las variables x e y pueden ser visto como la adicién finita de
polinomios homogéneos en las variables x e y, por (d) de la Proposicién 5.3.2, (b) implica (c).

OJ
Ejemplo 5.3.1 Consideremos el sistema planar (5.0.6) entonces
1 2 2
F(t,z,y) = (_t_3 — Tx + ta? — ty?, _7y + 2ty + ty2> . (5.3.11)
La Jacobiana 88CF ) esta dada por
OF(t 2 —
OF(t.w,y) _ (—%+2x 2ty . (5.3.12)
o(z,y) 2ty —2 4 2tx + 2ty
OF

es ortogonal a las matrices

"= 2) s

0 1
BQ_(1 0)’

para todos (z,y); es decir, (0F/0(x,y),B;) = 0 para i = 1,2. El mapa (z,y) — F(t,z,y) es A-
algebrizable para una algebra de Tipo (I) con constantes a = 1y b = 1; ver Seccién 5.1. La funcién se
puede escribir como

F(t,x,y) = <—1 0) + (—gx, —gy) + (tz® — ty?, ty?). (5.3.14)

Por lo tanto, FEm

3’ t t
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Por lo tanto, las funciones p; y ¢; del teorema (5.3.1) estan dadas por po(t, z,y) = —1/t3, qo(t, z,y) = 0,
pl(t>x7y) = _(2/t>$7 Q1(t7 x?l/) = _(Q/t)ya p2(t>xa y) = tl’2 - ty25 y QQ(t>x7y) = tyQ'

La unidad e de A es e = (1,0) y luego ho(t) = (—1/t2,0), hi(t) = (—2/t,0), y ha(t) = (£,0) tienen
levantamientos A-algebrizables Ho(7) = —1/73, Hi(7) = —2/7 y Hy(T) = T, respectivamente.
La forma de F(t,xe) = (—=1/t3 — (2/t)x — tz*)e, H debe ser

H(r,€) = L %g + 7€2. (5.3.15)

73

5.4. El caso de los polinomios de segundo grado en las variables
tyryy

Si fy gen (5.0.1) son polinomios cuadréticos en tres variables ¢, z, y y, ademds, A es una algebra con
respecto al mapeo (z,y) — (f(t,x,y),9(t, z,y)) es A-algebrizable, se mostrard que el levantamiento
H(A)-diferenciable H de F' = (f,g) es un polinomio en dos variables de segundo grado. En estas
condiciones (5.0.1) tiene una algebrizacién que es una ecuacién de Riccati sobre A que tiene la forma

% _p

- = P(1) + Q(1){ + R(1)E, (5.4.1)

Donde P, Q y R son polinomios en A de grado dos, uno y cero respectivamente.
Consideremos el sistema (5.0.1) donde f,g : Q C R?* — R? son polinomios de segundo grado con tres
variables t, x y y es decir

ft,2,y) = ag + art + agw + azy + agt® + astw + agty + azx® + agry + agy?,

5.4.2
g(t,x,y) = by + bit + bz + bgy + bat® + bstx + bty + brx® + bgzy + bey?, ( )

Todos los campos vectoriales cuadraticos que son algebrizables con respecto a la dlgebra con pro-
ducto Tipo (I) tienen la forma

d 1 1
d—f = Ao+ (By —aBy)x — bBy + (534 — aBg) x? — 2bBsxy — §bB4y2,
(5.4.3)
d 1
d—iz = BO -+ Bll’ + Bgy + B3SL’2 + B413y -+ (§CLB4 — ng) y2,
donde a, b, Ag, By, Bi,...,Bs son constantes reales; ver la Seccién 5.1.2. La algebrizabilidad de

(x,y) — (f(t,x,y),9(t,z,y)) con respecto a la édlgebra con producto de Tipo (I) se puede verificar,
considerando ¢ como una constante. Los siguientes teoremas dan las condiciones que caracterizan la ca-
pacidad de algebrizabilidad de sistemas planares como (5.0.1) cuando f y ¢ son polinomios cuadraticos.
La algebrizabilidad de los sistemas cuadraticos no auténomos con respecto a la algebra con producto
de Tipo (I) se proporciona en el siguiente teorema.

Teorema 5.4.1 Sea A una dlgebra con un producto de Tipo (1) definido por las constantes a y by f,
g los polinomios (5.4.2). Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(1) El mapeo F : (z,y) — (f(t,x,y),g(t,x,y)) es A-algebrizable.
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(2) Las funciones f y g tienen la forma
f(t,z,y) = ag + ayt + (by — aby)x — bbyy + agt* + (bg — abs )tz — bbsty

b bb
+ <—8 — ab7) x? — 2bbrxy — —8y2,

2 2
) , (5.4.4)
g(t,z,y) = by + bit + box + b3y + byt” + bstx + bty + brx® + bgzy
(lbg 2
— —0bb :
(3w
(3) La funcion H : A x A — A de las variables T = (t,s) y £ = (x,y) definida por
]?(7'7 é) = AO -+ AlT -+ AQ& -+ A37’2 -+ A4T€ + A5£2, (545)
es un levantamiento J(A)-diferenciable de F', donde
Ao = (ag, bo),
Ay = (a1, b1),
A2 = (bg — abg, b2)7
Az = (as, b)), (5.4.6)
A4 = (b@ — ab5, b5),
b
A5 = <58 - ab7, b7>
Prueba.
Escribimos ¢(t, x,y) = By + Bix + Byy + Bsx® + Byxy + Bsy? con
BO - bo + blt + b4t2,
By = by + bst,
By = bs + bgt,
2o BT (5.4.7)
BB = b7a
B4 = bSa
B5 - bg.
La funcién (x,y) — (f(t,z,y), g(t, z,y)) es A-algebrizable si y sélo si
1 1
f(t, X, y) = AO + (B2 - CLBl)ZL’ — bBly + (§B4 - CLB3) LC2 — Qng.iL’y - §bB4y2, (548)

donde Ay = ag + ait + ast? y by = abg/2 — bb;. Por lo tanto, las afirmaciones (1) y (2) son equivalentes.
La funcién H es polinomial en las variables 7 y £ de A; por lo tanto, H es 7 (A)-diferenciable. H
satisface H (te,z,y) = (f(t,z,y), g(t,x,y)), donde e es la unidad de A. Asi que, H es un levantamiento
 (A)-diferenciable. Por lo tanto, la afirmacién (2) implica la afirmacién (3).
Como H es s (A)-diferenciable y F'(t,z,y) = H(te,x,y), entonces (z,y) — F(t,x,y) es A-algebrizable
para todo t. Por lo tanto, la afirmacién (3) implica la afirmacién (1).

O]
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Todos los campos de vectores cuadraticos que son algebrizables con respecto a la dlgebra con producto
de Tipo (II) tienen la forma

1
T = Ao + All’ + Agy - —CLAgl’z + Agl‘y + A4y2,
2
1 (5.4.9)
= By + (AL + aA)y + (5’43 + aA4> v,

donde a, Ay,..., Ay, By son constantes reales; ver la Seccién 5.1.2. La algebrizabilidad de (z,y)
(f(t,z,y),g(t, z,y)) con respecto a la dlgebra con producto de Tipo (II) se puede verificar, considerando
t como una constante.

La algebrizabilidad de los sistemas cuadraticos no auténomos con respecto a la algebra con producto
de Tipo (II) se da en el siguiente teorema.

Teorema 5.4.2 Sea A una dlgebra con un producto de Tipo (I1) definido por la constante a y sean f,
g los polinomios (5.4.2). Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(1) El mapeo F(x,y) — (f(t,z,y),9(t,z,y)) es A-algebrizable.

(2) Las funciones f y g tienen la forma

1
f(t,z,y) = ap + art + asw + azy + ast® + astz + agty — 545y + agy?,

(5.4.10)
g(t,x,y) = by + bit + (az + aaz)y + bat* + (as + aag )ty + ( 5t aag) e
(3) La funcion H : A x A — A de las variables T = (t,s) y £ = (x,y) definida por
H(T, f) = A0+A1’T+A2€+A372 +A4’T€+A5£2, (5411)
es un levantamiento J(A)-diferenciable de F', donde
(Clo, bo)
(&17 bl)
= (a3, as + aaz),
= (a4, by), (5.4.12)
(&6, CL5 + aag)
(19, - ‘l‘ ClCLg)
Prueba.
Escribimos f(t,z,y) = A + A1z + Agy — (1/2)aAsx? + Azzy + Auy?® con
A() =ag + alt + a4t2,
A1 = a9+ a5t,
Ag = a3+ a6t, (5413)
A3 = das,
A4 = Q9.
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y el mapeo (z,y) — (f(t,x,y),9(t,x,y)) es A-algebrizable si y sélo si
1
g(t, l’,y) = B() + (Al + aAg)y + (5143 + (IA4) yQ, (5414)

donde By = by + byt + byt?. Por lo que, las afirmaciones (1) y (2) son equivalentes. El resto de la prueba
es similar a la del Teorema 5.4.1. Todos los campos de vectores cuadraticos que son diferenciables con
respecto a la algebra con producto de Tipo (III) tienen la forma

T = AO -+ All' + AQ%’Z,

, , (5.4.15)
y = By + By + Bay”,

donde Ay, By, Ay, Bi, As, By son constantes reales; ver la Seccién 5.1.2. La algebrizabilidad de
(x,y) = (f(t,z,y),9(t,z,y)) con respecto a la &lgebra con producto de Tipo (IIT) se puede verificar,
considerando ¢t como una constante.

La algebrizabilidad de los sistemas cuadraticos no auténomos con respecto a la algebra con producto
de Tipo (III) se da en el siguiente teorema.

Teorema 5.4.3 Sea A una dlgebra con un producto de Tipo (II1) definido por la constante a y sean
f, g los polinomios (5.4.2). Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(1) El mapeo (x,y) — (f(t,z,y),9(t,z,y)) es A-algebrizable.

(2) Las funciones f y g tienen la forma

ft, 2, y) = ag + art + axx + agt® + astx + az2?,

5.4.16
g(t, x,y) = by + bit + bsy + bat® + bty + boy®. ( )
(3) La funcion H : A x A — A de las variables T = (t,s) y £ = (x,y) definida por
H(T,g) :A0+A17+A2§+A372+A4T€+A5£2, (5417)
es un levantamiento € (A)-diferenciable de F', donde
Ao = (ao, bo),
Ay = (ah bl),
Ay = (ag, b3),
Az = (a4, bs),
Ay = (as, bs),
A5 = ((17, bg)
Prueba.
La funcién (x,y) — (f(t,z,y), g(t, z,y)) es A-algebrizable si y sélo si
f(t,z,y) = ap + ait + asx + ast® + astr + aza?, (5.4.18)

g(t,x,y) = by + bit + bay + bat® + bty + boy”.

Por lo tanto, la primer y segunda afirmacién son equivalentes. La funcién H dada por H(7,§) =
Ag + Ay + Ag€ + Agm? 4 A€+ A5E?, donde Ay = (ao, by), A1 = (a1,01), Ay = (az,b3), Az = (a4, bs),
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Ay = (a57bﬁ)’ As = (a'77b9)7 T = (’I", S) y&= (xay) satisface H(t67$ay) = (f(t,l',y),g(t,x,y)) Por lo
tanto, la segunda y tercera afirmacion son equivalentes.
O

Segun los teoremas 5.4.1, 5.4.2 y 5.4.3, una algebrizacion de sistemas cuadraticos es una ecuacion
de Riccati sobre una algebra dé/dr = P(1) + Q(7)§ + R(7)&?, donde P(1) = Ag + A;7 + As7?,
Q(7) = Ay + Ay7 y R(7) = As. En el siguiente ejemplo se da un sistema cuadrético no auténomo para
el cual se encuentra una algebrizacién usando el Teorema 5.4.1.

Ejemplo 5.4.1 Consideremos el sistema (5.0.1) dado por

ft,z,y) =14+ Tt —x — 3y + 5t* — to — 3ty — 6y — 637,
glt,z,y) =1+t +x+y+ 12+t +ty +2° + day + >

1 0
Bl = (2 _1) )
(5.4.20)
B (01
2 — 3 0 Y

satisface (B;,d(f,9)/0(x,y)) = 0 para i = 1, 2. Por lo tanto, F' : (z,y) — (f(t,x,y),9(t,z,y)) es
A-algebrizable para una algebra A con producto de Tipo (I) definido por las constantes a =2y b = 3.
Se cumplen las condiciones del Teorema 5.4.1; entonces el levantamiento (A )-diferenciable H de F
puede escribirse como

(5.4.19)

Las matrices

H(7,6) = Ao+ A7 4 Al + As7® + Ay7€ + AsE?, (5.4.21)
donde
AO - (1, 1),
A= (7,1),
Ay =(—1,1),
Az = (5,1),
Ay =(—1,1),
As = (0, 1),

90



Conclusiones

En este trabajo se analizaron los articulos de A. Alvarez-Parrilla [1] y de Alcorta-Garcia [5] refe-
rentes a la A-algebrizacion, en los cuales propusieron el método de algebrizacion de ecuaciones dife-
renciales, el cual se utiliza para encontrar la solucién de algunos sistemas de ecuaciones diferenciales.

Gracias a las herramientas obtenidas en los articulos mencionados, se analizaron algunos sistemas de
ecuaciones diferenciales y se lograron encontrar las soluciones para algunos sistemas y para otros no,
pero de aquellas en que si se logrd, si se obtuvieron todas las soluciones del sistema de ecuaciones
diferenciales.

Siendo asi, se concluye que este método propuesto por A. Alvarez-Parrilla y de Alcorta-Garcia, no se
puede generalizar para encontrar la solucion de todos los sistemas de ecuaciones diferenciales por la
complejidad de las mismas; sin embargo dada su gran efectividad para resolver algunos de los sistemas,
es menester seguir en el estudio de este método, ya que dado que muchos de los problemas fisicos,
matematicos y fenémenos naturales se pueden modelar mediante ecuaciones diferenciales, vale la pena
seguir utilizando éste método para su solucién, aunque no pueda resolver todos.

Como perspectiva se puede decir que se puede hacer un estudio sobre la utilizacion de este método en
geometria diferencial. Asimismo, se puede explorar su utilidad en el estudio de sistemas de ecuaciones
diferenciales parciales.
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