AN\

Casa abierta al tiempo

UNIVERSIDAD AUTONOMA METROPOLITANA

ACTA DE EXAMEN DE GRADO

No. 00134
Matricula: 2133802652

~

DESCRIPCION DE DATOS EN EL
SIMPLEX VIA VARIABLES
DIRECCIONALES

x>

/")/ S P
Y772 7
& g

MARCO ANTONIO SANCHEZ PEREZ
ALUMNO

En México, D.F., se presentaron a las 11:00 horas del dia
12 del mes de febrero del afio 2016 en la Unidad Iztapalapa
de la Universidad Auténoma Metropolitana, los suscritos
miembros del jurado:

DR. GABRIEL ARCANGEL RODRIGUEZ YAM
DR. GABRIEL NUNEZ ANTONIO
DR. GABRIEL ESCARELA PEREZ

Bajo la Presidencia del primero y con caracter de
Secretario el ultimo, se reunieron para proceder al Examen
de Grado cuya denominacién aparece al margen, para la
obtencién del grado de:

MAESTRO EN CIENCIAS (MATEMATICAS APLICADAS E INDUSTRIALES)

DE: MARCO ANTONIO SANCHEZ PEREZ

y de acuerdo con el articulo 78 fraccién III del
Reglamento de Estudios Superiores de la Universidad
Auténoma Metropolitana, los miembros del jurado

resolvieron:

Agprobar

Acto continuo, el presidente del jurado comunicd al
interesado el resultado de la evaluacién y, en caso
aprobatorio, le fue tomada la protesta.
LIC. JULIO CESA SASSI
DIRECTOR DE SIST RES
\ >
a N

20 C

DIRECTOR DE LA DIVISION DE CBI

DR. JOSE GILBERTO CORDOBA HERRERA

PRESIDENTE

?

DR. GABRIEL ARCANGEY RODRIGUEZ YAM

VOCAL

A \% hwﬁ v
/

DR. GABRIEL NUNEZ ANTONIO

SECRETARIO

V;

DR. GABRIEL ESCARELA PEREZ




Casa abierta al tiempo

Maestria en Ciencias Matematicas

Aplicadas e Industriales

DESCRIPCION DE DATOS EN EL SIMPLEX VIA
VARIABLES DIRECCIONALES

Tesis para obtener el titulo de:
Maestro en Ciencias
Presenta:

Marco Antonio Sanchez Pérez

Asesor:
Dr. Gabriel Nuinez Antonio

Febrero 12, 2016.



A Dios

Por todo lo que me ha dado.

A mis padres

A mi mam4, por sus oraciones, por preocuparse y amarme con tanta ternura
y devocién. Me siento orgulloso que ti seas mi madre; te amo Isabel Pérez
Ramirez.

A mi padre Roberto, por el valor y el coraje que has tenido para levantarme
ante cualquier adversidad, por las ensenanzas que me has dado y por darme
animos para seguir adelante. Muchas gracias, papa.

A mi hermana y segunda madre Belem, por todos sus cuidados y consejos
que me ha dado.

A mis hermanos

Gloria, Guadalupe, Roberto y Denisse por ser parte de mi vida y representar
la unidad familiar.

A Melina

Por todo el apoyo incondicional que me ha dado.



Hay hombres que luchan un dia y son buenos. Hay otros que luchan un ano
y son mejores. Hay quienes luchan muchos anos, y son muy buenos. Pero
hay los que luchan toda la vida, esos son los imprescindibles.

Bertolt Brecht.

II



AGRADECIMIENTOS:

Antes que nada quiero expresar mi mas sincero agradecimiento a mi
director de tesis, el Dr. Gabriel Nunez Antonio, por haberme dado la
oportunidad de trabajar con él, por haber tenido la paciencia necesaria
para ayudarme, por ser demasiado accesible en todo momento y por
sus valiosos consejos personales.

A mi segunda casa la Universidad Auténoma Metropolitana, en parti-
cular al Departamento de Matemaéticas, por todo el apoyo brindado.

A CONACYT por la beca que me proporcionaron, porque gracias a
ello, fue posible la realizacion de mis estudios de maestria.

A mis sinodales el Dr. Gabriel Arcangel Rodriguez Yam, el Dr. Ga-
briel Escarela Pérez, y el Dr. Gabriel Ntinez Antonio. Por sus valiosos
observaciones a este trabajo.

A mi amigo Paco y a mi sobrina Karen por su valiosa ayuda técnica.

A mis familiares y amigos por estar pendientes de mi formacién académi-
ca y sobre todo por creer en mi.

A mis profesores y companeros de la UAM-I por los animos que me
dieron para seguir con este trabajo.

IIT



v



[ndice

[Resumen VI
Introduccion| IX
(1. Preliminares| 1
[LI. Datos direccionales . . . . . . .. ... ... ... ... ... 1
(1.1.1. Medidas Descriptivas| . . . . . .. ... ... ... ... 2

(L.1.2. Metodos Graficos . . . . . . . ... ... 4

[1.2. Datos Composicionales| . . . . . . . .. ... ... ... .... 6
(1.2.1. Medidas Descriptivas . . . . . . .. ... .. ... ... 9

(.2.2. Metodos Graficos . . . . . . ... ..o 10

[1.2.3. Modelos de probabilidad para datos composicionales| 12

[1.2.4.  La distribucion normal en el simplex| . . . . .. .. .. 13

(1.2.5. Principales Problemas| . . . . . .. ... ... ... .. 13

[1.3. Estadistica bayesianal . . . . . . . ... ... .. ... 18
[1.3.1. Métodos Numericos y de Simulacion] . . . . ... ... 21

(2. El Modelo Normal Proyectado| 27
[2.1. Especificacion del Modelo| . . . . .. .. ... ... ... ... 27
[2.1.1. La Distribucion Normal Proyectada: Caso Circular] 28

[2.1.2.  La Distribucion Normal Proyectada: Caso Esterico| . . 32

[2.1.3. La Distribucion Normal Proyectada: |

| Caso g-dimensional . . . . . ... ... ... ... ... 37
[2.2. Analisis bayesiano del Modelo Normal Proyectado| . . . . . . . 40
(2.2.1. Ejemplos numéricos|. . . . . . .. ... ... ... ... 42

[3. Analisis de datos composicionales via variables direccionales| 45

46



B.2.

B3

4. Ejemplos|

Transformaciones hiperesféricas| . . . . . ... .. .. ... .. 47
3.2.1. Transformacion raiz cuadradal . . . . . . ... ... .. 47
[3.2.2. Transformacion proyectadal. . . . . . .. ... ... .. 49

El Enfoque propuestol . . . . . . . ... 50
[3.3.1.  Propuesta de analisis descriptivo| . . . . . . ... ... 50
[3.3.2. Descripcion de variables composicionales a través del [
Modelo Normal proyectado|. . . . . . .. ... ... .. 52

55

4.1, Simulaciones . . . . . ... 63
[6. Conclusiones y Perspectivas| 69
71

75

.................................... 75
.................................... 78

VI



Resumen

Los datos direccionales tienen que ver con observaciones de vectores uni-
tarios en el espacio ¢g-dimensional, este tipo de datos se pueden representar
de diversas maneras, una de ellas es a través de puntos sobre la esfera uni-
taria. Otra manera de representar datos direccionales es a través de dngulos.
Por otro lado, los datos composicionales son vectores cuyas componentes son
no-negativas y cuya suma se restringe a un valor constante k, esta restriccion
hace que el espacio muestral asociado a los datos composicionales sea el sim-
plex q-dimensional. Para trabajar este tipo de variables una propuesta es ma-
pear variables composicionales sobre la hiper-esfera unitaria ¢—dimensional,
ver Mardia y Jupp| (2000)), y usar distribuciones asociadas a variables direc-
cionales. En este proyecto de investigacién se propone emplear métodos y
procedimientos definidos para datos direccionales en la descripcion de datos
composicionales. Esta propuesta implica, entre otras cosas, la implementacion
de procedimientos de inferencia Bayesianos para datos direccionales basados
en la distribucion Normal proyectada g-dimensional.

Palabras clave: Datos Direccionales, Datos Composicionales, Distribucion
Normal Proyectada, Estadistica Bayesiana.
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Introduccion

En la modelacion de fendmenos reales el investigador se puede encontrar
con variables composicionales. Por ejemplo, en petrologia, el analsis estadisti-
co de la composicion total geoquimica de rocas es fundamental. Cominmente
tales composiciones son expresadas como porcentajes de peso de 6xidos ma-
yores o como porcentajes de peso de algunos minerales basicos. En economia,
es importante el andlisis de la composicién del 100 % de algtin portafolio de
inversion. En procesos electorales, es importante estimar el porcentaje de vo-
tos de cada fuerza politica, etc. En este contexto, debido a la restriccién de
que los componentes deben sumar una constante ¢ y de no negatividad, el
simplex unitario d-dimensional resulta ser el espacio muestral cominmente
asociado a este tipo de datos. Los datos direccionales tienen que ver con ob-
servaciones que son vectores unitarios en el espacio k-dimensional. Los datos
direccionales en el plano 2-dimensional se denominan datos circulares y, las
direcciones en el plano 3-dimensional se denominan datos esféricos. Asi, los
espacios muestrales mas comunes son el circulo unitario o la esfera unitaria.
En la etapa inicial del planteamiento y modelacién de cualquier fenémeno
real, como un problema estadistico, es crucial el reconocimiento y la defini-
cion de un espacio muestral adecuado para el analisis de los datos con los que
se este trabajando. Histéricamente, la estructura algebraica de R* resulté fa-
miliar y muy intuitiva para la modelacion estadistica de datos, propiciando
el desarrollo de una gama extensa de métodos apropiados y con una inter-
pretacién natural. Por otro lado, hasta que se reconocié la topologia propia
de la esfera unitaria, S¥, Fisher y Watson en sus trabajos de los afios 50’s del
siglo pasado (ver, por ejemplo, |[Fisher| (1953))) iniciaron el desarrollo para el
analisis estadistico de datos direccionales. Por su parte, solo a partir de los
trabajos seminales del profesor J. Aitchison en los anos 80’s del siglo XX se
dispone de una propuesta metodoldgica muy general para el tratamiento y
analisis de datos composicionales.
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Los datos direccionales se pueden representar de diversas maneras, una
de ellas es mediante puntos sobre la esfera unitaria S* = {u € R* : w'u = 1}.
Otra manera de representar datos direccionales es a través de angulos. Asi,
en el caso general, para cualquier valor de ¢ se pueden emplear coordenadas
hiper-esféricas para describir datos direccionales por medio de (¢—1) dngulos.

En la literatura, se han propuesto varios modelos para describir el com-
portamiento probabilistico de datos de tipo direccional. Sin pérdida de gene-
ralidad, estos modelos se pueden agrupar en tres grandes categorias: modelos
generados por proyecciones, dentro de los cuales la distribucién més represen-
tativa es la distribuciéon Normal proyectada; modelos wrapped o “envueltos”,
que incluyen a la Normal envuelta, la Cauchy envuelta y la Poisson envuelta,
por citar algunos, y modelos tipo von Mises-Fisher cuya distribucién princi-
pal es la distribucién von Mises-Fisher. La distribucién de von Mises-Fisher
para datos circulares es conocida como distribucion von Mises y es una de las
distribuciones méas relevantes en el analisis inferencial para datos circulares.
En el caso de datos esféricos la distribucién von Mises-Fisher es conocida
como distribucion Fisher.

De manera reciente, se ha vuelto a tener un desarrollo importante en
las propuestas metodoldgicas para el analisis de datos direccionales. Ver por
ejemplo, [Wang y Gelfand| (2013) y Nunez-Antonio et al.| (2015) y las re-
ferencias alli incluidas. Los procedimientos Bayesianos han contribuido a la
posibilidad de llevar a cabo inferencias bayesianas sobre todos los parametros
involucrados en modelos cada vez mas complejos.

Por otro lado, el espacio muestral natural asociado a los datos composi-
cionales es el simplex positivo unitario g-dimensional definido como

q
ST={x = (z1,...,2)| 21 >0,...,2, >0 ; inzl}.
i=1

En este trabajo nos referiremos al simplex positivo unitario q-dimensional
simplemente como el simplex g-dimensional.

Las restricciones de nonegatividad y de suma constante introducen un
reto importante en la modelacion de variables aleatorias en el simplex. El en-
foque propuesto por |Aitchison| (1982) basado en log-cocientes para el anélisis
de datos composicionales, ha sido la fuente de varias discusiones en las 1lti-
mas décadas. Lo anterior se debe, en parte, a la enorme aplicacién que tienen
este tipo de datos en varios campos del conocimiento. La aproximacion de
Aitchison ha permitido realizar anélisis estadisticos frecuentistas una vez que
se ha aplicado una transformacion a los datos originales. Lo anterior, con la
idea de llevar las variables composicionales a espacios méds manejables como
R* y posteriormente regresar al simplex a través de algunas isometrias. Esto
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da una clara ventaja en el analisis, debido a la gran cantidad de procedimien-
tos disponibles para variables definidas en R.

Si bien la propuesta por |Aitchison (1982) para el tratamiento de datos
composicionales es muy reciente y ha ofrecido un panorama general para el
analisis de variables en el simplex, aiin quedan aspectos que resolver desde
el punto de vista metodoldgico y que aun hoy en dia son tema de discu-
sién. Ver por ejemplo, |Pawlowsky-Glahn y Egozcue (2001) y las referencias
alli incluidas. Adicional a estos temas, en la practica se pueden encontrar
datos composicionales donde alguna o algunas de las componentes son ce-
ro. Por ejemplo, en el andlisis geologico de rocas se puede tener interés en
los componentes de 6xidos mayores. Sin embargo, no en todas las rocas se
puede observar la presencia de todos los éxidos considerados, lo cual lleva a
tener datos con componentes cero. En el analisis de gastos de las familias, si
se definen categorias de gasto de alimentacion, salud, escolaridad, diversion,
viajes al extranjero, autos, equipo de computo; claramente no todas las fa-
milias presentan gasto en todos los rubros (ya sea por imposibilidad o por
otra causa). Las situaciones anteriores son ejemplos de que en la practica el
investigador puede tener conjuntos de datos composicionales con la presencia
de ceros. En esta situacién el enfoque propuesto por Aitchison (1982) no es
aplicable ya que los log-cocientes no estan definidos para estos datos. El tra-
tamiento de cero hoy en dia sigue siendo tema de discusién (ver por ejemplo,
Scely y Welsh| (2011])). Uno de los enfoques propuestos para el tratamiento
de ceros es transformar las variables composicionales en el simplex S? so-
bre la esferia unitaria S~ ver por ejemplo [Mardia y Jupp| (2000), [Wang
et al| (2007)), Scely y Welsh! (2011)), y posteriormente emplear distribuciones
y procedimientos asociados a variables direccionales.

En este proyecto de investigacién se propone emplear métodos y pro-
cedimientos definidos para datos direccionales para describir datos compo-
sicionales. Esta propuesta implica, entre otras cosas, la implementacion de
procedimientos de inferencia Bayesianos para datos direccionales basados en
la distribucién Normal proyectada g-dimensional.

La estructura de esta tesis es la siguiente. En el Capitulo 1 se ofrece una
introduccién al andlisis de datos direccionales y al analisis de datos com-
posicionales en general, haciendo énfasis en los principales problemas que
presentan en la modelacién de los datos composicionales. Adicionalmente,
se presenta una breve introduccion al enfoque Bayesiano de la estadistica
y finalmente se exponen algunas ideas sobre métodos numéricos y de simu-
lacién empleados en la inferencia Bayesiana, los cuales se emplean en las
propuestas metodolédgicas de este trabajo. En el Capitulo 2 se define y ana-
liza ampliamente la distribucién Normal proyectada g-variada, NP,(u,3),
con X = I. Se muestra una forma de derivar esta distribucién y se ana-
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lizan de manera exhaustiva los casos ¢ = 2 (caso circular) y ¢ = 3 (caso
esférico). Por tltimo se desarrolla y presenta una propuesta de andlisis Baye-
siano para la distribucién Normal proyectada en cualquier dimensién. En el
Capitulo 3 se presenta nuestra propuesta para analizar datos composicionales
via variables direccionales. Particularmente, se ofrece la construccion de una
matriz direccional analoga a la matriz de variaciéon composicional definida en
Aitchison| (1986)). La matriz anterior, resuelve los problemas descriptivos de
datos composicionales cuando alguna componente del dato composicional es
cero. Por otra parte, también se considera modelar datos composicionales a
través de realizar inferencias en el modelo Normal proyectado definido para
datos direccionales. En el Capitulo 4 se desarrollan algunos ejemplos que ilus-
tran los procedimientos propuestos tanto a nivel descriptivo como a través
de modelos. En el Capitulo 5 se presentan las conclusiones y limitaciones
de este trabajo y se dan algunas lineas futuras de investigaciéon que pueden
contribuir al analisis de datos composicionales a través de metodologias y mo-
delos propuestos inicialmente para variables direccionales. Finalmente, en los
Apéndices A.1 y A.2 se presentan demostraciones derivadas en este trabajo
y los programas desarrollados para la implementacién de los procedimientos
propuestos en este trabajo.
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Capitulo

Preliminares

En muchas situaciones el investigador se puede encontrar con datos aso-
ciados a espacios muestrales diferentes a R*. En la Seccién 1.1 se introduce
el concepto de datos direccionales. Estos son datos cuyo espacio muestral es
la circunferencia de la esfera unitaria S?. En la Seccién 1.2, se estudia el con-
cepto de datos composicionales. Ambos tipos de datos requieren de anélisis
especificos propios de su diferente naturaleza topolégica, respecto a R*. Y en
la Seccién 1.3 se incluye una breve introduccion a la estadistica bayesiana el
cual es el enfoque empleado en esta tesis.

1.1. Datos direccionales

Los datos direccionales tienen que ver con observaciones de vectores uni-
tarios en el espacio g-dimensional. Cuando ¢ = 2 los datos direccionales se
denominan datos circulares. Cuando ¢ = 3 se denominan datos esféricos, y
cuando ¢ > 3 en general se denominan datos direccionales.

Los datos direccionales se usan en varias areas de la ciencia, tal como en
meteorologia (andlisis de direccién del viento), biologia (direccién de navega-
cién de animales acudticos), psicologia (estudio de mapa mentales), geologia
(estimacién de rotaciones relativas de las placas tectonicas), astronomia (dis-
tancia entre cuerpos celestes), entre otras. Los datos direccionales se pueden
representar de diversas maneras, una de ellas es a través de puntos sobre la
esfera unitaria S%:= {u € R? : v'u=1}. Se debe notar que como u € S es
un vector unitario g-dimensional, éste también puede ser definido utilizando
q — 1 angulos. Asi, en el caso general, para cualquier valor de ¢ se pueden
utilizar coordenadas hiper-esféricas definidas por



cos(6)
sen(6;) cos(6s)
sen (6, ) sen(fs) cos(f3)

sen(6q) - - cos(0,-1)
sen(fy) - - -sen(f,_1)

donde 0, € [0,7] parai =1,...,q—2y 6,01 € [0,27]. En particu-
lar, cuando ¢ = 2, las coordenadas hiper-esféricas se denominan coordena-
das polares definidas por u = (cos(#),sen(f))’, con § € [0,27], y cuan-
do ¢ = 3 las coordenadas hiper-ésfericas se llaman coordenadas esféricas
u = (cos(h),sen(0) cos(¢),sen(f) sen(¢))’, con § € [0,7] y ¢ € [0,27]. Se
debe notar que para el caso de coordenadas esféricas = 0, y ¢ = 05 en la
ecuacion .
Dadou = (uy,--- ,u,) € R?se pueden obtener los angulos 8 = (0y,--- ,0,-1)

que lo definen bajo la siguiente transformacion

tan™t (/D u?/z

tan™t (/D igu?/us
-1 72

0 — tan™' (/Do ui/us (1.2)

tanil < \/ g:q—l u?/uq_2>

tan™" (uq/uq-1)

donde tan™'(-) toma valores en (—%,%).

1.1.1. Medidas Descriptivas

Sean uq, - - - ,u, puntos sobre la esfera unitaria S?. Entonces estos puntos
pueden ser resumidos a través de su media muestral w € R?, dada por

n
_ 1
u = — E u;.
n -
=1

La direccion media de un conjunto de datos direccionales se da en térmi-
nos de sus angulos de la siguiente manera. Sean 0, --- 0, los angulos aso-
ciados a los vectores aleatorios unitarios wy, - - - , w,. La direccidn media 6 de
0.,---,0, se define como la direccién de la resultante w, + - - - + u,, de los



vectores uq, - -+ ,u,. La cual es también la direccion del centro de masa, u,
de wy, -, u,.

Por ejemplo, en el caso de datos circulares, las coordenadas cartesianas
de wu; son (cos(#;),sen(6;)) para i = 1,--- ,n. Entonces las coordenadas car-
tesianas del centro de masa de w resultan ser (i1, us), donde

1< 1 ¢
Uy = - Zl cos(6;) Uy = - Zl sen(6;) (1.3)
Asi, 0 es la solucién a las ecuaciones

t; = Rcos(0) iy = Rsen(f), (1.4)
donde ) )
R = (u;® +up”)z,
es la longitud media resultante, cabe mencionar que 0 < }_TZ < 1. Si las direc-
ciones 0y, -+, 0, estdn fuertemente agrupadas entonces R puede ser casi 1.
Por otra parte sifq,---,0, estan dispersas R puede ser casi 0.
Si R = 0 entonces § no esta definida. Cuando R > 0, 6 estd dada explicita-
mente por
é tan_l (XQ/Xl) si Xl Z 0
B tan™! (XQ/Xl) + 7 si Xl < 0.

Para el caso de datos esféricos (ver Mardia y Jupp| (2000)), las coor-
denadas cartesianas de u; son (cos(),sen(6) cos(¢),sen(d) sen(¢) para i =

1,---,n, entonces las coordenadas cartesianas del centro de masa de U son
{Xl, XQ, Xg}, donde

(|, = % Z cos(0;), Z sen(6;) cos(¢;), Z sen(6;) sen(¢;).
=1
(1.5)

Por tanto, 6 y ¢ son las soluciones de las ecuaciones

X, = Rcos() X, = Rsen(f)cos(¢) X3 = Rsen(f)sen(p). (1.6)
Anélogamente
R == (X12 -+ X22 -+ X32>%
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Cuando R > 0, f y ¢ estén dadas explicitamente por

tan™! ((Xg + Xg)%/)Q) si Xl >0

|
I

tan™! ((XQ +X3)%/X1> +m sl Xl <0

_ tan—! (XS/XQ) si XQ >0
tan_l (Xg/XQ) + T si XQ < 0.

Para propdsitos descriptivos e inferenciales, la longitud media resultante
es mas importante que cualquier medida de dispersion. Sin embargo, a veces
es util contar con medidas de dispersion para datos direccionales. La mas
simple de éstas es la varianza muestra direccional, la cual se define como

V=1—-R

con 0 <V < 1. Otra medida de gran ayuda es la desviacion estandar direc-
cional que esta dada por

v ={=2log(1—V)}z.

1.1.2. Métodos Graficos

Graficamente los datos circulares se representar como puntos en la circun-
ferencia de un circulo unitario, a este tipo de gréficos se les llama histograma
circulares. En la Figura se muestra los datos de 76 tortugas después de
depositar sus huevos. Los datos fueron tomados de la Tabla 1.5 de [Mardia y
Jupp| (2000)



Figura 1.1: Histograma circular asociado a la orientacion de 76 tortugas des-
pués de depositar sus huevos en la playa.

El diagrama de rosas es una variante muy util del histograma circular,
en el cual se remplazan las barras por sectores que parecen pétalos de ro-
sas. El radio de cada sector debe ser proporcional a la frecuencia del grupo
correspondiente. Ver Figura (1.2

90

180 0

270

Figura 1.2: Diagrama de rosas asociado a la orientacién de 76 tortugas de
depositar sus huevos en la playa.



1.2. Datos Composicionales

Los datos composicionales son datos que describen cuantitativamente las
partes de un todo y aportan solo informacion relativa entre sus componen-
tes. Los datos composicionales aparecen en forma de vectores de dos o mas
componentes todas ellas no negativas, ademés estas componentes se expre-
san como porporciones, porcentajes o partes por millon de algin todo y cuya
suma es un valor constante k (igual a 1, 100 o 10°, respectivamente).

Los datos composicionales surgen en diversas ciencias tales como, la geo-
logia (andlisis de los minerales presentes en las rocas), economia (portafolios
de inversién) y quimica (distribucién de contaminantes en agua, aire y suelo).

Un dato composicional es un vector & = (x1,x9,...,x4) constituido por
d partes o componentes no negativas cuyo espacio muestral es el simplex S¢
definido como:

d
Shi={x = (v1,29,...,24)| 21 >0,...,24 >0 ; lezk}
i=1

Este espacio muestral tiene una estructura de espacio vectorial inducida
por las operaciones de perturbacion y potenciacion que se definen lineas aba-
jo. Tanto la operacion perturbacién, como la operacién potenciacion, hacen
uso del operador clausura C(-), el cual se define para todo vector z € R%
como

C(z) = ’ffl ]ffd (1.7)

Dict z D ic Zi
Es decir, el operador clausura lleva a todo vector no negativo D-dimensional
al espacio simplex S%. Con el operador clausura se pueden definir las opera-
ciones de perturbacién y potenciacién como sigue. Sean ¢,y € S¢, cuyas
componentes se denotan por x;, y;, respectivamente y a« € R. La perturba-
cion @ de x con y se define como

x©y = Cloiyr, T2y, - - -, Taya) -

La perturbacién es una operacién fundamental encargada de describir el
cambio composicional en el simplex, la perturbacion es el equivalente a la
traslacion o suma en espacios reales. La potenciacion ® de ax con el escalar «
se define como a ® & = C(xf, 29, ...,25)". La potenciacion es el equivalente
al producto por escalar en espacios reales. Las operaciones & y ® definidas
en S% cumplen los requisitos de las operaciones de un espacio vectorial. Al



definir un producto escalar, una norma y distancia en el espacio muestral
del simplex, éste tendra estructura de espacio métrico. Para definir estas
operaciones se necesita definir las transformaciones clr y ilr.

En los datos composicionales solo las razones o cocientes entre las compo-
nentes aportan informacién, es decir, los cocientes z;/x;(i,7 =1,2,...,d;i #
7). Analizar las magnitudes absolutas de las partes zy, s, ..., x4 carece de
sentido. Este principio se denomina invariancia por cambios de escala.

Considere un dato composicional cuyas dos componentes z = (x1, ) en
una muestra tiene el valor de 5% y 10 % respectivamente, y en otra muestra
tienen el valor de 50 % y 55 %. En ambas muestras la distancia euclidiana
es la misma, hay un incremento de 5 unidades, pero el incremento relativo
en la primera muestra es del 50 % mientras que en la segunda muestra el
incremento relativo es de solo el 10 %.

La metodologia que propone Aitchison| (1986) para establecer la geometria
del simplex se basa en transformaciones log-cocientes. Un primer intento de
representar composiciones en forma de log-cocientes es la transformacion
logistica-aditiva definida en |Aitchison| (1986)) abreviada por alr. Si x € S¢
entonces la transformacion alr se define como sigue

alr(z) = log (ﬂ 2 ...,x‘“). (1.8)

xd’:cd’ Tq

Se observa que el cociente elimina las constantes de clausura o unidades
que puedan multiplicar a las partes y el logaritmo se hace cargo del principio
de escala relativa el cual dice que, cada una de las partes de una composicién
tiene escala relativa. Esta transformaciéon adolece de la falta de simetria al
elegir una de las partes, en este caso la ultima, como denominador comun,
violando el principio de invariancia por permutacion de las partes el cual es-
tablece que, las conclusiones de un anélisis composicional no deben depender
de la ordenacion de las partes.

Para superar la asimetria de la transformacién alr se define la represen-
tacién log-cociente centrada clr |Aitchison (1986), como sigue

cr(x) =1 g(g(az)’g(a})’ ’g(:c))’ (1.9)

Nétese que clr transforma x € S a clrz € R? Conociendo z=clr(x) se

donde
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puede obtener  mediante la transformacién inversa clr~1(-) definida por
x = clr'(z) := C(exp(z)).

La transformacién clr define una estructura métrica en S¢. Asi, el pro-
ducto escalar, norma y distancia de Aitchison en S¢ estan dados por

< x,y >a=< clr(x),clr(y) >,

|z[[a = [[elr ()],
da(z,y) = de(clr(z), clr(y)),

donde el sub-sufijo e representa el producto escalar, la norma y la distancia en
el espacio euclideano. Estas definiciones constituyen la métrica de Aitchison
sobre el simplex.

El producto escalar, la norma y la distancia de Aitchison obedecen a los
principios de anélisis composicional (invarianza por escala, coherencia sub-
composicional, escala relativa e invarianza por perturbacién) se convierten
asi en instrumentos de andlisis libres de incoherencias. Pero ademés dan una
estructura euclidea al simplex. Esto sugiere utilizar los instrumentos habi-
tuales en esos espacios: bases ortonormales, representacién por coordenadas
(ortonormales), proyecciones ortogonales, etc. Para dar este paso es conve-
niente disponer de algin método para construir bases ortonormales y las
correspondientes coordenadas.

Una base ortonormal en S% es un conjunto de composiciones ey, ..., es_;
tal que < e;,e; >4=0 cuando i # j y ||e;||a = 1. Fijada la base, las coorde-
nadas de una composicion son

w=ilr(x):=(<x,e1 >4, < xT,€3>4,...,< T, €p_1 >4) (1.10)

de las cuales se pueden recuperar la composicion @ mediante

- d—1
x=ilr—(w) =&, (w; ® e;)
La construccién de coordenadas ortonormales se llama transformacion

log-cociente isométrica, abreviada ilr. Al igual que la transformacién clr,
esta transformacion tiene las siguientes propiedades

<@,y >a=<ilr(x),ilr(y) >,
|| |a = [lilr ()],
dA(m7 y) = de(ZlT(CB),Zl’I“(y))

Cabe resaltar que tanto la transformacion clr, como la transformacion ilr
son transformaciones isométricas.



1.2.1. Medidas Descriptivas

La estadistica sintetiza la informacion en una muestra de datos en cual-
quier espacio muestral. Asi, el vector de promedios y la matriz de varianzas-
covarianzas son los estadisticos mas frecuentes en escenarios multivariantes.
A continuacion se introducen medidas descriptivas y métodos graficos usados
en el analisis de datos composicionales.

El centro o media composicional de un conjunto de datos ¢, xo,...,x, €
S con n observaciones es la composicién & que se define como

exp (% i ln(m,ﬂ)

donde j =1,2,...,dy
9 = (H%)
i=1

Por otro lado, como una medida global de dispersién se puede usar la
varianza total definida como

r=C 20[917927--~7gd] (111)

3=

-1 d
1
totVar[X| = y E E Var[log(X;/X;)]
i=1 j=it1

La estimacién del centro, de la varianza total y sus componentes, puede
hacerse en coordenadas ilr, y las propiedades de estos estimadores corres-
ponderan a las de los estimadores de medias y varianzas reales (Pawlowsky-
Glahn y Egozcue (2001), Pawlowsky-Glahn y Egozcue| (2002)) ). El andlisis
de la variabilidad de una muestra se realiza utilizando la matriz de variacién
composicional de todos los log-cocientes simples, llamada en |Aitchison| (1986)
matriz de variacion composicional, como se define a continuacién.

Definicién 1.1 Para una composicion X de d-partes y n observaciones

(z1,...,2,) la matriz de variacion composicional esta dado por
1 2 3 o d—1 d
1 : T12 713 o Ti(d-1) Tid
2 12 ) T23 s T2(d-1) T2d
3 13 &23 ) cor o T3(d-1) T3d
d—1 51(d-1) 52(d—1) 53(d—1) ce : T(d—1)d
d §1a 37 €3¢ 0 d-1d :

donde &;; = E{log(x;/x;)} y 1ij = var{log(x;/x;)}.
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Esta matriz de variacion se puede estimar mediante éij Y Tij que son
los estimadores de la media de los log cocientes &;; y la varianza de los log
cocientes 7;; respectivamente, dados por: n&; = S\ log(x,/T,y) v (n —
D7y = > {log(zri /i) }? — n(&;)?. La matriz de variacién composicional
se puede interpretar como sigue (Aitchison, (1986)). Si éxz] es positivo indica
que el porcentaje de x; en la composicion tiende a tener mayor peso, que el
de x;. Sin embargo, si éxiwj < \/Taz;, €ntonces para un numero sustancial
de replicas log(i—;’_) es negativo con un porcentaje de z; excediendo al de la
componente z;. Por otro lado, un valor de 7,,,, pequeno, muestra que hay
poca variabilidad relativa entre las componentes x; y x;. Ademas, si se tiene
que éxixj > \/Tz;z; esto indica que la proporcion de la componente z; es
apreciablemente mas grande que la proporciéon de la componente z;.

1.2.2. Métodos Graficos

Los datos composicionales, para ciertas dimensiones, pueden ser represen-
tados por diagramas ternarios (diagramas de dispersién de tres componentes)
y también como secuencias de diagramas de barras. A continuacion se expli-
cara en que consiste cada uno de estos métodos graficos.

Diagrama ternarios

Cuando los datos composicionales constan de 3 partes suelen represen-
tarse mediante diagramas ternarios. Estos consisten en representar los datos
composicionales sobre un triangulo equilatero, en el cual se puede graficar
el porcentaje que tiene cada uno de los componentes del vector, entre mas
alejado este el dato de un vértice del tridngulo significa que ese dato tiene un
valor muy pequeno de esa componente y viceversa si el dato estd muy cercano
al vértice significa que ese dato tiene un valor alto de tal componente, ver
Figura [1.3]

Diagrama de barras

Un diagrama de barras es una representacién de todas las partes de la
composicion. En un diagrama de barras, uno representa la cantidad de cada
parte de un individuo como una barra dentro de un conjunto. Es decir, las
barras se apilan con la altura correspondiente de cada una de las partes de la
composicion del individuo hasta anadir el total de la composicién ver Figura

T4
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Figura 1.3: Diagrama ternario asociado a datos de cerdmica.

1.0

Otros
Proteinas
Carbohidratos
Sodio

Grasa

08
1

EENOOO
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I

soya chicharo frigo maiz  frijol

Figura 1.4: Diagrama de barras asociado a 5 datos composicionales cuyas
componentes son X = (Grasa, Sodio, Carbohidratos, Proteinas, Otros).

Para ver mas métodos gréficos el lector se puede referir por ejemplo a
(Geral van den Boogaart y Tolosana-Delgado| (2013).
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1.2.3. Modelos de probabilidad para datos composicio-
nales

En inferencia estadistica paramétrica se especifican modelos de probabi-
lidad para el estudio de una poblacién. En el analisis estadistico de datos
composicionales la distribucion de probabilidad més usada es la distribucién
logistica aditiva, también llamada normal en el simplex. Otras distribuciones
que se usan frecuentemente son la distribucién de Dirichlet y sus varian-
tes, tales como las distribuciones beta-multivariadas. Para mas sobre estas
distribuciones véanse (Aitchison| (1986)), Geral van den Boogaart y Tolosana-
Delgado| (2013), Pawlowsky-Glahn et al.| (2015)).

En esta seccién se hablara sobre la distribucién normal en el simplex,
pero antes se introducen algunos conceptos relevantes.

Cuando se trata con datos composicionales no puede prescindirse de la
geometria de su espacio muestral S? y, en particular, de la distancia de
Aitchison en SP. Siguiendo el planteamiento en Pawlowsky-Glahn y Egozcue
(2001)), se define la esperanza o centro de X y la varianza total en SP.

Definicién 1.2 Sea X wuna composicion aleatoria. La esperanza en SP o
centro de X es

E[X] = cen[X] = argmin{Var(X,z)}

z € 8P

y el valor minimo alcanzado es la varianza total

totvar| X] = min {Var(X,z)},

z € SP
donde Var(X,z) = E[d4(X, 2)].

En |Pawlowsky-Glahn y Egozcue (2001) se dan dos resultados esenciales
para E[X] y totvar| X].

Proposicién 1.1 Si h : £ — R™ es una isometria y h(X) =Y € R™
entonces

» E[X]=h"YE[MX))).
» totvar[ X =", VarlY].
Es decir
E[X] = ilr (E[ilr(X)]) = clr ™ (E[clr(X)]),

D—

totVar(X| = Z Var[clr;(X)] = Z Varlilr;(X)],

ya que, tanto la transformacion clr y #lr son transformaciones isométricas,
es decir, transformaciones que preservan distancias.
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1.2.4. La distribucion normal en el simplex

La distribucion logistica mnormal aditiva fue introducida en (Aitchison
(1986))). La idea bésica fue representar la composicién aleatoria en térmi-
nos de la transformacién log-cociente aditiva (alr) y asumir que la compo-
sicion bajo esta transformacién sigue una distribuciéon normal multivariada.
La misma distribucion es obtenida, si la composicién bajo la transformacion
ilr sigue una distribucion normal multivariada, con la desventaja que las
coordenadas ilr corresponden a una base ortonormal en el simplex. Por esta
razon, el nombre de la distribucion logistica normal aditiva fue simplificado
a distribucién logistica normal y mas tarde cambiado a distribuciéon normal
en el simplex (Mateu-Figueras et al| (2013))).

Definicién 1.3 Dado una composicion aleatoria X € SP, se dice que X
sigue una distribucion normal en el simplex SP si el vector aleatorio de coor-

denadas ortonormales ilr(X) sigue una distribucion normal multivariante en
RP=1 es decir, ilrX ~ Np_1(p, ).

Por lo tanto, si X sigue una distribucién normal en el simplex, su funcion
de densidad de probabilidad esta dada por

1

1
——————exp{—=(ilr(x) — )X (ilr(x) — p)'}.
o O )~ WS )

fx|p,X) =

Con p y X, su vector de media y matriz de varianza, respectivamente. El

pardmetro p es el vector de medias de las coordenadas ilr(X). El centro de

una composiciéon X bajo este modelo esta dado por la Proposicién (1.1)). Es
decir,

cen| X | = ilr Y (Elilr(X)]) = ilr (),

1.2.5. Principales Problemas

En el andlisis de datos composicionales existen algunos problemas impor-
tantes que no han sido resueltos satisfactoriamente y que siguen siendo temas
de analisis. A continuacién se discuten alguno de ellos.

Chayes [1960] identifica como una de las principales dificultades, la res-
triccion de la suma constante. Esta restriccién impide la aplicacion de los
procedimientos estadisticos habituales. Se puede notar que, el cambio en una
de las partes provoca el cambio en por lo menos una de las partes restantes.

Karl Pearson [1987] ya manifestaba la imposibilidad de interpretar co-
rrectamente las covarianzas y los coeficientes de correlacién para datos com-
posicionales. La matriz de correlacion no puede analizarse para los datos
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composicionales por que presentan necesariamente correlaciones negativas
no nulas, esto debido a la restriccién de suma constante. Pearson calificé es-
tas correlaciones como correlaciones espurias. Por otra parte, si se analiza la
matriz de covarianzas entre las partes de una composicién, ¥ = {cov(z;, ;) :
i,7=1,2,..., D}, se obtiene que

cov(x;, 1) + cov(zy, x2) + - - -+ cov(zs,xp) =0 i=1,2,...,D.

Por otra parte cov(x;, ;) = var(x;) > 0, esto provoca que necesariamente
debe haber una covarianza cov(z;,z;)(i # j) de signo negativo.

Otro problema que hay en el analisis de datos composicionales es el princi-
pio de coherencia subcomposicional. Para entender este principio se establece
la siguiente definicion.

Definicién 1.4 Si S es un subconjunto cualquiera de las partes 1,2,...,D
de un dato composicional € € SP y x5 simboliza el subvector formado por
las correspondientes partes de x, entonces xs = C(xg) recibe el nombre de
subcomposicion de las S partes de x, donde C(-) es el operador clausura.

El principio de coherencia subcomposicional establece lo siguiente: Cuan-
do se examina un subconjunto de las partes de una composicion, una subcom-
posicion, se requiere que los resultados del analisis no sean contradictorios
con los obtenidos por la composicién original.

Aitchison (1986 muestra este problema mediante un sencillo ejemplo.
Se consideran dos cientificos A y B que analizan muestras de tierra. Para
cada una de las muestras, el cientifico A calcula un dato composcional de
4 partes (animal, vegetal, mineral, agua). El cientifico B elimina el agua de
las muestras y calcula datos composicionales de 3 partes (animal, vegetal,
mineral). Se puede notar que los datos del cientifico B son subcomposiciones
de los datos del cientifico A. Los datos obtenidos son:

(w15 293 35 T4) (51; 525 53)
(0.1;0.2:0.1;0.6) (0.25:0.50:0.25)
(0.2:0.1;0.1;0.6) (0.50;0.25;0.25)
(0.3;0.3;0.2;0.2) (0.375;0.375;0.25)

Al calcular la correlacion de los datos composicionales entre las partes
animal y vegetal se obtiene que para el cientifico A corr(zy, x2)=0.5 mientras
que para el cientifico B es de corr(sy, s2) = —1. Asi, se puede observar un
problema de coherencia subcomposicional.

14



Otro problema muy importante es el andlisis de datos composicionales con
componentes nulas, ya que el analisis de los datos composicionales se hace
mediante las trasformaciones log-cocientes. A continuacién se presenta una
breve introduccién al tratamiento existente en la literatura sobre la presencia
de ceros en variables composicionales.

Ceros en datos composicionales

Usualmente los datos composicionales contienen valores ceros, que pueden
o no corresponder a la verdadera ausencia de una componente. Las formas
mas comunes de los ceros son los que resultan de tomar muestras muy pe-
quenas e instrumentos insuficientemente precisos. En esta seccion se expuso
que la teoria de Atchinson para el andlisis de datos composicionales se basa
en transformaciones de log-cocientes. Sin embargo, ;que pasaria si uno o mas
componentes del dato composicional fueran ceros?. El lector puede constatar
que las transformaciones propuestas anteriormente ya no se pueden utilizar,
ya que In(0) no esta definido y peor atn, la divisién entre cero no esta defi-
nida. A continuacién se dara una breve explicacion de la clasificacion de los
ceros en los datos composicionales (ceros esenciales, ceros por conteo y ceros
redondeados) segin su naturaleza, asi mismo, se explicardn los diferentes tra-
tamientos que se han propuesto para lidiar con esta dificultad en el anélisis
de datos composicionales.

Ceros esenciales o estructurales

Los ceros esenciales son aquellos ceros que son verdaderos en los datos
composicionales. Por ejemplo, en la planeacién de gastos de las familias, el
dinero se reparte en productos de la canasta basica, transporte, diversiones,
ropa, tabaco y alcohol y otros gastos. Hay familias que no fuman ni beben
alcohol, por lo tanto, para este tipo de familias la componente de tabaco
y alcohol del dato composicional sera cero. Este es un ejemplo de un cero
esencial, en Aitchison y Kay (2003)), Bacom-Shone| (2003)), y Bacom-Shone
(2008) el lector puede ver las metodologias que se han propuesto para resolver
los problemas con este tipo de ceros.

Ceros por redondeo

Este tipo de ceros aparece sobre todo en aquellos estudios en los que las
variables son continuas (por ejemplo, porcentajes por pesos, tiempos, gastos,
o longitudes).

Los ceros por redondeo corresponden con valores que no han podido ob-
servarse por limitaciones en los instrumentos de medida o en el procedimiento
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de recoleccién y tratamiento de los datos, o incluso por politicas que impiden
que se registren cuantias pequenas que no superan cierto umbral de deteccién.

Tratamiento de ceros por redondeo

Las técnicas para tratar este tipo de ceros se dividen en técnicas no pa-
ramétricas y paramétricas. El grupo de técnicas no paramétricas para ceros
redondeados consiste esencialmente en una familia de estrategias de impu-
tacion, aqui imputacion es equivalente a forzar al conjunto de datos incom-
pletos, a un conjunto de datos completos, poniendo una cantidad a cada valor
faltante o cero redondeado. Por otro lado, el grupo de técnicas paramétricas
para ceros redondeados (por ejemplo el algoritmo EM) se basa en modelos
paramétricos para datos multivariantes.

Métodos de reemplazo no paramétrico

Cuando los valores que faltan son en realidad datos censurados, es decir,
los valores de algunos componentes se indican como menor que un valor um-
bral dado, una simple imputacion puede ser considerada. Para el tratamiento
de ceros por redondeo se tienen dos técnicas de reemplazo no paramétrico,
una de ellas es el reemplazo aditivo propuesto en Aitchison (1986) y la otra
es el reemplazo multiplicativo propuesta en Martin-Fernandez et al.| (2003)

Primero se explicarda en que consiste el método de reemplazo aditivo y
después el método de reemplazo multiplicativo.

Sea x € SP que contiene Z ceros redondeados, entonces & puede ser
representado por una nueva composicién r € SP sin ceros de acuerdo con la
siguiente regla de sustitucion.

6(Z+11))(2D7Z)7 siz; =0,
r; = (1.12)

§(Z+1)7Z .
:Ej—(D;Q), six; >0,

donde § es un valor pequeno, inferior a un umbral determinado. Observemos
que se puede generalizar para umbrales diferentes, es decir, un umbral
distinto para cada ;. La estrategia de reemplazo multiplicativo consiste en
lo siguiente. Sea © € SP que contiene Z ceros redondeados, se propone
reemplazar & con una composicién r € S sin ceros usando la expresién

d;, six; =0,

» (1.13)
(1 — —Zk‘z’;’o k) xj, six; >0,
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donde 9, es el valor imputado por parte de x; y c es la constante de la res-
triccion de la suma. Este reemplazo es natural en el sentido de que, si los
valores imputados ¢; en una composicién & son iguales a los verdaderos valo-
res censurados, entonces r recupera la composicién verdadera, sin embargo,
el valor imputado no depende de la cantidad de ceros ni de las componentes
del dato composicional.

Martin-Fernandez et al| (2003) recomiendan utilizar ¢, igual al 65 por-
ciento del valor del umbral, esto debido a pruebas de sensibilidad sobre el
parametro.

Métodos de reemplazo paramétrico

El algoritmo EM (Expectation - Maximization), es una herramienta muy
conocida para resolver problemas que involucran datos no observados en un
espacio real. Sin embargo, en su forma estandar, no es capaz de resolver el
problema de ceros redondeados. Por este motivo, en [Palarea-Albaladejo et al.
(2007)) y [Palarea-Albaladejo y Martin-Fernandez| (2008) se introduce una mo-
dificacion al algoritmo EM que junto con la transformacion log-cociente adi-
tiva genera estimaciones adecuadas para valores por debajo del limite
de deteccién. Considérese un conjunto de n datos composicionales X = [z;;]
y D componentes. Es decir un conjunto de n renglones y D columnas que
incluyan ceros redondeados. Al conjunto de datos X se le aplica la trans-
formacion alr para llevar los datos al espacio real sin restriccion y asi tener
los datos Y = [y;;] . Si z;; < g;; la transformacién alr produce un valor y;;
que es un dato faltante en Y, donde ¢;; es el umbral para el cual valores me-
nores que él se consideran ceros por redondeo. El procedimiento supone que
la composicion aleatoria X se distribuye de acuerdo a un modelo logistico
normal aditivo, es decir, si al aplicar la transformacién Y =alr(X), Y sigue
una distribucién Np_;(p, X), entonces se dice que X tiene una distribucién
logistico normal aditiva. Después en la iteracién t-ésima el paso E modificado
sustituye los valores y;; en el conjunto de datos Y por:

Yij sty > W4,
g = { ’ ST (1.14)
E[yij|yi,—j>yij < Dy, pt, X ], si Yij < Wij,

donde U;; = In(=L) y

i~y B
t st T o 9j )
Elyiilyi -, yiy < @igo ', X =y ;85 — Uj(b(%,yr Ay (1.15)
=7
j
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donde y; _; denota el conjunto de variables observadas para la fila i de la
matriz de datos Y, ® y ¢ denotan las funciones de distribucion y densidad
de una normal estdndar respectivamente, 0]2- es la varianza condicional de la
variable y;, y 3; denota el vector de coeficientes de la regresién lineal de y;;
sobre y; ;.

En Martin-Fernandez et al| (2001) comparan el método de reemplazo
multiplicativo con el algoritmo EM modificado, donde se explica que los dos
métodos dan resultados similares cuando hay una proporcion de ceros menor
del diez porciento del total del conjunto de datos, y que si hay una mayor
cantidad de este porcentaje se debe utilizar el algoritmo EM modificado.

Ceros por conteo

Los tltimos avances en el tratamiento de la composicion de ceros se han
centrado sobre todo en los ceros de caracter esencial y en el caso de ceros por
redondeo. Cuando tenemos ceros por conteo en un conjunto de datos tenemos
un nuevo tipo de cero relacionado con el problema de muestreo. Las piezas no
son observadas debido al tamano limitado de la muestra. Un ejemplo donde
podemos encontrar este tipo de ceros es al momento de tratar de estimar la
cantidad de peces de cada especie en un lago. Se toma una muestra de N
pescados de un lago donde se sabe que hay k especies de peces, pero debido
a el pequeno tamano de muestra que se puede tomar, al hacer el conteo no se
registra una o mas especies de peces. Por lo tanto, nuestro objetivo consiste
en estimar los valores de #; (promedio de la especie j) con el fin de obtener
los verdaderos valores de N§; rompiendo las limitaciones de la muestra.

La metodologia propuesta en |Daunis-Estadella et al.| (2008)) para el trata-
miento de ceros por conteo se basa en la estimacién bayesiana y en el método
de reemplazo multiplicativo.

]\?is, si Xy = O,
2t = N (1.16)
’ Z; (1 — —Zj\];j_(; ]> , si Tj> O,

Bajo esta propuesta todos los porcentajes ceros son reemplazados por su
valor esperado a posteori y los porcentajes distintos de cero se multiplican por
un factor de acuerdo con el nimero de ceros que hay en el dato composicional.

1.3. Estadistica bayesiana

La estadistica bayesiana es una alternativa a la estadistica clasica en los
problemas de inferencia como son la estimacién de parametros, prueba de
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hipétesis y regresion. Tanto el enfoque clasico de inferencia, como el enfoque
bayesiano se desarrollan en presencia de observaciones & cuyos valores son
inicialmente inciertos y se describen a través de una funciéon de densidad
de probabilidad f(z|f). El pardmetro 6 sirve como una referencia para la
elecciéon de posibles distribuciones para las observaciones, que representan
las caracteristicas de interés que se desearia saber, con el fin de obtener una
descripcion completa del fenémeno que se este analizando.

Para hacer inferencia se necesita extraer una muestra aleatoria de una
poblacién que se distribuya de acuerdo con la densidad f(z|f). El pardmetro
0 es la cantidad de interés que tiene un significado relevante en el problema
en estudio. Ademas, es probable que el investigador tenga algin conocimien-
to sobre este parametro. Es posible que este conocimiento sea incorporado
formalmente en el andlisis. En esta parte, el enfoque bayesiano y el enfoque
clasico divergen. El enfoque bayesiano permite incorporar esta informacion
para el andlisis a través de una medida p(#), incluso cuando esta informa-
cién no es precisa. En la inferencia bayesiana la especificacién de un modelo
contiene dos ingredientes: la verosimilitud f(z|f) y la distribucién p(f). La
distribucién p(6) se puede especificar con la ayuda de pardmetros constantes.
Estas constantes se denominan hiperpardmetros, ya que son los parametros
de la distribucion de los parametros. Inicialmente, los hiperpardmetros se
asumen conocidos. El segundo ingrediente p(6) es llamado distribucion ini-
cial, esta especifica una medida sobre 6 antes de observar los valores de x.
Una vez que el problema se da en esta forma, es natural que la inferencia
debe basarse en la distribucién de probabilidad de 6 después de observar los
valores de x, que pasan a formar parte del conjunto de informacion disponi-
ble. Esta distribucién p(f|z) se llama distribucion final y se puede obtener
por medio del teorema de Bayes de la siguiente manera:

S (x]0)p(6)

p(f]z) = (o)

(1.17)

donde

fa) = / F(210)p(0)d6

El término f(z) es sélo una constante de normalizacién que no depende
de 6, por lo cual la distribucién final (1.17]) se puede escribir como

p(Blz) = f(x|0)p(0) (1.18)

Las inferencias se hacen sobre p(f|x) en lugar de f(x|0); es decir, sobre
la distribucién de probabilidad (del valor desconocido) del pardmetro dados
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los datos observados, en vez de la distribucién de los datos dado el valor
del parametro. Para una revision detallada sobre estadistica bayesiana se
puede consultar Bolstad (2007)), Leonard y Hsu|(1999), Berry| (1996)), Bernado
(1994)), Berger| (1985) y Box y Tiao (1973).

A continuacién se muestra el proceso de obtencion de la distribucién final,
a través del teorema de Bayes.

Ejemplo 1.1 Sea y = {v1,...,yn} una muestra aleatoria de una poblacion
Normal(p, 1), con u desconocido. Se propone como distribucion inicial una
distribucion Normal(p|po, No). El objetivo es encontrar la distribucion final

de p, es decir, f(uly) .

Dada la muestra aleatoria {yi, ..., y,} del modelo Normal(u, 1) entonces
se puede derivar la funcién de verosimilitud, la cual resulta ser:

(n, - 3mli) = cmgerpl—5 S (v = )

Ocupando la siguiente igualdad

n n

Z(yi — )= Z(yi —9)* +n(y — p)?,

i=1 =1
la funcién de verosimilitud se puede escribir como
n

1 1 _
Wi oonli) = g5 speont=5 > -9~
=1

Asi,

fuly) = fylw) f (i) =TTz N (ilw, DN (ul o, Ao)
o exp{—% >0 (Y — §)? + n(y — p)* Yexp{ =32 (1n — o)}
= exp{—3 2, (i — §)*Yeap{—3n(y — 1) Yeap{ % (1 — 110)*}
oc eap{—5n(y — p)*Yexp{—3 (1 — o)’}
trabajando con la expresion n(y — u)? + 22 (1 — p10)? se tiene
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A

n(y — )+ 32— po)® = n(@® — 2+ p®) + 32 (u® — 2up0 + 1)

ol

= (n+X)p? = 2(nF + Nopo) it + T + Xopty

= (n+Xo)[u? — 2Ty (MEER)?) - g + Aoy

Y+
(1htsa

= (o — (M2 4 g 4 Aop — (M),

Por lo anterior,
f(uly) o< exp{—=5n(7 — p)*exp{ =3 (1 — 10)*}
— cap{(i— (SR 40+ A — ()

oc exp{—5(n + Xo)[u — "5,

lo cual implica que:

ny + Aofo

Ao).
7’L+)\0 7n+ 0)

f(uly) ~ Normal(

Es decir, la distribucién final de p (dado los datos) es una distribucién
Normal con media y varianza dadas por

_ny+ Aofto
" n+ Ao

/\n:n+)\0

1.3.1. Métodos Numéricos y de Simulacion

Dado un modelo observado f(x|6) y una distribucién inicial p(6), con
0 = (01,02,...,0;), se puede obtener, via el teorema de Bayes, la distribu-
cién final 7(f|y) y a partir de ésta realizar inferencia sobre . Por ejemplo,
se puede tener interés en obtener las densidades marginales de algunas com-
ponentes de 6 o bien, las densidades finales de alguna funcién de estos com-
ponentes, tales como cocientes o productos; o en general explorar y resumir
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distribuciones finales. Salvo en ciertos casos donde los procedimientos analiti-
cos son posibles, la aplicacion de las técnicas Bayesianas para la solucion de
problemas involucra el uso de métodos numéricos y/o técnicas de simulacion.

La clave para la implementacién de la solucién, en la mayoria de los
problemas es, por un lado, la habilidad para obtener o evaluar cierto niimero
de integraciones y, por otro lado, la posibilidad de obtener muestras de alguna
distribucion final. Por lo anterior, a continuacion se discuten algunas técnicas
de simulacién y métodos numéricos.

Métodos MCMC

Los métodos de Monte Carlo via Cadenas de Markov (MCMC) son algo-
ritmos que permiten obtener una muestra de una distribucion de probabilidad
7 sin necesidad de simular directamente de dicha distribucién. Para ello es-
tos métodos se basan en la construcciéon de unas cadenas de Markov cuya
distribucion de equilibrio es precisamente 7.

Dado un punto inicial arbitrario (9, se construye una cadena de Markov
ergédica X con t € N cuya distribucién estacionaria es la distribucién de
interés m. Esto garantiza que, para un valor [ € N suficientemente gran-
de, se cumple X® XU+ X 0+2) tengan una distribucién f. Se debe notar
que X® y XU+ 1o son independientes; sin embargo, para un cierto valor
k € N, se puede considerar que X y X+ son aproximadamente indepen-
dientes. Por lo tanto si se simula dicha cadena y se define una nueva cadena
como Y = X (”kt), entonces se obtiene una muestra aproximadamente in-
dependiente de la distribucién 7. El valor [ determina el tiempo necesario
para que la cadena converja a la distribucién estacionaria, mientras, que el
valor k indica cada cuantas simulaciones se deben considerar para tomar una
nueva observacion, por tanto, la cantidad final de simulaciones va ha estar
determinado por estos dos valores. Dos de los algoritmos mas comunes de
los métodos MCMC son el muestreo de Gibbs y Metropolis los cuales se
describen a continuacion.

Muestreo de Gibbs

El muestreo de Gibbs es un método MCMC donde el kernel de tran-
sicion estd formado por todas las distribuciones condicionales completas.
Supongamos que la distribucién de interés es 7(60) donde 0 = (0y,...,6;),
donde cada una de las componentes #; puede ser un escalar, un vector o
una matriz. Considerese también que la distribucién condicional completa
mi(0;) = mi(6;]0—1i), i = 1,...,d es conocida y se puede simular. El proble-
ma a resolver es obtener de 7 simulaciones directas cuando las generaciones
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son costosas, complicadas o simplemente no estan disponible. Sin embargo,
cuando las generaciones de 7; son posibles, el muestreo de Gibbs provee una
alternativa basada en generaciones sucesivas de las distribuciones condicio-
nales completas. El algoritmo se puede describirse de la siguiente manera:

1. Inicializar el contador de las iteraciones de la cadena j = 1 e inicializar
valores del conjunto 6 = (6%0), e ,(96([0))’;

2. Obtener un nuevo valor 69 = (89 . 69Y a partir de 69~V gene-
rando valores mediante

9?) ~ W(leg_l), e ,9((1]‘_1))‘
05 ~ (0,06, 0971 ... 057Y)

09 ~ (0407, ...,69))

3. Cambiar el contador 7 a j + 1 y volver al paso 2 hasta lograr la con-
vergencia.

Cuando se alcanza la convergencia, el valor resultante 6 seguira la dis-
tribucion de probabilidad 7. Conforme el niimero de iteraciones incrementa,
la cadena se aproxima a su condicién de equilibrio. Por lo tanto, tomar n
valores con k saltos de esta cadena después de un periodo de calentamiento
[ proporcionara una muestra de observaciones de 7.

Metropolis-Hasting

Este algoritmo construye una cadena de Markov con espacio de estados
X y distribucién de equilibrio 7(z), definiendo la probabilidad de transicién
de 2t = x a 2! de la siguiente manera.

Si q(z*,x) es una funcién de probabilidad de transicién, de manera que,
si ' = x, x* obtenida de ¢(z*, z) se considera como un valor candidato para
2t = 2*. Con cierta probabilidad a(z*, x) se acepta x!™! = z*. Si se rechaza
el valor candidato de g(z*, z), entonces x'™! = .

Asi el algoritmo de M-H se puede describir como sigue:

(1) Generar z* ~ g(x*, z);

(2) Generar u ~ U(0,1)
si u < az*, ) entonces z*
si u > a(z*, z) entonces z*

+1
+1

ok
=",
= x.
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La construccién anterior define una cadena de Markov con probabilidades
de transicion dadas por

q(z*, x)a(z*, x) siax* #x
p(z*,x) = (1.19)
1= q@, z)a(z*,z) siz" =z
Si se define
i | T@H)g(z,z") : *
ozt z) = min [W(x)q(wm) ,1} si w(x)q(z*,z) >0 (1.20)
1 si w(z)q(z*,z) =0

se puede verificar que 7(z)p(x,z*) = 7(z*)p(z*, x), lo cual junto con la con-
dicién de que g(z*, z) sea ergddica y aperiodica, es una condicién suficiente
para que 7(z) sea la distribucién de equilibrio de la cadena construida.

Es importante notar que «a(-, -) solo depende de () a través del cociente

Lo anterior es vital en contextos donde 7(x) es una distribucion final, lo
que significa que la constante de normalizacion no es necesaria para la im-
plementacién de este algoritmo. Claramente, diferentes selecciones especifi-
cas de ¢(z*,z) dan como resultado diferentes algoritmos. En particular si
q(z*,z) = q(x,z*) se tiene

*

a(z*, 7) :mm{

n(a) 1}

m(x)

el cual es llamado el algoritmo de Metropolis. Para mayores detalles de este y
otros algoritmos MCMC el lector puede referirse, por ejemplo, a |Gamerman
y Lopes| (2006).

Para finalizar esta seccién, a continuacién se presenta el método de Newton-
Raphson. Aunque este método no es un procedimiento de simulacién, se pue-
de aplicar para encontrar raices de la funcién u — F(x),

donde u ~ U(0,1) y F es la funcién de distribucién de la cual se quiere
simular. Lo anterior es una técnica que genera observaciones x ~ F(z), de
manera numeérica.

Newton-Raphson

El método de Newton-Raphson es uno de los mas utilizados para localizar
raices ya que en general es muy eficiente y siempre converge para una funcion
polinomial. Se requiere que las funciones sean diferenciables, y por tanto,
continuas, para poder aplicar este método. Se debe partir de un valor inicial
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x; cercano a la raiz. La férmula de Newton-Raphson para el calculo de raices
se deduce a partir de la féormula de la pendiente de una recta. Es decir,

_ flwo) = (@) f(@i) = flas) _ 0= flx)

Tg — 1 Tit1 — T4 Tit1 — T4

entonces se tiene que
m(Tip1 — i) = — f (@)

flz)

m

Lit1 = Li —

En este punto es cuando se ocupa la hipdtesis de que la funcion sea
diferenciable, ya que la derivada de una funcién en un punto x se define
como la pendiente de la recta tangente en dicho punto, es decir, m = f(z).
Por tanto la férmula anterior se puede escribir como

f(xi)
f'(zi)

El método de Newton-Raphson es convergente cuadraticamente, es decir, el
numero de cifras decimales correctas se duplica aproximadamente en cada
interaccién. Cuando el método de Newton-Raphson converge, se obtienen re-
sultados en relativamente pocas interacciones, ya que para raices no repetidas
este método converge con orden 2.

De esto puede afirmarse que de cada iteracion duplica aproximadamente
el nimero de digitos correctos. Sin embargo el método de Newton-Raphson
algunas veces no converge, sino que oscila. Esto ocurre si no hay raiz real,
si la raiz es un punto de inflexion o si el valor inicial esta muy alejado de la
raiz buscada.

(1.21)

Tit1 = Li —
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Capitulo

El Modelo Normal Proyectado

Una forma simple de generar distribuciones de probabilidad sobre la esfera
unitaria g-dimensional es proyectando radialmente distribuciones de proba-
bilidad originalmente definidas sobre el espacio g-dimensional. Una distribu-
cién relevante, dentro de esta familia de modelos, es la distribucion Normal
proyectada q- variada. El modelo Normal proyectado q-variado se obtiene al
proyectar radialmente una distribucién de probabilidad normal multivaria-
da de dimensién ¢. La distribuciéon normal proyectada NP,(p, A) es muy
versatil ya que puede modelar comportamientos simétricos, asimétricos, uni-
modales y/o multimodales. En este trabajo nos enfocaremos sobre el modelo
normal proyectado g-variado con A = 1. Para el caso ¢ = 2, el lector puede
referir al trabajo de Nunez Antonio| (2010). Adicionalmente, se vera la forma
de enlazar este modelo con el andlisis de datos composicionales. En las si-
guientes secciones se presenta una forma de derivar distribuciones NP, (s, I)
poniendo énfasis en el caso circular (¢ = 2) y en el caso de datos esféricos
(¢ = 3) ver Nunez-Antonio y Gutiérrez-Penal (2005]).

2.1. Especificacion del Modelo

Sea X un vector aleatorio ¢-dimensional tal que Pr(X = 0) = 0. En-
tonces U = [|X||7'X es un punto aleatorio sobre la esfera unitaria g-
dimensional S?. Un ejemplo importante es el caso en el que X tiene una
distribucién normal g¢-variada con vector de medias g y matriz de precision
A, denotada por N,(p, A), en cuyo caso se dice que U tiene una distribucién
normal proyectada, denotado por NF, (i, A). Este modelo trata las obser-
vaciones direccionales como proyecciones sobre la esfera unitaria de vectores
parcialmente no observados de una normal multivariada. La versiéon mas sim-
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ple del modelo produce una distribuciéon comparable a una distribucién von
Mises, que es la distribucién de probabilidad usualmente asumida para datos
circulares.

Si U es una direccién aleatoria en R?, entonces su direccion media es el
vector unitario n = E(U)/p, donde p = ||E(U)||, E(-) representa la espe-
ranza usual para vectores aleatorios, y || - || representa la norma Euclideana.
El parametro p, es llamado la longitud de la media resultante y sirve como
una media de concentracién para distribuciones direccionales, su valor esta
acotado entre cero y uno, cuando su valor es cercano a cero los datos estan
muy dispersos, mientras que si su valor es cercano a uno los datos esta muy
concentrados. Ya que U es un vector unitario ¢-dimensional, como se men-
ciond en el capitulo anterior, en este también se puede representar mediante
g-1 angulos.

2.1.1. La Distribucion Normal Proyectada: Caso Cir-
cular
En esta seccién se presentan propiedades del modelo normal proyectado

para el caso bivariado, asi mismo, en la siguiente seccién se analizan estas
propiedades para ver como van cambiando conforme la dimension aumenta.

Definicién 2.1 Sea Y un vector aleatorio con distribucion de probabilidad
normal bwariada con vector de medias p y matriz de precision I. Entonces,
la funcion de densidad de probabilidad de'Y estd dada por

|I|1/2

N2(y|/1’7I) = (27T)

x5y~ w/T(y — W)

En seguida se obtiene la funcién de densidad conjunta de la transfor-
macién y = r(cos(f),sen(d)). Sin embargo, antes se enuncia el teorema de
cambio de variable ya que es de mucha utilidad en esta y en las demas sec-
ciones correspondientes a este capitulo.

Teorema 2.1 Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad f,(-).
Sea A ={z: fx(z) > 0}. Se asume que

(i) y = g(x) define una transformacion a trozos uno a uno (inyectiva) de
A a D, es decir, A se puede descomponer en conjuntos finitos disjuntos
Ay, Ag, .. Ay tal que y = g(x) define una trasformacion uno a uno
para cada A; en D.

(11) La derivada de x = g~1(y) con respecto a y es continua y distinta de
cero¥ y € D donde g~'(y) es la funcidén inversa de g(x)
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Entonces Y = g(X) es una variable aleatoria continua con funcion de den-
sidad dada por

m

fr(y) = Z

i=1

d

d—ygfl@) fx (g7 In(y)

La demostracion de este teorema se puede revisar, por ejemplo, en Mood
et al. (1974)

Proposicién 2.1 Sea' Y un vector aleatorio con distribucion No(p, I), si se
define la transformacion

y = r[cos(), sen(0)] = rv’
donde 6 € [0,27] y r € R". Entonces, la funcion de densidad conjunta de
la transformacion (r,0), estd dada por

1
f(T>9|“>I) =T Kl eXp(_é T2 + b’f’),

donde b=v'p, y
|I|1/2
o

1 2
K, exp(— ).

DEMOSTRACION:

Empleando el teorema de cambio de variable, y dado que el determinante
del jacobiano de la transformacion |J(r,0)| es r, se tiene

flr,0lp, 1) = f(rv'|p, I)[J(r,0)]
= (2m) NIV2 exp{=3[(rv — p)'(rv — )]} 7

= r(2m) 7" exp{—5 [(v'v)r? — 2('p)r + Wpl}
= r(om) exp{- Ll exp{ -5 [ — 2v'p 1))
= r(2m) " exp{—gllpll*} exp{—5 [r* — 2b+]}

= K, 7“6}(10{—%[7’2 — 2br|}

Dada la funcién de densidad conjunta f(r,0|u, I) se puede dar la fun-
cién de densidad de la Normal Proyectada, es decir, del angulo aleatorio 6
corresponde a la densidad marginal de 6 de f(r, 0, u, I'). Esta distribucién se
deriva en la siguiente proposicién.
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Proposicion 2.2 Bajo las mismas condiciones de la Proposicion , la
funcion de densidad del angulo aleatorio ©, es decir, la densidad de probabi-
lidad de la correspondiente normal proyectada, estd dada por

NP@|p, I) = [ f(r,0|p, I)dr
= Ki [l + 55520)] 1p2n(0)
donde ©(-) y ¢(-) denotan las funciones de distribucion y de densidad de una
normal estandar, respectivamente.
DEMOSTRACION:
Se tiene que

NPO|p,I) = [ f(r,0|p,I)dr

K, fooo rexp{—%[r2 — 2b 7]}

Integrando por partes se tiene
u=-exp{ br} dv=r exp{—3ri}dr
du = (bexp{ br})dr v =—exp{-1r?}

entonces

Ky [ rexp{—3[r — 2b7]} = Ki[1+0b[Cexp{-L[r — 2b7]}]
= Ki[l+b [Sexp{—3[r — 0+ %}]
= K[l +bexp{%} [exp{—F[r —’}]
= Ki[l+bexp{Z} [ exp{—1[s]*}]

= Ki[1+bg(b)" [°_exp{—1[s]"}]

A partir de f(O|p,I) = NPO|p,I) y f(r,0|m, I) se puede obtener la
densidad condicional de R dado ©, la cual es relevante para llevar acabo los
procedimientos de inferencia propuestos en este trabajo.
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Proposicion 2.3 Bajo las mismas condiciones de la Proposicion , la
funcion de densidad condicional de R dado © estd dada por

rexp(—%[r? — 2b7))
f(T‘eali,I) = 2 Z(O,m)(r>-
1+ 55;2(0)
DEMOSTRACION:

El resultado se sigue de la 1qualdad

Olp, I
Frl0, . 1) = b

OJ
La funcién de densidad condicional acumulada de R dado © al igual que
la funcion de densidad condicional de R dado © se empleara posteriormente
para simular las variables latentes R;, © = 1,...,n mediante el método de
Newton-Raphson. Por lo anterior, a continuacion se deriva esta distribucion..

Proposicion 2.4 Bajo las mismas condiciones de la Proposicion , la
funcion de densidad condicional acumulada de R dado © estd dada por

Jo w exp (=35 [w? — 2bw))dw

F(rl0, p, I)

L+ 55,200
_ 1= exp{—3[r* — 2br]} + b[p(b)] @ (r — b) — D(—D)] Loy (1)
L+ 500 Ot
DEMOSTRACION:

Se tiene que

Jo w exp (=3 [w? — 2 b w])dw

1+ 55;2(0)

F(r|o,p,I) =

Se puede notar que lo que se tiene que resolver es la integral, ya que, el
denominador es constante con respecto a el diferencial, si se toma

u=-exp{ b w} dv=w exp{—3w’}dx
du = (bexp{ bw})dw v = —exp{—sw?}
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entonces
Jo wexp{—3[w — 2b w]}dw = 1—exp{—3[r*— 2br]}

+ by exp{—3[w® — 2bw]}dw
= 1—exp{—%[7“2—2br]}

+ bV2mexp{¥ }\/ﬂfo exp{—1[w —b”dw}

Resolviendo la integral
r—b
7= Jo exp{—3[w — b dw} = 7= /o, exp{—3 (u)*}du

= O(r —b) — B(—D)

Por tanto se tiene

F(rl0, w,I) =

La direccion media para el modelo Normal Proyectado en el caso circular
viene dada por HZH mientras que la longitud media resultante esta dada por

p = /mv/2e"[Is(7) + I1(7)] donde v = ||u||*/4 y I,(-) es la funcién de
Bessel modificada de primer tipo y orden ¢, ver |Presnell y Rumcheva| (2008)).

2.1.2. La Distribucion Normal Proyectada: Caso Esféri-
co

Al igual que en el caso circular (¢ = 2) en esta seccién se derivan las
propiedades para el caso esférico. Este caso ¢ = 3 junto con el caso ¢ = 2
permitira comprender de mejor manera las propiedades del modelo normal
proyectado en el caso ¢g-dimensional.

Definicién 2.2 Sea Y un vector aleatorio con distribucion de probabilidad
normal 3-dimensional con vector de medias p y matriz de precision I. En-
tonces, la funcion de densidad de pmbabilidad de'Y estd dada por

1/2
N3(ylp, )—(|2I|)3/2 xp{— (y w)' Iy — p)}.
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Recordar que para el caso esférico (¢ = 3) se requieren dos angulos (6, ¢)
para definir un vector en R3. Al igual que en la seccién anterior, a con-
tinuacién se derivan las densidades correspondientes al modelo esférico (3-
dimensional).

Proposicién 2.5 Sea' Y un vector aleatorio con distribucion Ns(w, I), si se
define la transformacion

y = r[cos b, cos(p)sen(), sen(d) sen(d)]’ = rv’

donde 6 € [0,7], ¢ € [0,2n] y r € RT. Entonces, la funcién de densidad
conjunta de la transformacion (r,0,¢), estd dada por

1
f(r,0,6|lp, I) =1r* K, exp(—§ r? 4+ br),

donde b=v'p, y

1
Ky = exp(—5 [|ull*)sen(0).

DEMOSTRACION:
Empleando el teorema de cambio de variable, y dado que el determinante
del jacobiano de la transformacion |J(r,0,¢)| es r?sen(f), se tiene

f(r0,9lp, I) = (27T)‘§|I|1/2 exp{—3[(rv — p)/(rv — )]} |J(r,0,¢)|
(2m) 7= {2 exp{=3[(rv — p)/(rv — )]} rsen(9)
2(2m)"2sen(0) exp{—3 [(v'v)r? — 2(v'p)r + p'pl}
r?(2m) =2 sen(0) exp{—3||pul|*} exp{—5 [r* — 20'p 1]}
r?(2m)~zsen(0) exp{—3llpll*} exp{—3 [r* — 2br]}

0J

I
-

Nl Nlw

Se puede notar que los cambios de la funcién de densidad conjunta para
el caso esféricos con respecto al caso circular son:

» El exponente de r aumento en uno, es decir, el exponente de r depende
de la dimension.

= A diferencia de K, en K5 aparece un termino que depende del angulo,
sen(f), ademds de que el exponente que acompana al termino 27 se
incrementa, el incremento del exponente en la variable r y la aparicion
de senf viene dado del jacobiano de la transformacion.
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Proposiciéon 2.6 Bajo las mismas hipotesis de la Proposicion , la fun-
cion de densidad del vector aleatorio (0, ®), es decir, la densidad de proba-
bilidad de la correspondiente Normal proyectada, estd dada por

PO, ¢l I) = / £(r.0. 6|, T)dr

= Ky [b + "+ 1)20)[00)] "] Ljo.x(6)1j0.20(¢)

donde ©(-) y ¢(-) denotan las funciones de distribucion y de densidad de una
Normal estandar, respectivamente, y Ko es como en la preposicion .

DEMOSTRACION:

PO, ¢l I) = / £(r.0, 8|, T)dr

= K / r exp{——rQ} exp{b r} dr.
0
Trabajando solo con la integral y haciendo integracion por partes

1
u=rexp{ br} dv=r exp{—érz}dr

1
du = (brexp{ br} + exp{ br})dr v = — exp{—§r2}

entonces, tenemos que

/rQemp{—%r2} exp{br}dr = b/ rexp {—3r?} exp {br} dr
0 0

+ /e:rp {—3r?} exp{br}dr
0

El resultado de la primera integral ya lo conocemos gracias a la Proposi-
cion Resolviendo la sequnda integral tenemos

/el‘p{—%rz} exp{br}dr = /2 7T€Ip exp{—1(r — b} dr
0

= [o(0)]7'®(b)

e

Por tanto tenemos que

NP, I) = Ky [;°r?exp{—3r°} exp{br} dr

= Kb+ (0 + DEO)BO)] ] Loan(0) L0 (6)

34



Existe una relacién al calcular la densidad de probabilidad de la normal
proyectada para el caso esférico con el del caso circular y esta es que al
resolver la integral de la Proposiciéon , aparece la integral que se tuvo que
calcular para obtener la densidad de probabilidad de la normal proyectada
para el caso circular.

Proposicion 2.7 Bajo las mismas hipotesis de la Proposicion , la fun-
cion de densidad condicional de R dado (©,®) estd dada por

r? exp (=L [r? — 2b 7))
0,0, 1w, I)= 2 1(0.00) (7).
Fb o D =gy nemper ] 10"
DEMOSTRACION:
El resultado se obtiene de la igualdad
f(r,0,¢|pn.I)
S, I B AT
D = NP o)

r?Kyexp{—3[r? — 2br]}
Ky [b + (0 +1)2(0)[¢(b)] ]

T2€Xp{—%[7”2 — 2br]}
b+ (b + 1)2(b)[e(b)] ]

O

Los cambios que se pueden notar para el caso circular y esférico en la
funcién de densidad condicional de R dado (©,®) es el incremento del ex-
ponente 7, y que el denominador en ambos casos es distinto, esto debido al
calculo de diferentes integrales.

Proposicion 2.8 Bajo las mismas hipotesis de la Proposicion , La fun-
cion de densidad condicional acumulada de R dado (O, ®) estd dada por

Jo w? exp(—3 [w? — 2 bw])dw

b+ (0% + 1)@ (b)[(b)]

F(rl0,¢, p, I)

b— (b+r)exp (—3[r* — 2br])

- b + (b2 +1)P(b)[p(b)] 7] 1(0,00)(7)

(0 + D[6(0)] [P (r — b) — D(-b)]
* b+ (B2 + 1)@ (b)[o(b)] ] 1(0,00) (1)-
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donde ®(-) y ¢(+) denotan las funciones de distribucion y de densidad de una
Normal estdndar, respectivamente.

DEMOSTRACION:
Se sabe que
Jo w? exp(—3 [w? — 2 bw])dw

F(rl0,¢,m,I) = b + (b2 +1)®(b)[a(b)] 1

Por demostrar

/Orw2 exp(—% [w? — 2bw))dw = b—(b+7) exp(—%[r2 — 2br])
+ (0 + D[0)] 7 [2(r — b) — 2(=b)]

Mediante el método integracion por partes se resolverd la integral. Sea

u=wexp{ bw} dv=w exp{—3zw?}dw
du = (bexp{ bw} + exp{ bw})dw v — — eXp{—%wz}
entonces
T 1 Loy
w eXp{—§ [w — 2bwl}dx = —r exp{—ﬁ[r — 2br|}
0

+ b [, wexp{—3[w® — 2b w]|}dw

+ /Oexp{—§[w — 2b w]}dw.

T

" 1 1
Pero,/ wexp{—i [w* — 2bw]}dw como/ exp{—§ [w* — 2b zw]}dw
0 0

se calcularon en la demostracion de la preposicion
Por tanto se tiene que

/Orw2 exp (—% [w? — 2bw))dw = b—(b+7) exp(—%[r2 — 20r])
+ (0 + D[s0)] 7 [2(r — b) — 2(=D)]
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En el cédlculo de la funcién de densidad condicional acumulada de R dado
(0, ®) para el caso esférico se puede observar que, esta depende de la integral
que se calcula para f(r|0, ¢, 1, I) en el caso circular. Esto es muy importante
ya que a partir de estas observaciones el calculo de la funcion de densidad
del angulo aleatorio ®, la funcién de densidad condicional de R dado ©
y la funcién de densidad condicional acumulada de R dado ® se pueden
obtener de forma recursiva, teniendo como caso base los resultados para el
caso circular y el caso esférico.

La direcciéon media para el modelo Normal Proyectado en el caso esférico
viene dada por —% mientras que la longitud media resultante esta dada por

p= %(b(’y) + (1 — —) 20 () — 1] donde v = ||u|| v ¢(-), ®(-) representan las
funciones de densidad y distribucion de una normal estandar respectivamente
ver Presnell y Rumcheval (2008)).

2.1.3. La Distribuciéon Normal Proyectada:
Caso g-dimensional

Después de derivar las distribuciones asociadas a la normal proyectada
para el caso circular (¢ = 2) y el caso esférico (¢ = 3), a continuacion se
presentan los resultados correspondientes al caso ¢-variado.

Definicién 2.3 Sea Y un vector aleatorio q-variado con distribucion de pro-
babilidad normal q-variada con vector de medias p y matriz de precision I.
Entonces, la funcion de densidad de probabilidad de Y estd dada por

1/2
Ny(ylp, )—(|I|>q/2 xp{— (y p) Iy —p)}.

Proposicién 2.9 Sea Y un vector aleatorio con distribucion N,(w,I), si se
define la transformacion

cos(6,)
sen(6y) cos(6)
y=r sen(6) sen(fy) cos(03) | = ro
: sen(6y) - - - cos(0,-1)
sen(fy) - - - sen(B,—1)

donde 0,1 € [0,27], 0y € [0,7] V k =1,2,....,¢q—2.y r € R. En-
tonces, la funcién de densidad conjunta de la transformacion (r,0),con @ =
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(01,62, ..,04,1) estd dada por

|I|'/2 1 1
2n)? exp(— [lull”) exp (=5 r* + br)lJ(r0)],

f(r,0|p, I) =

donde b =v'p

Se debe notar que bajo la transformacién propuesta en la Proposicién
(2.9) el determinante del jacobiano resulta ser

|J(r,0)| = i sen?2(0))sent™3(6y) - - - sen?= 72 (0, _3)sent= @D (0, ).

Es decir,

q—2
| J(r,0)] = r7? H sen(?=(=1)g.
i=1
Esta expresion se puede re-escribir de la siguiente manera
| J(r,0)] = |J(r)][.J(0)] donde
q—2
[J(r)] =r" v [J(O)] =] sen 0,
i=1

de esta manera la funcién de densidad conjunta queda de la siguiente forma

1
(.60l I) = r7 Ky exp (=5 7 + br),

| |1/2

1 2
2n)? exp(—3 [lpllM)]1(0)]

2
Proposiciéon 2.10 Bajo las mismas premisas de la Proposicion @, la fun-
cion de densidad del dngulo aleatorio ©, es decir, la densidad de probabilidad
de la correspondiente Normal proyectada g-variada, estd dada por

donde K, =

NP@u D)= [ f(r,0lu T)dr
0
* 43 Lo
= K,[(q — 2)/ i exp {—51“ } exp {br} dr
0

o 1
+b/ ri 2 exp {—57“2} exp {br} dr)1o.(0)1j0.(01) - - Ljo,24](0g—1)
0

DEMOSTRACION: Ver Apéndice A.1
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Como se mencioné en la seccion anterior el calculo de la densidad de la
Normal proyectada para cualquier valor de ¢ se puede realizar de manera
recursiva, solo se necesitan conocer los desarrollos para, ¢ = 2 y ¢ = 3. Con
los resultados de estos dos casos se puede obtener la funcion de densidad del
angulo aleatorio ® para cualquier ¢, por ejemplo, si se desea saber el valor
para el caso ¢ = 5 se necesita el valor de la integral para el caso ¢ = 4 y
q = 3, pero el caso ¢ = 4 se obtiene con base al caso g =2y g = 3.

Proposicion 2.11 Bajo las mismas premisas de la Proposicion , la
funcion de densidad condicional de R dado ® = (©4,...,0,.1) estd dada

por

ritexp (=1 [r? — 2b7))
f(?“|0, M, I) = %) 2 1 1(0,00)(T)
/ riLexp {——7’2} exp{br}dr
0 2
DEMOSTRACION:

El resultado se obtiene de la igualdad

f(r,0|p, I)

I LSRR Ut Bulis

O

Como se menciono para poder emplear el método de Newton-Raphson se
necesita tanto F'(r|-) como F’(r|-) por eso es necesario el calculo de f(r|0, u, I)
y el de F(r|@, u,I) ya que a partir de estas dos funciones, y por medio del
teorema de transformacién integral de probabilidad, es posible simular las
variables latentes R's, y con esto estar en conclusiones de hacer inferencia
sobre el pardmetro p.

Proposicion 2.12 Bajo las mismas premisas de la Proposicion la fun-
cion de densidad condicional acumulada de R dado ©® = (O1,...,0,1)
estd dada por
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" 1
/ wi™t exp(—§ [w? — 2 bw])dw
0

o0 1 1
/ rq_lexp {——T2} exrp {——rQ} dr
0 2 2

F(rlf, p, I) =

DEMOSTRACION: Ver Apéndice A.1

En la siguiente seccién se discute como aplicar el método de Newton-
Raphson dentro de un muestreo de Gibbs para llevar acabo inferencia sobre
el parametro de interés p

2.2. Analisis bayesiano del Modelo Normal
Proyectado

El enfoque que se utilizara se basa en la introduccién de variables latentes
adecuadas para definir una distribucién conjunta de p. Esta distribucion
conjunta serd construida de una manera tal que se asegure que se puede
simular de todas las densidades condicionales requeridas para un muestreo
de Gibbs.

Sea

X ~ Nyl T) (2.1)

como ya se vio en la seccién anterior a partir de (2.1]) se puede obtener via
coordenas hiper-esféricas, la densidad conjunta de (R, ®) con R = || X]|| de
donde se deriva que ® ~ NP(-|u, I).
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El problema entonces se puede expresar como sigue: dada una muestra
(61,...,0,) de NP,(-|p, I). {Cémo se puede hacer inferencias sobre p?. Si se
pudieran observar (Ry,604),...,(R,,8,), entonces se podria hacer inferencias
sobre p, pero el problema es que solo los angulos (64, ..., 6,) son observados.

La estructura de este modelo sugiere que se debe tratar a las normas no
observadas R; = || X;|| ¢ = 1,...,n como variables latentes. Asi, los datos
completos del modelo seguirfan un modelo normal multivariado. Este fue
el enfoque seguido por Presnell et al| (1998)) ;Nunez-Antonio y Gutiérrez-
Pena (2005), los cuales solo analizaron el caso ¢ = 2. En el modelo normal
multivariado si 7, = (X1,...,X,) es una muestra del modelo N,(X|u, 1)y
se considera el modelo N, (g0, Aol) como la distribucién inicial (donde pg
es un vector p-dimensional con j-th elemento i9; € R y A9 > 0 entonces por

el Ejemplo ([1.1)) la distribucién final de p esta dada por

f|T,) = Ny(plpr, Ar)

donde pp es un vector p-dimensional con j-ésimo elemento definido por
(Aoptoj+nx;.)/(Ao+n); aqui Z; es la media aritmética del j-ésimo componente
de los vectores zy,...,x,. La matriz Ar de dimensién pxp es diagonal con
elementos dados por A\g + n en la j-ésima entrada con 57 = 1,...,p. Como
se vio en la seccion anterior, a partir de la Ecuacion y considerando a
R como una variable latente definida sobre el intervalo (0,00), X = g(R, )
se puede definir la distribucién conjunta de la transformaciéon dada por la
Proposicién ([2.9). Para implementar el muestreo de Gibbs se necesitan todas
las distribuciones condicionales que fueron descritas en la seccién anterior.
Se debe notar que la densidad condicional completa de (u|r, 6) estd dada por

F(ulr,6s.....60) = Ny(pp. Ar) (2.2)

donde r = (ry,...,r,) € R}. Se debe notar que los R; i = 1,...,n son
condicionalmente independientes dado los ©;.

Por otra parte se pueden simular R; mediante del método de Newton
Raphson ocupando la transformacion integral probabilidad bajo la cual se
desprende que si x es una variable continua con funcién de distribucion F
entonces u = F'(z) ~ U[0, 1]. Este resultado se demuestra como

Fu(y) = Pr(u<y) = Pr(F(z) <y)=Priz < F7l(y) = F(F(y) =,

si)<y<l1.

Recordando que el método de Newton-Raphson sirve para encontrar raices
en una ecuacion, este se puede emplear de la siguiente manera para simular
variables latentes R’s.
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» Se simula u ~ U(0,1).

= Se resuelve g(r) = F(r) —u =0 con ¢'(r) = f(r).

Por Newton-Raphson se tiene que

o g(r:)
Tig1 =T () (2.3)

Aqui el valor inicial r¢ se toma como la moda f(r|0, u)

Finalmente, se puede usar la condicional completa (2.2)) y el procedimien-
to descrito anteriormente en un muestreo de Gibbs para obtener una muestra
de la distribucion final conjunta, de py R;, 1 =1,...,n.

A continuacién se presentan un par de ejemplos

2.2.1. Ejemplos numéricos

Ejemplo 2.1 FEn este ejemplo se simulé una muestra de tamano 100 de una
normal proyectada 3-dimensional con p = (3.5,5,2.7). En este caso la verda-
dera media direccional estd dada por (6, ¢) = (58.37°,28.37°) y ||p|| = 6.67.
Para llevar a cabo el andlisis Bayesiano descrito en las secciones anterio-
res, se considero una distribucion inicial no informativa para p de pg =0 y
Ao = 0,0001. Los resultados de la distribucion marginal para 0,¢ y ||u|| son
presentados en la Figura[2.1]
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Figura 2.1: Distribuciones finales de 6, ¢ y |||

Ejemplo 2.2 FEn este sequndo ejemplo, se simulo una muestra de tamano 75
de una normal proyectada de dimension 4 con p = (—1.5,3,—2.7,1.9). En es-
te caso, la verdadera media direccional estd dada por (0, ¢, w) = (71.41°,47.74°
, 144.87°) y ||| = 4.71. Al igual que el valor de o = 0 y Ao = 0,0001. Los re-
sultados de las distribuciones marginales,en el ejemplo anterior se tomo para
0, 0,w y ||p|| se presentan en la Figura[2.3

De los resultados de la Figura[2.1] y[2.9 se puede ver que bajo la metodo-
logia propuesta se pueden realizar inferencias adecuadas para los parametros
de un modelo Normal Proyectado N P,(p, I) de dimension q. Hay que senalar
que el algoritmo de simulacion tiene un desempeno mucho mds eficiente que
el propuesto en|Nunez-Antonio y Gutiérrez-Pena (2005) al emplear un méto-
do de busqueda de raices como el Newton-Raphson para simular las variables
latentes R;, i =1,...,n en lugar de un algoritmo Metropolis-Hastings usado
por |Nunez-Antonio y Gutiérrez-Pena (2005).
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Capitulo

Analisis de datos composicionales via
variables direccionales

Como se mencioné en el Capitulo 1, en el anélisis de los datos composi-
cionales es necesario tener en cuenta su naturaleza composicional asi como
la presencia de posibles ceros. La propuesta de |Aitchison| (1986) para ana-
lizar datos composicionales se basa en una transformacién del logaritmo de
cocientes (logratio) y es una propuesta muy utilizada en varias disciplinas.
Aunque la propuesta topoldgica de |Aitchison (1986) para trabajar con el es-
pacio muestral asociado a variables composicionales (el simplex) resulto en
un enfoque general para el tratamiento de variables composicionales, bajo
este enfoque aiun quedaron temas por resolver. Entre los temas por resolver
se encuentra la presencia de componentes con valor cero que se presentan
en problemas aplicados. Lo anterior, dado que la transformacion logratio no
estd definida cuando alguna componente de la variable composicional es cero.
Aitchison| (1986) ofrecié ciertas alternativas para tratar con este problema,
pero que senalo que dificilmente se podria resolver de manera satisfactoria.
Hoy en dia, el tratamiento de ceros es un tema actual y para el cual se siguen
haciendo propuestas para su tratamiento. Ver por ejemplo/Neocleous et al.
(2011), [Wang et al. (2007) y las referencias alli incluidas.

En este trabajo de investigacion se propone una forma de describir datos
composicionales a través de variables direccionales. Especificamente, después
de aplicar alguna transformacién que vaya del simplex unitario a la esfera
unitaria, la propuesta consiste, por un lado, en modelar los datos transforma-
dos por medio de técnicas estadisticas desarrolladas para variables angulares
definidas en la esfera unitaria. Aunque la teoria topolégica, desde el punto de
vista estadistico, para tratar con el variables definidas en el simplex atin se en-
cuentra en desarrollo (ver, por ejemplo/Pawlowsky-Glahn y Egozcue| (2001)),
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Pawlowsky-Glahn y Egozcue (2002)) en este trabajo también se revisan los
conceptos asociados a la propuesta de modelos estadisticos direccionales para
describir variables composicionales.

3.1. Antecedentes

La mayoria de las propuestas existentes en la literatura para el trata-
miento de ceros se basa en remplazar los ceros por algiin pequeno valor ¢ o
alguna variante de este procedimiento. Sin embargo, como se menciona en
Fry et al| (2000), en muchas areas y situaciones reales se deben considerar
procedimientos de remplazo especificos que tomen en cuenta los datos del
area de aplicacién correspondiente . Por su parte, en |[Neocleous et al| (2011)
se analizan los casos de remplazar las componentes cero de los datos composi-
cionales por 0.0001 y el empleo de una transformacion que denominan log-log
complementaria. Esta transformacion involucra tomar logaritmos de los datos
transformados una vez aplicada la transformacién logratio. Sin embargo, es-
ta transformacion solo es adecuada cuando todos los logratio son negativos.
Por otro lado, |Wang et al| (2007) propone una aproximacién hiperesférica
para tratar con la restriccién de la no-negatividad de las componentes de
variables composicionales y la presencia de componentes cero en la practica.
Analizan su propuesta en el contexto especifico de modelos econométricos.
Sin embargo, como ellos mismos senalan su procedimiento falla si alguna de
las componentes toma el valor de 1 y el resto toma el valor de 0. Lo anterior,
nos lleva a que no solo de debe tomar en cuenta la transformacion propuesta,
sino también la forma de analizar los datos transformados, ya sea bajo la
estructura de un modelo paramétrico o bajo un enfoque no paramétrico.

Como se definio anteriormente, mientras un dato composicional & en el
simplex unitario SP de D-partes & = (1,%9,...,7p) se caracteriza por
tener componentes no negativos y por la restriccién de suma constante de
sus partes, es decir, si

D
SP ={x = (v1,29,...,7q,2p)| 1 >0,...,0p >0 ; in: 1}, (3.1)
i=1

un vector direccional w = (ug,us, ..., up) direccional de dimensién D esta
sujeto a la restriccion
2 2 2
U1+UQ+"'+UD:1. (3.2)

Es reconocido (ver, por ejemplo, |Mardia y Jupp (2000)) que la transformacién

u = (\/?1? \/.%'_2, T \/E)I7 (3'3>
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donde & = (x1,...,2p) € SP, mapea el dato composicional x sobre la su-
perficie de la hiper-esfera unitaria (D — 1)- dimensional. Lo anterior, abre
la posibilidad de emplear la teoria desarrollada para variables direccionales
para la modelacion de vectores composicionales. Asi, un enfoque alternativo
a la transformacion logratio de Aitchison! (1986)) y a las transformaciones co-
mo la log-log complementaria es emplear una transformacion esférica (como
la raiz cuadrada) sobre el vector @ y entonces aplicar técnicas de andlisis de
variables direccionales a los datos transformados.

En las siguientes secciones se expone la propuesta de analizar datos com-
posicionales a través de técnicas y modelos definidos para datos direccionales.
Particularmente, se analizan dos transformaciones que van del simplex uni-
tario a la esfera unitaria. Adicionalmente, se presenta la manera de analizar
caracteristicas de variables composicionales a través de modelos para datos
direccionales.

3.2. Transformaciones hiperesféricas

3.2.1. Transformacion raiz cuadrada

Como se menciond anteriormente, la raiz cuadrada de un vector compo-
sicionale & € S? produce una variable en la esfera unitaria SP. Ver ecuacién
. Es decir, primero los vectores composicionales * = (x1,...,2p) son
transformados tomando

wj =/, j=1,...,D. (3.4)

Como se menciono en el Capitulo 1, dado que el vector u resulta ser un
vector en S, entonces se puede expresar de manera equivalente a través de
D — 1 angulos por medio de la transformacion

u; = senbysenbssenby - - - senfp
Uy = cosbysenblizsenby - - - senfp

uz = cosbzsenly - - - senbp

Up_o = coslp_ssenbp_1senbp
up_1 = cosbp_1senbp
up = costp
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donde 0 < 0; < 7, j=2,3,...,D. Se debe notar que bajo esta transforma-
cion se tiene una reduccién en la dimensionalidad del espacio correspondiente.
Es decir, las D-componentes correlacionadas se transforman en D —1 angulos
independientes ;. Bajo esta transformacién las componentes 6; del vector
de angulos de la ecuacion se pueden obtener de manera recursiva, por

ejemplo, utilizando la siguiente transformacion

Op = arcos(up)
_ u, (3.6)
0, = arcos (—H£j+1 ;enejﬂ)
con j =2,3,...,D —1. Dado que so6lo se considera la raiz cuadrada positiva

otra transformacién que se puede emplear para definir los angulos asociados
a la variable direccional u es

D2
0; = tan™" ﬂ (3.7)
uj
con j=12,...,D—1.
Cabe mencionar que la transformacion raiz cuadrada no preserva el angulo
natural del dato composicional, esto se puede apreciar en el siguiente ejemplo
y en la Figura|3.1]

Ejemplo 3.1 Sea x = (0.3,0.7) € S? aplicando la transformacion raiz
cuadrada a T se tiene w = \/x = (/0.3,1/0.7) € S%. Aplicando la trasfor-
macion (@, tanto a x como a w, se obtiene que el angulo correspondiente
ax es B, =66.80°, mientras que, el angulo formado por las componentes de
w es B, = 56.79°.

T2 A

Figura 3.1: Transformacién de un dato composicional a dato direccional me-
diante la transformacion raiz cuadrada
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Aunque esta transformacién no conserva el angulo natural asociado al da-
to composicional, esta es invariante permutacionalmente (ver Egozcue (2009))
e invariante ante cambios de escala. Sin embargo, ésta viola el principio de
coherencia subcomposicional (Scely y Welsh| (2011)))

3.2.2. Transformacién proyectada

Sea X un vector composicional, X € S? y U = X /R donde R = || X]|,
entonces U pertenece a la esfera unitaria S”. Como ya se ha mencionado,
desde que que ||U|| = 1 se sigue que U puede ser representado por D — 1
dngulos mediante una transformacion esférica (ver [L.1). Como los compo-
nentes x; son no negativos, se pueden obtener los dngulos asociados a las
componentes u; del vector direccional U por medio de las transformaciones
o @.

Se debe notar que con esta transformacion si se preserva el angulo natural

angulo asociado al dato composicional X, tal y como se muestra en la Figura
0.2l

DN

B

Figura 3.2: Transformacién de un dato composicional a dato direccional me-
diante la transformacion proyectada

Por otro lado, el vector de dngulos @ = (04, ...,0p_1) se puede obtener di-
rectamente a partir del dato composicional X sin pasar por la transformacién
proyectada U = X /R. Lo anterior, empleando directamente la transforma-
cién (3.7) a las componentes del vector X. Es decir, tomando

i
0; =tan™! Ve (3.8)
Lj
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conj=1,2,...,D — 1. Dado que X = RU, entonces x; = Ru; por lo que
se tiene

T Ru;

0; = tan™ <@) = tan~! (M)

— tan~! (R\/Zf)jﬂ “22) — tan—! (\/ szD:j+1 “?)

Ru; u;

3.3. El Enfoque propuesto

El andlisis de datos composicionales propuesto por |Aitchison| (1986)) se ba~
sa principalmente en el andlisis de cocientes sobre las componentes del vector
composicional x, particularmente, se utilizan transformaciones log-cocientes
como la transformacién logcociente aditiva (log(x1/xp),...,log(xp_1/xp)).
Sin embargo, este enfoque requiere que ; >0V j=1,...,D. En la préctica,
a menudo los datos composicionales contienen 0’s y este tipo de transfor-
maciones no se puede aplicar sin adoptar alguna estrategia como colapsar
categorias, modelar los 0’s separadamente o remplazandolos por pequenos
valores positivos. En este trabajo se propone aplicar al correspondiente vec-
tor composicional @, algunas de las transformaciones revisadas en las sec-
ciones anteriores y una vez que se obtenga el vector de angulos asociados
© = t(x) emplear procedimientos de andlisis para datos direccionales. Este
enfoque tiene la ventaja de tratar los 0’s de manera natural. Por lo que en
términos aplicados tiene mayor alcance que las transformaciones basadas en
cocientes.

3.3.1. Propuesta de analisis descriptivo

Una manera resumida de describir el comportamiento de un conjunto de
datos composicionales es a través de su matriz de variacion, ver Capitulo 1,
Seccién [I.1] En este trabajo se propone describir los datos composicionales
a través de una matriz asociada a la matriz de variacién la cual llamaremos
matriz de variacion direccional para datos composicionales, cuya interpreta-
cién es andloga a la matriz de variacién composicional. Antes de presentar
la matriz de variacion direccional para datos composicionales se explica la
idea de la cual se parte para construir dicha matriz en el caso de un vec-
tor composiiconal & = (z,y) en S%. En este caso, después de aplicar alguna
transformacién de coordenadas polares, se tendra asociado solo un angulo 6.
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Sea © = (04, ...,0,) los n angulos asociados con la matrizX,x2 = (x,y)
de n datos composicionales 2-dimensionales. Si se toma el cociente g—: =
k, i=1,...,n,y se aplica la transformaciéon x; = cos, y; = senf, se tienen
cuatro resultados posibles

» Sif; = tan_l(g—i) € (0,%] es porque y; < x; y log(3*) = 0. En este
caso, se dice que el porcentaje de la componente X es mas grande que
el porcentaje de la componente Y, en el dato composicional i.

» Sif; = tcm_l(g—i) € (%, 3] es porque y; > z; y log(t) < 0. En este
caso, se dice que el porcentaje de la componente X es mas chico que el

porcentaje de la componente Y, en el dato composicional %.

= Sif; =tan~' (%) = 0 es porque ; = 0y aunque log({) no esta definido,
se puede concluir que el porcentaje de la componente X representa el
100 % del dato composicional.

= Sif; =tan"'(%£) = % es porque x; = 0 y aungnue log(%) no esta defini-
do, se puede concluir que el porcentaje de la componente Y representa
el 100 % del dato composicional.

Se debe notar que bajo esta definicion se recupera la interpretacién de la
matriz de variaciéon. Ademas, en la matriz de variacién se tiene problemas
para describir los datos composicionales dado que el logaritmo de cero y el
cociente entre cero no estan definidos. Por otro lado, mediante la matriz de
variacién direccional para datos composicionales se solucionan estos proble-
mas, ya que el angulo formado por el cociente si esta definido (0 6 7) sin
importar que alguna de las componentes sea cero.

A continuacién se define la matriz de variacién direccional para datos

composicionales D-dimensionales.

Definicién 3.1 Para una composicion X de D-partes (z1,...,xp) y n ob-
servaciones, si tomamos la transformacion x; = cost,x; = senb, i < j,j =
1,2,....D,i=73+1,...,D—1, la matriz de variacion direccional para datos
composicionales estda dada por
1 2 3 o D—1 D

1 : 12 ms - Mmwo-1 hp Varianzas

2 Ci2 : 723 o0 M2(D-1) 2D

3 C13 (23 : T M3(D-1) 13D

D—-1 Go-1) Gom-1) GBo-1) ' (D-1)D
D Cip C2p Gp ' (1D :
Medias
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donde (;; = E{tan_l(i—j)} Y nij = var{tan_l(z—j))}.

Esta matriz de variacion se puede estimar mediante éij y 7ij que son los
estimadores de la direcciéon media (;; y la varianza direccional 7;; respectiva-
mente, dados por:

. (X ) o
Gij = tan™" (XTZ) iy =1— (X7 + X3)2
donde
O DI ) g
= — cos P= — sents.
i ’ ! N ’

Ver Seccion 1.1.1, Capitulo 1. Se debe notar que 6 es el dngulo entre las
componentes x; y x; de la k-ésima observacion.

3.3.2. Descripcién de variables composicionales a través
del Modelo Normal proyectado

Uno de los principales problemas que se considera en este trabajo es
modelar variables composicionales x en el simplex unitario S¢ a través de
modelos para datos direccionales. La restriccion y el hecho de que realizacio-
nes de & puedan incluir al 0 complica substancialmente el andlisis de datos
composicionales.

Varias distribuciones como la multinomial, la Dirichlet y Dirichlet gene-
ralizadas se han sugerido para modelar datos composicionales desde que ellas
incorporan la restriccién 25:1 x; = 1. Sin embargo, como senala |Aitchison
(1986)), para incorporar esta restriccién , estos modelos imponen estructu-
ras de correlacién restrictivas. En su lugar Aitchison| (1986) sugiere llevar
(transformar) la variable composicional a RP~!, usando por ejemplo la trans-
formacién logcociente aditiva (alr) y tratar este vector transformado como un
vector con distribucién normal multivariada. Este enfoque resuelve el proble-
ma de tener restricciones en la estructura de covarianza, pero, como se senalo
anteriormente, requiere que z; >0V j=1,...,D.

En la literatura se han propuesto transformaciones hiperfesféricas, como
la transformacién rafz cuadrada u = /& (ver Seccién anterior) de datos
composicionales hacia la superficie de la esfera unitaria (¢ — 1)-dimensional y
asi usar distribuciones de datos direccionales para modelar los datos compo-
sicionales. Por ejemplo, Wang et al.|(2007) propone un enfoque ad hoc en el
contexto de modelos econométrico para modelar u sin emplear algtin modelo
paramétrico y sin hacer referencia a la metodlogia para datos composiconales.
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Por su parte [Stephens| (1982) modela el vector u usando una distribucién von
Mises-Fisher(p, k) ¢g-dimensional. Sin embargo, Mardia, (1976) senala que al
igual que la distribucion multinomial, se tiene una estructura de correlacion
restrictiva. De manera reciente, Scely y Welsh! (2011)) emplean la distribucién
Kent para modelar la variable w como la variable de respuesta en un contexto
de regresion. Al igual que Stephens| (1982) ofrecen estimaciones (aproxima-
ciones) solo en el caso k grande. Como ellos mismos sefialan su enfoque es
apropiado cuando la mayoria de los datos se distribuyen lejos de las fronte-
ras del ortante positivo y se concentran principalmente dentro del ortante.
Cuando alguna de las componentes de u se distribuyen cercanas a 0, aparecen
problemas de frontera y en esos casos se necesitan enfoques alternativos des-
de que el modelo Kent ajustado, asi como el von Mises-Fisher puede tomar
valores fuera del ortante positivo.

El modelo propuesto

En este trabajo de investigacion nosotros aplicamos la transformacién
raiz cuadrada y la transformacion proyectada, ver Secciones (3.2.1)) y (3.2.2)),
respectivamente, a un vector composicional & € S” y posteriormente mode-
lamos el vector de dngulos resultante ® = (6y,...,0p_1) como una variable
con distribucién Normal Proyectada (D — 1)-dimensional, N Pp_;(u, I). Ver
Capitulo 2.

Es decir si X es una variable en el simplex unitario D-dimensional, S?,
entonces,

f(0(u)|p) = NPp_1(6(u)|p, I).

Donde

D
Zi:j—H u;

Qj:tan_l R
Uy

en el caso de la transformacién raiz cuadrada,

'u’:(\/;b\/x_?"" 7\/E>/'

Y en el caso de la transformacion proyectada,

D
Zi:j+1 7

Lj

0; = tan~"

conj=1,2,....,D—1.

93



En el Capitulo 1, se mostrd que
E(X) = cen|X] = ilr Y(E[ilr(X)]) = ilr *(us),

donde el parametro ps es el vector medio asociado a la distribucién normal en
el simplex (logistica aditiva). Sin embargo, como ya se ha mencionado cuando
existen componentes 0 del vector composicional X, cen[X] no estd definida.

En este trabajo se propone estimar el valor esperado de variables com-
posicionales llevando a cabo inferencias bayesianas sobre el parametro p del
modelo Normal Proyectado, N Pp_1(0(w) |, I). Se debe hacer notar que bajo
este enfoque la presencia de valores 0 en las componentes de X son tratados
de manera natural a través de la transformacion hiperesférica. La propuesta
para estimar F[X], donde X € SP”, por medio de las transformaciones
proyectada y raiz cuadrada es la siguiente:

» Dado X € SP, hacer U = X/||X]|| y considerar U(6) ~ NP(u,I).
Mediante la introduccién de variables latentes y emplenado los proce-
dimientos MCMC descritos en el Capitulo 2, llevar a cabo inferencias
(estimacién puntual y construcccién de intervalos de probabilidad) so-
bre el pardmetro p. Finalmente, obtener una aproximacién a FE[X]

aplicando la operacion clausura, definida en el simplex, al vector p. Es
decir, E[X] = C(p).

= Dado X € S hacer U = VX y suponer que U ~ NP(u, I). Una
vez mas, mediante la introduccién de variables latentes y emplenado los
procedimientos MCMC descritos en el Capitulo 2, llevar a cabo inferen-
cias (estimacién puntual y construcccién de intervalos de probabilidad)
sobre el pardmetro p. En este caso al tomar un estimador pu* derivado
de la distribucién final f(u|®), como un estimador del pardmetro p,

£ 0\ 2 N

aproximar E[X] a través de (M—> , es decir, B[X] = ( a ) :

[ [
Como una medida la variabilidad de las dos aproximaciones, se puede
considera la longitud media resultante (definida en el Capitulo 1) para ambas
estimaciones con la varianza total definida en el simplex.
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Capitulo

Ejemplos

Cuando se tiene un conjunto de datos composicionales desde un inicio
es conveniente realizar una exploracién de los mismos mediante algunas es-
tadisticas descriptivas, por medio de las cuales se puede tener una idea de la
importancia de aquellas variables con mayor variabilidad dentro de la com-
posicién. Como una primera aproximacién se pueden comparar los centros
muestrales para determinar la identificacién de los componentes que pueden
tener mas peso en la composicion. La matriz de variaciéon composicional mues-
tra el porcentaje de variacién total expresada como pares de log-cocientes de
los componentes, asi como sus respectivas medias. Por otro lado, es impor-
tante analizar la media composicional por medio de la media direccional y la
matriz de variacion direccional para datos composicionales. Adicionalmente,
se comparara la media composicional mediante la media direccional de la
siguiente forma:

» Para el caso de la transformacion proyectada se calculara la media di-
reccional @ = (0y,0,,...,0p_1), posteriormente se aplicard la operacién
clausura C'(+) a la transformacion (|1.1)). Es decir,

u=0C (00591, senbicosbsy, ... senby---cosOp_q1,senby - - - senQD_l) )

» Para el caso de la transformacién raiz cuadrada se calculard la media
direccional @, posteriormente cada componente de la transformacion
(1.1) se elevardn al cuadrado, las componentes del vector que resulta
serian

w = ((cost,)?, (senficoshy)?, . .. (senby - - - cosOp_1)?,

(senf - - - senfp_1)?).
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Ejemplo 4.1 Para este ejemplo se considero un conjunto de 25 composicio-
nes minerales de roca de tipo hongite. Los datos fueron tomados de|Awtchison
(19806) apéndice D (pag. 355) y cada composicion X = (x1, T2, T3, T4, T5) CON-
siste en el porcentaje en peso de cinco minerales, albita (xy), blandite (x5),
cornite (x3), daubite (x4) y endite (x5). Como un andlisis descriptivo de es-
tos datos se obtendrdn la media composicional via la media direccional y la
matriz de variacion direccional para datos composicionales.

Tabla 4.1: Comparacién de la media composicional para los datos de hongite.

’ Medias \ Albita \ Blandite \ Cornite \ Daubite \ Endite ‘
Geométrica | 0.4880 | 0.2157 | 0.1025 | 0.1059 | 0.0878
Proyectada | 0.4397 | 0.2199 0.1583 | 0.0981 | 0.0839

Raiz 0.4627 | 0.2211 0.1297 0.1014 | 0.0851

Como se puede apreciar en la Tabla [41 los valores de la media compo-
sicional y los valores de la media composicional bajo las transformaciones
proyectada y raiz cuadrada, son distintos, lo anterior, se debe a que la nube
de puntos tiene una forma aproximadamente céncava, esto se puede ver en
las Figuras y [£:2] Si los datos estédn concentrados, la media composicio-
nal y la media composicional bajo las transformaciones propuestas en este
trabajo, resultaran muy similares. Esto se puede apreciar de mejor manera
en el Ejemplo 4.2.

Tabla 4.2: Matriz de variacién composicional

Medias/Varianzas 1 To T3 Ty Ts
1 . 0.264 | 1.559 | 0.076 | 0.143
To 0.816 . 3.052 | 0.538 | 0.673
T3 1.560 | 0.744 . 1.150 | 0.940
Ty 1.528 | 0.712 | -0.032 . 0.179
Ts 1.715 1 0.899 | 0.155 | 0.187

La matriz de variaciéon composicional para los datos de hongite esta dada
en la Tabla [4]2. De la Tabla [4]2 se puede observar que la variacién relativa
mas grande se da entre la componenete blandite (x2) y la cornite (x3) con
Tuozs = 3.002. Por otro lado, el valor positivo fxm = (.744 sugiere que x5 tiene
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Diagrama ternario Diagrama ternario

X2 x4

x1 x3 x3

Figura 4.1: Diagrama ternario de  Figura 4.2: Diagrama ternario de
las componentes x1, s y x3. Ejem-  las componentes x3, x4 v x5. Ejem-
plo 4.1. plo 4.1.

un mayor peso promedio en la composiciéon que z3. Sin embargo, dado que
51213 < \/Tayzg, SE €SPETra que para un numero sustancial de réplicas lag(i—i)
sea negativo. Lo que indica que cierto porcentaje de x3 excedera al de la
componente z,. Por otro lado, se tiene que 7,,,, = 0.076, esto muestra que
hay poca variabilidad relativa entre las componentes x; y x4. Sin embargo,
el hecho de que éan:m = 1.528, y que éxlu > \/Tuyxz, indica que la proporcion
de componente z; es consistentemente mas grande que la proporcién de la
componente x4. También se puede notar que la variabilidad relativa que hay
entre la componente x5 y 4 es alta 7,,,,=1.150, ademas fx?,m: -0.032 estos
dos valores indican que en promedio las dos componentes tienen el mismo
peso en la composicion. Finalmente, para los datos de hongite el valor de la
varianza total resulta ser 1.71481.

A continuacién se presenta un analisis similar de los datos de hongi-
te usando procedimientos para datos direccionales. La matriz de variacion
direccional para datos composicionales (ver Capitulo 3, Seccién 3.3.1) se pre-
senta en la Tabla[4]3. En esta tabla se puede observar, entre otras cosas, que
la variacion relativa mas grande se da entre las componentes x5 y la x3 con
un valor de 7);,,, = 0.119. Ademaés, la direccién media entre estas dos com-
ponentes es @2963 = 25.439°. Por lo tanto, se puede decir que en este conjunto
de datos la componente x5 tiende a tener mayor peso en la composicion que
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Tabla 4.3: Matriz de variaciéon direccional para datos composicionales del
Ejemplo 4.1.

I T2 xT3 Ty Ty
1 . 0.017 | 0.040 | 0.002 | 0.002
To | 25.439 . 0.119 | 0.036 | 0.035
x3 | 18.555 | 34.378 . 0.081 | 0.067
x4 | 12.640 | 28.804 | 44.873 0.018

x5 | 10.834 | 25.901 | 41.348 | 40.091

la componente x3. Aunque inicialmente el valor de 7,,,, = 0.119 se podria
pensar grande, hay que recordar que 7 solo puede tomar valores en [0, 1]
(ver Seccién 1.1.1). Asi, en este caso podemos decir que para estos datos el
porcentaje x, dentro de la composicion es mayor que el de la componente 3.

Por otro lado, se tiene que 7),,,, = 0.002, lo cual muestra que la variabi-
lidad relativa entre las componentes x1 v x4 es muy baja. Adicionalmente,
el hecho de que 7,,,, = 12.640°, indica que la proporciéon de componente
x1 es consistentemente mas grande que la proporcién de la componente xy.
Finalmente, se debe notar que auqnue la variabilidad relativa que hay en-
tre la componente z3 y x4 no es muy grande, 7;,,,=0.081, dado que 7)., =
44.873° toma un valor cercano a 45° estos sugiere que en promedio las dos
componentes representan el mismo peso en la composicion. Se debe notar
que todas estas interpretaciones estan en concordancia con las que se pueden
derivar de la matriz de variacién composicional.

Ejemplo 4.2 En este ejemplo se realiza el andlisis de un conjunto de 73 da-
tos de diferentes tipos de cerdmica provenientes del sitio arqueologico de los
Teteles de Ocotitla (ver, Argote-Espino y Lopez-Garcia, (2014))). Las compo-
nentes de los datos composicionales de cerdmica 10-dimensionales son X =
(Oxigeno (O), Sodio (Na), Magnesio (Mg), Aluminio (Al), Silicio (S),
Fosforo (P), Potasio (K),Calcio (Ca), Titanio (T1), Hierro (Fe)).

En la Tabla[d4 se puede observar que las componente Na, Mg, Py Ti pre-
sentan ceros composicionales. En este caso al calcular la media composicional
se tienen problemas en las componentes que presenten ceros, ya que para esas
componentes la media composicional seria cero, y las demdas componentes in-
crementarian su valor, y por tanto el analisis para la media composicional
serfa erroneo. Adicionalmente, para el cdlculo de la matriz de variaciéon com-
posicional se tendrian problemas al aplicar los log-cocientes entre las partes
que tengan ceros composicionales.

o8



Tabla 4.4: Cantidad de ceros en cada componente.

O|Na|Mg|Al|Si| P |K|Ca|Ti|Fe
0|2/ 1 ]0[0f12{0] 0] 2|0

En |Argote-Espino y Lopez-Garcia (2014)) se aplica un algoritmo conocido
como IRMI, el cual es utilizado para dar un valor a los ceros composicionales
de la muestra. Por su parte, el paquete R-compositions, imputa ciertos valores
a los ceros composicionales. En este ejemplo se presenta el andlisis con dichos
valores imputados para dar una estimacién de la media composicional y la
matriz de variacién, lo anterior, con el fin de compararlos con el analisis
via variables direccionales bajo el cual se conservan los datos originales que
incluyen los ceros, sin necesidad de remplazarlos arti ficialmente.

Tabla 4.5: Medias estimadas para los datos del Ejemplo 4.2.

Medias O Na Mg Al Si
Compositions | 0.258 | 0.535 | 0.015 | 0.006 | 0.097
IRMI 0.259 | 0.536 | 0.015 | 0.006 | 0.097
Proyectada | 0.259 | 0.535 | 0.015 | 0.006 | 0.097
Raiz 0.258 | 0.535 | 0.014 | 0.006 | 0.097

Medias P K Ca Ti Fe
Compositions | 0.006 | 0.012 | 0.024 | 0.006 | 0.041
IRMI 0.004 | 0.012 | 0.024 | 0.006 | 0.041
Proyectada | 0.004 | 0.013 | 0.025 | 0.006 | 0.041
Raiz 0.003 | 0.013 | 0.024 | 0.006 | 0.041

Del andlisis de la Tabla[d]5, se pueden derivar las siguientes observaciones:

» Las medias composicionales estimadas para todas las componentes son
muy similares. Lo anterior, se debe quiza a que los datos no tienen
forma céncava.

= Las componentes que tienen mayor peso en la muestra composicional
son O y Si, en estas dos componentes se tiene en promedio el 78 % del
peso de la composicion

29



= Las medias de las componentes Na y K son parecidas, siendo la media
de la componente Na mayor que la media de la componente K, lo mismo
ocurre al comparar la media de las componentes Mg y T.

= La media de la componente P es la que tiene menor peso, a excepcion
de la estimacion usando la funcién compositions.

Tabla 4.6: Matriz de variaciéon composicional para el vector composicional
del Ejemplo 4.2.

O | Na | Mg | Al | si

O . 0.085 | 0.110 | 0.006 | 0.007
Na | 3.578 . 0.200 | 0.076 | 0.085
Mg | 4.465 | 0.887 . 0.127 | 0.108
Al | 1.710 | -1.868 | -2.755 0.008

Si | 0.729 | -2.849 | -3.736 | -0.982 .
P | 4418 | 0.840 | -0.048 | 2.707 | 3.689
K |3.761 | 0.184 |-0.704 | 2.051 | 3.033
Ca | 3.099 | -0.479 | -1.366 | 1.389 | 2.371
Ti | 4488 | 0.910 | 0.022 | 2.777 | 3.759
Fe | 2.576 | -1.002 | -1.889 | 0.866 | 1.848

P K Ca Ti Fe

O | 0.704 | 0.088 | 0.043 | 0.260 | 0.040
Na | 0.694 | 0.173 | 0.146 | 0.340 | 0.104
Mg | 0.816 | 0.144 | 0.181 | 0.417 | 0.182
Al | 0.714 | 0.097 | 0.035 | 0.243 | 0.033
Si | 0.721 | 0.084 | 0.040 | 0.247 | 0.038

P . 0.876 | 0.812 | 0.917 | 0.635
K |-0.656 . 0.133 | 0.320 | 0.128
Ca | -1.318 | -0.662 . 0.219 | 0.059
Ti | 0.070 | 0.726 | 1.388 0.226

Fe | -1.841 | -1.185 | -0.522 | -1.911

En la Tabla [4l6 se analiza matriz de variacién composicional, los valores
imputados a los ceros composicionales son los que genera el paquete compo-
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sittons, el lector puede revisar la estimacién de la matriz de variacién com-
posicional para el algoritmo IRM en |Argote-Espino y Lopez-Garcial (2014).

De la Tabla 46 se puede observar que las varianzas relativas de los log-
cocientes mas grandes son aquellas donde la componente P esta presente,
esto se debe a los valores imputados donde hay un cero composicional, ya
que cualquier cambio en alguna de las componentes afecta a por lo menos
una componente del dato composicional. También se puede notar que entre
las variabilidades relativas mas grandes estan la de las componentes 7% con
Mg v Ti con K. Dado que para la mayoria de los log-cocientes se tiene que
éxﬁj > \/Tuiz;y S€ puede decir que, si émxj > ( entonces la proporcion de
componente x; es considerablemente més grande que la proporcién de la
componente x;, y caso contrario si fzzj < 0.

Se debe poner mucha atencién para el caso éngmP =-0.048, ya que este

caso émMgzP < 0, entonces se podria concluir que la componente P tiene
mayor peso en promedio que Mg en la composicién X. Sin embargo, esto no
necesariamente es correcto, ya que este signo negativo se debe en parte a los
valores imputados en los ceros de la componente P. Ver analisis de la Tabla
[4.7.

Uno de los motivos de describir variables composicionales a través de
variables direccionales es la presencia de ceros en los datos. A continuacion
se analiza el mismo conjunto de datos de ceramica sin necesidad de imputar
algin valor a los ceros composicionales.

En la Tabla[]7 se puede ver que la variacién relativa mas grande, esta en-
tre la componente 7% y la componente P teniendo un valor de 0.064. Ademss,
que la direccién media entre estas dos componentes es éPTi = 55.313° esto
indica que T% tiende a tener mayor peso que P en la composicion. Se puede
notar que las interpretaciones anteriores, estan en concordancia con los de-
rivados a partir de la matriz de variacién composicional (Tabla 6), con la
excepcién de que en este andlisis no se asigna (remplaza) ningtn valor a los
ceros observados.

De la Tabla[4] 7, también se desprende que la variacién relativa mas grande
es la formada por las componentes Mg y P cuyo valor es 0.053 y la direccion
media entre ellas es é' Mgp = 32.739° lo cual indica que la componente Mg tiene
mayor peso promedio en la composicion que P. Este resultado claramente se
contrapone a la conclusion mediante la matriz de variaciéon composicional la
cual considera valores remplazados de los ceros observados (Tabla [46).

Se ha visto hasta ahora que el método propuesto para el calculo de la me-
dia composicional mediante variables direccionales es adecuado. Sin embargo,
hay que senalar que esto ocurre en general cuando los datos composicionales
tengan forma no céncava.Adicionalmente, bajo este esquema se resuelve el
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problema de presencia de ceros composicionales. Asi mismo, se puede apreciar
que el analisis descriptivo de los datos composicionales mediante la matriz de
variacion direccional para datos composicionales, es una buena opciéon para
describir datos composicionales, cuando se tienen o no ceros composicionales
en el conjunto de datos.

Tabla 4.7: Matriz de variacion direccional para datos composicionales para
el vector composicional del Ejemplo 4.2.

O Na Mg Al Si

O . 2.851e-05 | 5.894e-06 | 9.834e-05 | 5.070e-04
Na | 1.561 . 2.683e-02 | 7.597e-04 | 1.175e-04
Mg | 0.661 24.282 . 2.099e-04 | 2.540e-05
Al | 10.279 | 81.507 86.342 . 3.989%e-04
Si | 25.803 | 86.781 88.628 69.405 .

P | 0.442 15.740 32.739 2.439 0.093
K | 1.391 41.654 63.580 7.672 2.873
Ca | 2.634 59.596 75.539 14.198 5.434
Ti | 0.647 23.817 43.129 3.573 1.346
Fe | 4.435 70.101 81.314 23.039 9.111

P K Ca Ti Fe

O | 1.086e-05 | 2.649¢e-05 | 3.895-05 | 1.484e-05 | 0.0001
Na | 1.509e-02 | 2.429e-02 | 1.005e-02 | 3.254e-02 | 0.006
Mg | 5.328e-02 | 1.061e-02 | 4.667e-03 | 3.962e-02 | 0.001
Al | 3.345e-04 | 9.038e-04 | 8.666e-04 | 4.297e-04 | 0.002
Si | 5.098e-05 | 1.033e-04 | 1.375e-04 | 6.220e-05 | 0.0004
P . 2.022e-02 | 4.902e-03 | 6.533e-02 | 0.002
K 72.078 . 1.137e-02 | 2.082e-02 | 0.005
Ca | 80.559 62.026 . 4.561e-03 | 0.005
Ti 55.313 25.596 13.750 . 0.002
Fe 83.991 72.201 58.968 81.602
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4.1. Simulaciones

Para poder llevar a cabo inferencias estadisticas a partir de un conjunto
de datos en general es necesario proponer un modelo probabilistico, el cual
pueda describir adecuadamente el comportamiento de los datos con los que
se esta trabajando. En esta seccién se presentan un par de ejemplos con
datos simulados. Lo anterior, asumiendo, por un lado, un modelo normal en
el simplex (logistico aditivo) y por otro lado un modelo Normal proyectado.

Ejemplo 4.3 Para este ejemplo se simulo una muestra de tamano 100 de
datos composicionales X = (x1,x2,x3) que se distribuyen normal en el sim-
plex con p = (0.2553065, —0.2631642) y matriz de varianzas y covarianzas

5 0.18009947 0.04932677
-~ \0.04932677 0.17457692

Los datos simulados se pueden observar en el diagrama ternario de la Figura

4.3

o, . .";'
W
o. o':’:d‘.“ -
CXY ‘o.. [
. - et o

Figura 4.3: Diagrama ternario para los datos simulados del Ejemplo 4.3.

El valor esperado bajo este modelo esta dado por
p, = E[X] =ilr—*(p) = (0.3027864, 0.4344520, 0.2627617)

y su valor estimado, usando el conjunto de los 100 datos a través de la media
geométrica, esta dado por

= (0.2970625,0.4369151, 0.2660224).
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Por otro lado, si se considera un modelo Normal proyectado, N Py(u*, I)
y la transformacién proyectada definida en la Seccién 3.2.2, se genera una
muestra de la distribucién final de p' y se toma la Clausura del vector de
medianas de la muestra obtenida como estimador de g, bajo este modelo es
(2.753, 3.862, 2.498). Ver Seccién 3.3.2. Es decir,

pl = C(pt) = (0.2997201, 0.4348037, 0.265462).

Para calcular un estimador bajo el modelo normal proyectado, N Ps3(u!, I),
con la transformacién raiz cuadrada, se toma como estimador de u, el cua-
drado del vector de medias normalizado, derivado de la muestra obtenida de
la distribucién final del pardmetro p' . Ver, Seccién 3.3.2. Asi,

i = (0.2941683,0.4423807, 0.2634510).

En la Tabla[4.8]se dan intervalos bayesianos del 95 % para el verdadero va-
lor de E[X] (el cual es p, = (0.302,0.434,0.263)) de los datos simulados bajo
el modelo normal en el simplex. Como se podréa observar el valor verdadero
de p, cae en el intervalo de calculado bajo las dos transformaciones.

Tabla 4.8: Intervalos bayesianos del 95 % de credibilidad para p, = E[X].

Proyectada Raiz
(0.2837986, 0.3196554) (0.2805776, 0.3184318)
(0.4080646, 0.4448228) (0.4119754, 0.4518156 )
(0.2527507, 0.2886972) (0.2501062, 0.2863924)

De los resultados anteriores, se puede observar que bajo el enfoque de
datos direccionales se pueden realizar inferencias adecuadas para estimar la
esperanza de un vector composicional.

NOTA: Para dar una muestra de la distribucién final del pardmetro u'
del modelo NP(u!, I) bajo la transformacién proyectada se tomé burn in
[ = 10000 y thinning k = 5, se eligié dar el valor p, = 0 y A = 0,0001
como pardametros de la distribucién inicial del pardmetro p'. En al Figura
se puede apreciar el promedio ergddico, la funcion de autocorrelacién y
el histograma de la distribucion final para cada una de las componentes del
pardmetro pl.
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Figura 4.4: Promedios ergddicos,funcién de autocorrelacion e histogramas de
la distribucién final del parametro pu.
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Ejemplo 4.4 Para este ejemplo se simulo una muestra de 100 de datos com-
posicionales Y = (y1, Y2, y3) bajo un modelo NP (w,I) con p = (2.7,3.4,5.4).
Los datos se pueden visualizar en la Figura[{.5

Para este caso se tiene que E[X] = (0.2347826,0.4695652, 0.2956522).
Los estimadores correspondientes bajo un modelo normal en el simplex y
considerando un modelo Normal proyectado (empleando las transformaciones
proyectadas y raiaz cuadarada) resultaron, respectivamente:

fr, = (0.2338249,0.4701506, 0.2960246).
i1t = (0.2400169,0.4667291, 0.293254).
Q2 = (0.2324327,0.4749451,0.2926223).

¥3

Figura 4.5: Diagrama ternario de los datos simulados del Ejemplo 4.4.

Tabla 4.9: Intervalos bayesianos del 95% de credibilidad para E[X] bajo el
modelo normal proyectado.

Proyectada Raiz
(0.2250657, 0.2543093 ) (0.2170373, 0.2473211 )
(0.4519982, 0.4814332 ) (0.4564992, 0.4928852 )
(0.2786409, 0.3080116 ) (0.2768831, 0.3090530)

Como se puede ver, en este ejemplo el empleo del enfoque direccional para
describir datos composicionales también resulta adecuado. En general, los
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ejemplos presentados muestran que las inferencias obtenidas bajo un modelo
Normal proyectado resultan adecuadas para estimar la esperanza de variables
composicionales.
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Capitulo

Conclusiones y Perspectivas

El estudio estadistico de datos en espacios topolégicos diferentes a R*
resulta muy interesante, pero representa todo un desafio. No solo por la
complejidad natural de cada espacio, sino también, por el reto que implica
implementar los procedimientos correspondientes para el andlisis de fenéme-
nos reales.

En el contexto de datos composicionales, hoy en dia atin se tiene discusion
sobre algunos temas bésicos que van desde la propuesta de modelos proba-
bilisticos para su descripcion hasta la forma de llevar a cabo inferencias en
los modelos propuestos. Aunque el enfoque propuesto por |Aitchison| (1982)
sent6 las bases para un andlisis general, éste esta basado principalmente en
transformaciones que involucran logaritmos de cocientes. Lo anterior, tiene
como consecuencia que ante la presencia de ceros en las componentes del dato
composicional se tenga que utilizar algtin procedimiento ad hoc o alguno que
no sea de caracter general. Por su parte, aunque atin no se tiene completa-
mente desarrollada todo una teorfa como la que existe para datos en R¥, el
andlisis de datos direccionales ha tenido un gran avance en los tltimos anos.
Incluso en esta drea ya se cuenta con modelos no-paramétricos bayesianos
para su descripcion.

En este trabajo se revisaron los conceptos asociados a la modelacion tanto
de datos composicionales como de datos direccionales. En el caso de datos
direccionales se construyd la distribucién Normal proyectada N P,(u, I) para
el caso general g-dimensional y se derivaron todas las distribuciones condi-
cionales completas que permitieron llevar a cabo inferencias para todos los
parametros en el modelo. Lo anterior, a través de técnicas de Monte Carlo
via Cadenas de Markov, como el muestreo de Gibbs. Se debe senalar que
para poder llevar a cabo estos procedimientos en dimensiones altas se imple-
mentd un paso interno de Newton-Raphson para simular de algunas variables
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latentes. Esta variante resulta en algoritmos mas rapidos que los que presen-
tan |Nunez-Antonio y Gutiérrez-Penal (2005) . Ademads, estos autores solo
analizan el caso circular (¢=2).

A nivel descriptivo se propuso la construccion de la matriz de variacion
direccional para describir datos composicionales, la cual evita el problema de
la presencia de ceros. Por otro lado, aunque la transformacién raiz cuadrada
posee propiedades atractivas, en este trabajo también se explord la trans-
formacion proyectada. Ambas transformaciones mapean datos cuyo espacio
muestral es el simplex ¢-dimensional al ortante positivo de la hiper-esfera
unitaria de dimensién ¢. Lo anterior, da la posibilidad de analizar los datos
composicionales utilizando procedimientos definidos para variables direccio-
nales. Particularmente, nosotros llevamos acabo este tipo de procedimientos
empleando el modelo Normal proyectado NP, (p, I). Se debe senalar que no
cualquier conjunto de datos composicionales se puede describir con este en-
foque. Lo anterior, dado que el modelo N P,(p, I') solo es capaz de describir
comportamientos no-concavos de conjuntos de datos, lo cual se debe a la es-
tructura de covarianza de la matriz indentidad. Sin embargo, a pesar de que
el modelo NP,(u, I) parece restrictivo, este resulta muy simple y es compa-
rable a modelos méas complejos como el von Mises-Fisher y la distribucion
Kent. Se debe senalar que el poder usar el modelo NP,(p, I) para descri-
bir ciertos comportamientos de datos composicionales abre la posibilidad de
usar modelos de mezclas de Normales proyectadas (ver Nunez-Antonio et al.
(2015))) para modelar cualquier comportamiento de datos composicionales.
Asi, el uso del modelo N P,(p, I') para describir datos composicionales puede
resultar atractivo.

A pesar de las limitaciones y/o desventajas que se puedan tener, los mo-
delos y las metodologia desarrolladas en este trabajo de investigacion repre-
sentan una opcién a considerar para la descripcién de datos composicionales.
Finalmente, dado que los modelos discutidos aqui se basan en una distri-
bucién normal multivariada bajo proyeccion, estos se pueden extender de
manera mas natural al estudio de datos composicionales en contextos mas
generales como los de regresion.
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Apéndice

Al

En este Apéndice se presentan las demostraciones del Capitulo 2.

Proposicién 5.1 Bajo las mismas premisas de la Proposicion , la fun-
cion de densidad del dngulo aleatorio ©, es decir, la densidad de probabilidad
de la correspondiente Normal proyectada g-variada, estd dada por

NPOI) = [ F(r. 6l T)dr
0
*oas L,
= K,[(q¢ — 2)/ ri=exp {—ir } exp {br} dr
0

o 1
—H)/ ri % erp {—57“2} exp{br} dr|10.2x(0)110.(61) - - - Ljo,7(0g-1)
0

DEMOSTRACION:

NPOOuT) = [ s, 0l Dar

o 1
= K, / rq_lexp{—§r2} exp{b r} dr.
0

Trabajando solo con la integral y haciendo integracion por partes
1
u=r"exp{ br} dv=r eXp{_§T2}dT
1
du = (br* % exp{ br} + (¢ — 2)r"? exp{ br})dr v — — exp{—§r2}
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entonces, tenemos que
/ ritexp {—1r?} exp{br}dr = b/ ri 2 exp {—1r*} exp {br} dr
0 0
+ (¢—2) / ri P ezp {—1r2} exp {br} dr
0
Proposicién 5.2 Bajo las mismas premisas de la Proposicion la fun-

cion de densidad condicional acumulada de R dado ©® = (O1,...,0,1)

estda dada por

F(r’97/"l’7I> = o0 1 1
/ ri L exp {——7"2} exp{——rQ} dr
0 2
2 I
rd exp(—§ [r* — 20b7])
- 1 1
rd lexp{——r2} exp{——rQ}dr
/0 2 2
" q—2 1 2
b | w exp(—§ [w® — 2 b w|)dw
s 1 1
/ rd 1exp{—§r2}exp{—§r2}dr
0
"3 I,
(q—2)/ wi™ exp (—= [w® — w])dw
+ R 2
e 1,
riVexpq —=r" > expq —=r- pdr
0 2
DEMOSTRACION:
Se sabe que
/ wi™ exp(—= [w? — 2bw])dw
F(rlo,p,I) = =

Por demostrar
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" 1 1
/ wi™t exp(—§ [w? — 2bw))dw = —ri? exp(—§ [ — 2b7])
0
" 1
+ b/ w2 exp(—§ [w? — 2 bw])dw
0 T

4 <q_2>/0 wi=3 exp(—% [w? — 2 bw])dw

Haciendo integracion por partes y tomando

1
u=w'"?exp{ b w} dv =w exp{—§w2}dw

1
du = (bw?? exp{ bw} + (¢ — 2)w? "’ exp{ bw})dw v=— eXp{_§w2}

Se obtiene el resultado.
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A.2

Este Apéndice contiene los programas necesarios para implementar la
metodologia propuesta en este trabajo de investigacién. Ademads, estos pro-
gramas permiten llevar a cabo y reproducir todos los resultados y ejemplos
obtenidos. Los programas NR3.R, NR4.R y MatrizCD.R corren en R en su
version 3.1.0. Los programas requieren de los R-paquetes MASS, CircStat y
compositions.

Contenido del Apéndice A.2

Programa Pégina
NR3.R 78
NR4R 82
MatrizCD.R .ol 85

NR3.R

# Programa NR3.R

# En este programa se implementan

# el método de Newton—Rap, el muestreo de Gibbs,

# para tomar muestras de las distribuciones finales
# relativas a la distribucién NP3(mu,I)

#

# Constante de Normalizacién
kn<—function (bb)

{
drop(bb + ((bb"2 + 1)*pnorm(bb)/dnorm(bb)))

Dbd<—function (t1,t2 ,mul,mu2,mu3)

{

trans<—c (cos(tl),cos(t2)xsin(t1),sin(t2)*sin(t1))
mu<—c (mul, mu2,mu3)

drop (crossprod (trans ,mu))

# Funcién para calcular la moda de frct

moda0<—function (bb)

{

#moda<—(bb+sqrt ((bb"2)+4x%3))/2
moda<—(bb+sqrt ((bb"2)+4))/2
moda

}

# Funcién de densidad condicional de r dado theta
frct <—function (r,bb)

( (r"2)xexp( —0.5%x( (r"2) — 2«bbxr) ) )/kn(bb)
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# Funcién de densidad condicional acumulada de r dado theta.
Frct<—function (r,bb)

{

Frdt<—( ( bb—(bb+4r)xexp(bbxr—((r"2)/2)) ) +

%bl()iAQqu)*(l/dnorm(bb))*(pnorm(rfbb)fpnorm(fbb)) ) /kn(bb)
rdt

}

# Método de Newton—Rap
NR<—function (g,f,tt1,tt2 ,mul,mu2, mu3,tam. muestra ,no.ite=2)

N<—tam . muestra

ite<—mo.ite

bb<<—Dbd(ttl , tt2 ,mul,mu2, mu3)
r0<—moda0 (bb)

r.n<—r0

u<—runif (N)

for (i in 1l:ite)

.n<—r.n—((g(r.n,bb)—u)/(f(r.n,bb)))

s

rdt<-r.n

-

HHH Muestro de Gibss
#Paqutes necesarios

library (MASS)

library (CircStats)

library (compositions)

x1<— rnorm (100,3.5,1)

x2 <— rnorm(100,5,1)

x3 <— rnorm (100,2.7,1)

# comando para volver un vector no—negativo en un vector
#composicional

z<—acomp (cbind (x1,x2,x3))

#z<—sqrt (zl)

#4angulos asociados a los datos composicionales
t1<—(atan2 (sqrt ((z[,2]) 2+ (2[,3]°2)) .2 [,1]))
t2<—(atan2(z[,3],z[,2]))

theta<—cbind (t1,t2)

n<—length (theta)/2

circ.plot (tl,stack=TRUE, bins=150, shrink=1.5,main="theta ’)
circ.plot (t2,stack=TRUE, bins=150, shrink=1.5,main="phi’)
#comando para el diagrama ternario

plot(z,pch = 16,col = "blue”)

#write(c(tl,t2), file="datos.r”,100)
#the<—scan(file="datos.r”)

#theta<— matrix (the ,nrow=100,ncol=2)

#theta [ ,1]

#theta [ ,2]

#n<—length (theta)

7 termina de generar datos

datosx<—cbind (cos (theta[,1]),cos(theta[,2])*sin(theta[,1]),
sin (theta[,2])*sin(theta[,1]))

# Especificacién de los valores para la distribucién a priori
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mu0<—c (0.0,0.0,0.0)
lambda0 <—0.0001

# Valores iniciales de la variable latente
r<-rep(1l,n)
# Numero de iteraciones

tm<—2000
# Saltos
t.lag<-7
kk<—tmx*t .lag
print (paste(” Total iterations =", kk, 7...7))

# Matriz para obtener la muestra final
MMc—matrix (0,tm,3)

# Periodo de calentamiento
burn <—-10000

for (k in 1:(burntkk))
{

x<-rxdatosx

# Sampling of vector mu.

lambdaF <—(n+lambda0)

mul.e<—( n*mean(x[,1]) + lambda0*mu0[1] )/lambdaF
mu2.e<—( nxmean(x[,2]) + lambdaO+mu0[2] )/lambdaF
mu3.e<—( n*mean(x[,3]) + lambda0*mu0[3] )/lambdaF
desv<—sqrt ( 1/lambdaF )

mu. e<—c (rnorm (1 ,mul.e,desv),rnorm (1 ,mu2.e,desv),
rnorm (1 ,mu3.e, desv))

# Sampling of vector r
for(j in 1:n)

t.el<—theta[j, 1]

t.e2<—theta [j,2]

b<-Dbd(t.el,t.e2 ,mu.e[1l] ,mu.e[2] ,mu.e[3])

# Usando Newton Rapson.

r[j]<—NR(Frct,frct ,t.el,t.e2,mu.e[1] ,mu.e[2],
mu.e[3],1)

}

#Values of each iteration

if (k>burn){

flagl <—(k/500)—trunc (k/500)

if (flagl==0){print (k—burn)}

flag2 <—((k—burn)/t.lag)—trunc ((k—burn)/t.lag)
if (flag2==0)

ii <—(k—burn)/t.lag
MM[ii,|]<-mu.e

}

}

HHHH—— Gibss completed
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}

HHFH Diagnostico

med. erg<—cbind (cumsum (MM[ ,1]) , cumsum (MM][ ,2]) , cumsum (MM] , 3])
)/ (1:tm)

par (mfrow=c (3,3))

plot (med.erg[,1],type="1" ,xlab="iteraciones” ,ylab="mul”)
plot (med.erg[,2],type="1" ,xlab="iteraciones” ,ylab="mu2”)
plot (med.erg[,3],type="1" ,xlab="iteraciones” ,ylab="mu3”)
#library (examples)

act (MM[,1])
actf (MM[ ,2])
act (MM ,3])

hist WMM][,1], freq=F, col="blue” ,border="white” ,xlab =
’Histograma de mu 17)
hist WMM][,2], freq=F, col="blue” ,border="white” ,xlab =
’Histograma de mu 27)
hist WMM][,3], freq=F, col="blue” ,border="white” ,xlab =
’Histograma de mu 37)
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NR4.R

# Programa NR4.R

# En este programa se implementan

# El método de Newton—Rap, el muestreo de Gibbs,

# para tomar muestras de las densidades posteriori
# relativas a la distribucién NP4(mu,I)

#

# Constante de Normalizacién
kn<—function (bb)

drop(2+bb”"2 + ((bb"3 + 3xbb)*pnorm(bb)/dnorm(bb)))

Dbd<—function (t1,t2,t3 ,mul,mu2,mud, mu4)
{
trans<—c(cos(t1l),cos(t2)xsin(t1),cos(t3)*sin(t2)*sin(tl)
,sin (t3)*sin (t2)*sin(t1))
mu<—c (mul ,mu2,mu3, mu4)
drop (crossprod (trans ,mu))

# Funcién para calcular la moda de frct
moda0<—function (bb)

moda<—(bb+sqrt ((bb"2)+4x4))/2
moda

}

# Funcién de densidad condicional de r dado theta
frct <—function (r,bb)

§ (r"3)*xexp( —0.5%( (r"2) — 2xbbxr) ) )/kn(bb)

# Funcién de densidad condicional acumulada de r dado theta.
Frct<—function (r,bb)

Frdt<—( ( (24+bb"2)—(24+bb"2+bb*r+r "2)xexp (bb*r—((r"2)/2)) ) + (bb"34+3%bb)x*(1/dnorm(bb)
Frdt

}

# Método de Newton—Rap
NR<—function (g, f,tt1,tt2,tt3 ;mul,mu2,mud, mu4,tam. muestra ,no.ite=2)

N<—tam . muestra

ite<—mno.ite

bb<<—Dbd(tt1 ,tt2 ,tt3 ,mul,mu2, mu3,mu4)

r0<—moda0 (bb)

r.n<—r0

u<—runif (N)

for (i in 1l:ite)
{
r.n<—r.n—((g(r.n,bb)—u)/(f(r.n,bb)))
}

rdt<—r.n
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HHH Muestro de Gibss
#Paqutes necesarios

library (MASS)

library (CircStats)

library (compositions)

#—————————Generar datos

v <— rnorm (50,2.9,1)

w <— rnorm (50,7 ,1)

x <— rnorm(50,2.8,1)

y <— rnorm(50,3.5,1)

# comando para volver un vector no—negativo en un vector
# composicional

z<—acomp (cbind (v,w,x,y))

tl<—(atan2(sqrt(z[,2]"24+z[,3]"2+2[,4]"2),2[,1])) %% (2« pi)
t2<—(atan2(sqrt(z[,3]"2+2z[,4]°2),2[,2])) %% (pi)
t3<—(atan2(z[,4],2[,3])) % %(pi)

par (mfrow=c (1,3))

circ.plot (tl,stack=TRUE, bins=175, shrink=1.3)

circ.plot (t2,stack=TRUE, bins=175, shrink=1.3)

circ.plot (t3,stack=TRUE, bins=175, shrink=1.3)

theta<—cbind (t1,t2,t3)
n<—length (theta)/3

#write (c(t1,t2,t3), file="datos4.r”,100)
#the<—scan (file="datos4.r”)
#theta<— matrix (the ,nrow=100,ncol=3)

7 termina de generar datos
datosx<—cbind (cos (theta[,1]),cos(theta[,2])*sin(theta[,1]),
cos(theta[,3])*sin(theta[,2])*sin(theta[,1]),sin(theta],3]
)xsin (theta[,2])*sin(theta[,1]))

# Especificacién de los valores para la distribucién a priori

mul<—c (0.0,0.0,0.0,0.0)
lambda0 <—0.0001

# Valores iniciales de la variable latente
r<—rep(1,n)
# Numero de iteraciones
tm<—2000
# Saltos
t.lag<—7
kk<—tmxt.lag
print (paste(” Total iterations =", kk, ”...”7))

# Matriz para obtener la muestra final

MMc—matrix (0 ,tm,4)
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# Periodo de calentamiento
burn <—10000

for (k in 1:(burntkk))

{

x<—rxdatosx
# Sampling of vector mu.
lambdaF <—(n+lambda0)

mul.e<—( n*mean(x[,1]) + lambdaO0*mu0[1] )/lambdaF
mu2.e<—( nxmean(x[,2]) + lambdaO+mu0[2] )/lambdaF
mu3.e<—( n*mean(x[,3]) + lambda0+mu0[3] )/lambdaF
mud.e<—( nxmean(x[,4]) + lambdaO+mu0[4] )/lambdaF

desv<—sqrt ( 1/lambdaF )

mu. e<—c (rnorm (1 ,mul.e,desv),rnorm(1,mu2.e,desv),
rnorm (1 ,mu3.e,desv),rnorm(1,mud.e,desv))

# Sampling of vector r
for(j in 1:mn)

.el<—theta[j,1]

.e2<—theta[j,2]

t.e3<—theta[j,3]

b<—Dbd(t.el,t.e2,t.e3 ,mu.e[1l] ,mu.e[2] ,mu.e[3],
mu.e[4])

# Usando Newton Rapson.

#r[jl<—ifelse ( k<=burn,((2+b"2+(b"3+3x*b
)#(pnorm (b)*(dnorm(b) " (—=1))))/(b+(b"2+1)x(
pnorm (b) + (dnorm (b)) (~1)))) ;

NR(Frct, frct ,t.el,t.e2,t.e3 ,mu.e[1],
mu.e[2] ,mu.e[3] ,mu.e[4],5) )
r[j]J<—-NR(Frct, frct ,t.el,t.e2,t.e3 ,mu.e[1],
mu.e[2] ,mu.e[3] ,mu.e[4],1)

o+ ot

#Values of each iteration

if (k>burn){

flagl <—(k/500) —trunc (k/500)

if (flagl==0){print (k—burn)}

flag2 <—((k—burn)/t.lag)—trunc ((k—burn)/t.lag)
if (flag2==0)

ii <—(k—burn)/t.lag
MM ii ,|<-—mu.e

}

}

HHHH Gibss completed

HHHE Diagnostico

med . erg<—cbind (cumsum (MM[ ,1]) , cumsum (MM][ ,2]) , cumsum (MM] , 3]) ,
cumsum (MM[ ,4]) )/(1:tm)
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#win . graph ()

par (mfrow=c (3 ,4))

plot (med.erg[,1],type="1"
plot (med.erg[,2],type="1"
plot (med.erg[,3],type="1"
plot (med.erg[,4],type="1"
#library (examples)

acf (MM[,1])

act (MM[,2])

acf (MM[,3])

acf (MM[,4])

hist MM[,1], freq=F)

hist WMM][,2], freq=F)

hist (MM[,3], freq=F)

hist WMM][,4], freq=F)

,xlab="iteraciones”
,xlab="iteraciones”
,xlab="iteraciones”
,xlab="iteraciones”
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MatrizCD.R

# Programa para obtener la matriz de variacién composicional
# y la matriz de variacién direccional para datos
# composicionales.

library (MASS)
library (CircStats)
library (compositions)

#——funcién para sacar la varianza del log—cociente(x-i,x-j)
var.com <— function (al,a2){

n<—length (al)

varcom <— (sum((log(al/a2))"2) — nx*x(med.com(al,a2))"2)/(n—1)
varcom

}

#——funcién para sacar la media direccional del dngulo_ij
med. dir <— function(al,a2){
theta<—(atan2(a2,al)) % %(pi)
n<—length (theta)

sl <—sum(cos(theta))/n

$s2 <—sum(sin (theta))/n

R<—sqrt ((s1)°2+(s2)"2)

c.a <— cbind(s1%R,s2xR)

m. atl<—(atan2(c.al,2],c.a[,1]))
#V <— 1-R

#v<—sqrt(—2xlog (R))
m.atl<—(atan2(c.a[,2],c.a[,1]))
m. atl+180/ pi

}

#———funcién para sacar la longitud media
# resultante R_ij y la varianza V=1-R
lon.dir <— function(al,a2){
theta<—(atan2(a2,al)) % %(pi)

n<—length (theta)

sl <—sum(cos(theta))/n

s2 <—sum(sin (theta))/n

R<—sqrt ((sl1)"2+(s2)"2)

c.a <— cbind (s1xR,s2xR)
m.atl<—(atan2(c.a[,2],c.a[,1]))

V <— 1-R

\%

}

#—funcién para sacar la media del log—cociente(x_i,x_j)
med.com <— function (al,a2){

n<—length (al)

y<-sum(log (al/a2))/n

return (y)

# compositional variation array
me<—function (z){

com.var.ar<—matrix (NA,dim(z)[2] ,dim(z)[2])
for(i in 1:dim(z)[2]—-1){

k<— i+1

for(j in k:dim(z)[2]){
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com.var.ar[i,j]<—var.com(z[,i],z[,]j])
com.var.ar[j,i]<-med.com(z[,i],z[,j])
}
}

com.var . ar

}

md<—function (z){

dir.var.ar<-matrix (NA,dim(z)[2] ,dim(z)[2])
for (i in 1:dim(z)[2]—-1){

k<— i+1

for(j in k:dim(z)[2]){
dir.var.ar[i,j|<—lon.dir(z[,i],z[,j])
?ir.var,ar[j,i}<7med.dir(z[,i],z[,j})

}

dir .var.ar

}
#—Programa principal

# leer datos
z<—acomp (read.csv(” nuevosdatos.csv” ,header = TRUE, sep = 7,”))

m. c<-mc(z)

#matriz de variacién composicional

m.c

m. d<—md(z)

# matriz de variacién direccional para datos composicionales
m.d
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