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Resumen

La teorfa o ciencia de redes surgié hace casi veinte anos como un nuevo
campo para caracterizar sistemas complejos que interactiian, como la inter-
net, las redes biologicas, sociales, etcétera [3]. Por otra parte, ésta teoria es
por su propia naturaleza multidisciplinaria. A medida que se obtienen nue-
vos conocimientos y datos de los diferentes tipos de redes, surgen retos tanto

para las matematicas, como para la fisica.

La aplicacion del conocimiento matemético en la biologia no es nuevo vy,
a cambio, ha tenido una influencia notable sobre la misma matematica, la
cual se ha inspirado en los fendémenos biol6gicos generando nuevos campos
de estudio. Quizas no podriamos afirmar lo mismo para la biologia, que es
donde encontramos barreras para que, en la préctica, se adopte otra actitud
respecto a las matemaéticas. No obstante, la inclusiéon del lenguaje matema-
tico se ha dado poco a poco conforme se acumula evidencia de la necesidad
de describir, por ejemplo, grandes conjuntos de datos en la biologia o esta-
blecer de forma analitica y abstracta relaciones entre variables que, de otra

forma, llevaria mucho tiempo lograr descubrir sélo de manera experimental.
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Sin duda la estadistica es, de las ciencias matemaéticas, la que méas ha nu-
trido las metodologias en las ciencias experimentales, pero estamos viviendo
un momento en la historia de las ciencias en las que las herramientas de la
fisica y las matematicas estdn mostrando su utilidad en el momento de ob-
tener nuevo conocimiento. Una de estas areas que mejor podria tener mejor
soporte tedrico es la epidemiologia, en la cual se estudia, desde el punto de
vista médico y biologico, la distribucion y los factores de riesgo de las enfer-
medades. Vamos a ejemplificar nuestra metodologia partiendo de un ejemplo

de esta ciencia.

Inicialmente presentamos un modelo epidemiolégico genérico pero sen-
cillo. El sistema evoluciona tanto en el tiempo como en el espacio, pero de
forma discreta en éste tltimo. Consideramos, por tanto, una regiéon geogra-
fica dividida en tres subregiones, en donde en cada una de ellas la dinamica
poblacional es distinta pero relacionada con las otras dos. En concreto, supon-
dremos que en cada subregion aparece un brote epidémico con una dinamica
descrita por el modelo SI (susceptibles-infecciosos). El modelo completo lo
estudiaremos, hasta donde sea posible, como un sistema dindmico discreto y

con herramientas de teoria de senales.
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Introduccion

JEn qué consiste el proceso de modelacion? Un modelo matematico es
una sintesis de la realidad (en este caso realidad biolégica) que nos ayuda
a entenderla. Se trata de traducir aspectos de la naturaleza al lenguaje ma-
temético. Si logramos, por ejemplo, traducir a relaciones matemaéticas los
mecanismos subyacientes de transmision de enfermedades en una poblacion,
dispondremos de una valiosisima herramienta para comprender y controlar
dichos procesos. El problema es lograr una traducciéon adecuada y realista,
que encierre todos los elementos clave del sistema. Este es el paso crucial
que requiere altas dosis de imaginacion, intuicién y conocimientos bioldgicos.
Ademas, como es habitual en la ciencia, necesitamos un inagotable proceso
de ensayo-error, hasta dar con el modelo mas adecuado. Inevitablemente,
esta procedimiento lleva a una simplificacion. Un modelo que pretenda ser

tan complejo como el mundo real es una utopia. Ademas, englobaria tan-
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tas variables y ecuaciones que seria intratable incluso para las computadoras
més potentes. Es mas practico trabajar con modelos sencillos, sin un grado
de complicacién mayor que el necesario para englobar todos los factores de

importancia vital.

En la literatura encontramos miiltiples formas para proponer un modelo
matematico. Entre las principales tenemos: Modelos estadisticos, modelos en
ecuaciones diferenciales, probabilisticos, ecuaciones en diferencias y mas re-
cientemente los modelos en redes. En este trabajo presentamos tres tipos de
modelos para un mismo problema. Nos centramos en los modelos de ecuacio-
nes en diferencias por la simplicidad computacional, su maleabilidad y, sobre
todo, por lo adecuado para describir la dindmica determinista que sigue un
fenémeno dado. Por otro lado, introducimos modelos probabilisticos y esto-
cdsticos, ya que describen apropiadamente la aleatoriedad de los fenémenos,
y nos ayudan a tener una idea més precisa del comportamiento de un sistema
complejo bajo perturbaciones. Y, por tltimo, los modelos basados en la teoria
de redes, que es una de las teorias mas completa y al mismo tiempo elegante,
que nos permite comprender un fenémeno a partir de describir los diferentes
estados por los que transita el sistema, que sirve de modelo del fenémeno en
cuestion, y nos permite cuantificar la forma en que estos estados se acoplan;
ademés esta teoria poseen una amplia variedad de aplicaciones [4]. Al inte-
grar estos tres tipos de modelos buscamos un modelo general para identificar
y tratar problemas complicados que se dan en muchas aplicaciones, que van

desde la fisica hasta las ciencias sociales.

Entre la enorme coleccion de modelos con la que se cuenta actualmente



en epidemiologia matematica |21, 13|, decidimos trabajar con el sistema en
ecuaciones en diferencias conocido como sistema SI, porque es uno de los mas
adecuados, de acuerdo con las inquietudes que se nos presentaron, asi como
por su simplicidad computacional, ademas estamos seguros que es una buena
base para comenzar a entender mecanismos complejos [12]. Para los modelos
probabilisticos utilizamos la distribucion de Poisson, ya que se especializa en
la probabilidad de ocurrencia de sucesos con probabilidades muy pequenas,
o eventos ‘raros”’. En cuanto al modelo en teoria de redes comenzamos con
una red de tres nodos. En el segundo capitulo hacemos una revision de al-
gunos modelos en ecuaciones. En el tercer capitulo planteamos los modelos
presa-predador, pardsito-hospedero, SIS y SI. El modelo SI sera “montado” en
cada nodo de la red. También estudiamos los temas clave de la biologia para
plantear el modelos de acuerdo a las exigencias del problema. En el cuarto
capitulo revisamos brevemente la teoria de redes, algunas definiciones prin-
cipales, la topologia de la red, la matriz de adyacencia, los distintos tipos de
redes, etc. Ahi calculamos los parametros topoldgicos de un red dirigida de
tres nodos. También revisamos la teoria necesaria para el anélisis de series
de tiempo: medidas de dependencia, estacionalidad de series de tiempo y es-
timacion de la correlaciéon, ya que una forma de cuantificar el impacto de la
dindmica de un nodo en los otros es analizar los graficos de correlacion que
se obtienen. En el quinto capitulo planteamos el modelo completo, es decir
montamos en una red o grafo de tres nodos el modelo SI y los estudiamos
con detenimiento en dos formas: como un modelo determinista (los pardme-
tros son fijos y la poblacione solo se mezclan entre nodos, pero permanece

constante en el tiempo) y como modelo estocastico (las tasas de transmision



4 1. INTRODUCCION

entre los nodos siguen una distribucion de probabilidad). Obtendremos varias
observaciones computacionales y algunas analiticas. Lo anterior nos arroja
luz sobre continuar con el trabajo en varias direcciones. Finalmente, en el

capitulo 6 presentamos las conclusiones del trabajo.



Modelos matematicos discretos

El empleo de las ecuaciones en diferencias es adecuado como modelos
de una realidad discreta (datos), ademas de ser faciles de plantear con una
interpretacion biologica directa. A fin de elaborar este capitulo, fueron varias
las obras consultadas y estan listadas en la bibliografia |11, 2, 15, 22, 7, 8, 9,
6, 12, 16, 21, 18, 13]. Son usados en la modelacion de fenémenos en diversas
disciplinas como la genética, epidemiologia, ecologia, fisiologia, redes neuro-
nales, psicologia, ingenieria, fisica, quimica, ciencias sociales entre otras. Su
maleabilidad computacional y su simplicidad matematica, son fuertes atrac-
tivos para los especialistas de muchas disciplinas, entre ellas las mencionadas
anteriormente [14]. De este modo, tras plantear el modelo preliminar, vamos
analizar algunos aspectos numéricos del mismo. En este capitulo nos concen-
tramos en la modelacion matematica de sistemas bioldgicos. En la Seccion 2

planteamos varios modelos matematicos discretos también inspirados en la
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bidlogia.

La Seccion 3 es una introduccion de los modelos SI y SIS. Detallamos al

modelo SIS, ya que este es el que utilizaremos para montarlo en la red.

2.1. Sistemas de ecuaciones discretas

Los retos que nos presentan las miltiples aplicaciones, los abordamos
mediante la adaptacion de una colecciéon de modelos a distintas situaciones.
Como hemos mencionado con aterioridad, nos enfocamos en los sistemas de

ecuaciones en diferencias.

2.1.1. Modelo presa-predador

El modelo presa-predador o Lotka-Volterra es uno de los modelos mas
estudiados desde la modelacién matematica, el cual consiste en una descrip-
cion y explicacion de la interaccion entre dos especies, una predadora y otra
presa. En la literatura, se inicia el estudio de este sistema de forma continua
pero, en el caso de un conteo temporal discreto de muestras es mas apropiado
emplear una version discreta del modelo [12]. Las hipotesis sobre las que se

basa el modelo son las siguientes
= El ecosistema esté aislado.

= La poblacién de las presas en ausencia de predadores crece exponen-
cialmente (la velocidad de reproduccion es proporcional al nimero de

individuos).
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= Las presas s6lo mueren cuando son cazadas por el predador.

= La poblacién de predadores, en ausencia de presas, decrece de manera

exponencial.

= Las presas decrecen de forma proporcional al nimero de encuentros

posibles entre éstas y los predadores.

= Los predadores se ven beneficiados de manera proporcional al ntimero

de encuentros con las presas.

Bajo estas consideraciones obtenemos el modelo Lotka-Volterra discreto

Tyl = Ty + Oy — 5xnyn> (2 1)

Yn+1 = Yn — VYn + 55L‘nyn7

donde x,, es el nimero de presas al tiempo n y ¥, es nimero de predadores al

tiempo n, con n = 0,1, 2,.... Los parametros son constantes y representan

« la tasa de crecimiento de las presas.

[ la tasa de éxito del predador al cazar.

v la tasa de crecimiento de los predadores.

0 la tasa de éxito y aprovechamiento del recurso del predador.
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(a) Poblaciones (b) Retrato fase

Figura 2.1: Intregraciéon numérica del modelo Lotka-Volterra, con condiciones
iniciales xg = 10, yo = 5 y parametros a =0.07, 8 =0.01, v =0.07 y § =0.01.

2.1.2. Modelo parasito-hospedero

Este modelo se refiere a la interaccion entre un insecto parasitoide y un
hospedero. El parasito ocupa los huevos de otro insecto para desarrollar su
progenie. Asi, una vez infectado el huevo del hospedero, el desarrollo de las
larvas del parésito lleva a la destruccion de esté. Dada la estacionalidad,
que suele caracterizar a los ciclos biologicos de estos organismos, es mas
factible establecer un modelo discreto [12]. La forma general del modelo puede

expresarse como Sigue

Hn+1 = aan(Hn; Pn)7

Pn—‘rl - BHn [1 - f(HmPn)]7

(2.2)

donde

= H, es la poblacion del hospedero al tiempo n.
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P, es la poblacion del parasito al tiempo n.

« es la tasa de crecimiento percapita de la poblacion de los hospederos.

[ es la eficiencia de conversion de los hospederos en nuevos parasitos.

f(Hy, P,) es la fraccion de hospederos que no han sido parasitados, en

la generacion n.
Tenemos, por tanto, que

f(H,, P,)H, = numero de hospederos no parasitados.

1 — f(H,, P,)] H, = namero de hospederos parasitados.

Falta especificar la forma funcional de f(H,, P,). Supongamos que los en-
cuentros entre los hospederos y los parasitos ocurren de manera aleatoria y
que son independientes (esto ultimo significa que un parasito no distingue
entre los hospederos que ya fuerén parasitados y los que no). Por la ley de
accion de masas [16], tenemos que el namero de encuentros es proporcional
al producto H, P,; es decir, vH, P,, donde 7 es la constante de proporciona-
lidad. Dicha constante representa la busqueda eficiente de los parasitos. El

nimero de encuentros por hospedero es, por tanto,

vH, P,

5:
H,

=P, (2.3)
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Por supuesto, no todos los hospederos experimentan los mismos encuentros,

de hecho algunos experimentan mas que otros. Sea
p(i) = probabilidad de que un hospedero experimente i encuentros. (2.4)

Dado que suponemos que los encuentros se dan de una manera aleatoria
e independiente, se dice que los eventos siguen un Proceso de Poisson. Asi
entonces, introducimos a la ditribucion de Poisson para p(i) con intensidad
0. En particular tenemos que

die=d

7!

p(i) (2.5)

Recordemos que definimos f(H,, P,) como la fraccién de hospederos no pa-
rasitados, por lo que, en término de la distribuciéon de Poisson, tenemos que

§0e 9

f(Hm Pn) = p(O)

Por lo que substituyendo la Ecuacion (2.6) en la Ecuacién (2.2) obtenemos

Hn+l = aHne_’YPna
(2.7)
Pn+1 = BHn [1 - e—an} .
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~
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(a) Poblaciones (b) Retrato fase

Figura 2.2: Integracion numérica del modelo parasito-hospedero estocastico,
con condiciones iniciales Hy = 50, Py = 10 y parametros o =1.05, § =3 y
v =0.005.

2.2. Modelos epidemiolégicos discretos

Los modelos epidemiolégicos han sido adaptados y mejorados con el paso
del tiempo. En esta seccion describiremos dos de estos modelos que han
sido de gran utilidad para comprender de forma sencilla a los fenémenos

epidemiologicos.

2.2.1. Conceptos biolégicos

El conocimiento biolégico del problema juega un papel fundamental para
definir al modelo matematico, ya que nos permite hacer suposiciones apega-
das a la realidad de forma simple, resaltando los aspectos més importantes.
Uno de los problemas prototipo, que mas se estudia en la biologia mate-
mética, es la interaccion susceptible-infecioso, el cual consiste de un modelo

matemaético que determina la dispersion de algunas enfermedades.



12 2. MODELOS MATEMATICOS DISCRETOS

Especificamente, sabemos que las enfermedades causadas por virus o bac-
terias se pueden transmiten por contacto fisico, ya sea directo o indirecto. El
virus necesita a un nuevo individuo para continuar con la infeccién provo-

cando un nuevo contagio [13].

Definicion 2.1. Tasa de contacto: Numero de veces que un individuo in-

feccioso entra en contacto con otros individuos por unidad de tiempo.

Consideraremos que la tasa de contacto, ¢, es proporcional al ntimero

total de individuos. Esta tasa describe dos puntos importantes

s [La manera como los individuos estan interaccionando entre ellos.

= La capacidad del virus para infectar.

La intensidad de la infeccién dependera de varios factores: tiempo, espa-
cio, interaccion entre los individuos, diversidad genética, entre otros tantos.
Para nuestro estudio, consideraremos la tasa de infecciéon mas simple. Su-
pongamos que la probabilidad de infeccién por contacto sea gy, el término
wPy es la capacidad que tiene un individuo infeccioso para infectar a otros
individuos. Sabiendo que este individuo no puede infectar a otros que no sean

susceptibles, por lo tanto la capacidad esta dada por

BopS
T )

que es la llamada razén de infeccion. Asi, la cantidad de nuevos individuos
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infecciosos al tiempo n esta dada por

PopS(n)1(n)
T(n)

y se llamada incidencia de la enfermedad, que representa la transicion de
los individuos del estado susceptible al estado infeccioso. Cuando la tasa de

contacto es constante, es decir ¢ = k, la incidencia estd dada por

pSn)I(n)
T(n) ~

donde 8 = fyk se llamada incidencia estdndar.

2.2.2. Numero reproductivo basico.

El nimero reproductivo béasico Ry de una enfermedad se define como

sigue:

Definiciéon 2.2. Numero promedio de infecciones secundarias causadas por
un infeccioso, durante el periodo donde puede transmitir la infeccion en una

comunidad donde todos son susceptibles.

Ry es el parametro de mayor importancia en epidemiologia matemaéatica
ya que, con él, se puede conocer el desarrollo de la enfermedad. Si Ry < 1, en
promedio se producen menos de un caso infeccioso en una comunidad donde
todos son susceptibles, por lo tanto la enfermedad no progresara. Si por el
contrario, Ry > 1, se produce en promedio mas de un infeccioso secundario y

habré un brote epidémico o la enfermedad permanecera de forma endémica.
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Ry es una combinacion de pardmetros epidemioldgicos y demogréaficos, y la
forma que adopte dependera de la enfermedad en cuestién. Definimos el valor

de Ry de la siguiente forma:

Ry =Y b,F,, (2.9)
n=0

donde F,, es la probabilidad de que un nuevo infeccioso lo continué siendo
hasta un tiempo n, y b, es el niimero medio de nuevos infecciosos producidos
por un individuo infectado por unidad de tiempo, si éste permanece infeccioso

por un tiempo n.

2.2.3. Sistema SIS

En esta subsecciéon presentamos el modelo SIS con dindmica vital. Dicho
modelo es utilizado cuando la recuperaciéon no le confiere inmunidad a un
individuo. En este caso, un individuo que pasa de la clase susceptible S a
la clase de los infecciosos I, retorna posteriormente a la clase susceptible S

cuando se recupere de la infeccion. Consideremos las siguientes hipotesis

1. Todos los individuos nacen susceptibles. Esta condicion refleja que no

hay una transmision de anticuerpos de la madre al feto.

2. El tamano de la poblacion es constante. La tasa de natalidad es igual a
la tasa de mortalidad; denotada por i con la condiciéon de que 0 < p < 1
asi, el namero de individuos que mueren en las clases S e I en el periodo
ny n+1 es, respectivamente, ;1S y pl. Ademés, nacen un nimero igual

de susceptibles en el mismo periodo.
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3. Los infecciosos se recuperan y vuelven a ser susceptibles a una tasa 5.
4. Los susceptibles pasan a ser infecciosos con una tasa .

5. Las interacciones entre individuos se supone como una mezcla completa

y homogénea.

6. La enfermedad se da en un ambiente cerrado. No existe inmigracion,

emigracion.

En términos de compartimentos, el sistema SIS esta representado en la

Figura 2.3.

A

TN

b=——= Suceptibles in fecciosos

éw/ é“

Figura 2.3: Esquema de compartimentos para el modelo SIS con dindmica
vital.

Bajo las hipotesis establecidas podemos formular el modelo SIS con el

siguiente sistema de ecuaciones en diferencias

AS, I,
AS I,

n

Iy =1, + — I, (n+p), (2.11)
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donde
= T}, es la poblaciéon total al tiempo n.
= S, es el nimero de suceptibles al tiempo n.
= 4 es la tasa de natalidad y mortalidad (0 < p < 1).

= )\ es la tasa de transmision (proporcional al contacto entre individuos)

0<A<1).

» (3 es la tasa de recuperacion de los infecciosos (0 < 5 < 1).

Susceptibles-Infectados-Susceptibles Retrato fase

Poblaciones
Infectados
B

0 10 20 30 40 50 60 70 80 % 100 17 18 19 20 22 23 24 25

21
Tiempo Susceptibles

(a) Poblaciones. (b) Retrato fase.

Figura 2.4: Gréficas obtenidas integrando numéricamente el modelo de SIS,
con condiciones iniciales Sy = 15, Iy = 25 y pardametros A = 0.7, 5 = 0.1 y
= 0.2.

2.2.4. Sistema SI discreto con poblacién constante

En esta subseccion describimos un modelos simple dividido en dos po-

blaciones: susceptibles e infecctados, este modelo se denomina SI y lo utili-
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zaremos para estudiar la dinamica de una red dirigida con tres nodos. Con-

sideremos las siguientes hipotesis

1. Todos los individuos nacen susceptibles. Esta condicion refleja que no

hay una transmisiéon de anticuerpos entre madre y el hijo.

2. El tamano de la poblacion es constante; es decir, la tasa de natalidad
es igual a la tasa de mortalidad y la denotamos por u, con la condicion
de que 0 < p < 1. Por lo tanto, el niimero de individuos que mueren
en las clases S e [ en el periodo n y n+ 1 es uS y pl, respectivamente

nacen un nimero igual de susceptibles en el mismo periodo.

3. No existe recuperaciéon de los infecciosos; es decir, no regresan a ser

susceptibles.

4. Las interacciones entre individuos se da como nates, como una mezcal

completa y homogénea.

5. La enfermedad se da en un ambiente cerrado; es decir, no existe inmi-

gracién o emigracion.

Un esquema en compartimentos esta representado en la Figura 2.5.

b=—=1{ Suceptibles in fecciosos
§ §

Figura 2.5: Esquema de compartimentos para el modelo SI con dindmica
vital.
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De este modo, y de acuerdo con las hipotesis arriba mencionadas, establece-

mos el modelo de epidemia en tiempo discreto de la siguiente forma:

STL[TL
STLITL
Iy =1, + 5T — pul,, (2.13)

donde

T,, es la poblaciéon total al tiempo n.

S, es el nimero de susceptibles al tiempo n.

 es la tasa de natalidad (y mortalidad) tal que 0 < p < 1.

[ es la tasa de transmision (proporcional al contacto entre individuos),

tal que 0 < B < 1.
A partir de este modelo tenemos lo siguiente

Proposicién 2.1. La poblacion total del modelo SI se mantiene constante.

Demostracion. Sabemos que en el sistema, Ecuaciones 2.12 y 2.13, la tasa de
natalidad es igual a la tasa de mortalidad p. Si sumamos ambas ecuaciones

obtendremos

TnJrl = SnJrl + [n+1 = Sn + ﬂTn - ,uSn + [n - M[n = Tn
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Asi, la poblacién total se mantendré constante y se denotara por 7T'. ]

2.2.5. Numero reproductor basico del sistema SI

Al estudiar modelos descritos por estados, cobra importancia la varia-
cion de cada un de tales estados en el tiempo. El flujo de nuevos infecciosos
esta relacionado con las densidades de la poblaciéon sana e infecciosa, que
representa el nimero de contactos entre ambas poblaciones. Por lo tanto, la
fraccion 3S,1,/T,, representa el flujo de contagios entre individuos sanos e
infecciosos por unidad de tiempo; siendo 0 < 3 < 1 la tasa de contactos ade-
cuados (es decir, un contacto suficiente para la transmision) por unidad de
tiempo. Por otro lado, los individuos infecciosos permaneceran con la enfer-
medad durante un periodo determinado hasta que mueran. El flujo de paso
del estado infeccioso al estado de muerte es pul, tal que 0 < 1 < 1, lo cual re-
presenta la tasa de individuos infecciosos que mueren por unidad de tiempo.
Sea I,, el nimero de infecciosos al tiempo n que fueron infecciosos al tiempo

0. Por lo tanto, tenemos que

In+1 =1, — MIn = ]n(l - M)v

cuya solucion, en diferencias, esta dada por

I, = (1— p)"Io, (2.14)

la cual que corresponde al niimero de individuos que quedan en el estado I,,,

después de n unidades de tiempo, con poblacion inicial /. En consecuencia, la
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proporcion de infecciosos que permanecen al tiempo n es 1 — . Para calcular
el namero reproductor basico, Ry, utilizamos la expresion (2.9), asignando
valores numéricos a las funciones b, y F;,. La funcién b,, representa el ntimero
medio de infecciosos producidos por un individuo infeccioso por unidad de
tiempo, si éste permanece en dicho estado por un tiempo n. Debido a que los
nuevos infecciosos provienen del flujo 35, /T, tenemos que b, = 55,,/T,, = 3
ya que, al principio de la infeccion, toda la poblacién es susceptible; es decir,
S, = T,. La funciéon F,, representa la probabilidad de que un nuevo infeccioso
contintie dicho estado hasta el tiempo n. Debido a que el tnico flujo de
salida del estado infeccioso es pl y, dada la Ecuacion (2.14), tenemos que

F, = (1 — )" De esta forma concluimos que

Ry =

p
. (2.15)

2.2.6. Puntos fijos

Dado que la poblacién T;,, de modelo (2.12) y (2.13), permanece constante
a través del tiempo, la denotaremos por 7', entonces es conveniente considerar
las fracciones x,, = S, /Ty yn, = I,/T como un escalamiento de las variables
originales. Por lo tanto, estudiaremos el sistema equivalente en las variables

x e y, de tal forma que

Tn+41 :$n(1 - ,u) + n—= anym (2 16)

Yn+1 :yn(l - :u) + ﬂ$nyn
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Los puntos fijos del sistema (2.16), en las variables = y y, son soluciones que
no dependen del tiempo. Esta situaciéon puede ser obtenida cuando conside-
ramos Tpi1 = Tp ¥V Ynt1 = Yn, Precisamente porque éstas ultimas representan
la discretizacion de la primer derivada igualada a cero. Por lo tanto, en el

continuo, si (z,y) es un punto fijo del sistema (2.16), se debe de cumplir:

u(l —z) — Py =0, (2.17)

(Bz — )y =0. (2.18)
De donde tenemos la siguiente

Proposicion 2.2. Si Ry < 1, el sistema (2.16) admite un unico punto fijo
llamado libre de enfermedad dado por Ey = (1, 0). En caso contrario, el

sistema admite dos puntos de fijos, el libre de enfermedad Ey y el punto fijo
1 -1
El = S RO
Ry Ry

Demostracion. Del sistema de Ecuaciones (2.17) y (2.18), tenemos que y = 0

endémico dado por

ox = p/B.Siy =0, no tenemos infecciosos y = = 1, por lo tanto tenemos el
punto fijo Ey = (1,0). En caso contrario, cuando x = p/3, sustituyendo en la
primera ecuacion del sistema (2.17) y (2.18) tenemos y = 1 — u/ 3, sabiendo
que Ry = 3/, obtenemos el segundo punto fijo,

1 Ry—1
Ey=|—+= 2.1

Observemos que, cuando Ry > 1, tenemos un valor positivo para un niimero
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positivo de infecciosos, por lo tanto existe un segundo punto de equilibrio Fj,
en caso contrario solo tenemos el punto fijo Ey, por lo tanto la enfermedad

acaba desapareciendo. O

2.2.7. Estabilidad de los puntos fijos

El sistema (2.16) tiene los puntos fijos Ey y F;. El anélisis de los puntos
fijos lo realizaremos a partir de la matriz jacobiana de este sistema (véase

[14],[17]). Reescribimos al sistema de la siguiente forma

f(z,y) = x(1 — p) + p — By,

)

g(x,y) = y(1 — p) + By,

entonces tenemos que

Dof Dyf L= (u+py)  —px
J(2,y) = =
Drg Dy By l—p+fx
Sabemos que un punto fijo, de un sistema de ecuaciones en diferencias, es
estable si todos los valores propios de la matriz jacobiana tienen moédulo

menor a uno. A continuaciéon analizaremos la estabilidad de los puntos fijos

Ey y E4, en funcién del ntimero reproductivo basico.

Proposiciéon 2.3. El punto fijo Ey sera estable st Ry < 1 e inestable st

Ry > 1.

Demostracion. Para analizar la estabilidad de Ey = (1,0) usaremos el poli-
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nomio caracteristico de la matriz jacobiana evaluada en este punto, la cual
esa dada por:
1—p —B
0 1+4+8—p

J(1,0) =
Asi, el polinomio caracteristico es
Prao) =1 =p =20+ —-pn=2),
obteniendo los siguiente valores propios:

>\1 =1- 22
>\2 =1+ 5 - M,
El punto fijo (1,0) sera estable si, |\;| < 1y || < 1. Analizando los auto-

valores A1 y Ay, para Ry < 1, encontramos que [\| <1, yaque \y =1—puy

0 < u < 1, para el autovalor \s. Entonces,tenemos que demostrar que

148 —pl <1

Para ello, multiplicando la expresion por 1/u, y obtenemos

1
< -,
1]

|

it
T

como Ry = /p < 1, se cumple la desigualdad y tenemos el resultado deseado.
En el caso Ry > 1, el valor propio A; sigue teniendo médulo menor que 1,
pero el valor propio As tiene moédulo mayor a uno, por lo tanto el punto fijo

Ey = (1,0), es inestable. O



24 2. MODELOS MATEMATICOS DISCRETOS

Proposicion 2.4. Si Ry > 1, entonces el punto fijo E; sera localmente

estable.

Demostracion. Para analizar la estabilidad del punto fijo

1 Ry—1
Ei=—
1 <R07 RO )7

calculamos el polinomio caracteristico de J(E),

PieyN) =X+ (B—=2)A+ (1 — B4 ub — p?).

Ahora bien, para demostrar que los valores propios de este polinomio carac-
teristico tienen modulo menor que 1, utilizaremos el criterio de Jury [20].
Consideremos oy = 8 —2, ap = 1 — B+ 8 — p?, y probaremos las siguientes

desigualdades
s 1 +a;+ay >0,
m 1l —a;+ay >0,
m 1 — oy >0.

La primera desigualdad es verdadera, ya que si substituimos oy y oy y sim-

plificando obtendremos

(B —p) >0,
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ya que Ry > 1. Para la segunda desigualdad tenemos que

4 =284 p(B —mu) >0,

pues Ry > 1y 0 < B < 1. Para la tercera desigualdad después de sustituir el

punto «as tenemos:

B —p) + 2

y, sabiendo que 0 < p < 1, se sigue la desigualdad deseada. Por lo tanto,

|A12| <1y Ej es un punto fijo localmente estable. O

Una vez producida la infeccion, se buscard mantener ésta por debajo de

un umbral K; es decir, se cumplira que

Ry —1
<K 2.20
<K (2:20)
o bien,
1
. 2.21
Ry < 1K (2.:21)

Por ejemplo, si se requiere que la poblaciéon de los enfermos no sobrepase a
los sanos, se debe cumplir que Ry < 2. El anélisis del modelo (2.16), (2.17)
y (2.18) nos produce los resultados desplegados en la Figura 2.6. En las
graficas de la 2.2.7 a la 2.2.7, mostramos algunas simulaciones numéricas del

sistema de ecuaciones en diferencias (2.16).
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] Reproductividad basica \ Punto de equilibrio \ Punto de equilibrio ‘

Ry Ey trivial FEino trivial
Ry <1 Estable ?
Ry >1 Inestable Estable

Figura 2.6: Resultados obtenidos para el modelo (2.16).

Modelo S.1.

50
Tiempo

(a) Poblaciones

Sanos

(b) Retrato fase

Figura 2.7: Graficas obtenidas para el modelo (2.16), con las condiciones
iniciales Sp = 100, Iy =50 y Ry =1.2, (8 =0.6, u =0.5).

26]
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Modelo S.I. Retrato fase
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(a) Poblaciones (b) Retrato fase

Figura 2.8: Graficas obtenidas para el modelo (2.16), con las condiciones
iniciales Sy = 100, Iy = 50 y Ry =0.83, (8 =0.5, u =0.6).

Modelo S.1. Retrato fase
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Figura 2.9: Graficas obtenidas para el modelo (2.16), con las condiciones
iniciales Sp = 100, Iy = 50 y Ry =2, (8 =0.6, u =0.3).
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Modelo S.I. Retrato fase
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Figura 2.10: Graficas obtenidas para el modelo (2.16), con las condiciones
iniciales Sy = 100, Iy = 50 y Ry =2.3, (8 =0.7, u =0.3).



Introduccion a los modelos en

redes

En este capitulo presentaremos una pequena introduccién a la teroria
de redes y anélisis de senales. Ademaés, introduciremos la terminologia que

vamos a usar de ahora en adelante.

3.1. Redes y grafos

La teoria de redes surgio hace casi 23 afios como un nuevo campo para
caracterizar los sistemas complejos que interacttian, como el Internet, las
redes biologicas de la célula y las redes sociales. Inicialmente, la perspectiva
de la fisica, en particular el enfoque de la fisica estadistica, ha dominado el

campo de la teoria de redes [5]. Este punto de vista a desempeniado un papel

29
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fundamental para caracterizar las propiedades universales de la estructura

de redes complejas.

La necesidad de caracterizar sistemas complejos, extraer informacion re-
levante de ellos y comprender como los procesos dinamicos se ven afectados
por la estructura de la red, nunca ha sido mas importante que en siglo XXI,
cuando vivimos una explosion del “Big Data” en las ciencias sociales, infor-

macion y tecnologias de la comunicacion y en la biologia [5].

Para entender las muchas formas en que las redes pueden afectar las pro-
piedades de un sistema, necesitamos familiarizarnos con la teoria de grafos.
En este capitulo se introduce la representacion de una red como un grafo asi
como las caracteristicas elementales de las redes. Introduciremos un formalis-
mo y lenguaje de teorfa de grafos que seran utilizados a lo largo del presente

trabajo.

3.1.1. Algunas definiciones

Si queremos entender un sistema complejo, primero necesitamos saber
como sus componentes interactiian entre si. Una red es un catalogo de los
componentes de un sistema denominados nodos o vértices y las interacciones
directas entre ellos, llamadas enlaces o bordes. La representaciéon en forma
de red ofrece un lenguaje comun para estudiar sistemas que pueden diferir

mucho en naturaleza, aspecto o alcance.

Definiciéon 3.1. Numero de nodos. Representa el nimero de componentes del

sistema. Con frecuencia llamaremos N al tamano de la red. Para distinguir
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los nodos, los etiquetaremos coni=1,2,... N.

Definiciéon 3.2. Una red es llamada direccionada, si todos los enlaces en
ella son direccionados. Una red es no direccionada si todos sus enlaces son

no direccionados.

Definicion 3.3. Una red es llamada mixta si tiene enlaces direccionados y

no direccionados.

Definicién 3.4. Namero de enlaces, que denotamos por L, representa el
numero total de las interacciones entre los nodos. Los enlaces pueden ser

direccionados o no direccionados.

Las elecciones que hacemos, cuando representamos un sistema como una
red, determinarén nuestra capacidad de utilizar el conocimiento que nos ofre-
ce la ciencia de la red con éxito, para resolver un problema particular. Por
ejemplo la forma en que definimos los vinculos entre dos individuos dicta la

naturaleza de las preguntas que podemos explorar.

3.1.2. Grado, grado promedio y distribuciéon del grado

Definiciéon 3.5. El grado de un nodo es el numero de enlaces que tiene con

otros nodos.

Nosotros denotaremos con k; el grado del nodo i-ésimo en la red. En una

red no direccionada el nimero total de enlaces, L, puede ser expresado como
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la suma de los grados de todos los nodos:

1 N
L=:>Y k. 1
22 (3.1)

Donde el factor 1/2 corrige el hecho de que en la suma (3.1) cada enlace es

contado dos veces.

Definiciéon 3.6. El grado promedio de una red no direccionda se define como:

=5 k= (52

En las redes direccionadas distinguimos entre grado entrante, k™, que
representa el ntimero de enlaces que llegan al nodo 4, y grado saliente, k™,
que representa el nimero de enlaces que salen del nodo i hacia otros nodos.

Finalmente, el grado total k; esta dado por
ke = K" + k9. (3.3)

El ntmero total de enlaces en una red no direccionada es

N

N
L= k=) k" (3.4)
=1

=1

El factor 1/2 visto en (3.1) aqui esté ausente, ya que para las redes direccio-

nadas las dos sumas cuentan separadamente los grados saliente y entrante
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respectivamente. El grado promedio de una red dirigida es

N N

m_l mn out_l out_L

=1 =1
3.1.3. Matriz de adyacencia

Una descripcion completa de una red nos obliga a realizar un seguimiento
de sus enlaces. La forma mas sencilla de lograr esto es proporcionar una lista
completa de ellos. Con fines mateméaticos, representamos una red a través de
su matriz de adyacencia. La matriz de adyaciencia de una red dirigida de N

nodos tiene N filas y N columnas siendo sus elementos:

A;; =1 si hay un enlace que va del nodo j al nodoz,

A;; =0 silos nodosiy jno estan conectados entre si.

La matriz de adyacencia para una red no dirigida tiene dos entradas para
cada enlace, por lo tanto la matriz de adyacencia para una red no dirigida
es simétrica; es decir, A;; = Aj;. Por otro lado, el grado k; del nodo ¢ puede
obtenerse de los elementos de la matriz de adyacencia (ver [3]). Para una red
no dirigida el grado de un nodo es la suma sobre las filas o columnas de la

matriz,
ki = Z Ay = Z Aji. (3.6)

Para una red direccionada la suma sobre los renglones y las columnas de la

matriz de adyacencia proporcionan los grados entrantes y salientes, respecti-
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vamente,
N N
B = Ay, kM=) A (3.7)
j=1 j=1

Dado que en una red no dirigida el ntiimero de enlaces salientes es igual al

nimero de enlaces entrantes, tenemos,

N

N N
2L =Y k"= kM=) Ay (3.8)
i=1 ij

=1

3.1.4. Gometria y topologia de red

La atencion se ha dirigido recientemente a la caracterizaciéon geométri-
ca y topoldlgica de las redes. En este campo, el interés de la investigacion
cientifica ha seguido cuatro direcciones principales: La caracterizacion de la
hiperbolicidad de las redes, la formulaciéon de la geometria de red emergente,

la caracterizacion de la geometria del cerebro y la topologia de red.

Caracterizacion de la hiperbolicidad de las redes: la caraterizacion de la
hiperbolicidad de la curvatura de las redes es un problema matemaético fun-
damental abordado por distintos matematicos que proporcionan diferentes
definiciones alternativas. Excepto por la curvatura combinatoria de los gra-
fos planos, no existe un consenso establecido sobre la definicién de curvatura
més apropiada para las estructuras de red. A pesar de este hecho, se utilizan
varios enfoques para caracterizar la geometria, la complejidad y la hiperbo-
licidad de las redes. Una forma de lograr esto es medir la hiperbolicidad ¢ de
Gromov [19], otras formas incluyen incrustar la red en espacios hiperbdlicos,

o en general en una geometria de Riemann.
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Geometria emergente de redes: el campo de la geometria emergente tiene
como objetivo generar redes con geometria oculta sin usar ninguna informa-

cion del espacio subyacente.

Geometria cerebral: la geometria cerebral es fundamental para compren-
der el cerebro. Se cree que la modularidad juega un papel de especial im-
portancia, junto con la propiedad del mundo pequeno, al generar una fase
dindmica de sincronizacién frustrada, donde la sincronizacién se mantiene

pero no es estacionaria.

Topologia de redes: el anélisis topoldgico, permite extraer informacion de
conjuntos de datos de red que no es posible extraer utilizando otras técnicas
menos recientes de la teoria de redes. El anélisis topoldgico de procesos diné-
micos como la propagacion epidémica puede revelar la topologia subyacente

de la red sobre la cual se produce la propagacion.

3.1.5. Caminos y distancias

La distancia fisica juega un papel clave en la determinacion de las in-
teracciones entre los componentes de los sistemas. Por ejemplo, la distancia
entre atomos en un cristal o entre dos galaxias determina las fuerzas que
actian entre ellos. En las redes, la distancia fisica se reemplaza por longitud

de trayectoria.

Definicién 3.7. Una trayectoria es una ruta que recorre los enlaces de la

red.
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Definicion 3.8. La longitud de una trayectoria, representa el nimero de

enlaces que la trayectoria contiene.

3.1.6. La trayectoria mas corta

La trayectoria mas corta entre los nodos ¢ y j es la trayectoria con el
minimo namero de enlaces. La trayectoria mas corta a menudo es llamada

la distancia entre los nodos 7 y j. Se denota por d;;, o simplemente por d.

AR
Podemos tener miltiples trayectorias cortas para la misma longitud d entre
un par de nodos. Las trayectorias méas cortas ninca contienen lazos o se

intersecan ellas mismas.

En una red no direccionada d;; = dj;, es decir la distancia entre el nodo
¢y el nodo j es la misma que la distancia entre el nodo j y el nodo i. En
una red direccionada a menudo d;; # dj; ademas, en una red direccionada la
existencia de una trayectoria del nodo 7 al nodo 7, no garantiza la existencia

de una trayectoria del nodo 7 al nodo 1.

3.1.7. Diametro de la red

El diametro de una red, denotado por d,,.., es la maxima trayectoria
mas corta en la red, en otras palabras es la mayor distancia registrada entre

cualquier par de nodos.

3.1.8. Longitud de trayectoria media

La longitud de trayectoria media, denotada por (d), es la distancia media

entre todos los pares de nodos en la red. Para una red direccionada de N
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nodos, tenemos

) N
(d) SNN-D > dy (3.9)

ij=1,i#j
3.1.9. Conexiones

Definiciéon 3.9. En una red no direccionada los nodos v y 7 estdn conectados
st existe una trayectoria entre ellos. Estdn desconectados si no existe una

trayectoria entre ellos, en este caso se tiene que d;; = oo.

Definicion 3.10. Una red es conectada si cualquier par de nodos en la red

estan conectados.

Definicion 3.11. Una red es desconectada si existe al menos un par de

nodos desconectados.

Mientras que para una red pequena una inspeccion visual es suficiente
para decidir si la red es conectada o desconectada, para una red con millones
de nodos es una pregunta dificil de contestar. Herramientas matematicas y
algoritmicas pueden ayudarnos a identificar los componentes conectados de

una red.

3.1.10. Tipos de redes

El objetivo de esta subseccion es definir algunas redes y ver su principales

caracteristicas.

= Redes aleatorias: Una red aleatoria es una red en la cual cada par de
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nodos esté conectado con probabilidad p. Caracteristicas.
e La distancia entre los nodos es corta.
e Hay presencia de un gran componente de conectividad.

e La presencia o ausencia de una arista particular es una variable
aleatoria X con una distribuciéon de probabilidad (uniforme, ex-

ponencial, etc.).
Ejemplos.

e Una persona con gripe en un aeropuerto, donde la probabilidad de
contagiar a otra persona es la misma para todas aquellas personas
que entran en contacto con ella, es una red aleatoria con una

distribucién uniforme.

e Publicacion de articulos cientificos: hay pocas personas que publi-
can muchos articulos anuales y muchas publican pocos. En este

caso la variable aleatoria sigue una distribuciéon de Poisson.

» Red regular. Una red regular es aquella en la que todos los nodos tienen

el mismo grado k; dicha red se denomina k —regular. Casos especiales.

e (Completa: Es una red en la cual, cada par de nodos estan unidos

por una arista.

e Red de reticulo: Es una red regular en la que podemos definir una
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nocién de distancia, que no necesariamente coincide con la nociéon
de distancia definida anteriormente. La caraceristica principal de
un reticulo es que la vecindad de un nodo corresponde a los nodos

adyacentes segiin la distancia espacial.

Ejemplos.

e Alumnos en un internado.

e Un monasterio de clausura, donde los monjes se conocen todos
entre ellos y no tienen contacto con otras personas del mundo

exterior.

= Red de mundo pequeno: Es una red que esta basada en una red de
reticulo, pero cada nodo se reconecta a otro nodo aleatorio o se le
anaden aristas con probabilidad p. Una particularidad de este tipo de
red es que, a diferencia de una red de reticulo, un nodo puede conectarse

a nodos espacialmente lejanos, lo cual acorta la distancia entre nodos.

Ejemplos.

e Una cércel. Si consideramos que los presos solo se comunican con
las personas de su mismo patio, los guardias y las personas de su
mismo patio, los guardias y los visitantes seran las conexiones con

las personas de otros patios y del mundo exterior.

= Redes multicapa: Son aquellas que estan formadas por varias redes que

Interaccionan entre si.
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Casos especiales.

e Multiplexada: Es una red formada por el mismo conjunto de no-
dos, que interactian a través de diferentes redes. Por ejemplo, un
conjunto de personas que interactiian a través de diferentes medios

de comunicacién.

o Red de redes: Estan formadas por redes que interactiian entre
si, pero que estan formadas por diferentes tipos de nodos. Por

ejemplo, el internet, la red eléctrica.

» Redes libres de escala. Este tipo de redes se generan anadiendo nodos
a una red que llamaremos red semilla. Cada uno de los nodos que se le
anaden se conecta a los existentes con una probabilidad proporcional

al niimero de conexiones que estos tengan,

p= b
ijj’

donde k; es el grado del nodo j; es decir, si un nodo tienen muchos
vecinos, el nuevo nodo tendra mayor probabilidad de conectarse con él.

Ejemplos.

e Redes sociales: una persona que conoce a mucha gente, tienen
mayor probabilidad conocer mas individuos que una persona que

es mas aislada [5].
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(d) Multiplexada. (e) Red de redes. (f) Libre de escala.

Figura 3.1: Distintos tipos de redes [5].

3.1.11. Red dirigida para tres nodos

El modelo que deseamos estudiar es una red dirigida de tres nodos. Hay
miltiples combinaciones de como se conectan los nodos, por lo que la primer
tarea consiste clasificar los tipos de conexiones que se presentan. De esta

manera, podemos contabilizar un poco més de trecientos casos a considerar.

3.1.11.1. Numero de combinaciones posibles.

Para calcular el nimero de combinaciones posibles para una red dirigida

de tres nodos, consideramos las siguientes combinaciones.
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Ningiin cero hay en la matriz de adyacencia, es decir todos los nodos

estan conectados y tienen un lazo, obteniendo (g) =1

N =0.

Hay un cero en la matriz de adyacencia, (1

hay dos ceros en la matriz de adyacencia, (g) = 36.
Hay tres ceros en la matriz de adyiacencia, (g) = 84.
Hay cuatro ceros en la matriz de adyacencia, (Z) = 126.

Hay cinco ceros en la matriz de adyacencia, (g) = 126.

Hay seis ceros en la matriz de adyacencia, (2) = &4.

Obtuvimos un total de 466 formas posibles de conexiones para trabajar con

esta red. Hay estructuras de la red que dejamos a un lado, como son

Todas aquellas donde la fila completa de la matriz de adyacencia, consta

solo de ceros.

Donde no tenemos bucles es decir la diagonal de la matriz de adyacencia

consta solo de ceros.

Bajo estas consideraciones, contemplamos 325 forma posibles de conexion.

Ahora bien, clasificamos las posibles formas de la red de tal modo que, sélo

tomamos un representante de un conjunto de grafos isomorfos, y obtenemos

la siguiente clasificacion:
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No. de ceros | Matriz de adyacencia

011 1 01

1 1 11 1 11
111 111
0 01 011 011 1 01

2 1 11 1 01 011 01 3
111 111 111 111
011 100 1 01 1 11
1 11 1 11 110 011
1 01 1 11 1 11 011
0 01 0 01 0 01 0 01

3 011 1 01 1 11 110
1 11 1 11 011 1 11
010 0 01 100 1 00
1 10 1 11 011 1 01
1 11 110 1 11 1 11
1 00 011 011 011
110 011 1 01 110
1 11 011 011 011
011 1 01 1 01 011
1 10 1 10 011 1 01
1 01 011 011 110

3.2. Analisis de series de tiempo

Introduccion

Una gran cantidad de informaciéon acerca de las caracteristicas de multi-
ples fenémenos, es comtunmente recopilada con fines de analisis, para poste-
riormente llevar a cabo la planeacion y toma de decisiones. Entre las multiples
disciplinas cientificas que recurren a este método estan: la economia, ciencias

sociales, epidemiologia, medicina, etcétera. Al registro metodico de la me-
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Matriz de Adyacencia

0
1
0
0
1
1
0
0
0
0
1
0
0
1
0

1
1
0
1
0
1
1
1
0
0
1
0

0
1
1
0
1
1
0
1
1
0
1
0
0
0
0
0
0
1
1
0
1
1
1
0
1
0
0
0
1
0

1

1

1

1

0
0
1
1
1
1
0
1
0
0
1
1
0
1
1
0
1
1
1
0
0
1
1
1
1
0
0
0
0

o - O O

o O - O

— O O

No de ceros

Cuadro 3.1: Representacion de los posibles casos para una red dirigida de

tres nodos.
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diciéon de una observacion numérica, efectuada a intervalos de tiempo fijos,
se conoce como serie de tiempo. En esta seccion consultamos las siguientes
obras |1, 25, 24, 10, 23, 27|. El objetivo principal del analisis de series de
tiempo, es desarrollar modelos matematicos que proporcionan descripciones
plausibles para los datos de una muestra, para proporcionar una configu-
racion estadistica que describe el caracter de los datos que aparentemente

fluctuan de forma aleatoria a lo largo del tiempo.

Definicion 3.12. Una serie de tiempo es una coleccion de variables aleato-

rias indexadas de acuerdo con el orden en que se obtienen en el tiempo.

Esta es la definicion de proceso estocéstico, los valores observados de un
proceso estocastico se conoce como una realizacion. Se usara el término serie
de tiempo ya sea que nos estamos refiriendo al proceso o a una realizaciéon en

particular y no haremos ninguna distinciéon notoria entre los dos conceptos.

3.2.1. Medidas de dependencia: autocorrelaciéon y co-

rrelacion cruzada

Una descripcion completa de una serie de tiempo, observada como una
coleccion de variables aleatorias en puntos de enteros arbitrarios ¢4, to, ..., t,
para cualquier entero positivo n, es proporcionado por la funcién de distri-
bucién conjunta, evaluada como la probabilidad de que los valores de la serie
sean conjuntamente menores que las constantes ¢y, co, ..., ¢y, i.€.,

F(ei,cay..0,0n) = Play, <cp,x, < coprrxy, < ¢). (3.10)
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Desafortunadamente, la funcién de distribucién multidimensional no se pue-
de obtener facilmente, aunque la funciéon de distribucién multidimensional
describe los datos completamente, es una herramienta dificil de manejar pa-
ra mostrar y analizar datos de series de tiempo. La funciéon de distribucion
(3.10) debe evaluarse como una funcién de n argumentos, por lo tanto, cual-
quier trazado de las correspondientes funciones de densidad multivariable es

virtualmente imposible. Las funciones de distribucién unidimensional
Fi(z) = P{z; < 2)}

y la correspondiente funcion de densidad unidimensional

_ OF,(x)

ft(x) or

cuando existen, en ocasiones son informativos para determinar si una de-
terminada coordenada de la serie temporal tiene una funciéon de densidad

conocida.

Definiciéon 3.13. La funcion media es definida como

pot = E(zy) = /00 x fi(z)dz, (3.11)

sitempre que exista, donde E denota el operador de valor esperado habitual.
Algo importante que notar sobre i, es que es un promedio tedrico para la
serie en un punto de tiempo particular, donde la media se toma sobre todos

los posibles eventos que podrian haber producido x;
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La falta de independencia entre dos valores adyacentes x, y x; puede
evaluarse numéricamente, como en las estadisticas clasicas, usando las nocio-
nes de covarianza y correlacion. Suponiendo que dos valores en los puntos de
tiempo s y t, son variables aleatorias distribuidas conjuntamente con la fun-
cion de distribucion F'(z, x;), conduce a una expresion de la probabilidad de

que dos puntos en la serie sean menores a iguales a los valores especificados.

Definicion 3.14. La funcion de autocovarianza se define como el producto

de sequndo momento

Yo(s,t) = E (x5 — ps)(xe — )], Vs, t € Z. (3.12)

La autocovarianza mide la dependencia lineal entre dos puntos de la mis-
ma serie observados en diferentes tiempos. Las series muy uniformes exhiben
funciones de autocovarianza que permanecen grandes incluso cuando las t y
s estan muy separadas, mientras que las series discontinuas tienden a tener
funciones de autocovarianza que son casi nulas para las separaciones gran-
des. De la estadistica clasica tenemos que si 7,(s,t) = 0, xy y x; no estan
relacionados linealmente, pero puede existir algiin tipo de dependencia entre
ellas. En la estadistica clasica, es conveniente que la medida de asociacién

este entre -1 y 1, esto nos conduce a la siguiente definicion.

Definiciéon 3.15. La funciéon de autocorrelacion (ACF) se define como

v(s,t)

A0 = At

(3.13)
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La ACF mide la dependencia lineal de la serie en el tiempo ¢, es decir
predice x; usando solo x,. Si podemos predecir x; perfectamente usando solo
a x, a través de la relacion z; = By + [ixs, entonces la correlacion sera 1 si
£1 > 0, y -1 si cuando 7 < 0. Por lo tanto, tenemos una medida aproximada
de la capacidad de predecir la serie al tiempo ¢ desde el valor del tiempo s. En
ocasiones, nos gustaria medir la predictibilidad de una serie 3; en términos

de la serie ;. Suponiendo que ambas series tienen varianzas finitas, tenemos

Definiciéon 3.16. La funcion de covarianza cruzada, entre dos series xy y y;

es

7zy<s7t) =F [(xs - ,u:vs)(yt - :uyt)'] (314)

Una version escalonada de la funcion de correlacion cruzada (CCF) es

Definiciéon 3.17. La funciéon de correlacion cruzada (CCF):

Vay(5:1) (3.15)

Pl ) = S T D

En las definiciones anteriores, las funciones de autocovarianza y covarian-
za cruzada pueden cambiar a medida que uno se mueve a lo largo del tiempo,

ya que dependen de s y t.

3.2.2. Estacionalidad de series de tiempo

En las definiciones anteriores la funciones de media y autocovarianza

son completamente generales. A pesar de que no hemos hecho suposiciones
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especiales sobre el comportamiento de las series de tiempo, no es descabellado
pensar que puede existir una cierta regularidad en el comportamiento de las

series temporales a través de tiempo.

Definiciéon 3.18. Una serie de tiempo estrictamente estacionaria, es aquella

para la cual el comportamiento probabilistico de cada conjunto de valores

{xtmxtzu"thk}a

es identico al conjunto de valores

{$t1+h, Ttothy--- 7xtk+h} )
tal que,
P{ay, <ecp,ooyx, <cy=P{agn <cryeooyTygn < i}, (3.16)
para todo k = 1,2, ..., para todos los tiempos tq,to, ..., 1, para todos los ni-
meros ¢y, Co, . ..,Cr Yy todos los desplazamientos de tiempo h = 0,+1,+2,....

Si una serie de tiempo es estrictamente estacionaria, entonces todas las
funciones de distribuciéon multivariable para subconjuntos de variables deben
ser iguales al conjunto desplazado para todos los valores del pardmetro de
cambio h. La version de estacionalidad in (3.16) es muy fuerte para muchas
aplicaciones. Ademas, es dificil evaluar la estacionalidad estricta a partir de
un tnico conjunto de datos. En lugar de imponer condiciones a todas las

distribuciones posibles de una serie temporal, usaremos una versiéon mas leve
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que impone condiciones sélo en los dos primeros momentos de la serie.

Definicion 3.19. Una serie de tiempo x;, es débilmente estacionaria si es

un proceso de varianza finita tal que
1 La funcion media, 1, es constante y no depende del tiempo.

11 La funcion covarianza, y(s,t) depende de s y t solamente a través de la

diferencia |s — t|

De ahora en adelante, usaremos el término estacionario para significar esta-
cronalidad débil; st un proceso es estacionario en sentido estricto, utilizare-

mos el término estrictamente estacionario.

Dado que la funciéon media, E(z;) = p;, de un proceso estacionario no

depende del tiempo, podemos escribir
pe = j1 = cte. (3.17)

Ademés, debido a la funcién de covarianza de una serie temporal estacionaria,
v(s,t), depende de s y ¢ solo a través de su diferencia |s — t|, podemos
simplificar la notacién. Sea s = t + h, donde h representa el cambio de

tiempo o retraso, entonces

Yt +ht) = E[(zen — 1) (@ — p)]
= E(zn — p)(xo — p)] (3.18)

= "}/(h,O)
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no depende del tiempo; hemos supuesto que var(z;) = v(0,0) < oo.

Definicion 3.20. La funcion de autocovarianza para una serie de tiempo

estacionaria es

Y(h) = E[(xn — p)(ze — p1)] (3.19)

Definicion 3.21. La funcion de autocorrelacion (ACF) de una serie de

tiempo estacionaria es

p(h) = et 1) (3.20)

VAt + hot + Rh)y(t,t)

La funcién de autocovarianza para un proceso estacionario tiene varias

propiedades utilies:

= Si h =0, v0) = E[(x; —p)?, la cual es la varianza de la serie de
tiempo.
= Por la desigualad de Cauchy-Schwarz tenemos |y(h)| < v(0).

= La funcién de autocovarianza para un proceso estacionario es simétrica

respecto al origen, y(h) = vy(—h) para toda h.

Definiciéon 3.22. Dos series de tiempo x;, y;, son llamadas conjuntamente

estacionarias si son estacionarias y la funcion de covarianza cruzada

Yay(h) = E (w10 — pre) (Y — tiy)] (3.21)
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es funcion solamente de la longitud de h.

Definiciéon 3.23. La funcion de correlacion cruzada (CCF) de dos procesos

conjuntamente estacionarios es definida como

_ %cy(h)
Pay(h) = T 0.0 (3.22)

3.2.3. Estimacion de la correlacion

Aunque las funciones de autocorrelacion teoérica y correlacion cruzada
son tutiles para describir las propiedades de ciertos modelos hipotéticos, la
mayoria de los analisis deben realizarse utilizando datos muestreados. Es-
ta limitacion significa que los puntos muestreados x1,xs,...,x, solo estan
disponibles para estimar las funciones de media, autocovarianza y autocorre-
lacion. Desde el punto de vista de las estadisticas clasicas, esto plantea un
problema ya que normalmente no tendremos copias idénticamente distribui-
das de x; disponibles para estimar las funciones de covarianza y correlacion.
Sin embargo, en la situacion habitual de una sola realizacion, la asunciéon de
la estacionalidad se vuelve critica. De alguna manera, debemos usar prome-
dios sobre esta realizacion tinica para estimar las medias de poblacion y las

funciones de covarianza.

Como consecuencia, si una serie de tiempo es estacionaria, la funcion

media, u; es una constante y puede ser estimada por la media de la muestra
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La funciéon de autocovarianza tedrica se estima mediante la funcién de auto-

covariacion de la muestra definida de la siguiente manera.

Definicion 3.24. La funcion de autocovariacion de la muestra es definida

como
n—h

J(h) =" (win — @) (2 — 7). (3.24)

t=1

con ¥(—h) =4(h), para h=1,2,...,n— 1.

La suma (3.24) solo esta definida sobre un rango restringido ya que no

podemos tener t + h > n.

Definicion 3.25. La funcion de autocorrelacion para la muestra se define

como

p(h) = (3.25)

Definicion 3.26. El estimador para la funcion de covarianza cruzada, 7, (h)

esta dado por
n—h

Aoy(h) =171 (ern = 2)(ye = §), (3.26)

t=1

donde ’?xy(_h) = ’%cy(h)
Definicion 3.27. La funcion de correlacion cruzada de la muestra es

Hzy(h)

)= s 07,0

(3.27)

La funcién de correlacion cruzada de la muestra se puede examinar gra-
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ficamente como la funcion de lag(h), para buscar relaciones iniciales o reza-

gadas en los datos.



Formulacion general del modelo

Introducciéon

Los modelos clésicos fallan a la hora de tratar de explicar la diseminaciéon
de enfermedades en una region en donde las poblaciones estédn separadas por
barreras naturales, en la teoria clasica de la epidemiologia se estudian mode-
los en una region cerrada, las ecuaciones diferenciales parciales nos ayudan
a entender como avanza una enfermedad en un a region, pero el inconve-
niente es que consideran a las poblaciones uniformemente distribuidas. En
el presente trabajo proponemos un modelo, en el cual hacemos uso de la
epidemiologia matemaéatica clésica, teoria de redes y series temporales para
el estudio de estos fenémenos. En el modelo que proponemos estudiamos la
dindmica global del sistema pero considerando que las poblaciones tienen su

propia dinamica.

95
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4.1. Planteamiento del modelo

En esta seccion construiremos un modelo simple, que consta de tres no-

dos. Consideremos las siguientes hipotesis

1. En cada nodo se considera que la dindamica local es dictada por el
sistema de ecuaciones en diferencias SI discreto. Esta condicion refleja
que las poblaciones en estudio tienen una dindmica parecida (ésta la
puerta abierta para explorar otras opciones donde la dindmica local no

tiene por que ser la misma en todos los nodos).

2. El tamano de la poblacién total se mantiene constante a través del

tiempo.
3. Las interacciones entre los nodos se da de manera homogénea.

4. El estudio de la enfermedad se da en un ambiente cerrado, no hay

inmigracion o emigracion.

5. Las tasas de migraciéon de sanos o;; y enfermos entre los nodos es la

misma.

6. La suma de las tasas de migracion cumple que 37 a;; < 1.
JF#i

7. El grafo en el que se montaron las dinamicas locales es un grafo dirigido,

es decir la direccion del flujo de la informaciéon es importante.

8. Solo consideramos grafos que cumple con la propiedad Zf\il aj; = 1.
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Estamos quitando todos aquellos casos donde no hay poblacién que se

quede a contribuir con la dindmica local en algin nodo.

De acuerdo con las hipotesis de arriba podemos construir el modelo final,
el cual consistira en la relaciéon de tres sistemas de ecuaciones en diferencias
con un grafo dirigido. Un esquema de compartimentos esta representado en

la siguiente figura

(0551

Q91 13

33

Q2 (ST),

32

Figura 4.1: Representacion de la dinamica global con un modelo SI en cada
nodo.

De este modo, y de acuerdo con la hipotesis de arriba, establecemos el
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modelo de epidemia en tiempo discreto de la siguiente forma:

Sy = [ 1- Qij
Hﬁz
3
L= [1-) ay
j=1
J#i
1=1,2,3,
donde

[Sz(l_uz)+MzT1 i :| +

ozﬂ
J#z

Spln
{[1<1_Mz>+52 i } +Z% w
J#z

(4.1)

T es la poblacion total del nodo i al tiempo n.

» S! es la poblacion de susceptibles en el nodo i, al tiempo n.

» I es la poblacion de infecciosos en el nodo 4, al tiempo n.

= u; es la tasa de natalidad y mortalidad del nodo 7, 0 < p; < 1.

= [3; es la tasa de transmision del nodo i (proporcional al contacto entre

individuos) 0 < §; < 1.

= «j; es la fraccion de la poblacion del nodo j que emigra a la poblacion

del nodo . Siguen una distribucién de Poisson con pardmetro A.

=y es la fraccion de la poblacion del nodo i que se queda a contribuir

con la dindmica local.
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= «;; es la fraccion de la poblacién del nodo 7 que emigra al nodo j. Sigue

una distribucion de Poisson con parametro .
De lo anterior, se desprende la siguiente

Proposicion 4.1. La poblacion total del sistema (4.1) se mantiene constan-

te.

Demostracion. Como en el sistema (4.1) la tasa de natalidad y la tasa de

mortalidad en el nodo 7 es la misma. Sumando todas las ecuaciones tenemos:

3
Pria =) (St L)

=1

(
3 ' 3 A '
=i [(Sy+ L)L = ) + T3] + ) ag( S + )
= 7
3 3
i=1 =1
| J#i
3
= Z Qi + Z Qi 12
= J#l

dado que «y; + Z?Zl a;; = 1,Vi = 1,2, 3. Por lo tanto la poblacion total se
J#
mantendréa constante y se denotara por F;. O
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Proposicion 4.2. Las poblaciones locales dependen solo de las tasas de

transmaision y las poblaciones iniciales.

Demostracion. Sea T, la poblacion del nodo 7 al tiempo n + 1, entonces

Tn+1 - Sn+1 + In+1

3
7 % 7 SZ ‘[l
=1
Jj#i J#%

+ 1—2% {(1 i) I +551+p}+2aﬂ

J#z J#Z

3
= 1= ey | (SE+ 1)+ > ayi (89 + 1)

7j=1
J# J#

3 3

J=1 J=1
JFi JFi

Las poblaciones locales siguen el sistema de ecuaciones en diferencias

1 1
Th 1 — (o2 + ags) Qo1 a1 T
2 — 2
Tn+1 - 12 1— (0421 + 0423) 39 Tn

3 3
Ty a3 Q93 1 — (g1 + as2) Ty
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El cual tiene por solucion

n

1 1
Tn+1 1-— (alz + 0413) Q91 31 TO
2 — 2
T | = Q2 1 — (ao1 + as) Q32 Ty
3 3
T, a3 Qg3 1 — (31 + ) 15

por lo tanto las poblaciones locales s6lo depende de las tasas de transmision

y de las poblaciones iniciales. O

Corolario 4.1. Si las tasas de transmision son iguales entonces la poblacio-

nes locales al tiempo n + 1 son

T TI+TEATS | (1=3a)" (273 ~13 -T5)
n+1 3 3

2 1 3

2 _ | w3 (27513 -T3)

T 210 4 - (4.2)

TI4+T24+T3 | (1-30)" (203 -T2-T})

T3+1 o+ 1o +1y + o 1o 1o
n 3 3

Demostracion. Si las tasas de transmision son iguales, el sistema tiene por

solucion
TnJrl = AnTO
donde
T, 1-2a « a T,
Ty = | T2, | . A= a l1-2a « JTo= | T¢
3, e a 1 -2« T3

la matriz A es diagonalizable por lo tanto existe una matriz C' tal que A =

CDC~! donde, C es la matriz cuyas columnas corresponde a los vectores
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propios asociados a A y D es una matriz diagonal cuyos elementos son los

valores propios de A por lo tanto

1 -1 -1\ (17 0 0 A
A"=11 0 1 0 (1-3a)" 0 —% —% %
1 1 0 0 0 (1-3a)" ] \-% 2 —3
asi
T, 1 -1 -1\ (17 0 0 $ 3 3
T2, =11 0 1 0 (1—3a)" 0 -3 —3 32
Tgﬂ 1 1 0 0 0 (1—3a)" —% % —%
TI+TE+TS | (1-3a)"(2T3—T2-T3)
3 + 3
_ | AT +1E | (1-3a)"(2TE-Ty —1T3)
o 3 + 3
TI+TE+T3 | (1-3a)"(2T3 T3 —T2)
3 + 3

Corolario 4.2. Si las tasas de transmision son iguales entonces las pobla-

ciones locales convergen al promedio de las poblaciones iniciales.
Demostracion. Consideremos las sucesion (1—3a)™, como a € (O, %) entonces

Ifm (1 — 3a)" =0

n—o0

Ty
h
h
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Por el corolario 4.1 tenemos que las poblaciones al tiempo n + 1 son

71 TY+TZ+TS I (1=30)" (273 ~13 ~T5)
n+1 3 3
T2 _ | w8 (273 -T3-T3)
n+1 3 + 3
T3 TEHTEHTE (1-3a)" (2T3 T3 -T})
n+1 3 3

de este modo las poblaciones al tiempo n + 1 convergen al promedio de las

1

poblaciones locales iniciales, mas atn si a € (O, g), entonces converge de

L 1) entonces converge de manera oscilatoria. O]

manera suave y si a € (3, 5

Corolario 4.3. Si las poblaciones iniciales son iguales para cada nodo, es
decir T} = T¢ = Ty y las tasas de transmision son iguales, es decir o;; =

o, Vi, 7 = 1,2,3 entonces las poblaciones locales se mantienen constantes.



Modelo SI montado sobre un

grafo de 3 nodos

Introduccion

En este capitulo hacemos un estudio del modelo SI montado en un grafo
de tres nodos. En la primera seccién mostramos los resultados de estudiar al
modelo general cuando las tasas de trasmision son deterministas, mostrando
varias formas del modelo al variar parametros, los cuales son los mas im-
portantes de acuerdo a lo observado en el trabajo. En la segunda seccién
consideramos que las tasas de transmision siguen una distribucién de Pois-
son con tasa \; (o ; ~ P()\;)) v la forma en la que analizamos esta variacion
es con la teoria de senales, en particular con los diagramas de correlacion

cruzados.

64
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5.1. Tasas de trasmision deterministas

En esta seccién, estudiaremos el modelo (2.11), montado en un grafo 3
nodos con las tasas de trasmision deterministas considerando el caso cuando

el grafo es no dirigido.

5.1.1. Grafo no dirigido

Por la definicién de grafo no dirigido tenemos que la emigracion de indivi-
duos entre los nodos no tiene una orientacion. Un esquema de compartimentos

para esta situacion se representa en la siguiente figura.

1-— (Oél —|—CY2)

a1 &%)

1—(a1—|—a3) 1—(CK3+042)

Figura 5.1: Representacion de la dinamica global cuando montamos el modelo
SI en un grafo no dirigido de tres nodos.

Como estamos en un grafo no dirigido, la informacién que fluye entre
los nodos conectados es la misma, por lo tanto tenemos la simplificacion

a;; = «j; asi, las tasas de transmision descritas en la Figura 5.1 son

= (o = Qg1 = 0.
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B (g3 = (V32 = (g.

= (13 = (31 = (3.

5. MODELO SI MONTADO SOBRE UN GRAFO DE 3 NODOS

De este modo, establecemos el modelo de epidemia en tiempo discreto de

la siguiente forma:

Sppr = (1= (o1 +az))
L = (1= (a1 + )
Sp = (1= (a1 + )
Ly = (1= (a1 + )
Sppr = (1= (a2 + a3))
e

np1 = (1= (a2 + a3))

donde

s T

i S
(1= )+ B;

171

I S
5711(1 — )+ M1Té — [1—= n} + 04252 + 0415,21

1
Tn
i 7l

1
%1n:| + O[QIS + 061]%

2712

i S=7
S2(1 = p2) + poT — B2 ”} + a1 S, + azSt

2
Tn
2712

[ S2]
21— p2) + Bo 7’12”} + o I} + asl?

53 [3

S3(1— pg) + psTy — B3 =2 n} + 352 + azS)

3
Tn
3713

TS

n

i S°I
]2(1 — ,ug) + 53 n n:| + Ozgl,?l + 0@]711,

(5.1)

» es la poblacién total del nodo ¢ al tiempo n.

" es la poblacion de susceptibles en el nodo i, al tiempo n.

= [': Poblacion de infecciosos en el nodo i, al tiempo n.

1; es la tasa de natalidad y mortalidad del nodo z, 0 < u; < 1.

B es la tasa de transmision del nodo i (Proporcional al contacto entre
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individuos) 0 < §; < 1.

a; es la tasa de migracion entre nodos con ¢ = 1,2, 3.

1 — (a1 + ag) es la fraccion de la poblacion del nodo 1 que se queda a

contribuir con la dindmica local.

1 — (aq + ag) es la fraccion de la poblacion del nodo 2 que se queda a

contribuir con la dindmica local.

1 — (g + a3) es la fraccion de la poblacion del nodo 3 que se queda a

contribuir con la dinamica local.

5.1.1.1. Poblaciones iniciales iguales

Las poblaciones iniciales juegan un papel crucial para entender la di-
néamica local de cada nodo. El caso méas simple a considerar es cuando las
poblaciones iniciales son iguales en cada nodo. Por el corolario 4.3, las pobla-
ciones locales se mantendran constantes y la dinamica sera dictada soélo por
las tasas de trasmision entre nodos y los parametros internos, y dado que el

nimero de pardmetros es alto consideramos s6lo dos casos.

= Pardmetros internos iguales. Cuando nos referimos a que los para-
metros internos son iguales, estamos considerando que se cumplen las
condiciones 1 = o = g y 1 = B2 = f3. Tenemos dos casos a consi-

derar

e El sistema esta libre de enfermedad (5—) < lparai=1,2,3.
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e El sistema esta completamente infectado(%) > 1parai=1,2,3.

= Pardmetros internos distintos. Cuando nos referimos a que los para-
metros internos son distintos, estamos considerando que se cumplen las
condiciones p; # ;v B; # 55 sit # j. Dado el nimero tan alto de casos
a considerar, y por la naturaleza no lineal del modelo sblo hicimos un

analisis numérico de los siguientes casos

e Kl sistema esta libre de enfermedad, (ﬁ—) <lparai=1,2,3.

e Algun nodo esta infectado <%> > 1 para algin i = 1,2, 3.

e El sistema esta completamente infectado, <&> > 1 para i =

m
1,2,3.

Parametros internos iguales. Soélo para este caso particular, pudimos
hacer un ané&lisis méas profundo con las herramientas que la teoria de siste-
mas dindmicos discretos nos ofrece. Encontramos el Ry del sistema global
en términos de los paramentros internos, los puntos fijos se exhiben y su

estabilidad es descrita.

Por ser el modelo mas simple que planteamos lo llamaremos modelo sim-

plificado el cual se rige por las siguientes hipotesis.

1. Los parametros para cada nodo son iguales, las tasas de contagio, naci-
miento, muerte, y las condiciones iniciales seran las mismas para cada

nodo, B3, u;, Si,I seran iguales Vi = 1,2, 3.
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2. Las tasas de migracién entre nodos se mantendran iguales, es decir a; ;,

Vi, 7 =1,2,3 y se denotaran por a.

3. Las poblaciones iniciales son iguales, por el corolario (4.1) tenemos que

T! =T?=T? y la denotaremos por T.

Con las hipotesis descritas arriba tenemos el modelo:

i i Silh] N
Spi1 = (1 —2a) _Sn(l —p) +pT = 57} + ZQSJ

j=1
JFi
A [ Si i LA 5.2
I = (1-2a) f;(l—mw%hzwz (5:2)
L j=1
J#i

i=1,2,3

Proposicién 5.1. El Ry global denotado por RS, es

Rf =

=™

(5.3)

Demostracion. Para calcular el Ry global utilizamos la definicién 2.9. El na-

mero total de infecciosos al tiempo n es

I =) II(1-(1-2«a
n Zl (1= )i) 5.4
= (1—(1-2a)w)1I;
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esta ecuacién en diferencias tiene como resultado
7= (1— (1= 2a))"I] (5.5)
por lo tanto F,, = (1 — (1 — 2a)u)".

Por otro lado tenemos que el nimero promedio producido por un infec-
tado por nodo es (1 —2a) @% por lo tanto el niimero promedio de infecciosos

producidos es b, = (1 — 2a) asi

%:Z=a4hmmm—mm{ (5.6)

Puntos fijos

Proposicién 5.2. Si RS < 1 el sistema (5.2) admite un tinico punto fijo
llamado libre de enfermedad dado por: Ey = (T,0,T,0,T,0) . En caso con-
trario el sistema admite dos puntos de fijos, el punto fijo libre de enfermedad

Ey y el punto fijo endémico dado por:

o (T T(RS—1) T T(RS—1) T T(RS—1)
""\R¢ RS 'RY RS 'R¢ RS
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El modelo simplificado tiene la forma

S7’17,+1 = (1 —-2q)
SrQH-l = (1 —20)

S?z-s-l = (1 -2a)

Ly = (1-2a)

iy = (1-20a)

[3

1= (1 —2a)

1— St 4+ Ty — g=nn
1 2 n-n
( —w)S; +Tu— B—T

[ S°1
(1= )S3 +Tp — B2

(1=, + 3

St
S212

373

ST
T -
S212]
T -
;3313_

T

(1—p))+ 0

(1—wI;+3

71

+ Oz(SZ + SZ)

+ oz(STll + Sf;)

+ oz(Sfl + Si)

(5.7)

+ 04([2 + [2)
+ a([é + [2)

+ a([i + [711)

Demostracion. Para calcular los puntos fijos debemos resolver el sistema

(1—20) |(1—

(1—20) | (1 -

(1—20) |(1—

(1—20) |(1—

(1—2a)|(1-

(1—2a)|(1-

ST
T -

S22
T .

S3I3T
T

St +Tu—p

()S*+ Ty —p

1)S*+ Ty —p3

AS«ljl‘
T -
2]2‘
T -

S3137
T

w1+

I+

wI*+3

+ «

+ «

+ «

(S + 8% = 5!
(ST + 5%) = §?

(5% + 5% =8
(5.8)

+a(lP+ 1) =1
+a(l* + 1) = I?

‘al+1) =1
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o bien
St
(1 - 2a) Tu ﬁ + S'2ap — (2a 4 p)) + a(S* +5%) =0
- 5212:
(1—2a) [Tu— ﬁ + S*(2ap — (2a+ p)) + a(S'+ 5%) =0
- S‘sl‘s:
(1—2a) |Tu— B | + S3(2ap — (2a+ p)) + a(ST +5%) =0
i - - 551 (5.9)
I' 2ap — (20 + p) + (1 — 2a)—— 7 a(I? +1%) =0
12 -2 552- 1 3\
ap— (20 + p) + (1—2a)T a(l*+1I°)=0
]3 _2 653_ 1 2\
oz,u—(20z—i—,u)+(1—2a)T a(l*+17)=0

De las ultimas tres ecuaciones tenemos que si I' = I? = I? = 0, entonces

Sl =582 =83 =T, por lo tanto el punto fijo es

E, = (T,0,T,0,T,0) (5.10)

Para que exista el otro punto fijo se necesita que I' = [? = [3 y St =
S? = S3 asf que el sistema se simplifica a un sistema de dos ecuaciones con

dos variables, sea I = I, S = S, Vi = 1,2, 3, tenemos

(1 - 2a) [Tﬂ—ﬁg—Su} =0

ps }:0

(5.11)
I(1-2a) [ + ot

T
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por lo tanto, el otro punto fijo es

EPZ(T T(R§—1) T T(R§-1) T ng—m)

—_— 5.12
R RS RGBS RG T RG (5.12)

]

Estabilidad de los puntos fijos. Con la ayuda de la matriz jacobiana

analizaremos la estabilidad de los puntos (5.10) y (5.12) sean

171

(1=2a) |(1 = )" + 4T - 5=

r 171

(1—2a) |(1—p)I'+7 7

f1(817]17827]2753’]3)

} + a(S? + S?)

91(51711732,12,53,13)

} +a(l? + 1P

B 272
f2(517[17827127537[3):<1_2a) (1_M)32+MT_B T :|+a(sl+53)
i 5212
(S 1182 P85, 1) = (1= 20) (L= )4 57| ol 4 1)
. g3 13
f3<Sl,[1,SQ,[2,S3’[3):(1—204) (1_M)SS+MT_B T 1+&(52+Sl)
: S
g3(51,[175’2712753,[3):(1—2@) (1_,“)[3"’67] +Oé([2+[1)

(5.13)
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la matriz jacobiana es

Dg1 f1
Dgig4
Dsifo
Dg1gs
Dg1 f3
Dg1gs

Dpfy
Dpng

Dy fo
Dpgs

Dy fs
Dpgs

Dg2 f1
Dg2g1
Dgs: fo
Ds2g5
Dg- f3
Ds2g3

Dp fi
Di2gy

Dy fo
Di2gs

Dy f3
Di2g3

Dgs f1
Dgs gy
Dgs fo
Dgsgs
Dgs f3
Dygsgs

Dps fr
Drgy
Drs fo
Disgo

Dysfs
Dysgs

by = —(1 — 20) 2
bar = (1 — 2a)(1 — p + BTSI>
bl = —(1 — Qa)ﬁTS2
byy = (1= 2a)(1 — p+ 25)
bis = —(1 — 20) 22
bz = (1 = 2a)(1 — pu+ BTSS)

a1

a2

bi1
b1
0

a 0
o

aiz bia
Az bao
a 0
0 «
(5.14)

Q

)

a13

23

Proposicién 5.3. El punto Ey sera estable si R§ < 1 y serd inestable si

RS >1

Demostracion. Para analizar la estabilidad de Ej, utilizaremos la matriz ja-

bis

bas
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cobiana evaluada en dicho punto.

e
o
o
e

donde

o= (1-2a)(1—p)
b=—(1-2ua)p
c=(1-2a)(1-p+p)

5

(5.15)

con la ayuda del sofware “Maple” se obtuvierén los siguientes valores

propios
M =2ap—p+1

Ao = —2af 4+ 2au+ 5 —pu+1

A3 =2apu—3a—pu+1

M =200+ 2ap—-3a+—pn+1
As =204 —3a —pu+1

Ao = 208 +2apu —3a+ L —pu+1

(5.16)

El punto Ej sera estable si todos los valores propios tienen modulo menor
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que 1, es decir

M| <1 Vi=1....6

para A, tenemos que

1
0<(1-2a)u<1, yaqueaG(O,ﬁ) y pe(0,1)

=—-1<2a—-1u<0
=—-2<(2a—-1)u<0
=>—-1<a—-1pu+1<1

S Rop—p+1 <1

Para \,, tenemos que

B <u

=pF—-—pu<0

=—-1<pf—-—pn<0, e(0,1), we(0,1)
=—-1<(f—p(l—-2a)<0

= -2<(f—pul—-2a)<0
=-1<(f-pl-2a)+1<1

Sl —2a8+2apn+—p+1 <1

Para A3, consideramos la funcion

flz,y) =22y — 1) =3y +1,



5.1. TASAS DE TRASMISION DETERMINISTAS 7

donde x € (0,1) yy € (0,1 / 2), la cual alcanza su méaximo en (z,y) = (0,0),

f(0,0) = 1y suminimo en (z,y) = (0, 1/2), f(0, 1/2) = - 1/2; por lo tanto
2ap —3a—p+1| < 1.

Para A4, tenemos que |Az] < 1, por lo que

-1 <2op—3a—p+1<1,
—1<2ap—3a—pu+1+p(1-2a)<1, yaque f<pu,

| —2a8+2ap—3a+pF—p+1 <1,
como A5 = A3 v A\g = A4, tenemos que el punto Ey sera estable si

RS = by, (5.17)

I

Para ver que es inestable, observemos que el valor propio Ay = —2a8+2au+
B — o+ 1, el cual tendra valor absoluto mayor que 1 si (8 — u)(1 — 2a) > 0,
lo cual se cumple puesto que > py a € (0, 1/2). O

Proposicién 5.4. Si R§ > 1, el punto E,, serd estable.

Demostracion. Para analizar la estabilidad del punto £y, utilizamos la matriz



78 5. MODELO SI MONTADO SOBRE UN GRAFO DE 3 NODOS

jacobiana

w = (1-2a)(1-p)

r=—u(l — 2«
donde He )

y=1-2a)(6—p)

z=1-2«

o o w =g

Q

[N )

Q

(5.18)

con la ayuda del sofware “Maple”, se obtuvieron los siguientes valores propios

M =2apu—p+1

Ao =2af —2ap— B+ p+1

A3 =20 —3a—pu+1
M=2af-2ap—3a—F+pn+1
As =204 — 33—+ 1

Ao =2a8 —2ap —3a—F+pu+1

(5.19)

como los valore propios A1 y Az se repiten en los dos casos solo resta analizar
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los valore propios Ay y Ay. Para Ay tenemos que

—1l<pu—p8<0
= —1<(p—-p)01-2a)<0,
= —2<(p—-p01-2a)<0,
= —l<@p-p/1—-20)+1<1,

|)\2| < 1.
Para A4, consideramos la funcion
flz,y) =2(1—-2y)—3y+1 donde ze€(—1,0), ye(0,1/2).

La cual alcanza su méaximo en (z,y) = (0,0), f(0,0) = 1 y su minimo en

(I,y) - (07 %)7 f(oa 1/2) - _1/2, por lo tanto
208 —2au —3a— B+ p+1] <1

como A3 = A5 v Ay = Ag, tenemos que el punto F; sera estable si

RS = by (5.20)

I
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Nedo 1 Nodo2
B e B e
™ 00
sofe sofe
N »
"
"
*
"
S o,
0 .
e e %0 I I R A S Er it
sempo tempo
Nodo3 Poblaciones Giobales
WL e I —
w
350
o a0
)
g &
sofe 5o
00
A "
* s %
" KM
e, o
T ™ R Vi A o ™ A R S A T o

tempo tiempo

(¢) Nodo 3 (d) Global.

Figura 5.2: Graficas obtenidas para el modelo simplificado con condiciones
iniciales S§ = 100, I} = 50, y parametros 3; =0.3, pu; =0.7, i = 1,2,3,
R§ < 1.
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poblacion
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(d) Global.

81

Figura 5.3: Gréficas obtenidas para el modelo simplificado con condiciones
iniciales S§ = 100, I§ = 50, y parametros 3; =0.7, yu; =0.3,i =1,2,3, RS > 1
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Sanos Nodo 1 Sanos Nodo 2

Sanos Nodo 3

Figura 5.4: Graficas obtenidas para los sanos, al variar las tasas de transmi-

sion a € (0,3) con condiciones iniciales S = 100, I} = 50, y parédmetros

B; =0.3, i; =0.8,i=1,2,3, R§ < 1
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Infectados Nodo 1 Infectados Nodo 2

Poblacion

T.M. (@) 0 5000

Infectados Nodo 3

TM. (@) ‘Tiempo.

(¢) Nodo 3

Figura 5.5: Graficas obtenidas para los infecciosos, al variar las tasas de trans-

mision a € (0, %) con condiciones iniciales Sj = 100, I = 50, y parametros

B; =0.3, i; =0.8,i=1,2,3, R§ < 1

En las figuras 5.4 y 5.5, podemos apreciar como impacta la variacion del
parametro «, en las poblaciones tanto de los individuos sanos como de los
infecciosos. A mayor tasa de transmision mas lentamente se llega al estado

de equilibrio.
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(a) Sanos. (b) infecciosos.

Figura 5.6: Graficas obtenidas para las poblaciones de los sanos e infecciosos
de manera global, al variar las tasas de transmision o € (0, %) con condiciones
iniciales S§ = 100, I¢ = 50, y parametros 3; =0.3, 4 =0.8, i = 1,2,3, R§ < 1

El impacto la variacion de las tasas de trasmision no solo se refleja en
las poblaciones locales, también podemos ver un impacto significativo en las
poblaciones globales tanto de sanos como de infecciosos. En la figura 5.6
podemos apreciar las poblaciones globales de sanos e infecciosos, las tasas de
transmision impactan directamente en la velocidad a la que se llega al estado

de equilibrio.

Basados en el analisis hecho y en las gréficas mostradas podemos concluir

lo siguiente en cuanto al modelo simplificado.
» La dindmica global se comporta como la dinamica local.

= Al variar las tasas de transmision, siempre y cuando sean las mismas
para cada nodo, afecta la velocidad a la que se llega a los puntos equi-

librio.
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= Las tasas de transmision no afectan la cantidad de puntos fijos que se

tiene.

= El RS = 3/ fue relativamente facil de encontrar analiticamente.

Parametros internos distintos. Aun bajo la hipétesis de que las pobla-
ciones locales sean iguales, las variaciones siempre estardn presentes. Con
esta idea en mente proponemos un modelo en donde damos un paso mas a la
realidad al considerar que los parametros internos son distintos. Los caso mas
significativos son: sistema libre de enfermedad, sistema con un nodo infectado

y sistema completamente infectado.

Sistema libre de enfermedad. Para el sistema libre de enfermedad

consideraremos los siguientes parametros

| Nodo 1 | Nodo 2 || Nodo 3 |
p1=0.3 | By =0.4 || B35 =0.2
1 =0.8 | p=0.5 | pus =0.7

Cuadro 5.1: Parametros para el sistema libre de enfermedad con poblaciones
iniciales iguales.
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Sanos Nodo 1 Sanos Nodo 2

Sanos Nodo 3

[l T
04 03 ST 2000
T

T.M.a) Tiempo.

(¢) Nodo 3

Figura 5.7: Graficas obtenidas para los sanos, al variar las tasas de trans-
mision a € (O, %) con condiciones iniciales S = 100, I{ = 50,1 = 1,2,3 y
parametros #; =0.3, pu; =0.8, By =0.4, us =0.5, B3 =0.2, uz =0.7.
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Infectados Nodo 1 Infectados Nodo 2

nnnnnnnnnnnnnnn

(c) Nodo 3

Figura 5.8: Gréaficas obtenidas para los infecciosos, al variar las tasas de
transmision « € (0, %) con condiciones iniciales S§ = 100, I{ = 50,7 =1,2,3
y pardmetros 5, =0.3, p1 =0.8, B =0.4, us =0.5, B3 =0.2, puz =0.7.

En las figuras 5.7 y 5.8 mostramos las poblaciones locales de sanos e
infecciosos respectivamente, en ellas podemos observar que tenemos un punto
fijo inico y que este no se ve afectado por las tasas de transmision, la forma
en la que se llega al estado de equilibrio es suave. El parametro « afecta a
la velocidad con la que se llega al estado de equilibrio. La enfermedad tiende
a desaparecer y las poblaciones locales al final del proceso constan de solo

individuos sanos.
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(a) Sanos. (b) infecciosos.

Figura 5.9: Graficas obtenidas para las poblaciones de los sanos e infecciosos

de manera global, al variar las tasas de transmision o € (0, %) con condiciones

iniciales S = 100, I} = 50,7 = 1,2, 3y parametros 3; =0.3, y; =0.8, 8, =0.4,
125 :()5, 53 2027 M3 =0.7.

En la figura 5.9 mostramos las graficas de las poblaciones globales de
sanos e infecciosos. La dindmica del sistema SI esta muy marcada en la
dindmica global. Se tiene un sélo estado de equilibrio, la forma de llegada a
dicho estado es suave. La velocidad es en tnico factor que se ve afectado por
las tasas de transmision. Al final del proceso se tendra que las poblacion de

sanos prevalece, mientras que la poblacion de infecciosos desaparece.

Con la finalidad de reforzar la hipotesis de que solo tenemos un punto
de equilibrio mostramos las siguientes graficas, en las cuales se observa la
distancia entre las trayectorias obtenidas al variar la intensidad de la enfer-
medad en el nodo 1 (§ = f1/u1), pretendemos observar si la intensidad de
la enfermedad repercute en la forma en que evoluciona la infeccién. Dado
que no fue posible hacerlo de forma analitica, nos apoyamos en el anélisis

numeérico para hacer y reforzar ciertas conjeturas.
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(a) Nodo 1 (b) Nodo 2

(¢) Nodo 3

Figura 5.10: Graficas obtenidas para las distancias entre las trayectorias de
los sanos cuando n = 10,000, al variar las tasas de transmision a € (0, 1 /
2), con condiciones iniciales S§ = 100, I} = 50, ¢ = 1, 2, 3 y parametros /3
= 0.3, u1 =€ (0.31, 1), B = 0.4, iy = 0.5, B3 = 0.2, 7 = 0.7.
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(a) Nodo 1 (b) Nodo 2

(¢) Nodo 3

Figura 5.11: Graficas obtenidas para las distancias entre las trayectorias de
los infecciosos cuando n = 10000, al variar las tasas de transmision a € (0, %)
con condiciones iniciales S§ = 100, [} = 50, ¢ = 1,2, 3 y parametros /5, =0.7,
w1 €(0.31,1), By =0.4, uy =0.5, B3 =0.2, pur; =0.7.
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En la figura 5.10 mostramos las gréaficas de las distancias entre las trayec-
torias de las poblaciones sanos, mientras que en la figura 5.11 se muestra las
distancias entre las trayectorias de infecciosos, ambas son locales y tomamos
el valor absoluto entre las trayectorias cuando n=10,000. En ellas podemos
observar que al variar la intensidad de la enfermedad § y las tasas de trans-
mision, la distancia entre las trayectorias se mantiene muy cercana al cero,
también observamos que dichas distancia crecen cuando las tasas de transmi-
sion y la intensidad de la enfermedad son muy cercanas a su limite superior
pero no sobrepasan mas alla del orden de 6 x 10~® unidades, lo cual refuerza
nuestra hipotesis, mas no la demuestra del todo ya que numéricamente no

podemos ver que sucede cuando el tiempo tiende a infinito.
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sssss

(a) Sanos. (b) infecciosos.

Figura 5.12: Graficas obtenidas para las distancias entre las trayectorias de
los sanos e infecciosos cuando n = 10000 de manera global, al variar las
tasas de transmision « € (0, 3) con condiciones iniciales S§ = 100, I§ = 50,
i =1,2,3 y parametros #; =0.7, uy =€(0.31,1), B =0.4, py =0.5, B3 =0.2,
1 %4 =0.7.

En la figura 5.12, se muestran las graficas de las distancias entre las
trayectorias de las poblaciones de los sanos e infecciosos de manera global.
Se tomo la distancia cuando n=10000. En ellas mostramos como al variar
el pardmetro ¢ y las tasas de transmision, la distancia entre las trayectorias
de las poblaciones globales tanto de sanos como de infecciosos, se mantienen
cerca del cero. También se observa que cuando la intensidad de la enfermedad
como la tasa de transmision se acercan a su limite superior, se aprecian saltos

pero estos no rebasan, mas alla del orden de 1.6x1078,
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A pesar de que no se pudo realizar un analsis teorico mas profundo,

podemos dar las siguientes conclusiones.

Solo se tiene un estado de equilibrio (7',0,7,0,7,0) para la dinamica

local.
= Solo se tiene un estado de equilibrio para la dindmica global (P, 0).

= El impacto que tienen las tasas de transmision («), se ve reflejado en
la velocidad a la que se llega al estado de equilibrio, entre mas grande

sea la velocidad disminuye.
= La forma en la que se llega al estado de equilibrio es suave

= La dinamica global no cambia en lo absoluto, al parecer se comporta

como si estuviéramos en un sistema SI local.

Sistema con un nodo infectado. Consideraremos que los parametros

internos son los siguientes:

| Nodo 1 | Nodo 2 [| Nodo 3 |
B =0.7 | B2 =0.4 || B3 =0.2
p1 =0.1 | pp =0.5 || pzg =0.7

Cuadro 5.2: Parametros para el sistema con un nodo infectado, con pobla-
ciones iniciales iguales.
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Sanos Nodo 3

(¢) Nodo 3

Figura 5.13: Gréficas obtenidas para los sanos, al variar las tasas de trans-

mision a € (0,1) con condiciones iniciales Sj = 100, I§ = 50, i = 1,2,3 y

parametros ;1 =0.7, pu; =0.1, By =0.4, pus =0.5, B3 =0.2, us =0.7.
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Infectados Nodo 1 Infectados Nodo 2

Infectados Nodo 3

Figura 5.14: Graficas obtenidas para los infecciosos, al variar las tasas de

transmisién a € (0,1) con condiciones iniciales S§ = 100, I = 50, i = 1,2, 3

y pardmetros 5, =0.7, p1 =0.1, B =0.4, ps =0.5, B3 =0.2, pusz =0.7.

En las figuras 5.13 y 5.14, mostramos las poblaciones de sanos e infeccio-
sos respectivamente para los nodos 1, 2, 3 ordenados de izquierda a derecha.
Tenemos una infeccion en el nodo 1, observamos que para este nodo, si la
tasas de transmision son pequenas la poblacion de sanos disminuye mientras
que la de infecciosos crece. Existe un minimo local para los infecciosos y un
maximo local para los sanos si « esta en el intervalo (0.4,0.5). Si tomamos
el extremo superior del intervalo donde esta definido o observamos que hay

un repunte en la enfermedad, por lo tanto una disminucién en el ntimero de
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individuos sanos.

En caso del nodo dos observamos que el impacto que tiene la variacién
de las tasas de transmisiéon es muy marcado. Si tomamos un tiempo %, fijo,
observamos que conforme « crece la poblacion de individuos sanos decrece
hasta alcanzar un minimo local, una vez alcanzado este minimo la poblacion
vuelve a crecer hasta alcanzar un maximo local y después vuelve a disminuir
de nuevo. De igual manera se observa que se tiene un maximo y un minimo
absoluto, los cuales se dan en el extremos inferior y superior del intervalo
(0, %) respectivamente. En contra parte la poblacion de individuos infeccio-
sos crece cuando las tasas de transmision crecen hasta alcanzar un maximo,
posteriormente decrece hasta llegar a un minimo y por tltimo vuelve a crecer
hasta alcanzar un maximo absoluto. Para el nodo 3 tenemos una situacion
muy similar a la del nodo 2. La variaciéon del pardmetro que representa las
tasas de transmision tiene un fuerte impacto en la dinamica local, ahora las
poblaciones no tienden a un tnico punto de equilibrio, lo que nos hace sospe-
char que los puntos de equilibrio estan en funcion de las tasas de transmision.
Otro punto a observar es este aspecto de crecimiento y decrecimiento de las
poblaciones tanto de infecciosos como de sanos, el cual se ve mas reflejado en
el nodo 2 y nodo 3, en ellos a pesar de que la infeccion tiende a desaparecer
si consideramos solo la dinamica local, una vez estando en contacto, esta
infecta a la poblacién sana, y no solo eso, se queda de manera endémica en
los dos nodos. Es muy interesante ver como un cambio tan pequeno, como
el insertar una infeccién en un nodo repercute de manera muy significativa
en la dindmica local de los otros dos. La infeccién no tiende a desaparecer

nunca en ninguno de los nodos.
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(b) infecciosos.

Figura 5.15: Gréficas obtenidas para las poblaciones de los sanos e infecciosos

de manera global, al variar las tasas de transmision o € (O, %) con condiciones
iniciales S§ = 100, I} = 50,4 = 1,2, 3 y parametros $; =0.7, y; =0.1, By =0.4,

125 :05, ﬁg :02, 3 =0.3.

En la figura 5.15 mostramos las poblaciones globales de los individuos
que participan en la dindmica. En la parte (a) podemos ver la poblacion
global de individuos no infecciosos, y en la parte (b) la poblacion de indivi-
duos infecciosos. En estas graficas observamos como es el impacto que tiene

el hecho de que en algtin nodo exista una infeccién permanente, en este caso
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es el nodo 1. Las tasas de transmisiéon también impactan significativamente
en la dindmica global, a pesar que aun estamos considerando que las pobla-
ciones locales son iguales hay un cambio muy marcado en cuanto a los casos
estudiados anteriormente. Si el pardmetro o es muy pequeno la poblacion
de individuos sanos sufre un deceso muy marcado al principio de la simu-
lacion, pero al pasar el tiempo se recupera, mientras que la poblacion de
los individuos infecciosos tiene un incremento considerable. Conforme crece
dicho pardmetro la poblacioén de individuos no infecciosos se recupera pau-
latinamente, y la poblacion de infecciosos decrece hasta alcanzar un minimo
y vuelve a crecer. Otro aspecto a resaltar es el de los estados de equilibrio,
estos al parecer se ven afectados tanto por las tasas de transmisién como por
la infecciéon que hay en el nodo 1 mostrando que ahora no solo se tiene un

estado de equilibrio, nos hace sospechar que se tendra uno por cada a.

En las siguientes graficas, mostramos las distancias entre las trayectorias
al final de la simulacion, cuando esta consta de 10,000 unidades de tiempo,

tanto para las poblaciones locales como las globales de sanos e infecciosos.



5.1. TASAS DE TRASMISION DETERMINISTAS 99

(a) Nodo 1 (b) Nodo 2

(¢) Nodo 3

Figura 5.16: Graficas obtenidas para las distancias entre las trayectorias de
los sanos cuando n = 10000, al variar las tasas de transmision a € (0, %)
con condiciones iniciales S§ = 100, I} = 50, ¢ = 1,2, 3 y parametros /5, =0.7,
p1 =€(0.1,0.7), By =0.4, po =0.5, B3 =0.2, 7 =0.7.
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(a) Nodo 1 (b) Nodo 2

(¢) Nodo 3

Figura 5.17: Graficas obtenidas para las distancias entre las trayectorias de
los infecciosos cuando n = 10000, al variar las tasas de transmision a € (O, %)
con condiciones iniciales S§ = 100, [} = 50, ¢ = 1,2, 3 y parametros /5, =0.7,
Jus 6(01,07), By =0.4, us =0.5, B3 =0.2, uy =0.7.
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En las figuras 5.16 y 5.17 mostramos las distancias entre las trayecto-
rias de sanos e infecciosos respectivamente de las poblaciones locales. Para
el nodo 1 podemos ver que las distancias entre trayectorias se ven afectadas,
tanto por las tasas de transmision como por la intensidad de la enfermedad.
Se observa que cuando la intensidad de la enfermedad esté en el intervalo
comprendido entre el 1 y 10 existen oscilaciones, en las cuales la amplitud
se va incrementando conforme crece . Después de que la intensidad de la
enfermedad rebasa 10, se observa un decaimiento suave conforme « crece y
si variamos la intensidad de la enfermedad, al parecer la distancia entre las
trayectorias no muestra un cambio considerable. Tanto para el nodo 2 como
el nodo 3 al parecer la dinamica de la evolucion de la distancia entre las
trayectorias es muy similar. Podemos ver de nuevo que cuando la intensidad
de la enfermedad esta comprendida entre 0 y 10, y si la tasas de transmision
estdn cercanas a su punto maximo existe una oscilacion. Conforme el para-
metro « crece las distancias entre las trayectorias decrece. La intensidad de
la enfermedad también es un pardametro que impacta significativamente, al
variar éste, se observa que cambia el lugar donde se toca el cero. Luego de
que las distancias entre las trayectorias tocan el cero, comienzan a crecer de
nuevo. Con esto podemos concluir que no tenemos un punto fijo Gnico, pa-
ra las poblaciones involucradas en las dinamicas locales, este varia conforme
movemos este par de parametros y la dindmica para la distancia entre las

trayectorias es muy similar para la poblacion local de sanos e infecciosos.



102 5. MODELO SI MONTADO SOBRE UN GRAFO DE 3 NODOS

1
T.M. ()

30 20
Int. Inf.(5)

(a) Sanos. (b) infecciosos.

Figura 5.18: Graficas obtenidas para las distancias entre las trayectorias de
los sanos e infecciosos cuando n = 10000 de manera global, al variar las
tasas de transmision a € (0,1) con condiciones iniciales S = 100, I§ = 50,
i =1,2,3 y parametros $; =0.7, 1 =€(0.1,0.7), By =0.4, pp =0.5, B3 =0.2,
M7 =0.7.

En la figura 5.18, mostramos la distancia entre las trayectorias de las
poblaciones globales de sanos e infecciosos. En ellas podemos ver que la
dindmica para las dos poblaciones es muy similar. Conforme crece la tasa
de migracion entre los nodos la distancia se incrementa y después comienza
a disminuir para volver a crecer nuevamente. La intensidad de la enfermedad
al parecer no impacta significativamente mas alla del intervalo (1,10), en cual

observamos la oscilacién antes mencionada.
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5.1.1.2. Algunas conclusiones.

= Kl sistema no tiene un punto fijo tnico, este depende tanto de las tasas
de migraciéon entre los nodos, como de la intensidad de la enfermedad

introducida.

= Al introducir una infeccién en algiin nodo, esta contagia a todo el sis-
tema, este responderd en funcién de las tasas de migracion y de la

intensidad de la infeccion.

= Observamos que se tienen un méaximo y un minimo local, asi como un

méximo y un minimo global.

= La dindmica del modelo SI ya no esta presente tanto en la dindmica

local como el la global.

Sistema completamente infectado. En este sistema estamos consi-
derando que tenemos una infecciéon en cada nodo y los parametros internos

son los siguientes

‘ Nodo 1 ‘ Nodo 2 H Nodo 3 ‘
f1 =08 | B =0.6 || B35 =0.7

Cuadro 5.3: Parametros para el sistema completamente infectado con pobla-
ciones iniciales iguales.
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Sanos Nodo 1 Sanos Nodo 2

Poblacion

(a) Nodo 1 (b) Nodo 2

Sanos Nodo 3

(¢) Nodo 3

Figura 5.19: Gréficas obtenidas para los sanos, al variar las tasas de trans-

mision a € (0,1) con condiciones iniciales Sj = 100, I = 50, i = 1,2,3 y

parametros 31 =0.8, p; =0.1, By =0.6, pus =0.3, B3 =0.7, us =0.5.
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Infectados Nodo 1 Infectados Nodo 2

Poblacian

(a) Nodo 1 (b) Nodo 2

Infectados Nodo 3

(¢) Nodo 3

Figura 5.20: Graficas obtenidas para los infecciosos, al variar las tasas de

transmisién a € (0,1) con condiciones iniciales S§ = 100, I§ = 50, i = 1,2, 3

y pardmetros 5, =0.8, p; =0.1, B =0.6, po =0.3, B3 =0.7, puz =0.5.
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En las Figuras 5.19 y 5.20, se muestran las graficas obtenidas para las
poblaciones locales de sanos e infecciosos respectivamente. En ellas podemos
observar como la infecciéon avanza por el sistema, presentando una posible
tendencia hacia un punto para cada «. Las poblaciones locales de sanos tien-
den a descender muy rapido cuando las tasas de transmisién son pequenas,
en cambio si nos acercamos a el extremo final donde estan definidas esta, la
forma en la que decaen es muy lenta. Al parecer no hay oscilaciones ni otra

dindmica extrana, lo cual nos indica que se llega al punto fijo de forma suave.

sssss Infectados

(a) Sanos. (b) infecciosos.

Figura 5.21: Gréficas obtenidas para las poblaciones de los sanos e infecciosos
de manera global, al variar las tasas de transmisién a € (O, %) con condiciones

iniciales S = 100, I} = 50,7 = 1,2, 3y parametros 3; =0.8, y; =0.1, 8, =0.6,
2 :03, 63 2077 M3 =0.5.
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En la figura 5.21 mostramos las poblaciones de sanos e infecciosos de
manera global al variar las tasas de transmision, iniciando con una infeccion
en cada nodo. En ellas podemos observar que al mover el parametro que
representa las tasas de transmision no se llega a un estado de equilibrio

anico.
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Sanos nodo 1 Sanos nodo 2

Int. Inf.(5) o

(a) Nodo 1 (b) Nodo 2

Sanos nodo 3

Distancia entre trayectorias

m _

LA

03 04 045 05

(¢) Nodo 3

Figura 5.22: Graficas obtenidas para las distancias entre las trayectorias de
los sanos cuando n = 10000, al variar las tasas de transmision a € (0, %)
con condiciones iniciales S§ = 100, [} = 50, ¢ = 1,2, 3 y parametros /5, =0.8,
p1 =€(0,0.8), Ba =0.5, py =0.4, Bs =0.7, p7 =0.2
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(a) Nodo 1 (b) Nodo 2

(¢) Nodo 3

Figura 5.23: Graficas obtenidas para las distancias entre las trayectorias de
los infecciosos cuando n = 10000, al variar las tasas de transmision a € (0, %)
con condiciones iniciales S§ = 100, I} = 50, ¢ = 1,2, 3 y parametros /5, =0.8,
w1 €(0,0.8), B2 =0.6, us =0.3, B3 =0.7, 7 =0.5
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En las figuras 5.22 y 5.22 mostramos las distancia entre trayectorias para
las poblaciones de sanos e infecciosos respectivamente al variar la tasa de
infeccion descrita anteriormente en el nodo 1, para las poblaciones locales.
En ellas se puede observar que nunca se llega a un estado de equilibrio al
variar alguno de los pardmetros que estan involucrados, los cuales son las
tasas de migracion y la intensidad de infeccion en el nodo 1 . Este aspecto es
muy importante, ya que en la dinamica local para un nodo sin conexién con

los otros, si se tenia una infeccion, solo teniamos un punto fijo tnico.

sanos Infectados

08

g
5
s
]

g
g
=
a

60
nt. Inf.(3) ™ g 08 80 05

(a) Sanos. (b) infecciosos.

Figura 5.24: Graficas obtenidas para las distancias entre las trayectorias de los
sanos e infecciosos cuando n = 2500 de manera global, al variar las tasas de
transmision o € (0, 1) con condiciones iniciales Sj = 100, I§ = 50, i = 1,2,3

y pardametros 3; =0.8, p; =€(0.1,0.7), B2 =0.5, p2 =0.4, B3 =0.7, 7z =0.2
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En la figura 5.24 mostramos las graficas de las trayectorias para las pobla-
ciones de los sanos e infecciosos de manera global, en ellas se puede observar
que tampoco se alcanza un estado de equilibrio tinico, éste dependera de la
intensidad de la infecciéon en el nodo donde se tenga la infeccion. Otro factor
que también impacta de manera muy significativa en los estados de equilibrio

es la tasa de migracion entre los nodos.

5.1.1.3. Conclusiones

= No se llega a un estado de equilibrio tnico, tanto para las poblaciones
locales como las globales, dichos estados de equilibrio dependeran de

las tasas de migracion, si sélo variamos este parametro.

= Una vez variando el pardmetro que nos representa la intensidad de la
infeccion en algiin nodo, se puede apreciar que determina como son los

estados de equilibrio.

= [La dindmica del sistema SI se ve muy mermada tanto en lo local como

en lo global.

5.1.1.4. Poblaciones iniciales distintas.

Una hipotesis muy frecuente al plantear modelos mateméaticos sobre la
dinamica de poblaciones, es considerar que las poblaciones son constantes.
Si bien en nuestro modelo la poblacién total cumple con esta condicién, las
poblaciones locales no tienen porqué seguirla. Por el corolario 4.2 tenemos que

las poblaciones locales convergen al promedio de las poblaciones iniciales, mas
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aun se convergera de manera suave si a € (0, %] y de manera oscilatoria si a €

(%, %) Basados en este hecho solo vamos a mostrar un caso particular para

ilustrar este hecho. Los pardmetros internos para tal fin son los siguientes:

| Nodo 1 | Nodo 2 [| Nodo 3 |
B =0.7 | B2 =0.4 || B3 =0.2
H1 =0.1 M2 =0.5 U3 =04

Cuadro 5.4: Parametros para un sistema con un nodo infectado y poblaciones
iniciales distintas.

Con estos parametros estamos considerando que el sistema tiene un no-
do infectado y que los otros dos estan libres de enfermedad, pero que sus
parametros internos no tienen por que ser iguales. Dado el alto nimero de
parametros con los que contamos, consideraremos que las poblaciones de sa-

nos e infecciosos iniciales, estan relacionadas de forma lineal, es decir:
I} =0.055}, j=1,2,3;

es decir, la poblacién local de individuos infecciosos es el 5% de la poblacion
de individuos sanos en el nodo j y representa menos del 5% de la poblacion
local total en cada nodo. Con base en la suposicién anterior consideraremos

que las poblaciones locales iniciales son las siguientes

’ Nodo 1 ‘ Nodo 2 H Nodo 3 ‘

SI=1000 | S2 = 3000 || 5% = 600
IT=50 | 12=150 | I3=30

Cuadro 5.5: Poblaciones iniciales distintas.
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Por el corolario 4.2, tenemos que T¢ — 1610 para i = 1,2,3 cuando
n — oo. Al verse afectadas las poblaciones locales, es claro que también se
veran afectadas las poblaciones de sanos e infecciosos por el planteamiento
del modelo SI en cada nodo y heredaran el caracter oscilatorio o suave, segin

sea el caso.

Poblacion total del nodo 1 Poblacion total del nodo 2

3500 ~
3000
2500 |

5
£ 20|

1500

01 1000 -

100 T 04 500 =

=1
01 0

— — S i
T
L 15 2005 04 %3
Tiempo : T M. )

(a) Nodo 1 (b) Nodo 2

Poblacion total del nodo 3

P

(¢) Nodo 3

Figura 5.25: Graficas para las poblaciones locales, al variar las tasas de trans-
mision a € (0, 3), con condiciones iniciales S = 1000, I = 50, S¢ = 3000,
I2 =150, S3 = 600, I3 = 30 y parametros () =0.7, u; =0.1, ,=0.4, py =0.5,
ﬁl :02, 3 207, .

En la figura 5.25 podemos observar como cambian las poblaciones locales

a través del tiempo al considerar que las poblaciones iniciales son distintas y
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variando las tasas de transmision entre nodos. El caracter oscilatorio descrito

en el corolario 4.22 esta presente cuando o € (%, %] , en otro caso esta ausente.

Sanos Nodo 1 Sanos Nodo 2

3000 4

1600 <
N 2500
1400 i
1200
2000 -]
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"o 1000 o
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Poblacion
L

200
0 T < 01
b - 02 02
— <
10 T < 03 0 L 04
15 e 04 5 e /‘/
Tiempo 20 05 ..M () 15 o os .M. ()
Tiempo

(a) Nodo 1 (b) Nodo 2

Sanos Nodo 3

Figura 5.26: Gréficas para las poblaciones locales de sanos, al variar las tasas
de transmision o € (0,3%), con condiciones iniciales S§ = 1000, I = 50,
S2 = 3000, IZ = 150, S§ = 600, I3 = 30 y pardmetros (3 =0.7, u; =0.1,
B2=0.4, ps =0.5, B =0.2, pusz =0.7, .
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Infectados Nodo 1 Infectados Nodo 2

Infectados Nodo 3

(¢) Nodo 3

Figura 5.27: Graficas para las poblaciones locales de infecciosos, al variar las
tasas de transmision o € (0, 3), con condiciones iniciales S§ = 1000, Ij = 50,
S2 = 3000, Iz = 150, S§ = 600, I3 = 30 y pardametros 3; =0.7, u; =0.1,
B2=0.4, ps =0.5, B; =0.2, pusz =0.7, .

En las figuras 5.26 y 5.27, mostramos las poblaciones de sanos e infec-
ciosos respectivamente. En ella se puede observar que se hereda el caracter
oscilatorio mostrado en las poblaciones locales. Dado que los sistemas locales
estan en funcién de las poblaciones en cada nodo es de esperar que el impacto
de variar las poblaciones permee hasta las poblaciones de sanos e infecciosos

en cada nodo.
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Sanos Infectados

(a) Nodo 1

Figura 5.28: Graficas para las poblaciones globales de sanos e infecciosos, al
variar las tasas de transmision a € (0, %), con condiciones iniciales S§ = 1000,
I} = 50, S2 = 3000, I2 = 150, S§ = 600, I3 = 30 y parametros ; =0.7,
1 :0]., 52:0.4, 2 205, Bl :02, M3 207, .

En la figura 5.28, se muestran las graficas para las poblaciones de sa-
nos e infecciosos respectivamente. En ellas podemos observar que no se ven

afectadas por la variacion de las poblaciones iniciales locales.

5.2. Tasas de transmision estocasticas

En esta seccidon nos enfocaremos en la posibilidad de que las tasas de
transmision entre nodos sigan un comportamiento estocastico. Supondremos
que éstas siguen una distribucion de Poisson con parametro A, (a;; ~ P(X)).
También abordaremos la situacién cuando el grafo es no dirigido, con esto
queremos ver como impacta la topolofa del grafo en el sistema global y en la
poblaciones locales. A pesar de que estamos montando el modelo SI en una
red relativamente pequena, tenemos alrededor de 446 formas para conside-

rar el grafo dirigido, por esta razon solo consideraremos 3 casos, los cuales
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consideramos que valen la pena ser estudiarlos.

5.2.1. Hip6tesis

1. Las tasas de transmision siguen una distribucion de Poisson con inten-

sidad A, a; j ~ P(\) Vi,j =1,2,3.

2. En todos ellos vamos a considerar que tenemos una infecciéon en el nodo
1 y los otros dos estan libres de enfermedad al inicio. Los pardmetros

internos con los que trabajaremos en esta seccion son los siguientes:

’ Nodo 1 ‘ Nodo 2 H Nodo 3 ‘
B1=0.7 | B, =0.4 || B3 =0.2
p1 =0.1 | po =0.5 || ug =0.7

Cuadro 5.6: Parametros para el sistema con un nodo infectado, con pobla-
ciones iniciales iguales y tasas de transmision estocasticas

3. Las poblaciones iniciales seran iguales al inicio de la infeccién. Con esto

en mente las poblaciones iniciales son:

’ Nodo 1 \ Nodo 2 H Nodo 3 ‘
Sé = 1000 S& = 1000 Sé = 1000
102 = 200 Ig = 200 Ig = 200

Cuadro 5.7: Poblaciones iniciales para el sistema con un nodo infectado y
tasas de transmision estocasticas.



118 5. MODELO SI MONTADO SOBRE UN GRAFO DE 3 NODOS

5.2.2. Casos estudiados

5.2.2.1. Todos los nodos estan conectados.

En este apartado, estudiaremos el caso cuando todos los nodos estan
conectados, esto se da en muchas situaciones de la vida real, por ejemplo
las personas que se desplazan en la zona metropolitana del valle de México.
Los municipios aledanos siguen su propia dindmica y una cierta zona de la
ciudad de México tiene la suya pero hay personas que se desplazan hacia
estos municipios con algtn propoésito, es decir la informaciéon fluye de ida y

vuelta el todo el sistema.

(0551

99 Q33

Figura 5.29: Representacion del caso en el que todos los nodos estan conec-
tados en términos de un grafo.
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Poblaciones de cada nodo Valoras promadio dal los sanos
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Figura 5.30: Promedio de sanos, infecciosos y poblaciones por nodos, de un
total 100 realizaciones, con condiciones iniciales S§ = 100, I =50, =1,2,3
y pardmetros 1 =0.7, puy =0.1, B =04, uo =0.5, B3 =0.2, pu3 =0.7, y
a;j ~ P(15), 4,5 =1,2,3.

En la Figura 5.30 mostramos las trayectorias que representan los pro-
medios para cien ensayos del evento. Al introducir el componente aleatorio
en la simulaciéon observamos que tan sensible es el sistema a pequenas per-
turbaciones, dicha sensibilidad esta muy marcada en las poblaciones locales
y con ellas la repercusiéon en la dindmica local. Al introducir una infeccion
en el nodo 1 podemos observar que esta presente en toda la simulacion sin

importar que dos nodos estén sin ella al principio.
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En la subfigura (a) estéan representados los promedios de las trayectorias
que siguen las poblaciones locales. En ellas podemos ver que el comporta-
miento es completamente distinto al presentado en los casos cuando las tasas
de transmision eran deterministas, se rompe por completo el comportamien-
to que se tenia. Ahora las poblaciones iniciales no se mantienen constantes
a través del tiempo, esto es por que dichas trayectorias son muy sensibles
al impacto que tienen las tasas de transmision. La poblacion del nodo 1,
que es donde esta la infeccién se mantiene por encima siempre de la pobla-
cion del nodo 3 y las poblaciones del nono 2 y tres al parecer exhiben un

comportamiento tipo presa depredador entre ellas.

En la subfigura (b) se muestran los promedios de las trayectorias que
siguen los sanos. Los nodos 2 y 3 al parecer oscilan entre ellos como un
sistema presa-predador. Con una infecciéon en el nodo 1, el promedio de la
poblaciéon de individuos sanos decae de manera muy significativa hasta llegar
a estacionarse en un conjunto de individuos muy cercano a 60 individuos.
Para el nodo 2 y 3 la historia es distinta, si bien hay una reduccién de sanos,

estos se ven muy poco mermados por la infeccion.

En la subfigura (c) se muestran los promedios de infecciosos, al contrario
de las poblaciones de sanos, en éstos no hay oscilaciéon para el nodo 2 y 3,
pero se mantienen muy cerca uno del otro, si bien ambas poblaciones oscilan,
no hay cruces entre ellas, la poblaciéon del nodo 2 siempre se mantiene por
encima de la del nodo 3, como hay una infecciéon en el nodo 1 y todos los
nodos estan conectados, éste contagia de manera significativa a los nodos 2

y 3 manteniendo la infeccion en todo el sistema.
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i

(a) Nodo 1 (b) Nodo 2

(¢) Nodo 3

Figura 5.31: Funciones de correlacion entre los sanos con condiciones iniciales
St = 100, I§ = 50, i = 1,2,3 y parametros $; =0.7, u; =0.1, B, =0.4,
125 205, ﬁg :02, 3 207, y Qg ~ P(15), Z,j = 1,2,3.
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(a) Nodo 1 (b) Nodo 2

JM

(¢) Nodo 3

Figura 5.32: Funciones de correlacion entre los infecciosos condiciones inicia-
les S§ = 100, I} = 50, i = 1,2,3 y parametros 3; =0.7, u; =0.1, 8y =0.4,
125 :05, 63 202, U3 =0.7. y Qg5 ~ P(15), Z,] = 1,2,3.
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Figura 5.33: Funciones de correlacion entre las poblaciones locales con condi-
ciones iniciales S§ = 100, I} = 50, i = 1,2,3 y parametros 81 =0.7, u; =0.1,
52 :04, 125 205, Bg :02, U3 =0.7. y &gy~ P(15)

5.2.2.2. La informacién fluye en un solo sentido.

Este caso, visto en el mismo contexto de epidemias, nos serviria para
estudiar como es que una colonia de individuos es infectada. Un individuo en
una colonia de animales puede salir a buscar una fuente de alimento, en este
lugar habra individuos de otras colonias, con los que establece una dindmica,
(competencia por alimento, depreciacion, etc.), posteriormente buscar otra
fuente de alimento o una fuente de agua en la cual puede entablar otra

dindmica y al final regresar a su colonia sin la necesidad regresar por el
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mismo camino que tomo en un principio.

(0551

Q23

o%5 (S1)s » (S1)3 Q33

Figura 5.34: Representacion en términos de un grafo cuando la informacion
fluye en un solo sentido, considerando que las tasas de transmision son las
mismas.
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Figura 5.35: Promedio de las poblaciones locales cuando la informacion fluye
en un solo sentido de un total 100 realizaciones, con condiciones iniciales
Sy = 100, I} = 50, 1 = 1,2,3 y pardmetros 3; =0.7, u; =0.1, By =0.4,
125 205, ﬁg :02, 3 207, y Qg ~ P(15), Z,] = 1,2,3.

En las figura 5.35 mostramos las trayectorias que representan los prome-
dios para cien ensayos evento cuando la informacién fluye en un solo sentido.
El componete aleatorio sigue exhibiendo la sensibilidad del sistema, la cual
se observa mas en las poblaciones locales y con ello el impacto en la dinamica

local.

En la subfigura (a) se observa los promedios de las trayectorias que siguen

las poblaciones locales. En ella se observa como al principio de la simulacion
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las tres poblaciones oscilan entre ellas pero en algiin momento, estas comien-
zan a separarse quedando por encima de todas la del nodo 1, mientras las
del nodo 2 y 3 tienden a decrecer pero siguiendo una dindmica muy parecida

al un modelo tipo presa-predador entre ellas.

En la subfigura (b) mostramos como evolucionan los promedios de las
poblaciones sanas por nodo. Podemos observar que los sanos del nodo dos
y tres ya no oscilan entre ellos, al menos no antes de que el tiempo llegue
a 1000 unidades, pero al parecer se acercan mucho entre ellas al final de
la simulaciéon que realizamos. Otro aspecto a rescatar de esta variante del
modelo es que la poblacion de individuos susceptibles del nodo 1 cae por

debajo de la mostrada en la variante anterior.

En la subfigura (c) esta representado el promedio de las poblaciones de
individuos infecciosos. Para el nodo uno tenemos que los infecciosos tienden a
crecer alejandose bastante de la condicion inicial que se tenia al principio de la
simulacion, el nodo dos muestra un comportamiento, en el cual se observa un
decaimiento de los infecciosos, pero este es muy tenue, ya que no baja mas allé
de treinta individuos y comenzamos con 50 en cada nodo, el comportamiento
que mas vale la pena observar es el mostrado por la poblacién de infecciosos
del nodo tres, esta al parecer es muy estable y tiende a estacionarse alrededor

de diez individuos.

Con las descripciones anteriores podemos concluir la infecciéon permane-
cera en todo el sistema, también que las poblaciones del nodo dos y tres se

ven afectadas de manera distinta en comparacion con la variante anterior,
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donde los nodos 2 y tres recibian un impacto muy parecido.

stysz s slyss

(a) Nodo 1 y Nodo 2. (b) Nodo 1 y Nodo 3.

s2ys3

(¢) Nodo 2 y Nodo 3.

Figura 5.36: Funciones de correlacion entre los sanos con condiciones iniciales
S = 100, I} = 50, i = 1,2,3 y pardmetros 3; =0.7, u; =0.1, By =0.4,
125 :()5, ﬁg :OQ, M3 207, y Gy~ P(15), Z,j = 1,2,3.
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(a) Nodo 1 y Nodo 2. (b) Nodo 1 y Nodo 3.

1k

(¢) Nodo 2 y Nodo 3.

Figura 5.37: Funciones de correlacion entre los infecciosos, cuando la infor-
macion fluye en un solo sentido, condiciones iniciales Sj = 100, I} = 50,
1 =1,2,3y pardmetros $; =0.7, u; =0.1, By =0.4, uy =0.5, B3 =0.2, u3 =0.7.
y a;; ~ P(15), 1,57 =1,2,3.
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Figura 5.38: Funciones de correlaciéon entre las poblaciones locales, cuando
la informacion fluye en un sélo sentido, con condiciones iniciales S = 100,
I = 50,4 =1,2,3y parametros $; =0.7, u; =0.1, By =0.4, py =0.5, 53 =0.2
ps =0.7.y a;; ~ P(15)

5.2.2.3. El nodo uno y el nodo tres estan desconectados.

Para cerrar esta seccion consideraremos el caso cuando la informacion
fluye de ida y vuelta entre nodos pero en los cuales dos estan completamente
desconectados. Este caso nos podria ayudar a estudiar poblaciones de indi-
viduos, tienen en comun una necesidad que satisfacer, en una cierta region
geografica y luego regresan a sus respectivos lugares de origen. En nuestro

caso seguiremos suponiendo el nodo 1 tiene una infeccion, entre el nodo uno
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y dos, al igual que entre el nodo dos y tres la informaciéon fluye de ida y

vuelta, pero entre el ndo uno y el nodo tres el flujo de la informacién es nulo.

Q92

~ (S1)3 Qi3

Q32

Figura 5.39: Representacion del caso cuando tenemos flujo de informacion de
ida y vuelta entre los nodos pero dos de ellos estan completamente desconec-
tados.
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Poblaciones de cada nodo Valoras promadio dal los sanos

(a) Poblaciones locales. (b) Sanos.
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Figura 5.40: Promedio de las poblaciones locales, sanos e infecciosos para el
sistema con un nodo desconectado, de un total 100 realizaciones, con condi-
ciones iniciales S§ = 100, I} = 50, i = 1,2,3 y parametros 8; =0.7, u; =0.1,
52 :04, M2 = 05, ,83 - 02, M3 = 07, y &5 ~ P(15) con Z,] = 1, 2, 3.

En las Figuras 5.40 mostramos las trayectorias que representan los pro-
medios para cien ensayos evento cuando la informacion fluye de ida y vuelta
entre los nodos: uno y dos, dos y tres. Desconectados los nodos uno y tres.
El componete aleatorio sigue exhibiendo la sensibilidad del sistema como en

los casos anteriores evidenciando dicha condicion con las poblaciones locales.

En la subfigura (a) mostramos resultados obtenidos para las poblaciones

locales cuando desconectamos el nodo uno y el nodo tres, estas se ven impac-
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tadas fuertemente al considerar que las tasas de transmision son estocastica,
a diferencia de las graficas mostradas anteriormente la poblacién del nodo
dos es la que mas se beneficia, mientras que las poblaciones del nodo dos y

tres decrecen.

En la subfigura (b) mostramos los resultados para los sanos, en ellas po-
demos ver que las poblaciones del nodo dos y tres estdn muy cercanas entre
si en toda la simulacién, mientras que la del nodo uno disminuye significa-
tivamente estacionandose alrededor de cuarenta individuos, manteniéndose
bastante estable en comparacion con la de los otros nodos si tomamos en

cuenta el factor aleatorio con el que estamos trabajando.

Por ultimo, en la subfigura (c) estan los resultados para los infecciosos,
podemos ver que la estabilidad se invierte para los infecciosos, al aparecer
ahora las poblaciones que son mas estables o que no muestran tanta variacion

a lo largo del tiempo corresponden a los nodos dos y tres.

En general podemos ver que aunque aparentemente a lo largo de la simu-
lacion los nodos uno y tres estan desconectados, esto no es cierto del todo, el
impacto que tienen la infecciéon del nodo uno en el nodo tres es muy marcada

ya que este se contamina y permanece asi en toda la simulacion.
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(a) Nodo 1 (b) Nodo 2

(¢) Nodo 3

Figura 5.41: Funciones de correlacion entre los sanos para un sistema con un
nodo desconectado, con condiciones iniciales S = 100, I} = 50, i = 1,2,3
y parametros 8, = 0.7, u; =0.1, By =0.4, puo =0.5, B3 =0.2, pus =0.7, y
a;j ~ P(15), 4,5 =1,2,3.



134 5. MODELO SI MONTADO SOBRE UN GRAFO DE 3 NODOS

== g
—
& &
’.f_)_‘

=
=
] ==
.

(a) Nodo 1 (b) Nodo 2

haf

(¢) Nodo 3

Figura 5.42: Funciones de correlacion entre los infecciosos para el sistema
con un nodo desconectado, condiciones iniciales S§ = 100, I} = 50,7 =1,2,3
y parametros 1 =0.7, uy =0.1, B =0.4, py =0.5, B3 =0.2, u3 =0.7. y
a;j ~ P(15), 4,57 =1,2,3.
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(a) Nodo 1 (b) Nodo 2

(¢) Nodo 3

Figura 5.43: Funciones de correlacion entre las poblaciones locales para un
sistema con un nodo desconectado, con condiciones iniciales S§ = 100, I} =
50, 1 = 1,2,3 y pardmetros 5, =0.7, pu; =0.1, B =0.4, py =0.5, B3 =0.2,
ps =0.7.y a;; ~ P(15)



Conclusiones

El objetivo principal de nuestra tesis fue estudiar tanto la dindmica global
como la local en un sistema, el cual se encuentra dividido en tres subregio-
nes, donde ellas estan conectadas y cada una sigue su propia dinamica. Las
conclusiones que mostramos estan organizadas de acuerdo al capitulo que se

obtuvieron.

En el capitulo dos estudiamos los modelos matematicos discretos con la
finalidad de tener una coleccién que nos permitiera elegir el mas adecuado a

nuestras inquietudes. Los modelos que estudiamos son los siguientes:

s Presa-Depredador. Como el nombre lo indica, este modelo nos permite
entender como es la interaccion entre dos especies, donde una devora
a la otra en un ambiente cerrado. Damos las hipotesis que se requiere

para plantearlo y mostramos un ejemplo hipotético para un par de

136
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especies, mostrando como evolucionan sus poblaciones en el tiempo y

retrato fase del sistema.

Pardsito-Hospedero. Este se refiere a la interaccién entre un insecto
parasitoide y un hospedero, donde el parasito ocupa los huevos de otro
insecto para desarrollar su progenie. Damos la forma general del modelo
y planteamos el sistema de ecuaciones en diferencias que representa di-
cha interaccion, mostrando las graficas para un caso particular asi como
el retrato fase. A pesar que éste par de modelos son muy estudiados y
pueden ocuparse para describir muchos fenémenos de interacciéon entre
especies, nuestro objetivo fue solo presentarlos ya que nuestra atencion

se centro en los modelos epidemiologicos discretos.

Modelos epidemiologicos discretos. De ellos damos la descripcion de
todos los pardmetros que se requieren para ser planteados, los conoci-
mientos biolégicos involucrados y los diagramas en términos de compar-
timentos para su mayor entendimiento. De la amplia gama que tenemos

en la actualidad solo describimos un par de ellos:

o Susceptibles-infecciosos-Susceptibles. Fs un modelo muy utilizado
cuando se estudia la dispersion de una enfermedad donde los indi-
viduos no se les confiere inmunidad al recuperarse, como es el caso
de la gripe. Para este sistema damos las hipotesis que se necesi-
tan, un esquema de compartimentos y el sistema de ecuaciones en
diferencias que describe la interaccion de individuos involucrados,

asi como las graficas de las poblaciones y un retrato fase como
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ilustraciéon del modelo.

o Susceptibles-infecciosos. Es un caso particular de los modelos epi-
demiologicos en el cual los individuos infecciosos nunca se recupe-
ran de la infeccion, como el caso del SIDA. Decidimos montar el
modelo SI en la red ya que se adapta a muchas situaciones biologi-
cas que eran de nuestro interés, por lo cual se hizo un anélisis mas
profundo: demostramos que la poblaciéon total se mantiene cons-
tante, mostramos el ntimero reproductor basico de la infeccion,
exhibimos los puntos fijos del sistema y describimos la estabilidad

de estos.

En el capitulo tres comenzamos introduciendo los modelos en redes resal-
tando el vinculo que existe entre el concepto de red y grafo. Una vez dejando
claro dicha relacion, estudiamos los conceptos bésicos de la teoria de grafos
como los son: grado, grado promedio, distribucién del grado, matriz de ad-
yacencia, geometria y topologia del grafo, caminos y distancias. En cuanto
a las redes se estudiaron: diametro de una red, conexiones, longitud de tra-
yectoria media y tipos de redes. Para cerrar la primera secciéon hicimos una
clasificacion en términos de la matriz de adyacencia para los posibles casos
que podiamos considerar en una red dirigida de tres nodos contabilizando

todos los casos posibles.

En la segunda seccién introducimos el concepto de series de tiempo, las
medidas de autucorrelaciéon y correlaciéon cruzada, estacionalidad y la es-

timacion de la correlaciéon, esto con la finalidad de tener las herramientas
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necesarias para el analisis de los modelos cuando las tasas de transmision

son estocasticas.

En el capitulo cuatro planteamos en modelo en forma general describien-
do claramente cuales son las hipotesis consideradas, los pardmetros involu-
crados, el sistema de ecuaciones discretas montado en cada nodo y el tipo
de red utilizada. Para un mejor entendimiento del modelo mostramos una
representacion grafica y concluimos con un sistema de seis ecuaciones en di-
ferencias. Dicho modelo se puede generalizar a un numero N de nodos como

se exhibe.

Demostramos analiticamente que la poblacion global del sistema se man-
tiene constante a través del tiempo siempre y cuando se cumpla con las
condiciones establecidas. Otro aspecto importante que demostramos es que
las poblaciones locales dependen solo de las tasas de transmision y las po-

blaciones iniciales dejando afuera los aspectos internos del modelo SI.

Bajo la hipotesis donde las tasas de transmision entre los nodos son
iguales mostramos el valor de las poblaciones locales a cualquier tiempo n en
términos de las poblaciones iniciales y dichas tasas, mas aun demostramos

que estas convergeran al promedio de las poblaciones iniciales.

En el capitulo cinco montamos el sistema SI en un grafo de tres nodos
considerando dos casos: las tasas de transmision estan fijas, es decir son
deterministicas. Las tasas de transmisién son variables y siguen una cierta

distribuciéon de probabilidad, es decir son estocasticas.
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1. Tasas de transmision deterministas. En ésta seccidon estudiamos el
sistema completo considerando un grafo no dirigido completamente co-
nectado. Dado que las poblaciones locales son cruciales para entender

la dindmica local como la global, consideramos los casos:

» Cada nodo comenzara con la misma cantidad de individuos en la

simulacion.

» Las poblaciones al inicio de la simulacién son distintas en cada

nodo.

En ambos casos consideraremos las siguientes hipotesis:

» El sistema esté libre de enfermedad,

s Kl sistema esta completamente infectado,

este par de casos los estudiamos cuando tenemos parametros internos
iguales. Es decir las tasas de nacimiento y muerte al igual que las tasas
de transmision de la enfermedad son iguales para cada nodo. El otro
caso que consideramos es cuando los parametros internos son distintos,
supusimos que las tasas de nacimiento y muerte al igual que las de
transmision de la enfermedad son distintas para cada nodo donde el

sistema podria tomar los siguientes estados.

s Fl sistema esta libre de enfermedad.

= Algin nodo esta infectado.
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» El sistema esta completamente infectado.

So6lo cuando los parametros internos son iguales nos fue posible hacer un
analisis més profundo. Con las herramientas que la teoria de sistemas
dindmicos discretos nos ofrece, encontramos el nimero de reproduccion
bésico global en términos de los parametros internos, logramos calcular
los puntos fijos de forma analitica y su estabilidad fue descrita. Un fac-
tor muy importante en la dinamica global, son las tasas de transmision
entre nodos por tal motivo presentamos los resultados de la simulacién
representados en graficas tridimensionales las cuales tienen por ejes que
representan al plano, las tasas de transmision entre nodos y el tiempo
y por el eje z, las poblaciones de individuos. En este caso hipotético
observamos que, tanto el sistema global como local se comportan como

un sistema SI.

Cuando consideramos que los parametros internos son distintos, ya no
fue posible encontrar los puntos de equilibrio, pero si hacer un analisis
numérico de posibles situaciones. Obtuvimos las graficas tridimensio-
nales, donde variamos las tasas de transmision y el tiempo obteniendo
la evolucion de las poblaciones estudiadas (sanos e infecciosos) de ma-
nera global y local. Un parametro que resulto sumamente importante
fue la intensidad de la enfermedad, ya que éste repercute en la forma

y el numero de puntos fijos del sistema.

Sistema libre de enfermedad. Con la ayuda de las graficas descritas

anteriormente, podemos concluir que se tiene un solo punto fijo y que
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6. CONCLUSIONES

estos no dependeran de los pardmetros internos, siempre y cuando el

sistema permanezca libre de enfermedad.

Sistema con un nodo infectado. Apoyandonos en las graficas, éste sis-
tema no converge a un punto fijo tnico, es mas estos dependeran de
la intensidad de la enfermedad en el nodo infectado, asi como de las
tasas de transmision. Otro aspecto que es importante rescatar, es que
la enfermedad prevalecera en el sistema con solo un nodo infectado, por
ultimo la dinamica del sistema SI desaparece del comportamiento local

y global.

Sistema completamente infectado. El ultimo caso que consideramos es
cuando tenemos una infecciéon en cada nodo, en éste ejemplo tampoco
se llega a un estado de equilibrio tnico, dependera de las tasas de
transmision entre nodos y la intensidad de enfermedad. La dinédmica

del sistema SI se ve muy mermada tanto en lo local como en lo global.

Para cerrar esta seccidon consideramos el caso cuando las poblaciones
iniciales no son iguales para todos los nodos, dado que se demostr6 que
cuando las tasas de transmision son iguales las poblaciones tenderan al
promedio de las iniciales. El aspecto mas rescatable es como convergen a
dicho promedio. Dependera de las tasas de transmision, éstas decidiran

si se llega de manera suave o de manera oscilatoria.

Tasas de transmision estocdsticas. La ultima variante que consideramos
es cuando las tasas de transmisién son estocasticas, pero todas tienen

la misma intensidad.
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La topologia del grafo juega un papel fundamental para la comprension
del fenémeno, por ello nos dimos a la tarea de considerar tres grafos

distintos.

s Todos los nodos estdn conectados y la informacion fluye de ida y

vuelta.

= La informacion fluye en un solo sentido y todos los nodos estdn

conectados.

= Kl nodo uno y el nodo tres estan completamente desconectados,
mientras la informacion fluye de ida y vuelta entre el nodo 1 y 2

asi como entre el 2 y 3.

Para las tres variantes obtuvimos los promedios de las trayectorias pa-
ra: sanos, infecciosos y poblaciones locales, para un experimento de 100
realizaciones y 1,000 unidades te tiempo. Una medida para cuantificar
si estan relacionados los sanos, infecciosos y poblaciones locales son los
diagramas de correlacion cruzada. Mostramos los diagramas de corre-
laciéon cruzada, para las combinaciones de los nodos: uno y dos , uno y
tres, dos y tres sOlo para: sanos, infectados y poblaciones locales para
cada combinacion. Con la ayuda de estas herramientas exhibimos la
sensibilidad de las poblaciones locales al considerar el caso estocésti-
co, ya que aunque comenzabamos con la misma cantidad de individuos
en cada nodo, estas se comportaban de una manera muy distinta a la

exhibida anteriormente.
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