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Resumen

El tema de la densidad de fuerza en medios materiales surge hace poco más de un
centenar de años, y a lo largo de todo este periodo diversos autores han abordado este
problema compartiendo una característica en común. Todos los autores consideran
que para deducir la densidad de fuerza en medios se debe considerar por separado
�uidos y sólidos, además, por supuesto, de distinguir si esta fuerza es debida a cam-
pos electrostáticos o magnetostáticos. A pesar de los trabajos que han surgido en este
lapso de tiempo este no es un tema agotado. En este trabajo presentamos un méto-
do novedoso para calcular la densidad de fuerza en sólidos, este nuevo método está
sustentado por una estructura conceptual distinta, puesto que basta con la ecuación
de balance de momento electromagnética obtenida directamente de las ecuaciones de
Maxwell y las ecuaciones constitutivas para obtener dicha densidad de fuerza, además
con esto mostramos la relación directa que tienen las densidades de fuerza en �uidos
y sólidos conocidas y la ecuación de balance de momento electromagnético en medios
materiales. Esta ecuación aún encierra sorpresas, baste mencionar que ha sido objeto
de una controversia por más de 100 años, aunque no es de nuestro interés en este
trabajo discutir esta controversia. Con este nuevo método mostramos cómo es posible
considerar a ambos medios, �uidos y sólidos en una sola deducción, lo cual es un
trabajo que no se ha hecho hasta el momento, proponemos una densidad de fuerza en
medios generalizada la cual incluye como casos particulares a las densidades de fuerza
usualmente conocidas.
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Capítulo 1

Introducción

En la literatura de la teoría electromagnética las ecuaciones de balance de momento
electromagnético tienen un papel conceptual importante, los métodos usuales para
deducir estos balances consisten en partir de la densidad de fuerza del sistema para
posteriormente realizar el balance, cuando no se tiene una densidad fuerza, se deduce
esta a partir de la energía libre del sistema. A pesar de que este tema ha sido tratado
por una gran cantidad de autores, como veremos más adelante, los métodos usados
para deducir estas ecuaciones presentan complicaciones que no suelen reconocerse pero
que son importantes de señalar.

En el vacío, el camino usual para obtener la ecuación de balance de momento
electromagnético es el seguido por Jackson [7], el cual consiste en partir de la segunda
ley de Newton y considerar que la fuerza sobre el sistema es la densidad de fuerza de
Lorentz, en esta densidad de fuerza aparecen densidades de carga y corriente, las cuales
se toman de las ecuaciones de Maxwell, después se usa cálculo vectorial y tensorial y
se obtiene la ecuación de balance de momento en el vacío. Por otra parte en medios
materiales el problema de deducir la ecuación de balance de momento electromagnético
es más complicado ya que no se cuenta con el análogo a la densidad de fuerza de
Lorentz, por ello, usualmente, se tiene que deducir primero una densidad de fuerza.
Para analizar la densidad de fuerza en medios materiales, usualmente se consideran
dos casos, como menciona Landau y Lifshitz [10] �El problema de calcular las fuerzas
(llamadas a veces fuerzas ponderomotrices) que actúan sobre los dieléctricos en un
campo eléctrico no homogéneo arbitrario, es bastante complicado y exige considerar
separadamente los líquidos (o gases) y los sólidos�. Este es el camino que se ha seguido
usualmente, no solo por Landau y Lifshitz [10] sino también por autores como Stratton
[1] y Robinson [4], entre otros, todos comparten la idea de considerar por separado
estos medios materiales.

La manera habitual de deducir la densidad de fuerza cuando el medio es un �uido
y considerando únicamente campos electrostáticos, es la seguida por Helmholtz, quien
en 1882 usó el principio de trabajo virtual, la energía libre del sistema y las ecuaciones
de Maxwell macroscópicas para deducir una densidad de fuerza, conocida actualmente
como la densidad de fuerza de Helmholtz, ~fH . Después de deducir esta densidad de
fuerza, Helmholtz no continuó con la deducción de la ecuación de balance de momento
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explícitamente, solo postuló un tensor a partir del cual se puede obtener esta densidad
de fuerza. Posteriormente a Helmholtz diversos autores como Stratton [1], Panofsky y
Phillips [2], Robinson [4], Tamm [9], Landau y Lifshitz [10], entre otros, han abordado
este problema, unos con más hipótesis que otros. La característica en común que
comparten estos autores es que todos siguen el mismo método, teniendo la misma
estructura conceptual del problema, es decir, primero deducir una densidad de fuerza
y posteriormente obtener el balance de momento.

Pese a que la deducción de la densidad de fuerza en medios es un problema pu-
ramente macroscópico, como bien lo hace notar Robinson [6], diversos autores como
Gordon [5], Peierls [8], Lai et al [11] y [12] entre otros, han hecho deducciones micros-
cópicas para obtener esta densidad de fuerza, lo cual deja aún más claro el interés por
la densidad de fuerza en medios.

Cuando el medio es un sólido elástico se deduce la densidad de fuerza adecua-
da pero, a diferencia de cuando se analiza el problema en el vacío y en los �uidos,
usualmente no se suele proceder a deducir la ecuación de balance de momento salvo
algunas excepciones como lo es Robinson [4], dejando así por muchos años incompleto
este problema.

Si bien los temas de las densidades de fuerza sobre los medios materiales �uidos o
sólidos debidas a campos electrostáticos son abordados en libros y artículos, cuando
se trata de analizar las densidades de fuerza debidas a campos magnetostáticos, el
análisis es escaso. Usualmente la deducción de la densidad de fuerza debida a campos
magnetostáticos se presenta como una analogía a la de la densidad de fuerza debida
a campos electrostáticos. La deducción se basa en partir de la densidad de energía
libre del sistema, después se procede a realizar su variación y usando la ecuación
constitutiva que vincula los campos ~B y ~H, se deduce la expresión para la densidad
de fuerza, a la cual llamaremos solamente, densidad de fuerza magnetostática. Cuando
el medio es un �uido también existen deducciones microscópicas de esta densidad de
fuerza hechas por Campos et al [15].

Hasta ahora hemos hecho énfasis que en los métodos usuales para deducir las den-
sidades de fuerza, suelen partir de la expresión usual para la energía libre en el medio,
hacemos hincapié en esto porque consideramos que este problema se puede resolver sin
necesidad de partir de la energía libre para el sistema, además, considerando el poco
análisis de la densidad de fuerza magnetostática, nos sugiere analizar este problema
desde otra perspectiva.

Motivados por el problema de deducir la densidad de fuerza en medios materiales,
presentamos un nuevo método para deducir esta densidad de fuerza. A diferencia del
método usual, este nuevo método no solo presenta un camino alterno para deducir
la ecuación de balance de momento electromagnético, sino, más bien, una estructura
conceptual distinta. Esta nueva estructura conceptual surge al considerar que este
problema puede analizarse mediante las ecuaciones de Maxwell y las relaciones cons-
titutivas, puesto que en las relaciones constitutivas se encuentran las características
del medio, y como responde éste a los campos, es decir debe bastar con ellas para
analizar el problema de interacción campos electromagnéticos-materia.

Así que, partiendo directamente de las ecuaciones de Maxwell y con ayuda del
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cálculo vectorial y tensorial, deducimos una ecuación de balance de momento, sin ne-
cesidad de deducir previamente una densidad de fuerza como hizo Helmholtz y los
autores antes mencionados. Una vez obtenida esta ecuación de balance de momento
obtenemos la densidad de fuerza. La densidad de fuerza que surge a partir de este
balance luce como una densidad de fuerza general, es decir, en principio podría des-
cribir a un �uido o un sólido, puesto que para obtener esta densidad de fuerza no se
han hecho hipótesis que limiten su generalidad.

Con el �n de mostrar que tan general es esta ecuación de balance de momento,
analizamos la densidad de fuerza que contiene. Nuestro objetivo principal es mostrar
que la ecuación de balance de momento electromagnético, obtenida directamente de
las ecuaciones de Maxwell, contiene ya las densidades de fuerza electrostáticas y mag-
netostáticas para �uidos y sólidos, esto es algo que no se ha realizado previamente y
con lo cual pretendemos resolver el problema de las densidades de fuerza en medios
materiales.

Hasta ahora se ha mostrado parcialmente que la densidad de fuerza de Helmholtz
está contenida en la ecuación de balance, interpretada como lo hacemos aquí, pero
aún no se ha mostrado si la densidad de fuerza en un sólido está también contenida
en esta ecuación de balance, esto es precisamente el objetivo principal de este trabajo,
para así exhibir la generalidad de la ecuación de balance así como la coherencia de
esta interpretación y lo que ella ofrece.

Al exhibir que la ecuación de balance, así interpretada, contiene a la densidad de
fuerza de un sólido, damos un elemento más para mostrar el alcance de la ecuación de
balance de momento electromagnético que se deduce directamente de las ecuaciones
de Maxwell, además, con esto hemos resuelto el problema de la deducción de la den-
sidad de fuerza de una manera general, al menos para �uidos y sólidos, pues ambas
densidades de fuerza están contenidas en una sola ecuación, es decir tenemos una
estructura general para estos dos casos, a diferencia de lo mencionado por Landau y
Lifshitz quienes mencionan que estos dos casos se deben tratar por separado. Por otra
parte al mostrar que las densidades de fuerza para un sólido y para un �uido están
contenidas en esta nueva ecuación de balance de momento, tenemos un punto más a
favor de nuestra estructura conceptual, la cual considera que la interacción campos
electromagnéticos con sólidos o �uidos puede describirse mediante las ecuaciones de
Maxwell y las relaciones constitutivas.
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Capítulo 2

Balance de momento
electromagnético en el vacío

En el vacío, el método más usual para obtener la ecuación de balance de momen-
to electromagnético es el seguido por Jackson, este método a pesar de ser aceptado
es un método inconsistente. Para mostrar estas inconsistencias es necesario detallar
los pasos seguidos por Jackson, aclarando que es de nuestro interés el señalar donde
surgen dichas inconsistencias para así facilitar el análisis. Consideramos que analizar
la ecuación de balance de momento electromagnético en el vacío tiene importancia,
puesto que es un punto de partida para mostrar los problemas conceptuales que se
enfrentan al deducir las ecuaciones de balance de momento

Jackson parte de la segunda ley de Newton

d~Pmec
dt

= ~F , (2.1)

y posteriormente considera que ~F es la fuerza electromagnética total sobre una par-
tícula, es decir la fuerza de Lorentz, que como es sabido depende solo de campos
externos. En este punto surge la primera inconsistencia, puesto que Jackson
no aclara que la fuerza ~F depende solo de campos externos. Si hacemos esta
distinción en la fuerza debemos escribir ~F como

~F =
∫ (

ρ ~Eext +~j × ~Bext

)
dV,

sin embargo Jackson no tiene cuidado de hacer esta distinción y escribe la fuerza como

~F =
∫ (

ρ ~E +~j × ~B
)
dV, (2.2)

así que considerando a (2.2) como la fuerza, escribe la ecuación de partida de la
siguiente forma

d~Pmec
dt

=
∫ (

ρ ~E +~j × ~B
)
dV. (2.3)

5
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En el siguiente paso sustituye las densidades de carga y corriente ρ y ~j de la fuerza
por las que aparecen en las ecuaciones de Maxwell, las cuales dependen de los campos
totales, es decir

ρ = ε0
(
∇ · ~Etot

)
(2.4)

y

~j =
1

µ0

∇× ~Btot − ε0µ0
∂ ~Etot
∂t

 . (2.5)

En este paso Jackson, una vez más, pasa por alto el señalar que los campos involucra-
dos en las ecuaciones de Maxwell son campos totales, así que omitiendo esta distinción
y con ayuda de las ecuaciones (2.4) y (2.5) escribe la siguiente igualdad

ρ ~E +~j × ~B =

ε0 (∇ · ~E) ~E +
1

µ0

∇× ~B − ε0µ0
∂ ~E

∂t

× ~B

 , (2.6)

la cual es incorrecta, puesto que, si se hace la distinción apropiada de los campos, esta
ecuación debería ser escrita como

ρ ~Eext +~j × ~Bext =

ε0 (∇ · ~Etot) ~Eext + 1

µ0

∇× ~Btot − ε0µ0
∂ ~Etot
∂t

× ~Bext

 .
Aquí surge una segunda inconsistencia, puesto que en este punto es muy

importante el hacer o no una distinción entre campos externos y campos
totales. Si hacemos la distinción tal como debe de ser, no es posible ya
continuar con la deducción del balance de momento. Dejando a un lado la
distinción de los campos externos y totales Jackson escribe la igualdad (2.6).

Cabe enfatizar que los pasos siguientes que desembocan en la ecuación de balance
de momento electromagnético en el vacío no tienen sentido si se hace una distinción
adecuada de los campos. Jackson con el �n de encontrar el balance hace uso de la
siguiente igualdad

~B × ∂ ~E

∂t
= − ∂

∂t
( ~E × ~B) + ~E × ∂ ~B

∂t
, (2.7)

y suma un cero de la siguiente forma

~B(∇ · ~B) = 0, (2.8)

con lo cual puede escribir la igualdad (2.6) como

ρ ~E +~j × ~B = ε0
[
~E(∇ · ~E)− ~E × (∇× ~E)

]
+ (2.9)

1

µ0

[
~B(∇ · ~B)− ~B × (∇× ~B)

]
− ε0

∂

∂t
( ~E × ~B),

6
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con esto puede escribir la ecuación (2.3) de la siguiente forma

d~Pmec
dt

+
d

dt

∫
ε0( ~E × ~B)dV = (2.10)∫ {

ε0
[
~E(∇ · ~E)− ~E × (∇× ~E)

]
+

1

µ0

[
~B(∇ · ~B)− ~B × (∇× ~B)

]}
dV.

En este punto Jackson denota a la segunda integral del primer miembro como el
momento electromagnético total ~Pcampo en el volumen V

~Pcampo =
∫
ε0( ~E × ~B)dV, (2.11)

y al integrando como una densidad de momento electromagnético

~g = ε0( ~E × ~B). (2.12)

Después de este punto continúa con el análisis de los términos de la ecuación (2.10),
donde, después de un cálculo usando componentes obtiene que

[
~E(∇ · ~E)− ~E × (∇× ~E)

]
α
=
∑
β

∂

∂xβ
(EαEβ −

1

2
~E · ~Eδαβ), (2.13)

posteriormente de�ne el tensor de esfuerzos de Maxwell como

Tαβ = ε0EαEβ +
1

µ0

BαBβ −
1

2

[
ε0 ~E · ~E +

1

µ0

~B · ~B
]
δαβ, (2.14)

con lo cual puede escribir �nalmente la ecuación (2.10) como

d

dt
(~Pmec + ~Pcampo)α =

∑
β

∫ ∂

∂xβ
TαβdV, (2.15)

la cual es, precisamente, la ecuación de balance de momento electromagnético en el
vacío.

Hasta aquí hemos reproducido los pasos seguidos por Jackson [7] para deducir
la ecuación de balance de momento. Aún y cuando este método permite deducir
la ecuación de balance, es claro ver que en el camino surgen inconsistencias, así que
debido a estas inconsistencias es natural el cuestionar dicho método además de pensar
en las limitaciones que tendría el tratar de aplicar este método a un medio con otras
características. Tomando en cuenta estas complicaciones es necesario buscar una forma
alterna de calcular la ecuación de balance en el vacío, y así evitar pasar por las
inconsistencias que contiene el método usual.
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Capítulo 3

Ecuación de Balance de Momento en
el Vacío. Un método alterno

Entonces podemos darnos cuenta que la forma usual de vincular la densidad de
fuerza de Lorentz con las ecuaciones de Maxwell es inconsistente, esto implica un
problema conceptual importante puesto que para seguir adelante con este método
tendríamos que hacer caso omiso de las diferencias entre campos externos y campos
totales, pero si hacemos esto estaríamos aceptando que la fuerza del sistema no es la
fuerza de Lorentz y tendríamos que justi�car que especie de fuerza es esta, puesto que
depende de campos totales.
Una vez señaladas las inconsistencias de este método usual, la cuestión ahora es usar
un método alterno para obtener la ecuación de balance en el vacío y así evitar las
inconsistencias que el método usual presenta.
Un método alterno es partir directamente de las ecuaciones de Maxwell en el vacío

∇ · ~E =
ρ

ε0
, (3.1)

∇ · ~B = 0, (3.2)

∇× ~E = −∂
~B

∂t
(3.3)

y

∇× ~B = µ0

 ~J + ε0
∂ ~E

∂t

 . (3.4)

Manipulando las ecuaciones de Maxwell mediante multiplicaciones escalares y vecto-
riales realizamos la siguientes operacio« ~E(3.1) + 1

µ0
~B(3.2) - ε0 ~E×(3.3)- ~B×(3.4), lo

cual da origen a la siguiente ecuación

ε0 ~E(∇· ~E)+
1

µ0

~B(∇· ~B)−ε0 ~E×(∇× ~E)−
1

µ0

~B×(∇× ~B) = ρ ~E+ ~J× ~B+
∂

∂t
ε0( ~E× ~B).

(3.5)

9



3.0.

Utilizando identidades tensoriales podemos escribir la siguientes igualdades

~E(∇ · ~E)− ~E × (∇× ~E) = ∇ · [ ~E ~E − (1/2) ~E · ~E], (3.6)

y
~B(∇ · ~B)− ~B × (∇× ~B) = ∇ · [ ~B ~B − (1/2) ~B · ~B], (3.7)

donde ~E ~E y ~B ~B son las diadas del campo eléctrico y magnético respectivamente.

Sustituyendo las ecuaciones (3.6) y (3.7) en la ecuación (3.5), obtenemos la ecua-
ción de balance de momento

∇ ·Tv = ρ ~E + ~J × ~B +
∂

∂t
ε0( ~E × ~B), (3.8)

donde

Tv = (ε0 ~E ~E +
1

µ0

~B ~B)− (1/2)(ε0 ~E · ~E +
1

µ0

~B · ~B). (3.9)

Es de hacer notar que esta ecuación de balance de momento fue obtenida uni-
camente con las ecuaciones de Maxwell y el cálculo vectorial, en esta ecuación se
observa la relación entre el tensor y las fuerzas del sistema, al utilizar este método
alterno evitamos las inconsistencias que presenta el método usual.
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Capítulo 4

Balance de momento
electromagnético en medios
materiales

El problema de deducir la ecuación de balance de momento electromagnético en
medios materiales es más complicado que en el vacío, de hecho, Jackson hace un co-
mentario respecto a ese punto �El tema de los balances de energía y momento para
la materia en campos electromagnéticos es evidentemente complicado. Remitamos al
lector, para más cuestiones a Landau y Lifshitz [10] y también A Stratton [1]�. El
método estándar para deducir la ecuación de balance de momento electromagnético
en medios materiales consiste básicamente en dos puntos, primero, dado que no se
cuenta con una densidad de fuerza análoga a la de Lorentz se tiene que deducir una
densidad de fuerza en el medio y una vez deducida esta densidad de fuerza el segundo
punto es deducir la ecuación de balance de momento.

4.1. Balance de momento electrostático en medios
materiales �uidos. La densidad de fuerza de Helm-
holtz

En esta sección presentamos punto a punto la forma estándar de como se deduce
la ecuación de balance de momento electrostático de un �uido, esta forma usual es
seguida por muchos autores.

La forma estándar que siguen los autores para deducir la densidad de fuerza en
medios es partir de la siguiente ecuación

dU

dt
= −

∫
~f · ~vdV, (4.1)

la cual establece la relación entre energía libre del medio U , la densidad de fuerza del
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4.1.

medio ~f y la velocidad de un elemento del medio ~v.

Considerando el caso donde unicamente actúan campos electrostáticos, se de�ne
usualmente la energía libre electrostática del sistema, lo cual no es un punto trivial.
Sin una discusión previa aceptan que la energía libre electrostática del sistema, es de
la siguiente forma

UE =
1

2

∫
~E · ~DdV, (4.2)

con esto escriben la variación de la energía del sistema con respecto al tiempo como

dUE
dt

= −1

2

∫
ε0E

2∂εr
∂t
dV +

∫
φ
∂ρ

∂t
dV, (4.3)

donde han hecho las siguientes consideraciones. Primero consideran que están en un
caso electrostático, es decir

∇× ~E = 0, (4.4)

segundo que hay cargas libres

∇ · ~D = ρ (4.5)

y �nalmente la ecuación constitutiva de la siguiente forma

~D = ε0εr ~E. (4.6)

Con el �n de comparar las ecuaciones (4.1) y (4.3) introducen las ecuaciones de
conservación de la carga y de la masa

∇ · (ρ~v) + ∂ρ

∂t
= 0, (4.7)

y

∇ · (ρm~v) +
∂ρm
∂t

= 0, (4.8)

además de las derivadas totales

Dεr
Dt

=
∂εr
∂t

+∇εr · ~v (4.9)

y
Dρm
Dt

=
∂ρm
∂t

+∇ρm · ~v. (4.10)

Aquí una vez más hacen una consideración importante, consideran que están en un
medio material en el cual la permitividad sólo depende de la posición y la densidad
del medio, es decir

εr = εr(~r, ρm), (4.11)

12



4.1.

tomando en cuenta esta consideración

Dεr
Dt

=
∂εr
∂ρm

(
Dρm
Dt

), (4.12)

lo cual les permite escribir la siguiente ecuación

∂εr
∂t

=
Dεr
Dt
−∇εr · ~v

= − ∂εr
∂ρm

ρm(∇ · ~v)−∇εr · ~v, (4.13)

sustituyendo las ecuaciones (4.7) y (4.13) en la ecuación (4.3) resulta

dUE
dt

=
∫
[ρ∇φ · ~v − ε0

2
∇(E2ρm

∂εr
∂ρm

) · ~v + ε0
2
E2∇εr · ~v]dV. (4.14)

Comparando las ecuaciones (4.1) y (4.14) reconocen una expresión para la densidad de
fuerza ~f , la cual es conocida como la densidad de fuerza de Helmholtz, que usualmente
es denotada como ~fH y tiene la siguiente forma

~fH = ρ ~E +
ε0
2
∇(E2ρm

∂εr
∂ρm

)− ε0
2
E2∇εr. (4.15)

Precisamente ~fH es la densidad de fuerza en un medio cuya permitividad solo
depende de las cantidades señaladas en la igualdad (4.11), este resultado ha sido
obtenido siguiendo este método por diversos autores como Stratton [1], Panofsky
y Phillips [2], Tamm [9], Landau y Lifshitz [10] entre otros, ademas coincide con
los resultados obtenidos mediante otros métodos, por ejemplo Gordon [5]. Una vez
superado el primer punto, es decir, ya habiendo deducido una densidad de fuerza para
el medio, se procede a realizar el balance considerando que la densidad de fuerza y el
tensor de esfuerzos se relacionan de la siguiente forma

fi =
∂Tij
∂rj

, (4.16)

en particular esta ecuación establece la relación entre las componentes de la densidad
de fuerza del medio fi y las componentes del tensor de esfuerzos Tij.

Una vez dicho esto y para facilitar el análisis de la expresión (4.15), separan la
densidad de fuerza ~fH de la siguiente manera

~fH = ~f (1) + ~f (2), (4.17)

donde
~f (1) = ρ ~E − ε0

2
E2∇εr (4.18)
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4.1.

y
~f (2) =

ε0
2
∇(E2ρm

dεr
dρm

). (4.19)

~f (1) es la parte de la densidad de fuerza que encontró Maxwell, la cual depende de la
variación de permitividad con respecto a la posición y de las cargas libres, así mismo
~f (2) es la parte de la densidad de fuerza que depende del cambio de la permitividad
con respecto a la densidad del medio.

A partir de este punto para facilitar el manejo de las ecuaciones usaremos la no-
tación indicial.

Después de separar en dos partes a la densidad de fuerza ~fH analizan por separado
las partes de ésta. Considerando la ecuación (4.5) escriben la primera parte de esta
densidad como

f
(1)
i = Ei

∂Dj

∂rj
− ε0

2
E2∂εr

∂ri
. (4.20)

Usando las siguientes igualdades

∂(EiDj)

∂rj
−Dj

∂Ei
∂rj

= Ei
∂Dj

∂rj
, (4.21)

y
∂(εrE

2)

∂ri
− εr

∂E2

∂ri
= E2∂εr

∂ri
, (4.22)

escriben la ecuación (4.20) como

f
(1)
i =

∂

∂rj

[
EiDj −

1

2
( ~D · ~E)δij

]
, (4.23)

lo cual les permite escribir el tensor T (1)
ij asociado a la fuerza ~f (1) como

T
(1)
ij = EiDj −

1

2
( ~D · ~E)δij, (4.24)

el cual es precisamente el tensor encontrado por Maxwell.

Con lo que respecta a la parte de la densidad de fuerza ~f (2), escriben el tensor
asociado T (2)

ij directamente como

T
(2)
ij =

ε0
2
E2ρm

∂εr
∂ρm

δij, (4.25)

al sumar los tensores T (1)
ij y T (2)

ij obtienen

Tij = T
(1)
ij + T

(2)
ij

=
[
EiDj −

1

2
( ~D · ~E)δij

]
+
ε0
2
E2ρm

∂εr
∂ρm

δij, (4.26)
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4.2.

donde el tensor Tij, es el tensor asociado a la densidad de fuerza de Helmholtz ~fH , el
cual está compuesto por la suma de dos tensores como señala Tamm [9].

Una vez encontrado Tij y considerando la ecuación (4.16) se puede escribir el
balance de momento como

(~fH)i =
∂Tij
∂rj

, (4.27)

es decir

ρEi −
ε0
2
E2∂εr

∂ri
+
ε0
2

∂

∂ri
(E2ρm

∂εr
∂ρm

) =
∂

∂rj

[
EiDj −

1

2
( ~D · ~E)δij +

ε0
2
E2ρm

∂εr
∂ρm

δij

]
.

(4.28)
El balance discutido se sustenta en dos hipótesis, primero, que la variación de ener-

gía nos conduce a una fuerza y segundo que la energía libre electrostática del sistema
es de la forma escrita en la ecuación (4.2). Una vez que los obtienen la densidad de
fuerza no escriben explícitamente una ecuación de balance de momento, tal parece que
no están interesados en la estructura general de la ecuación de balance de momento.

Por otra parte podemos cuestionarnos que tan general es esta densidad de fuerza
obtenida y por consiguiente el balance que se construye con ella y ¾Cómo es la ecuación
de balance de momento para un medio con otras características?

4.2. Balance de momento electromagnético en me-
dios materiales sólidos

Hasta ahora hemos analizado la densidad de fuerza para el caso en el que la permi-
tividad depende únicamente de la posición y de la densidad del medio, es decir el caso
de un �uido, pero no hemos visto la forma que tiene dicha densidad de fuerza cuando
el medio material es un sólido. Puesto que las propiedades dieléctricas de un sólido
varían no sólo al cambiar su densidad (como en el caso de un �uido) sino también
con las deformaciones que no modi�can el volumen, es necesario hacer un análisis de
la permitividad para considerar la nuevas cantidades de las que depende. El método
usual para resolver este problema sigue una estructura similar al usado para deducir
la densidad de fuerza cuando el medio es un �uido, autores como Stratton, Robinson,
Landau y Lifshitz hacen este tipo de deducciones para obtener una densidad de fuerza
para un sólido.

Para mostrar la forma que tiene esta densidad de fuerza seguimos el método usa-
do por Robinson, por su notación más moderna y concisa que facilita la comprensión
de los argumentos, más adelante debido a la importancia del problema haremos una
comparación entre los resultados obtenidos por Robinson [4] y Stratton [1].
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Robinson, para deducir la densidad de fuerza parte de la expresión para el cambio
de energía libre electrostática del sistema

dUE
dt

=
∫ [
−ρEivi −

ε0
2
EiEj

∂εij
∂t

]
dV, (4.29)

la cual es análoga a (4.3). En la ecuación (4.29) se ha supuesto que la relación cons-
titutiva es

Di = ε0εijEj, (4.30)

además, análogamente al caso de un �uido considera que hay cargas libres y que
se conserva la carga, es decir que se cumplen las ecuaciones (4.5) y (4.7). Una vez
hechas estas consideraciones se enfoca en analizar el término ∂εij

∂t
. Considera que la

permitividad εij, es un tensor de segundo rango que depende de las tensiones Sij y
rotaciones Wij del sistema

εij ≡ εij(Sij,Wij). (4.31)

Las cantidades Sij y Wij son la parte simétrica y antisimetrica del tensor

∂ui
∂rj

=
1

2

(
∂ui
∂rj

+
∂uj
∂ri

)
− 1

2

(
∂uj
∂ri
− ∂ui
∂rj

)
= Sij −Wij, (4.32)

donde ui representa la posición de los componentes del medio.

Con estas consideraciones y después de un proceso muy laborioso y poco claro se
escribe

∂εij
∂t

=
1

2
εik

(
∂vj
∂rk
− ∂vk
∂rj

)
+

1

2
εkj

(
∂vi
∂rk
− ∂vk
∂ri

)
+ αijkl

∂vk
∂rl
− vk

∂εij
∂rk

, (4.33)

donde

αijkl ≡
∂εij
∂Skl

. (4.34)

Ahora se sustituye la ecuación (4.33) en la expresión (4.29) y después de una
laboriosa manipulación se obtiene la siguiente expresión

dU

dt
=
∫
[−ρEivi +

1

4
vj
∂(EjDk)

∂rk
− 1

4
vk
∂(EjDk)

∂rj
+

1

4
vi
∂(EiDk)

∂rk
−

1

4
vk
∂(EiDk)

∂ri
+ vk

∂( ε0
2
EiEjαijkl)

∂rl
+ vk

ε0
2
EiEj

∂εij
∂rk

]dV, (4.35)

renombrando índices y factorizando vi se reconoce a la densidad de fuerza

fi(s) = ρEi −
1

2

∂

∂rj
(EiDj − EjDi) +

∂T esij
∂rj

+
ε0
2
EkEl

∂εkl
∂ri

, (4.36)
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donde
T esij ≡ −

ε0
2
EkElαklij. (4.37)

fi(s) es la densidad de fuerza sobre un sólido debida a campos electrostáticos, la cual

se diferencia con la densidad de fuerza en un �uido fi(H) por el término
∂T es

ij

∂rj
. Precisa-

mente T esij es el tensor propuesto por Robinson [4], y que como veremos más adelante
coincide con los resultados encontrados previamente por Stratton [1] para describir a
los sólidos.

Con el propósito de escribir la densidad de fuerza fi(s) en términos de la divergen-
cias de tensores, se analizan los términos de esta densidad de fuerza fi(s), se escriben
los términos de fi(s) como

ρEi =
∂Dj

∂rj
Ei (4.38)

y
ε0
2
EkEl

∂εkl
∂ri

= −1

2
(Ej

∂Dj

∂ri
−Dj

∂Ej
∂ri

). (4.39)

Al sustituir las igualdades (4.38) y (4.39) en la ecuación (4.36) se obtiene que

fi(s) =
∂

∂rj
(EiDj −

1

2
EiDj +

1

2
EjDi + T esij )−

1

2
(Ej

∂Dj

∂ri
−Dj

∂Ej
∂ri

), (4.40)

�nalmente

fi(s) =
∂

∂rj
[
1

2
(EiDj + EjDi − ~E · ~Dδij) + T esij ]. (4.41)

Para continuar se de�ne

T eij ≡
1

2
[EiDj + EjDi − ( ~E · ~D)δij] (4.42)

entonces

fi(s) =
∂

∂rj
(T eij + T esij ), (4.43)

con lo cual se puede escribir �nalmente la ecuación de balance de momento para un
sólido como

ρEi −
1

2

∂

∂rj
(EiDj − EjDi) +

∂T esij
∂rj

+
ε0
2
EkEl

∂εkl
∂ri

=
∂

∂rj
(T eij + T esij ). (4.44)

La ecuación (4.44) establece la relación entre la densidad de fuerzas en un sólido
y su tensor de esfuerzos, es importante mencionar que esta expresión no la escribe
Robinson de manera explícita, tal como sucede en el caso de los �uidos, parece no
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estar interesado en la estructura general del balance. Por otra parte podemos darnos
cuenta que las limitaciones e hipótesis de este método son análogas a las del método
usado en el caso de un �uido, debido a la estructura similar de los procedimientos.
Con esto queremos decir que en esencia estos dos métodos son iguales salvo cuando
consideran las cantidades de las que depende la permitividad del medio, ambos mé-
todos se sustenta en dos hipótesis, primero, que la variación de energía libre conduce
a una fuerza y segundo que la energía libre del sistema es de la forma de (4.2).

Si aceptamos que estos dos métodos son en esencia iguales podemos concluir que
debería haber una relación entre la densidad de fuerza en un �uido fi(H) y la densidad
de fuerza en un sólido fi(s) puesto que las características de un �uido son un caso
particular de las características de un sólido. Por otra parte al igual que en el caso de
un �uido podemos preguntarnos si existe un método alterno para obtener la densidad
de fuerza fi(s) el cual supere las limitaciones del método estándar y si es que existe
este método alterno ¾Que forma tiene la ecuación de balance de momento para un
sólido?

4.3. Densidad de fuerza en campos magnetostáticos.
Método de Stratton

En las secciones anteriores analizamos la forma usual de deducir las densidades
de fuerza sobre sólidos y �uidos debidas a un campo electrostático. El propósito de
esta sección es mostrar la deducción usual de la densidad de fuerza sobre un sólido en
presencia únicamente de un campo magnetostático.

Para mostrar la forma usual de deducir esta densidad de fuerza, seguiremos el
desarrollo realizado por Stratton [1] pero con un lenguaje distinto, además de añadir
algunos desarrollos, con el �n de mostrar la estructura de esta deducción y facilitar la
comparación con otros autores.

La ecuación constitutiva entre ~B y ~H para un sólido, es

Bj = µ0µjkHk, (4.45)

con esto la energía libre magnética Um, se expresa como

Um =
1

2

∫
µ0µjkHjHkdV, (4.46)

y su variación como

δUm =
1

2

∫
µ0(δµjk)HjHkdV. (4.47)

Al considerar que la permeabilidad µjk depende, de la posición ~r y el tensor de
tensiones simétrico Slm, es decir

µjk ≡ µjk(ri, Slm), (4.48)
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la variación de la permeabilidad es

δµjk = δrk
∂µjk
∂rk

+ δSlm
∂µjk
∂Slm

. (4.49)

Para continuar, se de�ne el tensor

bjklm ≡
∂µjk
∂Slm

, (4.50)

con ayuda de las ecuaciones (4.49) y (4.50) se escribe la ecuación (4.47) como

δUm =
1

2

∫
µ0HjHk

[
δri

∂µjk
∂ri

+ bjklmδSlm

]
dV

=
1

2

∫
µ0HjHkδri

∂µ

∂ri
δjkdV +

1

2

∫
µ0HjHkbjklmδSlmdV

= δUmt + δUms, (4.51)

donde δUmt es la variación de la energía asociada con una traslación in�nitesimal
δri, la otra parte δUms es la parte que representa una tensión pura asociada con la
deformación, es claro entonces que

δUms =
1

2

∫
µ0HjHkbjklmδSlmdV, (4.52)

y

δUmt =
1

2

∫
µ0HkHkδri

∂µ

∂ri
dV. (4.53)

Si Um(elas) es la energía elástica, y considerando que dicha energía depende de la
tensión, es decir

Um(elas) = Um(elas)(Slm), (4.54)

la variación de la energía elástica Um(elas) tiene la siguiente forma

δUm(elas) =
1

2

∫ ∂um(elas)

∂Slm
δSlmdV, (4.55)

tomando en cuenta que la energía libre magnética Um del sistema esta compuesta de
tres partes, es decir, la energía elástica Um(elas), la energía asociada con la deformación
del material Ums y la energía asociada con una traslación in�nitesimal Umt, se puede
escribir las variación de la energía libre magnética como

δUm = δ(Um(elas) + Ums + Umt). (4.56)

Dado que Um es la energía libre magnética libre del sistema, el trabajo requerido
para llevar acabo un pequeño desplazamiento o deformación de un cuerpo en un campo
magnético se escribe como

δW = −δUm. (4.57)
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Por otra parte considerando que bajo la in�uencia de fuerzas externas los elementos de
un �uido o de un sólido elástico pueden efectuar desplazamientos relativos. El trabajo
realizado por las fuerzas para desplazar cada punto del medio una distacia δ~s es

δW =
∫
~f · δ~sdV +

∫
~t · δ~sda, (4.58)

donde las los vectores ~f y ~t, usualmente son denominados como densidades de fuerzas
volumétricas y densidades de fuerzas super�ciales respectivamente. Con las ecuaciones
(4.57) y (4.58) se escribe la variación de la energía libre magnética como∫

~f · δ~sdV +
∫
~t · δ~sda = −δUm, (4.59)

sustituyendo la ecuación (4.56) en la ecuación (4.59), se obtiene que∫
~f · δ~sdV +

∫
~t · δ~sda = −δ

(
Um(elas) + Ums + Umt

)
. (4.60)

Es conveniente considerar que las densidades de fuerza ~f y ~t están compuestos de dos
partes, la parte 1 se re�ere a la fuerza en el material antes de la deformación y la
parte 2 se re�ere a después de la deformación, entonces

~f = ~f1 + ~f2 (4.61)

y
~t = ~t1 + ~t2. (4.62)

Considerando que el estado inicial el cuerpo está sin deformar, se puede escribir∫
~f1 · δ~sdV +

∫
~t1 · δ~sda = −δUmt, (4.63)

al considerar que antes de la deformación ~t1 = 0 y δ~r = δ~s , se tiene que∫
~f1 · δ~sdV = −δUmt =

∫ [
−1

2
µ0H

2∇µ
]
· δ~sdV, (4.64)

entonces se encuentra que la densidad de fuerza ~f1 es

~f1 = −
1

2
µ0H

2∇µ. (4.65)

Para el cuerpo después de la deformación se tiene que∫
~f2 · δ~sdV +

∫
~t2 · δ~sda = −δ(Um(elas) + Ums), (4.66)

es decir∫
~f2 · δ~sdV +

∫
~t2 · δ~sda = −

∫ (
1

2
µ0bjklmHjHkδSlm +

∂um(elas)

∂Slm
δSlm

)
dV. (4.67)
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Es conveniente mencionar que Stratton [1] no escribe la ecuación (4.67) de esta forma,
esto se debe además de usar una notación distinta, a dos razones, primero a que hace
una analogía del tensor bjklm con el tensor αjklm, entonces considera que el tensor
bjklm contiene únicamente dos constantes independientes, así pues escribe el término
bjklmHjHk en un caso particular y segundo considera una forma particular de um(elas),
como

um(elas) =
1

2
λ1SiiSii + λ2SimSim. (4.68)

Al considerar esta forma particular de um(elas), escribe una expresión particular para

el término
∂um(elas)

∂Slm
. La importancia que tiene escribir el balance de la forma dada en

la ecuación (4.67) se verá al �nal de esta deducción.

Tomando en cuenta la ecuación (4.58), se escribe la variación del trabajo de la
siguiente manera

δW2 =
∫
~f2 · δ~sdV +

∫
~t2 · δ~sda, (4.69)

por otra parte, la densidad de energía libre magnética um depende, en cualquier punto,
del estado local de tensión, por lo tanto, se supone que

um = um(Slm), (4.70)

entonces

δUm(Slm) =
∫ (

∂um
∂Slm

)
δSlmdV =

∫
TlmδSlmdV, (4.71)

además, de acuerdo con la ecuación (4.57), se puede escribir

δW2 = δUm(Slm). (4.72)

Con ayuda de la ecuaciones (4.71) y (4.72), se escribe la ecuación (4.69) como∫
~f2 · δ~sdV +

∫
~t2 · δ~sda =

∫
TlmδSlmdV, (4.73)

sustituyendo la ecuación (4.67) en la ecuación (4.73) resulta

−
∫ (

1

2
µ0bjklmHjHkδSlm +

∂um(elas)

∂Slm
δSlm

)
dV =

∫
TlmδSlmdV, (4.74)

con lo cual se obtiene que

−
(
1

2
µ0bjklmHjHk +

∂um(elas)

∂Slm

)
= Tlm. (4.75)

Ahora en esta deducción se considera que la componente l de la densidad de fuerza
se escribe como

fl =
∂Tlm
∂rm

. (4.76)
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Usando la ecuación (4.76) en la ecuación (4.75) se obtiene

f2l =
∂

∂rm

(
−1

2
µ0bjklmHjHk −

∂um(elas)

∂Slm

)
. (4.77)

Considerando la analogía con el caso electrostático donde se consideró que únicamente
existían fuerzas de origen electrostático, se considera que

∂

∂rm

(
−
∂um(elas)

∂Slm

)
= 0, (4.78)

entonces se obtiene para la densidad de fuerza

f2l =
∂

∂rm

(
−1

2
µ0bjklmHjHk

)
. (4.79)

Sumando las densidades de fuerza ~f1 y f2l, se obtiene la densidad de fuerza total del
sistema

fl = −
1

2
µ0H

2 ∂µ

∂rl
+

∂

∂rm

(
−1

2
µ0bjklmHjHk

)
. (4.80)

Aquí es importante hacer notar que el haber usado esta de notación, diferente de la
de Stratton, nos permite escribir a la densidad de fuerza fl en la ecuación (4.80). Esto
es provechoso pues así facilita considerablemente al lector moderno su comprensión
y nos permite comparar claramente con resultados obtenidos por otros autores como
Robinson [4] y Landau y Lifshitz [10].

Así en completa analogía con el caso electrostático, se deduce que la densidad de
fuerza ejercida sobre un sólido debida a un campo magnetostático es

fl = (~j × ~B)l −
1

2
µ0H

2 ∂µ

∂rl
− ∂

∂rm

(
1

2
µ0bjklmHjHk

)
, (4.81)

donde se ha considerado que en el medio puede circular una densidad de corriente ~j
y que la permeabilidad es independiente de ~H.

Es claro ver la estructura similar que presentan las ecuaciones (4.36) y (4.81), cabe
señalar que los tensores bjklm y αklij se suponen con las mismas propiedades. las cuales
fueron discutidas en la sección anterior.
El método seguido por Stratton para deducir la densidad de fuerza sobre un sólido
en un caso magnetostático, es en esencia, de estructura similar a los seguidos en las
secciones anteriores, en esta sección solo hemos analizado la densidad de fuerza debida
a campos magnetostáticos en un sólido, con lo cual podría pensarse que olvidamos
considerar cuando el medio es un �uido, más adelante veremos la relación que guardan
estos medios.
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Deducción de la densidad de fuerza de Helmholtz como un paso particular de la
densidad de fuerza en un sólido 4.4.

4.4. Deducción de la densidad de fuerza de Helm-
holtz como un paso particular de la densidad de
fuerza en un sólido

Mostrar la relación que tienen la densidad de fuerza de Helmholtz y la densidad
de fuerza en un sólido, es un tema en el cual se pone énfasis usualmente, esto puede
ser una señal de que se busca una densidad de fuerza más general, puesto que ~fH es
un caso particular de fi(s).

Para mostrar esta relación analizamos la parte elástica del tensor elástico

f esi ≡
∂

∂rj
T esij =

∂

∂rj
(−ε0

2
EkElαklij). (4.82)

Landau y Lifshitz [10] hacen un análisis sobre el tensor αklij donde mencionan que
en el caso general es un tensor constante de cuarto orden, simétrico respecto de los
pares de índices k y l, i y j . Así mismo Startton [1] hace una discusión detallada para
mostrar que en el caso de un sólido el tensor αklij sólo tiene dos coe�cientes constantes
independientes. El desarrollo de estas constantes se analiza en el apéndice. Tomando
en cuenta esto podemos escribir una expresión para la permitividad de la siguiente
forma

εij = a1Sij + a2Skkδij, (4.83)

donde a1 y a2 son constantes escalares independientes.

Una vez de�nida la expresión para la permitividad, podemos encontrar la forma
particular de αijkl mediante la siguiente ecuación

αijkl =
∂εij
∂Skl

(4.84)

=
∂

∂Skl
(a1Sij + a2Skkδij),

entonces, para un sólido
αklij = a1δkiδjl + a2δijδkl. (4.85)

Escribiendo a la densidad de fuerza f esi en términos de (4.85) tenemos que

f esi =
∂

∂rj
[−ε0

2
EkEl(a1δkiδjl + a2δijδkl)]. (4.86)

En el caso de un �uido, la constantes a1 y a2 son

a1 = 0 (4.87)

y

a2 = ρm
∂εr
∂ρm

, (4.88)
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sustituyendo los valores de a1 y a2 en la densidad de fuerza (4.86)

f esi = −ε0
2

∂

∂rj

[
EkEl(ρm

∂εr
∂ρm

)δijδkl

]

= −ε0
2

∂

∂rj

[
EkEk(ρm

∂εr
∂ρm

)δij

]

= −ε0
2

∂

∂ri

(
E2ρm

∂εr
∂ρm

)
. (4.89)

Si escribimos la densidad de fuerza fi para este caso

fi = ρEi −
1

2

∂

∂rj
ε0[Ei(εrEj)− Ej(εrEi)] +

∂T esij
∂rj

+
ε0
2
EkEl

∂εr
∂ri

δkl

= ρEi −
ε0
2

∂

∂ri

(
E2ρm

∂εr
∂ρm

)
+
ε0
2
EkEk

∂εr
∂ri

. (4.90)

Al comparar la ecuación anterior con la expresión (4.15), es fácil, reconocer que la
expresión (4.90) es precisamente la densidad de fuerza de Helmholtz ~fH , lo cual es un
resultado importante, puesto que muestra que la fuerza fi(s) para un sólido contiene,
como caso particular la densidad de fuerza de un �uido ~fH .

Por otra parte en el caso de un �uido el tensor T sij se puede escribir simplemente
como

T sij = ε0εr(EiEj −
1

2
E2δij), (4.91)

con lo cual podemos escribir el balance, en este caso particular, como

ρEi −
ε0
2

∂

∂ri
(E2ρm

∂εr
∂ρm

) +
ε0
2
E2∂εr

∂ri
=

∂

∂rj

[
EiDj +

1

2
ε0E

2(ρm
∂εr
∂ρm

− εr)δij
]
. (4.92)

Si pensamos en términos de generalidad, es claro que la densidad de fuerza de un
sólido es más general que la densidad de fuerza de Helmholtz y por ende el balance
construido con fi(s) también es más general que el construido con ~fH , pero ya hemos
mostrado que nuestro balance propuesto contiene ambos densidades de fuerza como
casos particulares siendo esto prueba de que indudablemente es un balance más general
que los anteriores.

24



Capítulo 5

Balance de momento
electromagnético en medios
materiales. Deducción alternativa

Partir de la energía libre del sistema para obtener la densidad de fuerza en el medio
y posteriormente su tensor de esfuerzos, es un procedimiento que tiene sus compli-
caciones, por ello resulta factible analizar el balance de momento electromagnético
desde otro enfoque.

En la búsqueda de un método alterno el cual evite pasar por la hipótesis que
contiene el método usual Campos et al [16] propusieron una forma alterna de obtener la
ecuación de balance de momento electromagnético en medios materiales, la cual tiene
como fundamento las ecuaciones de Maxwell e identidades vectoriales y tensoriales,
este método alterno presenta una forma clara y directa de obtener el balance.

Para obtener este balance, partimos de las ecuaciones de Maxwell en medios ma-
teriales

∇ · ~D = ρ (5.1)

∇ · ~B = 0 (5.2)

∇× ~E = −∂
~B

∂t
(5.3)

∇× ~H = ~j +
∂ ~D

∂t
. (5.4)

Tomando como base estas ecuaciones y mediante multiplicaciones escalares y vec-
toriales podemos escribir las siguientes igualdades

~E(∇ · ~D) = ρ ~E, (5.5)

~H(∇ · ~B) = 0, (5.6)
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5.0.

− ~D × (∇× ~E) = ~D × ∂ ~B

∂t
(5.7)

y

− ~B × (∇× ~H) = − ~B × (~j +
∂ ~D

∂t
). (5.8)

Sumando las ecuaciones (5.5), (5.6), (5.7) y (5.8) obtenemos

~E(∇· ~D)+ ~H(∇· ~B)− ~D× (∇× ~E)− ~B× (∇× ~H) = ρ ~E+~j× ~B+
∂

∂t
( ~D× ~B). (5.9)

La ecuación (5.9), claramente se obtiene a partir de las ecuaciones de Maxwell y tie-
ne como característica importante, el hecho de que para deducirla no se hizo uso de
ninguna hipótesis, en otras palabras es una ecuación deducida con consideraciones
puramente de la teoría electromagnética.

Ahora, con el �n de analizar la ecuación (5.9), utilizamos identidades vectoriales
y tensoriales para reescribir los miembros de la parte izquierda de esta ecuación, de
tal forma que

~E(∇ · ~D)− ~D × (∇× ~E) = ∇ · [ ~D ~E − 1

2
( ~D · ~E)I] + 1

2
[(∇ ~D) · ~E − (∇ ~E) · ~D] (5.10)

y

~H(∇ · ~B)− ~B × (∇× ~H) = ∇ · [ ~B ~H − 1

2
( ~B · ~H)I] +

1

2
[(∇ ~B) · ~H − (∇ ~H) · ~B]. (5.11)

Sustituyendo las identidades (5.10) y (5.11) en la ecuación (5.9) y de�niendo

TEM = ( ~D ~E + ~B ~H)− 1

2
( ~D · ~E + ~B · ~H)I. (5.12)

obtenemos

∇ ·TEM = ρ ~E +~j × ~B +
∂

∂t
( ~D × ~B)

+
1

2
[(∇ ~E) · ~D − (∇ ~D) · ~E + (∇ ~H) · ~B − (∇ ~B) · ~H]. (5.13)

Con esto presentamos un método alterno para obtener la ecuación de balance en
medios, la solidez de este método consiste en que está sustentando únicamente por
dos pilares, las ecuaciones de Maxwell y el cálculo vectorial y tensorial.

La ecuación (5.13) es, precisamente, una ecuación general de balance de momento
electromagnético en medios materiales, la cual por si sola ya representa un resul-
tado importante y merece una discusión a fondo, puesto que no existen resultados
previos donde se haya obtenido una ecuación de balance general. Como ya hemos
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visto en las secciones anteriores, la manera estándar de deducir la ecuación de balan-
ce es presentada como un caso exclusivo de cada medio y nunca como un caso general.

Una forma de discutir la generalidad de la ecuación (5.13), es analizar el término
del miembro derecho de esta ecuación, el cual es una densidad de fuerza. Este es el
eje central de nuestro trabajo

Hasta ahora hemos visto la forma que tiene la ecuación de balance de momento
para los casos particulares del vacío, �uidos y sólidos, ademas de las densidades de
fuerza en dichos casos. Por otra parte ya que a simple vista la ecuación (5.13) no pa-
rece ser equivalente a los balances (4.28) y (4.44), entonces podríamos cuestionarnos
¾que medio describe esta nueva ecuación de balance de momento? y más aún ¾tienen
alguna relación los balances usuales con esta nueva ecuación de balance?

Si mostramos que las densidades de fuerza ~fH y fi(s) están contenidas en esta nue-
va ecuación de balance de momento, mostraremos así que (5.13) es un balance más
general que los escritos usualmente. Esto es en esencia la motivación principal de este
trabajo, mostrar la solidez de esta nueva alternativa para la ecuación de balance de
momento en medios materiales.

En esta sección se obtuvo la ecuación de balance de momento mediante un camino
alterno, la intención de este trabajo, no es únicamente mostrar este método, también
estamos interesados en mostrar la generalidad de esta ecuación, esto es, mostrar que
densidades de fuerza están contenidas en nuestra ecuación, es decir mostrar que ~fH y
fi(s) están contenidas en nuestra expresión. Para mostrar la validez de esta ecuación
de balance momento y densidad de fuerza, analizamos como se relacionan ambas
deducciones, mostrando que la densidad de fuerza de Helmholtz, aunque no lo parezca
a simple vista, está contenida en nuestra ecuación de balance.

5.1. Balance de momento electromagnético en me-
dios materiales �uidos. La densidad de fuerza de
Helmholtz

Para continuar consideramos un caso particular del balance (5.13), como lo es el
caso electrostático, con esta consideración podemos escribir la ecuación (5.13) como

∇ · [ ~D ~E − 1

2
( ~D · ~E)I] = ρ ~E +

1

2
[(∇ ~E) · ~D − (∇ ~D) · ~E], (5.14)

la idea ahora es mostrar, si es que es posible, que esta ecuación de balance (5.14)
contiene a la densidad de fuerza de Helmholtz, para ello proponemos 2 métodos.
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5.1.1. Deducción alternativa. Primer método

Para mostrar el alcance de la ecuación de balance (5.14), usamos las relaciones
constitutivas. Las relaciones constitutivas además de contener información caracterís-
tica del medio, nos permiten reinterpretar términos de esta ecuación.

Cuando consideramos que el medio es un �uido la ecuación constitutiva es de la
siguiente forma

~D = ε0εr ~E (5.15)

y en términos de la susceptibilidad eléctrica

~D = ε0(1 + χe) ~E, (5.16)

sustituimos las ecuaciones (5.15) y (5.16) en el balance (5.14) y obtenemos

∇ ·
{
~D ~E − 1

2
ε0
[
(1 + χe) ~E · ~E

]
I
}
= ρ ~E − 1

2
ε0
[
(∇εr ~E) · ~E − (∇ ~E) · εr ~E

]
, (5.17)

al reescribir esta ecuación de balance obtenemos

∇ · [ ~D ~E − 1

2
ε0( ~E · ~E)I] = ρ ~E − 1

2
ε0(∇εr)E2 +

1

2
ε0∇(χeE2). (5.18)

Si analizamos el balance (5.18), podemos darnos cuenta que el miembro derecho
de esta ecuación es una densidad de fuerza para �uidos, es decir

~ff = ρ ~E − 1

2
ε0(∇εr)E2 +

1

2
ε0∇(χeE2), (5.19)

la cual es de una estructura similar a la densidad de fuerza de Helmholtz ~fH , pero a
pesar de ser similares las densidades de fuerza ~fH y ~ff no son las mismas, por ello
consideramos que para gases y algunos �uidos podemos utilizar la relación de Clausius
- Mossotti, la cual contiene el vínculo entre χe y ρm de la siguiente forma

χe = ρm
∂εr
∂ρm

, (5.20)

si utilizamos esta expresión en la ecuación (5.18) obtenemos

∇ · [ ~D ~E − 1

2
ε0( ~E · ~E)I] = ρ ~E − 1

2
ε0(∇ε)E2 +

1

2
ε0∇(ρm

∂εr
∂ρm

E2), (5.21)

es claro que el término de la derecha de esta ecuación es la densidad fuerza de Helm-
holtz

~fH = ρ ~E − 1

2
ε0(∇εr)E2 +

1

2
ε0∇(ρm

∂εr
∂ρm

E2). (5.22)

Con este desarrollo, hemos mostrado que la densidad de fuerza de Helmholtz se
encuentra contenida de manera natural como un caso particular en nuestra ecuación
de balance de momento (5.13), sin necesidad de añadir términos extras al tensor de
Maxwell [9].
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5.1.2. Deducción alternativa. Segundo método

Ahora con el �n de mostrar que la ecuación de balance (5.14) es consistente, mos-
tramos que la densidad de fuerza de Helmholtz pude también obtenerse del miembro
derecho de esta ecuación.

Con el �n de centrar nuestra atención en el miembro derecho de esta ecuación,
escribimos al tensor electrostático de Maxwell como

TE = ~D ~E − 1

2
( ~D · ~E)I, (5.23)

así pues, podemos escribir la ecuación (5.14) como

∇ ·TE = ρ ~E +
1

2
[(∇ ~E) · ~D − (∇ ~D) · ~E], (5.24)

considerando que el medio es un �uido y con ayuda de las ecuaciones constitutivas
(5.15) y (5.16), podemos reescribir los siguientes términos

(∇ ~D) · ~E = (∇ε0εr ~E) · ~E
= ε0

[
(∇εr) ~E + εr(∇ ~E)

]
· ~E

= ε0(∇εr)E2 + (∇ ~E) · ~D (5.25)

y

(∇ ~E) · ~D = ∇( ~E · ~D)− ~E · ∇ ~D
= ∇

[
~E · ε0(1 + χe) ~E

]
− ~E · ∇ ~D

= ε0∇(E2 + χeE
2)− ~E · ∇ ~D

= ε0∇(E2) + ε0∇(χeE2)− ~E · ∇ ~D. (5.26)

Sustituyendo las expresiones (5.25) y (5.26) en la ecuación de balance (5.24) resulta

∇ ·TE = ρ ~E +
1

2
[ε0∇(E2) + ε0∇(χeE2)− ~E · ∇ ~D − ε0(∇εr)E2 − (∇ ~E) · ~D]

= ρ ~E − 1

2
ε0(∇εr)E2 +

1

2
ε0∇(χeE2)− 1

2
∇( ~D · ~E − ε0E2). (5.27)

Considerando que

∇( ~D · ~E − ε0E2) = ∇ · I( ~D · ~E − ε0E2), (5.28)

y la relación
~D = ε0 ~E + ε0 ~P (5.29)

podemos escribir la ecuación de balance (5.27) como
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∇ ·
[
TE +

1

2
I(~P · ~E)

]
= ρ ~E − 1

2
ε0E

2∇εr +
1

2
ε0∇(χeE2), (5.30)

análogamente como lo consideramos en la sección anterior, si consideramos un medio
que cumple con la ecuación de Clausius- Mossottie, es decir

χe = ρm
∂εr
∂ρm

, (5.31)

podemos ver claramente que el miembro derecho de la ecuación de balance (5.30)
corresponde a la densidad de fuerza de Hemlholtz

∇ ·
[
TE +

1

2
I(~P · ~E)

]
= ρ ~E − 1

2
ε0E

2∇εr +
1

2
ε0∇(ρm

∂εr
∂ρm

E2). (5.32)

Con esta deducción mostramos que la ecuación de balance de momento electro-
magnético (5.14) es una ecuación consistente. Considerando que Campos et al en [16],
usando el miembro izquierdo de esta ecuación, mostraron que la densidad de fuerza
de Hemlholtz estaba contenida en la ecuación de balance de momento, ahora en este
trabajo hemos demostrado que es posible también deducir la densidad de fuerza de
Hemlholtz utilizando el miembro derecho de la ecuación de balance de momento elec-
tromagnético. Queda establecida la consistencia de la ecuación (5.14). Ahora, dado
que nuestra ecuación contiene al menos a la densidad de fuerza ~f(H) como caso parti-
cular, podemos preguntarnos ¾está contenida la densidad de fuerza de un sólido fi(s)
en nuestra ecuación de balance de momento?

5.2. Balance de momento electromagnético en me-
dios materiales sólidos, deducciones alternativas

Esta sección es la parte medular de nuestro trabajo, aquí demostramos que la
densidad de fuerza sobre un sólido, puede ser deducida directamente de la ecuación
de balance de momento electromagnético y densidad de fuerza. Para exhibir esto,
presentamos dos nuevos métodos, que aun siendo distintos, se enfocan en mostrar el
alcance de la ecuación de balance (5.14) y las ecuaciones constitutivas.

5.2.1. Deducción alternativa. Primer método

En este primer método partimos de la ecuación de balance (5.14), ahora analizamos
un medio cuyas propiedades estén descritas, análogamente como considera Robison,
mediante una relación constitutiva de la siguiente forma

Dj = ε0εjkEk, (5.33)
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es decir un sólido.

Escribiendo la ecuación de balance (5.14) en componentes resulta

∂

∂rj

[
DiEj −

1

2
(DlEl)δij

]
= ρEi +

1

2

[
(
∂Ej
∂ri

)Dj − (
∂Dj

∂ri
)Ej

]
, (5.34)

sustituyendo la relación constitutiva para un sólido en el miembro de la derecha de la
ecuación tenemos

∂

∂rj

[
DiEj −

1

2
(DlEl)δij

]
= ρEi −

1

2
ε0

[
(
∂εjkEk
∂ri

)Ej − (
∂Ej
∂ri

)εjkEk

]

= ρEi −
1

2
EkEjε0

∂εjk
∂ri
− 1

2
ε0εjk

[
Ej(

∂Ek
∂ri

)− (
∂Ej
∂ri

)Ek

]

= ρEi −
1

2
ε0EkEj

∂εjk
∂ri
− 1

2
ε0

[
Ejεjk(

∂Ek
∂ri

)− (
∂Ej
∂ri

)εjkEk

]

= ρEi −
1

2
ε0EkEj

∂εjk
∂ri
− 1

2

[
Dk(

∂Ek
∂ri

)− (
∂Ej
∂ri

)Dj

]
. (5.35)

Analizando el último término de la derecha, si j → k[
Dk(

∂Ek
∂ri

)− (
∂Ej
∂ri

)Dj

]
=

[
Dk(

∂Ek
∂ri

)− (
∂Ek
∂ri

)Dk

]
= 0,

entonces podemos escribir la ecuación (5.35) como

∂

∂rj

[
DiEj −

1

2
(DlEl)δij

]
= ρEi −

1

2
ε0EkEj(

∂εjk
∂ri

). (5.36)

Considerando que la relación constitutiva (5.33) puede ser escrita en términos de la
susceptibilidad eléctrica de la siguiente forma

Dl = ε0(δkl + χlk)Ek, (5.37)

y sustituyendo en el miembro izquierdo de la ecuación (5.36) tenemos

∂

∂rj

[
DiEj −

1

2
ε0(δkl + χlk)EkElδij

]
= ρEi −

1

2
ε0EkEj(

∂εjk
∂ri

), (5.38)

realizando los productos reescribimos esta ecuación como

∂

∂rj
(DiEj −

1

2
ε0EkElδklδij) = ρEi −

1

2
ε0EkEj(

∂εjk
∂ri

) +
∂

∂rj
(
1

2
ε0EkElχlkδij). (5.39)

Ahora nos interesa analizar el término χlkδij, el cual es un tensor de cuarto rango
que claramente es simétrico en los índices i y j debido a las propiedades de δ y
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simétrico en los índices l y k considerando que χlk es un tensor simétrico. Entonces si
de�nimos

χlkδij ≡ −αlkij,
donde αlkij es el tensor de cuarto rango que tiene las siguientes características αlkij =
αklij = αlkji, analizando esta características de α nos damos cuenta que coinciden
perfectamente con las características del tensor ajklm propuesto por Stratton [1] para
describir las propiedades elásticas del medio, así podemos establecer la igualdad de
αlkij y a

jk
lm. Escribiendo (5.39) en términos de αlkij, tenemos

∂

∂rj
(DiEj −

1

2
ε0ElElδij) = ρEi −

1

2
ε0EkEj

(
∂εjk
∂ri

)
+

∂

∂rj
(−1

2
ε0EkElαlkij), (5.40)

de esta ecuación podemos identi�car la densidad de fuerza para un sólido fi(s) como

f(s)i = ρEi −
1

2
ε0EkEj(

∂εjk
∂ri

) +
∂

∂rj
(−1

2
ε0EkElαlkij). (5.41)

Mismo enfoque. Otro camino

Con este mismo enfoque, de manera análoga que para �uidos, es posible obtener
la densidad de fuerza sobre sólidos elásticos directamente del miembro derecho de la
ecuación de balance de momento (5.13). Considerando unicamente campos electros-
táticos podemos escribir

∂

∂rj
(TEij ) = ρEi +

1

2

[
(
∂Ej
∂ri

)Dj − (
∂Dj

∂ri
)Ej

]
, (5.42)

sustituyendo las ecuaciones constitutivas

Dj = ε0εjkEk (5.43)

y
Dl = ε0(δkl + χelk)Ek, (5.44)

ademas considerando las igualdades

(
∂Dj

∂ri
)Ej = ε0(

∂εjk
∂ri

)EkEj + (
∂Ek
∂ri

)Dk (5.45)

y

(
∂Ej
∂ri

)Dj =
∂

∂rj
(ElDlδij)− El

∂

∂rj
(Dlδij)

=
∂

∂rj
[Elε0(δkl + χelk)Ekδij]− El

∂

∂rj
(Dlδij)

=
∂

∂rj
(ε0E

2δij) +
∂

∂rj
(ε0χ

e
lkδijElEk)− El

∂

∂rj
(Dlδij)

(5.46)
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podemos escribir la ecuación de balance como

∂

∂rj
(TEij ) = −

1

2

[
ε0(
∂εjk
∂ri

)EkEj + (
∂Ek
∂ri

)Dk

]

+ρEi +
1

2

[
∂

∂rj
(ε0E

2δij) +
∂

∂rj
(ε0χ

e
lkδijElEk)− El

∂

∂rj
(Dlδij)

]
, (5.47)

reescribiendo los términos tenemos que

∂

∂rj
(TEij ) = ρEi +

1

2

∂

∂rj
(ε0χ

e
lkδijElEk)−

1

2
ε0(
∂εjk
∂ri

)EkEj

+
1

2

[
∂

∂rj
(ε0E

2δij)− (
∂Ek
∂ri

)Dk − El
∂

∂rj
(Dlδij)

]
, (5.48)

ahora agrupando términos obtenemos

∂

∂rj
(TEij ) =

1

2

∂

∂rj
(ε0E

2δij − EkDkδij)

+ρEi +
1

2

∂

∂rj
(ε0χ

e
lkδijElEk)−

1

2
ε0(
∂εjk
∂ri

)EkEj. (5.49)

Con esto podemos escribir la ecuación de la balance (5.42) como

∂

∂rj

[
TEij +

1

2
(EkDk − ε0E2)δij

]
= ρEi+

1

2

∂

∂rj
(ε0χ

e
lkδijElEk)−

1

2
ε0(
∂εjk
∂ri

)EkEj. (5.50)

De�niendo el tensor

αijlk = −χelkδij (5.51)

y usando la relación

Dk = ε0(Ek + Pk), (5.52)

como hemos discutido en la sección capitulo anterior, con esta identidad podemos
escribir

∂

∂rj

[
TEij +

1

2
(PkEk)δij

]
= ρEi +

1

2

∂

∂rj
(−ε0αijlkElEk)−

1

2
ε0(
∂εjk
∂ri

)EkEj. (5.53)

Con esto hemos mostrado que efectivamente nuestra ecuación (5.14) contiene al menos
como casos particulares la densidad de fuerza fi(s) y ~fH , lo que nos deja ver de manera
clara que el balance propuesto, es una alternativa más general que los propuestos
usualmente, puesto que es posible describir tanto a sólido como a �uidos.
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5.2.2. Deducción alternativa. Segundo método.

Por otra parte es posible mostrar, siguiendo otro camino, que la densidad de fuerza
para un sólido fi(s) está contenida en la ecuación de balance momento electromagnético
(5.14), cuando se analiza un caso particular. Para presentar esta nueva deducción,
partimos de la ecuación de balance de momento para el caso electrostático, el miembro
izquierdo de esta ecuación puede escribirse como

∇ ·TE = ∇ · ( ~D ~E)− 1

2
∇( ~D · ~E). (5.54)

Aquí, análogamente como lo consideran Stratton y Robinson, consideramos que para
un sólido la permitividad depende de la posición ~r y del tensor de tensiones Slm

ε ≡ ε(~r, Slm). (5.55)

Motivados por esta dependencia de la permitividad, rede�nimos la forma del gradiente,
esto es

∇ →
(
∂

∂ri
+
∂Slm
∂ri

∂

∂Slm

)
.

Usando esta de�nición de gradiente en la ecuación (5.54), obtenemos

∇ ·TE =

(
∂

∂ri
+
∂Slm
∂ri

∂

∂Slm

)
(DiEj)−

1

2

(
∂

∂rj
+
∂Slm
∂rj

∂

∂Slm

)
(DiEi) (5.56)

=

[
∂

∂ri
(DiEj)−

1

2

∂

∂rj
(DiEi)

]
+

[
∂Slm
∂ri

∂

∂Slm
(DiEj)−

1

2

∂Slm
∂rj

∂

∂Slm
(DiEi)

]
.

Sea

Aj ≡
∂

∂ri
(DiEj)−

1

2

∂

∂rj
(DiEi)

y

Bj ≡
∂Slm
∂ri

∂

∂Slm
(DiEj)−

1

2

∂Slm
∂rj

∂

∂Slm
(DiEi),

entonces podemos escribir
∇ ·TE = Aj +Bj. (5.57)

Ahora analizo el término Aj

Aj =
∂

∂ri
(DiEj)−

1

2

∂

∂rj
(DiEi)

= Di

(
∂Ej
∂ri

)
+ Ej

(
∂Di

∂ri

)
− 1

2

[
Di

(
∂Ei
∂rj

)
+ Ei

(
∂Di

∂rj

)]
. (5.58)

Si usamos que Di = ε0εikEk, tenemos que
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Aj = Di

(
∂Ej
∂ri

)
+ Ej

(
∂Di

∂ri

)
− 1

2

[
Di

(
∂Ei
∂rj

)
+ ε0Ei

(
∂εikEk
∂rj

)]

= Di

(
∂Ej
∂ri

)
+ Ej

(
∂Di

∂ri

)
− 1

2

[
2Di

(
∂Ei
∂rj

)
+ ε0EiEk

(
∂εik
∂rj

)]

= Ej

(
∂Di

∂ri

)
− 1

2
ε0EiEk

(
∂εik
∂rj

)
+Di

[(
∂Ej
∂ri

)
−
(
∂Ei
∂rj

)]
, (5.59)

dado que estamos en un caso electrostático

∇× ~E = 0,

por lo tanto (
∂Ej
∂ri

)
=

(
∂Ei
∂rj

)
,

así podemos escribir �nalmente el vector Aj como

Aj = Ej

(
∂Di

∂ri

)
− 1

2
ε0EiEk

(
∂εik
∂rj

)
. (5.60)

Tomando en cuenta la ecuación (5.55) podemos escribir que

Di = D(ri, Slm), (5.61)

entonces analizando el vector Bj podemos escribir

Bj =
∂Slm
∂ri

∂

∂Slm
(DiEj)−

1

2

∂Slm
∂rj

∂

∂Slm
(DiEi)

= Ej
∂Slm
∂ri

(
∂Di

∂Slm

)
− 1

2
Ei
∂Slm
∂rj

(
∂Di

∂Slm

)

= Ej
∂Slm
∂ri

(
∂Di

∂Slm

)
− 1

2
ε0EiEk

∂Slm
∂rj

(
∂εik
∂Slm

)
. (5.62)

Sustituyendo las ecuaciones (5.60) y (5.62) en la expresión (5.57)

∇ ·TE = Ej

(
∂Di

∂ri

)
− 1

2
ε0EiEk

(
∂εik
∂rj

)
+ Ej

∂Slm
∂ri

(
∂Di

∂Slm

)
− 1

2
ε0EiEk

∂Slm
∂rj

(
∂εik
∂Slm

)

= Ej

(
∂Di

∂ri
+
∂Slm
∂ri

∂Di

∂Slm

)
− 1

2
ε0EiEk

(
∂εik
∂rj

+
∂Slm
∂rj

∂εik
∂Slm

)
. (5.63)

35



5.2.

Por otra parte, usando la de�nición de gradiente podemos escribir(
∂Di

∂ri
+
∂Slm
∂ri

∂Di

∂Slm

)
= ∇ · ~D = ρ, (5.64)

y de�niendo

αiklm =
∂εik
∂Slm

, (5.65)

podemos escribir la ecuación (5.63) como

∇ ·TE = ρEj −
1

2
ε0EiEk

∂εik
∂rj
− 1

2
ε0EiEk

∂Slm
∂rj

αiklm. (5.66)

Hasta ahora, en la ecuación (5.66), no es evidente la expresión para la densidad
de fuerza fi(s), así para continuar analizamos el término

∂Slm
∂rj

.

Recordando que

Slm =
∂ul
∂rm

(5.67)

podemos escribir

∂Slm
∂rj

=
∂

∂rj

(
∂ul
∂rm

)
=

∂

∂rm

(
∂ul
∂rj

)
=
∂Slj
∂rm

, (5.68)

esta igualdad nos permite escribir

1

2
ε0EiEk

∂Slm
∂rj

αiklm =
1

2
ε0EiEk

∂Slj
∂rm

αiklm. (5.69)

Si de�nimos

Cmj =
1

2
ε0EiEkαiklmSlj, (5.70)

podemos escribir (5.69) como

1

2
ε0EiEk

∂Slj
∂rm

αiklm =
∂

∂rm
Cmj − Slj

∂

∂rm

(
1

2
ε0EiEkαiklm

)
. (5.71)

Sustituyendo (5.71) en (5.66) e integrando ambos lados de la ecuación tenemos

∫
∇ ·TEdV =

∫ [
ρEj −

1

2
ε0EiEk

∂εik
∂rj
− ∂

∂rm
Cmj + Slj

∂

∂rm
(
1

2
ε0EiEkαiklm)

]
dV,

(5.72)
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usando el teorema de Gauss y escogiendo una super�cie adecuada podemos anular el
término ∫ ∂

∂rm
CmjdV,

con lo que �nalmente podemos escribir nuestra ecuación de balance de momento de
la siguiente manera

∇ ·TE = ρEj −
1

2
ε0EiEk

∂εik
∂rj

+ Slj
∂

∂rm

(
1

2
ε0EiEkαiklm

)
. (5.73)

Hasta este punto de nuestro desarrollo, no hemos hecho consideraciones que limiten
la generalidad de esta ecuación, para seguir con este análisis es necesario hacer una
suposición. Consideramos que

Slj =
∂ul
∂rj

= Aδlj. (5.74)

Es posible hacer esta consideración cuando la deformación del material es igual en
todas las direcciones, donde A es una constante que depende del medio.

Sustituyendo la ecuación (5.74) en la ecuación (5.73) obtenemos

∇ ·TE = ρEj −
1

2
ε0EiEk

∂εik
∂rj

+ δlj
∂

∂rm

(
1

2
ε0EiEkαiklm

)
= ρEj −

1

2
ε0EiEk

∂εik
∂rj

+
∂

∂rm

(
1

2
ε0EiEkαikjm

)
. (5.75)

La ecuación de balance de momento (5.75), es un caso particular de nuestra ecua-
ción de balance de momento (5.14). El miembro derecho de la ecuación (5.75) corres-
ponde a una densidad de fuerza, esta densidad de fuerza es la densidad de fuerza para
un sólido fj(s) y coincide con la encontrada por Stratton[1], Robinson[4], entre otros.
Con esto mostramos otro método para deducir la densidad de fuerza en un sólido
a partir de nuestra ecuación de balance de momento electromagnético (5.14). Este
método es un elemento más que apoya la generalidad de nuestro balance.

5.3. Densidad de fuerza magnética en medios mate-
riales

Para realizar estas deducciones partimos de la ecuación de balance de momento
electromagnético obtenida en la sección previa, la forma general de dicha ecuación es

∇ ·TEM = ρ ~E +~j × ~B +
∂

∂t
( ~D × ~B)

+
1

2
[(∇ ~E) · ~D − (∇ ~D) · ~E + (∇ ~H) · ~B − (∇ ~B) · ~H]. (5.76)
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Para continuar consideramos un caso particular de la ecuación (5.13), el caso donde
unicamente existen campos magnetostáticos, con esta consideración podemos escribir
dicha ecuación como

∇ · [ ~B ~H − 1

2
( ~B · ~H)] = ~j × ~B +

1

2
[(∇ ~H) · ~B − (∇ ~B) · ~H], (5.77)

ahora, análogamente como lo hicimos en el caso electrostático, estamos interesado en
mostrar, que, a partir de la ecuación de balance (5.77) podemos deducir las densidades
de fuerza magnética en un �uido y en un sólido.

5.3.1. Densidad de fuerza magnética en �uidos

Cuando el medio sobre el cual actúan los campos magnetostáticos es un �uido
escribimos la ecuación constitutiva que relaciona los campos ~B y ~H de la siguiente
forma

~B = µ0µr ~H (5.78)

y en términos de la susceptibilidad magnética

~B = µ0(1 + χm) ~H. (5.79)

Sustituyendo las ecuaciones (5.78) y (5.79) en la ecuación (5.77) obtenemos que

∇ · [ ~B ~H − 1

2
µ0(1 + χm) ~H · ~H] = ~j × ~B − 1

2
µ0

[
(∇µr ~H) · ~H − (∇ ~H) · µr ~H

]
, (5.80)

reescribiendo esta ecuación resulta

∇ · [ ~B ~H − 1

2
µ0( ~H · ~H)] = ~j × ~B − 1

2
µ0(∇µr)H2 +

1

2
µ0∇(χmH2), (5.81)

en donde podemos reconocer el miembro derecho de esta ecuación como una densidad
de fuerza, es decir

~fM = ~j × ~B − 1

2
µ0(∇µr)H2 +

1

2
µ0∇(χmH2). (5.82)

Hasta este punto hemos considerado un medio cuyas propiedades estén descritas
por la ecuación constitutiva (5.88), pero, salvo esta restricción, la densidad de fuerza
~fM es una densidad de fuerza general sobre un �uido.

Debido a que nos interesa hacer una analogía con el caso electrostático es necesario
imponer una consideración más al medio. Para medios que satisfacen la relación Clau-
sius - Mossotti, autores como Tamm [9] y Landau y Lifshitz [10] escriben la relación
entre la permitividad y la densidad del medio, como

χe = ρm
∂ε

∂ρm
, (5.83)
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En analogía con este caso, escribimos la relación para el caso magnetostático

χm = ρm
∂µr
∂ρm

, (5.84)

sin esta consideración no se pueden comparar densidades de fuerza magnética ~fM y
la densidad de fuerza de Helmholtz~fH . Esta relación puede considerarse como una
relación análoga a la relación de Clausius - Mossotti, cuando los campos involucrados
son magnetostáticos.

Sustituyendo la ecuación (5.93) en la expresión para la densidad de fuerza ~fM
obtenemos

~fm = ~j × ~B − 1

2
µ0(∇µr)H2 +

1

2
µ0∇(ρm

∂µr
∂ρm

H2), (5.85)

donde la densidad de fuerza magnética ~fm es un caso particular de la densidad de
fuerza magnética ~fM .

Es evidente, ahora, la estructura similar que poseen la densidad de fuerza magné-
tica sobre �uidos ~fm y a densidad de fuerza magnética de Helmholtz ~fH .

Mismo Enfoque. Otro Camino

Dada la simetría que presentan los campos ~E y ~H en la ecuación de balance de
momento electromagnético (5.13), podemos mostrar que la densidad de fuerza debida
a campos magnetostáticos también puede deducirse directamente del miembro derecho
de esta ecuación, cuando consideramos únicamente campos magnetostáticos, es decir

∇ · [ ~B ~H − 1

2
( ~B · ~H)] = ~j × ~B +

1

2
[(∇ ~H) · ~B − (∇ ~B) · ~H]. (5.86)

Considerando que la ecuación constitutiva para los campos ~B y ~H

~B = µ0µr ~H (5.87)

y en términos de la susceptibilidad magnética

~B = µ0(1 + χm) ~H, (5.88)

podemos escribir, en completa analogía con la sección anterior, las siguientes igualda-
des

(∇ ~B) · ~H = µ0(∇µr)H2 + (∇ ~H) · ~B (5.89)

y
(∇ ~H) · ~B = µ0∇(H2) + µ0∇(χmH2)− ~H · ∇ ~B. (5.90)

Sustituyendo las expresiones (C.3) y (5.90) en la ecuación de balance (5.86), análoga-
mente con la sección anterior obtenemos

∇ ·
[
TM +

1

2
I( ~M · ~H)

]
= ~j × ~B − 1

2
µ0H

2∇µr +
1

2
µ0∇(χmH2), (5.91)
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donde
~B = µ0( ~H + ~M). (5.92)

Como ya hemos discutido anteriormente, si consideramos un medio que cumpla
con la siguiente relación, análoga a la ecuación de Clausius - Mossotti en el caso
electrostático

χm = ρm
∂µr
∂ρm

, (5.93)

obtenemos que

∇ ·
[
TM +

1

2
I( ~M · ~H)

]
= ~j × ~B − 1

2
µ0H

2∇µr +
1

2
µ0∇(ρm

∂µr
∂ρm

H2), (5.94)

donde el miembro derecho de esta ecuación es la densidad de fuerza magnética so-
bre un �uido, con esto hemos mostrado que la densidad de fuerza sobre un �uido,
debida a campos magnetostáticos pueden obtenerse del miembro derecho de la ecua-
ción de balance de momento (5.86). Considerando estos resultados obtenidos, ahora
es conveniente considerar el caso estático de la ecuación de balance de momento elec-
tromagnético (5.13), es decir

∇ ·TEM = ρ ~E +~j × ~B +
1

2
[(∇ ~E) · ~D − (∇ ~D) · ~E + (∇ ~H) · ~B − (∇ ~B) · ~H], (5.95)

usando ecuaciones constitutivas en el miembro derecho de esta ecuación, hemos pues,
obtenido resultados congruentes con los encontrados por Campos et al en [16], con
esto podemos escribir un caso particular de la ecuación de balance (5.95) como

∇ ·
[
~D ~E + ~B ~H +

1

2
I(ε0E

2 + µ0H
2)
]
= ρ ~E +~j × ~B

+
1

2
ε0

[
∇(ρm

∂εr
∂ρm

E2)− E2∇εr
]
+

1

2
µ0

[
∇(ρm

∂µr
∂ρm

H2)−H2∇µr
]
. (5.96)

Esta ecuación muestra como la ecuación de balance de momento (5.13) bajo ciertas
consideraciones puede escribirse como (5.96), donde el miembro derecho de esta ecua-
ción contiene las densidades de fuerzas propuestas por autores como Landau- Lifshitz
[10] y Robinson [6]

5.3.2. Densidad de fuerza magnética en sólidos

Para deducir la densidad de fuerza en un sólido elástico, a partir de nuestra ecua-
ción (5.86), escribimos dicha ecuación en componentes

∂

∂rj

[
BiHj −

1

2
(BlHl)δij

]
= (~j × ~B)i −

1

2

[
(
∂Bj

∂ri
)Hj − (

∂Hj

∂ri
)Bj

]
. (5.97)
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por otra parte, consideramos la ecuación constitutiva (4.45), podemos escribir la ecua-
ción (5.97) como

∂

∂rj

[
BiHj −

1

2
(BlHl)δij

]
= (~j × ~B)i −

1

2
µ0

[
(
∂µjkHk

∂ri
)Hj − (

∂Hj

∂ri
)µjkHk

]
. (5.98)

Desarrollando de manera análoga al caso electrostático resulta

∂

∂rj

[
BiHj −

1

2
(BlHl)δij

]
= (~j × ~B)i −

1

2
µ0HkHj(

∂µjk
∂ri

). (5.99)

Esta es la forma que toma nuestra ecuación de balance de momento, cuando consi-
deramos un sólido en presencia de un campo magnetostático. Ahora análogamente a
como lo hicimos para la densidad de fuerza sobre un �uido magnético, mostramos que
esta ecuación (5.99) contiene a la densidad de fuerza sobre un sólido magnético. Para
mostrarlo consideramos que la relación constitutiva puede expresarse en este caso de
la siguiente forma

Bl = µ0(δkl + χ(m)lk)Hk, (5.100)

si sustituimos esta ecuación en el miembro izquierdo de la ecuación (5.99) tenemos

∂

∂rj

[
BiHj −

1

2
µ0(δkl + χ(m)lk)HkHlδij

]
= ( ~J × ~B)i −

1

2
µ0HkHj(

∂µjk
∂ri

), (5.101)

realizando los productos, reescribimos esta ecuación como

∂

∂rj
(BiHj−

1

2
ε0H

2δij) = (~j× ~B)i−
1

2
µ0HkHj(

∂µjk
∂ri

)+
∂

∂rj
(
1

2
µ0HkHlχ(m)lkδij). (5.102)

Ahora, de una forma equivalente a como lo hicimos en el caso electrostático, ana-
lizamos el término χ(m)lkδij, el cual es un tensor de cuarto rango, simétrico en los
índices i y j debido a las propiedades de δ, y simétrico en los índices l y k. Entonces
de manera similar con el caso electrostático de�nimos

χ(m)lkδij ≡ −blkij, (5.103)

donde blkij es un tensor de cuarto rango, equivalente al propuesto por Stratton [1].
Escribiendo la ecuación (5.102) en términos del tensor blkij, tenemos

∂

∂rj
(BiHj −

1

2
µ0HlHlδij) = (~j × ~B)i −

1

2
µ0HkHj

(
∂µjk
∂ri

)
+

∂

∂rj
(−1

2
µ0HkHlblkij),

(5.104)
en esta ecuación podemos identi�car a la densidad de fuerza como

f(m)i = (~j × ~B)i −
1

2
µ0HkHj

(
∂µjk
∂ri

)
+

∂

∂rj
(−1

2
µ0HkHlblkij). (5.105)
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Esta densidad de fuerza f(m)i, es equivalente a la densidad de fuerza de la ecuación
(4.81) encontrada por Stratton [1] (pag. 154), Robinson [4] y Landau- Lifshitz [10] en-
tre otros. Con esto mostramos una nueva forma para calcular las densidades de fuerza
sobre �uidos y sólidos, debidas a campos electrostáticos y magnetostáticos, lo cual
es una muestra del alcance de la ecuación de balance de momento electromagnético
(5.13) obtenida a partir de las ecuaciones de Maxwell. Estos son elementos que apo-
yan el hecho de considerar que la ecuación de balance de momento electromagnético
(5.13) ya contiene las fuerzas necesarias para analizar al menos a los �uidos y sólidos
en presencia de campos estáticos.

A demás, este método de calcular las densidades de fuerza a partir de la ecuación
de balance (5.13), nos permite entre otras cosas, apreciar la simetría del intercambio
entre los vectores ~E y ~H.

5.4. La densidad de fuerza en medios materiales

En el capítulo anterior hemos mostrado los resultados obtenidos por Robinson [4],
Stratton [1], Panofsky y Phillips [2], Tamm [9], Landau y Lifshitz [10] para las den-
sidades de fuerza en �uidos y sólidos, distinguiendo si estas densidades de fuerza son
debidas a campos electrostáticos o magnetostáticos, ademas de mostrar la relación
que existe entre estas densidades de fuerza. Por otra parte, en este capítulo demostra-
mos que estas densidades de fuerza pueden obtenerse directamente de la ecuación de
balance de momento electromagnético y densidad de fuerza. Con estos antecedentes
podemos preguntarnos, ¾que tan general es la densidad de fuerza obtenida directa-
mente de la ecuación de balance?

En este sección damos mayor sustento a la propuesta hecha por CJL [16], de una
expresión general para la densidad de fuerza en medios. Este sustento esta basado en
los resultados mostrados y obtenidos en los capítulos previos, para ello partimos de
la ecuación de balance de momento electromagnético para campos independientes del
tiempo

∇ ·TEM = ρ ~E +~j × ~B +
1

2
[(∇ ~E) · ~D − (∇ ~D) · ~E + (∇ ~H) · ~B − (∇ ~B) · ~H], (5.106)

donde podemos reconocer al miembro derecho de esta ecuación como una densidad
de fuerza, la cual denotaremos como ~fG, es decir

~fG = ρ ~E +~j × ~B +
1

2
[(∇ ~E) · ~D − (∇ ~D) · ~E + (∇ ~H) · ~B − (∇ ~B) · ~H], (5.107)

establecido esto, vamos a mostrar que ~fG es la densidad de fuerza generalizada en
medios.

Si consideramos un sistema en el cual sólo están presentes campos electrostáticos,
la densidad de fuerza ~fG toma la siguiente forma
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~fGE = ρ ~E +
1

2
[(∇ ~E) · ~D − (∇ ~D) · ~E]. (5.108)

Ahora, puesto que en el capítulo anterior se mostró que la densidad de fuerza
sobre un �uido es un caso particular de la densidad de fuerza en un sólido, vamos
a analizar a la densidad de fuerza ~fGE para un sólido. Dicho esto consideramos la
ecuación constitutiva (5.43) y sustituyendo en la ecuación (5.108) obtenemos

fi(GE) = ρEi +
1

2

[
(
∂

∂ri
Ej)Dj − (

∂

∂ri
Dj)Ej

]

= ρEi +
1

2

[
(
∂

∂ri
Ej)Dj − (

∂

∂ri
ε0εjkEk)Ej

]

= ρEi +
1

2

{
(
∂

∂ri
Ej)Dj − ε0

[
(
∂

∂ri
εjk)Ek + εjk(

∂

∂ri
Ek)

]
Ej

}

= ρEi +
1

2

[
Dj(

∂

∂ri
Ej)−Dk(

∂

∂ri
Ek)− (

∂

∂ri
εjk)ε0EkEj

]
, (5.109)

analizando el término Dj(
∂
∂ri
Ej) − Dk(

∂
∂ri
Ek), y considerando que los índices j y k

son mudos, entonces si j → k, el término se anula, puesto que

Dj(
∂

∂ri
Ej)−Dk(

∂

∂ri
Ek) = 0,

con esta consideración, la ecuación (5.108) se escribe como

fi(GE) = ρEi −
1

2
ε0EkEj(

∂

∂ri
εjk). (5.110)

Siguiendo el razonamiento de la sección (4.2.2), es decir, rede�niendo el gradiente

∇i →
(
∂

∂ri
+
∂Slm
∂ri

∂

∂Slm

)

y usando esta de�nición en la ecuación (5.110), obtenemos que

fi(GE) = ρEi −
1

2
ε0EkEj

(
∂

∂ri
+
∂Slm
∂ri

∂

∂Slm

)
(εjk)

= ρEi −
1

2
ε0EkEj

(
∂εjk
∂ri

)
− 1

2
ε0EkEj

∂Slm
∂ri

(
∂εjk
∂Slm

)
. (5.111)

Claramente esta densidad de fuerza es igual al miembro derecho de ecuación (5.66), la
cual analizamos y demostramos que conduce a la densidad de fuerza en sólidos usual.
Con esto es evidente que la densidad de fuerza fi(GE) en un caso particular se convierte
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en la densidad de fuerza en un sólido fi(s), y a su vez la densidad de fuerza de fi(s) en
un caso particular se convierte en la densidad de fuerza de Helmholtz fi(H),es decir

fi(G) → fi(GE) → fi(s) → fi(H).

Cuando consideramos unicamente campos magnetostáticos, la densidad de fuerza
~fG toma la forma de

~fGM = ~j × ~B +
1

2
[(∇ ~H) · ~B − (∇ ~B) · ~H], (5.112)

análogamente como lo hicimos para el caso electrostático se puede encontrar que la
densidad de fuerza fGM) contiene las densidades de fuerza usualmente conocidas, con
esto podemos ver que

fi(G) → fi(GM) → fi(sM) → fi(HM).

Con esto hemos mostrado como la densidad de fuerza fi(G) la cual se obtuvo di-
rectamente de la ecuación de balance de momento electromagnético (5.106), contiene,
como casos particulares, las densidades de fuerza deducidas y discutidas en los capí-
tulos anteriores, con esto sustentamos la propuesta de la densidad de fuerza (5.107),
como la densidad de fuerza en medios materiales.
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Capítulo 6

Equivalencia de las diferentes
propuestas para el tensor de esfuerzos
en un sólido elástico

En este capitulo buscamos mostrar la equivalencia de las propuestas de los autores
Stratton, Landau-Lifshitz y Robinson para el tensor de esfuerzos en un sólido elástico.

Stratton [1] escribe el tensor como

tij = ε0

(
ε+

a2 − a1
2

)
EiEj − ε0

(
ε+ a2

2

)
E2δij, (6.1)

Landau y Lifshitz [10] por su parte escriben el tensor como

σik = ε0

(
ε− a1

2

)
EiEk − ε0

(
ε+ a2

2

)
E2δik, (6.2)

y Robinson [4], escribe

T eij + T esij =
1

2

(
EiDj + EjDi − ~E · ~Dδij

)
− 1

2
ε0αklijEkEl, (6.3)

la cual es una expresión que no es directamente comparable con los tensores escritos
por Stratton y Landau- Lifshitz, esto es debido a que el tensor (6.3) está expresado
en términos del tensor αklij.

Para darnos cuenta si son o no equivalente estas propuestas es necesario uni�car las
de�niciones de las constantes utilizadas por dichos autores. Estas constantes surgen
tras analizar el tensor

αjklm =
∂εjk
∂Slm

. (6.4)

Estos autores señalan que el tensor αjklm es un tensor de constantes y que en el
caso de un sólido elástico existen únicamente 2 constantes independientes, pero, sólo
Stratton muestra con detalle como se obtienen estas dos constantes, la confusión surge
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cuando estas constantes aparecen en el tensor electrostático asociado al estudio de la
densidad de fuerza en sólidos ya que los tres autores usan las mismas letras para estas
constantes, pero no es evidente que representen las mismas cosas.

6.1. Equivalencia de las propuestas para el tensor de
esfuerzos de Landau- Lifshitz y Robinson

En el estudio de la densidad de fuerza en un sólido, Robinson comenta que sólo
existen dos constantes independientes y escribe que para este caso en particular el
tensor T esij debe de ser

T esij = −1

2
ε0
(
a1EiEj + a2E

2δij
)
, (6.5)

donde a1 y a2 son dichas constantes, además si consideramos que

EiDj = EjDi (6.6)

y
Dj = ε0εEj, (6.7)

podemos escribir una expresión para el tensor propuesto por Robinson, la cual puede
ser comparable con las expresiones escritas por Landau-Lifshitz y Stratton. Entonces
aplicando las ecuaciones (6.5), (6.6) y (6.7) en la ecuación (6.3), obtenemos

T eij + T esij = ε0

[
(ε− a1

2
)EiEj − (

ε+ a2
2

)E2δik

]
. (6.8)

Ahora ya podemos hacer una comparación inmediata entre los tensores (6.2) y (6.8).
Es claro que los tensores escritos por Landau-Lifshitz y Robinson son equivalentes, es
decir

σik ≡ T eij + T esij ,

puesto que

σik = ε0

(
ε− a1

2

)
EiEk − ε0

(
ε+ a2

2

)
E2δik

y

T eij + T esij = ε0

[
(ε− a1

2
)EiEj − (

ε+ a2
2

)E2δik

]
.

Debido a que Robinson no escribió una expresión como la ecuación (6.8), la compa-
ración entre sus resultados y los obtenidos por Landau y Lifshitz no es obvia.

6.2. Equivalencia de las propuestas para el tensor de
esfuerzos de Stratton y Landau- Lifshitz

Ahora falta realizar la comparación con el tensor escrito por Stratton. Para facilitar
esta comparación, escribimos nuevamente el tensor de Stratton pero cambiando las
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constantes a1 = α1 y a2 = α2 junto con el tensor escrito por Landau y Lifshitz, con el
�n de distinguir las constantes, entonces tenemos

tij = ε0

(
ε+

α2 − α1

2

)
EiEj − ε0

(
ε+ α2

2

)
E2δij, (6.9)

y

σik = ε0

(
ε− a1

2

)
EiEk − ε0

(
ε+ a2

2

)
E2δik. (6.10)

Ahora nuestro objetivo es aclarar como se relacionan las constantes de cada autor,
para establecer si los tensores (6.9) y (6.10) son equivalentes. Para esto, vamos a
utilizar el hecho de que Stratton obtiene las siguientes relaciones para sus constantes

αjjjj = α1, αjjkk = α2, αjkjk = α3, (j 6= k). (6.11)

y

α1 − α2 − 4α3 = 0, α3 =
1

4
(α1 − α2). (6.12)

Con ayuda de estas ecuaciones, muestra como el tensor de cuarto rango αjklm, para
un sólido, tiene unicamente dos constantes independientes, denominadas por Stratton
como, α1 y α2. Aquí surge el punto clave, Stratton escribe el tensor en términos de las
constantes α1 y α2, pero esta no es la única forma de escribirlo, si elegimos expresar
este tensor (6.9) en función de las constantes α3 y α2 y dado que

−2α3 =
1

2
(α1 − α2), (6.13)

obtenemos

tij = ε0 (ε− 2α3)EiEj − ε0
(
ε+ α2

2

)
E2δij. (6.14)

Ahora, una vez escrito el tensor de Stratton de la forma (6.14), hacemos una compa-
ración entre los tensores (6.8), (6.10) y (6.14), es decir

σik = ε0

(
ε− a1

2

)
EiEk − ε0

(
ε+ a2

2

)
E2δik,

T eij + T esij = ε0

[
(ε− a1

2
)EiEj − (

ε+ a2
2

)E2δik

]
,

y

tij = ε0 (ε− 2α3)EiEj − ε0
(
ε+ α2

2

)
E2δij.

Con esta comparación, podemos ver, que los tensores de Stratton, Landau y Robinson,
son equivalentes, además podemos establecer una igualdad entre las constantes de
Landau y Robinson con las constantes de Stratton, la cual queda expresada en las
siguientes ecuaciones

4α3 = a1 (6.15)

y
α2 = a2. (6.16)
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Con esto establecemos que los tensores (6.8), (6.10) y (6.14) son iguales y hemos
uni�cado el lenguaje de estos tres autores para así facilitar el análisis siguiente.

6.3. Demostración de que en el tensor de Maxwell es-
tán incluidas las propuestas de Stratton, Landau-
Lifshitz y Robinson

En esta sección buscamos mostrar, si es posible o no, obtener el tensor que propo-
nen Stratton, Landau-Lifshitz y Robinson para un sólido elástico sometido a un campo
electrostático, directamente del tensor de Maxwell en medios. Para esto partimos de
la expresión bien conocida de dicho tensor

Tij = DiEj −
1

2
DkEkδij, (6.17)

ahora, es necesario escribir la ecuación constitutiva que vincula los campos ~D y ~E

Di = ε0εilEl, (6.18)

es aquí precisamente donde radica el meollo de este problema, puesto que nosotros
hacemos énfasis en que dicha ecuación constitutiva debe contener las características
del sistema al que deseemos tratar, consideramos que la permitividad εil escrita en la
ecuación constitutiva es el vehículo en el cual se deben de contener las características
del sistema.

Landau y Lifshitz [10], en el caso de un sólido expresa que la permitividad está
compuesta por dos partes, una parte ε0il, que representa las propiedades del medio antes
de ser deformado y otra ailmnSmn que contiene la información del medio deformado,
es decir

εil = ε0il + ailmnSmn. (6.19)

Para comprender mejor estas propiedades de la permitividad εil, recordemos que
en el cálculo de Stratton, ya se sigue esta linea de razonamiento, pero nunca escribe
explícitamente una expresión como (6.19) y utiliza un lenguaje sumamente, anticuado,
pone cuidado en considerar la permitividad del medio antes y después de la deforma-
ción. En lo que respecta a Robinson el lenguaje es mas claro y moderno, pero no tiene
cuidado en hacer distinción de las partes que constituyen la permitividad, puesto que
abusa de la letra ε, lo cual puede dar pie a muchas confusiones.

Una vez expuestas estas consideraciones proponemos el tensor permitividad como
la suma de dos tensores,ε0il y ε

∗
il, donde ε

0
il representa, al igual que para Landau y Lifs-

hitz, la permitividad del medio antes de ser deformado y ε∗il contiene las propiedades
del medio deformado, de tal forma que

εil = ε0il + ε∗il, (6.20)
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Si sustituimos las ecuaciones (5.43) y (6.20) en la expresión para el tensor de
Maxwell (6.17), obtenemos

Tij = (ε0il + ε∗il)ElEj −
1

2
(ε0mk + ε∗mk)EmEkδij, (6.21)

ahora, de�nimos

ε0ilEl = εEi, (6.22)

ε∗ilEl = αEi, (6.23)

ε0mkEm = εEk, (6.24)

y
ε∗mkEm = βEk, (6.25)

donde α y β son dos constantes. Con esto podemos escribir la ecuación (6.21) como

Tij = ε0(ε+ α)EiEj −
1

2
ε0(ε+ β)E2δij, (6.26)

si comparamos con el tensor de Stratton

tij = ε0

(
ε+

a2 − a1
2

)
EiEj − ε0

(
ε+ a2

2

)
E2δij, (6.27)

basta con de�nir las constantes
α =

a2 − a1
2

(6.28)

y
β = a2. (6.29)

Con esto mostramos que el tensor de Maxwell en medios materiales, bajo ciertas
consideraciones, reproduce el tensor propuesto por Stratton, Landau-Lifshitz y Ro-
binson para medios sólidos. Esto es un punto muy importante para nuestro trabajo,
puesto que es un elemento más que apoya nuestra visión, las ecuaciones de Maxwell
más ecuaciones constitutivas y el cálculo vectorial y tensorial proveen los tensores y
las densidades de fuerza en medios materiales.
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Capítulo 7

Conclusiones

En este trabajo hemos mostrado algunas de las deducciones usuales de las densida-
des de fuerza en medios materiales, hemos seguido el desarrollo de estas deducciones
señalando los puntos delicados de las mismas y hemos establecido las equivalencias
que existen entre estas deducciones al uni�car el lenguaje de las mismas. Además no
solo nos limitamos a analizar las deducciones usuales, por otra parte también demos-
tramos que la densidad de fuerza sobre un sólido debida a campos electrostáticos o
magnetostáticos puede obtenerse directamente de la ecuación de balance de momento
electromagnético deducida de las ecuaciones de Maxwell; previamente Campos et al
[15] demostraron que efectivamente esta ecuación de balance provee la densidad de
fuerza sobre un �uido, es decir la densidad de fuerza de Helmholtz.

En este trabajo mostramos la generalidad de la ecuación de balance de momento
que surge de las ecuaciones de Maxwell, con las relaciones constitutivas adecuadas es
posible deducir de ella las densidades de fuerza en �uidos y en sólidos ya conocidas, se
tiene así una densidad de fuerza en general para medios materiales por lo cual no hace
falta buscar dichas densidades en otro lado, este es un método novedoso, sustentado
en una interpretación diferente de la ecuación de balance de momento, puesto que,
usualmente se deduce primero una densidad de fuerza a partir de la energía libre del
sistema [Stratton, Tamm, Panofsky y Phillips, Landau y Lifshitz], y posteriormente
se realiza el balance de momento, hemos demostrado que esto es innecesario. Este es
método puramente macroscópico, a diferencia de lo hecho por Gordon [5], Peierls [8],
Lai et al en [11] y [12] entre otros.

Con esto mostramos la enorme riqueza de la teoría de Maxwell, las cuatro ecua-
ciones y las relaciones constitutivas conducen a las densidades de fuerza en medios
materiales conocidas.

51



7.0.

52



Bibliografía

[1] Stratton J. A. (1941), Electromagnetic Theory, Mc Graw-Hill, New York and
London

[2] Panofsky W. K. H. y Phillips M. (1962), Classical Electricity and Magnetism,
2nd Addison-Wesley, Mass.

[3] Landau L. D. and Lifshitz E. M. (1969), Teoría de la elasticidad, Reverté,
Barcelona.

[4] Robinson F. N. H. (1973), Macroscopic Electromagnetism, Pergamon, New York.

[5] Gordon, J. (1973) Phys. Rev. A 8, 14.

[6] Robinson, F. N. H. (1975) Phys. Rep. 16C, 314.

[7] Jackson J. D. (1975), Classical Electrodynamics, 2nd Wiley, New York.

[8] Peierls R. (1976)Proc. R. Soc. Lond. A 374, 475.

[9] Tamm I. Y. (1979), Fundamentos de la teoría de la electricidad, Mir, Moscú

[10] Landau L. D. and Lifshitz E. M. (1981), Electrodinámica de los medios continuos,
Reverté, Barcelona.

[11] Lai H. M., Suen W. M., and Young K. (1982) Phys. Rev. A 25, 3.

[12] Lai H. M., C. K. Ng, and Young K. (1984) Phys. Rev. A 30, 2.

53



.0. BIBLIOGRAFÍA

[13] Peierls R. (1991) More Surprises in Theoretical Physics., New Jersey: Princeton.

[14] W. Michael Lai, David Rubin and Erhard Krempl (1996) Introduction to

Continuum Mechanics, Butterworth-Heinemann, Reino Unido.

[15] Campos I. , Jiménez J.L. and López Mariño M.A. (2010), Nuovo Cimento, 125
B, N.4.

[16] Campos I. , Jiménez J.L. and López Mariño M.A. (2012), Revista Brasileira de

Ensino de Física, 2, 2303.

54



Apéndices

55





Apéndice A

Elasticidad

A.1. Descripción material y descripción espacial

Cuando un medio continuo está en movimiento, las cantidades tensoriales que se
asocian con las partículas especi�cas (temperatura θ, velocidad ~v, etc) cambian con
el tiempo. Podemos describir estos cambios por:

1 siguiendo las partículas, es decir, expresamos θ, ~v como función de las partí-
culas (denotado por las coordenadas materiales Xi) y el tiempo. En otras palabras,
expresamos

θ = θ(Xi, t),

~v = ~v(Xi, t).

Tal descripción se conoce como la descripción material. Otros nombres para la misma
son: Descripción lagrangiana y descripción de referencia.

2 Observando los cambios de las posiciones �jas, es decir, expresamos θ, ~v como
función de las posiciones �jas y el tiempo, es decir

θ = θ(xi, t),

~v = ~v(xi, t).

Tal descripción se conoce como una descripción espacial o descripción euleriana. xi
localiza la posición �ja de puntos en el espacio físico y es conocido como el espacio
de coordenadas. Las coordenadas espaciales xi de una partícula en cualquier tiempo t
están relacionados con las coordenadas materiales Xi de la partícula por la siguiente
ecuación

xi = xi(Xi, t)

A.2. Derivada material

La tasa de cambio en el tiempo de una cantidad (tal como la temperatura o la
velocidad o tensor de tensiones) de una partícula de material, se conoce como una
derivada de material. Vamos a denotar la derivada material por D/Dt.
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A.3. Tensor de deformación

(I) Cuando se utiliza una descripción material de la cantidad, tenemos

θ = θ(Xi, t),

entonces
Dθ

Dt
=
∂θ

∂t
|Xifijo.

(II) Cuando se utiliza una descripción espacial de la cantidad, tenemos

θ = θ(xi, t),

entonces

Dθ

Dt
=

∂θ

∂xi

∂xi
∂t

+ (
∂θ

∂t
)xifijo.

Cuando se utilizan coordenadas cartesianas rectangulares, ∂xi
∂t

son las componentes
de la velocidad vi de la partícula. De este modo, la derivada material en coordenadas
rectangulares es

Dθ

Dt
=
∂θ

∂t
+ ~v · ∇θ.

donde hay que destacar que estas ecuaciones son para θ en una descripción espacial,
es decir, θ = θ(xi, t).

A.3. Tensor de deformación

Hay muchos problemas para los cuales el desplazamiento de cada punto material
es muy pequeña. En esta sección, se deriva el tensor de la cual que caracteriza a la
deformación.

Considerando un cuerpo, que tiene una con�guración particular, en algún tiempo
de referencia t0, los cambios en otra con�guración en el instante t. Haciendo referencia
a la Fig. 3,3, un punto material P típico experimenta un desplazamiento ~u , de modo
que llega a la posición

~x = ~X + ~u( ~X, t)

Un punto vecino Q ~X + d ~X llega a ~x+ d~x que está relacionado con ~X + d ~X por:

~x+ d~x = ~X + d ~X + ~u( ~X + d ~X, t)

Restando las ecuaciones anteriores se obtiene

d~x = d ~X + ~u( ~X + d ~X, t)− ~u( ~X, t).

Utilizando la de�nición de gradiente de una función vectorial tenemos

d~x = d ~X + (∇~u)d ~X,
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Tensor de deformación A.3.

donde ∇~u es un tensor de segundo orden conocido como el gradiente de desplazamien-
to. Podemos escribir las ecuación anterior como

d~x = (I+∇~u) ~X,

de�niendo
A = (I+∇~u)

tenemos
d~x = Ad ~X,

d~x · d~x = Ad ~X ·Ad ~X = d ~X ·ATAd ~X,

es decir,

(ds)2 = d ~X ·ATAd ~X

Si A es un tensor ortogonal, entonces ATA = I, y

(ds)2 = (dS)2

Por lo tanto, un tensor A ortogonal corresponde a un movimiento rígido del cuerpo
(traslacióny / o rotación).

ATA = (I+∇~u)T (I+∇~u) = I+∇~u+ (∇~u)T + (∇~u)T (∇~u)

si consideramos sólo los casos en que los componentes del vector de desplazamiento
así como sus derivadas parciales son muy pequeños, de modo que el valor absoluto de
cada componente de (∇~u)T (∇~u) es una cantidad más pequeña que las componentes
de ∇~u

Para tal caso, la ecuación anterior se convierte en:

ATA ≈ I+∇~u+ (∇~u)T ≡ I+ 2S,

donde

S =
1

2

[
(∇~u)T + (∇~u)

]
,

escribiendo en notación indicial

Sij =
1

2

(
∂ui
∂rj

+
∂uj
∂ri

)
,

El tensor S caracteriza a los cambios de longitudes en el continuo de someterse
a pequeñas deformaciones. Este tensor S se conoce como el tensor de deformaciones
in�nitesimales.
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Apéndice B

Deducción de la ecuación (4.33)

Si θ es una cantidad escalar asociada con la materia moviéndose en un medio con
una velocidad ~v, la derivada total con respecto al tiempo está dada por

dθ

dt
=
∂θ

∂t
+

(
dui
dt

)
∂θ

∂ri
, (B.1)

donde la velocidad está de�nida como

dui
dt

= vi. (B.2)

Utilizando las ecuaciones (B.1) y (B.2) escribe una ecuación que relaciona las derivadas
con respecto al tiempo totales y parciales de una cantidad que se mueve con una
velocidad vi, es decir

∂θ

∂t
=
dθ

dt
− vi

∂θ

∂ri
. (B.3)

Por otra parte escribe el tensor ∂ui
∂rj

en términos de su parte simétrica Sij y antisimetrica
Wij

∂ui
∂rj

= Sij −Wij, (B.4)

donde

Sij =
1

2

(
∂ui
∂rj

+
∂uj
∂ri

)
(B.5)

y

Wij =
1

2

(
∂uj
∂ri
− ∂ui
∂rj

)
. (B.6)

Derivando las ecuaciones (B.5) y (B.6)

dSij
dt

=
1

2

(
∂

∂rj

dui
dt

+
∂

∂rj

duj
∂dt

)

=
1

2

(
∂vi
∂rj

+
∂vj
∂ri

)
(B.7)
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B.0.

dWij

dt
=

1

2

(
∂

∂ri

duj
dt
− ∂

∂rj

dui
∂dt

)

=
1

2

(
∂vj
∂ri
− ∂vi
∂rj

)
. (B.8)

Considerando que la permitividad tiene la siguiente dependencia

εij ≡ εij(Sij,Wij) (B.9)

escribe una derivada con respecto al tiempo de la forma

dεij
dt

= εik(
dWjk

dt
) + εkj(

dWik

dt
) + (

dεij
dSkl

)
dSkl
dt

, (B.10)

esta es una expresión que no discute, la cual sirve como base de su cálculo, aparente-
mente es una especie de regla de la cadena. Sustituyendo las ecuaciones (B.7) y (B.8)
en la expresión (B.10) obtiene

dεij
dt

= εik
1

2
(
∂vk
∂rj
− ∂vj
∂rk

) + εkj
1

2
(
∂vk
∂ri
− ∂vi
∂rk

) + αijkl
1

2
(
∂vk
∂rl

+
∂vl
∂rk

), (B.11)

después considera que, para un sólido isotrópico

∂vk
∂rl

=
∂vl
∂rk

, (B.12)

sustituyendo la igualdad (B.12) en la ecuación (B.11) resulta

dεij
dt

= εik
1

2
(
∂vj
∂rk
− ∂vk
∂rj

) + εkj
1

2
(
∂vi
∂rk
− ∂vk
∂ri

) + αijkl(
∂vk
∂rl

). (B.13)

Por otra parte en analogía con la ecuación (B.3) escribe la siguiente expresión

∂εij
∂t

=
dεij
dt
− vk

∂εij
∂rk

, (B.14)

usando (B.13) y (B.14) escribe �nalmente la expresión para la derivada parcial con
respecto al tiempo del tensor permitividad

∂εij
∂t

=
1

2
εik

(
∂vj
∂rk
− ∂vk
∂rj

)
+

1

2
εkj

(
∂vi
∂rk
− ∂vk
∂ri

)
+ αijkl

∂vk
∂rl
− vk

∂εij
∂rk

, (B.15)

esta es la ecuación buscada, la cual utiliza Robinson como base de su cálculo para
obtener la densidad de fuerza en sólidos.
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Apéndice C

Deducción de las ecuaciones (5.10) y
(5.11)

Para mostrar de donde se obtienen las ecuaciones (5.10) y (5.11) partimos de las
siguientes identidades vectoriales y tensoriales

∇ · (~U ~V ) = ~V (∇ · ~U) + (~U · ∇)~V (C.1)

∇(~U · ~V ) = (~U · ∇)~V + (~V · ∇)~U + ~U × (∇× ~V ) + ~V × (∇× ~U) (C.2)

~U × (∇× ~V ) = (∇~V ) · ~U − (~U · ∇)~V , (C.3)

de las ecuaciones (C.1), (C.2) y (C.3) podemos escribir

~V (∇ · ~U) = ∇ · (~U ~V )− (~U · ∇)~V (C.4)

~U × (∇× ~V ) = ∇(~U · ~V )− (~U · ∇)~V − (~V · ∇)~U − ~V × (∇× ~U) (C.5)

~V × (∇× ~U) = (∇~U) · ~V − (~V · ∇)~U. (C.6)

Ahora analizando un vector, que tiene la siguiente forma

~A ≡ ~V (∇ · ~U)− ~U × (∇× ~V )

= ~V (∇ · ~U)− 1

2
~U × (∇× ~V )− 1

2
~U × (∇× ~V ), (C.7)

sustituyendo las identidades (C.3), (C.4) y (C.5) en la ecuación (C.7)

~A = [∇ · (~U ~V )− (~U · ∇)~V ]− 1

2
[(∇~V ) · ~U − (~U · ∇)~V ]

−1

2
[∇(~U · ~V )− (~U · ∇)~V − (~V · ∇)~U − ~V × (∇× ~U)], (C.8)

sustituyendo la ecuación (C.6) en la expresión (C.8) resulta

~A = [∇ · (~U ~V )− (~U · ∇)~V ]− 1

2
[(∇~V ) · ~U − (~U · ∇)~V ]

−1

2
[∇(~U · ~V )− (~U · ∇)~V − (~V · ∇)~U − (∇~U) · ~V + (~V · ∇)~U ], (C.9)
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C.0.

simpli�cando y agrupando términos

~A = ∇ · (~U ~V )− 1

2
∇(~U · ~V ) +

1

2
[(∇~U) · ~V − (∇~V ) · ~U ]. (C.10)

Usando el hecho de que
∇(~U · ~V ) = ∇ · I(~U · ~V ), (C.11)

podemos escribir (C.10) como

A ≡ ~V (∇· ~U)− ~U× (∇× ~V ) = ∇· [~U ~V − 1

2
I(~U · ~V )]+

1

2
[(∇~U) · ~V − (∇~V ) · ~U ]. (C.12)

Con este procedimiento hemos mostrado como obtenemos la igualdad tensorial (C.12),
que es la base para escribir las ecuaciones (5.10) y (5.11). Para exhibir la forma
explícita de estas ecuaciones tenemos que realizar cambios.

Si hacemos el cambio V → ~E y ~U → ~D en la expresión (C.12) tenemos la siguiente
identidad

~E(∇ · ~D)− ~D× (∇× ~E) = ∇ · [ ~D ~E − 1

2
( ~D · ~E)I] + 1

2
[(∇ ~D) · ~E − (∇ ~E) · ~D], (C.13)

análogamente si cambiamos V → ~H y U → ~B en la expresión (C.12) obtenemos

~H(∇ · ~B)− ~B× (∇× ~H) = ∇ · [ ~B ~H − 1

2
( ~B · ~H)I] +

1

2
[(∇ ~B) · ~H − (∇ ~H) · ~B]. (C.14)

Las ecuaciones (C.13) y (C.14) nos permiten mostrar la forma �nal de nuestras ecua-
ciones de balance de momento.
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Apéndice D

Coe�cientes del tensor αjklm

Para deformaciones su�cientemente pequeñas se puede escribir

δεjk = δSlmαjklm, (D.1)

donde

αjklm =
∂εjk
∂Slm

. (D.2)

Los 81 coe�cientes αjklm son las componentes de un tensor de cuarto rango. En
virtud de las relaciones εjk = εkj, Slm = Sml, se tiene

αjklm = αkjlm = αjkml. (D.3)

Luego de los 81 - 9 = 72 términos no diagonal, sólo el 36 son independientes y el número
total de coe�cientes independientes se reduce a 36 + 9 = 45. Para reducir aún más el
sistema se debe hacer uso de las condiciones de simetría, introduciendo la limitación
de es un medio inicialmente isotrópico, aunque no necesariamente homogéneo.

La variación en la densidad de la energía electrostática debido a una pequeña
deformación es

δu = −1

2
ajklmEjEkδSlm (D.4)

Ahora bien, como el dieléctrico se supone que es inicialmente isotrópico, entonces
la ecuación (D.4) debe ser invariante a una inversión en la dirección de cualquier eje
coordenado y para el intercambio de cualquiera de los dos ejes de coordenadas. Por
lo tanto una inversión del eje xj, invierte los signos de Ej y εjk, k 6= j, pero deja
todo los demás factores sin cambios. Como consecuencia, ciertos coe�cientes deben
desaparecer si δu no es afectada por la reversión o intercambio de ejes. De hecho, es
evidente que todos menos tres clases de coe�cientes son cero, a saber:

ajjjj = a1, ajjkk = a2, ajkjk = a3, (j 6= k). (D.5)

Ahora δu también debe ser invariante a la rotación de los ejes de coordenadas
y esto implica una relación adicional entre los parámetros a1, a2 y a3. Usando las
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ecuaciones (D.5) en la expresión (D.4) resulta

δu = −1

2
(a1 − a2 − 4a3)E

2
j δSjj −

1

2
a2E

2δSjj

−2a3(E2
j δSjj + E1E2δS12 + E2E3δS23 + E3E1δS31). (D.6)

Sólo el primer término de la ecuación (D.6) es invariante con las coordenadas y es
necesario que

a1 − a2 − 4a3 = 0, a3 =
1

4
(a1 − a2). (D.7)

Con esto se muestra como el tensor de cuarto rango αjklm, para un sólido tiene
unicamente dos constantes independientes, denominadas por Stratton como, a1 y a2.
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